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INTRODUCCION

El estudio de la coloracién en Digraficas de las ultimas décadas ha
generado una diversa gama de nuevos conceptos e importantes resultados
enriqueciendo la Teoria de Graficas que es actualmente un drea importante
dentro de las Matemdticas y que ha temdo un notable crecimiento

recientemente.

El concepto de micleo fue introducide por Von Neumann y Morgestern
para Teoria de Juegos [13} Y durante vartos anos el problema de la existencia
de un nicleo en una digrafica dada ha sido estudiado por varias personas, en
particular por Richardson [14, 15], Duchet vy Meyniel [6], Duchet [4, 5],
Galeana-Sanchez v Newmann-Lara [10, 11, 12, 13].

Un aspecto importante de estudio de una digrafica D es determunar si ésta
es muicleo perfecta, es decir, si toda subdigrafica inducida de D tiene nicleo
(recordemos que un niicleo N de D es un conjunto independiente de vértices

tal que F(D[N]) = ¢ y para cada z e V(D)-N existe una zN-flecha en D).

En ia presente tesis desarrollo algunos resultados obtemidos en los dltimos
20 afios acerca del micleo por trayectorias monocrométicas en digraficas
coloreadas en flechas con m colores (m-coloreadas), entendiéndose por nicleo
por trayectorias monocromaticas, un conjunto N de vértices de la digrafica
que no tiene trayectorias dirigidas monocromaticas entre cualquier par de
vértices de N y ademas para cada vértice de la digrafica que no pertenece a N,



este vértice tiene una trayectonia dirigida monocromatica hacia algiin vértice

quesiesté en N

En este trabajo expongo algunos resultados acerca de micleos por
trayectorias monocromaticas en: Digraficas asimétricas completas m-
coloreadas (Torneos m-coloreados), y Digraficas asimétricas completas
menos una flecha m-coloreadas (Casi-torneos m-coloreados), siendo éstos

Gltimos el principal objeto de estudio de esta tesis.

Entenderemos por cicle casi-monocromatico, un ciclo en el que con a lo

mas una excepelion todas sus flechas estan coloreadas con el mismo color.

El primer antecedente que involucra resultados acerca de nucleos por
trayectorias monocromaticas en Torneos m-coloreados, es el trabajo realizado
en 1982, por Sands, Sauer y Woodrow de la Universidad de Calgary, Canada,
[17], quienes probaron que todo torneo T 2-coloreado tiene un vértice {v} que
es nmicleo por trayectorias monocromditicas. Ademas ellos plantearon la
siguiente conjetura ;si T es un Tomeo 3-coloreado tal que todo ciclo de
longitud 3 es casi-monocromatico, el torneo T, debe temer un nicleo por

trayectorias monocromaticas?.

En el Capitulo 1 se responde de forma parcial la cuestion planteada por
estas tres personas, mostrando el trabajo realizado por Shen Minggang, de la
Universidad de Profesores de Shangai, China [18], al probar que si T es un
Torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 es casi-monocromatico y
todo torneo transitivo de longitud 3 es casi-monocromatico, entonces el

Tomneo tiene micleo por trayectorias monocromaticas. Ademds se presentan
2



algunos Torneos m-coloreados mz24, donde se enfatiza la necesidad de
considerar los torneos con la hipdtesis descrita por Minggang para que el

torneo tenga nicleo por trayectorias monocromaéticas.

En el Capitulo 2, se desarrolla el trabajo realizado por H. Galeana
Sanchez, [7], Investigadora del Instituto de Matemdticas de la UNAM, quién
obtiene algunas condiciones para que un Torneo m-coloreado tenga niicleo por
trayectorias monocromaticas. En particular se expone el caso de que si T es un
torneo en el que todo ciclo dirigido de longitud a lo mas 4 es un ciclo casi-
monocromatico, entonces el tormec tiene nficleo  por trayectorias
monocromaticas. Ademas se analiza la relacion de este resultado particular
con ¢l resultado obtenido por Shen Minggang (Capitulo 1), mediante algunos

gjemplos.

En el capitulo 3 se dan los primeros resultados que involucran a las
digraficas conocidas como casi-torneos en relacién a que contengan nicleo
por trayectorias monocromadticas. En particular se prueba que si D es una
digrafica que resulta de borrar una sola flecha de algin torneo m-coloreado y
todo ciclo de longitud a lo mas 4 en D es casi-monocromatico entonces la
digrafica tiene nucleo por trayectorias monocromdticas. Estos resultados

fueron obtenidos por H. Galeana Sanchez, [8]

El capitulo 4, presenta el trabajo realizado por H. Galeana y J. Garcia-
Ruvalcaba [9] en digre"lﬁcas que son casi-toimeos que no contienen ciclos de
longitud 3 ni torneos tramsitivos de longitud 3 y para las cuales la digrafica
tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. En este capitulo también se

presentan algunos ejemplos que enfatizan la necesidad de la hipotesis de que
3



las digraficas que son casi torneos y que no contegan ni C; tricolor ni T
tricolor para que éstas digraficas tengan nucleo por trayectorias

monocromaticas.

Finalmente en el capitulo 5, expongo nuevos resultados obtenidos en
colaboracion con H. Galeana Sinchez para digraficas que son casi-tomneos en
los cuales todo ciclo dirigido de longitud 3 es monocromatico y para las que
existe nicleo por trayectorias monocromaticas También en este capitulo
presento algunos ejemplos que enfatizan la necesidad de la hipotesis de que
todo Cs sea monocromatico en las digraficas que son casi tormeos para que
estas digraficas tengan nicleo por trayectorias monocromaticas Ademas
describo mediante ejemplos que las condiciones de la hipotesis en las
digraficas que son casi-tormeos de que todo C4 sea monocromatico no implica

las conciciones de las hipdtesis expuestas en los capitulos 3 v 4, v viceversa.



CONCEPTOS BASICOS

DermicidN 1. Una digrafica D=(V(D), F(D)) consiste de un conjunto
finito, no vacio de objetos Hlamados vértices, denotado por V(D), v un
conjunto de parejas ordenadas de vértices llamadas flechas, denotado por

F(D),

D f N
X Y

Figura 1

DEFINICION 2. 81 £=(u,v) eF(D) diremos que w s adyacente hacia v en
Dy v es adyacente desde w en D. Si f=(u,v) eF(D) diremos que f incide

hacia v en Dy { incide desde w en D.

En la figura 1, ¢l vértice w es adyacente hacia x, ¥ el vértice y es

adyacente desde 2.

DEFiNICION 3. Una subdigrafica B de una digrafica D es una digrafica tal
que V(H)cV(D) ¥ A(cA(D).
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DeFINICION 4. Dado un conjunto V™ de vértices de D la subdigrifica de D
inducida por V™ es aquella que tiene como conjunto de vértices a V' y sus

flechas son las de D que tiene sus dos extremos en V', denotada por D[V’].

La siguiente figura muestra una subdigréafica de la digrafica de la Figura 1

inducida por el conjunto de vértices V'={u, v, w, x}.

D{V’]

X

Figura 2

DEFINICION 5. Se dice que una subdigréfica H de D es generadora si

contiene a todos los vértices de D. Ver la Figura 3

Figura 3



DerFmaiciON 6. Un camino dirigido en una digrafica D es una sucesion de
vértices (vo, w1, ..., V-1, Yn), tal que wvwieF(D) para toda
i=0,1,2,..,n-1. Si en el camino dirigido vy = v, diremos que €s un camine

dirigido cerrado.

DEFINICION 7. Una trayectoria dirigida en D es un camino dirigido en el
que no se repiten vértices Si w y v son el inicio y final de la trayectoria

dirigida diremos que tenemos una w v-trayectoria dirigida.

DEFINICION 8. Un ciclo dirigide es un camino dirigido cerrado donde no se

repiten vértices excepto el primero y el ultimo.

DeFiNICION 9. Para un vértice v de D definimos la vecindad exterior de
wu como N'(w)={ve V(D) (w,v)eF(D)}, andlogamente la vecindad interior
de «w es N(u)y={veV(DY(v,u) eF(D)}

DeFinicion 10, El ingrado dp (v) de un vértice v en D es el mimero de
flechas que inciden hacia v y el exgrado d'p (v) de un vértice v en D es el

numero de flechas que inciden desde v




En la Figura 4 la vecindad intertor de v es N(v)y={y} por lo que el
ingrado d'p (v) = 1 vy la vecindad exterior de v es N'(vy={w, vy, =z, w, 7},

asi que el exgrado d'p (v) = 5.

DeFinictON 11, Sea D una digrafica, con V(D) y F(D) los vértices y
flechas de D respectivamente, una flecha wv de F(D) es llamada asimétrica si

vu no esta en F(D} Una flecha wv de F(D) es simétrica si vu también estd
en F(D).

DeFiNicioN 12, La parte asimétrica de D denotada por Asim(D), es la
subdigrafica generadora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D, y
la parte simétrica de D, Sim(D), es la subdigriafica generadora de D cuyas

flechas son las flechas simétricas de D.

La figura 5 muestra la parte simétrica y la parte asimétrica de la Figura 4.

u u

Asim{(D)

Sim{I2)

Figura 5

DEFiNICION 13 8i D es una digrafica, podemos obtener la grafica no

dirigida D*, Tlamada grafica subyacente, v denotada Gp, reemplazando cada
8



flecha asimétrica y cada par de flechas simétricas por una arista. S1 G es una
grafica no orientada también se puede obtener una digrafica D a partir de G
unicamente dandoles orientacidn a las aristas de G en al menos una de las dos

direcciones donde cada arista es orientada en solo una direccidn.

DEFINICION 14. Sea D una digrafica, se dice que es m-coloreada si las

flechas de [ son coloreadas con m colores.

DeFmvicION 15, Una digrafica D es llamada completa si para todo par de
vértices distinto w v v de D, al menos una de las flechas (u, v)y (v, w)estd

presente en D. Un torneo es una digrafica asimétrica completa.

DeFINiCIOn 16. El orden de una digrafica D, es el namero de vértices que

contiene, se denota por | V(D)| .

DEFINICIGN 17. Sean S, S, subconjuntos no vacios de V(D) y sea (s, 1z)
una flecha de D, se dice que ésta es una 5;5; flecha siempre que vy, € S| y

58— Sz

DEFINICION 18. Un conjunto I V(D) es independiente si F(D[I]) = ¢ Un
nucles N de D es un conjunto independiente de vértices tal que para cada

z € V(D)-N existe una zN-flecha en D.

DeFiviciON 19 Sea D uma digrafica m-coloreada y NcV(D), N es
independiente por trayectorias monocromsticas, si para cualquier par de

vértices v, v en N, no existe una wi-trayectoria dirigida monocromatica.



Diremos que N es absorbente por trayectorias monocrematicas si para cada
ze V(D)\N existe algiin « en N tal que hay una zu-trayectoria dirigida
monocromatica. Si N es independiente por trayectorias monocromaticas y
absorbente por trayectorias monocromaticas diremos que N es micleo per

trayectorias monocromaiticas.
Si D es un torneo, un niicleo por trayectorias monocromaticas consta de

sélo un vértice v €V(T) tal que para cualquer otro vértice xeV(T), existe

una trayectoria monocromatica de x a v.

10



CAPITULO |

SOBRE TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS EN
TORNEOS M COLOREADOS

En esta seccién se considerara el Torneo de orden 3 para mostrar algunos
resultados importantes. Es facil ver que sélo hay dos torneos de orden 3: el
ciclo dirnigido de orden 3, denotade por Cy vy el torneo transitivoe de orden 3,

que denotaremos por T

La siguiente notacién nos serd de gran utilidad. Sean ., v vértices de una
digrafica D, si existe una wv-trayectoria dirigida monocromatica escribiremos
sitnplemente (v —>peno v). Si la trayectoria monocromatica es de un color
conocido por ejemplo rojo entonces se especifica el color de la siguiente

manera; (U —djo V).

De manera similar s1 w, v €V(T), para una digrafica D, (u ~ —yemo V)
indica que no hay una trayectoria dirigida monocromatica de w hacia v, y

(1~ = njo ) indica que no hay una wwv-trayectoria dirigida roja.
El siguiente problema fue propuesto por Sands, Sauer y Woodrow

Sea T un torneo 3-coloreado el cual no contiene C; tricolor. ;Debe el
torneo T contener un Vvértice v que sea nuicleo por trayectorias

monocromaticas?
11



Un caso particular se da en el siguiente Tecrema probado por Shen
Minggang [18], en el que tenemos un torneo T que no contiene C; tricolor m
T; tricolor pero en el cual el torneo T tieme micleo por trayectorias

monocromaticas.

TEOREMA |.I. Sea T un torneo m-coloreado el cual no contiene ni C; tricolor
ni T; tricolor, emtonces existe un vértice v que es nucleo por trayectorias

monocromaticas

DEMOSTRACION. La prucba se hard por induccién sobre el orden de T,
| v(Di=n

Para n =1 y n=2 el 1resultado se da inmediatamente.

- Supéngase que el resultado es cierto para todos los torneos m-coloreados de

orden menor que n, con n>2.

Consideremos ahora un torneo m-coloreado de orden n Por 1a hipotesis de
induccion, para cada v €V(T), existe un vértice f{v)eV(T-{v}), que es

nicleo por trayectorias monocromaticas.

Se puede suponer que el torneo T no tiene una trayectoria monocromatica

de v a f{v), pues si ésta existiera, f{v) seria nicleo de D.

Afirmamos que la funcion f definida anteriormente es biyectiva.
Demostracién:

a) f es inyectiva.
12



Si flu)=f{v} por demostrar que w = w.

Procederemos por reduccién al absurdo suponiendo que w = v. Por
definicion de f{(v), (x —>mono f(¥)) para todo vértice xeV(T-{v}). Como
w# v, uw eV(T-{v}) por lo que (v —>pume f(¥)) pero por hipotesis
flw) = f(v) lo cual indica que (& —>meno f{w)) lo cual no puede ser por la

observacion 1.

b) f es suprayectiva.
Como f es inyectiva de un conjunto finito en é! mismo entonces f es

suprayectiva.
Por lo tanto f es bivectiva.

Sean vy, vz, ..., vn los vértices del torneo. Sin pérdida de generalidad
consideremos al vértice v;. Como no hay trayectoria dirigida monocromatica
de vy a flivy) y T es torneo, debe existir 1a flecha de f(v,) a vy, También debe
existir ia flecha f(f(v 1)) a f(v). Continuando de esta forma como el torneo es
finito y f es biyectiva existe un vértice vy, tal que f(vas) = v ¥ por el

argumento anterior se debe de tener la flechade v, a wns.

Reetiquetando los vértices f(vnr) = v1, flus) = vz, flvg) = v .y
Fvng )= Uy, obtenemos el ciclo Ci=(vy, vns, ..., vz, vy
Si C; no contiene a todos los vértices del toriieo entonces consideremos ahora

un vértice vyr+ 7 que no esté en C;.

13



Repitiendo el  argumento  anterior  obtendremos el  cxclo

Co=(Vnt+1, .evy Unz, Unier)

Continuando con este proceso se tendra una particion de los vértices del

torneo T en ciclos ajenos.

Demostraremos que en esta construceion sélo hay un ciclo.
Supongamos que existen al menos dos ciclos y sean Cy, C,, ..., Cy los ciclos.
Entonces el nimero de vértices de C,, r =1,2, ., k, es menor que n y por
hipétesis de induccion en TIV(Cy)] existe un vértice f{v), que es nicleo por
trayectorias monocromaticas con lo que se tendria una trayectoria
monocromatica de v a f{v), lo cual no era posible. Por o tanto sélo se puede

tener un ciclo con la construccion anterior.

Sea C=(vs, vn, Un-t, ..., va=1f(w2), we=f{vs), wy)elciclo que
contiene a todos los vértices del torneo, donde i+, es adyacente hacia v; v
no hay trayectorias monocromaticas de v; a wvis. Supongamos que las
flechas (v7,vn), (Vn, Vi 1)y (Vne 1, Vn—2), ..., (v3,02), (va,v1),  del ciclo tiene
asignados los colores ap, a,1, 8n2, ..., 82, 41, I€spectivamente. S1 a; = a;, para
toda i distinta de j, con i entre 1 y n entonces la trayectoria: (v, va-r, Un-
2, ..., Vg 7Yz, V) esuna trayectoria monocromatica de v, a vy, lo cual
s una contradiccion pues vy = f(v,). Por lo tanto los a; no son todos iguales,

por lo que existen al menos 2 colores consecutivos distintos en el ciclo.

Consideremos a,; # a, Sin pérdida de generalidad supongamos que las
flechas (vs, vs-7) v (vers. vs) tienen asignados los siguientes colores:
as1=1y as=2.

14



Como wvs € V(T), existe un vértice x = f(vs) € V(T-{vs}), que es niicleo
por trayectorias monocromaticas en T-{v.}, pero por la forma en que se

asignaron los indices f(ve)= vs+1, €n particular (vs-s—>mono Vs+ 1)

—FO—PO --—h—O—hO‘?js+1=u,

3 (2] 3 3 MUy 3

Vo7 = U

Figura 6

Supdngase que el color de esta trayectoria es b. Si b =1 entonces existen
(Vs =1 Voo1) ¥ (Vso1 —>1 Vsrs), POr lo tanto (vs — vs+s) lo cual no puede
ser. De manera similar si b =2 (vs-; —» vs) 1o cval tampoco puede ser, por lo
tanto b debe ser distinto de I y 2. Consideremos b =3,

Sea T = (Ve s= U7, Uz, ..., U1, U~Vs+7) 14 trayectoria monocromatica de
longitud mas corta de Vs s, @ vs+ 7 cOn color 3.

Como T es un torneo deben existir flechas entre los vértices de Ty v,.. No

importa cual sea el sentido de estas flechas, ellas no pueden ser de color 3,
pues si esto sucediera entonces (vs—s —>3 vs), cuando el sentido de la flecha
fuera de w; hacia vs 0 (vs —3 vsv ) para flechas del tipo (v, w4}, 1<2<t, lo

cual seria una contradiccion.

Vamos a demostrar que la flecha entre v, v wz, es de color 1

Congiderando T[{vs,v.-s,22}] tenemos que la flecha entre vs y we debe

i3



tener color 1 o 3, de otra forma T[{vs,vs-7,12}] es un C; 0 un Ty tricolor lo
cual contradice nuestra hipotesis inicial ¥ ya hemos observado que la flecha no
puede tener color 3, por lo tanto debe tener color 1. Supongamos ahora que la
flecha entre v, v w4, es de color 1, con 2 < 1 < t-2, demostraremos que la
flecha entre v, y Ui+, es de color 1. Considerando T[{t:, 241+ 7,v5}] tenemos
que la flecha entre v, y wirs debe tener color 1 o 3, de otra forma
Tl{ws, wir 1, s3] €5 un Cs 0 un Ty tricolor lo cual contradice nuestra hipotesis
micial v ya hemos observado que la flecha no puede tener color 3, por lo
tanto debe tener color 1.

De esta forma la flecha entre vy v wes tiene color 1 por lo tanto
Tl runvst] es un Cy o un Ts tricolor, contradiciendo la hipdtesis del
teorema.

Por tanto debe haber trayectoria dirigida monocromatica de » a f{v),
veV(D) i

De este resultado se obtiene inmediatamente el siguiente Corolario.

COROLARIO 1.2, Sea T un torneo 2-coloreado. Entonces existe un vértice v

de T que es nacleo por trayectorias monocromaticas.

DEMOSTRACION. Como T es un torneo 2-coloreado, T no tiene Cs tricolor ni
T tricolor v por el Teorema 1, en T existe un vértice v que es nicleo por

trayectorias monocromaticas. I

Otro 1esultado es el signiente’
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COROLARIO 1.53. Supéngase que T, Hy, Hp, .., Hy, son todos torneos m-
coloreados sin T; mi Cj; tricolor, con V(T) = {wr,tz, 13, ... %n-1,tUn}. Sca
T’ el torneo que resulta de sustituir cada vértice w; € V(T) por una copia del
torneo H; vy agregando flechas entre los vértices de la copia del torneo H; v
los vértices de la copia del torneo H; en cualquier sentido y con .el color
correspondiente a la flecha entre v; v v; de T. Entonces T” tiene nicleo por

trayectorias monocromaticas.

DEMOSTRACION. Para ver que T  tiene nucleo por trayectorias
monocromaticas probaremos que T™ no contiene T; ni C; tricolores

Consideremos vs, v, ve€ V(T7), si los ties vértices estdn s6lo en un H; estos
vértices no forman ni un T3 m C; tricolor.

Si tomamos v;, v;€ V(Hs) y vi€ V(Hy), entonces como las flechas que unen
Vs con Y Y v; con vy son del mismo color no importa el sentido que tengan
tampoco forman ni un T3 ni un Cs tricolor.

Abhora st consideramos v;e V(H;), v;e V(H,) y viee V(Hy), estos vértices no
forman un T3 ni un C; tricolor en T” ya que si lo formaran eptonces habria un
T3 o un C; tricolor en T, lo cual contradice nuestra hipbtesis.

Por lo tanto en T" no hay T3 m C; tricolores, y por el Teorema 1.1, T tiene

macleo por trayectorias monocromaticas. ll

Sienel Teorema 1 1 se mantiene solamente la condicién de que el torneo T
no contenga Cs tricolor, ¢l resultado no es cierto. Enseguida mostramos un
contraejemplo, Fignra 7. La digrifica denotada por Gs, es un torneo con 5
vértices, 5-coloreada que no contiene C; tricolor pero si contiene un T tricolor

formado por los vértices v, vs ¥y vs. Esta digrafica no contiene nacleo por
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trayectorias monocromaticas pues (Vi+s ~ —>mone vi) considerando la suma

modulo 3.

Figura 7

Si a Gs le agregamos ym nuevo vértice, vs, v todas las flechas del nuevo
vértice a los vértices anteriores con color 1, la digrafica obtemda no contendra
C; y tampoco tendra micleo por trayectorias monocromaticas ya que el nuevo
vértice no puede ser nicleo por la forma en que se construyo v los vértices de
la digrafica original tampoco pueden ser nicleo por el argumento anterior y
porgue no se forman trayectorias monocromaticas que pasen por el nuevo

vértice.

Si se va agregando un nuevo vértice, y todas las flechas desde el nuevo
vértice dirigidas hacia los vértices anteriores y coloreadas con cualquier color,
la(s) digrafica(s) obtenida(s) no contendra(n) C; tricolor y tampoco tendra(n)
nticleo por trayectortas monocromaticas. Por lo que podemos construir una
infinidad de contraejemplos sin C; tricolor, con un nitmero de vértices mayor

que 5 que no tengan nicleo por trayectorias monocromaticas.



L.os contragjemplos anteriores conservan s6lo la condicion del Teorema 1.1,
de que en el Torneo no exista C; tricolor, en una digrafica m-coloreada con
m=>5. Shen Minggang deja como problemas abiertos los casos m=3 y m=4.
Recientemente Ma. del Rocio Rojas Monroy da en su Tesis Doctoral un
contragjemplo  para m=4, Figura 8, el cual contiene un T; tricolor, no
contiene C; fricolor, y no tiene nicleo por trayectorias monocromaticas pues
cada vértice no tiene travectoria monocromatica hacia su vértice anterior en el
ciclo, es declr, (Vi s ~ —>mae Vi), para 1 mddulo 6. Para m=3 atin no se ha

podide encontrar un contragjemplo.

Figura 8

Ahora, si en el Teorema 1.1 s6lo se mantiene la condicién de que el torneo
T no contenga T; tricolor, el resultado tampoco es cierto, enseguida
mostramos un contraejemplo. Consideremos el ciclo tricolor Cs, coloreado con
los colores 1, 2 y 3 si agregamos un nuevo vértice, vy, dirigiendo todas las
flechas desde el nuevo vértice hacia los vértices anteriores coloreando estas

flechas con color 4, la digrafica obtenida no contendid T; tricolor y tampoco



tendré pacleo por trayectorias monocrométicas“ S se va agregando un nueve
vértiee, ¥ todas 1as flechas del nuevo vértice bacia tos vértices anteriores
coloreadas de color 4, la(s) digrafica(s) obtenida(s) 10 contendra(n) Ty Y
tamposo tendra(n) nacleo por trayectorias monocrométicas. Por lo que
podemas construir una infinidad de contxaejemplos sin T3 tricolor, con Uit
pimero de vértices mayor que 5 que Bo tengan phicleo por trayectorias

onocromaticas. Ver Figura 9 a)y b

V2

a) b)
Figura 9

THSIS CON
FALLA DE ORIGEN
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CAPITULO 2

SOBRE TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS Y CICLOS
MONOCROMATICOS EN TORNEOS COLOREADOS POR FLECHAS

En este capitulo se mostrardn algunas condiciones suficientes dadas por
Hortensia Galeana Sanchez, para que un tormmeo T m-coloreado tenga un
vértice v que es nicleo por trayectorias monocrométicas en T. Se demostrara
que si un tormeo T es un torneo m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de
longitud a lo mas 4 es un ciclo casi-monocromatico entonces existe un vértice
v de T tal que para cualquier otro vértice » de T existe una trayectoria dirigida

monocromaticade x a v,

DEFINICION 20. Una digrafica D es llamada (i) digrafica nicleo-perfecta
cuando toda subdigrafica inducida de D tiene Nicleo y (ii) digrafica micleo
imperfecta critica cuando D no tiene nicleo pero toda subdigrafica inducida

propia de D tiene un niicleo.

Las trayectorias dirigidas y los ciclos dirigidos pares son ejemplos de
digréficas nicleo perfectas. Los ciclos dirigidos impares son ejemplos de
digraficas nicleo imperfectas criticas. A continuacidn se muestra otro ejemplo
de digrafica nicleo imperfecta critica construida por H. Galeana Sanchezy V.

Neumann Lara [10],
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Cria

Figura 10

Si C=(vo,%s, ...,vm,vg) €s un ciclo dirigido, denotaremos por ¢ (C)
su longitud, y si v;, v; € V(C) denotaremos por (vi, C, vy la vyv; —trayectoria
dirigida eontenida en C.

DEFINICION 21. Un cielo dirigido (0 una trayectoria dirigida) es llamado
monocromitico si todas sus flechas son coloreadas con un solo color. Un
ciclo dirigido es llamado un ciclo casi-monocromatice si con a lo mas por

una excepeion todas sus flechas son coloreadas del mismo colar.

DEFINICION 22, La cerradura de una digrifica D m-coloreada,

denotada por #D), es aquella que tiene como conjunto de vértices los vértices
de D y como conjunto de flechas F(eDp=FDyu U 7, fuv con color i

/ existe una wy-trayectoria dirigida monocromitica de color i contenida en
D}

Observermos que para una digréfica D, € #D)) = «D), ya que en
@D} no se forman nuevas trayectorias dirigidas monocromaticas distintas de

las existentes en D
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Ver figuras 11, 12 y 13

Figura 11
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(D3) H“Ds)
Figura 13

Un resultado que relaciona a #D) con los micleos por trayectorias

monocromaéticas es el siguiente.

PROPOSICION 2.1. Sea D una digrafica m-coloreada, N es un nicleo por

frayectorias monocromdticas de D si v solo si N es micleo de €(D)

DEMOSTRACION. Por una parte, sea N nificleo por trayectorias
monocromaticas de una digrafica D m-coloreada, demostraremos que N es

micleo de €(D), probando que N es independiente y absorbente en #D).

Por demostrar que N es independiente en @D). Supongamos que N no
es independiente en #{D), entonces existen w,v vértices de N tal que (u,v)
esta en las flechas de &D), pero por la definicién de €D), existe una wv-

trayectoria dirigida monocromética en D, lo cual es una contradiccién al
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hecho de gue N es independiente por trayectonias monocromdticas. Por lo

tanto N es independiente en &D).

Por demostrar que N es absorbente en #D). Sea u un vértice de
V(#D)N, entonces w estd en V(D)\N y por la definicién de nicleo por
trayectorias monocromaticas existe una trayectoria dirigida monocromatica de
w hacia algin vértice z de N, de color 2, 1 £ 2+ < m, por lo que en &€D)

existe una wz-flecha Por lo tanto N es absorbente en ®D). Asi que N es
nicleo de €D)

Ahora, sea N micleo de @D), probaremos que N es nicleo por
trayectorias monocromaticas de D, es decir demostraremos que N es

independiente y absorbente por trayectorias monocromaticas.

Por demostrar que N es independiente por trayectorias monocromaticas
en D. Supongamos que N no es independiente por trayectorias
monocromdticas en D, entonces existen vértices v, en N tal que existe una
wu-trayectoria dirigida monocromética en D, y por definicion de #D),
existe una uw-flecha en #D), contradiciendo que N es independiente en

“D).
Por lo tanto N es independiente por trayectorias monocromaticas en D.

Por demostrar que N es absorbente por trayectorias monocromaticas en
D. Seaw un vértice de DN, entonces w estd en V(@(D))\N y por definicién
de nGcleo para alglin vértice v de N existe una wu-flecha en €D), vy por
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definicion de cerradura, existe una wv-trayectoria dirigida monocromatica en

D. Por Io tanto N es absorbente por trayectorias monocromaticas en D. I

En 1982 Sands, Sauer y Woodrow, probaron que si D es una digréfica
2-¢oloreada, entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromaticas, asi que
por la Proposicién 2.1 podemos decir que si I es una digrafica 2-coloreada

entonces @D) tiene micleo.

Como caso particular, Sands, Sauer y Woodrow, probaron que si T es
un torneo 2-coloreado, entonces existe un vértice 1 del torneo tal que v es
nicleo de & T), ademas ellos plantearon el problema: ;, Debe €&T) tener un
nacleo si T es un torneo 3-coloreado que no contiene C; tricolor 7 y fue Shen
Mingangg quien respondi6é parcialmente a la pregunta probando que para un
tommeo T 3-coloreado, sin Cs tricolor ni T tricolor, #(T) tiene nicleo. De esta
forma para todo torneo T 3-coloreado tal que todos sus ciclos de longitud 3 y
todos sus torneos transitivos de orden 3 son casi-monocromatico, se tiene que
#T) tiene nicleo.

DEFINICION 23. Una digrafica D se dice que es fuertemente conexa si

para cualquier par de vértices w,v, existe una wy—trayectoria dirigida.
PROPOSICION 2.2. Una digrafica D es fuertemente conexa si y sdlo si

para toda particién de V(D) en dos conjuntos Vi y V; existe una flecha de V,
a Voy unaflechade V; a V.
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DEMOSTRACION. Sea D una digrafica fuertemente conexay Vj, V, una
particién de los vértices de D.

Seax €V, y y € V,, como D es fuertemente conexa existe una xy-
trayectoria dirigida T. Ademis como vy € V, existe y'€ V; el primer
vértice de T que esta en V,. Entonces el vértice anterior a y~ en T debe estar
en Vy, sea x” éste vértice

Entonces en D existe una x’y -flecha que es una V;Vi-flecha.
Analogamente en D existe una V,V;-flecha.

Ahora, sea D una digrafica. Supongamos que para toda particion de los
vértices de D en dos conjuntos V; y V existe una flecha de V; hacia V;, y

una flecha de V; hacia V. Demostraremos que D es fuertemente conexa.

Sean u, v € V(D) por demostrar que existe una trayectoria dirigida de
. a v. Por reduccién al absurdo, supongamos que no hay trayectoria dirigida
dew a v. Sea V,={xeV(D)/en D existe una wwx-trayectoria dingida}
y V2=V({@D}- V.

v € V; ya que estamos suponiendo que en D no hay una wwv-trayectoria
dirigida. Observemos que V;, V, es una particién de V(D) pues ViV, =0
y ViuV,; =V(D), ademas v €V; y v €Va.

Por hipétesis existe una flechade V, a V,. Sean x eV v y €V tal
que (x,y)es una flechade Vi a V,, como x €V, existe una wz-trayectoria
dirigida T, ahora T U (z,y) es un wy-camino dirigido que contiene una
wy-trayectoria dirigida, se sigue que y €V, y por lo tanto y € V| nV,,

contradiciendo que V; "V, = &, Por lo tanto existe una trayectoria dirigida de
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w av. Analogamente existe una trayectoria de v a w. Por lo tanto D es

fuertemente conexa B

La Proposicion 2.2 nos ayuda a comprender mejor el siguente

Teorema, el cual se necesitara posteriormente.

TEOREMA 2.3 (H. Galeana Sanchez y Neumann-Lara } [12}

Si D es una digrafica nicleo imperfecta critica, no existe una
patticidn  {Vy, Va} de V(D) tal que  D[V.,Vy] < Sim(D)
( DfV1, V2] = {(u,v) e FD) / ueVy, veV,}), en ofras palabras, Asim (D) es

fuertemente conexa.

DEMOSTRACION. (Por reducci6n al absurdo)
Sea D una digrafica nicleo imperfecta critica y supongamos que en D

existe una {V;, V,} particién de V(D) tal que DfV1,V,] < Sim(D}.

Como V; < V(D), D[Vi] tiene nicleo. Sea N el nicleo de D[V, ] v
sea X el conjunto de vértices de V, tal que existe una flecha de V, a Nj,

entonces N; absorbe a los vértices del conjunto X. Consideremos ahora VAX,
en D[V,\X], existe un niicleo. Sea N, el nucleo de D[V \X].

Sea N = N; UN,, demostraremos que N es independiente.
Claramente N; es independiente y N; es independiente. Demostraremos

que no hay flechas entre Ny y N,.
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Supongamos que existe f = (w,v) una flecha tal que » € N; vy
2 € Ny, como D [V1,V,] € Sim(D) existe f = (v, u), como u € N;, v debe
de estar en X contradiciendo que v estden Ny < VaAX .

Supongamos ahora que existe una flecha = (u, v) tal que w e Ny vy
‘v & N, entonces por definicion de X, (v, 1) € F(ID), pero w debe de estar en

X, e Noc VAKX, lo cual es una contradiceion.

Demostraremos ahora que N es absorbente.

DEMOSTRACION. Ya que N; es nucleo de D[V;], N; absortbe a los
vértices de V,\ N vy por la definicion de X, N; absorbe a los vértices de X

Ahora por definicion de N,, N; absorbe a los vértices de V\X.

Por lo tanto N es absorbente

Concluimos que N es micleo de D, contradiciendo que D es micleo

imperfecta critica y que por lo tanto no tiene nicleo, M

PROPOSICION 2.4. Toda digrafica que no es micleo perfecta contiene

una subdigrafica inducida niicleo imperfecta critica

DEMOSTRACION. Sea D una digrafica no nucleo perfecta Si toda
subdigrafica inducida propia de D es nucleo perfecta entonces D es nicleo
imperfecta critica. Si no, nos fijamos en una subdigrafica inducida propia no
nucleo perfecta D, si toda subdigrafica inducida propia de D; es nicleo
perfecta, entonces D, es niicleo Imperfecta critica, si no, nos fijamos en una
subdigrafica inducida propia de D; no nucleo perfecta, denotada por Ds, si
toda subdigrafica inducida propia de D, es nicleo perfecta, entonces D, es
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nicleo imperfecta critica, si no, nos fijamos en una subdigrafica inducida
propia de Dy no micleo perfecta, denotada por Ds, y continuamos de esta
forma mientras se sigan obteniendo subdigraficas que no son nicleo perfectas

hasta obtener una miicleo imperfecta critica. W

Usaremos ahora €l Teorema 2.3 y 1a Proposicion 2 4, para demostrar el

siguiente Teorema.

TEOREMA 2.5 (Berge vy Duchet) [3] Una digrafica completa es una
digrafica nicleo perfecta si vy s6lo si todo ciclo dirigido tiene al menos una

flecha simétrica.

DEMOSTRACION. Sea D una digrafica completa, nicleo perfecta.

Sea C un ciclo de D. Como D[V{(C)] es una subdigrafica completa y D
es nuacleo perfecta, D[V(C)] fiene nicleo. Sea {x}el nicleo de D[V(C)].
Ahora x absorbe a todos los vértices del ciclo, en particular absorbe a su
vértice sucesor en el ciclo, digamos ', por lo que en C se tienen las flechas

(x, )y (', )

Queremos probar ahora que si todo ciclo dirigido tiene al menos una
flecha simétrica en una digrafica completa D, entonces D es  nucleo perfecta.
Supongamos gue D no es una digrifica niticleo perfecta. Entonces, por
la Proposicion 2.4, D contiene una subdigrifica inducida nticleo imperfecta
critica, sea H esta subdigrafica, nota que |H|>3. Por el Teorema 23,

Asim(H) es fuertemente conexa, lo que implica que H tiene un ciclo dingido
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asimétrico C, en consecuencia C es un ciclo dirigido asimétrico de D

2

contradiccién. Por lo tanto D es una digrafica micleo perfecta B

DEFINICION 24, Sea D una digrafica, diremos que D tiene un ciclo
_hamiltoniano si en D hay un ciclo dirigido que contiene a todos los vértices

de DD Un torneo es hamiltoniano si contiene un ciclo hamiltoniano.

TEOREMA 2.6. { H. Galeana Saochez y S Rajsbaum) [14].
Sea T un torneo hamiltomiano con n vértices vy ¢ un ciclo dirigido
hamiltomano de T Para k =3y k=4 existen ciclos dirigidos de longitud

k, diremos ., contenidos en Ttal que | Fiy ) nF(p| = 1.

DEMOSTRACION. Sea T un tomeo hamiltoniano con n vértices y
v=1{0,1,2,..,0-2,n-1, 0} un ciclo dirigido hamiltoniano de T.

Se demostrard que existen ciclos de longitud 3 y 4 contenidos en el
torneo, que comparten al menos una flecha con el ciclo hamiltomano 7.

Para longitud 3).

Primero probaremos por induccidn sobre 1 que podemos suponer que las
flechas (0, 1) con2 <% <n-3, estémen T.
Si(2, 0) & F(T) entonces (0, 1, 2, 0) es el y» buscado. Entonces podemos
suponer que (0, 2y € F(T). Supongamos que (0, 7) € F(T),2 <7 £n-3. Por
demostrar que (0, 7 +1) e F(T),2 < 7 <n-3.
Si (7 +1, 0) € F(T) entonces (0, 7, 7 +1, 0) es el y; buscado, por lo que
podemos suponer que (0, 7 +1) € F(T), 2 £ j <n-3. Entonces (0, n-2, n-1, 0)
es el ys buscadoen T
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Para longitud 4).

Primero se probara por induccién sobre 1 que podemos suponer que las
flechas (0, 1) con € {3,5,7, .} nV{y-(n-1)), estanenT
Si (3, 0) € F(T) entonces (0, 1, 2, 3, 0) es el y4 buscado. Entonces podemos
suponer que (0,27 -1) e F(T),27-1 € {3,5,7,..} nVLy-(n-1)).
Si (27 +1, 0) e F(T) entonces (0, 27 -1, 27, 27 +1, 0) es el 4 buscado, por lo
gue podemos suponer que (0, 27 +1) € F(T).
Si v es de longitud par, observemos que (0, n-3) eF(T) por la afirmacién
anterior. De esta forma, (0, n-3, n-2, n-1, 0 es el vy, buscado.
Ahora, si y es de longitud impar, observemos que:
1) (0, n-2) e F(T) por la afirmaci6n anterior.
2) (n-3, 0) e F(T), pues de lo contrario (0, n-3, n-2, n-1, 0) es el y4 buscado.
3) (B-1, n-3) € K(T), ya que de lo contrarto (0, n4, n-3, n-1, 0) es el v

* buscado.

Con lo cual se tiene el v, formado por (0, n-2, n-1,n-3,0). B

TEOREMA 2,7. Sea T un tommeo m-coloreado. Si cada ciclo dingido
contenido en T de longitud a lo mas 4 es un ciclo casi-monocromatico

entonces €(T) es una digrafica nicleo perfecta.

"~ DEMOSTRACION. Procederemos por contradiccion. Supdngase que Z(T) no
es una digrafica nicleo perfecta, como € (T) es una digrifica completa
tenemos por el Teorema 2.5 que existe un ciclo dirigido en #(T) que no tiene

flechas simétricas, es decir un ciclo dirigido contenido en Asim(€(T)).
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Sea v = (29, 21, .-, 2Zn1, 2Zg) wn ciclo dirigido de longitud minima n
contenido en Asim(#(T)). Ahora probaremos algunas afirmaciones para

posteriormente completar la demostracién del Teorema.

Afirmacion 1) El ciclo v estd en el torneo T.

Demgstracion. Sabemos que v < Asim(¥T)) v que V(HT) = V(T),
probaremos que toda flecha de yestaen T.

Sea fi=(zi,2#),0<1<n-1, una flechadey.

Si fi ¢ F(T), como z ;, 239 € V(T) y T es tomeo, existe en T
(z 1, i) € F(T), por lo que (i, zi1) ¥ (=11, =i), son flechas de &T),
contradiciendo que y esta en Asim{#T)). Por lo tanto f; € F(T), para

0<i<n-1 Concluimosasiqueyc T. ¢

Afirmacion 2) La longitud del ciclo y es al menos 5.

Demostracion. Procedamos por contradiceion. Supongamos que la longitud
de yesalomis 4. Como ycT, yes un ciclo casi-monocromatico.
Supongamos sin pérdida de generalidad que las flechas {(z;, z s1)eF{y) / 1
€ {0,1, ..,n-2}} se colorean con ¢l mismo color. Por lo que (=g, 2z, .., 2
1) €s una trayectoria dirigida monocromatica en T, asi que (z o, 2 1)
€ F(UT)), es decir (z,4, zo) € F(Sim (&T)) N ¥), contradiciendo que
(221, 20) € F(ASIM(@T) ) 7). ¢

Afirmacion 3) Para todos z 3, z; € V(y) tal que j ¢ {i-1, i+1} se cumple
que {{z;, 2,1 (2, 2:)} S F(ET)).



Demostracion. Sean =z 4, z ; € V(y) tal que j ¢ {i-l, i+1}. Como
zi, zj€ V(T) existe (z;, z;) € H(T) o (=}, z;) € F(T). Supongamos que
(zi, z3) € F(T). Entonces y" =(zi, 2}, 2 1, .., Z i1, 2 i) €5 un ciclo
dirigido de T de menor longitud que v Como vy es el ciclo de longitud
menor que estd en Asim(€( 1)), (z;, = ;) € F(Sim (€(T)). Andlogamente si
(z; z:) e K(T), se tiene que (z;, z;) € F(Sim (#(T)). Esdecir {(z, z;),
(2, 2} CF(E(T)). +

Afirmacién4) ¥ no es monocromatico.

Demostracién. Por contradiccion, supongamos que y es un ciclo dingido
monocromatico, entonces  (zo, 21, .., Zp1) €S una ftrayectoria dirigida
monocromatica, asi que (zg, zq1) € F(Sim (&T) M v), contradiciendo que

las flechas de y € F(Asim €T)ny). ¢

Como y no es monocromitico, existen al menos dos flechas consecutivas
en y con diferente color Supongamos sin perdida de generalidad que

(z0, z 1) es de colorrojo v (z, 22) es de color azul.

Afirmacién 5) (z o, z2) € F(T).

Demostracion. Procederemos por contradicciéon.  Supongamos que
(22, z0) € F(T), entonces y3= (= g, 21, =2, Z o) €5 un triangulo en T. La
hipotesis del Teorema implica que (z », 2 o) es rojo ¢ azul. Si (z 2, z o) es
rojo entonces (z 3, z ¢, 2 1) €8 una trayectoria dirigida de color rojo de z ; a
z1, porlogue (=2, z) € F{(¥T)) contradiciendo que y < Asim (#T)).

De manera similar si (z 5, z o) es azul entonces {z i, z 2, = ¢) €S una
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trayectonia dirigida de color azul de z| a =z, por lo que (z1, zo) € F(ET))
contradiciendo que vy < Asim (&T)). Asi que (23, zo) 2 F(T) y concluimos
que{zg, z2) € F(T). #

Por 1a afirmacion 5, (z g, z2) € F(T) y ademas la afirmacién 3) implica que
{(z2,20) € F(AT)), por lo que existe una z,zo trayectoria dirigida
monocromatica de longitud al menos 2 contenida en T.

Seax=(=z,=0,1, ., p=2zo)esta trayectoria, (p = 2).

Afirmacién 6. La travectoria ¢ no es azul ni roja.

Demostracién. Supongamos que o es azul, entonces {zi, z-) U @ contiene
una z;.z( rayectoria dirigida azul, por lo que (21, zo) € F{(€T)), lo que es
una contradiccion a y < Asim (HT)).

Sia esroja, entonces o W (=g, z]) contiene una z,z~trayectoria dirigida

roja, por lo que (z 3, =) € F(#T)) contradiciendo que y < Asim (&T)). ¢

Sin pérdida de generalidad consideremos o de color negro.

Afirmacién 7. Para cada © 2 0tal que 21 <p, (=, 22) € F(T).
Demostracion. Por contradiccion. Supongamos que existe = O tal que
21 <py (2, =) € KT) Sea 21y = min {21 / (21, z;) € FT),
(021 <p)} ComoO=2, y (z1,22) € F(T)se sigue que 23>0 y
21-2 2 0. Ademas (z, 215-2) e F(T), vy (21¢, 21} € F(T).

Ast que 74 = (21, 219-2, 2i¢-1, 210, 2z1) es un ciclo dirigido de longitud 4

contenido en T con dos flechas negras, la (214-2, 270-1) v la (294-1, 279)
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Como v, es un ciclo casi-monocromatico, al menos una de las dos flechas
(z1, 21-2) 0 {219, z1) es de color negro.

Si (z1, 219-2) es negra entonces (z1, 21¢-2) U (215-2, 219-1, 270, ..., P = Zo),
contiene una z;zq-trayectoria dirigida negra, por lo que (z,, zo) € F(&T))
contradiciendo que y — Asim (#T)).

St (210, #1) es de color negro entonces (z2=0, 1, ..., 219-1, 290} U (220, 21),
contiene una trayectoria dirigida negra, por lo que (=, z) € F(&T))

contradiciendo que ¥ < Asim (AT)). +

Se analizaran los casos p par v p impar para termninar la demostracién del

Teorema.

Sipespar, conp >0, entonces p-2 es pary p-2 = 0. Asi que por la
Afirmacion 7), (z1, p-2) € K(T), ademas y4 = (21, p-2, p-1, p, z1) €s un
ciclo dingido de longitud 4 contenido en T con al menos dos flechas de
color negro, la (p-2, p-1) v la (p-1, p). Como vys; es un ciclo casi-
monocromdatico, por la hipétesis del Teorema, al menos una de las flechas
(z1, p-2,) (p, z1) de vy es de color negro, pero (p, z1) = (2o, 21) &5 10ja,
por lo que (z,, p-2,) es negra. Asi que (zy, p-2, p-1, p = zo) es una
trayectoria dirigida monocromatica en T, por lo tanto (z;, zy) € F(€T))

contradiciendo que y < Asim (€T)). ¢

Para el caso en que p_es impar necesitamos primero probar las siguientes

afirmaciones



Afiumacién 8). Si p es impar entonces para cada 1 = 0 con 1 € 21+1 < p,
(21+1, z1) € F(T).

Demostracion. Supongamos que existe © = 0, con 1 < 2i+1 < p y tal que
(z1, 21+1) € F(T). Sea 2iy+! = max {2i+1 / (z;, 2i+1) e F(T)
(1 <2+l <p)}. Comop==zp ¥ (éo, z1) € F(T) debemos tener que
29t < p. Asi que  (Qigt3, z1) € F(T), (21, 2wt e FT) ¥
ys = (z1, 299t1, 2%9+2, 216+3, z1) es un ciclo dirigido de longitud 4
contenido en T con al menos dos flechas negras: (2ig+1, 29p+2) y
(22442, 2ig+3). Como v4 es un ciclo casi-monocromatico, al menos una de
las dos flechas (=, 2tp+1) 0 (21513, 21) es de color negro.

Si (z1,245t1) es de color negro entonces (z1,290+1, 29912, 2igt3, ...p =%q),
es una trayectoria dirigida de color negro de z; a zp, por lo que
(z1, zo) € F(HT)) contradiciendo que y < Asim (#T)).

Si (2213, 1) es de color negro entonces (2= 0, 1, .. 29942, 214%3, z)),
es una trayectoria dirigida de color negro de =z, a z; por lo que

(22, z1) € F(ET)), contradiciendo que y  Asim (#T)). ¢

Afirmacion 9. Si p es impar entonces (1, z,) e F(T) es azul.

Demostracion. Por la afirmacién 8), (1, z;) € F(T), por demostrar que

ésta tlecha es azul.
Comovy; = (2,=0, 1, z|, z2) es un triangulo en T, donde la flecha (2, z3)
es azul, la flecha (0, 1) es negia ¥ v; es un ciclo casi-monocromético,

tenemos que Ia flecha (1, =) es azul o negra.
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Si (1, z,) es negra entonces {z,, 1, z;) es una trayectorta dirigida negra en
T, con lo que (=3, z)) € F(¥T)} contradiciendo que v ¢ Asim (&T)). Por

tanto (1, =) es azul #

Aftrmacion 10. Si p es impar entonces (z1, p-1) € F(T) es roja.
Demostracién Si p es impar entonces p-1 es par y por la afirmacion 7),
(z1,p-1) & F(T)

Asiqueys = (=), p-1, p, #1) es un tridngulo en T. Ahora (zg, z1) = (p, 21)

es 1oja, y (p-1, p) es negra, pero y; s un ciclo casi-monocromatico, asi
que {(z1, p-1) € F(T) es roja o negra.

Si (=i, p-1) € F(T) es negra entonces (z), p-1, 2o} es una frayectoria
dirigida negra en T, por lo que (=1, z0) € F(€T)) contradiciendo que v <
Asim (@T)). Por tanto (=1, p-1) € F(T) es roja. ¢

Demostraremos ahora el Teorema considerando dos ¢asos:

Caso 1) Si (1, p) € F(T), entonces ya = {p = zo, 21, 22=0, 1, p) es un ciclo

dirigido de longitud 4 contenido en T donde (2, z1) es 10ja, (21, z2) es azul y

(z2=0, 1) es negra, contradiciendo que v, es casi-monocromatico.

Caso 2) Si (p, 1) € F(T), entonces y4 = (1, =z, p-1, p, 1) es un ciclo dirigido de

longitud 4 contenido en T donde (1, z ) es azul, (z1, p-1) esrojay (p-1, p) es

negra, contradiciendo que y4 es casi-monocromatico.

Por lo tanto #&T) es niicleo perfecta. M
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DEFNICION 25 Diremos que D es micleo perfecta por trayectorias
monocromaticas, si toda subdigrifica mducida de D tiene nlcleo por

travectorias monocromaticas.

CoroLaRI) 2.8, Sea T un tormmeo m-coloreado. Si cada ciclo dingido
contenido en T de longitud a lo mas 4 es un ciclo casi-monocromatico

entonces T es nicleo perfecta por trayectorias monocromaticas.

CEMOSTRACIKON. Sea T un torneo m-coloreado, si cada ciclo dirigido
contemdo en T de longitud a lo mas 4 es un ciclo casi-monocromatico
entonces, €T) es nicleo perfecta, por el Teorema 2.7, asi que toda
subdigrafica inducida de ®T) tiene nucleo, de donde, toda subdigrafica
inducida de T tiene micleo por trayectorias monocromaticas, por la
Proposicion 21. Por lo tanto T es nicleo perfecta por trayectorias

monocromaticas.

LEMA 2.9 Sea T un tornec m-coloreado, si cada ciclo dirigido en T de
longitud 3 es monocromatico entonces cada ciclo de longitud 4 es casi-

MONOCromatico.

DEMOSTRACION. Seavs = (0, 1,2, 3, 0) un ciclo dirigido de longitud 4
en T. Supongamos que y; no es monocromatico. Sin pérdida de generalidad
supongamos que las flechas (0, 1) v (1, 2) son coloreadas con distintos
colores, digamos que (0, 1) es1oja y (1, 2) es azul. Afirmamos que (2, 3) v
(3, 0) son ambas de color rojo o azul.

Primero probaremos gue (2, 3) y (3, 0) tienen asignado el mismo color.
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Supéngase por contradiccion que (2, 3} y (3, 0) tienen asignado color distinto.
Si (0, 2) € F(T), entonces (0, 2, 3, 0} es un ciclo no monocromatico de
fongitud 3 contenido en T, contradiccion.

Si (2, 0) € K(T), entonces (0, 1, 2, 0) es un ciclo no monccromético de
longitud 3 contenido en T, contradiccion  Asi que (2, 3} y (3, 0) tienen
asignado el mismo color.

Demostraremos ahora que el color de (2, 3 ) v (3, 0) es azul o 10j0.
Supongamos por contradiccion que (2, 3) y (3, 0) estan coloreadas de negro.
Si (1, 3) e F(T), entonces (0, 1, 3, 0) es un ciclo no monocromético de
longitud 3, contradiccién. Y si (3, 1) € F(T), entonces (1, 2, 3, 1) es un ciclo
no monocromatico de longitud 3, contradiccién. Por lo tanto las dos flechas
(2, 3) ¥ (3, 0) estan coloreadas de azul o rojo, en cualquiera de estos dos casos

v4 es ciclo dirigido casi- monocromatico de longitud 4. W

TEOREMA 2.10. Sea T un tomeo m-coloreado, tal que cada ciclo dirigido
de longitud 3 contenido en T es un ciclo monocromatico, entonces €T es

una digrafica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.9, los ciclos dirigidos de longitud 4 en T
son casi monocromaticos, ademas por hipdtesis tenemos que los ciclos de
longitud 3 en T son monocromaticos, por lo que por el Teorema 2.7, T) es

ntcieo perfecta W
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DeFinicion 25. Sea D una digrafica m-coloreaday £y =(0,1, ,n-1,0)
un ciclo dirigido de D Diremos que £, es %(D)-monocrematico si existe un
conmjunto { fi=(i, i+1) € F(&D))/ i € {1, . ,n}, notacién mod n } de flechas

coloreadas con el mismo color. .

Las siguiente figura muestra al {; que es &D)-monocromdtico de la

digrafica D formada por los vértices del ciclo tricolor en D.

33
2 2
3 A 3
0O ~O
Dl @(Dl)
Figura 14

TEOREMA 2.11. Sea T un torneo m-coloreado, tal que cada ciclo dirigido
de longitud 3 contenido en T es &T) — monocromatico. Entonces #T) es una

digrafica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Como #T) es una digrafica completa, por el Teorema
2.5 es suficiente probar que cada ciclo dirigide contenido en #(T) tiene al
menos una flecha simétrica.
Sea y un ciclo dirigido contenido en @T). Supdngase por contradiccion que y
< Asim (&T)), asi que por la afirmacion 1 del Teorema 2.7, y< T
Claramente y es un ciclo dirigido hamiltoniano de Df V (v } ] =T'. Asi que
por el Teorema 2 6 existe un ciclo dirigido y; de longitud 3 tal que v < T
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y donde | F{vs) M F{y) { = 1. Ahora por hipdtesis y; es @T) monocromatico,
por lo que para y3 = (@, X1, X2, Xo) existen xpxp-trayectoria dirigida
monocromatica, xjxo-trayectoria dirigida monocromatica, w1 -trayectoria
dirigida monocromatica, asi que las flechas { (x0, z2) , (2, x0), (22 x1) }
AT), s decir { (xa, xo), (xo, 21), (21, 22) } < Sim (HT)). De esta forma
F(Sim( &) nF(y)=2 ©H

TEOREMA 2.12 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices tal que existe
una digratica H con V(T) = V(H), €T) c Hy @H) uma digrafica nicleo
imperfecta critica Si existe alguna k (4 < k < p) tal que todo ciclo dirigido
de longitud k contenido en T es @ H) — monocromatico, entonces cada ciclo

dirigido de tongitud k — 1 contenido en T es #(H) ~ monocrontitico.

DEMOSTRACION. Sea T un torneo m-coloreado v H una digrafica tal que
[v(D) =1vE) =p, ®T) = H y @H) es una digrafica nicleo imperfecta
critica. Consideremos v x1 = (=2, 21, ., 2x2, zo} 0 ¢ciclo de longitud k-1

contenidoen T, (3 <k-1 < p-1) Analizemos los siguientes casos:

Caso 1) Cuando existe un vértice w e (V(T) - V(v 1)) tal que
{z ) e F(TWze Vvl 2D v {(wz)e F(T)/ ze Viy )} » S3.

Sin pérdida de generalidad supdéngase que (zg,w) € KT) y sea
t=min { ye {1, 2, ., k-2}/ (wz;) € F(T) } De esta forma (z; ; w) €
F(T) v (wz:) € K(T) Dedonde yy¢= (zi-s, w, 2:) W (24, ¥ k1, Zi-s) €8 UM
ciclo dirigido de longitud k contenido en T y por hipdtesis éste ciclo es

#H)-monocromético, digamos que es azul, por lo que en & @H)) existe una
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flecha azul de z.-; a z;, pero WEH) = @H), ademds existe
{fr= (znzie) 1= §0,1, ., k-2} notacién modulo k-2} de color azul

Por lo tanto y . es @H)-monocromético.

Caso 2) Cuando hay mas de un vértice w e (V(T) - V{y 1)

Para todo vértice w € (V(T) - V(y 1)) al menos una de las dos siguientes
PTOpOSICIONES es cierta.

a) {(z,u) e F(T)/ ze V(yx1)} =&

b) {(wz)e AT/ ze Viy )} =0

Considerese

Vi = {we (V(T) - V(v o))/ {(zw) e D)/ ze V) =G Y
Vo= {we (VD) - V7 ) )/ {(wz) e F(T)/ ze V(yx) =&}

Caso 2.1) Supongamos que V, = & Como k-1 < V(D] -1 y Vi uVp=
(V(T) - V{y 1)), sesigue que V= .

Por hipotesis @H) es una digréfica nucleo imperfecta critica asi que cualquier
subdigrafica inducida propia por un conjunto de vértices de la cerradura tiene
nticleo, en particular consideremos a N el niicleo de #«H)[V,]. Ahora, como
para cada WeV;, ycadaze V(v ), (z,w) e KT), tenemos que N esel
micleo de @H), contradiciendo que @H) es nicleo imperfecta critica. Por lo

tanto Vo= &

Caso 2.2) Supongamos ahora que Vi = &, V= &y sabemos que €H) ¢s
nicleo imperfecta critica, asi que @H)| V(y k1 )] tiene nicleo, digamos que

N; es micleo de @H) V(Y w1 )] Como V; # &, para cada weVz y
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zeV(y x1)) se sigue que (wz) € F(T), asi que N; es el nicleo de &(H),

contradiciendo que #(H) es nicleo imperfecta critica. Por lo tanto V) = &,

Caso 2 3) Consideremos entonces Vi = &, Vaz G v (Vi W Viy 1), Va),
una particiéon de V(T) = V(H) = V(€H)), como @ H) es una digrafica nicleo
imperfecta critica, se sigue por el Teorema 2.3 que Asim{®(H)), es
fuertemente conexa, asi que existe una flecha de Vy v V(v ) hacia V, en
Asim{ &H)), pero en T no existen_ flechas de los vertices de ¥ ., hacia los
vértices de Vo por lo que en Asim(#(H)) debe existir una V,;V,-flecha
Namemosle (x,vy), donde (x,y) ¢ Asim(#H)). Por definicion de V, y V,,
(zo,x) €F(T) y(y,zz) €F(T). Asique v =(z0,2,Y,22)0 (22 ¥ k1, Z0) €8
un ¢iclo dinigido de longitud k contenido en T, el cual es #H)-monocromatico
por hipdtesis, asi que €H) existe una yr-trayectoria dirigida monocromatica,

por lo que (y,x) & F(@H)), contradiciendo que (x,vy) € Asim(#(H)). B

TEOREMA 2.13 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices, si existe
algunak (3 < k <p)tal que:
1). Para todo torneo m-coloreado T, T'cT, que no contiene ciclos dirigidos
de longitud k, tenemos que #T ) es una digrafica nicleo perfecta.
11} Cada ciclo dirigido de Jongitud k contenido en T es € T)-monocromatico.

Entonces #T) es una digrafica micleo perfecta.

DEMOSTRACION. Por contradiccién. Supongamos que #T) no es una
digrafica nucleo perfecta, asi que #(T) contiene una subdigrafica inducida

nicleo imperfecta critica, llamemosle H.
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Sea Ty =T[V(H)] Si Ty no tiene ciclos dirigidos de longitud k, tenemos por
1) que @Ty) es una digrafica nicleo perfecta, por lo que & Ty) tiene nicleo,
llamemosle {v}. Como @Ty) < H, se tiene que {v} es nmiclco de H.
Contradicci6on pues H es nicleo imperfecta critica.

Asique Ty contiene al menos un ciclo dirigido de longitud k.

Ahora tenemos por 1) cada ciclo dirigido de longitud k contenido en T es
H T)-monocromatico

Asi que, st k =3, se sigue del Teorema 2.11 que & Ty) es una digrafica niicleo
perfecta por lo que T ) tiene nicleo digamos {v} vy como ®Ty) < H, se
tiene gue {v} es nicleo de H, contradiciendo que H es micleo imperfecta
critica.

Si k = 4, al aphlicar el Teorema 2.12 cada ciclo de longitud k-1 es
@ Tw)-monocromatico. Por lo que se puede volver a usar el Teorema 2 12
recursivamente hasta obtener cada ciclo de longitud 3 contenido en Ty es
@ Ty)-monocromatico. Y por el Teorema 2. 11, & Ty) es una digrafica nicleo
perfecta, por lo que HTy) tiene nicleo digamos {v} vy como & Ty) < H, se
tiene gque {v} es nicleo de H, contradiccion.

Por lo tanto & T) es nitcleo perfecta. B

Si en ¢l Teorema 2.7 solo se tienen triangulos dingidos de longitud 3 casi-
monocroméaticos contenidos en T, sin pedir que los ciclos de longitud 4 sean
casi-monocromaticos el resultado falla El tormmeo Gs, con 5 vértices, 5-
coloreado en el que todo C; es casi-monocromatico obtenido por Shen
Minggang no tiene nicleo por trayectorias monocromaticas, por lo que &Gs)
no es una digrafica nicleo perfecta. Por lo tanto no se puede quitar la hipotesis

de que cada Cy4 sea casi-monocromatico Ver la figura 15
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La Figora 16 es un torneo 3-coloreado que cumple la condicion del
Teorema de Shen Minggang pues cada ciclo de longitud 3 es casi-
monocromatico, sin embargo el ciclo de longitud 4 no es casi monocromatico,
por lo que no cumple la condicién del Teorema 2.7.

O<«dl——-O

I

Figura 16 >

»

La Figura 17 es un torneo 3-coloreado que cumple la condicién del
Teorema 27 pues cada ciclo de longitud a lo mis 4 es un tormeo es casi-
monocromatico, pero no cumple la condicion del Teorema de Shen Minggang,

va que tiene un Tj tricolor.

Ol O

Figura 17 2
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CAPITULO 3

NUCLEOS EN DIGRAFICAS COLOREADAS POR FLECHAS

DEFINICION 26. Sea D una digrafica, una m-coloracién es llamada
m-coloracion libre de {5, T3} de D si ésta es una m-coloracién de D tal que

todo toineo de orden 3 es casi-monocromaco.

Denotaremos por £ la clase de digraficas tal que toda m-coloracion
Iibre de {C;, T3} es una digrafica nhcleo perfecta por trayectorias
monocromaticas. Observemos que si la digrafica D es un torneo de orden n,
D =T,, toda subdigrafica inducida de D también es un torneo asi que en el
Teorema 1.1, (Shen Mingpang) toda subdigrafica inducida es un torneo m-
coloreado libre de {C;, T3} v cada subdigrafica tiene nicleo por trayectorias
monocromaticas. De esta forma todo torneo m-coloreado libre de {Cs, Ts}

esta en & Mas adelante se probara que la digrafica obtenida de un torneo al

eliminar una sola flecha estden £.

DEFINICION 27. Sea D una digrafica, una m-coloracion es llamada
m-coloracion libre de {C;, C;} de D s1 ésta es una m-coloracién de D tal que

todo ciclo de longitud 4 es casi-monocromatico

Denotaremos por <f la clase de digraficas tal que toda m-coloracion libre de

{C;, C4} es una digrafica nacleo perfecta por trayectorias monocromaticas
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Cuando la digrafica D es un torneo de orden n, D =T,, m-coloreado libre de

{Cs, C4}, Destden &, por el Corolario 2 8.

En este capitulo y los siguientes denotaremos [z, ] la flechaentre x v
y que puede ser (x, y) o (y., x).

DerFINICION 28.Una digrafica D es llamada un casi-torneo si D resulta de
borrar una sola flecha de un torneo T,.

LEMA 3.1, Sea D una digrafica m-coloreada que resulta de bomar una
flecha [x,vy] de algin torneo T, m-coloreado (es decir D = T, — [, y]). Si
toda subdigrafica inducida propia de D tiene nicleo por trayectorias
monocromaticas. Entonces al menos una de las sigwientes condiciones es
cierta.

1). D tiene nicleo por trayectorias monocroméaticas.
11 /) Existe un ciclo dirigido y ¢ Asim(#&D)) tal que {x,y} € V{y). Y para
cualesquicra dos vértices no consecutivos z,w € V(y), se tiene que

{(z,w), (w,2)} c F(€D)).

DEMOSTRACION. Si D tiene ndcleo por trayectorias monocromaticas se
curaple 7 ).

Supdngase que D no tiene micleo por trayectorias monocromaticas,
probaremos i1 ). Recalquemos que los timicos 2 vértices no adyacentes de D
SORTY Y.

Primero definamos un orden en V(D) como sigue:
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Como D-{x} es un tomeo y D-{x} es una subdigrafica inducida propia
de D, se tiene por hipétesis que D-{z} tiene nicleo por trayectosrias
monocromaticas, digamos que el vértice {wo} es nacleo por trayectorias
monocromaticas de D-{x}.

S1 (& Smeme wo) en D entonces wp es nicleo por trayectorias -
monocromaticas en . Asi que (2 ~ Sqone wo) en D.

Si {&, we} es un subconjunto de D independiente por trayectorias
monocromaticas entonces wo = Yy v {x, Yy} es nacleo por trayectorias
monocromaticas de D. Asi que {x, we} no es un subconjunto independiente
por trayectorias monocromaticas en Dy como (& ~ —rmeno o) €0 D se debe
teper que (Wo —dmmo ) en D, asique (wyp, x} € F (€D)), de hecho,
(wo, x} & Asim (€(D)).

Ahora, D-{x,wp} es también una subdigrafica inducida propia de D,
asi que por hipdtesis debemos tener un vértice w; que es micleo por
trayectorias monocromaticas en D-{x,wp} .‘

D-{x, ws, w;,} también es una subdigrafica inducida propia de D, asi
que existe un vértice w2 que es nicleo por trayectorias monocromaticas en
D-{x,wa,w i}

Continvando de esta forma podemos dar un orden alos wvértices de
D-{x} tal que el vértice w; es nicleo por trayectorias monocromaticas de 1a
digrafica D-{x,we,ws, .,wr-;} Llamaremos a este el w-orden de
V(D)-{x}, v diremos que un vértice 1 precede a olro si éste aparece antes en

el wi-orden.

Si {x} es absorbente por trayectorias monocromaticas en (D - {x})

entonces {x} es nicleo por trayvectorias monocromaticas de D. Por lo tanto
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existe un vértice en (D - {x,wos}) que no es absorbido por . Elijase k el

menor niimero natural tal que (wir ~ —mene &) en D. Observemos gue por
muestra eleccidon de wy todos los vértices w-precedentes a wi son absorbidos
por x.

St {x.,wi} es un subconjunto de V(D) independiente por irayectorias
monocromaticas en D, entonces {x, i} es nhcleo por trayectorias
monocromaticas de D, pues por la eleccion de k todos los vértices anteriores a
wi son absorbidos por x y el resto de los vértices de I son absorbidos por
wy. Asique {x, wi} no esindependiente por trayectorias monocromaticas,
pero sabemos que (Wi ~ —rgpae &), por 1o que (X —mae wi). Por lo tanto
(x, wg) € Asim (#D)).

Consideremos wo = wi. Existe un vértice en el w-orden el cual no es
absorbido por wg, ya que de otra forma {us} seria micleo por trayectorias
monocromaticas de . Este vértice debe w-preceder a w0, en el w-orden.
Elijamos el menor I tal que {105~ —mono o) en Dy w/=wi,. Nota que por la
definicion de el w-orden se sigue que (o —Fmomo 7) €0 D y por tanto
(0,047} € Asim (€D)).

Elijamos 12 el menor natural tal que (Wp~ “Fmono U7} €N D ¥ ws=wy2,
Nota que por la definicién de el w-orden se sigue que (; —dpeno Mz} en Dy
por tanto (w4, 2) € Asim (ED)).

Podemos continuar en una forma similar para definir ws, 1w, etc
Llamemos a este ¢l u-orden y notemos que no necesariamente incluye a todos
los vértices de D - {x} Existe un primer vértice en el u-orden el cual no

absorbe a x (porque wyp no absortbe a ).



Sea rn el menor nimnero natural tal que (X ~ —dpone tm) €0 D
Observemos que (W, —Fmone %) Y& QUE U= wy, I<k, y por la definicién de
Wk ya que wi es el primer vértice en el w-orden que no es absorbido por

trayectorias monocromaticas por x.

Tenemos v = (x, we=wg, U1, Uz, . ., Um, X)C Asim (@D)).

Observemos que, {(uq, x), (x, w)} € F(ED)), 1<i<m, Sim>1,
(e, w), (u, ud}eF(@D)), 7 € {i-1,i+1}, 1<i<m, puesk es
el menor niimero natural tal que (Wi ~ ~>moe ) €n Dy 7 es el menor

nimero natural tal que (¥ ~ o Um) €0 D.

Por construccidon ¢ absorbe por trayectorias monocromaticas a todo
vértice en 7 excepto a o, u; (0 €1 < m) absorbe por trayectorias
monocromaticas a todo vértice en ¥ €xcepto a Uirr ¥ U, absorbe por

trayectorias monocromaticas a todo vértice en y excepto a .

Por construccién x & V(y). Finalmente probaremos que y € V().
Consideremos gue ¥ no es un ciclo hamiltoniano, pues si lo fuera y € V(y).
Si y ¢ V(v) entonces D[V(¥)] es una subdigrafica inducida propiade D y la
hipétesis implica que existe un vértice z < 7y tal que {z} es nicleo por
trayectorias monocromaticas en DfV({y)] y por lo tanto {z} es absorbente por
trayectorias monocromaticas en D]V(y)} lo cual es wna contradiccion pues
ningun vértice de y absorbe por trayectorias monocromdticas a todos los
demss vértices dey. Asiquey e V(Y)y {r.y i V(y) B
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Por el Corolario 2.8, s1 T es un torneo m-coloreado, donde cada ciclo
dirigido contemido en T de longitud a lo mas 4 es un ciclo casi-
monocromatico, T es micleo perfecta por trayectorias monocromaéticas
Veamos ahora que sucede en digréficas que son casi-torngos que tienen las

mismas hipétesis del Corolario 2.8,

TEOREMA 3.2. Sea D una digrafica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha [x, ] de algiun torneo m-coloreado T, (es decir D = Ty [, w]).
Si todo ciclo dirigido contenido en D de longitud a lo més 4 es un ciclo casi-

monocromatico entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas.

DEMOSTRACION, Procederemos por induccion sobre |V(D}| =n
Para n=1¢ 2 la proposicidon es obvia. Supdngase que toda digréfica
m-coloreada D’ que resulta de borrar una sola flecha [x, ] de algin torneo
m-coloreado T" con | V(D)]<n y tal que todo ciclo dirigido de longitud
a lo mas 4 casi-monocromatico tiene un nlcleo por trayectorias
monocrométicas. Y sea D una digrafica como en la hipdtesis con | V(D) [=n.
Probaremos que D tiene micleo por trayectorias monocromaéticas.

Por contradiccion Supdngase que D no tieme miclec por trayectorias
MONOCIomaticas

Por la hipétesis de induccion y por el Teorema 2.12 del Capitulo 2, toda
subdigrafica inducida propia de D tiene nuicleo por trayectorias
monocromaticas y por el Lema anterior, existe un ciclo y < Asim (#D)) tal
que para cualesquiera 2 vértices no consecutivos z,w € V(y), se tiene que

{(z.w), {(w,2)} cF(AD))
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Seay=(zy, 21, .. » Zm, Z0). Probaremos algunas propiedades de 7.

Afirmacion 1) El ciclo y no es monocromatico.
Demostracion, Supongamos que v es un ciclo dirigido monocromatico,
entonces (zy, 22, .., Zm, o) €8 uNa trayectoria dirigida monocromatica en D,

por lo que (z,, zo) € F(#D)), contradiciendo que y < Asim €(D). ¢

Afirmacién 2) Si z;, zj € V(v) tal que j ¢ {i-1, 1+1} entonces
{(z5, 2)), (25, z1)} < F(ED)).

Demostracion, La demostracion se signe det Lema 3.1 ¢

Afirmacién 3) El Gnico cambio de coloresen vy estien x yen y.
Demostracién. Por contradiceion supongase sin pérdida de generahdad
que z; es un vértice de y distinto de x yde v tal que en z, existe un cambio

de colordey

Supongamos que (zg,z1)esr1oja v (z1,22) es azul

Afirmacion 3.1) (22,z0) 2 F(D)

Demostracién. Supongase por contradiccion que (za,z0) € F(D)
entonces y3=(zg,z1,22, 2p) €8 un trdngulo en D La hipotesis del teorema
implica que (z2,2p) es roja o azul. Si (z2,2,) es 10ja entonces (22,20,21) €8 1NA
zyz-trayectoria  dirigida roja en D por lo que (z5,z:) € F(#D)),

contradiciendo que v < Asim{#D)). Si (z,,20) es azul entonces {=1,22,2¢) €8



una  zz¢-trayectoria dirigida azul en D por lo que (z1,20) € F(&D)),
contradiciendo que yCAsin( @D)).

Asi que (z3,z¢) € F(D). No obstante la afirmacidén 2) implica que
(z2,2z0) € F(#D)), por lo tanto existe una trayectoria dirigida monocromatica

de longtud al menos 2 de z; a zp en D.

Sea a=(z=0, 1, .., p=zy) tal trayectoria (p 2 2)

Afirmacion 3.2) La trayectoria & no s azul, ni roja

Demostracién. Supongamos por contradiccion que o es azul, entonces
{(z1,22) U a es una trayectoria dirigida azul de zy a zp en D, por lo que
(z1,z0) € F(€D)) lo cual contradice que v < Asim(#D)).

Supongamos ahoia que o es roja, entonces o U (zg,z;) €5 una
trayectoria dirigida roja de z, a =z; en D, por lo que (z3,z1) € F(€D)) lo
cual contradice que ¥ ¢ Asim(@D)).

Supongamos sin pérdida de generalidad que la trayectoria o es negra.

Afirmacién 3.3, Para cada i = 0 tal que 21 < p, se sigue que
(z1,22) € F(D).
Demostracion. Por contradiceion  Supongamos que existe 7 > 0 tal
que 27 <p y (z1,27) € F(D)
Sea 2ig=min {27 /(z1,27) ¢ F(D),(0< 25 <p)}.
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Como 0 = z3, ¥y (z1, 22) € F(D) se sigue que 2i;>0 por lo que
2%-2 20 Ahoraz; ¢ {x, y} v D=T,~[x, y]de aqui se sigue que
(21, 21-2) e F(D), (z1,210) € F(D) y (24, =z} e F(D)

Sea y3 = (21, 2u-2, 2101, 2%, z), observemos que v, es un biclo
dirigido de longitud 4 contenido en D con dos flechas negras, la flecha (274-2,
2ip-1) y la flecha (2441, 24¢)

Por 1a hapdtesis del Teorema v, debe ser un ciclo casi-inonocromatico,
asi que al menos una de las dos flechas (z;, 21p-2) o (21, z1) es de color
negro.

St (21, 210-2) es negra entonces (z;, 21¢-2) W (g, @, p = o) contiene
una zizp-trayectoria dirigida negra, por lo que (=, =z} € F(#D)
contradiciendo que y < Asim (#D)).

Si (219-2, =1} es de color negro entonces (zx = 0, «, 21 w 21, z1),
contiene una trayectoria dirigida negra, por lo que (z2, z;) € F{#@D))

contradiciendo que y < Asim (€D)).

Concluimos la prueba de la afirmacién 3) analizando los casos sobre la

longitud de &, con p par y p impar

Si p es par, entonces p-2 también es par y como p=2, tenemos que
p-2 2 0. Ast que por la Afirmaciéon 34), (z;, p-2) € F(D), asi que
¥s = (21, p-2, p-1, P, z1) es un ciclo dingido de longitud 4 contenido en D
que tiene al menos dos flechas negras, Ia (p-2, p-1) v la (p-1, p), ¥ una
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flecha roja, la (zo= p, z1), ademas vy; es un ciclo casi-monocromatico por
hipétesis, lo que implica que la flecha (z,, p-2,) es de color negro. De
donde (z1, p-2, p-1, p = =) es una trayectoria dirigida negra en D, asi que

(z1, zo) € F(&D)) contradiciendo que v < Asim (#D))

Ahora si la longitud de la trayectoria o es impar entonces necesitamos

primero probar algunas afirmaciones.

Afirmacion 3.4} Si p es impar entonces para cada © = 0 tal que

1<2i+1< p, se sigue que (22-+1, =) € F(D).

Demostracion. Supongamos por contiadiccion que existe un @ 2 0, tal
gue (21+1, z)) ¢ F(D), y sea 2ip+1 = max {2i+1 / (2i+1,2)) ¢ FD)},
(1<2i+1<p). Comop==z¢ v (z¢0 z1) ¢ F(D)debemos tener que
24pt] < p. Asi que (27013, z1) € FD), (21, 21¢t1) € F(D). Ahora z 1 # x,
z1 # y, de aqui que por la definicion de D, z; es adyacente a todo vértice
deD—{z}.

Sea vq4 = (21, 2191, 290+2, 29913, z;) entonces y4 es un ciclo dirigido
de longitud 4 contenido en D con dos flechas negras, (2ig+1, 216+2) ¥y
(219+2, 24¢+3). La hipotesis del Teorema para y4 implica que al menos una
de las flechas (z\, 290+1), (2%+3, z)) es negra.

Si (21, 219+1) es negra entonces (z1, 2ig+1) W (2u+], o, P =2), es
una 7z, trayectoria dirigida negia en D, por lo que (2, z0) € F(€D))
contradiciendo que y < Asim (#D))
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-Si (219+3, z;) es negra entonces (z2 = 0, o, 29+3) U (21413, 21), es
una z» z;- trayectoria dirigida negra en D, por 10 que (z2, zy) € F(&D)),
contradiciendo que v < Asim (€(T)).

Afirmacién 3.5) Sip es impar entonces a) (1, z,)eF(D) es azul,

b} (z1, p-1)eF(D) esroja.

Demostracion. Para demostrar a) tenemos de la afirmacion 3 4) que

(1,z1) € F(D), asi que v = (z1, 22, 1, z1) €5 un ciclo dirigido de longitud
3, donde (=, z2) es de color azul v (z;, 1) es de color negro, como por
hip6tesis el ciclo v; es casi-monocromatico, la flecha (1, z;) de v3 es azul
0 €s negra.

Si1 (1, z1) es negra entonces (22, 1, 21) es una zyz;-trayectoria dirigida
negra en D, asi que (22, z1) € F(#D)) contradiciendo que
v < Asim (& D)). Por lo tanto (1, z;) & F(D) es azul.

Por demostrar b). Come p es impar, p-l es par asi que por la
afirmacion 3.3) ta flecha (z), p-1) estaen D.

Asi que v3 = (=1, p-L, p, z1) es un ciclo dirigido de longitud 3
contenido en D donde (p=zy, z1) = (p, z1) esroja, (p-1, p) es negra, y
como s es un ciclo casi-monocromatico por hipdtesis se debe tener que
(z1, p~1) es negra oroja .

Si (z;, p-1) es negra entonces (z;, p-1, p==¢) 5 una trayectoria
dirigida negra en D, asi que (z1, zy) € F(%D)) coniradiciendo que
7 < Asim (4D)). Por tanto (=1, p-1) € F(D) es roja.
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Afirmacion 3.6) {(1,p), (p, D} NEFD) =9

Demostracion. Si (1, p) € F(D) entonces (1, p = 2o, 21, 22=0, 1) es
un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas
coloreadas con distinto color: (zo, z1) 10ja, (=1, z2) azul y (0,1) negra,
contradiciendo que todo ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea casi-
monocTomatico.

Si (p, 1) € F(D) entonces (p, 1, z;, p-1, p) es un ciclo dingido de
longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas coloreadas con distinto
color (1, z)) azul, (=, p-1)}10ja y (p-1, p) negra, contradiciendo que todo

ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea casi-monocromatico.

Afirmacién 3.7). {(0,p-1), (p-1,0)} "F(D)= @

Demostracién. Si (0, p-1) € F(D) entonces (0, p-1, p, z1, 0) es un
ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas
coloreadas con distinto color: (p-1, p) negra, (p, z1) roja y (z;, 0) azul, lo
cual contradice que todo ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea casi-
MOnoCromatico.

Si (p-1, 0) € F(D) entonces {p-1, 0, 1, =z, p-1) es un ciclo dingido de
longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas coloreadas con distinto
color: (0, 1) negra, (1, z,) azul y (=, p-1) roja, lo cual contradice que todo
ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea cast-monocromatico.

De la afirmacion 3.6) se sigue que {x, vy} = {1, p} v de la afirmacién
3.7) se sigue que {x, y} = {0, p-1} por lo que {1, p} = {0, p-1} lo cual
no es postble pues p 2 2.

Por lo tanto se cumple que los dnicos cambios de colores en y estan en
xroyen y. #
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En lo que sigue supondremos que (x, ¥, y)esazaly (v, v, x)

es roja.

Afirmacion 4) El ciclo v ¢ D

Demostracién. Como v < Asim (#D)) vy D= Ty — [x.y] es
suficiente probar que x y y DO son consecutivos en .
Por contradiceidn, supéngase que ' y y son consecutivos en vy, digamos
x=zi ¥ Y=2i#+; y como por la afirmacion 3) los inicos cambios de
color del ciclo vy estan en = y en 7y entonces (zirs, ¥, 2:) €S una
trayectoria dirigida monocromatica en D, asi que (zi+s, z:) € F(@ED))

contradiciendo que ¥ < Asim (€1D)). ¢

Afirmacién 5) La longitud del ciclo ¥ es al menos 5.

Demostracién. Sea ¥ = (zp, Z7, .., 2Zwm, 2o} SUPONEAMOS por
contradiccion que la longitud de v es a lo mas 4, entonces ¥ es un ciclo
casi-monocromatico.

Supongamos sin pérdida de generalidad que (=4, z2, ., 2Zm. =Zo) €5 Una
trayectoria dirigida monocromatica en D, entonces (25, zo) € F(€D)),

contradiciendo que y ¢ Asim (#D)). #

En lo que sigue denotaremos { (y) = q, ¢ (x, v, ¥) = p,
v=(x =q 1, ,p-Lp=y ptl, ., g1, q) vy supondremos sin pérdida
de generalidad que {(x,y, y) < {({y, 1, x).
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Afirmacion 6) La flecha(q -+, i) estienDparacadai(l € 1 <p-1).

Demostracion. Procederemos por induccion sobre 1.

Para 1 =1, probaremos que la flecha (g-1, 1) esta en D. Supongamos por
contradiccién que (g-1, 1) ¢ F(D) Como {q-1, 1} n {x, vy} = &,
- entonces por la definicion de D, (1, q-1) € F{D) Asique (1, g-1,q, 1)
es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en D, el cual debe ser
casi-monocromatico, pero estamos supontendo que (x, v, i) es azul y
(., v, ®) es roja, por lo tanto (x, 1) es azui v (g-1,q) es roja, asi que (1, g-1)
debe ser azul o roja.

Si(1, g-1) es azul, entonces (z = q, 1, g-1) es una trayectoria dirigida
azul en D Asi que (q, g-1) € F(#D)), de donde (g-1, q) € Sim(#&D)),
contradiciendo que v ¢ Asim (&D)).

S1(1, g-1) es roja entonces (1, g-1, q) es una trayectoria dirigida roja en
D. Asique (1, q) € F(#D)), contradiciendo que y — Asim (€&D)). Por lo
tanto (g-1, 1) € F(D).

Supongamos ahora que {q - 4, 1) € F(D). Probaremos que
(q—-(i+1), i+ e F(D) para © (1< i+1< p-1).

Por contradiccion supongamos que {q - (i+1), i+1) ¢ F(D), con
l<i+1£p-1.

Comol< ir1 p-~1 v {(x,v )< {(y, Y, ), tenemos que
{q- (i+1), 1} N {x, y} = & Asi que por la definicion de D,
((i+1), = (¢+1)) e F(D) y va=((i+1), g - (i+1), q- 4, 1, (i+1)) es un ciclo
dirigido en D de longitud 4, donde (i, (i+1))esazul v (q- (i+1), g— 1)

es10ja
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Pero ys es casi-monocromatico por la hipétesis del Teorema, asi que
(i+1,q - (1+1)) v (q—+, 1) deben ser ambas rojas o azules.

Si (i+l,q- (#+1)) ¥ (g— 1, 1) son ambas rojas entonces
(++1, @ - (i+1),q—4, 1) esuna trayectoria dirigida roja en D por lo que
(i+1,1)e F(¥D)), contradiciendo que y  Asim (&D)).

St (i+l, g - (iH1)) v (g - % 1) son ambas azules entonces
{g— 1, i, i+1, g- (i+1)) es una trayectoria dirigida azul en D asi que
(q- 1, q- (i+1))e F(ED)), contradiciendo que y < Asim (4D)).

Por lo tanto (q - (i+1), (i+1)) € F(D). &

Afirmacion 7) (p-+,p+1) € F(D) patacadai (1< 1 < p1)

Demostracién. Procederemos por induccion sobre 4.

Para 1 =1, probaremos que la flecha (p-1, p +1) esta en D. Supongamos
por contradiccion que (p-1, ptl) ¢ F(D) Como x y vy no son
consecutivos envy, {p -1, ptl} N {x, y} = D, asi que por la definicién
de D, (p+l,p~1) e F(D). Deestaforma y;=(p +1,p-1,p,p+1) esun
ciclo dirigido de longitud 3 en D, en donde (p -1, p) es azul y (p, p+1) es
roja. Como y3 debe ser casi-monocromatico por hipdtesis, entonces
(pt+1, p-1) debe ser azul o roja.

Si (ptl, p-1) es azul, entonces {(p+1, p -1, p) es una trayectoria
dirigida azul en D, por lo que (ptl, p) € F(&D)), contradiciendo que
y < Asim (€D)).

Si (pt+1, p-1) es roja entonces (p, pt+1, p-1) es una trayectorta dirigida
roja en D, asi que (p, p-1) € F(#D)), contradiciendo que v < Asim (#D)).
Por lo tanto (p-1, p+1} € F(D).
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Supongamos ahora que (p-1i, p+ 1) e F(D), para + (1 £ 1< p-1).

Demostraremos que {p — (i+1), p+{i+1)) € F(D).

Supongamos por contradiccion que (p - (i+1), pt(i+1) ¢ F(D),
I<i+l < p-1.

Como {(p—-(i+]), p +(i+1N} N {z,y} =&, se fiene vpor la
definicibon  de D que ( p + (i+1), p - (i+1)) e F(D). Asi que
va=(p+(+1), p-(i+1), p-1i, p+i, p-+(i+1)) es un ciclo dirigido de
longitud 4 en D, enel que (p-(i+1), p-i)esazl y(p+4i,p+{itlpes
roja. Como por hipdtesis 74 es casi-monocromatico  enfonces
(p+(t+),p-GE+1D)) y(p—1i, p+1) sonambas azules o rojas.

Si (p+ i+, p-(i+t1)) v (p—14, p—+ i) son ambas azules entonces
{p+ (i+1), p-(+l), p—1i, pt1) esunatrayectoria dirigida azul en D
por lo que (p + (i#1), p + 9 e F(#D)), contradiciendo que
1 € Asim (€(D)).

Si (p+ @+, p-@G+1)) vy (p—1, p+i) son ambas rojas entonces
(p-i, p+i, pt(itl), p-(@+l)) es una trayectoria dirigida roja en D
por fo que (p - i, p - (it]))e F(#D)), -contradiciendo que
¥ < Asim (¢D)).

Porlotanto(p- i, p+i) e F(D),paracada ¢ (1< i< p-1). +4

Afirmacion 8) (p-1, p+2) € F(D).

Demostracidén. Supongamos por contradiceién que (p -1, p +2) ¢ F(D).
Como por la afirmacién 5) la longitud del ciclo vy es al menos 5,
{p -1, pt2} n {x, y} =&, y por la definicion de D, se tiene que
(p+2,p-1) e F(D). Asique 1a=(p+2,p-1Lp,p+1,p+2)esunciclo
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dirigido de longitud 4 en D, en donde (p-1,p) es azul y (p, p+1), (pt+1, p+2)
son rojas. Como por hipdtesis y4 es casi-monocromatico, se sigue que
(p+2,p-1) debe ser de color rojo. De esta forma (p, p+1, p+2, p-1)es una
trayectoria dirigida de color rojo en D, de p hacia p-1, por lo que

(p, p-1) € F(&D)), contradiciendo que y = Asim {#D)). ¢

Afirmacién 9) (p-i-1, pt+ 1) e F(D)paracadat (1< 1 < p-2)

Demostracion. Procederemos por induccion sobre 4.

Para i =1, probaremos que (p-2, p+l) € F(D). Supongamos por
contradiccion que (p-2, p+1) ¢ F(D). La afirmacién 5) y la suposicion de
quey {(x, 7 y) < {{y, Y, x), implicaque {p-2, p+1} n{x,y} =G, v
por la definicién de D, se tiene que (p+1, p-2) € F(D).

Asi que v4 = (ptl, p-2, p-1, p, p+1) es un ciclo dirigido de longitud 4 en
D, donde la flecha (p, p+1) es de color rojo y las flechas (p-2, p-1), (p-1, p)
son de color azul. Como y4 es un ciclo casi-monocromatico por hipétesis,
se debe tener que la flecha (p + 1, p-2)es de color azul.

Asi (p+1,p-2, p-1, p)es una trayectoria dirigida azul en D, por lo
que (p +1, p) € F(#ED)), contradiciendo que y ¢ Asim (#D)).

Por lo tanto (p-2, p+1) € F(D).

Supongamos ahora que (p—i-1, p+ e F(D),para i (1< i< p-2).

Demostraremos que (p — (i+1)-1, p+(2+1) € F(D).

Supongamos por contradiccion que (p - (i+1)-1, p + (i+1) ¢ F(D).
Como Ia longitud del ciclo v es al menos 2p y 1< (i+1) < p-2,
ademds {((xz,v,y)=p < {{y, vy, x),setiecnequep-(= + 1121y
p+(i+1) g2 porloque {p-(G+1)}1,p+ (it} {x,y} =0
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Se sigue de la definicion de D que (p + (i+1), p—(i+1) - 1) € F(D).
Asique y4=(p +(i+1), p- (i+1)-1, p- (i+1), p+4, p+ (i+])) es un ciclo
dirigido de longitud 4 en D, donde (p + i, p + (i+1)) es roja y
(p—(G+1) - 1, p - (i+l)) es azul. Como y4 es casi-monocromatico por
hipétesis, se debe tener que (p-%-1, p+i) v (p+ (i+1), p-(Et+i)-1)
son ambas azules o rojas.

Si estas dos flechas son rojas entonces (p- i-1, p +i, pH{i+1), p-(i+1)-1)
es wna trayectoria dirigidarojaen Dy (p~ i—1, p + (i+D -1) e F{#D)),
contradiciendo que y < Asim {€D)).

Si ambas flechas son azules entonces  (p +{i+1), p-(i+1)-1, p~i~l, p+i)
es una trayectoria dirigida azul en D por lo que (p+(i+1), p+i)e F(&D)),
contradiciendo que ¥ ¢ Asim {#D)).

Porlotanto, {(p-i-1,p+ t}e F(D)paracadai (1< i < p2}) ¢

Ahora de Ia suposicion de que { (x, v, y) £ {{y, ¥, ¥} se sigue que

{rry=p< .

Sip= g- entonces se sigue de la afirmacion 6) aplicadaa i = g -1

2

que (g (;?; - 1), (“3“ -1)) e F(D), es decir (g +1,g -1 e FD),

con fo cual {(p +1, p-1) & F(D), contradiciendo la afirmacion 7).



Sip=('1—;E entonces p+2= q—(p-1) pues ga—l+2=q_(qT_1 -D

. . q : 3
lo que implica que 5 + + 5

N
|
[T

y por la Afirmacién 6)

considerando i=p — 1, se tiene que (g — (p-1), p -1) € F(D) con lo que
(pt+2, p -1) e F(D) contradiciendo la afitmacién 8) Asi que supondrenaos

g1
ep < F—
quep 3

Afirmacién 10) Paracadai (1 < 1 < p-1)existe j(i)e (y, v, x), tal
que (p-1i,5(i) € FD) estojay (p+ i< j6) < q-(p-1).
Demostracién. Por induccion sobre 1.
Para i =1, probaremos que existe j{1}) € (y, v, x), tal que
(p -1, 5(1)) € F(D) es1oja.
Sea }(1)=min { k£, pt2<k <q/ (k, p-1) e F(D)} -2

J(1) esta bien definida porque (q - (p-1), p-1) € F(D) (de la Afirmacién 6)

tomande i=p-1) v g-(p-1)>p+2 (pues p <(g-1¥2 por hipétesis, lo que

implica que 2p < q -1, dedonde p< q—1—p, asique p+2 <g-p+ 1).

Claramente p+2<min { k, p+2 <k <q/(k, p-1) € (D)} < q—(p-1).
Para la segunda desigualdad: como (g- (p-1), p-1) e FD)y p+2<g-(p-1)<q

se sigue que q - (p-1) e{k, pt2 <k <q/ (k, p-1) € FD)} por lo que
min { k, pt2<k<qg/ (k, p-}) e F(D)} g (p-1).
Por lo tanto p+1-1=p<j(1) <g-(p-1). Asique pt+l1<;(1)<q-(p-1).

Ahora como (p-1, ptl) € F(D) (De la afirmacién 7) con i=1) ¥y

(p-1, pt2) € F(D) (por la Afirmacién 8) se sigue de la definicién de 7(1)

que {(p-1,5(1)). (-1, j()¥1), (3(1)+2, p-1)} c F(D).
6
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Ast ya = (12, p-1, #(1), 711, j(1)+2) es un ciclo dirigido de Jongitud
4 contenido en D con (j(1), 7(1)+1), ((1)+1, 7(1)+2) de color rojo por la
hipétesis del Teorema se debe temer que al menos una de las flechas
G(1)+2, p-1), (p-1,7(1)) es de color rojo.

Si(j(1+2, .p-1) esrojaentonces (p, p+l, .., (1), 7(1y+1, 5(12, p-1)
es una trayectoria dirigida roja y por lo tanto (p, p-1) € F(#D)),
contradiciendo que y < Asim (&D)). Por lo tanto (p-1, 7(1)) es10ja.

Sea i, 1< 4 < p-1 ysupongase que existe 7(1)e (v, v, x), tal que
(p-1,5(0) e F(D) estojay p=+i<ji)<q-(p-1).

Ahora supongamos que 1 < i+l £ p-1 Se demostrard que existe
Ji+1) € (y, v, ), tal que (p-(i+1), f(i+l)) e FD) es 10 y
p+ a1 < g - (p-GE+1)).

Sea j(i+1y=min {ke(y, v, x) / pt(i+1+1<k, y (k, p-(i+1)) € F(D)} 2.
Demostraremos que j{i+1) estd bien definida demostrando que para
k=g- (p- (i +1)) se tiene & >p + (i+1}+1 y (k, p- (i+1)) € F(D).

Se signe de la Afirmacién 6) que (q - (p - (1+1)), p-(i+1)) € F(D) pues
como 1 < (i+i) € p-1, -1 2 -(i+1) = -pt+l, asi que al sumar p
tenemos 1 < p- (i+1) £ p-1 y nuestra suposicion de que p < (q-1)/2
mplicaque p+ i+t +1 < q-(p-(E+1}) (puescomo p < (q-1)/2,
2p < q-1, p<q-1-p, p+(i+t1)<q-l-p+ (i+l}, lo que implica
que p+ (i+1)+1 <q-{p-(+l)).

Por o tanto j (i+l) estd bien definida y p + (2 +1) < j(it]) <
g-(p-(+1) (puescomo k >p+ (i +1)+ 1,setiene que &k 2 >p+1
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porloque k-2=p++i+1. Porotrolado g-(p-(i+1)) esuna posible k,
asi que la minima de las k-2 que s 7 (+1) cumple también con ser menor
o igual que g-{p- (i+1)).

Se demostrarz'l que (p - (i+1), y (i+1)) esroja.
Como (p- (i+1), p+{i+1)} € F(D) por la afirmacion 7) y el hecho de que
1 < (@i+l} £ p-1 y ademas (p- (i+1), p + (i+1)-1) € F(D) por la
Afirmacion 9) vy el hecho de que 1 £ (i+1) < p-1, la definicién de 7(i+1)
implica que { (p-(i+1), j(i+1), (1) +2, p-(i+1))} ¢ F(D)

Por lo tanto v4 = (p- (i+1}, 3(i+1), jE+1+H1, H(E+1)+2, p - (3+1)) es un
ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D.

Para continvar la prueba de la Afirmacion 10 necesitamos las tres

siguientes afirmaciones.

Afirmacién 101y Sea =z € (z, v, y) - {x,y} tal que
ztl ez, v,y {z, y}. Si © e(y,v,2), (i, 2)eFD)y 4l=zy
entonces (i-1, z+1) e F(D).

Demostracién.  Supongamos por contradiceién que (3-1,z+1) ¢ F(D).

Como {i-1, z+1} n{x, y} =), sesigue de la definicién de D que
(z+1, -1} € F(D). Porlo tanto y;=(z+1, i-1, 4, z, z+l)eswunciclo
de longitud 4 contenido en D con (i-1, 7) decolorrojo y (z, z+l) de
color azul Asi que por la hipdtesis del Teorema las flechas (i, z),

(z+1, i-1) son ambas rojas o azules.
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Si (i, =2), (z+1, 4-1) son ambas rojas, entonces (z+1, i-1, i, 2)
es una trayectoria dirigida de color rojo en D, asi que (z+1, z) € F(€D)),
contradiciendo que y — Asim (&D)).

Si(i, =), (z+l, i-1) son ambas azules, entonces (i, z, z+1, i-1)
es una trayectoria dirigida de color azul en D, lo que implica que
(3, 1-1) e F(&D)), contradiciendo que y < Asim (#D)).

Por lo tanto (i-1, z+1) € F(D).

Afirmacién 10.2) Si £ e (y, v, o), k > pHia+lpl, i21 y
(k, p- (i+1)) € F(D) entonces k-le (y, v, x), k-1 > p + i+l y
(k-1, p-1i) € F(D).

Demostracién. Como p - (i+1) & (x, v, ) - {=, vy}, 1 =21,
p-1i€(x vy -{x. y} ademas si ke (y, v, x), con
(k, p-(i+])) e F(D)y k-1>p+ i+l setieneque k-1 =y, asique
(k-1, p-i) e F(D).

Afirmacién 10.3) 5(3) < j(it+1)-1.

Demostracion. Sea ko= min {ke(yyx) / k > p + (i+1yl ¥y
(k, p- (it1))e F(D)} se sigue de la afirmacién 10.2) que ko-1 & (y.7.2),
ko-1>p+i + 1y (ko-1,p-1) € (D)

Asi que ko-l 2 min {ke (y, v, x)/ k> pti+tl y (k, p-0)e F(D)} ¥y

entonces kg — 1 -2 = j(1), es decir §(i+1) ~1 = 5(3).

De esta forma continuando con la demostracion de la Afirmacién 10)
tenemos yy=(p - (i+1), y(e+1), j(+1) +1, j(i+1)+2, p-(i+1)) esun
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ciclo dirigido de longitud 4 donde las flechas (5(i+1), j(i+1)*+1) v
(FG+1y1,  jGE+1DH2)  son de color rojo, asi que por la hipotesis del
Teorema, al menos una de las flechas (p-(i+l), j(i+1)), (GE+1)*+2,
p-(i+1)) es de color 1oj0.

Si (j:(i+1) +2, p- (i+1)) es roja entonces como j(i) +1 = j(i+l),
T=(p-4, ji), JEYL, .., FE+D), jE+I@rL, j(+102, p(i+])) es
una trayectoria dirigida roja en D, por lo que (p - ¢, p(i+l)) € F(&D)),
contradiciendo que y ¢ Asim (D).

Por lo tanto (p- (i+1), j(i+1)), esde colorrojo. ¢

Para terminar la demostracion del Teorema, consideremos 4+ =p-1 vy
aplicando la Afirmacion 10) tenemos que existe  j(p-1) € (y, v, x) tal que
(p - (p-1), 5(p-1)) € F(D) es roja. Asi que (1, 5(p-1)) v G(p-1), v, x) es una
trayectoria dirigida roja en D por lo que (1, &) € F(#€D)), contradiciendo que
y < Asim (€D)).

Por lo tanto D tiene niicleo por trayectorias monocrométicas. M

TEOREMA 3.3. Sea D una digrafica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha [z, ] de algiin torneo m-coloreado Tj, (es decir D = T, — [, ).
Si todo ciclo dirigide en D de lengitud a lo mas 4 es casi-monocromatico

entonces D es una digréfica niicleo perfecta por trayectorias monocromaticas.

DEMOSTRACION. SeaD=T,-[x,y] v D[H] una subdigrifica inducida
de D por algim subconjunto H de vértices de D.
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SiD[H] =Tk, 1 £k <n-1, entonces cada ciclo dingido de longitud a lo
mas 4 es casi monociomatico en D[H] , y por el Teorema 27, ®@D{H]) es
niicleo perfecta, por lo que contiene nicleo, asi que por la proposicion 2.1
DJH] tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. '

St DIH] = Tk - [2,y], 1 £ k& < n-1, entonces cada ciclo dinigido de
longitud a lo mas 4 es casi monocromatico en D[H] , v por el Teorema 3.2,

D[H] tiene nicleo por trayectorias monocromaticas. Il
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CAPITULO &

NUCLEOS EN LA CERRADURA DE DIGRAFICAS
M-COLOREADAS

En este capifulo daremos algunos resultados obtenidos por H. Galeana
Sénchez y J J. Garcia Ruvalcaba [9], acerca de digrificas que son casi-
torneos m-coloreados libres de {C;, T3} que son mnicleo perfectas por

trayectorias monocrométicas, es decir que estan en £,

TEOREMA 4.l. Sea D uma digrafica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha, la flecha entre x y vy, de algin torneo m-coloreado T, (es decir
DzT,—[x, y]). 5 D no contiene C; ni Ty tricolor, entonces & (D) no
contiene ningan ciclo dirigido asimétrico v tal que {x, y} < V{y) y que
entre dos wvértices =z, w 10 consecutivos en Yy se fiene que

{(z,w), (w,z)} cK(€(D)).

DEMOSTRACION, Por contradiceién. Supongamos que existe un ciclo
vy < Asim(€ (D)) tal que {x, y}<V(y)y que para cualesquiera dos vértices
Z, w no consecutivos en y se tiene que {(z, w), {w, z)}cF(&([D)).

Probaremos algunas afirmaciones acerca de los vértices de y antes de llegar
a la contradiccion del Teorema.
Para zeV(y), denotaremos como z— el predecesor de z en vy y como

z+ elsucesorde z en vy.
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Observemos que como y es un ciclo dirigido asiméfrico y entre
cualesquiera dos vértices z, w no consecutivos en y se tiene que
{(z, w), (w, 2)}c F(&(D)), se tiene que z- es el tnico vértice w  del
ciclo v talque (z, w)e F(®(D)) y =+ es el tmico vértice w del ciclo

v talque (w, z)e F(&(D)).

Afirmacion 1) Si zeV(y), entonces (z+, z-) € F(&(D))
Demostracion. Como z- absorbe por trayectorias monocromaéticas a todos
los vértices de ¥y excepto a 2z, en particular absorbe por trayectorias

monocrotnaticas a z+.]

Por la Afirmacién 1} tenemos que en D existe al menos una trayectoria
dirigida monocromatica de z+ a =z-. Denotemos por P(z) una trayectoria

dirigida monocromatica més corta de z+ a =z- enD. Ver figura 18

zZ

P(z)

\C}/ Figura 18
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Afirmacién 2)  Si zeV(y), es adyacente en D a todo vértice de P(z)

entonces (z-, z)e F(D) y (z, z+)e F(D)son del mismo color.

Demostracién. El vértice z es adyacente a z- en D, (por hipdtesis de la
Afirmacion 2) Demostraremos que (z-, 2z) € F(D). Supongamos que
(z, z-) e F(D), entonces (2, z-) € F(&(D)) pues F(D) c F(€(D)} lo cual
no es posible pues 7 es asimétrico. Por lo tanto (z-, z) € F(D)

El vértice z es adyacente a z+ en D, {por hipdtesis de la Afirmacién 2).
Demostraremos que (z, z+) € F(D} Supongamos que (z+, z) e F(D),
entonces (=+, z) e F(#(D)) pues F(D) ¢ F(#(D)) lo cual no es posible
pues ¥ es asimétrico. Por lo tanto {2, z+) e F(D).

Ahora probaremos que las flechas (z-, 2) e F(D) v (=, z1) € F(D)
son del mismo color.  Supongamos sin pérdida de generalidad que

(z, zt) e F(D) es azul, Probaremos que (z-, z) € F(D) es azul.

Afirmacion 2. a) La trayectoria P(z) < D no es azul.

Demostracién. Supongamos que P(z) es azul, (figura 19), entonces
(z, zt)wP(z) contiene una trayectoria dirigidaaznlde 2, a 2z- enD por
lo que (z, z-) € F(#(D)) lo que contradice que y < Asim(® (D)). Por lo

tanto P(z) no es azul.
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b
P{=) b
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\MO O 4
b=azul b O~ b
Figura 19

Supongamos sin pérdida de generalidad que P(z) es verde y sea

P(z)=(vp= z+, VI, V2, .., i=2").

Afirmacion 2. by Paral < 4 <t, (24, v) € F(€(D)) esverde vy
(vi, z-} e F(€(D)) esverde

Demostracién. Dado que la ttayectoria P(z) es verde y P(z) inicia en z+,
entonces de z+ a cualquier vértice v; hay una trayectoria dirigida verde en
D por lo que (z+, v;) € F(€(D))es verde.

Ahora, como la trayectoria P(z) termina en z-, entonces desde cualquier
vértice v; hacia z- también se tiene una trayectoria dirigida verde en D por

o que (v, =-) € F(€(D))es verde. Figura 20
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#(D)

g= verde Figura 20

Afirmacion 2. ¢) Para 1 < 4 <, laflechaentte z v v; en D no es

verde,

La Figura 21 representa sin direccion la flecha entre z y v;, pudiendo ser

esta flecha (2, vi)o (v, =) para demostrar la afirmacion 2.c).
Demostracién. Como por hipotesis de la Afirmacion 2) z es adyacente en

D a todo vértice de P(z), debemos probar que las flechas entre =z y v; no son

verdes.

75



Supongamos por contradiccionqueparal £ i <¢, (2, vi) e F(D) es
verde, entonces  (z, w;) W (vi, P(2), z-) contiene una trayectoria dirigida
verdede z a =z- enD, por loque(z, z-) e F(#%(D)), contradiciendo que

Y € Asim{#(D)).

Supongamos ahora que para 1 < 1 £ ¢, (v, z) € F(D) es verde,
entonces (z+, P(2), vi ) U (v, =) contiene una trayectoria dirigida verde de
z+ a =z enD, por loque (z+, z) ¢ F(% (D)), contradiciendo que

7 < Asim( €(D)).

Por lo tanto Ia flecha enire =z v v en D no es verde.

b /(3\

zZi=ug O“// \O Z- =Yg
g / w
vy ) O’Ur-l
2
\\\ //’
3 of
Vi1 O\“\\ ¥ Vin
b=azu]. g -\a) _/
V4

g= verde
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Afirmacion 2. d) Paral < 1 <¢, silaflechaenire 2 v vy enD esazul

entonces la flechaentre z v v; enD es azul.

La Figura 22 representa la flecha entre =z y vy sin direccion (pudiendo
representar (z, i) 0 (vsa, 2} ) y la flecha enfre z y v; sin direccion (que

puede representar (z, vi)o (v, 2)).

Demostracién. Por hipotesis del Teorema, D no tiene C; mi Ts tricolor y
z es advyacente a todo vértice de P(z). Ahora estamos suponiendo que la
flecha z v vy enDesazul vy sabemos que (v, vi) € F(P(2)) es verde
141 £1 asiquelaflechaentre z y v; debe ser azul o verde, pero por la
Afirmacion 2.¢) (2, vi) € F(D) no es verde, asi que (2, v} € F(D) debe ser
azul. z

Ty Vi

Figura 22

3



Afirmacién 2. ) (z-, z) € F(D) esazul

Demostracién. Como estamos suponiendo que la flecha entie z y v, es
azul en D entonces en D la flecha entre = y v, es azul, la flecha entre z v
vy esazul, .., laflechaentre z v vy esazul, pero v,= z- y el sentido de la
flecha entre estos dos vértices en D es de z- a z, lo que implica que (z-, z)
e F(D) esazul.

Porlotanto (z-, 2} e F(D} y (z, =z+)e F(D)son del mismo color []

Afirmacién 3) Si s e V(yN\{x, y} entonces (s-, s) e FD) ¥

(s, st+) e F(D)son det mismo color.
Demostracion. Como s #x ys =1y, entonces s es adyacente a todos
los vértices de P(s) en D, asi que por la Afirmacion 2) (s-, s)e FD) vy

(s, st) e F(D)son del mismo color. []

Afirmacién 4) Las trayectorias (x, v, ¥) y {(y. v, x) son

monocromaticas en D.

Demostracién. Sea (x, v, ¥)=(x =8¢, 51,82, .., Sk=¥), 8l $= 5y,
1<1 <k—17, entonces (s-, s)e FD) vy (s, st)e FD)son del
mismo color por la Afirmaciéon 3), en particular si s= $;, entonces
(so, 87) e (DY vy (81, $2) € F(D) son del mismo color, pero
(51, s2) € F(D) es del mismo color que (52, s3)€ F{Djcuando s = s,
y (Sz, $3) € F(D) es del mismo color que (sSz, 354) € F(D) cuando

§ =83, y asi sucesivamente, por lo que la trayectoria (sq, Sy, 82, ..., Sx) €8
monocromatica en D.

De manera similar (y, v, x) es monocromaticaenD. ]
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Afirmacion 5) x y y no son consecutivos en v.

Demostracién.  Por contradiccion. Supongamos que x y vy son
consecutivos en y, con & predecesor de . Como por la Afirmacion 4) las
trayectorias (x, v, ¥) v (y. ¥, &) sOn monocromaticas en D, entonces
(x,y)e F(€D)) y (y,z) e F(&D)),astque (z,y) € Sym(& (D)), lo
cual es una contradiceidn pues por hipdtesis solo los vértices no consecutivos

eny tienen flechas simétricas en €(D). []

Afirmacién 6) Las trayectorias (x, v, v) v (v, 7, =) mnoson del
mismo color.

Demostracién. Por contradiccion. Supongamos que (x, ¥, ¥) ¥y
(y; v. x) son del mismo color, por lo que v es monocromatico en D,
entonces entre cualesquiera par de vértices z, w de y existen trayectorias
monocromaticas de z a w y de w a z en D, de donde
(z, wye Fe®) v (w, z)e F&(D) contradiciendo que
¥ < Asim(#(D)).

Porlotanto, (x, v, ¥) y {v, v, &) noson del mismo color. [}

Supongamos sin pérdida de generalidad que (x, v, y}estoja y (v, 7, x)
esazulenD Figura 23.

79




=10j0
b=azul r b
\\\ /ﬂ
e o4
Figura 23 7
O
Y

Afirmacién 7Y P(x) no es roja mi azul.

Demostracién. Si P(x) es 1oja, entonces se tiene una trayectoria dirigida
roja en D de x a x- formada por (x, x+) u P(z) donde
(x, xt)< (x, v, y¥), porloque (x, x-) ¢ F(¥(D)) contradiciendo que
v < Asim{#(D)). Figura 24 a).

Si P(x) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida azul de 2+ a x
en D, la cual se forma por P(x) v (z-, 2)con (z-, ) (¥, 7. x), de
donde (x+, x) e F(#(D)) contradiciendo que y < Asim(& (D)). Figura 24
b)
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Afirmacién 8) y e V(P(x)).

Demostraciéon. Siy ¢ V(P(x)), como {x, ) es la vnica flecha que no
estd en D, entonces x debe ser adyacente en D a todos los vértices de P(x).
Ahora, por la Aftirmacion 2), (x-, x) € F(D) y (x, x+) e F(D) son del
mismo color, contradiciendo que (x-, x)es azul y que (x, %+)es roja.

Por lotantoy € V(P(x)) (]

Afirmacion 9) P(y) no es roja ni azul.
Demostracién. St P(y) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida

azul d¢ y a y- en D formada por (y, y+) v P(y) donde
(y, yryc (¥, v, x), porloque (y, y-)eF(# (D)) contradiciendo que
ySAsim{ #(D)). Figura25 a)

51 P(y) es roja entonces se tiene una trayectoria dingida roja de y+ a vy
en D, la cual se forma por P(y) W (y-, y) con (y-, ¥) < (x, v. ), de
donde (y+, y) € F(& (D)) contradiciendo que 7y < Asim{#% (D))
Figura 25 b) 0 x

Figua 253 a) v T\O/ vt
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Figura25 b)

Afirmacion 10) x e V(P(y)).
Demostracion Si x ¢ V(P(y)), entonces y debe ser adyacente en D a
todos los vértices de P(y). Ahora, por la Afirmacidn 2), (y-, y) € F(ID) vy

(v, y+) € FD) son del mismo color, contradiciendo que

(y-, wesrojay (y, yHesazul Porlotantox e V(P(y)). [

De la Afirmacién 8) y € V(P(x)) y de la Afirmacién 10) = e V(P(y)).

Sean P(x)= (ax+= ay, a1, 82, .., 8r, 8 = Y, A2, oy X} ¥
Ply)=(yt= by, by, by, .., bs, benn =z, bu .., Y-)

Consideraremos los casos. A) P(x) v P(y) son del mismo color y B)
P(x) y P(y) no son del mismo color; para alcanzar la contradiccion en ambos

casos de la demostracion.
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Caso A) Supongamos que P(x) vy P(y) son ambas del mismo color y
supongamos sin pérdida de generalidad que estas trayectorias son de color

verde. Véase la Figura 26.

2 =bey
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I=10J0 y=

=ar+]
b=azul
g=verde Figura 26

Demostraremos que la flecha entre y+ y x+ enD esazul

Observemos que

a) Para0 <1 <vr, laflechaentre y+ va; enD no es verde.



Pues si (y+, a;) € F(D) es verde, 0<1 <7, entonces se tiene una
trayectoria dirigida verde en D de y+ a y formada por (y+, a;) v (a;, P(x),
y), por lo que (y+, y) e F(#(D)), contradiciendo que v < Asim(% (Dj).
Figura 27

E+=an Q x-
/

I=T0jO

b=azul e

g=verde

Ahora si (a:, y+) € F(D) es verde, 0 <1 < r, cntonces se tiene una
trayectoria dirigida wverde en D de =+ a =z formada por (x+ P(x),
a;) U (ag, yt) v (y+, P(y), 2), por lo que (x+, x) e F{#(D)), contradiciendo
que 7 < Asim{€(D)}). Figura 28
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1=T0j0
b=azul
g=verde

Figura 28

Por lo tanto la flecha entre 4+ ya; enDnoesverde, (0<i <v). {]

b) Para0 <1 <, silaflechaentre y+ ya; enD es azul entonces la
flecha entre y+ v a; en D también es azul.

Por la definicion de P(x) en el caso A) (aq, a;1) € F(D) es verde y por la
hipétesis del Teorema, D no tiene C; ni T tricolor, por lo que si la flecha
entre y+ y a;+; enD es azul, entonces la flecha entre y+ ya; debe ser azul
o verde, pero por a) esta flecha no es verde, por lo tanto la flecha entre y+ y

a; en D debe ser azul. (Figura 29) [
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x =bs+|

1=T0JO
b=azul
g=verde

Figara 29

Por demostrar que la flecha entre y+ vy =+ enDesazul

(v, yH Ky, v, x), asique(y, y+) € F(D)es azul, pero y=ay; por
lo que la flecha entre y+ y a; en D también es azul, por b), y aplicando b)

para 0 <1 <v-1, tenemos que las flechas entre y+ ya; enD son azules, en

particular la flecha entre y+ yap=x+esazul. [J

Demostraremos ahora que la flecha entre y+ y x+ en D esroja.

Observemos que:
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a’) Para0 <4 <s, laflechaentre x+ yb; enD no es verde.

St (z+, b;) & F(D) es verde, 0 <4 < s, entonces se tiene una trayectoria
dinigida verde en D de 2+ a x formada por (z+, b)) w (b, P(y), x),
por lo que (x+, x) € F(# (D)), contradiciendo que v < Asim(&(D)).
Figura 30.

Si (b, x+) € F(D) es verde, 0 <4 < s, entonces se tiehe una
trayectoria dirigida verde en D de y+ a vy formada por
(y+, P(y), b))  (bs, x4) U (x+, P(x), y), por lo que (y+, y) € F(&(D)),
contradiciendo que vy ¢ Asim(#®(D)). Figura 31.

Por lo tanto la flecha entre y+ yb; enDnoesverde, (0<i <5). []

x=bgy,

I=T0j0 "

T+=ag
g=verde

/
Figura 30 r ;)/
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Figura 31

b) Para0 <9 <, silaflechaentre x+ yb;y enD esroja entonces la
flecha entre z+ y b; en D también es roja
* Por la definicion de P(y) en el caso A) (b;, biy) € F(D) es verde y por la
hipétesis del Teorema, D no tiene C; ni Ts tricolor, por lo que si la flecha
entre zt+ y biy enDesroja, 0 £1 < s, entonces la flecha entre x+ y by
debe ser roja o verde, pero por a) esta flecha no es verde, por lo tanto la flecha

entre z+ yb; enD debeserroja, (0<i <£s). (Figura32) []
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1=10j0
b=azul Y-
g=verde

Por demostrar que la flecha entte 2+ y y+ enDesiga

(x, zH)c Flz, v, y), asique(x, x+) e F(D)esroja, perox = by
por lo que la flecha entre x+ y bs en D también es roja, por b") , vy aplicando
b)para0 <1 <s-1, tenemos que las flechas entre x+ yb; en D son rojas,

en particular Ia flecha entre x+ y bp= y+ esroja. []

De esta forma tenemos por un lado la flecha entre y+ v x+ en Des
azul vy por otro lado que la flecha entre y+ y 2x+ en D es roia, lo cual no

puede ser posible va que en D existe una sota flecha entte y+ y x+



coloreada con un vnico coler

ambas del mismo color. [J

Por lo tanto P(z) v P{y) no pueden ser

Caso B) Consideremos gue P{(x) y P(y) no son ambas del mismo color y

supongamos sin pérdida de generalidad que en D P(x) es verde y P(y) es

amarilla. Véase la Figura 33.

Demostraremos que la flecha entre x v 2, en D estoja.

Observemos que

a) Para0<i <r, laflechaentte x ya; enD noes verde.

rH=aq
¢
r
. Y -
r=10j0O
g=verde
b=azul

y=amarillo

1
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y+=bo
e \g e

3

Y=

Figura 33
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Figura 34 !

Si (z, a;) € F(D) esverde, 0 <1 <, entonces se tiene una trayectoria
dirigida verdeen Dde x a x- formada por (x, a;) U (a;, P(z), x-), por lo
que (x, d:’—) € F(#(D)), contradiciendo que y < Asim{(€(D)). Figura 34.

St (a:, x) e F(D) esverde, 0 <t <r, entonces se tiene una trayectoria
dirigida verde en D de a2+ a x formada por (z+, P(x), a:) W (ai,x),
por lo que (z+, z) € F(% (D)), contradiciendo que 7y < Asim(Z (D))
Figura 33

Por lo tanto la flechaentre x ya; enDnoesverde, (0<1 <7v) ]



Jt=an O O -
£

-y i
g=verde 5 \ £ i
bazul N |

i g i

| \ |

1 6 1 b

I & \ g
y ) . atb\ e y+ = b()
£ -
—
Y801
Figura 35

b) Paral <1 <, silaflechaentte x y a1 en D es roja entonces la
flecha entre x y a; en D también es roja

Por la definicion de P(x) en el caso B) (ai, 3i41) € F(D) es verde y por la
hipotesis del Teorema, D no tiene C3 ni Ts tricolor, por lo que si la flecha
entre x ya.1 enDesroja, I <1 £r,entonces la flecha entre x ya; debe
ser 10ja o verde, pero por la a) esta flecha no es verde, por lo tanto la flecha

entre x y a; en D debe serroja, (1 <1 <r). (Figwa 36) []
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Figura 36

Por demostrar que la flecha entre x y a, en D esroja

(z, xtyc Fx, v, y), asique(x, x+) e F(D)esroja, pero x+=ay y
aplicando b) Ia flecha entre x y a; en D también ¢s roja, y aphcando b) para
1£71 <, tenemos que la flecha entre x y a; en DD es roja, en particular la

flecha entre x ya, en D esroja. {]

Ahora demostraremos que Ia flechaentre a. vy by en D esrojao

amarilla.




Como la flecha entre x y a; en D es roja y por la definicion de P(y) en el
caso B, (b, b)) € F(D) es amanlla. Ahora como D no tiene C; mi T;

tricolor se debe tener que la flecha entre a, v bs es roja o amaritla. [J

Demostraremos ahora que la flechaentre y v by en D es azul.

Observemos lo siguiente:

a’)y Para0<1 <s, laflechaentrey yb; enD no es amarilla.

Si(y, b;) € F(D) es amarilla, 0 <4 < s, entonces se tiene una trayectoria
dirigida amarillaen D de y a y- formada por (y, bi) v (bs, P(y), y-), por
lo que (y, y-) € F(# (D)), contradiciendo que yo Asim(#% (D))  Figura 37

Si (b, y) € F(D) es amarilla, 0 £ 1 < s, entonces se tiene una
trayectoria dirigida amarilla en 0D de y+ a 1y formada por
{y+, P{y), by} w (b, y), por lo que (y+, y) € F(€(D)), contradiciendo que

y < Asim{#(D)). Figura 38

Por lo tanto la flechaentre y yb; enD oo es amarilla, (0 <1 <s). []
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b’) Paral €1 <s, silaflechaentre y yby; enD es azul entonces la
flecha entre v vy b; en D también es azul.

Por la definicién de P(y) en el caso B) (biy, bs) € F(ID} es amarilla y por
la hipétesis del Teorema, D no tiene C; ni T; tricolor, asi que si la flecha
entre iy v by enDesaznl,0<1 <s, entonceslaflechaentrey y b; enD
fiene que ser amarilla o azul, pero por la observacion a’) esta flecha no es
amarilla, por lo que la flechaentre y yb; enDdebeserazul, (0<1 <s).
Figura 39 []

a =bg,y

=10j0
b=azul

y=amarillo
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Por demostrar que la flechaentte y y  bs enD es azul

(v, ¥ s Ky, v, ), asique(y, y+) < FD)es azul, pero y+ = by
porlo que la flecha entre v y by en D también es azul, b"), v aplicando lab")
para 0 <1 < s, tenemos que la flecha entre vy vy b; en D es azul, en

particular la flechaentte y y bs enDesazul. [J

Ahora demostraremos que Ia flecha entre 3, v b: enD es verde o azul.

Como la flecha entre iy y b en D es azul y por la definicion de P(x) en el
caso B, (a,, a+) € F(D) es verde. Ahora como D no tiene C; ni T3 tricolor sé
debe tener que la flecha entre a, y bs es verde o azul. (]

Demostracion del caso B). Porunlado laflechaa, y by enDesroja
o amarilla y por otro lado laflechaa, v by en D es verde o azul, lo cual
no puede ser posible va que en D solo existe una flecha estre a, v b

coloreada con un tmico color,

Por lo tanto P(x) y P(y) po pueden tener distinto color en D. [

Para completar la demostracién del Teorema. Dado que P(x) y P(y) son

ambas trayectorias monocromaticas y estas trayectorias no pueden ser ambas
del mismo color ni tampoco pueden ser ambas de color distinto en I se tiene

un imposible en D.
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Por lo tanto (D) no tiene ningtn ciclo dirigido asimétrico vy tal que entre

dos vértices =z, w no consecutivos en vy s¢ tHene que

{(z. w), (w, 2)}cF(@D) W

TEOREMA 4.2. Sea D una digrifica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha, 1a flecha entre x v vy, de un torneo m-coloreado. Si D no tiene

Cs; i T tricolor entonces D tiene miicleo por trayectorias monocromaticas.
DEMOSTRACION. Se sigue directamente del Lema 3.1 y del Teorema 4.1. M

Si en el Teorema 4 2 s6lo se pide que D no contenga T tricolor, pero si
contenga C; tricolor el resultado no es cierto. Veamos el ejemplo de la figura
40, el cual contiene al menos un C; tricolor, no contiene T3 tricolor v no

tiene ntcleo por trayectorias menocromaticas.

1=rQjo
" b=azul
g=verde

Ahora si en el Teorema 4.2 sélo se conserva la condicion de que D no
contenga C; tricolor pero si contenga T; fricolor el resultado tampoco
resulta ser cierto. El ejemplo de 1a Figura 41, contiene al menos un T;
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fricolor, no contiene C; ftricolor y tampoco tiene nicleo por trayectorias

monocromaticas.

=10j0 g=verde
b=azul y=amarillo
g w=blanco
g

Figwadl TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

TEOREMA 4.3. Sea D una digrafica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha, la flecha entre x y 1w, de algin torneo m-coloreado. Si D no
tiene C; ni T3 tricolor entonces (D) es una digrafica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION, Primero observemos que:

Para C ¢ V(D). S$i B es niicleo de €(D[C]), B es nicleo de €(D)[C].

Demostracion. Sea B un nicleo por trayectorias monocrométicas de D{C].
Dado que B es conjunto absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas
en D[C] v como las trayectorias dirigidas monocromaticas en D[C] también
son trayectorias dirigidas monocromaticas en D se Hene que
F(# (D[C])) < K& (D)[C]), por lo tanto B es conjunto absorbente en
#(D)[C], donde la tltima contencion se demuestra enseguida.

Sea a=(u, v) € F(€(D[C])). Demostraremos que a € F(€(D)[C]).
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Como a=(u, v) es una flecha en € (D[C]), existe una trayectoria dirigida
monocromatica de v hacia v en D[C], asi que ésta uw-trayectoria dirigida
monocromatica esta en D, donde C < D. Por lo que a es una uv-flecha en
#(D)[C].

Ahora como B es niicleo por trayectorias monocromaticas en D{C], B s¢lo
puede estar formado por a lo mas dos vértices (el vértice x y es vértice ), ya
que los vértices x y y son los inicos vértices en D que no tienen flecha
entre si.

Si B tiene un funico vértice, entonces éste vértice es un conjunto
independiente en € (D)[C].

Si B tiene dos vértices, estos vértices deben ser x y 1y, entonces
B={x, y}. Ya que {x, y} es un conjunto independiente por trayectorias
monocromaticas en D se sigue que {x, y} es independiente en €(D)[C].

Por lo tanto B es nicleo de 2(D)[C].

Para la demostracion del Teorema consideremos dos casos posibles.

Caso A) {x, wy} es un conjento independiente por trayectorias
monocromaticas en D.

Demostracién. Sea C < V(D) un conjunto no vacio de vértices.
Probaremos que €(D)[C] tiene micleo.

Observemos que D[C] es una digrafica completa ¢ una digrafica completa

menos la flechaentie x vy .
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Si D{C] es una digrafica completa, entonces por el Teorema 1.1, existe un
vértice v de D[C] que es micleo por trayectorias monocromaticas, y por la
proposicion 2.1, v es nicleo de €(D[C]).

Si D{C] es una digrafica completa menos la flecha enire x  y 1y, entonces
por ¢l Teorema 4.2, D{C] tiene nicleo por trayectorias monocromaticas, y
por la proposicidn 2.1, &(D]C]) tiene nicleo.

Pero por la observacion anterior todo micleo de € (D[C]) es nicleo de
#D)(C]. |
Por lo tanto si {z, u} es un conjunto independiente por trayectorias

monocromaticas en D, €(D) es una digrafica nacleo perfecta .

Caso B) {x, v} no es un comjunto independiente por trayectorias
monocromaticas en D.

Demostracion. Por contradiccion.

Supongamos que #¥(D) no ¢s una digrafica nicleo perfecta.

Observemos que en #(D) todo par de vértices es adyacente, pues [z, Y]
es la unica flecha faltante en D, pero {, y} no es conjunto independiente
por trayectorias monocromaticas en D, asi que en € (D), x y y estin
unidas por una flecha. De esta forma tenemos € (D) es una digrafica completa,

Abhora como (D) no es una digrafica nucleo perfecta, se tiene por el
Teorema 2.5 que #(D) tiene un ciclo dirigido asimétrico.

Seay un ciclo dirigido asimétrico de longitud minima contenido en €(D).

Afirmacién 1) Para todo par de vértices, u, v eV(& (D)) no

consecutivos eny, {(u, v), (v, w)} c F{(€([D)).

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




Demostracion. Supongamos que existen dos vértices, u, v 1o
consecutivos eny, tal que sélo existe la flecha (x, v) olaflecha (v, w)en
#(D). Entonces existe un ciclo dirigido asimétrico vy~  de longitud menor
quey contenido en (D), donde v  puede sér Y=, v, vy wiv, u),
o v=(u, v)wv, v, u) dependiendo el sentido de la flecha asimétrica

entre w y v en €(D).

Afirmacion 2) {z, y} < V{y)

Demostracion. Supongamos que {x, y} « V(y). Entonces D[V(y)] es
una digrafica completa, que no contiene C; ni Ts tricolor, y por el Teorema
11, D[V tiene un vértice v que es micleo por trayectorias
monocromaticas, vy por la proposiciéon 2.1, {v} es nacleo de #(DIV(YID), ¥
por el caso A) {v} es nicleo de €(D)[V(y)], en particular v absorbe a su
sucesor en v lo cual implica que y tiene alguna flecha simétrica en
&(D)[V(y)], lo cual es imposible.

Por la Afirmacion 1) v la Afirmacién 2) se tiene una contradiccién al

Teorema 4.1
Por lo tanto si {x, ¥} no es un conjunto independiente por trayectorias

monocromaticas en D, €(D) es una digrafica nicleo perfecta. W

Recordemos que & es la clase de digraficas m-coloreadas libres {Cs, T3},

que son micleo perfectas por trayectorias monocromaticas,
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Del Teorema 4.3 podemos decir que si D es un casi-torneo m-coloreado libre

de {Cs, Ts}, Dpertenecea £, vya que toda subdigréfica inducida de € (D)

tiene niicleo y por la proposicion 2.1 cada subdigrafica inducida tiene nicleo

por trayectorias monocromaticas.
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CAPITULO D

NUCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS EN
DIGRAFICAS QUE SON CASI TORNEOS

En este capitulo se expondrdn nuevos resultados obtenidos en
colaboracién con FL. Galeana sobre la existencia de nicleos por trayectorias

monocromaticas en digraficas que son casi-torneos.

Recordemos que [x, wy] denota la flecha entre x v v que puede ser

(x, ¥} o (¥, 2)

TEOREMA 5.). Sea D una digrafica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha, la flecha entre x v vy, de algin torneo m-coloreado T, {es decir
Dz=Th-|x, y]. SienD todo ciclo dirigido de longitud 3 es monocromatico,
entonces D) no tiene ninglin ciclo dirigido asimétrico y  tal que
{x, y} < V{y) yqueentre dos vértices z, w no consecutivos en y se tiene

que {(z, w), (w, z)} cF(ED))

DEMOSTRACION.  Por contradiccion, Supongamos que existe un ciclo
v Asin (#(D)} tal gue {x, vy} < V(¥) ¥y que para cualesquiera dos vértices
z, W no consecutivos eny setiene que §{{z, w), (w, =z)} cF(&D)).

Probaremos las siguientes afirmaciones antes de llegar a la contradiccién.
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Paraz € V(y), denotaremos como z- el predecesorde z en y y como
z+ elsucesorde z en v

Observemos que como Y es un ciclo dirigido asimétrico y entre
cualesquiera dos wvértices z, w«w no consecutivos em y se tiene que
{(z, w), (w, =z)} ¢ F(#(D)), se tiene que z- es el inico vértice w del
ciclo vy talque(z, w)¢ F(€([D)) y =zt esel tnico vértice v del ciclo
y tal que(w, 2)¢ F(@(D))

Afirmacion 1) Si zeV(y), entonces (z+, z-) € F(#(D))
Demostracion. Como z- absorbe por trayectorias monocromaticas a todos
los vértices de y excepto a =z, en particular absoibe por trayectorias

monocromaticas a z+.[]

Se sigue de la Afirmacion 1) que en D existe al menos una trayectoria
dingida monocromatica de =+ a z-. Denotemos por P(z) una trayectoria

dirigida monocromatica mas cortade z+ a z- enD.

Afirmacién 2)  Si zeV(y), es adyacente en D a todo vértice de P(z)
entonces (z-, z)e F(D) v (z, zt) e F(D)son del mismo color.

Demostracién.  El vértice = es adyacente a z- en D, por hipdtesis de la
Afirmaciéon 2) vy yaque z- € V(P(z)). Demostraremos que (z-, z) € F(D)
Supongamos que  (z, z-) € F(D), entonces (z, z-} € F(€(D)) (pues
F(D) ¢ F(€(D})), lo cual no es posible pues y es asimétrico en € (D). Por lo
tanto (z-, z) € F(D)
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Ahora el vértice z es adyacente a =+ en D, por hipotesis de la Afirmacién
2) vy ya que  z+ & V(P(z)). Demostraremos que (=, =z+) € FD)
Supongamos que (z+, z) e F(D), entonces (z+, z) € F(&(D)) (pues
F(D) c F(#(D))), lo cual no es posible pues y es asimétrico en € (D). Por lo
tanto (z, z+) e F(D).

Ahora probaremos que las flechas (z-, z) e F(D) vy (2, =z+t+) € F(D)
son del mismo color

Por contradiccidn, supongamos que (z°, z) € F(D) y (2, 2z+) e F({D)
son de distinto color y supongamos sin pérdida de generalidad que

(z-, z) € F(DYesdecolorrojoy (z, zt) € F(D)es de color azul.

Aftrmacidén 2. a) La trayectoria P(z) € D no es azul.

Demostracion. Supongamos que P(z) es azul, entonces (z, =z+) U P(z)
contiene una trayectoria dirigida azul de =z a =z- en D, por lo que
(z., z-) e F(#(D)) lo que contradice que v = Asim(#{D)). Por lo tanto
P(z) no es azul.

Afirmacién 2. b) La trayectoria P(z) ¢ D no es roja.

Demostracién  Supongamos que P(2) es roja, entonces P(z) U (z-, z)
contiene una trayectoria dirigida roja de z+ a z en D, por lo que
(z+, z) e F(#(D)) lo que contradice que v  Asim(€ (D)), Por lo tanto

P(z) no es roja.
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Supongamos sin pérdida de generalidad que P(z) es verde y sea

P(z)= (Vo= z+, Vi, V2, .V =2-). Ver figura 42,

LT

ZH=1ip O C\/<=Uf
g g
O

Vi

A Y
\\ A
N _//

O o

Vig / Vi
b=azul S~ 7

g ~a O/
=10j0 Uy
e=verde

Figura 42

Afirmacién 2. ¢) Paral £ i <#-1, laflechaentie z v v; en D no es
verde

Demostracién. Por hipotesis de la Afirmacion 2} z es adyacente en D a

todo vértice de P(z), debemos probar que las flechas entre z ¥y »; no son

verdes
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Supongamos por contradiccion que para algin 1, 1 < 1 < -1, la flecha
entre z y vy es verde

St (z,v) € F(D) es verde, entonces (z, v;) W (v, P(z), z-)
contiene una trayectoria dirigida verde de z a 2z- en D, por lo que
(z, z-) € F(€(D)), contradiciendo que v < Asim{#&{D)).

Si (v, z) € F(D) es verde, entonces (z+, P(2), vi ) U (w, z) contiene
una trayectoria dirigida verde de 2z+ a z en D, por lo que
(z+, z) € F(#(D}), contradiciendo que y < Asim(€(D)).

Por lo tanto la flecha entre z v w; en D no es verde.

Afirmacién 2. d) Paral £ i <{-1, laflechaentre z v v vade =

hacia ;.

Demostracion. Recordemos que por hipotesis del Teorema, todo ciclo
dirigido de longitud 3 en D es monocromatico, y 2z es adyacente a todo
vértice de P(z) por hipotesis de Ia Afirmacién 2).

Enseguida analizaremos la direccion de las flechas entvre 2z y w; para
1< 4 <¢t-1.

Si la flecha entre z y v, va de v, hacia z, entonces tenemos en D el
ciclo dirigido de longitud 3 (z, z+, vy, z), con (z, z+) € F(D) azul vy
(z+, vi) € F(D) verde, contradiciendo que todo C; en D es monocromatico.

Por lo tanto 1a flecha entre z y vy, vade z hacia v.

Supongamos que para l § j £ (-2, laflechaentre =z y v, vade z
hacia v, probaremos que la flecha entre z y vj, vade z hacia vy

Supongamos por contradiccion que la flecha entre z v viry, €s (v, 2),

ver Figura 43, entonces tenemos en D el ciclo dirigide de longitud 3
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{2, vs v, 2), con (v, vp) € F(D) verde, se sigue de Ia hipdtesis del
Teorema 5.1 que (2, v;} ¥ (¥jn1, 2) son de color verde, contradiciendo la
Afirmacion 2.¢).

Por lo tanto la flecha entre z y vy, es (z, ).

=
OY\ r
b
Z+=up k/ T~ 2~ =g
O O
g N
2N Vi
& g
\\\ ,?'
N0 o
T=10j0 Vi v Vin
h=azul g T~ ¢ g

g=verde

Figura 43

Por la Afirmacién 2. d) tenemos la flecha (z, w.), asi que en D se tiene
el eiclo dinngido de longitud 3, (2, w1, vy, 2), Figura 44, con (vi1, v) € F(D)
verde y (v, 2) € F(D) roja, contradiciendo que todo C; en D es

monocromatico.
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I=10j0

b=azul
G ,/‘z 54
g=verde Vi g\‘ 65’ 5 v
Wy
Figura 44

Concluimos que {z-, z} e F(D) vy (z, =z+) € F(D) son del mismo

color. [J

Afirmaciéon 3) Si s e V(y)\{z, y} entonces (s-, s) e FD) vy
{s, s+) e F(D) son del mismo color. |

Demostracion. Como s #x ys #1vy, entonces s es adyacente a todos
los vértices de P(s) en D, asi que por la Afirmacién 2) (s-, s)e F(D) y

(s, s+)e F(D)son del mismo color. [}
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Afirmacion 4) Las trayectorias (x, ¥, ¥) ¥y (v, v. x) son

monocromaticas en D.

Demostracién. Sea (z, v, ¥)=(x =S¢, $1, 82, Sk=Y), 1 § =8;,
1<1 £k—7, entonces (5-, s)Ye F(D) y (s, st+)e F(D)sondel
mismo ¢olor por la Afirmacion 3), en particular si = $;, - entonces
(so, sy e D) y (s7, s2) € F(D) son del mismo color, pero
(81, $2) e F(D) es del mismo color que (Sz, sS3) e F(D)cunando s = s,
y (Sz, S3) € E(D) es del mismo color que (S3, S4) € F(D) cuando
8 =§,, v asisucesivamente, por o que la trayectoria (Sy, S1, S2, ..., Sk ) €8
monocromatica en D.

De manera similar (y, y, x) es monocromaticaenD. []

Afirmacién 5) x y y 1o son consecutivos en .

Demostracién. Por contradiccién. Supongamos que x y 1y son
consecutivos en y, con x predecesor de y. Por la Afirmacién 4) las
trayectorias (x, v, y) y (v, 7Y «) son monocromaticas en D, entonces
(z,y)e F(€D)) y (y,z) e F(&D),asique (z,y) € Sim(# (D)),
lo cual es uma contradiccién pues por hipdtesis sélo los vértices no

consecutivos en v tienen flechas simétricas en €(D). [}

Afirmacion 6) Las trayectorias (x, v, v¥) v (y. ¥, x) no son del
mismo color
Demostracién. Por confradiccién. Supongamos que  (x, v, ¥) ¥

(¥, v, x) son del mismo color, por lo que ¥ es monocromético en D,
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entonces entre cualesquiera par de vértices z, w de y existen trayectorias
monocromaticas de z a w 'y de w a =z en D, de donde
{z,w)e F(e(D) y (w,2)e F€[D)). Tomando z y w consecutivos
se contradice que y < Asim(&(D)).

Porlotanto, (x, v, ¥) v (v, ¥, x) noson del mismo color. []

Supongamos sin pérdida de generalidad que en D, (x, v, v) es roja vy
(y, 7. x) esazul

Afirmacion 7) P(x) no es roja ni azul.

Demostracién. Si P(x) es roja entonces se tiene una trayectoria
dirigida roja en D de x a =- formada por (x, a+) © P{x) donde
(e, x+)y < (x, v, y), porloque(x, x)e F(€(D))contradiciendo que
¥ € Asim(€(D)).

Si P(x) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida azul de x+ a =z
la cual se forma por P(x) U (-, &) con (x-, x) < (y. 7V, x), de donde

(z+, x) € F(%(D))contradiciendo que vy < Asim(&(D)}. [l

Afirmacion 8) y € V(P(x)).

Demostracion. Siy € V(P(x)), como [z, y] es la tnica flecha que no
estd en D, entonces x es adyacente a todos los vértices de P{x) en D Ahora,
por la Afirmacién 2), (x-, x) € F(D) y (x, x2+) € F(D)} son del mismo
color, contradiciendo que  (z-, x) € F(y, v, z) es de color azul vy

{x, x+)e F(z, v, y)esdecolorrojo. Porlotantoy e V(P(x)). [
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Afirmacion 9) P(y) no es roja ni azul.

Demostracién. Si P(y) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida
azulde vy a y- formadapor (y, y+)wP(y)donde (y, yHc (v, 7. x),
porlo que (y, y-) e F(%(D)) contradiciendo que y < Asim(Z(D)).

Si P(y) es roja entonces se tiene una travectoria dinigidarojade y+ a v
en D, [a cual se forma por P(y) v (y-, v) con (y-, y) c(x, 7, y), de
donde (y+, y) € F(€(D)) contradiciendo que v < Asim(#(D)). [

Afirmacién 10) = e V(P(y)).

Demostracién. Stz ¢ V(P(y)), entonces y debe ser adyacente en D a
todos los vértices de P(y) Ahora, por la Afirmacién 2), (y-, v) € F(D) ¥y
(y, y+) € F(D) son del mismo color, contradiciendo que (y-, ) es rojay
(y, yt)esazul. Porlotanto x e V(P(y)). ]

De la Afirmacibén 8) se tiene que y & V(P(x)) y de la Afirmacién 10) se
tiene que x € V(P(y)).

Sean  P(x)=(x+=a,a1,a2 .., 85, 8m =Y, 2p2,.., %) v

P(y) = (y+: bO > b ir b2> e bs: b&‘ﬂ =x, b §+2 s M- ) Flgura 45
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Figura 45

Consideraremos los casos:  A) P(x) y P(y) son del mismo color y B)
P(z) vy P(y) no son del mismo color, para alcanzar la contradiccion en

ambos casos de la demostracion del Teorema 5.1,

Caso A) Supongamos que P(x) y P(y) son ambas del mismo color, como
P(x) y P(y) no son de color rojo ni azul, consideremos sin pérdida de
generahidad que P(x) y P(y) son de color verde, como se muestra en la

Figuia 46.
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X =bs+]

1=10j0
be=azul
g=verde

Y=y

Figuia 46

Demostraremos que la flecha entre y+ y x+ en D va de x+ hacia y+

Observemos que:;
a) Para 0 <1 <, laflechaentre y+ ya; enD no es verde.
Demostracion Supongamos primero que (y+, a;} € FD) es verde, ver
Figura 47, 0 <2 <7, entonces se tiene una trayectoria dirigida verde en D
de yt+ a vy formada por (y+, a;) V (a5, P(x), v), porlo que
(y+, y) € F(€(D)), contradiciendo que vy < Asim(#&(D)).

116



x =bg,”

e
-

AN
-
" . b
=10j0 . 2 Q\(\\g\
b=azul AN
:“ \
g=verde i a O
Y g\ y'l' =hy
b
T \L
Y
Figura 47

Supongamos ahora que (3;, y+) € F(D) es verde, ver Figura 48,
01 <r, entonces setiene una trayectoria dirigida verde en D de 2+ a
x formada por (zt, P(x), a;) v (ai, yt+) v (y+, P(y), x), por lo que
(z+, r) € F(€(D)), contradiciendo que vy < Asim(#&(D)).
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x =b5+]

1=T0J0
b=azul
g=verde

Figura 48

Por lo tanto la flecha entre y+ ya; enDnoesverde, (0<% <7r). [J

b) Para 0 £ ¢ < r, sila flecha entre y+ y a en D va de
a;¢; hacia y-+, entonces la flecha entre y+y a enDvade a; hacia y+.

Demostracién. Consideremos (a1, y+t) e F(D) y supongamos por
contradiccién que (y+, a;) € F(D) entonces (y+, a;, aw, yt), es un

tridngulo en D con {a;, a;4) & F(D) verde, Figura 49, este tridngulo es
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monocromatico (Por hipotesis del Teorema 5.1) asi que (y+, a) € F(D) y

(a1, y+) € F(D) son de color verde, lo que contradice a).

x =bs.;.;
f b
T4+=ay -
r
b

1 b
1=10j0
b= Y- Y+ =by
g=verde

Figura 49

Por demostrar que la flecha entre z+ v y+ en Des (x+, y+).
Como la flecha entre v = a1 y yt+ en D es {an, yt) se sigue

inductivamente por b) que (ay=a+, y+)tambiénestienD. []
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Demostraremos ahora que la flechaentre y+ y 2+ en D va de y+ hacia
x+. Observemos que:

a’) Para0 <1< s, laflecha entre x+y b; en D no es verde.

Demostracion. Cuando (x+, bi) € F(D) es verde, 0 <1 < s, Figura 50,
se tiene una trayectoria dirigida verde en D de =+ a x  formada por
(x+, a;) U (as, P(y), x), porlo que (z+, x) e F(€ (D)), contradiciendo
que < Asim(Z€(D)).

x =bg,
T b
2
e
: " I
1 b‘)~|—1 H b
z' g |
Xt=gg E i ! -
1=10j0 E x -
b=azul : \go 0
c
g=verde by
g
Yt =by

Y=+l

Figura 50

Cuando (b;, x+) e F(D) es verde, Figura 51,0 <1 < s, setiene una

trayectoria dirigida verde en D de y+ a y formada por
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(yr. Py), b) © (b, ) v (z+, Px) ), porlo que
(y+., ) e F(8(D)), contradiciendo que vy < Asim{#(D)).

\ i b
{ a) \ C‘ 1
| \\\ 5 \}; '
1=10j0 l AN
b=azul | A
g=verde
ar
=y
""-— /
Y=ar
Figura 51
Por lo tanto la flecha entre x+ vb; enDnoesverde, (0 <1 <) [j

b} Para0 <1 <=, st la flecha entre x+ y by en D vade

bis1 bacia z+, entonces la flecha entre x+ v b; enDvade b; hacia x+
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Demostracion. Consideremos (bin, x+) & F(D) y supongamos por
contradiccion que (xz+, b;) € F(D) entonces (x+, by, by, xT), €s un
triangulo en D con (bi, bix) € F(D) verde, Figura 52, este tridngulo es
monocromatico (Por hipétesis del Teorema 5.1) asi que (bin, z+) e FD) ¥y

{(x+, by) € F(D) son de color verde, lo que contradice a”)

X =b5:-1
] h
£
X +=ag

r
=10j0 E
b=azul E
g=verde i

.

’y -

Y =81

Figura 52

Por demostrar que la flecha entre x+ y y+ en D es (y+, x+). Como la
flecha entie x =bg, y z+ en Des (by, x+) se sigue mnductivamente por

b) que (bo, 2+) € F(D). Por lo tanto (y+, x+) € D) [
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Demostracién del caso A) Por una parte se demostré la flecha entre x+ y
yt+ en D es (z+, y+), v porotro lado se demostrd que la flecha entre x+ vy
y+. en D, es (y+, ) lo cual no es posible ya que en D se tiene que entre dos

puntos hay alo mas una flecha., []

Caso B) Supongamos que P(xx) y P(y) no son ambas del mismo color y
consideremos sin pérdida de generalidad que en D P(x) es verde v P(y) es

amarilla. Véase la Figura 53.

x =bsn
r b
Y
bssa
xt+=ag bs x-
A
g 4 N
T ,’y y \\‘ g
/ " b
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a \ ,’ \\\ I
oS kY,

.
~
-
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y ".u’ b]. \
I=10j0 ) v Q _
Yy - . ar A1 T Yyt=by
R
=verde T \g

b=azul >
y=amatillo Y=o

Figura 53

Demostraremos que la flecha entre x+y y+ enDvade x+ hacia y+
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Observemos que:

a)Para0 <i <7, silaflechaentre y+y a; enD vadey+ hacia a
ésta flecha no puede ser verde.

Demostracién Supongamos que (y+, a;) € F(D) es verde, ver Figura 54,
0 <1 <7, entonces se tiene una trayectoria dirigida verdeen D de y+ a vy
formada por (y+, a;) © (a;, P(x), ), por lo que (y+, y) € F(€ (D)),
contradiciendo que vy < Asin%(D)).

1=10j0

b=azul

g=veirde : airg
A
E N

Figura 54

Por lo tanto si (y+, a;} € F(D), ésta flecha no puede ser verde.
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b) Para0 <t <vr, silaflechaentte y+y a; en D va de a; hacia
y+ entonces la flecha entre y+y a; enD vadea; hacia y+.

Demostracion. Supongamos que (a;41, y+) € F(D), v supongamos por
contradiccion que (y+, a;) € F(D) entonces (y+, a;, i+, y+), es un triangulo
en D con (a;, ai+1) € F(D) verde, Figura 55, este tridngulo es monocromatico
(Por hipdtesis del Teorema 5.1) asi que (y+, a;) € F(D) es de color verde, lo

que contradice a). Porlotanto laflechaentte y+ vy & es (a, y+)

x =bs| 1

xr=a
=tQjo
b=azul '
g=verde Y
T
y -
Figura 55

Por demostrar que la flechaentre iy =an v y+ en Des  (an, y+)
Como la flecha entre y=a. v y+ en D es (8, y+) se sigue inductivamente

por la b) que (ap=x+, y+) también estd en D. Figwra 56 []
125



2 =b3+'|

I=10j0

b=azul

2 Y+=bo
g=verde —~— S\ ) /

Figura 56

Demostraremos que la flecha entre x+ vy y+enDvade y+hacia x+,

aYPara0 <1 <s,silaflechaentre x+vy b; enDvadex+ hacia b;
ésta flecha no puede ser amarilla.

Demostracién. Supongamos que (x+, b)) € F(D) es amarilla, 0 €1 < s,
ver Figura 57, entonces se tiene una trayectoria dirigida amarilla en D de 2+ a
v formada por (z+, by) w (b, P(y), x), por lo que (z+, x) € F(&(D)),

contradiciendo que 7y < Asim{(€(D)).
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Figura 57

b) Para0 <t <s, si laflechaentre x+ vy by en D va de by hacia
x+ entonces la flecha entre =+ y b; en D va de b, hacia x-+

Demostracién. Supongamos que (biy1, 2+) € F(D), y supongamos por
contradiccion que (x+, b;) € F(D) entonces (x+, by, by, z+), es un trizngulo
en D con (b;, by € F(D) amarilla, Figura 58, este trisngulo es
monocromatico (Por hipdtesis del Teotema 5.1) asi que (x+, b;) € F(D) es
de color amarilla, lo que contradice la a’. Por lo tanto la flecha entre x+ v b;

en D va de b; hacia x+.
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Z =bgy

1=10)0
b=azul Y=tens
y=amarillo

Figura 58

Por demostrar que la flecha entre & =bgy v x+ en Des (b, xt).
Como la flecha entre x=bey v z+en D es (beq, x+) se sigue inductivamente

por b") que (by=y+, x+) también esti en D. Figura 59. []
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Figura 59

Demostracion del caso B) Por una parte demostramos que la flecha entre
a+ y yt enDes (x+, y+), ypor otra parte que la flecha entre x+ y y+
en D, es (y+, x+) lo cual no es posible ya que en D se tiene que entre dos

puntos hay alo masuna flecha. [J

Para completar la demostracion del Teorema. Dado que P(x) y P(y) son
ambas trayectorias monocromaticas y estas trayectorias no pueden ser ambas
del mismo color nt tampoco pueden ser ambas de color distinto en D se tiene

un imposible.
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Por lo tanto € (D) no tiene ningdn ciclo dirigido asimétrico y tal que
{z, y} < V(y)y entre dos véitices z, w no consecutivos en y se tiene que

{(z. w), (w, 2)jcKeD) W

TEOREMA 5.2. Sea D una digrafica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha, la flecha entre x v vy, de un tomneo m-coloreado. 5i en D todo
C; es monocromético entonces IO tiene mucleo por trayectorias

monocromaticas.
DEMOSTRACION. Se sigue directamente del Lema 3.1 y del Teorema 5.1.

TEOREMA 5.3. Sea D una cdigrafica m-coloreada que resulta de borrar una
sola flecha, la flecha entre x y 1, de alglin torneo m-coloreado. Si en D

todo C; es monocromatico entonces (D) es una digrafica nicleo perfecta.

DEMOSTRACION. Consideremos dos casos posibles.

Caso A) {x, v} es un conjunto independiente por trayectorias
monocromaticas en D.

Demostracién. Sea C < V(D) un conjunto no vacio de vértices.
Probaremos que €(D)[C] tiene nicleo.

Observemos que D[C] es una digrafica completa ¢ una digrafica completa

menos la flechaentte x vy .
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Si DJC] es una digrafica completa, entonces por el Teorema 210,
#(D[C]) es niicleo perfecta, asi que €(D[C]) tiene nicleo.

Si D[C] es una digrifica completa menos la flecha entre x  y vy, entonces
por el Teorema 5.2, D[C] tiene nucleo por trayectorias monocromaticas, v

por la proposicion 2.1, @(D[C]) tiene nticleo.

Por la Observacion del Teorema 4.3, se tiene que si B es nicleo de
#@DI[C]), B es nicleo de #D) [C]. Por lo tanto @D) [C] tiene niicleo. Se
sigue que €D) es nucleo perfecta

Caso B) {x, vy} no es un conjunto independiente por trayectorias

monocromaticas en D.

Demostracion. Por contradiceion.

Supongamos que €(D) no es una digrafica nicleo perfecta.

Observemos que en €(D) todo par de vértices es adyacente, pues [z, y]
es la Gnica flecha faltante en D, pero {x, ¥} no es conjunto independiente
por trayectorias monocromaticas en D, asi que en € (D), x y y estin
unidas por una flecha. De esta forma tenemos #(D) es una digrafica completa

Ahora como #(D) no es una digrafica micleo perfecta, se tiene por el
Teorema 2.5 que (D) tiene un ciclo dirigido asimétrico.

Seay un ciclo dirigido asimétrico de longitud minima contenido en (D).

Afirmacion 1) Para todo par de vértices, u, v €eV(€ (D)) no
consecutivos eny, {(u, w), (v, w)} cF(€(D))
Demostracion.  Supongamos que existen dos vértices, v, v no

consecutivos en ¥, tal que solo existe la flecha (v, ) olaflecha (v, u)en
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# (D). Entonces existe un ciclo dirigido asimétrico v ©  de longitud menor
que vy contenido en #(D), donde y ' puedeser v '=(u, vy, v) w{v, u),
o y'=(u, v) Uy, vy, u) dependiendo el sentido de la flecha asimétrica

entre u y v en €(D)

Afirmacion 2} {x, vy} < V(y).

Demostracion. Supongamos que {x, y} & V{y) Entonces D[V(y)] es
una digrafica completa, donde todo C; es monocromatico, y por el Teorema
210, D[V(y)] tiene nmicleo por trayectorias monocromaticas, asi que
& (D[V(Y)]) tiene nacleo v por la observacién del Teorema 43, el nicleo
% DIV, es nicleo de € (D)[V(y)] Consideremos v nicleo de
@ (D)[V(y)], w absorbe a todo wvértice de vy, en particular v absorbe a su

sucesor en ¥, lo que contradice que v < Asim{&(D))

Por la Afirmacién 1) y la Afirmacion 2) se tiene una contradiccidn al

Teorema 51 0

Enseguida mostramos que la hipdtesis del Teorema 5.1 es necesaria
mediante algunos contragjemplos de casi-torneos m-coloreados, m = 4, que no
contienen ciclos dirigidos de longitud 3 monocromidticos v los cuales

tampoco tienen micleo por trayectorias monocromaticas

La Figura 60 representa la digrafica D = T7- [v), wv9], 4-coloreada en la
que los todos los ciclos dirigidos de longitud 3 contenidos en D no son

monocromaticos, Se puede verificar facilmente que ésta digrafica no tiene
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niicleo por trayectorias monocromaticas ya que, cada vértice vy no tiene
trayectoria monocromatica hacia su vértice anterior, con 4 médulo 6, es decir
(Vier ~ —Fmono Vi), ademds el vértice v» no absorbe a ningin vértice v,

1g1 £6.

(25

Figura 60

A partir de la digrafica de la figura 60 se pueden construir una infinidad de
casi-torneos 4-coloreados que no tienen ciclos dirigidos de longitud 3

monocromaticos, v tampoco tienen nicleo por trayectorias monocromaticas

Para contruir éstos casi-torneos de sdlo necesitamos ir agregando cada vez
) nuevo vértice y todas las flechas de color 1 del nuevo vértice hacia todos
los vértices anteriores. Los nuevos casi-torneos obtenidos de esta forma son
también 4-coloreados, no contienen ciclos monocromadticos de longitud 3 y

tampoco tienen niicleo por trayectorias monocromaticas.
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Ahora, mostraremos porqué las hipdtesis del los Teoremas 1.1 y 5.1 son

independientes.

Por un lado la hipdtesis de que un casi-torneo m-coloreado no contenga C,
tricolor ni T; fricolor no implica que en éste todos los ciclos dirigidos de
longitud 3 sean monocrométicos. La digrafica D = Ty — [, y), de la Figura

61, no contiene Cs tricolor 1 Ty tricolor y tampoco tiene C; monocromaticos

Figura 61

Por otro lado, la hipétesis de que un casi-torneo m-coloreado todo ciclos
de longitud 3 es monocromatico tampoco implica que éste casi-torneo carezca
de T; es tricolor. En la digrafica de la Figura 62 (D = Ty —{x, y]), todo C; es

monocromatico pero todo T; es tricolor.

Figura 62
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Veamos ahora, que las hipotesis de los Teoremas 1.1 v 5.1 también son

independientes.

Por un lado la hipdtesis de que en un casi-torneo m-coloreado todo Cy sea
casi-monocromatico y todo Cy sea casi-monocromatico, no implica que los
ciclos de longitud 3 sean monocromaticos. En la digrafica D =Ty — [x, v], de
la Figura 61, todo C; y tode Cs son casi-monocrométicos y podemos

observar que D no contiene C; monocromaticos.

Por otro lado, la hipétesis de que en un casi-torneo m-coloreado todo ciclo
de lengitud 3 es monocromatico tampoco implica que en éste ¢asi-torneo todo
Csy todo C,4 sean casi-monocromaticos. En la digrafica D =T, ~[x, v], de la

Figura 62, todo C; es monocromatico pero no hay C, casi-monocromaticos.

Del teorema 5 3 decimos que si D una digrafica m~coloreada que resulta de
borrar una sola flecha, de algin torneo m-coloreado en la que todo Cs; es

monocromatico D estd en la clase de digraficas & y F.

Aln queda pendiente una conjetura: Si D es un torneo menos una flecha
coloreada con s0lo tres celores, y en la gue todo ciclo dingido de longitud tres

es casi-monocromatico, ;D tiene nicleo por trayectorias monocromaticas?.



CONCLUSIONES

El trabajo realizado en el ultimo capitulo proporciona resultados nuevos
que consideran como hipétesis las Digraficas conocidas como casi-toineos
con la condicion de que en éstas digraficas todo ciclo dirigido de longitud 3
sea monocromatico, ésta hipdtesis es independiente de las hipdtesis
consideradas en los diferentes trabajos realizados por Shen Minggang [20],
H. Galeana-Sanchez [7, 8], H-Galeana-Garcia Ruvalcaba [9] para determinar

si una digrafica tiene nucleo por trayectorias monocromaticas.
Dejamos abierta la conjetura Si D es un torneo menos una flecha

coloreada con sblo tres colores, v en la que todo ciclo dirigido de longitud tres

es casi-monocromatico, ;D tiene nicleo por trayectorias monocromaticas?.
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