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INTRODUCCIÓN

El estudio de la coloración en Digráfícas de las últimas décadas ha

generado una diversa gama de nuevos conceptos e importantes resultados

enriqueciendo la Teoría de Gráficas que es actualmente un área importante

dentro de las Matemáticas y que ha tenido un notable crecimiento

recientemente..

El concepto de núcleo fue introducido por Von Neumann y Morgestem

para Teoría de Juegos [13] Y durante varios años el problema de la existencia

de un núcleo en una digráfíca dada ha sido estudiado por varias personas, en

particular por Richardsón [14, 15], Duchet y Meyniel [6], Duchet [4, 5],

Galeana-Sánchez y Neumann-Lara [10, 11, 12, 1.3]

Un aspecto importante de estudio de una digráfíca D es determinar si ésta

es núcleo perfecta, es decir, si toda subdigráfíca inducida de D tiene núcleo

(recordemos que un núcleo N de D es un conjunto independiente de vértices

tal que F(D[N]) = <f> y para cada z e V(D)-N existe una zN-ñecha en D).

En la presente tesis desarrollo algunos resultados obtenidos en los últimos

20 años acerca del núcleo por trayectorias monocromáticas en digráfícas

coloreadas en flechas con m colores (m-coloreadas); entendiéndose por núcleo

por trayectorias monocromáticas, un conjunto N de vértices de la digráfica

que no tiene trayectorias dirigidas monocromáticas entre cualquier' par de

vértices de N y además para cada vértice de la digráfíca que no pertenece a N,
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este vértice tiene una trayectoria dirigida monocromática hacia algún vértice

que sí esté en N.

En este trabajo expongo algunos resultados acerca de núcleos por

trayectorias monocromáticas en Digráficas asimétricas completas m-

coloreadas (Torneos m-coloreados), y Digráficas asimétricas completas

menos una flecha m-coloteadas (Casi-tomeos m-coloreados), siendo éstos

últimos el principal objeto de estudio de esta tesis

Entenderemos por ciclo casi-monocromático, un ciclo en el que con a lo

más una excepción todas sus flechas están coloreadas con el mismo color

El primer antecedente que involucra resultados aceica de núcleos por

trayectorias monocromáticas en Torneos m-coloreados, es el trabajo realizado

en 1982, por Sands, Sauer y Woodrow de la Universidad de Calgary, Canadá,

[17], quienes piobaron que todo torneo T 2-coloreado tiene un vértice {v} que

es núcleo por trayectorias monocromáticas, Además ellos plantearon la

siguiente conjetura ¿si T es un Torneo 3-coloreado tal que todo ciclo de

longitud 3 es casi-monocromático, el torneo T, debe tener un núcleo por

trayectorias monocromáticas?

En el Capítulo 1 se responde de forma parcial la cuestión planteada por

estas tres personas, mostrando el trabajo realizado por Shen Minggang, de la

Universidad de Profesores de Shangai, China [18], al probar' que si T es un

Torneo m-coloreado tal que todo ciclo de longitud 3 es casi-monocromático y

todo torneo transitivo de longitud 3 es casi-monocromático, entonces el

Torneo tiene núcleo por trayectorias monocromáticas Además se presentan
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algunos Torneos m-coloreados m>4, donde se enfatiza la necesidad de

considerar los torneos con la hipótesis descrita por Minggang para que el

torneo tenga núcleo por trayectorias monocromáticas

En el Capítulo 2, se desarrolla el trabajo realizado por H. Galeana

Sánchez, [7], Investigadora del Instituto de Matemáticas de la UNAM, quién

obtiene algunas condiciones para que un Torneo m-coloreado tenga núcleo por

trayectorias monocromáticas. En particular se expone el caso de que si T es un

torneo en el que todo ciclo dirigido de longitud a lo más 4 es un ciclo casi-

monociomátieo, entonces el torneo tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas Además se analiza la relación de este resultado particular

con el resultado obtenido por Shen Minggang (Capítulo 1), mediante algunos

ejemplos

En el capítulo 3 se dan los primeros resultados que involucran a las

digráficas conocidas como casi-tomeos en relación a que contengan núcleo

por trayectorias monocromáticas. En particular se prueba que si D es una

digiáfíca que resulta de borrar una sola flecha de algún torneo m-coloreado y

todo ciclo de longitud a lo más 4 en D es casi-monocromático entonces la

digráfica tiene núcleo por' trayectorias monocromáticas. Estos resultados

fueron obtenidos por H Galeana Sánchez, [8]

El capítulo 4, presenta el trabajo realizado por' H, Galeana y J García-

Ruvalcaba [9] en digráficas que son casr-toineos que no contienen ciclos de

longitud 3 ni torneos transitivos de longitud 3 y para las cuales la digráfica

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas En este capítulo también se

presentan algunos ejemplos que enfatizan la necesidad de la hipótesis de que



las digráfícas que son casi torneos y que no contegan ni C3 tricolor ni T3

tricolor para que éstas digiáfícas tengan núcleo por' trayectorias

monocromáticas

Finalmente en el capítulo 5, expongo nuevos resultados obtenidos en

colaboración con H. Galeana Sánchez para digráficas que son casi-torneos en

ios cuales todo ciclo dirigido de longitud 3 es monocromático y para las que

existe núcleo por trayectorias monocromáticas También en este capítulo

presento algunos ejemplos que enfátizan la necesidad de la hipótesis de que

todo C3 sea monocromático en las digiáfícas que son casi torneos para que

estas digiáfícas tengan núcleo por trayectorias monocromáticas Además

describo mediante ejemplos que las condiciones de la hipótesis en las

digiáfícas que son casi-torneos de que todo C-¡ sea monocromático no implica

las condiciones de las hipótesis expuestas en los capítulos 3 y 4, y viceversa.



CONCEPTOS BÁSICOS

DERNICIÓN 1. Una digráfica D=(V(D), F(D)) cons.ste de un conjunto

finito no vacío de objetos llamados vértices, denotado por VCD), y un

conjunto de parejas ordenadas de vértices llamadas flechas, denotado por

F(D)

Ñ

D
w

x y

Figura 1

DEF,NIC.ÓN 2 Sr f- (u,v) eF(D) diremos que u es adyacente hacia v en

D y v es adyacente desden enD Si f - ( u , v ) rf(D) diremos que f incide

hacia v en D y f incide desde u en D

E» la figura 1, el vértice w es adyacente hacia x, y el vértice y es

adyacente desde z,

DEFIN.CIÓN 3. Una subdigráfica H de una digráfíca Des una digráfíca tal

yA(H)cA(D),.



DEFINICIÓN 4 Dado un conjunto V de vértices de D la subdigráfica de D

inducida por V es aquella que tiene como conjunto de vértices a V y sus

flechas son las de D que tiene sus dos extremos en V , denotada por D[V'].

La siguiente figura muestra una subdigtáfíca de la digráfíca de la Figura 1

inducida por el conjunto de vértices W={u, V, rtv, x) „

D[V]

Figura 2

DEFINICIÓN 5 Se dice que una subdigráfíca H de D es generadora si

contiene a todos los vértices de D. Ver la Figura 3

D H

O o

Figuia 3



DEFINICIÓN 6 Un camino dirigido en una digráfíca D es una sucesión de

vértices (vo, vi,...,, vn~tt vn\ tal que V-CVÍ +1eF(D) par-a toda

1=0,1,2, tn-l. Si en el camino dirigido vo = vn diremos que es un camino

dirigido cerrado

DEFINICIÓN 7 Una trayectoria dirigida en D es un camino dirigido en el

que no se repiten vértices Si u y v son el inicio y final de la trayectoria

dirigida diremos que tenemos una u v-trayectoria dirigida.

DEFINICIÓN 8. Un ciclo dirigido es un camino dirigido cenado donde no se

repiten vértices excepto el primero y el último

DEFINICIÓN 9 Para un vértice u de D definimos la vecindad exterior de

u como N+(u)={veV(D)/(ix,-í,)eF(D)}, análogamente la vecindad interior

de u esN"(uMveV(D)/(v,u)

DEFINICIÓN 10,. El ingrado d~o (v) de un vértice v en D es el número de

flechas que inciden hacia v y el exgrado d+o (v) de un vértice v en D es el

número de flechas que inciden desde v.

u

D

Figura 4



En la Figura 4 la vecindad interior de v es N~(v)={-y} por lo que el

logrado d"n (v) = 1 y la vecindad exterior de v es N ^ i / ^ u , y, z, w, r } ,

así que el exgrado d+o (y) = 5.

DEFINICIÓN 11, Sea D una digráfica, con V(D) y F(D) los vértices y

flechas de D respectivamente, una flecha uv de F(D) es llamada asimétrica si

vu no esta en F(D) Una flecha uv de F(D) es simétrica si vu también está

en F(D).

DEFINICIÓN 12. La parte asimétrica de D denotada por Asim(D), es la

subdigráfica generadora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D, y

ía parte simétrica de D, Sim(D), es la subdigráfíca generadora de D cuyas

flechas son las flechas simétricas de D

La fíguta 5 muestra la parte simétrica y la parte asimétrica de la Figura 4.

u u

Sim(D)

Figura 5

DEFINICIÓN 13 Si D es una digráfica, podemos obtener la gráfica no

dirigida D*, llamada gráfica subyacente, y denotada GD, reemplazando cada



flecha asimétrica y cada par de flechas simétricas por una arista. Si G es una

gráfica no orientada también se puede obtener una digráfica D a partir de G

únicamente dándoles orientación a las aristas de G en al menos una de las dos

direcciones donde cada arista es orientada en solo una dirección

DEFINICIÓN 14. Sea D una digráfica, se dice que es m-coloreada si las

flechas de D son coloreadas con m colores

DEFINICIÓN 15.. Una digráfíca D es llamada completa si para todo pai de

vértices distinto -u y v de D, al menos una de las flechas (u, v) y (y, u) está

presente en D. Un torneo es una digráfica asimétrica completa,

DEFINICIÓN 16. El orden de una digráfica D, es el número de vértices que

contiene, se denota poi I V(D) I.

DEFINICIÓN 17.. Sean S¡, S2 subconjuntos no vacíos de V(D) y sea (uíf u2)

una flecha de D, se dice que ésta es una S1S2 flecha siempre que u/ e Si y

v.2 e S2

DEFINICIÓN 18. Un conjunto IcV(D) es independiente si F(Dpj) = <f> Un

núcleo N de D es un conjunto independiente de vértices tal que para cada

z e V(D)-N existe una zN-flecha en D

DEFINICIÓN 19 Sea D una digráfica m-coloreada y NcV(D), N es

independiente por trayectorias monocromáticas, si para cualquier par de

vértices u, v en N, no existe una u i -trayectoria dirigida monocromática.



Diremos que N es absorbente por trayectorias monocromáticas si para cada

2eV(D)\N existe algún n en N tal que hay una ^^-trayectoria dirigida

monocromática. Si N es independiente por trayectorias monocromáticas y

absorbente por trayectorias monociomáticas diremos que N es núcleo por

trayectorias monocromáticas

Si D es un torneo, un núcleo por trayectorias monocromáticas consta de

sólo un vértice v eV(T) tal que para cualquier otro vértice reV(T), existe

una trayectoria monocromática de x a v..
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CAPITULO Í

SOBRE TRAYECTORIAS MONOCROMÁTICAS EN

TORNEOS H COLOREADOS

En esta sección se considerará el Torneo de orden 3 para mostrar algunos

resultados importantes,. Es fácil ver que sólo hay dos torneos de orden 3: el

ciclo dirigido de orden 3, denotado por Ĉ  y el torneo transitivo de orden 3,

que denotaremos por T3

La siguiente notación nos será de gran utilidad. Sean -u, v vértices de una

digráfica D, si existe una •uv-trayectoria dirigida monocromática escribiremos

simplemente (u -̂ mono v). Si la trayectoria monocromática es de un color

conocido por ejemplo rojo entonces se especifica el color de la siguiente

manera: (-u ->rOjo v).

De manera similar si u, v eV(T), para una digráfíca D, (u ~ -»mono v)

indica que no hay una trayectoria dirigida monocromática de u hacia v, y

(u —> rojo v) indica que no hay una -uu-trayectoria dirigida roja,,

El siguiente problema fue propuesto por Sands, Sauer y Woodrow

Sea T un torneo 3-coloreado el cual no contiene C3 tricolor ¿Debe el

torneo T contener un vértice v que sea núcleo por trayectorias

monocromáticas?
11



Un caso particular se da en el siguiente Teorema probado por Shen

Minggang [18], en el que tenemos un torneo T que no contiene C3 tricolor ni

T3 tricolor pero en el cual el torneo T tiene núcleo por1 trayectorias

monocromáticas.,

TEOREMA 1.1. SeaT un torneo m-coloreado el cual no contiene ni C3 tricolor

ni T3 tricolor, entonces existe un vértice v que es núcleo por trayectorias

monocromáticas

DEMOSTRACIÓN. La prueba se hará por inducción sobre el orden de T,

| V ( T ) | - n

Para n =1 y n =2 el resultado se da inmediatamente,

Supóngase que el resultado es cierto para todos los torneos m-coloreados de

orden menor que n, con n >2.

Consideremos ahora un torneo m-coloreado de orden n Por la hipótesis de

inducción, para cada v eV(T)t existe un vértice f(v)eV(T-{v}), que es

núcleo por' trayectorias monocromáticas.

Se puede suponer que el torneo T no tiene una trayectoria monocromática

de v a f(v\ pues si ésta existiera, f(v) sería núcleo de D.

Afirmamos que la función / definida anteriormente es biyectiva.

Demostración:

a) / es invectiva
12



Si f(u) = f(v) poi demostrar que u — v.

Procederemos por reducción al absurdo suponiendo que -u & v. Por

definición de f(v), {x -^mono f(y)) para todo vértice :ceV(T-{v}). Como

u * v> u eY{T-{v}) por lo que (u -»mono f(v)) pero por hipótesis

f[u) = f(v) lo cual indica que (u -»mono f(i¿)) lo cual no puede ser por la

observación 1.

b) / es suprayectiva

Como / es inyectiva de un conjunto finito en él mismo entonces / es

suprayectiva

Por lo tanto / es biyectiva,

Sean vt,vz, ..„, vn los vértices del torneo Sin pérdida de generalidad

consideremos al vértice vu Como no hay trayectoria dirigida monocromática

de Vf af(Ví)yT es torneo, debe existir la flecha de f{yi) av / . También debe

existiría flecha f(J(vr)) a f(vt). Continuando de esta forma como el torneo es

finito y / es biyectiva existe un vértice i w tal que f{vni) = vt y por' el

argumento anterior' se debe de tener la flecha de v 1 a vnt.

Reetiquetando los vértices f(vm) = vi> f(vj) = vZi f(vz) = v3, ,

Av-ni-fYxvnt, obtenemos el ciclo C\ = (vi, vni, .--, vz, v¡).

Si Ci no contiene a todos los vértices del torneo entonces consideremos ahora

un vértice vn1+1 que no esté en Ci

13



Repitiendo el argumento anterior obtendremos el ciclo

, . . . , Vn2f Vnt+f)-

Continuando con este proceso se tendrá una partición de los vértices del

torneo T en ciclos ajenos,,

Demostraremos que en esta construcción sólo hay un ciclo,.

Supongamos que existen al menos dos ciclos y sean Ct, C2,..., C* los ciclos

Entonces el número de vértices de CfJ r =1,2, , k, es menor que n y por

hipótesis de inducción en T[V(Qc)] existe un vértice f(v), que es núcleo por

trayectorias monocromáticas con lo que se tendría una trayectoria

monocromática de v a f(v), lo cual no era posible. Por lo tanto sólo se puede

tener un ciclo con la construcción anterior

Sea C = (vJt vni vn-i, •••, Vs= f{v2\ vz= f{vi\ vi) el ciclo que

contiene a todos los vértices del torneo, donde vi+, es adyacente hacia Vi y

no hay trayectoiias monocromáticas de i/* a Vi+t. Supongamos que las

flechas (vt,vn), (v<n,vn-t), (y-n-uv-n-z), , (v3tvz)f (y2,Vf\ del ciclo tiene

asignados los colores an, a^i, a^, , a,^ a¡, respectivamente Si a¡ = aj, para

toda i distinta de j , con i entre 1 y n entonces la trayectoria: (vn> vn-i, vn-

z, ..., va, V2, VÍ) es una trayectoria monocromática de vn zvt, lo cual

es una contradicción pues v 1 — fivn) Por lo tanto los a¡ no son todos iguales,

por lo que existen al menos 2 colores consecutivos distintos en el ciclo,.

Consideremos a^i ^ a». Sin pérdida de generalidad supongamos que las

flechas (vs, vs-f) y {ye+i, vs) tienen asignados los siguientes colores

as.i-1 y as =2.
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Como vs e V(T), existe un vértice x = f(vs) e V(T-{vs}), <lue es núcleo

por trayectorias monocromáticas en J-{vs], pero por la forma en que se

asignaron los índices f(vs)~ vs+ Í3 en paiticular (vs- /-*-mono vs+})..

Figura 6

Supóngase que el color de esta trayectoria es b, Si b =1 entonces existen

(vs ->i va-í) y (va-i ->i vs+i% por lo tanto (vs ->i vs+i) lo cual no puede

ser. De manera similar si b =2 (vs- ? ̂ 2 v3) lo cual tampoco puede ser, por lo

tanto b debe ser distinto de 1 y 2. Consideremos b =3.

Sea 7 = (vs~t= ui,uz,..*,ut-t,ui=sVs+t) la trayectoria monocromática de

longitud mas coita de va-it a vs+ / con color 3.

Como T es un torneo deben existir flechas entre los vértices de 7 y vs No

importa cual sea el sentido de estas flechas, ellas no pueden ser de color 3,

pues si esto sucediera entonces (vs- / - ^ va\ cuando el sentido de la flecha

fuera de zti hacia v* o (vs ->3 vs+t) para flechas del tipo (V$,UÍ\ l<í<t, lo

cual sería una contradicción

Vamos a demostrar que la flecha entre vs y «2, es de color' 1

Considerando T[{v9tvs-f,uz}] tenemos que la flecha entre vs y u2 debe
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tener color 1 o 3, de otra foima T[{^St^s-/,U2}] es un C3 o un T3 tricolor lo

cual contradice nuestra hipótesis inicial y ya hemos observado que la flecha no

puede tener color 3, por lo tanto debe tener color 1. Supongamos ahora que la

flecha entre vs y TM., es de color ls con 2 < i < t-2, demostraremos que la

flecha entre "us y u ¡ + ) , es de color 1. Considerando T[{I¿Í,UÍ+/> 'U$}] tenemos

que la flecha entre vs y m+i debe tener color 1 o 3, de otra forma

T[{WÍ,iiif i,va}] es un C3 o un T3 tricolor lo cual contradice nuestra hipótesis

inicial y ya hemos observado que la flecha no puede tener color 3, por lo

tanto debe tener color 1

De esta forma la flecha entre vs y ut-t tiene color 1 por lo tanto

T [ { U ¿ - Í , I Í ( , V S } ]
 e s un Cj o un T3 tricolor, contradiciendo la hipótesis del

teorema,.

Por1 tanto debe haber trayectoria dirigida monocromática de v a f(v),

veV(D) •

De este resultado se obtiene inmediatamente el siguiente Corolario,

COROLARIO 1.2 Sea T un torneo 2-coloreado. Entonces existe un vértice v

de T que es núcleo por trayectorias monocromáticas,

DEMOSTRACIÓN. Como T es un torneo 2-coloreado, T no tiene C3 tricolor ni

T3 tricolor y por el Teorema 1, en T existe un vértice v que es núcleo por

trayectorias monocromáticas, •

Otro resultado es el siguiente'
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COROLARIO 1.3. Supóngase que T, Hj, Efe, , Hn son todos torneos m-

coloreados sin T3 ni C3 tricolor, con V(T) = {uir%i2,%i3, ,un-t,'Un}- Sea

T' el torneo que resulta de sustituir1 cada vértice -u¡ eV(T) por una copia del

torneo Hi y agregando flechas entre los vértices de la copia del torneo Hi y

los vértices de la copia del torneo Hj en cualquier sentido y con el color

correspondiente a la flecha entre v% y v3 de T Entonces T' tiene núcleo por

trayectorias monocromáticas.

DEMOSTRACIÓN Para ver que T' tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas probaremos que T'no contiene T3 ni C3 tricolores

Consideiemos v->,Vj,Vk<= V(T'), si los tres vértices están sólo en un Hs estos

vértices no forman ni un T3 ni C3 tricolor,

Si tomamos ^¡,f feV(Hs) y vkeV(Ht), entonces como las flechas que unen

Vi con Vk y Vj con Vk son del mismo color no importa el sentido que tengan

tampoco forman ni un T3 ni un C3 tricolor.

Ahora si consideramos ^eV(H r) , ^eV(H s) y -UfceV(HtX estos vértices no

forman unT 3 ni un C? tricolor en T' ya que si lo formaran entonces habría un

T? o un C3 tricolor en T, lo cual contradice nuestra hipótesis

Por lo tanto en T' no hay T5 ni C3 tricolores, y por el Teorema 1.1, T' tiene

núcleo por trayectorias monocromáticas. •

Si en el Teorema 1 1 se mantiene solamente la condición de que el torneo T

no contenga C3 tricolor, el resultado no es cierto. Enseguida mostramos un

contraejemplo, Figuia 7. La digiáfíca denotada por G5, es un torneo con 5

vértices, 5-coIoreada que no contiene C3 tricolor pero si contiene un T3 tricolor

formado por los vértices vf, V4 y V5» Esta digráfica no contiene núcleo por
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trayectorias monocromáticas pues (v%+i ~ ->-mono Vi) considerando la suma

módulo 5.

Figura 7

Si a G5 le agregamos un nuevo vértice, ve, y todas las flechas del nuevo

vértice a los vértices anteriores con color 1, la digráfíca obtenida no contendrá

C3 y tampoco tendrá núcleo por trayectorias monocromáticas ya que el nuevo

vértice no puede ser núcleo por la forma en que se construyó y los vértices de

la digráfíca original tampoco pueden ser núcleo por el argumento anterior y

porque no se forman trayectorias monocromáticas que pasen por el nuevo

vértice

Si se va agregando un nuevo vértice, y todas las flechas desde el nuevo

vértice dirigidas hacia los vértices anteriores y coloreadas con cualquier color,

Ia(s) digráfica(s) obtenida(s) no contendrá(n) C3 tricolor y tampoco tendrá(n)

núcleo por trayectorias monocromáticas. Por lo que podemos construir' una

infinidad de contraejemplos sin Cj tricolor, con un número de vértices mayor

que .5 que no tengan núcleo por trayectorias monocromáticas
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Los contraejemplos anteriores conservan sólo la condición del Teorema 11 ,

de que en el Torneo no exista C3 tricolor, en una digráfica m-coloreada con

m>5 Shen Minggang deja como problemas abiertos los casos m=3 y m=4

Recientemente Ma., del Rocío Rojas Monroy da en su Tesis Doctoral un

contraejemplo para m=4, Figura 8, el cual contiene un T3 tricolor, no

contiene C3 tricolor, y no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas pues

cada vértice no tiene trayectoria monocromática hacia su vértice anterior en el

ciclo, es decir, {vi+t —>mosio VÍ\ para i módulo 6 Para m=3 aún no se ha

podido encontrar un contraejemplo,

3

V2

Figura 8

Ahora, si en el Teorema 11 sólo se mantiene la condición de que el torneo

T no contenga T3 tricolor, el resultado tampoco es cierto, enseguida

mostramos un contraejemplo Consideremos el ciclo tricolor C3, coloreado con

los colores 1, 2 y 3 si agregamos un nuevo vértice, V4, dirigiendo todas las

flechas desde el nuevo vértice hacia los vértices anteriores coloreando estas

flechas con color 4, la digráfíca obtenida no contendrá T3 tricolor y tampoco
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CAPÍTULO 2

SOBRE TRAYECTORIAS MONOCROMÁTICAS Y CICLOS
MONOCROMÁTICOS EN TORNEOS COLOREADOS POR FLECHAS

En este capítulo se mostrarán algunas condiciones suficientes dadas por'

Hortensia Galeana Sánchez, para que un torneo T m-coloreado tenga un

vértice v que es núcleo por trayectorias monocromáticas en T. Se demostrará

que si un torneo T es un torneo m-coloreado tal que todo ciclo dirigido de

longitud a lo más 4 es un ciclo casi-monocromático entonces existe un vértice

v de T tal que para cualquier otro vértice x de T existe una trayectoria dirigida

monocromática de x a v.

DEFINICIÓN 20 Una digráfica D es llamada (i) digráfica núcleo-perfecta

cuando toda subdigráfica inducida de D tiene Núcleo y (ii) digráfica núcleo

imperfecta crítica cuando D no tiene núcíeo pero toda subdigráííca inducida

propia de D tiene un núcleo,,

Las trayectorias dirigidas y los ciclos dirigidos pares son ejemplos de

digráficas núcleo perfectas Los ciclos dirigidos impares son ejemplos de

digráficas núcleo imperfectas críticas. A continuación se muestra otro ejemplo

de digiáfica núcleo imperfecta crítica construida por H,, Galeana Sánchez y V

Neumann Lara [10],
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o7,1,2

Figura 10

Si C = (vo,vft ••.,vn,vo) es un ciclo dirigido, denotaremos pa r í (C)

su longitud, y si vÍ9 v} e V (C) denotaremos por (Vi, C, v3) la ^ - t r a y e c t o r i a

dirigida contenida en C

DEFINICIÓN 21 Un ciclo dirigido (o una trayectoria dirigida) es llamado

monocromático si todas sus flechas son coloreadas con un solo color Un

ciclo dirigido es llamado un ciclo casi-monocromático si con a lo más por

una excepción todas sus flechas son coloreadas del mismo color.

DEFINICIÓN 22 La cerradura de una digráfica D m-coloreada,

denotada por «(D), es aquella que tiene como conjunto de vértices los vértices

de D y como conjunto de flechas F(«p>)) = F(D) u U ? , {uv con color i

/ existe una uv-tiayectaria dirigida monocromática de color i contenida en

Observemos que pata una digráfica D, «[«(D)) = <^D), y a que en

^ D ) no se forman nuevas trayectorias dirigidas monocromáticas distintas de

las existentes en D,
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Verfigurasll, 12 y 13,

«(Di)

Figma 11

Figura 12
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Figura 13

Un resultado que relaciona a "g(D) con los núcleos por trayectorias

monocromáticas es el siguiente.

PROPOSICIÓN 2.1. Sea D una digráfica m-coloreada; N es un núcleo por

trayectorias monocromáticas de D si y sólo si N es núcleo de (&(D)

DEMOSTRACIÓN., Por una parte, sea N núcleo por trayectorias

monocromáticas de una digiáfíca D m-coloreada, demostraremos que N es

núcleo de <&(p)y probando que N es independiente y absorbente en

Por demostrar que N es independiente en <&(D) Supongamos que N no

es independiente en <@(p\ entonces existen u,v vértices de N tal que (u,v)

está en las flechas de ^ D ) , pero por la definición de ^ D ) ? existe una uv~

trayectoria dirigida monocromática en D, lo cual es una contradicción al
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hecho de que N es independiente por trayectorias monocromáticas., Por lo

tanto N es independiente en ®[D).

Por demostrar que N es absorbente en ^(D). Sea u un vértice de

V(^p))\NTs entonces u está en V(D)\N y por la definición de núcleo por

trayectorias monociomáticas existe una trayectoria dirigida monocromática de

u hacia algún vértice z de N, de color i, 1 <, i <, m, por lo que en ^(D)

existe una -u^-flecha Por lo tanto N es absorbente en ^(D) Así que N es

núcleo de

Ahora, sea N núcleo de ^D) ? probaremos que N es núcleo por

trayectorias monocromáticas de D, es decir demostraremos que N es

independiente y absorbente por trayectorias monocromáticas.

Por demostrar que N es independiente por trayectorias monocromáticas

en D. Supongamos que N no es independiente por trayectorias

monocromáticas en D, entonces existen vértices u,v en N tal que existe una

i¿"i;-tiayectoria dirigida monocromática e n D , y por definición de ^(D),

existe una -u-u-flecha en <$P\ contradiciendo que N es independiente en

Por lo tanto N es independiente por trayectorias monocromáticas en D,,

Por demostrar que N es absorbente por trayectorias monocromáticas en

D. Sea u un vértice de D\N, entonces u está en V(^(D))\N y por' definición

de núcleo para algún vértice v de N existe una i¿i>-flecha en ^TD), y por
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definición de cenadora, existe una -uv-trayectoria dirigida monocromática en

D, Por lo tanto N es absorbente por trayectorias monocromáticas en D. B

En 1982 Sands, Sauer y Woodrow, probaron que si D es una digráfica

2--coloreada, entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, así que

poí la Proposición 2 1 podemos decir que si D es una digráfica 2-coloreada

entonces 3(D) tiene núcleo.

Como caso particular; Sands, Sauer y Woodrow, probaron que si T es

un torneo 2-coloreado5 entonces existe un vértice v del torneo tal que v es

núcleo de ^(T), además ellos plantearon el problema: ¿ Debe ^ T ) tener un

núcleo si T es un torneo 3-coloreado que no contiene C3 tricolor- ? y fue Shen

Mingangg quien respondió parcialmente a la pregunta piobando que pata un

torneo T 3-coloreado, sin C3 tricolor ni T3 tricolor, ^ T ) tiene núcleo, De esta

forma para todo torneo T 3-coloreado tal que todos sus ciclos de longitud 3 y

todos sus torneos transitivos de orden 3 son casi-monocromático, se tiene que

tiene núcleo.

DEFINICIÓN 23. Una digráfica D se dice que es fuertemente conexa si

para cualquier' par de vértices u,v, existe una uv-trayectoria dirigida.

PROPOSICIÓN 2.2 Una digiáfica D es fuertemente conexa si y sólo si

para toda partición de V(D) en dos conjuntos Vi y V2 existe una flecha de Vi

a V2y una flecha de V2 a Vi.
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DEMOSTRACIÓN. SeaD una digráfíca fuertemente conexa y Vi, V2 una

partición de los vértices de D.

Sea x eVi y y E V2, como D es fuertemente conexa existe una xy~

trayectoiía dirigida T. Además como y e V2, existe y ' e V2 el primer

vértice de T que está en V2 Entonces el vértice anterior a y ' en T debe estar

en V], sea x' éste vértice

Entonces en D existe una x'y'-flecha que es una ViV2-flecha,.

Análogamente en D existe una V2Vrflecha,.

Ahora, sea D una digtáfíca, Supongamos que para toda partición de los

vértices de D en dos conjuntos Vi y V2 existe una flecha de Vi hacia V2, y

una flecha de V2 hacia Vi. Demostraremos que D es fuertemente conexa,.

Sean u, v e V(D) por1 demostrar' que existe una trayectoria dirigida de

i¿ a v. Por reducción al absurdo, supongamos que no hay trayectoria dirigida

de u a v. Sea Vi = {xeV(D) / en D existe una ^.^-trayectoria dirigida}

v e V 2 ya que estamos suponiendo que en D no hay una -uií-trayectoria

dirigida. Observemos que Vi, V2 es una partición de V(D) pues Vi nV2 = 0

y Vi uV 2 = V(D); además u eV¡ y v eV2.

Por hipótesis existe una flecha de V¡ a V2. Sean x eVi y y eV2 tal

que {x,y) es una flecha de Vi a V2, como x eVi existe una ux-trayectoria

dirigida T, ahora T u (x,y) es un uy-camino dirigido que contiene una

uy-trayectoria dirigida, se sigue que y eV, y por lo tanto y e Vt riV2,

contiadiciendo que Vt nV2 - & Por lo tanto existe una trayectoria dirigida de
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u a v. Análogamente existe una trayectoria de v a u., Por lo tanto D es

fuertemente conexa H

La Proposición 2,2 nos ayuda a comprender mejor el siguiente

Teorema, el cual se necesitará posteriormente

TEOREHA 2.3 (H Galeana Sánchez y Neumann-Laia ) [12]

Si D es una digiáfíca núcleo imperfecta crítica, no existe una

partición {Vi, V2} de V(D) tal que D[VUV2] c Sim(D)

(DfVi/VJ = {(u,v) e F(D) / n s V i , ^eV2}); en otras palabras, Asim (D) es

fuertemente conexa,,

DEMOSTRACIÓN. (Por reducción al absurdo)

Sea D una digráfíca núcleo imperfecta crítica y supongamos que en D

existe una {Vi, V2} partición de V(D) tal que D[Vi,V2] c Sim(D)

Como Vi c V(D), D[Vi] tiene núcleo,. Sea Ni el núcleo de D[Vi] y

sea X el conjunto de vértices de V2 tal que existe una flecha de V2 a Ni,

entonces Ni absorbe a los vértices del conjunto X, Consideremos ahora V2\X,

en D[V2\X], existe un núcleo. Sea N2 el núcleo de D[V2\X]

Sea N = Ni u N Í , demostraremos que N es independiente.

Claramente N] es independiente y N2 es independiente. Demostraremos

que no hay flechas entre Ni y N2.

28



Supongamos que existe / = (u,v) una flecha tal que u e Ni y

v e N2, como D [V^Vj] c Sim(D) existe / '= (v, u ) , como u e N¡, v debe

de estar en X contradiciendo que v está en N2 c V2\X .

Supongamos ahora que existe una flecha f = (u, v) tal que u e N2 y

"v e Ni, entonces por definición de X, (v, u) e F(D); pero *u debe de estar en

X, u e N2 c V2\X, lo cual es una contradicción

Demostraremos ahora que N es absorbente

DEMOSTRACIÓN. Ya que Ni es núcleo de D[Vi], Ni a^bsoibe a los

véitices de VA Ni y por' la definición de X, Ni absorbe a los vértices de X

Ahora por definición de N^, N2 absorbe a los vértices de Y2VX.

Por lo tanto N es absorbente

Concluimos que N es núcleo de D, contradiciendo que D es núcleo

imperfecta crítica y que por lo tanto no tiene núcleo,. B

PROPOSICIÓN 2.4. Toda digráfica que no es núcleo perfecta contiene

una subdigiáfica inducida núcleo imperfecta crítica

DEMOSTRACIÓN. Sea D una digráfíca no núcleo perfecta Si toda

subdigráfíca inducida propia de D es núcleo perfecta entonces D es núcleo

imperfecta crítica. Si no, nos fijamos en una subdigráfica inducida propia no

núcleo perfecta Di, si toda subdigráfica inducida propia de Di es núcleo

perfecta, entonces D] es núcleo imperfecta crítica, sí no, nos fijamos en una

subdigráfica inducida propia de Dj no núcleo perfecta, denotada por D2, si

toda subdigráfica inducida propia de D2 es núcleo perfecta, entonces D2 es
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núcleo imperfecta crítica, si no, nos fijamos en una subdigráfica inducida

propia de D2 no núcleo perfecta, denotada por D3, y continuamos de esta

forma mientras se sigan obteniendo subdigráficas que no son núcleo perfectas

hasta obtener una núcleo imperfecta crítica B

Usaremos ahora el Teorema 2.3 y la Proposición 2.4, pata demostrar el

siguiente Teorema

TEOREMA 2.5 (Berge y Duchet) [3] Una digráfica completa es una

digráfica núcleo perfecta sí y sólo si todo ciclo dirigido tiene al menos una

flecha simétrica.

DEMOSTRACIÓN. Sea D una digráfica completa, núcleo perfecta

Sea C un ciclo de D. Como D[V(C)] es una subdigiáfica completa y D

es núcleo perfecta, D[V(C)] Sene núcleo. Sea {x}el núcleo de I)[V(C)].

Ahora x absorbe a todos los vértices del ciclo, en particular' absorbe a su

vértice sucesor en el ciclo, digamos x't por1 lo que en C se tienen las flechas

(x, x')y {xr, x).

Queremos probar1 ahora que si todo ciclo dirigido tiene al menos una

flecha simétrica en una digráfíca completa D ; entonces D es núcleo perfecta.

Supongamos que D no es una digráfica núcleo perfecta. Entonces, por

la Proposición 2.4, D contiene una subdigráfíca inducida núcleo imperfecta

crítica, sea H esta subdigiáfica, nota que | H | ¿ 3 . Por el Teorema 2.3,

Asim(H) es fuertemente conexa, lo que implica que H tiene un ciclo dirigido
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asimétrico C, en consecuencia C es un ciclo dirigido asimétrico de D,

contradicción Por lo tanto D es una digráfica núcleo perfecta. H

DEFINICIÓN ZU. Sea D una digráfica, diremos que D tiene un ciclo

hamiltoniano si en D hay un ciclo dirigido que contiene a todos ios vértices

de D Un torneo es hamiltoniano si contiene un ciclo hamiltoniano.

TEOREMA 2.6. ( H Galeana_Sánchez y S, Rajsbaum) [14],.

Sea T un torneo hamiltoniano con n vértices y y un ciclo dirigido

hamiltoniano de T Para k = 3 y k = 4 existen ciclos dirigidos de longitud

k, diremos y^, contenidos en T tal que ! F(y k) n F(y) I > 1.

DEMOSTRACIÓN. Sea T un torneo hamiltoniano con n vértices y

y — {0,1,2, ,11-2,11-1,0} un ciclo dirigido hamiltoniano de T.

Se demostrará que existen ciclos de longitud 3 y 4 contenidos en el

torneo, que comparten al menos una flecha con el ciclo hamiltoniano y.

Para longitud 3).

Primero probaremos por inducción sobre i que podemos suponer que las

flechas (0, i) con 2 < i < n-3, están en T.

Si (2, 0) e F(T) entonces (0, 1, 2, 0) es el ŷ  buscado., Entonces podemos

suponer que (0, 2) e F(T). Supongamos que (0,j) e F(T),2 <j <n-3., Por

demostrar que (0, j +1) € F(T), 2 < j < n-3.

Si (j +1, 0) e F(T) entonces (0, j , j +1, 0) es el y3 buscado, por lo que

podemos suponer que (0, j +1) e F(T), 2 < j <n-3 Entonces (0, n-2, n-1, 0)

es el 73 buscado en T
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Para longitud 4).

Primero se probará por inducción sobre i que podemos suponer que las

flechas (0, i) con i e {3, 5,7, } n V (y - (n-1)), están en T

Si (3, 0) e F(T) entonces (0, 1, 2, 3, 0) es el y4 buscado Entonces podemos

suponer que (0, 2? -1) e F(T), 2j -1 e {3, 5, 7 , . . . . }nV(y- (n-1))..

Si (2; +1, 0) s F(T) entonces (0, 2; -1 , 2 j , 2j +1, 0) es el y4 buscado, por lo

que podemos suponer que (0,2j +1) e F(T).

Si y es de longitud par, observemos que (0, n-3) eF(T) por la afirmación

anterior De esta forma, (0, n-3, n-2, n-1, 0)esel y4 buscado

Ahora, si y es de longitud impar, observemos que:

1) (0, n-2) eF(T) por la afirmación anterior

2) (n-3,0) e F(T), pues de lo contrario (0, n-3, n-2, n-1, 0) es el y4 buscado,

3) (n-1, n-3) e F(T), ya que de lo contrario (0; n-4, n-3, n-1, 0) es el y4

buscado,.

Con lo cual se tiene el y4 formado por (0, n-2, n-1, n-3, 0) H

TEOREMA 2.7. Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido

contenido en T de longitud a lo más 4 es un ciclo casi-monocromático

entonces ^(T) es una digráfica núcleo perfecta.

DEMOSTRACIÓN. Procederemos por contradicción. Supóngase que ^"(T) no

es una digráfíca núcleo perfecta, como ^ (T) es una digráfica completa

tenemos por el Teorema 2.5 que existe un ciclo dirigido en 'g'(T) que no tiene

flechas simétricas, es decir un ciclo dirigido contenido en Asím(^(T))
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Sea y = (zo, ^1, •-? ^n-i, 20) un ciclo diiigido de longitud mínima n

contenido en Asim('®[T)).. Ahora probaremos algunas afirmaciones para

posteriormente completar la demostración del Teorema.

Afirmación 1) El ciclo y está en el torneo T.

Demostración. Sabemos que y c As im^T)) y que V(^T)) - V(T),

probaremos que toda flecha de y está en T.

Sea f\ = (z i, z i+i), 0 < i < n-1, una flecha de y.,

Si j \ <£ F(T), como z \, z ¡+i e V(T) y T es torneo, existe en T

(z ÍH, z ¡ ) e F(T), por lo que (ZÍ, zi+i) y (SÍ+I, z¡), son flechas de ^ T ) ,

contradiciendo que y está en Asim(^(T)). Por' lo tanto /¿ e F(T)S para

0 < i < n-1, Concluimos así que y c l *

Afirmación 2) La longitud del ciclo y es a! menos 5.

Demostración. Procedamos por contradicción., Supongamos que la longitud

de y es a lo más 4. Como y t=T, y es un ciclo casi-monocromático

Supongamos sin pérdida de generalidad que las flechas {(z \, z i+3)eF(y) / i

e {0,1, ,n-2í} se colorean con el mismo color, Por lo que (z0> zu .., z

n..t) es una trayectoria dirigida monocromática en T, así que (z^za,\)

e F(<&(T))? es decir (zQ.i, z0) e F(Sim (*®(T)) rt y), contradiciendo que

(z n.u z o) e F(Asim(^T)) n y), *

Afirmación 3) Para todos z u z j e V(y) tal que j € {i-1, i+1} se cumple

33



Demostración. Sean z i, z ¡ e V(y) tal que j £ {i-1, i+1}. Como

z [, z -s e V(T) existe (z ¡, 2 j) e F(T) o (z j , 2 ¡) e F(T). Supongamos que

(2 j. z j) € F(T). Entonces y' = (z ¡, z ¿, z p-\, ..., z ,.], z ¡) es un ciclo

dirigido de T de menor longitud que y Como y es el ciclo de longitud

menor que está en Asim(<&(T)), (2 j , z j) e F(Sim (^(T)). Análogamente si

(z j , 2 ¡) e F(T), se tiene que (z js z 0 e F(Sim (^(T)). Es decir {(2 Í3 2 j),

Afirmación 4) y no es monocromático

Demostración. Por contradicción, supongamos que y es un ciclo dirigido

monocromático, entonces (so, ^i, , ^n-i) es una trayectoria dirigida

monocromática, así que (z0, 2n-i) e F(Sim ( ^ T ) n y), contradiciendo que

las flechas de y e F(Asim ^(T) n y), •

Como y no es monocromático, existen al menos dos flechas consecutivas

en y con diferente color Supongamos sin perdida de generalidad que

(20, z 1) es de color rojo y {z\, z2) es de color azul,

Afirmación 5") (z o, z 2) e F(T).

Demostración. Procederemos por contradicción. Supongamos que

(z 2, 2 0) G F(T), entonces ŷ  = (2 0, 2 ¡, 2 2, 2 0) es un triángulo en T, La

hipótesis del Teorema implica que (z 2, z 0) es rojo o azul. Si (z 2, 2 0) es

rojo entonces (z 2, z o, z ¡) es una trayectoria dirigida de color rojo de 2 2 a

2 1, por lo que (z 2j z t) e F(^(T)) contradiciendo que y c Asim (^(T)),,

De manera similar si (z 2, 2 0) es azul entonces (2 1, 22, 2 0) es una
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trayectona dirigida de color azul de zx a z0, por lo que (z\, ZQ) e

contradiciendo que y c Asim (<^T)).. Así que (z2, ^o) £ F(T) y concluimos

que (2 Oí z 2) e F(T).. •

Por la afirmación 5, (2 0» 2 2) e F(T) y además la afirmación 3) implica que

(z2,zo) € F(^T))5 por lo que existe una 22.20 trayectoria dirigida

monocromática de longitud al menos 2 contenida en T,

Sea a = (z2
 = 0, 1, .., p = 2; 0) esta trayectona, (p > 2).

Afirmación 6 La trayectoria a no es azul ni roja

Demostración. Supongamos que a es azul, entonces {z\, z2) u a contiene

una zt.ZQ trayectona dirigida azul, por lo que (zu z0) e Ff^T)), lo que es

una contradicción a y e Asim (^T)).

Si a es roja, entonces a u (z0, z{) contiene una z2zi-trayectoria dirigida

roja, por lo que (2 2, z{) e F(^T)) contradiciendo que y c Asim f ̂ T) ) . *

Sin pérdida de generalidad consideremos a de color negro.

Afirmación 7. Para cada i > 0 tal que 2í < p, ( r ¡ , 2%) € F(T),.

Demostración. Por contradicción Supongamos que existe i > 0 tal que

1% < p y Q.% 21) e F(T) Sea 2a0 = min {2^ / (2í, 21) e F(T),

( 0 < 2 i < p ) } Como 0 = s2, y {z\, 22) € F(T)se sigue que 2>o>0 y

2ío-2 > 0. Además (zu 2to-2) e F(T), y (2í 0, z}) e F(T).

Así que y4 = (21, 2io-2, 2io-l, 2í0, 21) es un ciclo dirigido de longitud 4

contenido en T con dos flechas negras, la (2ío-2, 2io-l) y la (2^-3, 2ÍQ)



Como Y4 es un ciclo casi-monocromático, al menos una de las dos flechas

(z 1,2x0-2) o (2i0, z\) es de color negro,,

Si (21, 2^0-2) es negra entonces {z\, 2io-2) KJ (2ÍQ-2, 2ÍQ-1, 2X0, , p = 20)»

contiene una si^o-trayectoria dirigida negra, por lo que (s¡, z¿) e F(<g(T))

contradiciendo que y c Asim (^(T)),

Si (2í0, 2T]) es de color negro entonces (22 = 0, 1, , 2x0-1, 2ÍQ) U (2X0, Z\\

contiene una trayectoria dirigida negra, por lo que (z2> z{) e

contradiciendo que y c Asim (^T)). •

Se analizarán los casos p par- y p impar para terminar la demostración del

Teorema

Si p es par, con p > 0, entonces p-2 es par y p-2 > 0,. Así que por la

Afirmación 7), (z\, p-2) e F(T), además y4 = (z\, p-2, p-1, p, z{) es un

ciclo dirigido de longitud 4 contenido en T con al menos dos flechas de

color negro, la (p-2, p-1) y la (p-1, p)., Como y4 es un ciclo casi-

monocromático, por la hipótesis del Teorema, al menos una de las flechas

(z¡, p-2,) (p, z\) de y4 es de color negro, pero (p, z{) = (s0 , 21) es roja,

por lo que (z\, p-2,) es negra. Así que (z\, p-2, p-1, p = z¿) es una

trayectoria dirigida monocromática en T, por lo tanto (zlp z0) e

contradiciendo que y c Asim

Para el caso en que p es impar necesitamos primero probar las siguientes

afirmaciones
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Animación 8). Si p es impar entonces para cada í > 0 con 1 < 2Í+1 < pr

(2 i+l ,z , )eF(T)

Demostración, Supongamos que existe i > 0, con 1 < 2i+l < p y tal que

(21, 2.1+1) G F(T).. Sea 2io+\ = max {2i+l / (zu 2i+i) e F(T)

(1 < 2Í+1 < p)}., Como p = 2o y (ZQ, Z\) e F(T) debemos tener que

2ío+l < p. Así que (2¿0+3, zO e F(T), (z,, 2to+l) e F(T) y

Y4 = (si, 2óo+l, 2^0+2, 2io+3s zi) es un ciclo dirigido de longitud 4

contenido en T con al menos dos flechas negras: (2ío+l, 2ío+2) y

(2ío+2, 2ío+3). Como j4 es un ciclo casi-monocromático, al menos una de

las dos flechas (z\, 2ío+l) o (2áo+3, z{) es de color negro

Si (z i^o+l) es de color negro entonces (zl52xo+l, 2io+2,2io+3, ,p =2roX

es una trayectoria dirigida de color negro de z¡ a z0, por' lo que

{z\, z¿) e F(^T)) contradiciendo que y Q Asim (^(T)).

Si (2ío+3? zi) es de color negro entonces (z2 ~ 07 1, , 2)'0+2, 2ío+3, z{),

es una trayectoria dirigida de color negro de z2 a z\ por lo que

(22, zj) e F(^T)), contradiciendo que y c Asim (*g(T)), *

Afirmación 9. Si p es impar entonces (1, z{) e F(T) es azul

Demostración Por la afirmación 8), (1, z\) e F(T); por demostrar que

ésta flecha es azul.

Como j3 — (z2 = 0, 1, z\, z2) es un triángulo en T, donde la flecha (zi, z2)

es azul, la flecha (05 1) es negia y y3 es un ciclo casi-monocromático,

tenemos que la flecha (1, z{) es azul o negra.
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Si (1, s¡) es negra entonces (z2, \, z\) es una trayectoria dirigida negra en

Tf con lo que (z2, z{) e F(*g(T)) contradiciendo que y c Asim (^T)) Poi

tanto (1, 2]) es azul $

Afirmación 10, Si p es impar entonces (s¡, p-I) e F(T) es roja.

Demostración Si p es impar entonces p-1 es par y por la afirmación 7),

( Z l , p -1) 6 F(T)

Así que y¿ = {z\, p-1, p, z\) es un triángulo en T. Ahora (z0, z\) - (p, z{)

es roja, y (p-1, p) es negra, pero YÍ e s m ciclo casi-monocromático, así

que (z\, p-1) e F(T) es roja o negra.

Si (zu p-1) e F(T) es negra entonces {z\, p-1, 20) es una trayectoria

dirigida negia en T, por lo que {z\, z0) e F(^T)) contiadiciendo que y Q

Asim (^(T)). Por tanto (zu p-1) e F(T) es roja,. *

Demostraremos ahora el Teorema considerando dos casos:

Caso 1) Si (1, p) e F(T), entonces 74 = (p = z0, z\, 22 = 0, 1, p) es un ciclo

dirigido de longitud 4 contenido en T donde (ZQ, Z\) es roja, (z\, s2) es azul y

(z¿ = 0, 1) es negra, contradiciendo que JA es casi-monocromático

Caso 2) Sí (p, I) e F(T), entonces y*= (1, z 1, p-1, p, 1) es un ciclo dirigido de

longitud 4 contenido en T donde (1, z{) es azul, {z\, p-1) es roja y (p-1, p) es

negra, contradiciendo que 74 es casi-monocromático,,

Por lo tanto ^[T) es núcleo perfecta. H
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DEFINICIÓN 25.. Diremos que D es núcleo perfecta por trayectorias

monocromáticas, si toda subdigráfíca inducida de D tiene núcleo por

trayectorias monocromáticas

COROLARIO 2.8.. Sea T un torneo m-coloreado Si cada ciclo dirigido

contenido en T de longitud a lo más 4 es un ciclo casi-monocromático

entonces T es núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas,

DEMOSTRACIÓN. Sea T un torneo m-coloreado, si cada ciclo dirigido

contenido en T de longitud a lo más 4 es un ciclo casi-monocromático

entonces, <S(T) es núcleo perfecta, por el Teorema 2.7, así que toda

subdigráfíca inducida de ®(T) tiene núcleo, de donde, toda subdigráfíca

inducida de T tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, por la

Proposición 2 1 . Por lo tanto T es núcleo perfecta por trayectorias

monocromáticas.

LEMA 2.9 Sea T un torneo m-coloreado, si cada ciclo dirigido en T de

longitud 3 es monocromático entonces cada ciclo de longitud 4 es casi-

monocromático,.

DEMOSTRACIÓN. Sea y4 = (0, 1, 2 , 3, 0) un ciclo dirigido de longitud 4

en T Supongamos que y4 no es monocromático, Sin pérdida de generalidad

supongamos que las flechas (0, 1) y (1, 2) son coloreadas con distintos

colores, digamos que (0, 1) es roja y (1, 2) es azul. Afirmamos que (2, 3) y

(3,0) son ambas de color rojo o azul

Primero probaremos que (2, 3) y (3, 0) tienen asignado el mismo color.



Supóngase por contradicción que (2, 3) y (3, 0) tienen asignado color distinto,

Si (0, 2) € F(T), entonces (0, 2, 3, 0) es un ciclo no monocromático de

longitud 3 contenido en T, contradicción

Si (2, 0) e F(T), entonces (0, 1, 2, 0) es un ciclo no monocromático de

longitud 3 contenido en T, contradicción Así que (2, 3) y (3, 0) tienen

asignado el mismo color,,

Demostraremos ahora que el color de (2, 3 ) y (3, 0) es azul o rojo.

Supongamos poi contradicción que (2, 3) y (3S 0) están coloreadas de negro.

Si (1, 3) e F(T), entonces (0, 1, 3, 0) es un ciclo no monocromático de

longitud 3, contradicción. Y si (3, 1) e F(T), entonces (1, 2, 3, 1) es un ciclo

no monocromático de longitud 3, contradicción Por lo tanto las dos flechas

(2, 3) y (3, 0) están coloreadas de azul o rojo, en cualquiera de estos dos casos

y4 es ciclo dirigido casi- monocromático de longitud 4, H

TEOREMA 2.10, Sea T un torneo m-coloreado, tal que cada ciclo dirigido

de longitud 3 contenido en T es un ciclo monocromático, entonces ^ T ) es

una digráfica núcleo perfecta

DEMOSTRACIÓN, Por el Lema 2.9, los ciclos dirigidos de longitud 4 en T

son casi monocromáticos, además por hipótesis tenemos que los ciclos de

longitud 3 en T son monocromáticos, por lo que por el Teorema 2 7, <^T) es

núcleo perfecta M
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DEFINICIÓN 25. SeaD una digráfíca m-coloreada y £n = (0,1, ,n-l , 0 )

un ciclo dirigido de D Diremos que C,a es ^(D^mono cromático si existe un

conjunto {fi=(i, i+\) E F(®(D))/ ¿e {1, , n}, notación mod n } de flechas

coloreadas con el mismo color.

Las siguiente figura muestra al £3 que es ^(D)-monocromático de la

digráfica D formada por los vértices del ciclo tricolor en D.

D, «(Di)

Figura 14

TEOREMA 2.11., Sea T un torneo m-coloreado, tal que cada ciclo dirigido

de longitud 3 contenido en T es ®T) - monocromático,, Entonces <&(T) es una

digiáftca núcleo perfecta

DEMOSTRACIÓN. Como <g(T) es una digráfíca completa, por el Teorema

2,5 es suficiente probar que cada ciclo dirigido contenido en ^ T ) tiene al

menos una flecha simétrica.,

Sea y un ciclo dirigido contenido en ^(T). Supóngase por' contradicción que y

cz Asim (^(T)), así que por la afirmación 1 del Teorema 2.7, y c T

Claramente y es un ciclo dirigido hamiltoniano de D[ V ( y ) ] = T' Así que

por el Teorema 2.6 existe un ciclo dirigido y? de longitud 3 tal que y? c T'

41



y donde I F(y3) n F(y) I > 1. Ahora por hipótesis y 3 es <3(T) monocromático,

por lo que para y3 = (r0 , x\, %% XQ) existen xox2-trayectoria dirigida

monocromática, xixo-trayectoria dirigida monocromática, xix\-trayectoria

dirigida monocromática, así que las flechas { (XQ, X2) , (x¡, xo), (x'2, x¡) } c

^(T), es decir { (x2, XQ) , (xo, x\\ {x\, z2) } c Sim (^(T)). De esta forma

F(S im(<g(T) )nF(y) ;¿0 •

TEOREMA 2.12 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices tal que existe

una digráfíca H con V(T) = V(H), ^ T ) c H y ^ H ) una digráfica núcleo

imperfecta crítica Si existe alguna k (4 < k < p ) tal que todo ciclo dirigido

de longitud k contenido en T es *^H) - monocromático, entonces cada ciclo

dirigido de longitud k - 1 contenido en T es <S(H) - monocromático,

DEMOSTRACIÓN. Sea T un torneo m-coloreado y H una digráfica tal que

I V(T)| = I V(H)| = p, <@(T) c H y <%H) es una digráfica núcleo imperfecta

crítica. Consideremos y y_.\ = (zo, z\, •= z\-i, z0) un ciclo de longitud k-1

contenido en T, (3 < k-1 < p-1 ) Analizemos los siguientes casos:

Caso 1) Cuando existe un vértice w e (V(T) - V(y b_3) ) tal que

{(z,w) e F(T)/ ze V(y t l)} * 0 y {(mz) G F(T)/ ze V(y k_i)} ?¿ 0,,

Sin pérdida de generalidad supóngase que (^o,uj) G F(T) y sea

i = min { je {1, 2, , , k-2} / (w,z-¡) e F(T) } De esta forma {zi-u'iú) e

F(T) y (luz-?.) G F(T). De donde yk= (zi-t, w, z-¿) KJ (zir y k.3t zi-t)esun

ciclo dirigido de longitud k contenido en T y por hipótesis éste ciclo es

^H)-monocromático, digamos que es azul, por lo que en ^(^H)) existe una
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flecha azul de z,-, a zu pero «(«(H)) = «(H), además existe

yl= {Zl,zl+l)!l={0,\, , k-2} notación módulo k-2} de color azul

Por lo tanto y k_] es <@(H)-monociom ático.

Caso 2) Cuando hay más de un vértice w e (V(T) - V(y k.¡)).

Para todo vértice w e (V(T) - V(y k.j)) al menos una de las dos siguientes

proposiciones es cierta.

a) {MeF(T)/zeV(yn)}-0

b) {(utz)eF(T)/ 2eV(yk ,)} = 0

Considérese

V l = {u-E (V(T) - V(y k.i) ) / { (z, tu) e F(T) / ze V(y k.,) = 0}} y

V2={u>e(V(T)-V(Yk.i))/ {(tÍJ;2)

Caso 2.1) Supongamos que V2 - 0 . Como k-1 < |V(T)j - 1 y Vi

(V(T) - V(y k-i)), se sigue que V, * 0 .

Por hipótesis «(H) es una digráfíca núcleo imperfecta crítica así que cualquier'

subdigráfíca inducida propia poi un conjunto de vértices de la cerradura tiene

núcleo, en particular consideremos a Ni el núcleo de -&(H)[V|] Ahora, como

para cada U>eVj, y cada 2 e V(y k., ), ( s , i4 e F(T), tenemos que Ni es el

núcleo de «(H), contradiciendo que «(H) es núcleo imperfecta crítica. Por lo

tanto V 2 ^ 0 .

Caso 2.2) Supongamos ahora que Vj = 0 , V2 * 0 y sabemos que ^ H ) es

núcleo imperfecta crítica, así que «(H)[ V(y t ] )} tiene núcleo, digamos que

Ni es núcleo de «(H)[ V(y k.i )] Como V2 ^ 0 , para cada u;eV2 y

4.3
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zeV(y fc.i)) se sigue que (w,z) e F(T), así que Ni es el núcleo de

contradiciendo que <g(H) es núcleo imperfecta crítica Por lo tanto V j ^ 0

Caso 2 3) Consideremos entonces Vi * 0 , V2 * 0 y (V! u V(y j^) , V2),

una partición de V(T) = V(H) = V(<g(H)), como <g(H) es una digráfica núcleo

imperfecta crítica, se sigue por el Teorema 2.3 que Asim(<g(H))., es

fuertemente conexa, así que existe una flecha de Vi u V(y k_i) hacia V2 en

Asim(íg(H)), pero en T no existen flechas de los vértices de y \.\ hacia los

vértices de V2 por lo que en Asim(^(H)) debe existir una ViV2-flecha

llamémosle {x,y\ donde (x,y) c Asim('g(H)). Por definición de Vt y V2;

(zo,x) eF(T) y iy,z¿) eF(T). Así que y k = {zo>x,y,z¿)\j {z2, y k-u zo) es

un ciclo dirigido de longitud k contenido en T, el cual es ^H)-nionocromático

por hipótesis, así que <&(H) existe una y x-trayectoria diiigida monocromática,

por lo que (y,x) e F(^[H)), contradiciendo que (x,y) e B

TEOREMA 2.13. Sea T un torneo m-coloreado con p vértices, si existe

a lgunak(3< k <p)ta lque:

i). Para todo torneo m-coloreado T', T'eT, que no contiene ciclos dirigidos

de longitud k, tenemos que ^ T ' ) es una digráfíca núcleo perfecta

ix). Cada ciclo dirigido de longitud k contenido en T es ^T)-monocromático,.

Entonces ^ T ) es una digráfíca núcleo peifecta

DEMOSTRACIÓN, Por contradicción, Supongamos que ^(T) no es una

digráfíca núcleo perfecta, así que ^(T) contiene una subdigiáfíca inducida

núcleo imperfecta crítica, llamémosle H.
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Sea TH = T[V(H)] Si TH no tiene ciclos dirigidos de longitud k, tenemos por

i) que ^(TH) es una digiáfica núcleo perfecta, por lo que ^T H ) tiene núcleo,

llamémosle {t;}. Como ^(TH) C H, se tiene que {v} es núcleo de H.

Contradicción pues H es núcleo imperfecta crítica

Así que TH contiene al menos un ciclo dirigido de longitud k.

Ahora tenemos por íi) cada ciclo dirigido de longitud k contenido en T es

<g(T)-monocromático

Así que, si k = 3, se sigue del Teorema 2 11 que ^ T H ) es una digráfíca núcleo

perfecta por lo que *@(T'H) tiene núcleo digamos {v} y como <©(TH) C H, se

tiene que {v} es núcleo de H, contradiciendo que H es núcleo imperfecta

crítica,

Si k > 4, al aplicar el Teorema 2.12 cada ciclo de longitud k-1 es

^Tj^-monocromático Por lo que se puede volver a usar el Teorema 2 12

recursivamente hasta obtener cada ciclo de longitud 3 contenido en TH es

^TíO-monocromático, Y por el Teorema 2.11, ^(Jn) es una digráfíca núcleo

perfecta, por lo que ^ T H ) tiene núcleo digamos {v} y como ^ T H ) c H, se

tiene que {v] es núcleo de H, contradicción

Por lo tanto <3(T) es núcleo perfecta, •

Si en el Teorema 2.7 sólo se tienen triángulos dirigidos de longitud 3 casi-

monocromáticos contenidos en T, sin pedir que los ciclos de longitud 4 sean

casi-monocromáticos el resultado falla. El torneo G5, con 5 vértices, 5-

coloreado en el que todo C3 es casi-monocromático obtenido por Shen

Minggang no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, por lo que %G$)

no es una digráfíca núcleo perfecta Por lo tanto no se puede quitar la hipótesis

de que cada d sea casi-monocromático Ver la figura 15.
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Figura 15

La Figura 16 es un torneo 3-coÍoreado que cumple la condición del

Teorema de Shen Minggang pues cada ciclo de longitud 3 es casi-

monocromático, sin embargo et ciclo de longitud 4 no es casi monocromático,

por lo que no cumple la condición del Teorema 2.7,

O<

Figura 16

La Figura 17 es un torneo 3-coloreado que cumple la condición del

Teorema 2 7 pues cada ciclo de longitud a lo más 4 es un torneo es casi-

monocromático, pero no cumple la condición del Teorema de Shen Minggang,

ya que tiene un T3 tricolor.

Figura 17
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CAPÍTULO 3

NÚCLEOS EN DLGRÁFICAS COLOREADAS POR FLECHAS

DEFINICIÓN 26. Sea D una digráfica, una m-coíoración es llamada

m-coloración libre de {C3, T3} de D si ésta es una m-coloración de D tal que

todo torneo de orden 3 es casi-monocromático,.

Denotaremos por 8 la clase de digiáficas tal que toda m-coloración

libre de {C3, T3} es una digráfíca núcleo perfecta por trayectorias

monocromáticas. Observemos que si la digráfíca D es un torneo de orden n,

D =Tnj toda subdigráfica inducida de D también es un torneo así que en el

Teorema 1.1, (Shen Minggang) toda subdigráfica inducida es un torneo m-

coloreado libre de {C% T3} y cada subdigtáfica tiene núcleo por' trayectorias

monocromáticas De esta forma todo torneo m-coloreado libre de {C$, T3}

esta en S. Más adelante se probará que la digTáfica obtenida de un torneo al

eliminar una sola flecha está en S

DEFINICIÓN 27. Sea D una digráfíca, una m-coloración es llamada

m-coloración libre de {C3, C4} de D si ésta es una m-coloración de D tal que

todo ciclo de longitud 4 es casi-monocromático

Denotaremos por & la clase de digráficas tal que toda m-coloración libre de

{C3? C4} es una digráfíca núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas
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Cuando la digráfica D es un torneo de orden n, D = Tn, m-coloreado libre de

{C3, C4}3 D está en <?, por el Corolario 2.8.

En este capítulo y los siguientes denotaremos [x, y) la flecha entre x y
y que puede ser (x, y) o {y, x).,

DEFINICIÓN 28.Una digiáfíca D es llamada un casi-torneo si D resulta de
boirai una sola flecha de un torneo Tn,.

LEMA 3.i. Sea D una digiáfíca m-coloreada que resulta de borrar una

flecha [x,y] de algún torneo Tn m-coloreado (es decir D = Tn - [x,y]). Si

toda subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas. Entonces al menos una de las siguientes condiciones es

cierta

%). D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas,

i%) Existe un ciclo dirigido y c Asim(^(0)) tal que {x,y} Q V(y) Y para

cualesquiera dos vértices no consecutivos Z^JJ e V(y), se tiene que

DEMOSTRACIÓN. Si D tiene núcleo poí trayectorias monocromáticas se

cumple i).

Supóngase que D no tiene núcleo por trayectorias monocromáticas,

probaremos ii). Recalquemos que los únicos 2 vértices no adyacentes de D

son x y y.

Primero definamos un orden en V(D) como sigue:
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Como D~{x] es un torneo y D-{x] es una subdigráfica inducida propia

de D, se tiene por hipótesis que D-{x) tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas, digamos que el vértice {w0} es núcleo por trayectorias

monocromáticas de D-{x]..

Si (x -̂ mono tí;o) en D entonces VJQ es núcleo por trayectoiias

monocromáticas en D.. Así que (x ~ -̂ mono ind) en D.

Si {x, wo} es un subconjunto de D independiente por trayectorias

monocromáticas entonces ru0 = y y {x, y] es núcleo poi trayectorias

monocromáticas de D. Así que {x, wo} no es un subconjunto independiente

por trayectoiias monocromáticas en D y como (x ~ -»mono wo) en D se debe

tener que {VJ0 —í-mono oc) en D, así que (wo, x) G F (^D)), de hecho,

(wo,x)e Asim(^D))

Ahora, D-{x,wo) es también una subdigráfíca inducida propia de D?

así que por hipótesis debemos tener un vértice wi que es núcleo por'

trayectorias monocromáticas en ~D-{x,u>o}

D-{%, wo, VJI) también es una subdigráfica inducida propia de D, así

que existe un véitice -wz que es núcleo por trayectorias monocromáticas en

Continuando de esta forma podemos dar un orden a los vértices de

D-{x] tal que el vértice vjk es núcleo por trayectorias monocromáticas de la

digráfica D-{x,wo,u>f, .,,Wk-í] Llamaremos a este el UJ-orden de

V(D)-{x}t y diremos que un vértice xv precede a otro si éste aparece antes en

el vu -orden

Si {.%} es absorbente por trayectorias monocromáticas en (D - {x})

entonces {x} es núcleo por trayectorias monocromáticas de D Por lo tanto
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existe un vértice en (D - {xt%uo}) que no es absorbido por x. Elíjase k el

menor número natural tal que (WM ~ -»mono x) en D., Observemos que por

nuestra elección de vjk todos los vértices w-precedentes a Wk son absorbidos

por x

Si {x/wk} es un subconjunto de V(D) independiente por trayectorias

monocromáticas en D, entonces {z, Wk) es núcleo por trayectorias

monocromáticas de D, pues por la elección de k todos los vértices anteriores a

u)k son absorbidos por x y el resto de los véitices de D son absorbidos por

Wk Así que {%, rw¡c) no es independiente por trayectorias monocromáticas,

pero sabemos que (wk ~ -̂ mcmo x\ por lo que {x ->mono Wk). Poi lo tanto

(x, iü f t)e Asim(^D)).

Consideremos uo = Wk Existe un vértice en el it>orden el cual no es

absorbido por u0, ya que de otra forma {tío} seria núcleo por trayectorias

monocromáticas de D,. Este vértice debe uj-preceder a uOy en el w-orden

Elijamos el menor I tal que (wi\~ -̂mono uo) en D y ui=wu.. Nota que pox la

definición de el -uj-orden se sigue que (uo ->mono w/) en D y por tanto

(uo,uj) E Asim (^(D)).

Elijamos 11 el menor natural tal que (u;¿2—>-mono tt/) en D y uz^voiz-.

Nota que por la definición de el u;-orden se sigue que (u f ->mono w¿) en D y

por tanto (u/,u¿) e Asim (€(D)).

Podemos continuar en una forma similar para definir us> «4, etc.

Llamemos a este el u-orden y notemos que no necesariamente incluye a todos

los vértices de D - {%}. Existe un primer vértice en el u-orden el cual no

absorbe a x (porque wo no absorbe a r) .



Sea m el menor número natural tal que (x >m(mo % ) en D

Observemos que ( u m ->mono x) ya Que um= VJI, l<k, y por la definición de

uik ya que tu* es el primer vértice en el lu-oiden que no es absorbido por

trayectorias monocromáticas por x.

Tenemos y = ( r , xuk = uoy ut, u¿, . ., u-m, x) c Asim

Observemos que, ¡(u,-, x), (.x, ui)} e F(^(D)), 1< í < TTI , Si m > 1,

{(t¿í, x¿j), (u í s uOíeFC^D)), ) € {i-\,i+\}, \<i<m, pues fc es

el menor número natural tal que (wt - ~>mono x) en D y m es el menor

número natural tal que (2; - -*-moiio u m ) en D

Por construcción x absorbe por trayectorias monocromáticas a todo

vértice en y excepto a u<?, m (0 < í < m ) absorbe por trayectorias

monociomaticas a todo vértice en y excepto a uu 1 y um absorbe por

trayectorias monocromáticas a todo vértice en y excepto a x.,

Por construcción x e V(y) Finalmente probaremos que y e V(y).

Consideremos que y no es un ciclo hamiltoniano, pues si lo fuera y e V(y).

Si y € V(y) entonces D[V(y)] es una subdigráfíca inducida propia de D y la

hipótesis implica que existe un vértice z e y tal que {z} es núcleo por

trayectorias monocromáticas en D[V(y)] > por lo tanto {z} es absorbente por

trayectorias monocromáticas en D[V(y)] lo cual es una contradicción pues

ningún vértice de y absorbe por trayectorias monocromáticas a todos los

demás vértices de y. Así que y e V(y) y {r, y } c V(y). H
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Por el Corolario 2,8, si T es un torneo m-coloreado, donde cada ciclo

dirigido contenido en T de longitud a lo más 4 es un ciclo casi-

monocromático, T es núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas

Veamos ahora que sucede en digráficas que son casi-torneos que tienen las

mismas hipótesis del Corolario 2.8.

TEOREMA 3.2 Sea D una digráfíca m-coloreada que resulta de boirar una

sola flecha [x, y] de algún torneo m-coloreado Tn (es decir D = Tn- [x, y])

Si todo ciclo dirigido contenido en D de longitud a lo más 4 es un ciclo casi-

monociomático entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas

DEMOSTRACIÓN. Procederemos por inducción sobre |V(D)| = n

Para n = 1 ó 2 la proposición es obvia Supóngase que toda digráfica

m-coloreada D' que resulta de borrar una sola flecha [x, y] de algún torneo

tn-coloieado T' con | V(D') < n y tal que todo ciclo dirigido de longitud

a lo mas 4 casi-monocromático tiene un núcleo por' trayectorias

monocromáticas Y sea D una digráfica como en la hipótesis con | V(D) | =n.

Probaremos que D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

Por contradicción Supóngase que D no tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas

Por la hipótesis de inducción y por el Teorema 2.12 del Capítulo 2, toda

subdigráfica inducida propia de D tiene núcleo por' trayectorias

monocromáticas y por el Lema anterior, existe un ciclo y c Asim (^D)) tal

que para cualesquiera 2 véitices no consecutivos z,u> e V(y), se tiene que
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Sea y = {z^ z¡,.... , zm, ZQ). Probaremos algunas propiedades de y.

Afirmación 1) El ciclo y no es monocromático.

Demostración,, Supongamos que y es un ciclo dirigido monocromático,

entonces ( z u z%, ..., zm> ZQ) es una trayectoria dirigida monocromática en D,

por lo que {z\, z¿) e F(^(D)), contradiciendo que y cr Asim

Afíimación 2) Si 3 ia 2 j e V(y) tal que j ¿ {i-l7 i+1} entonces

Demostración. La demostración se sigue de! Lema 3.1 •

Afíimación 3^ El único cambio de colores en y está en x y en y,.

Demostración. Por contradicción supóngase sin pérdida de generalidad

que z\ es un vértice de y distinto de X y de y tal que en z\ existe un cambio

de color de y

Supongamos que (20,21) es roja y (21,22) es azul

Afirmación 3.1") (22,20) £ F(D)

Demostración. Supóngase por contradicción que (22,30) e F(D)

entonces y3=(2o,Z],22, £0) es un triángulo en D La hipótesis del teorema

implica que (23,20) es roja o azul, Si (22í20) es roja entonces (ZI,ZQ?Z\) es una

z2zi-trayectoría dirigida roja en D por lo que (zi,z{) e F(^D)),

contradiciendo que y e Asim(^(D)) Si (22,20) es azul entonces (ZUZ2,ZQ) es



una zjzo-trayectoria dirigida azul en D por lo que (21,20)

contradiciendo que ycAsim(^(D)).

Así que (2:2,2:0) £ F(D). No obstante la afirmación 2) implica que

(22,20) G F(®(D)), por lo tanto existe una trayectoria dirigida monocromática

de longitud al menos 2 de z2 a z0 en D

Sea a = (z2 = Q, 1, , p =zo) tal trayectoria (p > 2)

Afirmación 3.2") La trayectoxia a no es azul, ni roja

Demostración. Supongamos por contradicción que a es azul, entonces

(21,22) w a es una trayectoria dirigida azul de z\ a 20 en D, por lo que

(Z],ZQ) e F(<g(D)) lo cual contradice que y Q Asim(^D)).

Supongamos ahora que a es roja, entonces a u (ZQ,Z\) es una

trayectoria dirigida roja de z2 a zy en D ; por lo que (z2,z\) e F(^(D)) lo

cual contradice que y c Asim(^(D)).

Supongamos sin pérdida de generalidad que la trayectoria a es negra.

Afirmación 3.3. Para cada i > 0 tal que 2i < p, se sigue que

Demostiación. Por contradicción Supongamos que existe j > 0 tai

que 2j < p y M ) í F ( D )

2i /(zu2j) % F(D), (0 < 2> <p)}..
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Como 0 = z2í y (z\, z2) e F(D) se sigue que 2io > 0 por lo que

2io-2 > 0 Ahora zi £ {%, y] y D = Tn - [x, y] de aquí se sigue que

(z , ,2 i 0 ) É F(D) y (2i0, 2 , )eF(D)

Sea y4 = (21, 2io-2, 2io-l, 2ío, £1), observemos que y4 es un ciclo

dirigido de longitud 4 contenido en D con dos flechas negras, la flecha (2-¿o-2,

2-í-o-l) y la flecha (2*10-1, 2i0)

Por la hipótesis del Teorema y4 debe ser un ciclo casi-monocromático,

así que al menos una de las dos flechas {z\, 2io-2) o (2í0, z{) es de color

negro

Si (z], 2Í0-2) es negra entonces (zu li^l) u (2ÍQ, a, p = ZQ) contiene

una ^izo-trayectoria diiigida negra, por lo que {zu z0) e

contradiciendo que y c Asim (<8(D)).

Si (2io-2, zj) es de color negro entonces {z% - 0, a, 2^o) u (2ío,

contiene una trayectoria dirigida negra, por lo que (z2, z\) e

contradiciendo que y c Asim

Concluimos la praeba de la afirmación 3) analizando los casos sobre la

longitud de a, con p par y p impar

Si p es par, entonces p-2 también es pai y como p>2, tenemos que

p-2 > 0 Así que por la Afirmación 3.4), (z], p-2) e F(D), así que

74 = {zj, p-2, p-1, p, z{) es un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D

que tiene al menos dos flechas negras, la (p-2, p-1) y ¡a (p-1, p); y una



flecha roja, la (zo = p, Zj), además y4 es un ciclo casi-monocromático por

hipótesis, lo que implica que la flecha (21, p-2,) es de color negro. De

donde (z\, p-2, p-1, p = z¿) es una trayectoria diiigida negra en D, así que

(z\, ZQ) E F(<g(D)) contradiciendo que y e Asim

Ahora si la longitud de la trayectoria a es impar entonces necesitamos

primero probar algunas afirmaciones.

Afirmación 3.4). Si p es impar entonces para cada i > 0 tal que

1<2¿+1< p, se sigue que (2i+l, z\) e F(D)

Demostración. Supongamos por contiadicción que existe un i > 0, tal

que (2x+l, z{) <2 F(D), y sea 2io+l = max {2i+\ i (2iH,z\) € F(D)},

(1 < 2i+l < p). Como p = 2o y {zQ, z\) e F(D) debemos tener que

2io+l < p. Así que (2ío+3, zY) e F(D), (zu 2io+l) e F(D). Ahora z^x,

Z\ & y> de aquí que por la definición de D, z\ es adyacente a todo véitice

d e D - { 2 ] } .

Sea y4 = {z\, 2io+l, 2ío+2? 2ío+3, z\) entonces y4 es un ciclo dirigido

de longitud 4 contenido en D con dos flechas negras, (2óo+l, 2io+2) y

(2ío+2, 2io+3). La hipótesis del Teorema para y4 implica que al menos una

de ías flechas (z t, 2-io+l), (2io+3, zt) es negra.,

Si (zi, 2ío+\) es negra entonces {zu 2io+l) u (2'¿o+l, a, p =zo), e s

una 2i2tf- tiayectoria dirigida negra en D, por lo que (z], z¿) e

contradiciendo que y c Asim
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Si (2io+3, z{) es negra entonces (z2 = 0, ce, 2ÍQ+S) vj (2io+3, z{), es

una S2 2 r trayectoria dirigida negra en D, por lo que (z2y z{)

contradiciendo que y c Asim

Afirmación 3.5) Si p es impar entonces a) (1, z})€$(p) es azul,

b) (2i,p-l)eF(D) es roja.

Demostración Para demostrar a) tenemos de la afirmación 3.4) que

(l,zi) e F(D), así que y^ - (zu z2, 1, z\) es un ciclo dirigido de longitud

3, donde (z\t
 zi) es de color azul y (z2, 1) es de color negro, como por

hipótesis el ciclo y3 es casi-monocromático, la flecha (1? z\) de y? es azul

o es negra,

Si (1, z\) es negra entonces (22, 1, zi) es una z2z¡-trayectoria dirigida

negra en D, así que (z2, z\) e F(^D)) contiadiciendo que

y c Asim (^(D)),. Por lo tanto (1, z{) e F(D) es azul,

Por demostrar b), Como p es impar, p-1 es par así que por la

afirmación 3,3) la flecha (zi, p-1) está en D.

Así que 73 = {z\, p-1, p, z\) es un ciclo dirigido de longitud 3

contenido en D donde (p=zo, 21) = (p, 21) es roja, (p-1, p) es negra, y

como 73 es un ciclo casi-monocromático por hipótesis se debe tener que

(z\, p-1) es negra o roja

Si (zu P-1) es negra entonces (z\, p-1, p=2o) es una trayectoria

dirigida negia en D, así que (zu z0) e F(^(D)) contradiciendo que

y c Asim (^T>)) Por tanto {z\, p-1) e F(D) es roja,
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Afirmación 3.6). {(l,p), (p, 1)} n F(D) = 0

Demostración, Si (1, p) e F(D) entonces (1, p — zQ, Z\? Z2 — 0, 1) es

un ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas

coloreadas con distinto color: (z0, z{) roja, {z\, Z2) azul Y (OJ) negra,

contradiciendo que todo ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea casi-

monocromático,

Si (p, 1) € F(D) entonces (p, 1, z\, p-1, p) es un ciclo dirigido de

longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas coloreadas con distinto

color (1, z\) azul, (ziy p-1) roja y (p-1, p) negra, contradiciendo que todo

ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea casi-monocromático,

Afirmación 3.71. {(0, p-1), (p-1,0)} n F(D) - 0

Demostración,. Si (0, p-1) e F(D) entonces (0, p-1, p, zu 0) es un

ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas

coloreadas con distinto color (p-1, p) negra, (p, z{) roja y {z\, 0) azul, lo

cual contradice que todo ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea casi-

monocromático

Si (p-1, 0) e F(D) entonces (p-1, 0, 1, zu p-1) es un ciclo dirigido de

longitud 4 contenido en D con al menos 3 flechas coloreadas con distinto

color: (0, 1) negra, (1, z\) azul y (zy, p-1) roja, lo cual contradice que todo

ciclo de longitud a lo mas 4 en D sea casi-monocromático

De la afirmación 3.6) se sigue que {x, y} = {1, p} y de la afirmación

3.7) se sigue que {x, y] = {0, p-1} por lo que {1, p} = {0, p-1} lo cual

no es posible pues p > 2

Por lo tanto se cumple que los únicos cambios de colores en y están en

x y en y, *
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En lo que sigue supondremos que (x, y , y) es azul y (y, y , x)

es roja.

Animación4^ El ciclo y c D

Demostración. Como 7 c Asim (*^D)) y D = Tn - [x,y] es

suficiente probar que x y y no son consecutivos en y

Por contradicción, supóngase que z y y son consecutivos en y, digamos

X=ZÍ y y=Zi+j y como poi la animación 3) los únicos cambios de

color del ciclo y están en % y en y entonces ( % / , y, zi) es una

trayectoria dirigida monocromática en D, así que (ZÍ+I, zi) e

contradiciendo que y Q Asim

Afíimación 5) La longitud del ciclo y es al menos 5

Demostración. Sea y = {zo, zu , zYn, z¿). Supongamos por

contradicción que la longitud de y es a lo más 4, entonces y es un ciclo

casi-monocí omático

Supongamos sin pérdida de generalidad que (z/, zz, ., z-m, z0) es una

trayectoria dirigida monocromática en D, entonces {zi, z¿) e

contiadiciendo que y c Asim

En lo que sigue denotaremos í (y) = q, i (x, y, y) = p,

j = (x = q, 1, . , p - l ,p = y, p+1, -., q-1, q ) y supondiemos sin pérdida

de generalidad que Z (,r, y, y) < ¿ (y, y, x)



Afirmación 6) La flecha (q - i, i) está en D para cada i(l < i < p-l)

Demostración. Procederemos por inducción sobre í

Para í =1, probaremos que la flecha (q-1, 1) está en D. Supongamos por

contradicción que (q-1, 1) £ F(D) Como {q-1, 1} n {x, y] ~ 0 ,

entonces por la definición de D, (1, q - 1) e F(D) Así que (1, q-1, q, 1)

es un ciclo dirigido de longitud 3 contenido en D, el cual debe ser

casi-monocromático, pero estamos suponiendo que (x, y, y) es azul y

(y, 7, oc) es roja, por lo tanto (x, 1) es azul y (q-l,q) es roja, así que (1, q-1)

debe ser azul o roja

Si (1, q-1) es azul, entonces {x = q, 1, q-1) es una trayectoria dirigida

azul en D Así que (q, q-1) e F(<g(D))T de donde (q-1, q) e Sim(«[D)),

contradiciendo que y e Asim (^(D)),

Si (1, q-1) es roja entonces (1, q-1, q) es una trayectoria dirigida roja en

D. Así que (1, q) e F(Í?(D)), contradiciendo que y c Asim (^D)). Por lo

tanto (q-1, 1) e F(D).

Supongamos ahora que (q - % í) e F(D). Piobaremos que

(q-(i+\\ í+1) e F(D) para i (1 < i+1 < p-i).

Por contradicción supongamos que (q - (i+1), í+l) € F(D), con

1 < i+l < p - l

Como 1 < í+l < p -1 y ¿ (x, y, y) < i (y, y, x), tenemos que

{q- (i+i), i+l] n {a:, y} = 0,. Así que por la definición de D,

((í+l), q - (i+l)) e F(D) y y4 =((vHX Q - (*+0? q - *, *, (i+0) es un ciclo

dirigido en D de longitud 4, donde (í, (í+l)) es azul y (q - (í+l), q - i)

es roja
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Pero y4 es casi-monocromático por la hipótesis del Teorema, así que

(•¿-H,q- (í+i)) y ( q - i , i) deben ser ambas rojas o azules.

Si (í+i, q - (á+l)) y (q - i, i) son ambas rojas entonces

(•¿+1, q - (í+i), <\.-% i) es una trayectoria dirigida roja en D por lo que

(í+i, í )e F(@(D)), contradiciendo que Y Q Asim (^(D)).

Si (i+i, q - (í+i)) y (q - i, i) son ambas azules entonces

(q- i, i, i+i, q- (i+l)) es una trayectoria dirigida azul en D así que

(q- i, q- Oi+l))e F(^D))? contradiciendo que y c Asim (^(D)).

Por lo tanto (q - (i+l), (í+1)) 6 F(D). •

Afirmación 7) (p - í . p + 'i) e F(D) para cada i (1 < i < p-I)

Demostración. Procederemos por inducción sobre i.

Para i =1, probaremos que la flecha (p-1, p +1) está en D, Supongamos

por contradicción que (p-1, p+1) £ F(D) Como x y y no son

consecutivos en y, {p -1 , p+1} n {x, y} = 0 , así que por la definición

de D, (p +1, p -1) g F(D). De esta forma y3 = (p +1, p - i , p, p +1) es un

ciclo dirigido de longitud 3 en D? en donde (p -1 , p) es azul y (p, p+1) es

roja. Como y? debe ser casi-monocromático por hipótesis, entonces

(p+1, p-1) debe ser azul o roja,

Si (p+1, p -1) es azul, entonces (p+1, p -1 , p) es una trayectoria

dirigida azul en D, por lo que (p+1, p) e F(<g(D)), contradiciendo que

Si (p+1, p-1) es roja entonces (p, p+1, p-1) es una trayectoria dirigida

roja en D, así que (p, p-1) e F(«(D)), contradiciendo que y c Asim

Por lo tanto (p-1, p+1) € F(D).
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Supongamos ahora que (p - i, p + í) e F(D), para i (1 < í < p-1)

Demostraremos que (p-(í+l) , p+(í+l)) e F(D).

Supongamos por contradicción que (p - (i+i), p+(i+l)) £ F(D),

1 < í+l < p-1

Como {(p- ( í+ l ) , p +(í+i))} n {#, y} = 0 , se tiene por la

definición de D que ( p + (í+l), p - (i+1)) e F(D). Así que

Y4 = (p + (í+l), P - (i+i)> P - is P + i, P + (*+!)) es un ciclo dirigido de

longitud 4 en D, en el que (p - (í+l), p - í) es azul y (p + í, p + (í+l)) es

roja,, Como por hipótesis y4 es casi-monocromático entonces

(p + (í+l), p - (i+i)) y (p - í, p + i) son ambas azules o rojas.

Si (p + (í+l), p - (í+l)) y (p - i, p + í) son ambas azules entonces

(p + (í+l), p - (i+1), p - í, p + í) es una trayectoria dirigida azul en D

por lo que (p + (i+1), p + i) e F(«(D)), contradiciendo que

Si ( p + (í+l), p - (í+l)) y (p~i, P+í) son ambas rojas entonces

(p - i, p + í, p + (í+l), p- (í+l)) es una trayectoria dirigida roja en D

por' lo que (p - í, p - (í+l))e F(^(D)), contradiciendo que

ycAsim(«(D))

Por lo tanto (p - í, p + i) e F(D), para cada i (1 < í < p -1). •

Afirmación 8) (p - 1 , p +2) e F(D>.

Demostración. Supongamos por contradicción que (p -1 , p +2) g F(D)

Como por la afirmación 5) la longitud del ciclo y es al menos 5,

(p -1 , p+2} n {x, y} = 0 , y por la definición de D, se tiene que

(p +2, p-1) e F(D). Así que y4 = (p + 2, p - 1, p, p + 1, p + 2) es un ciclo
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dirigido de longitud 4 en D? en donde (p-l,p) es azul y (p, p+1), (p+1, p+2)

son rojas. Como por hipótesis y4 es casi-monocromático, se sigue que

(p+2,p-l) debe ser de color rojo, De esta forma (p, p+1, p+2, p-1) es una

trayectoria dirigida de color rojo en D, de p hacia p-1, poi lo que

(p, p-1) G F(<&(D)), contradiciendo que y e Asim

Afirmación 9) (p - i - 1, p + i) <E F(D) para cada i (1 < i < p-2)

Demostración. Procederemos por inducción sobre i.

Para i =\, probaremos que (p-2, p+1) e F(D),. Supongamos por

contradicción que (p-2, p+1) g F(D) La afirmación 5) y la suposición de

que y ¿ (x, y, y) ¿ í (y, y, x), implica que {p-2, p+1} n {x5 y} = 0 , y

por la definición de D, se tiene que (p+1, p-2) e F(D).

Así que y4 - (p+l7 p-2, p-1, p, p+1) es un ciclo dirigido de longitud 4 en

D, donde la flecha (p, p+1) es de color tojo y las flechas (p-2, p-1), (p-1, p)

son de color azul Como y4 es un ciclo casi-monocromático por hipótesis,

se debe tener que la flecha (p + 1, p -2) es de color' azul.

Así (p +1, p -2, p - 1 , p) es una trayectoria dirigida azul en D, por lo

que (p +1, p) e F(<$(D)), contradiciendo que y Q Asim (^D))

Por lo tanto (p-2, p+1) e F(D).

Supongamos ahora que (p - i-1, p + i) e F(D), para i (1 < i < p -2),

Demostraremos que (p-(i+f)-l,p+(í+l))eF(D).

Supongamos por contradicción que (p - (¿+l)-l, p + (i+i)) í F(D).

Como la longitud del ciclo y es al menos 2p y 1 < (i+1) < p-2,

además i (x, y, y) = p < / (y, y, x), se tiene que p - (í + 1)-1 > 1 y

p + (i;+l)<q-2 por lo que {p - (¿+1)-1, p + (i+l)} n {x,y}=0
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Se sigue de la definición de D que (p + (í+1), p - (í+1) - 1) e F(D).

Así que Y4 = (p + (í+l), p - (i+l)-l, p - (í+1), P *** ^ P + (^+0) e s u n ciclo

dirigido de longitud 4 en D, donde (p + i, p + (í+1)) es roja y

(p - (í+1) - 1, p - (i+1)) es azul,. Como y4 es casi-monocromático por

hipótesis, se debe tener que (p - í - 1 , p + í) y (p + (í+1), p - (í+l)-l)

son ambas azules o rojas

Si estas dos flechas son rojas entonces (p- í-1, p +í, p+(í+l), p-(í+1)-1)

es una trayectoria dirigida roja en D y (p - í - 1 , p + (í+1) -1) e F(^D)),

contradiciendo que y cr Asim (^D)).

Si arabas flechas son azules entonces (p+(í+i)Tp-(í+l)-l, p-í-l,p+i)

es una trayectoria dirigida azul en D por lo que (p+(i+l), p+í)e F^D)) ,

contradiciendo que y c Asim (®[D)).

Por lo tanto, ( p - í - l , p + í ) e F(D) para cada í (1 < í ú p-2),. •

Ahora de la suposición de que / (x\ y, y) £ I (y, y, x) se sigue que

/ / \ _ -̂ í
' ' ~ 2 "

S i p = - entonces se sigue de la afirmación 6) aplicadaaí= - - 1,

que (q- ( í - 1), ( i -1)) e F(D), es decir (£ + 1, £ -1) e F(D),

con ío cual (p +1» p-1) e F(D), contradiciendo la afirmación 7).
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Si p = ̂ — entonces p +2 = q - (p -1) pues ^— + 2 = q - ( - 1)

lo que implica que £ + - = ! + - y por la Afirmación 6)

considerando i= p - 1 , se tiene que (q - (p-1), p -1) s F(D) con lo que

(p+2, p -1) e F(D) contradiciendo la animación 8) Así que supondremos

que p < $—
2

Afirmación 10) Pata cada i (1 < í < p-1) existe j(i)e (y, y, a;), tal

que (p-i,y(i))eF(D) es roja y (p+ í ¿ /(¿) < q-(p-í)).

Demostración. Por inducción sobre i.

Para i - I , probaremos que existe /(I) e (y, y, x), tal que

(p-l,j(l))eF(D) es roja,

$ttj(l) = vaia{k, p+2<k<q¡ (k, p-l)eF(D)}-2

j(l) está bien definida porque (q - (p-1), p-1) e F(D) (de la Afirmación 6)

tomando v^p-1) y q-(p-l)>p+2 (pues p < (q-l)/2 por hipótesis, loque

implica que 2p < q - 1 , de donde p < q - 1 - p, así que p+2 < q-p-f 1)

Claramente p + 2 < min { k, p+2 < k < q / (k, p-1) e F(D)} < q - (p-1),.

Para la segunda desigualdad: como (q- (p-1), p-1) e F(D) y p-í-2< q- (p-1) < q

se sigue que q - (p-1) e{k, p+2 < fc < q / (fc, p-1) e F(D)} por lo que

min {k, p+2 < k < q / (A:, p-1) e F(D)} < q - (p-1).

Por lo tanto p+1-1 =p<?"(l)<q-(p-l). Asíque p+1 < j(l)<q-(p-l),,

Ahoia como (p-1, p+1) € F(D) (De la afirmación 7) con í-1) y

(p-1, p+2) e F(D) (por la Afirmación 8) se sigue de la definición de j{\)

que {(p-l,i(l)), (p-l,;(l)+lX 0(l)+2,p-l)}cFp).
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Así y4 = (;(l)+2, p-1, ;"(1), j(l)+l, ,;(l)+2) es un ciclo dirigido de longitud

4 contenido en D con (j(\% X1)4"1)* Ü'O)*"U ¿(I)*2) de color rojo por la

hipótesis del Teorema se debe tener que al menos una de las flechas

0'0)+2 , P-1)> (p-l,j'(l)) es de color rojo.

Si O'(l)+2, ..p-1) es roja entonces (p, p+1, ,,., j ( l ) , j(l)+V?(l)+2, p-1)

es una trayectoria dirigida roja y por lo tanto (p, p-1) e F(^(D)),

contradiciendo que y e Asim(^D)). Por lo tanto (p-l?j(l)) es roja

Sea i, 1 < i < p-1 y supóngase que existe j(í)e (y, y,x\ tal que

(p - i , j(i)) € F(D) es roja y p +i <, j(i) < q - (p - i).

Ahora supongamos que 1 < i+1 < p-1 Se demostiará que existe

j(i+í) e (y, y, x)? tal que (p - (i +l)s j(i+l)) e F(D) es roja y

p + (i +1)¿ /(í+1) < q - ( p - (i+1)).

Sea j( i+l) = min {ke(y, y, x) I p+(í+l)+l<fc( y (A;, p-(í+l)) € F(D)} -2.

Demostraremos que j ( i+l) está bien definida demostrando que para
k = q- (l>- C¿+ 1» se tiene A: > p + (i+1) +1 y (A:, p- (i+1)) e F(D).

Se sigue de la Animación 6) que (q - (p - (i+1)), p-(i+l)) e F(D) pues

como 1 < (i+1) < p-1, -1 > - (í+1) ¿ -p+1, así que al sumar p

tenemos 1 < p- (i+1) ^ p-1 y nuestra suposición de que p < (q-l)/2

implica que p + (i+1) +1 < q - (p - (i+1)) (pues como p < (q -1)/2,

2p < q - 1, p < q -1- p, p + (i+1) < q -1 - p + (i+1), lo que implica

que p + (i+1) +1< q - ( p - (i+1)).

Por ío tanto / (i+1) está bien definida y p + (i +1) < /(i+1) <

q - (p - (i+1)) (pues como k > p + (i +1) + 1, se tiene que k -2 > p + i
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por lo que k -2 > p + i +1. Por otro lado q-(p - (i+1)) es una posible &,

así que la mínima de las k-7. que es j (i+1) cumple también con ser menor

0 igual que q-(p-(i+l)),,

Se demostrará que (p - (i+1),; (i+1)) es roja.

Como (p- (i+1), p+(i+l)) e F(D) por la afirmación 7) y el hecho de que

1 < (í+l) < p-1 y además (p- (i+1), p + ( i+l>l) e F(D) por la

Afirmación 9) y el hecho de que 1 < (i+1) < p-1, la definición de j(i+\)

implica que { (p-(i+l), Í(i+l)X 0 ( ^ 1 ) + 2, p- (í+l))} Q F(D).

Por lo tanto y4 = (p- (i+1), j(i+l), ?(i+l)+l, ;(i+l>+2, p - (i+1)) es un

ciclo dirigido de longitud 4 contenido en D

Pata continuai la prueba de la Afirmación 10 necesitamos las tres

siguientes animaciones.

Afirmación 10.1) Sea z e (x, y, y) - {x,y} tal que

s+1 G (x, y, y)- {x, y). Si i e (y, y, x% (i, z) G F(D) y i-\ * y

entonces (i-1, 3+1) e F(D)

Demostración Supongamos por contradicción que (i-1, z+1) £ F(D)

Como {i-1, s+1} n {x, y} = 0 5 se sigue de la definición de D que

(2+1, i-1) e F(D). Por lo tanto y4 = (2+1, i-1, i, 2, 2+1) es un ciclo

de longitud 4 contenido en D con (¿-1, í) de color rojo y {z, z+1) de

color' azul Así que por' ía hipótesis del Teorema las flechas (i, z),

(z+1, i-1) son ambas rojas o azules,
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Si (i, z), (z+1, -t-1) son ambas rojas, entonces (z+1, í-\, i, z)

es una trayectoria dirigida de color rojo en D, así que (z+1, z) <= F(^(D)),

contradiciendo que y c Asim (®(D))

Si (i, 2), (z+1, í-1) son ambas azules, entonces (i, z, 2+1, -¿-1)

es una trayectoria dirigida de color' azul en D, lo que implica que

(i, í-1) e F(^D)), contradiciendo que y c Asim (^(D)).

Por lo tanto (í-1, z+1) e F(D).

Afirmación 10.2") Si A: e (y, ys x) , fc > p+(á+l)+l, i > 1 y

(Ar, p- (í+1)) e F(D) entonces /C-1G (y, y, r ) , /c-1 > p + i+l y

(Ar-1, p - í ) eF (D) .

Demostración. Como p - (i+l) e (x, y, y) - { f̂ y} , i i 1,

p - i e (x, 7, y) - {x, y} además si ke (y, y, a;), con

(Ar, p-(í+l)) £ F(D) y fc-1 > p + i+l se tiene que k -1 * y, así que

(A>1, p-í)eF(D>.

Afirmación 10.3) j(i) ¿ 7'(i+l)-l-

Demostración. Sea A:o= min {A:e(y,ysx) / k > p + (¿+1)+1 y

(Ar, p- (i+l))e F(D)} se sigue de la afirmación 10.2) que ko-\ e (y,yTa:),

A:o-1 > p + i + 1 y (fco-1,p - í) e F(D)

Así que Aro-1 > min {/CE (y, % x) ! k> p-K+1 y (A:, p-í)e F(D)} y

entonces fco - 1 - 2 > j(i\ es decir _/(í+l)—l >j(i)

De esta forma continuando con la demostración de la Afirmación 10)

tenemos yf= (p - (i+l), j(i+l), j(i+\)+l, ./(í+0 + 2, p - (í+1)) es un
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ciclo dirigido de longitud 4 donde las flechas 0(í+l), j( í+l)+l) y

O'C¿+1)H, j{i+lJ+2) son de color rojo, así que por la hipótesis del

Teorema, al menos una de las flechas (p-(-¿+l), j(i+l))> (j

p-(i+l)) es de color rojo.

Si (j(i+\) +2, p- (¿+1)) es roja entonces como j(i) +1 < ,)

T = ( p - Í , ?'(i), Áí)+h Xi+lX ,;(^1)+U j(í+l)+2, iKí+1)) es

una trayectoria dirigida roja en D, por lo que (p - i, p-(i+l)) e F(^[D)),

contradiciendo que y c Asim (^D)).

Por lo tanto (p-(í+l)? j'(i+l)), es de color rojo *

Para terminar la demostiación del Teorema, consideremos i = p-1 y

aplicando la Afirmación 10) tenemos que existe j(p-l) e (y, ys a;) tal que

(p - (p-1), y(p-l)) e F(D) es roja, Así que (1, j(p-l)) vj O(p-^X 7> ;r) es una

trayectoria dirigida roja en D por lo que (1, x) e F( ̂ (D))7 contradiciendo que

y e Asim (^D)).

Por lo tanto D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. B

TEOREMA 3.3, Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de borrar una

sola flecha \x, y] de algún torneo m-coloreado Tn (es decir D = Tn — [x,y])

Si todo ciclo dirigido en D de longitud a lo más 4 es casi-monocromático

entonces D es una digráfica núcleo perfecta por trayectorias monocromáticas.

DEMOSTRACIÓN. Sea D=TQ-[ :£ ,#] y DfH] una subdigráfica inducida

de D por algún subconjunto H de vértices de D.
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Si Dpi] = Tk, 1 < A; < n-1, entonces cada ciclo dirigido de longitud a lo

más 4 es casi monocromático en D[H] , y por el Teorema 2.7, ^DfH]) es

núcleo perfecta, por lo que contiene núcleo, así que por la proposición 2.1

D[H] tiene núcleo por trayectorias monocromáticas,.

Si D[H] = Tk - [x,y], 1 < k <, n-1, entonces cada ciclo dirigido de

longitud a lo más 4 es casi monocromático en D[H] , y por el Teorema 3.2,

D[H] tiene núcleo por trayectorias monocromáticas. ^
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CAPITULO U

NÚCLEOS EN LA CERRADURA DE DIGRÁFICAS

M-COLOREADAS

En este capítulo daremos algunos resultados obtenidos por H Galeana

Sánchez y J J García Ruvalcaba [9], acerca de digráficas que son casi-

torneos m-coloreados libres de {C^ T3} que son núcleo perfectas por

trayectorias monocromáticas, es decir que están en S.

TEOREMA U.\. Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de borrar una

sola flecha, la flecha entre x y y, de algún torneo m-coloreado Tn (es decir

D = Tn - [x, y]) Si D no contiene C* ni T3 tricolor, entonces ^ (D) no

contiene ningún ciclo dirigido asimétrico y tal que {x, y} c V(y) y que

entre dos vértices z, w no consecutivos en y se tiene que

DEMOSTRACIÓN. Por contradicción. Supongamos que existe un ciclo

y c Asim(<&(py) tal que {x, y}cV(y) y que para cualesquiera dos vértices

z, -w no consecutivos en y se tiene que {{z, w\ (wf 2r)}cF(*g'(D)).

Probaremos algunas afirmaciones acerca de los vértices de y antes de llegar

a la contradicción del Teorema.

Para seV(y), denotaremos como z— el predecesor de z en y y como

z+ el sucesor de z en y.
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Observemos que como y es un ciclo dirigido asimétrico y entre

cualesquiera dos vértices z, u) no consecutivos en y se tiene que

{(z, w\ (w, z)} c F(^(D)), se tiene que z- es el único vértice -w del

ciclo y tal que {z, tu) £ ¥(^(0)) y s+ es el único vértice w del ciclo

y tal que (w, z)

Afírmación 1) Si 2eV(y), entonces (z+, z-) e

Demostración Como z- absorbe por trayectorias monocromáticas a todos

los vértices de y excepto a 2, en particular absorbe por trayectorias

monocromáticas a z+.[\

Por la Afírmación 1) tenemos que en D existe al menos una trayectoria

dirigida monocromática de z+ a z-. Denotemos por P(s) una trayectoria

dirigida monocromática más corta de 2+ a z- enD. Ver figura 18

o

Figura 18

72



Afirmación 2) Si 2eV(y), es adyacente en D a todo vértice de ¥{z)

entonces (z-, z) e F(D) y (2, 2+) e F(D) son del mismo color

Demostración, El vértice z es adyacente a z- en D, (por hipótesis de la

Afirmación 2) Demostraremos que (z-, z) e F(D),. Supongamos que

(z, z-) G F(D), entonces (z, z-) e F(#(D)) pues F(D)cF(^(D)) lo cual

no es posible pues y es asimétrico Por lo tanto (z-f z) e F(D)

El vértice z es adyacente a 2+ en D, (por hipótesis de la Afirmación 2)

Demostraremos que {z, 2+) e F(D) Supongamos que (z+, z) e F(D),

entonces (z+, z) e F(^(D)) pues F(D) c F(^"(D)) lo cual no es posible

pues y es asimétrico. Por' lo tanto {z, z+) e F(D).

Ahora probaremos que las flechas (z-, z) e F(D) y {z, z+) e F(D)

son del mismo color Supongamos sin pérdida de generalidad que

(z, z+) e F(D) es azul. Probaremos que (z-, z) e F(D) es azul.

Afirmación 2. â  La trayectoria P(s) c D no es azul.

Demostración. Supongamos que P(s) es azul, (figura 19), entonces

(2, 3+)uP(z) contiene una trayectoria dirigida azul de z> a z- enD por

lo que (2, 2-) e F(^(D)) lo que contradice que y c Asim(^(D)), Por lo

tanto P(s) no es azul.
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P(z)

z-

b=azul

Figura 19

Supongamos sin pérdida de generalidad que P(z) es verde y sea

P(z) = (vo= z+, vi, v2, , v t= z-).

Animación 2. b) Para 1 < i <t, (z+, vi) e F(#(D)) es verde y

(VÍ, z-) G FC'g'CD)) es verde

Demostración, Dado que la trayectoria P(s) es verde y P(s) inicia en z+,

entonces de s+ a cualquier vértice v¡ hay una trayectoria dirigida verde en

D por lo que (z+, v¡) e F('@'(D)) es verde,.

Ahoia, como la trayectoria P(z) termina en z-, entonces desde cualquier

vértice VÍ hacia z- también se tiene una trayectoria dirigida verde en D por

lo que (VÍ, z~) e F(^*(D)) es verde,. Figura 20
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b=azul

g= verde

Z-=Ví

VÍA

Figura 20

Afirmación 2. c) Para 1 á í á í t la flecha entre z y v¡ en D no es

verde.

La Figura 21 representa sin dirección la flecha entre z y vu pudiendo ser

esta flecha {z, v$ o (y-lt z) para demostrar la afírmación 2.c).

Demostración. Como por hipótesis de la Afírmación 2) 2 es adyacente en

D a todo vértice de ¥{z\ debemos probar que las flechas entre z y v¡no son

verdes.
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Supongamos por contradicción que pata 1 <. i <t} (z, v¡) e F(D) es

verde, entonces (z, v\) u (y» P(z), z-) contiene una trayectona diiigida

verde de z a z- enD, por lo que (2, z-) e F((g>(D)), contradiciendo que

Supongamos ahora que para 1 < i < t, (v\f z) e F(D) es verde,

entonces (z+, ?{z\ v-t ) u (v¡, s) contiene una trayectoria dirigida verde de

s+ a z en D, por lo que (z+, z) e ¥{<& (O)), contradiciendo que

Por- lo tanto la flecha entre z y ^i en D no es verde.,

b=azul

g= verde

o

ó

ft ^

Figura 21
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Afirmación 2. á) Para 1 ¿ i < f, si la flecha entre z y v,.\ en D es azul

entonces la flecha entre z y vt en D es azul.

La Figura 22 representa la flecha entre z y X>Í_I sin dirección (pudiendo

representar (z, v^) o (v^, z ) ) y la flecha enríe z y Vi sin dirección (que

puede representar {z, v\) o (v-iy z)),.

Demostración, Por hipótesis del Teorema, D no tiene C3 ni T3 tricolor y

z es adyacente a todo vértice de ~P(z),. Ahora estamos suponiendo que la

flecha z y v\.\ en D es azul y sabemos que (i/¡.i, v\) e F(P(2)) es verde

1 < i ¿t, así que la flecha entre z y v\ debe ser azul o verde, pero por la

Afirmación 2.c) (zP vi) G F(D) no es verde, así que (s , vi) e F(D) debe ser

azul

b-azul

g=verde

Figura 22
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Afirmación 2. e) (z-, z) e F(D) es azul..

Demostración. Como estamos supomendo que la flecha entte z y v0 es

azul en D entonces en D la flecha entre z y v\ es azul, la flecha entre z y

v2 es azul, .., la flecha entre 2 y vx es azul, pero vt= z- y el sentido de la

flecha entre estos dos vértices en D es de z- a z, lo que implica que {z-, z)

G F(D) es azul.

Por lo tanto {z-, z) e F(D) y (z, z+) e F(D) son del mismo color Q

Afirmación 3} Si s e V(y)\{xf y) entonces (s-, s) e F(D) y

(s, s+) € F(D) son del mismo color.

Demostración. Como s &x y s *y7 entonces s es adyacente a todos

los vértices de P(s) en D, así que por la Afirmación 2) (s-, s) e F(D) y

(s, s+) e F(D) son del mismo color, Q

Afirmación 4) Las trayectorias (x, y, y) y (y, y, x) son

monocromáticas en D.

Demostración. Sea {x, y, y) = (x = s o , s l 7 s 2 , , s k = y), si s * Si,,

1 < Í <k-1, entonces (s-, s) e F(D) y (s , s+) e F(D) son del

mismo color por la Afirmación 3), en particular si s= S\, entonces

(so, si) e F(D) y (5 / , s¿) e F(D) son del mismo color, pero

(s1t s£) e F(D) es del mismo color que (S2, S3) G F(D) cuando s = s2>

y (S2, S3) € F(D) es del mismo color que (S3, S4) e F(D) cuando

s = s% y así sucesivamente, por lo que la trayectoria (So, S\, S2,.-., $k) es

monocromática en D.

De manera similar (y, y, .r) es monocromática en D,. 0
78



Afirmación 5) x y y no son consecutivos en y..

Demostración. Por contradicción., Supongamos que x y y son

consecutivos en y, con x predecesor de y. Como por la Animación 4) las

trayectorias (x, y, y) y {y, y, x) son monocromáticas en D, entonces

(x, y) e F(^(D)) y (y, x) E F(fl?p)) , así que (x, y) e Sym(#(D))9 lo

cual es una contradicción pues por' hipótesis sólo los vértices no consecutivos

en y tienen flechas simétiicas en <#(D) jj

Afirmación 6) Las trayectorias (x, y, y) y (y, y, x) no son del

mismo color

Demostración. Por contradicción,. Supongamos que (x, y, y) y

(y, y, x) son del mismo color, por lo que y es monocromático en D,

entonces entre cualesquiera par de vértices zP w de y existen trayectorias

monocromáticas d e s a - w y d e t c a z e n D , d e donde

(0, VJ) e F ( ^ (D)) y (w, z) e F(^* (D)) contradiciendo que

y £Asim(^(D)),.

Por lo tanto, (x, y, y) y (y, y, x) no son del mismo color D

Supongamos sin pérdida de generalidad que (x7 y, y) es roja y (y, y, x)

es azul en D Figura 23
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r=rojo

b=azul

Figura 23

Q

Afirmación 7̂  J?(x) no es roja ni azul,

Demostración Si P(x) es roja, entonces se tiene una trayectoria dirigida

roja en D de x a x- formada por (x, ar+) u P(x) donde

(x, x+) e (x, y, y\ por lo que (x, x-) e F(^(D)) contradiciendo que

y GAsim(«(D)). Figura24 a).

Si P(^) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida azul de x+ a x

en D, la cual se forma poi P(.r) w (x-, x) con (x-, x) c (y, y, x\ de

donde (x+, J;) e FC'g'^)) contradiciendo que y cz Asim(1^(D)) Figura 24
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b=azul

Figura 24 b)

si



Animación 8) y e

Demostración Si y £ V(P(x)), como (x, y) es la única flecha que no

está en D ; entonces x debe ser adyacente en D a todos los vértices de P(x).

Ahora, por la Animación 2), (x-, x) e F(D) y (x, x+) e F(D) son del

mismo color, contradiciendo que (x-, x) es azul y que {xy x+) es roja,,

Por lo tanto y e V(P(x)) D

Afítmación 9) P(y) no es roja ni azul.

Demostración Si P(y) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida

azul de y a y- en D formada por (y, y+) u P(y) donde

(y, y + ) £ (?/> y? x\ por lo que (y, y-)eF(e^'(D)) contradiciendo que

YcAsim(^(D)), Figura 25 a)

Si P(y) es roja entonces se tiene una trayectoria dirigida roja de y+ a y

en D, la cual se forma por P(y) u {y-, y) con (y-, y) Q (X, y, y), de

donde (y+, y) e F (^ (D)) contradiciendo que y c Asim(^ (D)),.

Figura 25 b) Q x

r=rojo

b=azul

Figuia 25 a)



r=rojo

b=azul

o

Figura 25 b)

Afirmación 10) x e V(P(y)).

Demostración Si x e V(P(j/)), entonces y debe ser adyacente en D a

todos los vértices de P(y),. Ahora, por la Afirmación 2), (y-, y) e F(D) y

(y. y+) e F(D) son del mismo color, contradiciendo que

(y-* y) es roja y (y, y+) es azul Por lo tantos e V(P(y)),, Q

De la Afirmación 8) y e V(P(x)) y de la Afirmación 10) x e V(P(y)).

Sean P(r)= (x+= ao, ai, a2, , a r j a r + l = y , a ^ , , a>) y

(?/4-= bOj b], b2> -, b s , b ^ = x, b^, , y-)

Consideraremos los casos; A) P(x) y P(y) son del mismo color y B)

P(x) y P(y) no son del mismo color; para alcanzar la contradicción en ambos

casos de la demostración.
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Caso A) Supongamos que P(x) y P(y) son ambas del mismo color' y

supongamos sin pérdida de generalidad que estas trayectorias son de color

verde Véase la Figura 26.

x =bs-i

'Q^+=a

y-

Figura 26

Demostraremos que la fleclia entre y+ y x+ en D es azul

Observemos que

a) Para 0 < i < r, la flecha entre y+ y a¿ en D no es verde.



Pues si (•*/+, a,) e F(D) es verde, O < i <r, entonces se tiene una

trayectoria dirigida verde en D de y+ a y formada por' (y+, a¡) u (a¿, P(r),

y), por lo que (y+, y) e ^(^(D)), contradiciendo que y c

Figura 27

I=TOJO

b=azul

g=verde

Figura 27

Ahora si (a*, y+) e F(D) es verde, 0 < i < r, entonces se tiene una

trayectoria dirigida verde en D de x+ a x formada por' (x+, P(x),

ai) u (a¿, y+) o (y+? P(y), x), poi lo que (a;+, x) G F('g'(D)), contradiciendo

que y cAsim(^(D)) Figura 28.

85



x=bs

r=rojo

b^azul

g=verde

Figura 28

Por lo tanto la flecha entre y+ y a* en D no es verde, (0 < í < r ) .

b) Para 0 < í <r, si la flecha entre y+ y aj+i en D es azul entonces la

flecha entre y+ y â  en D también es azul

Por la definición de P(x) en el caso A) (a,-, a¿+i) e F(D) es verde y por la

hipótesis del Teorema, D no tiene C3 ni T3 tricolor, por lo que si la flecha

entre y+ y a¿+i en D es azul, entonces la flecha entre y+ y a¿ debe ser azul

o verde, pero por a) esta flecha no es verde, por lo tanto la flecha entre y+ y

a* en D debe ser azul (Figura 29) Q
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:r=bs

Por demostrar que la flecha entre y+ y x+ en Des azul

(y, y+) c F(y, y, x), así que (y, y+) e F(D) es azul, pero y= a^i por

lo que la flecha entre y+ y a,- en D también es azul, por b), y aplicando b)

paraO<'¿ <r - l , tenemos que las flechas entre y+ y&i. en D son azules, en

particular la flecha entre y* y a<? - x+ es azul. Q

Demostraremos ahora que la flecha entre y+ y x+ en D es roja.

Observemos que:
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a') Para O < í <s, la flecha entre x-t y b* en D no es verde.

Si (x+, bj) e F(D) es verde, 0 < i < s, entonces se tiene una trayectoria

dirigida verde en D de x+ a x formada por (x+, b,-) u (bi, ?(y), x\

por lo que (x+y x) e F(^(D)), contradiciendo que y c Asim(^(D)).

Figuia 30.

Si (b,-, J7+) e F(D) es verde, 0 < i < s, entonces se tiene una

trayectoria dirigida verde en D de y+ a y formada por

<y+, P(y), bí) \j (bi, x+) u (x+, P(a;), y), por lo que (y+, y) e

contradiciendo que y QÁsim(^(D)), Figura 31.

Por lo tanto la flecha entre y+ y b% en D no es verde, (0 < i < s) •

r=rojo

b=azul

g=verde

Figura 30



r=iojo

b=azul

g=verde

y-

Figura 31

b') Para O ^ i <s, si la flecha entre x+ y b¿+i en D es roja entonces la

flecha entre x+ y bi en D también es roja

Por la definición de P(y) en el caso A) (b,:, bi+i) e F(D) es verde y poi la

hipótesis del Teorema, D no tiene C3 ni T3 tricolor, por lo que si la flecha

entre x+ y b¿+i en D es roja, 0 <, i < s, entonces la flecha entre x+ y b,-

debe ser roja o verde, pero por a) esta flecha no es verde, por lo tanto la flecha

entre x+ y bt en D debe ser roja, (0 ¿ i < s). (Figura 32) 0
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x+=

I=IOJO

b=azul

g=verde

O1-

y=a*+\

Figura 32

Por demostrar' que la flecha entre x+ y y+ en D es roja.

(x? x+) c f(xt y, y\ así que (xs x+) e F(D) es roja, pero x = b^i

por lo que la flecha entre x+ y bs en D también es roja, por b ' ) , y aplicando

b')paraO<-¿ < s-i, tenemos que las flechas entre x+ yb, en D son rojas,

en particular la flecha entre x+ y bo= y+ es roja. Q

De esta forma tenemos por un lado la flecha entre y+ y x+- en D es

azul y por otro lado que la flecha entre y+ y x+ en D es roja, lo cual no

puede ser posible ya que en D existe una sola flecha entre y+ y z+
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coloreada con un único color Por lo tanto P(ar) y P(y) no pueden ser

ambas del mismo color,. Q

Caso B) Consideremos que P(ar) y P(y) no son ambas del mismo color y

supongamos sin pérdida de generalidad que en D P(x) es verde y P(y) es

amarilla. Véase la Figura 33,

Demostraremos que la flecha entre x y ar en D es roja

Observemos que:

a) Para 0 < i <r, la flecha entre x y a¿ en D no es verde.,
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T=rpjo

g=veide

b=azul

y=amarillo

Figura 34

0 "O x'

Si (x, a¿) e F(D) es verde, 0<i <r, entonces se tiene una trayectoria

dirigida verde en D de x a x- formada por (xy a,-) u (ai, P(^), #-), por lo

que(r , ,r-) e F(#(p)X contradiciendo que y cAsim(^(D)). Figura 34.

Si (ai, x) e F(D) es verde, 0 < i < r, entonces se tiene una trayectoria

dirigida verde en D de x+ a x formada por (x+, P(x), a,-) \j (a»,x\

por lo que (x+5 x) e F('g'(D)), contradiciendo que y <rAsim(^(D))

Figura 35

Por lo tanto la flecha entre x y a,- en D no es verde, (0 < i < r ) []
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r=rojo

g^veide

b=azul

Figura 35

b) Para 1 < i < r, si la flecha entre x y a^i en D es roja entonces la

flecha entre x y a¿ en D también es roja

Por la defínición de P(#) en el caso B) (a^ a¿+i) e F(D) es verde y por la

hipótesis del Teorema, D no tiene C3 ni T3 tricolor, por lo que si la flecha

entre x y a,.i en D es roja, 1 < i <r, entonces la flecha entre x y a¿ debe

ser roja o verde, pero por la a) esta flecha no es verde, por lo tanto la flecha

entre x y a, en D debe ser' roja, (1 ¿ i ¿ r ) (Figura 36) []



r=rojo

g=verde

b=azul

Figura 36

Por demostrar que la fíecha entre x y ar en D es roja

(x\ x+) £ F(x, y, y), así que (x, a:+) e F(D) es roja, pero x-^ ao y

aplicando b) la flecha entre a: y ai en D también es roja, y aplicando b) para

1 < i < r, tenemos que la flecha entre x y a,-, en D es roja, en particular la

flecha entre x y ar en D es roja. Q

Ahora demostraremos que la flecha entre ar y bs en D es roja o

amarilla
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Como la flecha entre x y ar en D es roja y por' la definición de P(y) en el

caso Bf (bs, bsfi) e F(D) es amarilla, Ahora como D no tiene C3 ni T3

tricolor se debe tener que la flecha entre af y bs es roja o amarilla. Q

Demostraremos ahora que la flecha entre y y bs en D es azul,

Observemos lo siguiente:

a') Para 0 < í < s, la flecha entre y y fy. en D no es amarilla

Si (y, b{) e F(D) es amarilla, 0 < í < s, entonces se tiene una trayectoria

dirigida amarilla en D de y a y- formada por (y, b¿) u (b,-, P(y)9 y-), por

lo que (y, y-) e F(^"(D)), contradiciendo que ye Asim(^(D)) Figura 37

Si (b¿, y) e F(D) es amarilla? 0 < i < s, entonces se tiene una

trayectoria dirigida amarilla en D de y+ a y formada por

(y+, P(y), bi) v (b.;, y), poi lo que (y+> y) e V(^(D)), contradiciendo que

y eAsim(^(D)). Figura 38

Por lo tanto la flecha entre y y b¡ en D no es amarilla, (0 < i < s). Q
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x=bs

i=rojo

b=azul

y=amarillo

Figura 37

r=rojo

b=azul

y^amaiillo

Figura 38

y -

y-

r=bs



b') Para 1 < i < s, si la flecha entre y y bu en D es azul entonces la

flecha entre y y b¿ en D también es azul..

Por la defínición de P(y) en el caso B) (bi_i, b$) e F(D) es amarilla y por

la hipótesis del Teorema, D no tiene C3 ni T3 tricolor, así que si la flecha

entre y y b*.i enD es azul, 0¿i ¿s, entonces la flecha entre y y b$, enD

tiene que ser amarilla o azul, pero por la observación a') esta ñecha no es

amarilla, por lo que la flecha entre y y b,-, en D debe ser azul, (0 ¿ i < s),.

Figura 39 D

i=rpjo

b=azul

y=amarillo

y-

Figura 39
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Por demostrar que la flecha entre y y bs en D es azul

(y> V+) £ F(y> t> x \ a sí Que (y> V+) e F(D) es azul, pero y+ = bo

por lo que la flecha entre y y b| en D también es azul, b'), y aplicando la b')

para 0 < í < s, tenemos que la flecha entre y y b i en D es azul, en

particular la flecha entre y y bs en D e s azul. Q

Ahora demostraremos que la flecha entre a, y bs en D es verde o azul.

Como la flecha entre y y bs en D es azul y por la definición de P(x) en el

caso B, (ar, aru) e F(D) es verde. Ahora como D no tiene C3 ni T3 tricolor se

debe tener que la flecha entre ar y bs es verde o azul. D

Demostración del caso B). Por un lado la flecha ar y bs en D es roja

o amarilla y por otro lado la flecha ar y b s en D es verde o azul, lo cual

no puede ser posible ya que en D solo existe una flecha entre ar y bs

coloreada con un único color

Por lo tanto P(x) y P(y) no pueden tener distinto color en D. Q

Para completar la demostración del Teorema. Dado que V(x) y P(y) son

ambas trayectorias monocromáticas y estas trayectorias no pueden ser ambas

del mismo color ni tampoco pueden ser ambas de color distinto en D se tiene

un imposible en D,,
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Por lo tanto ^(D) no tiene ningún ciclo dirigido asimétrico y tal que entre

dos vértices z, w no consecutivos en y se tiene que

TEOREMA 4.2,. Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de borrar una

sola flecha, la flecha entre x y y, de un torneo m-coloreado. Si D no tiene

C3 ni T3 tricolor entonces D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.

DEMOSTRACIÓN, Se sigue directamente del Lema 3 1 y del Teorema 4.1, •

Si en el Teorema 4,2 sólo se pide que D no contenga T3 tricolor, pero si

contenga C3 tricolor el resultado no es cierto. Veamos el ejemplo de la figura

40, el cual contiene al menos un C? tricolor, no contiene T3 tricolor- y no

tiene núcleo por trayectorias monocromáticas.,

r=rojo

b=azul

g=verde x" Cf 8 \) y

Figura 40

Ahora si en el Teorema 4.2 sólo se conserva la condición de que D no

contenga C% tricolor pero si contenga T3 tricolor el resultado tampoco

resulta ser cierto. El ejemplo de la Figura 41, contiene al menos un T3
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tricolor, no contiene C3 tricolor y tampoco tiene núcleo por trayectorias

monocromáticas.

r=rqjo g=verde

b=azul y=amarillo

w=blanco

Figura 41

TEOREMA ^ . 3 . Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de borrar una

sola flecha, la flecha entre x y y, de algún torneo m-coloreado. Si D no

tiene C? ni T3 tricolor entonces ^(D) es una digráfica núcleo perfecta.

DEMOSTRACIÓN, Primero observemos que:

Para C c; V(D>. Si B es núcleo de ^(D[C])S B es núcleo de

Demostración. Sea B un núcleo por trayectorias monocromáticas de D[C].

Dado que B es conjunto absorbente por trayectorias dirigidas monocromáticas

en D[C] y como las trayectorias dirigidas monocromáticas en D[C] también

son trayectorias dirigidas monocromáticas en D se tiene que

V(W (D[C])) e F(# (D)[CJ), por lo tanto B es conjunto absorbente en

#(D)[C], donde la última contención se demuestra enseguida

Sea a=(u, v) e F(«(D[C])). Demostraremos que a e
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Como a=(u, v) es una flecha en ^(D[C]), existe una trayectoria dirigida

monocromática de u hacía v en D[C], así que ésta uf-trayectoria dirigida

monocromática está en D, donde C c D . Por lo que a es una uv-flecha en

Ahora como B es núcleo por trayectorias monocromáticas en D[C], B sólo

puede estar formado por a lo más dos vértices (el vértice x yes vértice y\ ya

que los vértices x y y son los únicos vértices en D que no tienen flecha

entre sí

Si B tiene un único vértice, entonces éste vértice es un conjunto

independiente en ^(D)[C]

Si B tiene dos vértices, estos vértices deben ser x y yt entonces

B={x, y}. Ya que {x, y} es un conjunto independiente por trayectorias

monocromáticas en D se sigue que {x, y] es independiente en

Por lo tanto B es núcleo de

Para la demostración del Teorema consideremos dos casos posibles.

Caso A) {x, y] es un conjunto independiente por trayectorias

monocromáticas en D

Demostración. Sea C c V(D) un conjunto no vacío de vértices.

Probaremos que <^(D)[C] tiene núcleo.,

Observemos que D[C] es una digráfíca completa ó una dignifica completa

menos la flecha entre x y y.
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Si D[C] es una digráfica completa, entonces por el Teorema 1.1, existe un

véitice v de D[C] que es núcleo por trayectorias monocromáticas, y por la

proposición 2.1, v es núcleo de ^(DtC])

Si D[C] es una digráfica completa menos la flecha entre x y y , entonces

por el Teorema 4.2, D[C] tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, y

por la proposición 2.1, <&(D[C\) tiene núcleo.

Pero por la observación anterior todo núcleo de ^ (D[C]) es núcleo de

Por lo tanto si {x, y] es un conjunto independiente por trayectorias

monocromáticas en D, < (̂D) es una digráfíca núcleo perfecta

Caso B) {x, y) no es un conjunto independiente por trayectorias

monocromáticas en D,

Demostración. Por contradicción.

Supongamos que *#(D) no es una digráfica núcleo perfecta.

Observemos que en ^(D) todo par de véstices es adyacente, pues [x, y]

es la única flecha foliante en D, pero {x, y] no es conjunto independiente

por trayectorias monocromáticas en D, así que en 93 (D), x y y están

unidas por una flecha. De esta forma tenemos ^(D) es una digráfica completa.

Ahora como ^ (D) no es una digráfica núcleo perfecta, se tiene por el

Teorema 2 5 que ^(D) tiene un ciclo dirigido asimétrico

Sea y un ciclo dirigido asimétrico de longitud mínima contenido en

Afirmación 1) Para todo par de vértices, u , v e V t ^ (D)) no

consecutivos en y, {(u, v), (v, u)}
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Demostración. Supongamos que existen dos vértices, u f v no

consecutivos en y, tal que sólo existe la flecha (-u, v) o la flecha (v, u ) en

^(D). Entonces existe un ciclo dirigido asimétrico y ' de longitud menor

que y contenido en ^(D), donde y ' puede ser y '= (u, y, v) w (y, u\

o y '= (u, v) u (v, y, u ) dependiendo el sentido de la flecha asimétrica

entre u y v en

Afirmación 2) {x, y} c V(y).

Demostración, Supongamos que {x, y) <t V(y). Entonces D[V(y)] es

una digráfica completa, que no contiene C3 ni T3 tricolor, y por el Teorema

1.1, D[V(y)] tiene un vértice v que es núcleo por trayectorias

monocromáticas, y por la proposición 2.1, {v} es núcleo de ^(D[V(y)]), y

por el caso A) {v} es núcleo de ^(D)[V(y)], en particular1 v absorbe a su

sucesor en y lo cual implica que y tiene alguna flecha simétrica en

(g'(D)[V(y)3f lo cual es imposible.

Por la Afirmación 1) y la Afirmación 2) se tiene una contradicción al

Teorema 4.1

Por lo tanto si {x, y) no es un conjunto independiente por' trayectorias

monocromáticas en D, ^(D) es una digráfica núcleo perfecta B

Recordemos que S es la clase de digráficas m-coloreadas libres {C3, T3},

que son núcleo perfectas por trayectorias monocromáticas.
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Del Teorema 4 3 podemos decir que si D es un casi-toineo m-coloreado libre

de {C3, T3}, D pertenece a 8, ya que toda subdigiáfíca inducida de ^(D)

tiene núcleo y por la proposición 2.1 cada subdigráfíca inducida tiene núcleo

por trayectorias monocromáticas.
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CAPÍTULO 5

NÚCLEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMÁTICAS EN

DIGRÁFiCAS QUE SON CASI TORNEOS

En este capítulo se expondrán nuevos resultados obtenidos en

colaboración con H. Galeana sobre la existencia de núcleos por trayectorias

monocromáticas en digráficas que son casi-tomeos.

Recordemos que [x, y] denota la flecha entre x y y que puede ser

(x, y) o (y, x)

TEOREMA 5.1. Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de borrar una

sola flecha, la flecha entre x y y, de algún torneo m-coloreado Tn (es decir

D = Tn - [x, y]), Si en D todo ciclo dirigido de longitud 3 es monocromático,

entonces ^{D) no tiene ningún ciclo dirigido asimétrico y tal que

{x, y} c V(y) y que entre dos vértices z, w no consecutivos en y se tiene

que{(z, w), (wr 2)}

DEMOSTRACIÓN. Por contradicción,, Supongamos que existe un ciclo

y c Asim (^(D)) tal que {x, y] c V(y) y que para cualesquiera dos vértices

z, w no consecutivos en y se tiene que {{z, w), (iv, z)} c F(<g>(D)).

Probaremos las siguientes afirmacrones antes de llegar' a la contiadicción.
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Para z e V(y), denotaremos como s- el predecesor de s en y y como

z+ el sucesor de z en y

Observemos que como y es un ciclo dirigido asimétrico y entre

cualesquiera dos vértices z, w no consecutivos en y se tiene que

{(z, VJ\ (w, z)} c ¥(<&(p)), sé tiene que z- es el único vértice iv del

ciclo y tal que (z, w) & F(#(D)) y z+ es el único vértice w del ciclo

y tal que (w, z)

Afirmación 1) SiseV(y), entonces (z+, z-) e

Demostración Como z- absoibe por trayectorias monociomaticas a todos

los vértices de y excepto a z, en particular absoibe por trayectorias

monocromáticas a z+.U

Se sigue de la Afirmación 1) que en D existe al menos una trayectoria

dirigida monocromática de z+ a z-. Denotemos por P(s) una trayectoria

dirigida monocromática más corta de z-\- a z- en D

Afirmación 2) Si zeV(y), es adyacente en D a todo vértice de P(z)

entonces {z-, z) e F(D) y (z, z+) e F(D) son del mismo color.

Demostración. El vértice z es adyacente a z- en D, por hipótesis de la

Animación2) y yaque z- e V(P(z)). Demostraremos que (s-, z) e F(D)

Supongamos que (z, z-) € F(D), entonces (z, s-) e F(^(D)) (pues

F(D) c F(^*(D))X lo cual no es posible pues y es asimétrico en #(D). Por lo

tanto O-, z) e F(D)
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Ahora el vértice z es adyacente a 2+ en Ds por hipótesis de la Afirmación

2) y ya que z+ e V(P(s))., Demostraremos que (z, z+) e F(D)

Supongamos que (2+, 2) e F(D), entonces (z+, z) e F(#(D)) (pues

F(D) e F(<#(D))), lo cual no es posible pues y es asimétrico en #(D). Por lo

tanto (2, 2+) e F(D).

Ahora probaremos que las flechas (2-, 2) e F(D) y {z, 2+) E F(D)

son del mismo color

Por contradicción, supongamos que (z-, z) e F(D) y (z, 2+) e F(D)

son de distinto color y supongamos sin pérdida de generalidad que

(2-, 2) e F(D) es de color rojo y {z, z+) e F(D) es de color azul,

Afirmación 2. â l La trayectoria P(2) c D no es azul

Demostración. Supongamos que P(z) es azul, entonces (z, z+) \j ?(z)

contiene una trayectoria dirigida azul de 2 a z- en D, por lo que

(2, 2-) G F(-g'(D)) lo que contradice que y e Asim(^(D)), Por lo tanto

PO)no es azul,

Afirmación 2. b~) La trayectoria P(2) cz D no es roja

Demostración Supongamos que P(2) es roja, entonces P(z) u (z-, 2)

contiene una trayectoria dirigida roja de 2+ a z en D, por lo que

(z+, z) e F(^(D)) lo que contradice que y c Asim((g'(D)), Por lo tanto

P(e) no es roja
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Supongamos sin pérdida de generalidad que P(z) es verde y sea

P(z) = (vo= z+, vuv2, . ,v t=2-).. Ver figura 42.

b—azul

r=rpjo

g=verde

Figura 42

Z-=Vf,

V1A

Afíímación 2. c) Para 1 < i < í-1, la flecha entre z y v¡ en D no es

verde

Demostración Por hipótesis de la Afirmación 2) z es adyacente en D a

todo vértice de P(s), debemos probar que las flechas entre z y ^i no son

verdes
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Supongamos por contradicción que para algún % 1 < i < í-1, la fíecha

entre z y v\ es verde

Si (s, fi) € F(D) es verde, entonces (2, vx) u (VÍ, P(2), z-)

contiene una trayectoria dirigida verde de 2 a 2- en D, por lo que

(2, z-) e F(#(D)), contradiciendo que y c Asim(^(D)).

Si (VÍ, z) e F(D) es verde, entonces (z+, P(z), vx ) u (i^, 0) contiene

una trayectoria dirigida verde de z+ a 2 en D, por lo que

(z+, z) e F((g>(D)), contradiciendo que y e Asim(^(D)).

Por' lo tanto la fíecha entre 2 y VJ en D no es verde

Afirmación 2. d~) Para 1 <, í £ í - l , 1a flecha entre 2 y v¡ vade z

hacia v-x.

Demostiación. Recordemos que por hipótesis del Teorema, todo ciclo

dirigido de longitud 3 en D es monocromático, y z es adyacente a todo

vértice de P(s) por hipótesis de la Afirmación 2).

Enseguida analizaremos la dirección de las flechas entre 2 y v-lt gara

1 < i < í - l .

Si la fíecha entre z y v\, va de v\ hacia z, entonces tenemos en D el

ciclo dirigido de longitud 3 (2, z+, vu z\ con (2, 2+) € F(D) azul y

(2-1-, v\) e F(D) verde, contradiciendo que todo C3 en D es monocromático.

Por lo tanto la flecha entre 2 y v\, vadez hacia v\.

Supongamos que para 1 < j < t-2, la flecha entre 2 y v^ va de z

hacia v¿9 probaremos que la flecha entre 2 y v¡+\, va de z hacia VJ+I

Supongamos por contradicción que la flecha entre 2 y v¡+u es (VJ+¡, 2),

ver Figura 43, entonces tenemos en D el ciclo dirigido de longitud 3
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Teorema 5.1 que (z, v¡) y

Afirmación 2,c).

Por lo tanto la flecha entre z y v¿n, es (z,

F(D) verde, se sigue de la hipótesis del

z) son de color verde, contradiciendo la

r=rojo

b=azul

g=verde

Z-=Vt.

Figura 43

Por la Afirmación 2, d) tenemos la flecha (z, vt.\), así que en D se tiene

el ciclo dirigido de longitud 3, (s, vu\s vti 2), Figura 44, con ( V H , ^t) e F(D)

verde y (v t í z) e F(D) roja, conn"adiciendo que todo C3 en D es

monocromático.
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r=rojo

b=azul

g=verde
Vi-\

Z-=Vt

Figura 44

Concluimos que (z-, z) e F(D) y (s , z+) e F(D) son del mismo

color1.. 0

Afírmación 3) Si s e V(y)\{x, y} entonces (s-, s) e F(D) y

(s, s+) e F(D) son del mismo color,

Demostración. Como s ^ x y s & y, entonces s es adyacente a todos

los vértices de P(s) en D, así que por la Afirmación 2) (s-, s) e F(D) y

(s, s+) € F(D) son del mismo color []
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Afirmación 4) Las trayectorias (x, y, y) y {y, y, x) son

monocromáticas en D

Demostración Sea (x, y, y)~{x = $o,Si, S2, .,.,., Sk=y)5 si s = s¡,

1 < x £ & - / , entonces (s-, s) e F(D) y (s, s+) e F(D) son del

mismo color por la Afirmación 3), en particular' si s = S\, entonces

(So, SÍ) e F(D) y (s/ , s¿) e F(D) son del mismo color, pero

(s /, s¿) e F P ) es del mismo color que (s¿t S3) G F(D) cuando s = s2,

y (s^, S3) e F(D) es del mismo color que (Ss, s^) e F(D) cuando

s = S3, y así sucesivamente, por lo que la trayectoria (So, Si, S2» , sO es

monociomática en D.

De manera similar (y, y, x) es monocromática en D •

Afirmación 5) x y y no son consecutivos en y.

Demostración Por contradicción. Supongamos que x y y son

consecutivos en y, con rr predecesor de y. Por la Animación 4) las

trayectorias (x, y, y) y (y, y, a:) son monocromáticas en D, entonces

Or ,y )e F(#(D)) y (y, x) e F(«(D» , así que (x, y) e Sim(«?(D)),

lo cual es una contradicción pues por hipótesis sólo los vértices no

consecutivos en y tienen flechas simétricas en *#(D),. Q

Afirmación 6) Las trayectorias (x, y, y) y (y, y, x) no son del

mismo color

Demostración Por contradicción., Supongamos que (x, y, y) y

(y> y, #) son del mismo color, por lo que y es monocromático en D?
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entonces entre cualesquiera par de vértices z, w de y existen trayectorias

monocromáticas de 2 a w y de w a z en Ds de donde

(z, w) e F(#(D)) y (w, z) e F(^(D)) Tomando z y w consecutivos

se contradice que y Q Asim(^(D)).

Por lo tanto, (x, y, y) y (y, y, x) no son del mismo color Q

Supongamos sin pérdida de generalidad que en D, (x> y, y) es roja y

(y, y, x) es azul

Afirmación 7) P(x) no es roja ni azul.

Demostración. Si P(x) es roja entonces se tiene una trayectoria

dirigida roja en D de x a x- formada por (x, x+) u P(x) donde

(x, x+) c (x, y> y), por lo que (x, x-) e F(«'(D)) contradiciendo que

Si P(:e) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida azul de x+ a x

la cual se forma por P(x) u (x-9 x) con (x-, x) c (y, y, x\ de donde

(x+, x) e F(#(D)) contradiciendo que y cAsim(<^(D)) []

Afirmación 8) y € V(P(ar)).

Demostración, Si y £ V(P(ar)), como [̂ r, y] es la única flecha que no

está en D, entonces x es adyacente a todos los vértices de V(x) en D Ahora,

por la Afirmación 2), (a>, x) e F(D) y (x, x+) e F(D) son del mismo

color, contradiciendo que (x-, x) e F(yf y, r ) es de color azul y

{x9 i+) e F(2, y, y) es de color rojo Por lo tanto y e V(P(x))., Q
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Afirmación 9) P(y) no es roja ni azul,.

Demostración,, Si P(y) es azul entonces se tiene una trayectoria dirigida

azul de y a y- formada por (y, y+) \J P(y) donde (y, y+) c (y, y, x),

por lo que (yy y-) e F(^(D)) contradiciendo que y c

Si P(y) es roja entonces se tiene una trayectoria dirigida roja de y+ a y

en D, la cual se forma por P(y) u (y-, y) con (y-, y) c (x, y, y\ de

donde (y+, y) e Ft^D)) contradiciendo que y c Asím((g"(D)). 0

Afirmación 101 x e V(P(y)).

Demostración., Si x € V(P(y)), entonces y debe ser adyacente en D a

todos los vértices de P(y) Ahora, por' la Afirmación 2), (y-, y) e F(D) y

(y. V+) e ^(D) son del mismo color, contradiciendo que (y~, y) es roja y

(y, y+) es azul., Por1 lo tanto x e V(P(y)), •

De la Afirmación 8) se tiene que y e V(P(^)) y de la Afirmación 10) se

tiene que x e V(P(y)).

Sean ¥{x) = (r+*ao, a b a2, , ar? ar+J = y, a^,..., x~)

bo,bi,b2 ; ^ ^ b ^ n - x , bs+2, ,y-)- Figura45
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r^rojo

b=azul

g=verde

x-

Figura 45

Consideraremos los casos A) P(x) y P(y) son del mismo color y B)

P(,x) y P(y) no son del mismo color, para alcanzar la contradicción en

ambos casos de la demostración del Teorema 5 1,,

Caso A) Supongamos que P(x) y P(y) son ambas del mismo color, como

P(x) y ?(y) no son de color rojo ni azul, consideremos sin pérdida de

generalidad que P(.r) y P(y) son de color verde, como se muestra en la

Fíguia46.
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r=rojo

b=azul

g=verde

Demostraremos que la flecha entre y+ y 2+ en D va de x+ hacia y+

Obseivemos que:

a) Para 0 < i <r, la flecha entre y+ y a? en D no es verde.

Demostiacion Supongamos primero que (y+, a¿) e F(D) es verde, ver

Figura 47, 0 < i < r, entonces se tiene una trayectoria dirigida verde en D

de y+ a y formada por (y+, a¿) u (a,-, P(a:), y), por lo que

(y+> y) e F(^(P))7 contradiciendo que y £ Asim(#(D))
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i=rojo

b=azul

g=verde

Figura 47

Supongamos ahoia que (a¡, y+) e F(D) es verde, ver Figura 48,

0<i <r, entonces se tiene una trayectoria dirigida verde en D de x+ a

x formada por (x+, P(x), a,) u (a¿, y+) u (y+, P(y\ x), por lo que

, r) G F(^(D)), contradiciendo que y c Asim(^(D))
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x=bs

r=rojo

b=azul

g=veide

Figura 48

Por lo tanto la ñecha entre y+ y a,-, en D no es verde, (0 < i < r) . Q

b) Paca 0 ¿ i < r, si la flecha entre y+ y â +j en D va de

a¿+i hacia y+, entonces la flecha entie y+ y a¿ en D va de a¿ hacia y+,

Demostración. Consideremos {a&i, y+) e F(D) y supongamos por

contradicción qué (y+, ai) e F(D) entonces (y+, a¿, at+u y+), es un

triángulo en D con (a^ a,-*i) e F(D) verde, Figura 49, este triángulo es
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monocromático (Por hipótesis del Teorema 5.1) así que (y+, a¿) e F(D) y

(a¡+i, y + ) e F(D) son de color verde, lo que contradice a).

x =bs

r=rojo

b=azul

g=verde

y-

Figura 49

Por demostrar que la ñecha entre x+ y y+ e n D e s (x+, y+).

Como la flecha entre y - an-i y y+ en D es (ai+i, y+) se sigue

inductivamente por b)que (ao=x+, y+) también está en D., •
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Demostraremos ahora que la flecha entre y+ y x + e n D va de y+ hacia

x+. Observemos que:

a') Para 0 < %< s, la flecha entre x+ y b¡ en D no es verde.,

Demosttación. Cuando (x+, b¡) e F(D) es verde, 0 < i <s, Figura 50,

se tiene una trayectoria dirigida verde en D d e x + a x foimada por

(x+, ai) u (a,-, P(y), x)t por lo que (ar+, x) e F(^(D))S contradiciendo

que y c Asim( 9S (D))
a; =b;

i=rojo

b=azul

g=verde

Figura 50

Cuando (b¿, x+) e F(D) es verde, Figura 51, 0 ¿ i á s , se tiene una

trayectoria dirigida verde en D de t/+ a y formada por
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(y+, P(v), bi) u (bf, x+) u (,x+, P(a;), y), por lo que

(y+> y) e F(íf(D)), contradiciendo que y cAsim(#(D))

r=rojo

b=azul

g=verde

X=bs

Figura 51

Poi lo tanto la flecha entre x+ y bi en D no es verde, (O < í <s), Q

b') Para O < í < s, si la flecha entre x+ y bx+] en D va de

i hacia x+y entonces la flecha entre x+ y b^ en D va de b¿ hacia x-r
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Demostración Consideremos (bi+i, x+) e F(D) y supongamos por

contradicción que (x+, b-í) e F(D) entonces (x+t bu bi+\, x+\ es un

triángulo en D con (b,9 b¡+i) e F(D) verde, Figura 52» este triángulo es

monocromático (Poi hipótesis del Teorema 5 1) así que (fy+i, x+) e F(D) y

(x+, bí) e F(D) son de color verde, lo que contradice a')

r=rojo

b=azul

g=verde

Figura 52

Por demostrar que la flecha entre x+ y y+ en D es (y+, x+). Como la

flecha entie x = bg+i y a;+ en Des(b s+i )r+) se sigue inductivamente por

b') que (b0, a:+) e F(D) Por lo tanto (y+9 ¿+) e F(D) 0
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Demostración del caso A) Por una parte se demostró la flecha entre x+ y

y+ en D es (x+y y+)t y por otro lado se demostró que la flecha entre x+ y

y+. en D, es (y+, x+) lo cual no es posible ya que en D se tiene que entre dos

puntos hay a lo más una flecha []

Caso B) Supongamos que P(x) y P(y) no son ambas del mismo color y

consideremos sin pérdida de geneíalidad que en D P(x) es verde y P(-y) es

amarilla Véase la Figura 5.3
x =bsn

r=iojo

g=veide

b=azul

y^amarillo

V
•T-),

y+ = b0

Figura 53

Demostraremos que la flecha entre x+y y+ en D va de x+ hacia y+
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Observemos que:

a) Para 0 < i < r, si la flecha entre y+ y a¿ en D va de y+ hacia a,-

ésta flecha no puede ser verde,.

Demostración Supongamos que (yt-, a<) e F(D) es verde, ver Figura 54,

0 < i úr, entonces se tiene una trayectoria dirigida verde en D de y+ a y

formada por (y-f, at) v (aÍ5 P(x), y), por lo que {y+, y) e ¥(<& (D)),

contradiciendo que y c Asim(^(D)).

i=i ojo

b=azul

g=verde

Figura 54

Por ío tanto si (y+, a¿) e F(D), ésta flecha no puede ser verde.
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b) Para O ¿ i < r, si la flecha entre y+ y a<+i en D va de at+i hacia

y+ entonces la flecha entre y+ y ai en D va de a¿ hacia y+.

Demostración Supongamos que (a¡+i? T/+) e F(D), y supongamos por

contradicción que (y+, a,) e F(D) entonces (y+7 a¡, a,>i, y+), es un triángulo

en D con (ai, a¿+i) e.F(D) verde, Figura 55, este triángulo es monocromático

(Por hipótesis del Teorema 5.1) así que (y+, a¿) e F(D) es de color verde, lo

que contradice a) Por lo tanto la flecha entre y+ y ai es (ai, y+)

x =

r=rojo

b=azul

g=verde

Figura 55

Poi demostrar que la flecha entre y ~&T+\ y y+ en Des (&I+],y+)..

Como la flecha entre y= &T+\ y y+ enDes{ar+i? y+) se sigue inductivamente

por la b) que (ao=,aH-, y+) también está en D Figura 56 Q
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x=bs

r=rojo

b=azul

g=verde

Figura 56

Demostraremos que la flecha entre x+ y y + e n D v a d e y+hacia x+.

a') Para 0 < i < s, si la flecha entre x+ y b¿ en D va de x+ hacia bi

ésta flecha no puede ser amarilla

Demostración. Supongamos que (,x+, b¿) e F(D) es amarilla, 0 < i < s,

vei Figura 57, entonces se tiene una trayectoria dirigida amarilla en D de ar+ a

x foimada por (x+, b-¿) w (bí, P(y), x), por lo que (,x+, a;) e

contradiciendo que y c
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x =bs

r=rojo

b-azul

y^amarillo y=a^i

Figura 57

haciab') Para 0 < i <s> si la flecha entre x+ y b̂ +i en D va de í+i

x+ entonces la flecha entre x+ y b¿ en D va de b,; hacia x+.

Demostración Supongamos que (b^+i, x+) e F(D), y supongamos par

contradicción que (x-+, b-i) e F(D) entonces (x+? b¿, b¿+¡, r+), es un triángulo

en D con (bi, bí+i) E F(D) amaiilla, Figura 58, este triángulo es

monocromático (Por hipótesis del Teoiema 5,1) así que (r+, b̂ .) e F(D) es

de color amarilla, lo que contradice la a'. Por lo tanto la flecha entre x+ y bi

en D va de bi hacia x+.
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1=1 OJO

b=azul

y=amaiillo

Figura 58

Por demostrar- que la flecha entre x ~ bs+i y x+ en D es (bs+i,

Como la flecha entre x=b^] y r + e n D es (bs+i, x+) se sigue inductivamente

por b') que (bo=y+, x+) también está en D. Figura 59 0
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r^rojo

b=azul

y=amarillo

y+=b0

Figura 59

Demostración del caso B) Por una parte demostramos que la flecha entre

x+ y y+ en D es (a:+9 y+), y por otra parte que la flecha entre x+ y y+

en D, es (y+, x+) lo cual no es posible ya que en D se tiene que entre dos

puntos hay a lo más una flecha, •

Para completar la demostración del Teorema, Dado que P(,x) y P(y) son

ambas trayectorias monocromáticas y estas trayectorias no pueden ser ambas

del mismo color ni tampoco pueden ser ambas de color distinto en D se tiene

un imposible
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Por ío tanto # (D) no tiene ningún ciclo dirigido asimétrico y tal que

{x, y} c V(y) y entre dos véitices z, IJU no consecutivos en y se tiene que

{(z, w \ (w, ? ) | c F ( f ( D ) ) •

TEOREMA 5.2., Sea D una dígráfíca m-coloreada que resulta de borrar una

sola flecha, la ñecha entre x y y, de un torneo m-coloreado, Si en D todo

C3 es monocromático entonces D tiene núcleo por' trayectorias

monocromáticas

DEMOSTRACIÓN. Se sigue directamente del Lema 31 y del Teorema 5.1 •

TEOREMA 5.3. Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de borrar una

sota flecha, la flecha entre x y y, de algún torneo m-coloreado Si en D

todo C3 es monocromático entonces ^"(D) es una digráfíca núcleo perfecta,

DEMOSTRACIÓN Consideremos dos casos posibles

Caso A) {x, y) es un conjunto independiente por trayectorias

monocromáticas en D

Demostración. Sea C c V(D) un conjunto no vacío de vértices,,

Probaremos que #(D)[C] tiene núcleo,

Obseivemos que D[C] es una digráfica completa ó una digiáfíca completa

menos la flecha entre x y y.
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Si D[C] es una digráfíca completa, entonces por' el Teorema 2 10,

^(P[C]) es núcleo perfecta, así que ^(D[Cj) tiene núcleo

Si D[C] es una digráfíca completa menos la flecha entre x y y? entonces

por el Teorema 5.2, D[C] tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, y

por la proposición 2.1, ^(D[Cj) tiene núcleo

Por la Observación del Teorema 4.3, se tiene que si B es núcleo de

«(D[Cj), B es núcleo de «(D) [C] Por lo tanto ^ D ) [C] tiene núcleo,. Se

sigue que *^D) es núcleo perfecta

Caso B) {x, y} no es un conjunto independiente por trayectorias

monocromáticas en D

Demostración Por contradicción

Supongamos que <8(p) no es una digráfica núcleo perfecta.

Observemos que en ^(D) todo par de vértices es adyacente, pues \x, y]

es la única flecha faltante en D, pero {x, y} no es conjunto independiente

por trayectorias monocromáticas en D, así que en <& (D), x y y están

unidas por una flecha De esta forma tenemos #(D) es una digráfíca completa

Ahora como ^ (D) no es una digráfíca núcleo perfecta, se tiene por el

Teorema 2.5 que #(D) tiene un ciclo dirigido asimétrico,

Sea y un ciclo dirigido asimétrico de longitud mínima contenido en

Afirmación 1) Para todo par de vértices, u, v eV{^ (D)) no

consecutivos en y, {(u, v\ (y, u)}cF(?(D)).

Demostración. Supongamos que existen dos vértices, u, v no

consecutivos en y, tal que sólo existe la flecha (u, v) o la flecha (y, u) en
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Entonces existe un ciclo dirigido asimétrico y ' de longitud menor

que y contenido en ^(D), donde y ' puede ser y '= (u, y, v) u (v, u) ,

o y '= (u, -u) u (v, y, u) dependiendo el sentido de la flecha asimétrica

entre u y v en

Afirmación 2) {x, y) c V(y).,

Demostración Supongamos que {x, y} <z V(y) Entonces D[V(y)] es

una digráfíca completa, donde todo C3 es monocromático, y por el Teorema

2 10, D[V(y)] tiene núcleo por trayectorias monocromáticas, así que

®"(D[V(y)]) tiene núcleo y por la observación del Teoreraa 4.3, el núcleo

<& (D[V(y)])s es núcleo de <& (D)[V(y)]. Consideremos v núcleo de

<$ (D)[V(y)], v absorbe a todo vértice de y, en particular v absorbe a su

sucesor en y, lo que contradice que y eAsim(^(D))

Por la Afirmación 1) y la Afirmación 2) se tiene una contradicción al

Teorema 5 1.. H

Enseguida mostramos que la hipótesis del Teorema 5.1 es necesaria

mediante algunos contraejemplos de casi-torneos m-coloieados, m > 47 que no

contienen ciclos dirigidos de longitud 3 monocromáticos y los cuales

tampoco tienen núcleo por' trayectorias monocromáticas

La Figura 60 representa la digráfíca D = T? - [vÍ7 vy], 4-coloreada en la

que los todos los ciclos dirigidos de longitud 3 contenidos en D no son

monocromáticos., Se puede verificar fácilmente que ésta digtáfíca no tiene
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núcleo por trayectorias monocromáticas ya que, cada vértice v\ no tiene

trayectoria monocromática hacia su vértice anterior, con i módulo 6, es decir

(vi+r ~' -»mono VÍ), además el vértice v? no absorbe a ningún vértice v%t

\<i < 6,

Figura 60

A partir de la digráñca de la figura 60 se pueden construir una infinidad de

casi-tomeos 4-coloreados que no tienen ciclos dirigidos de longitud 3

monocromáticos, y tampoco tienen núcleo por trayectorias monocromáticas

Para confluir éstos casi-torneos de sólo necesitamos ir agregando cada vez

un nuevo vértice y todas las flechas de color 1 del nuevo vértice hacia todos

los vértices anteriores Los nuevos casi-torneos obtenidos de esta forma son

también 4-coloreados, no contienen ciclos monocromáticos de longitud 3 y

tampoco tienen núcleo por trayectorias monocromáticas
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Ahora, mostraremos porqué las hipótesis del los Teoremas 11 y 5 1 son

independientes

Por un lado la hipótesis de que un casi-tomeo m-coloreado no contenga C3

tricolor ni T3 tricolor no implica que en éste todos los ciclos dirigidos de

longitud 3 sean monocromáticos La digráfica D = T4 ~ [x, y\ de la Figura

61, no contiene C^ tricolor ni T3 tricolor y tampoco tiene C3 monocromáticos

w

Figura 61

Poi otro lado, la hipótesis de que un casi-torneo m-coloreado todo ciclos

de longitud 3 es monocromático tampoco implica que éste casi-torneo carezca

de 1} es tricolor En la digráfica de la Figura 62 (D = T4 -\x, y]\ todo C3 es

monocromático pero todo T3 es tricolor.

Figura 62
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Veamos ahora, que las hipótesis de los Teoremas 1,1 y 5 1 también son

independientes

Por un lado la hipótesis de que en un casi-tomeo m-coloreado todo C3 sea

casi-monocromático y todo C4 sea casi-monocromático, no implica que los

ciclos de longitud 3 sean monocromáticos., En la digráfica D = T4 - [x, y\, de

la Figura 61, todo C3 y todo C4 son casi-monocromáticos y podemos

observar que D no contiene C3 monocromáticos

Por otro lado, la hipótesis de que en un casi-torneo m-coloreado todo ciclo

de longitud 3 es monocromático tampoco implica que en éste casi-tomeo todo

C3 y todo C4 sean casi-monocromáticos.. En la digráfíca D = T4 ~[x, y], de la

Figura 62, todo C3 es monocromático pero no hay C4 casi-monocromáticos.

Del teorema 5.3 decimos que si D una digráfica m-coloieada que resulta de

borrar una sola ñecha, de algún torneo m-coloreado en la que todo C3 es

monocromático D está en la clase de digráficas 8 y 3

Aún queda pendiente una conjetura: Si D es un torneo menos una flecha

coloreada con sólo tres colores, y en la que todo ciclo dirigido de longitud tres

es casi-monocromático, ¿D tiene núcleo por trayectorias monocromáticas?,
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CONCLUSIONES

El trabajo realizado en el último capítulo proporciona resultados nuevos

que consideran como hipótesis las Digráfícas conocidas como casi-toineos

con la condición de que en éstas digráfícas todo ciclo dingido de longitud 3

sea monocromático, ésta hipótesis es independiente de las hipótesis

consideradas en los diferentes trabajos realizados por Shen Minggang [20],

H Galeana-Sánchez [7, 8], H-Galeana-García Ruvalcaba [9] para determinar

si una digráfica tiene núcleo por trayectorias monocromáticas

Dejamos abierta la conjetura Si D es un torneo menos una flecha

coloreada con sólo tres colores, y en la que todo ciclo dirigido de longitud tres

es casi-monocromático, ¿D tiene núcleo por' trayectorias monocromáticas?,
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