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Introducción 

Las probabilidades de transiciones electrónicas en átomos son cantidades de 

gran importancia en muchas áreas de la fisica y química. Estas cantidades 

proporcionan infonnación crucial sobre la estructura electrónica. A pesar de 

que se han desarrollado diferentes modelos para la obtención de 

probabilidades de transición más precisas, sigue siendo un t,'Tan desafio para la 

fisica experimental y teórica. 

El objetivo central de esta tesis es el desarrollo de un modelo que permita 

calcular la probabilidad de transición electrónica provocada por una 

perturbación electromagnética, de un electrón de valencia, en un sistema 

atómico, ajustable a un átomo hidrogenoide. 

Se han desarrollado diferentes métodos1·3 para determinar las probabilidades 

de transición. Basados en las ideas generales de estos métodos se desarrolló un 

programa de cómputo para obtener una probabilidad de transición (4S112 -

4P112) electrónica. 

Conviene hacer la aclaración que el objetivo de este trabajo fue evolucionando 

a lo largo del mismo de tal forma que un titulo más apropiado para esta tesis 

debió haber sido: 

" Modelo en el Esquema de Partícula lndep~ndiente para el Cálculo de 

Probabilidades de Transiciones Electrónicas ", en ves del que fué 

originalmente registrado. 

Esta tesis cuenta con tres capítulos y un apéndice. En los primeros dos 

capítulos se fundamenta esencialmente la fisica del modelo empleado en el 



pro!:,>Tama de cómputo; esta obra inicia con el estudio del átomo de hidrógeno, 

presenta y describe la ecuación de Schrodinger para este sistema, así como su 

función de onda que es la solución, después se desarrolla la teoría de 

perturbacion para sistemas con dos niveles de energía. En el tercer capitulo se 

describe el modelo del electrón menos ligado y se muestra la factibilidad del 

mismo para la transición 4S112 - 4P112 del Cobre. 

Por último, en el apéndice del presente trabajo se incluye el programa de 

cómputo en lenguaje Fortran. 
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1 
La ecuación de Schrodinger para el átomo 

de hidrógeno y su función de onda 

1.1 LA ECUACIÓN DE 

HIDRÓGENO 

SCHRODINGER PARA EL ÁTOMO DE 

Un átomo de hidrógeno está formado por un protón y un electrón con carga 

eléctrica +e y -e, respectivamente. El electrón se mueve alrededor del protón 

(fig. 1.1 ). Para obtener la ecuación de Schrodinger de este sistema, se 

consideran dos aproximaciones4
• La primera es que el núcleo está en reposo en 

un sistema inercial; esto es aceptable, ya que el núcleo es 1836 veces más 

masivo que el electrón, entonces para nuestros propósitos coincide con el 

centro de masa del átomo. La segunda aproximación es considerar que la 

interacción entre las partículas es un campo eléctrico cuyas fuentes puntuales 

están en el núcleo y en el electrón. 

órbita 

Núcleo 

+e -~ 

Electrón 
•C 

Flg. 1.1 Álomo de hidrógeno 

El movimiento del electrón respecto del núcleo está detenninado por la fuerza 

central f' debida a la interacción eléctrica entre ambos: 
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Ze' 
F=- 4tre r' u,' 

" 

( 1.1) 

donde Z es el número atómico, Eo la pennitividad del vacío, r la distancia 

núcleo-electrón y u, la dirección radial. Entonces la energía potencial del 

sistema núcleo-electrón es: 

(l.2) 

El movimiento del electrón está determinado por la ecuación de Schrodinger 

con una energía potencial dada por la ec. 1.2, que toma la forma 

(1.3) 

donde m0 es la masa del electrón y x, y, z son las coordenadas cartesianas de 

r. 

La solución de la ecuación ( 1.3) sé analizará en las secciones 1.3, 1.4 y 1.5. 

Puesto que la energía potencial del sistema (ce. 1.2) es función solo de r y 

las derivadas parciales de la ce. 1.3 están respecto a las variables x, y, z, lo 

más conveniente es expresar la ecuación en términos de las coordenadas 

esféricas. 
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x = r sen 8 cos ij> 
y = r sen 8 sen ij> 
z = rcos8 

Flg. J.2 Coordcnudns 
esfcricas. 

z 

En coordenadas esféricas, la ecuación de Schrodinger para el átomo de 

hidrógeno es: 

éJ ( í'JP) a ( él'!-') o''Y 2m'sen'B( e' r sen'B- r 2
- +sen'B- senB- +--, + • 

2 
--+E =0 (1.4) 

éJr éJr 88 éJB iJtP· ti 4rrc0 r 

La probabilidad de encontrar al electrón entre el punto (r,0,cj>) y 

(r + dr, B + dB.tP + dtP) es proporcional al cuadrado del valor absoluto de la 

función de onda: l'YI' (o 'l''Y", si 'I' es compleja). 

Antes de determinar 'I' se debe recordar los requisitos que debe cumplir : 

1.- l'YI' es proporcional a la probabilidad P de encontrar el electrón en el 

punto (r,0,ip) y (r + dr,B + dB,tP + dtP} 

2.- La integral de i'l'i' sobre todo el espacio debe ser finita, porque el electrón 

tiene que estar en alguna parte del espacio; si f 1'1'1' clv (1.5) 

es igual a cero, la partícula no existe. 



3.- 'I', éJ'I' éJ'l'c~B , y iW deben ser continuas en todo el espacio. or • " éJ(> 

4.- Si la función de onda 'l' cumple la condición 

(1.6) 

se dice que está normalizada. Esta es la afirmación matemática de que el 

electrón se encuentra en algún lugar del espacio. 

La simetría esférica <le la energía potencial, ec.(1.2), simplifica la obtención 

de la función de onda para la ecuación de Schrodinger, ec. ( 1.4 ). Se puede 

demostrar que la función de onda para un electrón en un campo central se 

puede escribir como el producto de dos factores, uno que depende de la 

distancia del electrón al origen y otro que depende de la orientación del vector 

de posición r, especificada por los ángulos 0 y cj>. De este modo, la función de 

onda se puede escribir como 

'I'(r,B,(>)= R(r)Y(B,(>) (1.7) 

y la ecuación de Schrodinger se puede separar. 

1.2 LA PARTE ANGULAR DE LA FUNCIÓN DE ONDA 

Para el movimiento bajo la acción de fuer.1:as centrales, el momento angular 

L= r x p respecto al centro <le füerza es una constante de movimiento. 



Un análisis teórico y experimental detallado muestra que el momento angular 

está cuantizndo; su cuadrado sólo puede tener los valores discretos<4 >. 

L' = 1(1+1)11', (1.8) 

en donde = O, 1, 2, 3,... es un entero no negativo. En los átomos 

hidrogenoides los valores de I para cada nivel de energía están limitados por 

los valores de n correspondientes a dicho nivel, es decir; para cada valor de 

n que especifica un nivel de energía, hay n valores diferentes del momento 

angular, desde I = O hasta I = n - 1. 

El momento angular, además de su limitación en módulo está restringido en 

cuanto a dirección; esta situación se llama cuantlzación espacial. Esto 

significa que el ángulo que L forma con el eje Z (Fig. 1.3) no es arbitrario; 

en otras palabras: los valores de la componente Lz están cuantizados<4
> y 

dados por 

(1.9) 

donde mi = O, ± 1, ±2, ±3, ... , ±1, esto es, mi es un número entero entre O y ± 

l. El número cuántico mi no puede ser mayor que 

sería mayor que 1 L I, lo cual es imposible. 

Fi~l.3 La componente L, !!Olo 
puede tomar ,·a]orcs discrc.1os 

m1 =o,±1,±2, ... 

X 

porque entonces Lz 

z 

y 
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La fig. 1.4 ilustra esta situación para I = 1 y I = 2. La cantidad g = 21 + 1 

se denomina degen<'ración del estado de momento angular. La tabla 1.1 da el 

valor de g para algunos valores de momento angular. 

Tabla 1.1 Designación de los estados de momento angular I y su 

degeneración 

Momento angular, I o 1 2 3 4 5 

Símbolo s p d f g h 

Degeneración, g = 21 + 1 1 3 5 7 9 11 

Para especificar la dirección del momento angular, se necesita conocer las 

otras dos componentes, Lx. Ly. Pero por el principio de incertidumbre, esto es 

imposible, ya que no se puede conocer exactamente más de una componente 

del momento angular. Por lo tanto, si se conoce L,, lo más que podemos saber 

de Lx y Ly es que están dentro de las indeterminaciones 8Lx y 8Ly que 

satisfacen la relación de indeterminación 

M,M, <=(112)/lL, , (1.10) 

Esta relación es similar a las relaciones de indeterminación para la posición y 

momento , así como para la energía y el tiempo. 



z 

m,=+I 

m,=O 

m,=-1 

/= 1 

m1 =+2 

m, =+I 

m1 =O 

m1 =-1 

mi=-2 

/= 2 

/ 

FI~ l.4 Cuanlización cspaciDI para 
1- 1y1-2. 

La parte angular Y (9,cp) depende de los números cuánticos I y m1. Esta 

función puede escribirse como el producto de una función que depende de 9 y 

otra que depende cp. 

Y,,., (B,s6)=0,,., (B}cl>,., (s6) (1.11) 

A las funciones ( 1. 11) se les conocen como armónicos esféricos. La parte cp de 

los armónicos esféricos es una función compleja pues contiene factores del 

tipo e''"·-. Sin embargo, se verá en esta sección cómo una combinación 

adecuada de los armónicos esféricos produce sólo funciones de valor real, 

conocidas como armónicos esféricos reales. 

A continuación se grafican algunas funciones angulares en coordenadas 

esféricas para los primeros estados cuánticos y así abordar el análisis de la 

parte angular del átomo de hidrógeno. 
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Armónicos esféricos reales 

Como la probabilidad de transición es proporcional al cuadrado de la parte 

real de la función de onda 'i', es necesario separar la parte imaginaria y real de 

los annónicos esféricos Y,,., (vea tabla 1.2), mientras con ID¡= O no existe 

parte imaginaria. 

Tabla 1.2 Funciones angulares del hidrógeno 

ID¡ -0~, (o}<l> m, (¡6) 

o o ( l/47t) r.l 

o (3/47t) -cose 

(3/87t) sene e' 

-1 (3/87t) sene e"' 

o (5/167t) (cose-I) 

(l 5/87t) senecose e' 

-1 (15/87t) sen8cos8 e·• 

2 ( l 5/327t)1 

-2 ( l 5/327t) 

Las partes real e imaginaria de las funciones angulares <t>.., (;) pueden 

obtenerse haciendo uso de la relación de Eulcr: 

e;m+ = cos mcj> + i sen mcj> , (1.12) 

10 



Una solución para evadir los números complejos es trabajar con el módulo de 

los mismos, que es un número real. Así, el módulo de la función ( 1.12) es 

1 e;m+ 1 = [ cos2 m<j> +sen' m<j>] 112 = 1 , (1.13) 

Una de las primeras funciones donde aparece m;éO son las funciones (con 

números cuánticos /=p y IDF+ 1,-1) P+t y p.1, que tomadas de la tabla 1.2, son 

Y1.1 (0,<j>) = (3/8n)112 senO e;o , (1.14) 

Y1.-1 (0,<j>) = (3/8n)112 sene e.;o , (1.1 S) 

Aplicando (1.13), el módulo de ambas funciones resulta ser idéntico: 

1 Y1,1 (0,<j>)l=I Y1,-1(0,<j>)1=(3/8n)1"sen8 , (1.16) 

Como se ve al tomar el módulo se ha perdido información acerca de la función 

de onda, pues así ya no se puede diferenciar entre P+t y p.1. Sin embargo, 

como lo que interesa en realidad es el cuadrado de la función de onda y que 

los cuadrados de (l.14) y (l.15) son iguales al de la función módulo (1.16), 

esta última resulta ser de utilidad. No obstante se acostumbra analizar las 

partes angulares haciendo combinaciones de las funciones complejas con 

objeto de obtener funciones de valor real. Para ello se aprovechan las 

siguientes relaciones, 

cos 

sen 

e""-+ e_,,,._ 
111tP = ----2-- , 

111"' = ~=~--=--':.·~m~_) 
Y' 2i , 

(1.17) 

(1.18) 

11 



Por ejemplo, las siguientes combinaciones de las funciones p+1 y P-1 resultan 

ser funciones de valor real: 

(l.19) 

Y' te"')= Y,,, {B,t/i)-:!'1.-1 (B,t/i) 
J,sm\: •'f' ..J2¡ 

(1.20) 

Esto es fácilmente demostrable sustituyendo (1.14) y (l.15) en (1.19) y (1.20), 

empleando las relaciones ( 1. 17) y ( 1.18) para m¡ = I, de donde se obtiene 

Y1:_{B,t/i)=(%nf sene cos¡/i, 

Y1:,..(B,t/i)=(%n}V,senB sent/i, 

(1.21) 

(1.22) 

y resulta claro por qué se escogieron los subíndices "cos" y "sen" para estas 

nuevas funciones. Los superíndices 1 se refieren a 1 mi I . 

Los armónicos esféricos obtenidos por este procedimiento se conocen como 

armónicos esféricos reales. El precio que se debe pagar por haber evitado Jos 

números complejos es que las nuevas funciones no están caracterizadas más 

que por el número cuántico I y la paridad (seno o coseno) de la función de $. 

Se ha perdido el número cuántico mi , pues los armónicos esféricos reales se 

obtienen por combinaciones entre dos soluciones con diferentes valores de m¡, 

12 



Tabla 1.3 Armónicos esféricos reales normalizados 

Nombre Función 

Yo.o s (l/47t)"¿ 

Y1.o J>-L (3/47t)1r.zcose 

Yi~cm Px (3/47t)"¿sene coscp 

r,~Jll'I Py (3/47t)"-sene sencp 

Y,_o d/ (3/l67t) 112(cos'e - 1) 

Y ~.cos ·. dxz ( l 5/47t)"¿sene cose coscp 

Y:'.u" dyz (15/47t)112sene cose sencp 

Y27w. d,.1_,1 (15/l67t) 112sen2e cos2cp 

Y.' :z.,.., dxy (15/l67t)112sen2e sen2cp 

¿• 
dz debena llamarse d

3
,,_,,, pero se ha generalizado el nombre. 

Funciones s 

Las funciones s, como puede verse en la tabla 1.3, son funciones constantes. 

Para cualquier función especificada por los ángulos e y cp, la función siempre 

vale (47t)112 = 0.282: 

Yo.o= 0.282 , 

Por tanto, su gráfica en coordenadas esféricas polares es una esfera. El 

cuadrado de esta función representa la contribución de la parte angular del 

orbital en la densidad de probabilidad. Pero, ya que Y.,'..,= 0.0796 es también 

13 



una constante, su gráfica es así mismo una esfera. Esto indica que la densidad 

de probabilidad de encontrar el electrón es la misma independientemente de la 

dirección que se desee tomar (a partir del núcleo). 

Funciones p 

En la tabla 1.3 puede observarse que el factor de nonnalización, A= (3/47t) 112 

= 0.4886, es el mismo para los tres annónicos esféricos tipo p. Sin embargo 

su dependencia angular resulta ser diferente, pero como veremos adelante son 

equivalentes. 

La gráfica cartesiana de la función coseno afectada por el factor de 

nonnalización, A, es la siguiente: 

Flg.1.5 Función p. en el plano "Y 

De acuerdo con la fig.(1.5), los valores de la función se representan como una 

distancia vertical, según se ha ejemplificado para O = 30°, donde Pz (30°) = 

0.423. Puede verse que la función toma valores negativos para ángulos entre 

90° y 270º y que su valor máximo se da para O= 0°. 
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FI~ 1.6 Orático de p, y Pza en el plano 1X. 

En la fig 1.6 se observa el plano zx que está compuesto por los dos 

hemiplanos con 4> = 0° y 4> = 180°. En cada uno de ellos se grafica para todo 

valor de 0, midiendo el ángulo 0 a partir del eje z. Vale la pena notar que por 

debajo del eje x (9 > 90°), la función p, es negativa, pero como lo que se 

grafica es su valor absoluto, se pierde esta información. Para 9 = 90° 

(ecuación del plano xy), la función p, vale cero, por lo que todo el plano xy es 

una superficie nodal. Se ve que para las funciones angulares las superficies 

nodales son planos. 

Mientras que la gráfica p. resulta constar de dos círculos tangentes en el 

origen, su cuadrado tiene una forma oblonga. Así la contribución angular a la 

densidad de probabilidad es mayor sobre las direcciones cercanas al eje z y 

disminuye al alejarse de él, hasta anularse sobre el plano xy. 

La función p, es independiente del ángulo 4', lo cual implica que es simétrica 

alrededor del eje z. La gráfica de la fig.1.6 resulta la misma a pesar de que se 
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escoja cualquier par de hemiplanos (~y~+ 180º) que contengan al eje z. Así 

la gráfica total de Pz en coordenadas esféricas polares resulta ser un par de 

esferas tangentes en el origen colocadas sobre el eje z. Las gráficas 

correspondientes a los orbitales 1>. y py son equivalente a Pz. con la diferencia 

de que las esferas están ahora colocadas sobre el eje x y el eje y, 

respectivamente. 

Funciones d 

A diferencia de los tres armónicos esféricos tipo 1>. que son equivalentes, las 

cinco funciones d de la tabla 1.3 no tienen !,lTáficas equivalentes. Por 

ejemplo, al graficar la función du sobre el plano xz (fig. 1.7); para «!> = 0° 

(mitad derecha del plano xz), cos «!> =l y dxz (e,O) = 1.093 sen e cose. Para«!>= 

180º (mitad izquierda del plano xz), cos «!> =-1, dxz(e,7t) = -1.093 sene cos9. 

z 

+-180" .... 

Flg. t.7 OnUicn c.lcl armónico adCrico <l., . En los lóbukr.i con signo m"'-nos. la limción loma valores negativm. 
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Comparación de la funciones s, p y d. 

Con respecto a la contribución de la parte angular a Ja densidad de 

probabilidad para el electrón, se debe analizar el cuadrado de las funciones 

angulares. Mientras la función s aporta la misma contribución en cualquier 

dirección del espacio, los cuadrados de las funciones p toman valores 

mayores hacia donde apuntan los lóbulos de sus gráficas. Esto hace que la 

función s no tenga dirección preferencial para el electrón. Sin embargo, si el 

electrón ocupa el orbital 2p,, se tendrá una densidad de probabilidad máxima 

en la dirección del eje z, la que decrece al alejarse de éste. Entonces el 

electrón 2p, será más localizable que el Is, por lo que se acostumbra decir 

que los orbitales p son más localizados que los s. 

En la tabla 1.4 se presentan los valores que toman los cuadrados de las 

funciones angulares s, p1 y d2
1, en Ja cercanía del eje z. 

Como se ve, la máxima densidad de probabilidad de encontrar al electrón, al 

menos en Jo que se refiere a la coordenada angular, se tiene siempre en la 

dirección del eje z para todos estos orbitales. Sin embargo, al alejarse de este 

eje la disminución más rápida de dicha probabilidad se tiene para los 

electrones d, seguida de los p y finalmente de los s, pora los cuales la 

probabilidad permanece constante. 
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Tabla 1.4 Valores de las funciones s, p, y d2
, al cuadrado a la cercanía 

del eje z. 

0(º) s' p; d; 
o 0.0796 0.2387 0.3979 

5 0.0796 0.2369 0.3889 

10 0.0796 0.2315 0.3617 

15 0.0796 0.2227 0.3219 

20 0.0796 0.2108 0.2705 

1.3 LA PARTE RADIAL DE LA FUNCIÓN DE ONDA 

La parte radial de la función de onda 'f'(r,8,¡6) depende de la energía y del 

módulo del momento angular, pero no de su orientación. Se obtiene esto 

porque dada la simetría esférica de un campo central, la distribución radial del 

movimiento electrónico debe ser independiente de la orientación de su 

momento angular, o sea independiente de m1. Por lo tanto la función radial 

depende del número cuántico n asociado con la energía, y de /. De este 

modo las funciones radiales se representan por Rni(r) y la función de onda 

total es 

'l'(r,e,¡6)= u.,(r)Y..,, (e,¡6), (1.23) 
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La tabla 1.5 da las funciones radiales correspondientes a los primeros tres 

niveles de energía de los átomos hidrogenoides. La figura 1.8 muestra estas 

funciones. La flecha indica en cada caso el radio clásico de la órbita. 

Tabla 1.5 Funciones de onda radiales de los átomos hidrogenoides 

R.,,(r) ( _ 2Zr) p--
nao 

n 

o 

2 o 

R3'.1 (r)= ~ ~ p(4-p}¡-Pll ', - ( X )y, 
9· .. 6 ªº 

R -( 1 Xz)Y. , ·p/l 
"' - 9· .!30 ªº p e 

3-0 es el radio clásico de la orbita para el estado base. 

De acuerdo con las funciones radiales Fig.( 1.8), aunque lo más probable es 

que el electrón se encuentre dentro del radio clásico de la órbita, también se 

puede encontrar a distancias mayores. 
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Una particularidad interesante que se observa también en esta figura es que las 

funciones radiales para los electrones s tienen valores relativamente grandes 

para r pequeño. 

R(r) R(r) R(r) 

6 n=I 
n=2 

2.0 
1.0 

n=3 

4 

/=O 1.0 /=O 
/=O 

2 
0.5 

o 
o r 

4 8 o 
n, {AJ 8 

I = 1 

o o 
n, r[A J 8 O.IR(r) /=2 

o 

., r[A J 
Flg. 1.8 Funciones mdiaJcs del hidrógeno paran - 1,2 y 3. En cadn caso, la ordenada de la curva es CRn,,(r) m'Jn) x 10-1

• 

Da es el radio clásico de la orbita. 

r2 R(r) r R(r) 
r R(r) 

n=l 
20 

80 

r R(r) 

40 '"o 

A 
4 8 

4 (lr 
A 8 12 

F1p.. l .'J 1>1slriht11 .. "1lm nu.lial de nr11pli1ud Jl! prohuhili<lnd en el hidrbgcno pum n 12 y 3. La unh..110011 es (r2 Kn1 (r) nf1) s 
ur1

' 
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Se dice que los electrones s describen órbitas penetrantes que llegan muy 

cerca del núcleo. Los electrones p son menos penetrantes, los electrones d aún 

menos y así sucesivamente para valores crecientes del momento angular. Por 

otro lado, la amplitud de probabilidad de encontrar al electrón dentro de una 

capa esférica de radios r y r + dr independientemente de su posición angular es 

proporcional a r2 
( R,,(r) ). La fíg.1.9 muestra estas probabilidades. 

Confonne se eleva el número n, incrementa el número de oscilaciones, y la 

función de onda toma valores mas lejos del origen. 

Respecto al número de superficies nodales, es claro que cada función presenta 

I de ellas. Ya que existen (n-1-l) nodos radiales, el número total de nodos 

para cualquier orbital 'l'(r,8,¡6) resulta ser (n-1). Como la energía crece si n 

aumenta, se puede decir que el número de superficies nodales permite estimar 

la energía del orbital: a mayor número de nodos, mayor ener!,ria. 

Además, un ensanchamiento se presenta cuando I incrementa, es decir, el 

electrón es menos penetrante y está menos ligado al núcleo; como se 

mencionó para las funciones radiales del gráfico ( 1.8). 

1.4 LAS ENERGÍAS DE LOS ESTADOS ESTACIONARIOS 

Los niveles de energía posibles para los estados estacionarios ligados del 

electrón, que se obtienen de la ecuación ( 1.3 ), están dados por la expresión 

/;· ___ U ... hcZ' ( ,. Z') = - 2 l 80xl O " , )011/es 
~" 112 ,, .. 

(1.24) 

Donde n = 1,2,3, ... 
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Los valores de la energía total son negativos y esto concuerda con el resultado 

clásico para el movimiento bajo la acción de una fuerza inversamente 

proporcional al cuadrado de la distancia, en donde la órbita es elíptica, es 

decir, ligada, 

La expresión ( 1.24) se aplica a cualquier átomo que tiene un sólo electrón. 

Vale entonces para el hidrógeno Z = 1 

(
2180.tlO-"). 

E.= - ---~-- 1011/e., ,,-
(l.25) 

Sin embargo, en un sistema inercial, el núcleo no está en reposo; en realidad el 

núcleo y el electrón se mueven alrededor del centro de masa del sistema. Se 

puede analizar el movimiento relativo del electrón y el núcleo; sustituyendo en 

la ec. ( 1.24) la masa del electrón por la masa reducida del sistema electrón

núcleo por medio de la constante de Rydberg R~. Si M es la masa del núcleo, 

la masa reducida del átomo es 

m, 
µ=--

l 
m, 

+
M 

En la ec. ( 1.24) se debe reemplazar la constante de Rydberg por 

µe• [ 1 l R=--=R ----
Se2f1·1c ~ m 

o 1 +--1 
M 

(1.26) 
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De modo que los niveles de energía están dados por 

E =-Rticz' 
... ,, 112 

Cabe mencionar que sólo se consideran estados de energía negativos o estados 

/igaclos. Los estados de energía positiva, que en mm descripción clásica 

corresponden a órbitas hiperbólicas, son estados no ligados. en los cuales un 

electrón con suficiente energía cinética se aproxima al núcleo desde una gran 

distancia y después de desviarse de su movimiento rectilíneo debido a su 

interacción coulombiana con el núcleo, vuelve nuevamente al infinito. 

Los estados de energía positiva no están cuantizados, ya que la energía 

cinética inicial puede tener cualquier valor arbitrario, por lo que constituyen 

un continuo de estados. 
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2 
Sistema de dos niveles 

Las dos primeras secciones del presente capítulo presentan la teoría de 

perturbación independiente del tiempo para un sistema de dos o mas niveles 

de energías, esta teoría, a pesar de que no se utiliza en el modelo presentado 

por el capítulo 3, se considera de utilidad para el lector en un sentido 

didáctico. Por otro lado, las últimas tres secciones de este capítulo describen la 

teoria de perturbación dependiente del tiempo con el fin de desarrollar una 

relación para la probabilidad de transición, en función del tiempo, que permita 

encontrar a un sistema, en uno de dos estados posibles, debido a una 

perturbación que oscila con el tiempo. 

2.1 TEORÍA DE PERTURBACIÓN INDEPENDIENTE DEL TIEMPO EN 

UN SISTEMA DE DOS NIVELES DE ENERGÍA 

La Teoría de Perturbación Independiente del Tiempo considera situaciones en 

donde los Hamiltonianos para el sistema no perturbado y el sistema 

perturbado difieren por una cantidad pequeña independiente del tiempo. 

Sea un sistema en el cual hay sólo dos niveles de energía. Se escribe el 

Hamiltoniano del sistema perturbado como H y del sistema no perturbado H<º>. 

H y ¡/.al difieren por una cantidad representada por la per111rhación 1-P>, así 

que H=J-f'» + !11>. Se supone que las dos eigenfunciones de J-fºl son conocidas 

y se les llama 'I', y 'I',. Estas corresponden a las energías E1 y Ei, de este 

modo 



m=l,2. (2.1) 

Las funciones de onda y las energías del sistema perturbado difieren 

ligeramente de éstos. De este modo se debe intentar resolver la ecuación de 

eigenvalores 

H'i' = />'!'' (2.2) 

en ténninos de los estados de H<º>, es decir, 

'i'=a1'i'1 +a,'i',, (2.3) 

donde a1 y a2 son constantes. En lo sucesivo se usará la notación de bra-ket. Si 

esta ecuación se sustituye en (2.2), se obtiene 

(2.4) 

Cuando esta ecuación es multiplicada por la izquierda por j 1) y (2j, y usando 

la ortononnalidad de las funciones 'i'1 y 'i', ((mjn)=óm.•), se obtiene 

a,(H11 -E)+a,H,, =0 y a,11 21 +a2 (H 22 -E)=O, (2.5) 

donde Hm.• =(mjHln). La condición para la existencia de soluciones no 

triviales de este par de ecuaciones es que el determinante de los coeficientes 

de a, y a, debe ser cero: 

I
H 11 -H 

H21 
H,, \_ 

·1-º· H,, -1:, 

-------·~--------------



Este detenninante está resuelto para los siguientes valores de E : 

1 . ( ) 1 • w )" l)·; E1 = /2 H 11 +H 22 ± ... Í.l-H 11 -H,, - +4H"H,,¡-. 
(2.6) 

En el caso especial (pero común de una perturbación) para la cual 

H !:> = H l~1 =O, los elementos de la diagonal H,.,,., son igual a Hm,,, = E,.,. De este 

modo, H 1, = Hg1 (porque H'º1 es diagonal en su propio eigenestado), 

E = Y.'.:(E +E)± 11 ¡,E -E)' +4H' 11H 111 }~í 
j; / 2 1 2 /2 l. 1 2 1: :1 , 

(2.7) 

donde c 2 =H,<~>Hj\>. Las energías del sistema perturbado, E, son por lo tanto 

desplazadas desde E1 y E2, fig. 2.1, y es importante notar que el nivel de 

energía superior aumenta en energía y el nivel de energía inferior disminuye. 

La perturbación causa un tipo de repulsión entre ellos. Además, las energías 

más cercanas E 1 y E2 en un sistema no perturbado fonnan el mayor de los 

efectos de una perturbación dada. Finalmente, cuando E 1 = E2, E. - E_= 2i:, y 

así la perturbación genera la mayor repulsión de los niveles. El 

comportamiento de la energía de un sistema perturbado para valores diferentes 

1':1E = E2 - E1 se muestra en mayor detalle en la figura 2.2. 
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E, E. • c'lt.E 

~ 
li. 

¡ Jr .\E (a) 2c (b) 

i • 
\_L 

E. 

E1 "iT r.'/l\E 

Fi~l.1 F.ti:cto <le urna perturbnción sohn: (u) un sish."1110 no di.:gencmJo. (h) un :,islcmn degenerado 

E 

Flg.2.2 Encrglas no pcnurbadas (E1,E2), cncrgla• 
pa1urbodas exactas (E., E.), y la aproximación por la 
pcrturOOción debido a tYóE<<.: 1 

Como las energías perturbadas surgen de las no perturbadas, éstas se pueden 

deducir al considerar los valores de !:"± cuando la perturbación es mucho más 
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pequeña que la energía de separación, de este modo {E- (<1. En este caso la 

ecuación 2.7 puede ser desarrollada usando ( 1 + x) 1
'
2 

= 1 + \/2x + ... ;entonces 

E,= )~(E,+ E 2 )± lí(E, -E,~1 + ~', + . .} 

lo cual para el segundo orden en E se tiene 

e' 
E, =E,+ óE' 

e' 
E._ =E,+ M. 

(2.8) 

Observe la figura 2.2; cuando E "'L'i.E las expresiones aproximadas divergen 

marcadamente de sus valores verdaderos. Sin embargo, las correcciones de 

energías ± e' en estas expresiones aproximadas son fáciles de calcular y son 
óE 

una guía razonable para el verdadero comportamiento cuando las 

perturbaciones son débiles y las energías de separación grandes. 

Las funciones de onda perturbadas se obtienen al resolver las ecuaciones 2.4 

para los coeficientes, usando E= E+ (para obtener 'I',) y E= E_ (para obtener 

'I'_ ). Una manera conveniente de escribirlos es 

'I', = '1'1 cos fJ + 'I' ,senfJ, 

zHl!l 
donde tan 2/J = ---'-. -(E1 -E,), 

'I'_ = -'l',senfl + 'I', cos/J, (2.9) 

En el caso degenerado en el sistema inicial (/:'1=/:'2), tan2P = oo donde P = 7t 14. 

En este caso las funciones de onda perturbadas son 
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'!' = ('1', + 'i'J 
• 12 . 

(-'1',+'i'.) 
'!'_ = ---- -¡-;:; ----·. 

·/2 

(2.10) 

y en cada caso hay un 50% de mezcla de los dos estados originales. 

En el caso de una perturbación débil actuando sobre estados ampliamente 

H!ll -'>H 
separados en energía -· · !~ ((1 y así tan 2/3 = 2/3 = -=-~. Además, como 13<< l 

till M: 

en este caso, sen¡3:.:¡3 y cosl3 :.: 1 . Por lo tanto 

Hºl 
'!', = 'l', - __!.'._ 'l' 

óE ' ' 

H!IJ 
'!' = 'l', + _,_, '!' - 6E ,, 

(2.11) 

Se observa en (2.11) que cada estado está débilmente contaminado por los 

originales. 

2.2 TEORÍA DE PERTURBACIÓN INDEPENDIENTE DEL TIEMPO EN 

UN SISTEMA DE UNO O MÁS NIVELES DE ENERGÍA 

En esta sección se generalizan los resultados de la sección anterior. Para un 

sistema que consiste de varios niveles de energía, se obtienen las 

aproximaciones de las funciones de onda y las energías. 

Supongamos conocidas todas las eigenfunciones y eigenvalores de un sistema 

modelo con Hamiltoniano f-fº> el cual difiere del Hamiltoniano para el sistema 

perturbado H por una cantidad pequeña. De este modo, supongamos que se 

conocen las soluciones de las ecuaciones 
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H <º)"1',, = /~.:,, '11,. , n=0,1,2, ... (2.12) 

Siempre que sea conveniente se reemplazarán las funciones no perturbadas '+', 

por los kets 1 n>. Cualquier estado perturbado que se este determinando junto 

con su energía, será denotado como 10>, su función de onda no perturbada '+'0 

y su energía no perturbada E0 . Cuando 1 0> es perturbado, su función de onda 

cambia de '1'0 a '+' y su energía de Eo a E. 10> no es necesariamente el estado 

base, pero a menudo lo es. 

Como el Hamiltoniano para el sistema perturbado es muy similar a aquel para 

el sistema modelo, éste se puede expresar como, 

}/ = I-fº> + ¡.fil + J-f2l + ...• (2.13) 

donde ¡.¡n es el Hamiltoniano de primer orden en pequeña cantidad (por 

ejemplo, la intensidad del campo eléctrico), f12> es de segundo orden, y así 

sucesivamente. Para mantener el orden de los términos en mente se escribe 

(2.14) 

donde A. sih'llifica el orden de mah'llitud de la perturbación. Al final del 

cálculo, cuando se han juntado todos los términos del mismo orden de 

magnitud, se eliminan todas la A.s. Debido a que los sistemas modelo y 

perturbado son muy similares, se puede escribir la función para el nivel de 

interés del sistema perturbado, '+',como 

(2.15) 
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Del mismo modo, debido a que las energías de este sistema son similares a 

aquellas del sistema modelo, 

H = Ho + ).f:~ + ;. : H,; + ... • (2.16) 

E~ es la corrección de primer orden para la eneri:,•ía, E,; la corrección de 

segundo orden. y así sucesivamente. 

La ecuación a resolver es 

H'I' = E'i'' (2.17) 

se sustituye (2.13), (2.14) y (2.15) en (2.17) y se ordena por potencias de A., 

,oJ.,(o)m +E 'I' }+;.'{H!o)'I'' +H<ll'l'' -E 'I'' -E 'I' }+ 
A \T1 To O O 0 O O O O 0 

+A.2{11<0>'1'; +H 11 >'1'~ +Hl2l'l'0 -E0 '1';-E''I'' -E;'l'0 }+ ... =0, 

como t.. es un parámetro arbitrario, el coeficiente de cada A." tiene que ser 

igual a cero por separado, de este modo se obtienen las ecuaciones: 

H(o)'l'o = Eo 'l'o, 

{H<ol -E0 }Y~ ={E~ - H!l>}Yo, 

{H<•l -E.}Y; ={E,¡ -Hl»}Y. +{E~ -H!•>j'I'~ ' 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

La solución de la ecuación (2.18) se considera conocida. Para encontrar la 

corrección de primer orden para la función de onda 'I' ~; ésta se escribe como 

una combinación lineal de las funciones conocidas 

(2.21) 
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La suma· es sobre todas las funciones del sistema modelo. Cuando el 

desarrollo (2 .21) se sustituye en la ecuación (2.19) usando la notación ket; se 

tiene 

(2.22) 

se multiplica el bra <O 1 .por la izquierda a (2.22) y como 'l'. es un conjunto 

ortonormal · 

(2.23) 
'.·· .... 

como el lado izquierdo de la igualdad (2.23) es igual a cero, la corrección de 

primer orden para la energía del estado 1 O> es 

E~ =(OIH'IO)=H~. (2.24) 

El elemento de matriz H~l = J'l';H(oJ'l'0 es un promedio de la perturbación de 

primer orden sobre el sistema. 

Ahora para encontrar la corrección de primer orden para la función de onda, se 

multiplica (2.22) por el lado izquierdo por el bra <k 1. donde k * O. De 

acuerdo con la ortonormalidad de las funciones, se obtiene 
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La suma· es sobre todas las funciones del sistema modelo. Cuando el 

desarrollo (2.21) se sustituye en la ecuación (2.19) usando la notación ket; se 

tiene 

(2.22) 

se multiplica el bra <O 1 por la izquierda a (2.22) y como 'I'. es un conjunto 

ortonormal 

(2.23) 

como el lado izquierdo de la igualdad (2.23) es igual a cero, la corrección de 

primer orden para la energía del estado 1 O> es 

E~ =(OIH'IO)=H~. (2.24) 

El elemento de matriz H,':} = J'1';H 1"1'1'0 es un promedio de la perturbación de 

primer orden sobre el sistema. 

Ahora para encontrar la corrección de primer orden para la función de onda, se 

multiplica (2.22) por el lado izquierdo por el bra <k I , donde k *' O. De 

acuerdo con la ortonormalidad de las funciones, se obtiene 
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Como la discusión se ha restringido a un nivel no degenerado 1 O>, todas las 

diferencias Ek - Ho son diferentes de cero para k * O, además que los 

coeficientes están dados por 

H(I) 

ª1 =--'-º-. 
E0 -E, 

(2.26) 

La función de onda para un primer orden en la perturbación 

H(I) 

"' " 'l' º + 2:~ --'-º-- "' •. E0 -E, 

(2.27) 

Donde la notación prima en la suma significa que el estado con k = O debe ser 

omitido. Esta es una ecuación importante (y la generalización de la ecc. 

(2.11 )), pues muestra como la perturbación guía hacia la verdadera función. La 

distorsión de la función de onda del estado de interés está descrita por la 

mezcla de los otros estados del sistema. 

Ahora se obtendrá la corrección de segundo orden para la energía, y para 

obtener esta información de la ecc.(2.20), se usa la misma aproximación como 

anteriormente. La corrección de segundo orden para la función de onda esta 

escrita como 

(2.28) 

la ecc. (2.28) se sustituye en la (2.20), misma con la notación ket es 

¿).{1'". -Eo}n)= v,·,; - H 1' 1}o) + Lª" V>,', - H 111 }n); 
n 
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se multiplica por la izquierda por <O I , y se obtiene 

L;b. {E. - 1:"0 }80 • =H,; -(OIHl211o) + L;a. {H,:00 • -{OIHll1111)}, 
n n 

como el lado izquierdo de la igualdad es cero, se tiene 

E ' - Hll1 """' f.,,,, Hl'1}- Hl2l """'. H 11 l o - Otl - L...iª"l'.!ovn,. - º" - oo +~,.a,. º", 
n 

lo anterior se cumple, porque cuando n = O en las sumas, la cantidad en los 

brakets es cero (por (2.24 )), y cuando n * o E~o0• es cero. Si se usa la 

ecuación (2.26) para a •. Se tiene la corrección de segundo orden para la 

energía: 

(2.29) 

La notación prima en la suma significa que el estado correspondiente a n=O se 

omite. 

Este es un resultado muy importante y de uso frecuente. Esta es la 

generalización de la forma aproximada para la solución del problema de dos 

niveles de energía. La corrección consiste de dos partes. Una, H ~~¡, es el 

mismo tipo de promed!.o que ocurre en la corrección de primer orden pero en 

este momento es el l-lamiltoniano de segundo orden que esta promediado 

sobre todas las funciones de onda no distorsionadas. La otra parte está más 

complicada pero puede interpretarse como un promedio de la perturbación de 
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primer orden tomando en cuenta las distorsiones de las funciones de onda 

originales. 

2.3 TEORJA DE PERTURBACIÓN DEPENDIENTE DEL TIEMPO EN UN 

SISTEMA DE DOS NIVELES DE ENERGÍA 

En esta sección se usa la misma aproximación como en la teoría de 

perturbación independiente del tiempo. 

Para un sistema de dos niveles de energía, el Hamiltoniano total es H = I-fºl + 

¡.fl>(t), en este caso, el Hamiltoniano de la perturbación es dependiente del 

tiempo en comparación con el análisis de la sección 2.1, de este modo se tiene 

que tratar con la ecuación de Schrodinger dependiente del tiempo 

H'I' = jf¡ O'P . 

ª' 
(2.30) 

Dado un sistema de dos niveles no perturbado, con energías E1 y E2, y con 

respectivas eigenfunciones '1'1 y '1'2 , las soluciones de H'º>'l-'. =E. '11. , son 

-1F.t 

'l'.(1)= '1'.e T. 
(2.31) 

En presencia de la perturbación H11 >(t) el estado del sistema está descrito por 

una combinación lineal de las funciones base: 

'1'(1) =a, (1 )'1'1 (1) +a, (1 )'l', (1 ). (2.32) 



La ecc. (2.32) representa la evolución del sistema bajo la influencia de la 

perturbación. Si el sistema inicia como un estado puro 1 su fonna podría 

cambiar, y en detenninado momento éste podría llegar a ser el estado puro 2. 

La probabilidad de que en cualquier instante el sistema esté en el estado 2 es 

la2 (1)', así también la probabilidad de que este sistema se mantenga en el 

estado 1 es 

Se substituye la ecc. (2.32) en la ecc. de Schréidinger y se obtiene lo siguiente: 

H'l' = a 1H
1º>'l', + a,H<1l(1 )'1'1 + a 2 H (o)'l'2 + a,H''l(1 )'1'2 

= if1 *(a, '1'1 + a2 '1'2 ) 

·t¡ éJ 'l' ·t¡ da, 'l' ·tia éJ 'l' ·t¡ da, 'l' = 1 a, ¡;¡ 1 + 1 di 1 + 1 2 ¡;¡ 2 + 1 di 2 • 

Cada función base satisface 

H 1º>'l' = ·11 ~ 'l' 
n 

11
01 "' 

de esta manera la ecc. (2.33) se simplifica en 

a H 1'1(1"\uJ +a H 1'1(1"\uJ,(1)=ihda, 'l' +ihda, 'l'. 
1 /TI 2 JT • dt 1 d/ 2 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

Ahora para obtener de (2.35), las ecuaciones para las derivadas de los 

coeficientes individuales, se usa la ortononnalidad de las funciones base. 

Primero, se escribe la ecuación con los factores dependientes e indr.:pendientes 

del tiempo 

-~ _'!.J!. da -!";t.! da _'.!!._i! 
aHOl(1"\uJe • +a,H 111(t"l'e • =ifi-..J·'l'e • +if1-.1.'l'e • 

, P , . r 2 dt ' dt 2 

(2.36) 



se multiplica (2.36) por'I'º y se integra en todo el espacio. Como '1'1 y '1'2 son 

ortononnales 

_§! -~ da _!§! 
a Hl1l(1)e • +a Hl~l(¡\.. • =if1-' e • 

1 11 2 1- F dt 
(2.37) 

donde 

H,~ll(1)= J'l','Hlll(1)'P,dv. 

De la ecc. (2.37), la exponencial del lado derecho se mueve a la izquierda; el 

ténnino ErE1 que entonces aparece como un exponente, ahora se escribe fnY0 , 

por otro lado, se hace la hipótesis de que la perturbación no tiene elementos 

diagonales, y H,1: 1 (1)=Hl~ =0 para todo momento (este tipo de perturbación es 

satisfecha por muchos tipos de perturbación). La ecuación para da, toma la 
dt 

fonna 

da, = (_!_ l~ Hºl(1)e·•··•. 
dt it1f2 12 

(2.38) 

La solución de esta ecuación depende del coeficiente a2 que está en función 

del tiempo. Se repite el procedimiento para obtener da2/dt; se multiplica la 

ecc.(2.36) por 'I'; en vez de 'I'; llegando a 

da, = (_!_ l~ H lll(1)e·•••'. 
dt itif' 21 

(2.39) 
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En el caso donde no hay perturbación, los elementos de matriz son cero, se 

b 
. da, e/a, 

o tiene -J
1
- =o y -el-;-= o. Por lo tanto, cual sea el estado inicial del sistema 

(es decir, cual sean los valores iniciales de a, y a,) 

-~ -~ 
'l' = ª1 'l'1e ,. + ª2 'l' :?._, ,. ; a, y a2 son constantes, 

(2.40) 

además t¡J oscila, la probabilidad de encontrar el sistema en un estado o en 

otro se mantiene constante (es decir, la probabilidad de que éste se encuentre 

en t¡.'1 es a,._,--¡- =la.! 2
, constante). 

1 
'"' \' 

Aunque se considera el caso donde una perturbación constante es aplicada al 

tiempo t =O, los elementos de matriz H,<~> y H~\> entre los dos estados no son 

nulos para cualquier tiempo ~O; a menos que la perturbación desaparezca. 

Antes que la perturbación suceda, da, =da, =o. Después de t=O 
di di 

(2.41) 

Hay diferentes maneras de resolver las ecuaciones diferenciales acopladas 

da •• da1 
(2.41). Se diferencia T,=a 2 y se usa la expresión resultante para -;¡¡=a1, 

se obtiene: 
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.. -( 1 )' 2 (1) (1) • ~ a: - ¡¡, a H 12 H 21 +1w0 a2. 

Por simplificación, sea HWHW =tr 2 V 2
, entonces 

El conjunto solución es 

,..,, 
a 2 = (Ae'"' +Be-•"'~ 2 

(2.42) 

donde A y B son constantes determinadas por condiciones iniciales. Una 

expresión similar se obtiene para a1. Ahora, se propone que en t=O el sistema 

estaba definitivamente en el estado l; entonces a1(0) = 1 y a2(0) =O. Estas 

condiciones iniciales son suficientes para detenninar A y B, de este modo 

....... 1w0senu1 2 
{ 

• ""•} <w,t 
a1 = COS•u ----zu- e , 

'""ª' 
iVsenfUe 2 

ª2=---n--- (2.43) 

Las ecuaciones (2.43) permiten calcular los coeficientes para cualquier tiempo 

durante una perturbación. 

2.4 FORMULA DE RABI 

La formula de Rabi5 proporciona la probabilidad de encontrar el sistema en 

uno de los dos estados como una función del tiempo 



1 1
, ( 4v2 ) , 1 '( , '}i<; P2 =a, = ~~ s11n· •/.2 "'ó + 4V· ·-1. 

wó+4V" /; 

(2.44) 

Sea el caso de un sistema en el cual H1 = H2 de este modo w0 = O. La 

probabilidad de que el sistema esté en el estado 2 si inicialmente estaba en el 

estado 1 es 

P2(t) = sen2 Vt . (2.45) 

Esta función se grafica en la fig. 2.3. El sistema oscila entre los dos estados, y 

periódicamente podría encontrarse con cierta certeza en el estado 2. La 

frecuencia con la cual esta reaparece en el estado 2 es 2V; fuertes 

perturbaciones llevan al sistema entre los estados más rápidamente que las 

perturbaciones débiles. El hecho de que el sistema pueda hacer la transición 

completamente al segundo estado, aunque Ja perturbación sea débil (sen2 Vt 

alcanzará el estado 1 después de un tiempo t = rt/2V), ésta es una propiedad 

especial de los sistemas degenerados. Los sistemas degenerados pueden ser 

llevados completamente entre estados degenerados aún con perturbaciones de 

las más débiles. 
p p 

T 

FI~ 2.3 Oscilnción <le pmb11hilidad ptm 1..~tatloo Fig. 2.4 O~ilnción JXlru cstadoo no dcgcm .. ndos: (H) pcquci\u 

Jcgc11cmdos 
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Ahora se considera el otro extremo, cuando la separación de los niveles de 

energía es b>Tande comparada con la intensidad de la perturbación, esto es 

w2>> 4V2
• Entonces se puede omitir 4V2 en comparación con w2, tanto en el 

denominador como en la función seno, y se obtiene 

(2V)' (IV/) P2 = ~ sen
2 T, (2.46) 

El comportamiento ahora es completamente diferente. La población (la 

ocupación de posibilidades) aún oscila, pero su máximo valor es 4v,' ((1. Hay wo 
sólo una pequeña probabilidad de que la débil perturbación lleve al sistema al 

estado 2. La frecuencia de oscilación es ahora determinada por la diferencia de 

energía: cuando esta diferencia aumenta la frecuencia se incrementa, Fig. 2.4, 

pero el valor máximo de P2 decrece. En el límite de la perturbación (es decir, 

en el limite 4V,' =o ) la población del estado 2 nunca aumenta. El criterio 
Wo 

importante para la efectividad de la perturbación no es su intensidad absoluta 

sino su intensidad relativa respecto de la diferencia de energías entre los 

estados del sistema. Este es un punto esencialmente importante. 

Finalmente, se puede ver cómo es posible preparar sistemas en estados 

mezclados (es decir, 50% estado 1, 50% estado 2). Por simplicidad, se 

considera el caso de niveles doblemente degenerados; entonces la ecuación 

(2.45) muestra que si se espera un tiempo!= re/ 4V, P2=1/2 (y P1=1/2). Si la 

perturbación es inmediatamente detenida, éste estado (50:50 mezcla) persiste, 

porque da1/dt = da2/dt = O. Una conducta similar se muestra en la figura 2.4. 

Una inspección de la composición en cualquier instante después dará el 
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resultado de 50% del tiempo para el estado 1 y 50% para el estado 2. Esta es 

una manera general de preparar estados mezclados, y es ampliamente usado en 

resonancia magnética nuclear, donde los núcleos son expuestos a campos 

mab'lléticos por intervalos de tiempo específicos y causan la evolución desde 

un estado puro (spin a , por ejemplo) hasta una superposición de estados a y 

~-

2.5 EL EFECTO DE UNA PERTURBACIÓN QUE OSCILA 

Un átomo que está expuesto a un campo de radiación electromagnética en un 

espectrómetro se puede entender como un sistema sujeto a una perturbación 

oscilante. Si se puede llegar a tratar con perturbaciones oscilantes, se puede 

tratar con cualquier tipo de perturbación, porque una función dependiente del 

tiempo puede estar siempre relacionada como una superposición de funciones 

armónicamente oscilantes. 

Una perturbación oscilante con una frecuencia w = 2nv, que se activa en t= O, 

tiene la forma 

J-11> (t) = 2/-fll cos wt = J-11> (e""'+ e"""'). t~O (2.47) 

Por otro lado, la expresión explícita para el valor del coeficiente ar (t) de un 

estado f que inicialmente estaba desocupado (t=O) 

a (t)=(~!·)Í H 11)(1}:'"'
1
d1. 

I if¡ n JI (2.48) 
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La ecc.(2.48) corresponde al suponer que el sistema inicialmente estaba en el 

estado i para t = O, el coeficiente ar (t) se relaciona con la probabilidad de 

que el sistema llegue al estado f; que inicialmente se encontraba desocupado. 

Si la ecc. (2.47) se sustituye en la ecc. (2.48), se obtiene 

(2.49) 

La exponencial en los numeradores de la ecc. (2.49) no son mayores de 1 a 

pesar de que las frecuencias sean muy grandes (porque eix = cos x + i seno x); 

el denominador del primer término es del orden de las frecuencias, y así el 

primer término no es mayor que J0º15 para transiciones ópticas y I0-6 para 

n.m.r.(iniciales en inglés de; resonancia magnética nuclear). El denominador 

en el segundo término, puede llegar a ser cercano a cero, así como la 

perturbación externa se acerque a una frecuencia de transición. Por lo tanto, el 

segundo término es normalmente más grande que el primero. De este modo, la 

probabilidad de encontrar el sistema en el estado f después de un tiempo t si 

inicialmente éste estaba en el estado i, P1 =la,¡', es por lo tanto 

(2.50) 



Sea HV'HW =f1
2v;; entonces 

(2.51) 

A pesar de la pequeña pero significativa diferencia; la ecc. (2.51) es igual a la 

ecc.(2.46), siendo la última una expresión para una perturbación estática 

aplicada a un sistema de dos niveles en el limite de una perturbación débil. La 

diferencia significativa se debe a que wro es reemplazado por wro-w. Esto se 

puede pensar como el cambio efectivo en las diferencias de energía 

involucradas en la excitación del sistema como un resultado de la presencia de 

fotones asociados con el campo oscilante. 
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Modelo del potencial del electrón débilmente ligado 

3.1 MODELO DEL POTENCIAL DEL ELECTRÓN DÉBILMENTE 
LIGADO. 

3 

La teoría de perturbaciones presentada en el capítulo anterior se usará para el 

cálculo de la probabilidad de transición, mismo que se describe en este 

capítulo. 

El modelo de potencial del electrón débilmente ligado (MPEDL) ha sido 

empleado para estudiar probabilidades de transición de secuencias 

isoelectrónicas del litio6 y los estados más bajos de átomos de metales 

alcalinos7
• Los resultados están de acuerdo con los valores aceptados8

• En el 

MPEDL, Jos electrones en un sistema de muchos-electrones son divididos en 

electrones débilmente ligados y no-débilmente ligados. Cantidades atómicas, 

tales como ionización y transición, pueden ser explicadas por el 

comportamiento de los electrones débilmente ligados. Así, estudios basados 

en MPEDL se usan para analizar sistemas más complicados9
• 

El concepto del electrón no-débilmente ligado ha sido usado para una 

definición del potencial de ionización de una partícula libre. El así llamado 

electrón débilmente ligado en un sistema de muchos electrones, es el electrón 

más débilmente ligado del sistema, comparado con los otros electrones, de 

este modo, el electrón débilmente ligado en un sistema dado es también el 

electrón excitado o ionizado más fácilmente. Así el electrón débilmente ligado 

puede tratarse por separado con respecto de los otros electrones del sistema. 

Entonces al estudiar el comportamiento del electrón débilmente ligado, 

muchas cantidades atómicas, tales como ionización, excitación, etc., las cuales 
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son principalmente involucradas con el electrón débilmente ligado pueden ser 

explicadas fácilmente. 

Por ejemplo; aunque el carozo de los átomos Na y H difieren entre si, ambos 

tienen una carga "+ l ". 

F1P:r.trñn 

e protón 
Na' 

Flg.3.1 A tomos de 11 y Na l.'Oll electrón c.Jébilmcntc ligndo. En estado /-grande-. el comportamicnlo del 
electrón de Na es similar aJ del 11. 

Electrón 

Cuando el electrón débilmente ligado está lejos del carozo Na+ éste es 

solamente sensible a la carga neta. Dado que el electrón pasa más tiempo 

cerca de su punto de retomo clásico más externo, donde la diferencia entre Na 

y H son mínimos, se espera que las propiedades de todos los átomos con un 

electrón débilmente ligado sean similares. 

Por ejemplo, si se consideran estados excitados de H y Na, como se muestra 

en la figura 3.1, en estados de momento angular grande, por ejemplo, en 

orbitas circulares, las diferencias son despreciables, el electrón del Na nunca 

llega lo suficientemente cerca del carozo del Na' para detectar que éste es 

cualquier otra cosa que una carga + 1. Por otro lado, si el electrón está en una 

orbita elíptica grande (/ pequeño), en cada orbita el electrón débilmente ligado 

llega cerca del carozo, donde hay una diferencia significativa entre Na y H. 
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Flg.3.2 Diagrama de niveles de cncr¡¡la del 11 y Na. 

Na H 

d F g 

De hecho , hay diferencias muy interesantes, en estado de baja "f' del átomo 

de Na; la más obvia de ellas es que las energías de los estados de baja "f' son 

menores a las del H, debido a la polarización del carozo. 

Cuando el electrón débilmente ligado del Na, penetra la nube de los diez 

electrones internos, es expuesto a la carga nuclear no apantallada +11, y su 

energía de ligadura se incrementa. 
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La figura 3.2 muestra los niveles de energía de los átomos de Na y H. Como 

se esperaba, los niveles del H y los niveles de "f' ¡,'Tande del Na son 

degenerados sobre la escala de la fig.3.2, pero los estados de "/" baja del Na 

son de menor energía. Sus energías están dadas por: 

(_ .. )' 
E= = =-y __ 

2(11 - 8' )' 2(11. )' 

(3.1) 

donde o. es un defecto cuántico observado para las series con un momento 

angular orbital "/o" dado. 

En el cálculo de propiedades atómicas es conveniente introducir unidades 

atómicas, las cuales son definidas de modo que todos los parámetros 

relevantes del estado base del átomo tengan magnitud 1. 

3.2 DESCRIPCIÓN DE LA ECUACIÓN DE SCHRÓDINGER Y SU 

SOLUCIÓN PARA EL ÁTOMO DE HIDRÓGENO. 

A pesar de que en el capítulo 1, la solución de la ecuación de Schrtidinger para 

el átomo de hidrógeno fue presentada, se retomará este tema con el fin de 

fundamentar y presentar las ecuaciones en las que se basa el modelo del 

electrón débilmente ligado y que se ocuparán para la obtención de la 

probabilidad de transición del 4s 112-4p 112 en el programa de cómputo (vea 

Apéndice). 

Desarrollando la función de onda de un electrón débilmente ligado, se 

empezará con la ecuación de Schrtidinger del átomo de H, la cual en unidades 

atómicas, puede ser escrita como 
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(3.2) 

donde r es la distancia del electrón al carozo, que se supone infinitamente 

masivo y E es su energía a menos que se diga otra cosa. Si se considerara solo 

átomos neutros en los cuales un electrón está lejos del carozo iónico visto 

como una carga +z•. 

En coordenadas esféricas 

V'=_!!__+ ~i!_ +--1 --~-(sen'!!...)+ --1-~ fJr' r ar r'senO ao éJO r'sen'O éJ<fJ' (3.3) 

donde lj> y e son el ángulo azimutal y el ángulo polar relativo al eje de 

cuantización, respectivamente. 

La ecuación (3.2) es separable y 'l' se puede escribir como un producto de 

funciones (radial y angular), esto es, 'l' = Y(0,«j>) R(r), la ecuación 3.2 se 

convierte en 

[-~ R + ~ oR + .. ,(E+ z *)R]r + [-1 _!!...(seno ar)+ _1 - a'r]R =o 
éJr' r ar "'\.. r r' seno ao ao r2sen 20 a,¡,' (3.4) 

d . 'd' d RY . 1v1 1en o por -, se tiene 
r 

C [()'_{~ + ~ i)!~ + 2(E+ z_:Ju]+ -1[-· ! __ _ i) (senoº>'.:)+ --1 ;--()~!;,]=o U íJr' r i!r r Y seno i!O fJO .\·en·o éJ<fJ· (3.5) 
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cada ténnino depende de una sola variable, por lo tanto pueden ser separados e 

igualados a ±A., donde A. es una constante. 

Suponiendo que la función angular se puede escribir como Y(0,¡6)= e(o}<1>(¡6~ 

entonces 

1 él ( re) e a'<I> --- senO- <l>+-----=-.. i<l>E> 
senO éJO éJO sen 20 o¡6' 

(3.6) 

las soluciones de la ecc. 3.6 son los armónicos esféricos nonnalizados 

E>(O}c1>(¡6)= Y 1 •• (O, 91)= rr- 111
: ~ 21

+
1 P~· (senO)e''"' 

m ~-/ + /11 411" • 

(3.7) 

donde P,':' (x) son los polinomios asociados de Legendre, /' es cero o un 

entero positivo, 111· toma valores enteros de -/'a /", y A=l·(l• +1), los 

annónicos esféricos están normalizados 

la ecuación angular requiere A=l·(1•+1) donde ( 

Usando este valor de A. en la ecuación radial (3.5) 

a'~~ + ~ aR + [ 2E + 2z • _ r (r + 1)Jn= 0 . 
ar r ar r r 2 

(3.8) 

es un entero positivo. 

(3.9) 
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Resolviendo esta ecuación diferencial y aplicando las condiciones de frontera 

que deben satisfacer; se obtiene 

( 'J''•Y,[ . ~')\ { . J ( . J R= 2z. - ~;--;\r(n'+/'+1) -ex -z.r r10 L~.~~. 2z.r 
11 1!1-1-11 11 11 

(3.10) 

donde L!~·_',~ _
1 

( 
2
;: r J son los polinomios de Laguerre generalizados 

En este trabajo los polinomios de Laguerre generalizados 1,;1_~~.( 2:: J fueron 

evaluados, usando la función hipergeométrica confluente 10 

L""' (2z'r)=F(a p )=I+~ + a(a+I)~+ + a{a+1Xa+2) .. 1 zl
0

I 
•-1'-1 n' ' ,x PX p(p+I) 2 ··· p(p+1Xp+2) .. (p+¡a¡-1) !al! 

(3.11) 

donde a = -(n • -1' - 1) P=21°+2 y 
2z'r 

x=-.-. 
n 

De este modo, la ecuación (3.10) se puede expresar como 

Rnl ~ ( , )2 ( , ) 
n 21 + 1 

(3.12) 

Con estas funciones, el elemento de matriz (n fl flr' lnJ,) conduce a una suma 

de integrales de la fonna: 
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la cual se conoce su solución 

r~ n -•x ¿¡ n! 
Jo X e ~=;;;:i 

de esta forma el elemento de matriz (n1 11 \r'\11,1,) puede evaluarse fácilmente. 

Entonces, el elemento de matriz de la distancia radial (r) del electrón 

débilmente ligado, 

(11111\rKlnJ,) con K= 1, se puede obtener. 

Para verificar el programa de cómputo, se comprobó que el valor esperado de 

la distancia radial satisface la relación 

(3.13) 

3.3CÁLCULO DE LA PROBABILIDAD DE TRANSICIÓN PARA EL 

COBRE (Cu) DEL NIVEL 4S112 AL 4P112. 

En esta sección se presenta un modelo que aproxima el átomo de cobre a un 

átomo de hidrógeno con el propósito de calcular la probabilidad de transición 

(4S112 - 4P112) del electrón de valencia debido a una perturbación 

electromagnética externa, por lo tanto se considera una transición de tipo 

dipolar. 
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Cabe mencionar, estudios mas detallados muestran que el factor de energía 

debido al acoplamiento spín-orbita del electrón, es muy pequeño comparado 

con la energía que recibe el sistema cobre (Cu) para excitar al electrón a una 

transición, de este modo, se omite este factor en la ecuación de Schrodinger 

para nuestro modelo. Sin embargo, el factor spín-orbita toma relevancia para 

electrones mayormente ligados. 

En el modelo del electrón débilmente ligado se considera que la función de 

onda radial de este electrón esta dado por la ecuación (3.12) en la cual los 

parámetros n •, z• y ( están dados por la ecuaciones 

(z')' 
E=- ( ')' , 211 

;r)= 3(,,·)2-1·v·+1) 
\ 2z' 

donde 

z• =k(z-z· ), 

,, • = k(11 - o· ) , 
o· ; defecto de energía. 

z•; constante de apantallamiento de la carga efectiva. 

z• ;carga total efectiva del carozo. 

n • ; número cuántico principal ajustado. 

(3.14) 

(3.15) 

k ; constante que afecta al valor esperado <r> y deja constante la energía. 

(; número cuántico orbital ajustado. 

El espectro de niveles de energía del elemento Cu, de los niveles "s" y "p" 

tomados de la referencia 11
, están dados en las tablas 3.1 y 3.2, 

respectivamente. 
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TABLA J.J Nl,·elca de cnt.•rgia ... tt. TABLA J.2 NinlCll de energía ..p". 

Término Configuroción Enc'fgio (o.u.) Ténnino Configuración Encrgia(u.u.) 

"'S112 3d'"4s 0.2839 "'P111 3d'" 4p 0.1448 
~-

3d1D Ss ·- 0.0874 ____ ----,·-- --3¡¡1•sr ___ -----il.0110·---· "'sin ron 

·s,~ 3d'"6s 0.0431 'Pon 3d'"9p 0.0101 

"'8112 3d'"7s 0.0257 'Pon Jd'" IOp 0.007!! 

"'8112 3d'"8s 0.0170 Pon 3d'" 12p 0.0050 

·sin 3d'"9s 0.0121 "'P112 Jd'" l 3p 0.0041 

Se sustituyen estos valores en la ecuación 3.14 para obtener los defectos de 

energía y las constantes de apantallamiento de cada serie. 

En cada caso se obtiene un sistema de ecuaciones con dos incógnitas O¡ y Z;. 

Por ejemplo, en el caso de los estados s, sustituyendo los datos de la tabla 3.1 

en la ecuación 3.14, se obtiene: 

z; -(Jo.2839 }5, = (.J0~28J9 X4)- (29) • 

z;-(.Jo.0814)5, =(,/o.0814Xs}-(29), 

z; -(,/0.0431)5, =($o43iX6>-c29>. 

z; -(,/o.02s1)5, =(V0.ó2s1X1}-(29). 

z; -(,/0.0110 )5, = (,Jü.0-110 X8}-(29) , 

z;-(,/0.0121)5, =($o12tX9>-c29>. 

que se puede escribir en forma matricial como 
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!1 -..J0.2839 '0.2839 (4)- 29 

'1 - -/0.08743 "0.08743 (5)- 29 
11 -·Í0.04314¡Z:I= .. /0.04314 (6)-2 

iJ - .J0.02572 o, "0.02572 (7)- 2 
il 

!1 
- .Jo.o17o ,·0.0170 (8)- 29 
-.Jo.0121 

'0.0121 (9)-29 

o en forma más compacta como 

Para resolver este sistema de ecuaciones se multiplica por A1 
: 

Se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que se puede 

resolver por determinantes. En este caso se obtiene: 

z; =28.0239 y o.= 2.6960. 

Para el caso del estado p, se sigue el mismo procedimiento y se obtiene: 

2~=28.0012 y ºr = 2.1669. 

La probabilidad de transición entre los estados <i y f> de un átomo esta dada 

por la ecuación 2.51 

Supondremos que la radiación abarca un intervalo de frecuencias alrededor de 

w1;. Ya que la contribución del factor que depende de w en la ecuación 2.51 

esta concentrada alrededor del máximo con w1; = w, se puede integrar sobre w 

desde - oo hasta + oo. Por otro lado, como estamos suponiendo que la 
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perturbación es pequeña, ccinsideraremos transiciones dipolares eléctricas, 

para las cuales 12 

Con estas consideraciones, la probabilidad por unidad de tiempo esta dada por 

A - 4 (e'w> )\(º11 f'I' 
if - J f1c> ' r • A • 

Como wJVE\ ,, se tiene A, = ~ \VE\
3 

\(i\..l ¡1J'. Sustituyendo los valores de 
f 3 f1 4c 3 'I A 

las constantes en unidades atómicas, se tiene 

4 (1.004a.11.a0 XVE}3\(i\~!f 
A.¡=-, )•( \3' 

3 \0.0242xl 0·15 a.u.s 5.66xl o" a0 / s J 

o bien 

A.¡= l2.14199xl01ºIVE\ 3 \(ilr\J)' ~eg·1 

con \V El =\E 1 - E,\ y \(i I~ f}\ en unidades atómicas. En donde E, y E 1 

son las energías de los niveles inicial y final, respectivamente. 

El sistema de ecuaciones 3.14 y 3.15 no puede ser resuelto si no se conocen 

los valores de <r> y (, por ello, se decidió calcular el valor esperado del radio 

[comunicación personal: Dra. Graciela Bravo Pérez] para los estados 48112 y 

4P112 por medio de un programa de cómputo llamado "Gaussian 98", el cual 

utiliza un método variacional para calcular las funciones de onda de cada 

estado cuántico. Los valores calculados para los radios esperados son: 

(s\r\ s) = 3.484a.11. 

(p\rJ p} = 6.3910.11. 
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Los valor de "k'' y "f' se encontraron ajustando la ecuación 3.15 a los valores 

esperados de los radios calculados con la restricción de que (n-/) sea entero, 

esto hace que el cálculo del valor esperado para el radio orbital, converja. 

Los valores de los parámetros ajustados, encontrados por el método 

anteriom1ente descrito, son: 

Estado inicial "S" 

<r>=3.368 a.u. (Error = 3%, respecto del <r> obtenido por indirectamente por 

Gaussian 98), n°=2.l l, l*=l.11, z'=I.51295, k=l.55, 

Estado final "P" 

<r>=6.237 a.u. (Error= 2%), n' =2.399, /*=0.399, z' =l.26848, k=l.27. 

El valor de la probabilidad de transición del estado 4S al 4P fue de 

l.363x108s·1
, que comparados con los resultados de Zheng6 de l.650xl08 s·1 y 

el resultado del Handbook de fisico-quimica de l.370x 108s·1
, se muestra la 

viabilidad del método. 

Es importante mencionar que al tratar de reproducir los valores de las 

probabilidades de transición entre diferentes estados se observó que pequeños 

cambios en el radio esperado <r> (del orden de milésimas de a.u.) implicaban 

grandes cambios en valor de las probabilidades de transición (al menos, 

decenas de s·1
.). 

Dada la sensibilidad de las probabilidades de transición con respecto al valor 

esperado del radio, no se reportan más probabilidades ya que no se 

encontraron en la literatura valores sobre el valor esperado del radio y el uso 

del programa "Gaussian 98" para el cálculo de estos valores es bastante 

complicado y está fuera de los límites de este trabajo. 
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Además de la incertidumbre que los valores del radio introducen en la 

precisión de las probabilidades de transición, la restricción de que (n-1) sea 

entero, también contribuye en el error del resultado. 

Cabe señalar, que se trató de reproducir los cálculos de las probabilidades de 

transición, usando el método de la referencia 13
, pero no fue posible obtener la 

información del procedimiento que siguieron para calcular los parámetros 

ajustables. 
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Conclusiones 

Usando los resultados de la revisión de este trabajo, se presenta un modelo 

funcional; conceptualmente sencillo para calcular las probabilidades de 

transición electrónicas de tipo dipolar en átomos con un electrón activo dentro 

de un campo electromagnético externo. En este modelo se emplean funciones 

de onda semejantes a las funciones de onda del hidrógeno, en las que sus 

parámetros se ajustan de acuerdo a un procedimiento claramente descrito y 

que no corresponde a las reglas de Slater< 14>. 

El modelo es muy sensible al valor esperado de los radios: pequeños cambios 

en el radio esperado <r> (del orden de milésimas de a.u.) implican grandes 

cambios en valor de las probabilidades de transición (al menos, decenas de 

s-1.). 

El modelo presentado se aplicó a la transición del 4S 112 al 4P 112 del cobre. La 

probabilidad de transición está en buen acuerdo con trabajos6 anteriores 

utilizando diferentes métodos. 
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program trprob 
implicit none 

Apéndice 

real*S lmax,lmin,z,expo,transi,elemento 
real*S 11 (2),deltaz(2),deltan(2) 
real*S ktl ,kt2,kkk,de,dk 1,dk2,ki,kf,dl\ ,dl2 
real*S vector\ ;vector2,vector4,vector5 
real*S deter,a,b,c,d.f 
real*S norma(\ 0,10,2),el (\ 0,2),n 1(10,2),ro(\0,2) 
integer ind 1 ( 1O,I0,2),nec(2),iijj,kk,mm,iiijjj,nkl ,nk2 
integer opl 
dimension vector! (0:45),vector2(0:45) 
dimension vector4(1 O, I 0,45),vector5( 1 O, I 0,45) 
dimension a(l 5,2),b( 15),c(2,l5),d(2,2),f(O: 100) 
kkk=2.14199dl o 

open(unit=3,file='ptr.in') 
open(unit=7,file='tr.sal') 

write(7,*) 'PROBABlLIDADES DE TRANSICION ELECTRONICAS', 
1 'DEL ELECTRON MENOS LIGADO' 
write(7,*) 
read(3, *) z,op 1 
write(7,*) 'Carga nuclear= ',z 
domm=l,2 

Valores iniciales 

read(3, *) nec(mm),11 (mm) 
lf(mm .eq. 1) then 

write(7,*) 
write(7,*) 'Estados iniciales' 

write(7,*) 
el se 

writc(7,*) 
write(7,*) 'Estados finales' 

write(7,*) 
endif 
do ii=l,nec(mm) 

read(3,*) e 1(ii,mm),n1 (ii,mm) 

Calculo de los valores esperados 

write (7,'(2x,A4,FI 0.5,2x,A4,FI 0.5)') 
"n 1='',n1 (ii,mm),"11 =",11 (mm) 

call funcion(n 1 (ii,mm),11 (mm),z,vectorl ,norma( l ,ii,mm), 
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ind 1 (1,ii,mm),ro(ii,mm)) 
call elma(ind 1 (1,ii,mm),indl (l ,ii,mm),11 (mm),11 (mm),ro(ii,mm), 

nonna(l ,ii,mm),norma(l ,ii,mm),vectorl ,vector! ,elemento,O) 
enddo 

vector2(0)=vectorl (O) 

Calculo de las constantes de apantallamiento y de defecto 

if(opl .eq. O) then 

dojj=l,nec(mm) 
b(jj)=n 1 (jj,mm)*sqrt(2.dO*el (jj,mm))-z 

a(jj, I )=l.dO 
a(jj,2)=-sqrt(2.d0*e 1 (jj,mm)) 

c(l jj)=l.dO 
c(2jj)=a(jj,2) 

enddo 
do ii=l,2 

f(ii)=O.dO 
do kk= 1,nec(mm) 

f(ii)=f(ii)+c(ii,kk)*b(kk) 
end do 
dojj=l,2 

d(iijj)=O.dO 
do kk=l,nec(mm) 

d(iijj)=d(iijj)+c(ii,kk)*a(kkjj) 
enddo 

end do 
end do 
deter=d(l ,l )*d(2,2)-d(l ,2)*d(2,1) 
deltaz(mm)=(f(l )*d(2,2)-f(2)*d(l ,2))/deter 
deltan(mm)=((d( 1, 1 )*f(2)-f(I )*d(2, 1 ))/deter) 
write(7,*) 

write(7,*) 'Parametros de apantallamiento y de defecto:' 
write (* ,'(2x,A9,F10.4,2x,A 12,F 1 0.4)') 

1 "zO=",deltaz(mm),"deltan=",deltan(mm) 
write(7,*) 

el se 
read(3, *) dcltaz(mm),deltan(mm) 

write(7,*) 
write(7,*) 'Parametros de apantallamiento y de defecto:' 

write (7,'(2x,A9,FI 0.4,2x,AI 2,FI 0.4)') 
1 "zO=",deltaz(mm),"deltan=",deltan(mm) 

write(7,*) 
endif 
enddo 
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Calculo de las funciones con parametros ajustados 

read(3, *) ktl ,kt2,nk l ,nk2,dk 1 ,dk2,dl l ,dl2 
call ff(nec(I ),dkl ,nk l ,n l ,deltan(I ),ktl ,11 (1),z,deltaz(1 ), 
1 vector4,norma,ind l ,ro, l ,di 1) 
call ff(nec(2),dk2,nk2,n l ,deltan(2),kt2,l I (2),z,deltaz(2), 
1 vector5,norma,ind l ,ro,2,dl2) 

Calculo de la transicion de probabilidad 
write(7,*) 
write(7,*) 'Elementos de matriz', 
1 'y probabilidades de transicion' 
write(7,*) 
ki=ktl 
do ii=l,nkl 
do .ü= l ,nec( 1) 
do kk=l ,ind 1(iijj,1) 
vector! (kk) = vector4(ii,ii,kk) 
enddo 

kfkkt2 
do iii=l,nk2 
do fü= l ,nec(2) 
expo=(ro(Ü, I )+ro(tij,2))/2 
do kk=l ,indl(iiijij,2) 
vector2(kk) = vector5(iiijjj,kk) 

enddo 
call elma(indl (ii,ii, 1),ind1 (iiijij,2),11 (1 ),11 (2),expo, 
norma(iijj, I ),norma(iiijij,2),vectorl, vector2,elemento,I) 

de=abs(el (jj,I )-e 1 (i.ü.2)) 
lmax=max(l I (1 ).11 (2)) 
lmin=min(ll(l ),11 (2)) 
transi=(kkk*de*de*de*elemento*elemento*lmax)/(2.dO*lmin+l.dO) 
writc(7,*) 

write(7. *) '(ni,ki) -> (nf,kf): (',n 1 (Ü, I ),ki, 
') -> (',n 1 (iij,2),kf.')' 

write(7.'(A16,2x, I pE 11.3 )') "prob de trans=",transi 
write(7,*) 
enddo 

kf=kf+ dk2 
enddo 

enddo 
ki=ki+dkl 

enddo 
stop 
end 
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e**••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
c 
c 
c 

* 
Coeficientes en el desarrollo de la funcion de Laguerre 

* 
* 

e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
subroutine funcion(n 1 p,11p,z1 p,vectorl ,c l ,ind,ro 1) 
Calculo de los coeficientes en el desarrollo de 
la funcion en terrninos de la coordenada radial. 
NOTA: falta deterrninar cuantos tenninos calcula 
implicit none 
real*S vector! (0:45),11p,n1 p,zl p,gamma,k l ,k2,k l 1,k3 
real*S el ,rol ,alfa! ,beta! ,numl ,denol,fac 
integer ind,i,imax,faci,num2 
Calculo de los factoriales de la funcion radial 

kl=gamma(nl p-11 p) 
k2=gamma(n 1p+l1p+1) 
kl 1=gamma(2.dO*l1 p+2d0) 

Calculo de los parametros de la funcion radial 

k3=k2*zlp*zlp*zlp/kl 
c1=2.d0*((2.dO*zl p/n 1 p)**ll p)/(nlp*nl p*kl 1) 
cl=cl *sqrt(k3) 
rol=2.d0*zlp/nlp 
alfal~nt p+ll p+l.dO 
beta! =2.dO*ll p+2.d0 
numl=l.dO 
denol=l.dO 
vector! (O)=l .dO 
ind=O 
num2=1 
faci=O 
imax=int2(abs(alfal )) 

Calculo de los coeficientes 

doi=l,imax 
num l=num 1*(alfa1 +ind) 

deno 1 =deno ! *(beta 1 +ind) 
call facto(ind,faci,fuc) 
ind=ind+l 
vector! (ind)=(num 1*(ro1**ind))/(deno1 *fac) 

end do 
write(7, *) "indice",ind 
retum 
end 
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e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
! • 

calculo de los parametros de la funcion • 
• 

e*********•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
subroutine fftneq,dk 1,nk l ,n l ,deltan,ktl,11,z,deltaz, 
1 vector4,nonna,ind l ,ro,mm,dl) 
implicit none 
real •s nonna{I O,! 0,2),n 1 { l 0,2),deltan,ll ,ll p,n2,z2,z 
real*S vector! {0:45),vector4{10, 10,45),ro{ 10,2) 
real*S deltaz,elemento,dk J ,ktl ,ktf,dl 
integer ind 1 { 1O,10,2),neq,kk,ii,iii,mm,nk 1 
ktf=ktl 
do ii=l,neq 
do ii=l,J 
Jf{mm .eq. 1) then 

write{7,*) 
write{7, *) 'Estados iniciales' 

write{7,*) 
el se 

write{7,*) 
write{7,*) 'Estados finales' 

write{7,*) 
endif 
do iii=J ,nkl 

ktf=kt! +{iii-1 )*dk! 
n2={nl {ii,mm) + deltan)*ktf 
11 p=l J + n2-dble(int{n2)) 
11 p=mod(n2,l.d0) +di 
z2=(z + deltaz)*ktf 
write (7,'(2x,A4,F9.5,2x,A4,F9.5,2x,A4,FI 0.5,A4,FJ 0.5)') 

11 n 1 = 11,02, 11 11 =",11 p,"zl =" ,z2,"k=",ktf 
call funcion(n2,l 1 p,z2,vectorl ,norma(iii,ii,mm), 

ind 1 (iii,ii,mm),ro{ii,mm)) 
do kk=J ,ind J(iii,ii,mm) 

vector4(iii,ii,kk)=vector 1 (kk) 
enddo 

call elma{ind 1 (iii,ii,mm),indl (iii,ii,mm).11 p,11 p,ro{ii,mm). 
norma{i ii,ii,mm),norma{iii,ii,mm), vector! ,vector! ,elemento,0) 

enddo 
enddo 
retum 
end 
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e*********************************************************************** 
! • 
1 calculo de los elementos de matriz <ilr**pf\i> • 
1 • 
e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

subroutine elma(ind 1,ind2,l 1 p,12p,expo,normal ,norma2, 
1 vectorl,vector2,elemento,imp) 
implicit none 
real*S vector 1 (0:45 ), vcctor2(0:45), vcctor3 (0:90),res(0:2) 
real*S 11 p,12p,expo,normal ,norma2,tl,ftl ,gamma,elemento,nueva 
intcger ind 1,ind2,pf,ij,nmax,imp 
nmax=ind 1 +ind2 
do i=O,nmax 

vector3(i)=O.d0 
enddo 
do i=O,indl 

doj=O,ind2 
vector3(i+j)=vector3(i+j)+vectorl (i)*vector2G) 

end do 
end do 
do pf=0,2 

res(pf)=O.dO 
do i=O,nmax 

tl =dble(i+2+pf)+l 1 p+l2p+ l .do 
ftl=gamma(tl) 
res(pt)=res(pf) + (vector3(i)*ftl )/(expo**(tl )) 

if{imp .ne. O) then 
nueva=ftl/(expo**(tl)) 

write(7, *) i,vector3(i),ftl ,expo 
endif 

enddo 
res(pf)=res(pf)*norma 1 *norma2 

end do 
elemento=rcs( 1) 
writc (7,'(A9,Dl2.5,2x,Al2,012.5,2x,A12,Dl2.5)') "<fl/12>= ", 
1 res(O),"<fl /r/1'2>=",res( 1 ),"<fl /r"2/f2>=",res(2) 
retum 
end 

e****************************************************••••••••••••••••••• 
e • 
e Funcion gamma en doble prccision • 
c • 
e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e 

real•S function gamma (xx) 
implicit real*S (a-h,o-z) 
dimcnsion b(S) 
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data b /-.577191652,.988205891,-.897056937,.918206857, 
1 -. 756704078,.482199394,-.193527818,.035868343/ 
be= xx 
x=xx-ix 
f= 1 + x*(b(l )+x*(b(2)+x*(b(3)+x*(b(4)+x*(b(5)+x*(b(6)+x• 
1 (b(7)+x*b(8))))))}) 
if(ix-1) 10, 30, 20 

10 f=f/x 
go to 30 

20 do 25 i = 1, ix - 1 
x=x+l 
f= f* X 

25 continue 
30 gamma= f 

retum 
end 

e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e 
e Factorial de i + 1 
e 

• 
• 

• 
e••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e 

subroutine facto(i,faci,fac) 
implicit none 
real*8 fac 
integer faci,i 
if{faci .eq. O) then 

faci=l 
else 

faci=faciº(i+ 1) 
endif 
fac=dble(faci) 
retum 
end 
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