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0.1 Introduccién

Los sisternas con geometrfa helicoidal son sistemas muy interesantes que pre-
sentan formas de helice, la cual se define geométricamente [1] en base a la
longitud recorrida por un punto que se mueve sobre la superticie de un ci-
lindro o cono de tal manecra que al mismo tiempo que gira alrededor del eje
avanza en la direccién del mismo. En el caso en el que el punto se mueva
sobre la superficie de un cilindro se obticne una hélice més regular, de modo
que la distancia que recorre paralelamente al eje del cilindro es directamente
proporcional al dngulo que describe alrededor de dicho eje, por lo que forma
dngulos iguales con todas las generatrices.

A diferencia de las espirales las hélices cilindricas son curvas tridimensio-
nales y no planas que conservan su radio de curvatura constante. De esta
forma espiral y hélice son conceptos geométricos distintos aunque muy pa-
recidos en el sentido que una hélice se puede considerar como una espiral

tridimensional.

En la naturaleza no es dfficil encontrar sistemas que presenten estas geo-
metrfas. Las espirales se presentan en una gran variedad de sistemas natu-
rales, desde las moléculas quirales, las conchas de los moliscos y las inflore-
cencias de un girasol, hasta la forma espiral o helicoidal de galaxias, Desde
cl punto de vista de las matemdticas puras las espirales mds comunes son la

espiral de Arqufmides y la espiral equiangular o logarftmica

Puesto que en este trabajo se utilizan hélices cilindricas, debemos men-

cionar que cesta geometrfa la encontramos en varios sistemas naturales como
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en las plantas trepadoras. varios tipos de péptidos. nanotubos de carbén y
moléculas quirales. asf como las moléculas que conforman el dcido desoxirri-
bonucleico (ADN).

El estudio cudntico de partfculas atractivas en sistemas con geometria de
hélice cilfndrica es el trabajo tedrico desarrollado en esta tesis. Pensamos que
el trabajo aquf presentado es original, ya que en la literatura ciéntifica no
encontramos ningiin trabajo sobre partfculas atrayéndose en sistemas heli-
coidales. Es decir. como no encontramos en la literatura cientffica resultados
experimentales sobre estos sistemas, utilizaremos sistemas con dimensiones
y composiciones factibles. Nuestros resultados serdn de utilidad al investigar
excitones en alambres cudnticos helicoidales y en materiales cuya naturaleza
quiral de sus moléculas constituyentes sean suceptibles de representarse mi-
croscOpicamente por cste tipo de modelos. En particular los recientes avances
ciéntificos y tecnolégicos en la fabricacién de heteroestructuras semiconduc-
tores han permitido el diserio ¢ investigacién de estructuras mesdscopicas con
geometrfas novedosas {2] y [3].

Ademds de esta introduccidn, la tesis consiste de cuatro capftulos. En
el primer capitulo se comienza presentando unos ejemplos de sistemas con
geometrfa helicoidal. Posteriormente se mencionan resultados importantes
de la teorfa de bandas y de excitones, temas considerados como bdsicos en
fisica del estado sélido. Este capftulo finaliza con una 1itil descripcién de los
métodos numéricos utilizados para resolver ecuaciones diferenciales. En el
capitulo 2 se presenta con detalle el problema a resolver y sin considerar el
espin del excitén se plantea la ecuacién de Schrodinger para dos partfculas

con carga confinadas en un alambre sin grueso que tiene la forma de una



hélice cilfndrica. También se explica porque el estudio se restringe a estados
con paridad impar. En el capftulo 3 se presentan y se discuten para diferentes
pardmetros los resultados de las energfas de amarre y funciones propias para
las cuales las soluciones son continuas y diferenciables en todo punto. En el
tiltimo capftulo restunimos nuestro trabajo. presentamos las conclusiones y

perspectivas para trabajos futuros sobre el tema en cuestion.



Capitulo 1

Conceptos ttiles de la fisica del
estado sélido y el andlisis
mimerico

Comenzamos éste capftulo con ejemplos de sistemas diferentes magnitudes
que presentan geometrfas helicoidales. Ya que la ffsica de estado sélido es
muy extensa (4], aquf solamente presentamos algunos conceptos y resultados
bésicos que posteriormente utilizaremos. Por otra parte, los fendmenos ffsicos
se describen frecuentemente a través de ecuaciones diferenciales. por lo que
asimismo mencionaremos dos métodos numeéricos ampliamente utilizados en

la solucién de ecuaciones diferenciales

1.1 Sistemas con geometria helicoidal

El tornillo es una instrumento simple (figura 1.1), con una cuerda o estrfa
helicoidal cuya seccién transversal puede ser tridngular, rectdngular, etc, de
tal manera que la hélice se enrolla sobre el exterior de una superficie cilfndrica

de manera uniforme y constante. En la tuerca la rosca estd enrollada sobre




Figura™1.1: Tornillo y tuerca
P s 2R

Figura™1.2: Estria helicoidal

una superficie interior. Claramente la terminacién cn un clavo cs diferente a
la de un tornillo.

El clavo con estrfa en forma helicoidal (figura 1.2) permite entrar con
fluidez a manera de tornillo y presenta resistencia al salir.

Existen brocas para madcera, concreto y hormigon; la mostrada en la
figura 1.3 es para madera. Las brocas de este tipo atraviesan el material
realizando perforaciones de dimensiones muy exactas gracias a la punta de
broca con afilado de precision.

Las escaleras con forma helicoidal o de caracol (figura 1.4) sirven como
adorno y se usan especialmente para economizar espacios.

En sistemas naturales que presentan cste tipo de geometria podemos en-
contrar muchas plantas del tipo trepador y a nivel microscépico o mesoscépico
también hay una gran variedad de sistemas en los que destacan los péptidos

helicoidales (8], bacterias, el ADN (figura 1.5) y los nanotubos de carbon en



Figura~1.4; Escalera con forma helicoidal.




Figura™1.5: ADN

forma de hélice (figura 1.6) los cuales son tema de mds reciente investigacion
(9% [10], [11] ¥ [12].

Por iiltimo mencionamos sistemas que presentan formas espirales o hélices
mds irregulares como las galaxiss, algunas conchas de mar y de caracol (figura
1.7).

1.2 Teoria electrénica de bandas en un sélido

Origen fisico de las bandas

A continuacién se presenta un resumen de los fundamentos de la estruc-
tura electronica de la teorfa de bandas, en la que mostramos el origen fisico
de las bandas de encrgfa permitidas y prohibidas|5], asf como el concepto de
hueco en un sélido

Origen fisico de las bandas

La forma de los potenciales producidos por una, dos o mss cargas coulom-

bianas se muestran cn la figura 1.8. las cuales representan esquemdticamente
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Figura™1.7: Las espirales s¢ encuentran en varias conchas
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Figura™1.8: Energfa potencial coulombiana debida a (a) un ion. (b) dos iones,
(¢) varios iones en fila

la interaccidn de un electrén con un ién, con dos iones y varios iones dispues-
tos regularmente en una fila. Si se desprecian los efectos de los extremos la
energfa potencial tiene la misma periodicidad o regularidad que la red cris-
talina en un solido. En un cristal real la red es en tres dimensiones por lo
que la energfa potencial de un electrén moviéndose en este cristal también
presenta una periodicidad tridimensional.

Consideremos una red cristalina lineal compuesta de N jones separados
entre sf a una distaucia a (figura 1.9) donde se representan las energias per-
mitidas de tres estados electrénicos. Los electrones en el estado con energfa
E;tienen menor probabilidad de desplazarse en la red a diferencia de los elec-
trones con energfa Ej. Es decir. los estados electronicos en una red cristalina
que provienen de los niveles atémicos més profundos (y més ligados) tienen
menor movilidad.

El origen de las bandas electrénicas en un sélido reside én el desdobla-
miento de los niveles at6micos que surgen debido al traslape de las funciones
de onda. Por ejemplo, la energia potencial en las moléculas distomicas pro-
duce un desdoblamiento en los niveles de energfa que aumenta conforme la

distancia interiénica disminuye. Similarmente para un conjunto de V dtomos
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Figura™1.9: Tipos de niveles de energia en una red cristalina.
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Figura~1.10: Niveles de energfa en una red cristalina lfneal en funcién de la
distancia interiénica.

o moléculas, los electrones se mueven en un potencial periédico y cada nivel
de energfa se divide en un mimero de N niveles que es igual al nimero de
dtomos ver figura 1.10.

De acuerdo con la figura 1.10 a una distancia interatémica a los niveles
de energfa caen entre P y Q. Cuando N es muy grande los diferentes niveles
de energfa estdn espaciados tan finamente que se puede decir que forman
una banda casi continua de energfa. En una red hay muchas bandas, cada
una corresponde a uno de los niveles de energfa de los dtomos que forman la

red; la figure 1.11 muestra las bandas de energfa que corresponden a varios
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Figura™1.11: Bandas de energfa correspondientes a niveles de energfa

niveles de energfa para una distancia interatémica o' y a.

En un metal los electrones de conduccién llenan completamente los nive-
les de energfa permitidos hasta un méximo llamado nivel de Fermi Er. Por
encima de este lfnite existen niveles permitidos, pero salvo por unos pocos
electrones excitados térmicamente, estos niveles no estdn ocupados. Sin em-
bargo, para que ocurra el proceso de conduccién es esencial la existencia de
estos niveles vacfos. Un aislante es una sustancia que tiene una banda de
niveles permitidos completamente llena de clectrones y que por encima de
ella, existe una banda de energfas en la que no hay niveles permitidos. En un
semiconductor existe otra banda de niveles de energia permitidos que nor-
malmente estdn desocupados; esta banda estd separada de la banda inferior
ocupada por una regién en la que normalmente no hay estados electrénicos
permitidos llamados brechas (o gaps en inglés) o bandas prohibidas. Si el
gap E, es lo bastante ancho. las energfas térmicas ordinarias o los campos

exteriores no son capaces de alterar la posicion de los electrones en la banda
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ocupada, y ¢l material no puede ser conductor. Sin embargo, si existe algin
mecanismo que pueda suministrar a los electrones de la parte superior de la
banda ocupada la energia E, estos electrones pueden pasar a alguno de los
niveles permitidos vacios de la banda superior, donde pueden contribuir a la
conduccién pasando a distintos niveles de esta banda por efecto del campo
exterior. Ademds, es importante mencionar que cada clectrén excitado a la
banda superior, llamada de conduccién, deja tras de sf un estado permitido
vacfo. Como los electrones de la banda inferior (banda de valencia) pueden
ahora cambiar de cnergia intercambiando su posicidn con este estado des-
ocupado, esto permite también la conduccién, puesto que, este estado vacfo
actua como una partfcula positiva de carga +e. Las propiedades de estos

estados vacfos (llamados huecos) se describen en la siguiente seccién.

1.2.1 Huecos

Los huecos son partfculas ficticias [6] con los cuales se describe el comporta-
miento de la banda de valencia cuando esta pierde electrones. Se le considera

como una partfcula positiva de carga |e| y masa efectiva mj, dada por

2

—E—«—, (1.1)
(dE,/dk)?

donde E, es la energfa de la banda de valencia como funcién del vector de

onda K.

my =

La energia de un hueco en un estado Kes

h2i2

£ = m (1.2)

Por conservacién de momento, al remover un electrén de momento fik

14



a la banda de valencia se debe adicionar un momento —#4E en la banda de

conduccién por lo que el momenta del hueco en el estado & es

pn = —hk (1.3)
Considerando la influencia de un campo electrico E y despreciando las

colisiones de los electrones, la ecuacion de movimiento del hueco es

m;,‘-lftﬁ =l (1.4)
donde vy, es la velocidad del hueco, y que es la misma que la de los electrones,

pero en direccién opuesta. Es por esto que se counsidera en la banda de

conduccién la existencia de una corriente j de huecos dada por

j= +-euvy (15)

En general considerando colisiones y un campo magnetico B la ecuacién

de movimiento es

- d‘U}. Un _ = =
my, (-E- =+ ;_;-) =e (E + u;.a:B) (1.6)

donde 75, es el tiempo de deriva medio del hueco que es el mismo que para
el de los electrones.

Teorema de Bloch

Las ideas plasmadas anteriormente se describen matemﬁt‘icamente a tra-
vés del teorema de Bloch(7] . En un potencial periddico que cumple con la

propiedad

V({F+ R) = V{7, (1.7
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donde 7 es el vector de posicién del electrén y R es el vector de la red. la

ecuacién de Schrédinger es

[ 77+ v v = o, )

:la cual, segiin el teorema de Bloch, tiene como solucién

Wi = pg()e, (1.9)
donde ‘p,;(i") cumple con
> pe(F+ R) = pg(7) (1.10)
y la funcién pg(7) modula la amplitud de la funcién de onda ¥ .

Las ecuaciones (1.9) y (1.10) constituyen el teorema de Bloch. La energfa
del electrén no es totalmente cinetica como en el caso del electrén libre. La
expresion para la energfa en funcién de & es complicada y depende de la
geometrfa de la red.

Sustituyendo la ecuacién (1.9) en la ecuacion (1.8) y después de un poco

de algebra y eliminando el término e“;", la ecuacién para la funcién ug(F) es

(S0 + B9+ V()] glr) = Bt (L11)

Esta es una ecuacién de valores propios, donde el término encerrado entre

los paréntesis cuadrados es una funcién explicita de E ¥ por lo tanto las
funciones propias (eigenfunciones) y valores propios (eigenenergfas) también
son funciones de £. Para un valor fijo de & la ecuacién (1.11) ofrece muchas

soluciones E| ¢, E, g, By gy By gy ovonee
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1.3 Excitones

Los excitones son estados ligados resultado de la interaccién coulombiana
entre un eclectrén con carga negativa y un hueco con carga positiva que se
forma al transferir un electrén de una banda ocupada a una desocupada[l13)
(14] . La masa efectiva del electrén es

. h?

mg = ————s— (1.12)
(dE./dE)?

donde E, es la energfa en funcién del vector de onda & de la banda de con-
duccién {13].

Los excitones pueden moverse a través del material, pero debido a que
estas cuasipartfculas son electricamente neutras al moverse no producen nin-
guna corriente por lo que no influyen en las caracterfsticas electricas de los
sdlidos. Sin embargo, los excitones desempenan un papel en muchos fenéme-
nos opticos y fotoeléctricos en los aislantes y semiconductores. Determinan
los espectros de absorcién y emisién de éstos en la regién del borde de ab-
sorcién intrinseca.

Existen dos tipos de excitones, el de Wannier-Mott y el de Frenkel [16] que
se distinguen por sus extensiones espaciales y por sus encrgfas de amarre. Los
excitones de Frenkel son encontrados en materiales como cristales de gases
raros y s6lidos iénicos donde la constante dieléctrica es pequena dando como
resultado una energfa de ligadura grande y una extensién espacial pequena.
Los excitones de Wannier-Mott existen en semiconductores y aislantes que
exhiben constantes dieléctricas mayores. Su energfa de enlace y su distancia
de separacién son aproximadamente 10~2¢V y 10~8cm respectivamente, por

lo que el excitén estd ligado débilmente y la separacién electrén-hueco es
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grande comparada con las distancias interatémicas.

En los dieléctricos y en los semiconductores se construye un mdédelo simple
considerando al electrén y al hueco como cuasipartfeulas con cargas unitarias
de signo contrario y con una energfa potencial de interaccién

bl

€r

V) = (1.13)

donde

r=|re —rall, (1.14)

es el vector de posicién relativo entre el electrén y el hueco. En el sistema
de centro de masa y masa reducida, la ecuacién que determina la energfa de

los pares electrén-hueco [17] es

—ﬁ2 a')

2
P %)‘P.um(r) = [En(k) - By

R212 )
B m]wm(r), (1.15)

donde

mamn;y,

mg +mj, (1.16)

# =
es la masa reducida efectiva del electrén y el hueco, por lo que de acuerdo

con la ecuacién (1.15) la energfa puede representarse de la siguiente forma

R pet
2(m; +m;)  2h2e2n?

Ea(k) = +E, (1.17)

donde el primer sumando corresponde a la energfa cinética del movimiento
libre conjunto del electrén y el hueco. El segundo sumando corresponde a los

estados excitados discretos de un stomo hidrogenoide con masa reducida g
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que se encuentra en un medio continuo de permitividad € y £ es la encrgfa
del gap que estd entre el fondo de la banda de conduccidn y el techo de la
banda de valencia.

El radio del excitén con mimero cudntico n se expresa por la férmula

nlemag
n
donde m es la masa del electrén libre y ap es el radio de Bohr del dtomo de

R, = (1.18)

hidrogeno.

1.4 Método de disparo

Cuando se requiere que las ecuaciones diferenciales ordinarias satisfagan dos
condiciones de frontera (no necesarinmente los puntos extremos del intervalo
de interés), el problema resultante es llamado un problema con valores en
dos puntos frontera, que sc puede resolver numéricamente [13].

La diferéncia principal entre un problema con valor en dos puntos frontera
y uno con valor inicial radica en que en el 1ltimo la solucién construida
por métodos numeéricos satisface solamente una condicién de frontera que
usualmente es el primer punto del intervalo de la solucién, siendo por ello
que se pueden obtener por este método varias soluciones. En cambio. para un
problema con valor en dos puntos frontera ademds de satisfacer la condicién
anterior también debe cumplir una condicién en otro punto punto que puede
ser un punto interior del intervalo (punto singular) o el iltimo punto del
intervalo, y por lo cual la solucién es iinica.

Para resolver un problema con valor en dos puntos frontera hay dos cla-

ses distintas de métodos numéricos, el método de relajacién y el método de
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disparo (o shooting en inglés). El primero consiste en ecuaciones de dife-
rencias finitas que reemplazan la ecuacién diferencial original, estando estas
ccuaciones construidas sobre una cuadrfcula o malla de puntos que abarca el

dominio de interés. Por ejemplo. una ecuacidén diferencial de primer orden

d
== g(z.y) (1.19)
se puede reemplazar con una ecuacién algebraica relacionando valores de

la funcién en dos puntos k£ y k& — 1 de la siguiente manera

1 1
Yk = Yr—1 — (Tx — Ik—1)9[§(1'k + Te_1)s 5(.'/1: +yk-1)] =0. (1.20)

Se puede demostrar que para ecuaciones diferenciales de ordenes superio-
res, Gstas se pueden escribir como un conjunto de ecuaciones diferenciales de
primer orden.

En primer lugar, en el método de relajacién se comienza con una solucién
aproximada y se va mejorando ésta iterativamente. Como las iteraciones
stucesivas mejoran la solucion, se dice que el resultado se relaja » la solucion
verdadera.

En el método de disparo se escoge el valor de la variable dependicente en un
punto frontera y la ecuacién se resuelve por métodos nimericos con valores
iniciales, llegando a la otra frontera y/o cualquier punto interior con condicién
de frontera especificado. En general se encuentra una discrepancia con el
valor deseado en la frontera, por lo que se busca eliminar esta discrepancia
variando los pardmetros llibres hasta ajustar el valor de frontera deseado en

ese punto. En el caso de tener un conjunto de ecuaciones diferenciales de
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primer orden, se escogen los valores para las variables dependientes cn el
punto inicial considerando que 6stos deben ser consistentes entre ellos.

La forma de determinar la solucién de una ecnacién diferencial por el
método de disparo se puede comparar con la trayectoria descrita por una
bala disparada por una pistola al blanco, ya que. al ajustar el valor de la
frontera final variando los parametros libres lo que se busca es atinarle a un
punto. Este método provee una aproximacién sistemsdtica porque tomando
un conjunto de disparos alineados se mejora la precision del objetivo siste-
méticamente,

El método de relajacién funciona mejor que el de disparo cuando las
condiciones de frontera son especialmente delicadas, o cuando ellas involucran
relaciones algebraicas complejas que no pueden ser facilmente resueltas en
forma cerrada. También funciona mejor cuando la solucién es suave y no
muy oscilatoria, ya que las aproximaciones podrfan requerir muchos puntos
sobre la malla para una buena representacién aproximada. El método de
disparo es preferido en estos casos porque el tamano de pasos de integracién
se ajustan naturalmete a cualquier forma de la solucién por extravagante que
sea. Es por estaltima razon y por el hecho de que el potencial de nuestro
problema en esta tesis es oscilatorio, que el método de disparo es el que se
utilizard aquf.

Como un ejemplo ilustrativo del método de disparo consideremos la ecua-

cién diferencial de nuestro problema

&9 A

-5 + e = —&¢, A(n.21)
96" | [1Sen28 + g2

sujeta a las condiciones de frontera
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#(0.0001) =0 (1.22)
#(50) =0 (1.23)

#'(0.0001) = 1 (1.24)

para valores fijos de 8 y A. Como se obtienen varias soluciones al variar el
valor de &, la tinica funcién que cumple con las condiciones anteriores es la
que tiene el valor de § = —0.01562 (ver figura 1.12). Las otras funciones
son intentos fallidos, ésto es, son soluciones de la ecuacién diferencial con
diferentes valores de £ para los cuales no se cumplieron las condiciones de
frontera y por lo cual tuvieron que ser desechadas. A continuacién se podrfa
intentar resolver la ecuacion original para encontrar otras eigenfunciones con

obviamente, dfferentes valores de £ (e cigenvalores).
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Figura™1.12: Por ¢l método de disparo se ajusta el valor de £ hasta lograr
que la funcién buscada satisfaga las condiciones de frontera, 1o cual equivale
a hacer disparos con una pistola hasta atinarle a un blanco. En la figura € =
—0.01562 es ¢l valor para el cual la funcién ¢(#) cumple con las condiciones

de frontera.



Capitulo 2

Excitén en estructuras
helicoidales

El problema central de la tesis se plantea en este capftulo. Ya que dicho
problema pertenece al &inbito de la mecdnica cuéntica{19}, debemos comenzar

por plantear la ecuacién de Schrisdinger correspondiente.
2.1 Ecuacién estacionaria de Schrédinger

Consideramos la interaccién electrostdtica de dos partfculas cargadas con
cargas opuestas e cuyo movimiento estd restringido a un alambre sin grueso
en forma de hélice cilindrica (vesse figura 2.1). Sin considerar el espin la

ecuacién de Schrddinger independiente del tiempo es

K2 rgr
- (ET_I;T + Sy - im.) ¥ =eV¥, (2.1}
a2
Vit A (2.2)

- /(@1 = 22)2 4+ (1 — 12)% + (21 — 22)?
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Figura 2.1
Dos particulas cargadas con cargas opuestas restringidas a
moverse en un alambre sin grueso con simetria helicoidal



donde -y m9 son las masas de las partfculas, fi es la constante de Planck
dividida entre 2w, € es la constante diclectrica. e es la carga del clectrén y e
es la energia.

Podemos escribir las ecuaciones paramétricas de las coordenadas de las
partfculas en la hélice en unas coordenadas similares a las cilindricas de la

siguiente manera

z; = acosby (2.3)
W= asen()i, (2.4)
% = ab; (2.3)

donde ‘el subfndice i = 1,2, etiqueta a cada particula, a es el radio constante
de la hélice y la variable § de cada particula estd definida para todos los re-
ales y corrmp;mde a la variable angular de las coordenadas cilfndricas 8.. La
proyecciou de 0 en el plano 2y corresponde obviamente a 6. Esta definicién
de @ tiene la ventaja de describir tanto el movimiento rotacional en la hélice
como el movimiento vertical. En la ecuacién (2.5), cl factor de proporciona-
lidad a que relaciona a 6 y z es una constante que nos da la razén de vueltas
por unidad de longitud axial. Como se verd més adelante, este factor de pro-
porcionalidad junto con el radio a son utilizados para definir otro coeficiente
3 que nos servird para caracterizar las dimensiones de la hélice. Ya que el

radio de la hélice es constante, entonces el laplaciano para este sistema es
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,_ 108 1@

= w08 ot @9

Se susutituyen las ecuaciones (2.3), (2.4), (2.3) ¥ (2.6) y las coordenadas

de cada una de las partfculas en la ecuacién (2.1) para obtener

(2.7)

AV Ty e Ty

Esta es la ecuacién de Schrédinger en nuestro sistema de coordenadas
para dos partfculas en términos de dos variables independientes 6, y 6s.
Para resolverla, transformamos las coordenadas al sistema de coordenadas

relativa y de centro de masa definidas por
8=06,—08,, (2.8)

_ m 6, + mab,

2.9
™my -+ mg ( )

e

Aplicando el teorema de cambio de variable se llega a las siguentes ecua-
ciones que relacionan la segundas derivadas de las variables 8,y 62 de las

partfculas 1 y 2 con 8 y 8., del nuevo sistema.

2 2 2 2 g2
1] J 2m1 1] ( my ) O (2'10)

a9? = 202 + my + maq 80,00 my +my) 96°
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2 2 2 ; \2 22
1%} 1%; 2my 1% ( my ) I3; (2.11)

5@3 = 2% ~ my + mo 00,00 my+me) 065,

Sustituyendo las ecuaciones (2.8),(2.10) y (2.11) en (2.7) se llega a

—K /1 1 my + my 9%V 1 O*w e
S \zt= oz T 57 ) =el.
2 a [3% mymgs 00 my +my 962, e\/2a2 (1 — cosB) + 22

Si introducimos los pardmetros siguientes: g = mL':%’",f; yM=m +m
definidos como la masa reducida y la masa total, respectivamente y haciendo

uso de la identidad trigonométrica 2 (1 — cosf) = 4sen"% se tiene:

—n'l(_1_+_1_) (laﬁw+la‘=ql)_ ¥ .
2 \a® a?)\poe* MO8, . [iz2 Sen?? + a26° o
: (2.12)

Utilizando ¢l método de separacién de variables, se propone como solucién
a ¥ = ¢(0)S(0.m), que al sustituirse en la ecuacién anterior, dividiendo entre

¥ y al separar los términos que tienen a @ en el lado izquierdo y en el lado

derecho los que tienen a 6., se llega a

FLLIVIP o B (1, 1)1
2p \a*  o?/ ¢9* €v/4a2Sen?$ + a26* 2M \a* " o?) 506;,
(2.13)
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Como las variables 8 y 8., son independientes, por consistencia ambos
lados por separado son iguales a una constante la cual se denotard por E,
pues resulta ser la energfa del centro de masa, de esta manera se tiene lo

siguiente

o1 1\ 1 ¢s
Eem = 237 (F + ?) Soe2," 214)

~m
Como la energfa total del sistema & es igual a la del excitén E.;. mis
la energfa del centro de masa E, se tiene que Eq,op = (€ — Eqn) la cual se

sustituye en la ecuacién (2.13) para obtener

~h% (1 1\ &2 2
e (—2 —2) B T = Bt (2.13)
A €v/4a2Sent + a20*
Definiendo las siguientes variables adimensionales
a’a? 2
€= (m) 2 Beeer (2.16)
_ 2ue? [ a’a?®
A= h2ae (a.2 +a2)’ (217)
se llega a la ecuacién de Schridinger en términos de una sola variable inde-
pendiente.
92 A
S+ e = €6 (2.18)
0 /4Sen?é + 3%9*
donde 3 = 2.

28



El segundo término del lado derecho de la ecuacién (2.18) es el potencial
V(6) definido como

A

\ /4Sen'2§ + 3%

Dependiendo de los valores que tomen 3 y A, la forma del potencial pre-

V) = (2.19)

sentard oscilaciones grandes o pequenas como se muestran en la figura 2.
2 dependiendo del valor de 3. A A se le identifica como factor de propor-
cionalidad de la intensidad del campo, 45011"% es denotado como el factor
responsable de las oscilaciones del potencial y finalmente a 3 dado por 2
lo definimos como un factor de torsidn, el cual no es igual al cominmente
definido en geometrfa difercucial dado por —=fte= [20]. Es importante ha-
cer notar que en hélices mds comprimidas, que correspouden a valores de 3
m#s pequenios, se obtienen potenciales mds profundos, pues el promedio del
potencial disminuye y aparecen mfnimos miis pronunciados en valores de 8
multiplos de 27 .

Si consideramos a una de las partfculas viajando en forma ascendente

sobre la hélice, la altura alcanzada k como funcién de 8 estd dada por

h=af, (2.20)

que en la ecuacién (2.5) se represent6 por z. De esta forma al despejar a a
y al dividir ambos lados de la ecuacién entre a se tiene
B= (2.21)

QIR
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Cuando 8 = 2r, ésto es, cuando la partfeula ha dado una vuelta completa

alrededor del eje de la hélice se tiene que 3 nos da la razon entre la altura

. alcanzada y la logitud arco que recorre en una vuelta. Nétese que el poten-

cial de interaccién presenta minimos para valores de § multiplos de 27, pues
estos puntos describen minimos locales de la distancia relativa entre las dos
partfculas. 8 es un paramétro que nos sirve para caracterizar a una hélice.
ésto es, si 3 tiene valores pequenos se puede decir que la hélice estd muy
comprimida o torcida y en el caso limite cuando 3 — 0 ¢l potencial de la
ecuacién (2.18) se reduce al de un anillo. En cambio , sf 3 tiene valores gran-
des se puede decir que la hélice estd muy estirada y por lo tanto el potencial

de la ecuacién (2.18) se aproxima al de un alambre cuéntico unidimensional.

2.2 Meétodo de solucién

Los sis.temus cudnticos con potenciales coulombianos unidimensionales conti-
nuan generando mucho interés y, desafortunadamente, mucha confusién (21].
la cual radica en la existencia de las soluciones pares. Loudon (22} en su
trabajo pionero concluye que las energfas de amarre de los esta.dos ligados
son doblemente degeneradas, y la existencia de un estado base con energfa de
amarre infinita; Haines y Roberts [23] determinaron también soluciones pares
que formaban un espectro continuo y aunque Davtyan, Pogosyan, Sissakian y
Ter-Antonyan {24] explicaron que la doble degeneracién de las eigenenergfas
de Loudon es consecuencia de la existencia de una simetrfa oculta, al pasar el
tiempo, varios autores han refutado a todos los autores que han defendido las
soluciones con paridad par. Andrews [25] cuestioné la existencia del estado

base de Loudon, Dai Xianxi, Jixin Dai y Jiqiong Dai {26} concluyeron que
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las soluciones pares no existen demostrando cue estas no conforman un con-
junto ortogonal. Andrews [27] objeta la existencia de la simetrfa escondida
al igual que Gordeyev y Chhajlany [28] quienes ademds concluyen que s6lo
las soluciones impares son admisibles. Como no es dificil dar argumentos que
defiendan a los estados con paridad par, el cuestionamiento sobre la existen-
cia de éstos estados seguird siendo un tema controversial. Y es por esto que
s6lo describo los estados impares excluyendo a los pares.

Antes de continuar, analizaremos el potencial dado por la ecuacion (2.19).
Como la forma del potencial debe ser oscilatorio, se requiere que para valores

de 9 pequenios

4Sen2g > 3%0°. (2.22)

Utilizando la siguiente identidad trigon6metrica para la funcién seno vali-

da para valores de 8 pequerios

Senf = 0, (2.23)
se tiene
6 &
sen?5 ~ T (2.24)

esta iltima ecuacién se sustituye en la ecuacién (2.22) y al despejar 8 se

obtiene

13> 8. (2.25)

Por lo cual concluimos que el potencial presentard oscilaciones, sélo si

se cumple que 3 toma valores mucho menores que 1. En la figura 2.2 se
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muestra la forma del potencial para diferentes valores de ;3. Demostrando
que efectivamente lo anterior se cumple.

Regresando a las funciones con paridad impar, tenemos que por ser estas
antisimétricas, es suficiente con resolver la ccuacion (2.18) para valores de
6 positivos. Ahora bien, este dominio lo dividimos en dos regiones; una en
la cual el término oscilatorio domina al término 3%6% y otra donde ocurre
lo contrario. En la segunda regién se resuelve analiticamente la ecuacién de
Schrodinger (2.18) para unirla con la solucién numérica en la primera regién.

A continuacién se dard un criterio para escoger la posicién de la frontera
6o entre las regiones arriba mencionadas. La frontera de ambas regiones estd

definida por un punto que satisface la desigualdad

3% > 4sen‘2(g). (2.26)

Como el 1iltimo término alcanza nn valor méximo de 4 se tiene entonces

36 > 4. (2.27)
En figura 2.2 se muestra como el potencial varfa como funcién de §.
En el caso de una hélice muy comprimida, el potencial muestra oscilaciones
considerables (por ejemplo. 3 = 0.05). Para valores 8 > 0.05 la misma
figura muestra que la profundidad de los pozos del potencial va disminuyendo
con’siderablemente. Cuando 3 = 0.46 el potencial se vuelve aproximadamente
una funcién mondtona creciente sin oscilaciones.Por otra parte de la ecuacién
(2.21) con 6 = 2 se obtiene

N=2-_1 (2.28)

1
2n3

=8



V(6)

0.00

-0.08 -

@2445 |
ox]:
0,40
0.48
-0.56:
064

072

-0.80

Figura 2.2

Las oscilaciones del potencial dado en la ecuacién 2.19 decrecen al aumentar el valor de §. Esto
confirma ia validez de la ecuacion 2.25 que impone como condicién que 1>>p para que el potencial
presente oscilaciones.



donde N se define como el mimero de espiras que una partfcula debe recorrer
en una hélice para alcanzar una altura A igual al radio a.

En el cuadro 1 se muestran los valores de IV para diferentes valores de 3,
y donde se puede concluir que para el valor de 3 = 0.05 se tiene una hélice

poco comprimida (3 espiras).

3
0.03 | 5.3
0.04 | 3.97
0.05 | 3.18
0.07 ] 2.27

Cuadro 1:Para 8=0.05
el valor de N no denota a una
hélice muy comprimida.
Tomando en cuenta que la expansién asintética es vélida para valores de
# muy grandes, es conveniente escoger la posicién de frontera 8y lo suficien-
temente grande para evitar errores en la expansion asintética definida en las
regiones |#] > 6q. Por cllo evaluamos 8y con ¢l valor de 3 = 0.05 y al despejar

a g se tiene que

2
8o > 5= = 40 = 800 » 0.05 = 8003, (2.29)

lo que quiere decir que se debe cumplir 8y > 8003, por lo que tomaremos
6o = 10008.

2.3 Solucién numeérica
Como se menciond anteriormente, para valores de |6o] < 10007 la solucién

de la ecuacién de Shrédinger se determina numéricamente por el método de
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disparo resumido en la seccion 1.4. Ya que estamos buscando sélo las solu-
ciones antisimétricas o impares. las condiciones de frontera ue se imponen

para las soluciones numéricas son por conveniencia

#(0.0001) = 0, (2.30)
¢'(0.0001) = 1, (2.31)
#(6) =0, (2.32)

ya que como no ¢s posible definir un valor para el potencial en 8 = 0, Gste
se evalua en 6 = 0.0001 por ser el punto més cercano a cero cuyas cifras
son confiables totalmente. El valor de uno para la derivada en 8 = 0.0001
carece de importancia debido a que este representa una ;;endiente la cual
toma el valor correcto cuando la funcién es multiplicada por la constante de
normalizacién. '

Se calculan para diferentes valores de 8 y A las funciones de onda para
el primer y tercer estado excitado junto con sus repectivas eigenenergias que
después son corregidas y las cuales se muestran en las figuras y los cuadros
de las seccion 3.3 (la precisién de las energfas de amarre calculadas finales se
presentan con por lo menos cuatro cifras significativas). A las eigenenergias
se les hace una correcién cuando se unen las dos soluciones, puesto que, en
este punto la solucién mimerica y su derivada deben tomar el valor de la
solucién andlitica y su derivada respectivamente y no el valor de cero que
tenfan como coudicién inicial. Por consecuencia las condiciones de frontera

que se imponen sobre las condiciones de frontera para las dos soluciones son

34



$(10004) = ,(10003), (2.33)

¢'(10008) = ¢,(10003), (2.34)

en donde ¢, es la solucién analitica.

2.4 Solucién analitica

En esta region se satisface la ecuacién (2.26) por lo que la ecuacién (2.18)

se reduce a una de la siguiente forma

Ry _ev
2u du? el ul
donde u es la masa reducida de las dos partfculas

=Ey, " (2.35)

Ahora proponiendo el cambio de variable y los pardmetros adimensionales

siguientes:

—2uE .
w=\[—5u, (2.36)
et [—2u ]
1=CVRE" (2:57)

que al sustituirlos en la ecuacién (2.35) nos conduce a
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i L
m+|w|—

que es la ecuacion de Schrédinger unidimensional para el dtomo de hidrégeno.

=0 (2.38)

Esta ecuacién ya fue estudiada por Loudon {29) quien determino las siguientes

eigenfunciones
e—17
WEz = —b6y)= r‘( a)leI(l a; 2 )
[10g(z)+\1’(1—a) (1) - (2)
con

r—1
1 1 1
Ar—"z;l[n+1—a—n+l—n+2] ’

T(c+r)

(c)r h -—F(_C-) s

donde ¥(s) es la derivada del logaritmo de la funcién I" (c), esto es

P(s) = (logll (s))' =T (8) /T (8) (2.40)

¥ 1Fi(1 — a; 2; Z) es la funcién hipergeométrica confluente [30] dada por

F(1 - a2 7) Z (1(;)")' =
r=0 r

Como las soluciones determinadas por Loudon son finitas en el origen y

(241)

ademss estas egenfunciones divergen en 400 cuando o toma valores enteros
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que son los valores cuantizados correspondientes al dtomo de hidrégeno; no
son utiles para nosotros . putesto que, en nuestro problema hay una disconti-
nuidad en el origen y la solucién asintética que se busca s6lo no debe cubrir
todo el dominio de 6. Por lo que para resolver la ecuacion (2.38) se propone

la siguiente solucion en series de potencias inversas

oo
- cﬂ
Pp=e v E -l;"_": (2.42)

n=0
en donde r es una constante a determinar. El factor e~* se propone porque
para w 3> 1 la solucién de la ecuacién (2.38) se comporta de esta forma es
decir cuando las partfculas estdn muy alejadas entre si la funcién de onda

tiende a cero. Asf derivando la ecuacién (2.42) dos veces se tiene,

d%y . —w Cn (n+r)ca (n+r)y(n+r+1)ea
m =e (Z wn+r +2 Z n+r+l + E T2 )
(2.43)

Sutituyendo las ecuaciones (2.42) y (2.43) en la ecuacién (2.38) para w >

0 obtenemos la siguicnte expresién ya simplificada

) [2(‘n+r)+‘7]cn+2("+’)(7‘+r+1)c" =0. (244)

wn+r+l wn+r+e

En la primera sumasean®=n—1
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Z[2(n'+1+r)+'y]c,.-+1 +Z(n+r)(n+r+l)c,. _

24 ,‘Un—r+2

0.  (2.4)

Ahora como cl fndice en la prfmera suma es mudo se puede tomar n
en lugar de n®. Igualando a cero independientemente cada potencia de la

ecuacidn anterior se obtiene:

Rn+1+r)+vfcn1 = —-(n+r)(n+14+r)cn. (2.46)

Sustituyendo n = 1 en la ecuacién (2.46) obtenemos:

[2r + 4]0 = r2e_y. (2.47)
Como cg # 0 y c_; = 0 entonces se debe cumplir que:
-
= ——— -4
r 3 (2.48)

Asf la relacién de recurrencia queda de la siguiente forma
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—(n = Pn+ 1= Fon _ ~(n = F)n+1 - Den

‘el = = 2.49
R T ) g 2+ D) (2.49)
Pafa n = 0 se tiene
1(1 - De )
=103 (2.50)
para n = 1 se tiene:
oGNP —Q-DE-PEA-Ped 0

2.2 22.2 .

para n = 2 se tiene:

_=(2=HB-Fe _ 2-HE-HQ -2 - NEA ~ F)eo]
ca= 2.3 = 29.1.2.3 ‘

(2.52)

Por lo que se puede generalizar para el término ¢, (con ¢ = 1) de la

siguiente forma:
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= (—1)(.n — Daln=1=Da

ool , (2.33)
en donde. (@), son los sfmbolos de Pochhammer [31] definidos como

a+n)! -

(@)n = ( ] i3 (2.54)
Por lo tanto la solucién se escribe de la siguiente forma:
T o - Pl 3

— p—w — '—2"71—1—2),, =

Ve nz=0 2rplwn-3 (2.55)

en donde %] denota el mayor entero de F .

Ahora como la solucién asintética debe estar en términos de las variables

£ y 0 y no de w, se escribe la ecuacién (2.18) de la siguiente forma .

B¢ Ao _ =
i + B0 =y (2.56)

donde el término oscilatorio ha sido despreciado por considerarse que se cum-
ple que 4Sen?() <« B*>.
Tomemos el siguiente cambio de variable § = %5 que al aplicarse a la

ecuacion (2.56) se obtiene

o g )
557+|—gl|=—/7\25 . (2.57)



Por otra parte al aplicar el cambio de variable w = £ a la ecuaci6n (2.38)

se tiene:

&y Y Y
— ——— = 0. 2.-
Fr AT I (2:58)

Igualando las ccuaciones (2.57) y (2.58) se concluye que:

—\2
——=1 2.59
B3¢ (2:59)
Abora de los cambios de variables para 8 y w se tiene:
A
w=—:6. 2.60
py (2.60)

Sustituyendo la ecuacién (2.60) en la ecuacién (2.55) se tiene:

{F1+3 n—l(y ﬁ-:- n— -—E
peny = 0 5 CUn TR Lm0 g

{_ 2
n=0 39?
F]

2"n!(_1—"‘;9)""

Esta es la solucién anélitica determinada para la regién en la cual el

término oscilatorio es despreciable.
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Capitulo 3

Resultados y discusién

Ya que podemos utilizar la teorfa presentada para diferentes sistemas helicoi-

dales, a continuacién estimaremos algunos de los posibles pardmetros tipicos

3.1 Parametros caracteristicos de varios sis-
temas

Estimaremos los pardmetros caracterfsticos (a, B y X definidos anteriormente)
de posibles hélices formadas por moléculas y alambres cugnticos semiconduc-
tores en las cuales la teorfa sea aplicable,

Escogeremos pardmetros con la finalidad de evitar que sistemas helicoida-
les en los cuales la separacién entre espiras sea muy cercana. De esta manera
podremos despreciar el denominado efecto tiinel, que se vuelve importante
cuando las espiras estdn muy proximas una de otra. La geometrfa de nuestro
sistema implica que al recorrer la hélice la distancia entre espira y espira
presenta un mfoimo local cuando la variable 8 es un muiltiplo de 27, Puesto
que el potencial de interaccién coulombiana es proporcional al inverso de la

distancia, este hecho se manifiesta en una intensidad mayor (0 mfnimos lo-
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cales pues el potencial es siempre negativo) del potencial de Coulomb para
esos valores de 8, como se pudo apreciar en las gréficas del potencial de in-
teracién. Si el efecto tinel fuese importante, nuestro modelo unidimensional
dependiente de 8 no serfa vilido, pues habrfa que tomar en cuenta la posibi-
lidad de movimiento "vertical” de espira a espira para 8 constante. esto es.
realizando un salto entre espiras sin hacer un recorrido total sobre estas, Es
decir, aunque nuestro modelo no considera el grosor de la hélice, definiremos
pardmetros para los cuales el efecto tiinel es despreciable atin incluyendo va-
lores factibles del grosor que relacionen a los anteriores con la separacién de
las espiras considerando un grosor para éstas. Por lo tanto, nuestros resul-
tados no serfan confiables para hélices muy comprimidas, es decir, nuestros
pardmetros estardn restringidos debido a las limitaciones de nuestro modelo

Si definimos S como la distancia minima entre espiras con grosor, h como
la distancia entre espiras sin grosor y d como el grosor de la hélice en la

coordenada z, entonces

S=h—d. (3.1)

Como la ecuacién (2.21) contiene a y 8 podemos despejar a k para § = 2,

obteniendo

h = 2maf, (32)

Por otra parte, la relacién entre a y 3 con A estd dada por la ecuacién

(2.17). Despejdndo a en términos de 3 y de A a través de la ecuacién (2.17)

AhZe (1 + 3%
2= () (3:3)

se obtiene
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De esta manera, dependiendo del potencial de confinamiento y de las di-
mensiones y el grosor de la hélice, escogeremos un valor minimo de S ue
evite que se produzca efecto tinel. Tomaremos S = 30 ;& para hélices semi-

conductoras y § = 10 A para moléculas en forma helicoidal.

3.1.1 Moléculas

En primer lugar. las estructuras como los nranotubos son un ejemplo de mo-
léculas helicoidales chicas cuyos pardmetros suponemos que son

S =10 :1, h =~ 15 :1, d=25 :1, € = 1 donde a estd ya determinada por
el valor de los pardmetros anteriores cumpliéndose a € (8,10) :l Ademss
también se considera que las partfculas son un electrén y una particula con
carga positiva y masa infinita que representaria un protén o un ién.

Los valores de A, ¢ y 4 que cumplen aproximadamente con los pardmetros

anteri s ncdos og el cuadro 2,

a(Ay| B |MAY[S(A)] A
12 0.2 15 10 10.96
13 ] 0.18 ] 14.7 9.7 9.69
14 | 0.17 | 14.9 9.9 9.34
15 {0.15] 14 9 7.84

Cuadro 2: Valores calculados de a, 3 y A que deben
caracterizar a Ias moléculas helicoidales chicas,

3.1.2 Alambres cudnticos

" Por otra parte, basdndonos en resultados experimentales de alambres cudnti-

cos semiconductores las dimensiones tipicas de posibles hélices formadas por
estos materiales estdn en el rango siguiente.
d € (50,100) A, a~500 Ay S > 30 A.

Los valores de 3 calculados son mostrados en el cuadro 3
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B 1 h(4) [ S (4)
0.05 ) 157 57
0.07 | 220 120
0.09 | 282 132
0.12 [ 376 276

Cuadro 3: Valores de 3
estimados para alambres cudnticos
semiconductores

De este cuadro se deduce que para d = 100 :& y para valores de 8 > 0.05 la

condicién que impone S se cumple; quedando entonces como tinica condicién

que los radios de las hélices semiconductoras sean de aproximadamente de

500 ;1 Por lo cual ahora los pardmetros cque se deben variar en los cdlculos

son so6lo 3 y A y los cuales se estiman para diferentes semiconductores.

Aplicacién a algunos semiconductores

En las hélices formadas por alambres cusnticos semiconductores existe una

variedad de materiales caracterizados por las masas efectivas de los electrones

y huecos y la constante dieléctrica de apantallamiento. Para cada uno de los

siguientes materiales se estima el valor de A (cuadros 4, 5, 6, 7 y 8).

GaSh

€ =15.69 | m; = 0.047 | m}, = 0.06
A 3 a

0.1 0.05 502

0.19 0.07 488

0.32 0.09 499

0.55 0.12 485

Cuadro 4: Valores calculados para A iderando

las masas efectivas de un electrén y un hueco ligero,
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GaAs
€= 13.13 | m7 = 0.07 | my, = 0.12
A A a
0.2 0.05 501
0.39 0.07 500
0.65 0.09 505
1.1 0.12 484
Cuadro 5: Valores calculados para A id do las
masas efectivas de un clectrén y un hueco ligero.
InP
€= 12.37 | m, = 0.073 | mj, = 0.078
A ] a
0.18 0.05 498
0.35 0.07 495
0.58 0.09 498
1 0.12 486
Cuadro 6:Valores calculadoa para A id do las
masas efectivas de un electrén y un hueco ligero.
InSb
€=17.88 | m;=0.015 { m;, = 0.021
A s a
0.03 0.05 517
0.05 0.07 529
0.09 0.09 481
0.17 0.12 514
Cuadro 7: Valorea calculados para A
1as masas efectivas de un electrén y un hueco ligero.
InAs
€= 14.53 | m: = 0.026 | mj, = 0.025
A B a
0.05 0.05 481
0.1 0.07 192
0.17 0.09 508
0.3 0.12 507
Cuadro 8: Valores calculados para A iderando

las masas efectivas de un electrén y un hueco ligero.
Debido a los recientes avances en técnicas de litograffa (32] , es posxble

que en un futuro no muy remoto se puedan construir hélices semiconduc-
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toras para las cuales los radios no necesariamente deban tener el valor de

-
500 A, sino aiin mds pequeios. Para estos casos hemos estimado diferentes

radios con diferentes valores de /3 y un valor fijo de A = 0.25 ¢l cual se escoge
arbitrariamente, ya que de la ecuacién (3.3) se puede notar que a y A son pro-
porcionales. Por tanto, para calcular los radios de las hélices para diferentes
valores de XA y con valores de 3 (dados en el cuadro 9) en un semiconductor
dado, sélo es necesario multiplicar ¢l valor de o por el cociente ﬁ,:‘ donde
Ay es el valor de A propuesto. Por ejemplo, si se quiere saber cusinto vale el
radio para A = 0.09 del InSb y 3 = 0.12, al utilizar la formula anterior se

tiene que al multiplicar 459 :1 por 222 v ol radio que resulta es 165 ,°4

0.25
a(Ad)  A=1025
Semiconductor | 3 0.05 0.07 0.09 0.12
InP 423 216 131 | 74
GaAs 436 223 135 | 77
InAs 1255 642 390 | 221
GaSh 815 417 253 | 143
InSbh 2611 1335 810 | 459
Cuadro 9 Radios a en Angstroms de las hélices considerando las masas

efectivas de un clecttén y un hueco pesado para las particulas caragadas.

3.2 Funciones y energias propias

Las funciones propias calculadas para el primer estado excitado se muestran
en las figuras 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4, y las gréficas para el tercer estado excitado
se muestran en las figuras 3.5, 3.6, 3.7 y 3.8. En cada una de ellas se han
graficado las eigenfunciones para diferentes valores del factor de proporcio-
nalidad de la intensidad de campo A con valores constantes de 3. Ya que las
funciones de onda son antisimétricas solo se ha graficado la parte positiva de

las eigenfunciones; la antisimetrfa de las funciones implica que el valor de la
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Figura 3.1
Funciones de onda del primer estado excitado para cinco valores diferentes de A. Las funciones

se dispersan mds conforme disminuye el valor de A.
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Figura 3.2
Funciones de onda del primer estado excitado. La dispersion de estas funciones es mayor
que sus correspondientes anteriores cuyo valor de p es de 0.05.
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Figura 3.3
Funciones de onda del primer estado excitado. Al igual que en la anterior figura, se puede notar el aumento de

la dispersidn de estas funciones al disminuir el valor de 1.
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Funciones de onda para el primer estado excitado para p=0.12.
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Figura 3.5
Funciones de ond

2 del terder estado excitado para diferentes valores de 2 y B=0.05.



¢(0)

0.15 -

0.10 1

0.00 4+

0.05

TE‘.:!::I'."' T T e T T T T

8 - . 24 32 40 48 " 56 64 72 80 88 96

-0.05 - '%E L L S B=0.07
.................. 2=0.03
01404 0 iy v S ATl 2=0.05
................ %=0.09
-0.15 .J ....................... 2=0.12
S 2=0.15

J

Figura 3.6
Funciones de onda del tercer estado excitado para diferentes valores de A y $=0.07
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Figura 3.7

Funciones de onda del tercer estado excitado para valores diferentes de A y $=0.09.
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parte négativa es exactamente el negativo de la parte positiva de la funcién
con respecto al eje de las ordenadas, y es por ésto que la integral de la parte
positiva de la funcidn elevada al cuadrado es igual a 0.5 en todas las gréficas
de las figuras, asegurando con esto que la integral de toda funcién sobre todo
el dominio de € sea la unidad.

Las graficas del primer estado excitado mostradas en las primeras cuatro
figuras exhiben como el promedio de la densidad de probabillidad relativa
se acerca al origen cuando A aumenta. Cuando A = 0.05 ¢l mdximo de las
funciones para cualquier valor de 3 se situa en 8 = 4w = 2(27), ésto es la
densidad de probabilidad tiene un médximo en la regién que corresponde a
dos giros de la hélice por abajo y por arriba pues las funciones son anti-
simétricas. Cuando el valor de 3 aumenta las funciones del primer estado
excitado tienden ligeramente a distribuirse mds en toda la regién del ¢je de
las abcisas, lo que quiere decir que las funciones de onda se ensanchan o se
dispersan.

Las funciones del tercer estado excitado tienen dos nodos mds que las del
estado base; uno para valores de 8 positivos y otro para @ negativos.Su com-
portamiento es similar a las del primer estado excitado, ya que al incrementar
el valor de 3 las funciones del tercer estado excitado tienden a distribuirse en
un dominio més amplio de 8 , lo que origina que tanto los m#éximos como los
minimos sean menos acentuados. Por otra parte los mdximos y los minimos
de las funciones se acentuan cada vez mss al incrementarse el valor de A.

Cuando el valor de A est4 entre 0.05 y 0.09 no es posible decir con precisién
(como en las del estado base) cuantas espiras hay entre las dos partfculas
cargadas que correspondan al méximo de la funcién de probabilidad; sélo

para los dos valores mds grandes de A se puede decir que el méximo de la
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funcién de probabilidad corresponde aproximadamente a seis espiras.

Las cnergfas de amarre o cigenenergias adimensionales ya corregidas del

primer y tercer estado excitado determinadas para las funciones de onda con

diferentes valores de 3 y A se muestran respectivamente en los siguientes
cuadros 10 y 11.

A 3 0.056 0.07 0.09 0.12
0.03 | —0.0156226 ~0.01240 —0.01013 —0.00764
0.05 | =0.030684132 | —0.024084535 | —0.0208411 | —0.01633401
0.09 [ —0.06479008 | —0.053015113 | —0.04604756 | —0.03738025
0.12 | —0.093127944 | —0.077951392 | —0.06708749 | —0.05515771
0.15 [ —0.123441737 | —0.103514256 | —0.0894416 | —0.07410118

Cuadro 10 Energfas de smarre adimensionales para ¢l primer estado excitado

AlB 0.05 0.07 0.09 0.12
0.03 —0.004 —0.0046 —0.00376 ~0.00264
0.05 | —-0.01551 —0.01235 —0.009424 | —0.0065209
0.09 | —0.039643 —0.030201 | —0.02358785 | —0.01702246
0.12 —0.05912 | —0.0455509 | —0.03617936 | —0.02667499
0.15 | —0.079826 | —0.06217606 | —0.04996708 | —0.03742234

Cuandro 11 Energias de amarre adimensionales para el Jer estado excitado

En las figuras 3.9 y 3.10 se graficaron las eigenergfas del primer y tercer
estado excitado respectivamente como funcién de 3, donde se observé que el
comportamiento mostrado era similar para los dos estados, ya que para am-
bos se encontré que las energfas de amarre son menos negdtivas al aumentar
el valor de 3 y de modo contrario éstas disminuyen rdpidamente (son mds
negétivas) al disminuir el valor de 3.

Las graficas de las energfus de smarre como funcién de A del primer y
tercer estado excitado se muestran en las figuras 3.11 y 3.12, respectivamen-
te. Estas graficas se observa que las eigenenergfas son menos negdtivas al

disminuir el valor de )\, y mds negativas al incrementar el valor de éste.
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Figura 3.9

Energlas de amarre adimensionales como funcién de p para el primer estado excitado.

Alincrementar el valor de A las funciones decrecen més rapidamente.
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Figura 3.10
Energlas de amarre adimensionales como funcién de p para el tercer estado excitado.
El decrecimiento de las energias de amarre es menos pronunciado que para las del primer

estado excitado.



-0.12 4

-0.14 -

Figura 3.11

T pe012

B=0.09

B=0.07

. B=0.05

Energfas de amarre adimensionales como funci6n de 4 para el primer estado excitade. Para un
valor constante de A que al ser cada vez mayor, se puede apreciar que jas energias son cada

vez mas negativas conforme el valor de p disminuye.
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Energlas de amarre adimensionales como funcion de A para el tercer estado excitado.



3.3 Analisis de resultados

Las energfas de amarre adimensionales mostradas en los cuadros 10 y 11 se
pueden utilizar para calcular la energia exciténica de dos partfculas cargadas
para una hélice caracterizada por algunos de los valores de 3, y de A del
cuadro 2 conociendo sus masas y la e del material en el que se encuentran.

Es decir, al despejar E,.q; de la ecuacién (2.16) se tiene que

it = Bu (3.9
con & = af3 y a calculada con la ecuacién (3.3). De esta manera se tienen
los elementos necesarios para poder calcular la energfa exciténica de dos
partfculas cargadas con signo opuesto. Los resultados que se presentan a
continnacién (cuadros 12,13, 14,15 y 16) son para la interaccion de la masa
efectiva de un’ electrén m; y un hueco pesado mj,, (en unidades de la masa
de un electr6n) para los cinco semiconductores de los cuadros auteriores y

tomando sélo las energids de amarre del primer estado excitado.

InP my, = 0.4 3y =0.073
A B Eo(meV) | 3 Eo(meV) | 3 Eo(meV) B Eo(meV)
0.03 { 0.05 —150.064 | 0.07 —235.31 | 0.09 —314.879 0.12 —421.245
0.05 | 0.05 —106.106 | 0.07 -—-169.454 | 0.09 —233.216 0.12 —-324.218
0.09 | 0.05 —69.15 0.07 —112.861 | 0.09 —159.037 0.12 —229.003
0.12 { 0.05 -—55.9091 | 0.07 -91.7871 | 0.09 —130.333 0.12 —190.076
0.15 ] 0.05 —47.429 | 0.07 -—78.0078 | 0.09 —111.207 0.12 —163.428

Cuadro 12: Energias de amarre para el primer estado excitado en meV del InP.




GaAs my, =0.68 ml =007
A B o(meV) | 3 Eo(meV) | /3 &o(meV) |73 Eq(meV)
0.03]0.06 —137.391 ! 0.07 —214.741} 0.09 —288.493 | 0.12 --378.437
0.05 | 0.06 —97.1454 | 0.07 —154.641 | 0.09 —213.604 | 0.12 —-291.27
0.00 | 0.05 —63.3105 | 0.07 —102.996 | 0.00 —145.663 | 0.12 —205.731
0.12 | 0.05 —51.1877 | 0.07 —83.7636 | 0.09 —119.373 | 0.12_—170.76
0.15 | 0.05 —43.4238 | 0.07 —71.1888 | 0.09 —101.856 | 0.12 -116.82
Cuadro 13: Energias de amarre en meV para el primer estado excitado del GaAs.
InAs my, = 0.41 m; = 0.026
A 3 Eo(meV) | 3 E(meV) | 3 Eo(meV) 3 £y(meV)
0.03] 0.06 —43.1478 | 0.07 —67.2550 | 0.09 —80.7322 | 0.12 —110.18
0.05 | 0.05 —30.4357 | 0.07 —418.i328 | 0.09 66.4388 | 0.12 —01.784
0.00 [0.05 —19.8352 | 0.07 —232.2578 | 0.09 —45.3008 | 0.12 —64.8293
0.12 [0.05 —16.0371 | 0.07 —26.2343 | 0.00 —37.1206 | 0.12 —53.8004
0.15 | 0.06 _ —13.6047 | 0.07 —22.206 | 0.00 —31.681 | 0.12 —46.2655
Cuadro 14: Energias de amarre en meV para el primer estado excitado del InAs.
GaSbh my, = 0.3 m2=0.047
A A Eo(meV) | B &(meV) | 3 £o(meV) 3 §o(meV)
0.03 ] 0.05 -—-61.5618 | 0.07 —95.9197 | 0.09 —128.207 0.12 -171.276
0.05 | 0.05 —43.4246 | 0.07 —69.0747 | 0.09 —94.9929 0.12 —131.905
0.09 | 0.06 —28.3002 | 0.07 —46.0059 | 0.09 —64.7787 0.12 —93.1676
0.12 | 0.06 —22.8813 | 0.07 —37.41563 { 0.09 —53.0872 0.12 -77.3306
0.15 ] 0.05 —19.4107 | 0.07 —31.7984 | 0.09 —45.2968 0.12 —66.4891
Cuadro 15: Energias de amarre en meV para el primer estado excitado del GaSb.
InSb my, = 0.39 m; = 0.015
A B &(meV) | B &(meV) | 3 &olmeV) |3 &Lo(meV)
0.03 | 0.06 —16.8734 | 0.07 —26.3273 | 0.09 —35.2109 0.12 —46.7661
0.05 | 0.056 —11.9022 | 0.07 —18.9591 | 0.09 —26.0706 0.12 —36.016
0.09 | 0.05 -—-7.75675 [ 0.07 —12.6273 | 0.09 —17.7784 0.12 —25.439
0.12 1 0.056 —6.27148 | 0.07 —10.2695 | 0.09 ~14.5697 0.12 —21.1148
0.15 } 0.05 —5.32025 | 0.07 -—8.72778 | 0.09 —12.4316 0.12 -18.1546

Cuadro 16:Energias de amarre en meV para el primer estado excitado del InSb,




Capitulo 4

Conclusiones

Se ha planteado el problema tedrico de la solucién de la ecuacién de Schridin-
ger unidimensional de dos partfculas de cargas opuestas confinadas en siste-
mas con simetria helicoidal. Para ello calculamos con gran precisién las ener-
gfas propias y las correspondientes funciones de onda mediante una combina-
cién de métodos anéliticos y numéricos. Aunque en principio nuestro método
os vdlido para calcular cualquier estade cudntico, por simplicidad sélo calcula-
mos el primer y tercer estado excitado. Nuestra metodologfa puede aplicarse
a cualquier sistema cudntico helicoidal, pero debido a los avances recientes
en la construccidn de estructuras semiconductores, aquf aplicamos nuestros
métodos principalmente a alambres cudnticos semiconductores en forma de
hélice. Sin embargo, como no encontramos en la literatura cientffica resulta-
dos experimentales sobre estos sistemas, utilizamos sistemas con dimensiones

y composiciones factibles.

El potencial apantallado de Coulomb exhibe una estructura interesante
conformada por una serie de minimos que tienen como origen la cercanfa de

los puntos de la espiral al efectuar un giro completo. Encontramos que las
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funciones de onda del estado base tienden a concentrar su distribuciones de
probabilidad en regiones cercanas al valor de # = 2w, lo que significa que es
mds probable encontrar a la partfcula con coordenada relativa en una regién
que se encuentra en la primera espira vecina de la hélice. Las funciones de
onda del tercer estado excitado se comportaron de manera semejante a las
del primer estado excitado, pero con densidades de probabilidad més lejanas.

Esperamos que estos resultados sean de utilidad para investigar sistemas
que contengan no sélo la simetrfa helicoidal sino cualquier simetrfa similar
como por ejemplo moléculas quirales, nanotubos de carbono u otros sistemas

mesdéscopicos.
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