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INTRODUCCIÓN 

En el presente trabajo se propone una estrategia didáctica que tiene la finalidad de 
integrar los conocimientos de Matemáticas, Física e Ingeniería, aplicando nuevas 
tecnologías. 

INGENIERIA 

u 
APLICACION REAL USANDO NUEVAS 

TECNOLOGIAS 
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Para tal fin se crea un Laboratorio de Matemáticas en el que a través de prácticas 
diseñadas, el alumno pueda encontrar la integración de los conocimientos que ha ido 
adquiriendo a lo largo de su carrera. 
En primer lugar quiero aclarar que esta tesis es parte de un proyecto que estoy realizando 
en la Escuela Nacional de Estudios Profesionales "Aragón" de la UNAM, y como punto de 
partida elegí los temas de Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales 
los cuales se aplican en el modelado de problemas de la Ingeniería Mecánica Eléctrica. 
En este trabajo solo nos centraremos en el planteamiento, determinación del modelo 
matemático, solución matemática, interpretación de la solución y simulación utilizando 
software especializado (MATLAB) para problemas de Circuitos Eléctricos y Teoría de 
Control. 

Otro de los objetivos de esta introducción es exponer la razón de la elección del tema, 
precisar lo que se quiere decir con el titulo: "El laboratorio de matemáticas un lugar 
para vincular la matemática, la fisica y la ingenieria" y describir sumariamente el 
contenido del trabajo. 

En las carreras de ingeniería las estadísticas muestran el alto índice de alumnos 
reprobados en las materias de matemáticas, y no es raro escuchar en el salón de clases 
algunas quejas por parte de los alumnos tales como: ¿Por qué tenemos que estudiar esta 
materia?, ¿Para qué nos va a servir?, ¿Cuándo la vamos a usar?. La respuestas por lo 
general son las mismas por parte de los profesores "La aplicarás en cursos posteriores, 
en este momento aprende las técnicas de solución solamente". Este tipo de respuestas no 
se tienen que satanízar, si tomamos en cuenta la forma tradicional de enseñar 
matemáticas, la desvinculación con las aplicaciones y las materias afines nos llevan a 
este problema. Pero ¿cómo resolverlo si el número de horas es limitado durante el 
semestre? Si apenas se tiene tiempo de cubrir el temario completo cuando bien nos va. 
Estos cuestionamientos me llevaron a analizar el problema y nació la idea de generar un 
espacio donde se pueda atacar esta desvinculación de la matemática con las aplicaciones 
reales, donde se trabaje la integración de los conocimientos, donde se cumpla uno de los 
objetivos principales del ingeniero" ¿Cómo resolver problemas?". 
Así como las matemáticas se aprenden haciendo matemáticas el ingeniero aprenderá a 
resolver problemas enfrentándose a ellos, para tal fin en el presente trabajo propongo la 
creación de un laboratorio de matemáticas en donde los alumnos de ingeniería (de 
Ecuaciones Diferenciales primera etapa del proyecto) integren los conocimientos que han 
ido adquiriendo a lo largo de su carrera. 
La finalidad es vincular desde un contexto general sus conocimientos, que se desarrolle 
en forma paralela los conceptos generales, con los modelos matemáticos, teoremas, en la 
medida que se pueda, para lograrlo es necesario utilizar todo tipo de herramientas: desde 
un pizarrón, computadoras, software especializado, hasta laboratorios de (circuitos, física, 
maquinas eléctricas, control, etc). 

Para dar un panorama más completo de esta tesis, en seguida ofreceré un breve 
bosquejo de cada uno de los capítulos y anexos que la componen. 

En el primer capitulo se plantea la problemática de la enseñanza de las matemáticas, se 
da una justificación de lo que es el contexto general al atacar un problema y se establece 
una propuesta didáctica con aplicaciones de nuevas tecnologías en la resolución de los 
problemas escogidos para tal fin. 
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En los siguientes tres capitules, segundo, tercero y cuarto se establecen los problemas 
que se estudiarán, aplicando las etapas en que se divide el diseno de un problema desde 
el punto de vista de un contexto general, con aplicación de las nuevas tecnologías. En 
esta construcción se hará uso de la teoría matemática, de la fisica y de la parte 
computacional que se requiere, sin detenernos en su justificación. 

Finalmente daremos las conclusiones del trabajo. 

Los anexos A, B, C y D contienen la Teoría de las Ecuaciones Diferenciales Lineales, la 
de los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden, una Introducción 
a los Métodos Numéricos que se utilizan para resolver Ecuaciones Diferenciales 
Ordinarias y brevemente una vista de lo que es el MATLAB utilizando algunas de sus 
funciones para la solución de EDO, para finalizar en el último anexo con la teoría de la 
Transformada de Laplace. 

Estos anexos son sumamente importantes por su contenido, ya que forman el material de 
consulta para los capítulos segundo, tercero y cuarto, en ellos se encuentran todos los 
métodos y las justificaciones teóricas que se utilizaron en la resolución de los problemas 
desde el punto de vista matemático y computacional. 

Es importante aclarar que la gente con poca experiencia en las Ecuaciones Diferenciales 
Lineales puede encontrar, en estos anexos, un material completo para su aprendizaje, así 
como, un material de consulta para los que solo quieran justificar o comprobar algún 
detalle en el desarrollo teórico de los problemas de aplicación. 

El tratamiento de la teoría de las Ecuaciones Diferenciales lineales se hace a partir de 
operadores Diferenciales para la resolución de las ecuaciones. Se obtiene la solución de 
la homogénea y no homogénea, y se muestran los métodos de los Coeficientes 
Indeterminados y Variación de Parámetros para obtener soluciones particulares de las 
ecuaciones. 

La razón de haber introducido el método de Operadores Diferenciales, se halla en el 
hecho de ser un método más didáctico que el tradicional, pues con los operadores no son 
necesarios tantos conceptos como con el habitual, en el que se emplea dependencia e 
independencia lineal y Wronskiano. Además el método de operadores por si mismo, 
proporciona el teorema de existencia y unicidad cuya demostración es constructiva y 
accesible. 

En todos los anexos se ejemplifica el uso de los métodos estudiados en base a la 
resolución de un ejemplo en forma detallada. 

Nota. La numeración de las ecuaciones se hará en forma ascendente en cada capitulo y 
la denotaremos como a.b.c donde a indica el Capitulo o Anexo, b el número de sección si 
la hay y e el número de ecuación. 
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UN PUNTO DE VISTA EN LA ENSEÑANZA DE LAS 
MATEMATICAS 

1.1 Problemática Actual en la Enseñanza de las Matemáticas 

La labor de enseñar, y en particular la de enseñar matemáticas se ha 
caracterizado en nuestra cultura como una actividad que no se describe. Por lo cual se ha 
desarrollado dentro de las instituciones de enseñanza, una falta de interés y credibilidad 
en una teoría didáctica que sirva para explicar e interpretar las problemáticas que se 
desarrollan en la práctica de las matemáticas. 

Lo anterior muestra una generalizada persistencia, del bajo rendimiento de los alumnos 
en estas asignaturas, existiendo razones "desconocidas" por las cuales la enseñanza no 
es fructífera. Esto nos muestra la vital importancia que debe tener, el cómo se identifica la 
didáctica de las matemáticas, con el conjunto de técnicas utilizadas, que permite al 
profesor enseñar mejor, ya que esto es determinante en el proceso de aprendizaje de los 
alumnos. 

Generalmente los profesores enmarcan lo que esperan de en su clase, teniendo en 
cuenta los conocimientos previos del alumnado, los cuales incluyen herramientas y 
técnicas que le han sido útiles en cursos pasados. Identifican a las matemáticas con 
conocimientos donde existe un lenguaje codificado y un conjunto de significados, a partir 
de los cuales desarrollan ideas intuitivas acerca de las matemáticas; desafortunadamente 
la mayoría de la veces, este conocimiento informal o intuiciones que los estudiantes 
adquieren, les impide entender los conceptos matemáticos. Esto nos deja ver la 
percepción que el estudiante tiene acerca de las reglas, al resolver un problema, 
determina la dirección y los recursos que utiliza en el proceso de resolución. 

De esta manera cuando los estudiantes inician sus estudios universitarios, los profesores 
dan por hecho que éstos tienen los conocimientos básicos, adquiridos en niveles 
anteriores, y que, lograran resolver los problemas de una u otra forma. 

Sin embargo esto ha creado diversos problemas para los estudiantes, ya que éstos, no 
tienen una formación en las estrategias de cómo resolver problemas. Esto es muy 
frecuente, debido a que el profesor, en la exposición de problemas presenta solo métodos 
que ayudan al alumno a encontrar la solución; selecciona el método y las operaciones 
para obtener la solución correcta, aún cuando en la preparación de ciertos ejemplos, éste 
se halla enfrentado a varias dificultades; en la presentación, generalmente se selecciona 
un producto pulido que oscurece el proceso que produjo la solución, dejando en los 
alumnos la impresión de que el problema se soluciona fácilmente sin dar1es la oportunidad 
de que experimenten sus propias ideas. 
Esto imposibilita al alumno a buscar su posible método de solución; ¿qué quiere decir 
esto?. que él deberá examinar, identificar, representar, seleccionar, transformar, aplicar y 
discutir las ideas importantes del problema, utilizando ejemplos y contraejemplos si fuera 
necesario. 

Polya G. En su libro "Como Plantear y Resolver Problemas", invita al lector a comprender 
no sólo la solución de ciertos problemas, sino también los motivos y el procedimiento de 
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solución. Esto se basa en un estudio de los métodos de solución, llamados heurísticos los 
cuales son esencialmente estrategias generales para atacar un problema (usar 
diagramas, analogías, introducir elementos auxiliares, variar el problema, etc) . esto no 
garantiza una solución, pero ayuda. 

Más recientemente Santos Trigo L. M .. menciona que la actividad de resolver problemas 
es básica para el estudio del conocimiento matemático y que en la práctica de la 
enseñanza matemática el uso de diversos problemas se presenta cuando se dejan tareas, 
se dan ejemplos en clase y aparecen ejercicios similares en los exámenes. 

Algunas de las ventajas que se obtienen con la estrategia de resolver problemas son: 

La resolución de diversos problemas desarrolla en el estudiante una actitud para crear 
soluciones con diferentes alternativas. 

Estimula la profundización de los conceptos y de las herramientas presentadas por el 
profesor en la teoría. 

Amplía la familiarización con la posible presencia de problemas semejantes. 

Desarrolla la habilidad en los modos correctos del pensamiento. 

Se logra la adecuada transferencia de datos. 

Por otro lado en las carreras de ingeniería las estadísticas muestran el alto índice de 
alumnos reprobados en las materias de matemáticas, uno de los factores que más 
influyen en esta problemática lo encontramos en la forma tradicional de abordar los 
temas, los cuales se encuentran totalmente desvinculados de la propia ingeniería y 
viceversa. Esta situación a la larga repercute en una deficiente habilidad para modelar 
problemas de ingeniería durante la vida profesional del egresado. 

La falta de integración de los conocimientos de matemáticas con los de las materias 
propias de ingeniería que durante su carrera cursó el alumno lo llevan a esta 
problemática, creándole confusión y propiciando que subestime la importancia de las 
matemáticas en su carrera. 
En este punto cabe hacerse el siguiente cuestionamiento: ¿Son las Matemáticas en las 
carreras de lngenierfa sólo una heffamienta que info""a?. Al reflexionar sobre esta 
pregunta seguramente descubriremos (profesores y alumnos) que las matemáticas 
tamb;~n son formativas . aunque en Ingeniería la matemática no es una meta por sí 
misma. 

Por otro lado nos debemos preguntar ¿cual debe ser el papel que juega el profesor?. 

Schoenfeld menciona que entre los principios más importantes para el aprendizaje de las 
matemáticas. incluye que el profesor h~ga ver a los estudiantes que: 

Aprender matemáticas es un proceso que requiere de discusiones sobre las 
conjeturas. Produciendo un desarrollo de nuevas ideas. 
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Encontrar la solución al problema planteado no es el final de la empresa 
matemática, sino el punto inicial para encontrar otras soluciones o 
generalizaciones de dicho problema. 

El propósito de asociar estos principios con las actividades de aprendizaje, es de ayudar 
a los estudiantes a explotar lo que ellos saben, usando sus conocimientos de forma 
efectiva. Algunas actividades compatibles con la propuesta de aprender matemáticas a 
través de la resolución de problemas incluyen actividades, en las que el profesor 
resuelva periódicamente problemas nuevos, donde los alumnos puedan observar diversas 
estrategias que se utilizan cuando uno se enfrenta a problemas no estudiados. 
Mostrando aspectos como la selección y cambios de estrategias a través del proceso de 
resolución. 

El papel del instructor en el salón de clases incluye: 

Ayudar a los estudiantes a que acepten los retos de resolver los problemas. 
Teniendo en cuenta que un problema se convierte en eso mismo hasta que el 
estudiante muestra algún interés por resolver1o. 

Construir una atmósfera que le dé confianza al estudiante para atacar problemas 
no rutinarios y no sentirse mal al enfrentarse a alguna dificultad durante el proceso 
de solución. 
Motivar a los estudiantes y permitir1es implementar sus propios caminos de 
solución, proporcionándoles ayuda cuando sea necesario. 

El profesor también deberá promover la discusión en clase actuando como moderador, 
sugiriendo rutas que puedan ser de valor para la discusión. 
Una recomendación de Schoenfeld es la organización de pequeños grupos de trabajo, 
donde se cuestionen 

¿qué estás haciendo? 
¿podemos describir el problema en una forma precisa? 
¿qué relación tiene lo que se hace con la solución? 
¿qué representa el resultado obtenido? 

Los estudiantes deben notar que el método de solución es importante en las matemáticas, 
y no siempre el que se usa resulta ser el más fácil. 
Es importante que los estudiantes participen en el proceso de formular o rediseñar 
problemas, tenier.Jo de esta manera la oportunidad de evaluar y contrastar las estrategias 
y contenidos asociados con la resolución del problema con sus compañeros. 

Un objetivo esencial en la instrucción matemática es ayudar a que los estudiantes 
desarrollen habilidades y estrategias que usen en su estudio de las matemáticas 
independientemente de la presencia del maestro. Ya que la instrucción matemática debe 
incorporar estrategias para que el estudiante aprenda a leer, a conceptuar y a escribir 
argumentos matemáticos. Tomando en cuenta que sus argumento, claramente fundados, 
lo deben convencer a él mismo, a sus compañeros y a aquellos que no estén de acuerdo 
con sus ideas. 
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1.2. Justificación del Contexto General 

Nuestras concepciones matemáticas se formaron como resultado de un prolongado 
proceso social e intelectual, cuyas raíces se esconden en el remoto pasado[1). Pensando 
en lo anterior sabemos que las matemáticas que se requieren en las escuelas de 
ingeniería históricamente tenían su origen dentro del contexto del área de conocimiento 
en donde se le necesitaba. 

Al pasar el tiempo se perdió el contexto general y los libros que tratan los temas de 
matemáticas que requiere el ingeniero, se presentan desvinculados de la realidad, como 
si fueran conocimientos acabados con una formalidad y un rigor matemático 
extremadamente abstracto, los cuales le son sumamente ajenos a los estudiantes. 

Parece ser que olvidamos el hecho de que las matemáticas a través de la historia se 
desarrollaron por su propio valor, pero esto no quiere decir que se tenga que perder la 
conexión entre la teoría y la practica. Las matemáticas, a los ojos de todos los grandes 
matemáticos, desde Descartes hasta Leibniz, constituían la clave para la mecánica y, al 
mismo tiempo, la clave para el entendimiento de la naturaleza. La matemática no sólo 
llegó a ser el modelo de toda la ciencia, sino que proporcionó también la clave de los 
inventos. 

Hasta el siglo XIX los conocimientos que se recibían en las escuelas estaban integrados 
debido a la relación que existía entre ellos, pero esa interrelación se perdió cuando las 
ciencias avanzaron por sí mismas; para la matemática este problema se magnificó por el 
avance tremendo que tuvo y comenzaron a aparecer textos de matemáticas que no 
contenían aplicaciones, en vez de éstas se profundizaba en la parte teórica. 

Hasta los años setentas y ochentas aparecen textos de matemáticas para ingenieros en 
donde se encuentran aplicaciones de matemáticas en la ingeniería. 

1.3. Uso de las Nuevas Tecnologías 

El ser humano vive inmerso en un mundo que avanza rápidamente debido en gran parte 
al avance tecnológico, la sociedad demanda de las instituciones educativas sujetos con 
capacidad para integrarse plenamente en la sociedad actual y al mundo laboral, y las 
nuevas propuestas educativas y la formación del docente deben adaptarse a dichas 
demandas. 

Por esta razón, las instituciones dedicadas a mejorar la calidad en el nivel de aprendizaje 
de los estudiante, han observado la necesidad de que los profesores tienen que auxiliarse 
de herramientas, que logren ampliar la comprensión de la teoría impartida en el salón de 
clases. Basándose en una práctica docente vía resolución de problemas, entendida ésta 
bajo la premisa de formar sujetos capaces de participar activamente en el desarrollo de 
las ideas matemáticas escolares, con una actitud critica para la resolución de problemas 
en diferentes contextos y capaces de trabajar en grupo. 

El uso de la computadora ha influenciado notablemente la forma de desarrollar 
matemáticas. Por ejemplo, en la búsqueda de patrones o comportamientos de 
fenómenos, la computadora ha resultado ser un gran instrumento que ayuda a 
representar y organizar información que antes era difícil de sistematizar. Además en 
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algunos casos resulta relativamente fácil variar los valores de una expresión algebraica 
para estudiar con detalle lo que pasa geométricamente. 

Esto surge desde la década de los setenta, cuando los primeros diseños tecnológicos de 
calculadoras permiten, realizar operaciones básicas. Siendo estos los primeros avances 
tecnológicos que se introducen dentro de las aulas, proceso que se extiende rápidamente 
en todas las escuelas y universidades. 

Para los años ochenta aparecen las calculadoras con capacidad gráfica. Así surge y se 
desarrolla una serie de investigaciones tendientes a esclarecer el dilema, del efecto en la 
formación de los alumnos cuando se dispone de un dispositivo tecnológico. Para los años 
90' y principios del siglo XXI, el impacto que tiene la microcomputadora en la sociedad 
propicia una reflexión en torno a su uso en el salón de clases; investigadores señalan que 
esta herramienta no sólo será suficiente para establecer modos de pensar, sino que 
también será capaz de apoyar el desarrollo cognitivo y el cambio por parte del usuario. 
Pues una de las principales virtudes de la introducción de las computadoras a una clase 
es que la responsabilidad se devuelve a los estudiantes para que ellos desempeñen una 
parte más activa desarrollando y evaluando ideas matemáticas. 

En el sistema educativo mexicano se ha promovido la introducción de la computadora en 
el salón de clase. Sin embargo, dicha introducción se ha hecho según los modelos 
educativos utilizados en los países industrializados hace 15 años que consiste en tener un 
espacio con computadoras y enseñar solamente algunos lenguajes de programación y 
posiblemente software de aplicación para el tratamiento de datos. 

El sistema educativo debería situarse en la promoción de nuevas metodologías en la 
enseñanza de las matemáticas, nuevos materiales educativos ( libros de texto, lenguajes 
de programación, software especializado, etc,) y el uso reflexivo y creativo de la 
tecnología existente. 

Las ventajas que prevé el uso de la computadora radica en el significado concreto de las 
nociones matemáticas, ya que es factible pasar de una representación de un concepto a 
otra. 

La falta de auto-evaluación en los procesos realizados por un alumno en un contexto de 
papel y lápiz, puede ser complementada en un ambiente de papel, lápiz y computadora. 
En este sentido es posible que el estudiante enfoque su atención en el análisis del 
proceso de la resolución del problema. En muchos casos, permitiendo la visualización del 
error o bien provocando una revisión de :>i.J proceso para una mejor aproximación en la 
resolución de un problema. 

La simulación de situaciones con el uso de la computadora hace de ésta una elemento 
imprescindible en educación matemática. En este ambiente, el alumno está en posibilidad 
de reflexionar ante el fenómeno que se exhibe en pantalla y de realizar c¡!ilculos si así lo 
desea, teniendo la oportunidad de demostrar sus conjeturas y analizar algunas 
concepciones falsas con datos representativos. A través de la simulación, se estará 
construyendo un puente entre las ideas intuitivas que tenga un alumno y los conceptos 
formales. 

Finalmente, se persigue el objetivo de que el estudiante desarrolle habilidades que le 
permitan ajustarse al constate cambio y el acelerado desarrollo, convirtiéndose éste en 
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constructor de teorías, sintetizador de ideas y un inventor de estrategias que le permitan 
avanzar de forma independiente en su conocimiento. 

1.4. La Propuesta Didáctica 

Uno de los problemas principales al que nos enfrentamos cuando impartimos un curso de 
matemáticas es, sin duda, el número de horas limitado que se tienen durante el semestre 
para cubrir el temario completo. 

De este cuestionamiento nace la idea de crear un espacio llamado Labol'lltorlo de 
Matemllticas en donde se pueda atacar la desvinculación de la matemática con las 
aplicaciones reales, donde se trabaje la integración de los conocimientos, donde se 
cumpla uno de los objetivos principales del ingeniero ¿Cómo resolver problemas?. 

Por otro lado este laboratorio debe tener peso curricular y debe ser independiente de 
cualquier materia en particular, su carácter debe ser general y de uso multidisciplinario, en 
el cual puedan acudir alumnos de cualquier semestre. 

Para lograr esto, partimos del desarrollo de algunos problemas y situaciones propias de la 
ingeniería desde un contexto general, haciendo uso de las nuevas tecnologías para el 
análisis de sus soluciones, es decir, se trabaja de acuerdo a las necesidades y ritmo que 
marquen los mismos alumnos dependiendo del semestre en el que se encuentren, esto se 
debe a que las necesidades son diferentes para cada grupo y están marcadas por los 
cursos básicos de la ingeniería y propios de la ingeniería que se hayan cubierto, esto no 
implica que sea un curso mecánico o meramente informativo, los elementos con los que 
se cuente en cada caso suponemos que estarán determinados por la forma como el 
profesor imparta o haya impartido los temas. 

En este punto encontramos el carácter fonnativo que le queremos dar y para encontrar 
mejores resultados observamos que dependerá en gran medida del profesor, de su 
formación y experiencia (los programas de estudio no indican por ningún lado el carácter 
formativo de la matemática, pero tampoco que sea o no de tipo operativo). 

Cada problema lo abordaremos en contexto, situación que no es fácil de lograr, pero al 
presentar aplicaciones que sean de su carrera, los alumnos se ven favorecidos, se 
motivan, le encuentran sentido a los cursos de matemáticas que reciben o recibieron, 
entienden por qué se les imparten, y cómo y donde los aplicará. 

Se dan cuenta de que las matemáticas toman un sentido durante sus estudios y vida 
profesional y se podrán enfrentar al modelado de problemas que son propios de su 
carrera. 
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1.5. Etapas en que se divide el diseño de un problema desde el punto de vista 
de un contexto general, con aplicación de las nuevas tecnologías 

Etapas 

Las etapas en las que dividiremos el diseño de nuestros problemas son: 

1. Planteamiento del problema. 

2. Selección de las variables y de las constantes asociadas al problema. 

3. Determinación del modelo matemático. 

4. Solución matemática del problema. 

5. Determinación de la solución requerida por el problema, con base en las 
condiciones dadas. 

6. Interpretación de la solución en términos del problema. 

7. Simulación del problema utilizando software especializado (MA TLAB). 

Analizando las etapas en que se divide el diseño de un problema, se puede observar que 
el problema no puede ser cualquiera, debido que no siempre es factible asociarle un 
modelo matemático, debe ser un problema real que tenga que ver con el área de estudio 
del alumno. 

A este tipo de problemas dada, su naturaleza, se le puede interpretar su solución desde 
un punto de vista físico, y con la ayuda de las nuevas tecnologías, el análisis de los 
resultados se puede hacer en forma más detallada y minuciosa , modificando algunos 
parámetros o variables en forma casi automática, del problema en estudio. 

En muchos casos se requieren evaluar los resultados en forma gráfica, proceso muy 
difícil de realizar manualmente, en nuestro caso con la ayuda de la computadora y el 
software utilizado lo podremos hacer cuantas veces sea necesario, modificando, como se 
comentó anteriormente las variables o parámetros del problema , esta situación nos da 
una gran ventaja y nos permite analizar el problema en forma exheustiva. 
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CAPITULO 11 

CIRCUITO R-L CON VOLTAJE 
CONSTANTE 



CIRCUITO R-L CON VOL TA..IE CONSTANTE 

A continuación se presenta el primer problema que muestra las etapas anteriormente 
mencionadas, dentro de un contexto general aplicando el uso de la computadora y del 
programa MATLAB. 

11.1. Planteamiento del problema. 

Circuito R-L con voltaje constante. 

t=O 

Jf.1) 
E L 

• R 

Fig.11.1.1 

Vamos a ver el comportamiento de la corriente a través de un inductor cuya inductancia 
es L, cuando esta corriente eléctrica es obligada a pasar por una resistencia de valor R. 
Para tal propósito se tiene un circuito en el cual un inductor totalmente descargado, está 
conectado en serie con una resistencia, a las terminales de una fuente de voltaje 
constante E. 
En este caso se tiene un circuito real, el mas simple que contiene un inductor. 

11.2. Selección de las variables y de las constantes asociadas al problema. 

Para nuestro problema supondremos conocidas las siguientes constantes: 
R. L y E. El tiempo y la corriente en el inductor serán variables. 

11.3. Determinación del modelo matemático. 

En esta etapa se deben plantear las ecuaciones que definen el comportamiento físico 
para cada uno de los elementos que forman el sistema. así como las ecuaciones de 
equilibrio, considerando los principios físicos. 
Para nuestro problema tenemos las siguientes relaciones que se cumplen al cerrar el 
interruptor para todo tiempo t. 
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. di(t) .. 
V¿ (1) = L--.............. (11.3.1) 

dt 
vR(t) = Ri(t) ................. (11.3.2) 

iR(t) = i¿ (t) = i(t) .......... (//.3.3) 

vR(t) + vL (t) = E ............ (//.3.4) 

vR y vL representan la caída de voltaje en la resistencia y en el inductor 
respectivamente. 
iR e iL representan la corriente en la resistencia y en el inductor respectivamente. 
La ecuación (11.3.1) nos da la relación que hay entre el voltaje y la corriente dentro de un 
circuito magnético (ver la Ley de Faraday). La (11.3.2) es la formulación de la Ley de Ohm, 
la que determina la caída de voltaje en la resistencia. 
Las relaciones (11.3.3) y (11.3.4) son consecuencia de las Leyes de Kirchhoff, en nuestro 
problema son las ecuaciones de equilibrio. 
Las unidades para cada una de las variables y constantes son: 

v¿(t), vR (t) están dadas en volts; iL (1), iR (t) e i(t) están dadas en amperes; R en 
omhs; L en henrys y ten segundos. 

Considerando (11.3.3) y sustituyendo (11.3.1 ), (11.3.2) en (11.3.4) obtenemos: 

d{t) 
L-

1
-+Ri(t)= E 
dt 

11.3.5 

Si consideramos la forma normal de la ecuación resulta entonces: 

di(t) + !!.. i(t) = E 
dt L L 

11.3.6 

Que es el modelo matemático que representa el comportamiento de nuestro circuito en 
estudio para todo tiempo t. 

11.4. Solución matemática del problema. 

El modelo matemático obtenido es una ecuación diferencial en donde la incógnita es i1• (t) 
la corriente del inductor que varia con el tiempo. 
Para encontrar la solución de esta ecuación podemos proceder aplicando el 
procedimiento que se conoce como "Separación de Variables" o como la ecuación 
diferencial resultó ser una ecuación lineal de primer orden no homogénea, podemos 
aplicar la solución general para este tipo de ecuaciones. 
Sabemos que una ecuación diferencial lineal de primer orden no homogénea tiene la 
siguiente forma general. 
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d . 
~+p(x)y=q(x) 11.4.1 
d"C 

y su solución esta dada por: 

( ) -c-fp¡x¡GÚ' -fp<x)GÚ'f fpcx¡dx ( )d y x - .e +e e q x x- 11.4.2 

Esta solución se obtiene por el método de Variación de Parámetros. 
Si aplicamos esto a nuestra ecuación del problema podemos obtener la solución. 

di(t) + R i(t) = E 
dt L L 

Sustituyendo en la solución general dada en 11.4.2: 

Calculando las integrales obtenemos finalmente: 

_!!_, E 
i(t) =Ce L +­

R 

Que es la solución general de la ecuación diferencial. 

11.4.3 

11.5. Determinación de la solución requerida por el problema con base en las 
condiciones dadas. 

Como el inductor está totalmente descargado al inicio del problema, lo que se tiene es 
que en t =O la corriente era cero, es decir, i(O) =O. Esta condición es llamada condición 
inicial. 
Si sustituimos esta condición inicial en la solución general, se obtiene 

_!!..o E 
i(O) =O =Ce L + -­

R 
E 

C=--
R 

11.5.1 

Sustituyendo el valor de esta constante C en la solución general, obtenemos. 

E( _!!..,J 
i(t) = R 1-e L 11.5.2 
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(Recordar que ;L (t) = i(t}) 
Por lo tanto 

E( _!!.,J 
i¿(t)= ~· 1-e L 11.5.3 

A esta solución se le llama la solución para la condición inicial o solución particular de la 
ecuación para la condición inicial dada. 

11.6. Interpretación de la solución en ténninos del problema. 

Si observamos la solución dada en 11.5.3 

E( _!!.,J 
i¿(t)=R 1-eL 

se ve que físicamente esta expresión sólo tiene sentido para tiempos mayores o iguales a 
cero, es decir, para t ~ O . 
Es fácil aclarar lo anterior, supongamos que tenemos armado el circuito de la figura 11.1.1 
en el laboratorio, si se cierra el interruptor, digamos en t =O se empieza a transferir 
energía eléctrica precisamente e partir de ese instante no antes, no sería posible. 
Si hacemos que t se haga muy grande tendremos 

E E 
lim iL (t) = -(1-0) = ~ 
1-"' R R 

11.6.1 

Es decir, la corriente final en el inductor, será E . 
R 

La diferencia de potencial en el inductor será igual a E, el voltaje de la fuente. Desde el 
punto de vista teórico para alcanzar la corriente total, al inductor le tomaría un tiempo 
infinito. Esto, en la práctica, no es cierto. 

Si analizamos la solución, se observa que el factor E es constante, el valor de iL (t) 
R 

depende del cociente t R . Al valor L = r. expresado en segundos, recibe el nombre de 
L R 

L 
constante de tiempo. Es decir una constante de tiempo es igual a segundos. 

R 

Transcurrida una constante de tiempo, se tiene que iL (r) =E (1- e-1
) = 0.632 E . puesto 

R R 

que E es la corriente final total, se observa que transcurrida una constante de tiempo se 
R 

tendrá el 63.2% de su corriente final. Esta independencia del voltaje justifica el nombre de 
constante de tiempo. 
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Al transcurrir 2, 3, 4 y 5 constantes de tiempo tendriamos: 

iL (2r") =E (l-e-2 ) = 0.865 E 85% 
R R 
E E 

iL (3T) = -(l-e-3
) = 0.950- 95% 

R R 

iL ( 4T) = E (l - e-i) = 0.982 E 98.2% 
R R 
E E 

iL (Sr-)= -(l - e-5
) = 0.993- 99.3% 

R R 
Al llegar a cinco constantes de tiempo se tendría el 99.3% de la corriente final que para 
fines prácticos, se considera que el inductor alcanzó su carga total. 
Con esto podemos concluir que, el tiempo que tarda un inductor en cargarse, depende de 
la resistencia y la inductancia del circuito, no del voltaje que suministre la fuente. 
De lo anterior podemos concluir también lo siguiente: 

Si se mantiene R constante y se reduce L, la razón !:.. disminuye y se reduce el tiempo 
R 

de elevación de cinco constantes de tiempo. La razón !:.. tiene siempre algún valor 
R 

numérico, aún cuando puede ser muy pequei'lo en algunos casos. Por esta razón, la 
corriente que pasa por el inductor no puede cambiar instantáneamente. De hecho, la 
inductancia de una red es una medida de cuánto se opondrá a un cambio en la corriente 
de la red. Cuanto mayor sea la inductancia, tanto mayor será la constante de tiempo y se 
requerirá un periodo mas prolongado para que iL alcance su valor final. 

1.4~~--,-~~-,-~---.~~-....,-~~~~--;~~-,--~~r--~--r~~, 

'+ ' . 
1 ...... ·----·----'--·-····-T·-··---·1---------c----·---j--------: ......... ¡---·--···'--··----

. . . . . . . . . . . ' ' 

i :: :·:.:::··:::::1·:: ·.·1·::.1.:;: .. ·:r.::.:L I . 
::! .:r~~r=r~r::J :J::.::r I•:::r:::. 
OL-.~~~~~~--'~~-'-~~-'---~--'-~~~~~~~--'-~~~ 

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 
t(•) 

Figura 11.6.1 
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7. Simulación del problema utilizando software especializado (MATLAB). 

Para la simulación de nuestro problema se utilizan varios programas hecho previamente 
en MATLAB construidos expresamente para este tipo de problemas (MATLAB se puede 
considerar como un lenguaje de programación, como Fortran o C, aunque sería difícil 
describir1o en unas cuantas palabras y no es propósito del presente trabajo. consultar el 
Anexo C) en un futuro se pretende que los alumnos y los profesores de las diferentes 
áreas realicen y utilicen todo el potencial de este paquete, así como todas las cajas de 
herramientas o toolbox existentes en él ( SIMULINK, CONTROL SYSTEM TOOLBOX, 
STATEFLOW). 

Por otro lado el propósito de esta etapa es ofrecer al estudiante la oportunidad de tener un 
forma de análisis más profunda de los problemas a los que se enfrenta, interactuando 
visual y gráficamente (como punto de arranque del proyecto), teniendo la ventaja de poder 
comprobar en forma exhaustiva cada afirmación teórica a la que se enfrenta. 

Para resolver nuestro ejemplo utilizamos como se mencionó anteriormente, una serie de 
rutinas para dibujar circuitos, para resolver ecuaciones diferenciales (se utilizo el método 
de Runge-Kutta), para interaccionar visual y gráficamente con la computadora se utilizo la 
Interfaz Gráfica realizando los programas correspondientes. 
Los resultados que obtuvimos son los siguientes. 

R-5 
L-0.5 

Analisis del Circuito RL 

r 
E(t)-

T 
1 
B 

R 
1.0. ........... 5.0 

~ J•I 

0.8 ···---·--· ·j···--····-····:···········-·;·····--··--·-

1 o.e ..... .. .... ; .............. ; ... ----·----+-·--···-----
·e : : : 
8 0.4 rrl•~•rntinctuictor-····----1·-------·----

0.2 ···--·-·····j··············f······-··-·--1··-----------

0.4 
tlempo •g 

0.8 0.8 

L 
0.01 ............ 0.5 

4 1 J • I 
Pi.- INI• ir*'ilr Al 1 
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En la gráfica (vista de la pantalla) se aprecian tres controles en la parte baja, los dos 
primeros nos sirven para modificar los valores de la resistencia R y de la inductancia L. el 
tercer control es un botón para calcular la solución de circuito cada que se cambien los 
valores de R y L. en la esquina superior izquierda se muestran los valores que toman las 
constantes R y L. La gráfica de la derecha de la pantalla muestra la solución gráfica de la 
corriente en el inductor cada que se calcula, esto sucede cada que se modifican los 
valores de R y L. del otro lado a la misma altura se muestra la figura del circuito en 
estudio. 
Con este procedimiento podemos comprobar las afirmaciones dadas en el punto (6). 

A continuación se presenta una práctica de laboratorio como ejemplo del formato para 
lograr los objetivos planteados en la propuesta. 
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MÉXICO 
FACULTAD DE CIENCIAS 

MATEMATICAS 

LABORATORIO DE MATEMÁTICAS 

PRACTICA: MODELADO Y SOLUCION MATEMÁTICA DEL CIRCUITO ELECTRICO RL 
CON VOLTAJE CONSTANTE. 

PROFESOR: 

ALUMNO: 

1 .- OBJETIVOS. 

Resolver ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. 

Conocer la solución exacta del sistema de primer orden. 

Utilizar MATLAB en la simulación de un sistema de primer orden. 

Interpretar los diferentes tipos de respuesta y comportamiento a partir del uso 
de MA TLAB variando los parámetros asociados al sistema. 

2.- ANTECEDENTES TEÓRICOS NECESARIOS. 

Teoría de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer Orden. 

Método de Variación de Parámetros. 

Modelado de Sistemas Físicos. 

Teoría Básica de Circuitos Eléctricos. 

3.- EQUIPO NECESARIO. 

MA TLAB instalado en el sistema de computo. 

Impresora de color. 
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4.- DESARROLLO DE LA PRACTICA. 

Sea el circuito serie RL 

t=O 

R 
E----- L 

a) Encontrar la ecuación diferencial general que modela el circuito. 

En base a la relación que guardan los parámetros R y L 

b) Encontrar la solución general de la ecuación diferencial, considerando los 
siguientes valores de los parámetros y la fuente v(t): 
R = 100 Q L = 500 mH E = 120 volts 

condiciones iniciales i(O) = 100 mA 

c) Investiga que tipos de respuesta tienen los sistemas de primer orden 

d) Con las condiciones iniciales dadas calcula la respuesta total para los 
valores dados en el inciso b) 

UTILIZACION DE MATLAB 

e) Haz doble clic en icono de MATLAB 
f) Ejecuta las siguientes instrucciones dentro de la ventana de MA TLAB: 

File 
Run Scrip 
Browse (ubicarse en el archivo work) 
Seleccionar el Programa guiacircutto_rl.m 
Abrir 
OK. 
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R-5 
L-0.5 

g) Cuando tú oprimes OK se ejecuta el programa y despliega la siguiente 
carátula para que realices los cálculos que se te piden. El instructor te 
dará una explicación del uso del programa. 

Anallsls del Circuito RL 0.8 
. . -~ --. --.. ------. ~ - .... --.. ----~ ----. ---. ----

A _,,,,.-
~ ----NR-1¡ 

1 L 
: : : 

1 0.8 ----- -----+-------------~------------+------------

E 
: : : - : : . . . 

'-
E(t) ~ Lt 

1 ~ 

8 0.4 -- m•m;-•n•tin«hl!i:tor-········:------------· 

1 
B 

R L 

0.2 -- -- ---- -- - - ~ -- -- ---- -- - - - -' - -- -- -- ------,. --- --- -. ----

O'-----~---~---~-----' o 0.2 0.4 
tlempo•g. 

0.6 0.8 

1.0. ........... 5.0 0.01 ............ 0.5 ~ pma iÑCim RL 1 
tj J •J • J 1 !1 

h) De acuerdo a valores establecidos de R y L realiza una tabla y calcula la 
respuesta total para cada caso, obtén las graficas, edítalas y rotúlalas 

i) Para los valores dados en el inciso b) calcula todas los tipos de 
respuestas, graflcalas, edítalas y rotú!alas. 

5.- PRUEBA DE CONOCIMIENTOS 

1.- Dada tú solución exacta inciso d), encuentra su grafica y compárala con 
la que se obtuvo en el inciso h), ¿qué diferencias hay?. Te puedes 
auxiliar del MA TLAB para dibujar tú grafica. 

2.- ¿En que consiste el método de coeficientes indeterminados? 
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3.- Para los sistemas mecánicos de primer orden, ¿cuáles son los 
parámetros que determinan sus comportamientos? 

4.- ¿Son las mismas respuestas para cualquier sistema de primer orden, 
Eléctrico, Mecánico, Hidráulico, Térmico, etc.?. 

6.- BIBLIOGRAFÍA 

D'Prima, B.(1986). Ecuaciones Dfferenciales. Limusa. 
Gerez Greiser, V y Lasso M. (1972). Teorfa de Sistemas y Circuitos. 
Representaciones y Servicios de Ingeniería. 
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CAPITULO 111 

SISTEMA ELECTRICO DE · 
SEGUNDO ORDEN R-L-C 



SISTEMA ELECTRICO DE SEGUNDO ORDEN R-L-C 

Siguiendo el mismo procedimiento en que se divide el dise"o de un problema desde un 
punto de vista de contextualizado, dado en nuestra propuesta didáctica, analizaremos el 
siguiente problema de circuitos eléctricos. 

111-1.- Planteamiento del problema 

El objetivo del problema es determinar los diferentes tipos de respuesta que se dan en un 
sistema eléctrico, así como, estudiar los comportamientos que se pueden dar en el 
sistema en función de los parámetros, ver como es determinante la relación que guardan 
los valores de los parámetros R. L y e con el tipo de comportamiento. Este análisis lo 
desarrollaremos con el circuito formado por una resistencia, una inductancia y un 
capacitar conectados en serie con una fuente de voltaje v( t) figura 111. 1. 1 . La respuesta 
de salida la tomaremos en el capacitor, es decir, nuestro análisis se centrará en las 
terminales del capacitar bajo diferentes condiciones. 

t=O 

v(t) 

R L 

~(t) 
Circuito Serie RLC 

figura 111.1. 1 

111.2.- Selección de las Variables 

Para nuestro problema supondremos conocidas las siguientes constantes: 

R = resistencia en Ohms ( n ) 
L = inductancia en Henrys ( H ) 
e = capacitancia en Faradios ( F ) 
v(t) = fuente de voltaje en volts (v) esta fuente aunque varía en el tiempo conocemos su 
valor 
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las variables serán: 
ve (t) = voltaje en el capacitor 
t=tiempo 

111.3.~ Determinación del Modelo Matemático 

En esta etapa plantearemos cada una de las ecuaciones que definen el comportamiento 
físico de los elementos que forman al sistema, así como las ecuaciones de equilibrio 
considerando los principios físicos. 
En nuestro problema se cumplen las siguientes relaciones para todo tiempo t 

V (1) = L di(I) 
L di 

111. 3.1 

111.3.2 

Vc(I) = ~ fi(t)dt 111.3.3 

111.3.4 

111.3.5 

vR, v1• y ve representan las caídas de voltaje en la resistencia, inductancia y 

capacitancia respectivamente. iR, iL e ic representan las corrientes a través de la 
resistencia, inductancia y capacitancia respectivamente. 
La ecuación 111.3.1 nos da la relación que hay entre el voltaje y la corriente dentro de un 
circuito magnético. 
La ecuación 111.3.2 es la formulación de la ley de Ohm, la que determina la caída de 
voltaje en la resistencia. 
La ecuación 111.3.3 nos da la relación que hay entre el voltaje y la corriente dentro de un 
circuito eléctrico. 
La ecuación 111.3.4 y 111.3.5 son consecuencia de las leyes de Kirchhoff, en nuestro 
problema son las ecuaciones de equilibrio. 

Las unidades para cada una de las variables y constantes son: 

vR(l), v1 (1), vc(l) y v(l) están en volts; 

ic(t),iR(t), iL (t) e i(I) están dadas en amperes; 

R en ohms; L en henrys; C en faradios; y t en segundos 
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Sustituyendo 111.3.1, 111.3.2, 111.3.3 en 111.3.5 obtenemos 

di(t) l f. L--+Ri(t)+- 1(1)dt=v(t) 
dr e 111.3.6 

como la variable que se analizará es el voltaje en el capacitor vc(t), a la ecuación 111.3.6; 
le haremos algunos cambios. 

La corriente en el capacitor está dada por 

i (1) =e dvc<I) 
e di 

111.3. 7 

si derivamos 111.3.7 obtenemos 

111.3.8 

la ecuación 111.3.4 nos dice que 

ic(t) = iR(t) = i¿ (1) = i(t) por ser un circuito en serie. En base a esto las ecuaciones 111.3.7 
y 111.3.8 se transforman en 

.( )-CdvcCI) 11 - --
dt 

111.3.9 

111.3.10 

sustituyendo 111.3.9 y 111.3.10 en 111.3.6 obtenemos 

111.3.11 

considerando la forma normal de la ecuación resulta entonces: 

111.3.12 

que es el modelo matemático que representa el comportamiento de nuestro circuito para 
todo tiempo t 
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111-4.- Solución Matemática del Problema 

El modelo matemático obtenido es un ecuación diferencial lineal de segundo orden no 
homogénea, en donde la incógnita es el voltaje en el capacitor vc<r) que varia con el 
tiempo. 
Para encontrar la solución de esta ecuación aplicamos el método analítico de coeficientes 
indeterminados a la ecuación 111.3.12 ( ver anexo A) 

Para aplicar el método de los coeficientes indeterminados procedemos de la siguiente 
manera: 

Encontrar la solución de la ecuación homogénea asociada. 

111.4. 1 

la ecuación característica de la ecuación es: 

, R l 
m-+-m+--=0 111.4.2 

L LC 

cuyas raíces son: 

m = _!!:._+ J R2 __ I_ 
1 2L 4L2 LC 

en este caso tenemos tres posibilidades de solución de acuerdo al valor que tome el 
subradical ( ver anexo A ). · 

Si 
R2 l 
-- - --> O las raíces son reales diferentes. 
4L2 LC 

y la solución estaría dada por 

Si 
R 2 l 
---=O 
4L2 LC 

111.4.3 

las raíces son iguales y la solución estaría dada por 
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111.4.4 

R 2 1 
SI-----< O las raíces son complejas y la solución estaría dada por 
· - 4L2 LC 

v (1) = e- 2~1 [e cos( jf_ __ I J1 +C sen( /jf__ __ I J1] 
e• 1 4L2 LC 2 \J 4L2 LC 

111.4.5 

Solución particular de la Ecuación no Homogénea. 

En el problema la fuente de voltaje v(t) será una sei'\al senoidal de amplitud V y 
w = 2!íf, donde fes la frecuencia, es decir, 

v(t) = Vsenwt 

El operador que anula esta función está dado por ( D 2 + w 2
) ( ver anexo A) 

(Desde el punto de vista teórico cabe la posibilidad que las raíces de la ecuación 
característica asociada a la ecuación homogénea fueran iguales a las del operador 
aniquilador, situación que nos llevaría a tener una solución del siguiente tipo 
vcp (1) = C 3t cos wt +C.~tsenwt, pero en la practica esto no es probable debido a la 

naturaleza de nuestra fuente que estamos modelando). 

Aplicando el procedimiento del anexo A obtenemos la solución particular. 

111.4.6 

esta función se sustituye en la ecuación original 111.3.12 para determinar los valores de los 
coeficientes C3 y C~ , al realizar las operaciones correspondientes se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones lineales algebraicas 

[ 

_ R w _I _ w
2 ][c J [~] L LC J = LC 

_1 __ w2 R w C~ O 
LC L 

111.4. 7 

una vez determinados los valores de las constantes se escribe la solución general. 

111.4.8 
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Cabe hacer notar que la ecuación 111.4.8 representa el voltaje en el capacitar y la forma 
que tome la solución dependerá en forma directa de los valores que se asignen a las 
constantes R. L, y C. Problema que trataremos a continuación. 

111.5.- Determinación de la Solución Requerida por el Problema, con base en 
las Condiciones Dadas. 

Como se puede observar nuestro sistema contiene dos elementos que almacenan 
energía, un capacitar y un inductor, aunque la forma de almacenarla es distinta en cada 
una de ellos, la rapidez para transferirla en el caso del inductor es instantánea, no así, en 
el capacitar que depende a qué elemento resistivo esté conectado. 
Al inicio del análisis ( t = O } el circuito puede o no estar totalmente descargado lo que 
hace que el capacitar pueda tener un voltaje inicial y el inductor una corriente inicial. 

111.5.1 

111.5.2 

estos valores son las condiciones iniciales, en este problema a diferencia del problema 1 
queremos determinar el comportamiento del sistema en base a los valores que tomen los 
parámetros R, L, y C, así como, el tipo de respuesta, por lo que las condiciones iniciales 
jugarán un papel aparentemente diferente, de acuerdo al tipo de respuesta que estemos 
analizando. 
Al interpretar la solución en términos del problema aclararemos todas estas ideas. 

111.6.- Interpretación de la Solución en Términos del Problema. 

Antes de abordar el análisis de cualquier solución debemos primeramente determinar el 
comportamiento de la solución en función del valor que tenga ( el subradical } que se 
obtiene de la ecuación característica. 

En general, un sistema de segundo orden ( como el de nuestro problema} puede tener 
cuatro tipos de comportamiento dependiendo del tipo de sus frecuencias naturales ( las 
raíces de su ~cuación característica }. 

Anteriormente mencionamos que las frecuencias naturales para un sistema de segundo 
orden pueden ser de alguno de los siguientes tipos: 

a} Reales diferentes 
b} Reales iguales 
e} Complejas ( parte real e imaginaria} 
d} Imaginarias ( solo parte imaginaria} 

antes de definir los tipos de comportamiento, es necesario definir los parámetros de un 
sistema de segundo orden. 
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Consideramos en general un sistema de segundo orden 

d
2 
X~I) +a¡ dx(t) + GoX = Q 

dr dt 
111.6.1 

se definen los coeficientes de la siguiente forma: 

~ 

ªº = w,,- 111.6.2 

a =.;w,, 

los parámetros a, w,,, y .; se definen como 

a = constante de amortiguamiento del sistema 

w,, = velocidad angular no amortiguada del sistema 

.; = factor de amortiguamiento relativo del sistema 

sustituyendo en la ecuación 111.6.1 el conjunto dado en 111.6.2 obtenemos la siguiente 
ecuación: 

d 2 x dr: 2 --+?a-+w r:=O 
dt 2 - dt ,, -

111.6.3 

al obtener la ecuación característica de la ecuación 111.6.3 obtenemos sus frecuencias 
naturales, es decir. 

Ecuación característica m 2 + 2am + w,,2 =O 

Frecuencias naturales m 1 = -.;w,, + w,,.J.;2 -1 

m 2 = -.;w,, - w,,.J.;2 -1 111.3.4 

En el problema los valores de la inductancia, capacitancia y resistencia determinan estas 
frecuencias naturales, con base en esto, podemos definir los cuatro tipos de 
comportamiento que tiene un sistema de segundo orden ( en particular para el sistema 
que estamos analizando). 
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Comportamiento Sobntamortlguado: 

Si las frecuencias del sistema son reales diferentes y negativas, se dice que su 
comportamiento es sobreamortiguado , es decir, a > w,, o ,g > 1 . Esto lo podemos 
representar en el plano complejo. 

lm 

a > w,, o· q > 1 

Re 

Fig.111.6.1 

La respuesta del sistema, en este caso, está dada por 

111.6.5 

cuya gráfica es 

x(t) 

t 

Fig.111.6.2 
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Comportamiento Criticamente Amortiguado 

Si las frecuencias onálisisc son reales, iguales y negativas se dice que el 
comportamiento del sistema es críticamente amortiguado, su cnálisisonoión en el plano 
complejo es: 

lm 

Re 

Fig. 111.6.3 

La respuesta del sistema, está dada por 

111.6.6 

cuya gráfica es: 

x(t 

t 

Figura 111.6.4 

32 



Comportamiento Subamortlguado 

Si las frecuencias e nálisisD son complejas, m¡ =a+ jb , m 2 =a - Jb y a <O se dice que 
el comportamiento es subamortiguado, su CinálisisonDi6n en el plano complejo es: 

lm 

jb 

a 
Re 

• -jb 

Fig.111.6.5 

La respuesta del sistema, está dada por 

x(t) =eª' (C1 cos bt + C 2senbt) 111.6.7 

cuya gráfica es 

x(t) 

Fig.111.6.6 
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Comportamiento no Amortiguado 

Este comportamiento se presenta cuando las frecuencias Onálisiso son imaginarias 
puras, es decir, m 1 = jb, m 2 = - jb 
En el plano complejo quedaría su onálisiscnción como: 

lm 
a=O o' .;=o 

Re 

Fig.111.6.7 

Su respuesta es 

x(t) = C 1 cos bt + C 2 senbt 111.6.8 

y su gráfica es 

x(t) 

Fig.111.6.8 
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Regresando al problema, cuyo modelo matemático está dado por la :=nálisis 111.3.12 los 
parámetros son: 

R 
a=-

2L 
1 

w =--,, .JLC 111.6.9 

Si la·=nálisis~n externa es igual a cero obtenemos la -::nálisis homogénea asociada. 

111.6.10 

en base a esto podemos determinar el comportamiento de nuestro sistema de acuerdo a 
los valores que tomaron L. R, y C como ya lo habíamos afirmado. 

Este =nálisis se resume en la tabla 111.6.1 

COMPORTAMIENTO CONDICIONES PARA VALORES DE R,L,C 

SOBRE a> w,, o.;> 1 R>2ff 
R 2C C> 4L 

AMORTIGUAMIENTO o L<-- o 
4 R2 

CRÍTICAMENTE a= w,, o.;= 1 R=2ff 
R 2C C=4L 

AMORTIGUADO o L=-- o 
4 R2 

SUBAMORTIGUAMIENTO a < w,, o O < .; < 1 R<2ff 
R 2C C<4L o L>-- o 

4 R2 

NO AMORTIGUADO a=Oo.;=o R=O y L :;é O y e :;é o 

NOTA: Los casos Crit1camente Amortiguado y el No Amortiguado no son casos genéricos 

Tabla 111.6.1 

Tipos de Respuestas: 

Anteriormente se mencionó que en general se pueden realizar diversos análisis a los 
sistemas de segundo orden y así conocer su comportamiento y tipo de respuesta. 
El tipo de respuesta en estos sistemas depende del estado inicial ( condiciones iniciales) y 
de la excitación que se aplique. 

En base a estas condiciones se pueden obtener las siguientes respuestas: 
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Respuesta Libre 

Esta respuesta se produce debido a su estado inicial y a los parámetros propios del 
sistema. 

En este caso la excitación externa aplicada es considerada nula. 

f(t)=O 
SISTEMA X(/) LIBRE 

Fig.111.6.9 

Respuesta Forzada 

Esta respuesta obedece al efecto que tendría la excitación externa y los parámetros 
propios del sistema. En este caso de considera que el estado inicial es nulo, 
gráficamente: 

SISTEMA 

Fig.111.6.10 
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Respuesta Total 

En esta respuesta se debe conocer el estado inicial del sistema, así como, la excitación 
externa, ya que la respuesta total depende de estos datos y de las características propias, 
esto es: 

f(t)*º - SISTEMA X(f)Tota/_ 

Fig.111.6.11 

También la respuesta total de un sistema puede ser obtenida a partir de la respuestas 
libre y forzada, mediante la siguiente expresión. 

X(t)Tota/ =X(/) libre +X(/) For.:ada 111.6.11 

Respuesta Pennanente 

A la respuesta permanente también se le conoce como respuesta en estado estable y se 
presenta cuando el sistema se ha estabilizado, es decir, el sistema alcanza su estado 
estacionario después de que ha transcurrido un tiempo largo (teóricamente cuando t 
tiende al infinito). 
Esta respuesta se calcula de la siguiente manera: 

X{t) Permaneme = Jim X(/ )Total 
/->OO 

111.6.12 

Respuesta Transitoria 

La respuesta transitoria es la que tiene el sistema antes de estabilizarse o alcanzar su 
respuesta permanente, y se obtiene como: 

X(l)Transiloria = X(l)Tota/ - X(l)Pennanente 111.6.13 

37 



En base a todo lo anterior se pueden concluir varios aspectos importantes de esta 
interpretación del problema: 

-Los diferentes tipos de respuesta que se tienen en un sistema de segundo orden como el 
que estamos estudiando, dependen directamente de la relación que guardan los 
parámetros asociados a él. 

-Problemas de Ingeniería Mecánica, Civil en el área de Hidráulica y de Sismología, 
Problemas Térmicos, etc. son representados por sistemas de segundo orden 

-El tipo de respuesta en estos sistemas depende del estado inicial ( condiciones iniciales) 
y de la excitación que se aplique. 

-Cuando los problemas no sean del tipo de circuitos eléctricos como los que se 
mencionaron anteriormente el tratamiento, tipo de respuestas y comportamiento son 
análogos. 

111.7.- Simulación del Problema Utilizando Software Especializado (MATLAB) 

Como se concluyó anteriormente la solución exacta del problema que nos ocupa existe, 
su comportamiento dependerá de los valores que se le asignen a los parámetros R, L y C, 
así como, al de la fuente externa. Si se requiere realizar un análisis para diferentes 
valores de sus parámetros y de su fuente externa implicaría resolver la ecuación para 
cada caso, esto resultaría muy complicado por el gran cantidad de operaciones que se 
tendrían que hacer, por esta razón, sólo dejaremos las formas generales que toma la 
solución desde el punto de vista analítico. 

Para la simulación de nuestro problema se utiliza un programa hecho previamente en 
MATLAB, el programa tiene las siguientes características: 

-Esta basado en el Método de Runge-Kutta de cuarto orden. 
-Al correrlo desde la ventana de MA TLAB le indica al alumno varias opciones de solución 
de acuerdo a lo que pretenda explorar (tipos de comportamiento y tipos de respuestas) 
-Grafica las salidas con los títulos correspondientes para su identificación. 
-Desde la ventana se permite imprimir las graficas de salida. 
-Su construcción interactiva le permitirá al alumno hacer tantas pruebas y análisis de 
resultados como desee. 

A continuación se presentan parte de los resultados de la práctica de circuitos eléctricos 
en donde se describe toda la logística que se requiere para la utilización del programa 
construido en MA TLAB en la solución e interpretación del sistema eléctrico formado por 
una resistencia, una inductancia y un capacitar conectados en serie con una fuente de 
voltaje de corriente alterna. 
Después de estos resultados se encuentra la practica completa, que realizaran los 
alumnos en el laboratorio. 
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P•rte de los resultados obtenidos en el •nillsls del problem• 

Solución exacta para los siguientes valores de R, L y C, así como de v(t) y las condiciones 
iniciales. 

R = 100 Q L = 500 mH C = 200 µf v(t) = 120 cos377t volts 

condiciones iniciales ve (O)= 50 volts i(O) = 100 mA 
NOTA. Las unidades de los diferentes valores se tienen que convertir en unidades b6sicas , Ohms, Henrys, Faradios, 
Amperes y Volts. 

La ecuación diferencial del problema es: 

sustituyendo los valores de las constantes y variables tenemos: 

las raíces de la ecuación característica son: 

m1 = "'2 = -100 (caso no-genérico) 

la solución de la homogénea sería: 

Aplicando en método de coeficientes indeterminados la solución general es: 

vc(t) = C 1te-1001 +C2e- 1001 -6.85 I022 lcos377t +3.9095662sin377t 

La respuesta total del sistema es: 

Ve(/)= 4711.1958/e-IOOI + 56.85 l022e-IOOI -6.8510221 COS377t +3.9095662sin377t 

Para graficar esta función construimos el siguiente programa en MATLAB (el guión del 
programa es sumamente simple, sólo requiere conocer las funciones elementales del 
paquete). 

t-0:0.001:1; 
v=(4711.195*t.•axp(-lOO.•t))+(56.851022•axp(-100.*t))­
(6.8510221•cos(377*t))+(3.9095662*sin(377*t)); 
p1ot(t,v); 
gr id 
x1aba1 ( • t •) ;yl.abel. ( 'Ve• ) ; 
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La grafica que se produce al correr el programa anterior es: 

.. 

vc(t) =471 l.1958re-1
00t +56.85102'2e-l<Ilr -6.8510221m>377t+3.909.5662sin377t 

RESPUESTA TOTAL 

..... ---. . . . . . ---~. ----. - --~ ------. --; -----. ---~ --. ------ ; . --.. - ---~. -----. --:- --. ----
' . 

> : : : . . : 
~ ....... ----- ·····------·--------- .. ---··----;··-------;-····--·-;·------·-:·--------·--------

~ 1 

j ::~. . : J t :: : L I 
> 10 ¡···-----'--- --- --------'-·-------'--·------:---------:---------:----·----'---------'--------

0~------+----
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1 

~~~~~~~~~~~___,__~____.._~~~~~~~~---' 
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 

ten Mgundo• 

Las graficas que se obtienen al correr el programa circuito_RLC.m para las diferentes 
respuestas son: 

RESPUESTA LIBRE 

' ' . . . . 
0.4 -------->- ----·-- -¡---------¡-------- -:- --------:-------- -¡---------1- ----- ---¡--------- ~--------
0.3 -- ---- ··t··· ····-·t···----- ·t·· ----···t · --------~-- -------1- -------·i·--------1----- ____ i _______ _ 

: ¡ : : ' : : : : 
- - - - - - - - ~ - - - - - - - - - : - - - - - - - - - ~. - - - - - • - - : - - • - - - - - - "!" - - - - - - - - : • - - - - - - - - "! - - - - - - - - - .. - - - - - - - - - .... - - - - - - -0.2 ... 

¡ 0.1 
¡ ~ ¡ cORRIENi-E EN EL 1NoUcTOR l ----- ---:-· --·----¡-------- -:-- -------:- --------:-- -- -----:---------1---------1---------1--- -----

ca. 
E .. 
e 

º ________ ; _________ ; _________ ;__ ' ' ' 

~ ~::~: ::::::::r:··::: __ :::::::::::1:::::::::::::::::::1:::::::::::::::::::1:::::::::r:::::::r::::::: 
1 : ' : ' : : : : : • 

::l L : ::¡:: , :;: j r::J:::r:-: 
·0.5'--~~'--~~-'-~~~:~~-'-:~~~:,__~~~:~~-'--:~~-'-:~~_J:L-~_J 

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14' 0.16 0.18 0.2 
ten Mgundos 

40 



RESPUESTA LIBRE 
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RESPUESTA FORZADA 
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RESPUESTA FORZADA 
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-- ··- ---1 

. .., 

2i --- ·--- -- ---- i - - . . -; 

--·-- - ----- -· --- -· ----- -- ..... . . . . 

- -.. :. -. - ----- :. - --. --. -~ . ------ - - .:- -- --- - --.. -. - - . -------

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 
ten •gundos 

RESPUESTA TOTAL 

. . . . 
1.5 ........ \ .......... ; .. -- -- .. (:_Q~~!~!":l:re_ f:Ñ f:J.,_!NQVC_T_O.R ........ \ .... _. ___ .; ....... . 

~ 0.5 

& 
E • o 
i 
~ -0.5 

. . . . 
. . . 

' . . ' . . --------~ ----------:- ---------': --- . ------:- ---------': -- --------:· - - -------:- --- ------~. ---------:- --------. . . 

: . : : : . : l 
···'.··········'·········:-·········:·······-··:·····-···:··--······ -·-················-~--------¡ 

: : : : : : : : ~ _, ~: t mu T .. mmrmuTmm Tu Tu . u , umm m .. Tuum ¡··u 
1 

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 o. 4 0.16 0.18 0.2 
t•n •gundoa 
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RESPUESTA TOTAL 

50 ---------:- ----. ----¡ _ -... -... ~ .. -----... :. ------. -_¡_ - - - - - - - - - - - - - - - - -. . 

¡ . 
40 r-··· ····:·········é--------- . ----. -. -~. ---... -. f- ------. · i· -. -. --.. ~- --.. ----.:. -. ------

1 . . 

t aof-----. ------------------
i i i 2or-------

VOL TAJE Elil EL CAPACIT(>R . -. ------~ ------- - -: --. ----- -;· ----- -. -;·· -- . -. --·:·. -------- --------

. . . . . . . . -. ------. :- ---. -. - .. : -. ----... ~ . -. --. --. -:- -.. ------:- --------- --------

1ol . . _________ .. _______________________________________ ., __________ --------

o 

-10'--~--'-~~--'-~~-'-~~-'-~~-'-~~-'-~~'--~--'~~--'-~~-' 

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 
ten •gund09 

RESPUESTA PERMANENTE 
1~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

0.8 .... -- .. ; __ ...... ) . ....... ~,C>~~~:rt;_ ~·-~l., -·-~D.!-!~:r~-~- ..... -. ~- ..... -... ; .. -- ... -
0.6 

0.4 

e! 0.2 
!. e .. o 
i 
~ -0.2 

-0.4 

-0.6 ---------~------ --~---------; ... -----:----------. --------;------ -~----------~--- ----. . . . . . 
-0.8 --------:----------;- - . -- -----~--- --- -- . : .. -- .. ----;- --- ... ___ , ___ ---- __ ; ·-····- .. i ______ ----~- .. ··---

¡ ¡ 
-1~~~~~--'-~~~~~-'-~~-'-~~-'-~~-'--~~-'-~~-'--~--1 

4.9 4.91 4.92 4.93 4.94 4.95 4.96 4.97 4.98 4.99 5 
ten •gundoa 
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RESPUESTA PERMANENTE 

'l m •m 

r 
•VOL TAJE EN EL CAPACITOR 

2¡- ..... 
o 

' 
i > -2 ········· ······ ········· .... ········· ..... . ~ ... ·---~ 

• 2! 
& 
E .. 
e • 

-4 ........ ; ..... ··'········ 
! 

-6 ··········· ... ············· 

. . . - -- - ---. -- - ----. ---- - . - --. ·········· 1 
-- ------------ --~ 

...a -----. --.. ---- ----·:- ---------~ ----. ----;- --. ------: ---------~ ---- -. . 

-10'--~--'~~--'~~-'-~~-"-~~-'-~~-'-~~--'-~~-'--~~-'--~--' 

4.9 4.91 4.92 4.93 4.94 4.95 4.96 4.97 4.98 4.99 5 
ten •gundos 

RESPUESTATRANSITOR~ 

0.8 -- ------~ -- ------- -:- • -------- i -. -----. - . ----; --- ------ -:- ----. --- . ~ --.. -----; -- --------:- --------
'. '. CORRIENTE EN EL INDUCTOR 

0.6 . ' --------~ ----------:- --------- ~ --------
' ' 

0.4 ------ ---- ------ ---~ ---------. - -- --
' ' 

~ -0.2 

-0.4 

-0.6 

-0.8 ······· ; .................... ; ........ --!.---······i--····--·-: .......... ; ......... <.---······~---·-··· 

-1 '--~-----~~~~-'-~~-"-~~-'-~~-'-~~--'-~~...i....~~-'--~--' 
o 0.01 0.02 0.03 0.04 o.os 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 

ten -gundo• 
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501 

i 
l 

401········;· ....... . 

RESPUESTA TRANSITORIA 

VOLTAJE EN EL CAPACITOR -----. -. -:- - --. --. ---:· .. -.. -... ~. - . --. --. - :- -- . --. - .. -:- -.. ------ -----. ---. ----. ----

~ 30~------------------- .. ---~ -. --... -- -.... -. - ... -. -- - - .. ----;- -----. --. ""." --------- ---------. - --------

i 
~ 20 

10 -----· ··"·. ··-··---'.---·----- -~- ...... __ ;_ ----·· ... i· ... . 

. . 
o ---------:·---------~----------:--··------~---------· --

-10~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

o 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 
t en segundos 

El utilizar el simulador nos pennite obtener todas las respuestas y comportamientos de 
nuestro sistema, lo que representa un ahorro de tiempo y nos pennite realizar un análisis 
con mayor profundidad. 

A continuación se presenta una practica de laboratorio para lograr los objetivos 
planteados. 
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MÉXICO 
FACULTAD DE CIENCIAS 

MATEMATICAS 

LABORATORIO DE MATEMÁTICAS 

PRACTICA: MODELADO Y SOLUCION MATEMÁTICA DEL CIRCUITO ELECTRICO 
RLC CONECTADO EN SERIE. 

PROFESOR: 

ALUMNO: 

1.- OBJETIVOS. 

Resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes 
constantes 

Conocer la solución exacta analítica del sistema descrito por una ecuación 
diferencial de segundo orden. 

Utilizar MATLAB en la simulación de un sistema de segundo orden. 

Conocer los diferentes tipos de respuestas de un sistema de segundo orden. 

Conocer los diferentes tipos de comportamientos de un sistema descrito por 
una ecuación diferencial de segundo orden. 

Interpretar los diferentes tipos de respuesta y comportamiento a partir del uso 
de MA TLAB variando los parámetros asociados al sistema. 

2.- ANTECEDENTES TEÓRICOS NECESARIOS. 

Teoría básica de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de Segundo Orden 
con coeficientes constantes 

Método de Coeficientes Indeterminados. 

Modelado de Sistemas Físicos. 

Teoría Básica de Circuitos Eléctricos. 

3.- EQUIPO NECESARIO. 

MATLAB instalado en el sistema de computo. 

Impresora de color. 
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4.- DESARROLLO DE LA PRACTICA. 

Sea el circuito serie RLC 

t=O R 

a) Encontrar la ecuación diferencial que modela el circuito. 

Con base en las relaciones que guardan los parámetros R, L y e de acuerdo a la 
siguiente tabla. 

COMPORTAMIENTO CONDICIONES PARA VALORES DE R,L,C 

SOBRE 2 > w,, o,;> 1 R>2Jf 
R 2C C 4L 

AMORTIGUAMIENTO o L<-- o >-
4 R2 

CRiTICAMENTE a = w,, o .;,= 1 . R=2Jf 
R 2C C= 4L 

AMORTIGUADO o L=-- o 
4 R2 

SUBAMORTIGUAMIENTO a < w,, o O < t; < L :~<2/f R 2C C<4L o L>-- o 
4 Ri 

NO AMORTIGUADO a=Oo.;'=0 R=O y L *"º y C.cO 

b) Encontrar la solución particular de la ecuación diferencial para los 
siguientes valores de los parámetros y la fuente v(t): 

R = 100 Q L = 500 mH C = 200 µf v(t) = 120 cos377t volts 

condiciones iniciales vc(O) = 50 volts i(O) = l 00 mA 
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c) Da ejemplos de valores de R, L y C tendrías para cada tipo de 
comportamiento, llena la siguiente tabla 2. 

Tabla 2. 
COMPORTAMIENTO VALORES DE R, L Y C 

SOBRE AMORTIGUADO 

CRÍTICAMENTE AMORTIGUADO 

SUBAMORTIGUADO 

NO AMORTIGUADO 

d) Con las condiciones iniciales dadas calcula la respuesta total para los 
valores dados en el inciso b) 

UTILIZACION DE MATLAB 

e) Haz doble clic en icono de MATLAB 
f) Ejecuta las siguientes instrucciones dentro de la ventana de MA TLAB: 

File 
Run Scrip 
Browse (ubicarse en el archivo work) 
Seleccionar el Programa circuito_rlc.m 
Abrir 
OK. 

g) Cuando tú oprimes OK se ejecuta el programa y despliega un menú de 
opciones 

PROGRAMA PARA CALCULAR LOS DIFERENTES 
COMPORTAMIENTOS y RESPUESTAS DE 

UN CIRUITO SERIE R-L-C 

Realizado por: PEDRO LUIS CRUZ GALINDO 

PARA LOS TIPOS DE COMPORTAMIENTO EN TU SISTEMA 
RECUERDA: LA RELACION QUE DEBEN GUARDAR TUS 

PARAMETROS R-L-C 
SOBREAMORTIGUADO (R*R>(4UC)) CRITICAMENTE AMORTIGUADO 

(R*R=(4UC) 
SUBAMORTIGUADO (R*R<(4UC)) NO AMORTIGUADO (R=O) 

TIPOS DE RESPUESTA Y SUS CLAVES 
RESPUESTA LIBRE =1 RESPUESTA FORZADA =2 

RESPUESTA TOTAL =3 
RESPUESTA PERMANENTE =4 RESPUESTA TRANSITORIA =5 

Tenemos dos tipos de fuentes v(t)=Vsen(wt)_teclea 2 y v(t)=E teclea 1 
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h) De acuerdo a los valores de tú tabla 2 calcula la respuesta total para 
cada caso, obtén las graficas, editaras y rotúlalas 

i) Para los valores dados en el inciso b) calcula todas los tipos de 
respuestas, grafícalas, editaras y rotúlalas. 

5.- PRUEBA DE CONOCIMIENTOS 

1 .- Dada la solución exacta inciso d), encuentra su grafica y compárala con 
la que se obtuvo en el inciso h), ¿qué diferencias hay?. Te puedes 
auxiliar del MATLAB para dibujar tú grafica. 

2.- ¿En que consiste el método de coeficientes indeterminados? 
3.- En un sistema mecánico, ¿en función de qué parámetros estarían dados 

sus comportamientos? 
4.- ¿Son las mismas respuestas y comportamientos para cualquier sistema 

de segundo orden, Eléctrico, Mecánico, Hidráulico, Térmico, etc.?. 

6.- BIBLIOGRAFÍA 

D'Prima, B.(1986). Ecuaciones Diferenciales. Limusa. 

Gerez Greiser, V y Lasso M. (1972). Teorfa de Sistemas y Circuitos. 
Representaciones y Servicios de Ingeniería. 
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CAPITULO IV 

EL REGULADOR AUTOMATICO 
DE VOLTAJE 



EL REGULADOR AUTOMATICO DE VOLTAJE 

En está parte del trabajo se analizará un problema clásico de la Ingeniería de Control "El 
Regul•dor AutomAtico de Voltaje de una Maquina Sine ron•". Este análisis se 
desarrollará con la misma filosofía de los problemas anteriores, con base en el contexto 
general y con aplicación de las nuevas tecnologías para su solución final. 
Cabe aclarar, que al principio se da una breve explicación de lo que es un Regulador 
Automático de Voltaje, su importancia, su uso y las funciones que desarrolla, así como, 
una pequeña introducción de algunos elementos generales de la teoría de control que se 
usan a lo largo de nuestro problema. 
Por otro lado recordemos que el objetivo principal de este trabajo es crear un espacio en 
donde los alumnos puedan plantear, modelar, resolver e interpretar problemas desde un 
punto de vista contextualizado, en donde la matemática que vayan aprendiendo la 
vinculen a su realidad, por esto, esta pequel'\a explicación va dirigida a las personas que 
no están familiarizadas con estos temas. 

Pasando al problema que nos ocupa, cuyo objetivo principal es proporcionar una 
referencia rápida especializada relativa a la operación y aplicación de los reguladores 
automáticos de voltaje para generadores síncronos instalados en prácticamente la 
totalidad de las unidades generadoras de la red eléctrica de nuestro país. 

Una característica importante de este problema, a diferencia de los dos anteriores, es la 
aplicación real de lo que se está presentando, con esto se pretende demostrar la 
importancia y la necesidad de una vinculación de la Matemática, la Física y la Ingeniería 
desde los primeros hasta los últimos semestres en las carreras de ingeniería. 

El Regulador Automático de Voltaje. 

El regulador de voltaje es parte importante de los elementos que integran a los sistemas 
de excitación (control de excitación), este dispositivo controla automáticamente la tensión 
de excitación, con el objeto de mantener constante el voltaje en las terminales del 
generador. 
La siguiente figura muestra un diagrama de bloques de un Sistema de Control de 
Excitación típico para un generador síncrono en el que resaltamos al regulador, elemento 
que vamos a estudiar. 

LIMITADORES V 

~-º-'_R_c_u_•T_º_ª_º_e _ __,i!J . . PROTECCION ~ l 

TRANSDUCTOR DEL 

~-------------------~vg~~~~1:i~~~~~~v 

EXCITADOR 

CARGA 

GENERADOR 

ESTABILIZADOR DE 
POTENCIA 
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De los estudios requeridos para un sistema eléctrico de potencia (SEP), el análisis de 
estabilidad tiene una gran importancia, por lo que, es necesario disponer de los recursos 
para su estudio. 

El regulador automático de voltaje (RAV). al tratar de mantener un valor constante de 
tensión en terminales del generador, tiene una influencia definitiva en el comportamiento 
dinámico del SEP. lo que lo obliga a una adecuada representación de este elemento con 
fines de análisis de estabilidad. 

Funciones del regulador 

Las principales funciones que tiene un RA V son: 

1 .- El RAV permite llevar al grupo Turbo-Generador a la tensión adecuada para su 
sincronización y mantener esta tensión en un valor estable para una adecuada 
interconexión con el resto del SEP. 
2.- Una vez sincronizada la unidad, permite controlar la generación o absorción de 
potencia reactiva dentro de los limites operativos del generador, ayudando así a mantener 
un voltaje adecuado y estable. Para tal efecto, el RAV establece una acción directa sobre 
el voltaje de excitación. 
3.- El regulador de voltaje vigila la seguridad de la unidad mediante funciones de 
protección tales como !imitadores y señales adicionales para el sistema de excitación, 
evitando condiciones peligrosas de sobre o sub-excitación al presentarse disturbios 
internos o externos a la unidad. 
4.- Ayuda al mejoramiento de la estabilidad del sistema de potencia mediante una rápida 
acción sobre la excitación del generador, bajo toda condición dinámica operativa. 

Funciones Adicionales del regulador 

Con el desarrollo de la electrónica de potencia, ha sido posible construir sistemas de 
excitación estáticos con características de respuesta de alta velocidad que han permitido 
mejorar notablemente el comportamiento transitorio del generador ante condiciones de 
disturbio; señales adicionales, función del ángulo interno, potencia terminal y aceleración, 
son procesadas dentro de estos equipos, de manera que proporcione un amortiguamiento 
adicional a las oscilaciones, dando origen a sistemas altamente sofisticados pero que a la 
vez responden a las necesidades de rapidez, exactitud i; confiabilidad requeridas. 

Un regulador automático de voltaje moderno deberá ser entonces mucho más que un 
simple regulador de tensión. Además de proporcionar una alta velocidad de respuesta, de 
reacción inmediatamente en disturbios de tensión y mantener una acción continua que 
asegure una excelente respuesta dinámica deberá estar equipado con varios controles 
suplementarios, cuyas funciones de limitación, protección y compensación proporcionen 
no sólo al generador asociado una mejor característica de comportamiento, sino a la red 
eléctrica en sí. 
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Introducción • la Teoria de Control 

Esta pequel'ia introducción tiene el propósito de dar los elementos mínimos necesarios de 
la teoría de control que se utilizan en el modelado, análisis y solución de nuestro 
problema. 

En la teoría de control se tienen sistemas de lazo abierto y lazo cerrado y se definen de la 
siguiente manera: 

Sistema de lazo abierto. Es aquel en el cual la acción de control es independiente de la 
salida. 

Sistema de lazo cerrado. Es aquel en el cual la acción de control es en algún modo 
dependiente de la salida. 

Características. 

Lazo abierto. 

REFERENCIA CONTROLADOR 
r 

SEÑAL J 1 VARIABLE 

ACTU~DORA l __ P_R_o_c_E_s_º_ .... CONT~OLADA .. 

Lazo cerrado. 

Selector de 
Comanao 

referencia de 
entrada 

sena1 
Referencia actuadora e = r + b 

1 1mP.:u sora 
Senal 

Controlador actuadora 

r-7 e 
i + 
b 

1 
Senal de 

retroalimentació 

u 
de control 

Elemento de 
retroalimentación 

Perturbación 

- Variable 

Proceso controlada 

y 

i 
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Algunas definiciones importantes de los sistemas de control son: 

Sistema. Es una combinación de componentes que actúan de manera conjunta para 
realizar una función bien definida, que no podría ser llevada a cabo por alguno de los 
elementos que forman parte de él. 

Comando de entrada. Señal de entrada al sistema, es independiente de la salida del 
sistema y ejerce control sobre éste. 

Selector de referencia. Es la unidad que establece el valor de referencia. 

Entrada de referencia. Señal de referencia producida por el selector de referencia. 

Salida. Cantidad que se debe mantener a un valor prescrito. 

Elemento de retroalimentación. Unidad que proporciona los medios para retroalimentar 
la señal de salida, o una función de la salida, con el objeto de comparar1a con la 
referencia. 

Senal actuadora. Señal que es la diferencia entre la referencia y la señal de 
retroalimentación. 

Transductor. Dispositivo que convierte una forma de energía en otra. 

Ancho de banda. Intervalo de frecuencias de entrada donde el sistema responde 
satisfactoriamente. 

Ganancia. Factor de amplificación 

Los efectos que produce un sistema de lazo abierto en general son: 

1.- Su habilidad para ejercer una acción con exactitud , está exactitud es determinada por 
su ajuste. 
2.- No hay inestabilidad. 

Para los sistemas retroalimentados: 

1.- Aumento de exactitud en la salida 
2.- Sensibilidad reducida a variaciones. 
3.- Se reducen los efectos de las no linealidades y de distorsión. 
4.- Se aumenta el ancho de banda. 
5.- Tendencia a oscilaciones o inestabilidad. 
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Diagramas de Bloques 

En esta parte se dan los diagramas de baques mas usados en la teoría de control y se 
dan algunos ejemplos y al final algo de su álgebra. 

a) 

Entrada 

b) 

X 

·I 
e) 

X ~ 
d) Puntos suma 

X +.1 
y 

e) Reparto 

Elemento de 
contra 

f 

a 

x-y X 
• 

X 

X X 

X 

X 

Salida 

y=ax • 

+1 x+y 
• 

y 

:: 

:: 
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Ejemplos: 

d 2 x 2 dx 
2.-x3 =--

2
-+--x1 dt dt 

Para el siguiente diagrama. 

Y(s) = G(s)E(s) 

E(s) = U(s)- B(s) 

B(s) = H(s)Y(s) 

U(s) 
+ 

dx¡ 
d dt 
dt 

Y(s) 
G(s) 

B(s) 
H(s) 
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Y(s) = G(s)[U(s)-H(s)Y(s)]· 

Y(s) = G(s)U(s)- H(s)Y(s) 

[t + G(s)H(s)]Y(s) = G(s)U(s) 

Finalmente 

Y(s) = G(s) 
1 +G(s)H(s) 

Álgebra de diagramas de beques. 

1.- Bloque en cascada 

x 1 =G1x· 
Y=G2 X 1 

Y=G2G 1X 

Y=G1G 2 X 

--x---·l __ G_1_G_2 _ _:--y---• 
2.- Bloques en paralelo 

X 

X 1 =G1)( X 2 =G2 X Y =X1 ±X2 

Y =G1X±G2 X Y =(G1 ±G2 )X 

--x--·I G,± G, y 

X y 
+ 
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Para ver el desarrollo completo del álgebra de bloques (consultar (18) y (20)). 

Acciones Básicas de Control 

Existen seis acciones básicas de control. 

1.- Dos posiciones 
2.- Proporcional 
3.- Integral 
4.- Proporcional Integral 
5.- Proporcional derivativo 
6.- Proporcional integral derivativo 

1.- Dos posiciones. 

para e(1);:: O 

para e(t)< O 

+ 

2.- Proporcional. 

e IM1 
~ 

m(t) = KPe(t) o en el dominio de Laplace K = M(s) 
P E(s) 

+ E(s) 

m. 

M(s) ;. 
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3.- Integral 

dm(t) = K,e(t) 6 m(t) = K, í
0
' e(r)dr 

dt J, 

aplicando la Transformada de Laplace 

+ _ x E(s) _ -'-_,r---~--

M(s) = K, 
E(s) s 

K. 
l 

s 

M(s) 

Para un valor de error de cero, el valor de m(t) permanece estacionario. 

4.- Proporcional Integral. 

K f.' m(t) = KPe(t)+ / 
0 

e(r)dr 
1 

Aplicando Transformada de Laplace 

M(s) _ K [i 1 J 
E(s) - P + 7;s 

E(s)_ ~(1+7;s) 

Ts 
l 

M(s) ; 
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5.- Proporcional Derivativo 

Aplicando la Transformada Laplace 

M(s) = K (1 + T s) 
E(s) P d 

+_ 

-~" 
E(s) ~(l+T~) M(s) 

La acción derivativa es anticipatoria, amplifica las señales de ruido. Puede causar efectos 
de saturación en el actuador. 
No se puede usar sola, ya que solamente es efectiva durante periodos transitorios. 

6.- Proporcional integral derivativa. 

aplicando la Transformada de Laplace 

E(s) KP (1 + J;s + i;z:is2
) 

J;s 
M(s)' :: 
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Características de los tipos de control básico. 

1 .- Control proporcional. 

Las altas ganancias pueden provocar inestabilidad u oscilaciones. Por lo que se 
recomienda mantener baja la ganancia de un control proporcional. 

a) La rapidez de la señal de salida es cero cuando el error es cero o constante. 
b) La señal de salida cambia únicamente cuando el error está cambiando. 
c) Produce una señal de salida diferente a la entrada únicamente cuando hay 

error. 
d) Ante entradas senoidales, la señal de salida es directamente proporcional a la 

de entrada y está en fase. 

2.- Control integral o reajuste automático. 

a) Siempre que hay un error, la señal de salida cambia con una velocidad 
proporcional al error multiplicado por una constante. 

b) Mantiene una señal de salida constante excepto cuando el error está 
cambiando. 

c) Con una señal senoidal, la señal de salida se atrasa 90º a la señal de error. 
d) Con una entrada senoidal, la rapidez de la señal de salida del controlador es 

proporcional al error y está es fase con esta. 

3.- Control derivativo. 
a) Mantiene una señal de salida constante excepto cuando el error cambia. 
b) Con una señal de entrada senoidal, la señal de salida se adelanta 90º a la 

señal de error. 

Las características se observan en la siguiente grafica. 

e{tt·- ·•·. • .~ Derivativo /,-----

' r~ ; \~ r>r\ f-~\ 
/. -90" : ________ ./ ------

~ = 

· • \ ~ Proporcion:I 

.~ ., ) ~ \ ' 
. \,, ._______. Í "\' ----------- ) 

·-.__ ___ .. ) .._______/ 
Entrada 
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Criterio de Routh. 

Por medio de este análisis se puede determinar el número de raíces de un polinomio de 
orden n que tienen parte real positiva. 

En el criterio de Routh interviene una cadena de polinomios f,,(s),f,,_1(s), ... ,fo(s) de 
grados n, n - l, ... , O , respectivamente, que se forman como a continuación se explica. 

Dado el polinomio p(s) de grado n, se toman dos polinomios: uno de grado par pP(s), 

formado por todos los términos de potencias pares de s en p(s). y uno impar, P;(s), 

integrado por las potencias impares. 
Si n es par, se hace f,,(s) = pP(s) y f,,_ 1(s) = P;(s), y en caso contrario f,,(s) = p,(s) y 

f,,_ 1 (s) = p P(s). 

A partir de f,,(s) y f,,_ 1(s) se generan otros n-1 polinomios j~_2 (s),f,,_3 (s), ... ,fo(s) 

utilizando el algoritmo de Euclides de la manera siguiente: 

f,,_ 2 (s) es igual al residuo que se obtiene de dividir f,,(s) entre f,,_ 1 (s), o sea f,,_2 (s) 

satisface 

osea 

donde k 1 es una constante. 

A partir de los últimos polinomios obtenidos f;,(s) y J;._1 (s), se forma J;._2 (s), de manera 

análoga, como el residuo de la división f;,(s) 
f°Jc_1(s) 

De la cadena de polinomios 

f,,(s)= a0 sn +a1sn-2 + ... 

fu-1 (s) = bosn-1 + b¡Sn-3 + ... 

fo(s)= do 

se toma el número de cambios de signos de la sucesión (a0 ,b0 , ••• ,c0 , ••• ,d0 ) y el criterio de 

Routh dice que el número de raíces del polinomio p(s) con parte real positiva es igual al 
número de cambios de signo de la sucesión. 
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Para hacer los cálculos mas rápidos podemos proceder de la siguiente manera: 

Dado un polinomio Q(s) 

s" b,, 

s"-1 b,,_. 

s fl-2 C¡ 

s"-3 di 

Donde 

b,,_2 b,,_6 b,,_4 

b,,_3 b,,_5 b,,_7 

C2 C3 

d2 

b,,_¡b,,_2 - b,,b,,_3 
C1 = 

b,,_¡ 

b,,_.b,,-4 -b,,b,,_5 
C2 = 

b,,_1 

b,,_.b,,_6 - b,,b,;:.1. 
C3 = ··. b,,_¡ . 

d = C¡b,,:_3 -.b,,-::.¡C2c:· 
t .··:e('··',., . . 

d - C¡b,,~~:;,b,,~1S 
2-

C1 

d 
_ C¡b,,_~ - b,,_1C4 

2---

C1 

b,,_g 

El criterio de Routh solo da información acerca de la estabilidad del sistema, sin 
suministrarla sobre el comportamiento mismo, ni señala formas para mejorarla. 
(para ver algunos ejemplos y casos singulares consultar (18) y (20)) 

Regresando al problema que nos ocupa, lo analizaremos como se ha venido haciendo en 
los problemas anteriores a partir de las etapas en que se divide el diseño de un problema 
desde el punto de vista contextualizado, con aplicación de las nuevas tecnologías 
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IV.1.- Planteamiento del problema 

El objetivo principal de este problema es la simulación del regulador de voltaje de la 
maquina síncrona, en la figura IV.1.1 se puede apreciar el diagrama de bloques que 
proporciona el fabricante del regulador que vamos a modelar(regulador instalado en la 
Central Termoeléctrica de Tula Hidalgo). 

K(I+ T6s)(l+ T.s> 

(1 + Tes )(1 + T4s ) 
_T_I_ 
¡,. T.s 

'-"~~~~~~~~~~-1__.:s_ --~~~~~~~~~~~-
1 .... Tr1 

Fig.IV.1.1 Diagrama de bloques del modelo del regulador de voltaje 

Las constantes(constantes de tiempo) I;.7;.Tª,T6 ,'f,,,Td,Tf,Ts y Trque aparecen en el 

diagrama de bloques representan las relaciones de los parámetros asociados(R,L,C) a 
las ecuaciones que modelan la maquina síncrona y al regulador mismo ; este modelado 
se puede consultar en (26). En cuanto al valor de K representa el valor de la ganancia, 
valor que nos sirve para el manejo de la estabilidad. 

Cuando se va a proyectar un sistema de control se hace con la finalidad de que cumplan 
con determinadas funciones. esto se conoce generalmente como especificaciones de 
funcionamiento. Por lo regular se refieren a exactitud, estabilidad relativa y velocidad de 
respuesta. 
En algunos casos al disenar, las especificaciones de las constantes de tiempo se pueden 
dar con valores numéricos muy precisos, pero esto no siempre es posible, por lo que se 
tienen que dar en forma parcial con valores numéricos p;deisos y otros en forma 
cualitativa. esto es debido a que durante el proyecto de diseno pueden existir 
contradicciones en cuanto a los requerimientos o porque el costo del diseno es muy 
elevado. 
En general, las especificaciones de funcionamiento no deben ser muy restrictivas para 
cumplir con su tarea. En algunos sistemas de control es muy importante por ejemplo la 
exactitud de funcionamiento en estado estacionario. por lo que es innecesario dar 
especificaciones muy restringidas (muy rígidas) de funcionamiento en la respuesta 
transitoria, ya que esto nos podría llevar a tener un costo mayor. 
Cuando disenamos sistemas de control las especificaciones de funcionamiento se pueden 
dar en términos de la medición de resultados en el dominio del tiempo, como tiempo de 
sobre tiro, o tiempo de estabilización; o de resultados en el dominio de la frecuencia como 
margen de ganancia, margen de fase, o ancho de banda(más adelante se dan las 
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definiciones de cada uno de los conceptos anteriores), en estos casos no queda mas 
remedio que usar el método de tanteo e ir refinando en base a los métodos de la 
respuesta a la frecuencia o al método del lugar de las raíces. 

El objetivo principal de un problema como éste, sería el de presentar los procedimientos 
de diseño y compensación ( en este caso para el regulador de voltaje de Tula ) to primero 
que se debe hacer, es el ajuste de la ganancia. Sin embargo, en muchos casos reales, el 
ajuste de la ganancia sola puede no brindar suficiente variación del comportamiento del 
sistema como para alcanzar las especificaciones dadas. 

En algunos casos resulta que al mejorar la ganancia mejora el comportamiento 
estacionario, pero se tiene una pobre estabilidad o incluso una inestabilidad. 

Esto nos lleva a tener que modificar el sistema insertando algún dispositivo que se 
denomina compensador. El cual compensa el funcionamiento deficiente del sistema 
original. De la teoría de control (ver referencias) sabemos que hay compensación en serie 
y compensación paralela como los que se muestran en los diagramas. 

--:)--- 1 Compensador,______... G( s) ,____ 

+-1. _______ -
- jH(s).___ _ __, 

COMPENSACION SERIE 

+ ' B(s)~ G(s) 

. 

1 

+ -y compensador 

~------ll H(s) ¡..__ ___ ____, 
COMPENSACION PARALELA 
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En este problema se usaron los compensadores serie que son los más comunes, de este 
tipo de compensadores existen tres tipos muy utilizados, y se conocen como 
compensador de adelanto (red de adelanto), compensador de atraso (red de atraso) y 
compensador de atraso-adelanto (red de atraso y adelanto) este último es el que se 
disei'ló para nuestro regulador de voltaje de Tula(disei'\o que no realizaremos aquí). 

Para tal efecto el procedimiento de disei'lo fue una vez obtenido el modelo matemático se 
debe probar el sistema de lazo abierto. Se asegura la estabilidad absoluta se cierra el lazo 
y se verifica el funcionamiento del sistema resultante de lazo cerrado, posiblemente al 
disei'lar no se cumpla o se satisfagan todos las especificaciones requeridas para el buen 
funcionamiento del sistema, por lo que se deben hacer cambios, cada cambio requiere un 
análisis para que finalmente se obtenga un sistema que funcione adecuadamente el cual 
deberá ser seguro y económicamente factible, este método se puede decir que es un 
método de tanteos que por lo regular serviría para sistemas muy simples e ideales 
Los métodos que se usaron en el problema, método de la respuesta a la frecuencia y el 
del lugar de las raíces son una buena herramienta para proyectar sistemas de control, en 
seguida se presenta una breve descripción de ellos. 

Método de la respuesta a la frecuencia. 

Cuando utilizamos este método en el problema de la compensación de sistemas de 
control, podemos asegurar el comportamiento de la respuesta transitoria, determinando 
especificaciones del dominio de la frecuencia, tales como margen de ganancia, margen 
de fase, valor pico de resonancia y ancho de banda. 
Este método es indirecto, ya que esta disei'lado para satisfacer las especificaciones 
dadas anteriormente en el dominio de la frecuencia y no las especificaciones en el 
dominio del tiempo. 
Después de disei'lar el lazo abierto por este método se pueden obtener los polos y hay 
que verificar las características de respuesta transitoria para ver si el sistema disei'lado 
satisface o no los requerimientos en el dominio del tiempo. Si no lo hace hay que 
modificar el compensador y repetir el análisis hasta lograr un resultado satisfactorio 

Método del lugar de las raíces. 

Este método consiste en la ubicación gráfica de todos los polos de lazo cerrado 
conociendo las posiciones de los polos y ceros de lazo abierto al variar algún parámetro 
(ganancia generalmente) desde cero a infinito. Cualquier cambio o ajuste de un 
parámetro, es indicado por este método, también se obtiene información sobre la 
respuesta transitoria, así como sobre la respuesta a la frecuencia a partir de la 
configuración de polos y ceros del sistema en el plano complejo. 

Metodología 

La metodología para el modelado y análisis de estos reguladores se basa en la teoría de 
un modelo de estado (sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden) ver 
anexo B 

x= AX+Bu 
y=CX+Du 

IV.1.1 
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También se persigue el objetivo de comparar a través de los resultados gráficos las 
ventajas que tiene introducir y variar los parámetros de este dispositivo en la máquina 
síncrona bajo diseño. 

Haciendo un paréntesis quiero aclarar que el objetivo que se persigue en este capitulo es 
limitado, como se comentó anteriormente sólo se quiere mostrar el uso de las nuevas 
tecnologías en la solución de un modelo representado por ecuaciones diferenciales. 
Un estudio detallado del regulador involucraría la necesidad de desarrollar parte de la 
Teoría de Control y de los Sistemas Lineales, se tendrían que estudiar los métodos de 
análisis de la Respuesta a la frecuencia para la sintonización de las constantes de tiempo, 
así como los métodos de análisis en el tiempo, situación que está fuera del alcance de 
este trabajo. 

IV.2.- Selección de las Variables 

Para nuestro problema supondremos conocidas las siguientes constantes. Hay que 
recordar que la obtención de todos los valores de las constantes se hizo siguiendo la 
filosofía discutida en el apartado anterior y que esta fuera del alcance de nuestro trabajo. 

K, = 50, Tª = 0.06, ~ = 3.95, T,, = 16.46, Td = 0.045 

T,. = 0.0028, Tg = 3.95, Tf = 0.06, T¡ = 1, T2 = 1, 7; = 1 

Sustituyéndolas en el diagrama IV.1.1: 

50(1+3.95s)(I + 0.06s) 
(1+l6.46s)(l+0.045s) 

1 +0.06s 

1 
1 ... o.002i. 1 +3.95s 

Para el caso en el que se introduce un integrador se tendrá que determinar el valor de la 
ganancia K del integrador. 

Las variables serán el tiempo ten segundos y el voltaje V(t) de salida. 
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IV.3.- Determinación del Modelo Matem6tlco 

Tomando la misma figura del punto 2 mostramos el diagrama de bloques del regulador de 
voltaje que vamos a analizar 

50(1 + 3.95sXI + 0.06.r) 
l--------i (J+ 16.46J)(l+ 0.045s) 

1 
¡-;-o.o¡; 

Figura IV.1.1. Diagrama de bloques del modelo del regulador de voltaje 

Del diagrama de bloques dado en la figura IV.1.1 obtenemos un diagrama de bloques 
equivalente para poder obtener el modelado de las ecuaciones de estado del regulador de 
voltaje. 

+ 
u 0.76 
.....:..-~Xl--._-l ~ 1---.<')0--,__--t ,__ __ _. 

+ -

Figura IV.3.1 Diagrama de bloques equivalente del regulador de voltaje 
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Del diagrama de bloques equivalente dado en la figura IV.3.1 y haciendo uso de la 
transfonnada inversa de Laplace, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales que 
modela al regulador de voltaje 

i)x1(1+3.95s) = x 2 

3.95sx1 = -x1 +x2 

.t1 = -0.253165x1 + 0.253165x2 

ii)x2 (1 +0.0028s) = x 3 +66.66667x4 +66.66667[0.23998(u-x5 )] 

0.0028sx2 = -x2 +x3 +66.66667x4 -15.99867x5 +15.99867u 

.t-2 = -357.14286x2 + 357.14286x3 +23809.525x4 - 5713.8107x5 +5713.8107u 

iii)x3 (1 + +0.045s) = -16.66667[x4 +(0.23998)(u -x5 ] 

0.045sx3 = -x3 -16.66667x4 +3.99967x5 -3.99967u 

.t-3 = -22.222x3 -370.37x4 + 88.8815x5 -88.8815u 

iv)x4 (l+ 16.46s) = (-x5 +u)0.76 

l6.46sx4 = -x4 +(--~5 + u)0.76 = -x4 -0.76x5 +0.76u 

x4 = -0.06075x4 - 0.04617 x 5 + 0.046 l 7u 

v)x5 (1 + 0.06s) = x 1 

0.06sx5 = -x5 + x 1 

.t5 = 16.66667x1 - l6.66667x5 

En resumen el sistema de ecuaciones es: 

.i-1 = -0.253165x1 +0.253 I65x2 

x2 = -357.14286x2 +357.14286x3 + 23809.525x4 -5713.8107x5 +5713.8107u 

.i-3 = -22.222x3 -370.37x4 +88.88 l5x5 -88.8815u 

.i-4 =-0.06075x4 -0.04617x5 +0.04617u 

.i-5 =16.66667x1 -16.66667x5 

El cuál en forma matricial toma la forma: 

68 



x. .:..::.0.253165 0.253165 o o o X¡ o 
x2 o -357.1429 357.1429 23809.53 -5713.81 X2 5713.81 

X3· o o -22.222 -370.37 88.8815 X3 + -88.882 

.i"4 o o o -0.06075 -0.044617 X4 0.04617 

~i"s 16.66667 o o o -16.66667 Xs o 

x. 

-'"2 
y=[l o o o o] X3 

X4 

-'"s 

Este sería el modelo matemático que nos representa en variables de estado el 
comportamiento del regulador de voltaje. 

u 

A continuación se le agrega un integrador en el lazo directo del regulador y se encontrará 
su modelo matemático. 

Introduciendo un integrador K en el lazo directo del regulador de voltaje 
s 

Reduciendo 

u 

50(1 + 3.95s)(l + 0.06.s) 
(1 + l 6.46s)(I + 0.04Ss) 

Figura IV.3.2 

1 
~ 

·V 
~~-()-~~-~~,~~(~1+~3H.9~,YTIX~l••0~.~""'"°3)~,00-~~~~---.. 
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Sabemos de la Teoría de Control estudiada anteriormente: 

X(s) 

~~ 
Y(s) 

G(s) 

H(s) 

y(s) G(s) -- = ----'--"---
x(s) 1 + G(s)H(s) 

Aplicando lo anterior al último diagrama de bloques: 

V 

u 

K(l + 3.95s)(l + 0.06s)50 

(1+16.46s)(l + 0.045s)(l + 0.0028s)(l +3.95s)s 
K(l + 3.95s)(l + 0.06s)50 

l+ ·----(1+16.46s)(l + 0.045s)(l + 0.0028s)(l + 3.95s)s 1+0.06s 

De donde, simplificando 

V 50K +3Ks 

U 0.00207396s4 +0.786914s3 +16.5078s2 +s + 50K 

0.00207396s4 + 0.786914s3 + 16.5078s2 + s + 50K 

Aplicando el criterio de Routh para encontrar el intervalo de valores de K y así poder 
determinar la estabilidad del sistema. 

s"' 0.00207396 16.5078 50K 
s3 0.786914 o 
s2 16.5052 50K 
s• l-2.38384K 
sº• 50K 
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s 2 = (0.786914Xl6.5078)-(0.00207396) = 16.5052 
0.786914 

81 = (16.5052)(1)- (50K)(O. 786914) = l - 2 .38384K 
16.5052 

sº= 50K 

1- 2.38384KK > O 

- 2.38384K > -1 

Esto implica que 

1 
K<---

2.38384 
K < 0.419491 

& 

& 

& 

SOK>O 

K>O 

O< K < 0.419491 

El diagrama de bloques equivalente considerando el integrador para el regulador de 
voltaje es: 

0.23998 66.667 

+ 

~ x6 0.76 X4 -160667 1 
1+ 16046s ¡-;o.o¡;; ~ + 

Figura IV.3.3. Diagrama de bloques équivalente del regulador de voltaje considerando un 
integrador en el lazo directo. 

Del diagrama de la figura IV.3.3. y aplicando la transformada inversa de Laplace 
obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales que modelan al regulador. 
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i)x1 (1 +3~9ssi;;;x}'' · ·· 
.t-1 = -0.253165x1 +0.253165x2 

. ' ; .. : ~ : ' : 

ii)x2 (1+ +0.0028s) = x 3 + 66.6667x4 + 66.6667(0.23998x
6

) 

.t2 = -357.14286x2 + 357.14286x.1 + 23809.525x
4 

+ 15.9987 x
6 

iii)~3 (l + 0.045s) = -16.6667[x4 + (0.23998x
6 

)] 

.t-3 = -22.222x3 -370.37x4 -3.9997x
6 

iv)x4 (1 + l6.46s) =O. 76x
6 

.t.¡= -0.0607Sx4 +0.04617x6 

v)x5 (1+0.06s) = x 1 

.t-5 = 16.6667x1 -16.6667x5 

vi)sx6 = K(u-x5 ) 

x6 =-Kx5 +Ku 

En forma matricial: 

.ti -0.253165 

.t2 o 

.t3 o 

.t4 o 

.ts 16.6667 

.t6 o 

0.253165 

-357.1428 

o 
o 
o 
o 

y=[l o o o o o] .xJ 
X.¡. 

Xs 

x6 

o 
357.1428 

-22.222 

o 
o 
o 

o 
23809.53 

-370.37 

-0.06075 

o 
o 

o o 
o 15.999 
o -3.999 
o 0.04617 

-16.6667 o 
-K o 

X¡ o 
X2 o 
X3 o 

+ u 
X4 o 
Xs o 
x6 K 
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IV.4.- Solución Matemática del Problema 

Al inicio del capitulo se comentó que la metoctología para el modelado y análisis de estos 
reguladores se basa en la teoría de un modelo de estado, que no es otra cosa que un 
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 

x= AX+ Bu IV.4.1 

En el anexo B se detalla uno de los métodos analíticos para encontrar la solución exacta 
de este tipo de sistemas, si recordamos el sistema de ecuaciones que modela al 
regulador 

x, -0.253165 0.253165 o o o x, o 
-~2 o -357.1429 357.1429 23809.53 -5713.81 X2 5713.81 

-~3 o o -22.222 -370.37 88.8815 X3 + -88.882 u 

:coi o o o -0.06075 -0.044617 X4 0.04617 

i's 16.66667 o o o -16.66667 Xs o 

es precisamente de la forma de la ecuación IV.4. 1. cuya solución viene dada por: 

I 

x = e·41x(O)+ f eAu-.:>¡;(,g)d,; IV.4.2 
o 

donde es la matriz exponencial 

Para encontrar la solución exacta se tendría que manejar la matriz A de coeficientes, la 
cual es de 5 x 5 en el primer caso y de 6 x 6 cuando se introduce el integrador, esta 
situación hace el manejo de dicha solución extremadamente complicada, con una alta 
probabilidad de error por la gran cantidad de cálculos aritméticos y algebraicos, por lo que 
en este capítulo omitiremos resolverla, esta situación no afectará el desarrollo del trabajo, 
ya que el proceso es puramente mecánico (sería un buen ejercicio para los que tengan 
cierta paciencia sólo tendrían que seguir el procedimiento del anexo 8). 

IV.5.- Determinación de la Solución Requerida por el Problema. con base en 
las Condiciones Dadas. 

Como ya sabemos la función principal de un regulador es la de proveer de corriente 
directa al devanado de campo de la maquina sincrona. En resumen, el sistema de 
excitación realiza las funciones de control y protección esenciales para el buen 
funcionamiento del sistema de potencia controlando el voltaje de campo y con esto la 
corriente de campo. 
Las funciones de control incluyen el control del voltaje, el del flujo de la potencia reactiva 
Y el mejoramiento de la estabilidad del sistema. 
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Las condiciones que deben cumplir los sistemas de excitación para su buen 
funcionamiento están determinadas por las consideraciones del generador síncrono , así 
como del sistema de potencia. 
Los requerimientos básicos es que el sistema de excitación suministre y ajuste 
automáticamente la corriente de campo de el generador síncrono para mantener el voltaje 
en las terminales, así como, una variación de la salida dentro de la capacidad del 
generador 
Estós requerimientos se visualizan en la siguiente figura que muestra las curvas-V del 
generador con sus márgenes dados por los segmentos AB, BC y CD que corresponden al 
límite de corriente de campo, limite de corriente de armadura y la región del limite térmico 
respectivamente. 

1.0 
=> 

. a.: 
::::> e: a.: CI> 
.l!! ~ 0.8 

~~ 
l! § 
"' "' ·~ .g 0.6 
e: CI> 

~i 
c..-~ 

u 0.4 

0.2 

D 

0.2 

Limite de corriente 
de armadura 

/A 
~Sp.t/Op.f -./ 

!imite de la corriente 
de campo (45 PSIG) 

V 
V 

0.4 0.6 0.8 1.0 

Corriente de campo en P.U. 

Curvas compuestas de V de un generador para un voltaje de 
armedura tipico 

Fig.IV.5.1 

Cuando se diseña un regulador se debe de partir de todos estos requerimientos de la 
maquina. Estos requerimientos representan nuestras condiciones iniciales. 
(Recordemos que el objetivo del problema sólo esta enmarcado en la demostración del 
uso de las nuevas tecnologías, por lo que la interpretación de todas las condiciones que 
se requieren quedan fuera del alcance de este trabajo). 
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Vl.6 Interpretación de la solución en términos del problema 

En particular. en este problema, la interpretación del problema la realizaremos después de 
haber encontrado la solución y sólo nos limitaremos al análisis de la respuesta en el 
tiempo(respuesta transitoria), es decir, la respuesta que tendrá el regulador ante un 
escalón unitario. 

Las especificaciones de la respuesta transitoria son: 

1.- Tiempo de retardo, t,¡. El tiempo de retardo es el tiempo requerido para que la 
respuesta alcance la mitad del valor final por primera vez. 

2.- Tiempo de levantamiento, tr. El tiempo de levantamiento para que la respuesta se 
levante del 10% al 90% (5 a 95%, o O a 100%) del valor final. Para sistemas 
subamortiguados de 2°. Orden, se usa de 0-100% normalmente. Para sistemas 
sobreamortiguados del 10-90% se usa comúnmente. 

3.- Tiempo de pico, t P • Es el tiempo requerido para que la respuesta alcance el primer 

máximo del sobretiro. 

4.- Máximo sobretiro, A--/P(%). El máximo pico de la curva de respuesta medida desde la 

unidad o 

M = c(tP)-c(oo) x100% 
P c(oo) 

5.- Tiempo de estabilización, ts. El tiempo requerido para que la respuesta alcance y 
permanezca dentro de un rango alrededor del valor final. Es un porciento absoluto del 
valor final (5% o 2%). Relacionado con la mayor constante de tiempo del sistema de 
control. 
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IV.7 Simulación del Problema Utilizando Software Especializado (MATLAB) 

Para la simulación de nuestro regulador primeramente se utilizó un modelo construido 
previamente en Simulink, dado en la siguiente figura: 

.7'8 -1!1.7 1 1 

115.-1 .-1 -~1 0.1 .. 1 -- -
0.-. Qoin Olln1 

Lamdo_I_ 

1 --
o.~1 

Fig.IV.7.1 Copia del modelo realizado en Simulink 

En la figura aparecen cada uno de los bloques que componen nuestro regulador con la 
indicación de la función que realizan. 
Una vez que el modelo esta disel'lado en la ventana de Simulink, sólo basta con ir a la 
instrucción slmulation que se encuentra en la barra de herramientas y oprimir start. Para 
que se produzca la respuesta de nuestro sistema, en este caso sólo se determino 
analíticamente el valor de la ganancia, el valor de las constantes se dieron como datos 
conocidos( en un disel'lo real se determinan como ya lo habíamos comentado). La grafica 
de salida que se obtiene al resolver nuestro modelo esta dado en la figura IV.7.2. 

Otra forma de encontrar la respuesta del regulador se realizo a partir de un programa en 
Matlab previamente construido para tal fin, a continuación se presenta el listado. 

% UN:IVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA. DE MEXICO 
% FACULATAD DE CIENCIAS 
% 
% LABORATORIO DE MATEMATICAS 
% 
% Dise~o de1 regu1ador da vo1taje da TUI.A 
% 
%PR~ REALIZADO POR: PEDRO LUIS CRUZ ~INDO 
% 
% 
% Definición de numeradores y denominadores-Lazo abierto 
% Raqu1ador de vo1taje de 1a p1anta de TUI.A 
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gan1-input e •gan1 - • ) 
nl-1; 
d1-1; 
n2-gan1; 
d2-1; 
n3-=75; 
d3•1; 
n4•1.5; 
d4•[1 1 O]; 
ns-100; 
d5•[5 1]; 
n6=0.00025; 
d6•[0.2 1]; 
% 
nblocks-6; 
blkbuild; 
% 
q-[ 
1 o 
2 1 
3 2 
4 3 
5 4 
6 5]; 
iuz [1]; 
iy-[6]; 
[ac,bc,cc,dc]•conn•ct(a,b,c,d,q,iu,iy); 
[acm,bcm,ccm,dcm]=-minraal(ac,bc,cc,dc) 
% 
w-logspaca(-3,3); 
[magO,phasa]-boda(acm,bcm,ccm,dcm,1,w) 
[Gln,Pm,Wcg,Wcp]-margin(magO,phas•,w) 
pause 
% 
mag=20.0*log10(mag0) 
% 
subplot(211),semilogx(w,mag),titla('Tula - lazo abierto') 
xlabel('frecuencia (rad) ') 
ylabel e •magnitud (db) ., 
gr id 
subplot(212),semilogx(w,phase),titla('Angulo') 
xlabel('frecuencia (rad) ') 
ylabel('fasa (grados)') 
gr id 
subplot (111) 
pause 
% Nichols plot 
plot(phasa,mag),titla('Nichols plot - Tula') 
xlabel('fasa (grados)') 
ylabel e • magnitud (db) • ) 
gr id 
pause 
% eof Np 
w-logspaca(-0.3,1); 
[re,im]-nyquist(acm,bcm,ccm,dcm,1,w); 
z~re+i*im; 

r=-abs(z); 
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th•ta.•angl.e(z); 
pol.ar(theta,r),titl.e('Nyquist pl.ot - Tul.a') 
gr id 
axis<• normal.') 
pause 
% Lazo cerrado 
nl.•S.03; 
dl.•1; 
n2-qan1; 
d2•1; 
n3•75; 
d3•1; 
n4•1.S; 
d4•[1 1 O]: 
ns-100; 
dS-CS 1]; 
n6•0.00025; 
d6•[0.2 1]; 
% 
nbl.ocks-6; 
bl.kbuil.d; 
% 
cp[ 
1 o o 
2 1 -6 
3 2 o 
4 3 o 
5 4 o 
6 5 O]; 
iu-[1]; 
iY-"'[5]; 
[ac,bc,cc,dc]-connact(a,b,c,d,q,iu,iy); 
[acm,bcm,ccm,dcm]-mi.nreal.(ac,bc,cc,dc); 
% 
~l.ogspaca(-3,3); 

[magO,phase]•bocle(acm,bcm,ccm,dcm,1,w); 
mag=20.0*l.og10(mag0); 
% 
subpl.ot(211),sami.l.oqx(w,mag) ,titl.e('Tul.a - l.azo cerrado') 
xl.abal.('frecuencia (rad) ') 
y l. aba l. ( 'maqni tud (db) ') 
gr id 
subpl.ot(212),sami.l.ogx(w,phasa),titl.a('Angul.o') 
xl.abal.('frecuencia (rad) ') 
yl.abal.('fase (grados)') 
gr id 
subpl.ot ( 111) 
% 
pause 
t•0.0:0.01:40; 
y-step(acm,bcm,ccm,dcm,1,t); 
pl.ot(t,y),titl.e('Tul.a - Respuesta al. escal.on unitario') 
gr id 
xl.abal. ( ' t seg ' ) 
yl.abal. < •v Kv•> 
% 
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Para utilizar este programa basta con entrar a Matlab y ejecutar el programa TULA033.m 
el programa solicitara el valor de la ganancia y como salidas produce los diagramas de 
Bode, Niquist, Nichols para lazo abierto y lazo cerrado, así como la respuesta al escalón. 
Sólo presentamos los diagramas Bode y de la Respuesta Escalón 

Respu•• al e8Calon unitario 8illtema comp•n-do 
Re ulador de volta"e de Tula X 10 .. 

2.5 Tp•t.e· 

~·j ~ :::;::::):::::;::::::;:::::t::::\::::::\::::::t::::t::::):::::;:::::::::::::j::::: 

jp·¡ E¡¡¡:¡¡¡¡¡¡:¡¡¡¡¡ ¡¡¡¡:;¡¡:;¡¡¡ ¡¡¡ ¡:¡ iii!.li ¡¡;¡¡ 
1.2 ... , __ .... , _ - - . ·-·--- -_, __ - - __ , _____ , ______ , ____ --·---- - " ---- - ' ---- ··" · - . __ , _ -----·- - - -- ~--- --

> ~:i -:j~~~·r::::::t::::t:::::t::::t:::t::::t:::::i :::::t::::::i::::::t::::::t:::::t::: 
o.a . -~- ..... ; .. ----•- ____ ¡ __ --- .; .. --- ~------i---- -_, __ .. -~ ..... ¡. ---- .;. --... ¡ ... ___ , _____ ¡ ___ .. 
o. 7 --~- - ... _¡ _ ---- _¡ __ -__ ¡ ______ ¡ __ ---~--- --_¡ ___ -- .;. --- -- i .. ___ ¡ _ --- .. ;. -____ ¡ _ --- __ , _____ ¡ __ ---

~:! : ~~~l~~~~~~¡:::d:::J:::+:~~l::::L:J::J :~:::1::::::1::::J:::1:::t::: 
g:j -: : ~:: ::::j:: :: ::~:: :::j:: :: ::~~~:.;~;-: :: : : ;: : : : : :~::::: ~ ::: : : ¡: :::::~: ::::; :: :) :: : ::j::: :: 

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

10·' 1cf 10' 

f,..cuencla (rad) 

.-.. ··--: -. ~~ ,, ' 
i.~0 l..;:·:· .. 

"":; .. , , / -'-·· 

10' 
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Dl•gnim• de Bode l•zo cernido ••m• compen•do K-34J.S 
R8gul•dor de vol .. J• de Tul• \flWl95.03 

10-> 10"' 

10-> 

10" 
frwcuencl• (nid) 

Angulo 

10" 
frecuencl• (nid) 

101 102 

101 102 

A continuación se presenta una práctica para realizar en el laboratorio. 

10' 

10' 
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UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MÉXICO 
FACUL TAO DE CIENCIAS 

MATEMATICAS 

LABORATORIO DE MATEMÁTICAS 

PRACTICA: MODELADO Y SOLUCION DE UN REGULADOR AUTOMATICO DE 
VOL TAJE, UTILIZANDO SIMULINK. 

PROFESOR: 

ALUMNO: 

1.- OBJETIVOS. 

Construir el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden que 
modelan a un regulador. 

Determinar la solución exacta de un sistema de ecuaciones diferenciales de 
primer orden lineales. 

Construir un modelo en Simulink, para su simulación y análisis. 

Conocer la respuesta al escalón unitario. 

Conocer la respuesta transitoria de un regulador con base en el uso de un 
integrador. 

2.- ANTECEDENTES TEÓRICOS NECESARIOS. 

Teoría de los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales de Primer 
Orden. 

Método de la Transformada de Laplace. 

Modelado de Sistemas Físicos. 

Teoría de Control. 

3.- EQUIPO NECESARIO. 

MATLAB instalado en el sistema de computo con el Toolbox de Simulink. 

Impresora de color. 
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4.- DESARROLLO DE LA PRACTICA. 

Sea el regulador automático de voltaje 

50(1 t 3.95s)(I t 0.06s) 
{I + 16.46s)(I + 0.045s) 

1 +0.06s 

1 
l+0.0021t 1 +3.9Ss 

Fig. 1 Diagrama de bloques del modelo del regulador de voltaje 

a) Determinar el diagrama de bloques equivalente del regulador 

b) Encontrar el sistema de ecuaciones diferenciales que modelan al 
regulador y dibujar1o. 

e) Encuentra el sistema de ecuaciones diferenciales que modelan al 
regulador incluyendo un integrador 

UTILIZACION DE MATLAB y SIMULINK 

d) Haz doble clic en icono de MATLAB 

e) Ejecuta las siguientes instrucciones dentro de la ventana de MATLAB: 
Localiza el icono del Toolbox de Simulink(se encuentra en la barra 
principal de herramientas) y haz doble clik 

f) Cuando tú oprimes el icono se abre la pantalla de Simulink, en donde se 
indican las herramientas con las que cuenta simulink(esto varia de 
acuerdo a la versión que se tenga). 
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g) En este punto debes de tener tu manual de instrucciones a la mano, de 
no contar con el solicítalo a tú instructor. 

h) Una vez construido tu modelo (diagrama equivalente del regulador) 
sálvalo con el nombre que quieras y realiza la simulación, para tal efecto 
antes de que ejecutes una simulación, deberas especificar los 
parámetros de simulación y elegir el método de integración. Los 
parámetros de simulación incluyen: 

Tiempo de comienzo y finalización 
Tamai'io del paso mínimo 
Tamai'io del paso máximo 
Tolerancia o error relativo 
Variables de retorno 

Cuando ejecutes la simulación utilizando ordenes del menú, asigna los 
parámetros de simulación seleccionando Parameters en el menú 
Simulatión, después selecciona un método de integración y rellena los 
parámetros en el cuadro de dialogo Simulatión Parameters (Depende 
de la versión). 
Una vez realizado lo anterior estas en posición hacer la simulación, 
oprime Simulation y escoge Start para empezar con la simulación 

i) Imprime la grafica, cambia la ganancia y observa que pasa, para cada 
valor de ganancia imprime la grafica 

5.- PRUEBA DE CONOCIMIENTOS 

1 .- Dada tú solución exacta , encuentra su grafica y compárala con la que se 
obtuvo en el inciso i), ¿qué diferencias hay?. Te puedes auxiliar del 
MATLAB para dibujar tú grafica. 

2.- ¿Qué es la respuesta transitoria y la respuesta al escalón unitario? 
3.- ¿Qué pasaría si modificas los valores de las constantes de tiempo en la 

red de adelanto y de atraso? 
4.- ¿Para que me sirve el análisis en la frecuencia en un sistema como el de 

nuestra practica?. 
5,- ¿Para que sirven los diagramas de Bode? 

6.- BIBLIOGRAFÍA 

[1] D'prima, B. (1986). Ecuaciones Diferenciales. Limusa. 

[2] R. Canales Ruiz. (1977). Análisis de sistemas dinámicos y Control Automático Limusa 

[3] DiStefano,Stubberud y Williams. (1992). Retroalimentación y Sistemas de Control 
McGrawHill 

[4) Ogata Katsuhico (1978).lngenierfa de Control Moderno. Prentice Hall. 

[5] C. Kuo Benjamín. (1996). Sistemas de Control Automático. Prentice Hall. 
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CONCLUSIONES 

Al haberse abordado en este trabajo diversos aspectos sobre la relación entre la 
resolución de problemas y el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales, es importante 
una visión retrospectiva que identifique las conexiones de las ideas fundamentales que 
pueden considerarse en un ambiente que propicie el aprendizaje matemático de los 
estudiantes bajo la perspectiva de la resolución de problemas. 

Un punto fundamental es vincular el estudio de las ecuaciones diferenciales en el salón de 
clases con el desarrollo de la matemática misma, es decir, las actividades propias del 
quehacer matemático que muestran los expertos al trabajar y desarrollar las ideas 
matemáticas (conjeturar, modelar, discutir, ejemplificar, criticar, comunicar) deben de 
estructurar el desarrollo de la clase. En esta dirección, es importante que los alumnos 
acepten la necesidad de reflexionar constantemente acerca de las diversas 
representaciones y estrategias que aparecen tanto en el entendimiento de las ideas 
matemáticas como en la resolución de diversos tipos de problemas. 

Que el estudiante desarrolle una serie de experiencias, donde se refleje un manejo 
eficiente de las ideas asociadas a definiciones, conceptos fundamentales, etc. 
Es importante mencionar que establecer una estrategia basada en la resolución de 
problemas, significa favorecer en el estudiante una forma flexible e independiente de 
pensar adquiriendo autonomía en su aprendizaje y siendo capaz de leer, conceptuar y 
escribir argumentos matemáticos 

La reflexión por parte del personal docente, en cuanto a la técnica de ensenanza actual; 
teniendo presente que ser profesor no solo implica tener conocimiento de la materia a 
impartir, sino de las demás áreas que se relacionan con ésta, así como conocer las 
estrategias didácticas que permitan formar estudiantes capaces de ser profesionistas 
sobresalientes, portadores de ideas y criterios. 

Uno de los factores de la falta de motivación y el gran número de reprobados en las 
carreras de ingeniería en las materias de matemáticas, tiene su justificación en el 
desconocimiento que muestran tanto alumnos como profesores de la aplicación real de 
este tipo de materias, situación que pone en un grado muy bajo el desempeno escolar y 
desmotiva el estudio de las matemáticas. 

Sería muy adecuado que los profesores encargados de impartir los cursos de 
matemáticas en las carreras de ingeniería incursionaran en el estudio de las áreas de 
conocimiento propios de cada especialidad, esto los llevaría al conocimiento de la.,; 
aplicaciones reales y por consecuencia a un diseno adecuado de los ejemplos que 
abordarían en clase, ganando con esto la preparación del futuro ingeniero en el modelado 
de los fenómenos con que se va a enfrentar en su vida profesional. 

Para lograr la integración de los conocimientos desde un punto de vista contextualizado, 
es importante que se cree un espacio Laboratorio de matemáticas con un peso curricular, 
independiente de cualquier materia en particular, que tenga un carácter general, en donde 
alumnos y profesores discutan y planteen soluciones a una serie de problemas dados en 
ingeniería, donde se haga y se propicie la construcción del conocimiento. 

Estudiar a las matemáticas desde un punto de vista integral, conlleva la integración de los 
conocimientos de la Física, la Matemática y la Ingeniería. 
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El uso de las nuevas tecnologías permite al alumno descubrir algunos conceptos que de 
otra manera sería difícil o imposible observar; por medio del análisis visual se 
comprenden mejor algunos aspectos de las matemáticas y se hacen más asequibles, este 
hecho es bien conocido, ya que en el pasado hacer un estudio gráfico de un problema 
resultaba muy complicado y tedioso o estaba extremadamente limitado a pequel'\os 
esbozos solamente. 

La computadora y el software especializado permiten hacer un estudio tan profundo como 
se quiera de los problemas de ingeniería, dada la rapidez de los cálculos, los resultados 
gráficos y los procedimientos sistemáticos, por citar sólo algunos. 

Con gran tristeza he observado en el desarrollo de este trabajo como ha existido un 
desafortunado distanciamiento entre investigación y docencia que parece acentuarse 
cada vez más. 

Habiendo puesto nuestro interés en realizar una exploración de la ensei'\anza vía 
resolución de problemas con el uso de la computadora, nos encontramos que ésta se 
encuentra en un estado incipiente en el ámbito de implementación en el aula. A pesar de 
haber encontrado bastantes referencias a estudios relacionados con la resolución de 
problemas, se observa que la gran mayoría de ellos se han centrado en analizar la 
conducta de sujetos resolviendo problemas y pocos son los que reflexionan también 
acerca del uso de las nuevas tecnologías en la resolución de problemas. Por ello nos 
enfocamos en la resolución de problemas con el apoyo de la computadora como 
herramienta mediadora, esperando lograr un cambio en cuanto a la forma de ensenar 
matemáticas y muy especialmente, ecuaciones diferenciales, así como de aprenderlas. 

Por todo lo anterior se ve la necesidad de implementar estas tecnologías, como parte 
integral y complementaria de la enseñanza de las matemáticas en el salón de clase. 
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ANEXO A 

1. Ecuaciones Diferenciales Lineales 

En este anexo se encuentra parte de la teoría de las Ecuaciones Diferenciales lineales de 
primer orden y de orden n, y al final se encuentra un diagrama de flujo que nos ilustra 
una.secuencia lógica de la interrelación que guarda los aspectos y conceptos teóricos de 
cada tema. 

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 

Cualquiera de los modelos matemáticos encontrados en él capitulo 11 representan 
expresiones que se llaman Ecuaciones Diferenciales, esto nos lleva a la siguiente 
definición. 

Definición: Toda igualdad que relaciona a una función 
desconocida con 
Su(s) variable(s) independiente(s) y su(s) derivada(s), se 
llama Ecuación Diferencial 

Algunas ecuaciones diferenciales como las que nos encontraremos en el capitulo 11 son 

di R. E 
-+-1=-
dt L L 

d
2
V,, +.!:_ dV,, +-•-v = v(t) 

dt 2 R dt LC e LC 

d 2 dx 
M--4+B-+kx= f(t) 

dt. dt 

A.1.1 

A.1.2 

A.1.3 

A.1.4 

A.1.5 
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Este tipo de ecuaciones modelan fenómenos físicos. Por ejemplo, la ecuación A.1. 1 
modela el comportamiento de la corriente en el circuito R-L excitado con una fuente de 
voltaje v(t). 

A su vez, la ecuación A. 1.2 modela el comportamiento de un sistema eléctrico de segundo 
orden, formado por una resistencia, una inductancia y un capacitar conectados en serie 
con una fuente de voltaje v(t) . 

La ecuación A.1.3 describe el comportamiento de un sistema mecánico formado por una 
masa un resorte y un amortiguador excitado por una fuerza f(t). 

Las ecuaciones A. 1.4 llamada Ecuación de Calor, describe el comportamiento del flujo de 
calor en un cuerpo y la ecuación, A.1.5 llamada de Laplace que describe por ejemplo la 
distribución del potencial en un medio homogéneo (Este tipo de ecuaciones no se 
estudiaran en este trabajo) 

Todas las ecuaciones diferenciales de nuestros ejemplos a excepción de las últimas dos 
ecuaciones contienen solamente derivadas ordinarias, debido a que sus incógnitas son 
funciones de una sola variable. A este tipo de ecuaciones se les llama 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

Las ecuaciones A.1.4 y A.1.5 contiene derivadas parciales, debido a que su variable 
dependiente es función de mas de una variable .A este tipo de ecuaciones se les llama. 

ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS PARCIALES 

Antes de entrar en el estudio de la teoría general de las ecuaciones, se debe conocer 
algunos elementos o conceptos que nos ayuden a clasificarlas y reconocer1as 
adecuadamente. 
Estos conceptos son los de orden y grado de una ecuación diferencial. 

2. Orden, Grado y Linealidad de una Ecuación Diferencial 

La forma genérica para representar a las ecuaciones diferenciales ordinarias es: 

( 
dx d 2 x d"-1x d"x) 

F t,-l',-,-2-, .•• ,--1 ,-- =0 
dt dt dt"- dt" 

A.2.1 

(F~D e .IRx R"+1 ~.IR, D dominio) 

87 



Donde: 

t es la variable independiente 
x es la variable dependiente o incógnita 
dx d 2 x dn-lx d"x . . . 
- , --, , ••• , --

1 
, --- son las denvadas ordinanas 

dt dr dt"- dt" 

Aquí, la palabra "genérica" se usa en el sentido de que dado(10 ,xg ,x1°, ... ,x~) e D, 

d" dx dn-I 
normalmente se puede despejar~ en función de t,x,- , ... ,y ~1 , en el sentido del 

dt" dt dt"-

tema de la función implícita, alrededor de (t0 ,xg,x1º, ... ,x~). 

Analizando nuestros ejemplos observamos que en las ecuaciones A.1.2 a A.1.5 el orden 
máximo de las derivadas involucradas es dos y en la ecuación A. 1. 1 el orden es uno, esto 
nos lleva a definir el concepto de orden de una ecuación. 

EL ORDEN DE UNA ECUACION DIFERENCIAL LO DETERMINA EL 
ORDEN DE LA DERIVADA MAYOR QUE APAREZCA EN LA 

ECUACION 

La ecuación M d
2 

;T: + B dT: + kx = f (t) está expresada como un polinomio de grado 1 en 
dt dt 

su segunda derivada, que es la derivada de mayor orden que aparece en la ecuación; por 
lo que se dice que es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden y de primer 
grado, siguiendo esta idea podemos establecer la siguiente definición 

DEFINICION: SI UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE 
ORDEN "n" PUEDE EXPRESARSE COMO UN POLINOMIO DE 
GRADO "p" EN LA ENESIMA DERIVADA, SE DICE QUE ES DE 
GRADO "p" CON p FINITO.** 

••La defimctón de grado seria para ras ecuaciones diferenciales ordinarias en general, aunque en realidad se podrlan clasif"tcar semplemente 
en lineales o no line•fea. sólo que en ingenierla en algunos casos es de interés el concttpto de grado 

Otra característica importante de las ecuaciones que modelaron nuestros problemas de 
aplicación, es la descripción que se hizo, desde un punto de vista físico, del concepto de 
Linealidad. 

Aquí cabe hacernos la siguiente pregunta ¿Matemáticamente que es la linealidad?. Para 
contestar recordemos en primer lugar lo que es un. 

OPERADOR LINEAL 
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Primeramente revisemos el concepto de linealidad que se estudia en el Álgebra Lineal 
sobre transformaciones lineales. 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo campo K y sea <I> un operador de 
V/K en W/K, es decir 

<l>:VIK-..+WIK 

Se dice que <1> es lineal si dados u, v en V y a en K se cumple 

i) <l>{u+v)=<l>{u)+<l>{v) 
ii) <1>{au) = act>(u) A.2.2 

Esta definición de linealidad la podemos llevar al estudio de las ecuaciones diferenciales 
lineales. Escribamos una ecuación diferencial de orden "nn y primer grado como 

d"y d"-1y dy 
an(X)--+an 1(x)--

1 
+ ... +a1(x)-+a0 (x)y=q(x) 

dx" - dxn- dx A.2.3 

La que podemos escribir también como 

la,, (x)D" + ªn-J (x)D"-1 + ... + a1 (x)D + a 0 (x)jy = q(x) A.2.4 

ó 

P(D)y= q(x) A.2.5 

Donde 

P(D)=a,,(x)D" +a,,_1(x)D"-1 + ... +a1(x)D+a0 (x) A.2.6 

Se le conoce como Operador Diferencial de orden "nn. 

Primeramente probaremos que el operador P(D) es lineal, para esto recurrimos a la 
teoría de las transformaciones lineales. 

Afirmación A.1.1. Si P(D): C"(I)--+ C(I). I e IR un intervalo, es un operador diferencial. 

Con P(D) dado por (A.2.6) y y 1,y2 e F"(I) y a e J entonces. 
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i) 

ii) 
P(D)[y1 + y 2 ]= P(D)y1 +P(D)y;· 
P(D)[czy,] = aP(D)y1 

Demostnición. 

i) 

A.2.7 

como 

entonces 

[ an(x)D" +á,;_,(x),D"2í.+)\f;~1~C~)i-f-:~~¿~) ]{Y1 + Y2) = an(x)Dn (y,+ Y
2

)+an_
1
(x)Dn-I (y,+ Y

2
) 

+ .. :+a,(x)D(y,+:j~)+·a~·(i)(;i:¡"~JiÜ''·w:~,•>:; .. 
·:·· .. ,. ,·· ' :; ~. k .. · '< ' .. ~".:-f'' :, .~ -~ ·~::·, ·'-.' 

= ~,,(x)Dny1 +an(x)Dny.z +~L¡{J~)D~-1y1 +an_1(x)D"- 1y
2 

+ ... +a
1
(x)Dy

1 
+a

1
(x)Dy

2 
+a

0
(x)y

1 ao(X)Y2 .. ··,,.•.· . .._" ,:. 

Agrupando 
'¡· .. .. [": 

a,,(x)Dny1 +an_1(x)D"-
1
y 1 .+ ... +a1(x)Dy1 +a0 Cx)y1 +an(x)Dny

2 
+an_

1
(x)Dn-1y

2 
+ ... +a

1
(x)Dy

2 
.. 

+ao(X)Y2 = ' ·· ·. . .· ...... · .. ·. •. > .: · .. · .. ·.· · 
[a,,(x)D" .+a,,_1(x)Dn-I + ... +a1(x)D+a0 (x) ]y1 +[in(x)bn -f-a1~1 (.~)~n-I + ... +a

1
(x)D+a

0
(x) Jy

2 
= 

. . ·. . .,._. -_. .. ' 

P(D)y1 + P\jJ)Y2 
~-, ' ~ 

tenemos 

la,,(x)D" +an-I (x)Dn..:i + .. '..+ a 1 (x)D.+ a 0 (x)jczy1 ) = an(x)Dn(ay
1

) + ªn-I (x)Dn-I + ... 
+~1 (x)D(ay1 )+~~(~)(ay1 ) . • . . 

=aa,,(x)Dny1 +aan_1(x)Dn-1y 1 + ... +aa
1
(x),PY

1 
+aa

0
(x)y

1 

=a[a,,(x)D" +a,,_1 (x)Dn-i + ... +a;(x)D+a
0

(x)}y
1 

=aP(D)y1 

Con esto queda demostrado que el operador diferencial 

es lineal. 
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Con esta demostración podemos definir cuando una ecuación diferencial es lineal: 

UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL EN DERIVADAS ORDINARIAS 
DE ORDEN "n" DADA POR F(x,y,y', ... ,yn-i) = yn ES LINEAL. 
SI Y SÓLO SI FES UNA FUNCIÓN LINEAL EN LA VARIABLE 

DEPENDIENTE Y EN SUS DERIVADAS. 

En general, la ecuación diferencial 

A.2.8 

es lineal en la variable y y en sus derivadas. 

La expresión más general de la Ecuación Diferencial Lineal de Orden n sería la siguiente: 

an (x)y" + a,,_I (x)y"-I + ... + ª1 (x)y' + ªº (x)y = Q(x) 

También podemos escribir esta ecuación en términos del operador diferencial 

la,, (x)Dn + a,,_1 (x)Dn-I + ... + a 1 (x)D + a 0 (x)_ly = Q(x) 

o en forma compacta 

P(D)y=Q(x) A.2.11 

donde P(D) = a,,(x)Dn +a,,_1(x)Dn-I + ... +a1(x)D+a0 (.1:) 

es el operador diferencial. 

3.- Solución de una Ecuación Diferencial Ordinaria 

A.2.9 

A.2.10 

Para seguir adelante con el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales definamos lo 
que es la solución de una ecuación diferencial ordinaria en general. 

Definición 

Consideremos la ecuación diferencial ordinaria de orden n 

F(x,y,y', ... ,y"-1,y") =O A.3.1 

donde F es una función real de sus (n+2) argumentos x,y,y', ... ,yn; es decir, 

F: De IR x JR"•1 ~ lR (D dominio) 
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1.-Sea f una función real definida para toda x en un intervalo real I , que tiene derivada 
n - esima (y por tanto todas las derivadas de orden inferior) para toda x e 1 . La función f 
es una solución explícita de la ecuación diferencial A.3.1 en el intervalo I si satisface las 
dos condiciones siguientes: 

F[(x,f(x),f'(x), ... ,fn(x))e D J A.3.2 

ésta definida para toda x e I , y 

F[x,f(x),f'(x),. .. ,fn(x)] =O A.3.3 

para toda x e I. Es decir, la sustitución de y y sus derivadas por f(x) y sus derivadas 
correspondientes en A.3.1, reduce esta ecuación a una identidad en el intervalo /. 

2.-Se dice que g(x,y) =O es una curva integral de A.3.1, si g(x,y) =O define al menos 
una función real f de la variable x en un intervalo I , de manera que esta función sea 
una solución de A.3.1, en este intervalo. 

3.-Normalmente ambas. solución y curva integral se denominan simplemente soluciones. 

4.- Ecuación Diferencial Lineal de Primer Orden. 

De la definición general de la ecuación diferencial lineal de orden n 

A.4.1 

podemos obtener la ecuación diferencial lineal de primer orden haciendo n = l . Así se 
tiene. 

si hacemos ao(X) = p(x) 
ª• (.\') 

con 

y 

a 1(x) *O 

Q(x) = q(x) tenemos la forma normal de la 
a 1 (x) 

ecuación diferencial lineal de primer orden no homogénea. 

dy + p(x)y = q(x) 
d.x 

A.4.2 

si la función q(x) =O tenemos la ecuación diferencial lineal homogénea. 

dy + p(x)y=O 
d.x 

A.4.3 

92 



5.- Solución de I• Ecu•clón Diferenci•I Line•I de Primer Orden Homog6ne•. 

Para encontrar la solución de la ecuación homogénea, sólo tenemos que recordar el 
Teorema Fundamental del Cálculo. Tomemos la ecuación homogénea 

ósea 

separando las variables 

integrando 

recordando que dy = y' dx : 

se tiene 

y'+ p(x)y= O 

y' =-p(x)y 

y' 
-=-p(x) 
y 

f y' dx=-f p(x)dx 
y 

fdy =-f p(x)dx 
y 

Lnjyj=-f p(x)dx+LnC, C>O 

recordando que ebLn{a) = a 6 

1 1 
Lnlvl -Ix p(x)dx+LnC 

y =e · =e 

recordando que eª+b = eªe6 

1 ( 
)' 

- IX p(.t:)dx L11C 
y x =e e 

finalmente obtenemos la solución de la ecuación homogénea. 

óbien 

- -Ix p{x)dx 
y,,(x)-Ce , e= eLrn .. :"* o 

( ) e -rp(.t:)dx 
Y1r X =- e 

A.5.1 

NOTA. Al dividir entre y se perdió la solución y = O; sin embargo. ésta puede ser incluida en la familia de soluciones 

hallada en A.5.1, si se considera que e puede tomar también el valor de o. 

Para encontrar la solución general de la ecuación no homogénea partimos de 
y,,(x) ,mediante el siguiente proceso. 
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8.- Solución General de la Ecuación Diferencial Lineal de Primer Orden No 
Homogénea 

Dada la solución de la ecuación homogénea yh(x) = Ce-I P<x><tz 

S 1 "ó 1 d d ( ) <I>( ) -J p(z)dx t · · e propone una so uc1 n genera a a por y x = x e en es a expres1on se 
sustituye la constante C por la función <l>(x), la cual se tiene que determinar, para lograr 
esto, se sustituye la función propuesta y(x) en la ecuación original. 

. -f p<x>"" • 
Sustituyendo y(x) = <l>(x)e en y'+ p(x)y = q(x) y considerando 

-r P<">"" -r p<x>"" y'(x) = -p(x)<l>(x)e + <l>'(x)e 

se obtiene 

-fpczJdr -f p<z>d< -fp<zld< 
-p(x)<l>(x)e +<l>'(x)e + p(x)<l>(x)e = q(x) 

luego, reduciendo términos: 

-fp(z)d< • . f p(z)d< . 
<l>'(x)e = q(x); as1 despejando: <l>'(x) =e q(x) , e integrando 

f Z f Z r p(z)dr 
<l>dl" = e q(x)d'"; y como <l>'cú = d<I> 

entonces 

f' d<I> = r j' p(x)d< q(x)dl" 

consecuentemente 

I X r p(t)df 
<l>(x)= e q(t)dt+C 

luego sustituyendo en y(x), finalmente se obtiene la solución general 

( ) e -r p( . ..:)dx -rp( . ..:)dx f r p(l)dt ( )d y x = e +e e q t t A.6.1 

A continuación trataremos el problema de valores iniciales 
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7.- El problema de valores Iniciales 

En la sección 3 de este anexo se estudió lo que es la solución de una ecuación diferencial 
ordinaria de orden n, se decía que para el caso general (Ecuación A.3. 1) se debía 
encontrar una función f definida en el intervalo I . con n derivadas ahí, tal que para toda 

x E l . se cumplieran las condiciones dadas en A.3.2 y A.3.3, a esta función f se le 
llamaba solución de la ecuación A.3. 1 en I 
En esta parte de nuestro anexo nos enfrentamos a otro problema, que lo presentamos en 
primer lugar a través de un ejemplo. 

Sea la ecuación diferencial y'=2x A.7.1 

lineal de primer orden, si aplicamos el teorema fundamental del cálculo, podemos obtener 
su solución, para tal efecto, integremos la ecuación. 

f y'dx = 2 Jxdx 

fcty= 2 Jxdx 

recordar dy = y'dx 

lo que finalmente nos lleva a la solución 

y=x 2 +C A.7.2 

Si observamos, esta función satisface la ecuación diferencial A.7.1, sólo basta con 
derivarla y sustituirla en ella, pero qué sucede si tomamos la misma función con un valor 
particular de la constante C. por ejemplo 
y= X 2 + 1 Ü 0

1 y =Xi + 109999 o' y =Xi - 50 X 1 o-JOO todas ellas satisfacen 
la ecuación, esto nos lleva a la siguiente definición. Una función a un parámetro 
y= rp(x, C) se llama solución general. Si dada cualquier función y= rp(x) existe C = C'I' 

tal que rp(x) = rp(x, c'I'). ya que, a partir de ella podemos encontrar infinidad de 
soluciones para cada valor que tome la constante C. 
A esta infinidad de soluciones se les llama soluciones particulares y forman una familia de 
curvas para cada valor de C, llamadas curvas integrales, para nuestro ejemplo 
gráficamente tendríamos 

-1 X 

/y=x2+C 

UNA CURVA PARA 
CADA VALOR DE C 

Fig.A.7.1 
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Matemáticamente para detenninar una solución particular se requiere establecer una 
condición, conocida como condición inicial, así, una función que es solución particular de 
una ecuación diferencial debe satisfacer tanto a la ecuación como a su condición inicial. 

Para las ecuaciones diferenciales de primer orden el problema de condiciones iniciales, 
queda representado de la siguiente forma: 

dy 
dx =f(x,y) 

A.7.3 

y(xo) =Yo 

Si la ecuación fuera de segundo orden sería expresado: 

d'2.y dy 
dx2 = f(x,y, dx) 

y(xo) =Yo A.7.4 

y'(xo) =Yi 

En general, para una ecuación diferencial de orden n, se expresa como: 

dny dy dn-ly 
dxn = f(x,y, dx , ... , dxn-l) 

y(xo) =Yo 

y'(xo)=Yi A.7.5 

Como se puede observar en todos los casos las condiciones están dadas para el mismo 
valor x 0 de la variable independiente. 

Desde el punto de vista físico las condiciones iniciales juegan un papel muy importante en 
el modelado de sistemas, como se puede ver en el estudio de cada uno de los problemas 
que se analizaron en los capítulos 1, 11, 111 y IV de este trabajo. 

Aclarado este importante punto del estudio de las ecuaciones diferenciales, regresamos al 
estudio de un conjunto de ecuaciones diferenciales, sumamente importante en el área de 
la lngenieria. Las ecuaciones Diferenciales Lineales de Coeficientes Constantes, pero 
antes abordaremos parte de la teoría de las ecuaciones diferenciales lineales 
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8.- Ecu•clón Dlferencml Llne•I de Orden n 

Como ya vimos anteriormente la ecuación diferencial lineal general esta dada por 

a,,(x)y" + a,,_1(x)y"-1 + ... + a 1(x)y' + a0 (x)y= q(x) A.8.1 

y su homogénea asociada por 

a,,(x)y" + a,,_1(x)y"-1 + ... + a 1 (x)y' + a 0 (x)y =O A.8.2 

Antes de encontrar la solución general de esta ecuación presentaremos algunos teoremas 
que nos servirán para aclarar el comportamiento de su solución, empezaremos primero 
con el teorema de la existencia y unicidad de soluciones. 

Si recordamos en el apartado 3 se dio la definición de solución de una ecuación 
diferencial e inmediatamente después se encontró la solución de la ecuación diferencial 
lineal de primer orden, pasando por la explicación de lo que son las condiciones iniciales. 

Con esto en mente, escribiremos el teorema general de existencia y unicidad, pero antes 
recordemos que una ecuación diferencial ordinaria de primer orden esta dada por: 

F(x,y,y') =O A.8.3 

diremos que la ecuación diferencial A.8.3, está en forma implícita; si es posible despejar 
y' se obtiene la forma explicita o normal de la ecuación: 

y'= F(x,y) A.8.4 

También recordemos que resolver una ecuación diferencial significa hallar todas las 
funciones explicitas y= f(x) o implícitas g(x,y) =O, que la satisfacen, llamadas 
soluciones. Las gráficas de las soluciones se llaman curvas integrales de la ecuación 
diferencial. 

Teoremas de existencia y unicidad 

Las ecuaciones del tipo A.8.4 nos hacen pensar que para condiciones muy generales 
sobre F(x,y) habrá infinitas curvas integrales expresables en la forma y= tp(x,C), y que 

por cada punto (x0 ,y0 ) pasa una y sólo una, que resulta determinando C por 

Yo = tp(x0 , C). El siguiente teorema nos da las condiciones suficientes sobre F(x,y) para 
que esto ocurra. 
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Teorema 8.1 de Existencia y Unicidad 

Si la función F(x,y) cumple en un dominio D, cerrado, acotado y convexo•, las 
siguientes condiciones: 
a) Es continua, y por lo tanto acotada, en D 
b) Condición de LIPSCHITZ respecto de y: 

Existe un número K >O tal que para cada dos puntos de igual abscisa (x,y),(x, Y) en 
D se tiene••: 

¡F(x,y)-F(x, Y)j :5 Kjy-Yj A.8.5 

entonces, por cada punto (x0 ,y0 ) interior a D pasa una y sólo una curva integral 

y= tp(x) de la ecuación diferencial y'= F(x,y). 

• Es decir. por cada par de puntos, D contiene el segmento que los une. 

•• Es decir, es acotada en D la razón de incrementos respecto de y . Esta condición se cumple en particular si existe la 

oF 
derivada parcial - acotada en D 

ay 

Existen varias formas de demostrar este teorema como: 

Método de Cauchy-Lipschitz, que es un perfeccionamiento de un teorema de existencia 

dado por Cauchy, quien exigía la continuidad de oF 
ay 

Una demostración debida a Goursat y otra totalmente distinta es la basada en el Método 
de Aproximaciones Sucesivas de Picard, que consiste en formar la sucesión de funciones: 

, ... , Y,,= Yo+ ( F(x,y,,_1)dx 

Se demuestra que si F(x, y) cumple con las condiciones dadas en el teorema, esta 
sucesión converge uniformemente hacia una función y(x) que verifica: 

y(x) =Yo+ f~ F(x,y(x)]dx 

y en consecuencia en un entorno suficientemente pequeño de x0 es solución de 

y'= F(x,y), y además es la única que pasa por (x0 ,y0 ). 

, .... 

Antes de presentar el caso general para una ecuación diferencial de orden n, quisiera 
comentar que en el anexo B se presentará la teoría de los sistemas de ecuaciones 
diferenciales de primer orden y en el apartado 2 de dicho anexo se estudia la 
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transformación de una ecuación diferencial de orden n a un sistema de n ecuaciones de 
primer orden. 
También en el mismo anexo B. se estudia el teorema de existencia y unicidad para los 
sistemas de ecuaciones diferenciales, tomando como base esta teoría seguiremos con el 
estudio del problema general de las ecuaciones diferenciales lineales de orden n 

Teorema 8.2 de Existencia y Unicidad. 

Si la función F(t,x1 ,x~, ... ,x.,) cumple las condiciones del Teorema de existencia y 

unicidad para sistemas en un dominio D cerrado, acotado y convexo, entonces existe y 
es única la solución de la ecuación normalizada: 

F(t,y,_v', ... ,y"-1
) =y" A.8.7 

que satisface las condiciones iniciales 

A.8.8 

Como vemos, se deben de dar n condiciones iniciales, para determinar la curva integral, 
al prefijar los valores de la función y de sus n - l primeras derivadas en un punto. Con 
estas n condiciones iniciales se determinan las n constantes de la solución general 

<1>(1,y,C1 , ... ,C") =O 
obteniéndose así una solución particular. 

La ecuación homogénea y la dependencia de sus soluciones 

Sea la ecuación diferencial lineal de orden n homogénea dada en A.8.2, [ a,,(x) *O] 

(Nota: tomaremos como variable independiente a X y como dependiente a y para el estudio de las ecuaciones lineal-) 

Supongamos que en un intervalo a :5 x :s; b los coeficiente ª" ( x ), a,,_1 ( x ), ... , a 1 ( x ), a 0 ( x) 

Son funciones continuas y que a,,(x) no se anula. Podemos decir que a,,(x) = 1, es decir 
podemos considerar la ecuación: 

A.8.9 

Esta ecuación cumple las condiciones del teorema 8.2 de existencia y unicidad 
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Teorem•8.3 

Sea el intervalo [a,bJ en donde los coeficientes an(x),an_1(x), ... ,a1(x),a0(x) son 

continuos, cada solución y= F(x) de A.8.9 queda unívocamente determinada por las 
condiciones iniciales. 

A.8.10 

siendo a$ x 0 $ h é y0 ,y~, ... ,y;-1 un conjunto de números arbitrarios. 

Por otro lado como y= O es solución de A.8.9, se tiene el siguiente teorema: 

Teorema 8.4. 

Una solución de la ecuación A8.9. y= F(x) nula en x = x 0 conjuntamente con sus n-1 

primeras derivadas, es idénticamente nula: F(x) =O. 

Teorema 8.5 

Sea la ecuación diferencial lineal de orden n homogénea dada en A.8.9 

y"+ a,,_1(x)y"-1 + ... + a 1(x)y' +a0 (x)y =O 

si y 1,y2, ... ,y,, son soluciones de la ecuación, entonces la combinación lineal de estas 
funciones 

A.8.11 
también es solución. 

Demostración. 

Tenemos que mostrar que yh(x) = c1y 1 +c2y 2 +···+cnyn es solución de la ecuación A.8.9, 
esto quedara demostrado si al sustituir esta función satisface la ecuación A.8.9, es decir, 
1-fay que derivar A.8.11 y sustituir en la ecuación A.8.9. 

Y¡,(x) = C1Y1 +C2Y2 +···+CnYn 

y;,(x) = c1y; +c2y; +···+cny: 

y7,(x) = e¡y;+c2y; +···+cny; 

Sustituyendo en A.8.9 tenemos 
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- '.':~.' 

(qy;' +c2y; +···+cny;)+ an_1 (x)(c1y~-l +c2y;~1,+··,;+cny;:~1 )+ . . 

···+a¡(xXc1y; +c2y; +···+c,,y:)+ao(xXb1.Y1+~2Y2 +~::+cnYn)= O 

Agrupando términos. 

c1 [.Y1" +an-I (x)y;'-1 +···+a1(x)y; +a0(x)y1J 

+c2 [y; +an_1(x)y;-• +···+a1(x)y; +a0 (x)y2]+ 

···+e,, [Y,~ +a,,_1(x)y;;-• +···+a1(x)y: +a0 (x)y,,J =O 

Como y 1,y2, ... ,yn son soluciones de la ecuación la anulan, es decir 

a,,(x)y;' +a,,_1(x)y;'-1 +· ·· +a1(x)y; +a0 (x)y1 =O 

a,,(x)y; +an_1(x)y;-• +· ·· +a1 (x)y; +a0 (x)y2 =O 

a,,(x)y;: +a,,_1(x)y;:-• +···+a1(x)y: +a0 (x)yn =O 
Por lo tanto 

q x(O)+c2 x(O)+···+cn x(O) =0 

0=0 

Con esto demostramos que y 1,(x) = c1y 1 +c2y 2 +···+cnYn es solución de la homogénea. 

A continuación demostraremos que el espacio lineal de soluciones es de dimensión n. Si 
llamamos sistema fundamental de soluciones a una base (y1,y2 , •• .,yn) del espacio 
lineal, podremos enunciar el siguiente teorema. 

Teorema 8.6 

La ecuación A.8.9 

y" +an_1(x)yn-l + ... +a1(x)y'+a0 (x)y=O 

Admite un conjunto den soluciones particulares y 1,y2 , ••• ,yn, linealmente independientes 
(sistema fundamental de soluciones). Toda otra solución se expresa como combinación 
lineal de las anteriores: · 

A.8.12 

Entonces A.8.12, siendo las c1,c2, ... ,cn constantes arbitrarias, es la solución general 
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Nota. En álgebra lineal se ve que para la dependencia lineal en un intervalo [a, b J de las n funciones 

y 1, y 2 , ••• , y., , suponiéndolas derivables hasta el orden n - I , es condición necesaria la anulación idéntica 

en [a, b] del Wronskiano 

Yi 
y; 

W(x) = W(x,y1 ,y2,. .. ,y.,) = 
n-1 n-1 n-l 

Y1 Y2 Y., 

Lo anterior se puede expresar en el siguiente teorema: 

A.8.13 

Teorema 8. 7 Las funciones y 1 , y 2 , ••• , y., son linealmente independientes en [a, b] , siempre que su 

Wronskiano no es idénticamente nulo. 

Con un ejemplo se puede ver que el reciproco del teorema 8. 7 es falso, y uno no puede deducir la 

dependencia lineal de un conjunto de funciones en [a, b] del hecho de que su Wronskiano sea 

idénticamente cero en el intervalo. 
Para la determinación de la solución general simplemente pediremos que las funciones sean soluciones de la 
ecuación diferencial lineal homogénea , esto lo probaremos más adelante. 

Detenninación de la solución general. 

Para tener n soluciones linealmente independientes de A.8.9. basta fijarlas por el teorema 
8.3, dando en un punto x = q0 los elementos de su wronskiano de modo que éste no se 

anule en x = q0 y aplicar luego el siguiente teorema [Teorema Si las n funciones . 

y 1 , y 2, ... , y,, derivables hasta el orden n - I son linealmente dependientes en [a, b] , entonces e/ 

wronskiano A. 8. 13 es idénticamente nulo en [a, b]]. 
Hecho esto, A.8.12 es la integral general de la ecuación, y quedará demostrado el 
teorema 8.6. En efecto, se pueden determinar las c 1 ,c2 , .. .,c,,. de modo que F(x) = ¿c,y, 

verifique A.8. 1 o. Esto se hace resolviendo en las e; el sistema 

Yo= ~::C,y,(qo),y~ = ~:C,_v;(qo), ... ,y;-• = ¿c,y;'-'(q0 ) A.8.14 

cuyo determinante es W(,;0 ) 'ié O. 

Nota. Para un sistema fundamental de soluciones, el wronskiano A.8. 13 es distinto de cero en todo punto del 

intervalo [a, b) (TEOREMA DE LIOUVILLE). Pues si en x = q0 e [a, b) fuese W(q0 ) =O, el sistema 

C1Y1 (qo) + · · · + c.,y.,(,go) =O 

C1Y;(qo) +···+c,,y~(.;0 ) =0 
A.8.15 
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tendrí• solución ((c1,c2 ,. .. , en) no nula, y entonces la solución y= c1y 1 + c2 y 2 + · ·· + CnYn debería 

coincidir con la y= O de las mismas condiciones iniciales(teorema 8.4), con lo que Y1> y 2, .. ., Yn no 

formarían un sistema fundamental de soluciones(linealmente independientes). 

Teorema a.a 
Sea la ecuación diferencial lineal de orden n no homogénea 

yn + a,,_1 (x)y"-1 + ... + a 1 (x)y' + a 0 (x)y = q(x) A.8.16 

La solución general y , de la ecuación esta dada como la suma de una solución particular 

y P con al solución general (dada en A.8. 12) yh = L c;Y; de la ecuación homogénea. 

y=y,,+yP =fc,y,+yP A.8.17 
i=I 

Demostración 

Derivando n veces A.817 y sustituyendo en A.8.16 se obtiene 

Con base en las hipótesis sobre y,, e y P el primer paréntesis se anula y el segundo vale 

q(x), por lo que A.8.17 satisface la ecuación A.8.16 y es la solución general, pues con 

y= F(x) =y,,+ yP pueden satisfacerse las condiciones dadas en A.8.10 del teorema 8.3 

detenninando las constantes e, que aparecen en y 1, • 

Este resultado nos indica que la solución general de la Ecuación Diferencial Lineal de 
Orden n, se puede escribir como, la suma de la solución homogénea mas una solución 
particular. 

A.8.18 

que en forma compactada sería 

A.8.19 
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9.- Solución de I• Ecuación Diferencial Homog6ne• de Coeficientes Constant9s 
Lineal de Orden n. 

La ecuación diferencial homogénea asociada de coeficientes constantes 

dny dn-IY dy 
a --+a ---+···+a -+a y=O " dx" 11-I dr:"-1 1 dx o 

A.9.1 

la podemos escribir como: 

A.9.2 
También como 

A.9.3 
ó. 

P(D)y=O A.9.4 

donde P( D) = anDn + a,,_1 Dn-i + · · · + a 1 D + a0 es el operador diferencial de coeficientes 
constantes de orden n. 

La teoría de operadores lineales nos dice que el operador diferencial de coeficientes 
constantes se puede factorizar como un polinomio, es decir, 

A.9.5 

De la expresión anterior observamos que al factorizar el operador obtenemos un producto 
de operadores de primer orden y la ecuación diferencial la podemos escribir como. 

A.9.6 

Si observamos la ecuación A.9.6 y recordamos la ecuación diferencial homogénea lineal 
de primer orden con coeficientes constantes. 

dy +my=O 
dx 

La que podemos escribir en base al operador diferencial como: 

(D+m)y=O 

cuya solución esta dada por. 

A.9.7 

A.9.8 

A.9.9 
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Esta situación nos lleva a pensar que cada factor de la ecuación A.9.6 es una ecuación 
diferencial de primer orden lineal con coeficientes constantes, cuyas soluciones estarían 
dadas de la siguiente forma: 

Partiendo de la ecuación A.9.6 

(D+m1 XD+m2 )(D+m3 )···(D+m,,)y =0 tenemos que: 

Para el primer factor (D+m1 ) su solución sería y 1(x) 

Para el segundo factor (D+m2 ) su solución sería y 2 (x) 

Para el tercer factor (D+~) su solución sería y 3 (x) 

Y para el n-esimo factor ( D + m,,) su solución sería y,, ( x) A.9.10 

y de acuerdo al teorema 1 de la sección 7 la solución general de la homogénea es la 
combinación lineal de estas funciones. 

A.9.11 

Por otro lado se observa que el Núcleo ó Kernel de cada uno de los operadores 
diferenciales asociados a la ecuación A.9.6, está generado por las funciones 
y 1(x),y2 (x) •...• y,,(x) dadas en A.9.10. respectivamente. 
Para garantizar lo anterior, mostremos el siguiente resultado: 

Sea 0 10 20 3 ···E>, ···E>,, el producto den operadores lineales que conmutan entre sí 

dos a dos, sí u está en el núcleo del 1-esimo E>, operador, entonces u está en el 
núcleo del producto. 

Demostración: 

Como u esta en el núcleo de E>, se cumple que E>,u = O por lo que 

A.9.12 

con este resultado podemos garantizar que cada función daci'\I en A.9.1 o es solución de la 
ecuación (están en el núcleo) y como se dijo anteriormente la combinación lineal de las n 
funciones forma la solución general de la ecuación homogénea A.9. 11. pero antes de 
poder afirmar1o se debe resolver el siguiente problema: 

El problema que se presenta es la forma que toma la solución de acuerdo al tipo de raíces 
que se obtienen al factorizar la ecuación; los tipos de raíces que se obtienen pueden ser: 

i) Raíces reales diferentes 
ii) Raíces complejas 
iii) Raíces múltiples 

A continuación desarrollaremos cada caso. 
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Ralees Reales Diferentes. 

Dada la ecuación A.9.6 

si m1 *- "'2 *- · · · *- m,. son reales diferentes su solución estaría dada por 

Solución General Raíces Reales Diferentes 

(")Se requiere verificar que {e-"""}" son linealmente independientes 
l=l 

Raíces Complejas. 

A.9.13 

Para presentar este caso, supongamos que tenemos m 1 = a+ ib, m2 =a - ib raíces 

complejas y m3 *- m_. *- · • · *- m,, reales diferentes, como todas las raíces son diferentes la 

solución está dada por y 11 (x) = C1e-~ ... +C2e-"""' +···+C,.e-m.." igual al caso anterior, con la 

salvedad de que m1 =a+ ib. m 2 =a - ib son complejas, sustituyendo estos valores y 

recordando eª+b = eª e 6 y e~;o = cos (} ± ; sin(} 

A.9.14 

La solución A.9.14 tiene el inconveniente de que las funciones e-<a+ib>x ,e-< 0
-

16>" toman 
valores complejos. Debido a que la ecuación es real, es deseable, de ser posible, 
expresar la solución general de la ecuación como una combinación lineal de soluciones 
de valores reales. Esto lo podemos conseguir de la siguiente manera. Ya que 
e-<a+ih>x y e-<a-ihix son soluciones de la ecuación, sus sumas y diferencias también los 
son, así 

e-<a+lbJ.r +e-<a-ib¡x =e-= { cosbx-isinbx) +e-ax ( cosbx + isin bx) = 2e-= cosbx 

e-<a+ibJ.r -e-<a-ibJx =e-= { cosbx-isinbx )-e-= ( cosbx + isin bx) = -2ie-= sinbx 

Son soluciones de la ecuación. Por lo tanto despreciando las constantes 2 y 21, las 
funciones e-= cosbx. e-"" sinbx son soluciones de valores reales de la ecuación y 

constituyen junto con C3e_,,., .... · · · ,c,.e-m.x un conjunto fundamental de soluciones de 
valores reales. 
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De aquí podemos expresar la solución general, para este caso, donde C 1 y C 2 son 
constantes arbitrarias. 

Solución General Raíces Complejas 
A.9.15 

Rafees Múltiples 

Supongamos que tenemos la ecuación diferencial lineal de orden n de coeficientes 
constantes homogénea, que al factorizarla toma la siguiente forma: 

(D + m 1 / ( D + mk+J) · · • ( D + mn )y= O 

Esta factorización nos indica que existen k raíces repetidas, es decir, 
mi = ~ = • .. = mk ;/: mk+I ;é •. • ;I: mn . 

A.9.16 

Sabemos que la solución general es la combinación lineal de las n funciones que se 
obtienen de las m; raíces; del estudio de los casos anteriores conocemos la solución para 
la parte de la ecuación en donde las raíces son diferentes. 

(D + mk+I )(D + m1.;+2 )·· ·(D + mn) 

u u u A.9.17 

pero desconocemos la solución del factor (D+m1t 
Partiendo de todo lo anterior podemos suponer que la solución está dada por la siguiente 
combinación lineal: 

yh(x) = u(x) + v(x) A.9.18 

donde la función v(x) está dada por 

A.9.19 

y corresponde a la solución obtenida de las raíces mk+• • ... , mn; por otro lado, la función 

u(x) es la solución que corresponde a las raíces repetidas m 1 = m2 = · · · = mk. 

(D+m1 /u(x)=0 A.9.20 

Para determinar u(x) partimos de la siguiente expresión 
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D1ce,..,xu(x)=e,.., ... [D+m
1
t u(x) A.9.21 

que representa la k-esima derivada del producto de la función exponencial con otra 
función que en este caso es u(x). 

Para demostrar A.9.21, basta con derivar sucesivamente el producto de funciones, esto 
es: 

De""xu(x) = m1e,..,xu(x)+e""x D u(x) = e""x [ D+ m¡]u(x) 

D 2e""xu(x} = m1
2e""xu(x}+ 2m1e"" ... Du(x)+e"" ... D 2u(x) = e,..,x [ D+m1 J2 u(x) 

A.9.22 

Regresando a nuestro problema para encontrar u(x) tenemos: 

(D + m¡ }u(x} =O 

si multiplicamos por e""x ambos lados de la ecuación anterior, tenemos 

e""x(D+m1 )u(x)=O 

Ahora si aplicamos A.9.21 obtenemos 

D"e""xu(x) =O A.9.23 

Integrando sucesivamente ambos lados, de la última expresión de A.9.23 tenemos: 

J D"e"" ... u(x)dx =O 

J Dlt:-tem,xu(x)dx = C
1 

J D"-2 e""xu(x)dx=C1x+C2 

J Dk-3e""xu(x)dx = C 1x
2 +C2x+C3 

J De,..,xu(x)dx = C 1xk-2 +C2 x"-3 +···+Ck_2x+Ck-t 

e"" ... u(x) =C1xk-t +C2 x"-2 +···+Ck_2 x 2 +Ck_1x+C1c 

Finalmente despejando de la última expresión obtenemos u(x) 

A.9.24 

A.9.25 
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Y sumando u(x) con v(x) obtenemos la solución general cuando se tienen K-raíces 
repetidas: 

Solución General Cuando se Tienen K-raíces Repetidas 
A.9.26 

10.- Solución de la Ecuación Diferencial No-Homogénea de Coeficientes 
Constantes. 

Para encontrar la solución general de una ecuación diferencial lineal de coeficientes 
constantes, en este anexo desarrollaremos los siguientes métodos: 

Método de Coeficientes Indeterminados 
Método de Variación de Parámetros 

Método de Coeficientes lndetenninados. 

Antes de presentar el método formalmente, lo aplicaremos en un ejemplo sencillo para 
ilustrarlo. 

Ejemplo: 

Encontrar la solución general de la siguiente ecuación diferencial. 

d 2 y dy 
--+3-+2y=x 
dx2 d.x 

En primer lugar encontraremos la solución de la homogénea asociada 

d 2 y dy 
--+3-+2y=0 
dx2 d.x 

Factorizando la ecuación obtenemos 

(D+ 2)(D+ l)y =O de donde obtenemos las raíces m1 = -2, m 2 = -1 como las 
raíces son reales y diferentes su solución está dada por: 

Si recordamos la solución general de una ecuación diferencial está dada por 

y(x) = yh(x) + Yp(x) 

donde: 
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yh(x) es la solución de la homogénea asociada y yp(x) es una solución particular debida 

al efecto que tiene la función q(:c) que nos hace no-homogénea a la ecuación. 

Para determinar esta solución particular, convertiremos la ecuación original en una 
ecuación homogénea que le llamaremos ecuación convertida, este proceso sólo se puede 
realizar si la función q(x) es de la forma de la solución de la homogénea, es decir, si 
q(x) es una función del siguiente tipo: exponencial, senos, cosenos, polinomios o 
combinaciones de todas ellas(ver tabla A.10.1 ). ¿Por qué sólo con esté tipo de funciones? 
La respuesta es muy sencilla, este tipo de funciones están en el Núcleo o Kernel de los 
operados diferenciales que estamos trabajando y por esta razón siempre existirá un 
operador que anule a la función q(x), de esto depende el uso del método, en caso 
contrario cuando q(x) no es de este tipo no podremos aplicar el método. 

Regresando a nuestro ejemplo, para anular la función q(x) que en este caso es igual a x 
bastaría con derivar dos veces para anularla, es decir el operador que anula a nuestra 
función es D 2

, aplicándolo a la ecuación tendríamos: 

D 2 (D + 2)(D + l)y = D 2 
X 

D 2 (D+2)(D+1)y=0 

La última ecuación sería la ecuación convertida de donde se obtienen las raíces para 
poder encontrar la solución general, que en este caso son: 

m 1 = -2, m 2 = -1, ~ = O, m4 = O 

Con estos valores escribimos la solución de la ecuación convertida 

Como y(x) = y,,(x)+ yP(x) despejamos yp(x) resultando yp(x)= y(x)-y,,(x) 

Por lo tanto obtenemos Yp(x) = C,e-2 
.. +C2e-.r +C3x+C4 -C1e-2 

.. -C2e-.r y finalmente 

obtenemos la solución particular 

En donde los coeficientes C3 y C4 son los coeficientes que hay que determinar; para 

encontrar su valor hay que sustituir yP(x) en la ecuación original. 

d 2 y dy 
--+3-+2y=x 
dx2 dx 
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Tomando yP(x) y derivándola obtenemos: 

Sustituyendo, nos queda: 

Yp(x) = C 3x+C4 

y~(x) = C 3 

y:(x)=O 

O +3C3 +2(C3 x+C4 ) = x 

Obtenemos el siguiente sistema 

3C3 +2C4 =0 

2C3 =1 

de donde: 

1 
C3=2 y 

3 e=--
4 4 

Para finalizar sustituimos estos valores en la solución particular y le sumamos la solución 
homogénea con lo que obtenemos la solución general de la ecuación del ejemplo. 

Fonna de aplicar el Método de Coeficientes lndetenninados. 

Dada la ecuación diferencial lineal de coeficientes constantes no-homogénea de orden n. 

d"y d"- 1y dy 
a,, dx" + a,,_1 c1.xn-1 + ... + ª1 dx + ªoY = q(x) A.10.1 

1 .- La escribimos en base al operador diferencial lineal de orden n de coeficientes 
constantes. 

[ a,,D" + a,,_1D"-1 + · · · + a 1D + a0 J y= q(x) A.10.2 

2.- Factorizamos el operador (En ta mayorfa de tos textos de ecuaciones diferenciales al 
operador lo manejan en base a ta ecuación caracterfstica 

a,,m" +a,,_1m"-1 +···+a1m+a0 =O 
Factorizando esta ecuación se determinan tas rafees para construir ta solución de la 
homogénea asociada a la ecuación, podemos decir que et proceso es et mismo, y con 
esto concluir, que es indistinto cual método se use). Factorizando A.10.2 obtenemos: 

(D+m1 )(D+111.z)· ··(D+m,,)y = q(x) A.10.3 
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3.- Se resuelve la ecuación homogénea asociada 

(D+ m1 XD+m,.)·· ·(D+ m,,)y =0 A.10.4 

4.- Se determinan los valores de las raíces m; para i = 1, ... , n de la ecuación 
característica 

5.- Se escribe la solución de la homogénea asociada. 

A.10.5 

Recordar las ecuaciones A.9.13, A.9.15 y A.9.24 que nos dan las diferentes formas que 
toma la solución de la ecuación A. 10.4, en base al valor de sus raíces. 

Raíces reales diferentes: Y1r(X) = C
1
e_"'I_.. + C

2
e-m,x + · • • + Cne-m.z 

Raíces complejas Y1r(x) =e-= [ C 1 cos bx + C 2 sin bx] + · · · + C,,e-m • ..-

6.- Una vez determinada la solución de la homogénea se procede a encontrar la solución 
particular yP(x), para tal fin, se procede da la siguiente manera: 

-En primer lugar para la función q(x) debe existir un operador lineal L(D) tal que 
L(D)q(x) =O 

-Se determina el operador que anula a la función q(x). Este operador será de los 
siguientes tipos dados en la tabla A. 10.1: 

q(x) 
k-1 

X 

e""' 

cos bx o' sin bx 

e"" cos bx o' e= sin bx 

x"-'e"'" cosbx o' x"-1e= sinbx 

Tabla A.1 0.1 

Operador E> 

D" 

(D-m) 

(D-'~)" 
. co~.+·b,2).~.· ... · 

(D" -2aD~á7.'+b2 ) 
(D 2 -2aD+a2 +b'.')" .. 
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7.-A la ecuación A. 10.3 se le aplica el operador correspondiente para anular a q(x), es 
decir: 

0(D+ m1 XD+ "'2 )· · ·(D+ m,,)Y = 0q(:c) 

al ap/ icar 0 obtenemos 

0(D + m 1 XD + m 2 )· • ·(D+ m,,)Y =O 

La última ecuación de A.10.6 es la ecuación convertida. 

A.10.6 

8.-De la ecuación convertida se determinan las raíces m1, m2 , ••• , m,,, m,,.1 , ••• , mm. Se 
observa que las primeras n raíces corresponden a la ecuación homogénea asociada y de 
las n+1 raíces hasta la m raíz, corresponden al operador E> . Con esto escribimos la 
solución general. 

A.10.7 

9.-De la solución general dada por 

A.10.8 

despejamos la solución particular y sustituimos A.10.5 y A.10.7 

yP(x) = y(x)- Y1r(:c) es decir 

Yp(x) =(C1Y1 +C2Y2 +···+C,,y,, +C,,.1Yn+1 +···+CmYnr)-(C1Y1 +C2Y2 +···+C,,y,,) 

Obteniendo finalmente 

Yp(:c) = C,,.1Y,,+1 +···+CmYm 

A.10.9 

Los coeficientes que aparecen en la solución yp(x) hay que determinartos(a esto se debe 

el nombre del método de coeficientes indeterminados), para lograrlo, se sustituye esta 
solución en la ecuación original A. 10.1, una vez encontrados los valores de estas 
constantes se sustituyen en yP(x), para que finalmente se sumen las soluciones de la 

homogénea con la particular, es decir. 

y(x) = y,,(:c)+ Yp(x) A.10.10 
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Método de Variación de Parimetros 

Como vimos el método de coeficientes indeterminados es muy fácil de aplicar y además 
muy usado en problemas de aplicación dentro del área de la ingeniería, esto se debe 
principalmente al tipo de funciones que se manejan en la ingeniería al modelar las sei'\ales 
con las que se excitan a los sistemas que se representan a partir de estas ecuaciones. La 
desventaja que tiene es el número limitado de funciones para las que existen operadores 
que las anulen, por esta razón no es un método general. 

El método de variación de parámetros es el método general para encontrar la solución de 
las ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes y es muy fácil de estudiar, 
su principal desventaja radica en lo complicado de su aplicación. Este método se presenta 
a partir del siguiente teorema. 

Teorema A.10.1 

Sea la ecuación diferencial lineal no homogénea: 

A.10.11 

Donde: 

Es la solución de la ecuación homogénea asociada, entonces, la solución particular de la 
ecuación no homogénea es: 

A.10.12 

Y las primeras derivadas de<p1(x),tp2 (x), ... ,<pn(x) satisfacen el sistema de ecuaciones: 

r y. 

Y2 
y; y; 

y;:_. ,,_¡ 
Y2 

Yn ]f rp;(x)] r O 1 y~ rp;(x) O 

y~-• rp;,~x) = q(:x) 

A.10.13 

(En la siguiente demostración no se indica la dependencia de las funciones <p e y con la variable x para evitar un 
manejo excesivo de variables) 
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Demostración: 

Derivando y P : 

Separando, obtenemos la primera condición 

Derivando y~ : 

separando, obtenemos la segunda condición 

Siguiendo el mismo proceso obtenemos la n-1 derivada de y P: 

separando, obtenemos la n-1 condición 

Finalmente encontramos la n-esima derivada de y P : 

agrupando: 

Sustituyendo en la ecuación A.10.11 tenemos: 

( rp¡y¡•-
1 
+ rp;y;-

1 
+ · · · + rp;y;-i) + <p,y; + 'P2Y; + · · · + <p,,y; + a,,_1 ( 'P1Y;-i + 'P2Y;-i +'' · + 'PnY;-•] + ... 

+a1C'P1Y; +tp2Y; +···+tpny;]+ao['P1Y1 +1P2Y2 + .. ·+<p,,yn] = q(x) 

115 



Agrupando y factorizando: 

( rp;y¡•-1 + rp;y;•-1 +. ·. + rp~y;-1 ) + rp1 (y¡' + an_,y;-i + · · · + a 1y' + ª0Y1 )+ 

rp2 (y; + a,,_1y;-1 + · · · + a 1y; + a0 y 2 ) +··· +rp,,(y; +a,,_1y;-1 + ···+a1y: +a0 y,.) = q(x) 

Si la escribimos en términos del operador diferencial: 

(rp;y;•-1 + rp;y;-1 + ... + rp:y;-1
) +rp1 (D" + an_1Dn-i + ·· · + a1D +a0)y1 + 

rp2 (D" +a,,_1D"-1 +···+a1D+a0 )y2 +···+<p,.(D" +an_1Dn-I +···+a1D+a0 )yn = q(.r:) 

Como las funciones y 1,y2 , ••• ,yn son soluciones de la ecuación tenemos entonces que 

cada uno de los términos son iguales a cero excepto el primero, que sería igual a q(x), 
con lo cual encontramos la última condición, es decir: 

rp1(Dn +a,,_1D"-1 +···+a1D+a0 )y1 =O 

rp2 (Dn +a,,_1D"-1 +···+a1D+a0 )y2 =0 

rp,.(Dn +a,,_1Dn-I +···+a1D+a0 )y,. =0 

(rp;y;-1 + rp;y;-1 + ... + rp:y;-1) = q(x) 

donde rp;y1"-
1 +rp;y;-1 +···+<p:y;-1 =q(x) es la última condición 

Rescribiendo los resultados anteriores se tiene que: 

Con lo cual se demuestra que y P (x) = <p1 (x)y1 + rp2(x)y2 + · · · + rp,.(x)yn es la solución 
particular de la ecuación. Y el conjunto de las n condiciones forman el sistema que se 
tiene que satisfacer. 

[ 

Y1 
v' • 1 

y!•-1 

Y,. ][rp;(x)] [ O ] y~ rp;(x) O 

y> rp;,~x) = q(;x) 

Con esto queda demostrado el teorema. 
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El teorema A.10.1 nos da la forma de obtener cada una de las funciones tp1(x), sólo basta 

con resolver el sistema A.10.13. Las qJ1(x) se obtendrían de la siguiente manera: 

o 
o 
o 

qJ,(x)= J,,,_Y-'-1n_-_1 ___ q.;;..(_x_) ___ y-";,'-•.-l~dx+C, 
. Y1 ·•••.· Y1 Y,, 

y;\ ... ;;;X?y;·;,,;.c '· . y;,: 
y~ y; y~ 

n-1 
Y1 

n-1 y, n-1 
Yn 

A.10.14 

En encontrar esta funciones qJ,(x) radica la principal desventaja del método, debido a la 
necesidad de calcular los determinantes que aparecen en dicha integral. 

A continuación se presenta un ejemplo sencillo que ilustra la aplicación de este método: 

Ejemplo. 

Encontrar la solución general de la siguiente ecuación diferencial: 

d3 
----{ = x~ + 4x3 +10x2 +20x+1 
dx 

Solución: 

A.10.15 

En primer lugar se encuentra la solución de la ecuación homogénea asociada. 

A.10.16 

La ecuación característica es m 3 = O y sus raices son: m 1 = ~ = ~ = O estas raíces son 
iguales, es decir tienen multiplicidad igual a 3, de acuerdo a las formas de solución en el 
caso de raíces múltiples la solución de la homogénea es: 

A.10.17 

En base al método de variación de parámetros la solución general esta dada por: 
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A.10.18 

donde las funciones <;o,(x) para i = 1,2,3 se calculan del sistema de ecuaciones dado por: 

[

:'C2 

2x 

2 

aplicando Cramer e integrando se tiene: 

o 
o 

X 1 

o 

A.10.19 

) J 
x 4 +4x3 +10x2 +20x+1 

'Pi(X = 2 
X X } 

O Odx=f-(x
4

+4x
3

+10x
2

+20x+l)d'C 
-2 

2x O 
.· 2 O ·O 

1 . 1 .. 5 ·.. . 1 
tp1 (x) =-x5 +:__x4 +-x3 +5x2 +-x+C1 .10 2 3 .. 2 

A.10.20 

o 
2x o o 

tP2(x) = J.,__2 __ x_4_+_4...,.x_J_+_l_O_x_2_+--.-2_o_x_+_1_0-'a'x = J (2xs + 8x4 + 20xJ + 40x2 + 2x) dx . 
X

2 
X 1 -2 

2x 1 O 

2 o o 

( ) 1 6 4 s 5 4 20 3 1 2 
tp X =--x --X --X --x --X +C 2 6 5 2 3 2 2 A.10.21 
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X
2 X 

2x 
o 
o 

2 O x 4 +4x3 
• .f-Hlx2 :f.2.Óx+'i .: .:_(x6 +4xs+10x4 +20x3 +x2 ) 

<p3(X) ='J.J......;.------.-.-:C20--.-X-. -'-1-i---'-----':aJC= f -2 dx 

. 2x 1 O 
2·· o o 

A.10.22 

Sustituyendo A.10.20, A.10.21 y A.10.22 en A.10.18 obtenemos la solución general: 

1 s 1 4 s 3 2 1 2 1 6 4 s s 4 20 3 1 2 y(x)=(-x +-x +-x +Sx +-x+C )x +(--x --x --x --x --x +C2 )x+ 
10 2 3 2 1 6 s 2 3 2 

1 1 s 1 (-x7 +-x6 +xs +-x4 +-x3 +C) 
14 3 2 6 3 

Reduciendo la expresión tenemos finalmente la solución buscada: 

Para finalizar este anexo se presenta un diagrama de flujo en el que· se observa en forma 
muy detallada y concisa las diferentes etapas y los elementos necesarios que se 
requieren para resolver analíticamente las ecuaciones diferenciales del tipo que nos 
ocupan este trabajo. 

119 



Diagrama de Flujo 
Metodología para Encoubw la Solución de las Ecuaciones Diferenciales 

Lineales de Orden "n" 
Conceptoa Prelimin•res 

Necesarios 

Algebra 
SaluaOn 09 ~ (~ 

... ,_¡ "--~ 

Algebre Lineal 

e_,.. -

ª"Y" +an-tYn-1 + ... +a¡y' +aoy = q(x) 
~· 

a.. de un ~ VCtDr1lll 
T1a ...... 11WWWJi- u..rie. 

(-) 
Nu=-> dlt una T~ 
!magan dlt ur. T~ 

~"""~ 
i 

~1 
C-...0 Oilerencilll e I~ JI:··· 

Teol'1!n'l9 F~ mi C-=:tJkJ l 
- - '·.1_1.t-J,:;;;~;,;..:.: '-~.:)i .. .:.::1."~:-.:a-~.;f;~"li..~-l- ;x-..;. . 

•, 
/ ""''· 

Variables ~Coeficoent~ 

~~~º 
1 Constantes 

En este trabajo no se 
esll.ICia'an, pero e­

mébodos de solución 
(consul!ar bi>liogralia) 

a,.y" +a,,_1y"-1 + ···+a1y' +a0 y =O 
La e&aibimos con el operador ttlerencial 

(a,,D" + a,,_10-1 + ··· + a 1D + a0 )y =O 

¡Lafactorizamos 

1 (D+m,XD+m,)···(D+m")y=O ,. 

\

Donde: m 1 .m 2 •••• 9 m,. son. la&r.:es 
del polinomio 
Esto nos lleva a tres casos diler...-: 

li)Raices reales dif...­
i)Raices mo..«iples 
liii)Raices Complej• 

;La forma que toma la solución se¡µi el tipo 
'de raiZ es 
li) Raices re- diferentes 
\ m 1 ':#. m 2 ~···;e:. mn la soluciones 

! mx mx mx 

1 
V (X) = C e 1 + C e 2 + · • • + C e n 

n)RÍices mJ..-(m~ K) n 

/ "1i=m.z=··=~*~+t'°"'ºº"*mn 
1 la solución serla: x 
yh(x)=(c¡-i4-2+·+C¡._f~ "J¿ + 

+C emk+lx +···+C emnx 
k+l n 

Aplicar el M6todo de 
~ 1..-minados 

• 
P(D)y=q(x) 

Se b<aca un Operador 

0(D) 

Talque 0(D) &rUealalunciOn q(x) 

0(D)P(D)y = 0(D)q(x) 

0(D)P(D)y =O 

Teon. General de ... 
Ecu•cione• 

Diferenci•les Lineales 

Si 
No 

Aplicar el M6todo de VerillCion 
de Parametrcs 

P(D)y= q(x) 

Dada la SoluciOn de la Homogenea 

yh(x)=~¡(x)+l;y2(X)+ ... +C.,Y.(X) 
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ANEXO B 



ANEXOB 

1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Lineales 

Anteriormente, estudiamos ecuaciones diferenciales lineales y ordinarias. En esta parte 
del trabajo seguiremos estudiando dichas ecuaciones consideradas en forma de sistemas. 
Los sistemas están caracterizados por la aparición de varias variables dependientes, cada 
una de las cuales es una función de una misma variable independiente. El estudio que 
desarrollaremos sólo involucran los sistemas de primer orden lineales y de coeficientes 
constantes, aunque al final se da una breve introducción a la teoría general de los 
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. 

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y coeficientes constantes. 

Los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, se caracterizan por 
tener n variables dependientes, x1,x2 , ••• ,x,,. y una sola variable independiente t. 

Las variables dependientes constituyen las incógnitas del sistema y cada una de ellas es 
función de t. Las representación general de este tipo de sistemas está dada por: 

.. i'I = F¡ ( I., .. -el ., X2., • • • , X,, ) 

.. i-2 = F;,(t,x1 , .. l"2, ••• ,x,,) 

x3 = F;(t,x1 ,x2 , ••• ,x,,) 

X,,= F,,(t,x1 , .. l"2 ., •• • ,x,,) 

La representación de los sistemas lineales está dado por: 

x1 = a 11 (t)x1 +a12 (t)x2 + ... +a1,,(t)x,, +h1(t) 

x2 = a 21 (t)x1 +a22(t)x2 + ... +a2,,(t)x,, +b2 (t) 

En forrr..:. matricial: 

[·~I l [ª1.1 (t. )·. ;2 = ª2.1p) 
. . . ~ 

x,, a,,_1(t) 

Si lo compactamos. 

Y=Á(i):x+lién···· 

(B.1.1) 

(B.1.2) 

(B.1.3) 
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donde: 

[

.i, l .:._ .i2 
X- • 

.i,, 

vector de derivadas 

l
ª1.1(I) 

A= ª2.1_(1) 

: • .. ·. a,,::~t) 

ª1.,,(1)1 
a (t) 2

·; matriz de coeficientes 

a,,,11 (1) 

· .. [xl·l X~ f' vecto• de Incógnitas 

x,, 

[

b1(t)J 
b(I) = ~2 (I) vector de términos independientes 

b,,(t) 

Al sistema x = A(l)x +b(t) se le llama sistema no homogéneo. Si b(t) =O tenemos 

i = A(l)x, que sería el sistema homogéneo asociado. 

Por otro lado si la matriz A asociada al sistema de ecuaciones: 

x1 = a 11 (t)x¡ +a12(t)x2 + ... +a1,,(l)x,, + b1(1) 

.i2 = a 21 (t)x1 + a 22 (t)x2 + ... + a 2,,(t)x,, + b2 (1) 
(B.1.4) 

.i,, = a,,1 (t)x1 + a,,2 (t)x2 + ... +a,,,,(t)x,, +b,,(t) 

fuera de coeficientes constantes, al sistema se le llamaría sistema de ecuaciones 
diferenciales lineales de primer orden de coeficientes constantes y se representaría como: 
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XI= ª11X1 +.0 12X2 T·••+alnXn +b1(t) ·' 

X2 = ª21X1 +a22X2 + ... +a2nXn +b2(t) 

La teoría que presentamos en este trabajo se refiere a este tipo de sistemas. 

Cuando los resultados teóricos o teoremas sean generales lo indicaremos. 

2. Transfonnación de una Ecuación Diferencial de Orden "n" a un Sistema de "n" 
Ecuaciones de Primer Orden 

En el anexo A se estudiaron las ecuaciones diferenciales lineales, en éstas aparece una 
variable escalar como incógnita. En esta sección veremos que estas ecuaciones se 
pueden trasformar en un sistema de "n" ecuaciones diferenciales de primer orden; lo que 
nos lleva a tener "n" variables como incógnitas. 

Cabe aclarar que en un problema de aplicación, las "n" variables pueden no tener una 
interpretación física (en los problemas que modelaremos en esta tesis con base en 
sistemas de ecuaciones diferenciales llevan el nombre de variables de estado) 

El procedimiento para transformar las ecuaciones diferenciales de orden "n" en sistemas 
de "n" ecuaciones, consiste en introducir tantas variables dependientes como sea 
necesario para que sea igual al orden de la ecuación diferencial. 

Ilustraremos este procedimiento con el siguiente ejemplo. 

Sea la ecuación diferencial lineal de orden "n" no homogénea de coeficientes constantes. 

Si 

Haciendo 

Derivando 

y = w1 entonces 

y = w2 se tiene 

ji = w2 y haciendo 

Siguiendo este proceso llegamos a: 

y=w, 
ji= W1 = W 2 

W2 =W3 

'1-1 .. 
Y =Wn-1 =w,, 

como ya tenemos w1, w 2 , ••• wn variables, ya no podemos hacer 

v"=W • n 

Entonces, despejamos y" de la ecuación diferencial (B.2.1) 

(e) 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 
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y"=-ªº y-!1y•- ... -ª .. -• y"-;+q(x) 
ªn a,, a,, - an 

Y podemos sustituir a, b, c, y d en (f) 

. a0 a 1 a.,_1 q(x) , 
w,, =--w1--w2 - ••• ---w,,+--y 

a,, an an an 

Con las ecuaciones a, b, c, d y g formamos el sistema 

en forma matricial 

.v. o o o o w. o 
w2 o o 1 o. o W2 o 

+ 
w,,_1 o o o o w,,_. o 
w,, _f1 _!!J. _!!l_ -ª"-2 _u,..1 

w,, q(.r) 
a,, a,, a,, a,, ªn ªn 

cuya solución w1, w 2 , ••• , w,,_1, w,, representa 

• fl-2 n-J w1 =y,w2 =y, ... ,w,,_1 =y ,w,, =y , 

Un ejemplo más general lo tendríamos con la ecuación dada por 

F(t,x,X,X, ... ,x"-1
) = x" B.2.3 

Realizando el mismo procedimiento tenemos: 

(f) 

(g) 

B.2.2 

(i) 
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.i"= W1 = W 2 

x= w2 = w3 

_'\:'n-1 = w,,_. = w,, 

B.2.4 

.x" = w,, = F(t, w., W2, W3, ••• , wn) 

del que obtenemos el sistema de ecuaciones 

W1 =w2 

W2 =W3 

w,,_. =w,, 
W,, = F(t, w1, w2 , w3 , ••• , w,,) 

B.2.5 

3. Elementos Necesarios en el Estudio de la Teoria de Sistemas de Ecuaciones 
Diferenciales 

Para el estudio de los sistemas de ecuaciones, se requiere recordar algunos conceptos 
como: 

Series de matrices y convergencia 

Una serie de matrices puede definirse con base en la noción de sucesión de matrices de 
la siguiente forma. 

Definición: 

Sea Ak una suces1on de matrices de orden m x n cuyos elementos son números, 
entonces la serie de matrices se expresa como: 

Si en la serie de matrices f Ak se designa al elemento ij de A" por a~ y todas las series 
k=I 

"" correspondientes a cada elemento ( mn) son convergentes, entonces la serie LA" es 
k=I 

convergente y la suma está definida como la matriz de orden m x n cuyo elemento ij está 
dado por la serie: 

125 



"' 
~>: donde 
k=I 

i = 1, ... ,m 

j=l, ... ,n 

La convergencia de una serie de matrices también se puede analizar desde el punto de 
vista del concepto de norma de una matriz, para tal efecto, presentamos la siguiente 
definición. 

Definición: 

La norma de una matriz A de orden m x n cuyos elementos son números, se representa 
por llAll y se define como el número no negativo obtenido por medio de 

ifhl 
i=I j=I 

es decir, las sumas de los valores absolutos de todos sus elementos, por lo tanto: 

A partir de la definición de norma, aplicaremos el siguiente teorema con respecto a la 
convergencia de matrices. 

Teorema:1 

"' 
Si Ak es una sucesión de matrices de orden m x n tales que L llAk 11 converge, entonces 

k=I 

"' 
la serie de matrices LAk también converge. 

k=I 

"" A* 
Aplicando este teorema, se demuestra que la serie L-converge para matrices 

k=I k! 
cuadradas cuyos elementos sean números (si k = O tenemos la matriz identidad 1). 

De la serie de Maclaurin recordamos que 

x2 xk 
ex= l+x+-+ ... +-+ ... 

2! k! 

por similitud podemos considerar para la función matricial eA su desarrollo 

' NOTA: Ver demostración en el tomo 2 del libro "Calculus" de Apóstol. 
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A 2 A" 
e·1 =l+A+-+ ... +-+ ... 

2!. k! 

o bien 

Formalizando, damos la siguiente definición. 

Definición. 

Sea A una matriz de orden n x n cuyos elementos son constantes, se define la 
exponencial eA como una matriz de orden n x ndada por la serie convergente 

"'A" 
e·1=L-

"=º k! 

En forma general tenemos: 

o bien: 

A 2t 2 A 3t 3 A"t" 
e..11 =f+At+--+--+ ... +--+ ... 

2! 3! k! 

"' A"t" e.-11=¿--
k=o k! 

Algunas propiedades de esta matriz exponencial son: 

l)eº = J 

2)!!_e..i1 = Ae·41 = e·~ 1 ·A 
dt 

3)é·~+B¡i = eA1e 81 si AB = BA 

4)e"1 
• e-..ii = I por lo tanto [ e..11

]-• = e-Ai 

4. Sistemas Homogéneos y su Solución 

En el método que se presenta a continuación, para obtener la solución de un sistema de 
ecuaciones diferenciales se utiliza la serie de Maclaurin para desarrollar la solución en un 
entorno del vector x(O)al que llamaremos vector de condiciones iniciales. 
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[

X1(0)1 
x(O) = ~T2(0) 

x,,(O) 

Por lo tanto, la solución que se obtiene es una solución particular que satisface 
condiciones en t = O 

Del sistema de ecuaciones (B.1.4) obtenemos el sistema homogéneo asociado 

x=AX (B.4.1) 

derivando la ecuación tenemos: 

(8.4.2) 
Sustituyendo 8.4. 1 en 8.4.2 tenemos 

(8.4.3) 

Si seguimos este proceso de derivación y lo llevamos hasta el enésimo orden, se tiene: 

n 
x=A"x (8.4.4) 

Entonces, cada componente del vector solución :X del sistema debe ser una función 
diferenciable y, por lo tanto, continua para cualquier valor de la variable independiente t, 
en algún intervalo dado que contenga el punto t = O 

Según esto y de acuerdo a la ecuación (8.4.4), la enésima derivada de la solución del 
sistema, será también una función continua para todo ten dicho intervalo, ya que A" es 
una matriz de coeficientes constantes. 

La función x,(i = 1, ... ,n) debe tener un desarrollo en serie de Maclaurin de la siguiente 
forma 

x, =Po,+P¡¡1+~¡12 + ... +P,,,t"+ ... i=l, ... ,n 

En forma vectorial 

x = Po + I'¡t + 'Pit 2 + ... + P,,t" + ... (B.4.5) 

donde P., Pi, ... , P,, son vectores desconocidos que se deben determinar. La ecuación 
(B.4.5) representa la forma general de la solución del sistema (8.4. 1) 
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Esta solución tiene varios inconvenientes, primero es una serie infinita, lo que impide 
conocer la solución exacta y segundo, por la gran cantidad de trabajo que involucra 
evaluar los vectores P., P;;, ... , P,. , suponiendo que sólo se quieran conocer algunos 
términos de la serie. Este último inconveniente se puede resolver en parte, poniendo a los 
vectores P.,~, ... , P,, en función del vector de condiciones iniciales Po 

Es decir, dada la ecuación (8.4.5) la premultiplicamos por la matriz de coeficientes A. 

derivando (B.4.5) 

Y = P. + 2~1 + ... + nP,,tn-I + ... 

Igualando (B.4.6) con (8.4. 7) tenemos: 

- -, - - 2 - n-1 _ • - • · - , . - 2 « - n 
P. + -J;t + 3~t + ... + nP,,t - AP¡, + AP.t + A~t + ... + AP,.t + ... 

P. = Alf, , ~ i :. 

- - . 2-
P. _ AP. = AAP¡, "= A Po 

2 - 2 2 ·; 2. 

- A~ . A 3 l'fi? > 
~ =-3-= 3x2 .. _._.. 

- An -
P,, =-Po 

n! 

Sustituyendo en (B.4.5) tenemos 

- - A 2 
- 2 An -x = Po + AP¡,t +-Pot + ... + -Pot" + ... 

2 n! 

- A~2 A~n -
X=(/ +At+--+ ... +--+ ... )Po 

2! n! 

(8.4.6) 

(B.4.7) 

(8.4.8) 

Observamos que esta ecuación es la solución del sistema homogéneo, que para 
determinarla basta con encontrar el valor de la serie matricial infinita 

A212 Antn 
I +At+--+ ... +--+ ... 

2! n! 
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Si observamos, obtener x implica sumar un número infinito de términos, lo que nos lleva a 
una solución de la ecuación en forma aproximada. Para determinar esta serie que se 
conoce como matriz exponencial, más adelante expondremos el método basado en el 
teorema de Hamilton-Cayley, que es uno de los métodos que existen para el cálculo de 
e.-11. 

A continuación determinaremos la solución del sistema no homogéneo. Pero antes 
enunciaremos el teorema de existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones 
diferenciales de primer orden como complemento a lo realizado en el anexo A. 

5. Solución del Sistema no Homogéneo 

Partiendo del teorema 8. 1 para ecuaciones de primer orden dado en el anexo A. Se 
generaliza para un sistema normal dado en B.1 .1. Para ello es conveniente la siguiente 
definición: 

Se dice que la funciónF(t,x1,x2 , ••• ,x,,) verifica la condición de Lipschitz respecto de las 

variables x"x2 , •• .,x,, en un dominio D del espacio (t,x1,x2 , ••• ,x,,), si existe un número 

K > O tal que para cada dos puntos de D con igual abscisa x , se tenga: 

Teorema 5. 1 de Existencia y Unicidad. 

Si las funciones, F¡(t,x1 ,x2 , ••• , x,,), F;(t,x1 ,x2 , •• • ,x,,), .. . , F,,(t,x1,x2 , ••• , x,,) 

(dados en B.1.1), cumplen en un dominio D, cerrado, acotado y convexo, las siguientes 
condiciones: 

a) Son continuas y por lo tanto acotadas, en D. 
b) Verifican la condición de LIPSCHITZ (B.5.1 ). 

Entonces, por cada punto (10 , x,
0

, x 20 , ••• , x,,.,) interior a D . pasa una y sólo una curva 
integral del sistema (B. 1. 1 ), dada por n funciones. 

x, = F¡(t) X 2 = F;(t) x,, = F(t) 
tales que 

; x,'<> =F(t0 ) 

A continuación encontraremos la solución del sistema no homogéneo 

Sea el sistema no homogéneo 

x= AX+b(t) 

B.5.2 

B.5.3 
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Si se multiplica la ecuación por e-Ar 

(B.5.4) 

Sabemos que si A y B son matrices de funciones, se cumple (AB)'=AB'+A'By de las 

propiedades de e·~' tenemos que 

de·~' 
--=AeAt 

di 

Aplicando lo anterior al producto e-Arx tenemos 

d -Ar- -Ar-=- -ArA­-e x=e x-e x 
di 

Sustituyendo en la ecuación (B.5.4) 

d -Ar- -Arb-( ) -e x =e 1 
di 

Integrando 

donde K es un vector de constantes. 

Despejando x 

Si K = x(O) es el vector de condiciones iniciales, tenemos que la solución del sistema de 
ecuaciones diferenciales no homogéneo para / = O es 

(8.5.5) 

Si evaluamos para un punto cualquiera / = 10 la solución sería 

(B.5.6) 
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6. Calllculo de I• Matriz e·~' 

Para el cálculo de la matriz eA' existen varios métodos, entre ellos el de la transformada 
de Laplace, el método de eigenvalores y eigenvectores, las formas canónica de Jordan, 
etc. 

El método que presentamos aquí se basa en el teorema de Hamilton-Cayley y desde el 
punto de vista analítico se adapta a cualquier tipo de matriz, sin importar el tipo de 
eigenvalores (reales diferentes, complejos o múltiples) esto lo hace menos complicado. 

Por otro lado, en este método sólo hay que calcular los eigenvalores. 

Primeramente, antes de desarrollar el método recordemos lo que dice el teorema de 
Hamitton-Cayley. 

Teorema (Hamilton-Cayley) 

Toda matriz cuadrada satisface su ecuación característica. Esto es si 

que es la ecuación característica de la matriz A, entonces: 

a,,A" +a,,_1A"-1 + ... +a1A +a0 1 =O 

Con base en este teorema obtendremos la matriz e·~' . 

La ecuación característica asociada a la matriz A del sistema está dada por 

(8.6.1) 

Y por el teorema de Hamilton-Cayley sabemos que 

(8.6.2) 

se cumple. 

Si tenemos la ecuación (8.6.2) y despejamos A" tenemos: 

A"= - ª 0 1-~A- ... - a,,_1 A"-1 

a,, a,, a,, 
(8.6.3) 

si multiplicamos a la ecuación (B.6.3) por A se tiene: 

A"+1 = - ªº A - ~ A2 - ... - a,,_1 A" 
ªn an an 

(8.6.4) 
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Sustituyendo (8.6.3) en (8.6.4) obtenemos: 

Y reduciendo términos semejantes queda: 

A"+l = a,,_1~0 I + ( a,,_¡~1 - ªº JA+ ... + a,,_~ 2 A"-1 
a,, ª" a,, a,, 

Si definimos como rp,_1 a los coeficientes de (8.6.6), obtenemos: 

Siguiendo el mismo procedimiento: 

En general, 

Agrupando las ecuaciones: 

A"= 'Po.o! +fPo.1A+ ... +<po.n-1A"-l 

A"+i = 'Pi.ol + <1'1.1 A+···+ <1'1.n-1 A"-1 

A"+k = 'Pk.ol + 'Pk.1 A+···+ 'Pk.n-1 A"-1 

Como la matriz eA' está dada por la serie infinita 

A"-ltn-l A"t" A"+l,n+l A"+k,n+k 
eA'=l+At+ ... +( ) +--+( ) + ... + + ... 

n-1 ! n! n+I ! (n+k)! 

podemos sustituir (B.6. 1 O) en (8.6.11) 

(B.6.5) 

(B.6.6) 

(B.6.7) 

(8.6.8) 

(B.6.9) 

(8.6.10) 

(8.6.11) 
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.' ' . ·~ - -. ;>:·.- ', , : --._ -

· - .. - An:-1 n-1>'
1
n .• . ': .:. '.;) /':• \,,, •.. 0 .:- • .. · , 

eA' = I +.At + .. ·. +' ( 
1

). +~[ipo.ol +·'7'o,;Áf.".·,+ '7'0.n-1An-I J ' 

. . . • . . n ~ 
1 

·' ~"c:~:;,~~,•4i~i~~dJ~i;.,~*·~~'.] (B.6.12) 

Agrupando términos tenemos: 

e··ll =(l + 
111

1 
'7'0.o + ( 

1
n+I )' '7'1.0 + ... + ( ln'+k )'tPk.-.. o~···· .. JI ~ 

n. n+l. . .. n+k.. '"''" ,. 
- • ,- •• ' ~ - - '<~ - • ., •• ,,. :~ ,: : ¡ -·:<'· '. • : ·.·":' 

(1 + ~! '7'0.1 + (::
1
l)! '7'1.1:+ ... J(:::=;\!'{P;,1;··'JA+ ... +. (B.6.13) 

( 

111-I 1n 1n+I ¡n+k ) 

{ } +-'Pon-!+ ( ) 'Pi.11-1 + ... + { ) 'Pkn-1 + .. , An-I n-1 ! n! · n+l ! n+k ! · 

Si definimos los coeficientes de las matrices de (8.6.13) como a, para i =O, ... , n - l 

obtenemos finalmente 

(8.6.14) 

donde los a, son funciones de t. 

Todo este desarrollo es válido también si partimos de la ecuación (8.6.1) y repetimos los 
pasos de 8.6.3 hasta 8.614 sustituyendo para cada eigenvalor A.1 en todas las 
ecuaciones. Con esto obtenemos 

(8.6.15) 

para i = l, . .. ,n 

Los coeficientes a, son funciones de t y son los mismos que en las ecuaciones (8.6.14) y 
(8.6. 15) y n es la dimensión de la matriz. 

• Para calcular e"'' primero determinados la ecuación característica 
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• Calculamos los eigenvalores ).1,para i = l, ... ,n (n es el grado de la ecuación 
característica). 

• Sustituimos el valor de cada ).1 en la ecuación (B.6.15) formando con esto un 
sistema de ecuaciones. En general, si la dimensión de A en "n" tendríamos el 
siguiente sistema: 

e-li' = a 0 + a 1A¡ + ... + a,,_1;.,;•-
1 

e;_,' =a0 +a1A.i + ... +a,,_1~·-1 

(B.6.16) 

del sistema (B.6.16) determinamos los valores de a 0 ,a1,a2 , ••• ,a,,_1 y los 

sustituimos en la ecuación (B.6.14) para obtener e·~' 

• Para el caso general en donde A es de dimensión "n" tendríamos: 

• Si los eigenvalores ).1 tienen una multiplicidad K (A¡ = A.i = ... = ).k) se toma la 
ecuación (B.6.15) y se deriva (k-1) veces para determinar el sistema (B.6.16) y así 
encontrar los valores de los a, 

Para el caso general con A de dimensión "n" y k eigenvalores repetidos 
A¡ = ~ = ... = ).k * ).k+i * ... * ).,, al derivar la ecuación (B.6.15), (k-1) veces da el sistema 

que permite encontrar las a, (i = 1, ...• n) y toma la siguiente forma 

e;,'=ªº +a1Ai +a2Ai2 + ... +ak-1.ít¡"-1 +a1c.íi¡" + ... +a,,_1A¡"-1 

te;,, = a 1 + 2a2 A¡ + ... + (k - l)a1c_1A¡"-2 + kakA¡k-i + ... + (n - l)a,,_1.íl¡''-
2 

t 2e;,, = 2a2 + ... + (k- l)(k-2)a1c_1A¡k-J +k(k- l)a1cAi"-2 + ... + (n- lXn- 2)a,,_1.íl¡''-
3 

1"-1e;,' = (k-l)!a1c-i +k!a1c.íi¡ +; .. +(n~ l)(n-2) .. ,(n-k+ l)a,,_1.íl¡''-" 

e;.,' =a0 +a1A.i +a2A; +;:;+a1c_1 A;..: 1 :+a1c~ + ... á;,_ 1~-1 .. 

e;_,, =a0 +a1~ +a2;.,J + ... +a1c_1,.i:-1 +a1cA.: + ... a,,_1;.,;-
1 

A continuación se presenta la teoría básica general de los sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales 
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7 .- Teorla Bisica General para Sistemas Lineales de Ecuacion- Diferenciales 
Ordlnarias.2 

x = A(t)x +b(t) sistema no homogéneo 8.7.1 

x = A(t)x sistema homogéneo 8.7.2 

Donde 

A,,.,,(t)=(aij(t)) matriz de coeficientes y b(t)=[b,(t), ... ,b,,(t)]'vector de términos 

independientes 

Teorema B.7.1 

Si a/J(t),bj(t) son continuas en [ a,b] entonces el problema de Cauchy 

x=A(t)x+b(t), x(to)=X"o, Uo,Xo)e[a,b]xlR" tiene una única solución 

ip(t), I E [ a,b]. 

Lema B.7.1 

Si rpP(I) es solución de B.7.1 y 1P1i(t) es solución de 8.7.2, ambas definidas en [a,b] 

entonces rp(t) = if5i.(t)+rpP(t) es también solución de 8.7.1 en [a,b]. Inversamente, si 

rpP(t) y tpP(t), te [a,b] son soluciones de B.7.1 entonces ip(t)= 1P1i(t)-fPP(t) es 
solución de B.7.2. 

Problema Homogéneo: 

x= A(t)x 

Lema B.7.2 

El conjunto :J" de todas las soluciones de x = A(t)x es un subespacio vectorial de 

e' [a,h]. 

2 La teoría que se presenta fue tomada de las notas de clase del Dr. Jesús López Estrada, profesor de la Facultad de 
Ciencias de la UNAM. 
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Lema B.7.3 

Sea ip(t) una solución de x = A(t)x. Si ip(t
0

) =O, 1° e [a,b], entonces ip(t) =O. 

Demostración. 

Sea ip0 (t) =O, 

ip(t
0

) =o. 
ip(I) = iifo (1 ), 

t e [ a,b]. Claramente, ;p0 (1) es solución de x = A(t)x y por supuesto 

Luego, 

te[a,b), 
por el teorema 

i.e. ip(t) =O. 

Teorema B.7.2. dim(:J") = n 

Demostración: 

Considérese a la aplicación lineal 

dada por 
ip(t) ~ ip(t0 ) 

Afirmación. 1. T,
0 

es sobreyectiva ( ( i.e. dim 3" ;?:: n) . 

de existencia y unicidad, 

En efecto, dada ip e JR", por el teorema B.7.1 de existencia y unicidad, existe una única 

solución ip(t ), t e [a, b], del problema x = A(t)x, x(t0 ) = ip. 

Afirmación.2. N(T,
0

) = {¡p(t) =o} (i.e. dim :J" :5 n). 

En efecto, esto es otra forma de escribir el enunciado del Lema 3. 

De estas dos afirmaciones, se sigue que T,
0 

es un isomorfismo algebraico entre :J" y IR.n. 

Por lo tanto, dim 3" = n. 

Corolario B.7.1. Si {W,}~=• una base de IR.", y W,(t)=ip;(t;t0 ,i'i5¡) solución del problema 

x = A(t)x, x(t0 ) = W, (10 e [a,b) dado). i = 1, ... ,n, entonces {W,(1)};'=
1 

es una base de 

:J". 

Demostración. 

Por ser T,
0 

un isomorfismo algebraico entre :J" y JR", r,;1 manda conjuntos linealmente 

independientes en conjuntos linealmente independientes luego, si {iPt r .. es una base de 

JR". {iPtCt) = r,-•cw,>}" es una base de :J". 
o i=l 
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Definición. Sean iii;(t), i = l,. .. ,n, soluciones de x= A(t)x. Se dice que {'P;(t)r., es un 

conjunto ftlndlllmental de soluciones de .X= A(t )x si y sólo si { ii5; r=I es linealmente 

independiente. 

Así, dado un conjunto fundamental de soluciones {¡p,(I)};:,, de :3,,, se tiene que 

:J,,={ip(t)eC'[a,bJl<P<t)=tc1i¡i¡(1)}. es decir, dada ip(t)e:31,. i.e. la solución general 

de x = A(t )x viene dada por ip(I) = f c;<P; (t) = <l>(t )~ 
l=I 

Donde 

!e.<t) = [ q;-, <I) l'P2<'>1· · · l'Pn<1> J 
i.e. la solución general ip(t) = <l>(t)~ es la solución general de x = A(t)x. 

Observaciones: 

Si {iii;(t)};'._, son soluciones de x=A(t)x y se toma !!!,(t)=[i751(t)lip2 (l)l···!q;:f(t)] 
entonces <l>(t) es una matriz solución de X'= A(t) X ; 

En efecto, 

<1>'<1> = [ efJ, (t) J$2(t)1· · · l~.<t)] 
= [ A(t)ip, (t),A(t)i/J2 (t)I· · · IA(t)ipn(t)] 

= A(t) [ fP1 (t) l'P2 (t) I· • · l'Pn (t)] 

<l>'(t) = A(l)<l>(t) 

11xn 

Definición. Sea <l>(t) una n x n matriz solución del sistema matricial X'= A(t)X. Se dice 

que <l>(t) es una matriz fundamental de x = A(t)x si y sólo si las columnas de <l>(t) 

forman un conjunto fundamental para x = A(t)x. 

Lema B.7.3'. Si <l>(t) es solución del problema (matricial) de Cauchy 

X'= A(t)X, X(t0 ) =V, V e !Rn.,, no singular, entonces <l>(t) es una matriz 

fundamental para x = A(t)x. E inversamente, si <l>(t) es una matriz fundamental para 

.X= A(t)x entonces <1>(10 ) e IR"'" es no singular. 

Lema B.7.4. Si <l>(t) es una matriz fundamental de i" = A(t)x entonces det(<l>(t)) *O, 
para toda t e I . 
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Demostración. 

Supongamos que existe un 10 e/ tal que det(<l>(t)) =O. Esto es, que existe (O *)e e Rn 

tal que <1>(10 )e = O . 
To~emos ahora iiJ(t) = <l>(t)c. Claramente, i¡J(t) es solución de x = A(t)x. Más aún, 

i¡5(t0 ) =O. Luego, por el teorema de existencia y unicidad, iiJ(t) =O. Es decir, 

<l>(t)c = i:C;97,(t) =O, para toda / e (a, b], (<l>(t) = [ iiJ; (1)1· · ·liPn(t) ]>, con no todas e; =O. 
l=I 

Luego entonces {iiJ,(1)};~ 1 son linealmente dependientes y por tanto, <l>(I) no es 

fundamental. 

Ítr( • .f(s))dr 

Nota. Se puede demostrar que det(<l>(t)) = det(<l>(l0 ))e"' (Formula de Liouville) de la cual se sigue tambil!n 

el lema B.7.4. 

Lema B.7.5. Si <l>(t) y 'l'(t) son dos matrices fundamentales de x = A(t)x entonces 

existe e e JR""' no-singular, tal que 'l'(t) = <l>(t)C. 

Demostración. 

Sea 0(t) = <1>- 1 (t)lJ'(t). Derivando: 

0'(t) = d(<l>-l(t)) lf'(t)+<l>-1(1)'i1(1) 
di 

= -<1>-1 (t )ci>(t )<l>-1 (t )'l'(t) + <1>-1 (t) ( A(t)lf'(t)] 

= <1>-1 (t)[ -A<l>(t)<l>-1 (t)'l'(t) + A(t)'l'(t) J 
= <l>-1(t)(O] 

=0 

. . 0(1) =e (const) . . <1>-1(1)'1'(1) =e 

. . lf' (1) = c<1>-IC'> 

con C no-singular (claramente). 

Proposición B.7.1. La solución del problema 

x= A(t)x 

es x(t) = <l>(t)<l>-1(t0 )x0 , donde <l>(t) es una matriz fundamental de x = A(t)x. 
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Demostración. 

Primeramente veamos que no depende de la matriz fundamental tomada. En efecto, si 
'P(t) es otra matriz fundamental, entonces 'f'(t) = <l>(t)C con Ce IR"'" no-singular. 
Luego entonces 

'P(t)'f'-1(10 )X0 = <l>(t)C{<l>(t0 )Cf1 X0 

= <l>(t)CC-1<1>-1(1
0 
)x

0 

= <l>(t)<l>-1 (to )xo 

La solución general de x = A(t)x está dada por ip(t) = <l>(t)c, luego x 0 = <l>(t0 )c, 

i.e. e= <1>-1(to)Xo. 

Y portante 

Problema de Cauchy No-homogéneo: 

x=A(l)x+b(t), x(t0 )=x0 

Variación de Parámetros: 

Busquemos la solución x(t) de este problema de la forma 

x(t) = <l>(t)c(t) (A) 

Así, sustituyendo en la ecuación: x = A(t)x + b (t), se tiene que 

<l>'(t)c(t) + <l>(t)t°(t) = x(t) = A(t)x(I) +b(t) 

= A(t)<l>(t)c(t) + b(t) 
recuerda A(t)<l>(t)c(t) = <l>'(t)c(t) 

. . <l>(t)t°(t) = b(t), i.e. t°(t) = <l>-1(/)b(t) 

I 

.. c(t)= f <1>- 1 (s)b(s)ds+~ 
'º 

Así, sustituyendo esta expresión para c(t) en (A): 

x(t) = <l>(t{ ~ + !. <l>-
1
(s)b(s)ds J 
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es decir 

I 

x(t) = <l>(t)~ + f <l>(t)<l>-1(s)b(s)ds 

'• 

es la solución general de Y= A(t)x+b(t). 

Ahora, se tiene que 

y por ello, la solución del problema de Cauchy: 

está dada por 

Y= A(t)x +b(t), x(t0 ) = x0 

I 

x(t) = <l>(t)<l>-1(t)x0 + f <l>(t)<l>-1(s)b(s)ds 
Solucion de la homogcnca 
con C.I. X(t0 )""lb '• 

Solucion de la No-homogcnea 
eon C.I. X(l0 )=0 

Para finalizar este anexo se desarrolla una serie de ejercicios que ilustran la aplicación de 
los conceptos que se han estudiado. 
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7 .- Ejercicios 

Encontrar la solución general de los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales de 
primer orden: 

Solución: 

[x;J [1 2][x1 J con 
a) x; = 1 2 x

2 

Como el sistema es homogéneo sólo hay que calcular la matriz exponencial. 
,, Ak tk 

eA' =L--
k=o !k 

Primero hay que encontrar el polinomio característico 

~J-G _., 1 
- = A.(A. - 3) =O los eigenvalores son A¡ =O 

A.-2 

estos valores se sustituyen en la ecuación B.6. 1 5 obtenemos 

e;.,' = a 0 + a 1A.1 para i = 1 y 2 . con esto se encuentran los valores de a
0 

y a
1 

y ~=3 
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Para i = 1 tenemos eº' = a 0 +a1 (O) 

Para i = 2 tenemos e3
' = a 0 + 3a1 

e3' -1 
a,=--3-

Se sustituyen los valores de a 0 y a, en la ecuación 8.6.14 obtenemos 

e·~'= a 0 / +a1A para encontrar la matriz exponencial 

los valores de a 0 y a 1 

tenemos 

2a1 J 
a 0 +2a1 

2e3
' -2] 

2e3
' +l 

sustituyendo 

La solución esta dada por :X= e'11x(O) , sustituyendo la matriz exponencial y las 
condiciones iniciales en esta ecuación se obtiene la solución del sistema: 

[
X¡ J = .!_[e31 

+ 2 
X2 3 e 3

' -1 

entonces 

x, (t) = C 1e
3

' + 2C2 

x2 (t) = C 1e
3

' - C 2 

si 

que es la solución final. 
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Como en el inciso anterior sistema es homogéneo hay que calcular la matriz exponencial. 
,., Aktk 

e·~'::¿--
k=o !k 

Encontrando el polinomio característico 

raíces complejas. 

2 
1=A.2 +1 =O los eigenvalores son A, = i y Ai = -i 

A.+ 1 

Estos valores se sustituyen en la ecuación B.6.15 e;,' =a0 +a1A.1 + ... +an_,A.1"-
1 para 

i = 1 y 2 , con esto se encuentran los valores de a 0 y a 1 

Para 

i = 1 tenemos e" = a 0 + ia1 recordadndo e±19 =cosO±isinO 

cost + isint = a 0 + ia1 separando parte real e imaginaria tenemos 

a 0 = COS/ 

a 1 = sint 

Sustituyendo los valores de a 0 ya1 en la ecuación B.6.14 eA' =a0 / +a1A+ ... +an_1A"-1 

para encontrar la matriz exponencial. 

los valores de a 0 y a 1 

tenemos< e..i'·= [cost.+sint 
. smt 

-2sint J 
cost-sin t 

sustituyendo 
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La solución esta dada por :X= e··1'x(O) • sustituyendo la matriz exponencial y las 
condiciones iniciales en esta ecuación se obtiene la solución del sistema: 

[
x1 J = [cost.+ sint 
X 2 Sin/ 

-2sint ][K1 ] [K1(cost+sint)-2K2 sint] 
cost-sint K 2 = K 1 sint+K2 (cost-sint) 

entonces 

x 1 (t) = K1 (cost + sint)- 2K2 sint 

x2 (t) = K 1 sint + K2 (cost -sint) 

que es la solución final. 

con 

Siguiendo el mismo procedimiento calculamos la matriz exponencial. 

Encontramos el polinomio característico 

2 1 2 = (.~. + l) = O los eigenvalores son 
A.+ l 

A¡=-1 y ~=-l raíces múltiples. 

Estos valores se sustituyen en la ecuación B.6.15 e;.,' =a0 +a1A.1 + ... +an_1A.t-1 para 

i = 1 y 2 . con esto se encuentran los valores de a 0 y a, 

Para 
i = 1 tenemos 

sustituyendo el valor A-i = -1 

a 0 = e-' +te-' y a 1 =te-' 

como se repite la rai= para 

con respecto a A. 

tenemos 

te;.,' =a
1 

finalmente 
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Sustituyendo los valores de a 0 ya1 en la ecuación 8.6.14 e.-11 =a0 / +a1A + ... +an_,An-i 
para encontrar la matriz exponencial. 

-2a J 
ªº-~' sust ituyencio 

los valores de a 0 y a 1 

tenemos .-11 [e-I e = o 

La solución esta dada por x = e..11x(O) . sustituyendo la matriz exponencial y las 
condiciones iniciales en esta ecuación se obtiene la solución del sistema: 

entonces 

x 1 (t) = K,e- 1 
- 2K2te-1 

x 2 (t) = K 2e-1 

que es la solución final. 

con 

Este ejercicio nos mostrará el procedimiento para resolver un sistema de ecuaciones 
diferenciales de primer orden no homogéneo y es continuación de inciso anterior. 
Recordemos que la solución general para un sistema no homogéneo está dada por la 
ecuación 8.5.2: 
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En el inciso c calculamos la matriz exponencial 

y la solución de la homogénea 

sustituyendo en B.5.2 tenemos la solución general: 

-2(1-Ó)~-(l-o>J[º}ó 
e-u-"> 8 

Primero se evalúa la integral: 

[ 
. J r-21e-

1

f
1 

óeº do+ 2e-'f
1 

o
2

e··_ª. do·.· J .. ' -"o(t-o)e-<1-"> "' 
f - dó = o o . . . 

~ -(1-5) I · . 

o ue e-1 f oeºdó . 
o 

calculando las 

integrales 

se obtiene el siguiente resultado: 

'[-28(1 _-o)e-< 1
-

6 >Jdo = [-2/e_, [1e
1 
-e'+ t]+2~-' [t

2
e' -2te' +2e' -2]] 

[ óe-u-"i e-'[te'-e'+l] 

= [-2te_, -4e-' -21 +4] 
e-' +t-1 

sumando la solución homogénea con la particular obtenemos la solución general. 

Con estos ejercicios se ilustra los posibles casos que se presentan al resolver sistemas de 
ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes primer orden. 
Para finalizar este anexo se muestra a continuación un diagrama de flujo en donde se 
detallan los pasos a seguir en la solución de los sistemas. · 
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'

: ASPECTOS TEÓRICOS 
NECESARIOS 

i)Series de Matrices y Convergencia 
¡li)Matrices de Funciones , 
/lil)Teoremas de Existencia y Unicidad '_\' 
¡iv)Eigenvector"" y Eigenvalores 

SISTEMAS DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER 

ORDEN 
.:tf',. 

v)Forma Canónica de Jordan ! 

!
TEOREMA DE HAMILTON..CAYLEY '""'------------------------1 
Toda matriz cuadrada satisface su 
pohnom10 característico, es decir, dado ' 

l
su polinomio caracterfst1co j 

cb(A-AI) =4'1-" +~,...i.-• +·. +a¡A.+q, . ~ 

1

1tenemos que A lo satisface ~~ 

cb(A-A/)=~ +~' +· · +a¡A+q,l ',> 

~~.,;;¡\~1!1<;-:;1.---~ 

PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LA MATRIZ EXPONENCIAL 

Se determina el polinomio caracteristicc 

det(A -A./)= a.A."+ a._1A. •-1 + · · · + a1A. + a 0 =O 

Del polinomio caracteristico obtendremos los eigenvalores 

A¡,A.i.····A.· 
utmzamos la ecuaciones 

e,i,' =Po+ Ae1AA.1,=+/J,Po2IA.+,2 +P,,·A·. ++ p/J.n2-A1A.2,•+-1· •• +pa/J.rna-1A"i_=, 1, 2, ... , n -1':_~--_-_.-AJ 81/aluar la ecuación anterior para cada 1 determinamos los valores de: -

P0 .!J."p2 , ••• ,p_1 recordar el tipo de raices 

Estos valores se ,:•Jstituyen en la siguiente ecuación 

Determinando finalmente la Matriz Exponencial -.3 

~=f~~ ~ 
·-1.,;_.~~~..,;;;.~r~ ... --=:.;<_;'~-_.~.;;.:,;:-~ ... ,9"-·'-.. "'~-:_;.c~-.;.;~.,..di1 

Se au.utu119 la mlllrlz en I• eolucl6n 

x(t) = eA'x(O) + f~ eAu-5 >b(ó)d8 

O' 

X(I) = eA(l-lo>x(t
0

) + f,' eA(l-o)b(o)dO 
o ' 
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ANEXO C 



ANEXOC 

TEORÍA BÁSICA DE LOS MÉTODOS NUMÉRICOS PARA LA SOLUCIÓN DE 
ECUACIONES DIFERENCIALES 

Introducción 

La rápida evolución de la enseñanza exige nuevas estrategias en la preparación del 
ingeniero, los métodos desconocidos hasta ayer, ahora encuentran gran aplicación en los 
problemas que tienen mayor grado de complejidad. 

Partiendo de lo anterior, este anexo ligado al material que se desarrollo a lo largo del 
trabajo, tiene el objeto de mostrar de manera adecuada y sencilla la enorme necesidad 
de que el alumno genere por sí mismo una biblioteca de programas de computadora 
clásicos en la resolución de ecuaciones diferenciales. 

El diseño de la biblioteca permitirá al alumno alcanzar un alto grado en el manejo de este 
tipo de problemas, sabemos que este tipo de programas por ser muy clásicos existen ya 
diseñados, pero lo importante aquí es el hecho de que el alumno se involucre en el 
diseño, lo cual le permitirá en primer lugar validar sus resultados contra software ya 
probado (MATLAB, MATHCAD, etc). 
Y, por supuesto, dejarlo en condiciones de contar con los conocimientos, por si se tiene la 
necesidad de generar software para algún problema en particular y, por qué no, general. 

Objetivo 

En la introducción se establecieron algunas necesidades y objetivos del anexo en forma 
general, pero más específicamente estos objetivos son: 
Tener un documento donde se desarrolle en forma concisa y práctica la teoría matemática 
de los principales métodos numéricos en la solución de ecuaciones diferenciales. 
El objetivo principal es el desarrollo de los programas para cada método mencionado y su 
aplicación en los problemas planteados así como un análisis de dichos métodos a partir 
del análisis de resultados. Para lograr esto desarrollaremos algunos ejemplos. 

Métodos 

Una ecuación diferencial la podemos clasificar de acuerdo a: 

Tipo de ecuación: Ordinaria o en derivadas parciales. 
Cuál es la variable dependiente, cuál es la independiente y cuántas son. 
Orden de la ecuación. 
Si la ecuación es lineal o no lineal. 
Tipo de coeficientes. 
Si es homogénea o no homogénea. 
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Dada una ecuación diferencial de orden n y cualquier grado, cuya fonna general es: 

F( . .. ") o x,y,y ,y , ... ,y = C.1 

Se establece que en su solución general deben aparecer n constantes arbitrarias. 
Entonces, la solución general es: 

C.2 

Gráficamente, G representa una familia de curvas planas, cada una de ellas obtenidas 
para valores particulares de las constantes, c1, c2 , ••• , c., como se muestra en la figura. 

y 
~----~~-G3=0 

G2=0 

G 1=0 

X 

Cada una de estas soluciones corresponde a una solución particular de la ecuación 
diferencial y analíticamente puede obtenerse sujetando la solución general a n 
condiciones independientes que pennitan determinar las constantes arbitrarias. 
Es decir, 
Dada la ecuación diferencial con sus condiciones iniciales: 

F(x,y,y',y", ... ,y") =O 

y(xo)=Yo 

y'(xo) =y~ 

y"(xo)= y; condiciones iniciales C.3 
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Se trata de obtener una solución particular que sati~faga la ecuación y satisfaga las 
condiciones iniciales (todas en el mismo punto x 0 ) 

y 

g(x,y) =O 

Xo 

Solución numérica de problemas de valores iniciales 

Básicamente, la solución numérica de ecuaciones diferenciales consiste en sustituir el 
dominio continuo de soluciones por uno discreto formado por puntos aislados (usualmente 
equiespaciados). Así, en un problema de valores iniciales, el dominio de definición de 
soluciones x::::: a se sustituye por el conjunto finito numerable de puntos 

Xo = ª· x, = Xo +h, Xz = Xo +2h, X3 = Xo +3h, ... Valores iniciales 

y 

g(x,y) =O 

/ ..... 1·';_,! 

1 ¡xz JXJ 

:xo=a 
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Habiéndose discretrizado el problema continuo, se tratará de obtener la solución para los 
puntos considerados, y esto se hará en general sustituyendo las derivadas que aparezcan 
en la ecuación diferencial y en sus condiciones iniciales por fórmulas numéricas de 
derivación que proporcionen aproximaciones a las derivadas o tratando de integrar la 
ecuación diferencial y reemplazando al proceso de integración por una fórmula numérica 
que se aproxime a la integral. Una vez hecho esto, la ecuación obtenida expresada en 
diferencias finitas (ya que se han sustituido diferenciales por incrementos finitos) se aplica 
repetidamente en todos los puntos donde se desconoce la solución para llegar a una 
solución aproximada del problema. 

Método de Euler 

Consideremos el problema de valores iniciales 

y'=f(x,y) ~ y(xo)=Yo C.4 

Dada la condición inicial 

Calculamos: 

y'(xo) = f(xo,y(xo)) = f(xo,Yo) ......................................... C.5 

que es la pendiente de la línea tangente de la solución exacta y(x)en x = x0 • 

Si en la ecuación 

Aproximamos y(t) por Yo y f(t,y(t)) por f(x0 ,y0 ) para te(x0 ,x1 ), entonces 

obtenemos la siguiente aproximación de y( x 1 ) : 

C.6 

Conociendo y 1 calculamos f ( x 1 , y 1 ) , que es una aproximación de la pendiente de la 

línea tangente de la solución exacta y(x) en x = x1 • 

Note que f(x1,y1 ) essolamenteunaaproximaciónde y'(x1 )=f(x1,y(x1 )), la 

pendiente de la recta tangente de la solución exacta y(x) en x = x1 , puesto que en 

general y1 *y( x1 ) observe la figura: 
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(x,. f(x,)) 

(x 0 , f(x 0 )) 

Linea con pendiente 

y•(x
0

) = t(x
0

, y0 ) 

Solución verdadera y(x) 
que pasa por (><o.y(><o)) 

Lim:·J con pendi&.:ntc y'{x1} = t(x1. y{x1 )) 

Solución \'t."fdudt."TU que pasa por 1 Xi.. y,' 

Solución de Euler 

Utilizando para aproximar y(t) y f(x1,y1) para aproximar f(t,y(t)) para te [x1,x2 ] 

en la ecuación C.5 obtenemos: 

C.7 

La fórmula recurrente general que derivamos por este método es: 

C.8 

También la podemos escribir romo: 

C.9 

Donde h = ( xn+I - xn) paso de integración. 
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Método de cuarto orden de Runge-Kutta 

Si uno trata de desarrollar una fórmula recurrente general de la forma 

En donde 

Para i = 2,3,4, determinando las constantes a1 ,a2 ,a3 ,a~,b1 ,b2 , y b3 de tal manera que 
C.3 coincida con una expansión en series de Taylor de orden tan alto como sea posible, 
uno obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas en las constantes. En este caso hay un 
número infinito de soluciones al sistema de ecuaciones. La elección de las constantes que 
conduce a la fórmula recurrente clásica de cuarto orden de Runge-Kutta son: 

Que usualmente se escribe como: 

xeR C.11 

Donde 

C.12 

Por tanto, el método de cuarto orden de Runge-.Kutta se puede mirar como un promedio 
ponderado de valores aproximados de f(t,y(t)) en puntos diferentes del intervalo de 

integración [ x,,, xn+J] . 
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El valor k, es una aproximación de la pendiente en la solución verdadera en el extremo 
izquierdo del intervalo de integración; k 2 es una aproximación de la pendiente en el punto 
medio del intervalo de integración que se obtiene utilizando el método de Euler para 

aproximar y( xn + ~) ; k 3 es otra aproximación de la pendiente en el punto medio del 

intervalo de integración y k~ es una aproximación de la pendiente en el extremo derecho 
del intervalo de integración. 

Regla trapezoidal 

La regla trapezoidal es un método de integración de la fórmula de interpolación lineal. 
Supongamos que se evalúa 

I = s: f(x)dx C.12 

Aproximamos f(x) mediante una interpolación lineal 

b-x "C-a 
g(x)=-b-¡;+-=--b h. 

-a -a 
C.13 

donde 

f¡=f(a). h.=f(b) C.14 

Entonces, la ecuación C.12 se convierte en 

f b f b h != f(x)d..:::== g(x)dx=-(ft+J;) 
a a 2 C.15 

con 

x=ah=b-a 

La ecuación C.15 es la regla trapezoidal, que puede escribirse como 

f 
b h 

I= f(x)dx=-(fi+h.)+E 
a 2 C.16 

donde E representa en error de truncamiento. 
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La regla la ilustramos en la siguiente figura 

El área bajo la interpolación lineal, g(x), es igual a la integral calculada por la regla 
trapezoidal, mientras que el área bajo y= f(x) es el valor exacto. 

Por tanto, el error de la ecuación C.15 es igual al área entre g(x) y f(x) y es 
aproximadamente 

C.17 

Este término de error se puede verificar fácilmente como sigue: 
Primero, hacemos una expansión de Taylor de f(x) alrededor de un punto escogido, 
digamos x = a Si integramos la expansión de Taylor, expresaremos la integral exacta en 
forma de series de potencia. Por otro lado, el resultado de la regla trapezoidal también 
puede expresarse en forma de serie de potencias si expandimos f 2 a una serie de Taylor 
alrededor del mismo punto x =a. Si restamos esta integral de la primera y conservamos 
el término lineal, obtendremos la ecuación C.17 

La ecuación C.16 puede extenderse a múltiples intervalos. Si la función se representa 
mediante puntos de datos con puntos de abscisa igualmente expandidos, la ecuación 
C.16 puede aplicarse repetida a cada intervalo. La regla así obtenida es la regla 
trapezoidal extendida y se escribe como 

f 
b h 

I = f(x)d't" =-(.f.+ 2J;, + ... +2f,, + f..+1 )+E 
a 2 C.18 
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con 

b-a 
h=-­

n 

X¡ =a+(i-l)h 

J; =f(x;) 

i =1,2, ... ,n+l 

El error es 

E"" (b-a}3 J" 
12n2 

C.19 

y=f 

ÍJ_ ...... -··············· 

C.19 

Método de Euler hacl• atr6s o Mttoclo de G-r d• primer orden 

El método de Euler hacia atrás o de Gear de primer orden se basa en la aproximación de 
diferencia hacia atrás y se escribe como 

C.20 

El orden de exactitud de este método es el mismo que el del método de Euler hacia 
adelante. 

Además, si f es una función no lineal de y, es preciso emplear un método iterativo, en 
cada paso igual que el método de Euler modificado. Por otro lado, las ventajas de este 
método son: 

a) es incondicionalmente estable y 
b) se garantiza la positividad de la solución cuando ésta debe ser positiva. 
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Apllcacl6n de los m6tDdoa 

A continuación se presenta un ejercicio muy sencillo para ilustrar la aplicación de los 
métodos numéricos estudiados, cabe aclarar que la aplicación será solamente grafica en 
los casos de los métodos, también se hará una comparación de las ventajas y 
desventajas de cada uno de los métodos. 

Resolver numéricamente la siguiente ecuación 

x(t) = x(t)2 x(O) = 1 

Considerando 
M = 0.1,0.01,0.001,0.0001 

tlin-' = 1 

Obtener la solución exacta y comparar con: 
a) Método de Euler 
b) Euler regresivo (Gear de primer orden) 
c) Regla trapezoidal) 
d) Runge - Kutta 4°. Orden. 

Solución exacta y su grAflc• 

Como podrá observarse, la ecuación planteada es factible de resolverse analíticamente, 
por lo que en este apartado se presenta la solución exacta con sus respectiva gráfica 
obtenida se un sencillo programa en MA TLAB. 

1 . Resolver la siguiente ecuación diferencial de primer orden. 

x(t) =x(1)2 

Solución analítica: 

.i" = x 2 separando las variables ~ = 1 x2 

x(O) = 1 

. d f.i:dt fd. d mtegran o - 2- = 1 t recor ar que 
X 

dx = xdt por lo que f ~ = f Idt 
X 

-x-1 = t + C rearreglando la ecuacion tenemos _ _!_ = t +e 
X 

l ---= x finalmente obtenemos la solucion general de la ecuacion 
t+c 

1 
x=---

t+c 
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Para la condición inicial dada x(O) • 1 obtenemos una solución particular 

1 
1 = - --- la constante toma el valor de C = -1 

O+C 

Sustituyendo el valor de C obtenemos una solución exacta: 

1 
x(t)=-

1-t 

Cuya grafica esta dada por: 

Solucion Particular de la Ecuacion Diferencial 
11 

• ,.. 2 

10 

9 :::-¡:::: ; ::_ r r :r: F ;: 
8 

7 

M 6 

5 

4 

3 

2 

:•:::•::•¡::•::::•••¡: ~~iJ~~;~~·-0:::1::::::•:::1••••····· 
•••••+••F•F F L + ,: •:•••• 

1 
o 0.1 0.2 Q3 Q4 QS Q6 0.7 0.8 0.9 

tiempo en seg 

Nota: la grafica se construyo en MATLAB evaluando simplemente la función. 
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a) Método de Runge-Kutta 4 orden 

El siguiente programa muestra la aplicación de la función ode45 en la solución de nuestra 
ecuación diferencial 

function dx-rigid(t,x) 
dx-x.""2; 

[t,xJ-ode45('rigid',0,0.9,1); 
pl.ot(t,x) 
titl.e('Sol.ución del.a Ecuación Dx=xA2 método Runge-Kutta') 
xl.abel.('tiempo en seg•),yl.abel.('x=f(t) '),grid 

Este sencillo programa esta compuesto de dos archivos .m en el primero se define la 
función y es salvado con el mismo nombre (rigld.m), el segundo hace uso del primero se 
nombra como se desee con extensión m y es aquí en donde se invoca a la función 
ode45. 

La grafica que arroja al correr este programa esta dada por: 

Solucion de la Ecuacion Dx=x2 metodo de Runge-Kutta 
11 

10 --- -- --- -; . ---------i- ----------i- -----· ----~ ----------1- ----------¡- ---- ------r- ---------f-- -------. . . . . 
9 ......... l .. ----····i·-········-:··----····-:··········i····-----·-¡-··--------t .......... ; ........ . 
8 . -. -..... : ... -..... · 1· -....... -·:- ... -.... --~. -..... --. j· .. -... -·- ·¡- ·- -- --. -. ·:-. -. -. ---. ; _ .. -.. . 

7 

~ 

'1f 6 
ilC 

5 

4 

_________ ; __________ .: ___________ :_ __________ .. __________ .: ___________ :.. __________ :,. ________________ --

: Utiliz~ción ~e la f~nción k,de45\ de Ma~ab : :::::::r E r:i :r E · 
. . . . 

3 

2 

. . . . . . . ' :r r ·: : ., : T ¡:: 
1 
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

tiempo en seg 
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b) Método de Gear primer orden 

El siguiente programa muestra la aplicación de la función ode15s en la solución de 
nuestra ecuación diferencial 

function c:tx-riqid(t,x) 
dx-x."'2; 

[t,x]-oda1Ss('riqid',O,.g,1); 
p1ot(t,x) 
tit1a('So1ucion de 1a Ecuacion Ox=xA2 metodo de Gear 1er orden') 
x1aba1('tiempo en seq'),y1aba1('x=f(t) '),grid 

Este sencillo programa esta compuesto de dos archivos .m en el primero se define la 
función y es salvado con el mismo nombre (rlgld.m), el segundo hace uso del primero se 
nombra como se desee con extensión m y es aquí en donde se invoca a la función 
ode15s. 

La grafica que se obtiene al correr este programa esta dada por: 

Solución de la Ecuacion Dx=-x2 metodo de Gear 1er orden 
11 .--~~..,.-~~---.-~~~.--~~..,.-~~-r~~~,--~~..,.-~~--,.~~---, 

' ' 
10 

9 

8 

7 

. . . . . ' . 

:::::i::::::1 f: ::¡: ::::::r:: 1 :: f : 1 : 
~ 

iF 6 
illC 

5 

4 

3 

2 

·········1·~~j'~r-~~.Q.~.~~·'ª·'-ir!~j.Q.11:º~-~.t~r--~~-rt~~-~ .. 1 ....... . 

::: 1;:::: : i:::.:: : ;:.¡ : :.: T t :F + : : 
' ..... ·····:····· ... ···¡··········¡········· 

1 o 0.1 0.2 Q3 Q4 Q5 Q6 0.7 o.e 0.9 
tiempo en seg 
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e) Regla trapezoidal 

El siguiente programa muestra la aplicación de la función ode23t en la solución de 
nuestra ecuación diferencial 

function dx•rigid(t,x) 
dx=-x."2; 

[t,x]=oda23t('rigid',0,.9,1); 
pl.ot(t,x) 
titl.a('Sol.ucion de la Ecuacion Dx=xA2 Regl.a Trapezoidal') 
xl.a.bal.('tiempo en seg'),yl.abel.('x=f(t) '),grid 

Este sencillo programa esta compuesto de dos archivos .m en el primero se define la 
función y es salvado con el mismo nombre (rlgid.m), el segundo hace uso del primero se 
nombra como se desee con extensión m y es aquí en donde se invoca a la función 
ode23t. 

La grafica que se obtiene al correr este programa esta dada por: 

11 

10 

9 

8 

7 

=-'tF' 6 
:,e 

5 

4 

3 

2 

1 
o 

Solución de la Ecuación Dx==x2 Regla Trapezoidal 

' . 
---------!- ---------~- ----------¡- ----------~ ----------!- ---------~-----------~- --- -------r- ----- ---. . . . . ' . . . . . . . . ' ' . . . . . . . . 
----- -- --!- -- ---- --- ~--- ---- --- -:- ----- -----~--- ---- ---:- ----- ----~- -- -- ---- --:- --- -- -----~ ---- ----. . . . . . . 

' . . . ' ' . . . ' . . . . . ' . . . . . ' . . . . . ' . . . . . 

_ :::¡:: ·r----·F :::::¡::-:::r ·::r:::-:::~-·-••--:•:::-- __ -
····-----·~~;;~-;~~~~-~~-~-;~i-~;~~-¡~~~~i~~-~i~~--··>·· ---··· 

::::t: ::: f ; :: ; : ::: i : 
0.1 0.2 Q3 Q4 Q5 Q6 

tiempo en seg 
0.7 0.8 0.9 
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d)Método de Euler 

En el siguiente programa se desarrolla el método de Euler con las instrucciones comunes 
de MATLAB, esto es debido a que MATLAB no cuenta con una función ocle especifica 
para este método. 

%Programa para encontrar 1a so1uci6n da 1a ecuación difarancia1 
%Dx•xA2 con x(0)-1 
%Por e1 Método de Eu1ar con instrucciones da MATLAB 
%Rea1izado por : Pedro Luis Cruz Ga1indo 
c1aar,c1f ,ho1d off 
t-o; n-o; x~l;h-0.001 
t rac(1)-t; x rec(l)-x; 
whi1a t<-o. 9 -

n-n+l; 
x-x+h*(x"2); 
t-t+h; 
x rac(n+l)-x; 
t-rac(n+l)-t; 

end -
p1ot(t rac,x rae) 
tit1e(ºSo1ucI"ón de 1a ecuación Dx=x"2 Método da Eu1ar') 
x1abe1 (•tiempo (s) ') 
y1abe1('x=f(t) ') ,grid 

La grafica que se obtiene al correr este programa esta dada por: 

Solución de la ecuación Dx=x2 por el Método de Euler 
10 

9 

8 

7 

=-'ir" 
6 

~' 5 

4 

3 

2 

1 
o 

-- -- -- --~----- ----:--- -- ----:- ------ --:--- -- --·--~ -- -- -----~-------- ·r----- -- --~--- ----- ~------- -
\ \ ~ ' . j ~ i -- ------~ --------· ¡· ----- --· 1· ------- -:-- -------·¡--------·¡-------- -¡---------¡----- -- -¡- -- -- ---
: : : : : : : 

····Pa~a-en~o-nfraf-e&ia~soiütjó·ñ···~-utiiiz~·.:¡;;··:··-·· ---'.···----· 
.... P~.9.~~~-~.-~~~~~-~~.P.l!l.~~.~-·-fi_~-¡-·-------:---------r-- --··-i---·----

¡ :+ : ~ :r f +::::::+::: 
j : j -------. :.:.. ----. ----:,;: ---------·',.~. ---------.. ,:',; _·_ ----- ---------r- ---- ----~ ---------:- --------:- -------. . 
' . 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 
tiempo (s) 

0.7 0.8 0.9 1 
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An611sls de result8doa 

En primer lugar se establecen las ventajas y desventajas de cada método de solución 
desde un punto de vista numérico. 

Método de Euler 

Él método de Euler es él más sencillo para resolver Ecuaciones Diferenciales de primer 
orden que se pueden programar con gran facilidad precisamente por su sencillez, si bien 
su exactitud no es muy alta. 
La exactitud del método de Euler aumenta al reducirse el tamai'\o del incremento de h. 
Se puede observar que la magnitud de los errores es aproximadamente proporcional a h. 
Los errores (en porcentaje) se deben al truncamiento, no resulta provechoso reducir más 
h, porque el tiempo de calculo aumenta demasiado y puede aumentar el error de 
redondeo. 
Otro error que se puede presentar es la inestabilidad, la cual se presenta cuando la 
constante de tiempo de la ecuación es negativa. 

Método de Gear (Euler Regresivo). 

Este método tiene un orden de exactitud igual al de Euler. Además, si f es una función no 
lineal de, es preciso emplear un método iterativo en cada paso. 
Por otro lado, las ventajas de este método son que es estable incondicionalmente y 
garantiza la positividad de la solución cuando esta debe ser positiva. Esta ventaja la 
podemos observar en la ecuación del ejercicio. 

Métodos de Runge-Kutta. 

En los métodos de Runge-Kutta, el orden de exactitud se incrementa mediante el empleo 
de un método de integración numérica de mas alto orden. La mayor exactitud implica que 
el resultado calculado es más exacto y también que los errores se reducen con mayor 
rapidez al reducirse h. 
Estos métodos están sujetos a dos clases de errores; errores de truncamiento e 
inestabilidad. Como se dijo antes, el error de truncamiento puede determinarse como la 
discrepancia entre la expansión de Taylor del método numérico y la de la solución exacta. 
La magnitud del error disminuye con mayor rapidez al disminuir h conforme aumenta el 
orden del método. 
En el problema observamos que al disminuir h de O. 1 a 0.01 la solución mejora 
inmediatamente en comparación al método de Euler, esto también se observa al 
compararla con la solución exacta. (en el trabajo no se muestran todas las graficas para 
cada valor de h). 
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M6todo Trapezoidal. 

Como se comento en los antecedentes teóricos el error del método se reduce a 
aproximadamente la cuarta parte cada vez que se duplica él numero de intervalos. 
Conociendo este comportamiento de los errores, podemos eliminarlos al menos una 
buena parte de los mismos. En el problema podemos observar este comportamiento, al 
aumentar él numero de intervalos las soluciones se acercan rápidamente a la solución 
exacta.(no se muestran todas las graficas en el trabajo) 

Predlctor-Corrector 

Estos métodos son en realidad una combinación de dos (Depende cual sea el Predictor y 
cual sea el Corrector) tienen la ventaja de que inmediatamente las soluciones se acercan 
a la solución exacta, la virtud esta en escoger adecuadamente los métodos. En nuestro 
problema observamos que al cambiar la h de 0.1 a 0.01 las gráficas inmediatamente 
tienden a la solución exacta. 
Una ventaja importante es la disminución del error el cual es corregido al corregir la 
solución predecida. 

Con relación al problema se puede concluir lo siguiente basándose en los comentarios 
anteriores: 

1. - El método que tiene un peor comportamiento es el Método de Euler, aunque al hacer 
h mas pequeña los resultados dados en las gráficas se acercan a la gráfica de la 
solución exacta. En cuanto a los otros métodos los resultados son muy similares. 

2. - Es deseable confirmar las ventajas y desventajas de cada uno de los métodos, esto 
lo podemos lograr a partir de una serie de ejercicios diseñados para tal fin, situación 
que está fuera del alcance de este anexo. 

3. - El anexo cumple solamente con el objetivo de cubrir la parte teórica básica de cada 
método, sin entrar en ningún detalle formal. 
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ANEXO D 



ANEXO O 

Introducción. 

La transformada de Laplace en uno de los métodos más eficaces para resolver ciertos 
tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales que modelan 
problemas dentro de algunas áreas de Ingeniería, tales como; Problemas de Ingeniería de 
Control. de Análisis de Señales, de Maquinas Eléctricas sólo por citar algunos. 
La razón principal se debe a que la Transformada de Laplace, transforma la ecuación 
diferencial en una ecuación algebraica (en algunas áreas se dice que la Transformada de 
Laplace transforma del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia), cuyo resultado da 
la solución de la ecuación al invertir la transformación, es decir, al aplicar la Transformada 
Inversa de Laplace. 

f(t) 

DOMINIO DEL 
TIEMPO 

TRANSFORMADA DE 
LAPLACE 

f(s) 

TRANSFORMADA 
INVERSA DE LAPLAC-_..---._-

2-1 DOMINIO DE LA 
FRECUENCIA 

La transformada de Laplace es una transformación lineal, por lo que su estudio se hace 
dentro de un contexto de álgebra lineal. 
En este anexo abordaremos una serie de teoremas y propiedades básicas que 
ilustraremos con algunos ejemplos, estos ejemplos se presentarán tanto para la 
transformada de Laplace como para su inversa, para finalmente resolver ecuaciones 
diferenciales así como sistemas de ecuaciones, todo esto con la finalidad de presentar en 
forma detallada la parte matemática que usaremos en los problemas del trabajo. 
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1.- Definición de la Transformada de Laplace. 

De la teoría del Álgebra Lineal conocemos cuando una transformación es lineal 

Sea V y W espacios vectoriales sobre un campo K y sea T una transformación de V en 
W es decir 

T:VIK-+WIK 

Se dice que T es lineal si dados u, v en V y a , p en K se cumple 

i) T(u+v)= T(u)+T(v) 

ii) T(au) =aT(u) D.1.1 

o bien: 

T(au + Pv) = aT(u)+ PT(v) D.1.2 

En general, una trasformación es una función entre espacios vectoriales definidos sobre 
un mismo campo, que asigna mediante una cierta regla, a cada elemento de V uno y solo 
un elemento de W ; esto es: 

T(u)= w 0.1.3 

Gráficamente se representa como: 

T:VIK-+WIK 

DOMINIO CODOMINIO 

Fig.D.1.1 
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En el estudio de las transformaciones lineales existen algunas muy conocidas como por 
ejemplo: 

La transformación identidad I : V --+ V definida por la regla: 

J(v) = v 0.1.4 

La trasformación (operador derivada) derivada D: F--+ F definida por: 

Dxf(x) = lim f(x+h)-f(x) 
,, .... o h 0.1.5 

El operador integral f: F -.+F definido por: 

J f(x)dx D.1.6 

La Transformada de Laplace es un caso particular de la siguiente transformación integral: 

Definición D.1.1: Dados N(s,t) y f(t), se llamará transformación integral lineal de f(t) 
sobre N(s,t) a la siguiente expresión: 

J: N(s,t)f(t)dt = f(s) D.1.7 

N(s,t) es conocido como el núcleo o kérnel de la transformación. 

Las transformadas integrales son conceptos de gran utilidad en la resolución de 
ecuaciones diferenciales y todas las transformadas integrales tienen la forma indicada en 
0.1.7. La diferencia entre transformadas se determina por los limites a,b y por el kernel 
N 

Para la Transformada de Laplace se define por los limites a =O, b = oo y por el kernel 

N(s,t) =e-si. Denotamos esta transformada en honor de Laplace por la letra L 

L {f (t)} =fo'" e-si f (t) 0.1.8 

La transformada de Laplace fue inventada a finales del siglo XVIII por uno de las más 
grandes matemáticos de todos los tiempos: Pierre-Simón Laplace, de origen francés. 

Más adelante veremos que la transformada de Laplace es un operador lineal y 
definiremos el dominio del operador L , es decir, el conjunto Dom L . En otras palabras, 
vamos a ver para cuales funciones f la integral dada por la ecuación 0.1 .8 existe. 
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Las integrales sobre un intervalo no acotado se conocen como integrales impropias. 
Se definen mediante los limites de las integrales definidas: 

f."' </J(t)dt = limJ.
00 

</J(t)dt 
o h-rrJ o 

donde h es un número real positivo. Si la integral desde o hasta h existe para cada 
b > O, y si el limite cuando b --> ~ existe, entonces se dice que la integral impropia es 
convergente a ese valor limite. En caso contrario, se dice que la integral diverge o que no 
existe. Claro, que todo depende de la función </J. 
A continuación veamos algunos ejemplos en el siguiente apartado. 

2.- Aplicación de la Definición para Calcular Transformadas de Algunas 
Funciones. 

En este apartado se obtienen algunas transformadas de funciones clásicas usando la 
definición D. 1.2: 

L {f(t)} = f(s) =fo"' e-s1 f(t)dt 

1.- Aplicando la definición encontrar la Transformada de Laplace de las siguientes 
funciones. 

a) Sea f(t) = 1 para t >O, aplicando la definición: 

L{f(t)} = L{I} = f
0
"' e-''f(t)dt 

= lim J.b e-" ldt 
b......., o 

= lim[-e-•' ]b 
b......., s o 

[ 

-sb J [ -so J ] = lim ==--- + lim =.__ = -
h-+oo S b--+«i S S 

para s>O 

finalmente la Transformada de Laplace de f(t) = 1 es: 

1 
L{I} =- ; s >0 

s 

b) Sea f(t) = k para t >O. del inciso anterior se deduce que: 

k L{k}=- ; s>O 
s 
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e) Si consideramos f(t) = t para t >O aplicando la definición: 

L {f(t)} = L {t} =fo"' e-·"1d1 

= limf.
6 
e-•11dt integrando por partes 

b--+00 o 

= lim ---+-J. e_.,dt [
-1e-•1 l h J 

h-oo S S O 

= l~[- te;.,_ e;:' I 
. -he _ _,,, . e _ _,,, . (O)e-s(O) . e-•<0 > 

=hm----hm--+hm +hm--
h-oo s b-ao s2 b-.m s h--+«l s 2 

Evaluando los limites se obtiene la transformada de la función, es decir: 

1 
L { t} = - 2 para s > O 

s 

d) Si se aplica el mismo proceso se obtienen las transformadas de las siguientes 
funciones para t > O: 

i) f(t) =sin al => 

ii) f(t) = cosat => 

iii) f(t) =e"' => 

L{sinat}= 2 ª 2 s +a 

L{cosat}= 
2 

s 
2 s +a 

L {ea1} = - 1
- paras> a 

s-a 

Hasta este momento, la única forma de verificar si la Transformada de Laplace 
existe, es encontrar el valor de la integral que establece su definición y determinar 
los valores de s para que la integral sea convergente. 
Este proceso resulta extremadamente complejo para algunas funciones y deja de 
ser funcional. 

Para evitamos este problema existe un teorema que establece las condiciones de 
suficiencia que debe satisfacer una función para que su Transformada de Laplace 
exista. 
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3.- Existencia de la Transformada de Laplace. 

Dos conceptos que requieren las funciones para establecer la existencia de su 
Transformada de Laplace son: 

-Si la función es continua por tramos. 
-Si la función es de orden exponencial. 

Definición. 
Se dice que f(t) es continua por tramos en un intervalo a$ 1 $ b, si este intervalo puede 
ser dividido en un número finito de subintervalos de tal manera que en cada uno de ellos: 
- f(t) sea continua 
- f(t) se aproxime a un limite a medida que t se aproxime a cada uno de los extremos de 
los intervalos, es decir, que en un subintervalo e$ t $ d existen: 

lim f(t) y lim f(t) 
1-+c"' ,_,.d-

EI concepto de orden exponencial queda establecido en la siguiente definición: 

Definición. 
Se dice que una función f(t) es de orden exponencial cuando t-... ao, si existen 
constantes M y p positivas y un valor de I igual a 10 • tales que: 

lf(t)I < MeP', para t <::: /0 

Si observamos a las funciones de los ejemplos anteriores veremos que cumplen con 
estas dos definiciones. 
Por ejemplo: f(t) = cosat es continua en todo intervalo finito 1 <:::O. También 

leos atl $ 1 = e 0
, M = 1 y P =O para todo t , por lo que f(I) = cos at es de orden 

exponencial, es decir, de orden cero para toda / <::: O. 

La siguiente definición le asigna un nombre a las funciones que cumplen con estas 
propiedades. 

Definición. 
Si una función f(t) es continua por tramos y de orden exponencial se dice que la función 
es de clase A . 

Con estas definiciones estamos en posibilidades de enunciar el teorema de existencia de 
la Transformada de Laplace. 

Teorema D.3.1 (Existencia) 

Sea f(t) una función de clase A ,es decir: 
1.- f(t) es continua por tramos en el intervalo O:::; t $ b con b >O 

2.- f(I) es de orden exponencial, es decir, existen constantes M, p >O, 10 >O, tales que: 
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jf(t)j > MeP1 para t > t 0 

La Transformada de Laplace: 

L{f(t)} = f(s) = f
0
"" '!_.., f(t)dt existe para s >p. 

Demostración: 

De la definición: 

L{f(t)} = J
0
"' e-si f(t)dt 

Como f(t) es seccionalmente continua, entonces: 

f. "' e __ ., f(t)dt =J."' e-"''f(t)dt + Jª' e-"'f(t)dt +· ·· + Jª• e-" f(t)dt +f"' e-s'f(t)dt 
o o °' ª-• a.. 

0.3.1 

las primeras n integrales del miembro derecho de la igualdad existen, dado que se trata 
de integrales definidas de una función continua en intervalos definidos por los límites de 
integración. Sólo faltaría probar que la última integral impropia sea convergente. 

Para tal propósito tomamos el la segunda hipótesis. Por ser f(t) de orden exponencial, 
entonces: 

si multiplicamos ambos lados de la desigualdad por e-si tenemos: 

por lo tanto: 

0.3.2 

si la tercera integral de la desigualdad D.3.2 converge, con más razón lo hará la primera 
integral. Por lo tanto, analizando la convergencia de la tercera integral: 

Mf"" -(s-pJt.Jt MI' 1 -(s-PJtlº e u.= 1m---e 
a,. a-llO ,s-p a,. 

M -(s-PJa. 
si s > /3 , la integral converge al valor _e __ _ 

s-P 

Esta convergencia garantiza, a su vez, la de la primera integral: 
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(e-SI f(f)df 

Las integrales del miembro derecho de la ecuación D.3. 1 existen y por tanto: 

También existe. 

El teorema, establece la condición de clase A de una función como suficiente, pero no 
necesaria, esto significa que pueden existir funciones que, sin ser de clase A , pueden 
tener Transformada de Laplace. 
En un caso así lo único que se podría hacer es investigar y determinar la convergencia de 
la integral de dicha función. 

4.- Teoremas y Propiedades de la Transformada de Laplace. 

Propiedad de Linealidad 

Sean J;(t),f,_(t), ... ,f,,(t) funciones de clase A y sean a 1,a2 , ••• ,an constantes, entonces 

Demostración. 

Para demostrar que la Transformada de Laplace es lineal apliquemos la definición al 
primer miembro de la igualdad y las propiedades de la integral. 

L {aJ;(t) +a2.fi(t) +· · ·+anf,.(t)} = f: e-st (aJ.,(t)+a2.fi(t)+ · · ·+anf,,(t))dt 

= f
0
"" a 1e-st J;(t)dt + f

0
"' a 2 e-st f,_(t')dt + · · · + f

0
"" a,,e-•1f,,(t)dt 

= a 1 f
0
"" e-sr J;(t)dt +a2 f

0
"" e-sr f,_(t)dt + · · · +anf

0
"" e-•'f,,(t)dt 

= a 1L {f.(t)} +a2 L{.fi(t)} + · · ·+anL {f,,(t)} 

Que es lo que se quería demostrar. 
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Teontm• de Derivación 

Si f(t) escontinuaparacualquiert>Oysi f'(t) esdec/ase A en (O,oo),entonces 

L { d~~I)} = sf(s) - f(O) 

donde f(O) es f(I) evaluada en t =O. 

Demostración 

Aplicando la definición de Transformada de Laplace dada por la ecuación 0.1.8 

L {f(t)} = f(s) = f
0
"' e-SI f(t)dt 

tenemos: 

L{f(t)} = f
0
"' e-SI f(t)dt = f(s) 

integrando por partes si e-si dt = dv => 

f(s) = tim[e-st f(t)l
0 ]+!f e-.s1 f'(t)dt 

ó--1>00 -s o s o 

D.1.8 

e-SI 
--=V y f(t) =U => f'(t)dt = du 

s 

e-sa eº 1 .., df(t) 
f(s) = lim-f(ó)+ l_im-f(O)+-f, e-s'(--)dt ,,_.., -s .,_.., s s o dt 

Observe el ultimo termino (Ja integral) por definiciones la transformada de Laplace de df(t) 
dt 

por lo tanto: 

f(s) = _ f(O) _!L{df(t)} 
s s dt 

ordenando obtenemos 

L{ d1:t~t)} = sf(s)- f(O) Lo que demuestra el teorema 

Ahora si. 

Si f (t) y f'(t) son continuas para cualquier t >O y si f•(I) es de clase A en (O, oo) 

entonces L{d
2

f~t)} =s2f(s)-sf(O)-f'(O) 
dr 

donde f (O) y f'(O) son f (1) y f'(t) evaluadas en I =O respectivamente. 

174 



Demostración: 

Utilizando el teorema anterior y suponiendo que: 

g(t) = df(t) 
dt 

esto nos lleva: 

tenemos que dg(t) = d
2 
f(t) 

dt dt 2 

L{dg(t)} = L{d2f(t)} = sg(s)-g(O) 
dt dt 2 

pero como L{g(t)} = g(s?~5{~~? }:::sf(s)- f(O) tenemos 

L { d'f,Yl} ~ sL { ~~'.~},~ii?5~~[sf(s)~ f(OJ]- g(OJ 
'..", 

. . 

L { d~2(t)} = s 2 f(~Y-:f(O)- g(O) pero como g(O) = df(t)' obtenemos finalmente 
di 'ªº 

L{d
2

f(t)} = s 2 f(s)-sf(O)- f'(O) 
dt 2 

con lo que queda demostrado. 

Generalizando obtenemos la transformada de Laplace para la e-nesima derivada de una 
función. 

si f(t),f'(t), ... ,f"-1(1) soncontinuasparacualquiert>Oysi f"(t) esdeclase A en (O,oo),entonc 

L {d"f(t)} = s"f(s)-s"-1f(O)-sn-2 f'(O)-···-sf"- 2 (0)- f"-1(0) 
dt" 

donde f(O),f'(O), ... ,f"-2 (0),f"-1(0) son f(t),f'(t), ... ,f"-2 (1),fn- 1(1) evaluadas en t =O. 

Teorema de la integral. 

Sea f(t) una función integrable, cuya integral es de clase A, la Transformada de 
Laplace de la integral esta dada por: 

L {f f(t)dt} = f~s) + f-~(O) donde f- 1(0) = ff(t)dtj 
1-0 
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Demostración. 

Tomemos la definición de la Transformada L {f(t)} = f
0
"" e-·" f(t)dt 

L {J f(t)dt} =fo"' e_.., (J f(t)dt }tt 

integrando por partes: 

e-''dt = dv ::::::> y f f(t)dt =u => f(t)dt = du 

Sustituyendo: 

* f {t)dt 1 = l~ [uf (1 )d~1r-::·I J + ~ r .-· f (1 )dt 

= !~[(Jf(t)dt)l6(-e~sa J J + !~"![{J f(t)dt )1
0 

( e~s0 )]+; f
0
"" e_.., f(t~t 

(J f(t)dt )1 "" 
L{J f(t)dt} =O+ s 0 +~ f

0 
e-" f(t) 

f- 1(0) f(s) 
=---+--

s s 

ordenando obtenemos finalmente: 

Con esto queda demostrado el teorema. 

Teorema de Traslación en el dominio de s. 

Si L{f(t)}=f(s), entonces: L{e"'f(t)}=f(s-a) 

Demostración. 
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Teorema de Traslación en el dominio de t. 

Si f(t) = { O' 
/ 

< 10 

g(t - 'º) , t > 'º 
entonces L {f(I)} = e-1osg(s) donde g(s) = L {g(t)} 

Demostración. 

L {f(t)} = í'• e-SI (O)dt + í"" e-si g(t -1
0 
)di= í"" e-SI g(t - t0 )di 

Jo J,º J,o 
si = = 1-10 , d= =di, se tiene: 

L {f(t)} =fo"' e-<=+1a)s g(:)d= =e-tos fo"' e-"' g(:)d= = e-tasg(s) 

Existen otros resultados muy importantes en el estudio de la Transformada de Laplace, 
resultados que son utilizados cuando se resuelven las ecuaciones diferenciales. 
A continuación presentaremos algunos de ellos: 

Sea f(t) = tn función que es de clase A, su Transformada de Laplace esta dada por: 

L{1"}=~ 
Sn+I 

para s>O 

Demostración: 

Aplicando la definición: 

e-SI 
integrando por partes e-sr di = dv :::::> 

sustituyendo: 

---=V y 

integrado por partes e-sidt = dv :::::> 

sustituyendo: 

s 

e-si 
---=v 

s 
y 
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Siguiendo el proceso de integración resulta: 

y 1
2 = u ==> 2tdt = du 

sustituyendo: 

L t = hm - +-x--x···X- e tdt { 
"} . [ n(n-1Xn-2)···3t

2e-Sll8

] n n-1 2J."" _.., 
.5......, s 2 

0 
s s s 0 

O n n - l 2 J."" -si d = +-x--X···X- e I t 
s s s o 

Integrando por n-esima vez por partes tenemos: 

y t=U => dt=dU sustituyendo: 

t = 1m +-x--x···x-x- e • L{ "} 1. [ n(n-1Xn-2)···3x21e-stl
5

] n n-1 2 1 J."" -s'ld'• 
Ó-+OO Sn O S S S S O 

n n - l 2 1 J."" _.., =0+-x--x···x-x- e ldt 
s s s s o 

= nx (n- l)x (n- 2)x · · ·x 3 x 2x 1 J."" e-sildt 
sn o 

finalmente evaluamos la última integral: 

lo que nos lleva al resultado buscado, que es lo que se quería demostrar: 

L {t"} =-..!!..!_ paras> O 
Sn+I 
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Sea f(t) una función de clase A con cuya transformada esta dada por L {f(t)} = f(s) 

entonces, L{t"f(t)} = (-1 f d"fs~s). 

Demostración. 

Aplicando la definición. L {f(I)} = f(s) = J
0
"" e-" f(t)dt si derivamos con respecto a s 

obtenemos: 

í°' SI 

df(s) = d Jo e- f(t)dt = í"" -te-sr f(t)dt = _ í"" e-·"if(t)dt 
ds ds Jo Jo 

siguiendo el mismo proceso tenemos: 

si despejamos adecuadamente tenemos: 

í"" e-srtn f(l)dt =(-Ir dn f(s) 
Jo dsn 

Que por definición es: 

que es el resultado que se quería probar. 
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5.- Transformada Inversa de Laplace 

Sea f una función diferenciable que satisface las condiciones del teorema de existencia 
de la Transformada de Laplace. Entonces de la 

se desprende la fórmula inversa: 

} Jc+joo 
f(t)=--. . e"f(s)ds 

27l" J C-JOO 

(t >O) 0.5.1 

la cual se conoce como fórmula de Mellin. 

al resolver problemas usando el método de la Transformada de Laplace, se enfrenta el 
problema de cómo hallar f(t) partiendo de f(s). Matemáticamente, se obtiene 
f(t)def(s). con la expresión dada en D.5.1: 

} fc+joo 
f(t) = --. . e 51 f(s)ds 

27l" J C-JOO 

(t >O) 

donde c. la abscisa de convergencia, es una constante real elegida más grande que las 
partes reales de todos los puntos singulares de f(s), entonces el camino de integración 
es paralelo al eje jm. a una distancia e del mismo. Este camino de integración está a la 
derecha de todos los puntos singulares. 

Realizar la integración dada por la ecuación.(0.5.2) parece complicado. Por suerte, hay 
procedimientos más simples que efectuar, esta integración directa para hallar f(t) a 
partir de f(s). 
Un modo conveniente de obtener transformadas inversas de Laplace es utilizar una tabla 
de transformadas de Laplace en este caso, en la tabla la transformada de Laplace debe 
aparecer en forma inmediatamente reconocible. 
A menudo la función buscada puede no aparecer en las tablas de transformadas de 
Laplace de que se disponen. Si no se encuentra en la tabla una transformada f(s) 
determinada, se puede desarrollar en fracciones parciales y escribir f(s) en términos de 
funciones de s simples para las cuales se conocen las transformadas inversas de 
Laplace. 

METODO DE DESARROLLO EN FRACCIONES PARCIALES PARA HALLAR 
TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE. 

Si se descompone f(s), la transformada de Laplace de f(t). en sus componentes, 

f(s) = J;(s)+ J;(s) + ... + f,,(s) 0.5.3 
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y si son fácilmente obtenibles las transformadas inversas de Laplace de 
f.. (s ), ¡; (s ), . ... f,, (s) entonces 

C 1 [f(s)] = C 1 [.fi(s)]+C' [J;(s)]+ ... +L-1 [f,,(s)] 
= f..(t)+ J;(t)+ ... + f,,(t) 

0.5.4 

donde f..(t),J;(t), ... ,f,,(t) son las transformadas de Laplace inversas de 

f.. ( s ), ¡; ( s ), .. ., f,, ( s) , respectivamente. 

En los problemas de teoría de control, f(s) frecuentemente es de la forma 

f(s) = B(s) 
A(s) 

0.5.5 

donde A(s) y B(s) son polinomios en s. en los que el grado de B(s) no es mayor que el 
de A(s). 

Para aplicar la técnica de expansión en fracciones parciales para hallar la inversa de 

Laplace def(s) = B(s). hay que conocer previamente las raíces del polinomio A(s) del 
A(s) 

denominador. ( en otras palabra, no se aplica el método hasta haber descompuesto en 
factores el polinomio denominador). 

La ventaja del procedimiento de expansión en fracciones parciales consiste en que los 
términos individuales def(s) resultantes de la expansión en fracciones parciales. Son 
funciones muy simples de s; por tanto, no es necesario recurrir a la tabla de 
transformadas de Laplace si se memorizan algunas transformadas simples. 

Sea f(s) escrita en la siguiente forma: 

f(s)= B(s) = K(s+=1 )(s+=2 ) ••• (s+=m). 
A(s) (s+p,)(s+p2 ) ••• (s+p.,). 

0.5.6 

donde p 1,p2 , ••• ,p.. y =,,=2 , ••• ,=m son cantidades reales o complejas; para cada 
complejo p o = habrá un complejo conjugado de p o = , respectivamente. Se supone 
aquí que la potencia más alta des en A(s) es mayor que la de B(s). 

en el desarrollo de B(s)I A(s) en fracciones parciales, es importante que la mayor 
potencia des en A(s) sea mayor que la mayor potencia des en B(s). Si no es ese el 
caso. hay que dividir el numerador B(s) por el denominador A(s) para obtener un 
polinomio en s más un residuo ( una relación de polinomios en s cuyo numerador es de 
grado menor que el denominador). 
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Deurrollo en Fnicciones Parciales cuando f(s) únicamente contiene polos reales 
distintos. 

En este caso, siempre se puede expandir f(s) en una suma de fracciones parciales 
simples, como sigue: 

f B(s) a 1 a 2 ak ª" (s) = -- = ---+---+···+---+···+--­
A(s) s+p1 s+p2 s+pk s+pn 

0.5.7 

donde las ak son constantes. Aquí ak recibe el nombre de residuo en el polo s = - p,, se 

puede hallar el valor de a,, multiplicando ambos miembros de la ecuación anterior, por 

(s+ p,,) y haciendo s =-p" 

B(s) (s + p )] =a 
A(s) k s--P, k 

se ve que los términos de la expresión desaparecen con la excepción de ª" , por tanto se 

halla el residuo ª" de 

B(s) (s+ pk)I = ª• 
A(s) s--P. 

0.5.8 

Una vez determinadas las ª" para k = 1, ... , n se encuentran las inversas de la ecuación 
0.5.7. 

Desarrollo en Fracciones Parciales cuando f(s) contiene polos complejos 
conjugados. 

Este caso es el mismo que el anterior con la diferencia que estamos considerando que p
1 

y p 2 son polos complejos conjugados, y se puede usar la siguiente descomposición: 
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0.5.9 

Los valores de a 1 y a 2 pueden se obtenidos multiplicando ambos miembros de la 

ecuación 0.5.9 por (s + p 1 )(s + p 2 ) y haciendo s = -p1 • con lo que se tiene: 

B(s) (s+ p, )(s+ p,)I =[(a,s+a2)+~(s+ p, )(s+ p 2 )+ ... +~(s+ p, )(s+ p 2 )] 
A(s) •-;;P• s + p 3 S + Pn ••;;P• 

s--pz s--P: 

Se ve que todos los términos del desarrollo desaparecen con la excepción del término 
(a1s+a2 ). Entonces 

B(s)(s+p,)(s+p,)I =(a,s+a
2

) 

A(s) • •-;;Pt 
D.5.10 

s--P: 

Como p 1 y p 2 son cantidades complejas, ambos miembros de la ecuación D.5.1 o son 
magnitudes complejas. Igualando las partes reales y las partes imaginarias de ambos 
miembros, se obtienen dos ecuaciones. De estas ecuaciones, se pueden despejar los 
valores de a 1 Y ª2. 

Desarrollo en fracciones Parciales cuando f(s) tiene polos múltiples. 

Sea f(s) = B(s). donde A(s) =O tiene raíces p 1 múltiples, de multiplicidad r. (se supone 
A(s) 

que las otra raíces son distintas), entonces se escribe A(s) como: 

La expansión de f(s) en frac.cienes parciales es: 

f(s)= B(s) = b,. + b,._1 +···+-h-'-+···+ a,.+, +···+-ª-"-
A(s) (s+ Pi Y (s+ P1Y-1 s+ Pi s+ P,.+1 s+ Pn 

D.5.11 

donde b,,b,._1, ... ,b1 se calculan como: 
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b =.[B(s)(s+p)'J .. 
r · A(s) i. 

-_ .s--Pa 

b =_!_{.:!!_[B(s)(s+ )r]} ···b =-·-{dr-i [B(s)(s+ )r]} 
r-j j! dsj A(s) Pi ·•=-Pt i (r -1)! dsr-i A(s) Pi s=-Pt 

La obtención de las br se procede del siguiente modo: 

Se multiplica ambos lados de la ecuación 0.5.11 por (s +Pi)' y se hace que s tienda a 

- Pi . de este proceso obtenemos el primer termino: 

Si se multiplica ambos lados de la ecuación 0.5. 11 por (s +Pi Y y se deriva respecto a s, 
se obtiene el segundo termino: 

b {d[B(s)( )r]} 
r-i = ds A(s) s + P1 s=-Pt 

En forma similar, derivando sucesivamente respecto a s y haciendo que s tienda a - p 1 • 

se obtienen las ecuaciones para las h,_j. 

Se puede observar que la transformada inversa de Laplace de está dada por 
(s+ Pir 

Entonces se obtiene la transformada inversa de Laplace de f(s) de la siguiente manera: 

L-i [f(s)] = f(t)=[~tr-t + br-I tr-2 +···+b t+b ]e-Pt' +···+a e-p.r 
(r-1)! (r-2)! 2 1 

" 
(para t ~O). 

Otros métodos para obtener la transformada inversa de Laplace son: 

Desarrollo de Heaviside. 

Este método es general, sirve tanto para raíces reales diferentes. complejas, como para 
raíces múltiples. 
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Sea f(s) = B(s), donde A(s) tiene raíces diferentes Pi * p 2 * · · · * Pn entonces: 
A(s) 

L-i [B(s)] = f B(p,,) e-P•' 
A(s) k•i A'(p,,) 

ci [f(s)]= f(t)= B(pi) e-"'1 +···+ B(p,,) e-P•' +···+ B(pn) e-p.i 
A'(p¡) A'(p,,) A'(pn) 

En caso de multiplicidad de raíces: 

B(s) b b, i bi ªr+i an 
f(s)=--= r + - +···+--+···+ +···+--

A(s) (s +Pi Y (s+ Pi y-i s+ Pi s+ Pr+i s-+ Pn 

para k = 1, ... , r 

Teorema de Inversión o del Residuo. 

1 fc+jao ~ [ J --. . esr f(s)ds = ¿. 9l esr f(s) 
2n j C-J«l r=l S'l!ll.S,. 

Teorema de Convolución 

L {J; (t) * J;(t)} = f¡(s)J;(s) => ci {J;(s)J;(s)} = J;(t) * J;(t) 

donde 

L{J;(t)}=J;(s), y L{J;(t)}=J;(s) y 

J;(t)• J;(t) = J;.t;(t -ó)J;(ó)dó integral de convolucion 

Una propiedad importante de la convolución es la conmutatividad, es decir 

J;(t)• J;(t) = J;(t)• J;(t) 

En el último apartado de este anexo ilustraremos la aplicación de estos resultados a partir 
de la resolución de algunos ejemplos. 
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6.- Trasformadas de Laplace de las Funciones Generalizadas 

Las funciones generalizadas o funciones singulares ocupan un lugar importante dentro del 
estudio de los sistemas dinámicos, esto se debe principalmente al uso frecuente que se 
les da en el análisis de este tipo de sistemas. 
Además, en la ingeniería es necesario modelar fenómenos que tienen que ver con 
situaciones puntuales o instantáneas , lo cual se puede lograr a través de las Funciones 
Generalizadas; asimismo, en la ingeniería eléctrica y electrónica es necesario representar 
el abrir y cerrar de un interruptor de manera instantánea, la delta de Dirac modela 
matemáticamente este fenómeno, otro ejemplo importante lo encontramos en la ingeniería 
Civil al representar una carga puntual sobre una viga, esto también se lleva a cabo a 
través de la delta de Dirac. 
Algunas senales eléctricas y/o electromagnéticas se modelan a través de las funciones 
generalizadas, ya sea senales discontinuas en el tiempo o en la frecuencia o, con un 
dominio discreto o continuo. En particular, la delta de Dirac aunque es una función con 
dominio continuo, en la practica real de la ingeniería se maneja como una función con un 
dominio discreto en el modelado. 

Las funciones que se tratarán en este anexo son: 

La función de Heaviside {llamada en ingeniería función escalón unitario) cuya derivada 
generalizada es la delta de Dirac. 
La función integral de la función de Heaviside (también llamada en ingeniería función 
rampa) 
La delta de Dirac (llamada en ingeniería función impulso). 

Función escalón. 

La función escalón unitario u(t), se define analíticamente como: 

u(t) = 

y su representación gráfica es: 

u(t) 

o 

{
O, 

1, 

t <0 

I 2:0 
D.6.1 

t 
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Esta función escalón unitario puede ser sujeta a las siguientes operaciones: 

-Multiplicación por una constante arbitraria 
-Desfasamiento en el tiempo 
-Adición y multiplicación con otras funciones del tiempo 
-Derivación 
-Integración 
-Transformada de Laplace. 

En este anexo solo mostraremos la transformada de Laplace: 

La Transformada de Laplace aplicada ala función escalón unitario. 

Sean las funciones: 

J;(t) = u(t) 

J;(t) = Ku(t) 

J;(t) = u(t±t0 ) 

Función escalón unitario 

Función escalón multiplicada por una constante 

Función escalón unitario desfasada 

al aplicar la transformada de Laplace a las funciones anteriores, se obtiene: 

1 
L {u(t)} = - para s>O 

s 
K 

L{Ku(t)} =- para s>O 
s 

L {u(t ±1
0 

)} = .!..e±sto para s>O 
s 

Función Rampa 

La función rampa unitaria r(t) se define desde el punto de vista analítico como: 

r(t) = {
O, 

t, 

t<O 

t~O 
D.6.2 
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Su representación gráfica es: 

Esta función puede estar sujeta a las siguientes operaciones: 

-Multiplicación por una constante arbitraria 
-Desfasamiento en el tiempo 
-Suma algebraica de funciones rampa 
-Derivación 
-Integración 
-Transformada de Laplace. 

La Transfonnada de Laplace aplicada a la función rampa unitaria. 

Sean las funciones: 

.ft(t)=r(I) 

J;(t) = Kr(I) 

J;(t) = r(I ±10 ) 

Función rampa unitaria 

Función rampa unitaria multiplicada por una constante 

Función rampa unitaria desfasada 

t 

al aplicar la transformada de Laplace a las funciones anteriores, se obtiene: 

l 
L{r(I)} =- para s>O s2 

K 
L{Kr(t)}= 2 para s>O 

s 

L{r(t±t0 )} = -;-e±sto para s>O 
s 

188 



Función Delta de Dirac o impulso 

La función impulso ó(t) es la de mayor importancia y uso frecuente en el estudio de 
muchos de los fenómenos que ya hemos comentado 
La función impulso o delta de Dirac es una idealización matemática que se puede obtener 
a partir de otras funciones del tiempo, en especial de las funciones rampa y escalón. 

Considere la siguiente función: 

1 1 
f(t) = -r(t)--r(t -a) 

a a 

En la siguiente tabla efectuamos la suma algebraica para diferentes tiempos de la función 
propuesta. 

I 

o 
1 

2 

a 
a+l 

a+n 

1 
-r(t) 
a 
o 
1 

1+3.. 
n 

1 
--r(t-a) 

a 

2 

n 

1 1 
f(t) =-r(t)--r(t-a) 

a a 

1 

Los resultados de la tabla los podemos observar gráficamente en la siguiente figura. 

1 
-r(t) 
a 

a 

+ 

a 

1 
--r(t-a) -

a 

1 1 
-r(t)--r(t -a) 
a a 

= 

a 
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La representación gráfica de la función finalmente es la siguiente: 

f(t) 

o a t 

derivando la función f(t) con respecto al tiempo, que se obtiene es: 

Cuya gráfica es: 

1 
a 

df(t) 1 1 
--=-u(t)--u(t-a) 

o 

dt a a 

df(t) 

dt 

a t 

De al figura anterior de f (t) se observa que a medida que el valor de a decrece, la 
función f(t) se aproxima a la función escalón, si a es igual a cero, f(t) es idéntica a la 
función escalón, por lo tanto se tiene: 

u(t) = limf(t) 
a-+0 

Por otra parte, la función impulso se interpreta como un pulso de duración muy 
pequeña(infinitesimal) con la condición de que el área de este pulso sea unitaria. Esta 
condición la satisface la función que se muestra en la figura anterior, ya que el área de 
ésta es independiente del valor de a. 
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De esta manera, la función impulso o(t) se puede obtener como: 

ó(t) = lim df(t) de esta expresion y la anterior obtenemos 
a-+0 di 

ó(t) = du(t) 
dt 

cuya representación gráfica es: 

ó(t) 

o t 

0.6.3 

Otra forma de aproximar a la función impulso, se muestra en el siguiente apartado 

La función Delta de Dirac. 

Muy a menudo en los problemas prácticos es necesario tratar con fenómenos de 
naturaleza impulsiva. Por ejemplo, voltajes o fuerzas de gran magnitud que actúan 
durante intervalos de tiempo muy pequeños. En la siguiente gráfica se representa los 
procesos de este tipo de la manera siguiente: 

K 

I 
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Si estamos hablando de un sistema mecánico y la función 

{
K, 

g(t) = 
O, 

10 -T ::51::510 + T 

I < 10 -T o I > 10 + T 

es una fuerza, entonces la integral 

f"" 1•0+< / = _,g(t)dt = •o-r g(t)dl 

es el impulso total de la fuerza g(t). 

En particular supongamos que 10 =O y que g(t) está dada por 

gráficamente sería 

{

_l_ - T ::5 I ::5 +T 
g(t) = 2r' 

O, t < -r o t > +r 

2r 

-T fo =0 t 

donde r es una constante positiva y relativamente pequeña. En este caso. 

f r dt 1 
I= -=-2r=l 

-r 2i- 2r 

Lo más importante aquí es que la integral no depende de r . Que pasa, si los períodos de 
la aplicación de la fuerza g se hacen cada vez más cortos. Es decir, que pasa si r tiende 
al cero como lo muestra la siguiente figura. 
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-1 1 
2 

l 
4 

l 
4 

1 
2 

De la gráfica vemos que el valor de la función g tiende al infinito en el punto t = O. 

I 

Para t *O el límite lim g(t) =O. Pero el valor de la integral / no depende del valor de r. 
r-o 

Por eso podemos creer que 

lim/(r)=l 
r-o 

El fenómeno que ahora estamos observando de echo es la definición de la función delta 
de Dirac. Esta es, la función definida por las propiedades: 

8(1)=0, t *º 
¡_: 0(1)d1 = 1 

Pero nos esta esperando una desilusión. No existe una función ordinaria que satisfaga 
estas condiciones. La integral de una función ordinaria sobre un intervalo de longitud cero 
no puede tener otro valor, sólo cero. 

Históricamente han existido muchos conceptos matemáticos que en su momento parecían 
absurdos pero después recibieron algún sentido y ahora la ciencia contemporánea no se 
nos imagina sin ellos. Lo mismo paso con la función 8 que inventó Paul A.M. Dirac, 
quien fue ganador del premio Nobel en 1933(cuando tenía sólo 31 anos) por su trabajo en 
mecánica cuántica. Los físicos se reían de una función que según ellos no existía y 
también de Dirac. 
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La función ó es un ejemplo de las que se conocen como funciones generalizadas. 
Muchos años después de la introducción por Dirac de la función t5 Laurent Schwartz 
Creó su teoría de las funciones generalizadas. 
Para nosotros las igualdades en la definición de la función t5 son axiomas, y ó(t)es un 
impulso unitario en el punto t =O . Si un impulso unitario sucede en algún otro punto 
t = 10 , entonces tenemos la función t5(t -10 ) : 

t5(t-t0 )=0, l*O 

J: ó(t -10 )dt = 1 

La función ó se aplica para describir muchos procesos físicos (como el que nos ocupa en 
la respuesta de nuestro regulador) y tal vez es una de las funciones más conocidas. 

La función impulso, al igual que las funciones escalón y rampa, puede ser sujeta a las 
siguientes operaciones: 

-Multiplicación por una constante arbitraria 
-Desfasamiento en el tiempo 
-Derivación 
-Integración 
-Transformada de Laplace. 

Como en los casos anteriores en este anexo sólo nos ocupa la Transformada de Laplace 
pero en este caso lo haremos con mucho detalle debido a la importancia de esta función. 

La Transfonnada de Laplace de la Función t5 • 

Comencemos con un pequeño ejemplo de la función escalón unitario. 

{
0, I <e 

u(I) = 
1, I ~e 

y si recordamos la grafica de esta función es muy simple: 

y 

1 

e 

y= u(t) 

I 
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La transformada de Laplace de u se determina fácilmente: 

s>O 
s 

Consideremos 

Introduciendo la nueva variable de integración, .; = t- e. tenemos 

entonces 

L{u(t)f(t-c)} =e-es L[f](s) 

Necesitaremos este hecho para el estudio de la transformada de Laplace de la función 
óde Dirac. 

Supondremos que t0 >O. y definimos L{ó(t -10 } por la ecuación 

donde 

L {0(1-10 } = lim L {g(t -10 )} 
r->0 

g(t-10 ) = {21-r' 
O, 

Esta definición es muy natural porque la función 8 está definida como un limite también. 

Si T < 10 • el cual finalmente debe ser el caso cuando r ~O, entonces 10 -•>O. 

La función g sólo es diferente de cero en el intervalo desde 10 -• hasta 10 +T. 

Obtenemos 
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Ahora nos interesa el limite 

La expresión ( eST - e-ST) en el punto r =O vale cero. El mismo valor en el mismo punto 

obtenemos para el denominador. Entonces tenemos una indeterminación del tipo ~. Para o 
los limites de este tipo existe una regla "La regla de L'Hospital" que dice lo siguiente: 

La regla de L'Hospltal Si una fracción f es indeterminada del tipo~ en el punto a. 
h o 

entonces. 

lim f(T) = f'(a) 
r->a h(T) g'(a) 

si f' y g' son continuas y h'(a) ;e O. 

En nuestro caso 

f(r)=esr_e-s', h( T) = 2 rs . entonces 

f'(r) =ses' +se-s' ~ f'(O) = 2s; h'(r) = 2s ;e O. Obtenemos 

hm =--=l . [eST - e-sr J f'(O) 
r-.o 2Ts h'(O) 

por lo tanto, 

L{o(t-t
0

)}=e-s'• lim e -e =e-s"' 
[ 

sr -sr J 
r-0 2rs 

Podemos ahora en la última igualdad pasar al limite t0 __...O. Entonces 

L{ó(l)}=l 
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Al aplicar la Transformada de Laplace a la función impulso multiplicada por una constante 
y desfasada. Obtenemos: 

J;.(t)= Ko(t) 

J;(t)=o(1±10 ) 

Función impulso multiplicada por una constante 

Función impulso desfasada 

al aplicar la transformada de Laplace a las funciones anteriores, se obtiene: 

L{Ko(t)}= K 

L {ó(t ±t
0

)} = e±.s1, 

A continuación se presenta una serie de ejercicios resueltos que ilustran la aplicación de 
la mayor parte de la teoría desarrollada en este anexo. 

Al final del anexo se muestra un diagrama de flujo en donde se muestra una secuencia 
lógica de la interrelación de los aspectos y conceptos teóricos de cada tema. 
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7.- Ejercicios Resueltos 

En los siguientes ejercicios se aplica la mayor parte de los temas tratados sobre la 
Transformada de Laplace. 

1.- Hallar L {e3't2
} 

Aplicando el teorema de traslación en el dominio de s 

f(t) = 1
2 => 

=> 

=> 

2.- Hallar L {g(t)}, donde g(t)= 

s >o 

{

cos(t - ~ ll"), 

º· 

3 
l>-tr 

2 
3 

t<-ll" 
2 

Aplicando el teorema de traslación en el dominio de t 

sabemos que s 
L{cost} =-2-- como 

s +l 
3 

--1rs 
se 2 

L {g(t)} =-
2
-

s +l 

En forma alternativa, también: 

3 

L {g(t)} = J
0
z"' e-st g(t)dt + f;,.. e-si g(t)dt 

2 

3 
a=-tr 

2 

i~... f"" 3 = 2 e-"(O)dt+ 3 e-srcos(t--tr)dt 
o 2" 2 

si 
3 3 

t=u+-ll" =>u=t--tr 
2 2 

3 

= f~e-...,e -2,.. .. cosudu 
2 

S -~1rs 
=--e 2 

s 2 +I 
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3.- Hallar L {(13 
- l)e-'} 

L {(13 
- l)e-'} = L {t 3e~'}-L {e-'} 

} 
31 

como L {t3 =-¡. tenemos 
s 

L{(t3 
- l)e-'} = 

6 
4 (s+l) s+l 

• « 

4.-Encontrar C 1 ={--s_+_J_"-} 
(s + l)(s +. 2) 

. "'• ~·:,;~_.:;¿, :.~\ ·.· ' 

calculando 
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'·· -, -

f(s)=··. :z·.
3
·+· o/~;;t\:_:; 1 

(s+l) (s+l) •. (s+l). 

r1{f(~>} =L~' [¿~~):SJ~I~.'[c:·~i>J~z~1 [(s~I)J 
f (t) = (t 2 + l)e-' 

6.- Encontrar L-1 
2 2 {

s
3

+2s
2
+l} 

s (s + l) 

Aplicando el teorema del residuo. 
Esta función es analítica en todo punto excepto para un polo doble en s = O y polos 
sencillos en s = ±i 

Calculando el residuo en s =O de e_,, f(s) 

l . {d [ 2 stf( >J} 1. {d [est(s3
+2s

2
+l)s

2
]} 1m - s e s = 1m - 2 

s--+0 ds s--+0 ds s 2 (s + 1) 

= lim {!!_[e,, (s3 + 2s2 + l)]} 
s--+0 ds (s2 + 1) 

= hm +--'--,----~ 
. {tes1(s3 +2s2 +l) e·"(3s2 +4s) 

s--+O (s2 +1) (s2 +1) 

evaluando 

=t 

En s = i el residuo es: 

1m s-1 e s = 1m s-1 l . {< .) stf( >} 1. [est (s
3
+2s

2
+1) ( · ·)] 

S--+I S--+I s 2 (s+i)(s-i) 

= lim[est (s
3 

+ 2s
2 
+ l)J evaluando 

s--+t s 2 (s+i) 

e"(-i-1)·. 
(-IX2i) : 

1 (1 .)· 11 =- -1 e 
2 

2ses1(s3 +2s2 +1)}. 
(s2 +1) 
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siguiendo el mismo procedimiento obtenemos en s = -i el residuo 

[
e..,(s3 +2s2 +1) J lim{(s+i)e ... f(s)}=lim 2 . . (s+i) 

s--.-1 s--.-1 s (s+1Xs-1) 

=hm . [est (s3 + 2s2 + 1)] 
s--.-1 s 2 (s - i) 

e-"(i-1) 

(-1X-2i) 

= ..!..(1 +i)e-" 
2 

Finalmente evaluamos la inversa 

evaluando 

L-1 {s
3

+
2

s
2

+
1
} = 1+..!..(l-i)e" +.!..(l+i)e-" utilizando Euler obtenemos finalmente. 

s 2 (s 2 +1) 2 2 

_ {s 3 
+2s

2 
+1} . L 1 

2 2 =t+cost+smt 
s (s + 1) 

7 .-Aplicando Heaviside para obtener ¿-• { 2 

2 
} 

s -2s+S 

B(s)= 2 

A(s) = s2 -2s+5=>p1 =1+2i, p 2 =1-2i 

A'(s) = 2s- 2 evaluando obtenemos 

para p 1 = 1 + 2i => B(p1 ) = B(l + 2i) = 2 y 

para p 2 = 1- 2i => B(p2 ) = B(l- 2i) = 2 y 

A'(p1) = A'(1+2i) = 2+4i-2 =4i 

A'(p2 ) = A'(l-2i) = 2-4i-2 = -4i. 
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Utilizando Euler e±" = cos 1±isin1 tenemos 

f(I) =_.!_e' ( cos 2t + i sin 21] +.!_e' ( cos 21 - i sin 21] 
2 2 

f(1) =_.!_e' cos21 +_!_e' sin21 +.!_e' cos21+_.!_e' sin21 
2 2 2 2 

finalmente obtenemos el resultado 

f (1) =e' sin 21 

En forma alterna, por el teorema de traslación 

Si factorizamos el denominador obtenemos s 2 
- 2s + S = (s-1)2 +4 

Rescribiendo 
2 

f(s) = (s -1)2 +4 

tenemos: 

ei {f(s)} = ei { 2 } 
(s-1)2 +4 

f(t) =e' sin 2t 

8.-Empleando ta transformada de Laptace, resolver et siguiente problema de condiciones 
iniciales. 

y"- y= e2
" y(O)= l, y'(O) =O 

Aplicando el teorema de derivación 

L {y"}-L {y}= L {e2
"} 

~ , l 
s-y(s)-sy(O)- y (O)- y(s) =-­

s-2 

sustituyendo condiciones iniciales 

2 o l s y(s)-s- -y(s) =--
s-2 
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Ordenando y despejando y(s) 

y(s)[s2 -t]=-1-+s 
s-2 

( )[ 
2 t] (s - l)(s -1) 

y s s - = 
. s-2 

y(s)= (s-l)(s-1) = (s~l)(s-1) 
(s - 2)(s2 -1) (s - 2)(s - lXs + l) 

() 
(s-1) 

y s = 
(s-2)(s+ l) 

Aplicando fracciones parciales 

9.-Resolver el siguiente sistema de Ecuaciones Diferenciales 

x' = 2x-3y 

y' =-2x+y 

Aplicando el teorema de derivación 

sx(s)-x(O) = 2x(s)-3y(s) 

sy(s)-y(O) = -2x(s)+ y(s) 

sustituyendo condiciones iniciales y ordenando 

sx(s)-3 = 2x(s)-3y(s) 

... y(s)-1 = -2x(s)+ y(s) 

x(0)=3 

y(O) = 1 

2 
3 

203 



(s-2)x(s)+3y(s) = 3 

2x(s)+ (s- l)y(s) = 1 

en forma matricial 

[
s-2 3 ][x(s)J = [3] 

2 s-1 y(s) l 

Aplicando Cramer para encontrar los valores de x(s) y y(s) 

x(s)= I~ s~ll = 3(s-1)-3 = 3s-6 

l
s-2 31 (s-4)(s+1) (s-4)(s+l) 

2 s-1 

ls-2 31 
y(s)= 2 1 = (s-8) 

l

s-2 3 1 (s-4)(s+l) 
2 s-1 

Aplicando fracciones: 

6 9 
a a 6 9 

x(s)=-1-+-2
- => a -- · a 2 ·=- => 

s-4 s+l 1 
- 5 5 

x(s) =2-+-5-
s-4 s+l 

b b y(s)=-•-+_2_ 
s-4 s+l. 

4 9· 

=> b1 =-~ b2 =2. ~y(s)=...::.:..2-:+_s_ 
·~ . .5 5 . • .. s-4 .· s+l .. 

finalmente obtenemos el resultado. 

6 9 .. 
x(t) = -e4

' +-e-' 
5 5 

( ) 4 41 9 -t y t =--e +-e 
5 5 
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ASPECTOS TEORICOS GENERALES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 
EN LA SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES Y SISTEMAS DE 

ECUACIONES DIFERENCIALES 

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE 

L-1 {f(s)} = f(t) = - 1-fC•J"" e" f(s)ds 
2fl' f C-J<D 

'------.il TEOREMAS Y PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE~,.·----~ 
L y C 1 

L {c1f..(t)+c2J;(t)+· · ·+c.f.(t)} = c1L {f.(t)} +c2 L {J;(t)} +· · · + c.L {f.(t)} 

= c1f..(s)+ c 2f,(s) +· ·· +c.f.(s) 

si L{f(t)} = f(s) 

si .fViSu~(~-t.) 

entonces 

si t < t0 

si t > t0 

T,. _ _, ____ s 

L{eª'f(I)} =f(s-a) 

T,._.,el_de t 

entonces L {f (I)} =e-"• g(s) donde T--·- g(s) = L {g(t)} 

sl ·f(t),j'(j};~ .. ,f"~1 (t) son continuas para cualquier t >O y si f"(t) es de clase A en (0,co), entonces 

l.{ dd,!'>}S';.j<~>;s~-·f(O)-s"-'f'(O)-·· ·-sf"-'(O)- f"º'(O) ·~ 
donde . f(O).f'(O), .. :J"~'(O),f"-'(O) son f(t),f'(t), ... ,f"-'(t),f"-'(t) evaluadas en t =O. -~ 

Si f(t) es continua Para t > O, entonces: 

T.......,...de .. ln9mgral 

L {f f(t)dt} = f~> + F~CO) 
u .... 11c111c1 

donde f- 1 (O)= J f(t)dt evaluada en t =O. 1 
L-1 {c1J;(s)+c2 J;(s)+··· +c.f.(s)} = c1L-1 {f.(s)} +c2 L-1 {J;(s)} +··· +c

0
L-1 {f.(s)} 

= c1f..(t)+c2f,(t) +···+c.f.(t) 

T- de C-.:lón 

si f(t) y g(t) son de clase A, con transformadas f(s) y g(s) respectivamente, entonces, 

L{f(t)• g(t)} = f(s)g(s) donde f(t) • g(t) = J: f(t-u)g(u)du es la convolucion. 

esto nos lleva C 1 {f(s)g(s)} = f (t) • g(t) = g(t) • f (t) la convoluciones conmutativa 
~1 

• 1 
J otras-·- lm.......,_ .. el - ..., : ·l 

El-deF_pa_ ·~ 
EIT_del_U0.•91como.ig....,.,_.........que _ __, .. _ .. , .. - .. T- 1 

(=_;¡~Oc-=:,:K:: ... :.:::;,,•-,~•:;;,_o._~;;.~;~,-~•:ó:.c;¿;~'-''"""'"!:."<t';,"f.'•j 
L 

Ecuaciones y Sistams de\ 
Ecuaciones Diferenciales ) L- 1 

Solucion m t. ·-----=T,-w-iiid-,-u.-rm-,_-,--,.--lrM!tU--de.,--,-LllS'-~.,-•-,•----"-
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