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Introduccion

Tanto desde el punto de vista geométrico como fisico, el andlisis de las simetrias es de
gran importancia. El suponer una simetria en determinado espacio permite obtener
bastante informacién, no sélo porque, desde el punto de vista operacional, resulta mas
sencillo resolver algunos problemas, sino porque en el marco de dicha estructura, hay
una serie de consecuencias que resultan ser problemas interesantes en si mismas. Tal es
el caso de la relacién entre las simetrias de un problema variacional y ciertas cantidades
conservadas, como por cjemplo la energia.

En particular, la relatividad general es una teoria donde la estructura geométrica
del espacio-tiempo y los aspectos mecanicos se funden por medio de la ecuacién de Eins-
tein. Mientras que en la mecinica newtoniana y la Teoria Especial de la Relatividad las

caracteristicas del espacio-tiempo estidn dadas y forman un marco de referencia para
cualquier sistema mecdnico, en la Teoria General de la Relatividad uno debe preguntar-
se cémo es el espacio-tiempo al mismo tiempo que se pregunta por el comportamiento
mecdnico de determinado objeto. En este sentido, es de suponer que la presencia de
slimetrias en el espacio-ticmpo tenga notables implicaciones en cualquier sistema fisico
que se estudie. La mecinica de hoyos negros es una rama de la relatividad general que
ha tenido gran desarrollo en las ltirnas décadas y que ilustra muy bien estas ideas;
las tres leyes de los hoyos negros, que en principio se deducen bajo ciertas suposiciones
de simetria en la geometria del espacio-tiempo, parecen tener un importante contenido
fisico.

En este trabajo se pretende hacer un estudio detallado del lenguaje de cierto tipo de
simetrias, para luego ilustrar una pequeiia parte de las consecuencias que tiene suponer
algunas de cllas en el marco de la Teoria General de la Relatividad. :

Para hablar de simetrias lo natural es usar la teoria de grupos; si se quxere ha-”
blar de simetrias continuas, los grupos de Lie resultan una herramienta mdlspensablef

Tomando en cuenta lo anterior, en el capitulo 1 desarrollamos el caso de los grupos‘ e
monoparamétricos y sus propiedades.
En cl capltulo 2, sxgulendo la mtenmon ongmal de Lle, }
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conservadas.

En el iltimo capitulo se hace una breve’ aphcacnén de las 1deas manejadas en los
tres anteriores, tomando a la Teoria General de la. Re]atlvndad y, dentro de ella, a la
mecanica de hoyos negros. A

Dado que este trabajo gira en torno a las snmetl ias contmua.s y. su lengua_]e se omite
la introduccién del formalismo tensorial, asi como las’ deﬁmcxones precxsas relacionadas
con las ideas de métrica, curvatura, transporte para]elo derxvada covanante ~Todos

estos conceptos (que aparecen en el capitulo 4 y los ‘dos apendlces) asi-como la notacnénr

de los mismos, se dan por conocidos y se reﬁere al- lector al llbro de Wald [10]



Capitulo 1

Grupos de Lie

En este capitulo desarrollamos las herramientas matemdticas de grupos de Lie que em-
plearernos tnds adelante. Para esto, partimos desde la definicion de variedad, de modo
que gran parte del material representa un breve repaso de la teoria de variedades y gru-
pos de Lie. Dentro de los resultados aqui presentados, destacan el Teorema del Rango
y el Teorema de Frobenius, ademds de los conceptos de grupos de transformaciones, en
concrelo, los grupos monoparamétricos de difeomorfismos.

1.1 Variedades.

Como una primera aproximacion, podemos pensar que las variedades son espacios to-
polégicos obtenidos a partir de “pegar” copias del espacio euclideano R™. Hay varias
maneras de realizar el “pegado”: a través del uso de homeomorfismos, usando difeo-
morfismos y mediante el empleo de homeomorfismos analiticos, en cuyo caso llamamos
a las variedades resultantes variedades topolégicas, variedades diferenciables (o suaves)
y variedades analiticas, respectivamente. En nuestro caso, trabajaremos siempre con
variedades diferenciables, de modo que, cada vez que hagamos referencia al término
“variedad”, entenderemos con ello que se trata de una variedad diferenciable. Demos
ahora una definicion mds precisa de una variedad.

Definicién 1.1 Sea A un espacio topoldgico y R™ un espacio euclideano m-dimensional.
Una carta (o vecindad coordenada) de A es un par (U,x) que consiste de un subcon-
junto abierto U de M y un homeomorfismo x de U a un subconjunto abierto de R™
(x:U C M — R™). .

Si para p € U C M escribimos x(p) como:

Xp) = @ @), 2™ (D)),

decimos que z'(p) : U — R es la i-ésima funcion. coardenada y que,(U,x) es una carta
en p. También puede hacerse referencia a una carta en&p notar las funciones
coordenadas (z'(p), ..., z™(p)) y lamarlas caardenadas locales en p.v
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Una coleccién {(Uas Xa)} de cartas se lama un atlas (6 sistema coordenado) en M
si {U,} forma una cubierta abierta de Af. El atlas es suave si para cada par de mdlces
a'y B, conU, N Ug.# 0, el mapeo

X © Xa' Xa(Ua N Ua) — XB(Ua N Up)

es suave (1 e..de clase C). Esta deﬁmcnon ‘se 1lustra en la fi f'gura 1.1.

RrR"

Figura 1.1: Un atlas suave.

Es claro que xg o xa! es un difeomorfismo (una. funcnon dé clase C de R™ a R™

con inversa suave) ya que (xgoxz')7! = Xao© Xﬂ € C*™ por dcﬁmcnon de ‘atlas suave.

Definicién 1.2 Decimos que dos . atlas suaves {(Ua, x,_,)} Yy {(V};, vﬁ)} en M son
equwalentes si para cada par de indices o ¥y B, con U n Up # 0 el mapeo

vg °Xu : Xa(Ua f'le) —) Uﬂ(Uan‘ )

es un difeomorfismo. Una clase de equivalencia de atlas suaves en M se llama estructura
suave o diferencial en M. La estructura suave representada por el atlas {(Ua,Xa)} se
denota com¢ [(Ua,Xa)].- Una variedad suave o diferenciable de dimensién m (o variedad
m-dimensional, o simplemente variedad) es un par (M,[(Ua,Xxa)}) que consiste en un
espacio Hausdor{T A segundo numerable y una ‘estructura suave [(Ua,Xa)] en M.

Generalmente denotamos la variedad (M;[{(Ua,Xa)]) como M, entendiendo que exis-
te una estructura suave [(Ua,xa)] en M.

Existen varios ejemplos de variedades, el mas sencillo lo constituyen los espacios Eu-
clideanos R". También las n-esferas (S™) y los espacios proyectivos (") son variedades
suaves.

Es posible construir nuevas variedades a partir de variedades anteriores empleando
varios métodos, por ¢jemplo:

- Un subconjunto abierto O de una variedad (IVI,[(U‘,,X‘,)]) constituye una subva-
rieded ubierta de M con una estructura dada por [(O M UasyXalonu.)]-



'entonces N es una subvarledad regular de M.

1.1 Variedades. B o 3

Flgura 1.2:'La proyeccmn estereogrifica como un s:stema de coordenadas de la esfera
a IR . .

- Dadas dos variedades suaves (M, [(Uarxa)]) ¥ (N, [(Vﬁ,‘l}p)]), el pro "cto éartﬁesiano

M x N es una variedad suave con la estructura [(U, x Vg, xﬂ, x.Ug

unportancm

Definicién 1.3 Sea Af una variedad m-dimensional, V- un subconjunt deM.y.n éN' :

tal que 0 <n < m. S| para cada p € IV existe una carta (U,x) de M en p tal que:
NnU {an]:L"'“(a)

ades suaves (Al [(U,xo)])
y (Y, [(V vg)]) ¢s suave (6 C= o dzferen ﬁ, con '
Ua NF™Y(Vg) 5 0, el mapeo A

’UﬂOFO;\':‘
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es suave o C° como funcién de R" a R™ (ver ﬁgum 1. 3) Un mapeo suave: F M — N
entre variedades suaves es un difeomorfismo si es un homeomorfismo y el mapeo mvcrso
F—! también es suave; se dice entonces que M y N son dzfeamorfa.s. )

L Ua

Figura 1.4: Un mapco suave entre dos variedades.

Pese a que este tipo de definiciones y generalizaciones hacen referencia a un sistema
coordenado, es ficil notar que, dado que estamos tratando con variedades diferencia-
bles, no dependen de las coordenadas, lo cual nos da la libertad de e]egu‘ el sistema
coordenado que resulte conveniente en cada caso. s

Definicién 1.5 Sea F : M — N un mapeo suave entre dos vanedades (AI [(U,xn)])
¥y (V,[(V,ug)]), con dimensiones m y n respectivamente.. El rango de F en un punto
p € M es el rango de la matriz jacobiana de F.evaluada en el punto p, esvdecu‘. dadgs
cartas (U,x) en py (V,v) en F(p) =g, exprcsadas como: e

x(p) = (:r:1 (p)

y

El mapeo [‘ e
F es igual al. minimo’entr.
matnz J(I") (p))’




*0(¢0) ='(¥"(90), -+ ¥™(90)), tales que,

Prueba.

1.1 Variedades. T R R e

Es sencillo ver que esta deﬁmcxon no depende del sxstema coordenado que esco_)a—
mos. Al establecer condiciones sobre el rango de un’ mapeo ‘suave; 'podemos garantxzar
la existencia de un sistema coordenado que nos permxta expresar a dxcho mapeo en su'
forma mds simple: : S

Teorema 1.6 (del Rango)

Side’ rango maximo en

pectlvamente, y sean py € M, F(po)_
{(po)); ¥y (V,v) en qo,

po, entonces existen cartas (U,x) en po;: X(po
VpelU

= (0), s ;0 oy
(z"(p),---,z (p)) i R ¢ B Y

" v(q) = v(F(p))
v(q) = v(F(p))

teorema es que, si F es de raugo mziximo'én’"po
F(pe) =qo € R* y dnfeomorﬁsmos X : U —)
F(p) =q € V/, se cumple:

voFox™ l(p)—-’UOFOY

C A pPo

Como F es de rango maximo en po, ‘existe ‘una submatriz de m x m de J (F){(po)

cuyo determinante es distinto de cero.: Sin perdlda de generalidad, tomando en cuenta
mapeos lineales que permutan coordenadas,, podemos suponer que

o] 1
= F l Teee —,,J"
) ar . o . ar Po
) ’Fm ' —Fm

b Po M azm™

Po
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es dlclld submatnz. Deﬁmmos x R"‘ - IR"‘ como::

entonces,

abiertas de po y de x(Po)
xR — R™ suave.

- ni~ e
xm+1 +r‘m+1

: la cual dado que ]as functones F' coni=m + 1, ...,n, solo dependen de las primeras
_ m coordenadns, es 1gua.l ar
Imxm 0
* Tnxn ]’

donde [, 5, denota la matriz identidad de m >, similar para I, <, y * es una submatriz
‘cuyo valor no influye en nuestros cdlculos. Claramente, det(J(v)(g)) =1 # 0 Vg, as{
que, aplicando el tcorema de la funcién inversa, sabemos que existen vecindades de g

y de v~'(q) en donde v~?! es un difeomorfismo y, por ello, tenemos v : R® — R™ suave.
o Si denotamos por ¢ a la inclusién de R™ en R", obtenemos que:

tox(z?, ..., a™) = o(F, .., ™) = (F!, ..., F™,0,..,0),
de donde:

v otox (B, i ™) = V(FY, oy F™,0, ., 0) = (FY, .o F™, F™ L F™) = F(z}, ..., 2™).

)




1.1 Variedades.

¢ (F Jan Rt ™) ya vl RT — R como la funcwn 1dent;1dad

7

de la funcién mversa) tales que:
: voFox“(a:‘,...,:L’,"

Sl n < m, la Prueba es bast;ante s1mllar, deﬁmendo X7 R™ — IR"‘ como x(:r: ,

Para el caso general en el que F es un mapeo entre vanedades Al y N conmderamos
que (U,%) y (V,0) son cartas en po y go = F(po), respectivamente; entonces, el mapeo
Do Fox~! es una funcién entre espacios euclideanos R™ y IR™, de modo que podemos
aplicar el teorema del rango en el caso que acabamos de demostrar Asx, sabermnos que
existen difeomorfismos ¥: 0 C IR —» R™ y §: V C R" = R" tales que' .

Do (Do Fox™!)ox Yaxt, ...,.’b’")

Do (Do Fox ') ox (!, ..,

Por lo que exlsteu cartas en, Po y en qo X
vecindades:U. y V correspondnent.es que cumplen el teorema del rango

La anterior. Prueba nos puede servir para ilustrar cémo 'se, trabaja con coordenadas

:“ y el hecho.de que las variedades sean espacios localmente homeomorfos a R*. En ge-
neral, se trabaja indistintamente con los puntos en la variedad, p €. M, o directamente

con sus coordenadas en R™, z = (z', ..., z™) = x(p), considerando que “localmente son

‘ jguales”. Por ejemplo, si tenemos un mapeo F : M — N, considerar 32 F¥ R equivale

- . o i _
. a tomar 3?_3/1 oFoyx

Hay que notar que el Teorema del Rango no sélo garantiza la. expresién sencilla
de un mapeo suave en térininos de ciertas coordenadas locales, sino que establece una
condicién para generar subvariedades regulares:

+= 8i'm £ n, I es un mapeo inyectivo y de rango mdximo en 11[ entonces F(M) es

‘una subvariedad (regular) de N. A F se le conoce como inmersidn y, a F(M) como

una subvariedad inmersaen N
-Sin <m, ¢ € N, F es suprayectiva y de rango miximo en F“(q), entonces

F~!(y) es una subvariedad (regular) de Af.
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A IR R B

(&) nem

Figura 1.5: Hustracién del Teorema del Rango.

Otro concepto que también se hereda del cdlculo es el de una curva sobre una va-
riedad. Asi, una curva suave en una variedad Af es un mapeo suave ¢ : I — M, donde
I es un intervalo en IR. Ahora bien, como cualquier espacio topolégico, una variedad es
coneza si no hay dos conjuntos abiertos que la separen. Dado que cualquier variedad
¢s localemnte difeomorfa a un espacio euclideano, entonces las variedades comparten
todas las propicdades locales de R™, en particular 1a conexidad y la compacidad locales.
Siguiendo este razonamiento, no es dificil probar, mediante vecindades coordenadas,
que cualquier variedad conexa es conexa por trayectorias, es decir que, para cualquier
par de puntos en la variedad, existe una curva suave que los une. En nuestro caso,
consideraremos siempre que nuestras variedades son conexas.

1.2 Grupos de Lie.

En una primera aproximacién, los grupos de Lie parecen la simple unién de conceptos
provenientes de dos ramas de las matemadticas: por el lado del dlgebra tenemos la idea
de grupo, por ¢l lado de la geometria tenemos a las variedades.- Como veremos mas
adelante, esta unién, que en principio parece “poco natural”, resulta ser una poderosa
herrainienta en cl estudio de las simetrias, permitiendo resolver una gran variedad de
problemas, tanto en las cuestiones algebraicas, como en las geométricas. Primero re-
cordemos ¢l concepto de grupo:



1.2 Grupos de Lie. ‘ ' o 9

Definicién 1.7 Un grupo es un par ordenado (G, *), onde G es un’ conJunto y *
es una operacién binaria en G, es decir, * : G x G- G.- En general, Vg,h € G, se
escribe *(y, i) € G como g*h, o sxmplemente gh, y a la operacién * se le suele llamar
producte en . Ademas, deben cumplirse las siguientes condncnones E ’
1) El producto es asociativo: (gh)f = g(hf) Vg, h, fE€G. ’ : 3t
2) Existe un unico elemeno e en G, llamado zdentzco o zdenttdad tal que ge ='e_l/ =
g Vgei. B

3)Vge G Fg'eGtalquegy~! =g lg=e. Aglse le conoce comoel i mverso de g.

Existen varios cjemplos de grupos, desde aquellos que se refieren a sistemas de
niimeros (Z, Q y IR son grupos con la suma como operacién binaria, por mencionar al-
gunos), hasta otros que ilustran claramente cémo la estructura de grupo es la adecuada
para hablar de simetrias (el grupo de movimientos de un poligono regular respecto a
sus ejes de simetria con la composicién como operacién, por citar uno).

La caracteristica particular de los grupos de Lie es que son grupos que tambxen

_tienen una estructura de variedad, de modo que ambas estructuras son compatibles.

Definicién 1.8 Un grupo de Lie es un conjunto G tal que es una variedad :suave
¥y G es también un grupo cuyas operaciones son suaves, es decnr que V g, Il. = C‘ el
. producto en G :

*+:GXxG—G
A (g, h) — gh .

¥ la inversién SRS RS e
gl G—) G,

son mapeos suaves entre variedades (de hecho, la mversnén es un dlfeomorﬁsmo) Aqun,
‘la estructura de variedad de Gx G esta dada por 1a estructura de producto cartesiando
de variedades.

Nuevamente, podemos deﬁmr‘y caracterizar a los ma.peos entre grupos de Lxe, por
ejemplo, un homomorfismo entre grup 5. de: Lle’ G y H es un mapeo suave ga" G —-) Hf
que respeta las operaciones de grup .

$(9:1)(g2) ,Vgl,gzeG

Si ¢ es un homomorfisino que ademas es un dxfeomorﬁsmo (como mapeo entre varleda-
des), entonces ¢ es un zsamorfsmo entre G y H Generalmente no se hacen distinciones
entre glupos de Lie que son 1somorfos. :

‘P(gl!h)

Hay numerosos ejemplos de grupos de: Lle, a. pesa.r de que en. prmcnpxo podrlamos
pensar que uo es asi. De entrada, los ejcmplos mads sencillos vuelven a ser los espacios
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_euclideanos R" aunque existen tambxen otros que fio son tan triviales:
E] grupo general lineal con coeficientes reales,

GL(7,R) = {A € M(R)nrn | det 5 0}.

. Podemos identificar a las matrices cuadradas de n X n con coeficientes reales con el
espacio euclideano R"', de modo que M(IR),x, es una variedad. Claramente, el mapeo
determinante det : M(R),xn — IR es continuo. Dado que R*(= R — {0}) es un con-
junto abierto en R y que GL(n,R) = det™!(R"), entonces GL(n, R) es un subconjunto
abierto de M(R),.xx ¥, por lo tanto, una subvariedad de M(R),,x,. Ademds, GL{(n, R)
es un grupo con la multiplicacién de matrices como operacién. El producto AB de dos
elementos A y B € GL(n,R) tiene entradas que son polinomios en las entradas de A
y B, las cuales son precisamente las expresiones en coordenadas del mapeo producto,
de modo que éste es suave. Las entradas de la matriz inversa de A, A~1, son funciones
racionales de las entradas de A cuyos denominadores no se anulan, de modo que son
mapeos suaves. Por lo tanto, GL(n, R) es un grupo de Lie.

Un subrupo H de un grupo de Lie G sc convierte naturalmente en un grupo de
Lie cuando estd equipado con la estructura de variedad heredada a partir de la de G.
Pensando en G como espacio topoldgico, si H es cerrado, abierto, etc., en G, a H se
le lama subgrupo cerrado, subgrupo abierto, etc., respectivamente. Particularmente, si
H es un subgrupo cerrado de G, entonces H es un grupo de Lie.! Asi, también puede
demostrarse, directamente o usando la afirmacién anterior, que los sxgunenteb grupos»
de matrices son gupos de Lie:

O(n) = {4 € GL(n,R) | AA' = I},
SL(n,R) = {A € GL(n,R) |det = 1},
SO(n) = OMn)nN SL(n, IR)
Aqui A® denota la matriz transpuesta de A. S e ) -

Muchas veces no estamos interesados en todo un grupo de Lie, sino sélo en aquellos
elementos que estdn cerca del elemento idéntico. En este caso, tendremos subvariedades
abiertas y conexas de un grupo de Lie que forman vecindades del elemento identidad
y tdnicmanete nos preocuparmos por verificar que los axiomas usuales de grupo de Lie
estén definidos y se cumplan en dichas vecindades, las cuales se conocen como grupos
locales de Lie. Inversamente, es posible partir de un grupo local de Lie y encontrar un
grupo global de Lie, conexo, que contiene al grupo local y preserva su estructura.

1La Prueba de esta afirmacién requiere un pbco mais de herramienta, en concreto, del mapeo
exponencial (que veremos mas adelante) y es un poco larga, pero puede consultarse en Kawakubo [5].
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Propiedad 1.9 o
Sea G un grupo de Lxe conexo A U.una ecmdad ‘de Ia ldentldad Sea - U" ==
{g192.--9n | g, € U} el conjunto de: productos de’'n’élementos de U entonces :

Es decir, que cada’elem roducto finito de elemen-

£ Sea Viun ubcomunto_ablerto de 74 que ontlene al lakumdad Y tal que V= V‘
“',(donde Vil= {g"l ]y e U}), por eJemplo V = Uﬂ Ut Sea. RN :

H= UV"JU‘

n=1

,'?lgﬂc';

entonces A es un subgrupo de G y es también un sixbconjunto abierto de G, puesto
‘que Vh € H, hV es una vecindad abierta de /» contenida en A. Adcmais, dado que H
es abierto, cada clase lateral g/ es un abierto en G, Vg € G. H es el complemento en
G de la unién de todas las clases laterales distintas de A, de modo que A es también
~cerrado en G. Como G es conexo y H # 0 (al menos la identidad estd en H), entonces
H = G. Por lo tanto,
G = U U,

n=1

(B

Para un grupo cualquiera, no neccsamamente de Lie, se defu "laaccion del grupo

sobre un conjunto S como sigue:

Definicién 1.10 Sea G un grupo y-S un.conjunto..Definimos una’accidn del grupo .
G en el conjunto S como un mapeo -:.G; | ) /g € )
Vs € 5), que satisface las siguientes propiedade:
1) g1-(g2-8)=(q192) s V,92 € G st €S
2)e-s=s8 VseS. .
Cuando existe una accién de G en. S se dice. que G actia en’S. " Para cada’s € S, se‘
define la érbita de s como el con_]unto ~

04

=g SIA., ,

Este concepto es uuport.aute ya que la’ herramlent;a de los. grupos e Lle resulta de
particular interés cuando tenemos uno de estos grupos actuando sobre una variedad.
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Definicién 1.11 Sea G un grupo de Lie y M una variedad. Si un. mapeo suave
: G'x M 5 M es una accién de G en M, entonces el: mapeo ‘es_una: acc:on isuave;

donde nuevamente estamos pensando en que’la estructuraide: vanedad de( Gix M esta’ ~

dada por la estrucbura de un- producto cartesnano de vanedades _El tnplete (G’, Jv[

rupo. de:traslacione. en R™. P.ua cada z € R" su

: ‘conﬂ @ el dngulo de rotacnon
 circulo ‘de radio 7, (1'2 = z2? + y?).

“para hablar de simetrias, sélo que ahora*podemos ‘trabajar tamblen con las ideas de
' contmmdad y diferenciabilidad. :




1.2 Grupos de Lie. : B R TR ‘13

: Un'*grupo: Iocal de Lransfonnaczones
(con"idéntico €), un subconjunto U

A PRI T SRR
. necesariamente regulares y con dunensnones que piede vanar n-referencia ‘a esto,

ha.y dos clases importantes de acciones de gtup S de Lie

Deﬁmcnén 1.13 Sea G un grupo local de transformaciones actuando en M, entonces:

“1)+ G actia selmreguhrmente si todas las orbxtas son de la'misma dlmensxon, como
:{subvauedades de M. S

2) '@ actia regularmente si la accién es semu'egular y Vp e M. 3U C M una vecin-
- ‘dad con la propiedad de que cada érbita de G intersecta a U en un subconjunto conexo.

Recordando nuestros ejemplos anteriores, el grupo de traslaciones en R" actiia re-
‘gularmente, puesto que todas sus 6rbitas son rectas; lo mismo ocurre con el grupo
de rotaciones en el plano, si quitamos el origen, ya que todas sus érbitas son circulos
“alrededor:del (0,0).. Encontrar un ejemplo de una accién semiregular que no sea re-
< gular es mds complicado, lo mds sencillo es tomar el llamado “flujo irracional” del toro.?

2Ver Olver [7], seccién 1.2.
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1.3 Campos Vectoriales.

La herramienta principal de los grupos de Lie y de los grupos de transformaciones son
las “transformaciones infinitesimales”, las cuales estidn dadas en términos del concepto
de campo vectorial. Para entender esta idea, lo primero que necesitamos es conocer lo
que significa un vector tangente.

Existen varias formas de definir a los vectores tangentes debido a que estos objetos
tienen una estructura verdaderamente multifacética. Por un lado, tienen un aspecto
geométrico que se manifiesta como direcciones en el espacio: cuando estamos “parados”
en una variedad, podemos movernos sobre ella en diversas direcciones, las cuales pueden
ser descritas por vectores tangentes a la variedad en nuestra posicién original. Por otro
lado, hay un aspecto analitico, segiin ¢l cual, los vectores tangentes aparecen como
“derivadas direccionales” (o bien, operadores diferenciales parciales de primer orden)
que, cuando se aplican a funciones suaves, nos dan la razén de cambio de dichas
funciones en una direccién determinada. A pesar de que, en cierto sentido, cstas
nociones parecen lo mismo, tienen un desarrollo distinto: mientras que las direcciones
nos proveen de una idea estrictamente geométrica (bdsicamente la de un vector visto
como “flecha”), los operadores diferenciales son objetos del dominio del andlisis y, por
ejemnplo, pueden estar construidos de tal manera que nos lleven a pensar en otro tipo
de operadores cuyo significado geométrico puede, en principio, no ser tan claro.

Para hablar de vectores tangentes, es conveniente hacer una consideracion del con-
cepto de variedad: de acuerdo a lo revisado en la seccién 1.1, particularmente la de-
finicién de subvariedad regular y el Teorema del Rango, siempre podemos pensar que
nuestras variedades Af son subvariedades de un espacio euclideano mayor R"?, es decir,
podemos imaginarnos a las variedades como superﬁcxes (de dxmcnsnéu ™m) mmersas en
un espacio euclideano de dimensién mayor a m.3

Comencemos con el punto de vista geométrico de los vectores. Supongamos que
queremos encontrar un vector tangente a una variedad M en un punto p € M. Hay
ditintas formas de hacer esto, dependiendo de la manera en: que tengamos descrita
a nuestra variedad. Si M es definida paramétricamente, es decir, . por medio de un
sistema de coordenadas, lo que hacemos es tomar una carta (U, x) en p.. Como estamos
considerando a nuestra variedad encajada en R", la parametrizacién de AJ estard dada
por el mapeo x~!, el cual lo podemos pensar como x~! : R™ ' — R, . (z!,...,2™) —
W, - y™, ™+, ., ¥™) ¥, sin pérdida de generalidad, tomamos x7'(0) .= p, (es decir,
x(p) = 0). Del célculo diferencial, sabemos que un vector tangente a. M en p estard

3Este resultado se conoce como el teorema de Whitney, el cual puede consultarse en Guillemin y
Pollack, Diferential Topolugy, Prentice-Hall, 1974. .
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. t gente es un-espacio
vectorial de dimensién m. B o

. Flguna 1.»7:;:713‘411_;.1’1:(‘)7&;' 1y >

De este modo, al tomar una curva en la variedad que pasa por p, ¢ : R .~ M,
entonces x oy es una curva en R™ que pasa por 0. Si el vector tangente a esta tiltima
curva en 0 esti dado por v, tendremos que el vector tangente a <p en p estd dado por
(V&)

Ahora bien, nuestra variedad A puede estar descrita como una superﬁcxe de nivel,
es decir, dado un mapeo suave y sobre F : R* — R"™"™, podemos ver.a nuestra variedad
definida implicitamente como la preimagen de un valor regular ¢ € R"~™." Supongamos
que p = (z},...,t§) € U € R*, U abierto tal que U N M es el conjunto cero del mapeo
F.y que F(p) = 0, es decir, p € U N M. Entonces, sabemos'del cdlculo que un vector
tangente a Af en p estari dado implicitamente como v = (£!,...;€") € R" tal que

(J(F) (0))(u — p) =0, es decir:

1 8 g i T
WF v orog I A\ 1L_ g1
» P 0

I
;,o ol B

+Z Pn—rnlﬁ Fu-—m' g §’!—a;0 !lj

El plano tangente a M en 4 quedara definido también lmpllcxtamente como:

TyMpeametrica = {v € R"| (J(F)(p))(v -p) =0}
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Figura 1.8: Vector tangente a“‘_uha ¢urva en una variedad .M.

En este caso, J(£)(p) tiene rango n ;'%n, asi qué»"su"hl‘xcleo/tiehe dimensién m,
por lo que Tp Mgeometrico €5 Un espacio vectorial de dnnensxoh m (1gual a la de nuestra :
variedad en cuestién). S : o

Pese a que este tipo de construcciones de vectorés tangei'xtes (j\mgd Cbh el coi'rcsponQ .
diente plano tangente) son geométricamente bastante explicitas, tienen la.desventaja
de que dependen del modo en que la variedad Af esta inmersa en R™. La descrnpcnon
analitica de los vectores tangentes, como derivadas direccionales, permlte encontrar un
modo intrinseco a la variedad para hablar de ellos y que, ademas, comcxde con el punto :
de vista gemétrico. Empecemos notando que a cada vector v= (E‘

~podemos asociar un operador diferencial

LA a
Du=25'55; 5

llamado la derivada direccional en la dlrecmon de v En el caso en.el que ‘v 'sea un
vector unitario en R" y f:IR® — IR sea una funcnon suave, el sngmﬁcado geomét.nco de

‘D.,(f)la: es el incremento de f en la dlreccon v D, (f)l.r: =v- Vf[ ; de modo que este
operador nos da la nocién que estamos’ buscando. - '

Definicién 1.14 Una derlvacxon en p € M es un operador D (de valores rea.les), defi-
nido en las funciones suaves cuyo dominio contenga a una vecindad de p, de modo que
Vf,g: M — R suaves, D satisface las siguientes dos propiedades:

1) (Léinealidad)  D(af +ﬂg)| = aD(f)l + ﬂD(g)l Va,feR.:
2) (Regla de Lewmz) D(fg)l —g(mu(f)l +f(p)D(g)| N

Consxderm emos ahora a los vectores t'\ngentes a J\I en p como denvacxones enp,y




:- propiedades de T, Mg, atitico-

1.3 Campos Vectoriales. ' ) LT R L &

al plano tangente en p como el espacno vect.onal de todas las denvacxones en p

TpManatitico = {D : S'(M) = RI D s una denvacxon en.’ p}, ;
donde 3'(M)—{f.1\4.—>leuaves }. - ST )

‘Antes de mostrar la equwalencm entr mb'c')s” planbs tangentes,' veamos algunas

observacion 1. Si f =g, " f,g € G'(M) en na vecmdad de p, entonces, ‘por lmelldad
L D(f)y = D(g) También por hnehdad S 1 que la denvacxon de toda f = constante

es cero. -
abservaczon 2, Supongamos que, las coorden das en una vecmdad U de p est;an dadas

' por (z!,...,z"), entonces 5%! es un vector tangente a‘Men D, es decnr, que V f,g e
P ,
F(M), se tiene:

(af + ﬂJ)l
(fg)|

oz
3:5‘

observacion 3. Los vectores Bt

entonces se cumple e

Lelna 1 15

. Usandd regla de la cadena, ,

RO f(aio)r=" [ f(mo + t(z - fb'o))dt‘—‘ Z(z ~ab) / —f(wo + t(z — zo))dt.
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Int‘.e;,rando por partes ‘se tlenc que

/ axlf(zﬂ K .
L N l Lid o .
- /0 tj;(z-’ — ) Liaﬂf(:z:o +t(z — wo))dt

donde @*(x) son funciones suaves que claramente se anulan en zp.

Proposicién 1. 16 . :
Si U es un Subcon_]unto abierto de R™ y D es una derivacién en g € U entonces

D= ZD(a: 8.1:‘

=1

Prueba. -
Para una f e 3'(1\!) arbxtmrxa, [

COH’!O en el 1(3!’“& anteno W

— L (OF: = ‘::”';‘,— — ‘i:
D(I)LO o+ZD<z zo) Az 1} £ D26 — b Dz, + @ e
= D(x? ’
; =, zo B:z‘
[}
Corolario 1.17
TR atitico biene dunensmn n.
Prueba.
Por la observacién 3y la proposxcnén anternor, 8—27] }, i=1,..,n, es base de
To .

TP aualutcn

a
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Ademads, si tenemos un mapeo suave entre variedades F' : M — N y fijamos un
punto p € M, F induce un mapeo lineal entre los espacios tangentes a p y a F(p):

Definicién 1.18 Sea F :.M - S N un mapeos suave entre variedades.y p. € 1\1

La diferencial de . F en p. (denotada como. F; 6" dFp) es una transform cién F‘ N

T, Monatitico — Tr(,,)Na,.amm, deﬁmda como 51gue

F‘(D)(f)

D(foF) Vf € F(N):
Teorema 1 19 Y
z) F; es una transformacxon hneal 4 § : e o
P dos mapeos suaves, p € M-y
G(p) € N, entonces ) R '

Prueba.
i) Va, B € R, tomando

Fi @Dy + D) \+BDy)(f o F)-
8 B VaD,(foF)+ﬁD2(foF)
Ry (D)) + AR (D))

DU o(FaG) =D(faF)oG)
[GH(D)(f o F) = Fg (G3(D)) ().
(Fm,,, °G; )(D)(n

(F ° G»(D' o

]

Corolarlo 1.20
Sea F': M — N un mapeo suave y peM, entonces el rango de F en p es igual al
rango de F + TpManatitico —+ Tr(pyNanatitico-

’ Prueba.

Dado que esto es un problema local, podemos dar (.oordenadab (:1: ye ,f") en una
vecindad de p y (¥, ...,y™) en una vecindad de F(p) Por: el corolario 1.17, 51. ,1 =
1,...,m, es base de T, Manaiitico (= TpR™, por el homeomorfismo local entre M.y R™).

. Considerando F' = (Fl » FP)=.(y'lo F,..[,y" o F), tendremos que las entradas de la

matriz asociada a F‘ son:

Fu-(a%w—f 2L
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de do de »D——(J o F)'=0, es decu’, yio F es conatante en U V_7 =1,y 10 por lo que
-F(U) =g, 1o.que implica que F=1(g) ¢s abierto como subconjunto de M. Dado que
. F“(q) es abierto y cex rado en M conexa, M = F~1(qg), por lo que F es constante.

jm}

Ahora que contamos con esta herramienta, podemos mostrar la"eqdiiralencia entre
T, N[geo,,,ctr‘c,, ¥ TpManatitico, e modo que no haremos distincién entre ellos al refenmos
al espacio tangente y denotaremos a éste simplemente como T,,J\I o

Supongamos que tenemos una v.xnedad M descrita como el cor unto cero de un
mapeo suave f: R® — R"™™, = (F1,.., F*™), de rango n—m. ,Entonces,

Tﬂj\lgcamécnw = kerJ(F) (p)7

con J(F)(p) : R™ = IR™™™" vista como transformncic’mvlinea'l.\

. Ahora bien, la inclusién' ¢ : Ml ——) R”:induce el mapeo

SiD G T A/[anullt

Lo que queremos.ver.es qus
se anula en-todo punto de



, (J(r)(p))(s ;

a‘un’ 1somorﬁsm ent‘.r es a o}

De hecho, TM es 'una variedad suave de dunensxon 2m y puede ser .visto como
M- {(p5,) | p € M, v, € TyM}.

- La ldea. es tomar vectores tnngentes “pegados” de una manera suave, de modo qixe
si tenemos una curva suave @ : IR — M, los vectores tangentes ¢(t) € T,y M varien
suavemente ‘de punto a punto. Un campo vectorial v en M puede verse como una’

. funcién’' que asigna.un vector tangente vl a cada p € M. A nosotros nos mteresan los

campos vectoriales suaves, es decir, aquellos que asignan vectores tangentes que varian
suavemente de punto a punto.

Las propiedades de los campos vectoriales se heredan de las propiedades de los
vectores tangentes, de modo que el conjunto de:todos:los: campos. vectonales suaves
forma un médulo sobre F(A), con las mguxentes operacnoneS'

donde cada &‘(z) es una funmon suave de 'z Generalmente, hacemos referencxa a uu
‘campo vectorial mdnstmtamente como v o como (£, ..., ™). Ademss, el mapeo diferen-
cial inducido por una funcién suave entre variedades F': A — N, se puede generalizar
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a los campos vectoriales tomando, para cada p € M, el mapeo Fp :T,M - TrpN. Es
importante notar que, si v es un campo vectorial en Af, entonces, en general, F*(v) no
necesariamente es un campo vectorial bien definido en N: para empezar, F*(v) puede
no estar definido en todo IV y, si dos puntos p, y p € M van a dar al mismo punto en

g € N bajo el mapeo F', no hay garantia de que los vectores F}, (vl ) ¥y F, (vI ) sean
P2

el mismo en V. Sin embargo, si F’ es un difeomorfismo, entonces F‘(v) siempre estd

bien definido, mds aiin, si tenemos dos campos vectoriales v en M y w en N, diremos

que v y w estdn F-relacionados si F'(vl )= IF( ) ‘Vp.
b

Una curva integral de un campo vectorial v es una curva parametnzada suave (1)

cuyo vector tangente en cualquier punto coincide con el yalor de 1 mismo punto:
do _ : :

dt -

=@(t) = vl Vt. '
o)
Dada una condicién inicial ¢o(0) = py, el teorema de exnstencna idad eyécﬁua'ciones ’
: dlferencxales ordinarias nos garantiza que hay una tnica curva mtegral ‘maximal” (con -
¢l mayor dominio posible) que pasa por pg. Lk R L

T SUCRYXM 5 M
t, zh, 0 2g) = (2! e, z™),
0,28, .., ") —  (zd, -y ).

La funcién ¢ asocia a cada zo, en un tiempo dado ¢, el punto sobre la curva integral
de v en dicho ¢. Por el teorema de existencia y unicidad, hay justamente una iinica
solucién para cada xo, asi que, para cada t fijo, ¢ define un difeomorfismo ¢, de M
a M. Es decir, que al aplicar ¢, a un punto (z¢), esto nos da la nueva posicién de
una particula que inicilamente estaba en zg y que se ha movido a lo largo de la curva
integral de v correspondiente, transucrrido un tiempo t. A los mapeos ¢(t, ) y ¢ se
les conoce indistintamente como el flujo generado por v. Tenemos entonces que, por el
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teorema de exxstenc;a y umcxdad, 75 cumple lo sxgulente.

7) wo(zo) ='wg " % )

it) Para valores suﬁcxentemente pequefios del pardmetro, ¢:(©0s(x0)) = Wrss(xo).
-1

ui) Para cadat con |t| suﬁcnentemente pequeilo, @_(z) == (ga,(:z,o)) .

Al comparar las propledades anteriores con la definicién 1.12, nos damos cuenta
de queé el flujo generado por un campo vectorial es un grupo local de transformacio-
nes, al cual se le conoce como grupo (locdl) monoparamétrico de difeomorfismos o de
transformaciones, y al campo vectorial v se le llama generador infinitesimal del grupo.

Inversamente, si tenemos un grupo local monoparamétrico de difeomorfismos ¢,
podemos definir su campo de velocidades (su generador infinitesimal) como:

d
Pt F %""(z) =0’

el cual, por deﬁmcxén, es tangente a las trayectorlas dadas por el grupo.

Por: e_]emplo, consider en R", en la direccién z!. Sea

o= (:Lo, -..,m ).y ‘PL(ZO)

-porlo que vl,o' = (1 0, Siey 0) y en genel al se mene el campo vectorial es constante y con
curvas mtegrales dadas por recf,as - .

=, 0,‘..,0)_ —

- En otro e_jemplo tomemos al glupo monoparametnco de rotacxoneb alrededor del
origen; por un angulo 0, en IR2. En este cabo, para (a:o, yo) -,aé (o, 0), tpa(:z:o, Yo) cstd dado
por: : . . :

“J:o'cose‘ = ydsirio Sl

xz = .
y = zosin(),-o-yopqsa’,,." o
de donde
ﬂfl [N
(‘iit t=0 = ; JO
dy| gy
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asi que v = ( Yo, :z:o) y el campo vectonal es -
(Io,!lo) e

entonces, -

por lo que

El snguxente resultado resalta la convemencm. de’ escober “un: sxstema coordenado
‘adecuado.. En este caso, tenemos que localmente, sxempre podemos ver a las curvas
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integrales de un campo vectorial v como rectas paralelas al eje !’

Teorema 1.22 (Rect:ﬁcacwn de coardenadas)

‘queap le corresponde el punto Ty =
campo vectorial es: s

'de modo que &'(xz) = 1y, por contmuxdad 5 (a:) > 0 en:una vecindad e Zg .= 0. -
Tenemos entonces que, para los puntos en las curvas mtegrale (z:l (t), Wik z"‘(t)) dentro
de dlcha vecindad, se tiene que :

dz:

=&(a)> 0= ddit <0,

‘por lo que las curvas mteglales varian en la direccién z!'; cru :
~{(0,z?,...,z™)}. Asi, podemos sefialar a los puntos de la forma (O z?, ., ™) como
condiciones iniciales del campo v. -

' Si tenemos un punto (z',...,z™) en una vecindad de O construlmos sus nuevas
“coordenadas tomando a la curva integral de v que pasa por dicho punto,- regresan-
do sobre esta curva hasta alcanzar su condicién inicial (0,y?,...,¥™) en el hiperplano
{(0,z?,...,2™)} y asignando cntonces las coordenadas (y!,%?,...;y™), donde y' estd
dado por el tiempo que le toma a (0, y?,...,y™) llegar a (z!, ..., ™) sobre la curva in-
tegral. Asi, el punto ¢(y',...,¥™), corresponde a un puntoé sobre la curva integral de
(z',...,2™) que, por teorema de existencia y unicidad, es la curva integral con condicién
inicial (0, %2, ...,y™); de modo que a (0,%%, ...,¥™) le toma un tiempo ! + ¢ llegar a
we(y!, ..., ¥™), por lo que

@u(¥ o ¥™) = G2y (0,57, ™)) = Peapr (0,470, 9™) = (¥ + ¢, 2%, .., ¥™)

a
’ = .
N U= Gt

a

Supongamos que tenemos un grupo monoparamétrico de difeomorfismos @ (x),
junto con su correspondiente campo vectorial asociado v, ademds de una funcién
J € F(AM). Definimos la accién del grupo en f como

wolx) - f = J(pe(x)).
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~Figura 1.10:° Un'sistema pqr:rder‘lado adaptado a v.

Para saber cua.l es el efecto de’esta accxon,'hay ‘que estudxar cémo cambla fa Io largo
del ﬂmo gen(_rado por v -conforme .varia el’ parametro t. Tomando en cuenta quela
eq)resxon del campo:en coordenadas, Sv= Z,_l 72, tenemos :

_z: =N 2L = |
jv(f)]

vu(::)

w(t,z) .

. En particular, para £
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xones ‘de convergencxa)

: s o
‘_:zpt)(:z:) ,-—a:’+tv| E?ul +...'_§n!v Ry

‘por lo que también se suele denotar al flujo asociado a v como exp(iv)z.

Generalmente, se conoce a v(f)| = 15‘(:‘)31-’ (<pt(z))| como la de-
rivada de Lie de f (también denotada como L,f). Utll:zando la nocién de derivada
direccional, nos damos cuenta del hecho de que, si f tiene una derivada de Lie nu-
la (L,f = 0), entonces la funcién f es constante en las curvas integrales del campo
vectorial v, lo que nos da cierta idea de “invariancia” bajo la accién del grupo mono-
paramétrico asociado. Mas adelante retomaremnos estas ideas.

A continuacidén definiremos la operacién mas importante para campos vectoriales:

Definicién 1.24 Sean v y w campos vectoriales en M, entonces, el parenteszs de Lie
(o conmutador) cs el campo vectorial, denotado como {v, w], dado por

[v, wl(/) = v(w(f)) — w(@(f)) Vf G ?(M)

. m i 8 . — m
Siv=3_1 &5 w T a;-* entonces,

regla de Lelbmz, se. t.xene

usand

Proposxcnon 1. 251
El paréntesis de:
%) IR-Bilinealidat

donde a y b son constantes.
i) Antisitnetria
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iii) Identidad de Jacobi.

o ]+ [ o1+ o ] = 0

o La R—b]lmealndad es consecuencna d:recta de la linealidad de los campos vectoria-

"+ les  vistos como denvacnones ‘La asimetria se sigue directamente de la definicién del
‘paréntesis de Lie.. En cuanto a la identidad de Jacobi, ésta se resuelve directamente
sustltuyendo la“definicién en todos los términos en donde aparezca el conmutador, de
“modo que, una’ ‘vez que se desarrolla completamente la expresién, los doce términos se
_’cancela.n por pares. :

O

-« Proposicién.1.26
B Sea 'F : "M '— N un mapeo suave entre variedades y v, w, campos vectoriales en
M .que estdn F-relacionados con campos vectoriales bien definidos F*(v) y F*(w) en
SN entonces, los correspondlentes paréntesis de Lie también estdn F-relacionados, es
o decir:;

F“([v w]) = [F'(v), Fr(w)].

?‘anero demostremos el sxgulente resultado dados ,w Yy u campos vectoriales en
y N respectwamente, yun‘mapeo F aIV[ —> N si. w y u estdn F-relacionados,

‘Como w estd F-relacionado

Regresando a Ia Prueba de la proposnclou, para .

€ 3’(1\7),:1:6 1\/!, t;énemos:
£z ([’" w]l )(f) = [v,w]l (foF)l RN

o] (s o P)| —u|, (u(foF))l
o|_(Fr)) e F)- wl SHRIGL F)
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],not'lcxén e\poneucxal para los ﬂu_]os d

‘Prueba.

1.3 Campos Vectoriales. ' i 29

le; e dOS campos vec-

Sean v, w, campo

¢¢(x) = xp( \/_u) exp( ‘\/_w) exp(\/_u) exp(\/_w)a:

define una_curva suave: para t suﬁcxentemente pequena, 0 <t Ademas, el pa.rentesns
de Lie [v, w] es el vector: t‘.angente a esta curva en el punto inicial Po(z) = .1:'

aw,(z)
o

o+

Escribimos y = exp(\/_w)m, exp(\/'u)y, exp( \/_w)z para expresar el ;
conmutador como -3, (x) = exp(—=+/tv)u. Entonces; usando las expanswnes de Taylor'
para los flujos, tenemos: ;

") = o exp( Vevyu

; z— \/-{wl
= y — \/-wly.'.
= mt{u)]

Por lo tanto: R i
o ()
<A




30 ' 'Grupos de Lie

Como otra ilustracién del sentido geométrico del paréntesis de- ‘Lie, mostraremos que
los flujos generados por dos campos vectoriales conmutan si y solo si el paréntesis de
: Lle de los campos se anula en cualquier punto. )

: Teorema 1. 28
Sean v y w campos vectoriales en una vmedad 1\[ Entoncea

exp(tv) exp(rw)z = exp(fw) exp(tu):z:

(1.2)
paratodoxz € M,V t, 7 €ERen donde los ﬂu_]OS estén deﬁmdos, si y sélo si
(v, w] = o . .

Prueba.

Por el teorema 1.27, se sigue inmediatamente que, si el flujo conmuta, entonces
[v,w] = 0. Supongamos ahora que {v,w] =0 y sea z € M. Si ambos campos v y w
se gnulan en z, entonces los flujos decjan fijo a « y es claro que conmutan en z. De
otro modo, al menos uno de los campos es distinto de cero en =z, digamos ul # 0.
Usando el teorema 1.22, podemos escoger coordenadas locales (y!,...,y™), cerc; de z,
tales que v = -52‘— en la vecindad que corresponda a dichas coordenadas. Entonces, si
we= 37 Oy" usando la expresién de [v,w} en coordenadas,

0=[v,w] =

| 5o = exp(t0) exp(rin)y = sxp(to)y (7, 0)
s 00+ 0y 00
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dado que y! no aparece en el lado derecho del sistema de ecuaciones diferenciales para
el flujo generado por w, como funciones de 7, y y ¥ son soluciones del sistema y ambas
tienen la misma condicién inicial:

y(0,t) = (¥' +t,3°, .. ,y"‘) —y(O t)

Por teorema de ewust.encm y unicidad, y(r,t) = y(T, t), lo que demuestra la vahdez del
teorema para ¢t y T suficientemente pequeiias.
Para probar el resultado general, consideremos los sxgunentes subco j tos del plano
T—t g

= {(7, t) | ambos lados de (1 2) estdn deﬁmdos y son. |guales en('r, t)}

Notemos que U C V, que V' es un conjunto conexo en el planor — ¢ Y que, por lo que
acabamos de probar, U.es abierto. Por otro lado, si se cumple (1.2) en una sucesién
(7i, t:) € U cuyo limite es (7*,¢*) € V, entonces, por continuidad, (1.2) se cumple en
(7*,t*), de modo que U contiene a todos sus puntos de acumulacién y, por lo tanto, es
cerrado. Asi, U es abierto y cerrado como subconjunto de V' conexo, por loque U = V.

(m]

1.4 Foliaciones y el Teorema de Frobenius.

Una foliacién es, en términos generales, una descomposicién de una variedad M en sub-
variedades de dimensién menor (conocidas como las hojas de la foliacién), que yacen
pegadas unas con otras de manera suave. En el caso mads sencillo, hemos visto cémo
cada campo vectorial v en una variedad Af determina una curva integral que pasa por
cada punto de AZ, de modo que v sea tangente a la curva integral en todo punto. El
teorema de Frobenius trata con el caso andlogo para dimensiones mayores: determinar
“subvariedades integrales” de sistemas de campos vectoriales, con la propiedad de que
cada campo vectorial sea tangente a la subvariedad en cada punto de ella, de modo
que tengamos subespacios vectoriales de los espacios tangentes en cada punto, pegados
unos a otros suavemente.

Definicién 1.29 Sea Af una variedad m-dimensional y n € N, 0 < n. < m. Una
distribucion n-dimensional D en:- M es una coleccion de subespacios vectoriales D, C
~TpM, uno para cada p € M, que son suaves en el sentido de que pueden ser descritos
por m campos vectoriales suaves {vl,...,u,,} que generan a D en cada punto de una

vecindad U € M. Un campo vectorial v estd en la distribucion D s 'ul G ZD pa.ra-

p.
cada p € M. Una distribucién D se llama involutiva o campletamente nteymble Sl para
cada dos campos vectoriales en ella, vy w, se tiene que [v,w] € D, es decir, dados
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{v1, ...,v,,} que generan a '.D exxsten funcnones suaves h.,k(:c) € 3’(1\[), i k=1,.,n
tales que, para cada 1.,_7 = 1 ,n, se, tlene. ;

Qéiéﬂ'~®, _generada por
ite, Ty N, estd genera-

Definicién 1 30 Una. subuarzedad tntegrable
{vl,...,vu}, es una subvariedad, N de "M, cuy: espam

do por los vectores {ull Y eeey v,,l } para cadavq

Proposncnén 1.31
Sea D una distribucién suave en AL: tal que’ ‘cada pu
riedad integral de D, entonces, D es mvolutnv .

to'de M:pasa por una subva-

Prueba.

Sea N una subvariedad integral de D que pasa’por.p €' 1\/[ Podemos pensar que
N es una subvariedad inmersa en M- medxant.e un mapeo £, ‘de modo que F(q) =p,
para algin ¢ € N, y que, para dos campos’ vectoriales y.ven D, existen campos
vectoriales ¥ y @ en N que estdn F-relacionados con v y w

Por la proposicién 1.26, [5,%]] € Ty4N y [v; w]| ‘estdn F—xelacxonados y, como N

¢s una subvariedad integral de D, Iy : TyN — .DF’(q) es un isomorfismo en cada g € N,
por lo que [v,w] = F*[5,®] € D

|
Teorema 1.32 (Frobenius). '

Sea D una dxstubucwn n~-dimensional, suave e mvolutxva en 1\[ y p €M, Entonces,
a carta (U K x)

z* = constante V i=n

son subvariedades integrales de. D y, si: N es.una; subvarleda tegral ‘conexa de D

contenida en U, entonces NV estd en una de estas hojas..:

Prueba.
Probaremos la parte del teorema correspondiente a la existencia por induccién sobre
n, la dimensién de la distribucién. Para el caso n = 1, escogemos un campo vectorial

v en D definido en una vecindad de p € M tal que vl # 0. Entonces, el teorema

; B P
122, establece coordenadas v = (¥',...,y™) alrededor de p tales que v(p) = yo =0y
u= 5;‘-, por lo que la curva integral de v que pasa por cero es la subvariedad buscada.
Supongamos que el teorema se cumple para n—1, queremos demostrar que se cumple
para una distribucién suave D de dimensién n. Tomemos campos vectoriales vy, ..., Uy
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que gencran a D en una vecindad de p. Por el teorenyxafv'l.2y2,~vexiscen coordenadas
v = (y',...,¥™) en una vecindad V de p tales que v(p) =y =0y

En V, sean

Entonces, los wy, ..., w,. son campos vectonales mdependnentes que generan a CD en V.
Sea SC M deﬁmda por la hoJa en la‘que’ y .

= w;

~ Por definicién de los w;, tenemos que

wi(y) =0 i=2,.,n.

de modo que los u; son campos vectoriales en' S, es decir, que ;| € T, S, siempre que

y € Sy, por lo tanto, los campos u; generan una distrubucién suailre en S de dimensién
n — 1. Afirmamos que esta distribucién es involutiva: los u; estin t-relacionados (con
t: S — M el mapeo inclusién) a los w; y, por la porposicién 1.26, sus paréntesis de Lie
también estdn c-relacionados a los paréntesis de Lie correspondi(,ntes a los w;. Como
los [w;, wj], (4,5 = 2) no tienen componente en la dlreccxou y!, existen funciones suaves
h tales que

[w,,w,] = Zh ‘

k=2

en V' y, por ello,

: [u;, u]]

- Esto prueba que la dlstnbumon en S es mvolutlva. Por hlpOt.eSlS de mduccnon, existen

coordenadas (22,...,2™) en una vecmdad de p € S tales que, las hojas definidas por
z! = constante Vi = n+41,..,m, son precxsamente subvariedades integrales de la

-distribucién generada por {ug,...,un} €n dlcha vecindad.

Las funciones

;]

1
= V.,
= 2Zowy, j=2..,n
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donde 7+ V-5 S es la proyeccién natural en. el sistema coordenado v = (', .y ¥™),
‘estdn definidas en una vecindad U de p € M son ndependlentes y todas se anulan en

wi(x")=0 en U, c()ﬁ

lya. que de esto se sigue que los campos ‘vectori
en cada punto de U y las hojas z* == constante

. mtegrales de D en dicha vecindad.
' Observemnos que la definicién de las

:.gAl tomar i = 2,..,m; -

isten funciones hf tales que

o (@) = 3 hun ().
R k=1

Fijeros una hoja en U de la forma z? = constante, ..., ™ == constante. En esta hoja,
w;(z™*") son funciones que sélo dependen de z! y la igualdad anterior se convierte en
un sistema de n — 1 ecuaciones diferencial es lineales y homogneas respecto a !, cuya
solucidén es 1inica, dadas condiciones iniciales, por el teorema de existencia y unicidad.
Como el sistema es homogéneo, las funciones 0 son una solucién pero, ademds, cada
una de estas hojas tiene un tinico punto en § N U, donde, por definicién de u; y de z7:

wi(z"") = i (2*Y7), i=2, e

Y, tomando en cuenta el hecho de que las subvariedades integrales de la distribucién
en S, determinada por los u;, estin dadas por las hojas adecuadas en las coordenadas
2*, se tiene:

ui(247)
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= w;(z"*) =0, i=2,.,n

De las dltimas tres igualdades se sigue que las funcnones w; (™) deben ser 1dent|camente
cero en U, lo cual completa la Prueba por induccién.

Finalmente, supongamos que /N es una subvariedad integral de ‘D conexa, v1st;a
como subvariedad inmersa a través' de un mapeo ' F, de modo que F'(N)‘ U Sea.'
w2 R™ — IR™™™" la proyeccién sobre las iltimas m = n coordenadas, y
vectores en D se anulan al tomar (7 o x)*, asi que

(roxoF);=0

para cadd q en N conexa, y, por el corolario 1. 21 o x o S Fles.
Por lo tanto, F(N) esta coutemda en una hoja z* constante

‘Figura 1.11: Ilustracién del Teorema de Frobenius.

1.5 Algebras de Lie.

- Para un grupo de Lie G, existen ciertos carnpos vectoriales distinguidos, caracterizados
por su “invarianza” bajo el producto del grupo. Estos campos vectoriales invariantes
forman un espacio vectorial finito dimensional llamado el dlgebra de Lie, que puede ser
entendida como el “generador infinitesimal” de G; de hecho, casi toda la informacién
del grupo G esti contenida en su algebra de L:e, lo que constituye el punto m(,dular
en la teoria de grupos de Lie.

Empecemos con un grupo de Lie G. Para ca.da elemento g € G se define el mapeo
producto por la izquierda como: - S

I,:G - G
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En este sentldo, un campo vectorml es’ zquzerda mvanante si Vg y h e G se tiene:

, :(zg)h(vl,.> =

v = ul .
Iy(h) gh

Notemos que si-v y w son dert_cho—'invai'iantes también lo es cualquier combinacién
lineal suya, por lo que el con_]unto de todos los campos vectorlales derecho—mvarlantes
en G forman: un espaclo vect.orlal

Definicién 1.33 El algebra de Lie de un grupo de Lie G, denotada como g, es el es-
pacio vectorial de todos los campos vectoriales xzqulerdo-mvarlantes de G.

Obsexvemos que cualquier' campo vectorial 1zqu1erdo—mvarmn

: pue g asociarse a_,
un umco vector: tangente a G en la identidad, ya que A

}Igualmente,
'vectonal\1zquxerdo—mvanante a través de la formula

b De este modo podemos 1dent1ﬁcar ag; el algehra d Lie de on’el espacio tangente

g__T,G

: ;Notemos que g-tiene la misma dimensién que su grupo de Lie.
Ademis de la estructura de espacio vectorial,zun’ algebra de Lie. es!:a equipada
"‘con una operacién bilineal y antisimétrica, el paréntesis de'Lie de campos vectoriales,
puesto que si dos campos vectoriales v y w son 1zqu1erdo—mvanantcs, también lo es su
‘parentesxs de Lie (por la proposicién 1.26): = Con

(Ig)* (lv, w]) = [(Zg)* (V) (Ig) (w)]:_ [v,WJ_-,’

E&to motlva una deﬁmcmn general de un algebra de Lle

Deﬁnncnon 1. 34 Un algebm de Lie es un espacno vect.orlal sobre R, 9, Junto con una
operacién binaria [, J:gxg — g, llamada el paréntesis de Lie de g, que satisface las
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siguientes condiciones Vv, ’U],’Ug, W, W, W, U E g' !
i) R-Bilinealidad

“[Ulw w] + b[vz, w],
alv, wl] + bv, wa],

donde a y.- b son constante&

dad de Jacobi -’

[, fo wl] + [, i, o] + o, [, UH =o.

Ademas de los campos vectoriales lzqu1erdo-mvar1entes (_mnto con el paréntesis de

F(e\p(tv).z:) = t.\p(tF‘ (v))F(zj

2 Lie para’ "campos), existen otros ejemplos de dlgebras de Lie,’ como’son: los espacios
: 'vector:ales en los que se define que ¢l paréntesis de Lie sea nulo para cualqmer par de
- vectores (a estas dlgebras de Lic se les llama abelzanas), ‘el grupo’ general lineal con el
" paréntesis de Lie definido como {4, B] = AB BA'

. los vectores en R3 con’ ‘el producto
. cruz como paréntesis de Lie, ctc. B
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En nuestro caso, para t1 Yy tz suﬁcmntemcnte pequenas se tiene que:

ge, gtz = ytg (ylz) m, (exP(t2v)e)
: exp(t2 (I, )" (v)) s, (€)

“Mis atn, g estd definido
0, asi que podemos definir

Por lo que g, es al menos un subgurpo monoparametrlco lo
al menos para una vecindad — to <t < to, para algun to
inductivamente:

L

Into+t = Gnty !h,' ,—Eto < ,_‘2
con.m un nimero entero. Esto ultimo muestra que ge.€s una curva suave en G que
_satisface las propiedades de grupo antes mencionadas th,tz, por lo que el flujo esta
bien definido globalmente y forma un subgrupo de G. Si gi, = gt, para algin t; # ¢,
entonces g;, = € para un valor positivo minimo £ = [ta — 4] > 0y getto = G, de donde
g: es periédico de periodo ;. En este caso {g:} es isomorfo a SO(2). De otro modo,
G # gi, para todos ¢y # ta, y {g:} es isomorfoa R.

De igual modo, si H C G es un subgrupo unidimensional, tomamos 'u| un vector

e
tangente a H en la identidad distinto de cero. Usando el isomorfismo entre g y T.G,
podemos extender 2 v en un campo izquierdo-invariante'en G. Dado que H es un
subgurpo, se sigue que vl’ es tangente a H en cualquier h € H y, por ello, H es la
T

curva integral a v que pasa por e.
(]

En general, una subdlgbra b, de un dlgebra de Lie g, es un subespacio vectorial ce-
rrado bajo el paréntesis de Lie, de modo que [v,w] € h, Vv, w € . Si H es un subgrupo
de un grupo de Lie G, cualquier campo vectorial izquierdo-invariante v en H se puede
extender a un campo vectorial izquierdo-invariante en G tomando vl = (Ig);(vl ). En

e

este sentido, el dlgebra de Lie § de H se entiende como una subdlgebra del dlgebra g
de G. De manera que, usando el teorema de Frobenius, la correspondencia entre los
subgrupos monoparamétricos conexos de G y los subespacios de dimensién uno de su
dlgebra de Lie, g, se generaliza a una correspondencia entre los subrupos conexos de G
y las subdlgebras de g.

El mapeo exponencial exp : ¢ — G se define como la funcién que asocia a cada
v € g el flujo generado por v que pasa por el idéntico, al tiempo ¢t = 1:

exp:rg = G
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v - 'e}:p(v)g ——:" e:icp('u).' ‘

Al analizar la diferencial del mapeé exponencivall en 0: -
exp,g:Tog~g = T.G~g-

observamos que se trata del mapeo identidad. Entonces, por el teorema de la funcién
inversa, exp determina un difeomorfismo local entre g y una vecindad del elemento
idéntico en G. En consecuencia, cada elemento g € G, lo suficientemente cerca de
la identidad, puede ser escrito como una exponencial: g = exp(v) para algiin ven g.
En general, el mapeo exponencial no es globalmente inyectivo ni sobre,:sin emba.rgo',
usando la propiedad 1.9, siempre podemos escribir cualquler elemento del grupo g como
un producto finito de exponenciales: : .

g = exp(v1) exp(vp)... exp(ui) -

para algunos v, ..., vx en g. Como consecuencia de esta observacnén, la prueba dei mva-
rianza de algunos objetos bajo la accién de un grupo de Lie completo, G, se reduce a la
prueba de invarianza bajo la accién de subgrupos monoparametrlcos de ‘G, escribiendo
a cualquier g € G en términos de una base {ul,. .,'u,,} de g :

g = exp(t1vy) ekp(tz'uz)
(1.4)

lo que se conoce como “invarianza iuﬁnit;esimal", bajo'los generadores infinitesimales
de g. S T

Recordando cémo se construyen los grupos locales de Lie a partir de conceptos

_globales, podemos hacer lo mismo y definir dlgebras de Lie para gurpos locales de Lie,

las cuales seguirdn las mismas propiedades que ya hemos visto, tomando en cuenta las
regiones en donde el grupo local, junto con sus operaciones, estin bien definidos.
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Capitulo 2

Simetrias en Ecuaciones

En este capitulo nos enfocamnos a oblener los grupos de simetria (conexos) de un sis-
tema de ecuaciones diferenciales. Para esto, desarrollamos la teoria de un caso mds
simple (las ecuaciones algebrdicas) y, una vez que hemos planteado el problema de las
ecuaciones diferenciales en térininos geométricos similares a los de las ecuaciones al-
gebrdicas, establecemos los criterios de simnetria equivalentes. Finalmente, analizamos
el caso de la ecuacidn de onda como un ejemplo ilustrativo que nos serd util mds ade-
lante.

2.1 Ecuaciones Algebraicas.

Nos interesa estudiar los grupos de simetria de ecuaciones algebrdicas, ya que seran
una herramienta fundamental en la siguiente seccién, donde estudiaremos los grupos de
simetria de ecuaciones diferenciales. De acuerdo con lo que heinos venido desarrollando,
a partir de ahora vamos a obviar la referencia a sistemas coordenados, en el sentido
de que, si tenemos un punto p € Af y una carta (U, x) en p, de modo que x(p) = =zo,
entonces consideraremos directamente al punto “zy en la variedad M.

Entendemos un “sistema de ecuaciones algebrdicas” como un sistema de ecuaciones
Fi(z) =0, i=1,..,n, donde las F* sou funciones suaves de valores reales definidas
en una variedad Af (F* : M — R, F* € F(M),i =1, ...,n). Una solucidn es un punto
T € M tal que Fi(xz) =0, Vi=1,..,n Un grupo de simetria de este sistema serd un
grupo local de transformaciones que actiia en Af transformando soluciones del sistema
en otras soluciones; es decir, que si z es solucién de Fi(z) =0, i=1,...,0y G esel
grupo de simetria, entonces g - z es solucién de Fi(z) = 0 (Fi(g - ) = 0) para todo
g € G donde ¢ - = esté definido.

Definicién 2.1 Sea G un grupo local de transfromaciones ¢ue actia en una variedad
M y § € AL un subconjunto. S es G-invariante y G es el grupo de simetria de S si
V€ Syge€ G donde g-x esté definido, g-x € S. :
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kSeaS.:—{(x.y)IJ : )
omamos (:z:, J) & 'S, entonces _"

‘que estas coinciden con los conjuntos- G.,-mvanantes' C
‘.definicién de las érbitas.
Usualmente, el conjunto S corresponde al conJunt.o solucién o la subvanedad de-

* terminada por los ceros de una coleccién de funcxones sunves en la variedad, F° =
(F ...,F") F i M — R": .

§=Sp={z|Fi)=0,

. Ademids de buscar simetrias a los conjuntos solucién de un sistema de ecuaciones
- algebrdicas, también podemos buscar simetrias 'a.vla”s funciones F(:::) que les dan origen.

e Deﬁrucnon 2 2 Sea G un grupo local de transformacmnes que actia en una variedad
‘M. Un mapeo entre variedades F : M — N se llama funczon G- muanante sivze M
'y V_/ E G ‘donde g - = esté definido, : P

b (gz (z, v))

Por lo que f es_ln)fériaﬁ@é de.




. G-invariante si y s6lo’si todo conJunto de mvel {z | F(z)
- junto G—mvanante de M. I A N

'."Prueba.: B R : g ' e

2.1 Ecuaciones Algebrdicas. ) B 43

Si F : M — R" es una funcién G-invariante, es claro que todo conjunto de nivel de
F es un subconjunto de M G-invariante, en particular el conjunto solucién. Sin embar-
g0, 1o necesariamente se cumple que, si el conjunto solucién es G-invariante, entonces
F es G-invariatnte; la condicién necesaria y suﬁcnente es, pues, que todo conJuxlto de
nivel sea G-invariante. = - . R Saa e et N

Proposicién 2.3 B R : : .
U 8i G actiaen' My Fi M= R" es'una funcnon suave, entonces F es una funcién
c}, c.€R"‘es.un subcon—

;- En Ia dlreccxon " #>" sean F* una funcién suave G-mvarlantey S ={x € M| F(z) =

c}, ‘¢'é R",” ¢ = constante. Tomamos T €Sy g € G, entonces, como F.es G-
.qurlante, F(g z) = F(z) = c por lo que g-z.€ Sy, por lo tanto,'S es G-invariante.

_En’la direccién ” <", tenemos que S, = {z € M | F(z) = ¢} es invariante V¢ €
IR", ¢ = constante. Sean z € M y g € G, entonces z € S, para alguna ¢ € R", por lo

. que g: :z: [ Sc, es decir, F(g+-z) =c= F(z) por lo tanto, F es G-mvanante

]}

Otro modo de entender este resultado es que el grupo de simetria del édhjunto

7 solucién Sy de un sistema de ecuaciones algebrdicas es, en general, mds grande que el

grupo de simetria de la funcién que lo determina.

Gran parte de la utilidad de la teoria de grupos de Lie radica en el hecho de que es.
posible caimnbiar condiciones complicadas, nolineales, para la invariancia de conjuntos
o funciones, por condiciones lineales equivalentes en los generadores infinitesimales de
la accién de un grupo. Este criterio de invarianza nos ayudardi mds adelante a deter-
minar explicitamente los grupos de simetria de sistemas de ecuaciones diferenciales.
En el caso de funciones invariantes, el criterio se sigue al describir cémo cambian las
funciones a lo largo de un flujo generado por un campo vectorial.

Proposicién 2.4

Sea G un grupo de transformaciones conexo que actia en una variedad Af. Una
funcién suave f : M — R es invariante de G si y sélo si, para todo z € A y todo v
generador infinitesimal de G, se cumple

V(f)=0

Es decxr que f sera mvana.nte e 'G si y solo si no cambia a lo largo de las 6rbitas de

cla accwn, que son. las curvas mtegrales de los generadores de 1la accidén correspondiente.
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Prueba. : . e
- :Supongamos que f e una fl.lﬂClOl } mvarlante” e. G
de G.-Sabemos que

n; generador infinitesimal

y como f-es invar

- Por lo. que v(f)’

Por otro lado, si u(f) =0 V:z: €
| v(f)(exp(tv)x) =0

= zf(evp(tv)z) =0

= f (exp(tv):::) = constante = f(z),

mﬁliltesimal de G, entonces:

de modo que f(exp(iv)z) es una constante para el subgru]io‘ local monoparamétrico
definido por el flujo de v, que estd contenido en G; = {g| g = estd definido}. Por (1.4),
sabemos que todo g € Gz puede escribirse como producto finito de exponencnales de
los generadores infinitesimales de G, vy, ..., v,, de donde .

f(g-x) = flexp(tivn) exp(tavs)... exp(tavn)z) = constan»tc = f(2):. = B VzeM.

Por lo tanto, f es invariante de G.

Si {v1, ..., v,} forman una base para g, el algebra de Lie d los geueradores mﬁmte—
simales de G, lo que dice la proposicién anterior es'que.f (z:) -invariante si y sélo si
ve(f ) = 0 L =1,.,n De manera que, en coordenadas locales, f debe ser solucién

'Uk(f) = fol(ﬁc)@; =

Retomando el ejemplo del grupo de traslamones n IR?, tenemos que el generador
infinitesimal de la accién es: v =12 + Ez ily’ “'col :
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Si tomamos f(z,y) = x — ay, entonces

v(f)(:z: y) = 'u(a: - m/) = (a P—)(x*— a:y) =a= d‘=;0 i

de donde v{f) —,0 ¥y por Ia proposxcxon antenor f.es mvanante de G lo,cualdcci)‘i'héide"

con lo que habmxnos obtemdo antenormente

dimensién m. Sea F: M —

‘ ecuaciones algebrdicas

6rbitas de la accwu)

- Prueba.

Por lo que v{F¥)(z) =0, = € SF. : o

Consideremos ahora que v(F¥)(z) = x € Sr. Por la condicién
de rango mdéximo en el conjunto solucnén ¥ el teorema’: .6,: podemos:suponer. que
existen coordenadas y = (y!,..., y'") en mn vecmdad de ‘zo € M, tales que zo = 0 y
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f(y) W, - y") Tomemos v= 2’_,‘ ‘0”, ,un genetndor mﬁmtesunal de G expresado
en las nuevas coordenadas Como 'u(F')(

Gt 0) =0
exp(tv)zo = To
F(exp(tv)zog) = F(zo) = 0

m,a

. para t suficientemente pequeiia, lo que implica que exp(tv)zy es solucién del siste-
ma si t es lo suficientemenete chica. Por continuidad de F', Sg es cerrado’'y, como
exp((t + 7)v)xo = exp(tv) exp(rv)zo y el mapeo exponencial es continuo, podemos de-
cir que, para cualquier g = exp(¢v) en el subgrupo monoparameétrico conexo generado
por v contenido en Gy, g+ Zo es solucién del sistema. Finalmente, si apliéamos un
argumento similar al empleado en la demostracion de la proposicién 2.4, se t:ene .que
F(g-xz) = F(z) Vg€ G, z € Sr donde ¢ - x csté definido. Por lo tanto, G es grupo
de simetria del sistema.

Y5
Tomemos como ejemplo (.l grupo de rotaciones en IR?, SO(2), cuyo generador in-

finitesimal es v = —yZ + zZ. El circulo unitario Sl {(:z:, y) Iz + y 1} ‘cs el
conjunto solucién de f(z,y) =22 +y% —1; de hecho, :

v(f) = (— y—+1‘a ) (=z? +y —1)_—22:J+2.l:1 = :

Ademas, Vf| = (2z,2y) # 0 V(z:,y) = Sl por lo que se cumplen las condxcxones

del teorema 2 5 y tenemos que SO(2) es el grupo de’ 51metr1a de f
Otro ejemplo menos trivial consnste en tomar la funclon f(:z Yy
Se tiene que: Sl I :

Vil = 4 2mh 2 +:zy>;;=' 0 “z=y=0

y

v(f) = —dxdy — 2xy® + 2:1;‘3>y +.217 21?!/

F (z, y)
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De modo que flx,v) = 0 = v(f)(z,y) = 0 y, como el (0 0) no esta en el conJunto
solucién, f es de rango méximo en S; = {(z,9) B +z2y?+y? =1} Por el teorema 2.5,
SO(2) es el grupo de simetria de Ffy Syes rotacionalmente 1nvana.nte Cabe mencionar
que en este caso f no es SO(2)-invariante, de hecho, cualqmer ot.ro conjunto de nivel
de f no es rotacionalmente invariante.

La condicién de rango mdximo en el conjunto solucién es muy importante puesto
que, si tomamos A(z,y) = (y — 1)2, el conjunto solucién estard dado por la recta
y = 1, la cual es claramente no invariante bajo rotaciones. Por otro lado, al tomar

= —yZ + za% y aplicarlo a h tenemos, v(h) = 2z(y — 1), de modo que h(z,y) =
0 = v(h)(xz,y) = 0. Se cumplen, pues, casi todas las condiciones del teorema 2.5 y
uno podria pensar que dicho teorema nos esti llevando a la conclusién errénea de que
la recta y = 1 es invariante bajo rotaciones. Sin embargo, no se cumple la condicién
de rango miximo en el conjunto solucién, puesto que

Vh =(0,2y—2)=0 en y=1
(=)

Proposicién 2.6

Sea F': M — IR" de rango mdximo en la subvariedad Sp, ¢l conjunto solucién de F'.
Una funcién de valores reales f : M — R se anula en Sp si y sélo si. -existen funciones
suaves @1, ..., Q" tales que .

f(x) =Q! (.c)F‘(a:) i Q"(z:)F"(z:) V:z: eM.

Prueba. ‘ ’
Supongamos que f : M - R se anula en Sg y sea Tg G S}:'. Como Sp es el con-
junto solucién del sistema de ecuaciones algebrdicas determinado por F.= (F!,..,F"),

entonces F(zo) = 0 = Fi(zo) =0, i =1,..;n. Teriemos también’ que; f(:r:o) =0, as{ -

que en o podemos encontrar una factorizacién de f en términos de las F':

flzo) = QF (mo)Fl(zo) + o+ Q"(:co)F"(:z:o) ;‘ZQ'(J:O)F‘(:::O) =

donde las funciones @} (.z:), i= 1,...,1 son suaves Y. ‘no todas se anulan en zo.
Como F es de rango ma.xnno en Sg, esisten coorde
V de zo = yo tales que
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y podemos suponer. que hay una submatriz in'vertibl(; de n X n:

Notemos 'que;‘;cofrio" f.se’anul

3f
! ayn+1 1o Gym

(ZF‘ Zlo)a 1|
(ZQ‘ i@?————
3y ra iR

©,...,0

i=1

Notemos que si t:omamos Q = (Q 2ie
escribirse como
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De este modo, se cumplen las condlcnones del teorema de la funcnon lmphcita y; por
ello, podemos tomar una vecmdad ablerm U:que contnene a o To: donde g(y)
0, VyeU. Por lo tanto, ¢ Ron

f(y) =Qy)F! (y)+-- +Q"(y)F"(y) 'V./ € U

"

Con esto hemos probado localmente la d|recc1én " del teorema. Jna vez' fle}:ho
esto, es posible obtener.la’ versxén global usando parhcxones de ]a umda

En la direccién 7 <", supongamos que e‘nsten funcxones suaves' Q ¥y .,Q" tales

que

_ f(@) = @ (@)F'(z) [ Q"(:z:)I"‘(:c) 7 & M.
Seaz:OESp=>F(:ro)—0=>F‘(zg)'—0 Vz

: Nueva.ment;e, para un E,rupo de transformacxones, podemos tomar las ideas de inva-
rianza’ de funciones:o conjuntos Y reducxrlas ‘al caso local A51, ‘inicamente se require
cumplir la invarianza para un grupo de tlansformacnones suficientemente cercano a la
identidad. -

Definicién 2.7 Sea G un grupo local de transfromaciones que actiia en una variedad
M. Un subconjunto S C M se llama locelmente G-invariante si Vz_€ S existe una
vecindad de la identidad en G, G € G, tal que g-z € § Vg € G;. Una funcién
suave entrc variedades F : U - N, donde U es un subconjunto abierto de M, se
llama localmente G-invariante si Vx € U existe una vecindad de la identidad en G,
G: C Gz, tal que F(g-2) = F(z) Vg€ G.. F se llama globalmente G-invariante si
F(g-z)=F(z), VzeUyVgeGtalqueg-z€U.

En el caso de una subvariedad NV € A/, N es localmente G-invariante si y sélo si
los generadores infintesimales v de G son tangentes a N en cualquiera de sus puntos.
Muchas veces es interesante determinar el “nimero de invariantes” que tiene un
grupo de transformaciones. En concreto, el problema consiste en encontrar funciones
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Si-se tiene un mapeo
mvanant.e, el cual n

“que las hojas

. o '!/
son las 6rbitas de g. Asi,. estas “nuevas denadas Yyt = Fl(x), ..., y™ = M (x)
son en si mismas invariantes locales de G.. Ademis, cualquier otro invariante de G de-
berd ser constante en estas hojas, de ‘modo que depende solamente de las coordenadas
y"*+1, ..., y"™. Ahora bien, si G actia regularmente, podemos escoger las cartas coorde-
nadas de modo que cada orbxta intersecte sélo a una hoja; en este caso, y**!, ..., y™
son invariantes globales.

(]
Por lo general se conoce a los invarientes del teorema como conjunto completo de
invariantes funcionalmente independientes. En el cuso de subvariedades, existe un



" invariante local de G, debe ser solucxon de la sngulente ecuacmn dlferenmal llneal y

2.1 Ecuaciones Algebrdicas. T gy

resultado andlogo que nos dice que, si f}, ..., f""" son. ‘un: conJunto completo de in-
variantes funcionalmente independientes. definidas en U C' M abierto'y Sr es G-
invariante, entonces, para cada solucién zo € Sk existe una vecmdad U y una funcién

vF‘ F(f (x), ..., f*(x)) tal que su conjunto solucnon »comcnde con el de F' en U. )

El problema de encontrar los mvanantes de un- grupo de transformacnones puede
ser bastante complejo, sin embargo, podemos resolverlo de manera sencilla para el
caso en que tenemos un grupo monoparamétrico de‘vtrnnsfox"maciones G, actuando en
una variedad Af. Tomemos v = ) o, & 8:, el generador infinitesimal de la accién,
expresado en coordenadas locales. De acuerdo con 1a proposxclon 2.4, una funcién f,

homogénea, de primer orden:

(2.1)

_ Por ¢l teorema 2.9, existen m — 1 invariantes funcionalmente independientes; es decir,

existen 7 — 1 soluciones a (2:1) funicionalmente independientes en una vecindad de zo-
Ahora bien, de acuerdo a la teoria clé'sica‘de ecuaciones diferenciales parciales, si

-v,' 7# O.en 39 € M, podemos buscar las curvas 1nte5rales de v usando el método de

o
caracteristicas:

“,»Resolvxendo el SIStema, encontramos que la solucnén general es 'z +v c,.donde c es‘
_una constante’ :ubxtrana.‘ Entonces, f(z: y)
: uxm mvau.mt.e de SO(2) :

+ J ‘0 cualquxer otra funclon de} f es
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Otro cjemplo consiste féntbmar el campo vectorial’

= (1 -+ 22)
arctan z + k,

sencillo si sacamos su taugente, d(. modo que -
Sl=a*+ y y

forman un conjunt;o completo de invariantes funcmnalmente 1ndepend1entes del grupo
monoparamétrico generado por v.

2.2 Ecuaciones Diferenciales.

Un sistema de ecuaciones diferenciales 8, plantea un problema que puede ser abordado
por la teoria de grupos de Lie. Para hacer esto, es necesario hacer un replanteamiento
que nos permita analizar la situacién desde un enfoque geométrico, de manera que
podamos hacer uso de la teoria desarrollada en el seccién anterior. Digamos que el
sistema 8 involucra p variables independientes, z!,...,zP y g variables dependientes
ul, ..., u9, entonces podemos considerar al espacio de las variables independientes como
X =2 IR?, con coordenadas = = (z!,...,zP?), y al espacio de las variables independientes
como U =~ RY, con coordenadas u = (ul,...,u?). Las soluciones del sistema son de la
forma u = f(z) y el grupo de simetria de § es el grupo local de transformaciones G que
actia en un conjunto abierto M < X x U, transformando soluciones de $ en soluciones
de 8.
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} Sl queremos dar un sxgmﬁcado mas precxso a la nocién de grupo de simetria de un
sistema de ‘ecuaciones diferenciales; debemos empezar por entender cémo un determi-
~nadog €G transforma una funméu w.= f(:z:) Lo primero es identificar la funcién con
su graﬁca' : E
; : F,—{(:cj'(:z:))l.cefl}CXxU
: donde Q. .c X es el dominio'de la funcién 1 Notemos que 'y es una subvariedad
m-dimensional de X x U: Consideremos ademds que I'y € M,, el dominio donde la
transformacién determinada por g esta definida, entonces entendemos la transforma-
‘cién de [y por g como: :

9Ty ={E =9 (= f(z))l(w,U)Gf‘f}

El conjunto g - [y no necesariamente forma la grafica de una funcién ¢ = f(:z:), sin em-
bargo, dado que la accién es'suave y que el idéntico de G no cambia a Iy, si reducimos
el dominio de definicién de f, podemos garantizar que, para una vecindad cerca de la’
identidad, la transformacién g - Iy es igual a la grifica de una funcién ¢ (¢ -y = l"!,

@ = f(£)). Llamamos a la funcién f = g - f la transformada de f por medio de g.

Por ejemplo, sea u = [(z) = ax + by consideremos’'a G=S0(2), el grupo de
rotaciones en IR?. La grifica de f es una-lineca’ recta asn que, si la rotamos un dngulo
@ # 0, seguimos teniendo una linea recta que, a’ menos de’ que sea vertical, podemos
considerar como la grifica de otra funcién 0 - f = f, que es la transformacién de f
por la rotacién de un angulo 8. Concretamente, para encontrar @ - f = f, tomamos un
punto en 'y, (z,u) = (r,az +b) y la transformacién de (z, u) por 0:

0 - (z,u) (xcosf — usiné, :z:sm()-i—ucosO)

(z cos 0 — (az + b) sin 0, x sin0 + (ax + b) cos ) = (&, @)

de donde

£ = xcos® — axsind — bsinf
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e = Z + bsin@
- " cosO —asinf

que estd bien definido si cot @ # a, en particular para @ suficientemente cerca de 0. Asi

.= ~zsix3_0-i;a_zc050—bc050
e ﬁ__—?;lm—o)(aln0+acos(9)+bcose
sinf +acos0 . :

T cosf —asinf’ -cos€—asm0’

En general el proccdlmlento para encontrar S
’ "hxzo en el ejem' 10 ‘anterior.: Si la. transformacnén deﬁmda

J (:z u):—— (‘I'y(-"-'x u) q’g(-”’ u))

donde \Ilg ¥y @, son funcxones suaves, la gréfica 1 =y -‘I‘f td'dada paramétricamene -
pox las ccuacxones A SRR g

(e [ (@) = Wy o (id <)
@5(@ () = @y o (i x )

&1 b:nA

con z € €2, un dominio adecuado e id(x) = x la funcién identidad en X. Para encontrar
f = g - fF explicitamente, hay que eliminar el parimetro = de estos dos sistemas de
ecuaciones. Si g = e, se tiene W, o (id x f) = id, por lo tanto, la matriz jacobiana de
T, o (id x f) es no singular, asf que, si tomamos g suficientemente cerca de la identidad,
por ¢l teorema de la funcién inversa, podemos resolver para z localmente:

z = (L. 0 (id x £))7(Z).
Sustituyendo en el segundo sistema de ecuaciones, encontramos g - f:

g-f ;'(q»g o (id'$< f)) o (\pg o (id x f))“.
e T R T (22)

Ahora podemos ddr una’ deﬁmcmn precxsa del concepto de {,rupo de 51metr1a de un
snstema de ecuaciones dxferenmales. o L

Deﬁmcxon 2.10 Sea $ un sistema de ecuaciones diferenciales. Un grupo de simetria
del sisterna § es un grupo local de transformaciones G que actiia en un subconjunto M
del espacio de variables independientes y dependientes del sistema, con la propiedad
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de que, si © = f(x) es una solucién de 8 y g- f esta defmda pdra g e G entonces
= g f tarnbién es solucién del sistema. e S ;
'Como ejemplo, demos u;, = ﬁx—z‘-} = 0. Sabemos que las soluciones a esta ecuacién
son funciones lineales y ya vimos que el grupo de rotaciones en R? transforma rectas en
rectas, por lo que SO(2) es un grupo de simetria de u,, = 0. Otro grupo de simetria
de la misma ecuacién estd dado por las traslaciones en R2.

La idea es poder establecer un criterio para distinguir si un grupo de transformacio-
_nes es o no un grupo de simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales. De hecho,
una vez que hallamos establecido la herramienta geométrica apropiada, podremos usar
los criterios de la seccién 2.1, no sélo para saber si un grupo es un grupo de simetria de
un sistema de ecuaciones diferenciales, sino también para calcular el grupo de simetria
mas general del sistema.

Comencemnos por remplazar la nocioén de “sistema de ecuaciones diferenciales” por
un objeto geométrico concreto, determinado por los puntos donde se anulan ciertas
funciones. Para hacer esto, debemos “ampliar” el espacio bdsico X x U, que representa
a las variables independientes y dependientes involucradas, y considerar un espacio
donde también estén representadas todas las derivadas par(,xalcs que aparecen en el
sistema.

Dada una funcién de p variables mdcpendlcntes que toma valores reales u= f(.z')

f(2h,...,2") € R, hay

=01f | T Bxd Oz, Bz |2
~donde J = (41, ...,]k) es una coleccién de & niimeros enteros cuyos valores estdn entre
"1y m e indican qué derivadas se estdn considerando; el orden de'J (]J|-= k) indica
cuantas derivadas se estdn tomando en cuenta. En el caso mais general, sif:X = Ues
una funcién suave de X == R? a U ~ R?, tenemnos gp; nimeros de la forma uf = 9, f!
cla -
. que representan todas las derivadas parciales de orden &k de las ¢ componentes de f,
 evaluadas en el punto z. Asf, podemos tomar U* = R%* como el espacio euclideano
con coordenadas uf, { = 1,...q, J = (ji, .., Jx) en todos los multi-indices de orden £,
para representar todas las derivadas de orden & de la funcién u = f(z). Mais aun,
tomemos ¢l espacio UM = U x U! x ... x U", cuyas coordenadas representan todas
las derivadas de u de todos los Srdenes, desde 0 hasta n, evaluadas en el punto z. La
dimensién de UM es

- n
q+'nn+---+rmn=r1(p':; )E (Y,
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: Coinpgnéntes distintas
'py0<‘k<n(u‘

‘por lo que un punt.o en U™ se denota como ul™: y txene qp(
Lol =1;.1q, J = (F1;.% Jk) en todos los muln—mdlces co
se reﬁere a'la componente 'u.‘ de u)

ay ;| una funcxon

pr(")f X
T ;) u(")

“El espacio X x U™, cuyas coordenadas representan las variables independientes, las
“variables dependientes y las derivadas de las variables dependientes hasta orden n se
‘conoce como el enésimo espacio jet del espacio X xU. Muchas veces no estamos intere-
sados en ccuaciones diferenciales definidas en todo X x U, sino sélo en un subconjunto
abierto M € X x U; en este caso, definimos el enésimo espacio jet de M como

MM =MxU' x..x UM,

Si u = f(z) cs una funcién cuya grifica estd en M, la enésimna prolongacién de f,
pri™ f(z), es una funcién cuya grifica estd en A,

Tomemos ¢l caso en que X =~ IR?, con coordenadas (t,z,y) y U =~ R, con coor-
denada u = f(t,z,¥) (p = 3,q = 1). El espacio U! es isomorfo a IR", con coor-
denadas (ut,u,,uy) = (m,gﬁ,ay) que representan todas las derivadas de primer

orden de f, evaluadas en (¢,z,y). Del mismo modo, U? =~ RS tiene coordenadas
(tees Uezs Ueys Uzz, Uzy, Uyy), que representan todas las derivadas de segundo orden de f,
evaluadas en (¢,z,y). Por tltimo, U = R x R® x RS =~ R1? ticne coordenadas u(® =
(105 we, Uz, Uy; Upe, Ut Ugy, Uzr, Uzy, Uyy ), que corresponden a todas las derivadas de f,
hasta orden 2, evaluadas en (¢, z,y), de manera que la funcién inducida prt® f, de X ~

R a UM ~ IRm asigna a cada (¢, z, y) el vector (u; we, Uy, Uy} Use, Utr, Uy, Uazs Uzy, Ugy)-

Un sistema 8 de m ecuaciones diferenciales de orden n en p variables mdependlentes '
y ¢ variables dependientes, estd dado como un sistema de ecuaciones - :
ATz, u™) =0, r=1,..,m.

Vamos a suponer que las funciones A(z, u™) = (Al (z, u™), ..., A"‘(:z: u,("))) son sua.ves
en sus argumentos, es decir, que A : X x U™ — R™ es una funcién suave.’. De: este
modo, las ecuaciones diferenciales del sistema § indican los puntos en: X x U(") donde .

el mapeo A se anula, por lo que determinan una subvanedad del enésimo espacno Jet.

Sa = {(z,u™) | Az, u™) =0} € X x U™,

Al identificar el sistema de ecuaciones diferenciales con su subvariedad correspondiente,
damos una reinterpretacién de las relaciones “abstractas” entre las distintas derivadas
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de u, determinadas por el sistema, como un subconjunto geométrico concreto S del
enésimo espacio jet. Desde este punto de vista, una, solucion suave del sistema de
ecuaciones diferenciales es una funcién suave u = (.z:) tal que :

AT (z,u™) = O,V r

siempre que z se encuentre en el domino de f Esta. condncxon es equivalente al hecho de
que la grafica de pr(")f esté completamente incluida'en la subvarledad Sa, determmada

por el s1st:ema'
e = (G, pr""f(z))} C€'Sa = {(zu

De este modo, hemos conseguido reformular el problema inicial en términos geometncos
adecuados para utilizar la herramienta de los grupos de Lie.

1,...,171,,

") | A u™) = 0},

Tomemos un grupo local de transformaciones G, actuando en un subconjunto abier-
to del espacio de variables independientes y dependientes M € X x U. Entonces, hay
una accién local inducida en el enésimo espacio jet A7), conocida como la enésima pro-
longacion de la accidn de G en M y denotada como pri™G. Esta accién estd definida
de manera que transforma las derivadas de las funciones u = f(z) en las correspon-
dientes derivadas de las funciones transformadas @ = f(£). Para ser mds precisos, sea
(o, u§”) un punto en M™ y v = f(z) definida en una vecindad de o, cuya grafica
estd contenida en Af y cuyas derivadas evaluadas xy estin dadas por

u((’n) = ]')l'(")f(.'lfu).
Si ¢ € G estd suficientemente cerca de la identidad en G, la funcién transformada
g - f dada por (2.2) estd definida en una vecindad del punto (Zo, o) = g - (o, ug), con
up = f(xp). Determinamos la enésima prolongacién de la transformacién dada por g
prMg, en el punto (zo, u{™), evaluando las derivadas de la funcién transformada g - f
en Zp:
prMg - (zo, uf?) = (&0, 3",
donde

ag) = Prita - S )(fo)‘- : (2.3)

Retomando el gjemplo en el que e] grupo de rotacxoues SO(‘?) actiaen R? =~ X x U,
~ calculemos la primera prolongacxon pr‘SO(2) Dad una funcmn u= f(:z:), su pnmera»

prolongaéxon es:
pr“’f () = (f>(x) f’(:z:)

pase por (:z:o,uo) con pendlente Urol

w = f(x) = uro(x — xo) + uo,bv
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De acuerdo a lo que hablamos encontrado am.es,

8 0 -+ lizo cos@ L Up — Uz0To
cosB—u,osmo cos ) — u,gsind

de donide -

pr8 . (o, uo, uzvo)i

¥y para cualquier puntd

pre . (z,u,uz) = (:c cosfl — using, zsin 0 + u cosé, sn_nwz_,io_s_o
cos 0 —= uz sm 0
Podemos observar ¢n el e_]emplo anterior que pri)G actiia en las vana.blea (z, u)
exactamente igual que G, sé6lo la accién en la derivada u; nos da nueva informacién.
.Este hecho se cumnple en general: dada pr®™G que actia en las variables (z,u(™),
si restringimos nuestra atencién a las derivadas hasta orden k£ < n,.de modo que.
s6lo consideremos las variables (z,u(®)), entonces la accién de prG ‘coincide con'la’,
prolongacién anterior pr*)G; en particular, para k = 0, pr{® G coincide con" la accidén
de G en M. Este resultado puede establecerse de manera mas precxsa medlante la
proyeccién natural .

X x UM o X xyu®
(z,ul™) - (J: u("))

donde uf*) consiste en las primeras cdmponéntés uly |J| <k, "de uf™. ' Asf, tenemos -

tamos calcular la Lransformacxon de as denvadas u_, de ordenes k < |J| < n
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Dado un sistema de ecuaciones dilerenciales de orden n o, equivalentemente, una
subvariedad Sp del espacio jet M™) ¢ X x U™, definimos a un grupo de simetria del
sistema como un grupo local de transformaciones G que actiia en M C X x U, trans-
formando soluciones del sistema en otras soluciones. Lo que haremos a continuacién es
establecer una relacién entre csta condicién de simetria y la condicién geométrica de
que la subvariedad correspondiente S, sea invariante ante la prolongacién de la aceién
del grupo pri™G. Esto nos permitird reducir el problema de encontrar el grupo de
simetria de un sistema de ecuaciones diferenciales al problema de determinar cuindo
una subvariedad es invariante bajo Ia accién de un grupo local de transformaciones, de
manera que podremos hacer uso de la herramienta desarrollada en la seccién anterior,
pues estamos considerando a los sistemas de ecuaciones diferenciales como sistemas de
ecuaciones algebraicas en cl enédsimo espacio jet.

Teorema 2.11

Sea Af € X x U un subconjunto abierto y A(z, u™) == 0 un sistema de ecuaciones
diferenciales de orden n definidas sobre Af, junto con su subvariedad correspondiente
Sa © MU, Sea G un grupo local de transformaciones tal que la prolongacién de la
accién de G en M deja a Sa invariante, es decir, que V (z, ul™) € Sa se cumple que
prityg . (z,u™) € Sap Vg € G donde la accién estd definida. Entonces G es un grupo
de simetria del sistema de ecuaciones diferenciales.

Prueba.
Sea u = f(z) una solucién local de A(z, u‘(.")) = 0, es decir, que

rf = {(z, pr("v(z))} C Sa.

Si g € G es tal que g: f esté bien deﬁmda, ent.onces la graﬁca de su prolongacnon P(
es 1gual a la transformacion de la- grifica I‘(")

E ,Deﬁnncmn 2. 12 Sea- 1\!‘ CcX % U ablert;o y v un campo vectorial en JV! “con ‘su
conespondlente grupo local monoparametnco exp(tv) La: .enésima. prolongacidn de v,
denotada como pl(")'l) €S un campo; vectorml en cl em,sxmo espacto jet AL definido
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como el generador mﬁmt;esxmal de la correspondnente prolongaclén ‘de la accién del
grupo monoparametncd pr{® exp(tv), es decnr‘ i .

d e
(n) (“) R
dlpr exp(tv)(-'t,u _) o’

(@l

) Notemos que dado’que las coordenadas (z, u(")) en M (")‘ representan a todas las
.{va.rlables mdependlentes (z!, ..., ™), las variables dependlentes (ul, ..., uP) y todas las
- derivadas uy de las” vanables dependientes hasta orden n, un campo vectonal en M()

; tlene la’ forma :
: = e+ PR
= o7 Zl: z.l: Buly’

-donde J corre en todos los multi-indices con orden 0 < |J| < n y las funciones coefi-
cientes &, ¢] pueden depender de todas las variables (.z:, u(")) En el caso en que v* es
la prolongacxou pr™y de un campo vectorial .

v—Z{(I,u) +Z¢,(z,u)a ,,i

los coeficientes &%, ¢/ de v* = pr{™wv quedau determinados por los coeficientes de v: de
acuerdo con (2.4), la prolongacién de la accién pr™ exp(tv) restringida a las variables
z,u de M) = A, debe coincidir con la accién del grupo exp(tv) en M, asi que los
coeficientes &, ¢f = ¢; de v* = pr{"}v deben coincidir con los coeficientes &, ¢ de v,

entonces
primy = Z & 61:' + ZZ & au, \

donde &, ¢f = ¢ provienen de v. De hecho, si |J[ = k, los coeficientes ¢/ de 32
g

sélo dependen de las derivadas de u de orden menor o igual a &, ¢f = ¢/ (z,u®) ya
que, por (2.4), la accién del grupo correspondiente sélo involucra derivadas de orden
menor o igual a k. Esta observacion nos permite construir las distintas prolongaciones
de un campo vectorial de manera recursiva. Lo que necesitamos ahora es encontrar
una férmula general de los coeficientes d:,’.

Para el ejemplo anterior del grupo de rotaciones SO(2) que actiia en R2~ X x U,
sabemos que el generador de la accién es

:y el ﬂujo estd dado por

B ewp(Ov)(.L u) = (.z:coso usin G,f:z'::s'i‘x‘no 4 u cosf).
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Segiin lo que habiamos encontrado, la prxmexa prolongac' n de la accxon de exp(ﬂv) es

sm0 + u, cos 0
3 c050 — Uzsin@/

prY exp(0v) (x, v, uz) = (Icose - usm0 zsm0 + c050

Para obtener la primera prolongacnon de U solo necesxtamos derivar la. ultlma compo-

aa(iL';’ZiZZZTSZ)I

porlo que

cesxtamo esta.blecer una condl-

Para poder aphcar los
de' ecuacxones algebralcas

clon equlvalente ala condxcnén de rango maxm

Definicién 2.13 Sea

es de rango m simpre que A(x, u(")) =

Teorema 2.14 k ~
Sea . B e

AT (z,u™) =0, . r= l, ...,m, »
un sistema de ecuaciones diferenciales de rango méximo en: 1\1 i X x: U.-5i.G es un
grupo local de transformaciones que. actia en AI Y : S

: Como‘el sxstema es de rm)go méximo y . :
! e : pr(")v(A'(:z: u("))) = 0

entonces, por el teorema 2 5 la prolon&,amén de la accién de G deJa mva.r‘ nte'a SA },
‘por el teou_ma 2 ll G es un gl upo de suuetua ‘del s1stema cleV cu [ dxfe enclales. C
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mnxnmo, “tomando en cuenta la
proposxcxon 2.6, podemos remplaza ( valente de que existan

: funcnones suaves Q*(z, u(")) s

\(n))Am(:E u(u)) )
V(:z: u<">) e MM,  (2.6)

Una vez que hemos ehtablecndo una- re]acxon entre un:’g po de simetria de un

‘sistema de ecuaciones diferenciales y un criterio de invarianza del sistema’ bajo la pro-

‘ longacién de los generadores del grupo, falta encontrar una férmula exph
prolongacién de un campo vectorial. :

. Definicién 2.15 Sea P(z, 1) una funcién suave de T, ¥ I )
orden 12, en un subconjunto abierto M™ C X x U™ Pa r) sua efinimos
la derivada total de P con respecto a z':(o.la ¢ 0
funcién suave D;P(x,u(™), dada por

DiP(-T: Pr‘"“’f (=)

Aphcando la regla de la cadexn,
de P t;xene una forma general -

D; P(:z: pr("'“)f(:z:)) 'V:,::" (27)

donde, pam'J = (jl,...,jk), , L F
S pul, kel T i e
¢ __duy . . .
i = Bpi T Gmion..om S R (2.8,)
La suma en (2.7) es sobre todos los J con orden 0 < |J| < n. i
‘Paralas' derivadas totales de érdenes mayores, si J = (ji,.-,jk) ‘con 1'Sjx <. p
para cada k, entonces la derivada J-ésima es: -

Dy = Dj, Dj,... Dy,
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Teorema 2.16
Sea
v—Ze‘(z,u)a - +Z¢:(z “)a -
b l_‘l
un campo vectorial deﬁmdo en 1\1 C Xox U cuya enesnma prolongacnén es el .campo
vectorlal dado por N .

: deﬁmdo en el correspondlente
1< k< n. Entonces, las funcionescoefici
51g'uxente férmula:

(2.9)
donde ul = : gut u_,, estd dada como en (2 8)

La demostracién de este teorema se hace por mducclon en el orden del operador de
prolongacién, n, y puede consultarse en Olvc;r [1] :Para n = 1, la idea es tomar g, =
c*cp(tv) como el correspondiente grupo-m oparamétrico de v, cuya transformacién
estd dada por IR e

. (&,it) = g¢ - (z,u) ,=:(‘Ift( : u)} “I’i‘(‘_:v, u).
Notemos que & S

Ei(z,u) =
¢l (Z, u)

donde \Il‘ 4 <I) son las funcnones componentes’ de \Il¢ y (I’t.v Sea. u= f(.x:), de manera
que u(" = pr("f(-’h) B

Tomando las denv.xdas esta expresxon ‘con’ respecto a zt, d=il,.
forma e\])hCItd a pl(‘)g (:r u(‘)) Una vez hecho esto, consxderando la deﬁmcién 2 12,

T Dy obtenemos de’
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al derivar las component,es de pr(')g (.z. u(‘)) respecto at y evaluar en t = 0, obtenemos
las funcxones coeﬁmentes &f de 32 en prv; : S
k

oo o)

5 2,8
donde uk ;= 3-‘:;—.,',‘—:;; L Una vez que se ha mostrado esto, hay que realizar la mduccnén

sobre n, haciendo algunas con51dera010nes respecto a los (n - 1) espacios jet, M("+‘) o
como subespamos del pnmer espacio jet del enésimo cspacxo jet, (1\1 ("))(‘) :

Conslderemos el caso especial p = 3, ¢ = 1 en la férinula de prolongacxén,y'dfé'm 0
que estamos tratando con una ecuacién diferencial parcial que involucra a 'la funcién R
u=f(t,z, y) Un campo vectorlal que acttia en X x U ~ R? x R, tlene la forma :

U= ‘r(f J:,J,u)— +E(t z,v, u)— +n(t, z,y, u)— +¢(t x, ./, u)au

=:,1.;(2 .1‘0) :

La primera prolongacién de v es’el campo vectorial ;-

(2.11)
Por (2 7)., pdra P(t z,v, ¢ -—“‘ru; )

t(rﬁ—fuz ‘ Euz Uuy) ]

D\P - =
* aac e (¢ T — f“’.
o Ouy
s at au (¢ Tul. Eu: ! 5 LT E
= D\P = ¢ = 1euy — Eeuy — mu,, + ut(g‘b.‘ nuu,,)

fuu:

TUw— Eut: = num
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Sustituyendo (2.12) en (2.11) tenemos:
¢‘ = ¢+ (¢u — Tt)ut — Suur — Uy — Tuuz {uutuz - vmueu‘;}-

Las funciones ¢* y ¢¥ se calculan de igual manera, por lo tanto, las funcnones coeficientes
de pr{ly estan dadas por los coeficientes de v'y por .

4" = ¢ (bu — T — Evtiz — Tty — 'r‘uu. — Eaueug — = Tty
¢ = G — U+ (fu= Eo)Us — Thally — Tullettz — EuUs — Tuzly,
¢" = ¢y - Tyut Eyu o

nv)uv — TullgUy — fu'”'::'uvy — NuUy

¢u

Due + (2¢'tu - Tu)’u¢ Eu‘uz -
- Tuu“z - fuuu?’u: = Tuulty uv’
— 3TulUeUy — SulUzUte — Tulyl 26wt 1 B
+ Eugr + 'I]u“y -+ rum D ; . - " (2‘13)

Para ¢T= y ¢V _se obt.xenen e\presxon(,s sxmllare5‘

& = P — 'Tz;-ul -+ (2¢zu - Ez:x:)u: = Nrztly — 27'z:uutu:: + (Puu — 2'fzu)u - 27]-1-‘ uzuy
= Tuntu? — £l = uuuluy — 270 + (Gu = 26 Uar = 2nzuz,,

- TulUlze — 3Eulrlzr — NulbyUzs — 27—““-““'—"-’ = 27’“"’"“-"—'” . i L
st TUgze + Elggy + NUzzy - . - s ,(2'14)

P =y — 'ry,,m = Suyliz + (2¢yu - ny,,)u,, = 2Tw1l¢’lly ~ 2§yuu,uy + (¢uu - 27Iyu)u
- 7'nuulu Euuu:u — TuulUy, 5= 2Tyuly - 2§yuzy 3- (¢u - 27]y)uw =
— Tulllyy — E.,u_,uw — 31]uu,,u,,,, — 2Tuu,,u¢y — 2£uuyu,,, ; ) e
+ Ty o+ §ayy, + Miygy - - ) . S (2.15)
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Usando el teorema 2 16 ‘s’ posnble demostrar
suaves v y ui,se cumplen las Siguientes propmclades1

pr(")[v w] = [pr(")v pr(")w]

Con esto se tiene que, para un sitema de ecuaciones de rango maximo definido en
M < X x U, el conjunto de todos los generadores infinitesimales de las simetrias del
sistema forma un dlgebra de Lie de campos vectoriales en M.

2.3 La Ecuacion de Onda.

En la seccidén anterior hemos coustruido un método para encontrar el grupo de simetrias
conexo mas general de un sistemna de ecuaciones diferenciales parciales. En este método
consideramos a un generador infinitesimal v de un supuesto grupo monoparamétrico de
simetria del sistema, cuyos coeficientes £ y ¢; estan por determinarse. Los coeficientes
¢{ de la prolongacién del generador infinitesimal, pri®v, son expresiones que involu-
cran explicitamente a las derivadas parciales de los coeficientes £ y ¢!, con respecto
a x y u. Usando los criterios de invarianza (2.5) y (2.6), que involucran a z,u y a
todas las derivadas de u con respecto a z, asf como a £ y ¢; y sus derivadas parciales
respecto a & y a u, podemos eliminar todas las dependencias en las derivadas de u
que involucran al sistema mismo e igualar varios de los coeficientes restantes a cero, lo
que nos permite establecer ecuaciones diferenciales parciales para las funciones £ y ¢,
llamadas ecuuaciones determninantes para el grupo de simetria del sistema. Finalmente,
hay que resolver dichas ecuaciones, pues su solucién general determina el grupo de
simetria conexo mds general del sistema.

En concreto, tomemos la ecuacién de onda en dos dimensiones espaciales:

—Upe + Ugr + Uyy = 0.

Aqui tencmos tres variables independientes, ¢, z y y, y una variéble dependiente, u,
asi que p =3 y ¢ = 1. La ecuacién de onda es de segundo orden, n=2,y puede iden-
tificarse como una subvariedad lineal en el segundo espacio je U(z) determmada
por los puntos donde se anula A(t, z, y, u®) = uy — 1wz —

'La demostracidn puede consultarse en la seccién 2.3 de Olver [T
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Un campo vectorial tipico en el espacxo de las varlables mdepcndlentes y depen-
dxentes tiene la forma dada por (2. 10) : AT

-rg—- +E—-

donde 7, &€, n ¥y ¢ dependen de t xz, ¥ y . Lo que’ queremos hacer es determmar estas
funciones coeﬁcnentes, de modo que el correspondlente grupo monoparametnco sea un

v =

Donde Q(t, z,y, u(?) depcnde de las varxabl
hasta segundo orden. Asn, tenemos que

8
au,

(prth + 50 g +¢‘* L g

¢“ : F Quas + Qu, .16)°

Sustltuyendo (2 13) (2 14) y (2 15) en (2 16) y tomando ademm la 1gualdad dada por” B~ o
la ecuacnon de onda misma, obtenemos lo SIgulente. : A G

T‘f’u + Pz + ¢yy + (Tee — Taz — Tyy - 2¢tu)ut + (fu - §:= — &y -+ 2¢zu)u= + (7Iu - N
Nzz — ﬂyy + 2¢yu)uy -+ (2Tlu ¢uu)u¢ -+ 2( Tzu Etu)ul.uf:: + 2(_Tyu + ﬂtu)utuy + ( 25:-: B
¢uu)u - 2(‘511" + 77zu)u:tuy + ( 277yu + ¢uu)u -+ Tuuut -+ fuuug Ux + ﬂuuuz uy - Tuuutu

’ {uuu - nuuu Uy — Tuuulu - fuuuzu - 77uu“ + 27Uy — 26z Uz — 27]yuyy +2(_7': +£t)ulz -+
2(_7—11 + Tlt)uty - 2(‘5!1 + 7]1:)uzy -+ 2Tuulutt - 2£uuzuz:r - 27]uuyuyy — 2T, U Uz + 2§uututz
2TyUyUey + 20Uy — 2E0UylUey — 2T U Uzy = — Qg + QUzr + Quy,y - .

Para resolver (2.16), observemos que, del lado izquierdo de la ecuacidén, sélo hay
seis términos que involucran a g, Uz: ¥ Uy, por lo que los coeficientes que multiplican
al resto de las derivadas de u deben ser igualados a cero. En particular, anulemos
primero los coeficientes de las derivadas de primer orden multiplicadas por las derivadas
cruzadas de segundo orden, es decir, los coeficientes de uzUer, Uitz Uyley, Uy, Uylzy
Y Ugplzy:

Tu = 0, s =0, 7]u=09

lo que indica que 7, £ y 1 no dependen de u, de donde
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'—¢n -+ ¢:n: + ¢yy + (Ttt - Tzx — Tyy - 2¢tu)ut + (Elt - E::: - §yy + 2¢:u)": -+ (7ht -

Tzz—Tlyy + 2¢yu)uy Puntf + Puutl + ¢uuu 21— 26::11—;: - 277yum, +2(—Tp+ &)U +
- 2(—7'!, + n‘)uly T 2(§y + 77:) uzy = —Qun + Qu::"" Q vy

De los termmos donde aparecen ug’ -

"'(t , ?I) = agoo + @100t + aow-'b' + aomy + auoiz -+ ainty
E(t z, J) = bgoo + broot + bmow + bom'.l/ + buolz 4=.bio)

.vDerxvando (2 17) dos veces respecto
Yy obt.encmos. .

My e e T

e L Tee = S 3 :
) ) L T = ,Ez.z:x:, 2 Mzzy 5 0 1{' L L
7'¢yv = frw = Tyuy [ (2.20)

- fu:,

. Tlvy = n{tyr 'Ezyu = —Nzzy-
De (2 20) )"(2 21) podemos ver-que:.

Tut = Eur = Ttzz = Nxzy = '-fzyv = Ty = ~Thay = —Teue-

Por lo. tanto, todas estas derivadas de tercer orden se anulan y de igual manera se
demuestra que todas las derivadas de tercer orden de 7, £ y 77 son iguales a cero. Esto
quiere decir que los polinomios en (2.19) son, a lo mds, de segundo grado. Si usamos las
distintas igualdades en (2.17) y (2.18), asi como sus derivadas respecto a las variables
t, € y y, llegamos a que 7, £ y 17 son de la siguiente forma:

7(t,z,¥) = €1 + cat + c5T + oy — 2¢atz — 2¢oty + cro(—12 — 2% — y?),
E(t,xz,y) = ca + cst + cyx — cy + cg(—t* — 2% + y?) — 2c9zy — 230t
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2 .';2 — y2) — 20ty -

n(t,z,y) = c3 + cot + CrL + Cay — Y2’csziy +69

Observando el cocﬁcxente de ut ( d
como funcnon de u, ¢ deébe ser:lineal

‘Asi que, tomando las corre

Finalmente, usando los

ma de ecuaciones
xo estd generado



70 Simetrias en Ecuaciones

ul
ou’

donde o es una solucidn arbitraria de la ecuacién de onda. Notemos que, en corres-
pondencia con el teorema 2.9, dado que dimAM (™ =13 y todos los campos vectoriales en
(2.27) tienen curvas integrales de dimensién uno, que corresponden a las érbitas de la
accién de cada grupo monoparamétrico asociado a cada campo, el total de invariantes
funcionalmente independientes de la ecuacién de onda (viendo a las 6rbitas como fun-
ciones de las coordenadas en lugar de verlas como curvas parametrizadas) es 13-1=12.

va = a(t,7,9) 2, (2.27)

Lo que nos resta ahora e¢s encontrar los grupos monopa.ramétricos de transforma-
ciones generados por estos campos vectoriales. Notemos que u = ¥ Yo generan grupos
que udnicamente actian en la variable dependiente, por lo que no nos dan informacién
acerca de cudles son las simetrias de las soluciones de la ecuacién de onda con respecto
a los cambios en las variables independientes, asi que sdlo determinaremos los diez
primeros campos vectoriales.

Comencemos con los primeros tres que, de acuerdo a lo que vimos en el capitulo
anterior, corresponden a traslaciones en las direcciones ¢, x y y, respectivamente, por
ejemplo:

CXP(E‘a%)(t, z,y,u) = (t + Az, y,u)

Para la accioén determinada por d, tomemos el sistema caracteristico:

de donde se tiene que:

que;es.la ecuacion
; ;parametnca de ur

Il-(to, Lo, Jo)

=>e<p(ud)(t z,y,u) = (ut, pz, py, u).

. A esta trausformacnon se le conoce como rescalamiento o dzlatacwn.A
En cuanto a r,,, el sistema caractaristico nos dice que:

dt _dx
- x t ’ .
de modo que - las curvas integrales son hipérbolas, —t2 + 2. = c, en el plano TX Si

i queremos p'u'ametnzar la hipérbola que pasa por el (to, a:o), tenemos la curva dada por.

(to cosh ¥ + zp sinh 7, tpsinh 19 +.xg cosh J),-
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T que se trata de una rotacién en el plano XY

exp(0rzy) (¢, z, ¥, u )-— (¢, :ccosG ysm0 sm9+yc050 u).

“En el caso de iz es mds dificil integrar el sxstema caracteristico’ pero podemos cons-
truir la transformacién y verificar que efectivamente corresponde al campo vectorial .
Por el momento nos restringimos al espacio de las varxables mdependlentes y adoptamos

la siguiente notacién:

z = (z° =", 2%) = (2.28)
Introducimos, ademas, la métrica plalla'de'Lofehﬁé: o :
|zf2 = = (%2 + (') + (=%)% (2:29)

y definimos el mapeo inversién como.

Tomemos Ia composxcxon lo e vp(saz ol'en’'un punto :c‘

Te exp(s

6. : :
)1

I(:::+ l‘:c‘

zf?

[25(0 1 o)), :

1
1 +€'2|a:|2

(1+2e:z:

£10 e\p(sg—,r) ol (x)l

—:752:‘+2£]z! )]
(14+2ex! +e#|c]?) e
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Por otro lado, la transformacién que genera iy en la variable dependiente estd dada

" por:
; u = 1+ 2ex! + 2|z]? u.
Para construir las acciones generadas por iy e i, procedemos de manera similar a lo
-que hemos hecho con i, entendiendo entonces que las acciones generadas por estos
.campos vectoriales transforman a las variables independientes mediante la composicién
de inversiones y traslaciones.

Para finalizar, notemos que todas las transformaciones que hemos encontrado son
mapeos conformes respecto a la métrica plana de Lorentz en el espacio de variables
independientes. Es decir, si en el espacio TXY introducimos la notacién y la métrica
dadas por (2.28) y (2.29), cualquiera de los grupos monoparamétricos anteriores trans-
forma a cada punto z en otro punto I cuya norma es proporcional a la norma de
F '

[z] = Mx)Z|.
-De hecho, las traslaciones, la rotacién y las transforinaciones hiperbdlicas que encontra-
- 1nos son isometrias (|z| = |Z|). Se dice entonces que la ecuacién de onda es mvarumte

- respecto al grupo de trasformaciones conforines de Lorentz.
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Capitulo 3

Grupos de Simetria y Leyes de
Conservacion

Fn este capitulo nos preocuparnos por establecer la relacion que hay entre los grupos
de simetria de los sistemas mecdnicos y las leyes de conservacion, analizando prime-
ro algunos ejernplos, que nos llevan a establecer las simetrias propies de lu tnecdnica
cldsica, y teniendo como principal resultado el teorema de Noether.

3.1 Elementos del Calculo Variacional.

De acuerdo con lo que vimos en el primer capitulo, para puntos z(t) = (z'(t), ..., z"(t))
en una variedad, podemos construir su campo de velocidades de la siguiente manera:: -

i
#H() = ‘fi—xt i=1,.n,

de modo que £ es un vector tangente a z al tiempo ¢t.

Dentro de la formulacién lagrangiana de la mecdnica, tomamos parejas de puntos
(x, ©) que se encuentran en el haz tangente o espacio fase, cuyas 2n coordenadas estdn
dadas por (z!,...,z") y (&', ..., £") y especifican el estado de movimiento de un sistema
mecidnico que cambia con respecto al tiempo. Ademas, definimos una funcién en el
espacio fase que toma valores reales L(x, &), la cual no depende explicitamente de ¢t.

Por ejemnplo, si z(2) denota la posicién de una particula al tiempo ¢, & corresponde a
la velocidad de la particula en el mismo tiempo. Dada una métrica definida en nuestro

espacio, al tomar L = |&| estamos considerando un lagrangiano que representa a la
norma de la velocidad de la particula.
Ahora tomamos dos puntos fijos 2y = (z},...,z7*) y 22 = (x}, ..., zJ*) y consideramos

el conjunto de todas las curvas suaves que unen a x, y Ta:

=xz(t), a<i<b 2a(a)==zi, )=z V~.
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. Para cada deﬁhilnios‘

‘el ni nye”rbo Sl ¥ se conoce

es la longitud de arco de . Notemos que, si encontramos una; curva 7 para la cual el
valor de S{v] es minimo, estaremos encontrando la trayectona de menor longitud entre
los puntos z; y Ts.

La idea central de esta formulacién se basa en conocer cuél es 1a’ cirva para la que
S[v] alcanza un valor extremo (minimo), a lo que se conoce como principio de minima
accidn; asf, en un espacio cuclideano, si L = 2|z|? — U(z), donde m es una constante
y U(z) es una funcién escalar, entonces la accién es:

sti= [ (Zﬂ(fa*)z:—ff(z))d

La mecdnica cldsica nos dice cudl ¢s la curva «y para la que S[‘y] tlen un'valor minimo cs
la trayectoria de una particula puntual de masa m en un: campo de fuerzas f; = —2%.
El siguente teorema da una condlcmn neccsarla. para que una curva "y minimice a

S[]-

Teorema 3.1 (Ecuaciones de Euler - Lagrange)

Si S[v] = fz' L(=z,1)dt alcanza su minimo sobrc todas las curvas ~.en una curva
suave 7 : z' = z'(?), es decir, si Sfy] < S[v] para toda curva suave v de z; a
Z,, entonces, a lo largo de g, se cumplen las siguientes ecuaciones, conocidas como
ecuaciones de Euler - Lagrange:

aL oL .
£ ~—) 22 =0, i=1,..n (3.1)
dt \ ozt art
Las soluciones a estas ecuaciones se llaman curvas extremas. :

) Aqm tomamos L = L(z!,...,z",£,...,&"), de manera que vemos a las vanables
* y & como independientes; sélo después de que se calculan las derivadas, se evalia.
& = if, es decir, se considera a £ = (€1, ..., 5")‘ como un vector tangente a g en z.

z N -

Asi, tenemos:
9L 9L(z, &)
ozt agt =i

d 8 aL(z,£)
a Eﬁ) = dt( a;_rg )L:.i:

Ademais,
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d:z:j ]

= Z (aa:z agl EaREA
2L di’ - 62L

- Z (a&*a&lkdt Bgizi

é Z(asta&, +___

Prueba. . - L E
Seaal=a (t) a < t < b una. funcxén suave
‘at(b). Consnderemos la expresxon

i SDo sa] - Shol

. e=0 B 5

i donde 'yo +ea'es una curva que une
,' hlpOteSlb, S['yo + Ea] toma un va.lor min

Por otro lado, -

82)

(3.3)
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pues, si ¥i(t) =,£ 0 para al&,una i y una t = tg, a < to < b, entonces Yi(t) # 0 en
un intervalo de valores dé t, asi_que;7si escogemos una o'(t) adecuada (por ejemplo,
ai(t) = »i(t)f(t) donde fla) = f(b)"= 0y f(t) > 0 paraa <t < b, de modo que el
“.integrando en:(3.3) es posﬁnvo en-un subintervalo de [a,?]), podemos obtener que la
mtegral en (3 3) es dxstmta é'cero

‘ Convencxon;xlmente, definimo las'sxgmentes cantidades:
) z) La funcxén :

- si L =z Z (a:‘)"’ U(a:) las expresnones del_m
forma usual para una particula en movmunet d
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pues &(a) =0 = o (b) La energia y el momento generahzado correspondientes estdn
dados por B =E — L f(z,t) y = p+ 2L, respectivamente.

3.2 Ejemplos de Leyes de Conservaciéon: Mecanica
Clasica.

Durante el movimiento de un sistema mecanico, las 2n cantidades z* y ¥, i = 1,..., 1,
que especifican el estado del sistema, varian con el tiempo. Sin embargo, existen funcio-
nes de estas cantidades, llamadas integrales de movimiento, cuyos valores perinanecen
constantes, es decir, siguen leyes de conservacion, y sélo dependen de las condiciones
iniciales.

No todas las integrales de movimiento son de igual importancia, hay algunas que
tienen gran utilidad debido a que son aditivas, esto es: si un sistema compuesto por
varias particulas, cuya interaccién es despreciable, tiene una integral de movimiento
aditiva, entonces el valor de esta tltima es igual a la suma de los valores de las integrales
de movimiento correspondientes a cada particula. Por ejemplo, para dos cuerpos que
interactiian durante cierto intervalo de tiempo, dado que cada integral de movimiento
aditiva de todo el sistema es igual a la suma de los dos valores correspondientes a
los cuerpos por separado, antes y después de la interaccién, entonces, si conocemos
los estados anteriores a que los cuerpos interactien, las leyes de conservacién nos
permiten deducir varias conclusiones respecto al estado de ambos cuerpos después
de la interaccién.

Algunas leyes de conservacién tienen un significado profundo en virtud de que se
deducen a partir de ciertas suposiciones de simetria en el espacio-tiempo donde se
mueve el sistema mecdnico que estamos considerando.

Para revisar algunos cjemplos, tomemos el andlisis de la mecdnica cldsica al ca-
so del movmiento de una particula de masa m en el espacio euclideano plano R3?
((z = (z!, 22,23), & = (i',22,4%), |z]? = 30, (z%)?) , caracterizado por el lagrangia-
no L(z,i) = §|&]|? — U(z). Como ya habiamos comentado, en este caso las ecuaciones
de Euler - Lagrange corresponden a la segunda ley de Newton (mmx = TU. =fi)yla
energia estd dada por £ = Z[&|? + U(zx).

Ahora bien, el hecho de escoger un lagrangiano que tenga precisamente esa forma
(en cuya expresién no aparece el tiempo), es una manera implicita de suponer homoge-
neidad teinporal, es decir, en un intervalo de tiempo dado [a, 4], el movimiento queda
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completamente descrito por las cantidades z(t) y &(t) independientemente de que nos
traslademos o no a otro intervalo [a .ta, b + to]. Asi, el cambio total del lagrangiano
respecto al tiempo esta dado por: : B

Por lo tantd,,la energia

E=Y m@E) - L= -';111'12 = Ulx) (3.10)

i=1

se mantiene constante durante el movimiento de una particula. Como podemos ver,
la expresién de la energia estd dada por la suma de la energia cinética (2|£[?) miés la
energia potencial (U(.z:)), cuyo gradiente es igual a la fuerza que actiia sobre la particula
(fi = gz,) La suposicidn de la homogeneidad del tiempo se ve reflejada justamente
en que la fuerza no depende explicitamente del tiempo.

Una segunda ley de conservacién se sigue de suponer homogeniedad en el espacio
o bien, que las propiedades del movimiento de una particula no cambian si realizamos
una traslacién espacial de nuestro sistema de referencia, lo que trae como consecuencia
que el lagrangiano no varie bajo dicha traslacién. Podemos plantear la homogeneidad
espacial tomando la accién de un grupo monoparamétrico (el de las traslaciones) en el
espacio, @,(z) = (z' +as, 2+ bs, 2 +cs), donde (a, b, c) es un vector constante no nulo
que nos da la direccién de la traslacién, y considerando que, al trasladar la curva que
describe la posicién de nuestra particula x(t), la nueva curva z(t) + s(a, b, c) también
describe la posicién de la misma bajo un sistema de referencia trasladado, por lo que
el lagrangiano no cambia bajo esta accién:

:;%L(:z:l + as, z? + bs, 13 + cs, &1, &2, .cs)l =0
d rm
= o= | 2 — U(z' + as,2? + bs,2® +cs))| =0

- — a_u_ba_u U
R Y

=0 , (3.11)
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¥, por las ccuaciones de Euler - Lagrange, vemos que

ail-m.c +bil-'rn.:r -+ Ll-m..z: 3+ =0
dt dt cat =

= (a,b,c)'a—tm:i: =0.

Por lo tanto, el momento de una particula

. (3.12)
es una cantldad que ‘se conserva.
Observando (3 11), notemos que
8u au .- aUu au _au _au
—ageT T~ bé—)ﬁ —CHmE = 0 = (a,b c)-(— 32T’ " 5aE’ _ﬁ) (a;b,¢) “(-VU) =0
: : = (a,b,c)- (fhfzyfs) =0. ) . (3.13)

.-De modo que el suponer que cl espacio es homogéneo nos lleva a imponer la condicién

de considerar un sistema cerrado cn el que la fuerza total sobre la particula es nula;
una vez hecho esto, la conservacién del momento se verifica usando directamente las
ecuaciones de Euler - Lagrange y la particula se mueve siguiendo un movimiento rec-
tilineo uniforme (—m.z: =mi=0 =4 = cte = &y = 2(t) = Zot + x¢). De otro modo,
debemos considerar que en el sistema hay una fuerza ejerciéndose sobre la particula
que afecta su movimiento. Sin emnbargo, también en este caso puede aplicarse la ley de
conservacién del momento: una de las componentes del momento puede permanecer
constante aiin si hay una fuerza neta no nula ejerciéndose sobre la particula, siempre
que la energia potencial no dependa de todas las coordenadas. Por ejemplo, si tene-
mos una fuerza constante en la direccion x3, esto quiere decir que U(z) = U(z?), la
homogeneidad del espacio nos permite realizar traslaciones del sistema de referencia
en las direcciones z! y z? (las soluciones a las ecuaciones de Euler - Lagrange no se
ven afectadas por traslaciones en el plano formado por estas dos direcciones) y las
componentes p; y p2 del momento se conservan.

Hay una tercera ley de conservaciéon que puede derivarse a partir de suponer la
isotropia del espacio; esto quiere decir que las propiedades del movimiento de nuestra
particula no cambian por la rotacién del sistema de referencia. De manera similar
al caso anterior, planteamos la isotropia del espacio tomando la accién del grupo de
rotaciones en el espacio y considerando que el lagrangiano no varia bajo esta accién.
Para hacer esto, resulta mas ficil tomar coordenadas esféricas (r, ¢, ), puesto que las
rotaciones se ven como simples traslaciones en las coordenadas angulares. La expresion
del lagrangiano L(x, &) = 2|&[? — U(x) en coordenadas esféricas estd dada por:

L(r, ¢, 0,7, ¢, 0) = T2 + 1287 + 2 sin® $ 6%) — U(r, ,6)

FSTA TESIS NO sath
w YA "‘"uuﬁ ‘
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‘Tomemos la rot
ecuaciones de E

‘ => amr sm¢cos¢62 %Z— - bZ—U—
= agzmrzda + bimr sin?p6=0.
Para entender cudl es la cantidad que se conserva, supong mos prm ero que que la
rotacnon del sistema de referencia sélo se lleva a caboen. ¢ (b = O) Laec (3.15)1 o

articula, cuya dlreccwn permanece constante:,
p i

. Figura 3.1:  Conservacién ‘de/momento angular, caso &

p01 lo tanto, el momento angular se conserv.
Ahora consxderemos que la rotacnon es solo en @ (a ‘0). En' este caso, segun '(3.15),
'b mr2 sin?¢ 6 = 0, y 'rn'r sm ¢0 se conserva.’ El xnomento angular es (0, —mr2sin 60, 0),
'aSI que la cantidad que permanece constante corresponde al tamano de'la’ componente
"del momento angular de la particula cuya direccién’es lgual a aquella en'la’‘que la fuerza
no varia:
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=

Figura 3.2: Conservacién de momento angular, caso a = 0.

. De modo-'que hemos encontrado.una ley de conservacién del momento angular que
dice que,-en un sistema cerrado donde la fuerza total sobre la particula es nula, el
momento angular se conserva. Por otro lado, si tenemos una fuerza ejerciéndose sobre'
la particula que cambia con el tiempo, la componente del momento, angular en, la.
direccién en la que la fuerza no varia, permanece constante.

Finalmente, la aditividad de la energia, el momento y ¢l momento angular es una
propiedad que se hereda de la aditividad del lagrangiauo mismo y de la lmeahdad de
las derivadas.

Lo que hemos hecho en esta seccién ha sido establecer parte de la estructura del
espacio-tiempo en la mecdnica cldsica, junto con su grupo de simetrias. En resumen,
se tiecne que el espacio-tiempo es cuclideano de cuatro dimensiones (una temporal y
tres espaciales), honogéneco en el tiempo y en el espacio y espacialmente isotrépico. La
métrica en el espacio es plana y estd dada por |z| = Z?:x (z%)2. El estado inicial de un
sistema mecdnico, es decir, el total de las posiciones y las velocidades de sus puntos en
un tiempo dado ¢g, determina de manera tdnica al movimiento, mednante las ecuaciones
de Euler - Lagrange.

A esto le anadimos un principio mds, conocido como el principio galileano de la
relatividad, que dice que los sistemas coordenados de referencla (Ilamados mercxales)
deben cumplir las siguientes propiedades: -
i) Todas las leyes de la naturaleza en cualquier momeuto del txempo son 1guales en
todos los sistemas coordenados inerciales.

ii) Todos los sistemas coordenados en movimiento rectlhneo umforme respecto a un
sistema inercial son también inerciales.

En consecuencia, hay una transformacion mis de nuestrhs co enadas ba_]o la’ cual. )
se siguen cumpliendo las ecuaciones de Euler - Lagrange: el considerar que tenemos
un nuevo sistema de referencia, que se mueve en linea recta con velocxdad constante v,
respecto a nuestro sistema de referencia inicial. De modo que, si tomamosla siguiente
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transformacidn:

() — .z(t) + vt
= :z:(t) - a:(t)+v, (3.16)

para las nuevas coordeuadas, el lagranglano es

az- = ma: = f;,-asi que:

. aL d : __‘
Por lo tanto, se cumplen las ecuaciones de Euler - Lagrange.
Al grupo de transformaciones formado por las traslaciones en el tiempo, las trasla-
" ciones en el espacio, las rotaciones en el espacio y el movimiento rectilineo uniforme se
le conoce como el grupo de transforinaciones galileanas. Este es el grupo de simetrias
propio de la mecdnica cldsica, puesto que es el que determina cémo deben ser los sis-
temas de referencia vilidos para esta teoria.

3.3 Simetrias y Cantidades Conservadas.

En términos generales, para un lagrangiano L(z, 1), se puede demostrar que tanto la
energia como ¢l momento generalizado se conservan.

Teorema 3.2 (Ley de la conservacidon de la Energia).
Sea L(z, x) un lagranglano A'lo larbo de una curva extrema, la energia E es cons-
tante. - :

Prueba.: -
—-L) = zi 9L
,',_pues L =

o
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Los sistemas mecdnicos en los que la energia se conserva son conocidos como con-
servativos. Estos sisteinas pueden estar bajo la influencia de un'campo externo de
fuerzas, siempre que éste no involucre al tiempo expllcxtamente. Podemos interpretar
el resultado del teorema anterior como que, en sistemas conservativos, las curvas z(t)
forman un grupo monoparamétrico de sxmetr:as para la energla, cuyo generador mﬁm-
tesimal es ¢l campo de velocidades & :

La ley de conservacion del momento generallzado se puede demostrar usando la ldea
de invarianza del lagrangiano bajo la accién de un:grupo ‘monoparamétrico de trans-
formaciones. Como ya vimos en la seccién anterior; esto' nos lleva a plantear simetrias
intrinsecas al espacno-tlempo en el que estamos s uando nuestro sistema mecdanico.

Definicién 3.3 Sea (,a,(.z:) un' grupo monoparametnco de transformaciones. Se dice
que @, preserva al lagrangiano L(x,E) si

Segiin la seccién 1.3, sabemos que. todo grupo monoparametnco de transformacxones. :

tiene asociado un campo vectorial; para (,, estd dado por:
d (=) i=1 ..m
ds le=o’ 1o

Teorema 3.4 (Noether). X
Si un grupo monoparamétrico de transformaciones ¢, preserva al ldgranglano L'

entonces, en cualquier curva extrema de L, la componente del momento en dlreccxon

del generador infinitesimal de ¢, se conserva, es decir: “..° g i

(3.18)  '

OL dpi(x)
d_t(z odt T ds .q=o) dt(Z
Prueba. ‘
Como ¢, preserva a L, tenemos que
S o] s Ld(w,(y))
0= ds,L(‘P"(I)’ ((’D’('E))_).L; B:z:‘ ds “la=0 ay‘ ds . ls=0 (3.19)
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Intcrcamblax do el orden de las dex wadas en el segundo térmmo de la su
obtenemos . : .

it dS ‘.;0) —0“

Et :1 8L
de manera. que a :_ = 81.)

"f'suma en’ (3 20) y usando la. regla de Leibniz, se cumple que

e BLY digi () 8L d (dyi(z) _ oL d(p,(a:)
Z ai az') ds ls=0 + B dt\ ds .;_o) - ;i_tz (8:1:‘ ds.

Aunque el teorema de Nocther se presenta como una ley de conservacién del mo-
mento generalizado, de la cual se derivan la conservaciéon del momento y del momento
angular como casos particulares, este resultado tiene distintas aplicaciones que van
mds alld de una idea puramente mecdnica, de hecho, es un principio que relaciona los
grupos de simetria con las leyes de conservacion en general.



Capitulo 4

Aplicaciones a la Relatividad
General

Se hacen alyunas aplicaciones de las ideas manejadas en los capitulos anteriores. Se
ilustra el surigimniento de la Teoria Especial de la Relatividad desde el punto de vista
de la incompatibilidad entre las simetrias propias de las teorias de Mazwell y Newton.
En cuanto a la Teoriu General de la Relutividad, se deduce una solucién ezacta para
lu ecuacion de Einstein (solucion de Schwarzschild) usando suposiciones de simetria
estdtica y esférica. Finalmente, se habla de la determinacion de la “entropia” de un
hoyo negro usando el teorema de Noether 1.

4.1 Relatividad Especial.

La mecdnica newtoniana, con la estructura del espacio-tiempo y las simetrias que
plantea, es una teoria bastante exitosa que explica gran cantidad de fenémenos. Sin
embargo, existen ciertos hechos experimentales que no pueden entenderse en términos
de esta teoria, algunos de cllos relacionados con el movimiento de particulas inestables
a grandes velocidades. Ademads, la mecdnica de Newton es incompatible con la teoria
electromagnética de Maxwell desde el punto de vista de sus simetrias. La inconsistencia
no proviene de suponer homeogeneidad y/o isotropia en el espacio-tiempo, sino de la
transformacién de las velocidades a partir de considerar dos sistemas de referencia,
uno moviéndose con respecto a otro a una velocidad constante v, que surge como
consecuencia del principio galileano de la relatividad. En efecto, las ecuaciones de

Maxwell:

V-E = p
V-B =0

'La introduccién del lenguaje tensorial, asi como las definiciones precisas relacionadas con los
conceptos de métrica, curvatura, transporte paralelo y derivada covariante se dan por conocidos (ver
Wald [10]). ’
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——+V><E‘ = 0

z?E

+V x B

J (4.1)

donde p es la densidad de carga, j ]a corriente eléctricay E y B corresponden a los cain-
pos cléctrico y magnético, respectivamente, no son invariantes bajo la transformacién
dada por (3.16). Fxl cambio, si introducimos las transfmmacnones de Lorentz?:

) t— vz
Vv1-— gz

z—v

z T, )
V1I—2 .
(la velocidad de la luz en el vacio se considera normalizada, es decir ¢c=1), podemos
observar que las ecuaciones de Maxwell son invariantes.

Esta diferencia entre las transformaciones de coordenadas bajo las cuales la ecua-
cién de Newton y las ecuaciones de Maxwell son invariantes nos lieva a escoger entre
la validez de una y otra teoria. En 1905, Albert Einstein decidié escoger a la teoria de
Maxwell como aquélla que debia considerarse vilida y propuso una nueva teoria para
la mecdnica, conocida como la Teoria Especial de la Relatividad, la cual se basa en dos
principios fundamentales:

1) Las leyes de la fisica son las mismas desde cualquier sistema de referencia inercial.
2) La velocidad de la luz es independiente del movimiento de la fuente.

t —

A partir de estos principios puede deducirse que las transformaciones de coordena-
das adecuadas para dos sistemas de referencia entre los que existe un movimiento rec-
tilinco uniforme con velocidad v, estin dadas por (4.2), de modo que la Teoria Especial
de la Relatividad es compatible con la teoria electromagnéntica de Maxwell, ademads
de que explica exitosamente aquellos hechos experimentales en los que la mecanica
newtoniana falla.

Por otro lado las ccuaciones de Maxwell en el vacio (de hecho en medios donde
la densidad de carga y la corriente electromagnética son constantes, lo que, en el
fondo, involucra homogeneidad e isotropia en el espacio-tiempo) se reducen a una
ecuacién de onda para el campo eléctrico y otra ecuacién de onda para el campo
magnético. Recordando la seccién 2.3, sabemos que la ecuacién de onda es invariante
ante las transformaciones conformes de Lorentz. Dichas transformaciones introducen
una métrica en el espacio-tiempo dada por

|z = —(2°)% + (2)? + (2%)% + ()2, (4.3)
llamada la métrica de Lorentz plana® o métrica de Minkowsky. De este modo, podemos
pensar que la Teoria Especial de la Relatividad tiene asociada una meétrica dada por

2Estas transformaciones toman en cuenta a la coordenada temporal, mientras que todas las que
presentamos en ja seccién 3.2 sélo involucran a las coordenadas espaciales.

3Esta métrica corresponde con la ecuaclén (2 29) en un espacio-tiempo con tres coordenadas espa-
ciales en lugar de dos. . .
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(4.3) (distinta a la euclideana) y que simetrias del espacio-tiempo como la homogenei-
dad y la isotropia estdn intinamente relacionadas con esta nueva métrica puesto que,
como se menciona en la seccién 2.3, las traslaciones y las rotaciones (tanto hiperbdlicas
como esféricas) son isometrias, considerando la métrica de Minkowsky. Entonces, pa-
ra la Teoria Especial de la Relatividad, el espacio-tiemnpo es la variedad R* con una
métrica de Lorentz plana.

4.2 Relatividad General.

Dado que la teoria electromagnética de Maxwell quedaba perfectamente incorporada
dentro del marco de la relatividad especial, el siguicnte paso era desarrollar una nueva
teoria que incorporara la otra fuerza cldsica (la gravedad), de manera que fuera una
generalizacion de las ideas newtonianas, compatible con la Teoria Especial de la Re-
latividad. De hecho se realizaron varios esfuerzos e¢n este sentido, pero no fue posible
encontrar una teoria que fuera satisfactoria respecto a.la invarianza de las leyes fisicas
ante algunas transformaciones de coordenadas admisibles. Finalmente, Einstein opté
por un camino totalmente distinto y desarrollé una nueva idea del espacio-tiempo y la
gravedad, lamadaa Teoria General de la Relatividad, motivado por dos consideraciones
fundamentales. La primera es que todos los cuerpos son influenciados por la gravedad
y de hecho caen precisamente de la misma manera en presencia de un campo gravita-
cional. Este hecho, conocido como principio de equivalencia, estd implicito en la teoria
newtoniana de la gravitacidn al esablecer la proporcionalidad entre la fuerza de grave-
dad ejercida sobre un cuerpo y la masa inercial del mismo. Dado que el movimiento es
independicente de la naturaleza de los cuerpos, las trayectorias de los objetos en caida
libre definen un conjunto de curvas preferenciales en el espacio-tiempo, lo que sugiere
la posibilidad de asociar propiedades de los campos gravitacionales con la estructura
del espacio-tiempo mismo. En cuanto a la segunda idea, ésta consiste en suponer que
la estructura del espacio-tiempo se ve influenciada por la presencia de materia y es
llamada principio de Mach.

Con base en el principio de equivalencia, en la Teoria General de la Relatividad se
considera imposible construir marcos de referencia inerciales en el sentido de la rela-
tividad especial y medir la fuerza gravitacional. Esto es acompaiiado por la hipétesis
adicional de que la métrica en espacio-tiempo no es plana como se supone en la relati-
vidad especial, de modo que las trayectorias que siguen los cuerpos en caida libre en un
campo gravitacional son simplemente las geodésicas de la métrica del espacio-tiempo.
Asi, los “observadores de fondo” (las geodésicas de la métrica del espacio-tiempo) au-
tomaticamente coinciden con lo que antes era percibido como un movimiento en un
campo gravitacional, es decir, lo que se percibe como un campo gravitacional no es en
realidad un campo, sino una desviacion de la geometria plana del espacio-tiempo propio
de la relatividad especial. Como resultado, no hay una manera de describir la fuerza
gravitacional, en lugar de ello la gravedad se entiende como un aspecto de la estruc-
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tura del espacio-tiempo. Aunque no tiene sentido hablar de una fuerza gravitacional
absoluta, es posible hablar de la fuerza de gravedad relativa entre dos objetos cercanos
y puede ser medida estudiando la aceleracién relativa entre dos cuerpos en caida libre;
esta aceleracién estd directamente relacionada con la curvatura del espacio-tiempo y
la desviacién de un campo vectorial a lo largo de una geodésica.

En la Teoria General de la Relatividad no hay una restriccién e priori en la es-
tructura de variedad del espacio-tiempo. A diferencia de la relatividad especial, no se
afirma que el espacio-tiempo tiene la estructura de R* con una métrica plana definida
en él; ésta es una posibilidad que se manifiesta cuando no hay un campo gravitacional
presente, pero no es la inica. El marco de la relatividad general permite una métrica de
Lorentz*, g, 110 necesariamente plana, de hecho, exige que el espacio-tiempo sea curvo
en todas las situaciones en las que, fisicamente, un campo gravitacional esté presente.
Dado que se permiten geodésicas curvas, resulta natural suponer que la estructura del
espacio-tiempo es la de una variedad distinta a simplemente tomar R4.

Por otro lado, en relatividad general las leyes de la fisica estdin gobernadas por dos
principios bdsicos:

1) El principio general de covarianza, que establece que la métrica g, y todas las
cantidades derivadas de clla son las unicas cantidades del espacio-tiempo que pueden
aparccer en las ecuaciones de la fisica.

2) Todas las ecuaciones deben reducirse a las ecuaciones satisfechas por la Teoria
Especial de la Relatividad en el caso en el que la métrica g, es plana.

Siguiendo el principio de Mach, en Teoria General de la Relatividad la geometria
del espacio-tiempo estd influenciada por la distribucién de la materia en ¢l universo.
De este modo, la métrica del espacio-tiempo no sélo es una referencia en la que se
establecen las leyes de la fisica, sino también una variable dindmica que responde al
contenido de materia en el espacio-tiempo, como es el caso de la geomnetria del espacio-
tiecmpo que describe a la gravedad.

Para deducir la ecuacién que relaciona la geometria del espacio-tiempo y la distribu-
cién de materia, se hace una comparacion entre la gravedad newtoniana, representada
por un potencial ¢, y la relatividad general. Después de considerar la relacion de la
aceleracién con el tensor de curvatura y con el potencial, ademds de la ecuacién de
Poisson, que relaciona a ¢ con la densidad de masa y, por lo tanto, con el tensor de
energia-momento, se llega a la siguiente ecuacién:

Ras = 5 R = 87T, (4.4)

llamada la ecuacién de Einstein, quien la dio a conocer en 1915. Tomando la traza de
- (4.4), se encuentra que R = —8xT, de donde

Ray = 87(Tw —,—Rgab) . (4.5)

4Una metrxc.x aemmeumnmana con sngnos S denld di ‘gonnl cua.ndo es‘aplicada a ulm base
ortonormal. ;
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En resumen,- la Teoria General de la Relatividad establece que el espacio-tiempo es
una variedad ‘M en la cual se define una métrica de Lorentz g, La curvatura de g,
estd relacionada con la distribucién de la materia en el espacio-tiempo por medio de la
ecuacidén de Einstein.

4.3 La Solucion de Schwarzschild.

Actualmente las pruebas cuantitativas de las predicciones que son consecuencia de la
Teoria General de la Relatividad se reducen a aquéllas provistas por los campos gravita-
cionales que ocurren dentro de nustro Sistema Solar, donde pueden realizarse medicio-
nes precisas. Tomando en cuenta este hecho, resulta de particular interés determinar
las soluciones a la ecuacién de Einstein que corresponden a un campo gravitacional
estdtico, exterior de un cuerpo esféricamente simétrico, como es el campo producido
por el Sol. Este problema fue resuelto por primera vez por Karl Schwrzschild, quien
en 1916 dio una solucién exacta a la ecuacién de Einstein en el vacio.

En general, las predicciones de la Teoria General de la Relatividad tienden a coin-
cidir con las de la mecdnica newtoniana en los limites donde los cainpos son débiles,
sin embargo, la solucién de Schwarschild predice pequefias diferencias con la teoria de
Newton para el movimiento de los planetas en el Sistema Solar (en concreto, la prece-
sién del perihelio de Mercurio), ademads de la deflexiéon y ¢l corrimiento al rojo de los
rayos de luz, debidos a la presencia de cuerpos masivos. Estas predicciones han sido
confirmadas con medidas precisas y, junto con las mediciones hechas a pulsares bina-
rios, constituyen la esencia de la evidencia cuantitativa en favor de la Teoria General
de la Relatividad.

Por otro lado, la solucién Schwarschild tiene mds consecuencias que las predicciones
anteriores. Se sabe que los cuerpos suficientemente masivos (estrellas con una masa no
mayor a unas cuantas veces la masa solar) no pueden mantenerse y sufren un colapso
gravitacional®; después de que el colapso de un cuerpo esférico ha ocurrido, la geometria
del espacio-tiempo queda completamente descrita por la solucién de Swarzschild, la cual
plantea una singularidad en el espacio-tiempo asociada a la presencia de un hoyo negro.

Se dice que un espacio-tieinpo es estacionario si existe un grupo monoparamétrico
de isometrias, ¢, cuyas érbitas son curvas tipo temporal, es decir, que para cada punto,
la curva obtenida al variar el pardmetro ¢t es de tipo temporal. Otra manera de decir
esto es que el espacio-tiempo tiene un campo de Killing €2 ¢ de tipo temporal.

Un espacio-tiempo es estdtico si es estacionario y existe una hipersuperficie (de tipo
espacial), I, que es ortogonal a las 6rbitas de la isometria .. Esto puede entenderse
como que existe una foliacién del espacio-tiempo tal que las hojas (de tipo espacial) son
ortogonales a la curva integral de £€* (de hecho, las hojas son ortogonales a £ mismo).

SPara una descripcién mis detallada de este proceso puede consultarse D’Eath [1]
SVer apéndice B.
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Como consecuencia del teorema de I'robemus, én un espacio-tiempo estdtico el campo
“de Klllmg E“ cumple con: {

f{avbfb] = 0 (4.6)

Slgulendo las ldea.s plant;eadas en la demostracién del tcorema de rectificacion de
coordenadas , en un espacio-tiempo de cuatro dimensiones podemos dar coordenadas
locales de la siguiente manera: si £€* 7% 0 en I, entonces por cada punto en X pasa
‘una tnica curva integral de &y de modo que podemos considerar a estos puntos como
condlcnones iniciales del sistema —‘ﬂ = &% De este modo, damos coordenadas locales
(0,z', 2% z%) en = y a cada punto z = (0, 2! :z: ,z%) en una vecindad de T le asig-
namos. las coordenadas (z !, 22, z%) tales que z° = t. De este modo, @, mapea a la
hoja S en otra hoja 2, que tamblen es ortogonal a £°.

Figura 4.1: Curva tempofal‘ asociada a un campo de Killing £° estdtico.

Analicemos ahora las restricciones que tenemos sobre la métrica, dadas las coor-
denadas anteriores. En-un espacio-tiempo estacionario, como ,(x) es un grupo de
isometrias cuyo pardmetro es precisamente la coordenada temporal, la métrica no de-
pende del tiempo. Si ademds agregamos la condicién de que el espacio-tiempo sea
estatico, esto nos lleva a que la expresién de la métrica no contenga términos cruzados
que involucren al tiempo, pues £* ¢s ortogonal a 3. Asi, podemos escribir a la métrica
de la siguiente manera:

ds? = — V22 + Y by (z', 2, 27 )dzH dam™, 4.7)
ne
‘donde V2 Vz(m T2, 2%) = —E£,E°.
De la ecuacién anterlor, observaimos que. el dlfeomoxﬁsmo definido por t — —t (el
mapeo que manda a cada punto.en I; a un-punto con las mismas coordenadas espa-
ciales'en £_,) es una isometria, pues el iinico elemento que involucra al tiempo aparece

- 7Ver capitulo 1, seccidén 1.3, teorema 1,22 .
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elevado al cuadrado, por lo que no se ve afectado por un cambio de signo. Asi, ademads
de la simetria en las traslaciones temporales, t — t+-cte, que ticnen los espacio-tiempos
_ estacionarios, los espacio-tiempos estdticos son simétricos ante reflexiones temporales.

Por otro lado, se dice que un espacio-tiempo es esféricamente simétrico si su métrica
se mantiene invariante ante rotaciones, es decir, las érbitas de un subgrupo del grupo
de isometrias (isomorfo a SO(3)) son esferas de dimensién 2. En este caso, la métrica
del espacio-tiempo induce una métrica en cada una de dichas esferas, la cual, debido
a que existe una simetria rotacional, debe ser un miltiplo de la métrica en la esfera
unitaria 52, por lo que el drea A de cada esfera caracteriza a la métrica inducida en
ella. Introduzcamos la funcién r, definida por:

ANE
- ’. r= (E) . (4.8)
Asi, para las coordenadas angulares (¢ y ¢) de cada esfera, la métrica toma la forma
Lo ds? = 12d¢? 4 12sin? ¢ d6? . (4.9)

‘En un espacio euclideano plano, tridimensional, r corresponde al valor del radio de la

"Jesfera (A = 4¢7?), sin embargo, en un espacio curvo no necesariamente sucede que r
sca la diatancia de una esfera a su centro, incluso no necesariamente se puede decir que

la superficie tenga centro. De cualquier modo, nos referimos a r como la “coordenada
radial” de la esfera.

Supongamos entonces un espacio-tiempo estdtico, esféricamente simétrico y cuyo
campo de Killing estitico, £€*, es dnico. Notemos que, si £* varia sobre una esfera
arbitraria, entonces la curva integral de £¢ estd sobre dicha superficie, asi que podemos
parametrizarla como una rotacién, la cual es una isometria cuyo campo vectorial asocia-
do es ortogonal a la foliacién que tenemos como consecuencia de que ¢l espacio-tiempo
sea estdtico. Sin embargo, la unicidad de £* implica que éste es el tinico campo vectorial
para el que existe una foliacién del espacio-tiempo con hojas espaciales ortogonales a
€él, por lo que &% no debe variar sobre una esfera cualquiera, dadas las condiciones que
hemos impuesto, es decir, £ es invariante bajo isometrds rotacionales. De esto se sigue
que la proyeccion de €2 sobre cada esfera es nula, es decir, £% es ortogonal a las esferas
que son Orbitas de las isometrias rotacionales, por lo que deben estar completamente
contenidas en las hojas 3,. Escogemos coordenadas en el espacio-tiempo del siguiente
modo: en una hipersuperficie & = $,-¢, escogemos una esfera y dainos coordenadas
angulares (¢, ) en ella. Como ya habiamos mencionado, la métrica en cada esfera es un
multiplo de la métrica en S2, asi que “transportainos” las mismas coordenadas angu-
lares a otras esferas de X por medio de geodésicas ortogonales a dichas esferas. Damos
entonces coordenadas (r, ¢,0) en &, donde r especifica en qué esfera de £ nos encon-
tramos, siecmpre que V,r # 0. Finalmente, de acuerdo a lo que habiamos planteado
al principio de esta seccién, tomamos (¢, r, ¢,8) como coordenadas del espacio-tiempo.
Una vez hecho esto, la métrica de un espacio-tiempo estitico, esféricamente simétrico
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[

tiene la siguiente forma:

j'(r)dt2 + h(r)dr + r2d¢2 +r2sin 2 ¢ d6?. (4.10)

NOb resta encont;rar las funclones f(1 ) Yy h(r) Para hacer esto, podemos usar la ecuacién
- de.Einstein(4:4). en el vacio (Tab 0 = R.,b = 0), lo que nos remite a buscar una
.expresion del tensor de curvatura por medxo del método de bases ortonormales 8.
Tomando en cuenta (4 10), mtroducxmos la siguiente base ortonormal:

- (eoda - JVAICOR
; (el)a hj(dr)u
."(ez)a = r(dé)a
(es)a. = tsing (df)a. (4.11)

+De acuerdo ‘con’ (AL 27), para conocer las 1l-formas de conexién propias de esta ‘base,’
. necesitamos apllcar el operador Oy a los elemcntos de la base y tomar la parte antl-
: sxmetnca : i ; . -

 dueods i FHE)ut)+ 574 (dr)atdt)s = Doy, =1

e aa(cl)b = 5’1 %h'(dr)a(dr)b => - Oale)y =0 \

o “Oa(ea)y = (dr)a(de)s + 7(dd)aldd)e =~ Fal€2)s) = (dT) fa(dd)y?
. 9a(€s)s. = sin ¢ (dr)a(dO)s + 1 cos @ (dd)a(dO), + rsing (d6)a(dB)
T =7 Bales)s) = sin ¢ (dr)a(dO)y + TCOS¢(d¢) a(d6)

tom'\ndo en cuenta (A7) y (A 9):

i

: ff;-f“=f'(dr)[a(dt)a)

(dr)a(dp)s)’ —f.’ (dt) W20 -+ b (dr) (a0t}
R (dt)[aWu]oz h*(dr)[aumué

BRI

sin d) (dr)[u(d0)b] + 7 cos qb (dgb)[,,(da),,]

8Ver apéndice A.




4.3 La Solucidon de Schwarzschild. 93

(4.16)

Tomando en cuenta que wayu, = (€,)°V.(e, ), podemos pensar que la 1-forma de cone-
xién wy,, nos da el valor del cambio de (e,), en la direccién de (e,)’. En este sentido,
dado el planteamiento de la base en (4.11) y la forma de la métrica en (4.10), el cambio
en los vectores angulares (ez)® y (e3)® se realiza dentro de una hoja £, fija, por lo que
no tiene componente en la direccién temporal (eg)® y tiene sentido considerar:

Weo2 = Wiz = 0, - : . (4.17)

de donde (4.13) toma la forma: -

S 1k (dr)iatiogor

(4.18)

por lo que a; = 0.-En’el cas "de w, - Wey abemos por (4.11) que la expresién de los
vectores angulares involucr: . ordenada radlal al igual que cierta relacién entre
las coordenadas angulares mism

(4.19)

/"",l (4.20)

Asi, las expresiof
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won = ;(fiz)l( R

—"—7(d¢)h

—h~%sin ‘¢ (dd),

_j—co§¢?(d0)b : (4.21)

'Dc (A 13), recordand )¢
tenemos’ que o

De igual- modo se: calculn ‘el } nt ‘(Raz,,,,‘ = 0 po=
0,1,2,3): , ,

< RubOZ

Rapoa

Rapr2: ~Ran = ‘h"?h'(dr)[a.(ddz)b) G

Rapia =  —Raa = sing h~1n' (dr)[a(d&)b] 5 :

Rul123 = —Rab32 = 2(1 bl h_l) Sln¢ (d¢)[a(d9)b) (4.24)

Las componentes de!l tensor de Ricci se obtienen entonces usando (A.17), una vez que
se han hecho las proyecciones de (4.24) en las direcciones correspondientes. Igualando
los coeficientes de Ricci a cero, encontramos la ecuacién de Einstein en el vacio, para
un espacio-tiempo estdtico y esféricamente simétrico:

0= Ry = 113(‘)10 -+ Rgz&"‘ Rgao
= UM UM + Grmly, (4.25)

(4.26)

" (4.27)
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Ademas, 33 = Rz y las componentes fuera de la dmgonal se anulan. Sumando (4. 25)
y (4.26), vemos que:

(4. 27), por lo que, hemos éncontrado la solucmn gcnera] a ]a'e acion ‘de’ Dmstem en’el
vacio para un espacxo—tlempo estdtico y esferlcamente sxmetnco.; Sustltuyendo (4 29)

en (4 10) t.(.nemos una expresién precisa para la metnca, dada por. .

ds? —(1+—)dt2+(1+c) PRIy sin?pdo?, (4.‘36)

- la:cual se conoce como la métrica de Schwarzschild. Notemos que, si r — oo, las
.componentes de la métrica tienden a ser las de la métrica de Minkowsky. Esto nos

. permite interpretar a la métrica de Schwarzschild como aquélla asociada al exterior del

-campo gravitacional generado por un cuerpo aislado. El significado de la constante C
se obtiene por medio de una comparacién entre el comportamiento de una carga de
prueba cuando el campo gravitacional es débil (= — o©) y el de una carga de prueba en
un campo newtoniano el resultado de esta comparacién es que la carga de prueba con
parametro C en la solucién de Schwarzschild se comporta como una carga de prueba
en el potencial newtoniano con masa A = ;2(“- = C = —2M . Escribimos entonces la
métrica en su forma final:

v -1
ds® = —(1- gg)dﬁ +(1- 2%[) dr? 4 r2d¢? + r2sin® ¢ d0>. (4.31)

De esta expresion podemos observar que la solucién de Schwarzschild tiene dos singu-
laridades: en 7 = 2M y en r == 0. La primera de ellas resulta ser una singularidad
debida a las coordenadas que tomamos, es decir, que para r == 2Af, la hipétesis de
que V,r # 0 dejan de cumplirse. En este caso, el problema se resuelve tomando un
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‘cambio de coordenadas, en concreto, se toman las llamadas coardenadas de Eddington
Finkelst in'par;t‘lit'geoxn(:f.;{ de‘Schwa zsch'ld v, r,¢a 0), donde

(4.32)

- (4.33)

: Por otro lado, cuando r=20, t,enemos una smgulandad real relacmnada con la forma-.
cién de un hoyo negro; una vez que se tiene esto en mente, ‘el radio r

2M cobra un .

-.nuevo significado ya que este valor de r asigna una superficie nula conocida como el -

horizonte del hoyo negro que corresponde a aquélla a partir de la cual tanto los rayos
de luz como las particulas quedan atrapadas en el hoyo negro.

4.4 Mecanica de Hoyos Negros.

En términos fisicos, un hoyo negro es una regién del espacio-tiempo donde la gravedad
es tan fuerte que nada, ni siquicra la luz, puede escapar y a su frontera se le conoce como
horizonte. Como ya habiamos mencionado, un cuerpo suficientemente masivo tiende a
sufrir un colapso gravitacional, produciendo una singularidad en el espacio-tiempo que
estd asociada a un hoyo negro como producto final del colapso®.

La teoria de los hoyos negros en relatividad general clisical® se desarrollé a finales
de la decada de los 60 y principios de los 70, obteniéndose diversos resultados notables.
Uno de ellos, probado por Penrose, se refiere a la nocién que de que la energia de un
hoyo negro no necesarinmente sc¢ pierde si éste tiene momento angular. La idea de
Penrose e¢s inyectar una particula tangente al horizonte de un hoyo negro de manera
que ésta se¢ parte en dos nuevas particulas, una de las cuales cae en el hoyo, mientras
que la otra escapa con una energia mayor a la que tenia la particula original. El efecto
neto es una extraccién de la energia rotacional del hoyo, junto con una correspondiente
disminucién en su masa y momento angular.

Mais tarde, Demetrios Christodoulou determiné que la eficiencia del proceso descrito
por Penrose estd limitada por una cantidad que no puede decrecer y que estia en funcién
de la masa y del momento angular; poco después Stephen Hawking mostré que la
cantidad que no puede decrecer en la interaccién de un hoyo negro con su exterior es
precisamente ¢l irea del horizonte. Los resultados anteriores tienen una fuerte similitud
con la segunda ley de la termodindinica, la cual establece que en cualquier proceso fisico
¢l total de la entropia de la materia en el universo no puede decrecer. Tomando en

YA la idea de que una singularidad en el espacio-tiempo simpre deba aparecer como un hoyo
negro se conoce como la conjetura de la censura cdsmica, que “prohibe” que aparezcan singularidades
“desnudas”, “vistiéndolas” con un hoyo negro y su respectivo horizonte.

105 decir, no cudntica.
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“*cuenta_esta similitud, se desarrollaron leyes de la mecdnica de hoyos negros andlogas
»a cada una de las leyes de la termodindmica en las que la masa del hoyo negro M, la
- gravedad superficial < en su horizonte y el drea del horizonte A desempeiian papeles
equivalentes a los de la energia E, la temperatura 7" y la entropia S de un sistema
“termodindnico.
- Inicialmente se pensé que la fuerte similitud entre las leyes de la termodinamica y
. las leyes de la mecdnica de hoyos negros eran de caracter puramente formal, puesto que
de manera cldsica, por la definicién misma de los hoyos negros, resultaba contradicto-
rio asociarles cantidades termodindmicas. Sin embargo, utilizando mecdnica cudntica,
Hawking demostré que las fluctuaciones del vacio permiten afirmmar que un hoyo negro
cemite energia independientemente de que tenga momento angular o no y por lo tanto
es posible asignarle una temperatura.

Ciertamente, la deduccién las leyes de la mecdnica de hoyos negros tienen un
cardcter mads geométrico que fisico y se demuestran a partir de la suposicién de diversas
simetrias en el espacio-tiempo. Por lo general, se considera un hoyo negro estacionario
(el caso estidtico es alin mas sencillo) y a partir de las propiedades de campos de Killing,
se definen determinadas cantidades a las que después se les asocia un significado fisico
preciso. Asi, la funcién & puede definirse en términos de un campo de Killing £¢ y del
operador de derivada covariante compatible con la métrica:

&0V E" = rE’. (4.34)

Mediante distintas manipulaciones, es posible encontrar una expresién de x en la que
es ficil interpretarla como la gravedad superficial. Una vez hecho esto, haciendo uso
de diversas propiedades, se demuestra la ley cero de la mecdnica de hoyos negros, que
establede que k es constante en el horizonte de un hoyo negro estacionario, del mismo
modo que la ley cero de la termodindmica dice que la temperatura es uniforme en un
sistema en equilibrio térmico.

De igual manera, se encuentra que la masa de un hoyo negro estd dada en funcién
del tensor de energia momento, el drea del horizonte del hoyo negro y el momento
angular del mismo. A partir de esto se¢ puede deducir una forma diferencial de la
masa que involucra a los dos términos anteriores y que constituye la primera ley de
lu mecidnica de hoyos negros, andloga a la primera ley de la termodinimica (ver tabla
4.1). ‘ S

En 1993 Robert Wald realizé una nueva deduccién de la primera ley de la mecdnica
de hoyos negros que ilustra el empleo de los conceptos revisados a lo largo de este
trabajo. )

La idea es utilizar una formulacién lagrangiana de la Teoria General de la Relati-
vidad en la que se estudia a un hoyo negro con perturbaciones cercanas a un estado
estacionario. Tomando un campo de Killing £€* normal al horizonte £ y suponiendo
invarianza del lagrangiano L ante isomorfismos (en particular L es invariante ante la
accién del grupo monoparamétrico asociado a &%), se puede hacer uso del teorema de
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Aplicaciones a la Relatividad General

CONTEXTO

LEYES: ...

'I‘ermodmd.nnca :

Hoyos Negros

Cero

‘Primera

Tes: constante en. todo

un - cuer- [ £ es constante sobre el horizonte de
un hoyo negro estacionario

dM = it xd A+ términos de momen-
to angular

dA > 0 en cualquier proceso

M-__%[;Q; T e

ydey Q(,‘,‘ 8J() son términos asociados a la energia y el momento angular generalizados,
respectivamente.

Esta deduccion tiene la ventaja de dar una expresnon ‘precisa del drea del horizonte
del hoyo negro en términos de la carga de Noether y,. mds ain, la carga de Noether
estd dada como una una cantidad geométrica intrinseca al hoyo negro, independiente
de los campos que aparecen en ¢l lagrangiano.

11Ver seccién 3.3



Apéndice A

El Método de Bases Ortonormales
para Calcular la Curvatura

Para resolver la ecuacién de Einstein es necesario conocer la expresion del tensor de
curvatura en términos de la métrica del espacio-tiempo. Muchas veces es conveniente
calcular la curvatura por medio de una base ortonormal ya que este método no sélo
puede resultar menos laborioso que otros, sino que incluso permite encontrar ¢l tensor
de Riemann aunque no se tenga una expresiéon precisa de la métrica y/o su opera-
dor de derivada covariante asociado, ademéas de que suele requerir cdlculos que son
relativamente sencillos. .

Consideremos el espacio-tiempo de dlmcnsxon n y tomemos entonces una base or-
tonormal de campos vectoriales suaves {(e,)*},:

CAUCH RS e A
donde B
o = u Fv
w :!:1 si o u=v
#, v = 1,...,n. Si consideramos a 7, como las entradas de una matnz de n x n,

entonces la inversa de csta matriz es ella misma, por lo que ** =.7,,. Los mdmes
griegos indican qué vector de la base estamos tomando y los indices latinos’ mdlcan el.
tipo de tensor, de acuerdo con la convencién que estamos siguiendo!. En el | caso n=4.
¥ a veces también en contextos mds generales, a la base {(e.)?} se le oce . c )
tétrada y al método que estamos desarrollando se le llama. el metado ‘de tétradas

Notemos que:

Z 7]""7Ivu(eu) = (e,)" = 5{; (eo)b

L

donde &3 puede verse como el mapeo identidad entre:yecto s.. Ademds

"Ver Wald [10], (,:\pltlllO 2.
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nalidad, tene'r‘nors“ (e.,)ib(é.",‘jb = 1ouy de ddnd»e‘
; : Ry 5e(en)?

Jg(ea),,‘ »

V V,,w,: Vl,V.,wc

donde wd es un vector dual

estdn’ dados po. a P yeccmn ‘de’ Wapw sobre (e,\)“
R "”Auu = (e,\) (e“)"V (e,,)/ :
Medlante la regla de Lelbmz y la ortonormahdad de 1a base {(e,,) }, notemos que.‘

v..(ep) (eu)a,
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A ‘ . g (e#)bva(eu)b -+ (eu)bvu(eu) = Obl i e
& wuuu ="-v“—(eu)bv (eu) —‘—'(ell)bvﬂg (eu)c &N ’(e")l’g . ﬂ(e“)c
< S wanu + (eu) Va(e;;)c —"wn;w + Wapp'. (ey)l,(e“) V,,g

(eu)b(eu)c

la condlcxon

(A -9)

: es equwalente a la condlcxon Vagt V.,g,,c = 0. De este modo hemos encontrado una
: manera ‘de” expresar el hecho de: que el operador Va es compatlble con’la. metnca (el .
punto (i)) en termmos de la base ortonormal R : :

Por otro lado, las componentes del tensor de Rlemann en termlnos de {(e,,)“} se ! :
obtxenen aphcando R3,a (e.,)d y proyectando sobre los vectores de la base

Rpa;w: = (ep)a(ev)b(en)c bc(eu)d L :
i = (ep) (ea)b(eu)c(vavb—vaa)(eu)c

Usando la regla de: Lexbmz, tenemos que

v.;{(e}.) Ui(eie} = (ew) VaVu(en)s + [Va(en)® Vol
(e,,) Va V;,(e,()c ~va{(eu)rfv_b(eu)c}, Vi(eu)® ][V,,(e,,)c] (A 11)

Adcmas, por (A 2), o
[V (c“)':][V,,(e,,),_.]

o "(A.m) b

(A.12)

Haciendo un Vc.lleszixj'xr’qllc@‘ smjular' pal ‘ s!;}tuyeh}lb en (A.10) llegamos

[Vy (ed) ]wb;w
[Vﬂ(eﬂ) Iwbuu = VWopvr — [V..(e.,)"]w,,“,,
= e ~ (@) [Valeo) lwouw

= (e,,) Vaw,,.., — (e,,) [Va (ea) ]6jwblw

(e0)* Vawes — 3 7°8(e,)[Valeo) 1(€a)(€8) rtWopw

. a.B

(ea)n (ew) Vawbuu.
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(€0)*Vawop — Z 7°%(5)* (¢a) " Wago Whys
af
(€p)*Vaweu — Z ﬂaBprgwa,_w - (A.14)
. 'p - . .

Procediendo dé igual manera con (e,)%(e,)® waa,,.;, sustituyendo en (A.13) y haciendo
_el resto de las pxoyecmones, obtencmos la expresxon del tensor de Rmmann en términos
de’ los coeﬁcnentes de rotamon de Rlccr .

N (ep) Vcwww —'(ea)?V :
- Z ﬂ{w,,g“w,,,,, wdﬁuwrm" -+ wﬂﬁvwﬂlw = 'wﬂﬁpwouv} (AIS)
a,f L

Por (A 4), para cualesquxera dos operadores de demvada covanante V,,” y V., se cumple:

VIVaf = 0(f) = 0"V,.f
= Vof =Vaf, (A.16)

es decir, los operadores covariantes coinciden cuando tenemos campos escalares. Dado
que Woue Y Woue SON escalares, podemos sustituir el operador de derivada covariante
por una derivada ordinaria d,, lo que nos permite calcular el tensor de curvatura por
medio de (A.15). Las componentes del tensor de Ricci se calculan entonces usando la

" férmula:

=3 1" Rpopus . (A.17)

La ccuacién (A.15) nos permite expresar. el punto (ui) Lo que nos resta ahora es
E buscar una, condxcnon equxvalente al hecho de que V es llbre de torsnon. 5

Tomemos un vector dual wb y consnderemos la dlferencxa V,,(f'wb) ‘Va(f'wb). Por

sabemos que existen luncxones suaves f( )
duales suaves u(") tales que: .

wl,’_ i = Z f(a)u(n): E

Ta=s1 =
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Entonces, por (A.18), tenemos que en el purito o se cumple: - .

Vu(wh — w3) = Va(wh

asique'la dlferencxa (V — Ve )wy sélo depende del va]or de w,, en .1:0 Como consecuencla
de esto, (V. ~ V,) define un mapeo lineal que manda vectores duales ‘en g a tensores
de tipo (0, 2) en zo, es decir, (V,. - Va) puede ser visto como un’ tensor. de tipo (1, 2)

(A 21)7

‘ a) 5 8¢
be = be, por_, i

Peér lo qiic Ct; e
vector dual wy,”

Observemos la siguiente’

(ep) Ware — (e,\)bw@;f

nw
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my

. = (e,,) (e'\)bzn“u{(eu)uwbau (eu)sWaav)} - (A.24)

Por deﬁmcnén dc Ias 1- formas de cone‘clon, (ep)* w,,,\.,—(c,\)"w,,,,, = (e,,) (ex)’{Vales)»—
. Vb(e,) } de modo que, sustltuyendo en-(A.24), tenemos:

(eﬂ)a(eA) {V (ea)b b Vb(ea)a} == (ep)u(cA)b Zn“u{(eu)uwbau (ep)bwnau}

Por lo tanto,

amnente; si para la base {(e.)*}
(A.27), entonces, por (A.26), se

tiene: . -

ef -
3bVaf vaaf
S ViVa f :
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Por lo Lanto, para una’ base ortonormal {(e“) }. la condicién dada por la ecuacién

(A 27) es equnvalente a que V- sea libre de torsién. Esto significa que hemos encontra-

“-do una expresion- equivalente al punto (ii), lo cual completa el desarrollo del método
de bases ortonormales

Y,Pam calcular la curvatura por el método de tétradas, se define una base ortonormal
{(en)?} y se imponen como condiciones las ecuaciones (A.9), (A.15) y (A.27). Por
“medio de (A.27) se determinan las 1-formas de conexién y se sustituyen en (A.15), lo
"~ que da el tensor de curvatura. Notemos que este método no requiere que conozcamos
la expresién precisa de la métrica o del operador de derivada covariante asociado a ella,
de hecho, el método mismo sirve para encontrar una expresién de la métrica, dadas
ciertas condiciones.
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Apéndice B

Teorema de Frobenius (versiéon
dual) y Campos de Killing

B.1 Formas Diferenciales y el Teorema de Frobe-
nius

Definicién B.1 Sca A una variedad de dimensién m. Una p-forma diferencial es
un tensor de tipo (0,p) completamente antisimétrico, de manera que wag,..q, €5 una
p-forma si:

Way...ap = Wag...ap] * (B.l)

Para el caso p = 0, una O-forma es simnplemente un tensor de tipo (0, 0), es decir,
una funcién diferenciable f: M — R € F(AM). Sip =1, una 1-forma es sencillamente
un vector dual, o covector, w, (w : V — R). Denotamos el espacio vectorial de p-
formmas en un punto = por A2 y a la coleccién de campos de p-formas por AP. Si
tomamos el producto tensorial de una p-forma ws,...q,, y una g-forma uy, .. s,, obtenemos
un tensor de tipo (0, p + g), el cual no necesariamente es completamente antisimétrico,
-asf que no necesariamente es una (p + ¢)-forma. Sin embargo, podemos tomar la parte
antisimétrica de wa,...a,Us,..b, ¥ definir el siguiente mapeo:

A:AZ X AT — . ABFT
(Way..aps Uby.by) —> (W /\‘u)n.'

"pbl'-ubu A= ( plat )w[m -ap by .. bv]'

Definimos el espacio vectorial de t.odas'las I’ormas dlferenclales en r como la suma' :

directa de A2, p = 0, ..., m.
Si tenemos un operador de denvad'

antc ,‘V‘,,,podemos d(_:ﬁmr el su;menter L
mapeo suave: SIS . . ST ERE

wu;...:n,,’ “') ‘(P:"“i'l)vl[‘l;wm...u;] . : ' - ' S - (B'2)
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‘definamos

n'mapeo de manera similar:

Tomemos ahora al operador' vV

pues C‘,, es un tensor snmétrxco en a y b a; Por lo tanto, el mapeo (B 2) no depende
del operador de derivada covariante, cs decnr, esta blen definido sin que sea necesario
tomar un operador preferencial. Se suele denotar al’ operador V:como d y se puede
utilizar al gradiente 8, para calcular el mapeo anterior.

Sea M una variedad de dimensién de dimensién m. Frecuentemente nos encon-
tramos con el siguiente problema: en cada punto x € M tenemos un subespacio
D, € T M, dimD,; = n < m. El subespacio debe variar suavemente junto con <
en el sentido de que, para cada = € M, podemos encontrar una vecindad abierta U
de x tal que, en U, D, es generado por n campos vectoriales suaves evaluados en z.
Denotamos como D a la coleccidn de subespacios D.. Lo que queremos saber es bajo
qué condiciones podemos encontrar subvariedades integrales de D, es decir, cuindo
podemos encontrar, para cada z, una subvariedad encajada N tal que z € N y TN
coincide con D,. Un caso especial de este problema se tiene cuando hay una métrica
en Ay se desea saber si un campo vectorial £2 es ortogonal a una familia de hipersu-
perficies, o bien, cuindo tenemos subespacios D (m + 1)-dimensionales integrables que
sean ortogonales a £°.

De acuerdo a lo que vimos e¢n el capitulo 1, la solucién al problema general estd :
dada por el teorema de Frobenius 2, el cual también tiene una formulacién dual en
términos de 1-formas diferenciales. Dado D, C T M, podemos considerar las 1-formas
w € (T M)* que satisfacen:

wav® =0, N (B.4)

para todo v* € D;. Estas l-formas w generan un subespacio de dimensién m — n,
T C (T M)*, del espacio dual al espacio tangente en z. Reciprocamente, un subespa-
cio 77 (;m—mn)-dimensional de (T M)* define un subespacio D, C T M de dimensién n.
Entonces, podemos reformular el problema anterior en términos de (73)*: nos pregunta-
mos ahora bajo qué condiciones la coleccién T™ de subespacios (m — n) dimensionales
de 1-formas tiene la propiedad de que la distribucién D de espacios vectoriales D;
asociados a cada T, tenga subvariedades integrales.

De acuerdo con el teorema de Frobenius, las subvariedades integrales existen si y
sélo si, para todo w, € T y para todos v*,u® € D (wav® = wau® = 0), se tiene:

walv, ul® = 0 : (B.5)

'Ver apéndice A.
2Ver capitulo 1, seccién 1.4, teorema 1.32
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Notemos que, por (B.4) y la regla de leibniz, sc cumple:
‘ wa,,v“ =0
= wisz'U +v*Vw, =0 C
L= P we Vet = —v*Vw, (B 6)

y, analogamente, wuVl,u =’ —u"V,,w,,'. Por (A 4), tenemos que w,fv, w|* = w, ('u"Vbu -
ub V), entonces;’ para saber qué t;lp de condlcnon lmpone el teorema. de Frobemust
, sobre Wa, sustltuxmos en’(B. 5 : !

1n—l

V[bwnl = Z lt[nvol "

a=1

donde cada v,, es una 1- forma arbltrana y cada pg e T‘ Asn, podemos reformular el
’ teorcma de Frobenius en términos de formas dnferenclales como sxgue E

.Teorema B.2 (frobenius, version dual).
Sea T una coleccién suave de subespacios de 1- formas de dxmenslon (m —n). La
distribucién D de subespacios vectoriales m-dimensionales D, contenidos en el espacio
 tangente a cada z, admite una subvariedad integral si y sélo si, para cada w, € T* se
cumple la ecuacién (B.8) con u¢ € T*. Esto también puede escribirse como

dw=Zp..°/\t_;"‘f L (B.9)

La formulacién dual del teorema de Frobenius da un criterio iitil para saber cudando

“un campo vectorial £% es ortogonal a una hipersuperficie. Tomamos T* el subespacio

de una dimensién generado por &, = gap€?; por el teorema de Frobenius £° es ortogonal

“a una hipersuperficie (de dimensén m —'1) si-y solo si V[afb] = E[.,vbl {a = &4 ya que
T‘ tiene dunensuSn uno): Observemos que:

i1 L V[afb]
e Vg - Vg,
e € Vagy — VL,

A4 £cva£h - Ecvbfa

L4 . E[nvbfc] ’

por lo tanto, £% es ortogonal a una auperf‘cne (m —
s[nvbfc]

ElaUs) )
EaVs — &y
Ecave — chbvn -
fbvcfu —&Val. + faVb'fc favcfb

gcfuvb fcfb’ua + fbf Vg = Ebfﬂvc + gneb'uc — €acuy

o <+ ||

)< xmensxonal si y sélosi
b (B 10)




110 Teorema de Frobenius (versién dual) y Campos de Killing

B.2 Mapeo Diferencial para Tensores y Campos de
Killing

Segiin el capitulo 1, para una funcién entre variedades F : M — N, el mapeo diferencial
“manda” vectores tangentes en p a vectores tangentes en F(p).

e T M — T}:‘(,_,)N
v — F*(v)= v(foF) Vf € G'(N) (B.11)
De manera similar, podemos emplear la funcxon F para atraer” vé%:tdi{es ;:d'uales en
F(p) a vectores’ duales en p Deﬁmmos sigui : Bl e T e

‘;Sl F esun dlfeomorﬁsmo pod(_mos usar F'7! .
“de’todo tipo, tomando en cuenta que’ (F 1)* eni-un mapeo de Tp(,,)N aTyM.: SI T:,‘_';;",’:
““es un tensor de tipo (k,{) en P, deﬁmmos el tensor (F*T)i -t en F(p) como:

()= T‘" i (Fowi)ay - ((F~) u)™ . (B.15)

(P‘T)Z‘ “k ('wl)al (wk)nk("l)bl

o ;Ahora bien, dado F : M .—" Itl un’ dlfeomorﬁsmo ¥ T un campo tensorial en M, pode-
_“'mos.comparar T y: F*T; si ‘F*T =T, entonces, pese a que hemos “movido” a T por
‘‘medio de F, el tensor- “permanece lgual" es decir, F es una transformacidn de simetria

"del‘campo tensorial T En el caso de la métrica g,,, una transformacién de simetria se
“’llama una isometria 3

5 " Asi como podemos extender la accién del mapeo diferencial a los tensores, también
-podernos hacer lo mismo con la derivada de Lie. Segiin la seccién 1.3,V f € F, L,(f) =
v(f), donde v es un campo vectorial con un grupo monoparamétrico asociado, .. Para
un tensor de tipo (%, 1), su derivada de Lie queda definida como:

T — T
LT =ty { St "'t b Y (B.16)

3Notemos que esto es una generalizacién de la idea de isometria planteada en el capftulo 2
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.En base a (B. 20) y retomando’ (A 4),

En el caso de _]ap,, si- V‘x es compatlble
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De acuerdo con las ideas desarrolladas en la seccién 2.1, ¢, es una trasformacién de
simetria de T ‘,"‘ si y sélo si su derivada de Lie es cero.

Si tomamos un sistema coordenado adaptado a v *, las componentes de la denvada -
de Lie de un tensor 7,'";'* en dicho sistema son: . :

£ eeutt
T -
‘Ozt

para un campo vectorial w* se tiene entonces

VLol —
LvTD]...V‘ B

ademas, como v* =

de Lie de un campo tensorml ot

nla metrlca, tenemos~

ngab = v vcgab + gcbvau + !]acvbv = Va'Uh + VbUa DO T B (B.22) .

Definicién B.3 Seca ¢, : A — M un grupo monoparameétrico de lsometnas,(pt_jub = gﬂ,,.
El campo vectorial £% que genera a ¢, se llama campo vectorial de Killing :

Para que @, sea un grupo de isometrias, la derivada de Lie de ia metnca en: ]a ;
direccién del campo de Killing £€2 debe ser nula: i

Ligab

@ Vol +Vela = 0. » (B.23)

4Ver teorema 1.22
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A la ecuacién ‘anterior’ se le’conoce como ecuacién de Killing, donde V, es el operador

de dcrlvada covmnante asociado a S

‘V_Proposxclén B 4 ; S : .
Sea £% un campo de Klll a’ geodésica con-tangente u®, entonces £,u® es

constante a lo Iargo de 'y i :

Prueba.

Tenemos que

a

Dado que en relatividad general las geodésicas. de tipo temporal representan los
movimientos de caida libre de particulas en el espacio-tiempo y las geodésicas nulas
representan las trayectorias de los rayos de luz, la proposicién anterior tiene un signi-
ficado similar al teorema de Noether en el sentido de que un grupo monoparamétrico

“de simetrias (en este caso la simetria estd asociada con la métrica) da origen a una ley
de conservacién para particulas y rayos de luz.
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