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Introducción 

Tanto desde el punto <le vista geométrico como físico, el análisis de las simetrías es de 
gran importancia. El suponer una simetría en determinado espacio permite obtener 
bastante inforrnación, no sólo porque, desde el punto de vista operacional, resulta más 
sencillo resolver algunos problenias, sino porque en el marco de dicha estructura, hay 
una serie de consecuencias que resultan ser problemas interesantes en sí mismas. Tal es 
el caso de la relación entre las simetrías de un problema variacional y ciertas cantidades 
conservadas, como por ejemplo la energía. 

En particular, la relatividad general es una teoría donde la estructura geométrica 
del espacio-tiempo y los aspectos n1ecánicos se funden por medio de la ecuación de Eins­
tein. Mientras que en la rnec:ínica ncwtoniana y la Teoría Especial de la Relatividad las 
características del espacio-tiempo están dadas y forman un marco ele referencia para 
cualquier sistema mecánico, en la Teoría General de la Relatividad uno debe preguntar­
se cómo es el espacio-tiempo al mismo timnpo que se pregunta por el comportamiento 
mecánico ele determinado objeto. En este sentido, es de suponer que la presencia de 
simetrías en el espacio-tiempo tenga notables implicaciones en cualquier sistema físico 
que se estudie. La mec:ínica de hoyos negros es una rama de la relatividad general que 
ha tenido gran desarrollo cu las í1ltimas décadas y que ilustra muy bien estas ideas; 
las tres leyes de los hoyos negros, que en principio se deducen bajo ciertas suposiciones 
de simetría cu la geometría del espacio-tiempo, parecen tener un importante contenido 
físico. 

En este trabajo se pretende hacer un estudio detallado del lenguaje de cierto tipo de 
simetrías, para luego ilustrar una pequeña parte de las consecuencias que tiene suponer 
algunas de ellas cu el marco de la Teoría General de la Relatividad. 

Para hablar de simetrías lo natural es usar la teoría de grupos; si se quiere· ha­
blar ele simetrías continuas, los grupos de Lie resultan una herramienta indispensable.· 
Tomando en cuenta lo anterior, en el capítulo 1 desarrollamos el caso de. los grupos: 
mouoparamétricos y sus propiedades. . · · . ' ,.: : .: ,·.'.:: · ... : ..•. , .. 

En el capítulo 2, siguiendo la intención original de Líe, h~cem~s;.\Jri~:áp!ica~iÓn 
de la teoría de grupos de Lie a las ecuaciones diferenciales, estabfociendo'pára':eno .. 
la definición precisa de un grupo de simetría de un sistema de .ecuaciones )r:álgunos,. 
criterios. · - - .: · ., · · · :,_::·: 1 ,~~-:· ·.-· - · 

En el capitulo 3 se establece la relación entre los gr\Jp~; de sÍ,n1~trílÍ.'y Í~~~'ittidades 

. ' . . .-.- --·--·---. 
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viii Introducción 

conservadas. 
En el último capítulo se hace una breve aplicación.de las ideas manejadas en los 

tres anteriores, tomando a la Teoría General de la Relatividad y, dentro de ella, a la 
mecánica de hoyos negros. . . ; . .' ·. : · 

Dado que este trabajo gira en torno a las siinetdas. continuas y.su lenguaje, se omite 
Ja introducción del formalismo tensorial, así comolas .. dcfiniciones precisas relacionadas 
con las ideas de métrica, curvatura, transporte paralelo:~;: dérivada cováriante .•. Todos 
estos conceptos (que aparecen en el capítulo 4 y losaos a¡)éndicésfasí como la ncitaéión 
de los mismos, se dan por conocidos y se refiere al lector a.l libro de Wald [10]. 



Capítulo 1 

Grupos de Lie 

En este capítulo desm-rollantos las herramientas matemáticas de grupos de Lie que em­
plearemos rnás adelante. Para esto, par·timos desde la definición de variedad, de modo 
que gr·an ¡uir·te del material re¡1resenta un breve repaso de la teoría de variedades y gru­
¡1os de Lic. Dentro de los 1·esultados aquí ¡JT"esentados, destacan el Teorema del Rango 
y el Teorema de Frobenius, ademci.• de los conceptos de grupos de transformaciones, en 
concreto, los gn1pos monopa1n111étricos de difeomorfismos. 

1.1 Variedades. 

Como una primera aproximación, podemos pensar que las variedades son espacios to­
pológicos obtenidos a partir de "pegar" copias del espacio euclideano R". Hay varias 
maneras de realizar el "pegado": a través del uso de homeomorfismos, usando difeo­
morllsmos y mediante el empleo de homeomorfismos analíticos, en cuyo caso llamamos 
a las variedades resultantes variedades topológicas, variedades diferenciables (o suaves) 
y variedades analíticas, respectivamente. En nuestro caso, trabajaremos siempre con 
variedades diferenciables, de modo que, cada vez que hagamos referencia al térrnino 
"variedad", entenderemos con ello que se trata de una variedad diferenciable. Demos 
ahora una definicíon más precisa de una variedad. 

Definición 1.1 Sea Af un espacio topológico y R"' un espacio euclideano m-dimensional. 
Una cartel (o vecindad coordenada) de Af es un par (U,x) que consiste de un subcon­
junto abierto U de Af y un homeomorfismo x de U a un subconjunto abierto de R"' 
(x: u e A1 -t IR"'). 

Si para p E U e A1 escribimos x(p) como: 

x(v) = (x'(p), ... ,x"'(v)), 
,._ .. - .. ._, 

decimos que x;(p) : U -t IR es la i-ésima función coordenada_ y,.que,(U,x) es una carta 
en 1'· También puede hacerse ·referencia a una cartá~en¡p .al;denotar las funciones 
coordenadas (x1 (p), ... , x"'(p)) y llamarlas coordenadas to'calf!S en p. . 



2 Grupos de Lie 

Una colección {(U0 , x 0 )} de cartas se llama un atlas (o sistema coordenado) en li-f 
si {U0 } forma una cubierta abierta de li1. El atlas cs suave.si para cada par de índices 
o: y {3, con U,, n Up.=F 0, el mapeo 

XtJ o x;; 1 
: Xa(U., n Up) --+ Xp(Uo n Up) 

es suave (i.e: de clase C 00
). Esta definición se ilustra en la figura 1.1. 

M 

/~C)R" 
X 15 o X~1 

Figura 1.1: Un atlas suave. 

Es claro que XfJ o x;; 1 es un difeomorfismo (una función de clase C 00 de IRrn a IR"' 
con inversa suave) ya que (Xp o x;;' )- 1 = Xn o xfi' E C 00 por definicióii de atlas suave. 

Definición 1.2 Decimos que dos atlas suaves {(Uc., x~)} y {(Vp, vp)} en /11/ son 
equivalentes si para cada par de índices o: y {3, con .Uo. n Up =F 0, el mapeo 

' ~. c. - • 1 

VfJ o x;;': Xa(Uu n Vp)--+ vp(U., n V¡¡) 

es un difeomorfismo. Una clase de equivalencia deatJ~ s;iaves en M se llama estructura 
suave o diferencial en /11/. La estructura suave repr.eséntada por el atlas {(U0 ,x0 )} se 
denota como ((U0 ,x0 )]. Una variedad suave o difcrenciable de dimensión m (o variedad 
m-dimensional, o simplemente variedad) es un par {/ll/,((U0 ,x0 )]) que consiste en un 
espacio J-Iausdorff Ji/ segundo numerable y una estructura suave ((U0 ,x0 )] en M. 

Generalmente denotamos la variedad (li-f,[(U0 ,x0 )]) como M, entendiendo que exis­
te una estructura suave [(U0 ,x0 )] en M. 

Existen varios ejemplos de variedades, el más sencillo lo constituyen los espacios Eu­
clidcanos IR". También las n-csferas (Sn) y los espacios proyectivos (P") son variedades 
suaves. 

Es posible construir nuevas variedades a partir de variedades anteriores empicando 
varios métodos, por ejemplo: 

- Un subconjunto abierto O de una variedad (ll-/,[(U,.,x0 )]) constituye una subva­
riedad abierta de li/ con una estructura dada por [(O n U"'x0 lonu0 )]. 
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Figura 1.2: La proyección estereográfica como un sistema de coordenadas· de la esfera 
a IR2 • 

- Dadas dos variedades suaves (J\f,((U0 ,x0 )]) y (N,((V¡¡,v¡¡)]); el producto cartesiano 
M x N es una variedad suave con la estructura ((U0 x V¡¡ , X~ x vp)J:· 

.··~: 

En términos generales, una subvaricdad N de una va;ied~d M (N e M) es un 
subcspacio topológico de A1 que adquiere su estructura de variedad a partir de la de 
M. En particular, las subvariedades regulares (ilustradas.en la figura.i,3),son de gran 
importancia. : ,\·:. 

Definición 1.3 Sea J\1 una variedad m-dimensional, N un subconjunto de M .. y·n E .N 
tal que O :5 n :5 m. Si para ~ada p E N existe una carta (U,x) de M en p tal que: 

, :NnU ={a E U! x"+'(a) = ... = xm(a) =O} 

entonces N es uiia subvariedad regular de l'vf. 

M 
--~I . 
~· 

. · ....... .,. 
Figura 1.3: Una subvariedad regular. 
" .-,,-.,,;{ ":-{-.:\~,:¿.-_--~~- ,.• >~., 

,. 

Muchos conceptos del cálculo en IR"pueden.'e~teriderse a lk variedades de manera 
natural. Así, la noción de suavidad se extié,náe''de· 13: siguiéi1te' manera: . · 

DefÍniciÓn 1.4 Un mapeo contilt'uoF:' '11:1 .i;;~~~nt?c'clb~ va~iedade~ s~~ves ( M; ((U ,x0 )]) 

y (N,((V,v¡¡)]) és suave (o 0 00 ó difere11ciablefsipará''.c'ada1pardé'.índié:esa y/3, con 
U

0 
n F-1 (V¡¡) 'I= 0, el mapeo · ·. · ·· ' · · ···;:• {:,: · 



4 Grupos· de Lie 

es suave o 0 00 como función de IR"' a R" (ver figura 1.3). Un mapeo suave F: M--> N 
entre variedades suaves es un difeomorfismo si es un homeomorfismo y el rnapec:Í inverso 
F- 1 también es suave; se dice entonces que M y N son difeomorfas .. 

u. 

Figura 1.4: Un mapeo suave entre dos variedades. 

Pese a que este tipo de definiciones y generalizaciones hacen referencia a un sistema 
coordenado, es fücil notar que, dado que estamos tratando con variedades diferencia­
bles, no dependen de las coordenadas, lo cual nos da Ja libertad de elegir el sistema 
coordenado que resulte conveniente en cada caso. 

Definición 1.5 Sea F : !vf - N un mapeo suave entre dos variedad~s (Af,[(U,x0 )]) 

y (N,[(V",vp)]), con dimensiones m y n respectivamente. El rango de F _en mi punto 
p E kf es el rango de la matriz jacobiana de F evaluada en el punto p, es·dei:ir: dada8 
cartas (U,x) en p y (V,v) en F(p) = e¡, expresadas como:. · · · · · · 

x(JJ) = (i'(p), .. :, :i:"_1(p)) 

y 

,• .;_• 
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Es sencillo ver que esta definición no depende del sistema coordenado que escoja­
mos. Al establecer condiciones sobre el rarígÓ dé úrúnapeó ·suáve; :podemos garantizar 
la existencia de un sistema coordenado que. nos_ permita·:e><presar a'dicho nÍapéo en.su 
forma tnás siinple: ,: ·,. ~-:;··>' : ~ .;{'. , ·"· 

Teorema 1.6 (del Rango). . \,,:~':·~1.: ·: .·· .··· .. · .. 
Sea F : M -t. N un mapeo suave. entre. vari.déades .. ~ori';dhnensiones m y n res­

pectivamente, y sean Po E M, F(po) .,;·'qo 1/e.[N/}:}Si'~F;.:és~·dc, rango máximo en 
Po,_ entonces existen cartas (U,x) en pÓ, · x(Po)";;;;;{·(x~cPo)i":;;;>'x"~Ú>o)); y (V,v) en Qo, 
v(<¡0 ) ='(y1 (qo), ... ,y"(qo)), tales que, "/pEU, cori,i.F'.(ÍJ) .. ;:")i,E~l(, se, tiene: 

· ': 1 · ·. . ·· \~,:::< /\;·;·-.i://i~¡- &~;·~~~~fr~-:~;:·~;:úX ·1~/:~ > .. _,_·: . . 
v(q) = v(F(p)) (x (p), ... ; x (p), O; •.• ; o)::,;s1 •::;cm ~ n y 
v(q) =v(F(p)) (x

1
(p), ... ,x".(p)).\ '~~,i,:,;.:;):~:,;=;,::f!(,:,'~' .. (Ll) 

Prueba. ···<:::¡ :: ;,~\{'> .. 
Primero demostraremos el teorema dei rango: ;ar~~'ei{~~a:· especial en el que las 

variedades corresponden a espacios euclÍdeanos· IR~'. ':Y'. iR"'J;'Eíi': Cs'te ca5o, lo que dice el 
teorema es que, si F es de rango máximo en Po' é'iR•'.'.;: e~isten vecindades de Po y de 
F(p0 ) = q0 E IR" y difcomorfismos x : U ~.IR".', -íí,;,':•'.Y:!-2-t~.~~·/talcs que,}t p E U, con 
F(p) = q E V, se cumple: __ ·,-:-:·: :'.~·:>--~: 

v o Fo x- 1 (p) = v o Fo x~1 (x1 , .L;x;~~) :,C;!,L (iú ·;,;;;;o· · ci) 
y 

v o Fo,-• Wl ~.".º :,~;1•:1;~~~~[l~~ii~:~;2~= 
Es decir, que el mapeo se comporta locahnente c°:mo ... üná:inclusión '(m :;; n) o co1no 
una proyección (n:;; m). Comencernós''coli'·é1_casc(1n:::;; n;'.'.'. ;F.·' . . . 

La matriz jacobiana de F ¿ (Fl; .. :;F',') .c~1;iío .. es: · · 
.. < ; 1 ~: \¡',: ,'::' :· ·t·:. o ·1 
J(F)(;i)~:( ::1nlp~.·. ·:;:'_"º:·n:nlpº) 

~ DZT • • •• , ·oz;;; 
PO Po 

Como F es de rango máximo en ¡,~·,· eX:iste:una'. submatriz de 7n X m de J(F)(po) 
cuyo determinante es distinto de cero. Sin'pérdida de generalidad, tomando en cuenta 
mapeoslineales que permutan coordenadas, podemos suponer que 

A= 
( 

o ·F•I ¡;¡r 
PO 

. o; .. ;¡ 
¡;¡r 

PO 

--1LF•J ) éJ:x"' 
Po 

º~"';.. ... ¡ 
Po 
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es dicha submatriz. Definirnos x : IR"' 4 IR"' como:· 

. x(x1' .. ., x'~) ~ (F1(x1, ... , xm), .. :; én(x1, ... , x"')), 

entonces, 

fMU.l ~,(~~k·f~-·~~~~~mJ ~A, . 

de modo que det(J(x)(p0 )) =f. O.' Por teor~1ná' déla' fúndóri inversa, existen vecindades 
abiertas de Po y de x(Po) en la5 que x c5;uri:difecmi:Orflsmo y, por lo tanto, existe 
x- 1 

: tR'~--+ Rm sua~e. '· ;~ .-_ ... ~:::~'.;:'.'. ~-_:'.;~:_ .. ::~\~~;-~,~~{tF-:-~{~.:-~·-~:~}~;.>:-·.::."_:~->-" ;.·:· 
Del mismo modo, definimos v:-:1 : IR~. -+IR~ ·como:··,. 

' ·-· "' .. - -- -·· - . _ . ._.,~ - '" -·· .. ' . -

·:-· 
~1--X'·-_+ F:n 

. 

8~nX
1 J . . 

. o~n.Xm 
...lL..xrn+l +Fm+l 
8.:n 

- o~.,.x,... +Fn 

la cual, dado que las funciones F', con i = rn + 1, .. ., n, sólo dependen de las primeras 
ni coordenadiis, <iiiiguaCa: . . . . . · 

donde lmxm denota la matriz identidad de mxm, similar para Inxn y *es una submatriz 
cuyo valor no influye en nuestros cálculos. Claramente, det(J(v)(q)) = 1 =f. O V'q, así 
que, aplicando el teorema de la función inversa, sabemos que existen vecindades de q 
y de v- 1(q) en donde v- 1 es un difcomorfismo y, por ello, tenemos v : IRn ~IR" suave. 

Si denotamos por L a la inclusión ele R'" en IR", obtenemos que: 

iox(x1
, ... ,x'") = i(F1

, ••• ,F"') = (F 1
, ... ,F"',O, .. .,O), 

de donde: 

v-1otox(x1 , •.• ,x"n) = v(F1 , ••• , F"n, O, ... ,O)= (F~, ... , F"', Frn+t, ... , F") = F(x1 , ••• ,x""). 
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Así pues, F = v-1 o¿ o x y, componiendo con las funciones inversas x- 1 y v, tenemos: 

v o Fo x- 1 (x1 , ••• , x"') =· t.{~ 1 , ••• , x~) =~}'.:(x~~'~ .. ,'..:.~m ,·~~~-,.}~~o·)\~,-· 
" 

Por lo tanto, existen difeomorfismos x yy y\ieciridad.és (.Ty/l' (dád~ por el teorema 
de la función inversa) tales que: ,.,,. · ···· ;., ;¡¡,.,- .. ,,_,,.: · 

V
oFox- 1(x1 x.,;¡) _:·(·x¡ ·x·"'::·o··. ,·•·O)·.> , 

, ••• , ~ ,, ••• , ,.-1. , ••• , •' 

Si n :::; m, la Prueba es bastante similar' de~;..iendo X : IRm 2 IR;.; c~mo x(;1 , ••• , x"'). = 
(Fl ,.· •. , F~, xn+i, ... , x"') y a v ·: IR" -+ IR" como la fimción identidad.· · · 

Para el caso general en el que Fes un mapeo entre variedades 1\I y N, consideramos 
que (U,j() y (V,v) son cartas en p0 y q0 = F(p0 ), respectivamente; entonces, el mapeo 
v o Fo x- 1 es una función entre espacios euclideanos IR"'. y IRn·, de modo que podernos 
aplicar el teorema del rango en el caso que acabamos de' demostrar. Así, sabemos que 
existen difco111orfisrnos X: ü e IRm-+ IR"' y ii: V e Rn--+ IRn, tales que: 

' . ' 

c~1 ~ ... ;~,;;;o~-.-.. ,º> 
.: . .. ·si •m<n 

. (x~;, .. ,3(_ .. )_· ... · .... 1''.:;;-... m ... .• 
·:. ~.·sL·c· • 

y 

Por lo que exist'en cartasi:m,p0 y en q0 dadas·~~; x;,,,; ~ ¿·~'Y~v,,,;, v ,;·~,junto con las 
vecindades-U y;V correspondientes, qu'e eurnplén'el 'teorenia del rangé).' " 

•· . . .• . ·•, ·.·' ··:' •' '.•-, l • '-

o 
La anterior., Prueba nos puede servir para ilustrar cómo se trabaja ~on coordenadas 

y el hecho de q·ue las variedades sean espacios localmente homeomorfos a IRn. En ge­
neral, se trabaja indistintamente con los puntos en la variedad, p E 1\1, o directamente 
con sus coordenadas en IR"', x = (x 1, ••• , xm) = x(p), considerando que "localmente son 

iguales". Por ejemplo, si tenemos un niapeo F : 1\I --+ N, considerar 8~, Fi IP equivale 

a tomar 8~ •. Y; o F o x-• L. 
Hay que notar que el Teorema del Rango no sólo garantiza la expres1on sencilla 

de un mapeo suave en términos de ciertas coordenadas locales, sino que establece una 
condición para generar subvariedades regulares: .· · · , . , 

- Si m ::;; n, Fes un mapeo inyectivo y de rango máximo en 11if, ,entonces F(!vf) es 
una subvariedad (regular) de N. A F se le conoce como inmersión).: a F.(11-I) como 
una subvariedad inme1·sa en N . . · 

- Si n ::;; 1n, q E N, F es suprayectiva y de rango máxin10 en .. F,,-:- 1 (q), entonces 
p-• (q) es una subvariedad (regular) de 111. 
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.~ 
Cbl no¡;:m 

Figura 1.5: Ilustración del Teorema del Rango. 

Otro concepto que también se hereda del cálculo es el de una curva sobre una va­
riedad. Así, una curva suave en una variedad 111 es un niapeo suave <P : I ~ !vi, donde 
I es un intervalo en IR. Ahora bien, como cualquier espacio topológico, una variedad es 
conexa si no hay dos conjuntos abiertos que la separen. Dado que cualquier variedad 
es Iocalemute clife01norfn a un espacio euclideano, entonces las variedades comparten 
todas las propiedades locales de IR", en particular la conexidad y la compacidad locales. 
Siguiendo este razonamiento, no es difícil probar, mediante vecindades coordenadas, 
que cualquier variedad conexa es conexa por trayectorias, es decir que, para cualquier 
par de puntos en la variedad, existe una curva suave que los une. En nuestro caso, 
consideraremos siempre que nuestras variedades son conexas. 

1.2 Grupos de Lie. 

En una primera aproximación, los grupos de Lie parecen la simple unión de conceptos 
provenientes de dos ramas de las matemáticas: por el lado del álgebra tenemos la idea 
de grupo, por el lado de la geometría tenemos a las variedades. Como veremos más 
adelante, esta unión, que en principio parece "poco natural", resulta ser una poderosa 
herramienta en el estudio de las simetrías, permitiendo resolver una gran variedad de 
problemas, tanto en las cuestiones algebraicas, como en las geométricas. Primero re­
cordemos el concepto ele grupo: 



1.2 Grupos de Lie. 9 

Definición 1.7 Un grupo es un par ordenado (G,*), donde G es un conjunto' y * 
es una operación binaria en G, es decir,*: G x G-> G. En general, Vg,h E G, se 
escribe *(Y, h) E G como g * h, o simplemente gh, y a la operación *.se le suele llamar 
producto en G. Además, deben cumplirse las siguientes condiciones: · · ' · 
1) El producto es asociativo: (gh)f = g(hf) V g, h, f E G. . .. 
2) Existe un único elemeno e en G, llamado idéntico o identidad, tal que ge = · eg = 
g Vg E G. 
3) V g E G 39-1 E G tal que gg- 1 = y- 19 =e. A g-1 se le conoce comÓ el inverso de g. 

Existen varios ejemplos de grupos, desde aquellos que se refieren a sistemas de 
números (Z, Q y IR son grupos con la suma como operación binaria, por mencionar al­
gunos), hasta otros que ilustran claramente cómo la estructura de grupo es la adecuada 
para hablar de simetrías (el grupo de movimientos de un polígono regular respecto a 
sus ejes de simetría con la composición como operación, por citar uno). 

La característica particular de los grupos de Lie es que son grupos que también 
tienen una estructura de variedad, de n10do que ambas estructuras son compatibles. 

Definición 1.8 Un grupo de Líe es un conjunto G tal que es una val-iedad ~uave 
y G.es también un grupo cuyas operaciones son suaves, es decir que Vg,h E G,.el 
producto en G 

y la inversión 

*:GxG-?G 

(g,h)-¡. gh 

i: G-t a. 
·: g.-t. g-:1, 

son mapeos suaves entre variedades (de hecho, la inversión es un difeomorfismo). Aquí, 
la estructura de variedad de G X G está dada por la estrticturá de producto ca1·tesiando 
de variedades. 

Nuevamente, podemos definir y caract~~iiar a Ié:is mapeos entre grupos ·de Lie,·'p~>r 
ejemplo, un homomorfismo entre grupos deLie G y H, es un IIlapeo suave cp : G -t H 
que respeta las operaciones de grupo:.:· · ·· · · · · · · · · · · · 

ip(gigi) ,;=; i¡j('g1)cp(Íl2) V 91>92 E G. 

Si cp es un homomorfismo que además es un dlfeomorfismo (como mapeo entre varieda­
des), entonces cp es un isomorfismo entre G.y H. Generalmente no se hacen distinciones 
entre grupos de Lie que sori isomo'rfos;'· · · · · · 

Hay numerosos ejemplos de grupos· dé Li~, a pesar. de que 'en. priticipi~ podríamos 
pensar que 110 es así. De entrada, los ejemplos .miís sencillos vuelven a ser los espacios 
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euclideanos IR", aunque existen también otros que no son tan triviales: 
El grupo general lineal con coeficientes reales, 

GL(n, IR) = {A E M(IR)nxn 1 det ,.¡,O}. 

Podernos identificar a las matrices cuadradas de n x n con coeficientes reales con el 
espacio euclideano 1R"2

, de modo que M(IR)nxn es una variedad. Claramente, el mapeo 
determinante det : M(IR)nxn -t IR es continuo. Dado que IR*(= IR - {O}) es un con­
junto abierto en IR y que GL(n, IR) = det-1 (1R*), entonces GL(n, IR) es un subconjunto 
abierto de M(IR)nxn y, por lo tanto, una subvariedad de M(IR)nxn· Además, GL(n, IR) 
es un grupo con la multiplicación de matrices como operación. El producto AB de dos 
elementos A y B E GL(n, IR) tiene entradas que son polinomios en las entradas de A 
y B, las cuales son precisa1nente las expresiones en coordenadas del mapeo producto, 
de modo que éste es suave. Las entradas de la matriz inversa de A, A-1 , son funciones 
racionales de las entradas de A cuyos denominadores no se anulan, de modo que son 
mapeos suaves. Por lo tanto, GL(n, IR) es un grupo de Lic. 

Un subrupo H de un grupo de Lie G se convierte naturalmente en un grupo de 
Lie cuando está equipado con la estructura de variedad heredada a partir de la de G. 
Pensando en G como espacio topológico, si H es cerrado, abierto, etc., en G, a.H se 
le lla1na subgrupo ce1Tado, subgn1po abierto, etc., respectivamente. Particularmente, si 
Hes un subgrupo cerrado de G, entonces Hes un grupo de Lie. 1 Así, también puede 
demostrarse, directamente o usando la afirmación anterior, que los siguientes grupos 
de matrices son gupos de Lie: 

O(n) = {A E GL(n, IR) 1 AA' = I}, 

SL(n, IR)= {A E GL(n, IR) 1det=1}, 

SO(n) = O(n) n SL(n, IR). 

Aquí A' denota la matriz transpuesta de A. 

'~ . ' .. 

Muchas veces no estamos interesados en todo un grupo. de Lie, sino sólo en aquellos 
elementos que están cerca del elemento idéntico. En este caso, tendremos subvariedades 
abiertas y conexas de un grupo de Lie que forman vecindades del elemento identidad 
y únicrnanete nos preocupannos por verificar que los axiomas usuales de grupo de Lie 
estén definidos y se cumplan en dichas vecindades, las cuales se conocen como grupos 
locales de Lie. Inversamente, es posible partir de un grupo local de Lie y encontrar un 
grupo global de Lie, conexo, que contiene al grupo local y preserva su estructura. 

1La Prueba de esta afirmación requiere un poco rnás de herramienta, en concreto, del mapeo 
exponencial (que veremos 1nás adelante) y es .un poco larga, pero puede consultarse en Kawakubo [5). · 
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Propiedad 1.9 . , . . . 
Sea G un grupo de Lie conexo·.y;U/uná'vécindad de la identidad. Sea un 

{Y192···9n 1 g; E U} el conjunto dé productos de·ri':clen1entos de U,•entonces 

. . . ·•)••§:} •• ,~ •• ~. ~·.~~;lli~~t':·;: : . :... .: ... ·. . . " . 
Es deeir, que cada'éte~ento de/G puede escribirsé:_éomo.un proélucto,finito de elemen-

tos d~.· •. r;·>·~- :•-· .- •. ¿ ~"·~-•• ~~-- .. i!;J:.-1,r.·ii1<:;'·~,,,:p. ,:J~/:}U'_::·t:~-+~· ····· 
P~ueb·~~ , , ·t:-:· , , 

Sea V' Ull ~ubconjunt~ abierto de(¡ qucéónticne á: la unidad y tal que V' = v-1 

, (d011de.y;:-1 = {g..:1 1 g E U}),' por ejemplo V =•Un U::- 1 ~' Sea· 

00 

H.,; LJv",,,;LJ_U~ r;;G,. 
n=l n=l 

entonces H es un subgrupo de G y es también un subconjunto abierto de G, puesto 
que V h EH, hl' es una vecindad abierta de h contenida en H. Además, dado que H 
es abierto, cada clase lateral gI-I es un abierto en G, V g E G. H es el complemento en 
G de la unión de todas )ns clases laterales distintas de H, de modo que Hes también 
cerrado en G. Como G es conexo y H ,¡, 0 (al menos la identidad está en H), entonces 
H = G. Por lo tanto, 

00 

G= LJun. 
n=l 

o 
Para un grupo cualquiera, no necesariamente, de .Lie, se define." la .acción del grupo 

sobre un conjunto S con10 sigue: " "" , ",, · · ' ,,,,.. " 

Definición 1.10 Sea G un grupo y S un conjunto. Definimos una acción.del grupo 
G en el conjunto S como un mapeo ··: G.x S;-;-+;S,'(denotado¡.~Ómo)''.',sVg .e,G y 
V s e S), que satisface las siguientes propiedades! •-••,\ ,. ·." .. ,,., _, 
1) 91 · (Y2 • s) = (9192) · s 'Vgi,92 E G y~\j__"~_E_::s.' ·~·:~:.:· ' -
2) e· s = s V s e S. '. _. . . ·. "e , _ :A\c . ' '_; ;' . __ . -. , . . __ 
Cuando existe una acción de G enS,-se dice que G ac.túa en.'S.'•Para cada·'s E S;se 
define la órbita des como el conjunto,, <!•·•• ,,_.; ; ''.'"'«''·';;j;t:;;.·,~}!,:J/ :•'.· ' 

_O,i= {g-~ sjge.G} r;;S.-' : '¡-;,;:.e,;,,", . .. 
:··· i. 1 . --: -.,-:·;+:i"'.:-' ... , : ' ' 

Este concepto es importante ya que la herramienta.de.los grupos.de Lie .resulta de 
particular interés cuando tenemos uno de estos grupos actuando sobre una variedad. 
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Definición 1;11 Sea G un grupo de Lie y !if una variedad. Si un mapeo suave 
· : G x !if--> Mes una acción de Gen !if, entonces cl-mapeo es una.accion_suave; 
donde nuevamente estamos pensando en que· la estructur;,.: de váriedad de G_-:x ¡l,,r está -
dada por la estructura de. un· producto cartésian·o de' variedádés: _EÍ trlplete (G, ;Jvf, 
·) se conoce como un g1"Upo de.transformaciones suav~s en :fi.f y deJicchó á J\,[ puéde 
llamársele también una O-variedad. . ;_., ··'-:--;· _. -· .... _:•','.' 

; ~/; ,_ :~ :._::: '<·'~~-.-~ <·~:->·· \\:~.~--·fi~:;::;~:~::<.\:~ ~:<>~- .~~~~/·~ :: :)~.·: ~:.'_ :'' : 
Por ejemplo, dado un vector a E IR", a =I O fijo; y tomando a· IR C()(Jlº grupo de Lie, 

definimos una· acción•de R,e~- IRn. como. ~i~e~::j~---,·;~~~~:~~f.\!~::\~~,,~~f:~.-~\,f~::·:~:d/ ~:.-t:f:-- (,~:~ ;~ .:i¡ ..• ~- - -
-- - ... - - -·'" ... -.. . .\'!.:i 
t. X,,; x+t~ Y~E~;~~r·::'Vt E{IR;' 

f.'~¡~::1~ r~~;;;.::s':~c·t&{ri~'~l~~:;¡( ........ ' 
- De hecho, esto se conoce como- el ,grupo, de t.rásláciones ei1 IR". Para cada x E IR", su 
órbita está dada por una rccta'para1~1a aL:vector á éiu'e pasa por x. 

~-,¿::; <-:;,. • '.··' ---

.·:: 

Figura 1.6: Ac~ióú d~l'~rui)'l:i d~ t~~ri~laéiÓnes en x e IR2 • 

···;."· ;; ''\{>:·.;\:::-~- <.-;,;-,,~:¿'.· '~-',,··. _:;.<: 

Otro ejemplo -- intei~s~i1il{~d~ •. #~A~f:¿~~~ d~'~tr~nsrcirm~bio~és-:ciu~ '~c~úa ·en IR" es 
SO(n). - En pa'rtii:ular;'."yemos"qué':S0(2)foorréii'pondé al ogrup'o'.dé._rotaciones en el 

pl~o • •· •· . s;c•i~{( ~~%''}~!l~~y~Ji~%i~J~·~~/ 
con (J el angulo de rotacion. Para cada punto (x;y)':E 1R~;:_suorb1ta corresponde a un 
círculo de radio r, (1'2 = x 2 + y 2 ). ___ < < ;e;·,~:.-?:_ ~t~· \' _ '· _-
Con esto tenemos otra muestra de que los grupos·nof¡ pra'vecil del lenguaje adecuado 
i>ara hablar de simetrías, sólo que ahora '¡)oden-íos -trabajar 'también ·con las ideas de 
coritinuidad y diferenciabilidad. -· "; · -

.. ,., 
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Podemos tener grupos de Lie actuando úniéamente en regiones de la variedad, en 
cuyo caso estaremos hablando de grupos. lÓcales •de tránsfonnaciones, en concreto: 

• - ,<'·J: .·.<~;-; . ·''.;:.:J. :f~j.'; .-· ,~:~ '. :::· + 

Definición 1.12 Sea M .·un~ .vl':riedaa sua~e.: ·•un· grupo local de transfonnaciones 
actuando en M está dado. por u'ri[grupo

0

dé'Lié:G.{con idéntico e), un subconjunto U 

tal que: .,,:,.,_"·i~;¡~{'iL~~[:§H~·~·~:Ji:r 
y un mapeo suave:::.¡¿ :¿ Af''~qi.u!i'V p E M,;cíui1ple éon lo siguiente: 
1) Si (h,p)i• (g;h';:p);5.'y)(gh;p), EcU\:;•.• ~·si~ (h,p) = gh ·p. 
2) · ~ · I? ~,.11 .. ~.~:t;;~-.~·_'.y::{:;r:\:f''.~~.-~··01,"5:~>'.~~i .... ~:~·ir~~/~~:yi:',.):<~~ -¡. :,<· 
3) S1 {u,pLe u •h~•'.(uT,.;'g.· p) e.u. . .. ,,,._ · 

• ··!' :. • i-'>·"!~! ,).:~ ~:~ ~> l·:J§.~-,: ¡ .. [;:0rf~:::· .. :..t; 3 -.;;.,_~:t-:.:. .,;~;·: ':-;:;.:'. >; 1 •• ~:-. !'- ~·· ¡· ':· 

:, N~temó~ éntofi~Éli(q{i~ si ténc1nos~tin. grupó local de transformaciones actuando en 
Mypara éaC!a'ii.e:M,definimos!,:> .e\•• 

'','';f•;'.:?~:·: .. ·s;/[:,~)'g;·¿;··==Ü e·G 1 (g;p) E U}~ G, 
. '·.:,,,i_ •.. . :"':«.: ... ~·:-.,r;_,:::: ·:.~:.:\·,;i'/\-.·;.::::;~,· .... ; . ·~-- . .. ... 

entonces Gp es,'-!ri,'gi;uro .lc:ical de.Lie que actúa en una "'.ecindad de p. De hecho, a los 
grupos G,; se le8 súele llamar grupos locales de transformaciones, puesto que son grupos 
locales de.Lie''que'áctúan en súbva'.riedacles defitÍidas 'por una vecindad del punto p • 

. ' .... ' . ---~' . " • "'· ~ ' - ,'· ! ·. - : ' :. . . 

; - P~ra· g;uposi~cales de transformaciones, las órbitas están dadas por productos de 
elemetÍtos del'grupo en los cuales está definida la acción:·_ 

. Ó¡, = {g~g~···Yn · p l l s; n, g; e G y g1g2 ... g,. · P,., ~tá definido}: 

. ci~~tame1¡te, las.Órbitas de un grupo de transfor~~~ib~~~-~g~ ~~~z;,_;~ié~adcs de M, no 
necesariamente regulares y con dimensiol1es. é¡'ue puede.n'. variar:'J'Ell''.rcferencia. a esto, 
hay dos clases importantes de acciones de grupos de' Lic: '. · · · 

·Definición 1.13 Sea G un grupo local de transformaciones ~ctuando en !vi, entonces: 
1)' G actúa semiregularmente si todas las órbitas son de la misma dimensión, como 

- subvadedades de Jlf. 
2)' G actúa regularmente si la acción es semiregular y V p E JI/ 3 U ~ JI{ una vecin­
'dad con la propiedad de que cada órbita de G intersecta a U en un subconjunto conexo. 

Recordando nuestros ejemplos anteriores, el grupo de traslaciones en IR" actúa re­
·gularmente, puesto que todas sus órbitas son rectas; lo nlismo ocurre con el grupo 
de rotaciones en el plano, si quitamos el origen, ya que todas sus órbitas son círculos 
alrededor del {O, O). Encontrar un ejemplo de una acción semiregular que no sea re­
gula~ es m<ÍS complicado, lo más sencillo es tomar el llamado "flujo irracional" del toro.2 

2 Vcr Olvcr [7], sección 1.2. 
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1.3 Campos Vectoriales. 

La herramienta principal de los grupos de Lie y de los grupos de transformaciones son 
las "transfor1naciones infinitesimales", las cuales están dadas en términos del concepto 
de campo vectorial. Para entender esta idea, lo primero que necesitamos es conocer lo 
que significa un vector tangente. 

Existen varias formas de definir a los vectores tangentes debido a que estos objetos 
tienen una estructura verdaderamente multifacética. Por un lado, tienen un aspecto 
geométrico que se manifiesta como direcciones en el espacio: cuando estamos "parados" 
en una variedad, podemos movernos sobre ella en diversas direcciones, las cuales pueden 
ser descritas por vectores tangentes a la variedad en nuestra posición original. Por otro 
lado, hay un aspecto analítico, según el cual, los vectores tangentes aparecen como 
"derivadas direccionales" (o bien, operadores diferenciales parciales de primer orden) 
que, cuando se aplican a funciones suaves, nos dan la razón de can1bio de dichas 
funciones en una dirección determinada. A pesar de que, en cierto sentido, estas 
nociones parecen lo mismo, tienen un desarrollo distinto: mientras que las direcciones 
nos proveen de una idea estrictamente geométrica {básicamente la de un vector visto 
como "flecha"), los operadores diferenciales son objetos del dominio del análisis y, por 
ejemplo, pueden estar construidos de tal 1nanera que nos lleven a pensar en otro tipo 
de operadores cuyo significado geométrico puede, en principio, no ser tan claro. 

Para hablar de vectores tangentes, es conveniente hacer una consideración del con­
cepto de variedad: de acuerdo a lo revisado en la sección 1.1, particularmente la de­
finición de subvariedad regular y el Teorema del Rango, siempre podemos pensar que 
nuestras variedades 111 son subvariedades de un espacio euclideano mayor IRn, es decir, 
podemos imaginarnos a las variedades como superficies (de dimensión ni) inmersas en 
un espacio euclideano de dimensión mayor a m.3 

Comencemos con el punto de vista geométrico de los vectores. Supongamos que 
queremos encontrar un vector tangente a una variedad 111 en un punto p E k/. Hay 
ditintas formas de hacer esto, dependiendo de la manera en. que tengamos descrita 
a nuestra variedad. Si A/ es definida paramétricamente, es decir, . por medio de un 
sistema de coordenadas, lo que hacemos es tomar una carta (U, x) en p. Como estamos 
considerando a nuestra variedad encajada en IR", la parametrización de 111 estará dada 
por el mapeo x-•, el cual lo podemos pensar como x-1 : IRm·--? IRn, (x1 , ••• ,xm)--? 
(y1 , •.. , ym, ym+I, ... ,y") y, sin pérdida de generalidad, tomamos x-1 (0) .= p, (es decir, 
x(JJ) = O). Del cálculo diferencial, sabemos que un vector tangente a M en p estará 

3Este resultado se conoce con10 el teorema de 'Vhitney, el cual pued¿· co.~Sultarse en Guillentin y 
Pollack, Diferential Tupulugy, Prcntice-Uall, 197'1. 
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. Figura Ú: .Piaiio ¡~~gent.; a Pe ~1. 

De este modo, al tomar una curva en la variedad que pa.Sá por p, .cp : IR ~ /'.{, 
entonces x o cp es una curva en IRm que pasa por O. Si el vector tangente a esta última 
curva en o está dado por v, tendremos que el vector tangente a cp en p está dado por 
( J(x-• )(O) )v. . · 

Ahora bien, nuestra variedad /'.{ puede estar descrita como una superficie de nivel, 
es decir, dado un mapeo suave y sobre F: IR"--+ IR"-'", podemos ver a nuestra·variedad 
definida implícitamente como la preimagen de un valor regular q E IRn-m ,· Supongamos 
que p = (xó, ... , x¡/) E U ~ IR", U abierto tal que U n M es el conjunto cero del mapeo 
F y que F(p) = O, es decir, p E Un JVI. Entonces, sabemosdel .cálculo que un vector 
tangente a ]\{ en p estará dado implícitamente como V = (e, ... ,~") E IR" tal que 

( J(F)(O)) (v - p) =O, es decir: 

( 

8 pll ¡¡xr 

a F~-"~I OxT p 

El plano tangente a Jlf en p quedará definido también implícitamente como: 

Tpi\fgeumétricu = {v E IR" j (J(F)(p)) {;~~),,;,O} .• 
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Figura 1.8: Vector tangente a··u.na curva en ·una variedad l'vf. 

En este caso, J(F)(p) tiene rango n - m, así que ·su ·núcleo ·tiene dimensión m., 
por lo que Tpl'vf9 oumétrfoo es un espacio vectorial de dimensión m. (igual á la. de nuestra 
variedad en cuestión). · · 

. . . 
Pese a que este tipo de construcciones de vectores tangentes (junto con eÍ cof;espon~" 

diente plano tangente) son geométricamente bastante explícitas, tienen la'desventaja 
de que dependen del modo en que la variedad l\I está inmersa en IR"._·. Lá descripción · 
analítica de los vectores tangentes, como derivadas direccionales, pennite e.ricontrár.un 
modo intrínseco a la variedad para hablar de ellos y que, además, éoincide'con el punto -
de vista gemétrico. Empecemos notando que a cada vector ·v ,;,,, (~1 ;' ••• , ,i;ny:·E R" le 
podemos asociar un operador diferencial 

!,.-

llamado la derivada direccional en la dirección de .v. En el caso en·, el. que .V sea un 
vector unitario en IR" y f : IR" -t IR sea una función suave, el significado geométrico de 
Du(J)lx es el incremento de f en la di~eccón v: Du(f)lx = v ·Sl JI.,; de modo que este 
operador nos da la noción que estamos· buscando. ". ..-. · · · 

Definición 1.14 Una derivación en p E 1\1 es un operador D (de valores reales), defi­
nido en las funciones suaves cuyo dominio contenga a una vecindad de p, de modo que 
V/, g : !vi --+ IR suaves, D satisface las siguientes dos propiedades: . 

1) (Linealidad) D(a:f + {3g)lp = a:D(/)lp + .BD(g)lp· Va,.B E IR. 

2) (Regla de Leibniz) D(!g)lv = g(p)D(!)IP + f(p)D(g)I/ 

Consideraremos ahora a los vectores tangentes a 1\1 en p. c~mo"_ deriva~i-ones en p, y 
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al plano tangente en p como el espacio vectorial de todas las.derivaciones en p: 

TpMa.nalltica = {D: !T{M) -->.IR 1 D .es Úna cl~iivación én p}, 

donde !T{M) = {f : M --> IR ~uaves }. 

Antes de mostrar la equivalencia enti:e ambos planos tangentes, veamos algunas 
propiedades de Tp!IIana.l!tico· · .... · :.··.··. : .·.· ·. · ' .. · . · . 

observación J. Si f = g, f,g E !T{M) én:una vecindad de p, entonces,. por linelidad, 
D(f) = D(g). También por linelidad s7 cll;mple,qué la derivación de toc).a f ,= c'?nstante 
es cero. . , ·. . .. -,.--' _ . , .· . . ._ _ . 
observación 2. Supongamos que las coordenadas en una vecindad U de· p están dadas 

por {x1
, ••• , x"), entonces o~· I,, es un ~ect?r ~~ngente a M en p, es ~.i:dr, •• q~e,.v f,g .. E 

:T(M), se tiene: · ;. ¿ .'>·'.\ : :.•e:;: ., . , ..... .. . · 

8:;(af+/1u)I,, . g;;.¡Í>~;p::.I~· va:/JEIR y 

8:.uo>lv.. ·~'(~) 8ª1;lT'i'í<PY889;I · 
,·; , ,_,,.-,.p :_.,_,X. p ,;_ ·;_.·· <- e: X p 

observación 3. Los vectores ~~.,~~~i;,Ji~nj~~~rit~~nÍ~iendientes, pues si tenemos: 

. -·o·;7··~l~i~!!~lj,~~f.~··!T{!II), 
entonces se cumple en pa;ú~J~*h1Jt~i~;)~~;'d~i1~e· 

.;_·20.~'.~>i:;L·;)~; Vj. 

-... ·, . >". _.·.~-

Leina 1.15 
,--., .. 

Si f es una función' suave definid;.:·en una vecindad de x 0 E IR'', entonces 

f(x) 2J(:X0)~i:(a;; ~ x~){ :~L.+ a'(x) } • 
.. , · <. -. , ... ,.·s=l 

_.- -··., 

donde las funcione~ ~;·(x) son.suaves\, se anulan en x 0 • 

Prueba. 
r·· 
L ,_. ·~~~ . . - '~'~"--

Usando regla de Ja cadena,.obtenémos: 

1.:1 .8 . . . .. . ' 11 8 
f(x) - f(xo) = -

8 
f(xo + t(x =:- xo))dt = E<x' - x~) . -

8 
.f(xo + t(x - xo))dt. 

o t . . , i=t o x• 
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Integrando por partes, se tiene que 

donde ai(x) son funciones suaves que claramente se anulan en x 0 • 

o 
Proposición 1.16 

Si U es un subconjunto abierto de IRn y D es una derivación en x 0 E U, entonces 

Prueba. 
Para una f E !T(l\1) arbitraria, escribimos 

o 
Corolario 1.17 

TplR::nalitico tiene ditncnsión n. 

Prueba. 
Por la observación 3 y l,a proposición anterior, { 0~. L.}, 1, ... , n, es base de 

TplR:nalitico 

o 
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Además, si tenemos nn mapeo suave entre variedades F : .fl,f -+ N y fijamos un 
punto 1' E 111, F induce un mapeo lineal entre los espacios tangentes a p y a F(p): 

Definición 1.18 Sea F : 1\1 -+ N un mapeos 
La diferencial de F en p (denotada como F; ó' 
Tpl\1analltico -+ TF(p)Nanalltico 'definid~ como sigue: 

suave entre variedades: y p, E, ·111. 
dFv) es una transformación«· F'; 

F;(D)(f) = D(f o F)lv 
• . • 1 • . . 

Teorema 1.19 · ·,« • ., .• ··:." 

i) F; es una transformación lineal.' . ·;;,;., .... rv , · · "· : .· " . : .· , ·, ... 
ii) (Regla de la Cadena) Sean G: M·~ N,"y.F:.N·-+ P dos mapeos suaves, p E M y 

G(p) E N, entonces (F .;b);~~:fai)'.;,:d;}: , 

p~J~:. p E R, ~::,~·1.:J;;¡~·~;f í~:;;;;;;~ oh 
. . . . = nD1 (fo F) + fJD2(f o F) 

=:=·· aF;(D,)(f) + fJF;(D2)(f) 
':.J:,-: ·;~;; .-,~--·--F::~ .. r. .•. --. _.-_~:1\_1--~ .• --, 

ii) Tome;110s J E: ;:T(P,'f:~~~iVi1rÍlf,; ~St0,1~~~ ;··, 
. (Fo q>;(D)~f) 

Corolario 1.20 

;,,, . D(f.o (FoG)) = D((f oF) o G) 

-~ J a;<n)<f.; F) ~ Fácv> ( a;<n>) (!) 
( Fácv> ºa;) (D)(f). 

o 

Sea F : 111 -+ N un mapeo suave y p E· 111, ·entonces el rango de F en p es igual al 
rango de ·p; : Tpl\llanalítíco --+ TF(p)Nanatitico• 

Prueba. 
Dado que esto es un problema local, podemos dár coordenadas (x1 , •.. , xm) en una 

vecindad de 7' y (y', ... , y") en una vecindad de F(p). Po.r el corolario 1.17, { 8~· lv}' i = 
l, ... ,rn, es base de Tpl\1anatmco (= TvlR"', por el homeomorfismo local entre 111.y IRm). 
Considerando F = (F', ... , F") = (y1.o F, ... , yn o F), tendremos que las.entradas de la 
matriz asociada a F; son: ' 

a ·· · a.· . · aF; 
FP·(~I )Cll') =-a .(y, oF)I = ~I ' 

ux~ p a:' v ux' p 
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>" • ~--:t._;~ . ) ~·:::::- '~·~ :·" 
es decir, localmente la matriz de transf~r;nacióri de F;. es igual a J~ matriz.jacobiat1a 
de ·F en p._ ........ ,.. . . .. ...... ::<:">·;·. · ,·,_, :·'<"" ... -''" :·;· - '·'é;~\i·}·;~;,'.: 

(_, - - , ·,,. .. " . ~ ,.., ,-· :e:!·~.-:::;~--- ·r~·; ·-.,,,_:~>.t:'>:\{;; . . ~::):._.·<,~'..~-_f:,A-.:,. :'.};'.{~~-· .. ,~~~<-'._;:':.'.::; -~\/'.D 
., . ' ' . ' -.-~ ..... ,: ... -~-. ' - ;- -,.-. 

Corol~io·.i::~l.'.i~~~'/.':1>:.<?_~)';::f:'( ' 1~:;.i;;, '\·. ;,;:' >?' .. ':;: .. /i .• ;;_;; _;:\: >1>< ... -'." ,._. ,'•, 
:~ "Sea'l\1";uná·y~riedad :conexa'y. F;.: '1\1/:-?.,C.N,,un •_mapeo suave> Si~\/ p E: 111, se. tiene 

· .9u~ -!!';_ -.~::_~/::_~,1~~onc~~~'~f::~~f=·,úna··· rúriCi0~1:-§."0'l1~t'ii.llte:~~fi-ff~·-;tJ;:/~~,~~~~-s~f~-:-~~--~·.';;_{; ~::\·· ~,-·. · · · :_ ·, : "- -

·p.-u06a:}: b~:~ i:~1;/i;"IiU~~f'c;h.?<i;ii,\.5g 1¡,1r ,~:'. ;,\. ~-. ·¡'._ ··;,, ;.: ·• 
·'·. · Sea ij'.E'F.'(M):c,N;;;J)e:~~trada/F-::1 {q) es mLconjunto cerrado en M, por 

· · ccintinuidad,::, P()r' otro·; Jaélo; :sea p 'e.','Fc::,1 (q). Escogemos. coordenadas {x1; .. ., x"') cu 
una vcciridac(dc;p ·y:(yU:::;'y'.') eri. una:vecindad de•q. ·Por hipótesis, 

. . , <' . , ·~·;··!·:2; ·:~'¡·~~1::;*:·.gt~; ~:: Ta .'é, ·':J .; ..!!_ • º .F. , ª . . . .· 
• > P Ca:"i 1) 'f; {}xi (y · ) ay• lq' 

de donde, ~t(y' o F; ~ O, ~decir, y• o F es constante en U, \lj ,= 1, .. ., n po~ Jo qite 
F(U) = q, Jo que implica que F-1(q) es abierto como subconjúnfo de 1\1'. Dado que 
F-1 (q) es abierto y cerrado en Jl.f conexa, M = F-1 (q), por Jo que F es constante. 

o 
Ahora que contamos con esta henamienta, podernos mostrar la· equivalencia entre 
Tplvf9 eométrico y Tp111analitico, de modo que no haremos distinción cntr~ ellos al referirnos 
al espacio tangente y denotaremos a éste simplemente co1nci Tpl\1.': '"'' ,,· · · 

Supongamos que tenemos una variedad l'v/ descrita co;~o el ~onjitlito cero de un 
n1apco suave F : IRn ~ R 11 _,.,.., F = (F1, ... , pn-rn), de rango n - rn. :'Entonces, 

Tpllfgeométrico = kerJ(F)(p), 

con J(F)(p) : IRn -t IRn-m vista como transformación lineal~.· 

Ahora bien,. la .incl~~ión -~ : !'1. -t, IR". induce.el ~~~p~~. '.,,~'.;, ''·''· 

~o~b~, T,M0••~~~~1~~i~~i;~~I~ii~f~"~'''6" 1.16, podomoo 

Lo que queremos,ver es:que::.ce~;.::~) e,Tp'M,;~.;,;é;~.~~~:;-Para ~sto, notemos que pi o L 

se anula en todo 'punto de 111', · 'V j.•' Así:- · · · ' · 

O. ¡~ .):J(FÍ,,,C>:~) "':_._(Fo i)i~v)~ F,~¡(i;(D)) 
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'lj. 

Entonc~,'(J{F){p) )ce1 ,'::-:.J"L':". oi~~íC¡ut; (e1 ;· •. ;;e") .E TpM9 eométrfoo· Esto nos lleva 
a un isomorfismó entre .espacios· . .vectoriales 'dado por:,·/,·,,,.:~";·:· ", .. 

,· '· .;·t~~~~~~~~~~r:~~·It!~1j~R,·~::~si1:,~1·!!·!,2• ... 
u na vez que h"em'os lÍeclio 'csto';~pódérilos ¡ tomar':a 'los• vectores' tarigentés como deriva-

ciones sin. dejar ~;e .. ~~l'.2~Í:_',e~},,sr,:;ttt:tf';~0~~tJ~~!.,~~~f j'' :·,·.·. ,·\_ ;:': .. E·.· .. '·. · , 
A la colección'de:todos los espacios ,tangentes qu·e corresponden a todos los puntos 

en Ja ·Variedad ·M•se le llama el :Jiaz'tarigentc de ,llf .y se·:denota como;, 

. . . ,.. , .. _~.:-;r:;,·:;;s''.'~,:~,:i¡t,~;Á~i;'l:~Q/:pfi."-~: ú: >: . - . ,;". 
De hecho, T .ÁJ'. ~s ul1a ~~rie~~d ~~ave de di.mensión 2m y puede ser visto como 

,-,,- .. ,. 

La idea es tornar vectores tangentes "pegados" de una manera suave, de tnodo que 
si tenemos una cu..Va suave <p : IR -t lvf,. Jos vectores tangentes cj>(t) E T..,(t)M varíen 
suave1nente de. punto a punto. Un campo vectorial v en JI{ puede verse como una 
función que asigna un vector tangente vi a cada p E Al. A nosotros nos interesan los 

p ' 
campos vectoriales suaves, es decir, aquellos que asignan vectores tangentes que varían 
suave1nente de punto a punto. 

Las propiedades de Jos campos vectoriales se heredan de las propiedades de los 
vectores tangentes, de modo que el conjunto de todos los campos vectoriales suaves 
forma un módulo sobre !7(111'), con las siguientes operaciones: 

. . ·- .. ! 

(v +w)I 
'" uv>I .. 

\ -~'···. p 

= 111p +~lp 
= J(p)vl . 

'., : ··"·"·p' 

También ten.emos que, en coordenadas localés (x 1 , ;'.;; x"'), un campo vectorial tiene la 
forma •¡,i·~f- ~. ' <! 

'vl···,¿;éCxl~I + ... ;em(x)_!!_I, 
'': ::--.-· z¡ :·=- ,-·._ .ax1 :r.-: < - ':,- axm :r 

donde cada ei(x)ies uuá función suave de·x, Generalmente, hacemos referencia a un 
·campo vectorial indistintaniente como v o como (e1, ••• , em). Además, el mapeo diferen­
cial induCiclo poi' una función suave entre variedades F: /lif -t N, se puede generalizar 
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a los campos vectoriales tornando, para cada p E Pvf, el rnapeo F; : TpM --) TF(p)N· Es 
importante notar que, si ves un campo vectorial en .Af, entonces, en general, F•(v) no 
necesariamente es un campo vectorial bien definido en N: para empezar, F•(v) puede 
no estar definido en todo N y, si dos puntos p 1 y p 2 E M van a dar al mismo punto en 
q EN bajo el mapeo F, no hay garantía de que los vectores F;, (vi ) y F;

2
Cvl ) sean 

PI P2 
el mismo en N. Sin embargo, si Fes un difeomorfismo, entonces F"(v) siempre está 
bien definido, más aún, si tenernos dos campos vectoriales v en M y w en N, diremos 
que v y w están F-relacionados si F;(vl ) = wl 'lp. · 

P F(p) . 

Una curva integral de un campo vectorial ves una curva parameti:-izada suave cp(t) 
cuyo vector tangente en cualquier punto coincide con el ;valor de v. en e.l mismo punto: 

dcp = <P(t) =vi 'lt. 
dt <p(t) 

Dada una condición inicial cp(O) = p 0 , el teorema de cxistenci.a::; ii~;·~~~~~:de ~cuaciones 
diferenciales ordinarias nos garantiza que hay una única curva intcgi-áJ ~~niáximal" (con 
el mayor dominio posible) que pasa por p 0 • · :.\i · .,, .. 

Sean (x1, ... , x"') coordenadas locales para una vecind~d .e~;,.Jii{. q~n1 cada•cam­

po vectorial vi., = (€'(x), ... ,~n(x)), definido en e;>ta i~c,i~cÍaci, tci1emos 'asociado el 
siguiente sistema autónomo de ecuaciones diferenciales: 

dxi ·i·. . .. i ·. .-...,. - - ,--_ ::--.­

dt =X (t) '."" f; (x(t))~ ,· t ='1, '..'.' Tn: 

La5 soluciones x(t) de este sistema ~ón las': c'urvas·, integrale~ del campo ·vectorial v. 
Demos, además; una condición iniciaL ;e· 

. ip':U2::1R''x Ú --) M 
(t, x~, ... , x 0 ) --) (x1 , ••• ,x"'), 
(0, x~, ... , x 0 ) --) (x~, ... ,x0 ). 

La función <p asocia a cada x 0 , en un tiempo dado t, el punto sobre la curva integral 
de v en dicho t. Por el teorema de existencia y unicidad, hay justamente una única 
solución para cada x 0 , así que, para cada t fijo, cp define un difeomorfismo 'Pt de Pvf 
a AJ. Es decir, que al aplicar cp, a un punto (x0 ), esto nos da la nueva posición de 
una partícula que inicila1nente estaba en x 0 y que se ha movido a lo largo de la curva 
integral de v correspondiente, transucrrido un tiempo t. A los mapeos cp(t, x) y rp1 se 
les conoce indistintamente como el flujo generado por v. Tenemos entonces que, por el 
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teorema de existencia y unicidad, <p1 cumple lo siguiente: 
i) 'Po(xo) = Xo · 
ii) Para valores.suficientemente pequeños del parámetro, 'Pt('P.(x0)) ~ 'P•+•(x0 ). 

fü) Para cada t. con ltl suficientemente pequeño, 'P-t(X) = ( 'Pt(Xo) )- . 

Al comparar las propiedades anteriores con la definición 1.12, nos damos cuenta 
de que el flujo generado por un campo vectorial es un grupo local de transformacio­
nes, ni .cual se le conoce como grupo {locál) monopammétrico de difeomorftSmos o de 
transformaciones, y al campo vectorial v se le llama generador infinitesimal del grupo. 

Inversamente, si tenemos un grupo local monoparamétrico de difeomorfismos <p., 

podemos definir su campo de velocidades (su generador infinitesimal) como: 

el cual, por definición, es tangente a las trayectorias dadas por el grupo. 

Por ejemplo; ·é~~si~erc;;10~ ai'gru;po. de t;llslaclones en IR", en la dirección x 1• 

Xo = (xA, •• .,x&) y r,Oi(xó) :,;_(x~ + t;:i:ij;'.:.;'x&):,;; (x1, .;., xn), éíi.tonces, 
Sea 

por lo que vl.,0 = (1, O, ··:,'O) y en general se tiene el caID:po vectorial es constante y con 
curvas integrales dadas pór rectas:- · · · · · 

a 
v = (1, O, ... , O),= axi 

En otro ejemplo, tomemos al grup·o monoparamét~ico de rotaciones alrededor del 
origen, por un ángulo O, en IR2 • En este caso, para (:i0 , y 0 ). =F (O, O), <p9 (x0 , y 0 ) está dado 
por: 

x xo cos O - Yo sin O 
y Xo sin O+ Yo cosO, 

de donde 

dx¡ 
dt t=O -Yo 

~~lt=~ Xo 
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así que vl(zo,uo) = (-Yo, xo) y el camp~ ~e~t,or:~l es 

. · > · .· a .. a 
V= (-y :e) =-y-+x­. . e' . ·. . .. ··· / ·. éJx . ··. . éJy' 

Grupos de Líe 

por lo que las cur~as int.;grnlesde eSte caÍIÍpo ~~~~ círci:;los x2 + y 2 = c. 

-. . - ,,, 

Figura 1.9: Campo .vec.t.orial as~ciá····~. E~t·~~u~~ d~ rotaciones en. R 2 evaluado en un 
punto x. '.\ 

·:: ~ !~-~---.\;o.:;<~~:~-

vectorial v est.á 

·:;· 
entonces, -;·,, 

por lo que 

dt t=O ~ 8xi :ro dt. t=o' . 

. :::.~~:~;· :·~~;_7. ~~~~~~t~t~~~::;i}~').;.:;·: -:~~-(" ·.:, -
vi ·.·.•· ~·E('?f áy~¡· ~;(x~)). ~¡· , 

Yo~y(:r~}_"-<,~)-'.-·i=l!.· .,._·j=l\~.~~~··-~º.:·:_· .. _ ~ _._8y' Yo 

-- ...... 

de modo que el campo vect~~i~J'~~~~ tÓ.i-riiÍ110!/cie'las ~oordenadas (y1 , •.. ,y"') es 

.v~t. (~:~:~;}~ .. 
-· . . --:-:- ~ .J- :- -'-,-\-- .. · .. -.--: 

El siguiei1te resultad~ resalta la conveniencia de escoger un .sistema coordenado 
adecuado. En este caso,· tenernos que, localmente, siempre podemos ver a las curvas 
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integrales de un campo vectorial v como rectas paralelas al eje x 1. 

Teorema 1.22 (Rectificación de coordenada~) • . . Y:'' . . .... 
Sea V un campo vectorial definido en una variedad .NI; con ,coordenad~ (x1; ... , xm), 

y un punto p E M en el cual vlP no se anula. Entot;c~~;.e~i~t~in.~l~t~~~·de ~oordena­
das (y 1, ••• , ym), llamado sistema adaptado a V, enun~~écfridáCl dép ~~ que'v :d ífj. 

'-····.' ·,;','-:.: . - ., 

Prueba. . :• · ..... ·.· .. , }\' .. ·.' 
Como este resultado es local, al considerar traslacion~s· y ~ot~cio1i'es. alrededor del 

origen, podernos suponer que nuestras cooordé~adas (3:1, ... ~.x;.,.f~tá1i':dadas de modci 

que a p le corresponde el punto x0 = O y vi = ~ 1 \ En ~üe5úll5 '.~oÜ~denadas, el 
campo vectorial es: , .··-.·· ___ :r:~-~------')·:.~~:--7-~:;.:_ .. -.:-~·:--, ·< .. -~-,~-..:-~-~:t.~·--t' ~.:. :Úii:>=: . 

. ,_rn, ·. "{)· · .. ;:.:t~·,.. ,;_ .. ~~~~:.:>;,;._->'.;·.r:·-::~-;·it;~. 

V =·~ ~ié)xi ,•J,': 'C ' i•'.; L. '.•f :, 

de modo que { 1(x0 ) = 1 y, por continuidad, { 1(;) >:_Oen_\11na·~~cii1a~i·de x 0 .. O; 
Tenemos entonces que, para los puntos en la5 curva5 integrales (x1 (t);;:~, xm(t)) dentro 
de dicha vecindad, se tiene que · · · · ' · · 

dx1 dx1 

dt = {1(x) >O=> dt #.0, 

por lo que las curvas integrales varían en la dirección x 1, cruzancÍ~ L ~F.1i'i;é~plano 
{(O,x2 , ••• ,x"')}. Así, podemos señalar a los puntos de la.forma'{O,x2 , ••• ,xm) corno 
condiciones iniciales del campo v. ' 

Si tenemos un punto (x1 , ... , x"') en una vecindad de O, construimos sus nuevas 
coo'rdenadas tomando a la curva integral de v que pasa por dicho punto, regresan­
do sobre esta curva hasta alcanzar su condición inicial {O, y 2 , ••• , ym) en el hiperplano 
{(O, x 2 , ••• , xm)} y asignando entonces las coordenadas (y1, y 2 , ••• ;y"'), donde y 1 está 
dado por el tiempo que le toma a (O, y 2 , ••• , ym) llegar a (x1, .. ., x"') sobre la curva in­
tegral. Así, el punto rp1(y 1

, ... , y"'), corresponde a un puntó sobre la curva integral de 
(x1, ... , x"') que, por teoren1a de existencia y unicidad, es la curva integral con condición 
inicial (O, y 2 , ••• ,y"'); de modo que a {O, y2 , ••• ,y"') le toma un tiempo y 1 + t llegar a 
rp1 (y 1

, ••• ,y"'), por lo que 

rpt(y1, ... ,y"') = 'Pt('Py• (O,y2 ... , y"')) = 'Pt+u' (O,y2 ... , y"') = (y1 + t, y2, ... ,y'") 

y V= tf!¡r. 
o 

Supongamos que tenernos un grupo monoparamétrico de 'difeomorfismos rp1{x), 
junto con su correspondiente campo vectorial asociado v, además de una función 
f E S'(Af). Definimos la. acción del grupo en f como 

'P1(x) · f = f(rp,(x)). 



26 Grupos de Lie 

¡R>l-1----y•----
-_-t-. -

R 

Para saber cuál es e,Leféct~-.de"e~tá-_acclon;hay que estudiar cómo cambia fa lola~go 
del flujo generádo por v, conforme varía el parámetro t. Tomando en cuenta que Ja 
expresión del cam¡)(l.eií coordenadas, •v '.".'¿:;;:.e•º~" tenemos 

:,df,('v;,(x)) _ = 
dt , __ .. ,, . 

m - • a¡ 
~ t;'(cp,(x)) ax• l.,,(t,2') 

v(f)I . -
<pt(2') 

En particular, para i = O, 

.. _ •• -ft-<rp~(x))l,=º==::fie·<~)::.1.,~)s~)L:: , ... 
Si. la serie en e u~i~ t~6i~diid 4~ ·~,,~<!demos 

escribir , · ;:,e .•',::, _ 'i 

- cÍ~nde>u2 , = :'v(Jcf')) .J 
Con~~rg~, ~ -:. .. ,·~ i.;~ :·~~; .. 

'.' ':;·:>·: -: .:. 

-Esta cxpresión'tie11e, una sugerente, semejanza con· Ja;sede dé;:Tayl6r¡para)a:fülleión 
e.xponencial, Jo qúe nos lleva a definir un mapeo exponencial para''ú-ii" cii.rn?ó"ú 'cón'ffujo 
cpt(i): - ' - ~· - } ,.,' :,•>:>< .. 

"<"~: .. 
Definición.1.23 El 

- operador: ':.-. 
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La acción de,~ste operado~ en·: funciones f(x) E !T(J\f) se define naturalmente como: 

• ex1>(tv)_fof~' ==},(~) )!vU~ L+ fi'v2 (J) lx + ... ~ f: :~ v"(f) L · . 
~: .·r·-.·~ ~-:_.;:;~'?_r~"§~·:<;.;t~b.; .. ~~::J>.:\::~~).)·:~:-~_i.·/;:;::,:_)_~; .. -., ... · .: .. ' .. ··: , '~-~1 , <~: .. 

· .To1riaúdo >< t:ií'ufidentemente pequeña para que lás series converjan .. 
: : -·_-~,: .'\':~~-~I'.=·:~:1~·~'._!i~,{1·.·::·~l~~-:\,,i{;:~~-·:. -~~: · · · - : ; ;~1 :· · · ,_ -

- . Clararnent~~·ºparaú~suficientemente pequeña, la acción del.operador exponencial 
de ti·:o;(~!;>:.:,e\~)!eii}/;é!T(M)icoincide con la acción, de ip1(x) en/, más aún, si 
tomamos las funciones éoorder1adás, Óbtenemos una expresión en serie del flujo mismo 
(bajo suposiciones'de convergencia): 

' ' t2 00 t" 
ip1(x) = x + tvL + 21v2 L + ... = ~ n!v"L• 

por lo que también se suele denotar al flujo asociado a v como exp(tv)x. 

Generalmente, se conoce a v(f)' = E;::,1 f.'(x)*f.I = *(<p1(x))I corno la de-
% :r t=O 

rivada de Lie de f (también denotada como L 0 f) . . Utilizando la noción de derivada 
direccional, nos damos cuenta del hecho de que, si f tiene una derivada de Lie nu­
la (L0 f = O), entonces la función J es constante en las curvas integrales del campo 
vectorial v, lo que nos da cierta idea de "invariancia" bajo la acción del grupo mono­
paramétrico asociado. !Vlás adelante retomaremos estas ideas. 

A continuación definiremos la operación más importante para campos vectoriales: 

Definición 1.24 Sean v y w campos vectoriales en llf, entonces, el ¡1aréntesis de Líe 
(o conmutador) es el campo vectorial, denotado corno [v, w], dado por! 

[v,w](f) = v(w(J)) -w(v(J)) \://E !T(M); 

Si V 
rn · O - · ;'"'"·,.: ··. 

w = Ei=l r¡' ox•, entonces, \l~~udo}a rngh• de Leibniz, se tiene 

que .. ·• ["; ~] :'• ~(~<' ~~ Ji?~~M~;' •.•.· 
Proposi~ión i~'2s · . . . . , ·; '::>. . . '"''i.i'·>!'';)i· · O, 

El paréntesis de Lie tiene las siguient~s propiedades: 
•) IR-Bilinea/idad :"•' . : . · " - ''· · 

, . [dv
1 

:¡'.. b;;, ~¡' ~ '~éi,:;;¡~1:;;!;]:f:'b[1;;~f; . 
[v, aw¡ + bw2] ' - ' a(v, 1fd -1:' b[v, w2]. 

donde a y b son constantes. 
ii) A ntisirnetría 

[v, w] = -[w, v]. 
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iii)Identidad de Jacobi 

[u, [v; ·1ii]] t- [w, [u, v]] + [v, [w, u]] = O. 

Prueba. 
· La. R-bilinealidad ()5 consécuencia directa ele la linealidad de los campos vectoria­

les.vistos como deriwciones. ·'La asimetría se sigue directamente de la definición del 
paréntesis de Lic. En cuanto a la identidad de Jacobi, ésta se resuelve directamente 

'sustitiiyelido la' definición en todos los términos en donde aparezca el conmutador, de 
·;·modo.qüe, una vez que se desarrolla completamente la expresión, los doce términos se 
cancelan' por 'pares. 

o 
Proposición .1.26 

Sea:F : Af --t N un 1napeo suave entre variedades y v, w, campos vectoriales en 
NI que están :F-relacionados con campos vectoriales bien definidos F•(v) y F•(w) en 
N, entonces, los correspondientes paréntesis de Líe también están F-relacionados, es 
'decir: 

F"([v, w]) = [F"(v), F"(w)]. 

·:Prueba.· 
.·,.::· Priineró demostremos el siguiente· resultado: dados. w y u campos vectoriales en 

Af y N, respectivamente, y un mapeo F :"NI .:...+: N, si w y u están F-relacionados, 
entonces'' 

w(f o F) = u(J) o F. 

Como w e5tá F-~<Jl~ci~¡;~~;; ~~~ *:.s~~H'fr 1:;:Cw) ,;;,·~, es decir, 

. . ·· tf;<~IP ;~~. ul~<~>< . , 
=* .•:F;(u;¡i)(J)'.· ~· u¡<;.(!);: .J .E ~{N) 

: :~l·~~'.z¡¡i,::@r/~Wi·~~i< ··· 
=> , ~w(f aF) · -'.• ~(!).~F."'. 

. f.'.'l .!'.-·:·:; . '. • . .-~,: :; ,- ; : : ~ .. , . 

,; .· ' - ·;.. . . '·. .. ·,.· . . 

Regresando a la Prueba de la proposición, para. f..:e 9'(N), x E Af, tenemos: 

(v:wJL(;oP)L ' .·. > 

uL,(w(fo F))L -wL(v(JoF))L .. 
vL.(F'(w)(J) oF)- wL(F•(v)(f) o F) 
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F;(vl)<F"(~)(f)) ~f·;c1Vl)<J".~(v)(J)) , . .··•··. 
cr<v>>I ·· c.F·'c.;;,)cf)) ~(é(ui))I . c:P-c~)u)) 

[F'.(~),·~:~;)Jl~c~í(f).•:Ú;f,>•', F(x) , 

.... , •... · .. '.:'.~:«:\,·(i' ·?f<''\;';··~";,,: ,, 
·,·-,;,;~_) :i:.::-.<:::·;-: ; o 

- .. · ·.·.:.: .: :· ·'.\:··~~·:,~'.ú::;<{~>-~~,J.-."~):~, ..... __ ~r::¡-::'.·:'::;-~~,·~- ;-:'. ___ .. :J_--. - , __ .. 
Hay una caracforización1 más.geoníétrka'dél•paréntesiá de Lie:de dos campos vec­

toriales V y W visto. como "conmutado~ infi~itesimai•:·de···fos ,correspondientes grupos 
rnonoparamétricos: - ·,·,.~·-: ¡ : >- ;tf.:..:·,,,, .. ;~~/:;-~-:':{~ir>.-.'~\-~:·- · -· · 

-,.<·.),/'-~-- ~-:~.~:···- --~-: - - ' 

'I1 1 27 . '-:•}."/' -· -
eoi:ema .• ·-'· .. .,:•, ¡ ·,.. "; .. ,:,:-:-;:;>: ,·,'f;c"\i:.·,-::..;•·>:; •..... · 

Sean v, w, campos,vectoriales·en:una.variedad'./vf;' Para cada x 
.. notación exponci1éial para los flujos el~ v ). u1; .el co'i'iníúta<lor 

E Af, usando la 

;· . . : .. · .·. -- .. -. ·:--.::-- '----· .. --

·tJ;;(x),,:; exp(-Vtv) exp{~Vtw) exp(Vtv) exp(Vtw)x. 

define una curva suave para t suficiente~ent~· pequ~ña, O :::; t. Además, el pa.réii'¡esis 
de Lie (v, wJL es el vector tangente a: esta cu~ en.el punto inicial t/Jo(:i:) = x: .. 

[v,wi_ =;=:81/lt(x)¡, .. , 
.. - 8t t=O+ 

Prueba. : _: '"' _ .. _.-. ·- ... -.·. ... _ 
Escribimos y= exp(Vtw)x, i.= exp(Vtv)y; ._, u==' exp(-Vtui)z; para expresar.el 

conmutador como 1/Jt(x) = 'exp( ...:_VttÍ)u. '. Entoncés, .'usando la5 éxpansiones de Taylor 
para los flujos, tenemos: ·"·':,,' · · '.: :•·:,·>•:: :;·_·,:·::\;·'_·(,,; • ,: :,,_, ·. <,:':'•»''e•·:· ':.' · . · "« · 

exk( ~.;¡i~}u_··~···V·t'·~~li"°~-.it2:1~1Bci~_) 
z -_V't{wl;"+',i,l.J+IH~2l!'fy(w)G+~v2¡.}7 O(t~) 
Y - Vtwlu + ~{-w(~~l{-th+)L~~~2 l;J +·O(t~) ·•· · 

x+t{v(~)L ::..:U1(v)l~h-f-C>(t~)/ · 
- ,·• ·.- '.--· .. 

·tJ;,(x) 

Por lo tanto: 

o 
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Como otra ilustración del sentido geométrico del paréntesis de -Lie, mostraremos que 
los flujos generados por dos campos vectoriales conmutan si y sólo si el paréntesis de 
Lie de los campos se anula en cualquier punto. 

Teorema 1.28 
Sean v y w campos vectoriales en una variedad llIJEntonces 

cxp(tv) exp(rw)x = exp(rw) exp(tv)x 
(1.2) 

para todo x E 11-I, V t, T E IR en donde los flujos estén definidos, si y sólo si 

(v,w] =0 

Prueba. 
Por el teorema 1.27, se sigue inmediatamente que, si el flujo conmuta, entonces 

(v, w] = O. Supongamos ahora que (v, w] = O y sea x E !vi. Si ambos campos v y w 
se {l.nulan en x, entonces los flujos dejan fijo a x y es claro que conmutan en x. De 
otro modo, al menos uno de los campos es distinto de cero en x, digamos vi., # O. 

Usando el teorema 1.22, podetnos escoger coordenadas locales {y1 , ••. ,y"'), cerca de x, 
tales que v = ¡f/¡r en la vecindad que corresponda a dichas coordenadas. Entonces, si 
w = ¿:;~ 1 17¡ u~•, usando la expresión de [v,\\p] eu coordenadas, 

De modo que cada 771 es independiente de y 1• El flujo generado por ven estas coorde-
nadas es simplemente · 

. (t )( 1 m) '.__( '·1 ·+ t 2·•· • •·,,.); 
exp. v y , ... ,.y_ - y : ~ .. Y' .... ~·~'!':, 

y el flujo generado poi· w es solución del si~tema de ec~aciones .diferenciales .. ·. ', .. "··:'tp~'.·<~2,-·F~:~>.,\.(=. :~:··:··m. . · .. ·· . 
Consideremos I~ f~t~~irií°ie~ ,; , ; 

y(r,t) ~ exp(rw)expcf.;,)y = e>q)(rw)(y1+t, y2 , ••• ,y"'). 

y 

fi(r, t) exp(tv) exp(rw)y,,,; exp(tv)y(r, O) 
- . (y1 (7-, ~) -St, y 2 (r, O), .;;;y"'(r, O)). 
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dado que y 1 no aparece en el lado derecho del sistema de ecuaciones diferenciales para 
el Hujo generado por w, como funciones de r, y y y son soluciones del sistema y ambas 
tienen Ja misma condición inicial: 

y(O, t) = (y 1 + t, y 2
, ••• ,y"') = y(O, t): 

Por teorema de existencia y unicidad, y(r, t) = y(r, t); lo que demuestra la:validez del 
teorema para t y T suficientemente pequeñas. _ _ ' _ .; __ . . 

Para probar el resultado general, consideremos los siguientes-subconjutos del plano 
T-t: ', " · .. :·~,(·;J. 

V= {(r, t) 1 ambos lados de (1.2) están d~finido~_en(r, t)} , 

y - '·-

U= {(r, t) 1 ambos lados de (1.2) están definidos y son iguales en(r, t)}. 

Notemos que U e V, que V es un conjunto conexo en el plano r - t y que, por lo que 
acabamos de probar, U es abierto. Por otro lado, si se cumple (1.2) en una sucesión 
(r;, t,) E U cuyo límite es (r•, t•) E V, entonces, por continuidad, (1.2) se cumple en 
(r•, t'), de modo que U contiene a todos sus puntos de acumulación y, por lo tanto, es 
cerrado. Así, U es abierto y cerrado c01no subconjunto de V conexo, por lo que U= V. 

o 

1.4 Foliaciones y el Teorema de Frobenius. 

Una foliación es, en términos generales, una descon1posición de una variedad Jlf en sub­
variedades de dimcusióu menor (conocidas como las hojas de la foliación), que yacen 
pegadas unas con otras de mauera suave. En el caso 1nás sencillo, hemos visto cómo 
cada campo vectorial v en una variedad Jl1 determina una curva integral que pasa por 
cada punto de !11, de modo que v sea taugente a la curva integral en todo punto. El 
teorema de Frobeuius trata cou el caso análogo para dhnensiones mayores: determinar 
"subvariedades integrales" de sistemas de campos vectoriales, con la propiedad de que 
cada campo vectorial sea tangente a la subvariedad en cada punto de ella, de modo 
que teugamos subespacios vectoriales de los espacios tangentes en cada punto, pegados 
unos a otros suavcruente. 

Definición 1.29 Sea !11 una variedad m-dimensional y n E N, O :S n ~ rn. Una 
distribución n-dimensional 'D eu fl{ es una colección de subespacios vectoriales 'Dp s;;; 
Tvllf, uuo para cada p E JI{, que son suaves en el sentido de que pueden ser descritos 
por n campos vectoriales suaves {vi. ... ,-un} que generan a 'D en cada punto de una 

vecindad U e M. Un campo vectorial v está en la distribucióp ~-- si_~,P ~ _'Dv_para 
cada p E JI{. Una distribución 'D se llama involutiva o completamente _integrable.si.para 
cada dos campos vectoriales en ella, v y w, se tiene que [v, w) E 'D,. es decir,· dados 
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{ v 1, .•. , vn} que generan a '.D, existen funciones suaves h;;k(x) E 3""(1\1), i, j, k = 1, ... , n 

tales que, para cada i, j ;=:'-1, ... , n, se, tiene:,;: : ); ~} : / .•. ·. 

[v;,v;]~ Lhf;v¡:;·.c.:,,~;- ".,-,_:· 

Definición 1.30 Una subvU7"iedad inte;~~: diÚI~,'~'ik~ib~ción '.D, generada por 
{v¡, ... ,v;,}, es una·subvariedad, N de M, cuyo;,espad~{itangente; TqN, está genera-

do por los vectores{v1lq• ... , v.,¡q}, p~ra ca•~'~:?)~},~{~(;~¡~~t!;{t.\t)i:,);, ;~~~-· 
Proposición 1.31 __ ,, ·-· .. -· j_i' ,;. <:'. 

Sea 'D una distribución suave en 1\1" tal que cadá j1únto'de_M! pasa:por una subva-
riedad integral de 'D, entonces, 'Des involtÍtiva:· :: ·. · · .- -

··o.e-·•,' 

Prueba. 
-¡:p.",_//.,''.)>-

Sea N una subvariedad integral de 'D que pasa por. p E JI,[._ •. Podemos pensar que 
N es una subvariedad inmersa en l\{ mediante un 'mapeo F, de modo que F(q) = p, 
para algún q E N, y que, para dos campos vectoriales u y V cu '.D, existen campos 
vectoriales ü y ·ÜJ en N que están F-relaCioí1ados con v y w . · 

Por la proposición 1.26, [v,w]lq E TqN y [v,wJIP están F-relacionados y, como N 

es una subvariedad integral de '.D, Fq' : TqN--> '.DF(q) es un isomorfismo en cada q EN, 
por lo que [v, w] = F•[v, w] E '.D 

o 
Teorema 1.32 (F'robenius). 

Sea 'D una distribución n-dimensional, suave e involutiva en ·l\{ y p E M. Entonces, 
existe una subvariedad integral de 'D que pasa por p; '<le hecho, _existe üria carta (U, x) 
en p cuyas funciones coordenadas x 1, ••• , xm son tales)1U~~ )~' li'?j~:"·:·:: · ~.t-.: 

x• =constante 'V i = n_ t l;~.~. m, · _,; 

son subvariedades integrales de 'D y, si. N es una, subvariedad _integral conexa de '.D 
contenida en U, entonces N está en una de estás' hojas.--

Prueba. 
Probaremos la parte del teormna correspondiente a la c.xistencia por inducción sobre 

n, la dimensión de la distribución. Para el caso n = 1, escogemos un campo vectorial 
v en 'D definido en una vecindad de p E P,,f tal que vlP # O. Entonces, el teorema 

1.22_ establece coordenadas v = (y1 , ••• ,y"') alrededor de p tales que v(p) = y0 = O y 
v = if!r, por lo que la curva integral de v que pasa por cero es la subvariedad buscada. 

Supongamos que el teorema se cumple para n-1, queremos demostrar que se cumple 
para una distribución suave '.D de dimensión n. Tomemos campos vectoriales V¡, •.• , v,. 
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que generan a 'D en una vecindad de p. Por el teorema 1.22,- existen coordenadas 
v = (y 1 , ••• ,y"') en una vecindad V de p tales que v(p) = y0 =O y 

vil,,= a~1.:, 
En V, sean 

·v1,..:;_. ..... .. < ... _. : ,.::-· · 
~i 7:_~i(~.~):V~··~ ·,;i =:~, ... ,-n. 

\.:.3, 

Entonces, los W¡, ••• , Wn son campÓsv~c'tC>riaJCÍ~ i~dependientes que generan a 'Den V. 
Sea S e M definida por la hoja im. la que y 1 _·;,,,; O y sean 

ui~ ~~Is· i = 2, ... ,n. 

Por definición de los w;, tenemos que 

w;(y') = O i = 2, ... , n. 

de modo que los u; son campos vectoriales en S; es decir, que u;IY E TyS, siempre que 

y E S y, por lo tanto, los catnpos ·u; generan una distrubución suave en S de dimensión 
n - l. Afirmamos que esta distribución es involutiva: los u; están l-relacionados (con 
l : S -t JI.[ el mapeo inclusión) a los w; y, por la porposición 1.26, sus paréntesis de Lie 
también están l-relacionados a los paréntesis de Lie correspondientes a los w;. Como 
los [w;, w;], (i,j;::: 2) no tienen componente en la dirección y1, existen funciones suaves 
h~; tales que 

n 

[w;,w;] = Lhf;wk 
k=2 

en V y, por ello, 
' .. 

[u;, u;] = L htuk. 
k=2 

Esto prueba que la distribución en S es involutiva. Por hipót~is de inducción, existen 
coordenadas (z2 , ••• , z"') en una vecindad. de p E S tales que, las hojas definidas por 
z' = constante V i = n + 1, ... , 1n, son precisamente' subvariedades integrales de la 
distribución generada por { u 2 , ••• ,u,.} en dicha vecindad. 

Las funciones · · 

xi y1, 
xi zio1í, j=2, ... ,n. 
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donde 7í: V -t ses la proyección natural en el sistema cc)ordenado V= (y 1, •.• ,y"'), 
están definidas en una vecindad U de p E M, S()n independientes y todas se anulan en 
p, por .lo que forman una carta (U, x) en p. Ahora·que.remos. demostrar que 

w;(x"+r) =O en U, con ·. i;=:, ~· ),-n.;,:r = 1, ... , m - n, 

ya quede esto se sigue que los campos veC't:o~ialesy~Y:;,: .. ; u~n forman una base de 'D 
en cada punto de U y las hojas x' = const(lntei .. ,'1,ói.=·n + 1, ... , m, son subvariedades 
intelP.-ales de 'Den dicha vecindad. .· ' ': :.~· /r::. · 

Observemos que la definición de las x' itnplica-'qi°ie\ , 

~~~~;~::;,:~.~~;~;:::j!i~ll'~~~:' q: W>na< ; 2, ... ,m; 

El hecl.o do qu'. ~ ~·,\;j~{.~ílf l~i::~:~'.::: ro¡~ quo 

,: .<·-:~i'J'?~< :i"~!~/~:·}if·:,:,2::,..f)/~;=~):_~; _:~:¡ 

por lo que, iguál~nd<J l~ e;_6re~i~ne~ p'a:ié¿l p~~éntesis de Lie, se obtiene: 
'a· . ' . ~.· :· n .· . 

éJx' (w;(xn+r)) = L h~wk(xn+r). 
. k=l 

Fijemos una hoja en U de la forma x2 = constante, ... , x'" = constante. En esta hoja, 
w;(x"+r) son funciones que sólo dependen de x 1 y la igualdad anterior se convierte en 
un sistema de n - 1 ecuaciones diferencial es lineales y homogneas respecto a x 1 , cuya 
solución es única, dadas condiciones iniciales, por el teorema de existencia y unicidad. 
Como el sistema es homogéneo, las funciones O son una solución pero, además, cada 
una de estas hojas tiene nn único punto en S n U, donde, por definición de u¡ y de xi: 

w;(xn+r) = u.(zn+r), i = 2, ... , n 

y, tomando en cuenta el hecho ·de que las subvariedades integrales de la distribución 
en S, determinada por los u;, están dadas por las hojas adecuadas en las coordenadas 
zi, se tiene: 
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O, i = 2, ... ,n. 

De las últimas tres igualdades se sigue que las funciones w;(x"+r) deben ser idénticamente 
cero en U, lo cual completa la Prueba por inducción. 

Finalmente, supongamos que N es una subvariedad integral de. '.D conexa, vista 
como subvariedad inmersa a través· de un ·mapeo F, de modo que F(N) CiU;• '-Seá. 
7r : IRm --> IRm-n la proyección sobre las últimas m - n coordenadas, ,'entónces,·.los 
vectores en '.D se anulan al tomar (7r o x)•, así que · ·· 

".'.' 
·:,::.-rr·,. ·;-,!..·: 

para cada q en N conexa, y, por el corolario 1.21, 7r o x ;:; F ~~.\:in. tri~peo 'ccinstánte: 
Por Jo tanto, F(N) está contenida en una hoja xi= canstante .'.. \l·i.~"n·+i,':'.:,m:' 

o 

Figura 1.11: Ilustración del Teorema de Frobenius. 

1.5 Álgebras de Lie. 
Para un grupo de Lie G, existen ciertos carnpos vectoriales distinguidos, caracterizados 
por su "invarianza" bajo el producto del grupo. Estos campos vectoriales invariantes 
forman un espacio vectorial finito dimensional llamado el álgebra de Lie, que puede ser 
entendida corno el "generador infinitesimal" de G; de hecho, cas( toda la información 
del grupo G está contenida en su álgebra de Líe, lo que constituye el punto medular 
en Ja teoría de grupos de Lie. 

Empecemos cou un grupo de Lie G. Para cada elemento 9 E G se define el mapeo 
producto ¡1or la izquierda como: 

I 9 : G --> G 
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h ~ gh, 

el cual es un difcomorfismo con inversa 

> (!9)-1 = Ir'· 

En este sentido, un carr;po v_ectori,;.(i;s: izq:Uier~do-invariante si V g y h E G, se tiene: 

cf9 )i.(vl °) =vi =vi . 
" lg(h) º" 

Notemos que si v y w son derec11o~invariantes,- también lo es cualquier combinación 
lineal suya, por lo que el conjunto de todos los campos vectoriales derecho-invariantes 
en G forman un espll.cio.'vectorial. · ··· · 

-.. ·: 

Definición 1.33 El álgebra de Líe de un grupo de Lie G, denotada como g, es el es­
pacio vectorial _de todos los campos vectoriales izquierdo-invariantes d~ G. 

Observemos que cualquier campo vectorial izquierdo-inva~ill.nte pu~dci asodarsc a 
Ull único VC(!tor tangente a G en la identidad, ya que · 

vi =vi =vi = (Ig);(vl. ) .. ·. 
g ge I 9 (e) ~ ·~ :· \ .. 

Iguah'~erite, ~ulll~uier vector tangente a G en la id~ntidll.d cÍei~~rrifa·~ hn único campo 
vectorial izé¡uicrdo-invariante a través de la fórmula anierior::z2:~).'.)ii!\";, 

~(Iu)i.<~I/= (Iu)i,((I,.);(vL)) = U9 0 I~);(vle})f i.~f~J;:::c~1:'j:;!119h • 
- . : . . -. - --. . ' . ·:· :-· - :·.-· . . '·<~ .. ;,,-·,,::_:-:- _--,--·: .. -:-···-: 

De ~~~e modo,· pod~mos id~ntificar a g; el álgeb;a: ú Li~'d~'G';:~ói?ei espacio tangente 
a G en el elemento identidad: ·· 

g:::::< T.G . 

. Notemos que g tiene la misma dimensión que su grupo de. Lic. 
Además de la estructura de espacio vectorial,' un álgebra de Líe está equipada 

con una operación bilineal y antisimétrica, el paréntesis. de Líe de campos vectoriales, 
pu.esto que si dos campos vectoriales v y w son izquierdo-invariantes, también lo es su 
paréntesis de Lie (por la proposición 1.26): . 

(J9 )"((v, w)) = ((I9 )"(v), (I9 )"(w)] = (v~w]. 
Esto motiva una definición general de un álgebra de Lie: 

Definición 1.34 Un álgebm de Lie es un espacio vectorial sobre IR, g, junto con una 
operación binaria [ , ] : g x g --+ g, llamada el paréntesis de Lie·de g, que satisface las. 
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siguientes condiciones V v, v1, v2, w, wl, w 2, U .'e g: 
i) IR-Bilinealidad · ·:" ' -

.. 
[av1 + bv2,,w) - = a[v;;w) + b[v2 , w), 
[v,atl11 c:f:' bui2) '= . a[v,wt) + b[v, w2), 

;:·,. 

donde a y b son constantes. : .. 
ii)Antisimetria . . -_ 

iii)IdentÚdd deJ/i.cobi 

[v,tLI] = ~[w,v). 
[u, [v, w)) + [w, [U:, v]) + [v, [w, u)).= O. 
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Además de los campos vectoriales izquierdo-in~rientes(jm1to con el paréntesis de 
Líe pára campos), existen otros ejemplós de álgebras de'Lie; como' s.on: los espacios 
vectoriales en los que se define que el paréntesis .de Líe sea 1iulo ¡)ara cualquier par de 
'véctores (a estas álgebras de Líe se les llalna abeliana;'l); el grupo general lineal con el 
paréntesis de Líe definido como [.4, B) = AB -BA;".los vectores en IR3 con el producto 
cruz conto paréntesis de Líe, cte. · · · · .. · 

El siguiente resultado muestra que hay una correSpondencia biyéctiva é1ití-e Jos sub­
espacios vectoriales de g de dimensión uno.(las subálgcb~as ~e g :d~:!l~ª.~-Hnt!!n,o>ióll) y 
Jos subgrupos rnonoparamétricos _coriexos de Ge;, "· .: ü·_: j{.'2/:/'. _ ,,, .. ::'•., :· 

. -~ -<;;:~~.~-;~ ·;·~-~;'. .;_·<· . -:-¡,¿ _,,.r~ 
Proposición 1.35 . . . ._ . , .... · _:. _. · ... - _ _ _ . 

Sea v 7'= O un campo vectoriaHzquierdo-invariánte enun' grupo de Lié G.- Entonces, 
el Hujo generado por v que pasa_~o~Já. kl~~ticlad ·. 

-_- .-\- .:'.:· .. ~-:-:Ji{;;"~: . .s~~~sc~f.1'.~:,[~l.''..~::¡¡1X~t.:; 1~'..' ,.·.!:. 
está definido para.toda t ¡:.IR'y forrria,u·n sübgrupo,,morioparaniétrico de G con 

.••... ·· ./. _'.}~~t;i~~J~;.;,:€ 1.;¡;~'.~t~F:~E?~~~S::i1::. ·---. -. -_ 
isomorfo a IR· o:aJ gi:ti¡:io''ci~c;ula~;,so(2)::,;,oe igual~modo; cualquier subgrupo de G, 
conexo de una dimerisióü}es;g_e:nera,do_p_or.'un•campo:vcctorial izquierdo-invariante. 

Prueba. \, "' :• :, - 'é >.·, ·.- .· ·' 
Notemos que, en1~e1icral,;Í>ará un difeorno~fl~m~ F,y dos vectores v y w = F•(v) 

F-relacioiiados/F manda 'a una curva integí:at dé V 'imuna c1;1rva integral de w: _-

'FC~xp(tv)x) = cxp(tl"•(v))F(x) 
(1.3} 
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En nuestro caso, para t 1 y t 2 suficientemente pequeñas se tiene que: 

I~,, (Úi.) = I 9 ,, (exp{t2 v)e) 
exp(t2 (19 ,,)•(v))I9 ,, (e) 
exp{t2 v)g,, ; >:• < 
exp(t2 v) exp{t1v)e 
exp(t1 .+ t2v)e 

; .· . ' 

Grupos de Lie 

Por lo que 9t es al menos un subgurpo ~onopará'.iné:rico ioc~I. MáS aún, g, está definido 
al menos para una vecindad -~to ::5 t ::5 ~t0·, para algún.to .>.O;_l1:5Íque podemos definir 
inductivamente: 

1 
. . .· 

1
·. . .·.. . 

9nto+t = 9nt0 g,, -:-2to :5't ::;:2to; 
con n un número entero. Esto último muestra que g,. es una. curva suave en G que 
satisface las propiedades de grupo antes mencionadas 'v' t1; t 2;" por lo que el flujo está 
bien definido globalmente y forma un subgrupo de G. Si g,, = 9t2 para algún t1 #- t2, 
entonces 9to = e para un valor positivo ininimo to ~ Jt2 - t11 > O y 9t+to = 9t. de donde 
9t es periódico de periodo t 0 • En este caso {g,} es isomorfo ·a 80(2). De otro modo, 
g1, #- g12 para todos t 1 #- t2, y {gt} es isomorfo a R. 

De igual modo, si Ji e G es un subgrupo unidimensional, tomamos vi. un vector 
tangente a H en la identidad distinto de cero. Usando el isomorfismo entre g y T.G, 
podemos extender a v en un campo izquierdo-invariante en G. Dado que H es un 
subgurpo, se sigue que vi es tangente a H en cualquier h E H y, por ello, H es la ,. 
curva integral a v que pasa por e. 

o 
En general, una sub•ílgbra IJ, de un álgebra de Lie g, es un subespacio vectorial ce­

rrado bajo el paréntesis de Lie, de modo que (v, w) E 1), 'v' v, w E IJ. Si Hes un subgrupo 
de un grupo de Lie G, cualquier campo vectorial izquierdo-invariante v en H se puede 
extender a un campo vectorial izquierdo-invariante en G tomando vl

9 
= (I9 );(vl)· En 

este sentido, el álgebra de Lie IJ de H se entiende como una subálgebra del álgebra g 
de G. De manera que, usando el teorema de Frobenius, la correspondencia entre los 
subgrupos monoparamétricos conexos de G y los subcspacios de dimensión uno de su 
álgebra de Lie, g, se generaliza a una correspondencia entre los subrupos conexos de G 
y las subálgcbras de g. 

El mapeo exponencial exp : g -> G se define como la función que asocia a cada 
v E g el flujo generado por v que pasa por el idéntico, al tiempo t = 1: 

exp: g· -> G 
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v -t exp(v)e = exp(v). 

Al analizar la diferencial del mapeo exponencial en O: 

observamos que se trata del mapeo identidad. Entonces, por el teorema de la función 
inversa, exp detertnina un difeomorfismo local entre 9 y una vecindad del . elemento 
idéntico en G. En consecuencia, cada elemento g E G, lo suficientemente cerca de 
la identidad, puede ser escrito como una exponencial: g = exp(v) para algún v·.en g. 
En general, el mapeo exponencial no es globalmente inyectivo ni sobre,. sin embargo; 
usando la propiedad 1.9, siempre podemos escribir cualquier elemento del grupo g como 
un producto finito de exponenciales: . 

para algunos v1, ... , Vk en g. Co1110 consecuencia de esta observ-.ici6n, la prueba de inva­
rianza de algunos objetos bajo la acción de un grupo de Líe completo; G, se reduce a la· 
prueba de invarianza bajo la acción de subgrupos monáparamétricos de G, escribiendo 
a cualquier g E Gen términos de una base fu,, ... ; vn} de .o: · 

!J = exp(t1v¡) exp(t2 v2 ) ••• exp(tnv,.). 
(1.4) 

lo que se conoce como "invarianza infinitesimal" bajo· los generadores infinitesimales 
de g. 

Recordando cómo se construyen los grupos locales de Lie a partir de conceptos 
globales, podemos hacer lo mismo y definir álgebras de Líe para gurpos locales de Lie, 
las cuales seguirán las mismas propiedades que ya hemos visto, tomando en cuenta las 
regiones en donde el grupo local, junto con sus operaciones, están bien definidos. 
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Capítulo 2 

Simetrías en Ecuaciones 

En este capítulo nos enfocamos a obtener· los grupos de simetría (conexos) de un sis­
tema de ecuaciones diferenciales. Pam esto, desarrollamos la teoría de un caso más 
simple {las ecuaciones algebráicus) y, una vez que hemos planteado el problema de las 
ecuaciones difer·enciales <m ténninos geométr-icos sirnilares a los de las ecuaciones al­
gebráicas, establecemos los criterios de simetría ec¡uivulentes. Finalmente, analizamos 
el caso de la ecuación de onda como tm ejemplo ilustrativo que nos será útil más ade­
lante. 

2.1 Ecuaciones Algebráicas. 

Nos interesa estudiar los grupos de simetría de ecuaciones algebráicas, ya que serán 
una herramienta fundaniental eu la siguiente sección, donde estudiare1nos los grupos de 
simetría de ecuaciones diferenciales. De acuerdo con lo que hemos venido desarrollando, 
a partir de ahora vamos a obviar la referencia a sistemas coordenados, en el sentido 
de que, si tenemos un punto p E .Af y una carta (U, x) en p, de modo que x(p) = x 0 , 

entonces consideraremos directamente al punto "xo en la variedad Af". 
Entendemos un "sistema de ecuaciones algebráicas" como un sistema de ecuaciones 

F'(x) = O, i = 1, ... , n, donde las F' son funciones suaves de valores reales definidas 
en una variedad Af (F' : Al-+ IR, F' E 'Y(AJ), i = 1, ... , n). Una solución es un punto 
x E A/ tal que F'(x) =O, 'Vi= 1, ... , n. Un grupo de simetría de este sistema será un 
grupo local de transformaciones que actúa en AJ transformando soluciones del sistema 
en otras soluciones; es decir, que si x es solución de F'(x) =O, i = 1, ... ,O y G es el 
grupo de simetría, entonces g · x es solución de F'(x) = O (F'(g · x) = O) para todo 
g E G donde g · x esté definido. · 

Definición 2.1 Sea G un grupo local de transfromaciones que actúa en una .variedad 
AJ y S C AJ uu subconjunto. S es G-invaricmte y G es el grupo de simetría de S si 
'<l:i: ES y g E G donde g · x esté definido, g • :i: E S. 
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. • .. 

Por ejemplo, tomemos a M = ~2 y a Ga el grupb de' t;~laéiones en IR2 : 
·-· .. · ' . ____ .,_ . ' -.· .- , .. , .. · ... · ' 

. g,; (i:,y) =(x +át,y+~t),. tE:: ~; . a,;;;, ~onsÚúíte 
Sea S~ = {(.x, y)j x =. ay+d}c M ~¡ c~njuntó de l~ re~t~é~n ~~~die~ie ! y ordenada 

al origen-!: T01naIJ1os (.x, y) E S, entonces . . ··• , ;; \:~@)(:,,j:f.'S'· ,.ic: , ..... 
g,, (.x, y)= (x+ at, y+ t) =(ay+ d + at, y+ t) =- (a(y+; t) :+.'d;y·+"t) ES 

- . . ",' .~.-.- ... ~;~·,--">]"'~-.- - ' -

Por lo tanto, Ses G.,-invariante. Si d~terminamos ia'.s ó.rbit~:·<l~)a,á:cciÓn, observamos 
que éstas. cóinciden con los conjuntos G.,-invariantéS; 'e5to'se):umple 1en•general, por 
definición de las órbitas. · ' <".·· · 

Usualmente, el conjunto S corresponde al conju'nto s~l~ciÓn o la subvariedad de­
terminada por los ceros de una colección de funciones •sitaves en la variedad, F = 
(F;, .. .,F"), F: !vl ~IR": 

S = Sp ={:e 1 F;(x) =O, i = 1, .. :.~};. 
Además de buscar simetrías a los conjuntos solúción de un sistema de ecuaciones 

algebráicas, también podernos buscar simetrías alas funciones F(.x) que les dan origen. 

Definición 2.2 Sea G un grupo local de transformaciones que actúa en una variedad 
l\f. ·Un mapeo entre variedades F: llf ~ N se llama/unción G-invariante si Vx E !vl 
y V g_E G donde g • .x esté definido, -

F(g · x) ,.;;; F(x);'" ·.' · 

_es, decir, si la.función F·rnanda a cada órbita· a un·solo punto en ·N: Una función de 
.· ~·alore8·reales O-invariante f· :. M ·-¿ IR:se.Jlarria• también' invariante de G. Notemos 

que ·_p : llf __:¡: IR". es O-invariante s¡:y sólo sii-cáda -componente F; de F = (F1 , ••• , F") 
es una invariante'de·G. ·· ····.·<'F ., ... --.-

, Retomando ~l ejempló ant~;ior/(Uf~ ~~I J~ e.l grupo de traslaciones), podernos 
ver que f(.x; y)= X - ay es' invariante; de G.i:c -· 

-Sea (x, y) E IR2 , entonces>~. ,:_.;;,,.~f·;.::;r•>¡~,o~:.;) : .• , .• ,:,. 

' -.... · f,<~· '. ~x·:»:~<~<t:t,'.:t;~;f~t~~n~t:·~2(L~ ~ a~y - ~)=X ~.ªY= Í<f;Y)~·.· .· 
Por lo que f es G4 -inyariaiite. Másaún; si J(x, y) = ,P(x - cy), con ,¡, fundón de x - cy 

suave~ se tiene: .·• .•. · 2.) ifr.·;i•~:~\:j~/'.~f{·-~~-·/;;, ; . · ' ·· ·. . ' · _ ' • ~- ' -
l(g, · (.x,y))= f(x+át;y±t) =' </>(x:+cit-.a(y-t)) = ,P(.x- ay)= J(.x;y). 

Por lo quejes inva;~an~~ d~G~.:. ,, ' 
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Si F : Af --+ IR" es una función G-invariante, es claro que todo conjunto de nivel de 
Fes un subconjunto de M G-invariante, en particular el conjunto solución. Sin embar­
go, uo necesariamente se cumple que, si el conjunto solución es G-invariante, entonces 
F es G-invariatnte; la condición necesaria y suficiente es, pues, que todo conjunto de 
nivel sea G-invariante. , ., ·. , 

Proposición 2.3 . .. . . . . 
Si G actúa en t.1' y F : Af --+ IRn es. uná función suave; entonces F es una función 

G-invariante.si y sólo si todo conjunto de nivel {x 1 F(x) = c}; c .. ~'.'IR~·'.:·~ ,.~[J..sllbcon­
ju.nto'G-iilvariante de Af.• 

Prueba. . , , , .•./' , ; '·· ;~. 
En la dirección " ==?", sean F una función suave G-invariante y S ·=· {x E Af 1 F(x) = 

c}, .. e· E· IR"; c = constante. Toinamos x e· S y g E G, entonées, como Fes G­
.invariante, F(g · x) = F(x) = c por lo que g · x ES y, por lo tanto, Bes G-invariante. 

Eu la dirección" *'"• tenemos que Se= {x E fl;f 1 F(x) = c} es invariante 'r/c E 
IR"', c.= constante. Sean x E Af y g E G, entonces x E Se para ·alguna c E IR", por lo 
qt.ie u:x E Se, es decir, F(g · x) =e= F(x), por lo tanto, F·es G-invariante. 

o 
Otro modo de entender este resultado es que el grupo de simetría del conjunto 

solución s,, de un sistema de ecuaciones algebráicas es, en general, más grande que el 
grupo de simetría de la función que lo determina. 

Gran parte de la utilidad de la teoría de grupos de Lie radica en el hecho de que es 
posible carnbiar condiciones cmnplicadas, nolineales, para la invariancia de conjuntos 
o funciones, por condiciones lineales equivalentes en los generadores infinitesimales de 
la acción de un grupo. Este criterio de invarianza nos ayudará más adelante a deter­
minar explícitamente los grupos de simetría de sistemas de ecuaciones diferenciales. 
En el caso de funciones invariantes, el cl'iterio se sigue al describir cómo cambian las 
funciones a lo largo de un flujo generado por un campo vectorial. 

Proposición 2.4 
Sea G un grupo de transforn1aciones conexo que actúa en una variedad A!. Una 

función suave f : l'vf --+ IR es invariante de G si y sólo si, para todo x E A/ y todo v 
generador infinitesimal de G, se cumple 

v(f) =O 

Es decir, que f será invariantci ;de G si y sóÍ~ si no cambia a lo largo de las órbitas de 
la ac.ción, qué son . .las curvas integrales de los generadores de la acción correspondiente. 
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Prueba. 
Supongamos que res, una funciótdn~ariánte de G. y. V un. generador infinitesimal 

de G. Sabemosq':le•. ,,·,:,, .:.:·> '0\c:;,,'i• ·•ii;_ 1,';~~':',;.;;,·,·é·· 
.. ·. • · ... · . . <'.é· /'. ~sn<~>,ff:;~t~.~0~.<.~0!.t~h~~:.r · · 

y corno fes iJÍvariantC,·d~ '?t /(eX.1l.(t-v)X)_-~~·J(X)/de:don~é ,. 
·.<.':.' .,- .,, .. 

d.:::,' • . ,· ;;i.', i',~d ':'.: . ·;.• :, : : 
_:¡(exp(tv)x) ='-J(x):;..,, O: 

Por 10 <iue 'vU) ,;;~.· '-'... . . · .. · ~;:·' '1~\:··~';· {;~d;{i;~~.;;lj;x~? ' · ... ·· 
Por otro lado, si'v(f):,;, O . 'v'x e A;ty\t:;~~~~;adÓ'; infinitesimal de G, entonces: 

v(f)(exp(tv)x) o 
d .. · .. · ... 

=> dt f.(~xp(tv):c) =O 
=> f(exp(tv)x) =constante= f(x), 

de modo que f(exp(tv)x) es una constante para el subgrupo local monoparamétrico 
definido por el flujo de v, que está contenido en G~ = {g 1 g · :i está definido}. Por (1.4), 
sabemos que todo g E G., puede escribirse como producto finito de exponenciales de 
los generadores infinitesimales de G, Vi. .•• , Vn, de donde 

f(g·x) = f(exp(t 1v 1)exp(t2 v2 ) ••• exp(t.,v,.)x) =constante= f(x)o 'v'g E G.,,. Vx E M . 
. :·'. 

Por lo tanto, f es invariante de G. 

o 
Si {v1 , ••• , v,.} fornian una base para g, el álgebra de Úe d~·:!os·geii'eradores infinit...~ 

simales de G, lo que dice la proposición anterior'es que .f(x)es invariante si y sólo si 
vk(J) = O, , k = 1, .. ., n. De manera que, en éoordenáda5 locales; f debe ser solución 
del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parcialés lineales de primer orden: 

''· \• ·,v' 

m . a¡ '. 
Vk(J) = L ~k(x) ax• =o, . k = 1, ... , n. 

. a=l , 

Retomando el ejemplo del grupo de traslacionc5 .. G 0 ''eit R 2, tenemos que el generador 
infinitesimal de Ja acción es: V = ¡;1 !/.,+et;;; Cor;-•• 
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Si tomamos f(x, y) = x - ay, entonces 

v(f)(x, y)= v(x - á11) = ( ª:x +:) (x.- a11) ='a~ á =O 
y' ' ' ., ' ' 

·'· ~ 

de donde v(f) =o y, por la proposición anteri~r,Jesiriva~i~lltc\1~ ó~; lo~uaÍ ~oinéide 
con lo que habíamos obtenido anteriormente. ·:>.• •... ., ,;¡;.;/ ... ,;, ;-,:,; :<:•-:.:: ; ..... , ,,_. 

Para el caso de. soluciones a sistemas _de ecuadolles algébráÍ~asj..(~) ·.~·O, el
0 

criterió 
de invarianza requiere una condición niás;··a, sáber,'<la'éondición' de"rango'máX:imo: · 

,,.J:l ~~ !·.'..'<,;. -' ~.~:-; '.:·~·-: __ '·>>- "-·,~·>::· -··. •, . 

Te~e:m; ~;~ grupo de transform~ciories·~~~nZo}~~~~:~~(w~~;~~;;;i~~Jv~i'i~cÍ¡cÍ M de 
dimensión m. Sea F M -> IR", n ::5 'm úna~ fúni:ióri :;qüé define':. Ún·: sistemá de 

ecuaciones algebráicas F¡(x) =O,. i ~·!:~: .. '.~~- ~~;t;:,~~-~;~;~~;;;.:;t, ,· . 
Supongamos que el sistema es de rangO ri1áximo~·'.es'-'décfr;~'~que~Íaºmatriz jacObiana 
a¡;: es de rango n "V x solución del sistéma: 'E_ritÓÍiccs/G és'.efg~.ÜpO_de simetría del 
sistema (el grupo de simetría del conjunto·solitcióri) si y sólo 'sii para•:todó v gerierador 
infinitcsin1al de G, se cumple : ... ·_ : ... · ~,~_ -;>--.: .. J:~-7-'~~,.';~~~/?::~\~~:·:~-.<,;~ 2 

v(F;)(:ii) ·,;,;o,; ,,J · · 
siempre que F(x) = O (Fi no cambia eri·:1a 
órbitas de la acción). 

iilteriie~~iÓn• ~e·l-~o-;.,Jiulto solución y las 
'º.::j· ...... ·, 

. ;. ~. 

·~··'I>~-~·:;:: ,;!,:. ·-~;;.»· ~ ., 
Prueba. . .. >· .... ; : ,·;:• . ¡~ :·:!;,\/.: ;0'.·>>- .· . · 

Supongamos que Ges el grupoAC:.sim.etda''deL"sistema; entonces Ges el grupo de 
simetría de SF, así que 'v' g E G y 'x·e' Sp c)onC!~-'.•7'· i.esté definido, 

g·xE 1Sf,.'·;,,}, 'F'(g;x)=O· 
· F,i(g~ x) =O 

En particular, pará. v generador de G ,. 

o 
. d . 

=> v(F')(x) = dt~'(exp(tv)x) "'."O~ 
·. ,• . ··... . .. -~·.. . -

Por lo que v(Fi)(x) =O, x E Sp. 
Consideremos ahora que v(Fi)(x) =.O 'ti.=· .l,;.:,n, x E SF. Por la condición 

de rango máximo en el conjunto solución .Y· eL·teoretria':.1.6, podemos. suponer que 
existen coordenadas 11 = (11 1, •••• 11m) en una vecii1clnd .de· x 0 E A-f, tales que x 0 = O y 
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F(y) = (y1, ... ,y"). Tomemos v = ¿;;:;;,, 0~,, ungenerádor l~finltesimal de G expresado 
en las nuevas coordenadas. Como: ti(Fi)(y) = O,: sucede, que·- · 

v(y;)=o.: {~1;::~,;n, ;f >~i<h'=.o_.J i~ •. l; ... ,n, 

en la vecindad de xo donde. tenemos defiÍlidas iniestras coordenadas. Ahora bien, el 
·flujo de v que pa5a'pcir)i:ó i.: o,'t,O(t; O)',;,;,•exp{tiJ)x0; ciunple' con el siguiente sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinai-ias:": · · -... ,;·:-; · ...... · · ·--:_.· .. 

. 'acp; t) =;, O, cp'{O) '==O, i = 1, ... , m 
-¡¡¡:. ~ - ~ ',;,et, o)= o 

=> exp(tv)xo = xo 
=> F(exp(tv)x0 ) = F(xo) =O 

para t suficientemente pequeña, lo que implica que exp(tv)x0 es solución del· siste­
ma si t es lo suficicntcmenete chica. Por continuidad de F, SF es cerrado y, como 
cxp((t + r)v)x0 = cxp(tv) cxp(rv)x0 y el mapeo exponencial es continuo, podemos de­
cir que, para cualquier g = exp(tv) en el subgrupo monoparamétrico conexo-generado 
por v contenido en G,,0 , g · x 0 es solución del sistema. Finalmente, si aplicamos un 
argumento similar al empicado en la demostración de la proposición 2.4, se tforie. que 
F(g · x 0 ) = F(x) Vg E G, x E Sp donde g · x esté definido. Por lo tanto, Ges grupo 
de simetría del sistema. 

··o 

Tomemos como ejemplo el grupo de rotaciones en IR2 , 

finitesimal es v = -y-§;, + x-!J;;. El círculo unitario S 1 

conjunto solución de f(x, y)= x 2 + y 2 - l; de hecho, 

S0{2), cuyo generador i.n­
{{x, y) 1 x 2 + y 2 .dd l}'es el 

a a 
v(J) =(-y Dx + x ay)(x2 + y 2 .,-1) = -2xy + 2xy = Q; 

Además, 'V Ji = (2x, 2y) #O V{x, y) E S 1
, por lo que se cumplen las 'condiciones 

(:i:,y) . 

del teorema 2.5 y tenemos que 80(2) es el grupo de .simetría de f. ·. ·.•, .. · ... : - ; -, . r 
Otro ejemplo menos trivial consiste en tomar la función f(x, y) = x4 +x2 y 2 +y2 - l. 

Se tiene que: .. _ 

'V Ji = (<Íx3 + 2xy2
, 2éy + 2y) =O <=> :z; =y= O 

(:i:.11) '· 

y 
. . 

v{]) = -4;3 y - 2xy3 + 2x3 y ¡;xy ,;,,' ;2.:~_(x~+ ~2y~ + y 2 '-:-j) =e• :;2;~ f(x; y). 
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De modo que ](x, y) = O => v(])(x, y) = O y, como el (O, O) no está en el conjunto 
solución, J es de rango máximo en S¡ = {(x, y) 1x4 +x2 y2 +y2 =1}. _Por el teorema 2.5, 
80(2) es el grupo de simetría de J y S ¡es rotacionalmente invariante. Cabe mencionar 
que en este caso J 110 es 80(2)-invariante, de hecho, cualquier otro conjunto de nivel 
de J no es rotacionalmente invariante. 

La condición de rango máximo en el conjunto solución es muy importante puesto 
que, si tomamos h(x,y) = (y - 1)2 , el conjunto solución estará dado por la recta 
y = 1, la cual es claramente no invariante bajo rotaciones. Por otro lado, al tomar 
v = -y{/;+ xi,¡ y aplicarlo ah tenemos, v(h) = 2x(y - 1), de modo que h(x,y) = 
O => v(h)(x, y) = O. Se cumplen, pues, casi todas las condiciones del teorema 2.5 y 
uno podría pensar que dicho teorema nos está llevando a la conclusión errónea de que 
la recta y = 1 es invariante bajo rotaciones. Sin embargo, no se cumple la condición 
de rango máximo en el conjunto solución, puesto que 

'V'hl = (O, 2y - 2) =O en y= 1 
(r,y) 

Proposición 2.6 
Sea F : JI{ -> IR" de rango máximo en la subvariedad Sp, el conjunto solución de F. 

Una función de valores reales f : Jlf -> R _se· anula en Sp si y sólo si. existen funciones 
suaves Q 1 , ••• , Q" tales que 

f(x) = Q'(x)F1 (x) + ... + Q"(x)F"(x) 'Vx E M. 

Prueba. 
Supongamos que f : JI{ -> R se anula en Sp y sea x~ e'' Sp. Com_o Sp es el con­

junto solución del sistema de ecuaciones algebráicas determinado por F = (F', ... , F"), 
entonces F(xu) = O =:> F'(x0 ) = O, i = 1, ... ; n. Tenemos también'que. f(x0 ) =O, así 
que en x 0 podemos encontrar una factorización de f en términos de lrui F': 

TL ~. 

f(xo) = Q 1 (xo)F 1 (xo) + ... + Q"(xo)F"(xo) = L Q'(xo)F'(xo) =O, 
i=l 

donde las funciones Q'(x), i =:= 1, ... , n son suaves y. no' todas se _anulan en x 0 • 

Como Fes de rango ri1áxitno en Sp, esistei1 coordenadas (y1, :.:,y"') en una vecindad 
V'dexo=y0 talesque .· , ..• •,:•· i:ej.,;_,~ .. ;:~di:';: .. :,',:;i: . 

;'.~,. . .. . 

y= (y\ .. ,,~Y~•º•/•,0),: ;'-".Y.~,VpSp. ,. 

En estas coordenadas, la.·mat(' .. ~8z~':F}º1, 1·~-.i.~illde,F,évaluada ~n y0 , es 

n .. • . Yo • •8y08~F~'l'lll/o) 
. o ;.. .. ¡· 

lJiíf' Po' Oyrn Yo 
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~ 'Vgl. ;6 o. 
· · . Yo 
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De este modo, se cumplen las condiciones del· teorema de la fmición.implícita y, por 
ello, podernos tornar una vecindad abierta.U. que .contiene·a.y0·,=·Xo• donde g(y) = 
O, '<!y E U. Por lo tanto, · ·· .. 

. f(y) = Q1 (y)F.~(y) + .... + Q"(y)Fn(y) '<!y E CJ· '· 
Con esto hemos probado localmente la dirección u=>" del teorema.·· V~a' ~e~· i1eého 
esto, es posible obtener la versión global usando .. partiéiones dé)aÚnidacÍ:. . . . . 

En la dirección " <=", supongamos que existen funciOneírsuá':'éS Q 1,; •• :, Qn. tales 
que 

f(x) = Q 1 (x)F1 (x) + ... + Q''(x)F;.(x)' '<lx E !vi. 

Sea Xo E Sp => F(xo) .,;Q => Fi(xo) =O, . w=r:::'.,ri.•Porléitall.téi, . 
. - ,... . ,,;- . ;\!·;-· ,,, .. i .,, i 

f(xo) = Q 1 (xo)F1 (xo) + ... +Q"(xó)é•(xo) =0, 

es decir, f se anula:e1! 'Spi• 

o 
Lo que nos :diée ¡;¡·';ro~ÓsÍé:lÓrí'"1iterior' e~;que po(Í~fii~s reÍtlpl"~"r el criterio de inva­
rianza dado. por el teore1na• 2~5, por' lá:'.cO,IÍclición cqüivalente <: 

,~5F'.>f.}2.~·~s~>?j<~~;\ 'i='1,\n,·. X E M, 

donde las funcion~ su'1~~~·'(,?iJ'~~tá2n por d~t;;~~¡~,~~e: 
.· ; .:·' . .'·::' . _- ' - .:- -

Nuevamente, para u~ grupo de transformaciones, podemos. tomar las ideas de inva­
rianza de funcióneS·O ccii1juntos y' ~eduéirlas al ca5cí local. Así, únicamente se require 
cumplir la invarianza para un grupo de tran~formaciones. suficientemente cercano a la 
identidad. 

Definición 2. 7 Sea G un grupo local de transfromaciones que actúa en una variedad 
kl. Un subconjunto S e !vi se llama localmente O-invariante si Y x E S existe una 
vecindad de la identidad en G, Gx C O:r, tal que g · x E S Y g E G:r. Una función 
suave entre variedades F : U -t N, donde U es un subconjunto abierto de M, se 
llama localmente O-invariante si 'V x E U existe una vecindad de la identidad en O, 
G:r C G:r, tal que F(g · x) = F(x) 'V g E G:r. F se llama globalmente G-invariante si 
F(g · x) = F(x), V'x E U y 'V y E G tal que g · x E U . 

En el caso <le una subvarie<la<l N E A/, N es localmente G-invariante si y sólo si 
los generadores infintesimales v de G son tangentes a N en cualquiera de sus puntos. 

Muchas veces es interesante determinar el "número de invariantes" que tiene un 
grupo de transformaciones. En concrelo, el problema consiste en encontrar funciones 
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de valores reales f 1 (x), ... , f"(x) que sean invariantes de un grupo de transformaciones. 
Si se tiene un roa.peo suave F(z1 ;·;;,,z~');'entonces·F(/ 1 (x), .• ~,f"(x)) también será un 
invariante, el cual 'nofaporttl.·:ii1formacióiuidicional: al problema y, se le conoce como 
"funcionalme1íte dependiente del~ invadantes .anteriores f 1 (x), ... ;f"(x). 

DefiO:ición 2.8 Sc~1~;!;J~C:i:)/0'.•)j~;(x)''fú~¿iones'sua~es dé :_,~lores re~les, definidas en 

1:~;;1fJ:::.;<~~~~1;~~~~~;;.~:.~~~E:f:?'i~dad U CM 

. • ... ~:]f.f.'i{.9Yf~~f:~fM~):r~·;/¡.t<~)j = ~·, . ';X E. u. . . ·. •: '. 
ii) / 1 ' ••• , r son füncionalniente independientes si no .son funcionalemnte dependientes 
cuando se les.restriiige'a"iin subéonjunto abierto U e M . ... «' ,. .. 

' ·.: ;,· .. \''>: .·.:.-;·:·" "' -· 
Teorema· 2.9 ·· 

: Sea O: un grupo de transformaciones que actúa semirregülarlnente en llf.una varie­
dad de diÍnensión m. Consideremos que las órbita8 de la acción scin de .dimesión n y 
·s.ea x0 e· l\f: Entonces, existen m- n invariantes / 1 , ••• ,f."'-:"' funcionalmente indepen­
dientes definidas en una vecindad de.x0 • Además; cualquie~·.otra invariante local de la 

· : acción del grupo definida cerca de. x 0 és de la.f~rn,"11::' · : :; 1~: · •• .. 

f = F(f1 (x), ... ,/"(a;)) 

para alguna F, función suave. Si la. acción de ·a.es'~e~lar," eÚtonces los invariantes 
pueden considerarse globalmente invariantes en una.vecindad de Xo. 

·. ·.; :-;;:,,.,/ '·-~·. •' .-;··: ' ~-

Prueba. 
Sea: g el sistema de generadores iíiflriitesimaÍes'dé;G:k Defa definición de álgebra de 

:Lié, tenemos ciue u es una distribución'siiave'e i·nvohitiwien .xci, por lo que, aplicando 
el teorema de Frobenius, "poderriós'dar· COOrdenada5.1Ócales•y1 , ••. , ym cerca de Xo tales 
que las hojas · · · 

y' = constan~e~ . · Vi, =n + 1, ... , m, 

son las órbitas de g. Así, estas .~u~~a5.~oordenadas y"+I = J'(x), ... ,y"' = ¡m-"(x) 
son en sí mismas invariantes locales ·de, G .. Además, cualquier otro invariante de G de­
berá ser constante en estas hojas, ·de. modo que depende solamente de las coordenadas 
yn+•, ... , ym. Ahora bien, si G actúa regularmente, podemos escoger las cartas coorde­
nadas de modo que cada órbita iirtersecte sólo a una hoja; en este caso, yn+l, ... ,y"' 
son invariantes globales. 

o 
Por lo general se conoce a los invarientes del teorema como conjunto completo de 
invariantes funcionalmente independientes. En el en.so de subvariedadcs, existe un 
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resultado análogo que nos dice que, si / 1, ... , ¡m-n son un ·conjunto completo de in­
variantes funcionalmente independientes definidas en U e !if. abierto y Sp es G­
invariante, entonces, para cada solución x 0 E Sp existe un~ vecindad Ü y una función 
F = F(f 1 (x), ... , f"(x)) tal que su conjunto solución coincide C()n. 71 de .F en Ü . . 

El problema de encontrar los invariantes de.· un· gi'upo: de :trá.nsforn:úiciones puede 
ser bastante complejo, sin embargo, podemos resolverlo. de manera· sencilla para el 
caso en que tenemos un grupo monoparamétrico de transformaciones G, actuando en 
una variedad !if. Tomemos v = 2:?,!,1 t;i 8~. el generador infinitesimal de la acción, 
expresado en coordenadas locales. De acuerdo con Ia''proposición·2.4, una función/, 
invariante local de G, debe ser solución ·de· la siguiente ecuación diferencial lineal y 
homogénea, de primer orden: 

m .a¡ 
v(f) = L;t;'axi =O : 

t=l - -

(2.1) 

Por el teorema 2.9, existen .. ~ - 1 .in~riante~ funcior~~lmente independientes, es decir, 
existen rn - 1 soluciones a (2.1) funcionalmente iridcpendientes en una vecindad de x 0 • 

, Ahora bien, de acuerdo a la teoría .cláSica de ecuaciones diferenciales pa1·ciales, si vL
0 

~O en 3:0 E M, podemos. busc~r las·,cur~as integral~s de v usando el método de 

características: · · 
dxi = é·'* cJxi = dt dt . . . t;i ' i = 1, ... , rn, 

por lo que tenemos el siguiente sistema característico: 

dx1 

·{!= 
dxm 

= ~ru' 

cuayas soluciones generales pueden ser.escritas de la forma: 
. :·. ''' 

f i_<:T?.~; ..... , ~m)_ -~~ ~~~!-.-_~·-;_~!J~,~L<.~J,,~~·.'~x'~} .. ~-_e;~-~'- - .. 
donde .c1, ... , C~:.,¡ son constantes de lntegiaciÓn )•:JaSf(~On funciones independientes 

1:~~~1~Í1irc~t~·tia~~~~;:i~:t,f~~j~~~~~~~;,:{;~;~;~i-::7ili,:~~.~1.~:,:!;~~t~r11e,5.. a <
2

.·
1

) 
:· '··:-: .~-, /; ·>:~:.-'..}u~-- . '-·,;_ .. : ·; '.->. ,; :•J, •. -: "-_.,;;.- ¡'.·.:-,:;~ -~:;._~;::.· .. -. :.',::!-;_oc.,;:-+ . .. '. ·:: -- ;·,.e. -:~:,".:' ·:;,. '_.;:~. '__ ;~;~_.," :-~.. . . '. 

. . Por. ejeinplo, tolúeinos elgrupc) de rot¡icioiíes'cn' R 2 ;: S0(2), 'cúyo; ge'riéradodnfirii-

tesin~al ,es.:IJ.~,'.-:-vtz. :t.:'.-~ :U~ E~cor.~s~'¿n4,ii;1t~:~~it~~~.;c~~~~~'~,r,í~;~c~~~~~.=,~~f;;; '\:: '.•···. 
:\''·' dx'• :dy j i•' ;,,;,~7•/c(:,,n, >'"':'~'' 

t.1.~:·' ~-·· .f·:·-"'L::._.-:·. -~y:~,-~.~~:-~~: . : ·.:·::~ :.r.':< .:·l,/tj;·-~-':_·.-~·::i~~~-;·_ ,., _ . -~~} :.•Ú:_,':>_ 

_j ,- r,,_i,,·.·.~·--' f·,._i·' ;-¡ ·.' ·' :., -~~- ,_-.;·,, :·:.,.;o,;.:;~'._'~·.¿:6:),-:.:.· (•:, ... :_,··-:-,:·I·: .. ··~J.-!.;..;<;·.::.~· .. ·>~:,~•,,.:.¡ 

Resolviendo el sistema, encontrarnos que la solución ge1íeral ,es 'x2,.;+ Y.~:= e, dónde c:es 
una constante 'arbitraria. Entonces, f (x, y) = x 2 , + ÍJ2 o cualquier otra' ru"1{cÍón deJ es 
una invariante de S0{2). · . · ·· · · · ·· ,. 
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Otro ejemplo consiste en tomar el campo :vectorial_ 

.. _,\ · ~é~:;::'.'F:··,~:i~';:~v:~xh0i;~~6s?~;t,?~> . 
en IR3

• De acuerdo co11.el teorema•2:9,éxisten.3-"1= 2 invariantes del grupo monopa­
. ramétrico'geuerádo· por _v,eli u}üi Y~.~in~ad ;<l_el }ui punto _en .1R3 • En este caso, el sistema 

cara:te:,ís:;~:,~1=,;:~;~:t~'.J·i··~~~·.;i,~f~,~~ •. ~~:·;~2>.· ·«• · ·. · ; , 

. Pode_mos obtener.:una invarairite usando)a;primera igualdad, la cual ya resól':imos'en 
. el,ejemplo:~nterior:,;,·~;;;;; vx~;+y2;.:iParU.:obtener ia segunda invariante, sustituímos X 

por yr2 + y 2 cilla ~~~~d'a igÜaldad ~-integrarnos: ·. . ' · .. ' 

· yr2 +y2 

. ~ 11rcsin (~) 

dz 
(1 + z2 ) 

arctan z + k, 

con k constánte'. Así; ar~ian i _: arc~iri ( ~) arctan z - arctan Ü) es una segunda 
invariante funcionalniente hiclepéiidiciite, la cual puede 'expI'esarse'de un modo más 
sencillo si sacamos su taiigcnle, de modo qué . · 

¡1 =x2 +y2 y 
¡2 · = xz·-·y 

: x+yz,_. 

forman 1111 conjunto completo de invariantes funcionalmente independientes del grupo 
monoparamétrico generado por v. 

2.2 Ecuaciones Diferenciales. 

Un sistema de ecuaciones diferenciales S, plantea un problema que puede ser abordado 
por la teoría de grupos de Lic. Para hacer esto, es necesario hacer un replanteamiento 
que nos permita analizar la situación desde un enfoque geométrico, de manera que 
podamos hacer uso de la teoría desarrollada en el sección anterior. Digamos que el 
sistema S involucra p variables independientes, x 1 , ••• , xP y q variables dependientes 
u 1 , ••. ,u•, entonces pode1nos considerar al espacio de las variables independientes como 
X :::= IRP, con coordenadas x = (x1, ... , xP), y al espacio de las variables independientes 
como U:::= IR•, con coordenadas ·u= (u1, .. .,u•). Las soluciones del sistema son de la 
forma u= f(x) y el grupo de simetría de Ses el grupo local de transformaciones G que 
actúa en un conjunto abierto Me ~Y x U, transformando soluciones de Sen soluciones 
de S. 
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... . 
Si queremos dar un significado inás preciso a la noción de grupo de simetría de un 

sistema de ecu.aciones diferenciales,· debemos empezar por entender cómo un determi­
. nadog E G transforma una funciórui ="J(x). Lo primero es identificar la función con 

su gráfica: · 
r¡ = {(x,f(x)) lx E f2} C X X U, 

donde n e X es el dominio de la función f, Notemos que r / es una subvariedad 
m-diniensional de X x U; Consideremos además que r¡ C M 9 , el dominio donde la 
transformación determinada por g está definida; entOnces entendernos la transforma­
ción de r / por g como: 

g · r¡ = {(x,ü)'= g • (x,f(x)) 1 (x,u) E r¡}. 

El conjunto g • r ¡ no necesariamente forma la gráfica de una función ü = f (x), sin em­
bargo, dado que la acción es suave y que el idéntico de G no cambia a r 1 , si reducimos 
el dominio de definición de ¡, podemos garantizar que, para una vecindad cerca de la 
identidad, la transformación y. r f es igual a la gráfica de una función ü (g • r f = r i• 
ü = f(x)). Llamarnos a la función J = g · f la transformada de f por medio de y. 

u 

.. x 

Figura 2.1: T1'ánsfon.;adadefp~r ~~~{~clé g;' ··· 
'~• '.; ··;','L. • 1• ,, ' -

Por ejemplo, sea u = f(x) = ax ;.j.. b·y consid~remos a G=S0(2), el grupo de 
rotaciones en IR2

• La gráfica de f es una línea: re.eta así que,, si la ·rotamos un ángulo 
(} =fa O, seguimos teniendo una línea recta que, a ·uiénos· de· que seá vertical, podemos 
considerar como la gráfica de otra función O • f .= J, que .es lá transformación de f 
por la rotación de un ángulo O. Concretamente, para encontrar O· f = J, tornamos un 
punto en r 1 , (x, u) = (x, ax+ b) y la transformación de (x, u) por O: 

(} · (x, u) (x cosO - u sin(}, xsin ()+u cosO) 
(xcosO- (ax+ b) sin O, xsinO +(ax+ b) cosO) = (x, ü) 

de donde 

:i: xcosO - ax sin O - bsin (} 
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=>X 
x + bsinO 

cosO-asinO 

que está bien definido si cot O =/= a, en particular para O suficientemente cerca de O. Así 

ü xsinO+ axcosO-bcosO . 

( x + b sin (} ) ( . (} O) b . (} 
O . 

. 
0 

sm +acos + cos cos - a sin · · . ·· ·' 
sin O + a cos O _ b . 
cos (} - a sin Ox + cos O - a sin O.:·; .. ·. 

Por lo tanto, ü = f(x) y nuevamente tenemos un.a.r~cta bien definida éomo función, 
bajo la _c.ondic~<?~ qué' hernos impuesto a O. ·">· 

' ·,~. : 1. ' ·,, ' . ~ 

En general; el ·procedimiento para encontrar·F= g ·Ies muy.similar a.· fo que se 
hizo en el ejemplo anterior:'Si la transformación définidá pÓr!g está daaa coíno 

.... u •. (x,ü) =y.· (x,u) = (\Jl9 (x,u),~~(x,~));[ 1~~,B.,:<;¡;~.:·,:'.'';'';;: 
donde \Ji9 y. <J>9 "!cm funci~ne~ suaves, la gráfica r¡ =y· r; ~t~~~~~-;~~ratm~t~i~aniene 
por las ecuaciones ·· .. . :, · · 

x \Ji9 (x, f(x)) = \]i 9 o (id X f)(:i:) 
ü <I•9 (x, f(x)) ;= <1>9 o (id x f)(:i:), 

con x E n, un dominio adecuado e id(x) = x la función identidad en X. Para encontrar 
J = y • f explícitamente, hay que eliminar el parámetro x de estos dos sistemas de 
ecuaciones. Si g = e, se tiene w. o (id x J) = id, por lo tanto, la matriz jacobiana de 
\JI e o (id x f) es no singular, así que, si tomamos g suficientemente cerca de la identidad, 
por el teorema de la función inversa, podemos resolver para x localmente: 

Sustituyendo en el segundo sistema de ecuaciones, encontramos g · f: 

Y· f = (<1>9 o (id X f)) o (\Ji9 o (id x f))- 1
• 

(2.2) 

Ahora podemos dar una definición precisa del concepto de grupo de simetría de un 
sistema de ecuaciones diferenciales: · 

Definición 2.10 Sea S un sistema de ecuaciones diferenciales. Un gn.po de simetria 
del sistema S es un grupo local de transformaciones G que actúa en un subconjunto Jlf 

del espacio de variables independientes y dependientes del sistema, con la propiedad 
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de que, si u = f(x) es una solución de S y g · f está definida para g E G,,entonces 
ü = g · f también es solución del sistema. 

Corno ejemplo, demos Uxx = ~ = O. Sabemos que las sol~ciones ~~~ta. ecuación 
son funciones lineales y ya vin1os que el grupo de rotaciones en IR2 transforma rectas en 
rectas, por lo que 80(2) es un grupo de simetría de u,,,, = O. Otro grupo de simetría 
de la rnisma ecuación está dado por las traslaciones en IR2 • 

La idea es poder establecer un criterio para distinguir si un grupo de transfonnacio­
nes es o no un grupo de simetría de un sistema de ecuaciones diferenciales. De hecho, 
una vez que hallamos establecido la herramienta geon1étrica apropiada, podremos usar 
los criterios de la sección 2.1, no sólo para saber si un grupo es un grupo de simetría de 
un sistema de ecuaciones diferenciales, sino también para calcular el grupo de simetría 
más general del sistema. 

Co1nence1nos por ren1plazar la noción de "sistema de ecuaciones diferenciales" por 
un objeto geométrico concreto, determinado por los puntos donde se anulan ciertas 
funciones. Para hacer esto, debemos "ampliar" el espacio básico X x U, que representa 
a las variables independientes y dependientes involucmdas, y considerar un espacio 
donde también estén representadas todas las derivadas parciales que aparecen en el 
~~mL , 

Dada una función de 1' variables independientes que to1na valores reales u= f(x) = 
f(x1, ••• , xP) E IR, hay . 

·. _'-·(p+k-1.) Pk =: k , 

diferentes derivadas parciaÍes de_ orden' k, que denotamcis comh 

u;= aJiL = axi•a:: .. axi• L;· 
donde J = (j¡, ... ,jk) es una colección de k números enteros cuyos ·valores están entre 
1 y m e indican qué derivadas se están considerando; _el orden de_ J (IJI = k) indica 
cuántas derivadas se están tomando en cuenta. En el caso más general, si f : X ~ U es 

una función suave de X""' 1RP a U"" 1R9, tenemos qpk números de la forma u~= 8Jf'j,,, 
que representan todas las derivadas parciales de orden k de las q cmnponentes de f, 
evaluadas en el punto x. Así, podemos tomar Uk = 1R9P•. como el espacio euclideano 
con coordenadas u~, l = 1, ... q, J = (j¡, ... ,jk) en todos los multi-índices de orden k, 
para representar todas las derivadas de orden k de la función u = f(x). Más aún, 
tomemos el espacio U(n) = u X U 1 X ••• X U"' cuyas coordenadas representan todas 
las derivadas de u de todos los órdenes, desde O hasta n; evaluadas en el punto x. La 
dimensión de u<nl es 

r¡ + qp¡ + ... + r¡p,. = r¡ ( P ;. n) = qp<n>, 



56 Simetrías en Ecuaciones 

por Jo que un punto en u<n> se denota como 'U(n) y tiene,'.qp(n). corní>onentes distintas 
· u~·l = l¡ ; •• q, ·J = (j., ... , jk) en todos los multi~índices conX;=:;,jk:=:;,p y O=::; k:::; n (u~ 
se refiere a la componente u 1 de u). . .. v '"''l'" );;-o:.:.··;-;<, ·.:,e;·.; " 

Finalmente, dada una función suave u =· /(x);.:f. :::)(.,''•-+.'U) b8.y una función 
inducida, denotada .corno pr<n> f, de X a u<n>, llamada Ja enésima prolongación de f: 

pr(n) J : : =: ·. fc~j: !_;; 

El espacio X x u<n>, cuyas coordenadas representan· las 'variables independientes, las 
variables dependientes y las derivadas de las variables dependientes basta orden n se 
conoce corno el enésimo espacio jet del espacio X x U. Muchas veces no estamos intere­
sados en ecuaciones diferenciales definidas en todo X x U, sino sólo en un subconjunto 
abierto !11 e X x U; en este caso, definimos el enésimo espacio jet de M como 

111<11>::; M X U 1 X ••• X u<n>. 

Si u = J(x) es una función cuya grñfica está en 111, Ja enésima prolongación de f, 
prC.»J(x), es una función cuya gráfica está en 111<n>. 

Tomemos el caso en que X '°"' IR3
, con coordenadas (t, x, y) y U '°"' IR, con coor­

denada" = J(t,x,y) (p = 3, í/ = 1). El espacio U 1 es isomorfo a R3 , con coor­
denadas (u,,""'' 1Ly) = (%f, ~.u), que representan todas las derivadas de primer 
orden de f, evaluadas en (t,x,y). Del mismo modo, U 2 "'=' IR6 tiene coordenadas 
(u,,, Utx• Uty• Uxx• u,,y, uyy), que representan todas las derivadas de segundo orden de f, 
evaluadas en (t, X, y). Por último, u<2l = IR X IR3 X IR6 ""' IR'º tiene coordenadas u<2> = 
('U; Ut 1 U:r, uy; Uttt Utx, 1Lty, Uz.r, 'll:z:y, 'Uyy), que corresponden a todas las derivadas de f, 
hasta orden 2, evaluadas en (t, x, y), de manera que Ja función inducida pr<2> f, de X<'=' 
IR3 a U(u) ~ IR10 

1 asigna a cada (t, X, y) e) vector (u; Ui, U;i:, Uyj Uti, Utx 1 Ut1,/J Uxx 1 Uxy 1 Uyy). 

Un sistema S de m ecuaciones diferenciales de orden nen p variables independientes 
y q variables dependientes, está dado como un sistema de ecuaciones 

.ó.'(x, u«») =O, r = 1, ... , m. 

Vamos a suponer que las funciones .ó.(x, u<">) = (.6 1(x, u<">), ... , .ó.m(x, ·u<11>)) son suayes 
en sus argumentos, es decir, que .ó. : X X u<nJ ~ IRm es una función suave.' De este 
modo, las ecuaciones diferenciales del sistema S indican los puntos en X x u<n> donde 
el ~napeo .ó. se anula, por Jo que determinan una subvariedad del eriésim.o espáciojet: 

Sl>. = { (x, u<">) l .6(x, u<">) = O} C X x u<n>. 

Al identificar el sistema de ecuaciones diferenciales con su subvadedad correspondiente, 
darnos una reinterpretación de las relaciones "abstractas" entre las distintas derivadas 
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de u, determinadas por el sistema, como un subconjunto geométrico concreto S 6 del 
enésimo espacio jet. Desde este punto de vista, una solución suave del sistema de 
ecuaciones diferenciales es una función suave u = f(x) tal que 

6r(x,u<"» =o_,·. r,.=·l,' .. :;11i, 

siempre que x se encuentre en el domino de f. Esta Condición es equivalente al hecho de 
que la gráfica de pr<nJ f esté completamente incluida en la subvariedad S 6 , detcrniin.ada 
por el sistema: :- -~-; ' 

ry•> = {(x, pr<">J(~))}t'.'s6 ,;,.· {(;,·~<;•» j 6(x, ti<"»= O}. 

De este modo, hemos conseguido reformular el problema inicial en términos geométricos 
adecuados para utilizar la herramienta de Jos grupos de Lic. 

Tomemos un grupo local de transformaciones G, actuando en un subconjunto abier­
to del espacio de variables independientes y dependientes llf e X x U. Entonces, hay 
una acción local inducida en el enésimo espacio jet llf(n), conocida como la enésima ]JTO­

longación de la acción de G en JII y denotada como pr<">G. Esta acción está definida 
de manera que transforma las derivadas de las funciones u = f(x) en las correspon­
dientes derivadas de las funciones transformadas 11 = f (x). Para ser más precisos, sea 
(x0 , u~"» un punto en 1H(n) y u = f(x) definida en una vecindad de x 0 , cuya gráfica 
está contenida en llf y cuyas derivadas evaluadas x 0 están dadas por 

u~") = pr<"J f(xo). 

Si g E G está suficientemente cerca de la identidad en G, la función transformada 
g · f dada por (2.2) está definida en una vecindad del punto (x0 , ü 0 ) = g · (x0 , u 0 ), con 
u 0 = f(x0 ). Determinamos Ja enésima prolongación de la transformación dada por g 

pr<">g, en el punto (xo, u~"», evaluando las derivadas de Ja función transformada g • f 
en Xo: 

donde 

ü~"> = pr"(g ·J)(xo). 
(2.3) 

Retomando el ejemplo en el que el grupo de rótacioues·so(2) actúa en IR2 ""X x U, 
calculemos la primera prolongación pr1S0(2). D~da,una ftinción u= J(x), su primera 
prolongación es: · · · ' 

pr<1> f(x) = (f(x),/'(x)); 

Ahcir~ bi.;u; dado un punto (x0 , u 0 , uxo) E X x u:<1> y u~a i·otaciÓnpo~'ti;¡--áriguJ6 O~ O, 
quereri1os encontrar pr<•>o. (xo, Uo, Uxo) = (:iio", i;~;-U.,~):''Déirios una Í"ecfáén X·x U"qtie 
pasepor'(x0 ,u0 ),conpendienteu.,0 : '- ,-,,-,.' · i"• ·.:c:i.:., ... 

u= J(x) = u,-o(x - xo) + uo, (f(x0 ) = tto, J'(x~) = ti,, 0 ) 
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De acuerdo a lo que habíamos encontrado antes, 

.···1·~(· ~:)- ' ~ '·1····(,~)·.· · •e' sin (J + u,,o coso_ u 0 - u,. 0 x 0 

ü· ·· ··~.-~-.··.·-~. =_:cos9-.u,, 0 sin0x+cos0-u,.osin9 
---· .... ·sin0+u,. 0 cos(J · 

=> cos B . .,,- u,.·0 -.sin 8 

-.- • <';:,• ... , • 

por.lo q_ul!,. ..i ... ,·;::.. . .. ,.-:•.' 

( 1) e sin (J +Uzo COSO - tto - U,,oXo Sin (J +.··u,.o.·~O. s0). ,: pr (J. f(x) = x + ------
cos O - u,, 0 sin O cos (J - u,,o sin O' _,cos (J -:-;.u,. o sm O . 

de donde 
' ' . t:. ;,·· -:;~ "' '.· . 

y para cualquier punto (x;·u;u,.,);; . 

¡1) ( ) e· ' . . O . . ·' siri~ +'ti,.cosO). · 
pr (J. x,u,ur = xcosO-us1nO,xs1n +ucos8, ·cos(J-u,.sinO • 

Podemos observar en el ejemplo anterior que pr<1JG actúa en l~ _.;;.~riables (x, u) 
exactamente igual que G, sólo la acción en la derivada u,, nos da nueva información. 
Este hecho se cumple en general: dacia prC"lG que actúa en las variables (x, u<"l), 
si restringimos nuestra atención a las derivadas hasta orden k :::; n, ele modo que. 
sólo consideremos las variables (x, u<kl), entonces la acción de pr<"lG 'coincide .con la 
prolongación anterior prCklG; en particular, para k = O, pr<0lG coincide con ·la acción 
ele G en J\f. Este resultado puede establecerse de manera más ¡>recisa mecliante la 
proyección natural 

7rÍ:: X X u<nJ 
(x,u<"l) 

--+ x x u<kJ 
--+ (x, u<">), 

donde uCkJ consiste en las primeras component~s u~" IJI_:::;_ k;'de U.CnJ. Así, tenernos 

ti;; º pr<•·>u=;&tiri~'.~;ti'.~:~,:,· · 
que 

'}t~·.-.\ .... ~.11 ·0· :;;~'-:'.-''"•_,~ 
para cualquier elemento g E. G.: Otro m~do de ver ·e,sto es que~ si ya cmiocemos .la 
k-ésima proloÍ;gación de la aéciÓí1'\>,r<~l G; :eiít'o~iée~, p~ra. encontrar'. pr<~J G, solo'riece~i­
tamos calcular lá transformación de las-ctérivadá.S u~ de ordenes' k <'IJI ·:::; n~ . . ' . . ··. • .... ·, . ·"":.; 
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Dado un sistema de ecuaciones diferenciales de orden n o, equivalente1nente, una 
subvariedad S 6 del espacio jet Af(n) e X x uCnl, definimos a un grupo de simetría del 
sisteina como un grupo local de transformaciones G que actúa en Al C X x U, trans­
formando soluciones del sistema en otras soluciones. Lo que haremos a continuación es 
establecer una relación entre esta condición de simetría y la condición geométrica de 
que la subvariedad correspondiente 8 6 sea invariante ante la prolongación de la acción 
del grupo prCnJG. Esto nos permitirá reducir el problema de encontrar el grupo de 
simetría de un sistema de ecuaciones diferenciales al problema de detenninar cuándo 
una subvariedad es invariante bajo la acción de un grupo local de transformaciones, de 
manera que podremos hacer uso de la herramienta desarrollada en la sección anterior, 
pues estamos considerando a los sistemas de ecuaciones diferenciales como sistemas de 
ecuaciones algebraicas en el enéshno espacio jet. 

Teorema 2.11 
Sea /lf e X x U un subconjunto abierto y .ó.(x, uCnl) =O un sistema de ecuaciones 

diferenciales de orden n definidas sobre 111, junto con su subvariedad correspondiente 
8 6 e /l[C"l. Sea G un grupo local de transformaciones tal que la prolongación de In 
acción de G en A/ deja a S 6 invariante, es decir, que V (x, u<"l) E S 6 se cumple que 
prC"lg · (x, u<"l) E 8 6 V g E G donde la acción está definida. Entonces G es un grupo 
de simetría del sisten1a de ecuaciones diferenciales. 

Prueba. 
Sea 'll = f(x) una solución local de Ll.(x, u<~l) = O, es decir, que 

r~•l = {(x, prCnl /(x))} .e S1::;. 

Si g E G es tal que g : f est.á bien defüiida, entonces la grá~ca de su prolongación r~'1 
es igual a la tmnsfor.:Uación'd~ la gráfica r~·l j)or p~(nly: • . . . . 

como s~ ~ \'.;~;{*i.~g~~~~'~r.J~~~t}lr};¡l<O,f•·'•• ·~~·~ r,;~J,C s. " 
por lo tanto, u ~ g ;f (!~. ~11.ª S!;>l,uc101_1.?.el s1s~ema L:I.. ' " · · · · ' · 

-.. , .;;i-:.i/i"~;/' ··;.:t:: \;;~,:·~·.·;:~;-,: -:.:;i~~,?~;·:0:.;;\. :,~tX.,/· ~.,:::1.: · ... i·, 

';·:'J,', :::_?-' <·./: >.:.:'.· _.,. ·-·'.~- ·º 
Al igual que con' toS' griipOs de transfor.:UaciéÍnes, también pódeiui:i~ definir la pro­

longación d.; Ioscorrl!spondi~ntés generadOr~s i_rifinitesi111alt;s de la.>lcción: 
.·_. ·' .· .. ' . : .· . ·.·., -' ._' .. 

Definición 2.12 Sea M e X X .u abierto y v. un canipo ~;ectcirial Cll M, con su 
correspondiente grupo local mo1íoparamétrico exp(tv): :La:,énésima prolongación de v, 
denotada como pr<">v, ·es un campo .vectorial en el miésimo. 'espacio jet /lf(nl definido 
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como el. generador infinitesimal de la correspondiente prolongación de la acción del 
grupo monoparamétricó prCn) exp(tv), es decir:·"·· · . " . 

' h ·., . . d . . . 
·,' · pr<">vl ' = -pr<nl exp(tv)(x;u<">)I , 

_ '~ (x,uCn)) dt . , t=O 

para todo_(x'; ti<_,.>)_Eú<nl~ 

Noté1ríos· qÜe; dado 'que las coordenadas (x, u<">) en M(n) representan a todas las 
variablés·indepérÍdientes (x1, ... , xm), las variables dependientes (u1, ... , uP) y todas las 
derivadas "U.~·de la.S'variables dependientes hasta orden n,un campo _vectorial en Af(n) 
tieiie la forma · · 

* ..¡¡-. ci a ~ ""'"' ,¡,J a 
V = ¿_, <,. éJxi + ¿_, ¿_, 'l'l ou1 · ' 

i=l l=l J J 

· donde J corre. en todos los multi-índices con orden O ::;; IJI :$ n y las funciones coefi­
cientes {i, </>f pueden depender de todas las variables (x,u<">). En el caso en que v* es 
la prolongación prC"lv de un campo vectorial 

p . a q ' a · 
v = L {'(x, u) éJxi + L </>1(x, u) 8u' , 

i=l l=l 

los coeficientes {i, <Pf <le v• = pr<">v quedan determinados por los coeficientes de v: de 
acuerdo con (2.4), la prolongación de la acción prCnl exp(tv) restringida a las variables 
x,u de 111<0 > = 111, debe coincidir con la acción del grupo exp(tv) en 111, así que los 
coeficientes {i, </>? = <P1 de v* = pr<">v deben coincidir con los coeficientes {i, </>1 de v, 
entonces 

p a q a 
pr<">v=E{i-;+EE<t>t-1. 

i=l ax 1=1 J auJ 

donde {i, </>? = </>1 provienen de v. De hecho, si IJI = k, los coeficientes <Pf de ~ 

sólo dependen de las derivadas de u de orden menor o igual a k, <Pf = <Pf (x, uCkl) ya 
que, p01· (2.4), la acción del grupo correspondiente sólo involucra derivadas <le orden 
n10nor o igual a k. Esta observación uos permite construir las distintas prolongaciones 
de un campo vectorial de manera recursiva. Lo que necesitamos ahora es encontrar 
una fórmula general de los coeficientes <Pf. 

Para el ejemplo anterior del grupo de rotaciones S0(2) que actúa en IR 2 ::::: X x U, 
sabemos que el generador de la acción es 

y el flujo está dado por 

a a 
v=-u-.+x-, ax '' OU· 

exp(Ov)(x, u)= (xcosll.--;- usinll,'xsin O+ ucosO). 
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Según Jo que habíamos encontrado, la primera prol01 .. 1,ga~i?n de la .acción de exp(Ov) es 

(1) (O ) ( ) ( (J • 0 • 9· ·. · •.• · 0 siri O + u~ cos º) .. 
pr exp v x,u,ux = xcos -us1n_,·x~~n., ~~~-~-~~,._\,cosO.'.-::-u:i:sinf! ,:·· 

Para obtener la primera prolongación de v. sólo necesita~os derivar la última compo­
nente de prC•l exp(Ov)(x, u, u.,) respecto a' (J y evaliiarfa.·én· .. 9 =o:-.,.· 

por lo'que 

a (sino+u.,coso)I . .·. '1+u~ · >i¡ · .. 
1 

2. 

80 cosO-u.,sinO O=o':'.';(cos0<_-·.u,;,sin0)2 .o=ó .. ':'.' .+.~"'', 
. ·~·~>:::~-;:~'. ·.:;_;:· . ~L·. "' <-.'r.~ ;,'. ,.•·.··" 

· ií> ··~ .. -:.•a : .. •.>a ;•.,,.•.;::,;; .. ,;2•i:a·~ .. "· 
pr V - -:-.U 8x + :Z:au·T (1-.:+;:i~.,).8u_;•· 

.. ·. : -~;-·· . ·_;:· - ·>:_·, 
'<(· ";.;¿"'! ~-v''"':.:.::/¡.U~ ';;.{~-~--;:-·; .':":., ;·~ \.: -

Para poder. aplicar lcis criterios' Cle: la sé.cción· 2.1;: ne;;esitamos establecer una condi­
ción equivalente·a la condición de rarigci'má.Ximo de sistemas_ de ecuaciones algebraicas. 

- !: :·- ::.'. ';;_: ; '.: (;:·<~: ·~,{ii·. ~ -.. :~ :· 
Definición 2.13 Sea "> 

D.~(x, uCnl) ;,. O, .. i; ='.'1, .. :.:'.ni;i,., 
un sistema de ecuaciones diferenciales.· Se.dice 'que.el sistema és de rango máximo si la 
matriz jacobiana, de p + qpCnl X m, de .6 :respecto· a las'.variables (x, uC"l): 

h(x,u<n» =t~~;-,''~~)·';/ .. ,: . 
es de rango m simpre que D.(x, uC"l) =O. 

Teorema 2.14 
Sea 

un sistema de ecuaciones diferenciales de rango máxiíno en'.Af·C X x·U.·Si.G es un 
grupo local de transformaciones que actúa en .A1.Y. 

prCnlv(.ó.r(x, uCnl)) =O, · r = l;::., m.,' sie.mpre que 
(2.5) 

para todo ·u. generador infinitesimaÍ de G, ~nt~~c~ G,e~ ~~' grup~'cÍe ~im:etrÍ~ <l'~l ,sis-. 
, • • ' - > • • • • 'o"' • • "•7 ,• • :• 'A ~· < 

tema. 

Prueba. 
Como 17I sistem~' es de i:ango ;;;áximo y 

·. prCnlv(.ó.r(x, uCnl)) = O, 

entonces, por el teorema 2.5, la prol.;ngación de la acción d~ G deja\~vai:i~~te a St:>.. y, 
por el teorema 2.U, Ges un grupo' de simetría del 'sistema de ,ccuafione5 diforencfales. 
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o 
, ' ... · .~:· ·i_·. :: ·., .:-··-~·:·· -......... , -<;(~~r: ·:·~-.-_:' ___ <::-"-:· ,;';, .. ~:·-~·· ~>. 

Considerando que se cumple la condicióu·de.raugéí ín.6.ximo, tomando en cuenta la 
proposición 2.6, pódemos remplazar; (2.5)" pór: lá _condición equivalente de que existan 
fuucioriés "suaves" Q"(x; u<n>), s = 1, : .. ; m; tales que . ':·_ .•. ·.· .. '\ .· . . 

pr<n>~(:&;(~,~<n>))= Qt(~; ~¡;;j)b,_1 (x,'u¡;~¡)· ~ '. .. ~:+: Q"'(X:,ii<">)D.'". (x, u<>•>) 

· - ·····••· '> 'v'(x,u(n))eM<">. 
(2.6) 

· Una ve~ 'que hemos establecido una· refación entre ~n?grlJpo de simetría de un 
'sistema de ecuaciones diferenciales y un criterio _de invarianza del sistema bajo la pro­
longación de los generadores del grupo, falta encontrar una fórriiula explÍcÚa para; la 
prolongación de un catnpo vectorial. ····.·;-:·. 

··.,, ... _:· ·_:t·_,, •\, -·:~~ ': 
Definición 2.15 Sea P(x, u(n)) una función suave de x, u y: las'de~Ívadils '<le ti. hasta 
orden n, en un subconjunto abierto M(n) e X x u<n>; f'ara,"!LéJ.(.(~):sua.¡,e';''.'éiéftliimos 
la derivada total de P con respecto a x' (o la i-ésima derivai:Ja;_iotal;ae,i.l~);:•co1110 _la 

fu•odón """"" D;P(x, •'"::::.~,:::., f(j)) C .~JM~~~il~~~!:;,: , .. ,· 
Es decir, D;P se obtiene a partir de Pal derifaí-'O~'cOit!respéé:tó·:a x(;i toinando•todas 

las funciones u
1 

y sus derivadas c,om~ ~~~~;'.~~;0·s~l~i~~,{~J'~'.-~~f;;;~;f{)¡{::~ _., , • · .· · 
Aplicando la regla de la cadetia, ~os damos cu"enta. de'que' la i~ésiriia derivada total 

de P tiene una forma general '· -:e:,_ ,¡__,~j'.',~'.~¡t';\j''/i'.;~~-·;1;;;,;¡'i/ : · .s:., 

( 
(n+i> ·e )). a ( .•· 'cnl)' áP. <¿:·'9 E ... ,_..; /·,:ap,_. 

D;P_ X_' pr f X = -a . p x, u =---a . :+' ' ' " uJ_ ¡-a 1 , · xª xt '· u 
,. . •;, ·. l=l' 'J J 

{2.7) 

donde, para J =(ji, ... ,jk), . 

u' - é)u~ - é)k+tul 
J,i - 8xi - 8xiéJil ... éJi• (2.8) 

La suma en (2.7) es sobre todos los J con orden O :5 IJI :5 n. 
Para las derivadas totales de órdenes mayores, si J = {ji, ... ,jk) -con 1 ·:::; ·jk .:::; p 

para cada k, entonces la derivada J-ésirna es: 
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Teorema 2.16 
Sea 

p . a q a 
v "". E~'(x,u)8xi + E<t>1(x,u) 8ul' 

i=l ·,· l=t· 
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uu campo vectorial definido en J\J e J(··x U:. cuya enésima prolongación es el campo 
vectorial dado por : · -· - · -"·-·· - · -

. . •. q .···.· .·.·. . 8 

. pr<n>v.".'.'.,".'.1l~,~-~(,Cf: .• ~<7:, au~ ! __ 

definido en ~I ~orrespondle~te ~sp~cíchet;'.111-<~>~·C'6~1.'.r ='c:;;;: .. ;J~)/Í ::; j~ 
1 :::; k :::; n . Entcinces, las 'ftiru::ió'nés 'coeficié'ntei{'if,{de pr<n> están dadas 
siguiente fórmula: .~<,,•,. < ¡,:;:• '<;\.~,;:, . . ;:, .. ;~: .. 

J · .. ¡ _, ••.. , ·;.il';:_i./f;•i;):i>,t, 
t/>1 (x,u< ) -DJ(<t>1.-:-:-·E€ .. ti;);-!;:»b€ uJ,i•• 

·. - - - _i7l~:._ ... _. _· -. --~, .. - i=t<, 

donde u! = ~;: y ·u~.; está dada como cu (2.S). · 

~·¡;y 
por la 

(2.9) 

La demostración de este teorema se hace po"r inducción en el orden del operador de 
prolongación, n, y puede consultarse en Olver [1]. ··Para n = 1, la idea es tomar g1 = 
exp(tv) como el correspondiente grupo mon.oparatnétrico .de v, cuya transformación 
está dada por · 

Note1nos que 

donde WÍ y <I>l son las 
que u< 1> = pr<1> f(x): 

(x, ü) = g 1 • (x, u) = (w1 (~, u), <1•1(x, u)) . . 

€i(x,u) 

</>1(x, u) 

fut~ci~n;,i~;~t?,J~ntes _de w.1 y •I>,. Sea u.~ f(x), de man.era 

. . •,; C?i;~}í(x), .Ul = ªax¡•1 l.,· 
. -~.:.-:- '~- . ··---,·. ; · -· 

Tomando las' derivadas• esta expres1on con respecto a xi, i = .1; ... , p, obtenemos de 
forma explícita ri. pr(llg ·; (x, u<1>). Una vez hecho esto, consideraÍ1do. la. definición.2.12, 
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al derivar las cor,;poi1en;~s d~ pr<1>g · (~. u<1l) respect~ a t' y e~~¡~;,_r en t = O, obtenemos 
las funciones coeficientes q,~ de !u¡; en pr<1>v: , , 

•tCx. ""':,'.'.•::,.~,;;7~~\~i,4~~¡~;(•, l (•)) 
donde u~,i = 8:~;;~. ~ Una vez que se ha mc;>strado ~sto, Í1'ay, que realizar Ja inducción 
sobre n, haciendo algunas consideraciones respecto a Jos (n + 1) espacios jet, M(n+1>, 
como subespacios .dél prirner~esj1acio jet del e;1ésimo espacio jet,. (111"<">)<1>. · ·. · · ·. 

Consideremos el~aso especial p = 3, q = 1 en la fórmula de prolongacÚSn,'c1~·m~'do .. 
que estamos tratando ·con una ecuación diferencial parcial que involucra a Ja función 
u= f(t, x, y). Un campo vectorial que actúa en X x U"" IR3 x IR, tiene la forma: 

a a a ·· a 
v = r(t,x,y,u)-a +e(t,x,y,u)-

8 
+11(t,x,y,u)-

8 
+i/J(t,x,y,u)-a ._ 

t X y . U .. 
(2.10) 

La primera proloii.gación de v e5 :el campo vectorial 
·.. · ... ·· . ·a · ·.·.· a .. · ",a: •. 

pr<1>v = v + i/J'-+ i/J"'--. + </}'--.. ,. •:-' 
. , · · . au, . -Bu.,_. ·, auy .:" 

Para calcular las funcion~~ ~·;; q,x; ef,Y lisamos' la fórITiúia'(;:9); en particular: 

·-'·'.. D .. : ·.·e;,, ... · Du, t:au au) 8u,.: f:au,., au, 
'I' = t. ":_ - T 8t -:- <,,ax - 1J ay + r. at + <,, ax :-t; 1! ay . 

=> , ·"'' dn~(i/J- ru,- eu., -1,uS+r~ .. +:eu~+.,u,ll. 

Por (2.7), para P(t,i;y, :<1>) = q, - ru, ;:_ ~.J~~~/u11;;)~~-¡~ci~: 
(2.11) 

a·· .. ··. . . . ··a>~:\;' :, < . 

~t (i/J :.._ TUt - eu., - 1JUy) + U~ au (i/J :-; T~t - eu., --- 1JU11) 

+ ~~ (iP ..:_ rui - eu., - 11u~) + Du., ..!!:,.. (¡¡, - 'ru¡ :.._ eu., - 1JU11) ' Dt au, . . . ·: at ·Du.,, 
au11 .a·(.1. t:".,, ')'"~;~: · .. + {ii: au

11 
.,, - ru, - .,,u,;0: i¡u¡, :, · . . 

cPt .:._ TtUt - e,u., - 1/t1Ly + u.(i/Ju C- TuUt - euUz -1JuUy) 

D1P 

=> D 1P 
T'Utt - eu,., -1/Uty • :·; · (2.12) 
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Sustituyendo (2.12) en (2.11) tenemos: 

</>1 = cPt + (</Ju - Tt)Ut - {,u., - 1JtUy -.TuU~ - {uu;·u., -.1}u~~u11 • 

Las funciones </>"' y </>11 se calculan de igual manera, por lo tanto, las funciones coeficientes 
de pr(l)V están dadas por los coeficientes de V y por 

</>1 cPt +(<Pu - Tt)Ut - {,ú.,,- r¡,ú.11 - TuU~ :-:_ {~u;u., __: 1Ju~tUy, 
</>"' </>., - T.,u, + (<f>u·:'7. {.,)u., ¡-1JxUy "'."'." TuUtUz - {uu~ - T/uU.,u11 , 

<f>Y cP11 - T11Ut - {yUz :+-(</Ju."."'" 1J11)Uy - Tu'UtUy - {uUxUy - T/uU~ • 

Similarmente, la segunda prolon~¡¿¡¿;1 de,~- «;s! 

fJ · .>.~a;•,,;:,;,:: iJ·. ·.···.a ·· · a a 
pr<2>v = pr<'lv + <P"-- +. </>.""-·' _ + <f>'11-. -· + </>"""-- + <f>"'11-- + q,11u __ • 

fJu.. • . . º.':'"". ·: . a.ufll ,. au.,., é)u.,. aul/11 

Si buscamos ahora <P", se Ue.ie:. 
.· ... :",·_.-.{:.·.-~ ... ; .'::. .·· 
~~ : :./r5: ._\ 

' 

<P" 
-, . -. ."- . -~-~- ·~-- -:··~:!./ .',,.)",;~;_~-~-;~~-\!/;·~~/~_:_·:·::L'.~~-~ -:~~:,/. --~.';·: _:-·-> -- -~--- . < 

<Pu+ (2</>tu - Tu)u, =-:.{.tu., ',7 1j,iú11 ;t-'(<f>uu ,;;~2r,;;)u, :"'.' 2{1uU1Uz ,- 2T}tuUtU11 
TuuU~ - {uuu~u., -'-- T/uuU~':'11 ;;1:' (if)~ 7 2.r,)útt ~-2~íu,., .f 217,u,11 . , · .. ·. 
3TuUtUtt - {uUxUtt .- T/uUyUt~ ,.-.2{uUtÜu.,-,- ,21/uUtUt11 :. . . 
i;u .. ., + 1JUtt11 + TUttt • . . :r . • '. . • . .. • ' . _(2.13) + 

Para </>"'"' y <f>YY. se obtienen expresi~n~s siII1ila~~;: 

</>,.... </>.,.. - T.,.,·u, + (2</J.,u - {.,.,)u., - r¡.,.,u11 - 2T.,uUtUx + (<f>uu - 2{.,u)u; - 2T}xu'!'iU11 
TuuUtU; - €uuU~ - 17uuu;uy - 2TxUtz +(~u-~- 2e;)uxx - 21JxU~y- . · - _ 

TuUt'Uxx - 3eu'lLxUxz -1]u.UyUxx - 2Tu:U:r:Ut:r -_21JuUxUx11 
+ TUtxx +{u.,.,.,+ 1/Uxx11 • (2.14) 

y 
_,,, 

</>1111 4>1111 - T 1111ttt - l;1111u., + (2<f>11u - T/yy)'ú11 C:: 2r,;;.it.:Ít11 - 2{11¡,u~u;, + (<f>¡¡¡, - 2T}yu)u~ 
T,.,.11,u~ - {uuUxU~ - T/uuu! _; 2T~u,11 -2{11u.,11 + (<f>u - 2r¡¡,)u,n, 
Tu'll(llyy - eu'llxUyy -;- 31/uUyUyy :--- 2Tu'Uyltty - 2euUyU.ry 

+ Tlttyy + {llxyy + T}ttyyy. (2.15) 
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!", 

Usando el teorema 2.16, ~s posÍble~dem.;st;~; ~~e, p-a~~. <l6~ cámpos vectoriales 
suaves v y w, se é:urnpleri, las siguientes propicdádes~:·~ <. '.·.'-: 

• '. -,'pr~:»(civ,0/~~).,~;a~~~'.'.l;; t bpr<•~l11J' · 

donde a y b S()n coristD;ntes; ;y ' ' 
pr<">[v, w] = (pr<">v, pr<"lw]. 

Con esto se tiene que, para un siterna de ecuaciones de rango mnxirno definido en 
JI~ e X x U, el conjunto de todos los generadores infinitesimales de las simetrías del 
sistema forma un álgebra de Lie de can1pos vectoriales en !vi. 

2.3 La Ecuacion de Onda. 

En la sección anterior hemos construido un método para encontrar el grupo de simetrías 
conexo 1nás general de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. En este método 
consideramos a un generador infinitesimal v de un supuesto grupo monoparan1étrico de 
sin1etría del sistema, cuyos coeficientes e• y <P1 están por determinarse. Los coeficientes 
c/>f de la prolongación del generador infinitesimal, prC">v, son expresiones que involu­
cran explícitamente a las derivadas parciales de los coeficientes t;i y </>1, con respecto 
a x y u. Usando los criterios de invarinnza (2.5) y (2.6), que involucran a x, u y a 
todas las derivadas de U con respecto a X, asÍ COlllO a t;i y cf>¡ y SUS derivadas parciales 
respecto a x y a u, podemos eliminar todas las dependencias en las derivadas de u 
que involucran al sistema mismo e igualar varios de los coeficientes restantes a cero, lo 
que nos permite establecer ecuaciones diferenciales parciales para las funciones t;' y <Pi 
llamadas ecuaciones determinantes para el grupo de simetría del sistema. Finalmente, 
hay que resolver dichas ecuaciones, pues su solución general determina el grupo de 
sirnctría conexo 1uás general del siste1na. 

En concreto, tomemos la ecuación de onda en dos dimensiones espaciales: 

-Utt + Uxx + Uyy = Ü. 

Aquí tenemos tres variables independientes, t, x y y, y una variable dependiente, u, 
así que p = 3 y q =l. La ecuación de onda es de segundo orden~·n.;;,,·2, y puede iden­
tificarse como una subvariedad lineal en el segundo espaciojetX·_x.u<2 l, determinada 
por los puntos donde Se anula ll.(t, X, y, u(2 )) = Utt ~ Uxx - U~~·; -.. ,_ .. 

1 La deu1ostración puedu consultarsu en la sección 2.3 de Olver (i{ ·;.. 
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··Un campo vectorial típico en el espacio·de·las·variables independientes y depen-
dientes tiene la forma dacia por (2.10): · 

a t: a a ··"'a.,. 
V = T éJt + '> OX ·+ ?J {)y +. 'I' OU ' 

donde T, e, r¡ y rP dependen de t, X, y y u. Lo que quereÍno~ hacer es determinar estas 
funciones coeficientes, de modo que el correspondiente grupo monoparamétrico sea un 
grupo de simetría de la ecuación de onda, . . .:,:; . .• 

En este caso vamos a emplear el criterio (2.6), .segúr1 .eréual necesitamos tomar la 
segunda prolongación de v, aplicarla a la ecuación de'cúida:é igualar esto al producto 
de una función suave Q por la ecuación de onda: ··:,•: · · 

prC2>v(-u,. +u,,,, + u11~) = Q( 7~·tt·'.¡h,,~ + u~11 ) 
Donde Q(t, x, y, uC2 l) depende de l~ varia~;~s ¡~-<l~J~~¿¡f~~¡~s,:cl~ ~y d~·sus derivadas 

has:a segu:d: orden~ A:, t~ne:?: ~~.':,';'. '. '\ W~···;'jj~f -.~~~.;~'.~·~; ~~{~: Hi•i · )i'' .. : . ·· .. · 
(prC >v + rP -- + <P -.- + <P 11 -' -•. +<fi"."~.+;·<Pxt1~.~F</J~11 -·"-.-. )[:'-uú+ u,;,,,+ u 1111] 

au,, éJ~,,, . ·,·;,::u'::;• ~k~··{~~~:: •. :.¿,.·~it::f~.'.;:,;;~~.1~~f ;':.~k~K"";;.Yu,,,, 
= -</J" + r/J"'',, +tP11'! ;, _:_Q~Ú +'Q~,;,}-1- Qu~~~. ·.; 2''.>:~: •;t:7(Ú6) 

Sustituyendo (2.13), (2.14) y (2.15) en (2.16)y fom.;,tido aden;lli; la igu~ld~d d~~a por 
la ecuación de onda misma, obteneinos lo siguiente: · · · 

-t/Jtt + r/Jxx + r/J1111 + (Ttt - Txx - T11y - 2</Jtu)Ut + (l;tt - exx - l;yy + 2</Jxu)Ux + (1/<t :-­
TJxx -1J11y + 2</Jyu)Uy + (2Ttu - r/Juu)U~ + 2(-Txu + l;tu)Ut'Ux + 2(-Tyu + TJtu)ÚtU11 + ( .C:.:2ezu -Í­
tPuu)ui - 2{l;yu + 1/:ru)UxUy + ( -2TJyu + tPuu)u; + TuuU~ + euuU~U_, + 71,.:,.u~Uy - Tu~ÚtUi -
euuU~ -TJuuu';uy -TuuUtU;-euuUxU;-1Juuttt+2TtUtt-2exUxx - 2r¡,,u1111 +2(-r.,+et)Utx+ 
2(-r11 + r¡,)u,11 - 2(l;11 +1J:r)u,,11 +2r,.utUtt -2l;,.u,,u,,,, -2r¡uu11u 1111 - 2r,.u,,u,., +2l;uUtUtx -
2TuUyUty + 27/ulttllty - 2l;u1LyUxy - 21/uUxU:ry = -Qu,. + Qu,,,, + Qu1111 . 

Para resolver (2.16), observemos que, del lacio izquierdo de la ecuación, sólo hay 
seis términos que in,·olucran a '"'' U:rx y u 1111 , por lo que los coeficientes que multiplican 
al resto de las derivadas de u deben ser igualados a cero. En particular, anulemos 
primero los coeficientes de las derivadas de primer orden multiplicadas por las derivadas 
cruzadas de segundo orden, es decir, los coeficientes de 'll:i:Utxt UtUiz, UyUty, UtUiy, UyUzy 

Tu= O, eu = o, Tlu = o, 
lo que indica que r, I; y 1/ no dependen ele u, de donde 
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-<Pu + </>~., + </lyy + (rtt - Tn - Tyy - 2</Jtu)u, + ({tt - {.,., - {y11 + 2</J.,u)u,, + (1111 -
r¡.,;,-r¡11y + 2</>y;;)u11 :--.<PuuU~ + <Puuui+ <PuuU~,+ 2TtUtt - 2{.,u,;,., -2r¡11Uyy + 2(-r., +{,)uu + 
2(-Ty +1/t)Uty _:. 2({y + r¡,}uxy = -Qui, +Qu,,., .+ Qtiyy: 

De los término~ donde apa~ecen u,;; u.,., y i1111 ,\t~n'~rnos Ías siguientes igualdades: 
",·.·¡ ºI, 'í\'~-:· 

2r, = 7:9• , ~2{~ ~ ';?/ .'~~~?" ~H,_, . 
·.,.¡,.~;,;:·:,~:~~~.-, :-·~;J ~-";(.~ ¡ • .'r(_,. -:-~·h 

y, de los coeficientes de las deri~:~ ·jtf~t~·=1·.~u,~11 !y L~.·.~~~~s que: 

(ü7) 

-r.,+{, =0, -r~+ ~. ,,,; 6;' ''{~ '.i ~"' ~ o'. · (2.18) 

Desarrollemos a r, ~ y a r¡ en suS SCrieS ·de T~YIO~;.:·._"· 

r(t, x, y) = aooo + a1oot + a010X + aoo1Y + a11olx +a10~~~;'.¡:·~~~i;~; a'111tXY+ : .. ;· 
{(t, x, y) = booo + b10ot + bo1ox + bo01Y+ b11~tx +.bioity:+, bolixv+ búitxy + . .': ,·: 
r¡(t, x, y) = eooo + c1oot + eo10x + Coo1Y + cuo'tx +.:c1oi.~Y f eoüxú + cliitxy t- .... · . 

.. \•:· ;• '· ,, ' (2.19) 

Derivan~o (2.17) dos veces respecto a t, do~ veces. resp~cto.ax ·):;~o/veces respeéto a 
y, obtenemos: ,,, · ··. ·. · 

Tttt = {ttx= T/tty , ~ 

Ttzx .. =:= ~xx:z: = 1J:r::z:y, 

Ttyy = e;,1111= T/yyy, (2.20) 

y, cÍerivando,tri'. primera.ecuación de (2.18) respecto a t y ax, la segunda respecto a t 
y a y y la terééra r!ispccto: a X y a y, se tiene: ' 

- :;.·· 

(2.21) 

De (2.20) ); (2.~l) po~ei'uos' ver que:. 

Ttu. = ~ttr = Ttzx = T/xxy = -exyy = -Tt1111 = -1Jtt11 = -Ttu.· 

Por lo. tanto, todas estas derivadas de tercer orden se anulan y de igual manera se 
demuestra que todas las derivadas de tercer orden de r, { y r¡ son iguales a cero. Esto 
quiere decir que los polinomios en (2.19) son, a lo inás, de segundo grado. Si usarnos las 
distintas igualdades en (2.17) y (2.18), así como sus derivadas respecto a las variables 
t, x y y, llegamos a que r, { y r¡ son de la siguiente forma: 

r(t, x, y) = C¡ + C4t + C5X + CGY - 2catx - 2egty + C10(-t2 
- x 2 

- y 2
)' 

l;(t, x, y) = c2 + c5t + c4 x - C1Y + cs(-t2 
- x 2 + y 2

) - 2c9 xy - 2c1otx, 
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17( t, x, y) = C3 + Cat + C7X + C4y - 2csXY + eg( '-t2 + x 2 
:.... y 2

) - 2c1oty . 
(2.22) 

Así que, 
. '. ..-·:: : -'.· ->.:· ;.. ··. ·' ':,~ .. _·:. _· . ~. .. . ·. . . - . ·.. . . 

tomando las corres¡;ondientes cÍ~ri:i-áélas .;n (2.22)"; v~ri1~s (¡üe: ' 

'. .. ··.·.· .: \ :ijJJ·~~;ít~·~f~i_-~!~s"JQi'ffJt);::·:·.:~ :,,, ... ,,.' ,. (2.25) 

Finalmente, usando io~ fa~ •. 1iri~~;¡¿~¡¿:1>~l;di~:it:~,i;¡,;., <PLY "'""' tenemos que: 
' ,.,:,··:~~;:>·:-.;~;_-· ··T · ~~·, .. ·· "·i· ·::>·t. · · 

'2f-.:.<.·J~lt~~ci,~~~~x~'t °'+f_P~;, T ~1111 ;=.o'· - . ·•·· ._.,. 

Como sabemos "<1~<('1"as;dcrÍ~·~d~ clc;t~r~.;r.:orden de r, € y 77 son nulas,• por (2'.24), 
llegamos a: .• .;. ,:, '..· __ \ :¡: :' ' · · ·. 

· "' , '.:'(¡ ·>••· .''.': ',..:2(>~! :+ ctx., + a:1111 =O. 
~--:: :. ; . 

-;.~;···~¡¡,.~..:. t'.'.·-~ (2.26) 

Por. lo .que d~es ~~;["~é>1~~ÍóiF~J~1q~¡~~~ de ·¡ª e~\Jación de ondll>··<Li : . ··.• 
De e5t~ uiocio'; liefuo~·:dct~~minado la solución más generaÍ al' sistema d..; ecuaciones 

determinantes, poí<!Otintci,'el':grupo infinitesimal de simctríafconexo' está generado 
por los siguientes canÍP,OS vectoriales: . . ' . , 

é) 8 8 
8t ' ax ' 8y ;,, 

i., = ... -2txll_~(,~t2:...::í::2 .f:'y. 2 ).!L::....: 2xy.!L - xu.!L 
. , - . . Bt - .. ~ . --.• , .. ·. .- · .. . Oz . 811 Du ' 

Í11 = ~2tyf,...:: 2xy§; + (-t2 + x 2 
- y 2 )f/y - yu-1,¡' 

Ít = (-.:_t2 ,- x 2 - y 2 )-/k - 2tx§; - 2tyf/y - tul,¡; 
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a 
V 0 = o:(t, X, y) OU, (2.27) 

donde o: es una solución arbitraria de la ecuación de onda. Notemos que, en corres­
pondencia con el teorema 2.9, dado que diml\f(n)=l3 y todos los campos vectoriales en 
(2.27) tienen curvas integrales de dimensión uno, que corresponden a las órbitas de la 
acción de cada grupo nlonoparamétrico asociado a cada ca1npo, el total de invariantes 
funcionalmente independientes de la ecuación de onda (viendo a las órbitas como fun­
ciones de las coordenadas en lugar de verlas como curvas parametrizadas) es 13-1=12. 

Lo que nos resta ahora es encontrar los grupos monoparamétricos de transforma­
ciones generados por estos campos vectoriales. Notemos que u!Ju y Va generan grupos 
que únicamente actúan en la variable dependiente, por lo que no nos dan información 
acerca de cuáles son las simetrías de las soluciones de la ecuación de onda con respecto 
a los cambios en las variables independientes, así que sólo determinaremos los diez 
pri1neros ca1npos vectoriales. 

Comencetnos con los primeros tres que, de acuerdo a lo que vimos en el capítulo 
anterior, corresponden a traslaciones en las direcciones t, x y y, respectivamente, por 
ejemplo: 

a 
exp(c éJt ){t, X, y, u) = (t +).,X, y, u) . 

Para la acción determinada·por d, tomemos el sistema característico: 

de donde se tiene que 
kt_"':" kx ?ky, 

que es la ecuaciónde ~'ri~fect~'que p~a por el o'rigen en,el.e'.spacio TXY. 
pararnétricá de u·na recta, así. e.;i.i diiección,(to, xo, yó) es: " : . . . . 

JL(tci, Xo, Yo) 

- '=> exp(µd)(t,x,y,u) = (¡Lt,µx,µy,u). 

A esta tra1'1sforrnación se le conoce como resca/a1niento o dilatación. 
En cuanto ar~, el.sistema caractarístico nos dice que: 

La ecuación 

de modo que las curvas integrales son hipérbolas, -t2 + x 2 = e, en el plano TX. Si 
queremos paran1etrizar la hipérbola que pasa por el (to, Xo)~. tenemos-la, curva dada por: 

(to cosh iJ + x 0 sinh {), t 0 sinh iJ +.x0 cosh t?), · 
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así que el grupo monoparamétrko que corresponde a r,., es: 

.. exp(t?r,.,)(t, X, y, u)= (t cosh t9 +X sinhO, tsiiih t9 + xcosh t9, y, u). 
". . . . . ' . '. . ' . . .. -.,. :···: :· : ' . ~ - ;,·'.. ... , . : ; ... ' " '• . 

Ló. 1nislno·'puede hacerse para r,ÍJ,· pór fo que cstC>s·;.dcis 'c~pos vectoriales generan 
- transformaciones hiperbólicas en los planos · T X: y' TY;''' _Para; r,;,u ,''sabemos reconocer 
que_ se trata de una rotación en el plano XY: ' · ·,;·:.:•:: · ... :._.,·· ,,. 

, :·Y , . ~ '.-:;:· "-"~-· ¡t.· 

exp(Or.,,,)(t, x, y, u) = (t, :reos O::- y sin O;:xsin O:+ ycosO, u). 

En el caso de i., es más difícil integrar el siste~1a caract~~ístico pero podemos cons­
truir la transformación y verificar que efectivamente corresponde· al campo vectorial . 
Por el momento nos restringimos al espacio de las variables independientes y adoptamos 
la siguiente notación: · 

( o l 2) --'-( ·. ' ')' 
X = X , X , X . = t, ~'.Y_ (2.28) 

Introducimos, además, la métrica plana de 'Lorentz: 

(2.29) 

y definimos el mapeo inversión 'como 

. ' , : 

.Tomemos la composición lo exp(i~) o len: ~n pu~tó x: 

·.•···. ·. ::< .a . x 
1 °",exp(c8x' )( lxl2) 

1(x+ lxl2 e(O, l;O)). 
·· lxl2 . 

( 1 )<º'l 11'22 
1+2c:r1 + c 2 lxl2 t ,x + é" x ~:x ) · 

Al derivar esta transformación respecto al parámetro e y'e_;áÍuar;e1i'·~ =O; tenemos: 
, . ' . ~.e' -. . .. ' .. . . ' : ..... 

A.¡ . ( O ) l ( ) 1 _ ( -x0(2x 1 +2•lx!:i~ Jx! 2(1+2•x'+••!;tj2¡:'..'(~i::¡:¡~!:!~Úúi+2<lx!'2l. 
tlE O CXp E-¡¡zr O X E=O - (1+2n:l+e:2Jxl ) ' -.·.'' (_~t2e~_x+e217l _ _).,.~.:~ :_ ': :-.- (" .' 

-x2c2x 1 +2.1.,~2l) 1 = (-2xºx' -(xº)2 _ (x1y2':+'(~~)'d:, :.:::·2~1f2)> 
(1+2e:xl+e21;el )2 e:=O ' .. "'/,- ''·:--,.:-:'.':.,":.,~·_,·_1·.'.:: '· 

que en nuestra notación anterior equivale al vector c:....2t.x,•::...:é·-:_:_::.;,.2, +.1/2, :....:.2x¡/), así 
que: 

a·. .. •· 
exp(eix)(t,:c,y) = 1 oexp(e

0
x) o I (t,x,y). 
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Por otro lado, la transformación que genera i,,, en la variable dependiente est<Í. dada 
por: 

u ~ v'l + 2i;x1 + e2 lxl2 ·u. 

Para construir las acciones generadas por i11 e i, procedemos de manera similar a lo 
que hemos hecho con i.,, entendiendo entonces que las acciones generadas por estos 
campos vectoriales transforman a las variables independientes 1nediante la composición 
de inversiones y traslaciones. 

Para finalizar, notemos que todas las transformaciones que hemos encontrado son 
mapeos conformes respecto a la métrica plana de Lorentz en el espacio de variables 
independientes. Es decir, si en el espacio TXY introducimos la notación y la métrica 
dadas por (2.28) y (2.29), cualquiera de los grupos monoparamétricos anteriores trans­
forma a cada punto x en otro punto x cuya norma es proporcional a la norma de 
x: 

lxl = ..\(x)lxl. 
De hecho, las traslaciones, la rotación y las transfonnaciones hiperbólicas que encontra­
mos son isometrías (lxl = lxl). Se dice entonces que la ecuación de onda es invariante 
respecto al grovo de trasformaciones confonnes de Lorentz. 



Capítulo 3 

Grupos de Simetría y Leyes de 
Conservación 

En este capítulo nos preocupamos por establecer la relación que hay entre los grupos 
de simetría ele los sistemas mecánicos y las leyes de conservación, analizando prime­
ro algunos ejemplos, que nos llevcm a establecer las simetrías propias de fo rnecánica 
clásica, y teniendo como principal resultado el teorema de Noether. 

3.1 Elementos del Cálculo Variacional. 

De acuerdo con lo que vimos en el primer capítulo, para puntos x(t) = (x1 (t), ... , xn(t)) 
en uua variedad, podernos construir su campo de velocidades de la siguiente manera: 

X·i(t) = dxi . 1 - dt i = , ... ,n, 

de modo que :i: es un vector tangente a x al tiempo t. 
Dentro de la formulación lagrangiana de la mecánica, tomamos parejas de puntos 

(x, :i:) que se encuentran en el haz tangente o espacio fase, cuyas 2n coordenadas están 
dadas por (x 1, ••• , x") y (:i:1 , .•• , xn) y especifican el estado de movimiento de un sistema 
mecánico que cambia con respecto al tiempo. Además, definimos una función en el 
espacio fase que toma valores reales L(x,:i:), la cual no depende explícitamente de t. 

Por ejemplo, si x(t) denota la posición de uua partícula al tiempo t, :i: corresponde a 
la velocidad de la partícula en el mismo tiempo. Dada una métrica definida en nuestro 
espacio, al tomar L = l:i:I estamos considerando un lagrangiano que representa a la 
norma de la velocidad de la partícula. 

Ahora tomamos dos puntos fijos x 1 = (xl, ... ,x~') y x 2 = (x~, ... , x;{') y consideramos 
el conjunto de todas las curvas suaves que unen a x 1 y x 2 : 

1 = :c(t), a ::; t :5 b, 
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Para cada¡ définirnos .;· _; 

ses un funcion~l que asocia:[1~z:fJ~<f{tl~f~:J{1;, 
como la acción. ··:,e: :/, · ... :: . ''-

<:l núinero S[-y] y se conoce 

SigÚierido con nuestro ejemplo, tencrÍ10s 'L = l:i:I ·Y 

S[-y) = ("~ l¡ldt . 
l .. 

es la longitud de arco de -y. Notemos que, si encontramos unacurva -y para la cual el 
valor de S[-y) es mínimo, estaremos encontrándo' la trayectoria' de. menor longitud entre 
los puntos x 1 y x 2 • " · 

La idea central de esta formulación se basa en conocer cúár.es.la éiír'1a para la que 
S[-y] alcanza un valor extremo (mínimo), a lo que se conoce· como principio de mínima 
ncción; así, en un espacio cucli<leano, si L = !f 1±12 - U(x), donde,Tfl es una constante 
y U(x) es una función escalar, entonces la acción es: 

S[-y) = ¡~· ( ~ 7; (:i:i)2 - u(:C))'~e·'.· 
La mecánica clásica nos dice cuál es la curva -y para la que .st.:YJ 't;~n~' Ü~ valor mínimo es 
la trayectoria de una partícula puntual de masa rn en un cail1Pº de. fuerzas f; = - g!;.. 

El si¡,ruente teorema da una condición necesaria para que una curva -y minimice a 
S[-y). . 

Teorema 3.1 (Ecuaciones de Euler - Lagrange). 
Si S[-y] = J;,• L(x,:i:)dt alcanza su mínimo sobre todas las curvas -y en una curva 

suave 'Yo : xi = x'(t), es decir, si S['Y0] :5 S(-y] ·para toda curva suave -y de x 1 a 
x 2 , entonces, a lo largo de -y0 , se cumplen las siguientes ecuaciones, conocidas como 
ecuaciones de Euler - Lagraugc: 

:te!~)- g~ =o, i=l, ... ,n. (3.1) 

Las soluciones a estas ecuaciones se llaman curvas extremas. 
Aquí tomamos L = L(x1 , ••• ,x",€1, ... ,1;"), de manera que vemos a las variables 

xi y t;• como independientes; sólo después de que se calculan las derivadas, se evalúa 

t:' = x•. es decir, se considern ª e = ce1 
••••• t;") L como un vector tangente ª 'Yo en x. 

Así, tcneu1os: 
ª1:. = oL(x'. 1;) 1 . 
ax• éJt;• <=:i: 

Además, 

d (ºL) di. {}:i;i 



3.1 Elementos del Cálculo Variacional. 
.... . : 

( a ( aL) dxi a ( 8L) dt;i_) 1 E 8xi 8t;' dt + 8t;i éJt;' ¡ dt · e=± 
J . ' .. - -.. . . 

( 
éP L dxi éJ2 L -, .. )-.,, .... ,.- · · -

E éJt;'éJt;idt + éJt;'xiX' e;;,;;,>· 
J - '/ 

a2 L .. . - a2 L .. : - ··, 
E(~x>+~X')I . 

j - t;• t;1_ • ' .~'.=:J,:.;., ;.,~~;,. 
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Prueba. -. --- __ - > •· < -- · --· --
Sea c:é = a'(t), a :5 t -:5 b, una funció1i suav~-c{lalqÜierá que satisface a'(a) =O= 

a'(b). Consideremos la expresión __ __ _ _ _ - _ -_ _ - : 

lim s¡~º +mi -- si~ºr:·-~'~¡4~~J:~hil~- -
e--tO ·, é - ··''.:·· :~~:,-_:~:;:~-.1·-~·:'·: ·:·:-._· ~=.O 

dcmde 1'o + eá es una curva que uile a xi';Y ~dc~r~~~:~ a:~0 . para una e pequeña. Por 
hipótesis, S[¡0 +e-a] toma un valor rnínimo·cuan~? E:_= o; por lo que 

Po• o<ro lodo, ;~[t.íI~~i;f ;d:;; ',i,~ . ; 

-:~ ~-1~{-!~~,~-é~~¡.~c.) '·=~ }dt 
_.-1 '23, éJxi a'+ é):i;i °' dt. (3.2) 

:-.:~.'- ··.· .~ - . i' ___ , -.~-:· - ·;~ ~- ,, 

Integrando por ·¡)~~t~s. enco~trarnos que --

Sustituyendo esto en (3.2), teuemos 

_ ! s¡,º + e-~~,;~;~Jft~~~~'~á;,~~:.;~ti~ ;It·:¿ o. (3.3) 

Esta ecuación es válida para c~al~Üie;,fu~~iÓ;¡s'tiá~c 6'(t), -por lo tanto, 

-qi(t)·==· !~r3~t(;~) ~-ti.i 7L 1, ... , n, 
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pues, si ..p•(t) =/= O para alguna i y una t = t0 , a :5 t 0 :5 b, entonces ,µ•(t) ,P O en 
un intervalo de valores de_t, así que/'si escogemos una c:é(t) adecuada (por ejemplo, 
o:i(t) = ..p•(t)f(t) donde f(afi='f(b)'i= O y J(t) > O para a < t < b, de modo que el 
integrando en (3.3) es positiv_<:> ~n- un subintervalo de [a, b]), podemos obtener que la 
integral en (3.3) es distinta de. cero;_ 

:::, 
.·>! .. ·, 

.- - _ .... -J:: :'.· 
Conveneionaliriente, definitnos las siguientes cantidades: 

i). La función · · - " ·::: . · 

- j_:,;j:;' .,,!~L= L(x, x) 

cuya integral respecto al ti~~¡~Ó q~ere'Tnos .minimizar se llama lagrangiano. 
ii) La energía E se conoce: co1rio· '> 

-. . -..... ' -·. : · .. ~ . 

iii) El momento genemlizado ~t4 d_efi;,_id~ <:Ólllo : 
;c:_,:·_:~iJi·> 

1:' == f):i;i_;· 

,,:,,. 

iv) La fuerza generalizada estti dada );b~la ~xpresión 

-"-i~ :_r:~ '..: 
Siguiendo esto, lrui ecuacion~sde Euler ~ Lagrange se_ pu_eden escribir como: 

Pi=/;:· 

o 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

Esta termiúología se utiliza teniendo_como'referencia 3: 1a''mecánfoa clásica puesto que, 
si L = !f 2:;(xi)2 - U(x); las expresiones del níoriieritoHne'ál y lafllerza toman su 
forma usual para una partícula en moviminetó de;'masa.tii/dé-manerá que la ec_uación 

¡;; = /; · ó ~x~~ -i:~~-:i ;\; ' 
es equivalente a la segunda ley de Newtm1:. :-

._J .•.. 

Notemos que las curvas extnm~ai-l d~~tin_l~g~¿,gia~~ L i= L(x, x) tatnbién corres­
ponden a un lagrangiano é¡ue _depende' explícitamente del tiempo si 'esté último tiene 
In forma L(t, x, x) = L + -ft.t;(x;'~); é!ó~déf_.;5 uria función sua".e, pucsto,quC .--.-- -
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pues ai(a) =O= ai(b). La energía y el momento generalizado correspondientes están 
dados por E= E - f,J(x, t) y p = p + ~. respectivamente. 

3.2 Ejemplos de Leyes de Conservación: Mecánica 
Clásica. 

Durante el 1novituiento de un sistc1na n1cc¿Ínico, las 2n cantidades xi y :ti, i = 1, ... , n, 
que especifican el estado del sistema, varían con el tiempo. Sin embargo, existen funcio­
nes de estas cantidades, llamadas integra/es de movimiento, cuyos valores permanecen 
constantes, es decir, siguen leyes de conset'Vación, y sólo dependen de las condiciones 
iniciales. 

No todas las integrales de movimiento son de igual importancia, hay algunas que 
tienen gran utilidad debido a que son aditivas, esto es: si un sistema compuesto por 
varias partículas, cuya interacción es despreciable, tiene una integral de movimiento 
aditiva, entonces el valor de esta última es igual a la suma de los valores de las integrales 
de movimiento correspondientes a cada partícula. Por ejemplo, para dos cuerpos que 
interactúan durante cierto intervalo de tiempo, dado que cada integral de movimiento 
aditiva de todo el sistema es igual a Ja sun1a de los dos valores correspondientes a 
los cuerpos por separado, antes y después de la interacción, entonces, si conocemos 
los estados anteriores a que Jos cuerpos interactúen, las leyes de conservación nos 
permiten deducir varias conclusiones respecto al estado de ambos cuerpos después 
de Ja interacción. 

Algunas leyes de conservación tienen un significado profundo en virtud de que se 
deducen a partir de ciertas suposiciones de simetría en el espacio-tiempo donde se 
mueve el sistema mecánico que estamos considerando. 

Para revisar algunos ejemplos, tomemos el análisis de la mecánica clásica al ca­
so del movmiento de una partícula de masa m en el espacio euclideano plano IR3 

((x = (x1 ,x2 ,x3
), ;i; = (j:1,x2 ,;i;3 ), l:i:l 2 = ¿:~= 1 (xi) 2), caracterizado por el lagrangia­

no L(x,:i:) = Tlxl 2 - U(x). Como ya habíamos comentado, en este caso las ecuaciones 
de Euler - Lagrange corresponden a la segunda ley de Newton (1;mx; = Z!:. =/;)y la 
energía está dada por E= !f lxl2 + U(x). 

Ahora bien, el hecho de escoger un lagrangiano que tenga precisamente esa forma 
(en cuya expresión no aparece el tiempo), es una manera implícita de suponer homoge­
neidad temporal, es decir, en un intervalo de tiempo dado (a, b], el 1novimiento queda 
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completamente descrito por las cantidades· x(t) y :i:(t) independientemente de que nos 
traslademos o no a otro intervalo [a·+'; t0 , b + t 0 ]. Así, el cambio total del Jagrangiano 
respecto al tiempo está dado. por: (::. •' ·· · 

.·~~···j·~,rr,i:.x¡ ·~ ·=~±.'~ .. · 
·-·· .. -...... · ·,.·-·., 

Al aplicar las ecuaciones d~ ~~¡;;¡:~ a~;~~~~ i.I~ ~~~Ja ·c1~··~eibniz tenemos: . . ,---:-,· :· ,·. '-::?.:· .... ,· ::?: - _,_... . . 

. . . ~; .~ .. ~···t.1·'.~~;~ ~ ; ... ~· 
~ -Em(:t')2 -L=o: 

·: dt·.i=l .•.. :: . 

P01· lo tanto, la energía 

3 

E= L m(:i:')2 
- L = ~l:i:l 2 - U(x) 

i=l 2 
(3.10) 

se mantiene constante durante el movhniento de una partícula. Como podemos ver, 
la expresión de la energía está dada por la suma de la energía cinética (~l:i:l2 ) más la 
energía potencial (U(x)), cuyo gradiente es igual a la fuerza que actúa sobre Ja partícula 
(f; = - g:J,). La suposición de la homogeneidad del tiempo se ve reflejada justamente 
en que la fuerza no depende explícitamente del tiempo. 

Una segunda ley de conservación se sigue de suponer homogeniedad en el espacio 
o bien, que las propiedades del movimiento de una partícula no cambian si realizamos 
una traslación espacial de nuestro sistema de referencia, lo que trae como consecuencia 
que el lagrangiano no varíe bajo dicha traslación. Podemos plantear la homogeneidad 
espacial tomando la acción de un grupo 1nonoparamétrico (el de las traslaciones) en el 
espacio, ip,(x) = (x1 +as, x 2 + bs, x 3 +es), donde (a, b, e) es un vector constante no nulo 
que nos da la dirección de la traslación, y considerando que, al trasladar la curva que 
describe la posición de nuestra partícula x(t), la nueva curva x(t) + s(a, b, e) también 
describe la posición de la mis1na bajo un sistema de referencia trasladado, por lo que 
el Jagrangiano no cambia bajo esta acción: 

d
d L(x1 + as,x2 + bs,x3 + cs,:i:1 ,:t2 ,:t3 )1 =O 

S a=O 

:s (~l:i:l 2 - U(x 1 + as,x2 +bs,x3 +es)) l.=o =O 

-a au _ b au _ e au _ 0 
8x1 8x2 Dx3 -

(3.11) 
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y, por las ecuacio11es de Euler - Lagra11ge, vemos que 

a.!!..rn:i:1 + b.!:!...rn:i:2 + c.!!..m:i:3 + =O 
dt dt dt 

=> (a,b,c)·:tm:i:=O. 

Por lo tanto, el momento de una partícula 

p = rn:i; {3.12) 

es una cantidad que.se" conserva. 
Observando {3.11), notemos que 

-a éJU - b éJU - e éJU = O 
éJxl é)x2 éJx3 

. au au au 
(a,b,c) · (- axi, - ax» - 0 x 3 ) = (a,b,c) • (-'VU) =o 
(a,b,c)·(f1,h.h)=O. {3.13) 

De modo que el suponer que el espacio es homogéneo nos lleva a imponer la condición 
de considerar un sistema cerrado en el que la fuerza total sobre la partícula es nula; 
una vez hecho esto, la conservación del rno1nento se verifica usando directamente las 
ecuaciones de Euler - Lagrange y la partícula se mueve siguiendo un movimiento rec­
tilíneo uniforme (f,1n:i: = ntx = O => :i; = cte = ±0 => x(t) = :i:ot + xo). De otro modo, 
debemos considerar que en el sistema hay una fuerza ejerciéndose sobre la partícula 
que afecta su movimiento. Sin embargo, ta111bién en este caso puede aplicarse la ley de 
conservación del 11101ne11to: una <le las con1ponentes del mo1nento puede pennanecer 
constante aún si hay una fuerza neta no nula ejerciéndose sobre la partícula, siempre 
que la energía potencial no dependa de todas las coordenadas. Por ejemplo, si tene­
mos una fuerza constante en la dirección x 3 , esto quiere decir que U(x) = U(x3 ), la 
homogeneidad del espacio nos permite realizar traslaciones del sistema de referencia 
en las direcciones x 1 y x 2 {las soluciones a las ecuaciones de Euler - Lagrange no se 
ven afectadas por traslaciones en el plano formado por estas dos direcciones) y las 
cotnponentes p 1 y v2 del 11101ncnto se conservan. 

Hay una tercera ley de conservación que puede derivarse a partir de suponer la 
isotropía del espacio; esto quiere decir que las propiedades del movimiento de nuestra 
partícula no cambian por la rotación del sistema de referencia. De manera similar 
al caso anterior, planteamos la isotropía del espacio tomando la acción del grupo de 
rotaciones en el espacio y considerando que el lagrangiano no varía bajo esta acción. 
Para hacer esto, resulta más fácil tomar coordenadas esféricas {r, </J, O), puesto que las 
rotaciones se ven como simples traslaciones en las coordenadas angulares. La expresión 
del lagrangiano L(x, :i:) = ~1±12 - U(x) en coordenadas esféricas está dada por: 

L(r, </>, O,i-, J,, Ó) = '; {'i·2 + 1·
2 J,2 + r 2 si112 </> Ó2

) - U(r, </>,O) 

ESTA TESI§ NO 3/~ . .LJ:. 
{)F .. LA- B.lE~I .... tCJ'I~·I~:;~-~:/i .. 
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.~ •. : '..:-r'.·;·~ .. ~~~~,; . ; ;··>;:;· 

y las ecuaci~nes de Euler. - Lagrangé s~i;: . , , .. 

;, mf ~· - ";: ' ;\:·rt,,J,if $~~~~~~~;t;~,~*~·';;,~'¡º ~ -: (314) 

?:;~:::~l;ro~~~l#@#J~1~ j~;t;f:~f ~¡~;~W,;Í\,l~'f j/'.º~Ía .tl•I ~paoio y 1~ 
;:¡:L(r,ef>-?as,o+bs,r,<Í>;o)j =o'" _ 

8 
• , . . ª"'.'º áu · éJU 

~ [arnr2 sin(cp +as) cos(,P +as) 02 
- a éJef> .--:- ~{}O ].).,_,

0 
=:= O 

· .. . au au " : · · · ., · ·· 
~ amr2 ~inef>cosef>02 -a 8</J -b

80 
=Q •. ,,.·· 

d 2· d 2 2 . 
~ "dt rnr ef> + bdtrnr sin </JO = O . ·(3.15) 

' - - .- ' ~ 

Para entender cuál es la cantidad que se conserva, súponga1nos prirúero ·que que la 
rotación del sistema de referencia sólo se lleva a cabo en </J (b.,;, O) .. La ec":ación_ (3.15) 
dice entonces que af..rnr2 <Í> = o, es decir, que rnr2 if, permanece' éonstaúte;' péro esta 
cantidad corresponde a la norma del vector de mo~ento angular (o; o; mr2 <Í> )' de la 
partícula, cuya dirección permanece constante: . " ··• 

:_} ,·' 

. . _--_ .- ·- ·-· . 

.. Figura 3.1: p~n~;~a.~~¿~-.~~ ~~:o~~~ritp af1gul~r'. .~?5?, b_ =O. 
<·~.:.:~· ·, 

por lo tanto, el mom~nto anguhir se é:oii~ci:~~; . . . ' . , 
Ahora consideremos que la rotación es 'sól() en O'(~ =·O). Eil' estecaso, según (3.15), 

bf.rnr2 sin2 q, Ó = O, y rnr2 sin2 </JO sé conserVa. El ~n.ome~to angulár,és (O, -rnr2 sin </JO, O), 
así que la cantidad que permanece constante corre5ponde:al tamaño de la componente 
del momento angular de la partícula cuya dirección' es igiial a aquélla en la que la fuerza 
no varia: 
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Figura 3.2: Conservación éle momento angular, caso a = O. 

De modo que hemos encontrado una ley de conservación del momento angular que 
dice que, en un sistema cerrado donde la fuerza total sobre la partícula es nula,· el 
momento angular se conserva. Por otro lado, si tenemos una fuerza ejerciéndose sobre 
la partícula que cambia con el tiempo, la componente del momento angular en la· 
dirección en la que la fuerza no varía, permanece constante. · 

Finalmente, la aditividad de la energía, el momento y el momento angular es una 
propiedad que se hereda de la aditividad del lagrangiauo mismo y de la linealidad de 
las derivadas. 

Lo que hemos hecho en esta sección ha sido establecer parte de la estructura del 
espacio-tiempo en la mecánica cl:ísica, junto con su grupo de simetrías. En resumen, 
se tiene que el espacio-tiempo es euclideano de cuatro dimensiones (una temporal y 
tres espaciales), homogéneo en el tiempo y en el espacio y espacialmente isotrópico. La 
métrica en el espacio es plana y está dada por !xi = L:;~=l (xi)2. El estado inicial de un 
sistema mecánico, es decir, el total de las posiciones y las velocidades de sus puntos en 
un tie1npo dado t 0 , determina de manera única al movimiento, mediante las ecuaciones 
de Euler - Lagrange. 

A esto le añadimos un principio más, conocido corno el principio galileano de la 
relatividad, que dice que los sistemas coordenados de referencia (llamados inerciales) 
deben cumplir las siguientes propiedades: 
i) 'lbdas las leyes de la naturaleza en cualquier momento del tieinpo son iguales en 
todos los sistemas coordenados inerciales. 
ii) Todos los sistemas coordenados en movimiento rectilíneo uniforme respecto a un 
sistema inercial son también inerciales. · ... . . .. . 

En consecuencia, hay una transformación más de nuestr'as cc>o'rder1.ad~ baj~ la cual 
se siguen cumpliendo las ecuaciones de Euler - Lagrange:' el ci:msiderar' que tenemos 
un nuevo sistema de referencia, que se mueve en línea recta con veloddad constante v, 
respecto a nuestro sistema ele referencia inicial. De modo que, si toníarnos la siguiente 
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transformación: 

x(t) 
=> ±(t) 

~ x(t) + vt 
~ x(t) +v, 

para las nuevas coorderiadas, el lagrangiano es: 
· . · -: ' ._.:,. ·1n··_·.-.', : . .' · <- · 

L(x(t) + vt, x(t) +. v) .. :=' 2°1± 7 vl2, ?"'° CJ(x + vt) 

(3.16) 

=> ;~ = :~;'y;~ .i m,<:i:i + vi) . 
En las coordenadas Ó~iginales; sccumpl~~i las ~~·~ª;;¡~~~de E~ler - Lagrange, f.mxi = 
g~ => mfii =Ji, así que: · · :- :·.:><· .. ·./··:·- ··::)'--.. ·.:- · .. ·· ·' 

d ( aL) d ( . i i). ..; ··. ··. ·.¡,<· ~CI y 8L 
dt 8Xi =dtmx+v =~x'._·~:-~-,~.'.{)xi=::axi: 

Por lo tanto, se cumplen las ecuaciones de Euler - Lagránge. 
Al grupo de transformaciones formado por las traslaciones en el tiempo, las trasla­

ciones en el espacio, las rotaciones en el espacio y el movin1iento rectilíneo uniforme se 
le conoce como el grupo de transformaciones galileanas. Éste es el grupo de simetrías 
propio de la mecánica clásica, puesto que es el que determina cómo deben ser los sis­
lcmas de referencia válidos para esta teoría. 

3.3 Simetrías y Cantidades Conservadas. 

En términos generales, para un lagrangiano L(x,x), se puede demostrar que tanto la 
energía como el momento generalizado se conservan. 

Teorema 3.2 (Ley de la conservación de la Energía). 
Sea L(x, x) un lagrangiano. A lo largo de una curva extrema, la energía E es cons­

tante. 

Prueba.· 

. ·~~ ::';J~ xi:~ - L) 
, . . ' '.t. 

"'··iaL <id'(. aL)<·c· ·i 8L ··i aL) 
L._¿ X Dx' -t;P? 'dt éJ±i .-:: .. •. X ax• +X ax• 
' ., d(·ai, '·.'.faL· · 

LX ( dt axi)·:::-0 ax•);.., o. 
1. ' ·: ;; .' . . :-:.,;;¡:¡- •.··: f~ ··-' ., :\ 

• pues.L := L(x, x) sólo depende implícitamente del}le~~o ·y, a ·10 largo de las curvas 
extremas, se cumplen las ecuaciones de Eulei".::'Lagrange~ · · . - ',,,.··,;·,,·· . . 

o 
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Los siste1nas mecánicos en los que la energía se conserva son conocidos como con· 
servativos. Estos sistemas pueden estar bajo la influencia de un· campo externo de 
fuerzas, siempre que éste no involucre al tiempo explícitamente. Podemos interpretar 
el resultado del teorema anterior co1no que, en sistemas. conservativos, las curvas x(t) 
forman un grupo mouoparamétrico de simetrías para la energía, cuyo generador infini-
tesimal es el campo de velocidades x · · 

1 

La ley de conservación del momento generalizado se puede demostrar usando la idea 
de invarianza del Iagrangiano bajo la acción de un. grupo ·monoparamétrico de trans­
formaciones. Como ya vimos en la sección anterior,·esto· rn:is lleva a plantear simetrías 
intrínsecas al espacio-tiempo en el que estamos situando núestro sistema mecánico. 

Definición 3.3 Sea rp,(x) un grupo ~onopara~étrieo 
que rp, preserva al layrangiarw L(x, x) si '; •· . . . 

de transformaciones. Se dice 

· ~~<f·.c~):;~~~.~~~))Ü~0 '= º · 
"" .. , ' -~·.•' ,-,·,: ·· ... " 

{3.17) 

d~nde (rp~(x)) = d"'.1~x) 

Notemos que, si 7i(t) ~ x'(tfes míii'c~·r~a:·extrema de L y <p. preserva al lagran­
giano, la curva rp,(7{t)) = rp,(x) .tai}1bién es extremo de L, ya que 

d
d S[rp.(t'(t))Jj _ =1>b{·.·.d.d~(rp,(x),(rp.(x)))j _ }dt=O. 
s a-O ,1 :: s_ · a-O 

Según la sección 1.3, sabemos que todo grupo rnonoparamétrico de transformaciones 
tiene asociado un campo vectorial; para <p., está dado por: 

drp!(x) 1 
ds t=O' i = l, •••t Tl.. 

Teorema 3.4 (Noether). 
Si un grupo monoparamétrico de transformaciones <p, preserva al lagrangiano. L;. 

entonces, en cualquier curva extrema de L, la componente del momento en dirección 
del generador infinitesimal de <p. se conserva, es decir: · · 

(3.18) 

Prueba. 
Como cp, preserva a L, tenen10s que 

O _ !!..Le e ) e e·. )))¡· _ ~ aL drp!C:Z:> I · . · in d(ip~(y)) I - d <p, X , 'f'a X - L.:..,, . + . . . 
s. . . . •=O . i Bx• ds •=O 8y• ds •=O (3.19) 
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·' ~.i .· 

. ·. ·~ ~ ·-:: .~~/)X~\~~20)· =O. 
-,- ... , 

·- " ~ :·; '·'·:-'; 
.. ·--.~·--~·:"'·.)·;.'.·~·~ . .. )'._._.,·"-. -.. -: ,, ',·· - . ·.-· ,'.···~- :-~ .. -; .. .:."·,-·.·-:·· -. 

. Coíno estamos.en una curva extrema, se· cumplen las ecuaciones deEuler .. ~·Lagrange, 
· de m~ll~~a que !!; = ;f¡ ( g¡.), por lo tanto, sustituyendo en el priiH~r ié~;iiio d~· la 

· suma·.en (3.20) y usando la regla de Leibniz, se cumple que · 
·:_''_:; 

"°.'!!:_·(ª1:.)dcp!(x)¡ +ª1:.!!:._(dcp~(x)I )='!!:.."(ª1:.d~!(x)¡ )=o: 
~·dt ax• ds a=O OX' dt ds a=O dt ~ ax• ds •=O ·. ' ' . . 

o 
Aunque el teorenm de Noether se presenta como una ley de conservación del mo­

mento generalizado, <le la cual se derivan la conservación del momento y del momento 
angular como casos particulares, este resultado tiene distintas aplicaciones que van 
más allá de una idea puran1ente mecánica, de hecho, es un principio que relaciona los 
grupos de simetría con las leyes de conservación en general. 



Capítulo 4 

Aplicaciones a la Relatividad 
General 

Se hacen algunas aplicaciones de las ideas manejadas en los capítulos anteriores. Se 
ilustra el surigimiento de la Teoría Especial de la Relatividad desde el ¡mnto de vista 
de la incompatibilidad entre las simetrías propias de las teorías de Maxwell y Newton. 
En cuanto a la Teoría General de la Relatividad, se deduce una solución exacta para 
la ecuación de Einstein (solución de Schwar·zschild) usando suposiciones de simetría 
estática y esférica. Finalmente, se habla de la determinación de la "entropía" de un 
hoyo negro usando el teorema de Noellter 1 • 

4.1 Relatividad Especial. 

La mecánica newtoniana, con la estructura del espacio-tiempo y las simetrías que 
plantea, es una teoría bastante exitosa que explica gran cantidad de fenómenos. Sin 
embargo, existen ciertos hechos experimentales que no pueden entenderse en términos 
de esta teoría, algunos de ellos relacionados con el movimiento de partículas inestables 
a grandes velocidades. Adenuis, la mecánica de Newton es incompatible con la teoría 
electromagnética de l\1axwcll desde el punto de vista de sus sin1etrías. La inconsistencia 
no proviene de suponer homogeneidad y/o isotropía en el espacio-tiempo, sino de la 
transformación de las velocidades a partir de considerar dos sistemas de referencia, 
uno moviéndose con respecto a otro a una velocidad constante v, que surge como 
consecuencia del principio galileano de la relatividad. En efecto, las ecuaciones de 
Maxwell: 

V·E p 
'V-B O 

1 La introducción del lenguaje tensorial, así como las definiciones precisas relacionadas con Jos 
conceptos de m~trica, curvatura, transporte paralelo y derivada cov-ariante se dan por conocidos (ver 
Wald (10]). 
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DE Sk +V x E 

-¡¡¡+VxB 

o 

j' (4.1) 

donde pes la densidad de carga, j la corriente eléctrica y E y B corresponden a los cam­
pos eléctrico y magnético, respectivamente, no son invariantes bajo la transformación 
dada por (3.16). En cambio, si introducimos las transformaciones de Lorentz2 : 

t-vx 
~ v'l -v2 

X ·~ X - vt (4.2) 
v'l=ti2' 

(la velocidad de la luz en el vacío se considera normalizada, es decir c=l), podemos 
observar que las ecuaciones de Maxwell son invariantes. 

Esta diferencia entre las transformaciones de coordenadas bajo las cuales la ecua­
ción de Newton y las ecuaciones de Ma.xwell son invariantes nos lleva a escoger entre 
la validez de una y otra teoría. En 1905, Albert Einstein decidió escoger a la teoría de 
Maxwell como aquélla que debía considerarse válida y propuso una nueva teoría para 
la mecánica, conocida como la Teoría Especial de la Relatividad, la cual se basa en dos 
principios fundamentales: 
1) Las leyes de la física son las mismas desde cualquier sistema de referencia inercial. 
2) La velocidad de la luz es independiente del movimiento de la fuente. 

A partir de estos principios puede deducirse que las transformaciones de coordena­
das adecuadas para dos sistemas de referencia entre los que existe un 1novimiento rec­
tilíneo uniforme con velocidad v, están dadas por (4.2), de modo que la Teoría Especial 
de la Relatividad es compatible con la teoría electromagnéntica de Maxwell, además 
de que explica exitosa111ente aquellos hechos experimentales en los que la mecánica 
newtoniana falla. 

Por otro lado las ecuaciones de Ma.xwell en el vacío (de hecho en medios donde 
la densidad de carga y la corriente electromagnética son constantes, lo que, en el 
fondo, involucra homogeneidad e isotropía en el espacio-tiempo) se reducen a una 
ecuación de onda para el campo eléctrico y otra ecuación de onda para el campo 
111agnético. Recordando la sección 2.3, sabemos que la ecuación de onda es invariante 
ante las transformaciones conformes de Lorentz. Dichas transformaciones introducen 
una métrica en el espacio-tiempo dada por 

(4.3) 

llamada la métrica de Lorentz plana3 o métrica de Minkowsky. De este modo, podemos 
pensar que la Teoría Especial de la Relatividad tiene asociada una métrica dada por 

2 Estas t.ransforrnaciones tmnan cu cuenta a la c:;oordcnada temporal, 1nientras que todas las que 
prcsentatnos en la sección 3.2 sólo involucran a las coordenadas espaciales. 

3 Esta métrica corresponde con la ecuación (2.29) cu un espacio-tiempo con tres coordenad~ espa­
ciales en lugar de dos. 
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(4.3) (distinta a la euclideana) y que simetrías del espacio-tiempo como la homogenei­
dad y In isotropía están íntimamente relacionadas con esta nueva métrica puesto que, 
co1110 se 1nenciona en la sección 2.3, las traslaciones y, las rotaciones (tanto hiperbólicas 
como esféricas) son isometrías, considerando la métrica de Minkowsky. Entonces, pa­
ra la Teoría Especial de la Relatividad, el espacio-tiempo es la variedad IR4 con una 
métrica de Lorcntz plana. 

4.2 Relatividad General. 

Dado que la teoría electromagnética de Maxwell quedaba perfectamente incorporada 
dentro del marco de la relatividad especial, el siguiente paso era desarrollar una nueva 
teoría que incorporara la otra fuerza clásica (Ja gravedad), de manera que fuera una 
generalización de las ideas newtonianas, compatible con la Teoría Especial de la Re­
latividad. De hecho se realizaron varios esfuerzos en este sentido, pero no fue posible 
encontrar una teoría que fuera satisfactoria respecto a la invarianza de las leyes físicas 
ante algunas transformaciones de coordenadas admisibles. Finalmente, Einstein optó 
por un camino totalmente distinto y desarrolló una nueva idea del espacio-tiempo y la 
gravedad, llamadaa Teoría General de la Relatividad, motivado por dos consideraciones 
fundamentales. La primera es que todos los cuerpos son influenciados por la gravedad 
y de hecho caen prccisa1nentc de Ja n1isrna n1a11cra en presencia de un can1po gravita­
cional. Este hecho, conocido como principio de equivalencia, est1i implícito en la teoría 
newtoniana de la gravitación al esablecer la proporcionalidad entre la fuerza de grave­
dad ejercida sobre un cuerpo y la masa inercial del mismo. Dado que el movimiento es 
independiente de la naturaleza de los cuerpos, las trayectorias de Jos objetos en caída 
libre definen un conjunto de curvas prefcrenciales en el espacio-tiempo, lo que sugiere 
la posibilidad de asociar propiedades de los campos gravitacionales con la estructura 
del espacio-tiempo mismo. En cuanto a la segunda idea, ésta consiste en suponer que 
la estructura del espacio-tiempo se ve influenciada por la presencia de materia y es 
llamada 71rincipio de Mach. 

Con base en el principio de equivalencia, en la Teoría General de la Relatividad se 
considera imposible construir marcos de referencia inerciales en el sentido de la rela­
tividad especial y medir la fuerza gravitacional. Esto es acornpaíiado por la hipótesis 
adicional de que la n1étrica en espacio-tiempo no es plana co1no se supoue en la relati­
vidad especial, de modo que las trayectorias que siguen los cuerpos en caída libre en un 
campo gravitacional son simplen1ente las geodésicas de la métrica del espacio-tiempo. 
Así, los "observadores de fondo" (las geodésicas de la métrica del espacio-tiempo) au­
to1nática111cnte coinciden con lo que antes era percibido corno un 1novin1iento en un 
campo gravitacional, es decir, lo que se percibe como un campo gravitacional no es en 
realidad un campo, sino una desviación de la geometría plana del espacio-tiempo propio 
ele la relatividad especial. Como resultado, no hay una manera de describir la fuerza 
gravitacional, en lugar de ello la gravedad se entiende como un aspecto de la estruc-
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tura del espacio-tiempo. Aunque no tiene sentido hablar de una fuerza gravitacional 
absoluta, es posible hablar de la fuerza de gravedad relativa entre dos objetos cercanos 
y puede ser medida estudiando la aceleración relativa entre dos cuerpos en caída libre; 
esta aceleración está directamente relacionada con la curvatura del espacio-tiempo y 
la desviación de un campo vectorial a lo largo de una geodésica. 

En la Teoría General de la Relatividad no hay una restricción a p1"iori en la es­
tructura de variedad del espacio-tiempo. A diferencia de la relatividad especial, no se 
afirma que el espacio-tiempo tiene la estructura de IR4 con una métrica plana definida 
en él; ésta es una posibilidad que se manifiesta cuando no hay un campo gravitacional 
presente, pero no es la única. El marco de la relatividad general permite una métrica de 
Lorentz4 , 9ab, no necesariamente plana, de hecho, exige que el espacio-tiempo sea curvo 
en todas las situaciones en las que, físicamente, un campo gravitacional esté presente. 
Dacio que se permiten geodésicas curvas, resulta natural suponer que la estructura del 
espacio-tiempo es la de una variedad distinta a simplemente tomar IR4 • 

Por otro lado, en relatividad gene1·al las leyes de la física están gobernadas por dos 
pri nci pi os básicos: 
1) El principio general de covarianza, que establece que la métrica 9ab y todas las 
cantidades derivadas de ella son las únicas cantidades del espacio-tiempo que pueden 
aparecer eu las ccuacioucs de la física. 
2) Todas las ecuaciones deben reducirse a las ecuaciones satisfechas por la Teoría 
Especial de la Relatividad en el caso en el que la métrica 9ab es plana. 

Siguiendo el principio de Mach, en Teoría General de la Relatividad la geometría 
del espacio-tiempo está influenciada por la distribución de la materia en el universo. 
De este 1nodo, la métrica del espacio-tie1npo no sólo es una referencia en la que se 
establecen las leyes de la física, sino también una variable dinámica que responde al 
contenido de materia en el espacio-tiempo, como es el caso de la geometría del espacio­
tiempo que describe a la gravedad. 

Para deducir la ecuación que relaciona la geometría del espacio-tiempo y la distribu­
ción de 1nateria, se hace una comparación entre la gravedad newtoniana, representada 
por un potencial </>, y la relatividad general. Después de considerar la relación de la 
aceleración con el tensor de curvatura y con el potencial, además de la ecuación de 
Poisson, que relaciona a </> con la densidad de masa y, por lo tanto, con el tensor de 
energía-1nomento, se llega a la siguiente ecuación: 

1 
Rab - 2R9ab = BrrTab, (4.4) 

llamada la ecuación de Einstein, quien la dio a conocer en 1915. Tomando la traza de 
(4.4), se encuentra que R = -BrrT, de donde 

. 1 . . . 
Rab = 87r(Tab - 2Rgab). (4.5) 

--.-u-,-,-a-1_n_é_t-ri_c_a_s-·e-m-ir-ic_1_11_a_u_n_ia_n_a_c_o_1_1 _signos~ + + +en la diágonal cuando cs·aplicada a muí base 
ortononnal. ~ · · · ,.'·' 
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En resumen, la Teoría General de la Relatividad establece que el espacio-tiempo es 
una variedad M en la cual se define una métrica de Lorentz 9ah· La curvatura de 9ab 
está relacionada con la distribución de la materia en el espacio-tiempo por medio de la 
ecuación de Einstein. 

4.3 La Solución de Schwarzschild. 

Actualmente las pruebas cuantitativas de las predicciones que son consecuencia de la 
Teoría General de la Relatividad se reducen a aquéllas provistas por los campos gravita­
cionales que ocurren dentro de nustro Sistema Solar, donde pueden realizarse medicio­
nes precisas. Tomando en cuenta este hecho, resulta de particular interés determinar 
las soluciones a la ecuación de Einstein que corresponden a un campo gravitacional 
estático, exterior de un cuerpo esféricarnente simétrico, corno es el campo producido 
por el Sol. Este problema fue resuelto por primera vez por Karl Schwrzschild, quien 
en 1916 dio una solución exacta a la ecuación de Einstein en el vacío. 

En general, las predicciones de la Teoría General de la Relatividad tienden a coin­
cidir con las de la mecáuica newtoniana en los límites donde los campos son débiles, 
sin embargo, la solución de Schwarschild predice pequeñas diferencias cou la teoría de 
Newton para el movimiento de los planetas en el Sistema Solar (cu concreto, la prece­
sión del perihelio de Mercudo), además de la deftexión y el corrimiento al rojo de los 
rayos de luz, debidos a la presencia de cuerpos masivos. Estas predicciones han sido 
confirmadas con medidas precisas y, junto con las mediciones hechas a pulsares bina­
rios, constituyen la esencia de la evidencia cuantitativa en favor de la Teoría General 
de la Relatividad. 

Por otro lado, la solución Schwarschild tiene más consecuencias que las predicciones 
anteriores. Se sabe que los cuerpos suficientemente masivos (estrellas con una masa no 
mayor a unas cuantas veces la masa solar) no pueden mantenerse y sufren un colapso 
gravitaciona15 ; después de que el colapso de un cuerpo esférico ha ocurrido, la geometría 
del espacio-tiempo queda completamente descrita por la solución de Swarzschild, la cual 
plantea una singularidad en el espacio-tiempo asociada a la presencia de un hoyo negro. 

Se dice que un espacio-tiempo es estacionario si existe un grupo rnonoparamétrico 
de isometrías, cp1, cuyas órbitas son curvas tipo temporal, es decir, que para cada punto, 
la curva obtenida al ,•ariar el parámetro t es de tipo temporal. Otra manera de decir 
esto es que el espacio-tiempo tiene un campo de Killing ~ª 6 de tipo temporal. 

Un espacio-tiempo es estático si es estacionario y existe una hipersuperficie (de tipo 
espacial), L:, que es ortogonal a las órbitas de la isometría cp,. Esto puede entenderse 
como que existe una foliación del espacio-tiempo tal que las hojas (de tipo espacial) son 
ortogonales a la curva integral de~ª (de hecho, las hojas son ortogonales a~ª mismo). 

r;Para una descripción más detallada de este proceso puede consultarse D'Eath [l] 
6 \'cr apén<lict! D. 
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Como consecuencia del teorema de· Frobenius, en un espacio-tiempo estático el campo 
de Killing {;ª cumple con: · 

(4.6) 

Siguiendo las ideas planteadas en la demostración del teorema de rectificacion de 
coordenadas 7 , en un espacio-tiempo de cuatro ditnensiones podemos dar coordenadas 
locales de la siguiente manera: si.{;ª # O en E, entonces por cada punto en E pasa 
una única curva integral de {ª' de modo que podemos considerar a estos puntos corno 
condiciones iniciales del sistéma W = {;ª. De este modo, damos coordenadas locales 
(O, x 1 , x 2 , x 3 ) en E y a cada punto x = cp, (O, x 1 , x 2 , x 3 ) en una vecindad de E le asig­
namos. las coordenadas (:i:º, x 1 , x 2 , x 3 ) tales que xº = t. De este modo, cp, rnapea a la 
hoja E en otra hoja E, que también es ortogonal a {;ª. 

Figura 4.1: Curva temporal asociada a un campo de Killing {;ªestático. 

Analicemos ahora las restricciones que tenemos sobre la métrica, dadas las coor­
denadas anteriores. En un espacio-tiempo estacionario, como cpt(x) es un grupo de 
isometrías cuyo parámetro es precisamente la coordenada temporal, la métrica no de­
pende del tiempo. Si además agregarnos la condición de que el espacio-tiempo sea 
estático, esto nos lleva a que la expresión de la métrica no contenga términos cruzados 
que involucren al tiempo, pues {;ª es ortogonal a E. Así, podemos escribir a la inétrica 
de la siguiente manera: 

ds2 = -V2 dt2 + Lh1w(x1,x2 ,x3 )dx"dxnu, 

"" 
donde V 2 = V 2 (x1 ,x2 ,x3 ) =-{a{;ª. 

(4.7) 

De la ecuación anterior, observamos que el difeomorfisrno definido por t - -t (el 
mapeo que manda a cada punto en E, a un ·punto con las mismas coordenadas espa­
ciales en E_,) es una isometrfa, pues el único '7lemento que involucra al tiempo aparece 

7 Ver cnpítulo 1, sección 1.3, teorcrna 1.22 
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elevado al cuadrado, por lo que no se ve afectado por un cambio de signo. Así, además 
de la simetría en las traslaciones temporales, t --+ t+cte, que tienen los espacio-tiempos 
estacionarios, los espacio-tiempos estáticos son simétricos ante reflexiones temporales. 

Por otro lado, se dice que un espacio-tiempo es esféricame11te simétrico si su métrica 
se mantiene invariante ante rotaciones, es decir, las órbitas de un subgrupo del grupo 
de isometrías (isomorfo a S0(3)) son esferas de dimensión 2. En este caso, la métrica 
del espacio-tiempo induce una métrica en cada una de dichas esferas, la cual, debido 
a que existe una simetría rotacional, debe ser un múltiplo de la métrica en la esfera 
unitaria 8 2 , por lo que el área A de cada esfera caracteriza a la métrica inducida en 
ella. Introduzcamos la función r, definida por: 

(4.8) 

Así, para las coordenadas angulares (<P y O) de cada esfera, In métrica torna la forma 

(4.9) 

En un espacio euclideano plano, tridimensional, r corresponde al valor del radio de la 
esfera {A = 4cf>r2 ), sin embargo, en un espacio curvo no necesariamente sucede que r 
·sea la diatancia de una esfera a su centro, incluso no necesariamente se puede decir que 

. la superficie tenga centro. De cualquier inoclo, nos referimos a r como la "coordenada 
radial" de la esfera. 

Supongamos entonces un espacio-tiempo estático, esféricamente simétrico y cuyo 
campo de Killing est1itico, t;", es único. Notemos que, si t;" varía sobre una esfera 
arbitraria, entonces la curva integral de t;ª está sobre dicha superficie, así que podemos 
parametrizarla como una rotación, la cual es una isometría cuyo campo vectorial asocia­
do es ortogonal a la foliación que tenemos como consecuencia de que el espacio-tiempo 
sea estático. Sin embargo, la unicidad de t;ª implica que éste es el único campo vectorial 
para el que existe una foliación del espacio-tie1npo con hojas espaciales ortogonales n 
él, por lo que t;ª no debe variar sobre una esfera cualquiera, ciadas las condiciones que 
hemos impuesto, es decir, t;ª es invariante bajo isometrás rotacionales. De esto se sigue 
que la proyección de t;" sobre cada esfera es nula, es decir, t;ª es ortogonal a las esferas 
que son órbitas <le las isometrías rotacionales, por lo que deben estar completamente 
contenidas en las hojas :E,. Escogemos coordenadas en el espacio-tiempo del siguiente 
modo: en una hipersuperficie E = Et=O• escogemos una esfera y damos coordenadas 
angulares(</>, O) en ella. Como ya habían1os mencionado, la métrica en cada esfera es un 
múltiplo ele la métrica en 8 2 , así que "transportamos" las mismas coordenadas angu­
lares a otras esferas de E por medio de geodésicas ortogonales a dichas esferas. Damos 
entonces coordenadas (r, </>,O) en E, donde r especifica en qué esfera de E nos encon­
tramos, siempre que V' ar ~ O. Finalmente, de acuerdo a lo que habíamos planteado 
al principio de esta sección, tomamos (t, r, </>,O) como coordenadas del espacio-tiempo. 
Una vez hecho esto, la 111étrica de uu espacio-tie1npo estático, esférican1cntc sin1étrico 
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tiene la siguiente forma: 
:, J •. ~ _: - . : • :· - ;: ,. '. . • ¡ : ¡. -:- ' 

.. ·. ds2 =-f(r)dt2 +.h(r)dr2 +,r~dtf>2 .+r2 sin2 tf>cUJ2. (4.10) 

·Nos resta en~oliti-ar las funclo1;~s f(~·) y li(r). Pán~ hacer esto, podemos usar la ecuación 
de Einstein ( 4.4) en el .vacío (Tab ~ O =· Rab. = O), lo que nos remite a buscar una 

·expresión del .tensor de curvatura por'medio.del método de bases ortonormales 8 • 

Tomando en. cue.nta (4.10), int~odÜéimos la siguiente base ortonormal: 

(eo)~ 
(e1)a 
(e2)a 
(ea)a 

'J!(dt)a 
ht(dr)a 

- r(dtf>)a 
r sin</> (dO)a. (4.11) 

De acuerdo con· (A.27),. para conocer las 1-formas de conexión propias de esta base, 
necesitamos aplicar el operador 8,. a los elementos de la base y tomar la parte.anti­
simétriéa: 

Ba(eoh 

8a(e1)b 
.. 8a(e2)b 

. a,.(ea)• 

¡!(dt),.(dt)b + ~¡-! f'(dr),.(dt)b => 8¡a(eo)b1 = ~f"":~f'(dr)ra(dt)bl 
~h-Íh'(dr)a(dr)b = i}¡a(e¡)bl =O . . ..... '.'.'. ;;• ,: 
(dr)a(dtf>)b + r(dtf>)a(dtf>)b => 8¡a(é2)b)= (dr)¡.i(dtf>)i,(• . 
sin <P (dr),.(dO)b + r cos <P (dtf>),.(dO)b + r sin</> (dO);,(dO)¡;: 

8¡,.(ea)b1 =sin <P (d1·)ra(<LO)b1 + r cos tf> (d<Í>)1~.(dO)i.1".¿! ••:.:, , i - (4.12) 

.. Por (A.27), tomando en cuenta (A.7) y (A.9): 
"¡ 

8 Vcr apéndice A. 
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(4.16) 

Tomando en cuenta que Wa¡w = (e,.)b'V' a (e,,)b, podemos pensar que la 1-forma de cone­
xión w 01.,, nos da el valor del cambio de (e,,)b en la dirección de (c,.)b. En este sentido, 
dado el planteamiento de Ja base en (4.11) y la forma de la métrica en (4.10), el cambio 
en Jos vectores angulares (e2)ª y (e3 )ª se realiza dentro de una hoja E 10 fija, por lo que 
no tiene componente en la dirección temporal (e0 )ª y tiene sentido considerar: 

Wb02 = Wb03 = 0, (4.17) 

de donde (4.13) toma la forma: 

,~J~:.J'.~cL.':),!a(~9bJ~~/~~.(dr)[aWb]Ol •. 

lo que nos lleva a propo~;er x~·· 

· .. · .. :.'. ~j~~~:iii:,~z:~~;~~~·~,t:'t~~fdr).b . 
Sustituyend~ ( 4.Ú). ~~\~ 94h}~;;,:¡t?~';'i)', /,,:,{ .• .. · .. ··• 

O = aif• (dt)[á,(dr)b]+r(d</>)[~Wb]I2 + r sin</> (dO)[aWbJta, 

(4.18) 

por lo que °'t =O. En el ~~ci~~J§i/j;:~¡,1;•,~~bemos por (4.11) que la expresión de los 
vectores angulares involucra íi:;Ja:c·oorderíaéla radial, al igual que cierta relación entre 
las coordenadas angulares mismás;:así..que tomamos: · 

(4.19) 

(4.20) 

Haciendo la S;tstiti'iciÓil de'\:wí.ií2· ~-º x'de ~btd-~n (4.15): 

(dr)¡a(d</>)b; . = ··• _:.'Q;2~l(~;;;~C~;s1·J;~l(dr)¡;.(do)b] + r sin <t>'(dO)[aWb]23 

~ w:: ; =.<·.0~:.1t~·i)]/<~.~."jf :~-~~mº)?· ··: . · · , 
., «:· '. ~ , 

Por último, al sustituir:eil.(4j6)/Uegárnos a:- .· , 

·, .. · .... _ }l:·2:~·~·,[::~4··e,;;.*Ws;~·i:is = -cos<f>. · 

Así, las expresiou~ d~ i~ Horm~ el~ .cone~ión son: 
·'· : .. ! ·.· ·.; ':·":;':.'· ·.,·,' . < '' •• 

Wt,02 -~~~; = Ü··. 
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WbOt 
1 J' (dt) 2 (fh)Í b 

-1i-?. (d</>)b 
-h-l sin <f>(dO)b 
- cos </> (dO)b. (4.21) 

De (A.13), r~cordando é¡úc para;el tenso~ de Riemann se cumple que R.bcd = -Ro.Me, 
tenemos·que: · ·" .. , · · · · · 

.+ 
-R.;blO = (V'aWbO¡,:;-:- v~t...ci1) f (Lcwa:CKlwbOl - WbQ0Wao1) 

(wa10Wli11 - ÍU1'10Wat1) '+'.(w~2~Wb2i:·:.:,. w,,':i0Wa21) .+(waa0Wb31 - Wb30Wa31)) ' >·:· \''' ; (4.22) 

De igual mÓdo se 
O, 1, 2, 3): 

RabO:i 
Rábo3 
R.bt2 

Rabt3 

Rab23 

-.. _ ; : ., . ·~·,· ~·· ._' ·,. :.. . ·.·--: . '' ; : _' _ .. \ -. ·- ·-: - .. 

:_;_n.b20 = J~•1t-::;.1 J'(d<P)[a(dt)b1 ,·, ; 
;._R.bao',;,:¡-l1t-1 /'sin",¡, (dO)[a(dt)b1, 
-'R.b21 = 1i-~h'(dr)[a(d<P)b)';· . 
-R.ba1 =sin</> h-~h'(dr)[a(dO)b¡, 
-R.ba2 = 2(1 - h-1) sin</> (d<f>)[a(dO)b1. 

(4.23)' 

.o,µ·= 

(4.24) 

Las componentes del tensor de Ricci se obtienen entonces usando (A.17), una vez que 
se han hecho las proyecciones de (4.24) en las direcciones correspondientes. Igualando 
Jos coeficientes de Ricci a cero, encontramos la ecuación de Einstein en el vacío, para 
un espacio-tiempo estático y esféricamente simétrico: 

RJrn + m20 + llJao 

~(!h)-Í(:rf' (fh)-í) + (rfh)- 1
/', (4.25) 

O= R 11 = (4.26) 

. (4.27) 
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Además, R 33 = R 22 y las componentes fuera de la diagonal se anulan. Sumando (4.25) 
y (4.26), vemos que: 

(4.28) 

donde J\ es una constante. Haciendo un r::~:r~i'riÍei{to cn- lá coordenada temporal, 
t-+ f(it, podemos tomar J\ = l. Sustituyendci .. (4.28) én (4.27), llegamos a: 

.· ~·. ~1;5j:j,¡'.~íL 
=> dr(rf)=:l=dr 

'd < ', 

-<7-i-··>= o dr- ·· , 
=>'. "··:rf-.r=·c~·.: ·,. 

e 
J=l+-:;:, (4.29) 

! . _;- .. ' - . ..-," . · .. ··. : ·> ' - .,.., ·,, :- -.... ' ·-· . _·. ¡- . : ·: 

donde C. es una cons~ante. La expresión de!:=·¡. .;=.i+~ !"~uéh•e las'eéuáciones (4_.25)­
(4.27), por lo que.hetiios encontrado la solución genérala la' ecuación 'de_ Einstein en el 
vacío para un espacio-tiempo estático y esféricamente simétrico.: Sustituyendo (4.29) 

. en (4.10), tenemos una expresión precisa para la métriéa, d3:da por: · 

· -· e e -1 · · . •·· ·· . 

ds2 = -( 1 + r) dt2 + ( 1 + r) dr2 + 1·
2 dc/J2 + r 2 sin2 <P d02 

' (4.30) 

la• cual se conoce como la métrica de Schwarzschild. Notemos que, si r --+ oo, las 
componentes de la métrica tienden a ser las de la 1nétrica de Minkowsky. Esto nos 
permite interpretar a la métrica de Schwarzschild como aquélla asociada al exterior del 
campo gravitacional generado por un cuerpo aislado. El significado de la constante C 
se obtiene por medio de una comparación entre el comportamiento de una carga de 
prueba cuando el campo gravitacional es débil (r--+ oo) y el de una carga de prueba en 
un campo newtoniano el resultado de esta comparación es que la carga de prueba con 
parámetro C en la solución de Schwarzschild se comporta como una carga de prueba 
en el potencial newtoniano con masa Jlf = -2c => C = -21\f. Escribimos entonces la 
métrica en su forma final: 

ds2 = -( 1 -
2~f)dt2 + ( 1 -

2~f)- 1 dr2 + r 2 d<fi2 + r 2 sin2 <fid02
• (4.31) 

De esta expresión podemos observar que la solución de Schwarzschild tiene dos singu­
laridades: en r = 21\f y en r = O. La primera de ellas resulta ser. una singularidad 
debida a las coordenadas que tomamos, es decir, que para r = 21\f, la hipótesis ele 
que Y'ar # O deja de cu111plirse. En este caso, el problema se resuelve tomando un 
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cambio d; co~~denadas, ;n é~ncreto, se t~n~an l:.S Bi..mi..ctas coordenadas de Eddington 
Finkelstei11 ¡)ara:_1a·geciinetría de.'Schwarzschild;:(v, r, </>,O), donde 

En tales coord~náda5 la ;nétrii::a de "séhwar~schlld torn·a la forma: 

..• :~s2 :: 2 (i ...:. 2~1 )dv2 + ~d?clr ~ •;2 d<f>2 +r2 sin2 </> d02 • 

(4.32) 

(4.33) 

Por otro lado, cuando r = O, tenernos una singularidad real relacionad.a con la forma­
ción de un hoyo negro; una vez que se tiene esto en menie, el radio r =·2/11 cobra un· 
nuevo significado ya que este valor de r asigna una superficie nula conocida como el 
horizonte del hoyo negm que corresponde a aquélla a partir de la cual tanto los rayos 
de luz como las partículas quedan atrapadas en el hoyo negro. 

4.4 Mecánica de Hoyos Negros. 

En términos físicos, un hoyo negro es una región del espacio-tiempo donde Ja gravedad 
es tan fuerte que nada, ni siquiera la luz, puede escapar y a su frontera se Je conoce como 
horizonte. Como ya habíamos mencionado, un cuerpo suficientemente masivo tiende a 
sufrir un colapso gravitacional, produciendo una singularidad en el espacio-tiempo que 
está asociada a un hoyo negro como producto final del colapso". 

La teoría de Jos hoyos negros en relatividad general clásica'º se desarrolló a finales 
de la decada de los 60 y principios de Jos 70, obteniéndose diversos resultados notables. 
Uno de ellos, probado por Penrose, se refiere a la noción que de que la energía de un 
hoyo negro no necesariamente se pierde si éste tiene momento angular. La idea de 
Penrose es inyectar una partícula tangente al horizonte de un hoyo negro de manera 
que ésta se parte en dos nuevas partículas, una de las cuales cae en el hoyo, mientras 
que la otra escapa con una energía tnayor a Ja que tenía la partícula original. El efecto 
neto es una extracción de Ja energía rotacional del hoyo, junto con una correspondiente 
dis1ninución en su ntasa y morncnto angular. 

M1ís tarde, Demetrios Christodoulou determinó que Ja eficiencia del proceso descrito 
por Penrose está limitada por una cantidad que no puede decrecer y que está en función 
de Ja masa y del momento angular; poco después Stephen Hawking mostró que la 
cantidad que no puede decrecer en la interacción de un hoyo negro con su exterior es 
precisamente el área del horizonte. Los rnsultados anteriores tienen una fuerte similitud 
con la segunda ley de la tennodinúmica, la cual establece que en cualquier proceso físico 
el total de la entropía de la materia en el universo no puede decrecer. Tomando en 

9 A la idea <le que una singularidad en t!l espacio-tiempo shnpre deba aparecer como un hoyo 
negro se couocc corno la conjetura de la censt.un cósmica, que "prohibe" que aparezcan singularidades 
uc1csrmdas11

, "vistiéndolas" con un hoyo negro y su respectivo horizonte. 
IDEs decir, no cuántica. 
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· cuenta esta similitud, se desarrollaron leyes de la mecánica de hoyos negros análogas 
·a cada una de las leyes de la termodinámica en las que la masa del hoyo negro 111, la 
, gravedad superficial ,;, en su horizonte y el área del horizonte A desempeñan papeles 
equivalentes a los de la energía E, la temperatura T y la entropía S de un sistema 

. termodinámico. 
Inicialmente se pensó que la fuerte similitud entre las leyes de la termodinámica y 

las leyes de la mecánica de hoyos negros eran de caracter puramente formal, puesto que 
de manera clásica, por la definición misma de los hoyos negros, resultaba contradicto­
rio asociarles cantidades termodinámicas. Sin embargo, utilizando mecánica cuántica, 
Hawking demostró que las fluctuaciones del vacío permiten afirmar que un hoyo negro 
emite energía independientemente de que tenga momento angular o no y por lo tanto 
es posible asignarle una temperatura. 

Ciertainente, la deduccióu las leyes de la mecamca de hoyos negros tienen un 
carácter más geométrico que físico y se denmestran a partir de la suposición de diversas 
simetrías en el espacio-tiempo. Por lo general, se considera un hoyo negro estacionario 
(el caso estático es atm 1mís sencillo) y a partir de las propiedades de campos de Killing, 
se definen determinadas cantidades a las que después se les asocia un significado físico 
preciso. Así, la función ,;, puede definirse eu términos de un campo de Killing t;ª y del 
operador de derivada covariantc compatible con la 1nétrica: 

(4.34) 

Mediante distintas manipulaciones, es posible encontrar una expresión de ¡.;, en la que 
es fácil interpretarla como la gravedad superficial. Una vez hecho esto, haciendo uso 
de diversas propiedades, se demuestra la ley cero de la mecánica de hoyos negros, que 
establede que ,;, es constante cu el horizonte de un hoyo negro estacionario, del mismo 
modo que la ley cero de la termodinámica dice que la temperatura es uniforme en un 
sistema en equilibrio térmico. 

De igual manera, se encuentra que la masa de un hoyo negro está dada en función 
del tensor de energía momento, el área del horizonte del hoyo negro y el momento 
angular del mismo. A partir de esto se puede deducir una forma diferencial de la 
masa que involucra a los dos términos anteriores y que constituye la primera ley de 
la meccinica de hoyos negros, análoga a la primera ley de la termodinámica (ver tabla 
4.1). 

En 1993 Robert Wald realizó una nueva deducción de la primera ley de la mecánica 
de hoyos negros que ilustra el empleo de los conceptos revisados a lo largo de este 
trabajo. 

La idea es utilizar una formulación lagrangiana de la Teoría General de la Relati­
vidad en la que se estudia a un hoyo negro con perturbaciones cercanas a un estado 
estacionario. Tomando un campo de Killing t;" normal al horizonte E y suponiendo 
invarianza del lagrangiano L ante isomorfismos (en particular L es invariante ante la 
acción del grupo monoparamétrico asociado a t;ª), se puede hacer uso del teorema de 
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CONTEXTO 

Tcrn1odinán1ica 
T ,es constante en todo un cncr­
Po·~ que se~ ellcuC1

1

1tra .Cll equilibrio 
· ~é~~i.~o. r'.t':~ /:"·.: .. · :-~· ·<.- .:-;, .. ~.' ·_. . 
.dE::,, TdS+ términos' de trabajo 

dS ~·· O é1í 'c~aJq~ieÍ- p~oceso 
-.. •'•'' ~;<.'. ~ . \;·; :- f .¡i~;: ·:. ·)~,~;· ;': ;' -~ - <·'::./: _:.'.; .- ."· 

Hoyos Negros 
,.., es constante sobre el horizonte de 
un hoyo negro estacionario 

dM = ¡¡\¡-t<dA+ términos de 1nomen­
to angular 
dA ~ O en cualquier proceso 

Tabla14;1: CoÍn¡mracióri,enÚe;la.5 leyes de la mecánica de hoyos negros y la term<>'­
dinámiCa·-{ :~ .. ,•¿.,_: '1:;,s.;·>r.>>·-;-r_: J;:< :/~::_~J.-~ ,:~-(:"t::'; ~~: ~:'"·. 

_"'.>·- ;-;.~ .:-.,.~~:'---~-· '~:::Z-''.·-;~{..:.·~ .. -.::;1:.'.i:' .:·; .•.• -",_,_,_.:~--~; , 

· Noether11 y eii~oiltrá:r. é1'itoi1'c~s'una cantidad conservada Q, también llamada carga de 
Noether'.· Haeieildo'uso de<las.imetría- estacionaria, de que eª se anula eri E y de la 
reláción eritre ~~' y'la gra'1ed_ad sitperficinl k dada por ( 4.34), se encuentra la siguiente 
cxpresión'dé laprimeraley.de·Jamecánica de los hoyos negros: .. ,., 

.. ·· ... ~· .::, : ~ ~ ·, 
(i 

donde 

ó.4.=2rr.lQ; (4.36) 

y óe y n't;>óJc1,¡ son términos asociados a In energía y el momento angular generalizados, 
respectivamente. 

Esta deducción tiene la ventaja de dnr una expresión precisa del área del horizonte 
del hoyo negro en términos de la carga de Noether y, más aún, la carga de Noether 
está dada como una una cantidad geométrica intrínseca al hoyo negro, independiente 
de los catnpos que aparecen en el lagrangiano. 

11 Ver sección 3.3 



Apéndice A 

El Método de Bases Ortonormales 
para Calcular la Curvatura 

Para resolver la ecuación de Einstein es necesario conocer la expresión del tensor de 
curvatura en términos de la métrica del espacio-tiempo. Muchas veces es conveniente 
calcular la curvatura por medio de una base ortmlormal ya que este método no sólo 
puede resultar menos laborioso que otros, sino que incluso permite encontrar el tensor 
de Riemann aunque no se tenga una expresión precisa de la métrica y/o su opera­
dor de derivada covariante asociado, además de que suele requerir cálculos que son 
relativamente sencillos. 

Consideremos el espacio-tiempo de dimensión n y tomemos entonces una base or­
tonormal de campos vectoriales suaves {(e,.)ª}, 

donde 

(c,.)ª(e.,)a = 77µv, 

77,.., = { ~l si 
si 

w#v 
JL =V 

(A.1) 

µ, v = 1, ... , n. Si consideramos a 7/¡w como las entradas de una ~~t~iz :de-~ x n, 
entonces la inversa ele esta matriz es ella misma, por lo que. 77"" =. 77,.., •. Los. íri.dices 
griegos indican qué vector de la base estamos tomando y los índices latinos' indican el 
tipo de tensor, de acuerdo con la convención que estamos siguiendo1• En el ·caso· n ='= 4 
y a veces también en contextos más generales, a la base {(e,,)ª} se le. conoce como 
tétrada y al método que estamos desarrollando se le llama el método ·d.é 'iétra.das. •;.:·.' 

Noternos que: ' '.)··" .,, .. - ,:~.~·:~ ,··:·i:· ·-¡~;--

L 7¡'"'t/uv(e,.)ª = (eu)ª = óí:(eu)b,' ···" · ',";.,• 
11.,v .'-_._,_- :' ··.·,-

donde óg puede verse como el mapeo identidad cntrc,vec.to~e,~:' Á~,e~~.~~;\~·b;togo-
1 Ver \Vald (JO). capítulo 2. 
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ualidad, tenemos. (ev)b(e.,)b = 1/ai•i de donde 

LT/Í'"(e,.)"(~.,)b(ea)b 
··' .µ,v _\· ···~ 

=?.. (:E r¡''¡,(~,.)"(e.,)b)(ea)b 
.ll.1~-;:.·· >,'· .• , .• · .·' : . 

"* E ~, . .;<e,.)"<c.,)b .s;:. (A.2) 

El método d~. tétradas, se b1Ís3. en ·considerar una base ortonormal. y, a partir de 
esto,. buscár expresiones: eqÜivaléntes . a, los' siguientes. tres puntos. clav_es en la relación 
entre la'curvátura'y'la'métricá:';"én té~¡;:.inos de.la base: . " ' ,_,:¡ •;.' . ;é 
•)Tomamos un operador.de derivada_covariante V" compatible con la 1nétrica, es decir, 

. . '.~;~ ·:::t·-~~--.... :·;}- ·"··:· . ,_ ·,. ·' : . . ~ /-:~·: : .. . -. ·' ·-·· 

.:· 'V a9b~ = O. {A'.3) 

ii) Como V.,.es un (,¡;erado~- de derivada covariante {independientemente de que sea o 
no compatible.coó fa'inéfrica), cumple con cinco propiedades, a saber: es un operador 

· lineal, que sigtu{lá·~·cgla'de Leib1iiz, que conmuta c_on las contracciones, que es consis­
tente ccni·la ncicióii de:taíígc11Cia de los campos vectoriales, es decir,- que 'V f E !T y.'Vv" 
can1po vcCtoriaf~\~~·:)ii:P:-.~ 'l;,;:~ · : -~-·:- . . . 

ú;:.:-_:··;r;;· ... ;'.:-'f:.;··' 
':-d¡;_·<> v(f)=v"'V.,J~·. (AA) 

Además, V" e~ llure'de tÜrsión, lo que quiere decir que V f E 3'", 

(A .. 5) 

Justamente no~ Í~te~~sa expresar esta última c~udiclón' por m~dio de la base ortonor­
innl. - · - - · · · - · · · · -

iii) El tensor de Riemanii'está relacionado con "'7., por-la ecuación 
, , d ' ' 

'V., 'VbWc - 'Vb'VaWc =_R.,b(,Wd 1 · (A.6) 

donde wd es un vector dual. 

Definiri1os las 1'.:forinas de conexión, w.,µ~, como: '· 

.-.. , w .. ,,.,· = (e,.)b'\i .. (e~)b '.' 
Las componentc5 w~~~ de Waµv se conocen comó"l()S coeficientes de rotación' deRicci y 
est1ín dados· por la p1:oyección de w .. ¡,., sobre (e~)ª::: . '' · · 

w~¡,v = (e~)~(e,.)b'V a(e.,)b. (A.8) 

Mediante_ la regla de Leibniz y la ortonorinalidad de Ía base {(e1;)ª}; notemos que: 

:·.. \7a(~~)b_(~v)b .. ~·~ªiJ~:~··'· :~>"- "" 
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<=> (e,,)6 Va(e,,)~ + (e,,j¿Va(e,,)¡, ~ 
<=> Waµv ==' -(e.,)bVa(e,.t =,-c:(e.;)b V096°(e;..)~' =• 
<=> w.,,.,,+ ,(e.,)•V .,(e,.)c =e Wa~~+ w.,,,,,: . 

o ' : 
~(e,,)wlx:V.(e,,)c ~ (e,,)b(e,,)c V .,gbc 
...:..(e".)b{e~).V ;¡gb•. 

Por lo tarito;:lacondición . 
:_ ,¡ ~. ' . 

(A~9) 

. es -~quivalente a la co~diciÓn V a9bc ~ Va9bc ,;, O: De e8te modo hem~s encontrado una 
. manera de expresar el hecho de que el 'operador' V~ es compatibleccon la métrica (el 
puntó (i")) en' términos de Ja base ortonormál. ·· 

¡:>or. otro lado, las componentes del tensor de Riemann en términos de {(e,,)º} se 
obtienen aplicando R~6c a"(é~)d y" proyectando sobre los vectores' dé la base:·' 

(A.10) 

Usando Ja regla de·Leibniz; tenemos que 

v .. {(e,,)•vb(e,;)c} 
=> · (e,,)•v~Vb(e,,)c 

(e,.)"v .. vb(e,,). + ¡v~(~~)·1[v~(..;,,).] 
Va{(e,,)°Vb(e,,)cL:{[ya:(c,1,)~)(Vb(e"'.)~J- (A.11) 

Además, por (A~2), . . . . ·.·~ . . 

(Va(e,,)1)ó/(Vb{~.,)c) ·.· 
L 77"P[Va(e;.)f)(e0 )•(ep)¡(Vb(e,,)c] 

··~~ .. .s,;J~ptEl~D~'.·~;~;:_;;~:'.);, · 
o,/J:-:\;- ,/,(;.,:·- >-:··\:- f·',·" 

. : -·- , .. ·> .. ··.~·~ .. -.: .. -:_-·-··--:·-~;:· .. '~~ .. z ... \;,~-~·y,··::·-.~;:::,_.:.· '.-.j ·. i_ -
Haciendo un desarrolló siínÍlár pára '(~,.)•Vi;V:(~i).:y·¿ustitu'ye~do en (A.10) llegamos 

., R-w ~ (o,)"(e,)¡i¡~~~~1~~¡l}~~~ZYI.i¿¿_ -w~,w.-ll. (A.'3) 

Ahora bien,· tomando"en",-cüéiíta .1a·'reglaide··.Léibniz-y la ortonormalidad, observamos 
q~e: .:. ~~ .:·;/: ::/.:>~ :~;-.. ~, e~¡'.-~_:f~,s·,:!·:i~.t>~'.~·~;-~;~:á<,l!, ;; \~·./;>:·1~ ,.-). ·, 

(A.12) 

. :,V ~(~")b1LJ~t,,•··;:ic .. i(~;;)~v~~6,¡,;:-¡- (V~(e .. ) 6)wb,.,, 
=> (e.;.) 6V¡tllbµ~ .· "= Va(e;..) 6tvbµ.;- (V0 (ea)6)wbµv = V 0 Waµv - [Va(ea)6)wbµv 
=> (ep)º(e.,:)6V;.wi;¡¡., - (ep)ªVawa,;;; - (ep)ª[Va(ea) 6]wbµv 

(ep)ªV0:1:"aiui - (ep)ª[Va(ea) 1Jó}wb¡w 
(cp)ª\7aw.;,..,- L 17"1l(ep)ª(Va(ea)1J(eu) 6(ep)¡wbµv 

o,/J 
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(ep)ªV aWuµv - L r¡ª11 (ep)ª(ea)bWafiuWbµv 
n,fl 

(ep)ªV aWuµv - L r¡"'11wp¡¡uW0 µµ. 

n,fl 

(A.14) 

Procediendo de igUal manera con (ep)ª(e.,)b"17bwaµv, sustituyendo en (A.13) y haciendo 
el resto de lásproyecciones, obtenemos la expresión del tensor de Rlemann en términos 
de los coeficientes de rotación de Ricci: . ' . .'•.• 

'iif'Uµ~,,=} (e~)ª'V;,w.,,.,, - (e.,.rvaiu~;~~ . 
- L r¡ºfl{wppµWaov,~,ÍpaiJµWp~v·¿-;,iwpPuWoµv.:· WappWoµv} · 

n,fl 

(A.15) 

Por (A.4),· para cualesquiera dos operadores de derivada .. covariant~ 'V 0 y Va, se cumple: 

vª'V.f = v(f) = vªVaf 
=> 'Vaf =Va/, (A.16) 

es decir, los operadores covariantes coinciden cuando tenemos campos escalares. Dado 
que Wuµv y Wp¡w son escalares, podemos sustituir el operador de derivada covariante 
por una derivada ordinaria ºª' lo que nos permite calcular el tensor de curvatura por 
medio de (A.15). Las componentes del tensor de Ricci se calculan entonces usando la 
fórmula: 

Rpµ = L r¡ª" Rpcrµv . (A.17) 
<T,V 

La ecuac10n (A.15) nos permite expresar el. punto (iii'). Lo que nos resta ahora es 
· buscar una condición equivalente al hecho de,.cíue. V 0 es libre de .torsión . 

. Tomemos un vector dual wb y consider~mos la ~iferencia Va(ÍW,b) -:- 'V aUwb)· Por 

lo <eglo do L:~~;~ (~;~;;~;i•m]~¡;~L~t~~k~~~~~;';L. (Al8) 

Ahora consideremos un vector.dual wí,,cuyó' :Valor:er8fn·}~nfci·dado x 0 coincide con el 

valor de wb. Usando una versión del lema 1.15.p'ar~;.v~i!tori;-~··d~~les, como wbl,,. = wí,L,
0

, 

sabemos que existen funciones suaves Jc0)· qu~ se·.anulan en ·.xo y campos vectoriales 
duales suaves ui">, tales que: . . ·. ,:.·,. ' ' . 

. n···,-··· 

wí,- Wb,;,: LÍCa)?L~n>·. 
a=l 
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Entonces, por (A.IS), tenemos que en .el punto x 0 se cumple: 

(A.19) 

pues fco.i = O en x 0 • Por lo tanto, 
- . . -~·~ ·' ', 

(V a - 'i1 a)wí, = (V a - .V a)Wb, (A.20) 
' ' ' 

así que la diferencia ('Vd- 'i1 a)Wb SÓ}O depende del valor,de Wb en Xo> Como consecuencia 
de esto, (V a - 'i1 a) define un mapeo lineal que manda vectores du,álcs.Cn Xo a tensores 
de tipo (O, 2) en x 0 , es decir, (V0 - 'ila) puede ser,.vistocomo.uu tensor de tipo (l, 2) 
en Xo, que se denota COmO C:¡

6
, y , . ''' ·.~¿· . . 

(A.21) 

En el caso en que el operador Va es igual a la ~~riv~cl~ or~i~ari'.~:·a~\-eJª ,;;, D~J,'C:;~ se 
denota como r~6 y se llama sín~bolo de. Christ()lfel ... ~·.Tomemos:w6 >;= V 6f = _'i16f, por 
(A.21) y el hecho de qu(! 'i1 a y "?a 5()11 librcsde,tors_ióni ve~os que: · · · 

. c:;¿vcf=Vª~.rf~~t?J{:.~;=:~~~g,-::~Jª~:=;,.~~~~: ~':~ .~.:(A,22> 

;::,:~ ~::!~, '.8"\':tr.;2~:r{~t6!~~~~~o ~j;j;:~:·;"•;I~:~~;:~ . 
Observemos la siguiente consecuellc!ia: dé lá,ortoiJ¿r~~Úclacl: , . · . ··;~·. . 

( )

b :" :·':.···"( "')~·:'{·,: <1•~.,:•">·<t'·'.:: ' .,, <:. <. s: ·. 
ep)ªwa.\u - (e;.. WbP,, =' ·: e;.. .wb,;p c-(e,;)ª_w0 ".,;..·',,·•< :•,:.·:;. : · 

.~· . <4~>6:'(~1':":1.7P';~~i~)_/,.(e~)}(§.i:~~.\µ Wairv} 

¿ 1-r 1/pµ < e;..)6w""., """' E 11;"'11¡µ < ep)ª;t!lª"" 
µ,v :.--.·'. -_.-:~ , ->· :~>· ~-·~/;..:·· '/:.;.:;: ,.-:~;:(,:-:.~~" . L r¡µ" {1/p1,(e,\) 6uÍbu~ .;- 1];..µ(ep)ªwauv} 

•'; .,, •'', - - ·;· - ... , ., 
µ,v .-. - ·----. - ·. ·. -~--.·.· --. -

. L if" {(ep)ª(e1,)~(e;..)6ui/;.,v .:.:.. (~;..)b(eµ)b(ep)ªwauv} 
µ,v 

L 1¡'"'(cp)ª(e;..)b{(e,;)awbu., - (eµ)b~auv} 
¡i,v 
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{epr(e.>.)b L 7Jµ"{(eµ)aWbav - (e,,)bwaav}. 
µ,~ 

(A.24) 

Por definición de las 1-formas de conexión, (ep)ªwaM-: (e.>.)bwbpa = ( ep)ª(e.>.)b {Vª (ea )b­
V b(ea )a} de modo que, sustituyendo' en .(A.24); tenemos: 

(eµ)ª(e.>.)b{Va(ea)b - Vb(ea)a} = (ep)ª(e.>.)b L 1¡""{(e1,)awba., - (eµ)bWaav}. 
µ,v 

Por lo tanto, 

(A.25) 

Usando la notación para tensores antisi~étricos, ~oderi.os escribÍr esfa última ecuac.ión 
como: 

~. . ... : .. ,:"_: .:· ''-.: . ··:--' . ·: :·.= 

~¡a(ea)bJ =E 1,'l'~(eµ)¡aW~Jav. (A.:i6) 

y por (A.23), llegamos a.: 
. ·~ 

(A.27) 

es decir, (A.27)~ coriseéucncl~ de'(A.5). Recípr~~amente, si para la base {(e,,)ª} 
'exigimos· Ja condición de -que se cumpla la_ ecÍJacion (A.27), entonces, por (A.26), se 
tiene: · ·. ,-:,·;. - · ' ··- - -"-· -

. > -- -. ••_ v(~ (f JL;~)}J::: ~)~'c~")bJ -. 
=> V ,¡(e.,.)¡; ....::yb(é;,.)~'f;,:/ 8a(e.,.)b :- 8b(e.,.)a, 

• ; ;· .:': -~.:{. ~::'.fc~:tt~·~:t~··.~--·>;:.~ ~ ._';_,;· _' ,-. ' 
pero, por (A.21), V~(ea)b ,;;;(J .. (~;,)f'.:E;:r~i(€~}~;/cle'<lo~de 

=> .·:t~1~::~~~,\~~;.;í~:fü~: .= o 

. --- >~:~,(. ~··?(~s,~'.;~)t-~~·"·: 
En particular, si tomamos Wc = Vcf;'cútonces:. ,-

• :> •· ' •• , '. j- · .. 

. :r~b~~Y- ri;..vd 
=> DaVbf_;_~V.;V1J.:: '8bV.;J:...VbVaf 
=> VaVbf V;,v,;¡. 
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Por .lo tanto, para una base ortonormal {(eµ)ª}, la condición dada por la ecuac1on 
(A.27) es equivalente a que V' a sea libre de torsión. Esto significa que hemos encontra­
do una expresión equivalente al punto {ii), lo cual completa el desarrollo del método 
de bases ortonormales. 

Para calcular la curvatura por el 1nétodo de tétradas, se define una base ortonorn1al 
{(eµ)ª} y se imponen como condiciones las ecuaciones (A.9), (A.15) y (A.27). Por 
h"iedio de (A.27) se determinan las 1-formas de conexión y se sustituyen en {A.15), lo 
que da el tensor de curvatura. Notemos que este método no requiere que conozcamos 
la expresión precisa de la métrica o del operador de derivada covariante asociado a ella, 
de hecho, el método mismo sirve para encontrar una expresión de la métrica, dadas 
ciertas condiciones. 



Apéndice B 

Teorema de Frobenius (versión 
dual) y Campos de Killing 

B.1 Formas Diferenciales y el Teorema de Frobe­
nius 

Definición B.1 Sea 111 una variedad de dimensión m. Una p-forma diferencial es 
un tensor de tipo (O, p) completainente antisimétrico, de manera que wa, ... a, es una 
p-fonna si: 

Wa 1 ... u,. = W[u1 ... a,.] • (B.l) 

Para el caso p = O, una O-forma es simplemente un tensor de tipo {O, O), es decir, 
una función diferenciable f: llf - IR E !F{llI). Si p = 1, una 1-forma es sencillamente 
un vector dual, o covector, w 0 (w : V - IR). Denotamos el espacio vectorial de ¡>­
formas en un punto x por A~ y a la colección de campos de p-formas por J\P. Si 
tomamos el producto tensorial de una p-forma w 01 ••• 0 • y una q-forma ub, ... b., obtenemos 
un tensor de tipo {O, p + q), el cual no necesariamente es completamente antisimétrico, 
así que no necesariamente es una {p+q)-forma. Sin embargo, podemos tomar la parte 
antisiinétrica de wa, ···ª• ub, ... bq y definir el siguiente 1napeo: 

A: A~ x A~ -
{Wa1 ... a,., Ub 1 ... b.,) ~ 

Definimos el espacio vectorial de . todas' las formas diferenciales en x .como la suma 
directa de A~, p = O, ... , m. ·. . .· ··.;·: ; . · :. · · · 

Si tenemos un operador de derivada' c.crvariailte _V 0 , . podemos definir el. sigÍ1iente 
mapeo suave: 

· (B.2) 
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' ,, ': ·: . '~~; :·: .. . 

Tomemos ahora al operador,',V a y. definamos ,un· mapéo. de manera similar: 
:.- ( ~ 

Para ver qué tanto l::~eré1>~ft:~:~~:nnri~~g~~~¡~lª~~mar la siguiente diferencia: 

(B.3) 

pues c:;b es un tensor simétrico en a· y b 1. ·'Por'. I~ ~~n¡o: el mápeo (B.2) no depende 
del operador de derivada covariante; es decir;·está bien definido sin que sea necesario 
tomar un operador preferencial. Se suele den·otár"ar'operador v. co'mo d y se puede 
utilizar al gradiente ªª para calcular el mapeo anterior. 

Sea fví una variedad de dimensión de dimensión m. Frecuentemente nos encon­
tramos con el siguiente problema: en cada punto x E 111 tenemos un subespacio 
'.D,, e T,,llf, dim'.D,, = n < m. El subespacio debe variar suavemente junto con x 
en el sentido de que, para cada x E llf, podemos encontrar uua vecindad abierta U 
de x tal que, en U, 'D,, es generado por n campos vectoriales suaves evaluados en x. 
Denotamos como '.D a la colección de subespacios '.D,,. Lo que quere1nos saber es bajo 
qué condiciones pode1nos encontrar subvariedades integrales de '.D, es decir, cuándo 
podemos encontrar, para cada x, una subvariedad encajada N tal que x E N y T,,N 
coincide con '.D,,. Un caso especial de este problema se tiene cuando hay una métrica 
en llf y se desea saber si un campo vectorial eª es ortogonal a una familia de hipersu­
perficies, o bien, cuándo tenemos subcspacios '.D (1n+ 1)-dimensionales integrables que 
sean ortogonales a eª. 

De acuerdo a lo que vimos en el capítulo 1, la solución al problema general está 
dada por el teorema de Frobenius 2 , el cual también tiene una formulación dual en 
términos de 1-formas diferenciales. Dado '.D,, e T,,l\I, podemos considerar las 1-formas 
w E (T,,l\I)* que satisfacen: 

(B.4) 

para todo vª E '.D,,. Estas 1-formas w generan un subespacio de dimensión m - n, 
T; e (T,,111)*, del espacio dual al espacio tangente en x. Recíprocamente, un subespa­
cio T; (m-n)-dimensional de (T,,fví)* define un subespacio '.D,, e T,,M de dimensión n. 
Entonces, podemos reformular el problema anterior en términos de (T,,)*: nos pregunta­
mos ahora bajo qué condiciones la colección T* de subespacios (m - n) dimensionales 
de 1-formas tiene la propiedad de que la distribución 'D de espacios vectoriales '.D.,, 
asociados a cada r; tenga subvariedades integrales. 

De acuerdo con el teore1na de Frobenius, las subvariedades integrales existen si y 
sólo si, para todo w., e r· y para todos vª, uª E '.D (wavª = WaUª =O), se tiene: 

wa[·u, u)ª = O 
~-.-,,-,-e-r_a_p_é_n_d_i_cc_•_A-.~~~~~~~~~ 

2 Ver capítulo 1, sección 1.4 1 b .. ~rmna 1.32 

(B.5) 
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Notemos que, por (B.4) y la regla de leibniz, se cumple: 

'V'bWaVª = 0 
=> WaV"bvª + vª'ihwa = 0 

=> ···wa 'V'bvª = -vªVbWa 
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(B.6) 

y, analogamente, Wa V buª = -,-uª'V'bWa· .Por (AA); tenemos que wa[v, wJª = w 0 (vb'V'buª­
ub'V'bvª), entonces, para sabei:quétipo.decorldición.impone el teorema de Frobenius 
sobre w 0 , sustituímos im (B.5):~ ..... · ' .. :'· 

... ,. J'l;;;'!-~~}~1¡~~~~it~r,·~t1~1~· . . .. . .... ce.7) 
La ecuaé:ión anteriór sé·cumplé' p'ára v'.':.yi'u", en el subespácio anulado pcir.T~ si y sólo 

.. si V'(b'uiaJ puede:expr~sa~se en.térr1\foo~::dé'elenientos de T\ es decir::'<: .· · · · 
.. '.-::::· :·.··"·-- _,_. ··-'··'.·.: ... ·":?·.~?>.~\"~ .:·!~; ·:····:'.::: - ·. :'..'.,;'-';.._-~_,_,t·,:· .. ' ',:'--·-

rn-1 ... 

V'[bWaJ = L P.[:,v~, 
o=l 

donde cada v;: es una 1-forma arbitraria y cada µ! E T*. Así, podenÍos. reformular el 
teorema de Frobenius en términos de formas diferenciales,·corno sigue:~' ' " · . · 

Teorema B.2 (Probenius, versión clual). 
Sea T* una colección suave de subespacios de l~forriias. de dimensión (m - n). La 

distribución 'D de subespacios vectoriales m-dimensionales 'D2,, contenidos en el espacio 
tangente a cada x, admite una subvariedad integral si y sólo si, para cada Wa ET" se 
cumple la ecuación (B.8) con 1•: E T*. Esto también puede escribirse corno 

dw=L¡l.ºAv". (B.9) 

La formulación dual del teorema de Frobenius da un criterio útil para saber cuándo 
' un campo vectorial eª es ortogonal a una hipersuperficie. Tornamos T' el subespacio 
de una dimensión generado por ea = 9abeb; por el teorema de Frobenius eª es ortogonal 
a una hipersuperficie (de dimensón m -· 1) si y sólo si V¡.eb] = e¡aVbJ (µ., =ea ya que 
T' tiene dimensión uno). Observemos que: 

e[aVb] . 
eavb - ebva 
ecea Vb - , eceb Va . 

. . V¡.ebJ 
# 'Vá{b-Vbe., 

# ec V aeb -. ec V bea 
# ecVaeb-ecVbea + ebvcea - eb vaec + eaVbec - e~vceb 

ec{oVb -' ecebva.+ e,;ecv~ ~ {beav~ +l;aebVc - eaecVb o. . . 

por lo tanto, eª es ortogonal a una superficie (11;).:::.'i)-cÚin~n~lo
1

nal si y sólo. si 

(B.10) 
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Mapeo Diferencial para Tensores y Campos de 
Killing 

Según el capítulo 1, para una función entre variedades F: M -7 N, el mapeo diferencial 
"manda" vectores tangentes en p a vectores tangentes en F(p). 

Fº : Tpllf -7 TF(p¡N 
v -7 Fº(v) = v(J o F) '1 f E 9'(N). (B.11) 

De manera similar,. podemos emplear_ la función .F para "atraer'! . v_ectores duales en 
F(p) a vectores duales en p. Definimos siguÍente'inapeo:'; 

' .·.: . -· ...... , ...... · .. ·.· ' 

F. : (TF(p¡N)° (T. ,·V ,, ,;{.'' -~ .· . '· .. 
·. •.· · .·-·. ·. . .· .. ·. · .. > ''t? :=: .. <1.~~'.~r:;~;d#~¿J'~~1~;~1:~:~~··:~ff~~;(1W;•''~:·}/:1-~) 

Podemos extender la acción de F • . como ui1: mapeo qu_e)~atrae" >tensores··.de: tipo· (O; l) 

_en F(p) a tensor~ de tipo (O, 2 en•p'.b¡ i2•z>:: .. ·:;·{~"ji-J.'.~;:;i;~;~-':b~;5; ,'''. ;,·:}· _ _ ·.. _ 
(F.T)b, ... b, (v,) . ... (v1) .. - n, .. :b1(1'; v1) ,, .. (F'.v1) :.·· .. -.· '> :.· ..... · ... jB.13) 

• --~nntl~g;er:Z~':;~ ·~~cÍt~;:( ;~):~e~~,)~ció~~:~f~?;'p;~~*.):0~~~~~:;~~~~~~~~~,i~ ·::!~.~-S~~ .º> 

(F'T)ª' ... a. (w1)a1 .•. (wk)~• ,= '.Í'~:~'.i~•:(f~in;_)~;:::(F.wk)~~ '. '?·'{:~·{~',(B.14) 
Si F' es _un difeomorfismo, podemos usa:r. F-;- 1 paraextender la definición de Fa tensores 
de todo tipo, tomando en cuenta que· (F-""'1)• eii un Ínapeo de TF(p)N a T,;.Nf.• Si r:::::!z 
·es un tensor de tipo (k, l) en p, definimos el tensor (FºT)~~·:.:~·. en F(p) como: 

(B.15) 

Ahora bien, dado F: M -t·llf .un·difeomorfismo y T un campo tensorial en M, pode-
. mos comparar T y· F~T; si ·F,•T = T,· entonces, pese a que hemos "movido" a T por 
medio de F, el tensor· "permanéce igual", es decir, Fes una transformación de simetría 

·del campo tensorial T. En el caso de la métrica 9ab, una transformación de simetría se 
llama una isometría 3 • 

Así cotno podemos extender la acción del rnapeo diferencial a los tensores, también 
podemos hacer lo mismo con la derivada de Lic. Según la sección 1.3, 'I f E :T, Lu(f) = 
v(f), donde ves un campo vectorial con un grupo nionoparamétrico asociado, 'P« Para 
un tensor de tipo (k, l), su derivada de Lie queda definida como: 

• T.ªl•••fllc - T,ªl···ªlc 
L T.ª•···ª• = lim { 'P-t b, .•. b, b1 ... b, } • (B.16) 

~..,,...~~~~~~~~~"~b,_._ .. _b·~~-t-+0 t 
3 Notmnos que esto es una gencralizaci6n ele la idea de isornetría planteada en .el capítulo 2 
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De acuerdo con las ideas desarrolladas en la sección 2.1, cp1 es una trasformación de 
simetría de Tb,'.::¡,7• si y sólo si su derivada de Lie es cero. 

Si tomamos un sistema coordenado adaptado a v 4 , las componentes de la derivada 
de Lie de un tensor Tb~·.::¡,~• en dicho sistema son: 

para un campo ve.ctorial wª se tiene en~~nc~s: 

~;"'""· .Om• "" • · ·· (~ r, w"'~~~~f f ij~S~~;.J~, ~•" y w ~.:::'. 
,' 'µ. ,· :·. ,,.;:- : ,.,. ... ,-:.,,-._. ~ µ 

[ )
,, ~ .,éJw . ,: .. .,éJv . . .éJw j 

V;W :=~V éJx". - ~· éJx". ~'éJxl ·:-' - . "· (B.19) 
" : '.': -~: :.-: ~?rt: ~,,;: ;;:. :•~! ~ --~ .:::r:· ,;,~~ _- ,_.: ,;· : ; 

Entonces, las componentes de Lvwª y [v, U11~ ~oti 'Iguale~ ~11 ~1r1 sist~ma coorden~do 
adaptado a v. Sin embargo, dado que ambos'objetos:estári definidos de.manera inde-
pendiente a un sistema coordenado, obtenernos que!·_;-:' :=.·.i· · ... · · · · · · ··· 

: .:. °¡-; :': .. ,~ ~. ; : ; ~-- .' ~-

. Lv"IIlª ~=· ~~}~1;:;.1~,,.~;;;;nif~ A'bí;},; ;:;;o, ·J,.;.i,:.:,.:. :,,<~·20> 
En base a (B.20) y retomando (A:4), podefuos con~truir'.u~á'rui:jmisiÓr(de'l;._ d~rivada 

do L;o doL~~~:~~ :::;,:~~;~~it~i~l~~~f f ~:f ;~~~t:) . 
,· ··: -- ... -

En el caso de 9ab, si. V' a es compatible co'n la métrica; tc;1emos: 
r, • •" .- ' - . 

.. LvYab = VcV'cYab + 9cb V' a Ve +·Yac V'bvc =· V'~vb + "ilb"Ua • {B.22)' 

Definición B.3 Sea cp, : llf -7 111 un grupo monoparamétrico de isometrías,cp;gª¡, = 9ab· 

El campo vectorial f;ª que genera a cp1 se llama campo vectorial de Killing 
Para que cp1 sea un grupo de isometrías, la derivada de Lie de· la métrica en· la 

dirección del campo de Killing f;ª debe ser nula: 

•1 Ver teorema 1.22 

o 
o. {B.23) 
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A la ecuación anterior se le conoce émli.C> e'ciiación de Killing, donde V a es el operador 
de derivada covariante ií.sociado:á:·9;;b'')::"--~·-:, ·· 

: '.~~~~.~f'!·:if:·::.:.~·,,i;:;;.~ : ;·: í 
Proposición B.4 • -. '"·' )[;.;,; .. y . • 

Sea{ª un campo cie'I<illi~g-y 7.;una geodésica con-tangente uª, entonces {auª es 
constante a lo largo de "Y· · · · · 

-·,',')t __ 

.. ~\'·' .,. 
Prueba. 

Tenemos que 

(B.24) 
.... , .. 

por regla de Leibniz. El segundo_térÍnino se anula por estar a lo largo de "Y· En cuanto 
al primero, notemos qué; por (]3,2~),')i · ' 

. ié~~V'.;eb·+u6úªV'b{a 
. ~e· ; : 21lbttª,V' b(a ' 

por lo que el primer términ~\ain~i~~ =~a1;1:l~ y 

'1L6y~ce~~~l-,,d o', 

o 
·º· (B.25) 

.(B.26) 

o 
Dado que en relatividad general las geodésicas de tipo temporal representan los 

movimientos de caída libre de partículas en el espacio-tiempo y las geodésicas nulas 
representan las trayectorias de los rayos de luz, la proposición anterior tiene un signi­
ficado similar al teorema de Noethcr en el sentido de que un grupo monoparamétrico 
de simetrías (en este caso la simetría está asociada con la métrica) da origen a una ley 
de conservación para partículas y rayos de luz. 
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