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Capitulo 1
Introduccion

Las matematicas constituyen una de las aventuras mas prodigiosas y nobles que el ser humano
se haya jamas planteado a lo largo de su historia como habitante de este planeta. De esto no
le cabe la menor duda a culaquicra que haya dedicado el tiempo y esfuerzo necesarios para
cchar siquiera un vistazo al imponente edificio levantado con la labor de siglos de devota
entrega. Acaso los empeios mis semejantes que conocemos sean las aventuras del arte y
de la mistica, con las que mis de uno ha dicho que las matemadticas guardan una estrecha

relacion.

Uno de los rasgos distintivos de esta ciencia, que la distingue por completo de fa mayoria

de las disciplinas académicas que se enseiian en nuestros dias en las universidades, es que su
rampo de estudio y accidén se encuentra por entero en el dominio de lo abstracto. El objeto
de estudio de las matemiiticas es y serd siempre una idea, un elemento que pertenece a un

reino superior al mundo de las cosas tangibles v medibles que nos rodea, pero que no por eso

sarece de prec n, cficacia o existencia. No en balde mandé grabar Platdn sobre las puertas
de su Academia aquella leyenda que prohibia la entrada a quien no conociera los secretos de
1a geometria.,

A pesar de su origen ajeno al mundo fenoménico uno de los hechos mas sorprendentes que
puedan conocerse es la cercana relacién con éste que guardan las ideas matematicas, como si
al final de cuentas ambos proviniesen de la misma esencia. Esta idea sustenta la mistica de
los mimeros y figuras que desarrollé Pitdgoras hace ya s de dos milenios, y que comparte
con la Kabbalah judia y su Arbol de la Vida; es la misma nocién que sostenia Galileo cuando
decia que las matemadticas son el lenguaje que usa Dios para escribir el universo, y que se

verifica cada vez con mayor aplomo en nuestros dias, cuando no sélo la fisica sino la quimica,
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la biologia y las ciencias de la consciencia precisan de este cédigo para elaborar modelos cada
glay

vez mds exactos de la realidad, y que de hecho no pueden ser expresados de otro modo.
Otra cualidad que resalta en las matematicas es la firmeza con la que se apoya sobre la
légica y el rigor de las demostraciones, lo que permite que la verdad brille en su Ambito con un
fulgor desconocido en las demads dreas del pensamiento humano. Puede resultar sorprendente
que a pesar de esta aparente rigidez en su estructura el estudio de las matemiticas haya
llevado a la creacion de una obra que anonada por la diversidad armoniosa de sus formas, y

sariamente marca una profunda impresion en el sentido estético del alma humana,

que nece
que al vislumbrar tal belleza alcanza tal vez a imaginar algo mas grande que si misma.

Asi, no cs extranio que una gran cantidad de hombres ¥ mujeres se hayan dedicado a
lo largo de las eras a la construccion de esta gran catedral, cada uno segiin su aptitud e
inclinacién personal. Incluso mientras la construccion continita tenemos hoy a la vista un
imponente monumento donde podemos deleitarnos a placer, de pie sobre los monoliticos
cimientos de la 1égica y la teoria de conjuntos, recorriendo las fastuosas naves del analisis,
examinando con detalle 1a perfeccion de las columnas del dlgebra, que sostienen a todo el
edificio, o clevandonos a las impresionantes alturas goticas de la geometria. Es alli preci-
samente, entre los pindculos y torres de la geometria algebraica moderna, donde el vuclo
de la creacidn humana se remonta mas alto que las nubes, donde podemos encontrar una
piedra angular de esta drea, una de las joyas arquitecténicas erigida por uno de los maestros
constructores de nuestros dias, ¢l matemiitico francés Jean-Pierre Serre.

En 1955 la revista Annals of Mathematics publicé un articulo intitulado Gavillas Alge-
braicas Coherentes y conocido bajo el apelativo de FAC por sus siglas en francés (Faisceaux
Algébriques Cohérents). Este articulo permitié que la teoria de esquemnas desarrollada si-
multancamente por Grothendieck remontara el vuelo, revolucionando la forma de estudio de
la geometria, de tal suerte que el desarrollo previo a este acontecimiento se conoce ahora
como geometria algebraica clisica.

El presente trabajo no pretende otra cosa sino echar un vistazo al primero de los tres
capitulos que componen el articulo de Serre, el que trata de la definicion y propiedades de las
gavillas, ¥y que a casi medio siglo de distancia sigue sorprendiendo por su claridad y alcance.

Hemos seguido los pasos del autor, respetando la presentacion y orden originales, dete-
niéndonos a cada paso, examinando cada afirmacion con el detalle necesario para entender

hacia donde nos lleva el camino emprendido por Serre.

Podria decirse entonces que dos propositos principales y complementarios anitnan este
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optisculo; por un lado se trata de una introduccion completa y precisa dirigida al estudiante
intermedio de matemiticas interesado en familiarizarse con ese extraiio objeto Hamado gavilla
y que se describe a menudo, y no sin cierta exactitud, como un “tapete con pelos™. La
definicién y el enfoque de la exposicion difieren considerablemente de los que se cucuentran en
la mayoria de los textos actuales, y precisa una expedicion a través de una jungla topoldgica;
sin embargo ¢l viajero que alcance el otro lado se verd recompensado por un conocimiento
intimo de la naturaleza interna de la gavilla (es decir, el comportamiento al nivel de los tallos
o fibras) a la vez que la definicién usual (usando estructuras algebraicas construidas sobre
vecindades del espacio topolégico base) se desprenderd del trabajo realizado con naturalidad
absoluta. El guia durante todo el recorrido es indudablemente el propio Serre, y nosotros
nos limitamos a servir de intérpretes, haciendo mas transparentes las palabras del maestro.

El otro motivo de esta exposicion tiene mas que ver con el puro placer de visitar nue-
vamente y con ¢l debido cuidado un texto clisico que cambié el curso de la historia de la
geometria, compuesto por uno de los artifices miis exquisitos de esta ciencia. Con esta idea
en mente nuestra intencion ha sido que la interpretacion del articulo original ayude a su
lectura por cualquier matem:itico sin un nivel particular de especializacion, sin opacar de

ninguna forma el estilo particular de Serre.

1.1 Breve Historia de las Gavillas

A lo largo de su desrrollo en los siglos XIX y XX la geometria algebraica se caracterizé por la
relacion que ha establecido con muy diversas ramas de las matem:dticas tales como el dlgebra
conmutativa, la aritmética y teoria de ccuaciones diofantinas, la geometria analitica y la to-
pologia. Normalmente estas relaciones han sido fructiferas en ambos sentidos, propiciando el

desarrollo de nuevas tecnicas geométricas para resolver problemas en otras dreas y viceversa.

Las gavillas constituyen una de las principales herramientas para la geometria algebraica
moderna y su aparicién también fue debida a la interaccion con otras dreas de estudio, en

analitica complcja.

particnlar con la geomotr

En la década de los cincuentas Cartan y Leray introdujeron las gavillas comno una herra-
mienta para calcular cohomologia en ¢l estudio de variedades analiticas definidas por medio
de funciones de una o mais variables complejas. La idea esencial era construir un objeto

algebraico a partir de anillos de funciones analiticas definidas sobre subespacios abiertos
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de la variedad. Poco ticmpo despuds Kodaira y Spencer utilizaron el mismo método para
demostrar una generalizacion del teorema de Riemann-Roch para superficies (de dimensién
compleja uno). Este paso constituyé la entrada de la cohomologia de gavillas al campo de
la geometria algebraica.

A partir de estos resultados, Serre concibié la idea de desarrollar la teoria de gavillas y
su cohiomologia correspondiente en abstracto, con el fin de aplicarlas al caso de variedades
algebraicas definidas sobre cualquier campo, y no necesariamente el de los mimeros comple-
jos. Este intento dio sus primeros frutos en 1955 con la publicacién de FAC en Annals of
Mathematics.

Posteriorniente el trabajo de Serre seria incorporado por Grothendieck en su teoria de
esquemas. Un esquema es la generalizacion de una variedad algebraica clisica, y esti formada
por un espacio topologico conformado localmente por los ideales primos de un anillo, y una
gavilla estructural construida sobre dicho espacio utilizando téenicas de dlgebra conmutativa
(especificamente la localizacion de anillos sobre abiertos de la topologia de Zariski). Los

esquemas constituyen la base fundamental de la gecometria algebraica moderna.

1.2 Estructura de la Tesis

El presente trabajo sigue exactamente el orden del articulo original de Serre, y sus capitulos
corresponden a las cuatro secciones de la primera parte del mismo. Asi, este capitulo incluye
a continuacién una lista de prerrequisitos que son recomendables para la lectura del resto.
El segundo capitulo contiene la definicion de gavilla y sus propiedades y operaciones bisicas.

En el tercer capitulo se define un tipo especial de gavillas, las gavillas coherentes, que son
las que se utilizan en las aplicaciones a la teoria de esquemas de Grothendieck. Luego de la
definicién procedemos al estudio de las propiedades que se deducen a partir de la condicion
de coherencia, incluyendo el primer resultado fuerte (Teorema 1) donde se demuestra que si

dos gavillas en una secuencia exacta corta son coherentes entonces la tercera también lo es.

El cuarto capitulo estit dedicado a la construecion de una teoria de cohomologia para ga-
villas. Dado que la topologia del espacio base (topologia de Zariski en el caso de una variedad
algebraica abstracta o esquemna) no satisface las condiciones de separabilidad usuales de 1a
topologin analitica de una variedad compleja, Serre sigue el método de Cech para construir
un complejo de cocadenas, empleando el concepto de limite inductivo (ver seccién 1.3). Este

capitulo conforma ¢l ntcleo téenico de este trabajo y concluye con la construccién de una
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secuencia de cohomologin para gavillas,

El quinto y ltimo capitulo trata de la comparacién de los grupos de cohomologia obteni-
dos al utilizar diferentes cubiertas sobre un mismo espacio base, y de esta manera proporciona
una herramienta prictica para calcular la cohomologia de un espacio valuada en una gavilla.

1.3 Prerrequisitos

En geueral los conocimientos necesarios para aprovechar plenamente la lectura del presente
trabajo no van mas alla de los usuales en cualquier estudiante de primer afio de posgrado.
Ademiis de nociones elementales de topologia de conjuntos, se requiere cierta familiaridad
con algunos conceptos de idlgebra conmutativa (como el producto tensorial y el functor Hom,
ver por ejemplo Ativah y Macdonald [4]) asi como una comprensién razonable de algunos
temas bisicos de topologia algebraica v dlgebra homolégica, en particular en lo referente a
un complejo de cocadenas (un texto adecnado es Rotman {6]).

En la demostracion de la Proposicion 21 en el cuarto capitulo se hace referencia especifica
a un resultado particular demostrado por Etlenberg y Steenrod [3]. En el quinto capitulo se
utilizan algunos conceptos avanzados de dlpgebra homoldgica como el de complejo doble, sin
cmbargo estos se definen explicitamente en el texto.

Una herramienta que se ntiliza frecuentemente a lo largo del texto es el limite inductivo
sobre un sistema filtrante de vecindades. Se puede encontrar una definicién adecuada en
diversos textos de topologia (como por cjempo Kowalsky [5]), que repetimos a continuacién:

Sea X un espacio tapoldgico y sea € Y. Supongamos que para cada vecindad U de =
tenemos definido un grupo Gy, ¥ sietipre que V' € U existe un homomorfismo ¥, : Gy — Gv
tal que si 1V €V C U entonces se tiene que oy o o) = ol

Entonces definimos al fZmite inductivo de los Gy al tomar el orden filtrante de las vecin-

dades de x como:
G, = {u|u € Gy para alguna vecindad U de =}/ ~

donde ~ es la relacion de equivalencia dada de la siguiente forma: sean v € Gy y v € Gy,
entonces w ~ v si existe una vecindad 1V con IV C U y W C V tal que ol (u) = ol (v).
La reflexividad y simetria de ~ son evidentes, y la transitividad se deduce a partir de la

transitividad de los homomorfismos 4.
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Asimismo se verifica directamente que las operaciones de grupo en los distintos Gy; in-
ducen una operacién bien definida en el limite G, que tiene por lo tanto cstructura natural
de grupo. Finalmente observamos que existe un homomorfismo natural, Lpg Gy — G que
envia cada elemento de Gy a su clase de equivalencia bajo la operacidon ~.

1.4 Apgradecimientos

Este trabajo de tesis ha sido posible gracias a un gran mimero de personas, que de diferentes
maneras me han brindado su apoyo a lo largo de los anos transcurridos desde que inicié este
proyccto. Es imposible enumerar a todos aquellos a quicnes quisicra expresar mi gratitud,
aunque espero que cada uno sepa que su contribueion estd plasmada de alguna manera en
esta obra. De manera especial quisiera agradecer a mi maestro Javier Elizondo, quien ha

permanecido disptiesto a apoyvarme a través de largos anos de duda. Agradezco también a

mis sinodales por sus valiosos comentarios y correcciones. Entre todos aquellos maestros
que me inspiraron a lo largo de la carrera quisiera destacar a Ana Irene Ramirez, Héctor
Méndez ¥y Luis Colavita. Otras personas que merecen mi gratitud de modo particular son
Xavier Gomez-Mont, Javier Betancourt, Yogui Bhajan, Arturo Morales, Cristina Garcia,

Luis Ferndndez de Cordova, Adolfo Magaldi, Sergio Gonzilez, Arelli Magdaleno, Sylvia

Singer y Luz Adriana Sdanchez. Por iiltimo quisiera agradecer a mis padres, sin cuyo apoyo

y confianza jamas habria llegado hasta aqui.




Capitulo 2
Operaciones sobre Gavillas

Comenzaremos este capitulo con la definicidn de gavilla utilizada por Jean-Pierre Serre.
Esencialmente la construccion consiste en asociar a cada punto de un espacio base una fibra
con estructura algebraica, con una topologia particular. Una vez hecho esto procederemos
a definir las sccciones sobre Ia gavilla, y observaremos la relaciéon que guardan los grupos
de secciones definidas sobre abiertos del espacio base con la estructura de las fibras; dicha
relacion estid dada por el lHmite inductivo sobre el orden filtrante de vecindades del punto
base del tallo. La comprension de este hecho permite ver la equivalencia entre esta definicién

D-

Después de analizar algunas propiedades biisicas de las gavillas de grupos abelianos, como

v la que se da en otros textos (por ¢jemplo Hartshorne

el pegado de gavillas mediante isomorfismos, su restriceion y su extension por cero, definire-
mos las gavillas de anillos ¥ médulos (que no son sino una generalizacion de las gavillas de
prupos) v estudiaremos los conceptos de subgavilla y homomorlismo de gavillas, que luego
nos permitirin estudiar operaciones mas complejas como la suma directa y producto tenso-

rial de gavillas, asi como el functor Hom aplicado a estas estructuras,

2.1 Definicién de Gavilla

En esta seccion comenzamos definiendo una gavilla de grupos abelianos como un espacio
topolégico construido sobre un espacio base. Vale la pena mencionar que tomando las pre- .
cacuiones adecuadas podemos sustituir los grupos abelianos por cualquier otra estructura

11
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algebraica. Asimismo observamos que en la mayor parte de la literatura contemporinea se
utiliza una definicién distinta que, sin embargo, resulta ser equivalente. Esto se verd con

miis detalle en una seccidén posterior (ver Seccidon 2.3).

Sea .\ un espacio topoldgico. Una gavilla de grupos abelianos comprende dos objetos:
I B g gruy ]

-

Una funcidén que asigna a cada £ € .X un grupo abeliano §z, y

2. Una topologia sobre el conjunto §, definido como la unién (llsJuut.a de los grupos

abelianos, es decir § = | ¢ ¢ Fe-

En general nos referiremos a los grupos §, como las fibras de la gavilla, con punto ba.sL

Definimos ahora una aplicacion, 7 : §F — X, llamada la proyeccion de § en X, dada por
la formula 7(f) = x para f € §,. También definimos el conjunto F+F={ (f,9) €F xF |~
w(f) = n(g)}- e

Ahora, para que § sea una gavilla requeritnos que se cumplan las dos condiciones siguien-

tes:

1. Dado cualquier f € § existen V, vecindad de f, y U, vecindad de =(f), tales que 7|y,
es decir la restriceién de  a V, es un homeomorfismo sobre U con la t.opologx’a de §.

2. Las aplicaciones dadas por f +— —~f y (f,g) — f + g son continuas de § en {y" y de
F + & (como subespacio de § x §) cn F respectivamente.

Asi, la construccion de una gavilla consiste en asociar una fibra con alguna estructura
algebraica dada a cada punto de un espacio base cualquiera. Al nuevo espacio obtenido
de esta manera le proporcionamos una topologia localmente homecomorfa al espacio base,
asegurdandonos ademids de que las operaciones de la estructura algebraica (en este caso,

grupo abeliano) resulten ser continnas fibra a fibra bajo esta topologia.

Ejemplo 1 (Gavilla Constante). Definimos §: = G para todo x € X, con G un grupo
abeliano fijo. Asignamos a § = | |,ex 8= la topologia producto de la topologia de X por la
topologia discreta de G. FEs claro que se cumplen las dos condiciones necesarias para que §

sea, en efecto, una gavilla.



2.2. SECCIONES DE UNA GAVILLA 13

2.2 Secciones de una Gavilla

A partir de la definicion bédsica de gavilla construimos ahora funciones que son inversos loca-
les de la proyeccién de § en X, . Estas funciones se llamnan secciones de la gavilla y veremos
que tienen una estructura algebraica natural, heredada de la construccién del espacio §.

Sca § una gavilla (de grupos abelianos, tal como se definié en la scccion anterior) sobre
el espacio topolégico X, ¥y sea U un subconjunto abierto de X. Una seccidn de § (tomada)
sobre U cs una aplicacion continua s : U — § tal que w o 3 = idy o, lo que e¢s lo mismo,
s(x) € §, paratodoxr € X.

Definimos I'(U, §) como el conjunto de secciones de § sobre U. Si s, ¢t € I'(U, §) su suma,
(s + 1) (=

Queda claro que o (s +¢) es la identidad en U, y la continuidad de la funcidn estid garan-

= s(x) + t(x), estd bien definida.

tizada por la condicion 2 de la definiciéon de gavilla de 1a secciéon anterior. Resulta entonces
que s -+ ¢ es también una seceion de § sobre U. La existencia de un neutro y de un inverso
continnos son garantizadas por la misma definicién de gavilla, y la asociatividad y conmu-
tatividad de la suma se deducen trivialmente a partir de las propiedades de la operacion de
grupo abeliano de cada §,, por lo que I'(U, §) es un grupo abeliano.

SiU €V y s € I'(V,F) entonces su restriceion a U, sly € T(U, §), lo que da origen a
un homomorfismo natural, llamado homomorfisino de restriccion de V a U, pf; : T(V,§) —
U, §).

Como 7 y s son homeomorfismos locales, si U es abierto en X, entonces s(U) es abierto
en §, luego si U corre sobre una base (de abiertos) de la topologia de X ¢l conjunto de los
s(U) forma una base de la topologia de §. Este enunciado e¢s equivalente a la condicién de
continuidad sobre 7, es decir la primera condicion de la definicién de gavilla. Finalmente
observamos que como consecuencia de esta misma condicion, para todo f € §F: existe una
seccion s tal que s(x) = f, v si s(z) = () entonces s = s e¢n una vecindad de f.
Estas dos propiedades bidsicas serdan utilizadas frecuentemente a lo largo del texto, sin mayor
comentario.

En particular se deduce de ellas que al tomar el orden filtrante dado por las vecindades
de x y las aplicaciones transitivas dadas por los homomorfisinos de restriccidn, pb’, Sz os el
limite inductivo de los distintos T'(U, §). Es decir, que las clases de cquivalencia formadas

por las imdgenes de los posibles s(zx) bajo p};, tomando vecindades arbitrariamente pequeiias
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de x, coinciden con los clementos de la fibra §- (ver seccién 1.3 o Kowalsky [5]).

Después de las observaciones anteriores podetnos concluir que existe una relacién natural
entre las estructuras algebraicas puntuales, es decir las fibras §. y las estructuras algebraicas
locales dadas por los grupos de secciones de § definidas sobre abiertos de X, es decir los

grupos (U, §).

2.3 Construccion de Gavillas

Una vez que hemos visto que las fibras de la gavilla § pueden ser concebidas como el limite
inductivo de los grupos de secciones I'(U, §), vamos a definir un procedimiento para construir
gavillas a partir de grupos asociados a cada abierto U de X. Este procedimiento se usard con

[recuencia para construir gavillas a partir de otras gavillas mas simples.
1 I

Sea §y un grupo abeliano asociado a cada abierto U C .X'; para cada parcja de abiertos
U € V sea ) : F» — Fu un homomorfismo tal que se cumpla que o} = @} o} si W es
abierto y U € V € W. A (§u, y};) en ocasiones sc le llama un sisterna transitivo.

Se dice que el sistema (Fu, p};) define a la siguiente gavilla:

1. §r = limeev Svu, § = Uzey 8=, junto con:

2. la topologia en § que tiene como base al conjunto de los [¢, U],

donde lim,¢y es el limite inductivo de los §y al tomar el orden filtrante de las vecindades
de x, y cada [t,U) = {pY(¢) | x € U}, con U € X abierto, t € §y, y ©Y el homomorfismo
canénico: Fy — §Fr definido al tomar el limite inductivo (ver seccion 1.3 o Kowalsky [5]).

De acuerdo con la topologia que hemos definido para § tenemos que la base de las
vecindades de f € §; es el conjunto de todos los [¢, U] tales que Y(¢) = f.

Sea ahora f € §F: fijo ¥ sea t € Fu un representante de la clase de equivalencia de f.
Entonces la proyeccion 7 es evidentemente biyvectiva en [t,U], puesto que hay un limite para
cada fibra, que corresponde a cada € U. Ademds, para cada V' € U abierto con =z € V,
la linagen bajo # de la vecindad abierta [p¥(2), V] es igual a V' que es abierto en X. Asi, 7

s un homeomorfismo local, ¥y § cumple la primera condicién de la definicién de gavilla (ver
Seccion 2.1).
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Tomando vecindades suficientemente pequenias se demuestra directamente que f — —f
y (f,9) — f + g son funciones continuas. Tomemos por cjemplo el caso de la operacion
aditiva del grupo: tomenios un clemento de la base de vecindades abiertas de §, digamos el
conjunto [s, U] segiin la definicién anterior, y denotemos por o la operacion: (f,g) — f+g.
Para demostrar que o es continua basta probar que o~ ([, U]) es un conjunto abierto en
§ + § con la topologia producto de § x §. En particular veremos que:

o (s, U= |J [e.W]+[b,10]
a+b=p{l (s)

donde W € U y la unién corre sobre todos los elementos a, b € Fw tales que a+ b = oY, (s).

2] Sea (o, B) € Uu+b=¢g(,(,)[”, V] + [b,1V], esto quicre decir que (o, 8) pertenece a algin
clemento de la unidn, por lo que podemos tomar a,b € Fw fijos, tales que (a, 8) € [a, W] +
[b, W]. Entonces por definicion (a, 8) = (pi (@), 02 (b)) para algin z € U fijo. Al aplicar la
operacién del grupo §, tenemos que o(a, B) = 2V (@) + (b)) = @Y (a+d), pero a+b = pH.(s)
por lo que o(a, 3) € [s, U} y entonces (o, 8) € o= (s, U]).

C} Sea ahora (v,68) € § + § tal que (v,8) € o~ '([s, U]). Evidentemente o(v,8) € [s, U]
por lo que 7 + § = pY(s) para algin z € U. Restringiéndonos a una vecindad V' de
x lo suficientemente pequeina podemos clegir representantes a,b € Fy tales que @Y (a) =
v, 9y (b) = 8. Bntonces tenemos que ¥ (a +0) = v+ 8 = pY(s). Por la definicién de limite
inductivo esto implica que existe una vecindad W de @« con W C V tal que @y (a+b) = of.(s).
Asi, tenemos que (7, 8) € {@h-(a), W] + {ph-(8), 1V] lo cual demuestra la contencién en vista
de la ignaldad anterior.

Utilizando un procedimiento andlogo (aunque mas simple) podemos verificar que la opera-
cion f — — f también es continua por lo que § satisface la segunda condicion de la definicién
y ¢s propiamente una gavilla.

Si tomamos t € Fy, la aplicacién continua z — pY(¢) es un inverso local de 7 y, por lo
tanto, un clemento de (U, F), es decir, una seccién de la gavilla que hemos construido. Esta
aplicaciéon define un homomorfismo canénico ¢ : Fu — I'(U, §F) cuyas propiedades estudiare-
mos a continuacion:

Proposicién 1. El hornomorfistno candnico v : §uy — (U, F) es inyectivo si y sélo si se
cumple la siguiente afirmacion:

Para todo t € Fy tal que erista una cubierta abierta de U, {U;}ier que cumpla que
Apﬁ.,(t) =0 para todo i € I, se liene que t = 0.
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Demostracidén. =] Sca t € Fy y sea {U;}ier una cubierta abicerta de U tal que (pﬂi(t) =0
para todo i € 7, entonces ¥ (1) = oY 0 o} (1) = 0 para todo = € U. Por lo tanto ©Y(t) es
idénticamente cero en U y la seccién ¢(t) definida por & — ¥ (¢) también cs cero. Finalmente
usamos como hipétesis que ¢ es inyectiva y concluimos que ¢ = 0.

<] Supongamos que «(t) = 0, con t € Fu. Entonces p¥(t) = 0 para todo = € U. Por
definicién del limite inductivo, t = 0 ¢n una vecindad de x que denotaremos U,. Asi tenemos
que {Uz}rex s una cubicerta abierta de U que cumple que wﬂl(t) = 0 para todo z, asi que

t = 0 por hipdtesis, ¥ ¢ es inyectivo. (]

Proposicién 2. Sca U € X abierto, y supongamos que t : Fv — [(V,F) es inyectivo para
todo V' C U abierto. Entonces t: Fu — [(U, §) es sobre si y solo si se cumnple la siguiente
afirmacion:

Para toda cubierta abierta {U}ie; de U y para todo sisterna {t;}icr con t; € Fu, tal que
«pf’,’n,,l (t:) = Wanu,(ij) para todo i,j € I, existe L € Fy tal que @} (L) = t; para lodo i € I.

Demostracion. =] Consideremos un sistema {¢;} como en ¢l enunciado de 1a proposicién.
Cada ¢; define una seccién s; = «{t;) sobre U;, con s; = s; sobre U; N U; por definicién de ¢.
Entonces podemos construir una seccién s sobre todo U que coincide con las s; localmente.

Como ¢ : Fy — LU, §) es sobre, existe ¢ € Fy tal que ¢(t) = 5. Si wﬁ.(l) =t} la scccién sobre
U; definida por ¢} tiene que ser s;, puesto que coincide localimente con s, pero ¢ es inyectivo
en U; y entonces necesariamente t; = £,

<=] Sea ahora s € I'(U,§). Por las propiedades de las secciones de una gavilla (ver Sec-
cion 2.2) y por ser cada §, limite inductivo de los §r, sabemos que existen una cubierta
abierta de U, {U;}, y eclementos t; € Fy, con (L) = sly,. Evidentemente ‘PZ}'\U, (L) ¥
‘PZ}\U, (¢,) definen la misma seccién sobre U; NU; puesto que ambas coinciden localmente con
s. Entonces, por la inyectividad de ¢, (,GZ},UJ(!,-) = gal,jfnul (¢;). Por hipétesis existe £ € Fy tal
que ) (t) = t; para todo i, y por lo tanto ¢(¢) coincide con s en cada U; y por ende en todo

U; es decir que () = s, lo que demuestra que ¢ es sobre. ]

Podemos resumir estos resultados como sigue: dado un sistema (E(;,tpl‘;) que define a
una gavilla §, podemos hacernos dos preguntas. La primera consiste en determinar si un
clemento ¢ € Fy es idénticamente cero si se anula localmente en todas partes (Proposicion 1).
La segunda pregunta es averiguar si podemos construir un clemento global siempre que
tengamos clementos locales que coinciden en las intersecciones de los abiertos donde estin

definidos (Proposicion 2). Si la respuesta a ambas preguntas cs afirmativa entonces existe
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una biycccion canénica entre los grupos 3y v (U, §). En particular tenemos el siguiente
resultado: '

Proposicién 3. S5i § es una gavilla de grupos abelianos sobre X, la gauzlla (lefruda par cl

sistema (I'(U, §), p};) s candnicamente isomorfa a §. i

Demostracion. Esto se deduce trivialimente a partir de las propiedades de las sccclones de
una gavilla (ver Scccidn 2.2) y de las dos proposiciones anteriores. ) R |

Con basce en lo anterior se deduce que aunque diferentes sistemas (v, @)} puedan definir
la misma gavilla, si requerimos que se satisfagan las condiciones de las Proposiciones 1 y 2
entonces todos los sistemas que definan a una gavilla § serdan necesariamente isomorfos al
sistema (U, §), p))-

En este punto vale la pena hacer referencia a la definicién de gavilla utilizada en la
mayoria de los textos contemporidneos (ver Hartshorne (2]). Lo que se hace comiinmente es
comenzar con un sistema transitivo y llamarle pregavilla. Si ademas el sistema transitivo
cumple con las condiciones de las Proposiciones 1 y 2, entonces se le llama gavilla. Se deduce
también que toda pregavilla tiene una gavilla asociada, y que la gavilla asociada a una gavilla

es ella misma.

A partir de la construccion llevada a cabo en esta seccidén, y en particular de la Proposi-
cion 3 se comprende inmediatamente que las dos definiciones son equivalentes. Tenemos por
un lado una coleccion de grupos definidos sobre los abiertos del espacio base, y homomorfis-
mos transitivos que relacionan estos grupos; estos sistemas se pueden manipular facilmente
y seridn utilizados frecuentemente para definir unas gavillas a partir de otras. Por el otro
lado tenemos asociado a este sistema (de manera biunivoca, siempre y cuando se cumplan
fas dos condiciones anteriores) un espacio topoldgico con operaciones algebraicas continuas
fibra a fibra que nos permitird ir elaborando un aparato tedrico bastante sofisticado.

Ejemplo 2. Sca G un grupo abeliano y §y = {f : U — G} para cada U C X abierto.
Definimos @y @ v — Fu por la formula o (f) = fly. Claramnente tenemos un sistema
transitivo (S, w)) que define a una gavillu §. A § se le Uama gavilla de gérmenes de

funciones valuadas en . Por las propicdades bdsi

as de funciones sabemnos que si f se anula
localmente en todas partes debe ser idénticamente cero, y si lenemnos funciones definidas

localimente que coinciden en las interseeciones podemos pegarlas y construir una funcién

global. Esto quicre decir que se satisfacen las condiciones de las Proposiciones 1 y 2, y por

lo tanto cada Fou es isomorfo a (U, F).
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2.4 - Pegado de Gavillas

En esta seccién estudiaremos el procedimicnto para construir gavillas sobre un subespacio
cerrado de X, o a partir de gavillas definidas sobre los clementos de una cubicrta de X.

Sca § una gavilla sobre .\, y seca U € X. El conjunto #='(UU) € § con la topologia
inducida por § constituye una gavilla sobre U, ya que los requerimientos de continuidad
para 7 y las operaciones de grupo se preservan bajo la topologia inducida. Esta nueva
gavilla se conoce como la gavilla inducida por § sobre U y se denota por F(U) o, cuando no
hay posibilidad de confusién, simplemente por §.

De modo inverso se puede construir una gavilla sobre X' a partir de gavillas sobre una

cubierta abierta de X:

Proposicién 4. Sea U = {U;},c; una cubierta abierta de X y, para cada i € I sea F; una

gavilla sobre U;; para cada i,j € I sca 0;; un isomorfismo de §;(U; N Uj) sobre F:(U; NU;).

Supongamos ademds que 0;5 o O, = Oy para todo x € Uy NU; N Uy y para todo i,j,k € I.
Entonces existe una gavilla § sobre X y para cada i € I existe un isomorfismo n; de F(U;)

sobre §, tal que O, = 1, 0 1]]" para todo x € U;NU;. Ademds la gavilla § y los isomorfismos

1, son inicos salvo isomorfismo.

Demostracidn. Si existen §' y 7)) que satisfacen la condicién anterior entonces §(U;) y §'(U;)
- . P . —~— ni
son isomorfos como gavillas, es decir como espacios topolégicos (en particular: F(U;) =

-1

K# "‘5 3 (U)). Pero U es una cubierta de X por lo que al recorrer U; tencmos que § es
isomorfo a §, lo que establece la unicidad.

Para construir § utilizaremos el siguiente sistema transitivo:

Si U € X es abierto, §iv es el grupo formado por conjuntos de la forma {Sk}kel, con
s € D(U N U, Fx), con sx = Ok j(s,;) en UNU; N Ug. Es claro que Fy es un grupo abeliano
bajo las operaciones de los grupos de secciones de cada Fi, ¥ estdn bien definido gracias a
los isomorfismos 0;;.

Si U € V definimos los homomorfismos ¢}; por restriccién de las secciones que componen
los {s¢}. Tenemos entonces un sistema transitivo que define a una gavilla §.

Si U C U; la aplicacién {sx} — s; es un isomorfismo de §i sobre T'(U, 3;). Al pasar al
limite inductivo, esta aplicacion induce el isomorfismo deseado, n; : F(U;) — §i, que por
definicion de los {si} satisface que 0;; = 5,0 1]_,-“ sobre U; NU;. [m]
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Sc dice que obtenemos la gavilla § ‘por ¢l pegado de las gavillas §; a través de los isomor-
fismmos 0;;. LR e :

2.5 Concentracién y Extensién de una Gavilla

Antes de proceder a estudiar el comportamiento algebraico de las gavillas veremos en esta
seccioén que es posible extender una gavilla fdcilmente por medio de fibras nulas.

Sean X un espacio topolégico, Y un subespacio cerrado de X' y § una gavilla sobre X. Se
dice que § estid concentrada sobre Y o que es nula fuera deY si §; = 0 paratodoz € X —-Y.

Proposicién 5. Si § estd concentrada sobre Y entonces el homomorfisino
Y T(X,E) = DY, E(Y)
es biyectivo.

Demostracion. Si una seccién de § tomada sobre todo X se anula en Y, entonces también
se anula sobre X — Y porque . = 0 para todo = € X — Y; por lo tanto p¥ es inyectivo.

Sea ahora s € T'(Y, §(17)). Podemos extender s a todo X definiendo s(z) = 0 para todo
xr € N — Y. Evidentemente la aplicacién z +— s(x) es continua en el abierto X — Y, puesto
que s constante.

Six eV, s(zx) € F(Y): = F., por lo que debe existir s € I'(U, §) para alguna vecindad
de z, U, tal que s(x) = s'(x). Como ademds s es una seccién sobre Y por hipétesis, sabemos
que existe una vecindad de z, V € U, tal que s(y) = s'(y) para todo y € VNY, pero como
Sy = 0si ¥ ¢ Y, tenemos que s(y) = s'(y) para todo y € V. Como s = s’ en V hemos
probado que s es continua en V', por lo que es continua en todo ¥, y por lo tanto en todo
NX. Es decir que s € T(X, §) y py es sobre, y por lo tanto biyectivo. ]

A continuacién veremnos que la gavilla F(Y') determina sin ambigiliedad a la gavilla §:

Proposicién 6. Sea Y un subespacio cerrado de X, y sea ® una gavilla sobre Y. Deﬁnimbé
Fr=Grsix€)Y,yF=0sir€ XN —Y. Sea §F = [],ex F=-

Entonces existe una sola estructura de gavilla para § tal que ’J(Y) = &.
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Demostracidn. Sea U € X abierto. Si s € (U NY,®) podemos extender s definiendo
s(z) = 0 para todo x € U — Y. De esta mancra obtenemos un grupo de aplicaciones'de U -
en § que llamaremos Fu.

Supongamos ahora que § tiene una estructura de gavilla tal que F(Y) = ®, entonces por’

la Proposicion 5 tenemos las siguientes cquivalencias:

Su=TrUnNY,s) (por construccién)
=TTUNY,FUNY)) (por hipétesis)
=I'(U,J) (Proposicién 5)

Esto se cumple para todo U € X por lo que, por la Proposicién 3, al poder expresar
los grupos de sccciones de § de forma explicita garantizamos la unicidad de la estructura de
gavilla.

Para mostrar la existencia de la estructura requerida, utilizamos la gavilla § definida por
el sistema (Fus, piy) con p}; : Fv — Fu definido como el homomorfismo usual de restriccién,
dados U C V. En este caso tenemos que por las Proposiciones 1 y 2 y por la construccién
delos §uv, DU, §) = Juy = (U NY,dB), y por lo tanto F(Y) = &. 3.

Se dice que § es la gavilla obtenida al extender & por cero afuera de Y. Esta gavilla sc
denota por &Y, o incluso por & cuando no hay posibilidad de confusién.

2.6 Gavillas de Anillos y de Mdbdulos

Tras haber formulado las definiciones bidsicas para el caso de gavillas de grupos abelianos,
ahora mostraremos cémo se puede seguir un procedimiento andlogo para construir gavillas
que tengan como fibras otras estructuras algebraicas tales como anillos o médulos.

Una gavilla de anillos, /A, es una gavilla de grupos abelianos tal como se definié en
la Scccion 2.1, pero que ademds cumple que cada 21; tiene estructura de anillo. Como
condicion adicional requeriremos que la funcién (f, g) — fg sea continua de 2 + 21 en 2A.
Asimismo supondremos que cada 2, tiene un neutro multiplicativo que varia continuamente
con z. De aqui en adelante asumiremos que todos los anillos tienen unidad y que todos los
homomorfismos de anillos son unitarios.

Si 2 es una gavilla de anillos, entonces T'(U, 20) es también un anillo, y la operacién de
restriccion ply : T(V, ) — T'(U, 2) es un homomorfismo de anillos.
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Procediendo a la inversa repetiremos el procedimiento de construccion de gavillas expues-
to en la Scccién 2.3: si tenemos anillos Ay asociados a cada abierto U, y homomorfismos
w0l : Ay~ Ay tales que oty = l} siempre que U € V C 1V, entonces la gavilla definida
por el sistema transitivo (g, );) es una gavilla de anillos, ya que se cumplen las condiciones
de la definicién de gavilla, incluyendo la continuidad de la multiplicacién del anillo segin se
definié al comienzo de esta seccion. Continuando con la analogia con la Seccién 2.3 tenemos
que si A es un anillo, entonces la gavilla de gérmenes de funciones valuadas en A es una
gavilla de anillos.

Sea 21 una gavilla de anillos. Una gavilla § es una gavilla de A-mddulos si cada F,
ticne estructura de 2A,-mdédulo (izquierdo y con unidad), y sec cumple que la operacién
(a, f) = (af) es continua de 2 + §F en § (donde 2 + §F cos cl subconjunto de 2 x §F formado
por las parejas («, f) tales que w(a) = w(f).)

Igual que antes tenemos que si § es una gavilla de A-mddulos entonces T'(U, F) es un
(U, A)-mdédulo. Inversamente se tiene que si 2 estid definida por el sistema transitivo
(A, oY) ¥y § es una gavilla de grupos abelianos definida por el sistema (Fv,¥Yy) donde
cada Fu es un Ay-mddulo y ademds ¥} (af) = @ (a)(f), entonces §F es una gavilla de
2A-mddulos.

Finalmente obscrvamos que podemos considerar a toda gavilla de grupos abelianos como
una gavilla de Z-mdédulos, donde Z es la gavilla constante isomorfa en cada fibra al anillo
de los nidmeros enteros.

Dec este modo se justifica que de aqui en adelante nos aboquemos casi por completo al
estudio de las gavillas de médulos.

2.7 Subgavilla y Gavilla Cociente

Hasta el momento hemos discutido las propiedades topoldgicas esenciales de las gavillas,
incluyendo el procedimiento para construirlas a partir de sistemas transitivos sencillos de
describir, y hemos introducido la gavilla de médulos como nuestro objeto bdsico de estudio.
Ahora comenzaremos a describir las propiedades algebraicas que una gavilla hereda a partir
de la estructura de sus fibras.

Secan 20 una gavilla de anillos y § una gavilla de 2(-médulos. Si para todo z € X sucede
que &, C §: entonces diremos que el subespacio ® = | J,cx ®z es una subgavilla de § si se
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cumplen las dos condiciones siguientes:

1. &, cs un sub-2A,-mddulo de F, para todor € X, y

2. & es un subconjunto abierto de §.

Hemos visto en la Scccién 2.3 que los conjuntos de la forma [t,U] con U abierto y
t € D(U, §) forman una base para la topologia de §, por lo que la condicién de que & sca
abierto en § sc¢ pucede expresar equivalentemente de la siguiente manera:

2. Sise I'(U,3) y z € U con s(z) € &, entonces existe una vecindad de z, V C U, tal
que s{y) € ® paratodoy e V. g

Claramente la proyeccién sobre X contimia siendo un homeomorfismo local, y las opera-
ciones de suma, inverso y producto por clementos del anillo siguien siendo continuas en &,
por lo que este subespacio es también una gavilla de 2-médulos.

Sca & una subgavilla de §. Definimos 5, = §./®, para todor € X, y §H = U:ex e
con la topologia cociente de §.

Podemos definir una funcion 0 : 5 — § que asigne a cada elemento de $H; un representante
en §z de manera continua; es decir que si 0(f) = s(z) con s € (U, §) y x € U, entonces
0(g) = s(y) para todo g en una vecindad de x, lo cual ¢s posible por la topologia de &
heredada de la de §. De este modo si nos restringimos a vecindades lo suficientemente
pequeiias resulta que @ es un homeomorfismo.

Entonces la proyeccion % @ 5 — X es una composicién de homeomorfisios locales, a
saber: # =7 o0, con 7 : F — X. Del mismo modo vemos que las operaciones de suma,
inverso y producto en § son composiciones de funciones continuas (el homcomorfismo 6 y
la operacion correspondiente en §) por lo que $ cumple las condiciones para ser una gavilla
de -modulos, Hamada la gavilla cociente de § por & y denotada por §F/6.

A continuacién utilizaremos ¢l procedimiento de construccion expuesto en la Seccién 2.3.
Para cada U abierto en X definitnos el T'(U, »A)-mdédulo Hy = IN'U,F)/T(U,B); si U € V
definimos homomorfismos ¢} : H1- — 1 por medio de los homomorfismos inducidos en los
mdadulos cociente por los homomorfismos de restriceién usuales pfy : I(V, §) — (U, §). Si
dos seceiones son equivalentes inddulo (U, 8), su equivalencia se preserva al tomar el limite
inductivo, por lo que la gavilla definida por el sistema transitivo ($y,p};) es precisamente

la gavilla cociente $ descrita anteriormente.
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A partir de las definiciones anteriores, observamos que si s es una seccién de $ sobre una
vecindad de x € X, entonces exise una seceidn, ¢, de § sobre alguna vecindad suficientemente
pequeia de x, tal que la clase de equivalencia de ¢(y) médulo &, sea igual a s(y) en csta
vecindad de z. Sin embargo cs evidente que este hecho no se puede garantizar para vecindades

arbitrarias. Asi, sdlo tenemos la siguiente secuencia exacta:

0 —T(U,6) — U, — INU,9H)

2.8 Homomorfismos

Después de mostrar en detalle los objetos de la categoria de gavillas de 2-mdédulos que es-
tamos definiendo, sdlo nos resta mostrar ahora cudles son los morfismos entre estos objetos,
asi como exhibir su comportamicnto bidsico. Se verd que en gran medida los homomorfis-
mos de gavillas heredan las propicdades de los homomorfismos de mdédulos que los conmiponen.

Sea 2 una gavilla de anillos, y scan § y & gavillas de A-mdédulos. Un A-homomorfismo

de § a ® es la asignacién para cada x € X de un A.-homomorfismo, ¢ : Fz — G, tal

que la funcién ¢ : §F — & definida como 1a unién de todos los @, sea continua. Como
sabemos que las secciones de una gavilla son homcomorfisinos locales (ver Seccién 2.2), la
condicién de continuidad sobre ¢ es equivalente a requerir que para todo s € I'(U, §), la
funcién = +—r . (s(x)) sea una seccion de & sobre U, denotada por ¢(s) o por po s.

Si ® es una subgavilla de §, la inclusion & — § v la proyeccion § — F/® son ejemplos

de homomorfismos, segiin se vio en la seccidén anterior.

Proposicion 7. Sca ¢ un A-homomorfistno de § a &. Pare cada z € X sean Kz ¢ J; el
miicleo y la imagen del A -homomorfisino ., respectivamnente. Entonces £ = U,e,\-ﬁ e

J = |,ex 3= son subgavillas de § y ®, respeclivamnente, y o define un isomorfismo de ‘s/ﬁ

sobre 3.

Demostracion. Como o, es un 2A,-homomorfismo, sabemos que R, e J, son sub—24, —modulos

de §: ¥y O respectivamente, y que ¢, induce un isomorfismo de /8. sobre J,.

Por otro lado tenemos que si 8 es una scecién local de § tal que s(z) € £, entoncebf
wo s(x) = 0, pero o s ¢s una scccién sobre ® por lo que ¢ o 5(y) = 0 para todo y en una
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vecindad de x. Esto implica que s(y) € 8, en esta vecindad de z, lo que muestra que S es
abierto en §, y por lo tanto una subgavilla.

De forma similar tenemos que si ¢ es una seccién local de & tal que ¢(x) € J., entonces
existe una seccién local de §F, s, tal que ¢ o s(x) = t(x), por lo que po s = ¢ en una vecindad
de z, es decir que t(y) € J, en esta vecindad, lo que muestra que J es una subgavilla de &,
isomorfa a la gavilla cociente §/5% por el isomorfismo inducido por cada . ]

La gavilla £ sc llama ¢l nicleo de ¢ y se denota por Ker(p). La gavilla J se tlama la
imagen de @ y se denota por Im(p). La gavilla &/J se Hama el coniicleo de ¢ y se denota
por Coker(yp).

Un homomorfismo ¢ es inyectivo si cada @, es inyectivo o, lo que es lo mismo, si Ker(p) =
0. ¢ es sobre si cada ¢, es sobre o, equivalentemente, si Coker(p) = 0. ¢ es biyectivo si cs
a la vez inyectivo y sobre, en cuyo caso sabemos por la proposiciéon anterior que se trata de
un isomorfismo de § sobre ®, y que su inverso ™! también es un isomorfismo.

Todas las definiciones y resultados conocidos para homomorfismos de mdédulos tienen su
cquivalente en el caso de homomorfismos de gavillas de médulos. Por cjemplo una secuencia
de homomorfismos es exacta si la imagen de cada homomorfismo es el nicleo del siguiente
homomorfismo ¢n la secuencia. Si ¢ : §F — & ¢s un homomorfismo, entonces las siguientes

secucncias son exactas:

0 — Ker(p) — § — Im(p) — 0
0 — Iin(p) —> & —> Coker(p) — 0.

Si ¢ es un 2A-homomorfisino de F a &, entonces la funcién s =+ ¢ o s es evidentemente
un ['(U,A)-homomorfismo de I'(U, F) a I'(U, ®).

Inversamente, si A, § y ® ecstin definidas por los sisteimnas transitivos (Qy, 7)), (Sv,wl)
y (By, x¥;) respectivamente, y asignamos para cada U € X abierto un 2{y—homomorfismo
pu : v — By tal que xY o oy = @y o Yl siempre que U C V, se tiene que al pasar al
limite inductivo definido por el orden filtrante de las vecindades de .Y, los ¢y definen un
2A-homomorfismo, ¢ : § — G. Para comprobar esta afirmacion basta verificar dos cosas: en
primer lugar la restriceién de ¢ a una fibra §, esti bien definida como 2.—homomorfismo
gracias a la condicién especial de transitividad que hemos requerido, y por otra parte si [t, U]
es una vecindad de & como se definié en la Seccién 2.3 entonces su imagen inversa bajo ¢

es precisamente [<p,‘,' (¢). U], que es abierto en § lo que muestra que ¢ es continua.
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2.9 ‘Suma Directa de dos Gavillas

En csta seccién continuamos extendiendo las propiedades conocidas de los médulos a las
gavillas de médulos, comenzando por el caso de la suma directa, que no presenta ninguna
complicacién especial.

Scan 2 una gavilla de anillos, y § y & gavillas de 2-mdédulos. Para todo x € X csta bien
definido el 2A.—mddulo @ B, es decir la suma directa de §z y .. Un elemento de §. D G
es una parcja (f,g) talque f € F: y g € &,

Definimos ahora $ = | | ¢ x 8= @ ®;, ¥ lo identificamos con el subconjunto del producto
topologico § x @& tal que (f,g) € $ si y sélo si w(f) = w(g) (comparar con la definicién
provisional de F+F utilizada en la Seccion 2.1). Al proporcionar a $ la topologia inducida por
la topologia producto de § x & podemos verificar inmediatamente que posee una estructura
natural de gavilla de A-mddulos. Si fijamos f € §F y variamos g a lo largo de una vecindad
de & donde 7 sea homeomorfismo sobre X, y luego repetimos ¢l procedimiento para g fija
y [ variable, vemos que para vecindades suficientemente pequefias, la proyeccién = es un
homeomorfismo de $) sobre .X. La continuidad de las operaciones de mdédulo se preserva a
partir de las operaciones en §F y ®.

A $ se le llama la sumna directa de § y ® y se denota por Fb &.

Por definicién de seccidn de una gavilla (ver Seccidn 2.2), toda seccidén de F @ & tomada
sobre un abierto U € X tiene la forma z +— (s(z),t(x) donde s y ¢ son sccciones de §
y ® tomadas sobre U, respectivamente (ya que sélo asi se cumple que una seccién de la
suma directa sea un homeomorfismo local). Dicho de otro modo, ['(U, § & &) es isomorfo a
DU, 3 e (U, ).

Esta definicién se puede extender recursivamente a un niimero finito de gavillas de 2A-
mdédulos. En particular 37 denota la suma directa de p copias isomorfas de una misma gavilla

F.

2.10 Producto Tensorial de dos Gavillas

Ahora tratamos de manera similar el producto tensorial de dos gavillas, definiéndolo a partir
del functor ya conocido para otras cstructuras, tales como los médulos. En efecto lo que
estamos haciendo es definir functores para la categoria de gavillas de 2(~médulos.



26 CAPITULO 2. OPERACIONES SOBRE GAVILLAS

Secan 2 una gavilla de anillos, § una gavilla de 2-mddulos derechos y & una gavilla de A-
mddulos izquierdos. Para todo z € X definiinos $; = §F:®a, B,, es decir el producto tensorial
de los médulos F; y ®, tomado sobre ¢l anillo A,. Como de costumbre = |_], ¢y $=-

Proposicién 8. Eriste una unica estructura de gavilla para $3 tal que si s y t son secciones de
T v ® respectivainente tomadas sobre un abierto U C X, entonces la funcion x — s(z) ®@t(x)
es una scecion de 83 sobre U.

La gavilla $ se llama ¢l producto tensorial de §F y & sobre 21 y se denota por § Qo &B; si

los anillos A, son conmutativos, entonces $ ¢s una gavilla de A-mdidulos.

Demostracidon. Si $ tiene una estructura de gavilla que satisface la condicién del enunciado,
¥ si s ¥ #; son sccciones de §F y O, respectivamente, sobre un abierto U € X para todo
i € I, entonces la funcion x +— 37, s:(x) ® £;(x) es una seccion de 5 sobre U. Sabemos
que todo h € $H, se puede escribir de 1a forma b = Z,G, fi ®a, gicon f; € -y gi € By,
luego b = ZlE,s, () ® ti(x) donde s; y t; son sccciones de § y & respectivamente sobre
un abierto U tales que s;(x) = f; v ti{z) = g;,. Asi, tenemos que toda seccién de $ se
puede eseribir localmente de la forma anterior, es decir, que los grupos de secciones estin
determinados explicitamente y, por los resultados de la Seccion 2.3, esto muestra la unicidad
de Ia estractura.

2ara mostrar su existencia supongamos que 2, F y & estin definidas por sistemas tran-
sitivos (A, 04), (Fu.v) ¥y (By, x}) respectivamente, como en la Seccién 2.6. Definimos
5 = Fu ®a, By. Al aplicar el producto tensorial los homomorfisimos z/)l‘,' y A}; definen
un homomorfismo 7y : - — Hy tal que Y (f @ g) = ¥ (f) ® xi(g). Al tomar el limite
inductivo se tiene que limzey Hy = limzey Su @ limgey By = Hr. Ahora identificamos § con
la gavilla definida por el sistema ($4, 7757} que por construccién cumple con la condicién del
cnunciado.

Finalmente si los anillas 2 son conmutativos podemos suponer que los anillos 2y también
los son (tomando Ay, = F(U, A)), asi que en este caso los Hy son Ay-mdbdulos y H es una

gavilla de 2 -modulos. ]

Ahorasean ¢ : F = §F y ¥ : & - &' dos A-homomorfismos. Evidentemente ¢, ® ¢, cs
un homomorfismo (de grupos abelianos, o de 2,~mddulos si los anillos 2, son conmutativos).
Si tomamos una seccién local de la gavilla § ®q &, Zis, 5; @ t;, donde s; y ¢; son secciones
locales de §F v & respectivamente, entonces la composicién de esta seccién con la aplicacién
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PRYP : TOa W — F'@a®’, dada por la coleccién de los homomorfismos w1y, cs equivalente
a Y PO 5 @Yot que cs una seeeion sobre §F' ®a ®'. Lo anterior muestra que ¢ @ 3 es
un homomorfismo de gavillas.

Las propiedades usuales del producto tensorial (ver por ejemplo Atiyah y Macdonald [4])
de médulos se pueden extender al producto tensorial de gavillas. Para demostrar esto basta
con observar que localmente los I'(U, 2)-médulos dados por ['(U, F) satisfacen estas propie-
dades. Asi, tenemos por ejemplo que toda secuencia exacta de Ia forma:

3 ) sl F‘S-ll 0
da origen a otra secuencia exacta:
TRAG 2 FOa® — F' G — 0.

También tenemos los siguientes isomorfismos candnicos:

T Oa (8, @ B2) = (T Da B)) D (T Qa B2)
T®aA=F,
‘ y si los anillos 21, son conmutativos, también tenemos que:
TRS=B®aF
T P2 (B ®a ) = (T Qa ) @ H.
Hemos visto que hasta ahora todas las propiedades conocidas para los médulos locales

que componen nuestras gavillas se pueden extender sin problema alguno al objeto global. A
continuacién encontraremos la primera excepcién notable.

2.11 Gayvilla de Gérmenes de A—Homomorfismos

Para concluir nuestra exposicién sobre la forma como las gavillas heredan de forma natural
las propiedades algebraicas de los médulos que las conforman, veremos como es posible ex-
tender el functor Hom a esta construccidn.

Sean 2 una gavilla de anillos, y § y & gavillas de 2-mdédulos. Para cada U € X abierto
definimos $Hy como el grupo de homomorfismos de F(U) a &(U), donde F(U) y &(U) son
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las gavillas inducidas sobre U segin se definié en la Seccion 2.4. La restricciéon usual de
homomorfismos de gavillas nos permite definir un homomorfismo de grupos, @Y : Hr — Sy
para cada pareja de abiertos con U € V. La gavilla definida por el sistema transitivo
(5w, 0Y) se llama la gavilla de gérmenes de A-homomorfismos de § a & y se denota por
Homg (F, ®). Si se da el caso que los anillos 2, son conmutativos, entonces cada $Hy es un
(U, A)-moédulo y Homa(F, ®) tiene estructura de gavilla de A-mdbdulos.

Todo clemento de Homa(F, ®) es un germen de 2A-homomorfismo de § a & en una
vecindad de x € X, por lo que define un iinico homomorfismo de §; a &,. Esta asignacién
da origen a un homomorfismo canénico:

p: Homa(F, ), - Homy, (§z, B=2),
sin embargo cn gencral no podemos asegurar que p sea biyectivo.

A pesar de esta restricecién se puede verificar directamente que es posible extender una
secrie de propiedades del functor Hom para médulos a su equivalente en gavillas (ver Atiyah
y Macdonald {4]). Por cjemplo, si ¢ : §F - Fy ¢ : & - &' son Ql—llomomorﬁsmoé,
podemos definir un nuevo homomorfismo, Homeg (¢, ) : Homg(§, ) — Homa (3, ®') dado
por Homa(p, ¥)(7) = o 0o .

Asimismo toda secuencia exacta de la forma:
00— B — & — B
da lugar a otra secuencia exacta:
0 — Homg(§F,®) — Homa(F, ') — Homa(F, ®").

También tenemos los siguientes isomorfismos canénicos:

IR

Homg(2A,83) = &
Homa (F, 8, & ®2) = Homa(F, ®,) & Homa(F, &)
Homa () & F2, ©) = Homa(F, ) & Homa(F2, 6).

La pregunta que surge naturalmente ante esta situacion es en qué casos es posible asegu-
rarnos de que el homomorfismo p sca un isomorfismo, es decir cudndo las fibras de la gavilla
de gérinenes de homomorfismos, Homg(§F, &), son iguales a los homomorfismos de las fibras
de las gavillas § y ®. La respuesta a esta pregunta da origen a una clase particular de

gavillas que estudiaremos con detalle en el capitulo siguiente.




Capitulo 3

Gavillas Coherentes de Mddulos

Después de haber definido nuestro objeto bidsico de estudio y de haber analizado algunas
de sus propiedades estamos listos para definir una clase especial de gavilla, las gavillas
coherentes, que se caracterizan por ser localmente finitamente generadas en un sentido que
se precisarid a continuacién. La coherencia de las gavillas resulta ser una propiedad natural
muy fuerte que se preserva bajo diversas condiciones.

A lo largo de este capitulo Y representa un espacio topoldgico y A una gavilla de anillos
definida sobre X, tal que 2, es un anillo conmutativo, para todo £ € X. Adecnis este
anillo tiene un neutro multiplicativo que varia continnamente con z. En general nuestro
objeto de estudio serdn gavillas de A-médulos, y supondremos que todo homomorfismo es

un A-homomorfismo.

3.1 Definiciones

Comenzamos este capitulo definiendo paso a paso una clase especial de gavilla que segiin
veremos mds adelante presenta una scric de caracteristicas particulares que la hacen intere-
sante. Comenzamos con un concepto preliminar antes de presentar a las gavillas coherentes

de médulos propiamente dichas.

Sean § una gavilla de 2A-médulos, U € X abierto, y $1,...,3, € T(U,F). Sia cada
familia de clementos ay,...,a, € YUz le asignamos un nuevo elemento 37, a; - si(z) € Fx,

29
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obteneinos de esta manera un homomorfismo ¢ : AP(U) — F(U), bien definido para cada
coleccidén de p secciones de § sobre U, El micleo de este homomorfismo es una subgavilla de
AP(U) llamada la gaville de relaciones entre los s; y denotada por R(sy,...,s,) = Ker(g).
La imagen de ¢, Iin(p), cs la subgavilla de F(U) generada por los s;(x) con 2 € Ul

Lo mismo se cumple a la inversa: todo homomorfismo ¢ : A” — § define una familia de

p sceciones de § de este modo:
si{x) = (1,0,...,0), ..., sp(x) = @.(0,...,0,1).

Después de este preambulo donde se muestra la relacién que existe entre colecciones de
p sccciones de § y homomorfismos de 207 a §, estamos listos para presentar nuestra primera

definicién.

Definicién 1. Una gavilla de A-mddulos, §, es de tipo finito si localmente se puede generar

a partir de un ndmero finito de sus secciones.

Dicho de otro modo, § es de tipo finito si para todo x € X' existen una vecindad abierta
U C X y una coleccién finita de secciones, sy,...,3, € T'(U, §) tales que paratodoy e U v
todo f € F, se cumple que f = 3"V, a, - si(y), con a; € A,. Esto es equivalente a decir que
F(U) es isomorfo a una gavilla cociente de A, es decir que dada la coleccidn (sy,.. ., s,) que
genera a §, para todo y € U, ¢l homomorfismo ¢ : A”(U) — F(U) descrito al comienzo es
sobre, por lo que § es isomorfo a 2A7(U)/ Ker(yp). Si este es el caso tenemos por definicidn

de la gavilla de relaciones que localmente § es isomorfo a 4" /R(sy, ..., s,).

Proposicién 9. Sea § una gavilla de tipo finito. Si s, ...,s, son secciones de § sobre una
vecindad de un punto & € X tales que generan a todo §., entonces generan a §, para todo

y en una vecindad de x.

Dcmostracion. Como § cs de tipo finito sabemos que existen una vecindad abierta de x,
U € X y una coleccién ty,...,t, € [(U, §) tales que para todo y € U y para todo f € §, se
tiene que f =379, a; - t;(y) con ay,...,a, € Ay

Por hipdtesis las secciones sy, . . ., s, generan a §x, por lo tanto existen una vecindad de z,
V C X, ¥ secciones by; € T'(V, §) tales que para todo 7, t;(x) = 3°F_, b;i(x)- si(x), y entonces
por la unicidad local de las secciones sabemos que existe una vecindad de =, W C UnV,
»

donde se cumple que #;(y) = 3°7_, bi;(y) - si(y) para todo y € V. Entonces, como ¢,,...,¢,

generan a §y, tenemos que sy, ..., s, generan a §, para todo y € W, a
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Después de presentar el concepto preliminar de gavilla“de tipo finito pasamos ahora a

nuestra definicién principal:

Definicién 2. Una gavilla de A~mddulos, §, es cohcrente si se cumplen las dos condiciones

stguientes:

1. § es de lipo finito, y

2. Sisy,..., 5, son secciones de § sobre un abierto U C X, entonces la gavilla de relacio-
nes entre las s;, R(sy,...,3p), también es de tipo finito.

Es importante destacar el cardcter local de las definiciones de gavilla de tipo finito y
gavilla coherente. Ahora comprobaremos algunas propiedades clementales de estas gavillas:

Proposicion 10. Toda gavilla coherente es localmente isomorfa al conicleo de un homo-
morfismo @ : AT — AP,

Dernostracion. Sabemos que si § es coherente, entonces también es de tipo finito, por lo que
existen secciones sy,...,s, de § sobre una vecindad que generan localmente a la gavilla, es
decir que § cs localmente isomorfa a AP /R(sy, ..., sp).

Por otro lado tenemos por la definicién de gavilla coherente que R(sy,...,sp) C AP es
de tipo finito, es decir que localmente podemos cncontrar homomorfismos ¢ : A9 — AP
que son sobre M(s),...,s,). Esto es lo mismo que decir que § es localmente isomorfa a
A7/ Im(p) = Coker(yp). m]

Proposicién 11. Una subgavilla de tipo finito de una gavilla coherente es una gavilla cohe-

rente.

Demostracion. Sdlo es necesario verificar la segunda condicidn de la Definicién 2: si tomamos
una coleccién finita de sccciones de una subgavilla de una gavilla coherente, §, siguen siendo
secciones de §, por lo que su gavilla de relaciones es de tipo finito. ]

3.2 Propiedades Principales de las Gavillas»COherentes :

Ahora estamos listos para enunciar y demostrar el primer teorema fuerte de la teoria de gavi-
llas. Bisicamente veremos que la coherencia de las gavillas es una propiedad fuerte y natural,
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que se preserva bajo diversas condiciones. La primera de cllas, que lucgo emplearcmos pa-
ra deducir otras propiedades, es que sicmpre que tengamos una secuencia corta exacta de
gavillas y dos de ellas scan coherentes, podemos garantizar la coherencia de la tercera gavilla.

Teorema 1. Sea

035562 n-—0

una secuencia exacta de homomorfismos de gavillas. Si cualesquiera dos de la tres gavillas

& ® o0 H son coherentes, entonces la tercera también lo es.

Demostracidn. Demostraremos la afirmacién por casos. En primer lugar, sean & y 9 cohe-
rentes. Por la definicion de tipo finito sabemos que existen homomorfismos locales sobre &,
v AP(U) — B(U). Como estamos tratando con propicdades de caricter local omitiremos
la mencion de la vecindad U de aqui en adelante. Sea £ € A” = Ker(8 o 7). Sabemos que
existe una familia de p secciones de $3 definidas por ¢l homomorfismo Bo~v : A? — H y K
es precisamente la gavilla de relaciones de esta familia. Asi, en vista de que $ es coherente,
tencmos que por definicion K es una gavilla de tipo finito. Si una familia a4, ..., a, de scc-
ciones locales de AP generan a £, entonces las secciones y(a,),. . ., v(¢y) generan localmente
a v(8R). Esto implica que (&) es una subgavilla de tipo finito de la gavilla coherente &,
asi que por la Proposicién 11 se tiene que y() es coherente.

Sea g € 7(R); entonces g = y(a) con a € K y luego B o vy(a) = 0, por lo que g € Ker(B)
y v(RR) € Ker(3). Inversamente sea g € Ker(f); como vy es sobre, g = y(a) con a € &, pero
Bov(a) =0 porloque ae Ky Ker(3) C v(R). Esta doble contencion muestra la igualdad
Y(R) = Ker() asi que por la exactitud de la secuencia de homomorfismos v(RK) = Im(a).

Pero a es inyectivo, entonces § es isomorfa a Im{a) ¥ por lo tanto coherente.

Ahora sean § y & coherentes. Como & es de tipo finito y 3 ¢s sobre &, $ es de tipo
finito, asi que sélo hace falta mostrar que $ cumple la segunda condicién de la Definicion 2.
Sean sy,..., s, sccciones de $ en una vecindad de x € X. Entonces existen secciones locales
» de & tales que s; = B(s]) para todo 7. Sean £y,..., 4, sccciones locales de § que
generen a §, para todo y en una vecindad de . 81 (ar,...,a4p) € R(sy,...,5,)y C AP,
significa que 3°F_ @, - si(y) = 0, y por lo tanto 3°1_, a; - si(y) € Ker(8) = Im(a), es decir
que existen by, ..., by € Ay tales que 35V a; - si(y) = 3592, 05 - a(¢(y)), o equivalentemente
S - si(y) — S0, by - alti (@) = 0.

Resumiendo tenemos que (ay,...,a,) € R(s,,...,5,)y si y solo st existen by, ..., 0, € A,

! !
Y
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tales que (@, -..,ap, b1, -, bg) € R8T, ..o, a(ty), .o, a(tg))y. Si tinicamente observamos
los coelicientes a; tenemos que la gavilla de relaciones entre los s; es la imagen de la gavilla de
relaciones entre los sf y a(2;) bajo la proyeccion canénica de 2AP*4 sobre 1P, Ahora usamos cl
hecho de que & es coherente para concluir que la gavilla R(s], ..., sp, @(t), ..., a(ty)) es de
tipo finito. Si tomamos inicamente la proyeceioén de los generadores locales de esta gavilla
sobre los p primeros componentes tenemos que R{sy, ..., 8,) también es necesariamente de
tipo finito, lo que muestra que $ es coherente.

Comenzamos nucstro tltimo caso suponiendo que § y $ son coherentes, entonces exis-
ten secciones locales £, ..., 8, que generan a § v secciones locales sy, ..., 8, que generan
a . Ademids existen secciones s, ..., 8, de O tales que B(s]) = s para todo i, ya que
A es sobre, ¥y por exactitud de la secuencia de homomorfisinos tenemos que las secciones
a(ty), ..., a(ty), 51, ..., 5,) generan localmente a & que por lo tanto es de tipo finito.

Para demostrar que & cumple la segunda condicién de la Definicion 2 tomemos una
coleccidn finita de sccciones de @5, £,...,¢,. Como $H cs coherente, existen s colecciones de
r secciones de 2 que generan a la gavilla de relaciones entre los 8(¢:), R(B(ty),-..,0(t,.)) ©
A7; es decir, que las colecciones (f), ...y f1), .- (S .o FT) generan a R(B(4),--.,B(L.)).
Definimos u; = f_,l by fT e = St 1<i< 7, 1 <5< s uy, ..., u, son asi,
secciones locales de la gavilla 6.

Tenemos que por definicion de la gavilla de relaciones 8(u;) = 327, f} - B(t:) = 0, por
lo que u; € Ker(8) = Im(a) y podemos utilizar la coherencia de §, isomorfa a Iin(a ara

3 ,
deducir que R(uy, ..., u,), la gavilla de relaciones entre los uj, es de tipo finito y que existen
t secciones locales de A que generan a Ry, ..., u,) € A*. Denotaremos estas sceciones por

] : 1 I
(glseengi)se s lgdse - ad)-

Si sucede que para fi, ..., fr € Ase tiene que 37, fi-t; = 0, entonces 3, fi-B8(L;) =0
y (S1s---2 fr) € R(B()),...,B(t)). Por la argumentacién anterior sabemos que existen s
secciones de 2, g;, tales que (fi, .., ) =g - (Floo o ST+ -4 gs- (L. L FD).

Como estamos suponiendo que Z:zl Jfi - t; = 0, se tiene entonces que:
G-t T+ g (S i+ [ 1) =0,

es decir que:

r r s
yl'Zf;"—i"'“"*‘!ls' E f:'tizgl"‘ll+"‘+ga'us=z:gj‘uj=0-
=1 .

i=1 =1

Por lo tanto (g1,-..,9s) € R(u,-...,1,) que como vimos es una gavilla de relaciones de
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tipo finito y estd generada localmente por las secciones g{ € Ql, 1 SJ <s 1<k <. .f\él‘,
tenemos que: ’ . ; e o .
(G1y---105) = h.(g{,. cagi) F et hl(gllw Sy 98,

y finalmente agrupando coeficientes obtenemos que:

fi=gfi+--+g.f! ,
= (gl + o+ hg)) i+t (lugl + -+ lg))f]
=hlgifi+- - +gif+ -+ hlglfi+---+ a7

s £
=’11§ 9{f}+---+hz§ gif
=1 i=1

Es decir, que los f;, los coeficientes que hacen que las sumas 37, fi - ¢; se anulen, resultan
ser combinaciones lineales de sccciones de 21 de la forma 3757, gl ff, de las que sélo existe un
mimero finito (exactamente r x t), por lo que M(4y,...,¢) es una gavilla de tipo finito y,

por lo tanto, & es coherente. [}

La demostracion del teorema anterior se puede resumir como una serie de cédlculos directos
y mecinicos levados a cabo con el fin de comprobar que las gavillas de la secuencia exacta
y las gavillas de relaciones de sus secciones son localmente finitamente generadas; esto es,
la demostracion del teorema se limita a verificar que la definicién de coherencia se cumpla.
Es inevitable observar que se trata de una prueba laboriosa y :drida, sin embargo una vez
que hemos establecido este resultado fundamental, lo usaremos fuertemente para demostrar
de manera directa una serie de hechos sorprendentes en torno a la propiedad de coherencia,

comenzando por el siguiente corolario:
Corolario 1. La suma directa de una famnilia finita de gavillas coherentes es coherente.

Demostracion. Por resultados cldsicos de dlgebra aplicables a las secciones locales y en vista

de lo sefialado en la Scecién 2.9, sabemos que la secuencia:
~ ~ P
0—F->9F06 56 —0

es exacta, con ¢ y p denotando los homomorfismos de inclusién y proyeccién naturales res-
pectivamente. Si suponemos que § y & son coherentes y aplicamos el teorema directamente,
tenemos que §F @ & también lo es. Aplicando el mismo procedimiento de forma inductiva
tenemos que el resultado se cumple para un mimero finito de sumandos. ' ()
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Teorema 2. Scan § y B coherentes, y sea v : §F — O un homomorfisino. El nicleo, la

imagen y el coniicleo de ¢ son gavillas coherentes.

Demostracion. Como § es coherente y en particular de tipo finito, tenemos que Im(yp) tam-
bién cs de tipo finito. Aplicando la Proposicion 11 a Im(w) € & tencmos que ademds es
coherente. ) : ’ ’

Para demostrar que el niicleo y el coniicleo de ¢ son coherentes basta aplicar el Teorema 1

a las siguicntes secuencias exactas cortas:

0 —r Ker(p) =% -2 Im(p) = —> 0
0 — Im(¢p) — & 25 Coker(pp) —> 0

donde ¢ y p denotan a los homomorfismos naturales de inclusién y proyeccion, respectiva-

mente. [m}

Corolario 2. Sean § y & sulgavillas coherentes de otra gavilla co/tcrénte, %. Las gavillas
S+ B yFNG son coherentes. N )

Demostracién. Resulta claro que cualquier clemento de § + @ se puede obtener como una
combinacién lineal de los generadores de § y ®, por lo que es de tipo finito y, aplicando la
Proposiciéon 11, coherente.

En cuanto a FN &, basta considerar el homomorfisino ¢ : § — 5/ dado por la composi-
c¢ion de 1a inclusion y la proyeccidén naturales. Por nociones clementales de dlgebra sabemos
que §F N6 = Ker(w), lo que nos da el resultado deseado. [m]

3.3 Operaciones con las Gavillas Coherentes
Después de demostrar que la suma directa de una familia finita de gavillas coherentes es
coherente, ahora probaremos resultados anidlogos para los functores ® y Hom. En general

las demostraciones son relativamente sencillas, pues nos apoyaremos fuertemente en resulta-

dos anterijores.

Proposicién 12. Si § y & son dos gavillus coherentes, entonces F®a® tambiénres‘cohbercnle.
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Demostracion. Por la Proposicién 10 sabemos que § es isomorfaa Cbkcr(@) (;ovl'l'(p‘/f ATy o

Si definimos un homomorfismo ¢ @ 1 : A7 @y & — A” @ & por medio de la férmula:
p®1((ar,...,a,) ®@9g) = pla),...,a,) Dy,

podemos verificar inmediatamente que Im(p® 1) = IIn(y) ®q ®, asi que entonces Coker(p®
1) = Coker(p) ®a &. Resumiendo, tenemos que el producto tensorial § ®« ® es isomorfo a
Coker(p ® 1). ‘

Por otro lado tenemos que por la Scecién 2.10 247 @q B = B9 y AP Qo B = B, y por el
Corolario 1, 3" es una gavilla coherente para todo 7. Finalmente por el Teorema 2 tenemos
que §F ®a & es isomorfo al comicleo de un homomorfismo entre dos gavillas coherentes y, por

lo tanto, también ¢s coherente. (m]

Proposicién 13. Secan § y & dos gavillas, con §F coherente. Para todo x € X el mdédulo

puntual Home (§, ®), es isomorfo a Home, (Fx, Bz).

Demostracion. En los mismos términos que la Seccién 2.11 demostraremos que el homomor-
fismo natural p : Homa(F, ), — Homa, (§:, ®,) resulta ser biyectivo bajo las condiciones
del enunciado.

En primer lugar, sca ¥ : §F — & un homomorfismo definido en una vecindad de x, con
¥(f) = 0 para todo f € §;. Como §F cs de tipo finito existen secciones locales sy, ..., s,
que generan a la gavilla en una vecindad de x, y como ¢(s;(x)) = 0 para todo i, sc tiene
que ¥(si(y)) = 0 y por lo tanto ¥(f) = 0 para todo f € §, con y suficientemente cercano
a x. Esto es lo mismo que decir que la clase de equivalencia de ¥, vista como germen de
homomorfismo es cero, lo cual demuestra Ia inyectividad de p.

Para mostrar que p es sobre tenemos que verificar que si @ es un 2,--homormorfismo de
3r a B, entonces existe un homomorfisimo ¥ : § — & definido en una vecindad de z, tal que

e = . Sean m,, ..., m, una familia finita de secciones locales de §F tales que generan a §,
para todo y en una vecindad de z. Sean (af,...,e}),...,(a},...,al) g sccciones locales de

A” tales que generan a R(my,...,my,) en una vecindad de &. Ahora escogemos p secciones
locales de &, n,y,...,n,, no necesariamene distintas, tales que n;(z) = p(n,;(x)).
) > 3 o 165 It 2 L — P 1 ., ; "
A continuacién definimos p; = i@y m,con0 <i<py0=<j<ag Las p; son
secciones locales de & que por construccidn se anulan en x, y por lo tanto en toda una
vecindad de x que denotaremos por U. Esto implica que para todo y € U se tiene que si

SF_,ai -m;(y) = 0, con a; € A,, entonces se cumple que P_,a;i - n;(y) = 0, ya que si sc
v i=1 yaq

i=i
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da la primera igualdad entonces (ay, ..., a,) € Ry, ..., m,), y entonces 35| a;-n;i(y)) es
una combinacién lineal de las secciones pj v por lo tanto se anula en Ul

Asi, podemos definir un 2t,-homomorfismo de la siguiente forma: dadom € §, y y € U,
conm = 30, a; - m;(y), definimos ¢, (1) = 3°F_, a; - ni(y), que segiin vimos anteriormente
estid bien definido como 2,~homomorfismo. Como hemos realizado estd construccién de
forma explicita utilizando sceciones de & (ver Seccién 2.8), tenemos que la coleccién de los

3, define un homomorfismo ¥ : F(U) — &(U) que cumple que ¢¥(x) = . O

Proposicién 14. Si § y & son dos gavillas coherentes, entonces Homy(F, &) también es

una gavilla cohcrente.

Demostracion. Por la Proposicién 10 y los comentarios en torno a la definicién de coherencia

tenemos la siguiente secuencia exacta:
AT — A? sy F— 0

vy por la Proposicién 13 podemos garantizar que todos los resultados conocidos para el functor
Hom aplicado a los médulos puntuales son igualmente validos para Homg(F, ®) cuando se
cumple que § es coherente (ver Seccidén 2.11), asi que tenemos la signiente secuencia exacta:

0 — Homa(F, ®) — Homg(2A?, ) —s Homg (A7, &),

pero sabemos que Homg (27, ®) y Homg (A7, &) son isomorfos a &” y &7 respectivamente,
y por lo tanto son gavillas coherentes. Finalmente aplicando ¢l Teorema 2 a la sccuencia
exacta anterior, tenemos que la gavilla Homeg (F, ®) cs coherente. O

3.4 Gavillas Coherentes de Anillos

En esta scecion aplicaremos los resultados conocidos para gavillas de médulos a un caso
particular: las gavillas de anillos. Continuaremos investigando cl concepto de coherencia,; y
finalmente observaremos c¢émo mis conceptos de dlgebra conmutativa son aplicables a las
gavillas,

En vista de que todo anillo es un médulo sobre si mismo, una gavilla de anillos 2 puede
ser concebida como una gavilla de 2l-médulos; si se trata de una gavilla coherente (de 2A-
maddulos) diremos que 2 es una gavilla coherente de anillos. La seccién de 2 que toma como
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valor en un punto x € X ¢l neutro multiplicativo del anillo 2, genera a &, para todo 7 en
una vecindad de z. Esto significa que 2 sicmpre es de tipo finito, por lo que requerir que
una gavilla de anillos sea coherente cquivale a pedir que sausf'xga la segunda condicién de la

Definicién 2, es decir:

Definicién 3. La gavilla 2 es una gavilla colierente de anillos si la gavilla de relaciones
entre un numero finito de secciones de A sobre un abierto U es una gavilla de tipo finito.

Dada una gavilla coherente de anillos 2 podemos verificar inmediatamente los siguientes

resultados:

Proposicidn 15. Una gavilla de Q-mdodulos es coherente si y sdlo st es localmente isomorfa

al coniicleo de un homomorfismo o : A9 — AP,

Demostracidn. =] La necesidad de la condicién es exactamente el enunciado de la-Proposi-
¢ion 10.
<=] Como 2 es coherente, A9 y AP son coherentes por ¢l Corolario 1. El Teorema 2 nos

dice que en este caso Coker(p) cs coherente, lo que concluye la prucba. =]
Proposicién 16. Una subgavilla de AP es cohierente si y sdlo si es de tipo finito.

Demostracidn. Sabemos que ” es coherente (por el Corolario 1) por lo que la Proposicién 11

nos da el resultado directamente. [m)

Corolario 3. La gavilla de relaciones entre un nimero finito de secciones de una gavilla

coherente de A-modulos es una gavilla coherente.

Demostracion. La gavilla de relaciones es una subgavilla de 27, y es de tipo finito por la

definicion misma de coherencia. [m)

Proposicién 17. Sea § una gavilla coherente de A-mnddulos. Para todo x € X sea 3. el
ideal de A, formado por los a € 2, tales que a- [ = 0 para todo f € §r. Los I, fonnan una

gavilla coherente de ideales (como A-mddulos) llarnada el aniquilador de §

Demostracion. Por la definicién misma de mddulo, para cada a € U, podemos definir un
2-homomorfismo, @, : § — Fr. dado por la férmula ¢.(f) = a - f. En conjunto estas
aplicaciones definen un nuevo homomorfismo, ¥, : A, — Homa, (§z, =), ¥ por la manera

como se¢ definié I, tenemos que 3, = Ker(¢.).
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Como § es coherente, tenemos por la Proposicion 13 que Homa, (8z, $z) = Homa(F, §)x
asi que los ¥, definen un A-homomorfismo, ¢ : A — Homg(F,T) ya que la continuidad
queda garantizada por la definicidn de gavilla de 2A-moédulos. El dominio de ¢ ¢s coherente
por hipdtesis, y la Proposicion 14 nos dice que cl contradominio también lo es, asi que por
el Teorema 2, Ker(yp) =3 = U:e,\‘ J, cs una gavilla coherente de 2-médulos, o en este caso

ideales. ]

De forma mis general podemos definir el transportador de una gavilla coherente § en
una subgavilla coherente &, denotado por & : §F. Se trata de la gavilla coherente de ideales
dada por J; = Ker(y,), con ¥, : A, — Homg, (F,, (F/®):), en los mismos términos de la
iltima demostracidon.

3.5 Cambio de Anillos

Los conceptos de gavilla de tipo finito y de gavilla coherente fueron definidos con relacién
a una gavilla de anillos dada, que denotamos por 2. Sin embargo al igual que un médulo
puede estar definido sobre distintos anillos, una gavilla de mdédulos puede serlo sobre varias
gavillas de anillos. En esta seccion estudiaremos este problema brevemente, utilizando los
términos de tipo finito sobre A, y A-coherente para especificar que estamos hablando de una
gavilla de 2A-mddulos. El teorema que enunciamos a continuacidn nos da un criterio para
decidir cnando la coherencia de una gavilla de mddulos se preserva bajo un cambio de gavilla
de anillos.

Teorema 3. Scan A una gaville coherente de anillos e 3 una subgavilla de ideales coherentes
de A. Sea §F una gaville de X/IT-mddulos. Entonces § es AfI-coherente si y sélo si es A~

coherente. En particular A/3 es una gavilla coherente de anillos.

Demostracidn. Como § es una gavilla de 2/J-mddulos, sia —a’ € J, entonces a- f =a'- f
para toda f € §,. Luecgo tenemos que las secciones sq, .. ., s, generan localmente a § como
combinaciones lineales con coeficientes en A/J si y sdlo si generan localmente tomando
representantes de los coeficientes en 2. Esto significa que § es de tipo finito sobre 2 si y
solo si es de tipo finito sobre /7.

Ahora, si F es 2 -coherente y tomamos sy,...,s, sccciones de §F sobre un abierto U,

sabemos que la gavilla de relaciones entre sy, ..., s, con coeficientes en 2 es de tipo finito
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sobre Q1. La imagen de esta gavilla bajo el homomorfisino canénico de A" sobre (2A/J)”
es precisamente la gavilla de relaciones entre s,,...,5s, con cocficientes en 24/3, que por
lo tanto es de tipo finito sobre A/J. Asi, § es A/J-coherente. En particular, sabemos
que A/J = Coker(p) donde ¢ es la inclusion: I — 2L, asi que por el Teorema 2, A/J es

A-coherente, y por lo tanto A/J~coherente; es decir, es una gavilla coherente de anillos.

Finalmente procedemos a la inversa; supongamos que §
isomorfa al conicleo de algiin homomorfismo, ¥ : (A/3)?4 — (A/3)? y como A/T es A~
coherente podemos concluir por el Teorcina 2 que § también es 2A-coherente. ]

cs A/J-coherente, entonces es

3.6 Concentracién y Extensién de una Gavilla Cohe-

rente

Concluiremos este capitulo observando como se comportan las gavillas coherentes bajo los
conceptos de concentracién y extensién de una gavilla, presentados en las Seccién 2.5

Sea Y un subespacio cerrado de X. Si & es una gavilla sobre ¥ entonces &% denota a la
gavilla obtenida al extender & por cero afuera de Y. Esta es una gavilla sobre X segiin vimos
anteriormente. Si % es una gavilla de anillos sobre ¥ entonces 2~ es una gavilla de anillos

<\

sobre X, y si § es una gavilla de 2-médulos entonces FV es una gavilla de 2A~¥-médulos.
Proposiciéon 18. § es de tipo finito sobre U si y sélo si ¥ es de lipo finito sobre 24X
Demostracion. Sea U € X abierto, ¥ sea V' = U NY. Todo homomorfisino definido sobre
V, p: AP(V) — F(V) induce un homomorfismo definido sobre U, o~ : (A7) (U) = FX(U)
obtenido mediante la anadidura de homomorfismos nulos fuera de Y. Es claro que p es sobre
siy solo si Y también lo es, lo que concluye la prueba. a
Proposicién 19. § cs A-coherente si y solo si ¥ es AN —coherente.

Demostracion. Andlogamente a la Proposicién anterior, un homomorfismo 3 : 2A9(V) —
AP(V) es sobre si y sélo si ¢l homomorfismo correspondiente, ¥~ : (A9)Y(U) = (A7)X (U) -
también lo cs. R =]

Corolario 4. 2 es una gaville coherente de anillos si y sélo si AN también lo es.

Demostracidn. Esto es simplemente el enunciado de la Proposicién con § = 2. ]



Capitulo 4
Cohomologia de Gavillas

El paso siguicnte en nuestro estudio ¢s la construccion de una teoria de cohomologia para
gavillas. Para llevar esto a cabo utilizaremos una cubierta abierta dada sobre el espacio base
y procederemos a definir un complejo de cocadenas signiendo ¢l metodo de Cech. Siguiendo
métodos usuales de topologia algebraica definiremos los grupos de cohomologia correspon-
dientes y demostraremos algunos resultados de gran utilidad para calcular dicho grupos.
Posteriormente veremos como cs posible relacionar la cohomologia obtenida al tomar dos
cubiertas distintas, cuando una de ellas es un refinamiento de la otra, y utilizarcmos esta
relacion para tomar el Hmite inductivo sobre el orden filtrante natural de las clases de cu-
biertas de un espacio y obtener grupos de cohomologia que no dependan de la cubierta. Por
tltimo mostraremos ¢émo es posible construir una secuencia exacta larga de cohomologia de
gavillas, lo que probablemente es ¢l resultado mds importante de todo el trabajo.

En este capitulo .V denota a un espacio topoldgico cualquiera. Por una cubierta de X

entenderernos siempre que se trata de una cubierta abierta.

4.1 Cocadenas de una Cubilerta

Con ¢l fin de desarrollar una teoria de cohomologia asociada a X y a una gavilla § definida
sobre ese espacio, comenzamos por definir el concepto de cocadenas. Una vez que hayamos
construido un complejo con cllas procederemos siguicndo las téenicas usuales de topologia

algebraica para definir los grupos de cohomologia correspondientes.

41
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Sea Ul = {U; }igs una cubierta (abierta) de X, y sea s = (Zo,...,7,) una sucesién finita de
elementos de 1. Definimos al conjunto U, = _, U,. ’

Scan § una gavilla de grupos abelinnos sobre XNy p € Z con p > 0. Una p~cocadena de U
valuada en § es una funcién f que a cada sucesién de p + 1 elementos de 7, s = (dg,...,1%,),
le asigna una scccién fy = fi,, i, € DU, §) = U'(Ui,,...i,» 5)-

Las p-cocadenas forman un grupo abeliano (aditivo) denotado por CP(U, §). Es idéntico
al grupo producto [, T(U,, §) obtenido al recorrer todas las sucesiones de p + 1 clementos
de 1, y definiendo la operacion aditiva del grupo coordenada a coordenada. La familia de
todos los CP(U, F) con p = 0 se denota por C(L, F). A una p-cocadena también se le Hama
cocadena de grado p.

Se dice que una p-cocadena f es alternante si cumple estas dos condiciones:

1. fig,...ip = 0 sicmpre que dos indices scan iguales, i, = ¢, con g # 7.

2. Sfigorsiop = €alio...ip» donde ¢ es una permutacién del conjunto {0,...,p} ¥ &, es su
signo. )

Resulta evidente que 0 es alternante, y que si f es alternante entonces —f también 'lo es.
Si f y g son p-cocadenas alternantes tenemos que (f + g)is,.in = fig,.nip + Giorips ¥ POr IO
tanto se cumple lo siguiente: L . :

1. Si i = i, con q # 7, entonces (f + §)ig,..ip = Jiovinip + Giayuip = 0.

2. (f + 9ivorrsiop = Jivovion + Givorsiop = €a{fig,nip + Gicrein) = Ea(f + Givynip-

Lo anterior muestra que f-+g¢ es alternante, por lo que las p-cocadenas alternantes forman
un subgrupo de CP(4, §), que se denota por C'7(4, §). El conjunto de todos los C'P(L, §)
con p > 0 se denota por C'(41, §).

4.2 Operaciones Simpliciales

Una vez que hemos definido el concepto de cocadenas, y cocadenas alternantes, valuadas en
una gavilla procedemos ahora a estudiar la relacién que cxiste entre los grupos CP(LL, F) 'y
C'?(31, §) por un lado, y por el otro los simplejos generados sobre el conjunto I de indices

de la cubierta 4, Ia cual hemos fijado desde la seccién anterior. En particular vercimos como




4.2. OPERACIONES SIMPLICIALES 43

los endomorfismos entre grupos de simplejos definen de manera natural homorfismos de los

grupos de cocadenas, que utilizaremos de manera crucial posteriormente.

Sea S([) cl complejo definido por el conjunto de vértices [; un simnplejo (ordenado) de
S(/) es una succsién s = (7g,...,,) de clementos de 7, y p es su dimension; [s| denota al
conjunto de sus vértices {io,...,ip}. (/) es el grupo libre generado por todos los simplcjos
de S(I) de dimensién p. K(I) = 3272, K,(I) es ¢l complejo definido por S([).

Una funcion b : Kp(1) — Kq([) es un endomorfismo simplicial si cumple que:

1. i es un homormorfismo (de grupos abelianos), y

2. para todo simplejo, s, de S(7), de dimension p, se tiene que:
his) = E . $
§

con ¢! € Z, recorriendo la suma sobre todos los simplcjos $, de S(J), de dimensién ¢

tales que |§] C [s].

A primera vista ¢l nombre de endomorfismo puede parccer algo extrajo para cste endo-
morfismo entre dos grupos que en principio son distintos, sin embargo la nomenclatura se
debe a que & actia dentro del complejo K (7).

Sea £ un endomorfismo simplicial, y sea f € C?(U,F) una cocadena dec grado ¢q. Para

todo simplejo s de dimensién p, definimos:

(hf)s = Z et pife),

donde los coeficientes ¢f € Z estdn determinados por la definicién del endomorfismo /i,
v p¢ denota al homomorfismo de restriccién: T(U;, §) — T(U,, ), que estd bien definido
puesto que [$| € |s]|. La funcién s ws (*Af);, que a cada simplejo s asigna una seccién de §
sobre Uy, es por lo tanto una p-cocadena denotada por *hf.

Ademis tenemos que para cada siimmplejo s de dimensién p:

Ch(f +9))a=D et pifatgs) =D _ci-pi(f) + D _ch- pi(gs) = Chf)s + (ha),
F E F
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para todo f,g € C (4, .3—), por.lo que la funcion f v—)‘ hf cs un’ homomorf‘smo -

th:CUU,F) = CP(L, §).
También verificamos los siguientes resultados:

1. Sean hy, ha : Kp(I) — Ko(J) dos endomorfismos; entonces para toda r[-cdcadcna vy

para todo simplejo s de dimensién p, se tiene que:
(“(hr + h2)1)s = D (ch + ) - (S
i
=D e piU) + D di - pifs)
§ 4
= (‘Inf + *haf)s '
Es decir, ‘(M + k) = thy + ths.

2. Similarmente, sean hy : K (I) — K. (I), he : Ky(I) = K,(I) dos endomorfismos
simpliciales; entonces para toda r—cocadena f y todo simplejo s de dimensién p:

ha(s) =D ci-s se K1) 13 C sl
3
m(§) =3 cf-5 e K1) 51 € 8,
y luego: ’
hyohy(s) = (D ci-3)
= ZCE NE))
= Zchs 18] € 15] € |s]
& 5

y.por definicién:

(‘(hr o ha)f)s = 2 :Zc o - p§(f3)-
Por otro lado si § es un simplejo de dlmcnsnon gy gesuna r]—-coca(lcna, tenemos que:

(“hif)s = Zc - PiSs), : Fe k(1) 13C sl

(lhlJ)a = ZC * Py (ﬂa)- EES I(q(l) I;‘l (= Islv
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y asi: : i .
(ho hf)y=3ch-ACSd-dU ISl
= Zci ch?- piopifs) 131 < 181 € Isl
c I8l C sl

=3 S didd - pits) 11

y asi, hemos probado que:
thyohg) = thyo thy.

3. Por idltimo, para toda p-cocadena f y simplejo s de dimensién p se cumple que:
C1f)e =S cipi(fs), pero L(s) =3 ci-s, 51 C s
. 3 A
con ¢ = 0 sn $ # sy ¢} =1, por definicién del endomorﬁémo identidad, luegoév
“(*1f)s=fs, porloque’l =1.

Resumiendo, hemos demostrado por un procedimiento directo, aunque. engorroso, las

siguientes férmulas:

thy + the = Y(hy + hy),
thyohy) = thyo h,

1 =1.

En general cuando en lo sucesivo tratemos con endomorfismos simpliciales, omitiremos
los homomorfismos de restriccién, pi, para obtener una mayor claridad en el texto.

4.3 Complejos de Cocadenas

Después de haber estudiado en detalle las definiciones preliminares estamos listos para mos-
trar ¢émo un endomorfismo simplicial particular asociado al complejo K (1), definido por el
conjunto de indices de la cubierta 4, induce una aplicacion entre los grupos de cocadenas
que les da una estructura de complejo ascendente. Esto nos permitird aplicar las nociones
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cliasicas de topologia algebraica y definir cociclos, cofronteras y, nuestro objetivo primordial,
grupos de cohomologia. Por la forma como hemos procedido para construir ¢l complejo de
cocadenas, estos grupos de cohomologia no dependen solamente del espacio X y de la gavilla
F donde las cocadenas toman sus valores, sino también de la cubierta L0 que hemos elegido

para construir el complejo simplicial utilizado en la seccién precedente.

Consideremnos la funcion 9 : Ky (7)) — K,p(f) definida de la siguiente manera:

p+1 et

Aoy -vcrip) = O (=1 0y -2 Ejr e e yipsn)
j=0

donde (i0,...,%,...,7p41) cs el simplcjo de dimensién p obtenido a partir de los vértices
del simplejo (o, . .., ip41), omitiendo el vértice ;.

Resulta claro por la forma aditiva de la definicién que & es un homormorfismo, y como
[Gios - v Ejy -2 pe1)| © |(d0y .- -4 3p)| ademdds resulta ser un endomorfismo simplicial al que
podemos aplicar las definiciones y resultados de la seccién anterior. Asi, por ejemplo tenemos
un homomorfismo, 9 : CP(4, F) — CPH(U, §) al que denotaremos por d. Por definicién:

pt1

('If)iu.....-',H = Z(—1)jﬂj(f-'o.”..i,...‘.i,.,,.)
=0

donde p; es ¢l homomorfismo natural de restricciéon: (U, i1 8) = DU, g1 5)-

Ahora consideremos la composicion d o 8. Es claro que 8 o 8(dg, ..., ip41) €5 una com-

g

binacién lineal de simplejos de la forma (da,. .., %, ..., @k, .- -, dp41) cOn § < k y coeficientes
+1. Ademais podemos constatar que cada uno de estos simplejos aparece exactamente dos
veces en la suma, con cocficientes opuestos ( (—1)5+7 y (—1)74%-1 ). es decir que la suma
necesariamente se amtla para cualquier (p+ 1)-simplejo, por lo que 808 = 0, y asi podemos
conchiir que dod = (Jo0 d) = 0.

Asi, hemos Hegado a que C(U, F) tiene un operador de cofrontera y por 1o tanto es un
complejo (ascendente). Podemos aplicar todos los resultados conocidos de topologia algebrai-
ca y en particular definir al g-ésimo grupo de cohomologia de C(U, §), al que denotaremos
por (L, F).

Esto es, si tenemos la siguiente secuencia de homomorfismos:
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oL E) 5 o, 3) i) T (L F),

entonces por definiciéon:

l\’er((l'i)»
Im(de-1)’

Ahora cstamos listos para demostrar el primer resultado acerca de la cohomologia de

H(L,§) =

gavillas, que nos permitird comenzar a calcular algunos grupos de cohomologia:
Proposicién 20. H%(4, F) = I'(X, §)-
Demostracion. Consideremos la sccuencia de homomorfismos:

225 e, 3 - ol B)

Un elemento de C"(41, §), es decir una 0-cocadena, es un sistema (f;)ies tal que f; € T(U;, F).
Al aplicar el operador de cofrontera obtenemos la 1-cocadena:

(df); = fi — f; € TW:i N U, B).

Por lo tanto podemos ver que (f;) € C°(L,F) ecs un 0-cociclo, es decir un clemento de
Ker(d®), si y sélosi f; — f; = 0 en U; N U,, para todo i,j € I. Por la estructura de gavilla
(ver Scccidn 2.3) esto equivale a decir que existe una seccion global f € (X, §) tal que f
coincide con f; sobre U; para todo i € /. Asi pues tenemos que Ker(d?) = I'(X, §). Tenemos
por otra parte que Iin(d~!) = 0, ¥ entonces:

Ker(d’) _ I'(X,§)

0 5 = m—
HLS) = Im(d-?) 0

= I[(X,3)
a

De esta forma podemos ver que el grupo 2(4U, §) esta bien determinado por el espacio
X v la gavilla §, y e¢s independiente de la cubierta L esto no es necesarinmente cierto para
HY Y, F) con g > 0.

Ahora supongamos que f € CP(4l, §) es una p-cocadena alternante, y consideremos lo
que ocurre al aplicar el operador de cofrontera:

p+l

(A Vigyrsipsr = Z(—l)jfiu,...,i,,,...i,,“
J=0
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Sii, = %,, con ¢ < 7, entonces todos los bllllldll(]()h (londc no se omlta 1,, ni 1,. se dnllldll

por definicién de alternancia, por lo que:

(df iouipsr = (1) fia,iqrisipes + (1) figriniviomipsn
= ((=1)7 + (=1)"(=1)""") fiq... .f.,.' i
= (=17 + (=177 Sy i
=0

Ahora sea T una transposicién del conjunto {ip, ..., 41}, esdecir 7(0,.. ., ¢, q+1,...,p+
1)=(0,...,¢g+1;1,...,p+1), por lo que claramente &, = —1. Tenemos entonces que:

(df Yirommmsivper = io,.igsriquoninss
1

*Z( 1) jm. aijaeenighlalgyeniptl +( 1) fln. |lq~fl! ipt

Ji=0
3 p1 T

+( 1)q+1flo. I PRSI PN + Z (—1) flo. "v+l-'qw esijosaciiptn®

J=q+2, .

Entonces, como- f es alternante, resulta que: .

((If)iro.---.i.-,.“ _Z ( 1) fm. arbjveendgiiqht pindpyl —( 1) fm. .'q. vip4d

=0
p+l
_( 1)q+ fln» wsig+1smendptl -+ E _'( 1) flo. PN PIFIRN FIN :'y+|
j= q+2 R
pHl
= = (1Y fiavrniysorip
i=0

== (df)io.....i,.+;-

Sabemos que toda permutacion ¢ es una composicién de transposiciones, con orienta-
cion bien determinada, por lo que aph(..mdo Io anterior recursivamente a esta composncmu,

tenemos que:
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(A Visarioner = Eo(df Viomigais'

por lo que (df) es una (p+1)-cocadena alternante. Esto muestra que C’(4,§) permancce
estable bajo el operador d. Asi pues, C'(4, §) es un subcomlejo de C(U, F), y su g-ésimo
grupo de cohomologia sc denota por H'9(44, §). '

El siguicnte resultado es de gran utilidad para la aplicacién prictica de la teoria qué

estamos construyendo:

Proposicién 21. La inclusion de C'(U, F) en C(YU, F) induce un isomorfismo de H'I(L,F)
sobre 9L, F), para todo q = 0.

La siguiente demostracion es sin duda la prueba mads téenica del presente trabajo, en el
sentido de que es necesario realizar toda una construceién, para la quie emiplearemos una serie
de nociones y resultados nuis 0 menos complejos de topologia algebraica. Seguiremos tan
cerca como nos sea posible la demostracion presentada originalmente por Serre, que a su vez
estid fundamentada en el texto cldsico de topologia publicado por Eilenberg y Steenrod (3},
istente al momento de escribirse el

que cra ¢l compendio de la materia mas completo e
articulo de Serre; el resultado inevitable de esta eleceion es que algunos de los métodos,
asi como la terminologia empleada pueden parecer algo extrafios o anticuados al lector que
esté familiarizado con textos miis modernos al respecto de la materia. Sin embargo los puntos
fundamentales de la demostracion siguen siendo claros y reconocibles en vista de que, al final
de cuentas, la teoria axiomiitica de la topologia algebraica se originé precisamente con el libro
de Eilenberg y Steenrod.

La demostracion esti basada en el Teorema 5.7, Capitulo VI de Eilenberg-Steenrod [3]
que nos dice: si tenemos dos complejos simpliciales, A y R, dos aplicaciones algebraicas con
proyector C, f,g : K — K’y un subcomplejo L € K, entonces una homnotopia alyebraica con
proyector C entre f |, ¥ g | puede ser extendida a una homotopia algebraica con proyector
C entre fy g.

Una aeplicacion algebraica se define como una aplicacién de cadenas, f: K — K’ tal que
|fs] = |s| para todo simplejo s de dimensién 0. Un proyector en K e¢s una funcién, C, que
a cada simplejo s € K le asigna un subcomplejo C(s) € K’ tal que si § es una cara de s,
entonces C(8) es un subcomplejo de C(s). Si f : K — KR’ es una aplicacién algebraica tal
que [¢] € [s| implica que ft © C(s), donde el simbolo de inclusion denota la relacion de

subcomplejo, entonces se dice que f tiene proyector C.
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Un operador de homotopia entre dos aplicaciones algebraicas se define como una komo-
topia algebraica. Si g s un operador de homotopia y C cs un proycctor tales que |[t] € |s|
implica que gt € C(s), donde ¢l simbolo de inclusiéon denota la relacion de subcoinplejo,
entonces se dice que g tiene proyector C. :

Con base ¢n lo anterior la demostracion de la proposicién procede esquemdticamente de

la siguiente manera:

—

Primncramente definimos una funcién h : K(I) — K1) y comprolmmoq que se trata

de un endomorfismo simplicial y una aplicacién de cadenas. ‘ : -
2. Luego verificamos que h es una aplicacion algebraica con proycctor idg (/).

3. Observamos que existe una homotopia algebraica entre & ¢ idg(s) restingiéndonos al
subcomlejo I € K(7). Dicha homotopia estd dada precisamente por el operador idg()
que evidentemente ticne como proyector a si mismo, por lo que se trata de una homo-
topia algebraica con provector id ).

4. Aplicamos el resultado de Eilenberg-Steenrod para conleuir que existe una homotopia
algebraica con proyector idg(s) entre h ¢ idg) definida sobre todo K (). Ademds

comprobamos que dicha homotopia estd dada por un endomorfismo simplicial.

@

Ahora utilizamos los resultados demostrados previamente para los endomorfismos sim-
pliciales para encontrar una homotopia entre las aplicaciones de cocadenas th y 1.en

el complejo C(44, F). Asi, *h es una cquivalencia homotépica.
6. Finalmente probamos que ‘h: C(Y, §) — C'(Y4, F) cs sobre.
A continuacién pasamos a la demostracion en si:

Dernostracidn. Primeramente asignamos al conjunto de indices 7 una estructura de orden’
total. Una vez hecho esto, definimos una funcion, f : K,(I) — K,(I') determinada sobre los -
generadores del grupo libre por las siguientes ecuaciones:

(o, - ..,1,) =0, si dos de los indices son iguales, : :
(o, ..., 1) =€4(ic0, - - -170p), donde o es la permutacién del conjunto {0,...,p} tal que

gy < --+ < o, en ¢l orden dado anteriormente.
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Para construir ¢l isomorfismo mencionado en el enunciado de la proposicidon, seguircinos
la notacién presentada por Eilenberg y Steenrod en el Capitulo VI de su obra ((3)).

Como h esti definido sobre los generadores, sabemos que es un homormorfismo, y ademas
por coustruccién cumple las condiciones para ser un endomorfismo simplicial. Ahora es
necesario verificar que se trata de una aplicacién de cadenas, es decir, que conmuta con el
operador 8 del complejo {(descendente) K (7); esta demostracion es completamente andloga a
la prueba de que C'(U, §) es estable bajo d, ya que no hemos hecho sino repetir la definicién
de cocadena alternante (ver Seccién 4.3), asi que la omitimos por brevedad.

Luecgo tenemos que si s es un simplejo de dimensién 0, es decir, si s = i, entonces
h(s) = s. Si tenemos un clemento t = 3 ¢;s; € Ko(J), donde cada s; es un simplejo de
dimensién 0, entonces por linealidad de & se tiene que h(t) = t, por lo que concluimos que £
es una aplicacion algebraica.

Como claramente |s| = th(s)] para todo simplejo s de dimensién p, entonces tenemos
que en particular h(s) © s = idgy(s), donde la relacion h(s) € s estd definida como
h(s) € K,(is]), asi que la identidad id : K(7) = K (/) es un proyector de h.

Observamos que 7, el conjunto de vértices de K(7), es un subcomplejo de K (f). Restrin-
giéndonos a este subcomplejo se cumple que h = idg (), y entonces es cierto que idy gy —h =
doidgy +idgyed = 0+ 0 = 0; es decir que idg(ry ¥ h son dos aplicaciones algebraicas
con proyector id gy, definidas sobre todo el complejo K (7)), tales que sobre el subcomplejo
I existe una homotopia alycbraica con proyector id k() entre cllos, definida por el operador
idgry 1 Kp(I) = Kppi (1), que se tiene a si mismo como proyector.

Ahora que tenemos estos resultados podemos aplicar un resultado conocido de topologia
algebraica (Eilenberg - Steenrod Cap VI, 5.7) y extender la homotopia definida sobre [ a
una homotopia algebraica, £, con proyector idg (s, definida sobre todo K (f). Sabemos que
k@ Ky(I) = Kpy(J) es un homomorfismo, y como tiene proyector idg(y se cumple que
k(s) C s, es decir que k(s) € Ap1(]s]), por lo que & resulta ser un endomorfismo simplicial,

que satisface la siguiente ccuacion:

id,"(l) —h=30ok+kod.

Ahora aplicamos los resultados sobre endomorfismos simpliciales demostrados anterior-
mente (ver Seccién 4.2) y obtenemos que: ’
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idl\'(,) - lll = l(id,"(l) —’l)
= Y(Qok+kod)
= *kod-+do'k
que ticne sentido en C(U, §), donde ‘& es por lo tanto una equivalencia homotépica.
Ahora, sean s € Kp(I) con s = (ig,...,%8,), ¥y f € CP(U,F). Si dos indices de s son
iguales entonces i(s) = 0 y lucgo (*hf)s = 0. En el caso de que todos los indices sean
distintos se cumple que h(s) = h(io,...,ip) = €0(ia0s . - - 1ap) = €a (o), asi que por definicién
(*hf)s = €ofos- Entonces, si m es una permutaciéon del conjunto {io,..., ¢} resulta que

h(ws) = h{izo, .. 1inp) = €x€a(la0,--+,lap) = ExE€a(0s), por lo que Chf)ns = En€afos =
ex(*hf)s. Lo anterior muestra que *Af es una p-cocadena alternante.

Ademads tenemos que si f es alternante, (*hf), = f,, 0 (‘hf)s = —fs, y en este segundo
caso necesariamente (*A(—f)), = f., por lo que podemos definir una p-cocadena, £, tal que
fa=Js 0 —[4, ¥ se cumpla que (‘hf), = f, para cada s € K,([); es decir, ‘hfi = f,y porlo
tanto se tiene que ‘2 CP(U, ) — C'7(U, §) es sobre.

Asi, hemos visto que para cada p, los homomorfismos 2t definen una equivalencia ho-
motépica en la categoria de complejos de cocadenas entre C(U, F)y C'(4U, F), por lo que

necesariamente f9(8, §F) = H'9(U, §) para todo g = 0. (=]

El hecho que acabamos de demostrar tiene una gran importancia en términos préicticos.
En general, mientras continuemos desarrollando la teoria cohomoldgica de gavillas, trabaja-
remos sobre los grupos H99(4L F); sin embargo cuando se intenta calcular explicitamente tales
grupos, resulta miis sencillo trabajar con el complejo de cocadenas alternantes, C'(4, §), que
es mucho mis pequeno que el complejo general, C(Y, §). La proposicién anterior nos permi-
te garantizar que los grupos de cohomologia del complejo alternante son equivalentes a los
aban originalmente. Utilizaremos ahora esta propiedad para liegar a

Zrupos que nos intere
la siguiente conclusion:

Corolario 5. H9(U, §F) = 0 para ¢ > dim(4).

Demostracion. La ditmension de una cubierta se define como el mayor nitmero posible de

indices distintos tales que la interseceién de los abiertos correspondicntes no sea vacia, es

decir: dim(U) =sup{p € Z | ﬂ;’=o Uy, # 0, i) # ix para todo 7, k < p}.
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Sea g > dim(Y) y f € C(L, F). Escojamos un simplejo s € Ky(l), s = (ioy...,4g). Si

todos los indices de s difieren, entonces por definicion de dini (L) se tieneque Uy, = Uy, i, = 0,
por lo que (U, §) = 0, y entonces fy = 0. Ahora supongamos que dos o mds indices

coinciden, entonces por definicion de alternancia también se tiene que f, = 0.

Lo anterior cs cierto para cualquier simplejo de dimensidén ¢ por lo que la g-cocadena f
es idénticamente cero, pero como f es arbitraria, CY(4, §) = 0. Evidentemente csto implica
que ', F) = 0, y aplicando la propoesicién tenemos que H9(U, §) = 0. a

4.4 Refinamiento de la Cubierta

A continuacién estudiaremos el comportamiento de los grupos de cohomologia del complejo
de cocadenas C(4L, §) cuando sustituimos la cubierta U por otra mas fina.

Se dice que una cubierta Y = {Ui}ier es un refinamiento de otra cubierta U = {V;},es
si existe una funcion 7 : / — J tal que U; € V,; paratodai € /.
Sea f € CUW, F); dados ¢ elementos del conjunto de indices J definimos una nueva

seccién de § de la siguiente forma:

(T iornia = PU{Frior.riy)

donde p}; es el homomorfismo natural de restriccién: C(Viig,..origr B) ~ L(Ui,,..ig» §) definido
por la inclusion Ui,...., © Vrig,..,ri, Que cxiste por la definicién del refinamiento de una
cubierta. Asi, 7f ¢s una g-cocadena, y ademids 7f € CYU, §). o

A partir de esta definicién queda claro que 7(f 4+ g) = 7f + 7g, asi que‘ la aplicacién
[ = 7f es un homomorlismo de C9(W, §) en CI(L, F). Ademas se tiene que sig € C7~ (Y, §)
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cntonces:

(dm)..,. —Z( 1)J(rq)..,.

,=o

—E( 1)’ (gn’o.....-r‘n,- ,...,-n',)

= pU Z( 1) (Jﬂo. Ty ,qu)

=0
= /’:I,(d.‘lrin.--..fiq)
= (Tfl!])iu...-.i.,,

asi que csta aplicacién conmuta con ¢l operador d y es, por lo tanto, una aplicacién de -
cocadenas, que para cada ¢ 2 0 induce un homomorfismo:

T HYD,§) — HIW, ).

Proposicién 22. Los homormorfismos v : H9(0,F) = HI(4, §) dependen solamente de las
cubiertas L y B, y no de la funcion 7 : I — J.

Demostracion. Sean 7,7 : I — J dos funciones tales que U; C Vi; y U; € V3 para toda
i€ l. Sea f € CY(Y,F); ahora definimos una g — 1-cocadena de U como sigue:
q-1
(BS)iorsiger = Z(“l)hl’h(frio,....ﬁ,.,1'--',.,...,-;—.',_.)
h=0

donde py cs el homomorfismo natural de restriceién de los grupos de secciones dado por la

inclusion Uiy, i,y € Vg rin din,..tie—1» CUYa mencién omitiremos a lo largo del resto de la
prucba, por claridad de la notacién.

Mediante un cdlculo directo, tenemos que:

(kS Yigyniq —Z(—l)’(kf)m.

i=o
-1
= Z(— 1)/ (Z(— 1) friaremstin tinpes i stiq
j=o =0

q
+ > (""l)h_lfrin,....?i,....,ﬂ',..iih,....‘h‘,) .

h=j+1




©
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;‘1.5. GRUPOS DE COHOMOLOGIA DE X CON VALORES EN K3
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Como esto se cumple para todo s = {ig,...,3,} € K, (/), tenemos la siguiente relacidn:
Tf —7f = kdf +dkf,

lo que significa que existe una homotopia de cocadenas entre las aplicaciones inducidas por
7y 7de C(U,F) en C(LU, F) y por lo tanto las aplicaciones de cohomologia asociadas’a cada
funcién son en realidad la misma; 7° = 7* : H9(Y, §F) — HI(Y, F). - - a

Asi, hemos visto que si M es un refinamiento de 2, entonces para todo g > 0 existe un:
homomorfismo candénico que en lo sucesivo denotaremos por o(U, V) : H(Y, F) = HI(U, F).~

4.5 Grupos de Cohomologia de X con Valores en §

En la seccién anterior construimos homomorfismos candnicos que nos permiten relacionar los
grupos de cohomologia de dos complejos de cocadenas valuadas en la gavilla §, asociados a
diferentes cubiertas del espacio .X que estin relacionadas entre si por ser una refinamiento de
la otra. Esta relacidén de refinamiento da origen a un orden filtrante sobre las cubiertas de .\,
por lo que procederemos ahora a demostrar la transitividad de los homomorfismos o (4, 1),
para luego aplicar el concepto de limite inductivo y definir un objeto de cohomologia que

dependa tinicnmente del espacio base, y no de la cubierta escogida.
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La relacion “U es un refinamiento de 207, que se denota por U < U, cs evidentemente un
orden parcial entre la familia de cubiertas de X, Ademas se trata de una relacion filtrante, ya
que si U = {U,}icsr y U = {Vj} es son dos cubiertas, podemos construir una nueva cubicrta,
W = {W,; = U, NV, }ijrer=s aue es un refinamiento de £y de 9, puesto que Wy; C U; v
W € V.

Decimos que dos cubicrtas, Uy U, son equivalentes si sucede que U < U y BV < 4. No
podemos garantizar que los indices de una cubjerta formen un conjunto, sin embargo si es
posible asegurar que toda cubierta U es equivalente a otra cubierta U, cuyo conjunto de
indices es un subconjunto del conjunto de potencias de X, P(X). Simplemente definimos a
' como el conjunto de abiertos en X que pertenecen a U; ' es claramente un subconjunto
de P(N) v, ademids, es equivalente a U, asi que podemos hablar del conjunto de clases de
cubicrtas de X (mddulo la relacion de equivalencia), que ademis posee un orden filtrante
dado por la relacion de refinamiento.

Ahora tomamos el homomorfismo candnico definido anteriormente para toda ¢ > 0,
o(LU, ) : HY(DB,F) — HY, F), cunando & < Y. Tenemos que oL, L) es la identidad
(puesto que o(U, ) = id°, con id : [ — [) y ademds cuando U < UV < 2D entonces
a(U, V) oo (W, W) = o(L,20) (yaquesitenemos 7: f = J,7:J 5> Ky #:1— Kla
Proposicion 22 implica que 7 = 7° o 7*).

Por lo tanto si sucede que $y U son equivalentes, entonces o (U, Wyoo (W, U) = o(L, U) =
idyequzy, ¥ 0(U,U) 0o o(U, W) = (B, V) = idyemz, es decir que o(U, V) y o(V, U) son
isomorfismos reciprocos, asi que H4(4U, F) HY(W,F), y HI(U,F) depende iinicamente de
la clase de la cubicerta il mddulo la relacion de equivalencia. Esto nos permite formular la

siguiente definicion:

Definicién 4. El g-ésimo grupo de cohomologia de X valuado en la gavilla §, denotado
por HY(NX,3), es el limite inductivo de los grupos 19U, §), siguiendo el orden filtrante de

las clases de cubicrte de X y los homomnorfisimos transitivos o (U, ).

Explicitamente, un elemento de f9(X, §) es la clase de equivalencia de un par ordenado
(L [f]) con [f] € H(1L, §), tal que las clases (8L [f]) ¥ (D, [¢]) son equivalentes si y sélo si
existe una cubierta 20, con 20 < Uy 20 < Y, que cumple que (20, U)[f] = o (20, B)[g] en
1711(20, §). De este moado podemos asociar a cada cubierta U de X el homomorfismo candnico
a(8t) = H9(W, §) — HYN, ) dado por [+ (I [[])-

Proposicién 23. H°(X,3) = ' (N, §).
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Dermostracién. Por la Proposicién 20 tenemos que HP(4U, §) =.I'(\X, §) para toda cubierta

4, por lo que al pasar al limite inductivo tenemos el resultado deseado. - a

4.6 Homomorfismos de Gavillas

Una vez que hemos definido los grupos de cohomologia de un espacio valuados en una ga-
villa, veremos como los homomorfismos de gavillas sobre un mismo espacio base inducen de
manera natural homomorfisinos correspondientes entre los objetos de cohomologia.

Sca ¢ : §F — & un homomorfismo de gavillas definidas sobre .X, y sea tl = {U;}ies una
cubierta de X. Asignemos aliora a cada cocadena de orden ¢, f € C9(L, §), una nueva
cocadena p# f € CI(Y,®) definida por la férmula (¢* f), = @(f,), con s € K (7). Por la
definicién de homomorfismo de gavillas (ver Seccién 2.8) sabemos que (¢# f), € ['(Us, ),
asi que # f os efectivamente una g-cocadena valuada en la gavilla &.

Resulta claro que o# (f +g) = o# f 4+ p#g, por lo que la aplicacién ¢# dada por f — p# f
es un homomorfisino: C7(4, §F) — CY (L, B). Ademis tenemos que la siguiente igualdad se

cumple para todo simplejo s € Koy (1), con s = (do,...,ign1):

(‘P#df)lo.m.i.,“ = ‘r’({lf)iu.u-.fqﬂ

q+1
=y (Z(— 1) figreensijrensiqan )

=0
q+1 '
= Z(—1)J<P(fio....,i,.....i,+.)
j=o
g+t _
= Z(— QLA CZLa0 3 PR S
J=0

= (do* ivviasrs

¢s decir, que este homomorfismo ¢# conmuta con los operadores de cofrontera de los comple-
jos C(U,F) y C(H,®). Esto implica, por resultados fundamentales de dlgebra homolégica, -
que el homomorfismo inducido en los grupoes de cohomologia,

Wt HI(LF) — HI(L, &)

estd bien definido.
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Si Ll es un refinamiento de una cubierta U, donde MU = {U;}ier y U= {Vj}jer ¥ tenemnos
J € CU23,§) con T : I — J, entonces se cumple que para todo s = (fg,...,1) € K (1):
(P TS Yinvris = PTSYigeris = Pringnria) = (0# Nrigyiria = (70# f)ig,...iys 850 que en par--
ticular " 7°|f] = 7°p*[f], donde [f] es la clase de cohomologia de f en H7(2,F), y entonces

por la Proposiciéon 22 tenemos que:
@ oo(U, V) =o(U, V) o’

Al tomar el limite inductivo de las clases de cubiertas de X sobre el orden filtrante
dado por la relacién de refinamiento, con los homomorfismos transitivos o (U, ), podemos
considerar la asignacién de H9(X, §) en HY(X, &) dada por la férmula (8 [f]) — (&, [f]).

Es evidente que esta aplicacion es un homomorfismo, y ademsis estd bien definido ya que
si (U, [f]) = (D, ]g]) en H9(X,F), entonces por la Definicion 4 debe existir una cubierta 207
tal que 20 < U y 20 < U, que ademds cumple que o(20, Y)[f] = o(20, V)[g] en HY(2W, F),

pero entonces:

o (2, )" ] = ¢ o (20, )| f] = "o (W, V)|[y] = (20, V)" [g],

por lo que (Y, @*[f]) = (D, »*{g]) en H(X,®). Por simplicidad, denotaremos este homo-
morfismo entre los grupos de cohomologia de X valuados en § y & por el mismo simbolo
utilizado anteriormente:

@ HI(X,§) — HI(X, ®).

Cuando ¢ = 0 tencmos por la Proposiciéon 23 que H°(X,F) = I'(X, ), asi que los
clementos de F°(.X, §) son secciones globales de §, ¥ ¢°[f] se definié como [y o f], es decir
que ¢* coincide con el homomorfismo de T'(XX, §) en LY, &) inducido por ¢.

Sipg,: F—> Gy x: G — 5Hson homomorfismos, podemos verificar inmediatamente las

siguientes propiedades:
L (@ + 9#)[)s = (@ f +¢#* [)s = (0*[)s + ($# [)s, asi que:
(o +¥) = + 9.
2. ((x*#) ) = (x*2f#)s = x*(9# [))s, y entonces:

(xop) =x"op".
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3. (id* f), = f,, por lo que:
1* = 1.

Es decir que para todo ¢ > 0, /{9(.X, §) es un functor aditivo y covariante, de la categoria
de gavillas de grupos abelianos sobre X en la categoria de grupos abelianos. En particular
podemos desprender de este hecho la siguiente implicacion: si § es la suma directa de dos
gavillas &, @ G, tenemos un isomorfisto natural 7y @ 72 1 § — &, & G, donde 7wy y 7o
son las proyecciones correspondientes; ahora podemos afirmmar que (7 @ 7)) = 77 @ 73
HI(N,F) - H9(X,8,) d HI(X, B,;) también cs un isomorfisio, para todo ¢ > 0.

Finalmente supongamos que § es una gavilla de 20-mddulos, por lo que toda seccién
global, a € I'(.\, ), define un endomorfismo de §, dado por f— a- f, que a su vez induce
otro endomorfismo, a*, de H9(X,F) en si mismo, para todo ¢ > 0; ademadds tomando en
cuenta las propiedades de functor aditivo covariante, si a,b € I'(X,A) y =z € HI(X,F),
tenemos que:

(a*+b")z=a"z+ 02
(a*b™)z = a” (b 2)

1'z ==z,

asf que HYX,3) tienc estructura de ['(X, 2)-mdédulo, o lo que es lo mismo, de Ho(X, §)-
" ‘médulo. S : a

4.7 Secuencia Exacta de Gavillas (Caso General)

Después de haber definido nuestros objetos de cohomologia y los homomorfismos entre cllos,
estamos listos para continuar con la construccién de nuestra teoria de cohomologia. El si-
guiente paso, de acuerdo con la légica propia del dlgebra homolégica, es buscar si a partir
de una sccuencia exacta corta de gavillas es posible construir una secuencia exacta larga de
grupos de cohomologia. Como veremos a continuacion esto sélo es posible de manera parcial,

sustituyendo algunos objetos por otros delinidos especificamente para tal propdsito.

Sea

0—aA-m e 0
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una sccuencia exacta de homomorfismos de gavillas definidas sobre un espacio X, y sea
0 una cubicrta de X', El homowmorfismo inducide a# : CY/(U,A) — C¥Y, B) definido en
la scccién anterior cs inyectivo, pues si (a?f), = (a*f), para todo s € K,(I) entonces
a(f(x)) = a(f(z)) para todo z € X, ¥ luego f = f.

Asimismo, si g € Iin(a#) € C9(44, B) entonces debe existir una g-cocadena f € C?(4, 2A)
tal que g, = (a®f), para todo s € K,(I), ¥y por lo tanto (B#g), = (B%a#* f), = 0, asi que
g € Ker(8#*).

Inversamente, si g € Ker(8#) entonces dada s € K, (7) se cumple localmente que g.(x;) €
Ker(8) = Im(a) para cada x; € U,, por lo que podemos encontrar vecindades V7, y secciones
Je, € T(Ve,, Q) tales que avo f;, = gsly,,. Paratodoy € Vi NV, se cumple que ao fp, (y) —ao
J=(y) = 0, ¥y como « es inyectivo entonces fr, = fr,. Asi, existe una seccion f, € T(U,, A)
tal que ao f, = g. Esto a su vez nos permite definir una g-cocadena f € C9(L, A) que
cumple que o¥ f = ¢, por lo que Ker(8#) = Im{(a#).

Este razonamicnto depende del hecho de que el homomorfismo a es inyectivo, ¥ no puede
ser aplicado al siguiente homomorfismo de la secuencia, por lo que tinicamente tenemos la

siguiente secuencia exacta de complejos:
#
0 — cuL ) 25 ow,3) 25 o, @)

Ahora definamos la imagen de 3% en C(Y,€) como Co(U,€). Asi, si h € CJ(U, ),
entonices h = fA¥g, con g € CI(uU, B), por lo que dir = df*g = B*dg € CI*'(4L, €), es
decir que Cp(4l, €) permancce cstable bajo el operador d y forma un subcomplejo de C(4, €).
Queda entonces claro que tenemos la siguiente secuencia exacta de complejos:

0 — Cc(L21) 2% o, B) 25 Co(u, €) — 0

que por resultados clisicos de dlgebra homoldgica da origen a la siguiente secuencia exacta

de cohomologia:
cee — HI(3,B) E5 HIW, €) —L HIHI(,A) = HITV(LU,B) — ---

donde los grupos H{(,€) son los grupos de ébhomolbgia (lclucomplcjo Co(M,€), y d os
el aperador de cofrontera definido por la formula usual: d([g)) = [a#*-1dg#-tg], con d :
CU U, B) — C*1(Y, VW) como en la scecién 4.3. ’ ol '

Scan tl = {Ui}ier ¥ U = {Vj} es dos cubiertas de ;4\’, con il < Y, y una funcion 7 : [ - J
tal que U; € V4, para todo ¢ € I. Sabemos por la seccion anterior que ¢l siguiente diagrama
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con filas exactas es gonmutativp: :
: e Cge
00— C(T, %) =2 (2, 8) L2 C(7, ©)
- r# ‘ r#

0——C(, )~ oy, B) Lo, ©)
y por. lo tanto: R

T#(Co(T, €)) = 7#(Im(5#))
= r#8#(C(B, B))
= p*r#(C(D, B))
< Co(4, ©),

y luego 7 define homomorfismos 7° : H{(B, €) — HI(L, €), por ser 7# una aplicacién de
cocadenas de los complejos Co(2, €) v Co(Ll, ¢).

En la demostracién de la Proposicién 22 construimos un hotomorfismo & : C9(3, €) —
C=1(u, €) dado por (Kf)i,...ige) = Zj;é —1) 0 (frivntiqas Figor..ii, ) dadas dos funciones
7,7 : I = J. Resulta claro que si f € C(W, €), es decirsi f = B#g para algiin g € C7(9, B),
entonces kf = f#*kg € C,'f"'(‘.l, €}, por lo que el operador de homotopia se restringe apro-
piadamente al subcomplejo Cy(L, €) € C(L, ) y la proposicion se sigue cumpliendo: el
homomorfismo 7* : HJ{(U0, ) = HJ(Y, <€) no depende de la funcién 7 escogida. Denota-
remos estos homomorfismos canonicos por a(i, W), v procediendo como en la seccién 4.5
podemos definir a los grupos F/J(.X, €) para todo ¢ > 0 tomando el limite inductivo de los

grupos HJ(Q, €) siguiendo el orden filtrante de las clases de cubiertas de X.
Proposicidn 24. La siguicnle secuencia larga es exacta:
#
e — (X, B) 2D Hx, €) < et X ) 2 H7WY(X, B) — ...

donde d es el homomorfismo inducido por d : H{(D,C) — HI*Y(W,A) al tomar el limite

inductivo siguicndo el orden filtrante de las cubiertas de X.

Demostracion. Consideremos ¢l homomorfismo o : HJ(\X,€) — HI*Y(X, ) definido por
d(h) = a#=vda#-th, donde d : C9(W,B) — CI*Y(V,B) y h € CI(V, ). Como sabemos
que 7# conmuta con cada uno de estos operadores, se ticne que al pasar al limite inductivo,

d estit bien definido.
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Una vez hecha esta verificacion, es trivial comprobar que ol limite inductivo de una se-
cuencia exacta de homomorfisinos es también una sccuencia exacta, lo que nos da el resultado

deseado. ]

Nuestro siguicnte paso seri comparar los grupos HJ{(.X,€) y H9(X,€). La inclusién
71 Co(3, €) = C(J, ) conmuta con cl operador de cofrontera, lo cual nos permite asegurar
la existencia de homomorfismos j* : H{(U, €) —» H1(W, €). Es inmediato que j° oo (4, W) =
o(Y, V) o j°, por lo que al tomar ¢l limite inductivo obtenemos un homomorfismo candénico
7 HI(X,C€) > HI(X, ).

Comenzamos por demostrar un resultado preliminar:

Lema 1. Sea B = {Vj}jcs una cubicrta de X, y sea f € C%(B, ). Entonces eriste una
cubierta 4 = {U, }icr y una funcion v : I — J tales que U; C V,; para toda i € I, y ademds
T f e CH(H, ).

Demostracion. Sea zx « . Escojamos ji € J tal que =, € Vj,. Como f;, € ['(V,, €), existe
una vecindad abierta de xy, Ux € Vj,, ¥ una seccién gx € ['(Ux, B) tal que Box(y) = f5(y)
para todo y € Uk.

Al recorrer x todo X, tenemos que las vecindades Uy forman una cubierta 1, con 8 < 4,
v (gr) € C°U, B). Ademds (1) = (Bg)x para toda k, cs decir que 7# f = 8#g, v entonces
™ f € CO(Y, ). ]

Ahora podemos probar la siguiente proposicién:

Proposicién 25. El homomorfismmo j* : HJ(X,€) — HI(X, €) es biyectivo cuando ¢ =0, y

es inyectivo cuando ¢ = 1.

Demostracion. Sea ¢ = 1. Escojamos como representante de un elemento cualquicera del
micleo de j* @ H(X,€) - H'(X,€) un l-cociclo z € C§(9,€) tal que exista una 0-
cocadena f € C°(2,€) con df = z (de modo que z € Im(d) represente efectivamente a un
clemento del micleo de j°).

Aplicando el lema anterior tenemos que existen una cubierta Y4 < U y una funcién
71 — J tales que 7# f € CJ(U, €), asi que d7# f = v#df = v#z, por lo que 7#z es imagen
de 7# f y cohomélogo a 0 en C} (4L, €), ¥ su imagen en H} (X, €) al tomar el limite inductivo

es 0, lo que prueba la inyvectividad de j+.
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Ahora sea ¢ = 0 y consideremos el homomorfismo j* : H(\X,€) — HO(N,€). Siz y
2 son representantes de dos elementos de HS(YX, €) que son enviados al mismo clemento de
HO(\, €) bajo j*, entonces z y 2 son 0-cociclos en Cf (3, &) y CHV, €) que coinciden para
algiin refinamiento de 8 y U, es decir que en realidad representan al mismo clemento de
HY(X, €), por lo que j* cs inyectivo. )

Por otra parte, sea z un 0-cociclo en C°(23, ), es decir un representante de un clemento
de (X, ). Entonces por el lema anterior existe una cubierta Y < U y una funcién
T:1 — J tal que 7%z € CJ(4, €), pero entonces j‘(-rTz) = Z, asi que j* c¢s sobre y por lo
tanto biyectivo. i}

Corolario 6. La siguiente secuencia es exacla:

0 — HO(X, ) ~—3 HO(X,B) — HOX,C) — H'(X, ) — HY(X,B) — H'(X, ).

Dernostracién. Esto se deduce inmediatamente de la Proposicién 24 y de que HO(X,¢) =
HE(X, ), asi como de que j* : H}(X,€) — H'Y(X, &) es inyectivo, por lo que Ker(8*) =
Ker(j*8°). a

Corolario 7. Si H'(\,2) =0, entonces (X, ‘_B) ~» T(X, €) es sobre.
Demostracidn. Si (X, 21) = 0, tenernos por cl corolario anterior la secuencia exacta:
0 — HYX, ) — HY(X,B) — HIX,C) — 0,

pero por la Proposicién 23 y por la seccién anterior sabemos que 8° : H%(X,B) — H%(X, )
coincide con ¢l homomorfisino 8 : T'(.X,B) — (X, €), lo cual nos da el resultado deseado.;
.a

4.8 Secuencia Exacta de Gavillas (Con X Paracompac-
to)

A continuacién exhibiremos bajo qué condiciones sobre el espacio base X es posible garan-
tizar que ¢l homomorfismo j* : HI(X,€) — H(X, ) cs biyectivo para todo ¢ > 0y, [;or lo
tanto, podemos construir una secuencia exacta larga de los grupos de cohomologia comple-
tos. En particular tenemos que la condicién de paracomnpacidad es suficiente para garantizar
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la exactitud de la secuencia.

Se dice que un espacio X es paracompacto si ¢s un espacio separado de tipo Hausdorff, v
ademads sucede que para toda cubierta de X existe un refinamiento localmente finito; es decir
que si U = {Vj};es os dicho refinamiento, entonces para todo x € X existe una vecindad
Uz tal que U; € V;, U---U Vj,, con & finito. A continuacién demostraremos un resultado

preliminar para espacios paracompactos:

Lema 2. Scan X un espacio paracomnpacto y O = {V;}jes una cubierta de X. Sea f
(Siouds) € CUW, €). Entonces eristen una cubicrte 38 = {Ui}ier y una funcion v : 1 — J
tales que U; € V;; para todo i € I, y ademds v# f € CJ(U, €).

Demostracion. Como X es paracompacto podemos suponer que la cubierta 9 es localmente
finita, ya que si no lo fuera admitiria un refimuniento U’ que si cumpliera esta propicdad, y

st el lema se cumple para U’ entonces también se cumple para 2. .

Por ser .X' un espacio Hausdorfl necesariamente existe una cubierta 20 = {1V} e, tal que
\V C V;, donde W, es la cerradura de 1.
Ahora sea o € X\ y escojamos una vecindad S de x que pueda ser cubierta por un ntimero

finito de abicertos de . Six € V), ,, entonces [, . ;. (x) € €,. Asi, al ser ¢l homomorfismo

wlq
3 : B — C sobre en cada uno de los tallos, existe una scecion & de B definida sobre una
vecindad de x, Uy, tal que localmente g(b) = Jio...ge- Esto es cierto para cada abierto Vi, ;..
y al recorrer todos los abiertos de U que cubren a S obtenemos mediante la interseccién de
las vecindades U, una vecindad de x donde localmente existen secciones b tales que 8(b) es
igual a las valuaciones de la g—cocadena f.

Restringiendo esta veecindad tanto como sea necesario podemos definir para cada 2z € X

una nueva vecindad U, tal que ademis de la condicidn previa, se cumpla que:
1. si z € Vj}, entonces U; € V5,
2. sixz € Wj, entonces U, € W, ¥
3. si U, N W, # @, entonces U, C V.

Todas estas condiciones son trivialmente realizables dadas las condiciones de se arabllldad
del espacio X, y la finitud local de la cubicrta 23.°
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La familia 31 = {U,}rex ¢s una cubicrta de .N. Para todo z € X .escojamos 7z € J
tal que z € W,,. Es claro entonces que U, € W, € V., por lo que s6lo resta demostrar
que T# f € CJ(H, €), es decir, que necesitamos probar que Jrzo,....rx, €5 la imagen bajo 8 de
alguna scecion de B definida sobre Uy, N --- N U,,.

Si Uy N --- N U;, = @ la afirmacién se cnmple trivialmente (pues 8 = 0); en caso
contrario tenemos que Uy, NU;, # 0 para todo 0 < & < ¢, y dado que U,, C W,,,, se ticne
que Uy, N Woo, # 0, y entonees Uz, © Vig, .

Asi, o € Vigg N --- N Vo = Voo, +r, ¥ por construccién de U, tenemos que debe
existir una scccion b € [(Uyz,, B) tal que B(b): = frz,,..7z,(x) sobre U, y por ende sobre
UoO---N Uy, O

Ahora estamos listos para demostrar el resultado principial de esta seccidén:
Proposicién 26. Si X' es paracompacto, el homomorfisino candnico
7T H{(X,€) - HI(X, )
es biyectivo para todo g = 0.

Demostracion. Si z y # representan a dos clementos en HJ(X,€) que j* envia al mismo
elemento de H9(X, €), debe existir un refinamiento de las cubiertas respectivas donde z y 2
coinciden, pero entonces representan al mismo elemento, por lo que j* es inyectivo.

Por otro lado, sea f € C/(Y, €) un representante de un elemento en H9( X, €). Por cl
Lema 2 sabemos que existe una cubierta ¢ < U tal que o (U, B)Y(f) € HI(X, €), por lo que
J* es sobre y, por lo tanto, biyectivo. ]
Corolario 8. Si .\ ¢s paracompacto la siguiente secuencia es exacta:

» - ~ # -
s — H(X,BY) £DL X, ) <D e, oy &Y Hert(n, ) —s .-
donde el operador d cs la composicion del isomorfismo reciproco de 3* : HJ(X,€) = HI(X, )
con d : HI(X,€) - HI* (X, ). ‘ o ’

Demostracion. El resultado se deduce inmediatamente de las Proposiciones 24 y-26 .- O

Esta secuencia se conoce como la secuencia exacta de colomologia definida por la secuen-

cia exacta corta de gavillas:

00— A58 -2ec—o0,
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y ademis resulta claro que esta secuencia existe cada vez que el homomorfismoj* ¢ Hi(.\X, €) —
H(X, ) es biyectivo para todo g > 0. ’ e

4.9 Cohomologia de un Subespacio Cerrado

Para terminar este estudio de las propiedades cohomolégicas del complejo de cocadenas va-
luadas en una gavilla, procederemos a analizar la relacion entre los grupos de cohomologia del
complejo construido sobre el espacio base y sobre un subespacio cerrado del mismo. Como es
de esperarse dada la naturalidad con la que se comporta la cohomologia valuada en gavillas,
veremos que esta relacién es biunivoca sicmpre que la gavilla en cuestion esté concentrada

sobre ¢l subespacio cerrado.

Sca § una gavilla sobre X, y sea }” un subespacio cerrado de .X'. F(Y) es la gavilla sobre
¥ inducida por § (ver sccciéon 2.4).

Si &t = {U, }ies es una cubierta de .Y, entonces W = {U] = U; N Y }igs es una cubierta de
Y. Si fiorne € IN(Uig,...ns- 8) entonces la restriccion de fi,,..i, a U{D__'_'i' = Uj,..i, NY €5 un
clemento de (U, ;.. F(¥))-

Sea p: C(U,F) — CW, F(Y')) la operacién de restriceion descrita anteriormente; enton-
ces tenemos que dada f € CY(U, F):

q+!

(dpSiareigrs = D=1V (P Vioroiyroniaun
i=0

q+1
=p (Z(— 1) figronis ....,i,“)

=0
= (pdf )igyusigsrs

es decir que p conmuta con el operador de cofrontera, por lo que indilcc llélildmvorﬁs'llios

p* o HY(U, F) = HI(W, F(Y)) para todo ¢ = 0. ‘ ) ’
Si ¥ y UV son cubiertas de X tales que U < U, es decir, que U; €V, paratodoi € I,

entonces U = U;NY C V,;NY =V, ¥ entonces L' < V'; ademsds se cumple que:

(0 iorvie = (P )rivrerie = (PT fioyniy

por lo que o(, V) o p*° = p* o o(U, V) y, al pasar al limite inductivo sobre las clases de
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i:ubicruxs de .\',' estil-bien (l(‘:ﬁ‘nido un‘homomor‘ﬁsmo:

T HUX, ) > B F00),
para todo g = 0, :

Proposicién 27. Sean Y- un subespacio cerrado de' X y § una gavilla sobre X, nula fuera
de Y. Entonces el homomorfismo

p' HY(X,§) — HY(X,5(Y))
es biyectivo para todo q > 0.

Demostracion. Sea 20 W;:}ier una cubierta de V. Como Y es cerrado en X, U, =
€ f

il

WU (XX —Y") es abierto en XX, asi que = {U, }ier es una cubierta de X, y entonces 20 = .
Es decir, que toda cubierta de ¥ es de la forma ', donde Y es una cubierta de X.
1
Ahora, por la Proposicion 5 de la seccion 2.5 aplicada al espacio Uy, ..

.ig ¥ al subespacio

cerrado Uj, , tenemos que existe un isomorfismo entre T(Uip,..in 8) ¥ DU, i 3(Y)).

..... i
Asi, el homomorlfismo:

p: CULE) = CW,F(Y))

es biyectivo, al igual que todos los homomorfismos inducidos por éste en los grupos de
cohomologia al tomar el limite inductivo sobre el orden filtrante de las clases de cubiertas
de X. ]

Podriamos expresar esta iltima proposicion de la siguiente tanera: si & es una gavilla
sobre Y, ¥y &~ e¢s la gavilla sobre X obtenida al extender & por cero afuera de ¥ (ver
seccién 2.5), se tiene que H(Y, B) = HI(X,®~) para todo ¢ = 0; o lo que es lo mismo, la
identificacién de & con &Y es vilida al tomar los grupos de cohomologia correspondientes.
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Capitulo 5

Grupos de Cohomologia de Distintas

Cubiertas

En este tltimo capitulo nos disponemos a investigar la posibilidad de comparar la coho-
mologia con valores en una gavilla definida mediante distintas cubicrtas. Especificamente,
nuestra intencion es encontrar condiciones sobre una cubierta 4 de X para que A" (Y, F) =
H"(X, §) para toda n > 0.

Esta pregunta reviste una gran importancia prictica, ya que proporciona un método para
calceular H" (X, F) sin necesidad de tomar el limite inductivo sobre las clases de cubiertas y
enfrentar las dificultades técnicas que scimncjante intento plantearia.

A continuacion desarrollarcmos la herramienta téenica necesaria: el complejo doble de
cocadenas valuadas en una gavilla, tras lo que procederemos a demostrar una serie de apli-
caciones pricticas que culmina con un teorema que efectivamente responde a la pregunta
planteada ¢n un principio.

A lo largo de este capitulo .X e¢s un espacio topolégico y § ¢s una gavilla definida sobre

X,

5.1 Complejos Dobles

En esta seccién presentamos la herramienta que utilizaremos posteriormente para comparar
los grupos de cohomologia de gavillas que se originan a partir de diferentes cubiertas de un
espacio base. Tal herramienta la constituyen los complejos dobles, cuya notacién y propie-

G9
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dades fundamentales exponemos a continuacién

Un complejo doble se define como un grupo’,:lbelimio bigra(luado,

K= A p30.430

P

provisto de dos endomorfismos, d y d, 'qu'c cumplen las siguicntes propiedades:
1o d: KP9 — KPHUe y d : (P 230 e+t
2. dod =0, (io(.l.+(.l.0(i=0,‘y dod=0.

Si f € KP9 se dice que f cs bihomogéneo, de bigrado (p,q) y de grado total p + q. Existe
un endomorfismo d = d + d que cumple que

dod=(d+d)o(d+d)
=dod+dod+dod+dod
=0,

por lo que d define un complejo en los términos usuales, asi como grupos dc cohomologla de K
que se denotan por H"(K'), donde n es el grado total de los elemcntos de [( corre‘;pondlentcs
(ya que d es un homomorfismo de AP en KP+19g P9+l y todos los elementos de la i imagen
ticnen grado total p +¢ + 1). : T ‘

Podemos obtener otras estructuras de complejo sobre K- utilizando los 6])ér5d6rcs d y
d, en cuyo caso denotaremos los grupos de cohomologia (.orrcspondxcntes por H""’(I\
HP(K) respectivamente.

K¥ denota al subgrupo de £K7¢ formado por los elementos [ tales que d(j) = 0. K, =
2 opeo 7. Definimos andlogamente a K y K.

Tenemos también que HP(K) = Ker{d) = KZ, donde d : K% — K9, y andlogamente

HPY(K) = K}. K, ¥y K, son subcomplejos de K, v el operador d coincide sobre ¢cllos con d

hY d respectivamente.

Proposicién 28. St H(K') =0 parap > 0 y ¢ = 0, entonces la m.cluswn K, > I( tlcj'nc
un isomorfisino de H"(K,) sobre H*(K) para n > 0.
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Demostracion. En primer término delinimos los grupos LP9 de la siguiente manera: sip =0,
Lo = KO/ KY; sip > 0, LV = K#9. Obscervamos inmediatamente que L = S pa LM es un
complcjo doble, y que la secuencia de complejos
00— HKy —w K —L —0
¢s exacta. Por lo tanto tenemos una secuencia larga exacta de cohomologia:
.. H"(I\’) I'I"(L) 1_1n+l([\.—2) 5 Hu+l(1\') [P
por lo que para obtener el isomorfismio descado, H"(K;) = H"(K), basta mostrar que
H"(L) =0 para todon 2> 0. '
Por nuestra definicién del complejo L,
Ker(d : LP4 — Lr+1a)
Im(d : Lr—'9 — Lpa)

asi que, si p > 0, entonces HP(L) = H(K) = 0 por hipétesis. Si p =0,

HP (L) =

HM(L) = Ker(d : K%/ KK — K9)
= HP(KY/ K3
= K§/K3
= 0.
Asi, tenemos que H{"(L) =0 para todop >0y g > 0.
Ahora definimos L, = Zq>h Lre, para L = 0,1,.... Observemos que los L, son sub-
complejos anidados de L, es decir que Ly © Ly para todo h > 0. Ademds Lj /Lpyy-

R 8

precisamente ¢l subcomplejo Z;io LP" con cl operador de cofrontera d. Asi, H*"(Lp/Ljs1)
HP™""(L) = 0.

Aplicando lo anterior a la secuencia exacta larga de cohomologia:
ces = H"(Ly) — H'(Lo/Lpsy) — H™ ' (Lpy) — H VY (Ly) —> - - -
se obtiene que I"(Ly,) = H*"(Ly4) para todo h > 0y nn = 0.

Por definicion de Ly, se tiene que si A > n entonces H"(L,) = 0, asi que por recursividad
descendente sobre it tenemos que H*(Ly) =0 paratodoh >0y n = 0. :

Finalmente observamos que Lo = L, asi que H*(L) = 0 para todo n > 0 con lo’ que
conluimos la demostracion, . . ) i N ~ooa

Esta demostracion fue realizada originalmente por Henri Cartan (ver [7]).
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5.2 Complejo Doble Definido por dos Cublertas

Tras definir las principales propicdades de un complejo doble en la seecién anterior, ahora
aplicaremos este concepto al complejo doble de cocadenas valuadas en una gavilla sobre un
espacio base, que se obticne al considerar dos cubiertas diferentes del espacio y los opera-
dores de cofrontera correspondientes. Después de presentar la terminologia que usaremos,

procederemos a verificar algunas propiedades especificas de este complejo doble.

Scan U = {U;}iesr ¥ D = {V;},es dos cubiertas de X. Sean s un simplcjo de dimensién
p de S(I) ¥ t un simplejo de dimension ¢ de S(J). Entonces U, denotard a la interseccién
de los abicrtos U; con @ € [s], y V; denotari a la interseccién de los abiertos 1 con j € |t|,
como cn las sceciones 4.1 y 4.2, U, denotarid a la cubierta de U, dada por {V; NU,}ies, ¥y
4, denotard a la cubierta de V; dada por {U, NV }jes.

Ahora definiremos un complejo doble C(UL W; §) = 35, , C™(U, B; §) procediendo paso
a paso de acuerdo con los resultados de la seceion anterior:

En primer lugar, C?9(3,99;§) = [T (U; N V,) tomando el producto sobre todas las
parcjas (s, 1) tales que s es un simplejo de S(7) de dimensién p y ¢ es un simplejo de S(7)
de dimension q.

Asi, un elemento f € CPM(L,U; §) es un sistema de secciones de §
tes abiertos U, N V. Preservando la notacion utilizada anteriormente, podemos escribir lo
siguiente: (fo) = (Jiovipdonde)s €ON Sininoride € DN(Uip,vip N Via,.der» §)- También es
posible identificar a CP7(4, U; §F) con el grupo producto [, C?(4U,, F).

Sabemos que para cada ¢ estd dado un operador de cofrontera, d : C?(4U,, §) = C**+1(Y,, §),

sobre los diferen-

asi que podemos definir un homomorfisino para todo el producto:
dy : CP(U, T; ) — CPH(U, D; §),

que esti dado explicitamente por la formula:
p+1

— &

. = Z(—l) P Jigrni

donde g ¢s el homomorfismo natural (lc restriccién definido por la mchlsxon (Uio... ipgi N

‘Ju- .J.,) < (Um. clpd ﬂ\ ..... J.,)- ) - .
Procedicndo auz’tlogmnuntc definimos otro homomorfismo:

w2 CPI(AL, ;5 §) — CPI+H(SL,'D; F)

corfp ) o JByeinTy ) »
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~ dado por la férmula: -
‘ ’ g+

(A fig..sipiormisss = Z("‘ 1Y 01(figeromipsdnemitrnmdaan ) -
=0

Como dy y dyg operan de forma independiente sobre las dos familias de indices resulta claro
que dyody = 0y dypody = 0 (ver seccion 4.3). Ademads y por la misma razon, dyodg = dgody,.

Si ahora definimos d = dy y d= (—1)Pdy se tiene que dod+dod =0 por lo que C (U, T; §)
es, en cfecto, un complejo doble de cocadenas como se definioé en la seccién anterior.

Los grupos de cohomologia denotados en el caso general por H*(K), HM(K) y HY(K),
se denotardan en cl caso del complejo doble generado por las cubiertas Uy D por los simbolos
H™(U,0;,F), HMU, D, §) y HY(Y,0;F) respectivamente; los subceomplejos K, y K, se
representariin por C (U, T, F) v Co(il, T; §) respectivamente.

Proposicién 29. H{"(, D §) es isomorfo a [, H*(4,,F) tomnando el producto sobre todos
los simplejos de S(J) de ditnension q.

En particular CI (L, T; F) = ]I:’"'(Ll, V; §) es isomorfo a [, H°(LL,, §) = CUD,F).

Demostracion. Por definicion d = dy : CP9(U, 0; F) — CPHY(ULB;F) y CPUU T3 F) =
[T, C?(4L,, §). Recordemos que dy fue definido sobre el producto utilizando los operadores
de cofrontera locales (es decir, para cada t). Asi, el micleo y la imagen del producto de los

operadores 1o son sino los productos de los micleos ¢ imdgenes locales; dicho de otro modo:

HPW,2:§) = [T #"(U, B)
t

donde t corre sobre los simplejos de S(J) de dimension q.

En lo que respecta a la parte final del enunciado tenemos que por definicién C3 (U, U; §) =
HY (U, W; F) (ver seccién 5.1), que es isomorfo al producto [T, H°(4,,§) = [1,F'(Vi. §) =
C(0,F) (por la Proposicién 20 en la seccién 4.3 y la definiciéon de cocadenas en la sec-
cién 4.1). O

i denotari al isomorfismo canénico de C¥2,F) sobre CI(LU, B;F). Si (fr,..5,) €
C(23,3), entonces se tiene que:
@ Niovoreie = Pio(Fisvenis)s
donde p;, es el homomorfismo natural de restriccién definido por la inclusién U;, N Viorids €

e N
‘]0"..‘1."
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Existe un resultado .uml(u.,o a la Proposicion 29 p.n.\ el opom(lm d quc (loﬁn(. un isomor-’
fisino candnico

i CM(U,F) = CP (Y, T; )

5.3 Aplicaciones

Después de definir al complejo doble de cocadenas de una gavilla § dado por las cubiertas 8
y U, y de estudiar la caracterizacion de los subcomplejos Cy (Y, T; §F) y Ca(Y, T; §), aplicare-
mos los resultados anteriores para obtener varias proposiciones, culiminando con un teorema
que nos permitird alcanzar el objetivo enunciado al comienzo del capitulo: relacionar los
grupos de cohomologia de un complejo de cocadenas sobre una cubierta, H*(4U, §), con la
cohomologia obtenida al tomar el limite inductivo sobre las clases de cubiertas del espacio,
H"(N, §).

Comenzamos por establecer un resultado que concierne la caracterizacién de la cohomo-

logia del complejo doble, dadas ciertas hipdtesis de nulidad:

Proposicién 30. Si 17(t4,,T) = 0 para todo t y para todo p > 0, entonces el homomorfismo
H™(2,F) — H*(U,DB;F) definido por i es biyectivo para todo n = 0.

Demostracion. Por la Proposicion 29 se tiene que HP9(U,0;F) = [, H7(Y,, ), toman-
do ¢l producto sobre todos los simplejos de S(J) de dimensién g; luego, por hipétesis
HM(U,0;8) =0 paratodop >0y ¢ = 0.

Aplicando la Proposicion 28 tenemos que la inclusion Ca(U, ;) — C(4, Q] 3 (lcﬁne
un isomorfismo de A" (C.(YU, V; §F)) sobre (U, V; §) para todo n > 0. .

Finalmente sabemos que i” define un isomorfisimo de Cq (U, U; §F) sobre C (W, ‘y). asi que ‘
H™ (20, F5) = H"(4U,9; F) para todo 1z > 0. [m]

Este homomorfismo de H"(8,§F) sobre H"(WU, V; F) se "denotara 1gualmcnt.c por A

continuacion se demuestra un resultado auxiliar:

Lema 3. Sca 280 = {W;}ic; una cubierta de un espacio Y, y sea F una gavﬂla sobre Y. Si
criste i € I tal que Wy =Y, entonces HP(23,§) = 0 para todo p > 0. .
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Demostracion. Sea 207 la cubicerta de Y™ formada por el inico abierto Y. Resulta claro que
N < W v ademds, por hipdtesis tenemos que U < 29,
Como 23 y 2" son cubicrtas equivalentes HP(28, §) = H?(20',§) para todo p = 0 (ver

seccidn 4.5), pero dim(29') = 0, asi que por ¢l Corolario 5 de la seccién 4.3 tenemos que
Hr (23, §) =0sip>0. 0

Ahora pasaremos al resultado de mayor complejidad téenica del capitulo, en el que se
demuestra que la relacion de refinamicento entre dos cubiertas basta para caracterizar la

cohomologia del complejo doble, como se habia hecho en las proposiciones anteriores.

Proposicién 31. Sea U un refinamiento de una cubierte . Entonces el homormorfisino
i MU, F) = (4, 0 F) es biyectivo para todo n = 0. Ademds el homomorfisino i~ 'oi’ :
H™ (U, §) = H™(DO,F) coincide con el hotnomorfistno o (U0, ) definido en la seccion 4.4.

Demostracién. Sean Y = 1} y 0 = 4, donde t es un simplejo de S(J). Si U = {V},es,
necesariamente existe j € J tal que Vi € V. Ademds 20 < 4 asi que existe 7 1 J — - tal

que P20, F) = H"(4,,F) = 0 para todo p > 0.

que V5 C Uy Asi, Vo = ViNU,,, pero Vi NU,; € Y,, asi que aplicando el Lema 3 se tiene
1 J 3 s 1 ]

Tenemos entonces que H7(LU,, F) se anula para todo simplejo ¢ de S(J) y para todop > 0,

por lo que podemos aplicar la Proposicion 30, resultando que el homomorfismo:
i HY(Y, B) » HY (WL, D; §)

es biyectivo para todo n > 0.

Ahora, para comprobar que "' o ¥ = g(W,4) es necesario verificar que si f es un
n-cociclo de C(Y, §), v f es su clase de cohomologia en H"(L, F), entonces i"~! o i'(f) =
a(2, L)(f) = 7f, o lo que es lo mismo, que los cociclos i'(f) e i"(7f) son cohomélogos en
C(uU, WV; §F), ya que  cs un isomorfismo.

Parape Zy0<p<n-—1definimos g” € CP* "~ 1(U, V; F) de la siguiente manera: -

" - N .
it criprdoreemsin-p=t — /)p(fm.---.l,..rm,.,.,rJ,._,,_,)

donde p, es el homomorfismo natural de restriccién definido por la inclusién U,o‘,__,,»,, N
Viowonept S UVigriptiornrin-p-1- Estas cocadenas estin bien definidas ya que U cs un

refinamiento de t, y f € C"(L, F).
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Ahora observamos que por definicién

(dg® Jioawedn = Z( 1! /"(fm SE LA T -"'Jn)’

=0

pero como f es un cociclo y df = 0, tenemos que:

Pio(Srion..cirin) —Z( l)m(f.mm, Fineirin) =0,

1=0 ;
asf que: : . S
(A9 10 ori = PioUriariitin) = Pi (T Froriiiin) = (7 Vig dornin

Por otro lado cuando p > 0:

n—p ‘
(0" Yoy dorincy = (=1)P (Z( l)m(f..,, bt on e ,,,n_,))

I=i

y como df = 0 se ticne que:

n—p .
Z( l) I)L(flo. erfk rensfpa T 00 .TJn-p) _( 1)” (Z( 1) ,’l(fn,,..,i,.-rjn,...,?j,,...,-rj,._,,)) =0,

por lo que:

(0o vipdasidny = (dgP™! Yiow-sipoiinape

Finalmente vemos que:

( 7" Yign. indo = Z( 1)* Pr(Siorininreninirio)s
pero como f es un n-cociclo tenemos que:
(9" Yigumsinido = (=1)"Bio(Sinsenin) = (—1)" (@ fioninso)-
Resumiendo, tenemos que dg® = i"rf, dg? = dgr~! si p>0,ydg"' = (—1)"f.
Ahora definimos g = Zh-o( 1)"g", y observamos que:
dg = (d + d)g ‘
="7f +dg' —dg' + -+ (=1)""2dg"" + (=1)"Vdgn_y + (=)=} (—1)"i" f
=i"rf-¥f,

lo que muestra que 7' f ¢ 7 f son cohomélogos en C(4U, V; F), concluyendo la demostracién. ©
. . O
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Proposicién 32. Sca U un refinamiento de U tal que H9(B,,§) = 0 para todo s € S(I)
v g > 0. Entonces el homormorfistno o(0,U) : H*'(M,F) — H™ (T, F) es biyectivo para todo
n > 0.

Demostracion. Primeramente aplicamos la Proposicion 30, invirtiendo los roles de U y 2;
entonces tenemos que ¢l homomorfismo & : H*(YU,F) = A (Y, V; F) es biyectivo para todo
n = 0. Sabemos luego, por ia Proposicién 31, que i” : H*(20,§) — H™"(Y, T; F) es biyectivo
para todo n > 0 y que o (U, U) ="~ od' : H*(U, ) — H"*(U,T; F), por lo que este dltimo

homomorfismo también es biycctivo para todo n > 0. a

Ahora estamos listos para demostrar el resultado principal de este capitulo:

Teorema 4. Sean X un espacio topolégico, Y1 = {U;}ies una cubierta de X, y § una ga-
villa sobre X. Seca V", o« € A, una familia de cubiertas de X tal que se cumplen las dos

condiciones siguientes:
1. Para toda cubierta 90 de X erxiste o € A tal que P < 2,

2. HY(V2,F) =0 para todoa € A, s € S(I) yq > 0.

s

Entonces o(U) : H*(4,§) — H"(X,F) es biyectivo para todo n > 0.

Demostracidn. Como las cubijertas 2 son arbitrariamente finas por la condicién 1, podemos
suponer que U* < &l para todo a € A. Entonces por la condicién 2 y la Proposicién 32

tenemos que el homomorfismo:
a(Y°, U) : H™(U, §) - H* (U™, 3)

es biyectivo para todo n = 0. Como 2B° es arbitrariamnente fino, (X, §) es ¢l limite
inductivo de los grupos H"(0", §).

Ahora, si x € H"(U,§) ¥y o(U)(x) = 0, entonces o(P*, U)(x) = 0 para algiin o € A y,
por ser (0", 1) biyectivo, &z = 0, asi que o (L) es inyectivo.

Sca y € H"(\N, ). Para algin o € A existe 7 € H" (B, §) tal que o (V) (7) = v y luego
existe x € (U, §F) tal que o (", U)(x) = §. Entonces o(Ll)(x) = y, asi que o(Y!) cs sobre
¥ por lo tanto biyectivo para todo n > 0. a
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5.4 Conclusiones

Con este resultado termina la primera parte del articulo publicado por Jean-Picrre Serre en
1955. A lo largo del camiuno hemos construido paso a paso la teoria de gavillas con todo
v su cohomologia. Esta herramienta ha probado ser muy fructifera en diversos campos, en
particular la geometria analitica compleja y la geometria algebraica abstracta. En ambos
casos ¢l espacio base es una variedad (analitica o algebraica) y las gavillas se construyen
mediante anillos de funciones definidos sobre abiertos (funciones analiticas o regulares segin
sea ol caso).

El estudio de dichas aplicaciones es demasiado rico y amplio para caer en el ambito del
presente trabajo; sin embargo existe una gran variedad de textos a propdsito del tema (comno
el wtratado de Hartshorne sobre geometria algebraica [2]). Baste decir que lo dicho hasta
ahora comprende la estructura detallada de una maquinaria muy poderosa, que ha permitido
obtener puntos de vista completamente nuevos y profundos al respecto de problemas cldsicos
cn geometria, ¥ que probablemente es una de las principales contribuciones de Serre a la gran
revolucién conceptual que se gestd en esta drea a mediados del siglo XX, y que lleva el sello

de personalidades de Ia talla de Weil, Cartan, Chow y Grothendieck.
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