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Capítulo 1 

Introducción 

Las r11atc11Hit.icas constituyen una de hLo.; aventuras más prodigiosa..., y nobles que el ser humano 

se haya ja111;lc; planteado a lo largo de su historia con10 habitante de este planeta. De esto no 

le cabe la. nienor duda a culaquicra que haya dedicado el ticrnpo y esfuerzo necesarios para 

echar siquiera un vistazo al irnponcntc edificio levantado con la labor de siglos de devota 

entrega. .Acaso los crnpciios tnii.s scrncjantcs que conocernos sean hL"i a.vcnt.uras del arte y 

de la rnística, con las que rncb; ele uno ha dicho que las 1natcrnáticas guardan una estrecha 

relación. 

Uno de los rasgos distintivos ele esta ciencia, que la distingue por cotnplcto de la ruayoría 

ele las disciplinas acaclérnicas que se enseñan en nuestros día . .., en hu; universidades, es que su 

catnpo ele estudio y acción se encuentra por entero en ~l dorninio de lo abstracto. El objeto 

de estudio de la._~ rnatern•íticas es y scni sictnpre una idea, un elerncnto que pertenece a un 

reino superior al rnundo de l.iL'i cosas tangibles y nledibles que nos rodea, pero que no por eso 

carece ele prPcisión, eficacia o existencia. No en balde rnandó grabar Platón sobre las puertas 

de su Acadcrnia aquella leyenda que prohibía la entrada a quien no conociera los secretos de 

la p;<•ornct ría. 

A pesar de 811 origen ajeno al rnundo fcno111é11ico uno de los hechos nuLc;; sorprendentes que 

puedan conocerse es la cercana relación con ústc que guardan las ideas rnatcrnáticas, corno si 

al final ele cucnt¡L'i arnbos proviniesen de la n1isrna esencia. Esta idea sustenta la 1nística de 

los n1í1ncros y figuras que dcsarroll6 Pitcigoras hace ya nuís de dos 111ilcuios1 y que cornparte 

con la l\.ahbalah judía y su :-\rbol de la Vida; es la rnisrna noción que sostenía Galileo cuando 

dr.cía que las n1atr.111•ítiea.s son r.l lcug:uajc que usa Dios para escribir el universo, y que se 

verifica cada vez con u1ayor aplon10 en nuestros días, cuando no sólo la física sino la quí111ica 1 

5 



6 CAPÍTUf,O l. INTRODUCCIÓN 

la biología. y hL"i cicnciiL"i de la consciencia precisan de este eócliAo para elaborar tnodelos cada 

vez rn:L~ exactos de la realidad, y que de hecho 110 pueden ser c>xpresados de otro rnodo. 

Otra cualidacl qnc resalta en las 1natcrné-itica .. ~ es la finncza C"Oll la que se apoya sobre la 

lógica y el rigor de las dc1nost.raciones, lo que pcnnitc quC" la verdad brille en su <Ín1bito con un 

fulgor desconocido en hLo.; dcnuís ;\.rea.o.; cl<~I pcnsa1nic11to huruano. Puede resultar sorprendente 

que a pesar clt~ esta aparente rigidez en su estructura el estudio ele las 1natcnuitica .. s haya 

llevado a la creaci<"n1 dt~ una obra que anonada por la clivcrsiclacl an11011iosa ele sus forn1as 1 y 

que ncccsaria111eutc ruarca una profunda itnprC'si<'>u en PI sentido estético del ahna hu1na11a, 

que al vislu1nbrar tal belleza. alcanza. tal \"<'Z a. i111agi11ar algo trHÍS grande que sí tnistna. 

J-\sí, no es cxtnulo que una gran cantidad de hornbres y 1n11jPn•s S(~ hayan dedicado a 

lo largo de l<L'i enL'i a la construcción de esta gran catedral, cada uno segün su aptitud e 

inclinación personal. l11ch180 nticntra.s la construcdün conti111ía tenernos hoy a la ":ista un 

irnponcntc n1onu111cnto donch~ podc1nos deleitarnos a placer, de pie sobre los rnonolíticos 

citnientos de la lógica y la. teoría de conjuntos, recorriendo las fastuosas naves del an¿Ílisis, 

cxa1ni11ando con detalle la perfección de las col1111111as del cílgcbra, que sostienen a todo el 

edificio, o clcvc.\.ndonos a las iruprcsionantes altura..., góticas ele la. gco111ctría. Es allí preci

sa.tncnte, entre los pincículos y torres de la geornctría algebraica rnoderna, donde el vuelo 

de la. creación hurnana se rP111011ta 111cl.., alto que las nnl><•s, donde podernos encontrar una 

piedra angular de esta cirea, una de la .. c;; jo_ytL'i arquitectónicas erigida por uno de los rnacstros 

constructores de nuestros dífüi, el 1natcu1ático fra.ncl!s .Jcau-Picrre Serrc. 

En 1955 la revista Annals of !Vlathcmatics publicó un artículo intitulado Gavillas Algc

braiccu; Coherentes y conocido haju el apelativo de FAC por sus ~iglas en francés (Faisccaux 

Algébriqucs Cohc!rents). Este artículo pcrrnitió que la teoría de esqucrna.s desarrollada si-

111ultéi11ca1ncntc por Grothcndicck rc1nontara el vuelo, revolucionando la forrna. de estudio de 

la gcornctría, de tal stwrtc que el desarrollo previo a este acontcci111icnto .se conoce ahora 

co1no geonH!lrÍa algebraica cl1ísica. 

El presente trabajo no pretende otra cosa sino echar 1111 vistazo al pri111cro de los tres 

capítulos que cornponcn el artículo de Serre, el que trata. de la definición y propiedades ele las 

gavillas, y que a casi 111ctlio siglo de distancia sigue sorprendiendo por su claridad y alcance. 

llc111os seguido los pa .. <-;os del autor, respetando la prcsentaci611 y orden originales, clcte

ni(!ttdonos a cada paso, cxa1ni11anclo cada afi.rn1aci6n con el detalle necesario para entender 

hacia dónde nos lleva el can1ino ctnprcndiclo por Scrre. 

Podría decirse Pntonccs que dos propósitos principal<"s y co111plcrnentarios anirnan este 
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optísculo; por uu lado se trata. de una introduccióu co111plcta y pn•cisa dirigida al estudiante 

intcnucdio de rua.tenHÍticas iutcrcsado en farniliariz.arsc~ cuu ese extrarlo objeto lla111ado gavilla 

y que se describe a 111cnudo, y 110 sin cierta exactitud, co1110 1111 "tapete con pelos". La 

definición y el enfoque de la c~xposicióu difieren co11sidf'rable111P11te ele los que se cucucnt.ran en 

la 111ayoría ele los textos actuales, y precisa una cx1wclici<'"n1 a travt•s ele una jungla topológica; 

sin c1nbargo el viajero que alcance el otro lacio se \"(•ni rccor11pc11saclo por 1111 couociruicnto 

íutiruo de la naturaleza i11tcn1a ele la gavilla (es decir, el cornportarnicnto al nivel de los tallos 

o fibnu-t) a la ve~ que la dcf111ició11 usual (usando estructunL'i al~t~braicw-t construidas :-;obre 

vecindadPs <h·I espado t.opol6g:ico hase) se dcsprrudeni cl<•I trabajo rc•alizaclo con naturalidad 

absoluta. El guía durante todo PI recorrido es i11d11dablc>uw11te PI propio Serre, y nosotros 

nos li1nitar11os a servir clt• int{~rpretes, haciPndo nuís transparcnt.<~s las palabnu; del 111acstro. 

El otro 111otivo de Psta PXJH>sidún tiPllC 111.:is q1w ver con el puro placer de visitar nuc

vanicute y con el debido cuidado 1111 texto chisico que carubiú el curso de la historia de la 

geon1ctría, couipuesto por 11110 ele los artífices ni;is exquisitos de <~sta ciencia. Con esta idea 

PU 111P11tc nuestra i11te11ci(>11 ha siclo que la intcrprct.aciúu del artículo original ayude a su 

lectura por cualquiPr 111at.c11uitico sin un nivel particular de especialización, sin opacar de 

ninguna forrua el estilo particular de Scrrc. 

1.1 Breve Historia de las Gavillas 

A lo largo de su desrrollo en los siglos XIX y XX la geometría algebraica se caracterizó por la 

relación que ha establecido con 1nuy diversas raIIHL'i de las rnatcuuíticas tales con10 el tilgcbra 

conrnntativa, la aritu1ética y tr.oría de ecuaciones cliofautiuas, la. geornctría analítica y la to

pología. Non11a.hnC'11~e estas relaciones han siclo fructíferas en a111bos sentidos, propiciando el 

desarrollo de uucva~ tecnieas gcon1étricas para resolver problcnuL<; en otras tírca.s y viceversa. 

Las gavillas coustituyeu 1111a dt~ las pri11dpales hcrrar11ic11ta.s para la geoructría algebraica 

111odcrna y su aparici{111 ta111hié11 fue debida a la interacción con otra.o.; ;;ircas de estudio, en 

particular cou la gponwtría analítica cun1pleja. 

Eu la década de los ci11cuc11UL'i Cartan y Leray introdujeron la .. 'i gavillas corno una hcrra

rnieuta para c;ilcular coho111ología en el estudio de variedades aualíticas dcfinida.."i por n1cdio 

de f1111cio11cs de una o 11HL'"'i \"ariahlcs cou1pleja..o;;. La idea cscucial era construir un objeto 

algebraico a partir de anillos de funciones aualíticcL.'i definidas sobre subcspacios abiertos 
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de la variedad. Poco ti<~t11po dPsp1u!s I<oclaira y Spcnccr utilizaron el n1is1110 rnét.odo para 

dc1nostrar una gcncralizacilu1 del teorerna de Ricrnann-Roch para superficies (ele dirncnsión 

compleja uno). Este paso constituyó la entrada de la cohomología de gavillas al campo de 

la gcon1ctría algebraica. 

A partir de estos n~sultados, SPrrc concibió la idea de desarrollar la teoría de gavilla...:; y 

su coho1nología corrcspondicnt<~ en abstracto, con el fin ele aplicarlas al caso ele variedades 

algebraicas definidas sobrr cualquier c:a111po, y no ncccsarian1cntc el de los n1í1ncros cotnplc

jos. Este intento dio sus prirncros fruto:; en 1955 con la publicación de F.t-\C en Annals of 

Mat.l1c111atics. 

Posteriorulf'ntc el trabajo de Serrc sería incorporado por Grnthcndieck en su teoría de 

esq11e111as. Uu Psq11c111a l'S la ge1wralizadc'J11 de una variedad algebraica chí.sica, y csUi fonnadn 

por un espacio topolcJgico confonnaclo locahncntc por los ideales prirnos de un anillo, y una 

gavilla estructural const.ruicla. sobre dicho espacio utilizando técnicas de cílgcbra contnutativa. 

(especificamcnte la localización de anillos sobre abiertos de la topología ele Zariski). Los 

esq11cr11aH constituyen la ba .. <.;c funda111e11tal de la gconwtría algebraica rnoderna. 

1.2 Estructura de la Tesis 

El presente traba.jo sigue exactantcutc el orden clcl artículo original de Scrrc, y sus capítulos 

corresponden a las cuatro secciones de la prirncra parte del rnismo. Así, este capítulo incluye 

a continuación una lista de prcrrcquisitos que son rccornendablcs para la lectura del resto. 

El segundo capítulo contiene la clefi11ici<'ín de gavilla y sus propiedades y operaciones básicas. 

En el tercer capítulo se define un tipo c-special de gavilla ... "í, la.e.; gavillas coherentes, que son 

la .. "i que se utilizan en las aplicaciones a la troría de csqucrnas de Grothcndicck. Luego de la. 

definición proccclcr11os al estudio de las propiedades que se deducen a partir de la condición 

ele coherencia, incluyendo el pri111cr resultado f1wrtc (1"corcrna 1) donde se dernucstra que si 

dos gavillas en una sccuPncia cxact a corta son coherentes entonces la tercera tarnhién lo cs. 

El cuarto capítulo est.:i dPdicado a la construccic)n de una teoría de cohornología para ga

vil1'L~. Darlo que la topología d<'l Pspacio hase (topología ele Zariski <'11 el c•L~o de una variedad 

algebraica abstracta o csqucrna) no satisface las condiciones de separabilidad usuales de la 

topología analítica de una variedad c:ornpleja, Scrre sigue el método de Ccch para construir 

1111 cornplejo de cocadenas, ctnpleanclo d concepto de lírnitc inductivo (ver sección 1.3). Este 

capítulo confonna el 11(1clco técnico de este trabajo y concluye con la construcción rlc una 
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secuencia ele coho111ología para gavillw-;. 

El quinto y último capítulo trata de la comparación de los grupos de cohomología obteni

dos al ut.ili~ar diferentes cubierta .. .;; sobre un rnisn10 espacio base, y ele esta 1nancra proporciona 

una hcrrarnicnta pnictica para calcular la coho1nología de 1111 espacio valuada en una gavilla. 

1.3 Prerrequisitos 

En general los conocitnicntos necesarios para aprovechar plcna1ncntc la lectura del presente 

trabajo 110 van nuis alhi dP los usuales en cualquier estudiante de prin1cr año de posgrado. 

Aclmncl'i ele nociones clerncnlalcs ele topolog:ía de conjuntos, se requiere cierta farniliariclad 

con a.lg;unos coucept.os de •ilgebra conrnutativa (co1110 el producto tensorial y el functor Hom, 

ver por ejcrnplo Atiyah y !\lacclouald [·1]) así corno una con1prcmsión razonable de algunos 

t.e111a .... l><ísicos de topología algpbrai~a y ;ílgcbra ho111ológica, en particular en lo referente a 

1111 co1nplejo de coc-adeo11as (un tPxto aclt•c-11;Hlo es Hot111a11 [ü]). 

En la dP111ostrad611 dP la Proposid<j11 21 <'11 <'l cuarto capítulo RC hace referencia especifica 

a un resultado particular demostrado por Eilenherg y Steocnrod (3]. En el quinto capítulo se 

utilizan algunos concrptos avanzados de ;íJµpbra hornulógica como el de cornplcjo doble, sin 

e111har~o Pstos S<' clPfit1<•11 c•xplícit a111P11t.<• eu "l texto. 

Una herraniient.a qtw SP utiliza frc•c1u~nte111e11t.c a lo largo del teXto es el lírnitc inductivo 

sohn~ un sisten1a filtrant.e ele vt•ci11daclt•s. Se puede encontrar una definición adecuada en 

cli\'ersos t.Pxtos de topoloµ.ía (t'o1110 por ejeinpo I\:owalsky {5)), que repetirnos a continuación: 

Sea ~\" un espacio t.opol<'ígico y sea :e E 4\"". Suponga1nos que para. cada vecindad U de x 

t.c•rwrnos dcliuido un grupo Gu, y siernpre que\·· e; U existe un hornon1orfis1no <p~: Gu--+ Gv 

tal que si t\ ~ ~ F e; U P11to11cPs se t.iPrie que cp~~· o ¡pf, = ip{~ .. 

Entonces defini111os al líulilc inductivo de los Gu al tornar el orden filtrante ele las vecin

dades de :1: co1110: 

Gr= {u 111 E Cu para alg1111a vecindad U de x}/-

donde ,..,.., es la relación de equivalencia dada de la siguiente for111a: sean u E Gu y v E Gv, 

m1t.011ces u. - v si <!Xiste una vecindad 11' con IF ~U y 11' ~ V tal que cpl{,(u) = cpY,,(v). 

La reflexividad y sirnct.ría de ,..,.., son evidentes, y la transitividad se deduce a partir de la 

transitividad de los ho1110111orfisn1os <p~~-
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Asitnismo se verifica dircctarncntc que las operaciones de grupo en los distintos Gu in

ducen una operación l>icn definida en el lírnitc Gx, que tiene por lo tanto estructura na111ral 

de grupo. Finalrncntc observarnos que existe un horno111orfisrno natural, cplj :·Gu ~ G.r c¡uc 

envía cada clcn1cnto de Cu a su clase de equivalencia bajo la operación ........ 
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Capítulo 2 

Operaciones sobre Gavillas 

Con1cnzarc111os este capítulo cou la dcfinici611 de gavilla utilizada por .lean-Pierre Scrrc. 

Escncialnientc la construcción consiste en asociar a cada punto de un espacio base una fibra 

con estructura algebraica, con una topolop;ia particular. Una ve:;,, hecho esto procederemos 

a definir las sc!ccioul's sohn~ la ga\·illa, y observa.rc111os la rclacic>n que guardan Jos grupos 

de sccciouc!-i dcfi11id<L'i sohrc abiertos del espacio base con la estructura de las fibr.a.s; dicha 

r<!lacic)n estü dada por ('I lí111itc incluctivo sobre el orden filtrante de vecindades del punto 

has<• clPI tallo. La co111prP11siün ele! este hecho pcrruitc ver Ja cquivalPuda entre esta definición 

y la que s<' da '"' otros textos (por ejemplo Hartshorne [2]). 

[)pspuc'•s d<• analizar alg111HL"i propicdadPs b:isicas ele las gavillas de grupos ahclianos, corno 

PI pcgadl> de gavillas 111cdia11te isoruorfisrnos, su restricción y su extensión por cero, definirc-

111os las g,avillas d<' anillos y n1ódulos (que no son sino una gcncralizacióu de las gavillas de 

grupos) y l'St.11cliarP111os los conceptos de subgavilla y ho11101norlisruo de gavillas, que luego 

nos J><'rrnitinín estudiar operaciones ni;Lo;; cornplcj,ru; corno la surna directa y producto tenso

rial de gavilla.o.;, a.o.;í corno el functor l-!0111 aplicado a estas estructuras. 

2.1 Definición de Gavilla 

En esta sección con1Cnza1nos definiendo una gavilla de grupos abclianos. corno un espacio 

topológico construido sobre un espacio base. Vale la pena mencionar que tornando las prc

cacuioncs adecuadas podernos sustituir los grupos abclianos por cualquier .otra estructura 

11 
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algebraica . .-.\si111is1no observarnos que en la 111ayor parle ele la literatura co11tc?rr1ponínca se 

utiliza una definición distinta que, sin c111hargo, resulta ser equivalente. Esto se vcni con 

nuí.s detalle eu uua sección posterior (ver Sección 2.3). 

x. 

Sea X un espacio topológico. Una gavilla cfo gru¡}(Js abclia11os comprende dos· objetos: 

l. Una función que a ... "'iigna a cada x E }( un grupo abcliano ~x, y 

2. Una topología sobre el conjunto 3', definido como la unión disjunta de los grupos 

al>clianos, es decir 3' = Lixex i.Vr· 

En general nos rcferircrnos a los grupos i_V,. corno las fibras de la gavilla, con ¡n1nlo base 

Definimos ahora una aplicación, 7r : 3' --> X, llamada la proyección de 3' en ,V:, dada por 

la fórmula 7r(/) = x para f E 3'r- También definimos el conjunto 3' + 3' = { (J,g) E 3' x 3' 1 

tr(f) = tr(g)}. 

Ahora, para que 3' sea una gavilla requerimos que se cumplan las dos condiciones siguien-· 

tes: 

l. Dado cualquier f E 3' existen V, vecindad de/, y U, vecindad de 7r(f), tales que trlv• 

es decir la restricción de tr a V, es un homeomorfismo sobre U con la topología de 3'. 

2. Las aplicaciones dadas por f >-+ - f y (f, g) >-+ f + g son continuas de 3' en 3' y de 

3' + 3' (como subespacio de 3' x 3') en 3' respectivamente. 

Así, la construcción de una gavilla consiste en asociar una fibra con alguna estructura 

algebraica dada a cada punto de un espacio base cualquiera. Al nuevo espacio obtenido 

de esta n1ancra le proporcionarnos una topología locahncntc hor11cor11orfa al espacio base, 

ascgunindouos aclcni;í.s de que hLo; opcraciouc.s de la estructura algebraica (en este caso, 

grupo abcliano) resulten ser continuas fibra a fibra Lajo esta topología. 

Ejernplo 1 (Gavilla Constante). Deji11imo., ;)'., = G para /.odo x E ,V:, con G un gnlpO 

abdiarw fijo. A.,iyna11ws a 3' = LJrEX 3'r fo topología 71roducto de fo topología ele ,V: por la 

to¡Joloyía discreta de G. Es claro que se curn¡Jlcn las dos co11.dicione.() nece.c;arias paro fJ'lle ~ 

s<!rL, en efecto, 1111.<L gavilla. 
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2.2 Secciones de una Gavilla 

A partir de la definición básica de gavilla construirnos ahora funciones que son inversos loca

les de la proyección de ;)' en X, 7r. Estas funciones se llaman secciones de la gavilla y veremos 

que tienen una estructura algebraica natural, heredada de la construcción del espacio ~. 

Sea ~ una. gavilla (de grupos abcliauos, tal corno se definió en la sección anterior) sobre 

el e:.;pacio topológico .:'\, y sea U un subconjunto abierto de .)(. Una sección de ~ (to1natla) 

.'iobrc U es una aplicación continua s : U -7 ~ tal que 7r o s = idu o, lo que es lo rnisrno, 

s(x) E ó'r para todo x E X. 

Definimos l'(U, ;)') como el conjunto de secciones de;)' sobre U. Sis, t E í'(U, 3') su suma, 

(s + t)(x) = s(~:) + t(x), est1i bien definida. 

Queda c:laro q1w tro (s + t) C'S la identidad en U, y la continuidad ele la función est;i garan

tizada por la conclidc'm 2 de la definición ele gavilla de la seccic>n anterior. Resulta entonces 

que s +tes ta111hi<!11 una secci{u1 ele~ sobre U. La existencia ele un neutro y de un inverso 

continuos son garautizaclas por la 111is111a definicic)n de gavilla, y la asociatividacl y conmu

tatividacl de la 811111a se ded1ic·p11 trivialr11c11tc a partir de las propiedades de la operación de 

~rupo abeliano ele cada i.'5°r, por lo qtW r'(U, ~) C8 llll grupo abcliano. 

Si U ~ F y s E J'(V, ~) Pllf.or1c<'S su restricción a U, slu E í'(U, ;)'), lo que da origen a 

un ho11101norfis1110 natural, lla111ado lun11.0111.orfi.•Hno de rcstricci<Jri de \!' a U, p:; : f'(l', ~)->-

l'(U, ;)'). 

Corno rr y s 8011 ho1neo111orfis111os locah•s, si U es abierto cu ){, entonces s( U) es abierto 

en ;)', luego si U curre sobre una base (de abiertos) de la topología de X el conjunto de los 

s(U) forma 1111a base de la topología de;)'. Este enunciado es equivalente a la condición de 

continuidad sobre rr, es decir la prirucra coudición de la definición de gavilla. Finaln1entc 

observarnos que co1110 cousccucucia ele l!Sta rnisrna condición, para todo f E ~z existe una 

sccciún s t.al que s(x) = f, y si s(.:) = s'(x) c11tonccs s = s' en una vecindad de J. 
Estas dos propiedades básicas scnín utilizadéL'i frccucntcrncntc a lo largo del texto, sin rnayor 

cor11eutario. 

En particular se d"ducc de clhL~ que al tomar el orden filtrante dado por 1'L~ vecindades 

de x y la .. ...; aplicaciones transitiva. .. "'i dada.e; por los hornornorfisrnos de restricción, PÜ, ~x es el 

limite i11cluc:tivo de los distintos í'(U, ;)'). Es decir, que las clases de ec¡uivalencia formadas 

por las i111ágenc~s de los posibles s(x) bajo p~;. tornando vecindades arbitrariarnentc pequeñas 
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ele :r, coinciden co11 los elementos de la fibra ~ .. (ver sección 1.3 o Kowalsky [5]). 

DCHpués <le las observaciones anteriores podernos concluir que existe una relación natural 

entre la .. c;; cstructura.s algebraicas puntuales, es decir las fibnis ó=r. y las estructuras algebraicas 

locales ciadas por los grupos de secciones de ~definidas sobre abiertos de X, es decir los 

v;rnpos r(U, ~). 

2.3 Construcción de Gavillas 

Un;i vez que hcrnos visto que las fibras de la gavilla ó= pueden Sl!f concebidas canto el lítnitc 

inductivo ele los grupos de secciones rcu, ~), varnos a definir un proccdirnicnto para construir 

r;a\"illas a partir ele grupos asociados a cada abierto U de X. Este proceclimie11to se usará con 

írccucncia para construir gavilla .. .., a partir de otras ga.vilhL'i ni;í.s sitnplcs. 

Sea '8u un grupo abcliano asociado a cada abierto U~ ... '\'"; para cada pareja de abiertos 

U s; l'' sea cpb : ~v· ~ ~u un hornornorfistno tal que se cuntpla que <p})' = <p:; o tpV' si H" es 

abierto y U <; V<; IY. A (~u, cp);) en ocasiones se le llama un sisterna transitivo. 

Se dice que el sistema (~u, cp);) define a la siguiente gavilla: 

l. ~.r = lirnxeu ~u, ~ = LixeX ~x' junto con: 

2. la topología en ~ que tiene corno base al conjunto de los [t, UJ, 

donde limxEll es el límite inductivo de los ~u al tomar el orden filtrante de las vecindades 

de x, y cada [ t, U) = { cp;' ( t) 1 x E U}, con U <; X abierto, t E ~"' y cp'j el homomorfismo 

canónico: ~u-+~ .. definido al tomar el límite inductivo (ver sección 1.3 o Kowalsky [5]). 

De acuerdo con la topología que hcn1os definido para ~ t.e11c1nos que la base de las 

vcd11claclcs ele JE ~r <'Sel co11j1111to ele todos los [t, U) tales que cp;' (t) =f. 

Sea ahora J E ~.r fijo y sea t. E ~u un representante ele la clase de equivalencia de /. 

Eutouces la proy<>c:ción 7r es PvidentPrncntc biycctiva en [t.,U), puesto que hay un lírnite para 

cada fibra, qur correspondP a cada x E U. Adcnuís, para cada \!' C!;' U abierto con x E \.I', 

la i111a~<·n bajo 7r d<~ la vcdnclad abierta [i,of,(t), V'") es igual a V'" que es abierto en }(. Así, tr 

<'S 1111 hor11co1norfisrno local, y ~ curuplc la prirncra condición clC' la definición de gavilla (\·cr 

Spc·c·ió11 2.1). 
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Tornando vecindades suficicntc1ncntc pcqueiias se dc1nuestn1 dircctarncntc que f 1-) - J 
y (J, g) o-+ f + fJ son funciones continuas. Tomemos por ejemplo el caso ele la operación 

aditiva del grupo: ton1cn1os un clcn1c11to de la base de vcciudadcs abicrt;u; de i.i, digatnos el 

conjunto (s, U] sPg/111 la definición anterior, y denotemos por a la operación: (f, g) o-+ J + g. 

Para dc1nostrar que a es continua basta probar que a-• ((.s, U]) es un conjunto abierto en 

~+~con la topología producto de ~ x ~- En particular veremos que: 

a- 1([s,U]) = u [a, IV] + [b, IFJ 
u+b='t'.'{~.(.1) 

donde H' ~ U y la unión corre sobre todos los elementos a, /1 E ~11' tales que a+ b = cpf.,(s). 

2J Sea (a, [3) E Ua+b=.,¡:.(•)[a, IF] + [b, IV], esto quiere decir que (n, [J) pertenece a algún 

clcrncnto de la unión, por lo que podcn1os tornar a, b E ~u· fijos, tales que {o, fj) E (a, lV] + 
[b, H']. Entonces por definición (n, f-J) = (<P~''(a), cp~''(b)) para algltn x E U fijo. Al aplicar la 

operación del grnpo ~.r tenemos que a(a, /3) = <p~1 ' (a)+<;>~'' (b) = cp~1 ' (a+b), pero a+b = cpl{.(s) 

por In que a(n, {3) E [s, U] y entonces (n, f:I) E a- 1 ([.-,U]). 

~J Sea ahora (-y,ó) E~+~ tal que (-y.el) E a- 1([.s,U]). Evidentemente a(-y,ó) E [s,U] 

por lo que ¡ + <5 = c.plj.(s) para alg1í11 x E U. Restri11gié11<lo11os a una vecindad \f de 

x lo suficicntc111e11te peqttctla podP1nos elegir representantes a, b E ~u tales que tp!;(a) = 

"/, cp;'(b) = ,5. E11to11ees tc11e111os que cp;'(a + b) = "f + ó = cp!,'(s). Por la dcli11ición de límite 

inductivo esto i111plil"a qtw existe 1111a vecindad 1 V de .r con IF ~ V tal que cp¡;,(n+b) = cpf..(s). 

Así, t.Pnc111os qu<' (¡,el) E [cp¡;.(a), 11·¡ + ¡.,,¡;.(b), 11'] lo cual demuestra la co11tcnción en vista 

de la igualdad at1tPrior. 

Utili:t.ando un procedi111ie11to atuílogo (aunque nuis sin1plc) podc1nos verificar que la opcra

cic)n J i--+ - f tarnbién PS continua por lo que ~ Hatisfacc la segunda c:orulicicln de la definición 

y es propiarncnt.c una gavilla. 

Si tornarnos t E ~u, la aplicación continua x t--+ cp_il(t) es un inverso local de 7r y, por lo 

ta11t.o, 1111 ele111r11t.o ele í'(U, ~), es decir, una sección de la gavilla que hemos construido. Esta 

aplicacii'>n <l<!finc 1111 horno1norfis1110 canónico t,: ~u ~ rcu, ~) cuyas propiedades cstudiare

IJIOS a continuación: 

Proposición l. El homomorfismo canónico i ~u -+ í'(U, ~) es inyectivo si y sólo si se 

cu.111.plc [(J. siguiente afiruuzción: 

Pura todo t E ~u tul que exista una cubierta nbiertn de U, {U; };et r¡ue cumpla que 

cp¡j, (t) = O pmn todo .; E /, se tiene que t = O. 
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Demostmcirín. =>J Sea t E 'líu y sea {U;};et uua cubierta abierta de U tal que 'P~;(t) =O 

para todo i El, eutonces rp'j(t) = rp'j• ocp~0 {t) =O para tocio;¡; E U. Por lo tanto cpf;:'(t) es 

idénticamente cero e11 U y la sección •(t) definida por .r. H rp1¡ (t) también es cero. Finalmente 

usamos corno hipótesis que l es inyectiva y concluirnos que t = O. 

<= J Supongamos que 1.(t) = O, con t E 'lfu. Entonces rp'j (t) = O para todo x E U. Por 

definición del líruitc incluctivo, t = O en una vecindad ele x que denotaremos Ux. Así tcnmnos 

que { Ur }rEX es una cubierta abierta de U que cumple que cpf;, (t) = O para todo x, así que 

t = O por hipótesis, y 1, es inyectivo. o 

Proposición 2. Sea U e;; .Y abierto, y supongamos que 1. : 'lfv -> f'(V, 'lf) es inyectivo para 

todo V <; U abierto. EntoJtces 1. : 'lfu -> f'(U, 'lf) es sobre si y sólo si se cumple la siguiente 

aji1'TflllCiÓ1l.: 

Panl toda cubicrlrl abierta { U;};Ef de U y pum todo sistenrn { t; het coJt t; E 'i'fu, tal que 

rpf,¡,11, (t,) = 'P~nu, (t,) ¡mm todo i,j El, existe/. E 'i'iu tal que 'Pl~. (t) = t; para todo i E l. 

Deutoslración. => J Consiclcrcrnos un sistcrna { t 1 } corno en el enunciado de la proposición. 

Cada t 1 define una sección s 1 = 1.(t;) sobre U 1, con s 1 =si sobre U 1 n Uj por definición de t. 

Entonces podcn1os construir una sección s sobre todo U que coincide con las S¡ localrncntc. 

Como L : 'i'iu -> f'(U, 'lf) es sobre, existe t E 'i'iu tal que t(t) = s. Si rpl), (t) = t; la i;ección sobre 

U 1 definida por t~ tiene que ser s 11 puesto que coincide Jocahnc11tc con s, pero tes inyectivo 

rn U, y entonces nccesariarnente t¡ = '-~· 

<= J Sra ahora s E f'(U, 'i'f). Por las propiedades de las secciones de una gavilla (ver Sec

ci6n 2.2) y por ser cada ~r lírnitc inductivo de los ';iu, sabcruos que existen una cubierta 

abierta de U, {U,}, y elementos t; E 'i'iu, con 1.(t;) = slu.. E'·identemente 'P~nu, (t;) y 

cp:j'Ítu.1 ( l J) definen la rr1isrna sección sobre U¡ n Uj puesto que an1ba.s coinciden locahncntc con 

s. Entonces, por la inyectividad de i, cp~¡-,11, (t;) = 'P~nu, (t1 ). Por hipótesis existu t E 'i'iu tal 

que cpf5. (t) = l., para todo i, y por lo tanto l(t) coincide con s en cada U; y por ende en todo 

U; es decir que 1.(t) = s, lo que dernuestra que t es sobre. O 

Podcruos rc:-;11111ir estos rPsnltaclos corno sigue: dado un sistcrna (~u, cpl_;) que define a 

una ga\.•illa ~' podPrr1os hacernos dos prPgnnta .. -.;. La prirncra consiste en detcrrninar si un 

elcrncnt.o I E '&u PS idéntica1nentc cero si se anula localrncutc en tocias partes (Proposición 1 ). 

La segunda prcAU11ta es averiguar si podcn1os construir un elmncnto glohal sicrnprc que 

tc11gan1os elerncntos locales que coinciden en las intersecciones de los abiertos donde cst¿in 

defiuiclos (Proposición 2). Si la respuesta a arnbas prcgunt .. L~ es afirinativa entonces existe 
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una biyccción canónica entre los grupos ~u y L(U, ~). En particular tcnc1nos.cl siguicn.~~ 

resultado: 

Proposición 3. Si ~ c.• una ga11illa de grupos abclianos sobre)(, la ga11illa definida por él 
sistema (r(U, ~), Pb) c.• ca11ó11icamcntc isomorfa a ~-

Dt!1nostraciún. Esto se deduce triviahncntc a partir de las propiedades d~ las secciones de 

una gavilla (ver Sección 2.2) y de las dos proposiciones anteriores. O 

Con ba."" en lo anterior se deduce que aunque diferentes sistemas (~u, 'Pb) puedan definir 

la 111isrna gavilla, si requerirnos que se satisfagan las condiciones de las Prriposicioncs 1 y 2 

entonces todos los sist<~111as que definan a una gavilla ~ scnin necesariamente isomorfos al 

sistema (l'(U, ~). p~;). 

En e:.;te punto vale la pena hacer referencia a la definición de gavilla utilizada en la 

111ayoría de los LPxtos coutmuponíncos (ver llartshornc (2]). Lo que se hace cornúnmcnte es 

cor11cuzar cou un sislc1na transitivo y llaruarle pregavilla. Si a<lcrnás el sistcrna transitivo 

c111nplc con las condiciones de las Proposiciones 1 y 2, entonces se le llama gavilla. Se deduce 

tan1bié11 que toda prcgavilla tiene una. gavilla asociada., y que la gavilla asociada a una gavilla 

es ella rnisrna. 

~·\ partir de la const ruccicln llevada a cabo cu esta sección, y cu particular de la Proposi

ciüu a se COillJ>fC'lldP i111ncdiataniente que las dos definiciones son equivalentes. Tenctnos por 

un lado una colección de grupos definidos sobre los abiertos del espacio base, y hon1ornorfis

rnos transitivos <J11C relacionan estos grupos; estos sistcrnas se pucclcn rnanipular fáciln1cntc 

y scnín utilizados frpc1w11t.<!r11cut<! para definir uri.L"i gavilla ... ~ a partir de otras. Por el otro 

lacio l<•tiernos ;L"\nciaclo a t•stc :-;:iste111a (<l<~ 111a11era biunívoca, sic1nprc y cuando se curnplan 

l;L'i clos cn11clicion«'s antt•riores) un <'Spacio topol6gico con operaciones algebraicas continuas 

fibra a fibra que nos pPrrnitiní ir elahoraudu un aparato te<lrico héL'itantc sofisticado. 

Ejen1plo 2. Sm G un !J"'lJO abcliano y ~" = {/ : U --+ C} para carla U <; X abierto. 

/Jc}iuiuto."i ip:_; : ~\· -)o ;ju por la fcJruiula ip);(J) = Jiu. Clarauu:utc tc11.c111.os un sisterna 

t.nuisilivo (~u.-;);) f/tW clc}irtc <L una yavilla ~. A ~ se le llarna gavilla ele génncncs de 

f1111ciorH•s valuadas en(;. Por· fu.<; pnJpicdtuic.-; bcí.<>ic:as de funciortcs sabernos que si f se anula 

/oc:al11u~ult• c~u /.oda.<; ¡mf"ic.<; debe .-;cr úléntica1TLentc cero, y si tenernos /uncior1cs dcfinidc1s 

local11u:11.tc fJlLC roincid,:11 ni las irtfC'rstTcúnW8 podc1no.-; ¡u:gtl1·/as y coustruir una función 

!J/ohal. /!.;'.<;fo <¡uicrc clr.cir que se 8l1ti."ifaccn /a.o; co1ldzciuncs de las Proposiciones 1 y 2, y por 

lo tanto rada ótJ e.~ isornorjo <1 r'(U, ó=). 
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2.4 Pegado de Gavillas 

En esta sección cst.udiarcrnos el proccditnicnto p;i.ra construir gavillas sobre un subcspacio 

cerrado de,\:, o a partir de gavillas definidas sobre los elementos de una cubierta de)(. 

Sea ~ una gavilla sobre ,\:, y sea U ~ X. El conjunto 7r- 1 (U) <;;;; ~ con la topología 

inducida por ~ const.it.uyc una gavilla sobre U, ya que los rcq11cri1nicntos de continuidad 

para tr y hu; opcracio11cs de grupo se preservan bajo la topología inducida. Esta nueva 

gavilla se conoce como la gavilla inducida por~ sobrn U y se denota por ~(U) o, cuando no 

hay posibilidad ele confusión, simplemente por ~-

De 111odo inverso se pu~clc construir una gavilla soLrc .,"'\. a partir de gavillas sobre una 

cubierta abierta de ... "'\: 

Proposición 4. Sea U = {U, };er urm cubierta abierta de X 11, para cada i E l sea ~; una 

!/<milla sobre U,; 7mm r:ada i,j E l SCCl oij ""isomorfismo de ~;(U¡ n U;) sobre ~;(U; n U;) . 

._'úqunt!JCLTTl.O.'i udcrnás que º•J o o]k = º·k 1Jll1"U todo X E U¡ n Uj n uk y para totlo i, j, k E I. 

Entonce.<; c!xistc una !lavilla ~ .o;o/Jn~ ..;'( y para cada i E J existe un iso111.orfis1no TJ; de j(U;) 

sobre ó=', tal que 0,3 = 11a o 11
3
-

1 para todo :e e U, n UJ· Adc11uís la gavilla~ y los isomorfisrnos 

1¡1 son ú.nic:o.o; salvo isornorfi.•.;rno. 

/Je111.ust1·ución. Si cxistcu ~,y 11: que satisfacen la condición anterior entonces ~(U¡) y ~'(U¡) 

so11 isnrnoríos corno gavilla .. '-i, es decir coino espacios topológicos (en particular: ~(U;) ~ 
,,:--· 

;.\', ~ ;.\''(U,)). Pero U es una cubierta de X por lo que al recorrer U; tenemos que ~es 

iso111orío a íj', lo que cstahlPce la unicidad. 

Parn construir ~ ut.ilizarernos PI siguiente sistcnta transitivo: 

Si U ~ ~\ es ahic>rto, ~u es el grupo forrnaelo por conjuntos de Ja forrna {sk}ke/, con 

sk E l'(U n U.., ~d. con -'k = fh;(s1 ) en Un U1 n Uk. Es claro que ~u es un grupo abeliano 

bajo las operaciones de los grupos ele secciones de cada ~k, y cstiín bien definido gracias a 

los isoruorfisrnos 0,3 • 

Si U <;;_ \/ definirnos los ho1110111orfisrnos cp}; por restricción ele las secciones que componen 

los {sk}· .. reucrnos entonces 1111 sisterna transitivo que define a una gaviJla ~-

Si U <:;; U; la aplicación {sd ,..... s; es 1111 isomorfismo ele ~u sobre r(U, ~;). Al pasar al 

li111itC' inductivo, e8ta aplicación induce el isornorfisruo de.scado, 7/; : ~(U;) ~ i,j¡, que por 

definición de los {sd Hatisface que O;;= 1Ji o 1/;-I sobre U; n u,. o 
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Se dice que obtenemos la gavilla cr por el pegado de las gavillas cr; a través de los isomor

fismos O;;. 

2.5 Concentración y Extensión de una Gavilla 

Antes de proceder a estudiar el comportamiento algebraico de las gavillas veremos en esta 

sección que es posible extender una gavilla fácilmente por medio de fibras nulas. 

Sean ,V: un espacio topológico, Y un subespacio cerrado ele X y;)" umt gavilla sobre X. Se 

dice que;)" esllí concentrada sobre Y o que es nnla fuera de Y si ;5'°x =O para todo x E X - Y. 

Proposición 5. Si ;)" está concentrada sobre Y entonces el homomorfismo 

p¡", : r(X, ;)") ~ r(Y, cr(Y)) 

es biycctivo. 

Dcrn.ostración. Si una sección de ~ ton1ada sobre todo .,('"\. se anula en Y, entonces ta1nbién 

se anula sobre .V: - Y porque ;)'°x = O para todo x E ,V: - Y; por lo tanto p?j. es inyectivo. 

Sea ahora s E r(Y, ;)"(}')). Podemos extender s a todo X definiendo s(x) =O para todo 

x E X - Y. Evidentemente la aplicación x >-4 s(x) es continua en el abierto ,V: - Y, puesto 

que es constante. 

Si :r. E Y, s(x) E ;)"(Y)x = ~x. por lo que debe existir s' E r(U, cr) para alguna vecindad 

ele x, U, tal qur. s(x) = s'(x). Como adenuís ses una sección sobre Y por hipótesis, sabemos 

que cxiste una vecindad de x, V~ U, tal que s(y) = s'(y) para tocio y E V n Y, pero como 

~Y = O si y 1' Y, tenemos que s(y) = s'(y) para tocio y E F. Comos= s' en V hemos 

probado que s es continua en V, por lo que es continua en todo y·, y por lo tanto en todo 

X. Es decir que s E r(X, cr) y p¡'\ es sobre, y por lo tanto biyectivo. O 

A ccmtinuación veremos que la gavilla ;)"(Y) determina sin ambigüedad a la gavilla;)": 

Proposición 6. Sea Y ttn. subcsvacio Cl!1Tculo ele}(, y sea Q; una gavilla sobre }'. Definirnos 

;)'°r = l5x si x E}·, y ;5'°x =O .,i X E X - Y. Sea;)'°= lJxeX ;)",,. 

E11touces existe mw sola cstrtLctura de gavilla ¡Jara cr tal que cr(Y) = G. 
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Demostración. Sea U e; X abierto. Si s E r(U n Y, <5) podemos extender s definiendo 

s(x) =O para todo x E U - Y. De esta manera obtenemos un grupo de aplicaciones ele U 

en ~ que lla1narc1nos ~u. 

Supongamos ahora que~ tiene una estructura de gavilla tal que ~(Y)= <5, entonces por· 

la Proposición 5 tenernos las siguientes equivalencias: 

~u= r(UnY,<5) 

= r(u n Y, ~(un l')) 

= l'(U,~) 

(por construcción) 

(por hipótesis) 

(Proposición 5) 

Esto se cumple para tocio U e; )( por lo que, por la Proposición 3, al poder expresar 

los grupos de secciones de ;j' de forrna explícita garantbo:arnos la unicidad de la estructura de 

gavilla. 

Para. niostrar la existencia de la estructura requerida., utiliza1nos la gavilla~ definida por 

el sistema (~11 , Pb) con p~; : ~1, ~ ~u definido como el homomorfismo usual de restricción, 

dados U e; V. En este caso tenernos que por las Proposiciones 1 y 2 y por la construcción 

de los ~u. r(U, ~)~~u~ r(U n Y, <5), y por lo tanto ~(Y)= <5. O 

Se dice que ~es la gavilla obtenida al extender <5 ¡wr cero afuera de Y. Esta gavilla se 

denota por 15i', o incluso por <5 cuando no hay posibilidad de confusión. 

2.6 Gavillas de Anillos y de Módulos 

Tras haber formulado las definiciones básicas para el caso de gavillas de grupos abelianos, 

ahora 1nostrare1nos córno se puede seguir un proccdirnicnto análogo para construir gavillas 

que tengan co1no fiUras otras estructuras algebraica...'i tales como anillos o rnódulos. 

Una ycmilla de anillo.<, 21, es una gavilla de grupos abelianos tal como se definió en 

la Sección 2.1, pero que aden1;:ís curnplc que cada 2lr tiene estructura de anillo. Corno 

condiciém aclicional requeriremos c¡ue la función (f,g) ~ fy sea continua de 2l + 2l en 2l . 

.Asi111isrno Httpon<lrcn1os que cada 21.r tiene un neutro rnultiplicativo que varía continuamente 

con x. De aquí en adelante a .. o.;urnircn1os que todos los anillos tienen unidad y que todos los 

ho1no111orfis111os de anillos son unitarios. 

Si 21 es una gavilla de anillos, entonces rcu, 21) es también un anillo, y la operación de 

restricción p); : f'(V, 21) ~ r(U, 2l) es un homomorfismo de anillos. 
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Procediendo a la invcnm rcpctirc1nos el procccliruicnt.o de coustrucción de gavillas expues

to en la Sección 2.3: Hi t.c11c111os anillos 2lu asociados a cada abierto U, y ho1no111orfisrnos 

ip); : 2lv -t 2lu tales que ip); oip(\' = ip)Y siempre que U e;;; V e;;; 1 V, entonces la gavilla definida 

por el sistc1na transitivo (2lu, cpl;) es una gavilla de anillos, ya que se c11111plcn liL"i coudicioncs 

de la definición de gavilla, incluyendo la cont.inuidad de la rnultiplicación del anillo scg1ín se 

definió al cornicnzo de esta scccil>n. Continuando con la analogía con la Scccii'>n 2.3 tenernos 

que si .r1 es un anillo, cntoncc>s la gavilla ele génncuc.s de funciones valuadas en .r1 es una 

gavilla de anillos. 

Sea 2l una gavilla dP- anillos. Una gavilla ~ es una gavilla de 21-uióclulos si cada ~z 

tiene estructura de 2lz-111cJdulo {b~quicrdo y con unidad), y se curuple que la operación 

(a, f) ~ (uf) es continua de 2( + 3' en 3' {donde 21 + 3' es el subconjunto ele 2l x 3' formado 

por las parej;L'< (a, J) tales que tr(a) = tr(f).) 

Igual que antes tenernos que si 3' es una gavilla de 21-módulos entonces f'{U, 3') es un 

l'(U, 21)-módulo. Inversamente se tiene que si 2l cst;í definida por el sistema transitivo 

(2!11 , ip);) y 3' es una gavilla de grupos abelianos definida por el sistema (3'11, ..P);) donde 

cada 3'u es un 2lu-módulo y adenuís V'U (af) = 'Pb (a)lf;Ü (/), entonces 3' es una gavilla ele 

21-nH)dulos. 

Finalrnentc observarnos que podernos considerar a toda gavilla de grupos abclianos corno 

una gavilla de .Z-módulos, donde .Z es la gavilla constante isomorfa en cada fibra al anillo 

de los núrneros enteros. 

De este modo se justifica que de aquí en adelante nos aboquemos casi por completo al 

estudio de 1'L5 gavillas de módulos. 

2.7 Subgavilla y Gavilla Cociente 

H;L5ta el momento hemos discutido las propiedades topológicas esenciales de las gavillas, 

incluyendo el procedimiento para construirlas a partir de sistemas transitivos sencillos de 

describir, y hemos introducido la gavilla de módulos corno nuestro objeto bi'tSico de estudio. 

Ahora co1nenzaren1os a describir las propiedades algebraicas que una gavilla hereda a partir 

de la estructura de sus fibras. 

Sean 2l una gavilla de anillos y 3' una gavilla ele 2l-ruódulos. Si para todo x E X sucede 

que 15x e;;; 3'x entonces diremos que el subespacio 15 = Lixex 15., es una subgavilla de 3' si se 
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cumplen las dos condiciones siguientes: 

l. 15x es un sub-2lx-móclulo de 3'x para tocio x E }0::, y 

2. 15 es un subconjunto abierto ele 3'. 

Hemos visto en la Sección 2.3 que los conjuntos de la forma [t, U] con U abierto y 

t E f'(U, 3') forman una base para la topología ele 3', por lo que la condición de que 15 sea 

abierto en ~ se puede expresar cquivalentcnncntc de la siguiente rnancra: 

2'. Si s E f'(U, 3') y x E U con s(x) E 15, entonces existe una vecindad ele x, V ~ U, tal 

que s(y) E 15 para tocio y E V. 

Clararncntc la proyección sobre .)( continüa siendo un ho1ncon1orfisrno local, y las opera

ciones ele surna, inverso y producto por clc1nc11tos del anillo siguicn siendo continuas en <5, 
por lo que este sulu~spacio es tarnbién una gavilla de 2l-1nódulos. 

Sea 15 una suhgavilla de 3'- Definirnos SJx = 3',,/15., para todo x E X, y Sj = Uxex SJx 

con la topología cocic.•11t.P de ~-

Podernos definir uua función O : jj ->- ~que ,a.signe a cada elemento de .5Jx un representante 

en 3'x de manera continua; es decir que si O(]) = s(x) con s E l'(U, 3') y x E U, entonces 

O(y) = s(y) para tocio [¡ en una vecindad de x, lo cual es posible por la topología de 15 

heredada de la de ~- De este rnodo si nos rcstringin1os a vecindades lo suficicnternentc 

pequeña..c;; resulta que O C'S un ho1neo1norfisn10. 

Ent.onc<'s la proyección it : ..f) ->- .. Y es una co1nposición de ho1ncornorfis1nos locales, a 

saber: ir = rr o O, con tr : ~ _,_ .'\. Del 111istno rnodo vernos que las operaciones de sun1a, 

inverso y producto cu S"J son co1nposicioncs de funciones continuas (el hornco1norfismo O y 

la operación corrcspouclic11te en \"j) por lo que JJ cu1nplc las condiciones para ser una gavilla 

de 2!-mócl11Jos, llamada la gavilla cociente tfo 3' ]Jor 15 y denotada por 3'/15. 

A continuaci<.Ín utili~arernos el proeedirnicnto de construcción expuesto en la Sección 2.3. 

Para cada U abierto en X definimos el r(U, 21)-módulo SJu = r(U, 3')/r(U, 15}; si U ~ V 

dl!flt1irnos hcn110111orfisn1os c.p}'; : .fj, .. -+ SJu por rncdio de los hornornorfistnos inducidos en los 

m6clulos coeientc por los homomorfismos dP restricci<jn usuales ,,¡; : r(V, ~) ~ f'(U, 3'). Si 

dos secciones son equivalentes rnódulo r(V, 18), su equivalencia se preserva al to1nar el límite 

inductivo, por lo que la gavilla definida por el siste1na transitivo (SJu, cp:;) es precisa1ncntc 

la gavilla cociente )) clcscrit.a anterior1ncntc. 
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A .. partir de las definiciones anteriores, obscrwunos que sis c.s una sección de Sj sobre una 

vecindad de :1: E ~\."", entonce:.; cxi.sc una sección, t, de 3" sobre alguna. vecindad suficicutcn1cntc 

pequeiia ele :e, tal que la chL~e de equivalencia ele t(y) módulo 15., sea igual a s(y) en esta 

vecindad de x. Sin ctnbargo es evidente que este hecho no se puede garantizar para vecindades 

arbitrarias. Así, sólo tenernos la siguiente secuencia exacta: 

O ~ r(U, 15) ~ r(U, ~) ~ r(U, .fJ) 

2.8 F.loITiornorfisrnos 

Después de mostrar en detalle los objetos de la categoría de gavillas de 2l-módulos que es

tarnos definiendo, sólo nos resta rnostrar ahora cuáles son los 1norfis1nos entre estos objetos, 

así con10 exhibir su con1porta1nicnto bo:ísico. Se vcni que en gran 1ncdida los homornorfis

mos de gavillas heredan las propiedades de Jos homomorfismos de módulos que Jos componen. 

Sea 2l una gavilla de :millos, y sean ~ y 15 gavillas de 2!-módulos. Un 2l-homomorfismo 

de 3" a t.5 es la asignación para cada x E ... ~ de un 2l.r-hon101norfismo, cpx : ~x --> Gr, tal 

que la función c.p : ~ -t <5 definida corno la unión ele todos los 'Px sea continua. Como 

sabctnos que las spccioues de una gavilla son ho1nco111orfis111os locales (ver Sección 2.2), la 

condición de continuidad sobre c.p es equivalente a requerir que para todo s E r{U, ~), la 

función x ~ 'Px(s(x)) sea una sección de 15 sobre U, denotada por cp(s) o por cp o s. 

Si 15 es una subgavilla de ~' la inclusión \5 --> ~y la proyección ~--> ~/15 son ejemplos 

de hon101norfisrnos, segtín se vio en la sección anterior. 

Proposición 7. Sm cp un 21-/wmomorfismo de ~ a 15. Para cada x E .'í: sean~"' e 'J,, el 

1uiclco y la i11ta_qcn del 2l.r ·-ho1no111orfis111.o c.p:z, respcctivcuncntc. Entonces Jl = Lizex .fix e 

'J = Uxex Jx "º" sub!lavilfos de ó' y 15, rc.,pcclivamcnle, y rp define un isomorfismo de~/~ 

sob1·e 'J. 

Dc1no ... tración. Corno t;'x es un Qlx-ho1no111orfis1110 1 sabcn1os que .R.r e :Ix son sub-!2lx-módulos 

de ~.r y <5.r rcspectiva1nc11tc, y que t.p:.r induce un iso1norfisn10 de ~z/Sl.z sobre :J'z. 

Por otro lacio te11c1nos que si s es una sección local de ~ tal que s(x) e Jlx entonces. 

cp o s(x) = O, pero cp os es una sección sobre \5 por lo que rp o s(y) =O para todo y en .. una 
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vecindad de :r:. Esto implica que s(y) E .fly en esta vecindad de x, lo que muestra que Jl es 

abierto en ~. y por lo tanto una subgavilla. 

De forma similar tenemos que si t es una sección local de 15 tal que t(x) E 'Jx, entonces 

existe una sección local de ~, s, tal que 'Po s(x) = t(x), por lo que 'Po.~= t en una vecindad 

ele x, es decir que t(y) E 'J11 en esta vecindad, lo que muestra que 'J es una subgavilla de 15, 

isomorfa a la gavilla cociente ~/Jl por el isomorfismo inducido por cada 'Px- O 

La gavilla Jl se llama el n1'clco de <p y se denota por Kcr(<p). La gavilla 'J se llama la 

imagen de cp y se denota por Im(<p). La gavilla 15/3 se llama el comiclco de <p y se denota 

por Coker(cp). 

Un homo1norfhu110 Lp es inucctivo si cacla 'Pz es inyectivo o, lo que es lo rnisrno, si l(cr(cp) = 
O. <p es sobre si cada <Pr es sobre o, equivalentemente, si Coker(cp) = O. <p es biyectivo si es 

a In vez inyectivo y sobre, en cuyo caso sabernos por la proposición anterior que se trata de 

un isornorfisrno de ~sobre (5, y que su inverso cp- 1 ta1nbié11 es un iso1norfis1no. 

Todas las dcfiuicionC"s y resultados conocidos para hornornorfisrnos de rnódulos tienen su 

equivalente en el caso de hon101uorfisrnos <le gavillas de 1nódulos. Por cjc1nplo una secuencia 

de ho1no1norfismos es exacta si la irnagcn de cada homo1norfismo es el núcleo del siguiente 

hon101norfis1no en la secuencia. Si cp : ~ -)- <.5 es un hon101norfis1no, entonces Ja .. <; siguientes 

secuencias son exactas: 

O - Ker(<p) - ~ - Im(cp) -o 
O - Im(cp) - 15 - Coker(ip) - O. 

Si 'P es un 21-homomorfismo ele ~ a 15, entonces la función s t-t 'Pos es evidentemente 

un r(U, 21)-hornomorfismo ele r(U, ~)a r(U, 15). 

Inversamente, si 21, ~y 15 cstiín definidas por los sistemas transitivos (21u,T¡/;), (~u,1/J&J 

y (15u, x/;) respectivamente, y asignamos para cada U ~ .'\ abierto un 2tu-hornornorfismo 

<pu : '8u --} C5u tal que x}; o <p\' = <pu o ·lf1~; sicn1prc que U ~ \-', se tiene que al pasar al 

límite inclnctivo definido por el orden filtrante ele lm; vecindades ele ,'\, los <pu definen un 

2l+-hon1ornorfisr110, cp : ~ ~ '-5. Para con1prohar rn·>ta afirn1ación basta verificar dos cosas: en 

prirncr lugar la restricción de cp a una fibra ~.r esLií bien definida co1no 21x-hornomorfismo 

gracias n la condición especial de trausitiviclacl que hcrnos requerido, y por otra parte si {t, U] 

es una. vecindad de <.5 corno se definió en la Sección 2.3 entonces su in1agcn inversa bajo cp 

es prccisan1cnte (cpif 1 (l.). U], que es abierto en ~lo que 1nucstra que <pes continua. 
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2.9 Suma Directa de dos Gavillas 

En esta sección continuamos extendiendo las propiedades conocidas de los módulos a las 

gavillas de módulos, comenzando por el caso de la suma directa, que no presenta ninguna 

complicación especial. 

Sean 2l una gavilla de anillos, y ~y 15 gavillas de 2l-módulos. Para todo x E X está bien 

definido el 21,,-módulo ~x EEl 15x, es decir Ja suma directa de ~"' y 15,,. Un elemento de ~x ffi 15,, 

es una pareja (f, g) tal que J E ~x y g E 15x. 

Definimos ahora Sj = UxEX ~x ffi 15r, y lo identificamos con el subconjunto del producto 

topológico ~ x 15 tal que (f, g) E Sj si y sólo si 7r(f) = 7r(g) (comparar con Ja definición 

provisional de~+~ utilizada en la Sección 2.1 ). Al proporcionar a Sj la topología inducida por 

la topología producto de ~ x <.5 poclcn1os verificar inrncdiatarncntc que posee una estructura 

natural de gavilla de Ql~rnódulos. Si fijan1os J E ~y variarnos g a lo largo de una vecindad 

de Qj donde 1T sea ho11wo111orfis1110 sobre )(, y luego repetirnos el proccdin1icnto para g fija 

y f variable, \'etnos que para vecindades suficicntcrncntc pequeñas, la proyección 7r es un 

homcomorfismo de SJ sobre X. La continuidad de las operaciones de módulo se preserva a 

partir de la.s operaciones en ó= y <B. 

A Sj se le llama Ja suma directa ele ~ y 15 y se denota por ~ Ef! 15. 

Por definición de sección de una gavilla (ver Sección 2.2), toda sección de~ ffi 15 tomada 

sobre un abierto U ~ ,"\ tiene la forma x ~ (s(x), t(x) donde s y t son secciones de ~ 

y 15 tomadas sobre U, respectivamente (ya que sólo así se cumple que una sección de la 

suma directa sea un homcomorfismo local). Dicho de otro modo, r(U, ~ ffi 15) es isomorfo a 

r(U,~) ffi r(U, 15). 

Esta definición se puede extender recursivamente a un número finito de gavillas de 2(

módulos. En particular ~P denota la suma directa de p copias isomorfas de una misma gavilla 

3=. 

2.10 Producto Tensorial de dos Gavillas 

Ahora tratamos de manera similar el producto tensorial de dos gavillas, definiéndolo a partir 

del functor ya conocido para otras estructuras, tales como los módulos. En efecto lo que 

estamos haciendo es definir functorcs para Ja categoría de gavillas de 2l-módulos. 
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Sean 21 una gavilla de anillos, ~ una gavil111 de 21-módulos den•chos y 15 una gavilla de 2!

módulos izquierdos. Para todo x E ,y definimos .f),, = ;y,,0,,., 15,,, es decir el producto tensorial 

de los módulos ~x y 15r tomado sobre el anillo 217 • Como de cost.umhrc .fJ = Lixex .f:lx· 

Proposición 8. Existe una 11nicci cstn1clurr1 de ga.villtz ¡JC11n SJ tal <¡lle .o;i s 11 t so1' secciones de 

~y IS rcs,,ccti1Jamc11tc tomadas sobre u11 abierto U~ X, entonces la función x ~ s(x)®t(x) 

c.-; 111uL sccci<í11. de SJ sob1·c U. 

La !JtLVilla lJ se lla11w el producto tensorial de ~y 15 sobre 21 y se denota ,,ar ;y 0"1 15; si 

los anillos 2l.r: son con11iutativos, ento1tccs .fJ es una !Javilla tic 2!-1nódulos. 

Dc1noslració1l. Si SJ tiene una estructura de gavilla que satisface la conclicicju del enunciado, 

y .si s 1 y /¡ son scccio11cs de 3' y c5, respecth·a111entc, sobre un abierto U ~ ... \'" para todo 

i E I, entonces la funciún x t->- EiE/ .<; 1 (x) ® /¡{x) e:; una sección ele J:t sobre U. Sabcinos 

qtw todo h E SJ.r se puede escribir de la fonna h = Lac.:I / 1 ®~ ... !Ir con / 1 E ~z y 9¡ E l5x; 

h1Pµ;o h = L:;,EI s,(x) ® t,(x) donde s, y 1, son secciones ele ;y y 15 respectivamente sobre 

un ahierlo U tales que s,(x) = J, y t,(x) = !J,. Así, tenemos c¡ue toda sección de .lj se 

p11Pcll~ Pscrihir localrnentc• ele la fortna anterior, es decir, que los grupos de secciones cst~in 

clcterruinados <~xplícitamcule y, por los resultados de la SPcción 2.3, esto rnucst.ra la unicidad 

ele la Pslructura. 

Para ruostrar su existencia supongarnos que 21, ~ y (.!; cst~ín dcfinida..c;; por sistcntas tran

sitivos (2111, <,o};), (;y-11, 1¡,};J y (1511, Xb) respectivamente, como en la Sección 2.6. Definimos 

lJu = ~u ®~,, '511 • Al aplicar el producto tensorial los hontornorfisrnos lf1b y x}; definen 

1111 horno111orlis1110 11~; : >J.- --t SJu tal r¡ne 1Jl;(J 0 g) = ,¡,~;(J) 0 x[:(g). Al tomar el límite 

i11d11ctÍ\"o S(~ ti<•1u~ que lirn.r.Ell SJu = lirnxEU ';ju® lirn.xell ©u = S:>r· Ahora identificarnos Sj con 

la µ;a\'illa definida por el sistema (.fJu, 17[:) que por construcción cumple con la condición del 

e111111ciado. 

Fi11al11w111 e si los anillos ~r son corunutativos podernos suponer que los anillos 2tu tarnbién 

lus son (tornando 2!11 = J'(U, 21)), 'L'Í <¡lle en este e'L'O los .f:Ju SO!I 21u-mÓdulos y .Sj CS una 

Ravilla el<! 21 1116d11los. o 

:\hora sean <p : ;y ~ ¡)'' y ,¡, : 15 --t 15' dos 21-hornornorfismos. Evidentemente 'Px 0 l/Jr es 

un hornon1orfisrno (d~ grupos abclianos, o de 2lx-rnódulos si los anillos 2lx son conmutativos). 

Si tornarnos una sección local de la gavilla ~ ®{11 G, L::ie/ B¡ @ t¡, donde s¡ y t; son secciones 

locales de i.)i' y t.5 respcctivarnente, entonces la cornposición de esta sección con Ja aplicación 
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cp®-./' : ;5'®"' 15 --> 3''®" 15', dacia por la colección de los homomorfismos cp,,®l/,,,, es cqui,·alente 

a Eie/ c.p os;® ·lfJ o t. 1 que es una sección sobre ~' ®~ <5'. Lo anterior 111uestra que cp ® 1./1 es 

un ho11101norfis1110 de gavill.as. 

Las propiedades usuales del producto tensorial (ver por ejemplo Atiyah y Macdonald [4]) 

de n1ódulos se pueden extender al producto tensorial de gavillas. Para dcrnostrar esto basta 

con observar que localmente los r(U, 2l)-módulos dados por r(U, 3') satisfacen estas propie

dades. Así, tenernos por cjcrnplo que toda secuencia exacta de la. forrna: 

3' --t 3'' --t 3'" --t o 

da origen a otra secuencia exacta: 

Ta1nbién tenemos los siguientes isornorfisrnos canónicos: 

3' ®"' (151 EB 15,) ~ (3' ®"' 15¡) ffi (3' ®"' 152) 

;)'®,,.2l~;)', 

y si los anillos 2lx son· conmutativos, tarnbién tenernos que: 

3' ®" 15 ~ 15 ®" 3' 

3' 0" (15 0,,. JJ) ~ (3' ®" 15) ®"' .5). 

Hemos visto que hasta ahora todas las propiedades conocidas para los módulos locales 

que componen nuestras gavillas se pueden extender sin problema alguno al objeto global. A 

continuación cncontrarc1nos la pri1ncra excepción notable. 

2.11 Gavilla de Gérmenes de 2l-Homomorfismos 

Para concluir nuestra exposición sobre la forma cotno las gavillas heredan de fortna natural 

las propiedades algebraicas de los tnódulos que las confonnan, vercn1os como es posible ex

tender el functor Hom a esta construcción. 

Sean 2l una gavilla de anillos, y 3' y 15 gavillas de 2l-módulos. Para cada U ~ ,''{ abierto 

definirnos .sJu como el grupo de homomorfismos de ;)'(U) a 15(U), donde ;)'(U) y 15(U) son 
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las gavillas i11clucichrn sobre U segú11 se definió en la Sección 2.4. La restricción usual ele 

horno1norfisruos de gavillas nos perrnitc definir un hornornorfisn10 de grupos, cp~ : .fj,, --+ fju 

para cada pareja de abiertos con U ~ \/. La gavilla definida por el sistcrna transitivo 

(,Sj1¡, ip1;) se llama la gavilla de 9érr11ene$ de 2t-homomorfismos de ~ a 15 y se denota por 

Hom,_,.(~, 15). Si se da el caso que los anillos 2tx son conmutativos, entonces cada S'Ju es un 

r(U, 2t)-móclulo y Horn,_,.(~, 15) tiene estructura de gavilla de 21-móclulos. 

Todo elemento de Hom.,(~. 15) es un germen de 21-homornorfisrno de ~ a 15 en una 

vecindad de x E 4"'\, por lo que define un tíuico hou1ornorfis1no de ~.r a <5x· Esta asignación 

da origen a un hornon1orfis1no canónico: 

sin crnbargo en general no podernos asegurar que p sea biycctivo. 

A pesar de esta restricción se puede verificar dirccta1nentc que es posible extender una 

serie de propiedades del functor Hom para módulos a su equivalente e11 gavillas (ver Atiyah 

y Macdonald [4]). Por ejemplo, si cp : ~· -t ~ y .,¡, : G -t 15' son 2t-homomorfismo~, 
podernos definir un nuevo homomorfismo, Horn.,(cp, .,P): Hom.,(~, 15) -t Hom.,(~, 15') dado 

por Hom.,(<p, 1/J)(O) =,¡,o O o <p. 

Asin1isn10 toda secuencia cxacla de la fonna: 

da lugar a otra secuencia exacta: 

Tarnbién tenemos los siguientes isornorfismos canónicos: 

Hom., (2t, 15) ~ 15 

Horn.,(~, 15 1 ffi152) ~ Hom.,(~, 15 1 ) ffi Hom.,(~, 152 ) 

1-Iom,_,.(~ 1 $ ~ .. G) ~ Hom.,(;)'" 15) $ Hom.,(~2 , G). 

La pregunta que surge naturahncntc ante esta situación es en qué casos es posible asegu

rarnos de que el ho1no1norfisn10 p sea un isornorfisrno, es decir cuándo las fibras de la gavilla 

de gérmenes de homornorfismos, llom.,(~. 15), so11 iguales a los homomorfisrnos de las fibras 

<le las gavilla.."> ~ y '5. La respuesta. a esta pregunta da origen a una clase particular de 

gavillas que cstu<liarcrnos con detalle en el capítulo siguiente. 



Capítulo 3 

Gavillas Coherentes de Módulos 

Después de haber definido nuestro objeto b;L~ico de estudio y de haber analizado algunas 

de sus propiedades estarnos listos para definir una clase especial ele gavilla, las gavillas 

cohcrcutes, que se caracterizan por ser )ocalrucntc fi11ita1ncntc generadas en un sentido que 

se prccisaní a continuación. La coherencia de la .. "i gavilla .. o.; resulta ser una propiedad natural 

111uy fuerte que se prcscr\'a bajo diversas condiciones. 

A lo largo de este capítulo X representa un espacio topológico y 2! una gavilla de anillos 

definida sobre .Y, tal que 2lx es un anillo comuutativo, para tocio x E X. Además este 

anillo tiene un neutro 111ultiplicativo que \•aria continuarucntc con x. En general nuestro 

objeto de estudio scnín gavillas de 2l-rnódulos, y supondrcrnos que todo hornomorfisn10 es 

un 2!-hornornorfisrno. 

3.1 Definiciones 

Comenzarnos este capítulo definiendo paso a paso una clase especial de gavilla que según 

vcrcrnos rn;.ís adelante presenta una serie de características particulares que la hacen intere

sante. Co1ncnza111os cou un concepto prcli1ninar antes de presentar a las gavillas coherentes 

de 1nódulos propiarncntc dichas. 

Sean ;5' una gavilla de 2!-módulos, U ~ X abierto, y s., ... , sp E r(U, ~). Si a cada 

farnilia de clcrncntos a 1, ... , ªv E 2l.r le asignarnos un nuevo elemento ¿:~=I a¡ · s¡(x) E ~z, 

29 
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obt.e11c111os de esta 111a11era 1111 homomorfismo <p : ']!P(U) ~ ir(U), bie11 definido para cada 

colección de p scccioues de a: sobre U. El n1íclco de este ho1110111orfis1110 es una subgavilla de 

2lP(U) llamada la gcwilfo de relaciones entre los s¡ y denotada pnr !R(.s1, ... , sp) = I<er(rp). 

La imagen de rp, Im(rp), es la subgavilla ele ir(U) generada por los s¡(;r,) con :i: E U. 

Lo rnisrno se cutnplc a la inversa: todo ho11101norfis1uo c.p : 2(1' --> ~ define una fa1nilia de 

p secciones ele ~ de este 1nodo: 

si(x) = rp,,(l, O, ... , O), ... , s 1,(x) = rpr(O, ... , O, 1). 

Después de este prco:irnbulo donde se 111ucstra la relación que existe entre colecciones de 

p secciones de ~ y ho111ornorfisn1os de 2!P a ~' estarnos listos para presentar nuestra pri111cra 

definición. 

Definición l. Una gavilla de 2l-módulos, ir, es de tipo finito si localmc11tc se puede generar 

a vartir de un nú111.cro finito de sus scccioTLcs. 

Dicho de otro rnodo, ~ es de tipo finito si para todo x E}\ existen una '\'Ccindad abierta 

u~ x: y una coleccióu finita de secciones, s,, ... 'Sp E r(U, ir) tales que para todo y E u y 

todo JE ir. se cumple que J = ¿:::'=• "• · .s,(y), con a, E 'ily. Esto es equivalente a decir que 

~(U) PS isouiorfo a una gavilla cociente de 2l'', es decir que ciada la colección (si, ... , sp) que 

genPra a ir. para todo 1J E U, el homomorfismo <p : '](l'(U) ~ ;'r(U) descrito al comienzo es 

sobre, por lo que ir es isomorfo a '](l'(U)/ Kcr(rp). Si este es el caso tenemos por definición 

de la gavilla de n•lacio1u~8 que locahncntc ~es isoniorfo a 2l1'/9l(s1 , ••• , s1,). 

Proposición 9. Sea 3=' una gavilla de tipo finito. Si s 1 , ••• , Sp son secciones de ~ sobre una 

vcciucicui ele 1L1l. p?Lnto :1: E .. \"' tales que yene1'<LTL a tocio 3='.r, miton.ces generan a ~Y para todo 

y en una vcdudcul ele :r.. 

Dc1110.'ilracióu. Corno 3=' es ele tipo finito sabcn1os que existen una vecindad abierta de x, 

U~ X y una colección t 1 , ••• , lq E r(U, ir) tales que para todo y E U y para todo f E irv se 

tiene que J = L::}=• "i · lj(y) con a,, ... ,ª• E 'ily. 

Por hipótesis las secciones s¡, . .. , sp generan a 3='.r, por lo tanto existen una vecindad de x, 

F ~ X, y s<'cciones b,i E r(F, ir) tales que para todo j, l;(:c) = L::f= 1 b;;(x) · s;(x), y entonces 

por la uuidclad local de hu; :-;ecciones 5abc1uos que existe una vecindad de x, lF e;; Un v·, 
donde se c11111ple que l.;(Y) = L::!'=• b;;(Y) · s,(g) para todo y E 11'. Entonces, como t 1 , ••• , t.,1 

generan a ~Y' tenernos que s 1, ... , s 1, generan a ~Y para todo y E lV. o 
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Después de presentar el concepto prclirninar .. de gavilla ele tipo finito pn .. sa1nos ahora a 

nuestra. definición principal: 

Definición 2. Una gavilla ele '.l!-móclulos, ~' es coherente si se cumplen la.• dos co11clicio11cs 

siguientes: 

1. ;5' es ele tipo fi11ito, y 

2. Si s 1 , ••• , Sp son secciones ele ~ sobre un abierto U ~ ,'{, e11tonces la gavilla ele relacio

nes entre las s;, !Jl(si. ... , sp), también es ele tipo finito. 

Es importante destacar el carácter local de las definiciones de gavilla de tipo finito y 

gavilla coherente. Ahora comprobaremos algunas propiedades elmnentales de estas gavillas: 

Proposición 10. Tocia gavilla coherente es localmente isomorfa al conúcleo de un homo

morfismo <.p : 219 ~ 2lP. 

Demostració11. Sabemos que si ~es coherente, entonces también es de tipo finito, por lo que 

existen secciones s 1 , •• • , s1, de ~ sobre una vecindad que generan locahncntc a la gavilla, es 

decir que ~es localmente isomorfa a 21P /9l(s 1 , ••• , sp)· 

Por otro lado tenemos por la definición de gavilla coherente que 9l(s 1 , ••• , sp) ~ 2!P es 

de tipo finito, es decir que localmente podemos encontrar homomorfismos <.p : 219 ~ 21P 

que son sobre 9l(s 1, ••• , s1,). Esto es lo mismo que decir que ;5' es localmente isomorfa a 

<.i!P/ Im(cp) = Cokcr(<.p). O 

Proposición 11. U11a subgavilla de tipo finito ele una gavilla coherente es una gavilla cohe

n~ntc. 

Demostración. Sólo es necesario verificar la segunda condición ele la Definición 2: si tomamos 

una colección finita. de secciones de una subgavilla de una gavilla coherente, ~' siguen siendo 

secciones de ;.\', por lo que su gavilla de relaciones es de tipo finito. ·O 

3.2 Propiedades Principales de las Gavillas Coherentes 

Ahora cslan1os listos para enunciar y demostrar el prin1er tcoren1a fuc~tc .de la teoría de gavi

llas. B1ísicamente veremos que la coherencia ele las gavillas es una propiedad fuerte y natural, 
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que se prcscr,~a bajo divcnm .. ..:; condiciones. La prirnera de ellas, que luego crnplcarcruos pa

ra deducir otras propiedades, es que sicrnprc que tcnga111os una secuencia corta exacta de 

gavillas y dos <le ellas sean coherentes, podc111os garantizar Ja coherencia de la tercera gavilla. 

Teorema l. Sea 

una secuencia cxaclt1 de ho1no1norjis1nos de gavillas. Si cualc.'iqu.iertJ. dos tic la tres gavillas 

~, (5 o Sj son coh.crcntcs, cutonccs la tc1·ccra ta111.bié11. lo es. 

Demostración. Dcrnostrarcrnos la afirrnación por casos. En prin1cr lugar, sean l5 y jj cohe

rentes. Por la definición de tipo finito sabernos que existen hornornorfisrnos locales sobre (.!), 

-y : 2l''(U) ~ \5(U). Como estamos tratando c:on propiedades de canic:ter local omitiremos 

la me11c:ió11 de la \"('Cinclacl u de aquí ('JI adela11tt•. Sea n ~ 211' = Kcr(,6 o -y). Sabemos que 

existe una farnilia d1~ l' spccioups de SJ clcfinidas por el hon101norfis1110 f3 o-¡ : '21'' ~ .f) y Jt 

es prccisa1nc11tc la gavilla de relaciones de esta fan1ilia. :-\Hí, en vista de que SJ es coherente, 

tcnc1nos que por dcfi11ieicJn Jl es una gavilla de tipo finito. Si uua farnilia a1, ... , <.Lq de sec

ciones locales ele ~{1' gcn<'ran a J'l., t~11to11ccs las secciones -y(ai), ... , 1(aq) generan locahncnte 

a -y(Jl). Esto implica que 1"(n) es una suhga\"illa ele tipo finito el" la gavilla coherente 15, 

;u.;í que por la Proposición 11 se 1 icnc que r(Jl.) es coherente. 

Sea 9 E -y(n); PJ1to11ces 9 = 'f(<L) COll lL E n y luego ,6 o -y(a) = o, por Jo que g E Ker(,6) 

y -y(fl) ~ Kcr(f3). l11vcrsam"11tc sea!/ E Ker(!:I); como -y es sobre, y= -y(a) con a E l!S, pero 

fJ o -y(a) = O por lo <¡tH' a E n y Kcr(/i) ~ -y(.íl). Esta dohle contencicín muestra la igualdad 

-y(Jl) = Kcr(f:I) así que por la exactitud ele la sccucnc:ia el" homomorfismos -y(n) = Im(n). 

Pero o es inyectivo, 1~11tonccs ~ t_•s ison1orfa a 1111(0) y por lo tanto coherente . 

. Ahora sean ó=' y 1..5 coherentes. Corno t.5 es de tipo finito y f1 t~s sobre '5 1 Sj es de tipo 

finito, así que sólo hace falta rnostrar que SJ cu111plc la segunda co11dició11 de la Definición 2. 

Sean s 1 , ••• , sp secciones de jj en una vecindad ele x E .. Y. Entonces cxisteu secciones locales 

s'1, ••• 1 s~, de <5 tales que 8¡ = .B(s~) para todo i. Sí•an t 1 , ••• , tq secciones locales de ~ que 

generen a ~Y para todo y en 1111a VPcindad de x. Si (a. 1, ... , <Lp) E 9'.(si, ... , sp)y ~ 21P, 

significa que Lf=t a, · s,(y) = O, y por lo tanto Lf=t a; · s:(y) E Ker(,6) = Im(n), es decir 

que existen b 1 , ••• , l1q E 2ly tales que ¿:r=t a,· s;(y) = ¿:;=t b1 · a(t1 (y)), o equivalentemente 

L!'=t a,· s;(y) - LJ=t b, · n(t1(!J)) =O. 

Rcsu1nir.ndo tcncn1os que (a 1 , ••• , a 1,) E fR.(si, ... , s 1,)y si y sólo si existen b1 , ••• , bq E 21y 
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tales que (ai, ... 1 a 111 b1, ... , bq) E 91(s~, ... , s;,, n(t1 ), ... , o(tq))y. Si tínicarucutc observarnos 

los coeficientes"; tenernos que la gavilla de relacioucs entre los s 1 es la in1agen de la gavilla de 

relaciones entre los s~ y o(t.J) bajo la proyeccicín canónica de 2(P+ 11 sobre 21''. J-\hora usarnos el 

hecho de que(!; es coherente para coucluir que la gavilla !R(s:, ... ,s;,,a(t 1 ), ••• ,n(t,1)) es de 

tipo finito. Si torna111ns tíuicanu•ute la proyección de los generadores locales de esta gavilla 

sobre los p pri111rrus cornponentPS tPrie111os qtw 9l{.o; 1, ... , sp) tarnbi<~n <~s neccsaria1nentc de 

tipo finito, lo que tnucstra q1w f'J <'S colwrPnte. 

Corncn4'.arnos nuestro iílti1110 caso suponiendo que ~ y SJ sou coherentes, cutonccs cxis

len secciones local<~s t 1, ... , I" que g<•nera11 a ~ y sPcciones locales s 1, ... , sp que generan 

a SJ. Adcuüi.s existeu scccionPs s'1 , ••• , s~, de t.5 tales que /3(s~) = .o;, para todo i, ya que 

f3 es sobn~, y por exactitud dl' la Sl'Cttencia ele ho1no111orfisn10.s tenernos que las secciones 

n(ti), ... , u(tq), s'1 , ••• , s;,) gPncran localrncnte a Q; que por lo tanto es de tipo finito. 

Para dcrnostrar que \5 c11111ple la segunda condición de la Definición 2 torncrnos una 

colección finita de secciones de t,?;, l1, ... , tr. Corno SJ es coherente, existen s colecciones de 

r secciones de 21 que generan a la gavilla de relaciones entre los f3(t;), !n(/3(t 1 ), ••• , f3(tr)) ~ 

'.2lr; es decir, que las rolecciones (f1
1, ••• , f[), ... , (J.,1 , ••• , J.;) generan a !R(f3(t 1 ), ... , f3(tr)). 

Definirnos 11J = f) · l 1 + · · · + JJ · lr = L:~=l JJ · l¡, 1 :5 i :5 r, 1 $ j :5 s. u 1 , ••• ,u .• son así, 

.secciones localPs de la gaYilla QJ. 

Tenemos que por definición de la gavilla de relaciones f:J(u,) = L::~=I JJ · {3(t;) = O, por 

lo que u, E Ker(/3) = Im(n) y podemos utili:mr la coherencia de ó', isomorfa a Im(a), para 

deducir que 9l(u 1 , ••• , u_,), la gavilla de relaciones entre los u1 , es de tipo finito y que existen 

/, secciones )ocales dr. ~ que generan a 9l('u 1, ••• , 11 8 ) ~ Ql5
• Denotarctnos esta...~ secciones por 

(g/, ... '.<Jll. ... ' (y,', ... ' .<Ji'). 

Si sucede que para /1, ... , Ir E 2t se tiene que L:~=l f¡ · l¡ = O, entonces E~=l /, · .B(t;) =O 

y (J1 , ••• , f,) E !:H(/:J(t 1 ), ••• , f3(tr)). Por la argumentación anterior sabemos que existen s 

secciones de 21, ª" tales que u,, ... , Jr) = ª' · Ul, ... , Jí) +···+a.· u;, .... J;). 
Cotno esta1nos suponiendo que L~=I f¡ · l¡ =O, se tiene entonces que: 

!lt · (f,1 
• t1 + · · · + f~ · tr) + ... Y.•· (!1 · t1 + · · · + J; · tr) = O, 

es decir que: 

r r • 

9, · 2::: J: · t, + · · · + 9. · 2::: ¡; · t, = 91 · "• + · · · + g. · u, = 2::: 9; · u; = o. 
i=I 1=1 j=l 

Por lo tanto (y 1 , ••• , 9,) E !ll(u1 , ••• , u,) que como vimos es una gavilla de relaciones de 
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tipo finito y está generada localrnente por las secciones gf E. 2(, 1 :S j :S s, 1 :S k :s· t. Así, 

tcnc1nos que: 

ca ..... ,a.J ="·<a:. ... ,un+ ... + 11.cuL- .. ,g:J, 
y finalmente agrupando coeficientes obtenemos que: 

f; = g,J/ + ... + u.J! 
= (h,g/ + ... + h,gf)f! + ... + (h,g~ + ... + h,g¡')J: 

= h1 (glf/ + ... + uu:i + ... + h, (glf/ + ... + uu:i . . 
= ,,, Euf!J + ... + "' °LuíJJ. 

j=l j=l 

Es decir, que los /i, los coeficientes que hacen que la..5 sumas L:~=t f¡ · l; se anulen, resultan 

ser combinaciones lineales de secciones de~ de la forrna E:=I !lfJJ, de las que sólo existe un 

111ímero finito (exactamente r x t}, por lo que 'Jl(t 1 , ••• , tr) es una gavilla de tipo finito y, 

por lo tanto, "5 es coherente. o 

La dcrnostraci{u1 del tcorcrna anterior se puede rcsurnir corno una serie de ciilculos directos 

y rncc;inicos llevados a cabo con el fin de cotnprobar que las gavillas de la secuencia exacta 

y i<L'i gavillas ele relaciones de sus secciones son locahucntc finita1ncntc generadas; esto es, 

la den1ost.raci<lu del teurcn1a se lirnita a verificar que la definición de coherencia se curnpla. 

Es inevitable observar que se trata de una prueba laboriosa y cirida, sin crnbargo una vez 

que hernos establecido este resultado fundarncntal, lo usaren1os fuertcrnentc para dcrnostrar 

clP rnanera directa una serie de hechos sorprendentes en torno a la propiedad de coherencia, 

con1euza11do por el siguiente corolario: 

Corolario l. La suma directa de una familia finita de gavillas coherentes es coherente. 

Dcmostmcirín. Por resultados d;ísicos de ;ílgebra aplicables a las secciones locales y en \'ista 

de lo 8eüalado en la Sección 2.9, sabctnos que la secuencia: 

es exacta, con i y p denotando los hon101norfisrnos de inclusión y proyección naturales rcs

pcctiva1ncutc. Si suponcntos que ~ y <5 son coherentes y aplicarnos el tcorerna directarncntc, 

tenemos que ~ (!) ~ también lo es. Aplicando el mismo procedimiento de forma inclucti\"a 

tc11cn1os que el resultado se curnplc para un 111ín1cro finito ele surnandos. o 
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Teorema 2. Semi í5' y <5 coherentes, y sea cp : ~ ~ <5 un ho11wmorjismo. El nticleo, la 

imagen y el conticlco de <p son gavilla.• coherente.•. 

Demostración. Corno í5' es coherente y en particular de tipo finito, tenemos que Im(<p) tam

bién es de tipo finito. Aplicando la Proposición 11 a Im(rp) ~ <5 tenemos que además es 

coherente. 

Para demostrar que el 111íclco y el con1íclco de <p son coherentes hasta aplicar el Teorema 1 

a las siguientes secuencias exactas cortas: 

O --+ Ker(<p) ~~ ~ Irn(rp) --+O 

O --+ Im(cp) ~ <5 ~ Coker(cp) --+O 

donde l y p denotan a los homomorfismos naturales de inclusión y proyección, respectiva-

rncntc. o 

Corolario 2. Sean í5' y <5 subgavillas coherentes de otra gavilla coherente, .5). Las gavillas 

;)' + <5 y í5' n <5 son coherentes. 

Demostración. Resulta claro que cualquier elemento de ;)'" + <5 se puede obtener como una 

combinacicín lineal de los generadores de í5' y <5, por lo que es de tipo finito y, aplicando la 

Proposición 11, coherente. 

En cuanto a ;)'"n<5, basta considerar el homomorfismo rp: ;)'" ~ Sj/<5 dado por la composi

ciún de la inclusión y la proyección naturales. Por nociones elementales de álgebra sabemos 

que ~ n <5 = Ker(rp), lo que nos da el resultado deseado. O 

3.3 Operaciones con las Gavillas Coherentes 

Después de demostrar que la suma directa de una familia finita de gavillas coherentes es 

coherente, ahora probaremos r<•sultados amílogos para los functores ® y Hom. En general 

las dcrnostracioncs son rclativarncntc sencillas, pues nos apoyarcrnos fuertemente en resulta

dos anteriores. 

Proposición 12. Si í5' y <5 son dos gavillas coherentes, entonces ;)'"®,.<5 también es coherente. 
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Demostración. Por la Proposición 10 sabernos que~ es isomorfa a Cokcr(rp) con rp: 2lq ·--+ !ÍlP: 
Si definimos un homomorfismo <p ® 1 : 2lq ®"' 15 ~ 2!" ®"' IS por medio de la fórmula: 

rp ® l((ai, ... ,aq) ®y)= rp(<1., ... , aq) ®g, 

podemos verificar inmediatamente que Im(rp® 1) = Irn(<p) ®"'IS, así que entonces Coker(rp® 

1) = Coker(rp) ® 21 IS. Resumiendo, tenemos que el producto tensorial ~ ®"' 15 es isomorfo a 

Cokcr(rp ® 1). 

Por otro lado tenemos que por la Sección 2.10 2lq ®"'IS~ G• y 2!P ®"' 15 ~ GP, y por el 

Corolario 1, ~n es una gavilla coherente para todo n. Finalrncntc por el Teorema 2 tenernos 

que~®"' IS es isomorfo al c:o111íclco de un homomorfismo entre dos gavillas coherentes y, por 

lo tanto, tarnhién es coherente. o 

Proposición 13. Sean ~ y IS dos gavillas, co11 ~ colicrnnte. Pam todo x E }\ el módulo 

¡m11tual Hom.,.(~. 15)r es isomorfo a Hom.,.,(~x. 15x)· 

Dcn1.ostració11.. En los rnisrnos ténninos que la Sección 2.11 dc1nostrarcrnos que el hornornor

fismo natural p: Hom.,.(~. IS)x ~ Hom.,.,(~x. ISx) resulta ser biycctivo bajo las condiciones 

del enunciado. 

En prirncr lugar, sea l/; : ~ _,, G un hornon1orfis1no definido en una vecindad de x, con 

1f1(J) = O para todo f E ~r· Como ~ es de tipo finito existen secciones locales s 1 , ••• , s,, 
que generan a la gavilla en una vecindad de x, y corno ·r/J(s;(x)) = O para todo i, se tiene 

que 7/J(s;(y)) = O y por lo tanto l/J(j) = O para todo f E ~" con y suficientemente cercano 

a x. Esto es lo 111isn10 que decir que la clase de equivalencia de 1/Jr vista co1110 gcrrnen de 

ho1no1norfis1no rs cero, lo cual dcn1ucstra la inycctividacl ele p. 

Para tnostrar que p es sobre tenernos que verificar que si t.p es un 2lx--homo1norfisn10 de 

~:r a "5.r, entonces existe un hornornorfisrno tj; : ~ -Jo (,5 definido en una vecindad de x, tal que 

l/l..r = <.p. SC'an 11t1 1 ••• , 111P una fan1ilia finita de scccio11cs locales <le~ tales que generan a ~Y 

para todo y en una vecindad de x. Sean (a: 1 ••• , a1;), ••• , (a~, ... 1 r1.~) q secciones locales de 

2l1' tales que generan a 9l(11ti, ••• , 11t1,) en una vecindad de Q!t. Ahora escogernos ¡J secciones 

locales de(.!), n1, ... ,np, no ncccsariarncnc distintas, tales que n¡(x) = <p(1n¡(x)). 

:\ continuación definirnos J>j = L~'= 1 aj · n¡, con O :5 i $ TJ, y O $ j :5 q. La...;; 7JJ son 

~ccciones locales de © que por construcción se anulan en x, y por lo tanto en tocia una 

vecindad de x que dcnotarcrnos por U. Esto irnplica que para todo y E U se tiene que si 

L~=' a,· 1n¡(y) = O, con a¡ E 2ly, entonces se curnplc que Ef=t íl¡ · n¡(y) = O, ya que si se 
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da la prirncra igualdad c11to11ccs (u1, ... , a1,) E Dl(1n1, ... , 111.11 ), y entonces Ef= 1 a¡· n;(y)) es 

una cotnbinación lineal de la"i secciones J1J y por lo tanto se anula en U. 

Así, podernos definir un 21y-hon101norfisr110 ele la siguiente forrna: dacio rn E ~Y y y E ~ 

con 1n = L:!'= 1 a 1 · 111.¡(y), dcfinin1os 1/1y(111.) = L:~'= 1 ai · n¡(y), que según virnos antcriorn1cnte 

cst~i bien definido corno 2ly-ho11101norfis1110. Corno hc1nos realizado cst~:Í construcción de 

forma explícita utilizando secciones de l!j (ver Sección 2.8), tenemos que la colección de los 

1/Jy define un homomorfismo 1/J : ~(U) --> l!j(U) que cumple que l/J(x) =<p. O 

Proposición 14. Si ~ 11 l!j son dos ga11illas coherentes, entonces Hom"'{~, 15) también es 

una gavilla cohcrentr!. 

Dcrnostración. Por la Proposición 10 y los corncntarios en torno a la definición de coherencia 

tenernos la siguiente secuencia exacta: 

2l9 --> QtP --> ;)'--> 0 

y por la Proposición 13 podemos garantizar que todos los resultados conocidos para el functor 

Hom aplicado a los módulos puntuales son igualmente válidos para Hom"'(~, 15) cuando se 

cumple que ~es coherente (ver Sección 2.11), así que tenemos la siguiente secuencia exacta: 

pero sabemos que Hom,,.(211', l!j) y Horn,,.(21•, ¡!j) son isomorfos a l!jl' y 15• respectivamente, 

y por lo tanto son gavillas coherentes. Finalmente aplicando el Teorema 2 a la secuencia 

exacta anterior, tenemos que la gavilla Hom,,.(~, l!j) es coherente. o 

3.4 Gavillas Coherentes de Anillos 

En esta sección aplicarcruos lo!-i resultados conocidos para gavillas de rnódulos a un caso 

particular: las gavillas de anillos. Continuaremos investigando el concepto de coherencia, y 

finahnente obscrvarernos córno rncis conceptos de álgebra con1nutativa son aplicablc.."i a las 

gavillas. 

En vista ele que todo anillo es un módulo sobre sí mismo, una gavilla de anillos 2l puede 

ser concebida como una gavilla de 21-módulos; si se trata de una gavilla coherente (de 21-:-

111<.'>dulos) diremos que 2l es una ga11illa coherente de anillos. La sección de 2l que toma como 
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valor cu un punto a: E ),; el neutro rnultiplicativo del anillo 2tr genera. a 2ly para todÓ 1J en 

una vecindad ele x. Esto significa que 2l siempre es de tipo finito, por lo que requerir que 

una gavilla de anillos sea coherente equivale a pedir que satisfaga la segunda condición de la 

Definición 2, es decir: 

Definición 3. La gavilla 2l es u11a gavilla coherente de anillos si la gavilla de relaciones 

c11trc un número finito de secciones de 2l sobre un abierto U es una gavilla de tipo finito. 

Dada una gavilla coherente de anillos 2l podemos verificar inmediatamente los siguientes 

resultados: 

Proposición 15. Una gavillti de 21-módulos es coherente si y sólo si es localmente isomorfa 

al cortticleo de t.tn ho1no1norji.c:1no r.p : 2{9 --> 2{P. 

Dcniostracióu.. => J La necesidad de la condición es cxacta1nentc el enunciado de la Proposi
ción JO . 

.:= J Como 2l es coherente, 2!• y 2!P son coherentes por el Corolario L El Teorema 2 nos 

dice que en este caso Coker(ip) es coherente, lo que concluye In prueba. o 

Proposición 16. Una subgavilla de 2!P es coherente si y sólo si es de tipo finito. 

Demostración. Sabemos que 2!P es coherente (por el Corolario 1) por lo que In Proposición 11 

nos da el resultado dircctan1cntc. o 

Corolario 3. La gavilla de relaciones entre un mímero finito de secciones de una gavilla 

coherente de 21 ~niócitJ.[o.s es u7la gavilla coherente. 

Demostración. La gavilla de relaciones es una subgnvilla de 2(P, y es de tipo finito por In 

definición n1is1na de coherencia. O 

Proposición 17. Sea ~ u11a [/avilla coherente de 2!-módulos. Para todo x E X sea 3,, el 

itfral de 2lx fonwulo por los a E 2!,, tales que a · f = O ¡mra todo f E ~z- Los 3,, forman una 

gtwilltl co/wrcutc de ideales {como 2l-módulos) llamada el aniquilador de ~-

/Jc11to.o;tracióu. Por la dcfinicic>n rnisrua de n1ódulo, para cada a E 21x podemos definir un 

2lr--ho111ornorfis1110, 'Pn : ~x -> ~r· dado por In fórmula <Pn(f) = a· f. En conjunto estas 

aplicaciones definen un nuevo horuornorfisrno, 1/Jx : 21x --t Hon1~,, (~r, ~~J, y por la 1naucra 

corno se definió J,, tenemos que J,, = Ker(-1,b,,). 
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Corno ~es coherente, tenernos por la Proposición 13 que 110111"",(~x. ~x) = l·lom""(~. ~),. 
así que los 1/'.r definen un 2l-ho111ornorfisn10, ljJ : 2l --+- I-10111<;"1(~, ~) ya que la continuidad 

queda garantizada por la clefi11icil)11 de gavilla de 21-niótlulos. El do1ninio de 1/; es coherente 

por hipótesis, y la Proposición l•I nos dice que el contradorninio tan1bién lo CH, así que por 

el 1.corc111a 2, Ker(l/J) = J = UreX Jx es una gavilla coherente de 21-módulos, o en este caso 

ideales. o 

De fonna rn;lo.; general podernos definir el transvartador de una gavilla coherente 3' en 

una suhgavilla coherente l5, denotado por 48 : ~- Se trata de la gavilla coherente de ideales 

dada por Jx = Kcr(-1/J.r). con t/'x : 2lx ~ 110111"'1, (~x. (~/l!))x), en los mismos términos de la 

tHti1na. dcrnostración. 

3.5 Cambio de Anillos 

Los conceptos de gavilla de tipo finito y de gavilla coherente fueron definidos con relación 

a una gavilla de anillos dada, que clc11ot.an1os por 2t. Sin ctnbargo al igual que un rnódulo 

puede estar dcfiuido sobre distintos anillos, una gavilla de tnódulos puede serlo sobre varias 

gavillas de anillos. En esta set"ci(m cst 11cliare1nos este problcrna brcven1cntc, utilizando los 

térininm; tlc ti]Jo fiuito sobre 2l, y '21- cohcn!ntc para especificar que estamos hablando de una 

gavilla de 21-rnódulos. El tcorerua que euuncia111os a continuación nos da un criterio para 

decidir cuando la cohPre11cia ele una µ;avilla ele 111óclulos se preserva bajo un can1bio de gavilla 

de anillos. 

Teorema 3. Sean 21 u1u1 gavilla coherente ele anillos e :J una su.b_qavilla de idcale.r; coherentes 

de Ql. Sea~ u1w gavilla ele 21/J-mádulos. Entonces~ e.• 21/J-eoherente si y sá/o si es Ql

cohercnlc. E11. particular· 21/:J es 111u1 gavilla coherente de anillos. 

Dc111ostració11.. Corno ~es una gavilla dP 21/J' rnóclulos~ si a - a' E 'J:r entonces a· J =a'· f 
para toda J E 3=".r· Luego tClll'ntos que las secciones .s 1, ... , Sp generan locahncntc a ~ coino 

co1nbi11acio11es litll'ales c:ou coeficientes en 2l/:J si y sólo si generan locahncntc tornando 

reprcseutant PS de los coefici<•11tes en 21. Esto significa que ~ es de tipo finito sobre 2l si y 

s<Jlo si es de t.ipo finito sobn• 21/J . 

. ~\hora, si ~ <~s 21 -coherente y tnrna111os s 1 , ••• , s 1, secciones de ~ sobre un abierto U, 

sabernos que la gavilla de rC'laciones entre s 1 , ••• , s1, con coeficientes cu 21 es de tipo finito 
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sobre !21. La imagen de esta gavilla bajo el ho1110111orfisrno canónico de 2(1' sobre (21/3)'' 

es prccisatncntc la gavilla de relaciones entre s1, .•. , s,, con coeficientes en 21/'J, que por 

lo tanto es de tipo finito sobre !21/3. Así, ó' es 21/3-coherente. En parlicular, sabernos 

que 21/'J = Cokcr(<p) donde <p es la inclusi<ín: 3 ~ !21, así que por el Teorema 2, !21/3 es 

21-coherente, y por lo tanto 21/3-cohcrcntc; es decir, es una gavilla coherente de anillos. 

Finahncntc proccdc111os a la. inversa; supongarnos que ~ CH 2l/J-cohcrcnte, entonces es 

isomorfa al con úcleo de alg1ín ho111omorfis1110, .,¡_, : (21/3)• ~ (!21/3)'' y co1110 21/3 es 21-

coherente podemos concluir por el Teorema 2 que ó' también es 2l-coherente. O 

3.6 Concentración y Extensión de una Gavilla Cohe

rente 

Concluiremos este capítulo observando como se comportan las gavillas coherentes bajo los 

conceptos de concentración y extensión de una gavilla, prcscniados en las Sección 2.5 

Sea Y un subespacio cerrado de X. Si 15 es una gavilla sobre Y entonces 15x denota a la 

gavilla obtenida al extender <.5 por cero afuera de }"'". Ésta es una gavilla sobre Jy scgt1n virnos 

antcrionncntc. Si 2t es una gavilla de anillos sobre }"" entonces 2lx es una gavilla de anillos 

sobre ,Y, y si ó' es una gavilla de 2l-módulos entonces ó'x es una gavilla de 2lx -módulos. 

Proposición 18. ó' es de tipo finito sobre 21 si 11 sólo si ó'x es de tipo finito sobre 2lx. 

/Jc11ioslraci<J11.. Sea U ~ .. '-: abierto, y sea \'~ = U n ),... . ~Oda hornornorfisrno definido sobre 

\1, <p : !21''(\I) ~ ;5'(\I) induce un homomorfismo definido sobre U, <px : (2lP)X (U) ~ -;yx (U) 

obtenido 111ediantc la aiiadidura de horuon1orfisrnos nulos fuera de }":, Es claro que cp es sobre 

si y :.;<)lo si ipx tan1hi<~11 lo es, lo que concluye la prueba. 

Proposición 19. ó=' e,.; 'il-cohereute si y sólo si ~x es 21x -coherente. 

o 

Demostración. Amiloga111ente a la Proposición anterior, un homomorfismo .,¡_, : 21q(V) ~ 

21P(\I) es sohre si y sólo si el homomorfismo correspondiente, ,¡_,X : (2tq)X (U) ~ (21P)X (U) 

ta111hién lo cs. o 
Corolario 4. 21 "·' una gavilla coherente de anillos si 11 sólo si 2lx también lo es. 

Dc111.o.<;trución. Esto es sirnplcn1cntc el enunciado de la Proposición con ;.y- = 21. o 



Capítulo 4 

Cohomología de Gavillas 

El pa.c.;o sigt1il•1ttP en 11t1c.st.ro PSt.udio es la co11str11cció11 de una teoría ele cohornología para 

gavilléL"i. Para llevar Psto a cabo 11t.ilizaren1os una cubierta abierta dada sobre el espacio base 

y proceden•111os a definir 1111 cornplcju de cocaclcnas siguiendo el rnctodo ele Ccch. Siguiendo 

rnétodos 1u;ualPs ele topología algebraica dcfiuirc111os los grupos ele cohornología corrcspon

clicntcs y de111ostrare1nos algunos re.sultaclo!-i de ~ran utilidad para calcular dicho grupos. 

Postcriorn1cnte ,·crc1nos con10 es posible relacionar la cohoruología obtc11ida al ton1ar dos 

cubiertas distintas, cuando una de ellas es 1111 rcfina1nic11to de la otra, y utili:zarcrnos esta 

n•ladón para t.0111ar PI lí111ite incluctivo sobre <'l orcl<'n filtrante uatural de las clases de cu

biertas ele un (•spacio y oht''llPr grupos de cohn111ología qtu• 110 clPpe11dan ele la cubierta. Por 

(ilti1no 111ostrarc111os cótno l'S posible construir uua secuencia exacta larga <le cohotnología de 

ga"·ilJas, lo que prohahleuwnte es el n•sultado rnás i111porta11tc de todo el traLajo. 

En este capítulo .\~ denota a un t>spacio topok)gico cualquiera. Por una cubierta de 4y 
c11tcudcre111os sic111prc que se trata de una cuhiPrta abierta. 

4.1 Cocadenas de un.a Cubierta 

Cou el fin de dPsarrollar una teoría ele cohon1ología asociada a )(. y a una gavilla ~ definida 

sohrc ese espacio, co111cnza1nos por definir el concepto de cocadcnas. Una vez que hayamos 

eon!:-it ruíclo un co1nplcjo con ellas proccdcrc111os siguiendo las técnica.s usuales de topología 

algPhraica para defi11ir los grupos ele coliornología correspondientes. 

41 
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Sea U = {U; }ie/ una cubiPrta (abierta) de .. Y", y sea s = (i0 , ••• , i 11 ) una sucesión finita ele 

clc1ncntus ele/. Dcfi11i111os al conjunto U."= n!'=o U,. 

Sean ~ una ga\•illa de grupos abclianos sobre .. "\ y J> E Z con p ?!: O. Una p-cocadeu.a de U 

valuada en~ C8 una funcicln f que a cada sucesión de ]J + 1 clcnientos de 1, s = (io, ... , i 11 ), 

le asigna una sección f..,.= f1 0 •... ,i,, E l"'(U!'j, ~) = r'(U;0 , ... ,1,,1 ~). 

Las p-cocadcnas forman 1111 grupo al>eliano (aditivo) denotado por CP(U, ~). Es idéntico 

al grupo producto 0 ... r(U.o ~) ohtcnido al recorrer todas las sucesiones ele p + 1 clc1ncntos 

de I, y definiendo la operación aditiva del grupo coordcnacla a coordenada. La fa1nilia de 

tocios los CP(U, ó') con p ;:: O se denota por C(U, ;5'). A una p-cocadeua también se le llama 

cocadcna de !/rudo p. 

Se dice que una ¡>-encadena J es ultc17ia11.tc si cnrnplc estas dos condiciones: 

L /¡0 , •••• i,, =O sien1prc c¡uc dos índices sean iguales, iq = Ír con q f.= r. 

2. /¡00 , ... ,i01, = éafio •... ,i,,, donde a es una pcrrnutación del conjunto {O, ... ,p} y éa es su 

signo. 

Resulta evidente que O es alternante, y que si fes alternante entonces "-f también lo es; 

Si f y g son ¡>·cocaclenas alternantes tenemos que (/ + g);0, ... ,;;. =' /;0 , ••• ,i. + g;0 , ••• ,1 •• y por lo 

tanto se cumple lo siguiente: 

l. Si Íq = Ír con q # r, entonces (J + g)¡0 , ••• ,i. = /;0 , ••• ,1. + g;0 , ••• ,i. =O. 

2. (J + g)¡•••"·"•'•• = Í••••'"·•'••• + Yi.a, ... ,i.p = E:,,(Jio, ... ,i,, + Yio,. .. ,ip) = E:,,(J + Y)io, ... ,ip· 

Lo anterior 1nucstra que f +ges alternante, por lo que las p-coca<lcnas alternantes forn1an 

un subgrupo de CP(U, ;5'), que se denota por C'P(U, ;5'). El conjunto de todos los C'P(U, ~) 

con¡> 2: O se denota por C'(U, ;5'). 

4.2 Operaciones Simpliciales 

Una vez que hcrnos definido el concepto de cocadcnas, y cocadcnas alternantes, valuadas en 

una gavilla procedernos ahora a estudiar la relación que existe entre los grupos C''(U, ó=) y 

C'''(U, ó') por un lado, y por el otro los simplejos generados sobre el conjunto J ele índices 

ele la cubierta U, la cual hmnos: fijado desde la sección anterior. En particular vercrnos con10 
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los cnclo111orfismos cutre grupos de siruplcjos definen de 1na11cra uatural ho1norfis111os ele los 

grupos de cocadenas, que utilizareino8 ele n1ancra crucial postcriorrncntc. 

Sea S(I) el complejo definido por el conjunto ele vc\rtices /; un simplejo {ordenado} de 

S(I) es una sucesión s = (i0 , ••• , i 1,) de elementos ele /, y pes su dimensión; lsl denota al 

conjunto de sus vértices {i0 , ••• , ip}· l\p(/) es el grupo libre generado por todos los simplejos 

de S(I) de dimensión p. f((I) = L:;~0 /(p(/) es el complejo definido por S(I). 

Una función h : !{1,(I) --> f(q(/) rs un endomorfismo simplicial si cumple que: 

l. h es un homomorfismo (de grupos abelianos), y 

2. para todo simplcjo, s, de S(I), de dimensión p, se tiene que: 

h(s) =¿e:· s 
• 

con d, E Z, recorriendo la suma sobre todos los simplejos s, de S(I), de dimensión q 

tales que lsl ~ Is!. 

A primera vista el nombre de endomorfismo puede parecer algo extra;o para este e11do

n1orfis1no entre dos grupos que en principio son distintos, sin c1nbargo la nomenclatura se 

debe a que h acttia dentro del complejo K(/). 

Sea h un endomorfismo simplicial, y sea f E C•(U, ~) una cocadena de grado q. Para 

todo sirnplcjo s de di111cnsión p, dcfinin1os: 

('hf), =Le:· P!(J.;), 
,; 

<lande los coeficientes e:: E Z cst<in dctcrrninados por la definición del cndon1orfis1no h, 
y p~ denota al homomorfismo ele restricción: !(U,;, J;) --> f'(U., ~), que está bien .definido 

puesto que ¡ . .;¡ ~ Jsl. La función s ~ ('hf),, que a cada simplejo s asigna una sección de J; 

sobre U.,, es por lo tauto una ¡i-cocadcna denotada por 'hf. 

Adcuuís tenernos que para cada sirnplcjo s de dirncusión p: 

('h(J + g)), = L r.: · p~(J, + g,;) =Le~· P!(J..) + L d, · p:(g,) = ('hf). + ('hg), 
J .i 
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para tocio/, g E C•(U, ;5'), por lo que la función f ~· hf c.~·un homomorfismo: 

'h: c•(u, 3') --+ CP(u, 3'). 

También verificamos los siguientes resultados: 

l. Sean h 1 , h 2 : l\p(J) --+ l\0 (1) dos endomorfismos; entonces para toda q-cocadena /,y 
para todo simplejo s de dimensión TJ, se tiene que: 

('(h, + h.)f). = L:Cc! + rL!) · P!(h) 
• 

= Lc~ · P!U<) + Ld; · P!U•) 
¡ , 

= ('h,f + 'h2/). 

Es decir, 1(h 1 +h.)= 1h 1 + 1h2 • 

2. Similarmente, sean h 1 : [(0 (1) --+ K,(J), h 2 : I<µ(J) --+ [(0 (1) dos endomorfismos 

simplicialc.•; entonces para tocia r-cocadena f y todo simplejo s de dimensión p: 

y luego: 

y por definición: 

h2(s) = Le! · s 

h1(s) = LcZ ·s s E K.(IJ !si ~ !si, 
¡; 

h, o h2(s) = h1(L:c!. s) 
; 

=L:c!·h 1 (s) 
; 

L .¿• .. = e · C· ·s ,, .. ' 
.. :¡ 

('(/•1 o h2)/), = L L c!c! · P!(f;;). 
Ji :¡ 

Por otro lacio si s es un simplejo de dimensión q y g es una r¡-cocadena, tenemos que: 

c•1ii1).; =¿::e!. P~u». s E K.(J) liil ~ lsl, 
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y así: 

('h2 o 'h,J)., =Le!· P!(L d · p~(f;;)) 
.:; 

= L 2: c!c~ · P!(f.i) 
.i .':f 

y así, hc1nos probado que: 

'(h, o h.)= 'h2 o 1h,. 

3. Por último, para tocia p-cocadcna f y simplcjo s de dimensión p se cumple que: 

('lf), = L:c! · P!U;), pero l(s) = L:c! · s, !si~ !si 
.; 

con e! = O si s #= s y C: = 1, por definición del cndornorfismo identidad, luego: 

('l/), =f., por lo que 1 1 =l. 

Resu1nicndo, hc1nos dcrnostrado por un proccditnicnto directo, aunque engorrosó, las 

siguientes fórrnulas: 

'h, + 'h2 = '(h1 +h.), 

'(h1 o h.) = 'h2 o 'h,, 

'1 =l. 

En general cuando en lo sucesivo tratc1nos con cndornorfismos sirnplicialcs, 01nitirc1nos 

los horno1norfis1nos de restricción, p;, para obtener una rnayor claridad en el texto. 

4.3 Complejos de Cocadenas 

Después de haber estudiado en detalle las definiciones preliminares estamos listos para mos

trar cómo un cndomorfismo simplicial particular asociado al complejo I<(I), definido por el 

conjunto de índices de la cubierta U, induce una aplicación cutre los grupos de cocadenas 

que les da una estructura de cotnplcjo ascendente. Esto nos pcrn1itirá aplicar las nociones 
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chísic;Lo.; de topología algebraica y definir cociclos, cofrontcras y, 1111Pstro objetivo pritnordial, 

grupos ch~ cohornología. Por la íonna corno hcrnos procedido para construir el cornplcjo de 

cocaclcna.°', estos grupos ele coho111ología no dependen solarucntc del espacio J'\{ y de la gavilla 

~ donde las cocadcnas tornan sus valores, sino tan1bién de la cubierta U que hctnos elegido 

para construir el cotnplcjo si1nplicial utilizado en la scccicjn precedente. 

Consideremos la funcióu {): Kv+•(/) --> 1(1,(/} definida de la siguiente manera: 

p+I 
... 

8(ia, ... ,i1,+1} = L(-t)i(io, ... ,i;, ... ,i,,+d 
j=O 

donde (io, ... , i,, ... , iµ+d es el simplejo de dimensión p obtenido a partir de los vértices 

clcl si111plcjo {i0 , ... , i,.+ 1), orniticndo el vértice ij. 

llesulta claro por la fonna aditiva de la definición que a es un ho1no1norfis1110, y corno 

l(iu, ... , ÍJ• ... , i 1,+1 }I i::;; l(iu, ... , ip}I adenuís resulta ser un endomorfismo simplicial al que 

pocle111os aplicar las definiciones y resultados de la sección anterior. A.sí, por ejemplo tenernos 

un homomorfismo,'{): C 1'(U, ~} -4 CP+'(U, ~)al que denotaremos por d. Por definición: 

p+I 

(tlfl;u ..... i,+1 = L(-l)i P;(/io, .... i,, ... ,;1,,..} 

1=0 

donde p1 es el ho1110111orfis1110 natural de restricción: r(U; 0 , ... ,;
1 

..... i,.+ 11 ~) -> r(Uio, ... ,i,.+i' ~). 

Ahora considcrcruos la co111posición Do a. Es claro que a o D(i01 ••• , ip+t) es una corn

hiuaci6n lineal de sirnplcjos de la forrna (i0 , ••• , ij, ... , ik, ... , i 1,+ 1 ) con j < k y coeficientes 

± 1. Adcn1¿L<.; podernos constatar que cada uno de estos sirnplcjos aparece cxacta1ncnte dos 

\"eces cu la suma, con coefü:icntes opuestos ( (-l)k+i y (-I)i•k-l }; es decir que la suma 

necesariamente S<' anula para cualquier(¡>+ l}-simplejo, por lo qnc {)o{)= O, y así podemos 

conc:luir quedo ti= '(ü o ü) =O. 

:\sí, he111os IIL•gado a que C(.U, 3=) tiene 1111 operador de cofrontcra y por lo tanto es un 

complejo (lL'ccndcntc). Podemos aplicar todos los resultados conocidos de topología algebrai

ra y 1!11 particular definir al q-ésúno gruvo de coltorn.ologítJ. de C(ll, ~), al que denotnrc1nos 

por /!"(U, ó'). 

Esto (~s. si t.<-uernos la siguiente secuencia de horuo1norfis1nos: 



4.3. COAIPLE.JOSDE COCADENAS 47 

entonces por definición: 

Hq(U, ~) = Ker(d•) . 
Irn(d•- 1 ) 

Ahora estamos listos para demostrar el primer resultado acerca de la cohomología de 

gavillas, que nos pcrrnitini co1ncnzar a calcular algunos grupos de cohornología: 

Proposición 20. IJº(U, ~) = r(X, ~). 

Der11.ost1nción. Considcrcn1os la sccucucia de lto11101norfisn1os: 

O~ Cº(U,~) ~ C'(U,~) 

Un elemento de Cº(U, ~).es decir una 0-cocadena, es un sistema (f;);er tal que f; E r(U;, ~). 
A.l aplicar el operador de cofrontcra obtenernos la 1-cocaclcna: 

Por lo tanto podemos ver que (f;) E Cº(U, ~) es un 0-cociclo, es decir un elemento de 

Ker(ci"), si y sólo si f; - J, =O en U; n U1 . para todo i,j E I. Por la estructura de gavilla 

(ver Sección 2.3) esto equivale a decir que existe una sección global J E r(,Y, ~) tal que f 
coincide con f; sobre U; para todo i E J. Así pues tenemos que Ker(d") = r(X, ~). Tenemos 

por otra parte que 1 m ( d- 1 ) = O, y entonces: 

Hº(U ~) = Kcr(cf') 
' Im(d- 1 ) 

r(X, ~) = r(X, ~) 
o 

o 

De esta forma podemos ver que el grupo IJº(U, ~) est'i bien determinado por el espacio 

.. "'\. y la gavilla ~' y es independiente de la cubierta ll; esto uo es ncccsariarncntc cierto para 

H•(U, ~) con q > CJ. 

Ahora supongamos que f E C"(U, ~) es una p-cocadena alternante, y consideremos lo 

que ocurre al aplicar el operador de cofrontcra: 

/J+I 

(df);u ..... i,.+1 = L(-I)i f;a .... ,i, •...• ip+I 

j=O 
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Si i,1 = in con q < r, entonces todos los sunu1ndo.s donde 110 se ornita iq ni ir se anulan 

por definición de alternancia, por lo que: 

(df)io •... ,i,+1 = (-1)0fio,. .. ,1., ... ,ip+1 + (-1)' Íio,. .. ,1., ••. ,i,+1 

= ((-1)• + (-l)'(-1)'-•- 1)J; ••... ,1 ••... ,i.+1 

= ((-1) 0 (1 + (-1)2r-•o-l))J;0 , ••. ,1., •.. ,ip+l 

=O 

;\hora sea Tuna. transposición del conjunto {i0, .•• , ip+l }, es decir r(O, .• . , l/~ r¡+ I, ... , p+ 
1) = (O, ... , <¡ + 1, 1, ... , 1' + 1 ), por lo que claramente ér = -1. Tenemos entonces que: 

(dJ)ir11, ... ,irp+I =(d/)iu, ... ,i..,+1.iq, ... ,ip+I 

q-l 

= _L(-l)j Íio1 ••• ,i¡, ... ,i.,+1,iy 1 .•. ,ip+I + (-l}q Íio, ... ,iq+l••••oip+I 

i=º 
p+I 

+ (-l)•+'J· - · + '°' (-'-l)iJ. . · . . . IQ 0 ••• 11q 0 ••• ,lp+I ~ lg, ••• ,lq+lolyo•••1l.,10•••1lp+I º 

i=q+2. 

Entonces, como f es alternante, resulta que: 

q-l 

(c/f); •• , ....... +• = 2:-(-1); J;., ... ,1,, ... ,;.,;.+1 •. :.,;.+• - (-1rJ ••.....••..... •.+1 
j=O 

p+I 

- {-l}q+l/io, ... ,iq+lo·•••iP+I + L -{-l}j /ioo•••,iq,iq+lo••••i.1•·••1i,.+1 

11+1 

= - _L(-1); Í•o, ... ,i,. ... ,i,+1 

i=O 

= - (df);o, ... ,i,,+1 • 

i=q+2 . 

Sabernos que toda pcnnutación a es una cornposición de transposiciones, con orienta

ción bien dctcrrninada, por lo que aplicaudo Jo anterior rccursivarncntc a esta cornposición, 

tc11cr11os que: 
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(c/f)i.o,. .. ,i•p+I = c,,(df)io 0 •• .,ip+I' 

por lo que (df) es una (p+ 1)-cocaclena alternante. Esto muestra que C'(ll, ~) permanece 

estable bajo el operador d. Así pues, C'(ll, ~) es un subcornlejo ele C(ll, ~). y su q-ésirno 

grupo de cohomología se denota por IJ'9(1.!, ~). 

El siguiente resultado es de gran utilidad para la aplicación pníctica ele la teoría que 

csta111os cunstruycndo: 

Proposición 21. La i7tclusión de C'(ll, ~) en C(ll, ~) induce tm isomorfismo de H'q(ll, ~) 

sobre ll"(ll, ~). parn todo q :?.: O. 

La siguiente dc1nostración es sin <luda la prueba nuís técuica del presente trabajo, en el 

sentido de que es necesario realizar toda una construcción, para la que cu1plcarc1nos una serie 

de nociones y resultados n10:ís o 111cnos cotuplcjos de topología algebraica. Seguircrnos tan 

cerca co1no uos sea posihle Ja dc111ostración presentada originahncntc por Scrrc, que a su vez 

c?stti fundarncntada en el tt•xto drisico de topología publicado por Eilenberg y Stccnrod [3J, 

que era el cornpendio de la rnateria nuís co111plcto existente al rnornento de escribirse el 

artículo de Scrrc; rl resultado inc\.·itable de esta clecci<Ín es que algunos de los n1étodos 1 

así corno la terrninología ernpleada pueden parecer algo cxtrniios o anticuados al lector que 

esté fan1iliarb~ado con textos rnÜ .. "i rnoderno.s al respecto de la rnatc~ria. Sin crubargo los puntos 

f11nda111cntales de la dcruostracióu siguen siendo claros y reconocibles en vista de que, al final 

de cuentas, la teoría axio111éÍt.ica dl' la topología algebraica se originó precisarnentc con el libro 

de EileulH'rg y St.e<'nrod. 

La de111ost.racic;n cstéÍ basada en <'l Teorl'ma 5.7, Capítulo \lJ de Eilcnbcrg-Stccnrocl [3) 

que nos dice: si tenernos dos co111pl<'jos si1nplicialcs 1 [\ •• Y/\..,, dos a¡ilicaciones algebraicas con 

proyer.tor· C, J,y: J\--> /\.., )' 1111 s11hco111plc~jo L ~ /\.~, r.ntonccs una hornutopía algebraica con 

proyector Centre f /1, y y /1, puede ser extendida a una homotopía algebraica con proyector 

e entre f y .'/· 

Una a¡ilicación al_qcbnuca se define corno una aplicación de cadenas, f: I< ~ /(' tal que 

/fs/ = /s/ para todo si111plejo s de dimensión o. Uu proyect01· "" /\es Hila fu11ció11, e, que 

a cada si111plejo 8 E /\ le asigua un subcoruplejo C(s) ~ /(' tal que si S es una cara de 8, 

ent.ouces C(1<) es 11n s11bco111plcjo ch• C(s). Si f : [( --+ I<' es 111111 aplicación algebraica tal 

que /t/ <; /s/ implica que Jt <; C(s), donde el símbolo de iucl11sió11 denota la relación de 

subcoruplejo, P11t.onces se dice quP. J tiene proyector C. 
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Un operador de hornotopía entre dos aplicaciones a.lg<?braicas se define corno una h.0111.0-

to¡Jía algcbmica. Si 9 es 1111 operador de homotopía y C es u11 proyector tales que Jt.J ~ Jsl 
implica que gt ~ C(s), donde el símbolo ele iuclusión denota la relación ele subcomplcjo, 

entonces se dice que !J tiene proyector e. 
Con b¿Lc;c en lo anterior la. de1nostración de la proposición procede csque1náticatncntc de 

la siguiente rnancra: 

l. Primcramcute defiuimos una función h : I<(l) -+ I<(l) y comprobamos que se trata 

de un cn<lon1orfis1no sirnplicial y una aplicación de cadcna..c;;. 

2. Luego verificamos que h es una aplicación algebraica con proyector ic!K(/). 

3. Observamos que existe una homotopía algebraica cutre h e idK(I) rcstingiéndonos al 

suhcomlejo I ~ I<(l). Dicha homotopía está ciada precisamente por el operador idK(ll 

que cvidcntcrncntc tiene corno proyector a sí rnisrno, por lo que se trata de una horno

topía algebraica con proyector id1,·cn· 

4. Aplicarnos el resultado <le Eilcnbcrg-Stccnrod para conlcuir que existe una hon1otopía 

algebraica con proyector idK(I) entre h e idK(ll definida sobre tocio J((l). Además 

con1proba111os que dicha ho1notopía. csto:í dada por un eudo111orfis1110 sirnplicial. 

5. Ahora utilizarnos los resultados dernostrados prcviarncntc para los endon1orfis1nos sim

plicialcs para encontrar una hon1otopía entre la.s aplicaciones de cocadenas 1h y 1 en 

el complejo C(U, ó'). Así, 1h es una equivalencia homotópica. 

G. Finalmente probamos que 1 h : C(U, ó') -> C'(U, ~) es sobre. 

A continuaci6n pa ... 11.icunos a la dcn1ostracicjn en sí: 

Derriostración. Prirncran1cntc asignarnos al conjunto de índices I una estructura de orden 

total. Una ve>< hecho esto, definimos una función, f: f(p(/) -> I<p(l) determinada sobre los 

generadores del grupo libre por las siguientes ecuaciones: 

h(io, ... , i 1,) =O, si dos de los índices son iguales, 

h(io, ... , i1,) =éo (ioo, ... , io1,), donde a es la permutación del conjunto {O, ... , 7'} tal que 

ao < · · · < Op en el orden dado anteriormente. 
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Para. construir el iso111orfis1110 ntcmcionado en el enunciado de la proposicicln, scguirc1nos 

la nolación prr.sentada por Eilenherg y Sleenrod en el Capítulo VI ele su obra ((3]). 

Cotno h. cstcí definido sobre los generadores, sabernos que es un ho1nornorfisrno, y adcrnás 

por construcción cu111plc las condiciones para ser un cndornorfistno sin1plicial. Ahora es 

ucccsario verificar que se trata de una aplicación de cadenas, es decir, que cournuta con el 

operador é) del cotnplejo (clcscc11dentc) /\ .. (/)¡esta dcrnostración es co1nplcta111entc aruíloga a 

la prueba ele que C'(U, ó') es estable bajo d, ya qur. no hemos hecho sino repetir la definición 

de cocadcna alternante (ver Sección 4.3), así que la on1itirnos por brevedad. 

Luego tcnc1nos que si s es un si111plcjo de din1cnsión O, es decir, si s io, entonces 

h(s) = s. Si tenemos un elemento t = ¿; c1s1 E 1<0 (1), donde cada s; es un simplejo ele 

dimensión O, entonces por linr.alidacl de h se tiene que h(t) = t, por lo que concluimos que h 

es una aplicación algebrnica. 

Como clar:unente lsl = lh(s)I para todo simplejo s ele dimensión p, entonces tenemos 

que en particular h(s) ~ s = idK(IJ(s), donde la relación h(s) ~ s está definida como 

h(s) E K,,(!sl), así que la identidad id: K(l) 4 I<(J) es un 71royector de h. 

Observamos que/, el conjunto de vértices de K(/), es un subcomplejo de J<(I). Restrin

giéudonos a estr. subco111plr.jo se cutnple que h = id/\"(I)' y entonces es cierto que icln·u> -h = 

Do iclK(I} + id1'(1} oD = O+ O = O; r.s decir que iclK(I} y h son dos aplicaciones algebraicas 

con proyector id1<(1J• cldinidas sohrr. tocio el complejo K(l), tales que sobre el subcomplejo 

I existe una hornotopi'a algebraica con ¡Jroyccto1· idKCf) 1mtre ellos, definida por el operador 

id.K(I} : J<p(I) 4 Kp+ 1 (/), que se tiene a sí mismo corno proyector. 

Ahora que tene1110:-; estos resultados poclc111os aplicar un resultado conocido de topología 

algebraica (Eilenberg: - St<'enrod Cap \'I, 5.7) y extender la horuotopía definida sobre / n 

una homotopía algebraica, k, con proyector icl1'(1J• definida sobre tocio J<(l). Sabemos que 

k : I<,.(l) -> K,.+ 1 (!) es un homomorfismo, y corno tiene proyector id.K(I} se cumple que 

k(s) ~ s, es decir que k(s) E 1\1,+i(lsl), por lo que k resulta ser un cnclomorfismo simplicial, 

que satisface la siguiente ecuación: 

id"<1J -h = Do k + k o éJ. 

Ahora aplicamos los resultados sobre enclomorfismos simplicialcs demostrados anterior

mente (ver Sección 4.2) y obtenemos que: 
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idn(/) - 1h = '(id¡;¡i¡ -h) 

'(Dok+koD) 

'kod+do 1k 

que tiene .sentido en C(ll, ~),donde 'lt es por lo tanto una equivalencia hornotópica. 

Ahora, sean s E /\1,(/) con s = (i0 , ••• , ip), y f E C''{U, \)'). Si dos índices de s son 

iguales entonces h(s) = O y luego ('hf) .• = O. En el c1L~o de que todos los indices sean 

distintos se curnplc que h(s) = lt(i0 , ... , i 1,) = Ea(ino, ... , i"P) = E"(os), así que por definición 

('hfLJ = Euf"·•· Entouc(~s, si 7r es una pcrrnutación del coujunto {io, ... , i1,} resulta que 

h(trs) = /t{iiroi ... , i",,) = E"€ 0 (ia<J. ... , ia,.) = €tr€ 0 (os), por lo que {11t/}7f.• = En-Ea/o.• = 
Err('hf) .•. Lo anterior 1nucstra que 'hf es uua p~cocadcua alternante. 

Adem1ís tenemos que si f es alternante, ( 1 hf), = f . ., o ('hf)., = -f., y en este segundo 

C:CL'>O 11cccsaria111l•nte (1/t(-f))., =J.,, por lo qtu• podcn1os definir una ¡>-cocadcna, J, tal que 

f, =J. o -J.., y se cumpla c¡ue ('lt]). =J., para cada" E l\p(/); es decir, 1/t] = f, y por lo 

tanto se licue que 1h: C''(U, ó') -> C'1'(U, ó') es sobre. 

Así, hc111os visto que para cada /J, los ho1110111orfisrnos h definen una equivalencia ho

mot<jpica cu la categoría de complejos de cocadcnas cutre C(U, ó')y C'(U, ó'), por lo que 

ueccsaria111eutc //"(l..l, ó') ~ ll'"(U, ó') para todo r¡ ;::=:: O. O 

El hecho que acaharuos de de111ostrar tieuc u11a gran i111portancia en térrninos pr.i:ícticos. 

En geueral, 111ient.ras cout i111u•n1os dt•sanollando Ja teoría coho111ol(>gica de gavilltts, trabaja

rc111os sobre los grupos //"(it, ~);sin c111hargo cuando se intenta calcular cxplícitan1c11tc tales 

grupos, resulta rufü; SPncillo trabajar con c~I cornph~jo de cocadcruu; alternantes, C'(U, ~), que 

es n111d10 111cís pr.q1wrlo que d co111plcjo geucral, C(U, ~). La proposición anterior nos perrni

tc garantbmr quc• los µ.rupos de cohornología del cornplcjo altcruantc son cquivalcutcs a los 

~rupos que 11os i11trn•.salm11 origi11alnw11Le. Utilizarnrnos ahora esta propiedad par.a llegar a 

la siguiente co11c:l11sicln: 

Corolario 5. ll''(U, \)') =O parn r¡ > clim(.!.1). 

l.Jt~111.ostrnr:irí11.. La di1nc1Lsiún de una cubic~rta se define cotno el rnayor n{uncro posible de 

índices distintos talc>s que la intcrsecci611 ele lo::; abiertos correspondientes no sea \'acía, es 

decir: clim(U) = sup{p E Z 1 nJ=O U;, # 0, i1 # Ík para tocio j, k $ ¡>}. 
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Sea q > clim(ll) y f E C''1(ll. ;)'). Escojamos un simplr.jo HE /\0 (/), s = (iu, ... , i 0 ). Si 

Lodos los índice•:.¡ des diricrP11, entonces por definición de din1(U) se tic•1w que U .• = U 10 •..• ,1.., = 0, 

por lo que !(U ... ;)') = O, y entonces / .• = O. Ahora supongamos que dos o rmís indices 

coinciden, cutouccs por dcfinicicín de alternancia tarnbién se tiene que f& = O. 

Lo a11tcrior es cierto para cualquier sirnplcjo de dirncnsión tJ por lo que la q-cocadcna J 
es idénticarnc~ntc cero, pero corno fes arbitraria, C'q(U, ~) = O. Evidcntc111cntc esto implica 

que //'•(ll, ó') = O, y aplicando la proposición tenemos que H•(U, ;)') = O. O 

4.4 Refinamiento de la Cubierta 

A continuación estudiaremos el comportamiento de los grupos de cohomología del complejo 

de cocadcna.s C(U, ~) cuando sustit11i111os la cubierta U por otra rnás fina. 

Se dice que una cubierta U= {U.};EI es un refinamiento de otra cubierta Q1 = {l-';};eJ 

si c~xistc una función r : 1 ~ .J tal que U 1 ~ \íTi para toda i E 1. 

Sea f E C•(QJ, ó'); dados q elementos del conjunto de índices I definimos una nue\·a 

sección de ~ de la siguiente fonna: 

(r /)io, ... ,•. = p);(fTio, ... ,Tiq) 

donde Pb es el homomorfismo natural de restricción: r'(VTio, ...• Ti•• ;)') -t 1(U;0 , .•. ,i.• ;J) definido 

por la i11cl11sió11 U10 , ... ,1q ~ \/"Tio, ... ,Ti,.. que existe por la definición del rcfinan1icnto de una 

cubierta. Así, r fes 11m1 q-cocaclena, y adermL~ T f E C•(U, ;5'). 

A partir ele esta detiuición queda claro c¡ue r(f +y) = T f + rg, así que la aplicación 

f >--> r fes 1111 ho111omortis1110 de C•(QJ, ó') en C•(ll, ;5'). Además se tiene que si y E c•- 1 ('lJ, ó') 
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cnto1aces: 
q 

(drg);0 , ••• ,;. = L(-1)i(rg);0 , ••• ,i;,; .. ,;. 
, j=O 

q 

= 2:<-1)i Pb (g,; .......... ,. ... ,Tiq) 
j=O 

q 

= p); 2=<-l)Í(grio,. .... r•;, ... ,Tiy) 
j=O 

= PÜ{dg.,.¡o, ...• .,.¡") 

= ( nlg );0 , ••. , 1., 

así que esta aplicación con111uta con el operador el y es, por lo tanto, una apJicación de 

cocaclcna..c;, que para cada. <¡ ;::: O induce un hornonaorfisrno: 

r• : H•('IJ, ;)') -> H"{U, ;)'). 

Proposición 22. Los homomorfi.'1rtas rº : H"('XJ, ;)') -> Il•(U, ;)') dependen solamente de las 

cubiertas U y 'XJ, y 1w de la función T : J -> .! . 

/),~uu1stniciórt. Sean T, f : J -+ J dos funciones tales c1uc U¡ ~ V.,.¡ y U; ~ \li.¡ para toda 

i E 1. Sea f E C•('tl, ;)'); ahora definimos una q - 1-cocadena de U como sigue: 

q-1 

(kf),0, ... ,i•-• = L(-1)1
'p1,(f,;0, ... ,ri•,;.¡•····•.¡-¡•_,) 

h=O 

donde Ph es el hon10111orfisn10 natural de restricción de los grupos de secciones dado por la 

inclusión U,0 , .•. ,1"_ 1 ~ \1~,0 •... ,Tih.+ih.---.+¡"_ 1 , cuya 1ncnció11 01nitirc1nos a lo largo del resto de la 
prueba, por claridad ele la notación. 

I\·lccliantc un c;.ílculo directo, tcncn1os que: 
q 

(dkf); •.... ,i. = 2:<-1)i(k/); •.... ,i,. ... ,i. 
j=O 

q (j-1 
- -1 j -1 1' . . .. .• .. - 2:< ) 2:< ) lroo, ... ,TOh•"h•••.,T•;, ••• ,TOq 

j=O h=O 

q ) + -1 h-1 . . . .. .. L ( ) /.,.10, ••• ,T1,,, ... ,T1hoT1ho•••oTlq • 

h=j+l 
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Por otro lado: 

q 

.(kd'f). . - °"(-l)"(d'f) . . . . . 
. 10t•••olq .- L_., TIQ, ••• ,Tlh ,Tlh , ••• ,Tlq 

h=O 

- °"(-1)1' ~(-l)jf. . . .. . q ('•-l 
- ¿__ L- r10, .•. ,r1,, ••. ,r1h,r1,., .... ri., 

ll=O j=O 

+(-1)h ÍTio 0 ••• ,ri1o-1,+i1a, ..• ,fi" + (-l)h+l Írio, ... ,ri,.,fito+h···•Ti., 

+ ~ (-l)j+t¡ . . . . .. . . ) L- r10, •.. ,r1,.,r1,., .•. ,r1,, ... ,r1., 
j=h+l 

q 

= - (cfk/)¡o, ... ,iq + L (Jrio, ... ,ri1a-1 1+1,., .. ,.fiq - /rio, ... ,ri,.,Ti,.+h·••oi-iq) 
11=0 

= - (dkf);0 , ••• ,iq + Í+i0 , ••• ,+iq - Ír;o, ... ,ri•• 

Corno esto se cumple para todos= {i0 , ••. , iq} E I<q(J), tenemos la siguiente relación: 

f J - r f = kdf + dkf, 
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lo que significa que existe una ho1notopía de cocadcnas entre las aplicacionc.c; inducidas por 

r y f de C(QJ, 3') en C(U, 3') y por lo tanto las aplicaciones de cohomología asociada8 a cad·a 

función son en realidad la misma; r· = f• : Hq(QJ, 3') -t l/•(U, ;5'). O 

Así, hemos visto que si U es un refinamiento de !U, entonces para todo q ~ O existe un 

homomorfismo canónico que en lo sucesivo denotaremos por a(U, 'lJ) : H•(QJ, 3') -t H•(U, ;5'). 

4.5 Grupos de Cohomología de X con Valores en·~ 

En la sección anterior construimos ho1non1orfisrnos canónicos que 11os pertnitcn relacionar los 

grupos de cohornología de dos cornplcjus de cocadcnas valuada ... ~ en la gavilla~, asociados a 

diferentes cubiertas del espacio .. Y que cst<ín relacionad.a._.;; entre sí por ser una rcfinarnicnto de 

la otra. Esta relación de n~finan1icnto da origf'n a un orden filtrante sobre las cubiertas de .. Y, 

por lo que proccdcrcrnos ahora a clPn1ostrar la transitiviclacl de los ho1110111orfismos a(U, 'lJ), 

para luego aplicar el concPpto c1,~ líniitc i11ductivo y definir un ohjcto de cohotnología que 

dependa t'i11ica111c11tc del <•spacio hase, y no de la cuhicrt.a escogida. 
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La rclacitin "U es u.u rc}i1lu111.icnto de QJ", que se denota por U -< QJ, es evidcntcrncntc un 

orclcu parcial entre la fa111ilia de cubiertas ele .1Y. Adcrn;_is se trata de una relación filtrante, ya 

que si U = {U, }¡E, y 'iJ = { \';} iEJ son dos cubiertas, podernos construir una nueva cubierta, 

211 = {11';1 =U, n \'~}c•ilElx.I que es un refinamiento de U y de 'n, puesto que IV;; <;U; y 

w.,.:;; l'j. 

Decimos que dos cubiertas, U y m, son equivalcute.• si sucede que U -< 'iJ y 'iJ -<U. No 

podernos garantbmr que los indices de una cubierta forrncn un conjunto, sin embargo sí es 

posihlc asegurar que toda cubierta U CH equi\'alcntc a otra cubierta U', cuyo conjunto de 

índices CH un suhconjuuto del conjunto de potencias ele ~Y, P(..-\). Sirnplcnwntc dcfini111os a 

U' eo1110 el conjunto d1! abiertos en .. \~ que pertenecen a U; U' es clararncntc un subconjunto 

dP ~.P( .. \") y, adcnHL"l, rs <-quivalcntc a U, ;u:;í que podernos hablar del conjunto de clases de 

cubiertas de .. \" (111ód11lo la relaci('Hl de equivalencia), que adenHÍs posee un orden filtrante 

dado por la rcladón ele~ rc•fi11at11ic>11to. 

Ahora tornarnos el hornornorfisrno canónico definido antcriorrncute para toda q ~ O, 

a(U, 'n) : l/'1('n, ó') -> l/•(U, ó'). cuando 1.l -< 'n. Tenemos que a(U, U) es la identidad 

(puesto que a(U, U) = id•, •·on id : f -> !) y además cuando U -< 'iJ -< !2IJ entonces 

a{U, V) o a('n, 211) = a(U, 211) (ya que si tenernos T : I -> J, i : J -> I< y r : f -> 1\ la 

Proposici()Jl 22 i111pliC"a q11<> :¡• = r· o¿-•). 

Por lo tanto si MH"PdP c¡it<• l.l y m son equivalentes, entonces a{U, 'n)oa('n,U) = a(U,U) = 

idmcu.o» y a('n, 1.l) o a(l.l, V) = n(V, V) = idm¡'lJ,ol> es decir que a(U, V) y a(!D, U) son 

isomorfismos recíprocos, así que f/'1(U, ó') = IJ•(u', ~), y H•(U, ~) depende únicamente de 

la clase de la cubierta 11 rn<Jdulo la relación de equivalencia. Esto nos pennitc formular la 

sig11i<!nlc defi11idü11: 

Definición 4. El q-c'sirno grupo de cohomología de ;v: valuado en la gavilla ~. denotado 

por 11'1(.\, ó'). es el límite incluctivu de los gropos ll•(U, ó'), siguiendo el orden filtrante de 

las clases ele cubic1·ta de,'\: y los lwmomorfismos tmnsitivos a(U, 'n). 

ExplícitarnenLc, un element.o de l/•(X, ó') es la clase de equivalencia de un par ordenado 

(l.!,[!]) con [!] E ll"(J..l, ó'), Lal que las clases (U,[!]) y ('n, [g]) son equivalentes si y sólo si 

existe una cubierLa 211, con 211 -< 1.1 y 211 -< m, que cumple que a(21J, U)[!] = a(!2IJ, 'n)[g] en 

//'1(2.JJ, ~). De este 1110<10 podernos asociar a cada cubierta U de Jy el hornoruorfisrno canónico 

a(J..l) : l/''(J..l, ó') -> /[''(.\, ó') dado por f H (J.l, [!]). 

Proposición 23. l/º(X, ~) = r(X, ó'). 
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Demostración. Por la Proposición 20 tenemos que IJº(U, J) = !'(X', J) para toda cubierta 

U, por lo que al pa ... ~ar al lí1nitc inductivo tc11c1nos el resultado deseado. o 

4.6 Homomorfismos de Gavillas 

Una vez que hc1nos clcfiuido los grupos de coho111ología de un espacio valuados en una ga

villa, vcrcrnos corno los ho1non1orfisn1os de gavillas sobre un rnisrno espacio ba .. "ic inducen de 

n1ancra natural ho1no1norfis1nos correspondientes entre los objetos de cohon1ología. 

Sea r.p : ;y --> 15 un homomorfismo de g1willas definidas sobre X, y sea 1.l = {U, };et una 

cubierta de )\. Asigncn1os ahora a cada cocadcna de orden t¡, f E C'1(l.l, ~), una nueva 

cocadena r.p# f E C•(U, 15) definida por la fórmula (<p# J) .• = <p(f,,), con s E f(q(/). Por la 

definición de homomorfismo de gavillas (ver Sección 2.8) sabemos que (<p# J) .• E l'(U., 15), 

iL<;Í que c.p# f es efcct.ivarnPnte una q-cocaclcna valuada cu la gavilla (!j. 

Resulta claro que <p#(j +y)= <p# J +<p#y, por lo que la aplicacic\n r.p# dada por J ~ rp# f 
es un homomorfismo: C•(U, íl') ~ C•(U, 15). Adem1\s tenemos que la siguiente igualdad se 

cumple para todo simplcjo s E I<q+I (/), con s = (i0 , .•• , iq+d: 

( 'P# clf) •••... ,i,+• = <p(df)io, .. .,i,+1 

= 'P (~(-I)i f;0 , ••• ,;,, •••• •,+ 1 ) 

J=O 
q+I 

= :¿:e -1 >j r.pCJ, ...... ;, •...• •.+1 i 
j=O 
q+t 

= 2: e - 1 >'e <p# n ....... ;, ..... •.+ 1 

j=O 

= (d<p# f);o .... ,i,+1 • 

es decir, que este homomorfismo r.p# conmuta con los operadores de cofrontera de los comple

jos C(U, ~) y C(U, 15). Esto implica, por resultados fundamentales de álgebra homológica, 

qne el homomorfismo inducido en los grupos de cohornología, 

cp• : H•(u, ll') --> H•(u, 15) 

est,i bien definido. 
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Si 1.1 es un refinamiento ele una cubierta 'lJ, donde 1.1 = {U¡};e1 y 'lJ = {V;};eJ, y tenemos 

f E C''('lJ, ~) con T : l --> .J, entonces se cumple que para tocio s = (io, ... , i 0 ) E /\0 (1): 

(<p#T f), 0 , ••• ,i, = <p(T f), 0 ,. •• ,i,, = <p(frio,. . .,,..) = (<p# f)riu,. . .,ri, = (T<p# f)io, .. .,iq• así que en par

ticular <p 0 T•IJJ = Tº<pº[J], donde[!] es la clase de cohomología ele f en H•('lJ,'S), y entonces 

por la Proposición 22 tenernos que: 

op• o a(1.1, 'lJ) = a(1.I, 'lJ) o cp•. 

Al tomar el límite inductivo ele las clases ele cubiertas de X sobre el orden filtrante 

dado por la relación de rcfinarnicnto, con los hornotnorfisrnos transitivos o(U, QJ), podernos 

considerar la •L'<Ígnación de H•(X, 'S) en H•(X, r8) dacia por la fórmula (1.1, [!]) >-+ (1.1, tp•[J]). 

Es evidente que esta aplicación es un hornornorfisrno, y adcnuis está bien definido ya que 

si (1.1, [JI) = ('lJ, [g]) en H•(X, 'S), entonces por la Definición 4 debe existir una cubierta 2!J 

tal que W -( 1.1 y W -( 'lJ, que adem;ís cumple que a(W, 1.l)[J] = a(!W, 'lJ)[g] en H•(!W, 'S), 
pero entonces: 

a(!W, 1.l)<p• [!] = <p·a(W, 1.l)lf] = <p•a(W, 'lJ)[g] = a(W, 'lJ)<pº(g], 

por lo que {ll, <p• [!]) = ('lJ, cpº[gl) en ll•(X, r8). Por simplicidad, denotaremos este homo

morfismo entre los grupos de cohomología de ,y valuados en 'S y 15 por el mismo símbolo 

utilizado a11tcrion11cntc: 

<p" : /Jº(X, 'S) --> H 0 (X, 15 ). 

Cuando q = O terwmos por la Proposición 23 que IJº(X, 'S) = r(X', 'S), así que los 

elementos de Hº(X, 'S) son sccciorws globales de 'S, y <p' [J] se definió corno (rp o J], es decir 

que <p• coincide con el lrornomorfismo ele 1(X, 'S) en 1(X, G) inducido por <p. 

Si <p, .,¡, : 'S --> 15 y x : 15 --> Jj son homomorfismos, podemos verificar inmediatamente las 

:-;iµ;uicntc.s propiedades: 

l. ((rpll + ip#)J). = ('Pll ¡ + ,µ11 !). = (ip# !). + (1/J# f)., así que: 

(tp + 1/J)° = "'. + .,¡,·. 

(x º rp)' = x· º cp·. 
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3. (id# /). = J . ., por lo que: 

1 • = l. 

Es decir que para todo q :::: O, /Jq( .. "\, ~)es un functor aditivo y covariantc, de la categoría 

de gavillas de grupos abclianos sobre .. Y en la categoría de grupos abclianos. En particular 

pod<!tnos desprender de este hecho la siguiente irnplicaciún: si ó es la su111a directa de dos 

gavillas <5 1 EB (!)2 , tcnctnos un iso1norfis1110 natural rr1 (f) 7r2 : ó ---7 © 1 EB <.'52 clondc 7r1 y rr2 

son las proyecciones correspondientes; ahora podernos afinuar que (7rt <D 7r:¿)• = 7ri ED 7rÍ 

//•(.'\, ~) -> l/'1 (X, 15.) (!) IJ•(X, 152 ) también es un isomorfismo, para tocio q::::: O. 

Finahnente supongarnos que ~ es una gavilla ele 21-rnúclulos, por lo que toda sección 

global, CL E r( .. \."°, 21), define 1111 c1ulornorfisr110 de ~'dado por f....-> (l./, que a su vez induce 

otro endo1norfis1no, a·, de Hq()\., ~) cu sí 111is1no, para. todo q ;:::: O; adctn~ís tornando en 

cuenta las propiedades d" functor aditivo covariante, si a, b E l'(X, 2l) y z E IJ•(X, ~), 

t<~ne1nos que: 

(a• + b")z = a• z + b• z 

(a"b")z = a"(b"z) 

así que H•(X, ~) tiene estructura de f'(X, 2l)-módulo, o lo que es lo mismo, de Hº(X, ~)

módulo. 

4.7 Secuencia Exacta de Gavillas (Caso General) 

Después de haber definido nuestros objetos de cohomología y los homomorfismos entre ellos, 

cst.atnos listos para continuar con la construcción de nuestra teoría de coho1nología. El si

guiente paso, de acuerdo con la lógica propia del ;ílgcbra ho1nológica, es buscar si a partir 

de una secuencia exacta corta de gavillas es posible construir una secuencia exacta larga ele 

grupos de cohon1ología. Con10 vcrc111os a continuación esto sólo es posible de 111a11cra parcial, 

sustituyendo algunos objetos por otros definidos específicamente para tal propósito. 

Sea 
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una secuencia exacta ele ho1110111orfisntos ele gavillas clefinida!-i sobre 1111 espacio .. Y, y sea 

U una cubierta ele .\. El ho11101110rfis1110 incluciclo n# : C'1(U, 21) -> C"(U, 'l3) clcfi11ido en 

la sección a11terior es inyc>ctivo, pues si (o#/)., = (ni# j), para todo s E l\q(I) entonces 

n(f(:c)) = n(i(x)) para tocio :i: E X, y luego f = j. 
Asimismo, si !JE Irn(n#) ~ C•(U, 'l3) entonces debe existir una q-cocaclena f E C''(U, 21) 

tal que !J., = (o:#/) .• para todo·' E /\,1(/), y por lo ta11to (fJ#!I) .• = (f3#o:# f), = O, así que 

g E Ker(/3#). 

Inversamente, si !J E Ker(!-f#) ento11ces dadas E /\,1(/) se cumple local111e11te que g,(x¡) E 

J(cr{,B) = ltn(o:) para cada x 1 E l/,, por lo que podernos encontrar vecindades lí.r, y scccioucs 

fx, E r(v .. ,, 21) tales c¡ue no/z, = !lsl•~ •. Para todo y E v .. , nFr., se cumple c¡ue nofx, (y)-no 

l.r,,, (y) =o, y corno (t es inyectivo entonces frJ = lr1.:. Así, existe una Sl•ccic>n J.. E r(u .• , 21) 

tal que u o J., = !f· Esto a su vez 11os permite definir una q-cocadena J E C''(ll, 21) que 

cumple que n# f =y, por lo q1w Ker(fJ#) = !111(0#). 

Este razonatnicnto depende clt>I hecho de que el ho1110111orfhm10 n es inyectivo, y no puede 

ser aplicado al siguiente hon10111orfis1110 ele la Hc!cucncia, por lo que tinicatnent.c tenernos la 

siguiente secuencia exacta de co111plejos: 

O ~ C(U, 21) ~ C(U, 'l3) ~ C(U, \!'.). 

Ahora definamos la imagen ele ¡J# en C(U, \!'.) como C 0 (U, <!:). Así, si h E C;f(U, 11:), 

entonces h = [3# y, con !J E C"(U, 'l3 ), por lo que dh = df3#9 = f3#rJ!I E c3+ 1 (ll, \!'.), es 

decir que C 0 (U, \!'.) permanece estable bajo el operador d y forma un suhcomplejo de C(U, <!:). 

Queda entonces claro que tenernos la siguiente secuencia exacta de cornplcjos: 

O ~ C(il, 21) ~ C(il, 23) ~ C 0 (U, \!'.) ~O 

que por resultados chisicos de :ílgebra homológica da origen a la siguiente secuencia exacta 

de cohomología: 

donde los grupos HHU, \!'.) son los grupos de cohomologia del complejo C 0 (U, \!'.), y d es 

el operador de cofrontera definido por la formula ;1suál: d([9]) = [u#-•J13#-•g], con J : 
C•(U, 23) -> e•+• (U, 'l3) como en la sección 4.3. 

Sean U= {U, };e 1 y 'lJ = {l'j }jeJ dos cubiertas de .Y, con U-< QJ, y una función r : I ~ J 

tal que U; ~ \-'r, para todo i E /. Sabernos por la sección anterior que el siguiente cliagrarna 
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con fihu; exactas es cournutativo: 

y por lo tanto: 

T#(Co('lJ, 1!'.)) = T#(Jm(f3#)) 

= T# f3#(C('lJ, 23)) 

= (3#T#(C('lJ, 23)) 

<:;;; Co(ll, 1!'.). 

Gl 

y luego T define homomorfismos r• : /l;J('lJ, <!'.) ~ l/;f(l.l, <!'.), por ser T# una aplicación de 

cocaclenas de los complejos C 0 ('U, <!'.) y Co(l.l, <!'.). 

En la dc1nostración de la Proposición 22 construilnos un ho1nuruorfisn10 k : Cq(Q'.3 1 <.?:) ~ 

cq-I (ll, <!'.) dado por (kf);0 , ... ,i.-, = ¿~;;;~ ( -1 )1 p1 (fn0 , .•. ,Ti•- • ·'iq-i, .. .,+;,) dadas dos funciones 
T, i-: 1 ~ J. Resulta claro que si JE C:J(~1, <!'.), Ps decir si J = f3#g para algún g E C•(<n, 23), 

entonces kf = f3#kg E c;¡- 1 (U,1!'.), por lo que el operador de homotopía se restringe apro

piadamente al suhcomplcjo C 0 (l.l, !!'.) <'.;;; C(1.l, !!'.) y la proposición se sigue cumpliendo: el 

ho1no1norfisn10 r· : 11;:(m. Q:) --+ J-/g(H, ~) no dPpPudc ele la función r escogida. Dcnota

rcn1os estos ho111on1orfis111os cauc'Hlicos por a(.U, '.l.J). y procediendo corno en la .sección 4.5 

podcn1os definir a los µ.rupos II¡':CY, <!) para todo í/ 2: O totnando el lírnitc inductivo de los 

grupos ll:J('l1, <!)siguiendo <~l ord<~n filtrant<> ele hu; cla:;es de cubiertas de ... 1\. 

Proposición 24. La .'ii!}uic1ll<: scc1u~ucia lur:qa es exacta: 

tlontle d es el homomorji.<rrw inducido TJOr el : H8('lJ, 1!'.) ~ JJ•+ 1 ('lJ, 2l) al tomar el límite 

inductivo ,,i,quicrulo el orden filtrante de las cubiertas de X. 

Demostración. Consideremos el homomorfi~rno el : ll:J(X, 1!'.) ~ Hq+I (,Y, 2l) definido por 

d(h) = n#-•cft~#- 1 /t, donde,¡: C•(<n, 23) ~ C"+ 1 ('lJ, 23) y h E C;f('lJ, !!'.). Como sabemos 

que r# cou11111ta con cada uno de estos operadores, se tiene que al pa..~ar al lhnite inductivo, 

el cstti bien definido. 
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Una vez hecha esta vcrificacióu, es trivial cornprobar que <?I lí111itc inductivo· de una se

cuencia exacta de ho1no1norfis1nos es tarnbién una secuencia exacta, lo que nos da el resultado 

deseado. O 

Nuestro siguiente paso será comparar los grupos H8()(, Q:) y H•(,V:, 1!:). La inclusión 

.f : C 0 (QJ, 1!:) --> C(QJ, Q:) conmuta co11 el operador de cofroutera, lo cual nos permite asegurar 

la <?Xisteucia de homomorfismos j' : H8(QJ, 1!:)--> Ii"(QJ, 1!:). Es inmediato que j' oa(U, QJ) = 
a(ll, m-) o j•, por lo que al to111ar el lírnitc inductivo obtenernos un hornon1orfis1110 canónico 

j' : H8(X, Q:) --> H•(X, I!'.). 

Con1enza1nos por dcruostrar un resultado prcli111inar: 

Lema l. Sea QJ = {l·j}JeJ una cubierta de X, y sea f E Cº(QJ, 1!:). Entonces existe UTl<L 

cubierta U = {U, };El y 1ma fu11ció11 T : I --> J tales que U; ~ V,.. para toda i E I, y además 

r# f E C8(U, 1!'.). 

Demostración. Sea Xk '- '\. Escojamos .fk E.! tal que Xk E l'J •. Corno f;. E r(l'J., 1!:), existe 

una vecindad abierta de Xk, Uk ~ l'J., y una sección Yk E r(Uk, 23) tal que f3gk(y) = fj. (y) 

para todo y E Uk. 

J-\l recorrer Xk todo .. ~, tcncn1os que las vecindades Uk fonnan una cubierta U, con U -< m, 
y (yk) E Cº(U, Q3). Ade1111is (r f)k = (/3g)k para tocia k, es decir que r# f = f3#y, y entonces 

r# f E C8(U, 1!'.). O 

Ahora podernos probar la siguiente proposición: 

Proposición 25. El homo111orfis1110 j' : HJ(X, 1!:)--> H•(X, Q:) c., biyectivo cua11do e¡= O, y 

es iTL]JCClivo Ctl(l.Jl.tÍO </ = 1. 

/Jc11io,o;tracit5n. Sea <¡ = 1. Escojaruos corno representante de un elemento cualquiera del 

11íicleo de j" : llJ(X,Q'.) --> H 1 (X,1!:) un 1-cociclo z E CJ(QJ,1!:) tal que exista u11a 0-

cocadena f E Cº('lJ, 1!:) cou df = z (de modo que z E Irn(d) represente efectivamente a un 

el<'lll<!llto del 111icleo de j'). 

Aplicando el lmna anterior tenernos que existen una cubierta 11 -< Q1 y una función 

r : 1 --> J tales que r# f E C8(U, 1!:), así que dr# f = r#cJJ = r# z, por lo que r# z es image11 

de r# f y cohomólogo a O eu CJ (U, 1!:), y su imagen en HJ (X, Q:) al tomar el límite i11ductin1 

C8 O, )o que prueba la inycctividad de i*· 
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Ahora spa r¡ = O y considerl'mos el homomorfismo j' : II8(X, <!:) -> Hº(J\, <!:). Si z y 

Z son rcpn~sr11ta11tcs ele dos clcrncutos ele I-18( .. Y, e!) que son enviados al 111is1110 <!lcrncnto de 

//º(X,<!:) bajo j', entonces z y z son 0-cociclos en C8(U, <!:) y C8('U, <!:) que coinciden para 

alg1ín rcfinarnicnto de U y QJ, es decir que en realidad representan al 1nis1no cle1ncnto ele 

118(X, <!:), por lo que j" es inyectivo. 

Por otra parte, sea z un 0-cociclo en Cº(QJ, e!), es decir un representante de un elemento 

ele //ºCY, C!:). Entonces por el lc1na anterior existe una cubierta U -< QJ y una función 

T: J-> J t.al que T#z E C8(U,<!:), pero entonces j"(T#z) = z, así que jº es sobre y por lo 

tauto biy<•ctivo. O 

Corolario 6. La ,'ii!Jttic11.le secuencia es exacta: 

O--> H"(X,21)--> Hº(X,'13)--> Hº(X,<!:)--> H 1(X,2l)--> H 1(X,'13)--> H 1 (X,<!:). 

Demostración. Esto se deduce inmediatamente de la Proposición 24 y de que llº(,\, <!:) ~ 

118(X, <!:). así como de que j" : HJ (X,<!:) -> H 1(X, <!:) es inyectivo, por lo que Ker(/3') 

Ker(j• /3"). O 

Corolario 7. Si H 1 (X, 2!) =O, entonces r(X, '13)-> r(X, <!:) es sobre. 

Dc1uostració11.. Si 11 1(.,"\:, 21) =O, tenernos por el corolario anterior la secuencia exaCta: 

O --> Hº(X, 2!) --> Hº(X, '13) --> Hº(X, <!:) -t O, 

pero por la Proposición 23 y por la sección anterior sabemos que /3º : Hº(X, '13) --+ Hº(X, <!:) 

coincide con el homomorfismo /3: r(X, '13) -> r(,\, <!:), Jo cual nos da el resultado deseado., 

o 

4.8 Secuencia Exacta de Gavillas (Con X Paracompac

to) 

A coutinuación cxhibirc1nos bajo qué condiciones sobre el espacio base ...,'( es posible garan

tizar que el homomorfismo j" : H8(,\, <!:) -> El''(.\,<!:) es biyectivo para todo q ~ O y, por lo 

tanto, podc111os construir una secuencia exacta larga de los grupos de coho1nología cornplc

tos. En particular tenernos que la condición de paraco1n¡1acidad es suficiente para garantizar 
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la exactitud de la secuencia. 

Se dice que 1111 espacio .. Y es ¡mraco1nvacto si es un espacio separado de tipo Hausclorff, y 

adcnul'; sucede c111c para toda cubierta ele .. \.; existe un rcfina1nicnto localrncutc finito; es decir 

que si 'lJ = {\j}jeJ es dicho rcfinarniento, entonces para todo x E .. 'C existe una vecindad 

Ux tal que Ux e;- l'J0 U··· U Vj,.., con k finito .. ..\ continuacióu dcrnostrarcrnos un resultado 

prclirninar para espacios paraco1npactos: 

Lema 2. Sean X un c.,pacio ¡mmcompacto y 'lJ = { \';} jEJ una cubierta de X. Sea J = 
(f10 ••.•• 1.) E Cq(QJ, 1!). Entonce_. existen una cu/Jicrta U= {U;},Ef y una función T: 1 -t J 

tules que U; <;;; \/Ti para todo i E l, y adcmcís r# f E C[f(U, 1!). 

Dcrnostracióu. Corno }\. es paracornpact.o poclt~lllOS suponer que la cubierta m es localmente 

finita, ya que si no lo fuera adrnitiría un refiua111ic11to 'lJ' que sí curnplicra esta propiedad, y 

si el lc111a se curnple para 'l:J' cntoncl!S t.an1bién se curnple para m. 
Por ser}( 1111 espacio 1-Iausclorffnecesariauicntr. existe una cubierta 2D = {ll';};eJ tal que 

\F1 ~ 1~ 1 donde 1\1~ es la cerradura de 11·j. 

Ahora sPa :r E ~\"' y cscoja111os una '\'Pcinclad S de :e que pur.da ser cubierta por un nlÍlncro 

finito de abiertos ele QJ. Si J~ E \'~0 .... ..,,1 
entonces / 10 , ... ,1 " (J:) E <!.r. Así, al ser el hon1omorfis1no 

fJ : '13 -)> <! sobre cu cada uuo de los tallos, existe una seccidn b de ~ definida sobre una 

vecindad de :e, Ü.n tal que localrncntc tJ(b) = /;0 , ..• .Jq" Esto es cierto para cada abierto 1-Ju •... .jq' 

y al recorrer todos los ahicrtos ele 'lJ que cubren a S obtenernos 1ncdiantc la intersección de 

las vecindades Úr una vecindad de x donde locahncntc existen secciones b tales que fJ(b) es 

igual a las valuaciones ele la q-cocadena f. 

Rcstriugieudo l'sta vecindad tanto corno sea necesario podernos definir para cada x E .Fy 

una nueva vecindad U.r tal que adenui.s de la condición previa, se curnpla que: 

3. si Ux n IVJ ~ 0, entonces Ux ~ \'). 

Todas estas condiciones son trivialn1cntc realizables dadas las condiciones de scparabiliclad 

del espacio X, y Ja finitud local de Ja cubierta 'lJ. 
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La familia U = {U,,} rEX es una cubierta de )(. Para todo x E .V: escojamos rx E J 

tal que x E H'r.r· Es claro entonces que Ur ~ 1 Vrx ~ \l'rx, por lo que sólo resta dcrnostrar 

qu~ r# f E CJ(U, <!:), es decir, que necesitarnos probar que frxo ..... rr., es la i1nagcn bajo f3 de 

alguna 8Ccción de~ definida sobre Uro n ... n U:r..,· 

Si u • ., n · · · n Ur. = 0 la afirmación se cumple trivialmente (pues fJ = O); en caso 

contrario tenernos que Ú
0

.r 0 n U:r1c -=/:- 0 para todo O $. k $. q, y dado que U.r,. <;; l·Vrx1c, se tiene 

que Uxo n H 1r.r1c #- 0, y entonces Uxa ~ \TTXkº 

A.sí, Xo E v; .. Xo n ... n ''~.r., = V"n:o ..... T.L'q y por construcción de Uro tenernos que debe 

existir una seccióu b E r(Ur0 , !23) tal que /j(b)x = JTX0, ... ,Tx.(x) sobre Uro y por ende sobre 

o 

r\hora cstan1os listos para dcrnostrar el resultado principia} de esta sección: 

Proposición 26. Si .,\_ es ¡m.racoru.pacto, el hor11.011iorfisrrLo canónico 

es biycetivo para todo q ;:::: O. 

Demostració11. Si z y z representan a dos elemeutos en H8(X, <!:) que j" envía al mismo 

elemento <le H•(X, <!:), debe existir uu refinamiento <le las cubiertas respectivas donde z y z 
coinciden, pero entonces representan al 1nis1110 clcntcnto, por lo que j• es inyectivo. 

Por otro lado, sea f E C''(m, <!:) un representante de un elemento en ffq(X, <!:). Por el 

Lema 2 sabemos que existe una cubierta U -< m tal que a(U, QJ)(f) E 113(.V:, <!:), por lo que 

j• es sobre y, por lo tanto, biycctivo. o 
Corolario 8. Si .\. es 7Jaracu11q1aclu la siguiente secuencia es exacta: 

... -~ H•(x, !23) .!!!!..,, lf•(x, <!:) ~ 1Jq+ 1cx, 21) ~ 11•+ 1cx, !23) ~ ••• 

donde el opcnulord es la composición del isomo1fi.•mo recí¡Jroco dej* : 113(,V:, <!:)--> llq(X, <!:) 

r:rm d: H8(X, <!:) --> IJq+I (X, 21). 

Demostració11. El resultado se de<lncc imnediatamente de las Proposiciones 24 y ·2G . O 

Esta secuencia se conoce corno la secuencia exacta ele coho1nología definida 1~or la scCuen-, 

cia exacta corta de gavilla-,: 

o ~ 21 ...!!.+ !23 .!!..t <!: ~ o, 
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y adcnuis resulta claro que esta sccucucia existe cada vez que el ho~Jio1noffis1néJ'j• : .ll:J(:..Y, <!) -+ 

Hq(X, I!'.) es biyectivo para todo q 2': O. 

4.9 Cohomología de un Subespacio Cerrado 

Para lcrrninar este estudio de las propiedades cohornológicas del cornplcjo de cocadcnas va

luada ... o,; en una gavilla, proccdcrcn1os a analizar la relación entre los grupos <le cohornología del 

con1plcjo construido sobre el espacio base y sobre un subcspacio cerrado del rnisruo. Corno es 

de esperarse dada la naturalidad con la que se cornporta. la cohornología valuada en gavillas, 

vcrcnios que esta relación es biunívoca sic1nprc que la gavilla cu cuestión esté concentrada 

sobre el suhcspacio cerrado. 

Sea 3' 111ia gavilla sobre ,\'.", y sea Y un subespacio cerrado de X. 3'(V) es la gavilla sobre 

}" inducida por 3' (ver sección 2.4). 

Si U= {U,},0 es una cubierta de X, entonces U'= {u;= U; n }·"}•et es una cubierta de 

}". Si / 00 , ...... E r(U, 0 , •.• ,.
0

, 3') entonces la restricción de f; 0 , ••• ,;9 a u: •.... ,i. = U,0 , ••• ,;
0 

n Y es un 

elemento de r(u: •..... ;., 3'(Y)). 

Sea p: C(U, 3') -t C(U', ;5'(l')) la operación de restricción descrita anteriormente; enton

ces tenemos que dada f E Cq(U, 3'): 

q+I 

(dpf), ••.... •.+1 = L::c-1Ji(p/l, •..... 1, ••.•• •.+1 
j=O 

(

q+I ) 
=p 2=<-1)ifio, ... ,i,, ...• iq+I 

.i=O 

= (pdf) ••.... ,i.+1 • 

es decir que p conn1uta con el operador de cofrontcra, por lo que induce ho111omorfisrnos 

p• : H•(U, 3') -t Hq(U', ;5'{l')) para todo q;:: O. 

Si U y !2:J son cubiertas de X tales que U~ !2:1, es decir, que U; ~ Vr; para todo i E I, 

entonces u: = u, n }-' ~ \íTi n }'" = \'"::¡, y cutonccs U' ~ m'; adcuuís se cun1plc que: 

(rp/);0 , .• .,i0 = (p/lri 0 , •••• ri• = (pr f);0 ,. .. ,i. 

por lo que a{U, 'ti) o p• = ,,. o a{U, !2:1) y, al pasar al límite inductivo sobre las clases de 
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cubiertas de .Y, eh1«Í bien dc~uido un horno1norfis1110: 

para tocio q 2': O. 

Proposición 27. Sean }'" un subespacio cernido de ,V: y ó' mta gavilla sobre ,V:, nula fuera 

tic 1··. Entonces el ltomomorfi.•mo 

es biyectivn ¡Jarll todo q ~ O. 

Dc11ioslnlción. Sea 2lJ = {lV¡}iE/ una cubierta ele }'"', Con10 }·· es cerrado en }\~, U. = 

IV, U (X - Y) es abierto en X, así que U = {U; };er es una cubierta de ,V:, y entonces !2lJ =U'. 

Es decir, que toda cubierta de } .... es de la fonna U', donde 11 es una. cubierta. de )(. 

Ahora, por la Proposición 5 de la sección 2.5 aplicada al espacio U,0 ..... i" y al subcspacio 

cerrado u:
0 

•.•. , 1", tenernos qllP existe llll iso1norfis1no entre f'(U;0 , .• .,i", ~) y f'(U/
0

, ••• ,i.,, ~(}' .. )). 

Así, el ho1nu111uríis1110: 

p : C(U, ó') ~ C(U', ó'(Y)) 

es hiyect.ivo, al igual que todos los hotnornorfisrnos inducidos por éste en los grupos de 

cohornologia al tornar el lírnitc in<luctiYo sobre el orden filtrante de las clases de cubiertas 

ele X. O 

Podría111os expresar esta tHtitna. proposición de la siguiente tnaucra: si c;t; es una ga\·illa 

sobre }', y i¿;X es la gavilla sobre X obtenida al extender 18 por cero afuera ele Y (\"er 

sección 2.5), se tiene que H•(Y, ID) = IJ•(X, i¿;x¡ para tocio q 2': O; o lo que es lo mismo, la 

iclc11tificació11 de Q5i cou QJX es v•ílida al tornar los grupos de cohornología correspondientes. 
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Capítulo 5 

Grupos de Cohomología de Distintas 

Cubiertas 

En este últirno capítulo nos disponernos a investigar la posibilidad de cornparar la coho

tnología con valores en una gavilla dcfiuida mediante distiutas cubiertas. Espccífica1nentc1 

nuestra intención es encontrar condiciones sobre una cubierta U de ... "\ para que H 11 (U, ii) = 
IJ"(,V:, ~) para toda n ~ O. 

Esta pregunta reviste una gran irnportanda práctica, ya que proporcioua un rnétodo para 

calcular 11"(,V:, ~) sin necesidad de tomar el límite inductivo sobre las clases de cubiertas y 

enfrentar ]a .. c; dificultades técnicw;; que sctncjantc intento plantearía. 

A continuación dcsarrollarc111os la hcrraruicnta técnica necesaria: el co1nplcjo doble de 

cocadcn<L"'i valuadas en una gavilla, tras lo que proccdercrnos a dernostrar una serie de apli

caciones pnícticas que cuhnina con un tcorc111a que cfcctivan1cntc responde a la pregunta 

planteada en un principio. 

A lo largo de este capítulo .Y es un espacio topológico y 3' es una gavilla definida sobre 

X. 

5.1 Complejos Dobles 

En esta sección prcscntan1os la hcrrainicnta que utilizarcrnos postcriorrncntc para con1parar 

los grupos de cohomología ele gavillas que se originan a partir de diferentes cubiertas de un 

espacio base. Tal hcrrainicnta la constituyen los cornplejos dobles, cuya notación y propic-

(39 
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dadcs f11nda1nentalcs cxponc1nos a continuación: 

Un com¡Jlejo doble se define como ún grupo abeliano bigraduaelo, 

J( = ¿: ¡{p.q ' ,, ;:: o ' q ;:: o 
p,q 

provisto de dos endornorfismos, ,¡ y el, que cumplen las siguientes propiedades: 

2. ei o d = O, ci o el+ do ci = O, y el o d = O. 

Si J E /(P·• se dice que J es biltomogéneo, de bi!Jrado (71, e¡) y de !Jrado total p + q. Existe 

un endomorfismo el= d +el que cumple que 

do el= (ci+d) o (d+ d) 

= do ei + ci o el+ do d + do el 

=0, 

por Jo que el define un complejo en los términos usuales, así como grupos de cohomología de/( 

que se denotan por H"(K), donde n es el grado total de Jos elementos de I< c.;rrespondientes 

(ya quedes un homomorfismo ele /\P·• en /(P+•.• © /(P••+•, y todos Jos elementos de la imagen 

tienen grado total p + e¡ + 1). 

Podemos obtener otr;u; estructuras de complejo sobre I< utilizando los operadores d y 

rl, en cuyo caso elcnotarcrnos Jos grupos de cohomología correspondientes por Hr·•(J<) y 

//f''1(/\) respectivamente. 

/\:' denota al snbgrnpo ele /('"º formado por los elementos J tales que d(/) = O. [(1 = 
L:~u /\~'. Definirnos amUogarncntc a/(~ y /(2 • 

Tenemos también que IJ?·•(J() = I<er(d) = /(~, donde d: /(º·• --> 1< 1·•, y amílogamente 

/l~'º(/\) = /\f. K 1 y /\2 son snbcornplejos de/(, y el operador el coincide sobre ellos con d 
y cl respPctiva111cntc. 

Proposición 28. Si Hf•'1(K) =O para p >O y e¡;:: O, entonces la inclusión I<2 --> I< define 

"" úwmorfismo de /J"(/\2) sobre /J"(K) paran ;:: O. 
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De.111.0."Jtrru::ión. En pri111er térruino dcfiuin10:-; los grupos LP•9 de la siguiente ruancra: si p = O, 

Lº·'l = I\º·q / /\"'1; si p >O, fj"" = li.,,,q_ ()hservaruo.s i11111cdiata1ne11t.c que L = Ep,q L''•'' es un 

co1nplcjo <lobln, y que la ::;ecucncia de co1nplejos 

O -> /\2 -> K -> L -> O 

es exacta. Por lo tanto tcnctnos una secuencia larga exacta de cohornología: 

por lo que para obtener el isomorfismo deseado, ll"(/<2 ) ~ ll"(l<), basta mostrar que 

lf"(L) =O para todo n ;::: O. 

Por nuestra definición del complejo L, 

Ker(d: Lp.q ~ u•+1·•) 
Hf·•(L) = -~~.------~ 

Im(d: Lp-t.o ~ LP·•) 

así que, sil'> o, entonces Hf·•(L) = llf'º(K) =O por hipótesis. Si p =O, 

H?·•(L) = Ker(<L: Kº·• / I<!j_ ~ K 1·•) 

= H?·''(K)/ K~ 

= K~//\~ 

=O. 

Así, tenemos que H{"•(L) =O para todo p ;::: O y q ;::: O. 

Ahora definirnos L,, = L:q?:I• LP·'1, para L = O, 1, .... Obscrvc1nos que los L1i son sub

cornplejos anidados de L, es decir que L1.+1 e;:; Lh para todo h ;::: O. Además Lh/ Lh+I es 

precisamente el subcomplc•jo E~o U'• 1
', con el operador <le cofrontera el. Así, H" (Lh/ Li.+d ~ 

n;•-"·"(L) = O . 

. Aplicando lo antl'rior a la secuencia exacta larga de cohornología: 

se obtiene que ll"(Li.) ~ H"(Li.+d para todo h;::: O y n;::: O. 

Por clcfinición ele L 1, se tiene que si h > n entonces ll"(Lh) =O, así que por recursividad 

clcscendc11le sohre /¡ tenemos que H"(Li.) =O para todo h ;::: O y n ;::: O. 

Finalmente ohscn·amos que Lo = L, así que H"(L) = O para todo n ;:::_O con_ lo que 

coul11i111os la dP111ost.raci611. o 

Esta de111ustracic"ua fue realizada originalrucntc por Hcnri Cartan {ver (7]}. 
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5.2 Complejo Doble Definido por dos Cubiertas 

"I'riL"i definir las principales propiedades de un cornplcjo doble en la sección anterior, ahora 

aplicar·crnos este concepto al coruplejo doble de cocadcIHL"'i valuadas en una gavilla sobre un 

espacio b;_L"iC, que se obtiene al considerar dos cu biert.as diferentes del espacio y los opera

dores de cofrontcra correspondientes. Después de presentar la terntinología que usnrcrnos, 

procedcrcrnos a verificar algunas propiedades cspccíficrL"i <le este con1plcjo doble. 

Sca11 U = { U;};ei y '.U = {\';} JEJ dos cnbicrtm; ele X. Sea11 s u11 simplcjo de dimensión 

1' de S(f) y t 1111 simplcjo de dimensión q de S(J). E11to11ces U .• denotará a la intersección 

de los abiertos U, cuu i E Is!, y \-~ denotaní a la intcrsec:ción ele los abiertos l'j con j E Jtl, 
corno en las scccioues 4.1 y •1.2. 'lJ ... dcnotaní a la cubierta de U .• dacia por {l1~ n U:.}1 eJ, y 

U 1 denota ni a la cuhiert.a de Vi dacia por {U, n Vi beJ· 
Ahora definiremos 1111 complejo doble C(ll, QJ; ;)') = L:,,,q C'"q(U, '.U;;)') procediendo paso 

a paso ele ac111~rdo cou los resultados de la sección anterior: 

E11 pri11wr lugar, C''"q(U, '.U;~) = 0 r(U,, n Vi) tomando el producto sobre todas las 

parejas (s, 1.) t.alcs que s es 1111 simplcjo de S(l) de dime11sión 71 y t es u11 simplejo de S(l) 

de cli111c11si611 q. 

Así, uu dcr11c11to J E C 1'•'1 (11, 'lJ; ~) es 1111 sisterna ele secciones de ;5=' sobre los diferen

tes abiertos U .• n \/t. Preservando la nntacicí11 utilizada antcriorrncnte, podcn1os escribir lo 

siguiente: (/5 ,i) = (/¡0 , ... ,1,,.Jo •... J.,), con f,.1, ••• ,ivJo.···J" E r(U10 , •.. ,ip n l'J-0 •••• Jq' ~). También es 
posible irlcntificar a CP·•(u, QJ; ~) COll el grupo producto n, CP(U,, ~). 

Sabemos que para cada t est.;i dacio 1111 operador de cofrontera, d: C''(U,, ;)') --> cp+I (U,.~}, 

así que podernos definir un hon1ornorfis1no para tocio el producto: 

du : C'""(U, '.U;;)') -t Cf'+'·"(U, QJ; ~). 

que csUÍ ciado cxplícitarnente por la fórrnula: 
¡1+l 

(du/},o,. .. ,i.+1.Jo, .. .,Jq = L(-l)kpk(/;0 , ... ,i., ... ,ip+1.Jo, ... ,j.), 
k=O 

donde /Jk es el homomorfismo natural de restricción definido por la inclusión (U;0 ,: ••• •.+• n· 
\~0 .... ,j") s; (U;0 , ... ,i ...... ,i,.+i n \')0 , ... ,1"). 

Proccdiertdo a11:ilogan1er1tc clcfinirnos otro hornornorfisruo: 
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dacio por la fórmula: 

11+• 

(d'lJJ> ......... .; •.... .;.+• = ¿e -1 >' p, u ....... •, . .; ..... .;, .... .;,+,>. 
l=O 

Como du y d'lJ operan ele forma independiente sobre las dos familias ele índices resulta claro 

que d 11odu = O y dvod.u =O (ver sección 4.3). Aclem•L~ y por la misma razón, d 11odv = d'lJodu. 

Si ahora definimos,¡= du y ,[ = (-1 )''d•u se tiene que <Ío<f+tfo<Í = o )lOI' Jo que C'(U, m; ~) 
es, en efecto, un coruplejo doble de cocadcna.s corno se defiuió en la .sección anterior. 

Los grupos de cohomología denotados en el caso general por li"(I\), //f'9 (J\) y Ji!f'9 (I\), 

se denotarán en el caso del complejo doble generado por las cubiertas U y QJ por los símbolos 

li"(U, QJ; ~), //\"'1(U, QJ; 3') y //!l'"(U, QJ; 3') respectivamente; Jos subcomplejos /(1 y /(2 se 

representarán por C 1 (U, QJ; ~) y C'2 (U, QJ; ~) respectivamente. 

Proposición 29. H\""(U, QJ; ~) r.s isomorfo "0, li1'(U,, ;5') tomando el ¡Jroducto .<obre todos 

los ,o;únplcjo . ., de 8(.1) de di111.cnsión q. 

Bn ¡mrticu/t,,. C;{(U, 'D; 3') = J/~·'1 (U, QJ; 3') es ;,,01norfo a 0, Hº(U1 , ~) = C•(QJ,~). 

Dcmostnu:i<iu. Por definición ,j = du : C''""(U, QJ; ~) --+ CP+l,q(U, QJ; ~) y CP·''(U, m; ~) 

0, C'''(U1 , ~). Hecorder11os que c/11 fue clcfiniclo sobre el producto utilizando Jos operadores 

de cofrontera locales (es decir, para cada t). Así, el 111ícleo y la imagen del producto ele los 

operadores 110 son sino los productos de los rníclcos e im¿ígencs localc8; dicho de otro rnodo: 

H¡"9 (U, QJ; 3') ~ IJ H''(U,, ~) 
1 

donde t corre sobre los simplejos ele S(J) de dimensión q. 

En Jo que respecta a Ja parte final del enunciado tenemos que por definición C'~(U, m; 3') = 

11?·•(u, QJ; ~) (ver sección 5.1 ), que es isomorfo al producto CT, Hº(U,, ~) = 0, f'(I',, ~) = 

C•(QJ, ;5') (por la Proposición 20 en Ja sección 4.3 y Ja definición ele cocaclcnas en la sec

ción 4.1). O 

i" denotaní al isomorfismo canónico de C•(QJ, 3') sobre CHU, QJ; ~). Si (!10 ,. .. .;.) E 

C•(QJ, ;5'), entonces se tiene que: 

donde fJio es el ho1nornorfis1no natural de restricción definido por la inclusión uio n \;Jo, ... J., ~ 

\'}o, ... .jq• 



CAPÍTULO 5. GRUPOS DE COHOJ\ÍOI40GÍA DE DISTINTAS CUI31EHTAS 

Existe 1111 resultado análogo a la Proposici<ln 29 pal'a el opcr~aclor el que define un iSoinor

fis1110 canónico 

i' : C 1'(.U, 3') ~ Cf(.U, 'lJ; ;!). 

5.3 Aplicaciones 

Después ele definir al complejo doble de cocaclenas ele una gavilla 3' dado por las cubiertas .U 

y 'lJ, y de estudiar la caracterización ele los subcomplejos C 1 (.U, 'lJ; 3') y C,(.U, 'lJ; ;!), aplicare

rnos los resultados anteriores para obtener varia."' proposiciones, cnhninanclo con un teorema 

que nos pennitini alcanzar el objetivo enunciado al cornicnzo del capítulo: relacionar los 

grupos de cohornología ele un co1nplcjo ele cocadcuas sobre una cubierta, /-/"(U,~), con la 

coho111ología obtcuida al to1nar el lírnitc iudueti\"o sobre las clases de cubiertas <lcl espacio, 

11"(.\, 3'). 

Co111cnza111os por establecer un resultado que concierne la caracterización de la cohon10-

logía del complejo dohle, ciadas ciertas hipótesis de nulidad: 

Proposición 30. Si /JP(U,, ó') =O ]JUTa todo/. y para todo ]J > O, entonces el homomorfismo 

11"('.lJ, 3') ~ 11" (.U, 'lJ; 3') definido por í" es biycc:líuo ]JUTll todo n 2: O. 

Dcmustrar:ichL. Por la Proposici6n 2!J se li<'ne que Hf"•(.U, 'lJ; ;!) S!! TI, l/P(U,, ;!), tornan

do "1 producto sobre tocios los simplejos ele S(.J) de dimensión q; luego, por hipótesis 

llf"''(.U, 'lJ; ó') =O para tocio ¡1 > O y </ 2: O. 

Aplicando la Proposición 28 tenemos <¡ll<' la inclusión C2(U, 'lJ; 3') ~ C(U, 'lJ; 3') dcfin? 

un isomorfismo d<' JJ"(C,{.U, 'lJ; 3')) sobre 11"(.U, '!J; 3') para tocio n 2: O. 

Finahnente sabernos qtw i" cldine un isomorfismo ele C2(.U, 'lJ; 3') sobre C('lJ, 3'), así que 

11"('!1, 3') S!! //"(U, 'lJ; ó') para todo n 2: O. O 

Este homomorfismo de //"('lJ, 3') sobre H"(U, 'lJ; 3') se' denotará igualmente· pór i". A 

continuaci<)n ~f! denniestra un resultado auxiliar: 

Lema 3. Sm !llJ = {IV;};e1 uru1 cubierta de un espacio Y, y .•ca 3' una gauillci sobre}'. Si 

<Tiste i E f tal 'I"'" 1 F; = 1··, cmtonct!s lf P('l1J, ó') = O JJUTa tocio 71 > O. 
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l.Jt!111.o.<;l1ncúhl. Sea 21.J' la cubi<'rta de } .. fon nada por d tínico abierto )·". Resulta claro que 

21.1-< W' y acle11uís, por hip<>t<•sis te1w111os q1u! W'-< W. 

Corno W y W' son cuhicrt;L~ eq11iw1lcnles ll''(W, ;\') = ll"(W', ;\') para todo p 2: O (ver 

S(!Ccic>u ·1.5), pero ditn(2D') = O, así que por <'l Corolario 5 ele la sección 4.3 tcnctnos que 

ll"(W', ~) = o si I' > O. O 

:-\hora pasarc111os al resultado de 1nayor con1plcjidad técnica del capítulo, cu el que se 

den111cstra que la rclaci6u de reíi11a111ic11to entre dos cubiertas hasta para caracterizar la 

cohornología del cornplcjo doble, corno se había lwcho cu la. .. "'i proposiciones anteriores. 

Proposición 31 .. Sea 'lJ u.11. n:fiTuunicnto de una cubierta 11. Entonces el ho1no1norfis1no 

i": f/ 11 (93, ~)--)> // 0 (11, 'lJ; ~) 1:.-; biycclivo pant todo n ~O. Atlcuuí.-.; el h.01no1norfis111.o i"- 1oi': 

l/"(U, ~) -> fl"('lJ, ;\') coi11cidc con el homomorfismo a('lJ, U) definido en la sección 4.4. 

/Jremostración. S<'all }º = \-i y W = ll1 donde 1 <'S un simplejo de S(J). Si<)]= {V;};EJ, 

1u~cesa.ria1nc11te existe j E .1 tal que Vi ~ \S . .r-\dc111;L"' i.lJ -< 1t a.sí que existe T : J ~ I tal 

que \,·; ~ u,j. Así. \;; = \!in UTJ• prro \/í n UTJ E 1.ltt así que aplicando el Lenta 3 se tiene 

que //''(<JJJ, ;\') = li''(ll1 , ;\')=O para tocio p >O. 

Tenernos entonces que // 1'(U1 , ó') se a1111la para Lodo simplejo t de S(J) y para todo p >O, 

por lo que podt!ntos aplicar la Proposici6n 30, rrn;ultando que el hon1on1orfisn10: 

i" : fl"(<JJ, ;\') -> H"(U, QJ; ;\') 

es hiyccth·o para todo .,, ~ O . 

. ·\hora, para co1nprohar que i"- 1 o i' = a('l:J,U) es necesario verificar que si fes un 

11~ cociclo de C(ll, ;\'), y J es su cla.,e de cohomología en H"(U, ;5'), entonces i"- 1 o i'(f) = 

n(<JJ, U)(]) = rf, o lo que es lo mismo, que los cociclos i'(f) e i"(r f) son cohomólogos en 

C'(U, 'l..1; ;_\=), ya que i" l'S 1111 iso111orfis1110. 

Para p E Z y O ::; 1' ::; 11 - 1 dcfi11i111os g 1' E C'"n-p- r (U, <JJ; ;\') de la siguiente manera: 

doncl<~ p,, es l'l hor110111orfis1110 natural de restricción definido por la inclusión u.o ..... i,. n 
\·~u •... J .. -1•-I ~ U1u, ... ,i,.,T.Jo, ... ,Tjn-p-I' Esta .. c.; cocadcnas cst~ín bien definidas ya que m es un 

n•lina111ie11lo d<' U, y f E C" (U,;\'). 
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.;\hora observarnos que por definición 

.. 
(d9º)10 .;0 •••• .j. = L(-1)

1
p1(J;0 .Tjo, ... ,i";,, ... ,Tj.), 

l=O 

pero como f es un cociclo y c/f = O, tenemos que: 

a.sí que: 

.. 
P1.(fTjo, ... ,Tj.) - 2::;(-1)'p1(f10.Tio •... ,i";,, ... ,Tj.) =o, 

l=O 

(d9º)10 .;0 , ••• .;,, = P10(fTj0 , ••• ,;;.) == p10(r f;0 , ••• .;.,) = (i"r /);0 .;0 , ••• .; •• 

Por otro lado cuando p > O: 

(

n-p ) 
(j,P . . . . = -1 I' -1 1 . . . •. . { Y ),o, ... ,•pJOo•••Jn-p { ) · L( ) p¡(J,., ... ,•poTJo, ... ,TJ¡, ... ,TJn-p) 

l=O 

y como df = O se tiene que: 

'i:,(-1 )k PkUio, ... ,1 ••..• ,ip,TJo •... ,T;.-v) - {-l)P (~( :-.1)' P1(!;0 , ••• ,i.,TJo, ... ,i";,, ... ,Tin-.)) 
k=O l=O 

por lo que: 

(JgP)io, ... ,ip,jo, ... J"-P = (dgJJ-l )fo, ... ,i,.,jo, ... ,jn-p• 

Finahncntc vemos que: 

.. 
(Jy"- 1

);0 , ••• ,i 0 ,j0 = L(-l)kPk(f;0 , ••• ,i., ... ,i
0

,Tjo), 
k=O 

pero corno f es un n-cociclo tenernos que: 

(Jg"-
1
);0 , ••• ,i.,jo = {-l)"p;0 {f;0 , ••• ,1.) = {-l)"(i'/1

0
, ••• ,1

0
.;

0
). 

Resumiendo, tenemos que dgº = i"rf, dgP = J91•-1 si p >O, y cÍg"- 1 = (-l}"i'/. 

Ahora definimos g = L:~;;;~(-I)hg", y observamos que: 

dg = (<Í + cJ)g 

=O, 

= i"r f + cLg
1 

- cLg 1 + · · · + (-l)"-2dg"- 1 + (-l)"-1cLgn-I + (-1)"- 1 (-l)"i' f 
= i"rf- i'f, 

lo que muestra que i' f e i"r f son cohomólogos en C(U, QJ; ~), concluyendo la demostración. 

o 
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Proposición 32. Sea 'lJ un 1·cjiuamiento de U tal que ll'1('lJ., ~) = O ¡mm todo s E S(/) 

y q > O. Entonce.• el homomorfismo a('lJ, U) : ll"(U, ~) -+ ll"('lJ, ~) es biyectitJo ¡mrrL todo 

n 2: O. 

De711.ostració11.. Prilncnuncntc aplicarnos la Proposición 30, invirtiendo los roles de ll y QJ; 

entonces tenemos que el homomorfismo i' : ll"(U, ~) -+ ll"(U, 'lJ; ~) es biyectivo para todo 

n 2: O. Sabemos luego, por la Proposición 31, que i": ll"('JJ, ~)-+ ll"(U, 'lJ; ~)es biyectivo 

para todo n 2: O y que a('JJ, U)= i"- 1 o i': ll"(U, ~) -+ El"(U, 'lJ; ~), por lo que este último 

horno1norfis1110 tarnbi<!n es biycc:tivo para todo n ;::::- O. o 

Ahora estarnos listos para dc111ostrar el resultado principal de este capítulo: 

Teorema 4. Sean ... \ un espacio topológico, U= {U¡}¡ef una cubicrt(l. de}(, y~ una ga

villa .,obre X. Sea 'lJº, e> E A, una familia de cubiertas de X tal que se cumplen las dos 

condiciones siguientes: 

1. Para toda cubierta 2lJ de X existe n E A tal que mn -< !211, 

2. ll"('lJ~.~) =O ¡mm todo n E A, s ES(/) y q >O. 

Entonces a(U) : lf"(l.l, ~) -+ ll"(X, ~) c., biyectivo ¡mm lodo n 2: O. 

Dc1nostn1cióu. Con10 las cubicrta .. "i m0 son arbitrariamente finas por la. condición 1, podernos 

supo11er que 'lJº -< U para todo o: E A. Entonces por la co11dició11 2 y la Proposición 32 

te11e1nos que el ho1110111orfis1no: 

es biycctivo para todo 11. 2: O. Cor110 'lJº es arbitrariamente fino, 11"(.Y, ~) es el límite 

inductivo de los grupos ll"('lJ", ~). 

Ahora, si :r. E /J"(l.l, ;)') y a(l.l)(x) = O, entonces a('lJn, U)(x) = O para algún a E A y, 

por ser a('lJ", ll) hiyectivo, .r. =O, así que a(U) es inyectivo. 

S<•a y E /l"(X, ~). Para alµ;1ín o E .·I existe¡/ E ll"('lJ", ó') tal que a(<JJº)(f}) =y y luego 

existe :i: E //"(ll, ~) tal que a('lJº, ll)(:1:) = y. Entonces a(U)(x) = ¡¡, así que a(U) es sobre 

y por lo t.anto bi_ycctivo para tocio n 2 O. o 
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5.4 Conclusiones 

Con Pstc resultado tcnuina la pri11w1·a parte del artículo publicado por .)can-Pierre Scrrc en 

1955. .:-\ lo largo del carniuo hcrnos construido paso a paso la teoría de gavillas con todo 

y su coho111ología. Esta hcrnunicnta. ha probado ser rnuy fructífera en diversos carnpos, en 

partic11lar la geon1etría a11alítica con1plcja y la gcornctría algebraica abstracta. E11 arnbos 

casos el espacio ha.se t•.s una varicclad (analítica. o algebraica) y las gavillas se construyen 

rncdiantc anillos de f1111ciones clcfiniclos sobre abiertos (funciones analíticas o regulares :;;;cgtíu 

sea el caso). 

El l'Stuclio de clidi.as apliC'aciones es dcn1a.siado rico y antplio para caer en el <Írnbito del 

pn•:·w11IC" trabajo; sin P111hargo Pxistc una. gran variedad de textos a propósit.o del terna (cotno 

PI t.rat.ado de Harlshorne sobre geon1ctria algebraica [2]). 13w.;te decir que lo dicho hasta 

aliora c:otnpreucle la Pstructura detallada de una rnaquinaria rnuy poderosa, que ha pcnnitido 

ohtenl'r pu11tos dP vista co111plPta11w11tc uucvos y profundos al respecto de problcn1a~ chisicos 

Pll µ.co111etria, y que prohablm11c11te es una de hL~ principales contribuciones ele Scrrc a la grau 

revolucicln cn11cPpt11al que se gestó en esta <irca a tnccliados del siglo XX, y que lleva el sello 

d" personalidades de la talla de \Vcil, Cartan, Chow y Grothcudicck. 
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