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Introducción 

En este trabajo se estudia un problenm clásico dentro de la probabilidad: In fracción de 
tien1po que un proceso estocástico es positivo. Asociado n est.e problema est1\n los nombres 
de grandes probabilistas de la primera mitad del siglo pasado, como P. Lévy, P. Erdos, l\.l. 
Kac, W. Feller y !VI. Donsker, en el orden en el que constribuyeron n In solución del proble
ma para cierta clase ele procesos estocásticos: las caminata .. '< aleatorias y su generalización 
a tiempo continuo, los procesos de Lévy. Sus nombre .. « quedan unidos a través del desa
rrollo de un concepto fundamental dentro de In prohabilidnd, la convergencia débil, en la 
cual, el objet.i\•o fundamental no es el calcular de manera exacta alguna probabilidad que 
dcsen.n1os conoccr 1 sino aproxi1nnrln. Los inicios de esta teoría se rc111011tnn al <lcscubri· 
miento del teorema de Dc-1\loivre y Lnplac", una versión dd tcorenm límite central pnrn. 
In caminata aleatoria simple. Desde ahí hasta el desarrollo dP la teoría de la convergencia 
en distribución para variables aleatoria...~ con valorc-.s en un Pspacio 111étrico y su aplicación 
al teorema lítnite central funcional (tmnbién conocido como el principio de invariancia 
de Donsker) se ha recorrido un largo camino, que se ha servido del dt~-<arrollo de teorías 
muy importantes dentro de In malemiiticn, principalmente del nrn\lisis matemático. En 
este sentido, este trabajo permite echar un vistazo a las técnicas que se utilizaban para 
el cálculo aproximado de probabilidades a principios del siglo pasado, así como a aque
llas que se empezaron a utilizar a mediados del mismo. Sin embargo, cabe la siguiente 
aclaración: el problema que se propuso ni inicio de este proyecto no fue motivado por In 
necesidad el" hacer un recuento histórico del desarrollo de In convergencia débil, sino de 
dar explicación a un resultado que se obtiene al simular un proceso estoc1\stico ligado a 
la teoría actuaria), situación que se expone n continuación. 

Plantean1iento del problema 

Consider<'mos In siguiente situación, presentada en una companm de seguros: Las 
reclamaciones, a partir del instante inicial O, llegan a ella cu los instantes T 1 $ 72 $ 
cada una por un monto de X¡. Si se define para t ~ O 

N,= {º k 
si t E (O, Ti) 
si t E [Tk, Tk+1)' 

V 
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entonces N 1 denota In cantidad de reclamaciones que hnn lll'gndo n la compaiiía hasta el 
instante l .. Por ot1·0 lado, si'S0 =O y 

.. 
S.,=z=x, 

•=• 
para n ;::: 1, entonces Sn es la reclmnación total cuando hnn oc-urrido 11 siniestros, y por 
lo tanto 

t 2: o 
representa la recla1nación por concepto de sinicst ros qu<• ha recibido In nscgurnclorn en el 
instante t. 

Los siguientes supuestos son usuales para algunas coberturas: 

l. Los montos de los siniestros son independientes entre si y tienen la misma distri
bución. Esto es, (X.):, son variables nlcatnrin .. ~ independientes e idénticmnentc 
distribuidas. 

2. (N1) 1>o es un proceso Poisson de pani111et.ro ,\ > O. 
3. Las familias de variables aleatorias 

{X,: i 2: l} y {N1 t 2: O} 

son independientes. 

Así, el proceso (Yi ) 00 t•s un proceso Pobson compuesto. Si la vig<•ncia de la póliza rs de T 
unidades ele tiempo-y la prima se cobra al inicio dd periodo, siendo igual a IE(}~r) = >..¡tT, 
donde JL = IE(X 1), entonces al instante 1 E [O, T], la aseguradora cuenta con un capital 
ele :1.¡tT - Yi para hacer frente a las reclamaciones. A la esperanza de dicha cnnticlacl se 
le conoce como In prima 110 devengada, que tiene el valor de >..11 (T - 1), y es la cantidad 
que se tendría que cle,·olvrr al nsegurndo en ea .. ~o de una canct•lnci6n prematura ele In 
póliza en el instante 1. Es por esto que las compaiiias dl' st•guros ckben ele tener esn 
cantidad constituida. en utu\. reserva lla1nada reserva dC' riesgos en curso, de acuerdo a ln 
lt•y mexicana. Sin embargo. para una cierta realizaci6n del proceso Y, In cantidad ,\¡•T- lí 
podría ser menor u su media para 1 E [O, T], con lo cual la compnllía de seguros estaría 
obligada a aportar capital adicional para constituir la reserva de riesgos en curso. En este 
trabajo nos nvocan10s a aproximar la distribución de In fracción dl'l tit•mpo en el cual esto 
ocurre, es decir, a aproxi1nar In distribución de la variable nlt•at.orin 

~ r 1(-'•·T-l'.<.\µ(T-I)) dt = ~ r 1(l'»-'•·•> d1. 
Í¡o.r1 Í¡o.r¡ 

bajo las anteriores hipótesis, acle111ás de una adicional: usualmente las aseguradoras ponen 
un lí111ite n su responsnbilidacl, por lo que podctnos suponer sin ningún problema que las 
variables )(, son acotadas. 
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Estructura ele la tesis 

E11 el primer capítulo, se estudia la versión discrPln clC'I problema presPntndo C'n la 
sección anterior, pritnero para el cnso ele la ca111innta nll"atoria si111plc y ch·sput..-;s para 
ca1ni1u1t1L".i aleatorias en general. En el segundo capítulo. Sl" t..'studin <~l 111is1uo proble111u 
para el 111ovimie11to browninno, mediante el uso el!' la lcorí11 d!' In co11vcrgcneia d[,bil y de 
los resultados obtenidos en el primer capítulo. Finalmente, C'n el capítulo 3, se resuelve C'I 
problenta planteado en la st.~ción nutcrior, otra vez 1neclinnte argun1cntos ele couvergt.•ncin 
débil. 
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CAPÍTULO 

Las caminatas aleatorias y la ley arcoseno 

1.1. Introducción 

En este capítulo estudinrcn10s un problema rdncionado con el propuesto en la intro
ducción. Primero en el caso rnás sencillo que se puede presentar, a saber, el de la caminata 
aleatoria simple. El estudio de este ejemplo, aparte de proporcionarnos una distribución 
importante, nos ayudará a encontrar In solución para el problema original. Seguido de 
esto, se presenta un estudio de un problema análogo pero para caminatas aleatorias más 
generales, para finnhncnte obtener algunos teoremas sobre límites déuiles haciendo algu
nos supuestos sobre In distriuución que gobierna los saltos de las caminata.~ aleatorias. En 
n1nbos cosos, el estudio de las variables n.lcnt.orin ... o;; involucrn<lns se hace 111Pdiautc análisis 
c0111binatorio y a través de !ns funciones gcneradorns de ciertas suce:,;ioncs de probabili
dades, ya que estas funciones nos sirven parn rcprC'Heuta.r de rnancra nuis co111pnctn n la.." 
sucesiones y nos ayudan n obtener ciertns relnciones que éstas satisfacen. 

Una caminata aleatoria es uns sucesión de variables aleatorias reales (Snl::"=o tal que 
So= O y las variables aleatorias (S, - S,_i):, son indcpcndient.<.'.s e idénticamente distri
buidas. Si,'\; = S; - S;-i. entonces a la distribución de X,, que es independiente de i, y 
a la que ciaremos el nombre de distribución del sallo, gobierna a In caminata nleatoria y 
las características de e.sta í1lti1na se obtienen a través del estudio de dicha distribución. Si 
X; tiene una distribución Bernoulli de pariímetro 1/2, es decir 

ll"(X, = 1) = IP'(X, = -1) = ~· 
a la caminata aleatoria se le conoce como carninata aleatoria simple y cicrtns distribu
ciones relacionadas con esta sucesión se encuentran mediante métodos combinatorios: sin 
embargo, para el caso general, los métodos a utilizar generalmente son rnás complicad~ y 
el objetivo de su estudio es expresar In solución al problema planteado en términos de las 
caruinatas aleatorias a través de la función de distribución. A veces tal solución es muy 
complicada y no es de utilidad pníctica, por lo que además de la solución exacta, gcne
rah11ente buscamos expresiones aproximadas nuís sencillas. Este enfoque se puede utilizar 
aún cuando la solución exacta a nuestro problema nos sea desconocida. 

El problema que trataremos es el siguiente: dado un recorrido de longitud fija n de 
una caminata aleatoria (8;)~0 , calcular la distribución de la fracción de tiempo en el cual 
la ca1ninat.n es positiva. Dcbe1nos precisar el significado de la frase anterior, puesto que 
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no se trata de un proceso a tiempo continuo como el proceso Poisson. Una intcrpn•tnción 
sencilla es la siguiente: si lA denota a In función indicadora clt•I l'.nnjunto A, 1 encontrar la 
distribución ele 

1 .. - 2: l(Sn>O)• 
n i=l 

que representa una medida discreta de In cnnticlncl que nos interesa. Este problema se 
trata para caminatas aleatorias nrbitrnrin.s. Sin emhar¡!,o, ya que la caminata aleatoria 
simple no cruza el eje del tiempo sin pasar por el cero, esto nos da la pauta para estudiar 
otra variable aleatoria que también se purd<' iutvrprdar como la referida en d problema 
planteado al principio del párrafo: si definimos 

Y, = (1 - (t - [t])) S¡1¡ + (t - [t]) S¡1¡+ 1 • 

que se construye a partir ~ele una caminata aleatoria (S,. ):;"=0 interpolando linealmente 
entre los puntos (n, S,.), encontrar In distribución de 

1 i" - 1(}',>0} dt, 
n o 

lo cual se hará en el caso de In cmninntn aleatoria simple. 

1.2. Ln c:nrninnta aleatoria sin1plc y la ley arcoscno 

Co1110 se mencionó a.nterionneutc, lo primero que han·mos sen\ encontrar In distribu
ción de la. va.ria.ble aleatoria. 

1 i" F,. = - l(1;>ol di, 
n o 

donde la crunina.ta aleatoria. es sin1ple, para lo cual utilizaremos el que esta caminata. 
aleatoria no cambia de signo sin tmnar el valor O, y que al tomar el valor cero, la cmuinata 
vuelve a empezar. Lo que haremos será mu\logo al mu\lisis del primer paso: nos fijaremos 
en el primer regreso a O dentro de los primeros 11 pasos (o en 11, si In caminat n aleatoria 
no se ha.ce cero en los prin1eros n pasos.) Es por c.'<lO que PI priml'r paso hacia In solución 
del problema será encontrar la distribución del primer n•gn•so n cero pnrn In caminata 
aleatoria simple. 

Se decidió presentar el método clásico, que consiste en hacer análisis cmnbinatorio, 
así como el método ele In función genernclora. Este último nos permitirá conocer la dis
tribución ele la variable aleatoria F,., puesto que un amílisis combinatorio se vuelve más 
complicaJo. Para la caminata aleatoria simple, nos apro\'echamo>< de la solución exacta 
como función de n para encontrar una distribución limite que nos pennite aproximar las 
probabilidades asociadas a In distribución ele F,. mediante el cálculo de una integral. Es 

1No S<! utiliza el non\bt"c de función cnrncteristica, pues éste tiene otra nccpción dentro de In teoríl\ 
de la probabilidnd. 
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importante que para la caminata aleatoria simple, podemos calcular cxplícitnmente In 
distribución de F.,. 

1.2.1. El primer regreso a cero. 
1.2.1.1. Método Combinatorio. Notemos que la evolución de la camirmta aleatoria 

hasta el tiempo n queda determinada por el camino que sigue. Definimos a un camino 
corno un conjunto de puntos 

{(i,j,): i =o ... 11} e N x z, 

para el cual 
j, = j,_, ± 1, 

con i = 2 ... n.2 Así, para encontrar la probabilidml de que la evolución de la caminata 
aleatoria simple hasta el tiempo n tenga cierta propiedad, una posibilidad es encontrar el 
número de caminos para los cuales se cumple dicha propi<•dad y multiplicar por 1/2", que 
es la probabilidad de que In enminata siga un camino 1·sprc·ífü·;, durante 11 pa .. ~os. 3 Éste es 
un método combinatorio. 

Denotaremos por T el tiempo del primer regreso a cero y por C.,(p) el número ele 
caminos de 11 pasos con la propiedad p. Es claro que el primer regreso a cero ocurre 
necesariamente en un número par de realizaciones y qu<' es mayor o igual n 2. Por otro 
lado, 

11"(7' = n) = C.,(S1 #O, ... S.,_, # O, S., = O) /2", 11 2: 2. 

Para calcular la probabilidad del evento {T = 11}, sólo debemos de contar Pi número ele 
caminos que no tocan cero mós que ni tie1npo cero y al tiempo 11. Como cualquiera de 
estos caminos yace íntegramente por arriba del eje del tiempo (eje de In abscisa) o por 
debajo del mis1no, y más aún, como el nú1ncro de cantinas que yace por debajo del eje 
del timnpo es igual al nú1nero de caminos por encima del mismo, surge la igualdad 

C.,(S, #O, i = 1 .. . 11 - l, S., =O) = 2C.,{S, >O, i = l ... n - 1, S., =O). 

Notemos que a cada canlino ele n pasos 

para el cual 

l. j; > O, i = 1 ... n - 1 y 
2. j,. =o 

{(i,j,):i=O ... n} 

2En la pareja. ordenada {i,j¡) perteneciente a un cn.tnino, i l?S el nú1nero de pnsos y j, es la posición 
de In can1inntn. aleatoria. 

3Pues es igual al inverso de In. cantidad de can1i11os que la cn111inntn puede seguir y bajo lns condiciones 
itnpucstas, los ca1ninos a seguir son equiprobnbles. 
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le podernos asociar un camino de n - 2 pasos 

tal que 

l. 
2. 
3. 

{(i,j;}: i =O .. . n -2} 

ib = i, 
ii > O para i = 1 ... n - 3 y 
i~-2 = 1 

(hacicudo i: = j¡+ 1 ) y que cstn nsocinción es biunívoca, de dondt> 

C,.(S; > O,i = 1 . .. n,S .. =O)= c .. _2(80 = 1,8, > O,i = 1 ... 11 -3,Sn-2 = 1). 

Consideremos ahora el total de caininos que empiezan y terminan en 1 y constai1 de n - 2 
pasos, éste será la suma del número ele caminos positivos qu<' empiezan y tenninan en 
1 y constan de n - 2 pnsos y el n{unero de caminos que cn1piczan y terminan en 1, que 
constan de n - 2 pasos y que en algún momento tocan cl cjl' del tiempo, esto es 

c .. -2(80 = 1, 8 .. -2 = 1) = c .. -2(80 = 1, 5, >o,;= 1 ... " - :~. s,,_2 = I) 
(1) + C .. _ 2 (5'0 = 1, S,, __ 2 = 1, existe i E { !, ... , n - 3} con S, =O). 

Podemos calcular el lacio izquierdo de In ecuación ant<'rior y lllt>diantc un argumento 
combinatorio, llamado Principio de Reflexión, podemos calcular ,.¡ sPgundo sun1ando del 
lado derecho y obtener mediante su diferencia, el número de eaminos qu<> nos interesa. 
Vamos por pasos: 

l. En general, para calcular c,._ 2 (80 = k, 8.,_2 = /), considcrerno:> cualquier camino 
que satisfaga la propiedad anterior, digamos {(i,j,): i =O, ... , n - 2}. Al con
siderar los incrementos j, - j,_ 1 E { -1, 1} para ; = 1, ... , 11 - 2, vemos que 
la cantidad de incrementos iguales a 1 debe ser igual a ((/ - k) + {n - 2)) /2,4 

mientras que la cantidad de incrementos iguales a -1 debe ser igual a n - 2 
menos la anterior cantidad. Esto es porque la difen·ncia entre la cantidad de in
crementos iguales a 1 y la cantidad de incrementos ig,uales a - 1 debe ser igual a 
k - 1 y la suma de las dos cantidades anteriores debe ser igual a n - 2. Por otro 
lado, podc1nos recuperar al catniuo n. partir dP los inrrt•ntl"ntos, de tnnncrn llnica. 
Esto quiere decir que C,,_2(So = k, 8.,_2 = /) es igual a la cantidad de vectores 
(x 11 ••• 1 xn_2 ) e {-l,l}''- 2 (en los que pcnsarc1uos eo1110 los incrc1nc11t.os) para 
las cuales la cantidad de entradas iguales a 1 sea igual ((/ - k) + (11 - 2)) /2 y la 
cantidad de entrndns iguales a -1 sea igual a " - 2 menos la. ca.nt.idad anterior, 
que es igual a la cru1tida.d de formas en las que podemos dividir a un conjunto 
de n - 2 elementos en dos subconjuntos complen1entarios, uno de ellos con car
dinalidad ((l - k) + (11 - 2)) /2. Esto implica que ((/ - k) + (n - 2)) /2 debe ser 

4Si ((1 - k) + (n - 2)) /2 no es un entero no negativo, entonces C,,_ 2 (So = k, S,,-2 = 1) = O. 
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un entero positivo para que Cn-2(80 = k, Sn-2 = 1) sea distinto <le cero. En este 
caso, obtenemos Ja igualdad 

( 
n -2 ) 

(l-k)~(n-2} · 

Por medio de (2), se llega a la igualdad 

IP'(Sn = l) = C,.(So = O, Sn = l) /2" = 1~ .. ( 

11 

--;¡-· 
) /2" 

cuando (l + n) /2 es un cutero no uegativo y IP'(Sn = /) es cero eu otro cnso. 
Por otro lado, para calcular 

Cn-2(80 = 1, Sn-2 = 1, existe i E { 1, ... , n - 3} COll S; = O), 

sea {(i,J;): i = O ... n - 2} un cnmino del a 1 que toca el eje del tiempo, esto 
es, 
a) Jo = 1 = in-2 Y 
b) existe i E {l, ... , n - 3} tal que J, =O. 
Consideremos 

k=mín{mE {l, ... ,n-3} :j.., =0}, 

este último conjunto es no vacío yn que i pertenece n él. Si ahora rdll'jnmos el 
camino con i·espceto al eje del tiempo antes del momeuto k, obtenemos un camino 
que va de -1 a 1 eu n - 2 pasos, como se puede apreciar en In Figura l. Hemos 
considerado In transfonnnción 

{(i,J¡): i = o ... n- 2} 1-+ {(i,j:): i = 0 ... 11- 2}' 

donde 
a) j: = -j; si i < k y 
b) J; = j; si i ;:?:: k, 
por lo que 
a) Jb = - Jo = -1 pues k'> O y 
b) J;,_2 = Jn-2 ya que k < n - 2 

y parn verificar que eS un 'cmnino, notemos que 

J~+l =ik+I = Jk ± 1 = ±1=J~±1 
y como 

Jk = J~ = o y Jk-1 = 1, 
en to u ces 

i~-1 = -1 Y i" = iL1 + i. 
Esta asociación es biunívoca, pues ciado uu cmnino que va de -1 n 1, podemos 
considerar el primer instante e11 el que toca cero y aplicar el misn10 proccdi1niento 
de reflexión para obtener un can1i110 de 1 a 1 que toen cero, notando que al aplicar 
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FIGURA l. Ilustración del Principio de Reflexión 

ambas asocia.clones, la primera seguido. de lo. segundo. o la segunda seguida de lo. 
primera, obtenemos el camino con el que empe?.amos. 

Así, hemos visto que 

l .......... " -1.8., ·" "1). 

Po.ro. que Cn_2(So = -1, Sn-2 = 1) seo. mayor o. cero es necesario que n/2 sea un entero 
mo.yor o igual o. 2, de acuerdo o.1 inciso anterior. En ese caso, de acuerdo o. (2), se obtiene 

1 ..... • .. " 1. t•xi~lc i E { 1 ..... n - ;; } co11 .i....'. 
( 

11 -'.!) O)-= } , 

de lo euo.1, al considerar (1) y simplificar la expresión resultante: 

. (n-2) (n-2) Cn-2(So=l,S;>0,t=l ... n-3,Sn-2=1)= n:¡-2 - ~ 

= ~ ( nn~22) 
y así, fino.lmente obtenemos, para n paro., 

P(T = n) = !~ ( nn~22 ). 
Po.ro. concluir con el método combino.torio, se pide al lector comprobar lo. lguo.lclo.d 

~~ ( n~2 ) = .!.P(Sn-2 =O), 
2"n 2 n 

válida para n 2:: 2 par como una consecuencia de (3). Esta igualdad nos relaciona la 
densidad discreta de T con la de Sn y se obtendrá. de nueva cuenta a continuación. 
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1.2.1.2. Método de la Función Gen<!mdom. Sean 

u,. = IP'(S., = O) 

J.,= IP'(T = 11) 

paran E N. Notemos que u 0 = 1, que u., = f., =O si n es impar y que paran ;:::: 1, 

" 
1l2n = L Í21ll2(n-i)1 

•=1 

7 

puesto que S 2., =O (n;:::: 1) si y sólo si existe i E {l, ... ,n} tal que el primer regreso a 
cero ocurre en el instante 2i y de ahí, independientemente de lo ocurrido anteriormente, 
debemos regresar a cero en 2(n - i) pasos. Si 

00 

F(s) = °L,f2,.s2n 
n=l 

es In función generadora de {/k}kEN Y 
00 

P(s) = L u 2,,s2
" 

n=O 

00 

P(s} = 1 + L u2,.s2" 

oo n 

= 1+¿s2"¿12.u2c .. -.i 
n=l i=l 

Notemos que .la última serie en la ecuación anterior es el producto de P(s) y F(s}, ele 
donde P(s} = 1 + P(s)F(s). 

Para calcular P(s), utilizamos (3) y In definición de u,, para obtener: 

tt = _1_ ( 2n ) = _1_n:°:¿(2i + 1) n:~.(2i} 
2

" 22n n 2"n! 2° n;~l i 
l n-1 {-l)" n-1 

= 2 .. n! l1C2i + 1) = --;;r- ll<-1/2 - i). 
t=O 1=0 

Si se define para a un número real arbitrario, 

(~) a(a - l} ···(a - n + 1) 
n! 
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entonces 

U2n = (-1)" ( -!(2 
) · 

Podemos utilizar, In ~cric binómiÍlen, que se puede consultnr <'n [lj, para obtener 

P(s)~:;'·X>:z~s2" = f:s2"(-l)" ( -~/2) = (1 - s2}-1/2 
ni=O n:aO 

de. donde, 

Si utilizamos d.e. nu~va cuenta In serie binómica, notemos que 
00 

( 1/2) F(s) = l - L(-l)"s2n n 

"ªº 

pero al analizar con más detalle, se observa que 

(-1)"+1 ( 
1~2 ) = (-!:!n+i gc1/2-i) 

-l n-1 

= -IJ(2i-1) 
n!2" i=O 

l n-1 

= 11!2" IJ(2i - 1) 
•=I 

1 n-1 nn-1 ?' 
- rrc2· 1) •=I -I 
- n!2" •=I 

1 
- (11 - 1 )!2n-1 

1 (2(n-1))! 
22n-ln (n _ 1)!2 
1 

= 2nu2cn-1), 

donde Ja última igualdad es consecuencia de la definición dl' ·u,. y de In expresión que se 
obtiene para u,. al utilizar (3). Esto significa que 

00 00 1 
Ls2

"f2n = F(s) = 2:s2"-2 U2¡n-l)• 
n=l rt=l 

71 

de lo cual se infiere la igualdad hn = .t,;u2(n-1¡. que coincide con la expresión que encon
trmnos previmnente. 
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1.2.2. La ley Arcoseno. Ahora calcularemos la distribución de Fn, la variable 
aleatoria definida en la Sección 1.2, aunque sólo sen para 11 par, puesto que utilizaremos 
al primer regreso a cero para In caminata aleatoria simple y esta \'1uiahle siempre es par. 
Adcnuis, cotno vcrc111os, la distribución cll' Fn se vuelve 111uy <'01nplicucla ctuu1do n es 
grande, por lo que el hecho de que !ns distribuciones de F., converjan a unn distriln1cic)n 
cuando n tiende n. infinito se vuelve 111uy conveniente. Estos son los dos lL.<.;J><--~tos de 
la caminata aleatoria simple que exploraremos a continuudón, C"l primero mediante el 
uso de funciones generadoras y el segundo mediante la aproximación de Stirling, que 
si recordamos, es In que nos proporciona una aproximación para el factorial, ele donde 
se obtiene la aproximación normal para la distribución binomial de panimctros n y 1' 
cuando n es grande, distribución relacionada con la de S.,, puesto que (S.,+ 11) /2 tiene 
distribución binomial de parámetros n y p = 1/2. Esto se puede verificar ya que 

" 
(S,. + 11) /2 = L (S, - S,_ 1 + 1) /2, 

i=l 

donde {(S, - s,_, + 1) /2}~=! son independientes y su distribución comün es Bernoulli de 
parfünetro 1/2. 

1.2.2.1. La distribución Arcoscno disc1-cta. Cnkularemos ahora la probabilidad de 
que la caminata aleatoria se encuentre 2k unidades de tiempo en el lado positivo en un 
recorrido de 2n pasos. Diremos que la caminata pasa unn unidad de tiempo del lado 
positivo en el intevalo [m., rn + l] si S.., es positivo o S..,+ 1 es positivo. Con esta definición, 
la probabilidad que deseamos calcular es 1P'(F211 = k/11). Adem1is, una caminata de 2n 
pasos se encuentra durante 21.: unidades de tit•mpo en el lado positivo "i y sólo si su 
reflexión a lo largo del eje del tiempo pasa 2(11 - k) unidades de tiempo en el lado positivo 
(o la caminata pasa 2(11 - k) unidades de tiempo en el lacio negativo.) Si denotamos por 
u 2k,2 n a la probabilidad que nos int.crc!'.m, la anterior afinnación se reduce a la igualdad 
11 2 k.2 n = 11 2(n-k).2,,. por lo que la densidad discreta de la cantidad de tiempo en el que la 
n.uninata aleatoria sitnplc C'.S positiva es sin1t~trica nlrcdcror del punto 11. 

Si una caminata de 2n pasos se encuentra durante 2k unidades de tiempo en el la.do 
positivo y O < k < n, entonces neecsarimnente pnsa por el cero, digamos en el 1nomento 
"2i. Si S 1 es positivo, se sigue que la caminata debe pnsar 2(k - i) unidades de tiempo en 
el lado positivo entre el momento 2i y el 2n, lo cual sucede con probabilidad 

1 
2f2;1l2(k-•J.2(n-1), 

o si S 1 es negativo, debe pasar 2k unidades de tiempo en el lado positivo entre los instantes 
2i y 2n, que sucede con probabilidad 

1 
2 f2, U2k,2(n-i) • 
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Aquí ocupamos el que la caminata nlentorin simple vuelva n empezar la primera vez que 
llega' ri. cero. Utilizando la nditividnd finita de la probahilidad, 1;sto dn lugar a la relación 

(4) 
1 n 1 n 

tt2k,2n = 2 L Í21112(k-t),2(n-•) + 2 L J,, ll2k,2(n-o) 
a=l 1=1 

válida para O < k < ne incorrecta para el caso k = O ó k = n , puesto que no contempla la 
posibilidad de que la caminata regrese n cero por primera vez en un instante posterior ni 
2n. Esto se remedia facilmcnte, pues una cnminntn de 2n pasos :-;c e11cnc11trn durante cero 
unidades de tiempo en el Indo positivo sin regresar n cero en ese lapso con probabilidad 
4 ¿;;:1 f2(n+k)· Análognmcnt.c, se tiene una expresión idéntica para el ca.«o en el que pn.sa 
2n unidades de tiempo en el lacio positivo y nsí, se obtiene: 

l~ l" 1 00 

2 L Í2;1'-2i,2(n-t) + 2 L Í2;tto,2(n-•) + 2 L Í2(n+k) 
a=l i=l k=l 

1l0,2rt 

1 " 1 .. 1 -
U.2n,2n = 2 L Í21tl2(11-i),2(11-1) + 2 L /2¡U2n,2(n-a) + 2 L J.i.(n+k)· 

1=1 i=I k=I 

Notemos que el prin1Cr sumando del lado derecho de In primera igunldacl es cero, así co
mo el segundo sumando del lado derecho de In segunda igualdad, pero se incluyen para 
preservar cierta analogía con el caso O < k < 1i. 

Si ahora consideramos .. 
U2n(s) = L s2ku2k,2n> 

k=O 

notemos que de la relación (4) se tiene que 

l.¡;.....¡;....2k l.¡;.....¡;....2k 
U2n(s) = 2 L.,, L.,, S f2¡U2(k-i).2(n-i) + 2 L.,, L..,, S Í2ilL2k,2(n-i) 

k=O i=l kmO i=-1 

+ ~(1 + s
2
") E Í2(n+k) 

k=l 

(5) 
1 " . 1 " = 2 Ls

2
'/2¡U2(n-i)(s) + 2 Lh.U2¡n-.¡(s) 

i=l - •=l 

+ ~(1 + s
2
") E /2¡n+k)> 

k=l 

donde la última igualdad se obtiene al cambiar el orden de las dos sumas. 
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Calculemos ahora la función generadora conjunta G(s, t) de { u 2k.2n} valuada en (s, t), 
igual a 

00 " 

G{s,l) = LL"2k,2nS2k¡2n. 
n=l k=O 

La función G valuada en (s, t) no es mús que In función generadora de { U2n(s)}nEN valuiula 
en t {definiendo U 0 =O), que podemos encontrar al multiplicar (5) por t 2 " y sumar n desde 
1 hasta oo: 

"" (6) 2G(s, t) = 2 L t2"U2 ,.(s) 
n=l 

oo oo n 

= L 12
" L s 2'f,;U2cn-i)(s) + L 12

" L f2,U2cn-1J(s) 
n=l n=I 

·~· 00 CX) 00 CX> 

+ L t.2n L Í2(n+k) + L t2ns2" L Í2(n+k)· 

n=l k=l 11=1 k=I 

La primera suma que aparece en el lado derecho de la 1íltillla igualdad en (6) es igual al 
producto de In función generadora de {h.,} valuada en st (que denotaremos por F(st)) 
con la función generadora de { U2 n(s)} valuada en t (que es igual a G{s, t)). El segundo 
sumando del Indo derecho de la última igualdad en (6) corresponde al producto de la 
función generadora de {fn} valuada en l. y In generadora ele { U,.(s)} valuada en t (igual 
a G(s, t)). El tercer sumando se calcula a continuación: 

00 

Ll2
"(hcn+I) + Í2(n+2) + · · ·) = L L t 2"hk 

nE.N k=n+l 

k-1 

=2::¿12"fa 
kEN n=O 

1 - t2k 

= LT=t2"Í2k 
keN 
1 - F(t) 

1 - 12 . 

Se ha utilizado el hecho de que LneN f 2 ,. = 1, igualdad que se justifica pues In anterior 
suma es igual a F(l), donde Fes la función generadora obtenida en la subsección anterior. 
La cuarta suma es parecida a la tercera, pero debemos substituir 1 por st. Así, hemos 
obtenido la relación: 

1 - F(t) 1 - F(st) 
2G{s, t) = F(st)G(s, t) + F(t)G(s, t) + 1 _ t• + 

1 
_ s 2 t 2 • 
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de donde 
G(s, t) = (1 - 1.2)-1/2(1 - s2t2)-1/2. 

Finalmente, la probabilidad U2k,2n es el coeficiente de s 2kt2" en In expans1on en serie de 
potencias ele la función G, que se puede obtener ni utilizar In serie binómicn: 

G(s,t) = (~t2n ( -i,¡2
) (-1)") (~s2n12n ( -~/2) (-1)") 

= f, t2n ~ s2k ( - ~/2 ) ( ;,- ~¡, ) . 
n=O k=O 

Este último resultado nos dice que la probabilidad buscada u2k,2 ., es igual n 

(-1)" ( -112 ) ( ~~~ ) 
y como comprobamos en In sección anterior In igualdad 

( -1/2) (-l)k k = IP(S,k =O), 

podemos finalmente encontrar una expresión para la probabilidad de que la caminata 
aleator_ia pase 2k unidades de tiempo en el Indo positivo en un trayecto de 2n pasos: 

{7) u2k,2n = IP(S2k =O) 1P'(S2cn-kl =O) . 

De aquí que In fracción de tiempo que nuestra caminata aleatoria de longitud 2n pnsa en 
el lado positivo (la variable aleatoria F2,.) tiene In distribución arcoseno discreta,5 dacia 
por 

J .2.2.2. Convergencia a la distr-ibució11 ar-coseno. Así como la fórmula ele Stirling nos 
provee de una aproximación pnrn probabilidades relacionadas con la distribución binomial, 
al aproximar la función factorial, que toman forma en el teorema lí1nite central para la 
caminata aleatoria shnple, también la podemos utilizar para nproxhnar a In familia de 
distribuciones que encontramos en el inciso anterior. La fórmula ele Stirling establece que 

n! ~ J2;nn+l/2c-n, 

.;uyo significado es que el cociente ele ambas cantidades converge a 1 cuando n __, oo, de 
lo cual se sigue: 

IP'(S2k = O) = ( 
2~ ) 2-2k -

1 
. 

k ..,/ITTi~ 

5 La razón por la cual se le dt\ este notnbrc quedan\. mfts clarn en la siguiente subsección. 
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por lo cual para e > O existe N 1 E N tal que k, n - k ;:: N 1 implica que 

. . 1 ( k) 1 (1 - e) < IP' F,,, = - < (1 + é) . 
rrn~..jl - k/n - • n - 1f11 .JkFi ..jl - k/11 

Si x, y E (O, 1) son tales que x < y, entonces 

IP'(F2,,E(~:.y))= E IP'(F2 .. =~) 
(k,k/nE(x.¡1)} 

y si N 2:· máx(N1x, N1(l - y)) y n 2: N, entonces k/n E (x, y) implica que k ;::: N1 y 
n - k;::: N 1 , por lo que 

1 1 
(1- e) L - :5 IP'(F2n E (x, y)) 

{H/ne(:,JI)}. n rr..j(k/n)(l - k/n) 
. ' '· . ".;. 

d.· :5(1+cl ¿: . . 
{k,k/nE(r,y)} 71 rr..j(k/11)(1 - k/n) 

Esto implic~ que 

IP'(F2n E (x, y)) 

y 
1 1 

{k,k/~"'·Yll n rr..j(k/n)(l - k/11) 

tienen el 111ismo lí1nite cuando 71 - oo, que es .fir.vl 1 / ( 7r VíT1=1J) dt, puesto que la 

últi1na expresión es casi una suma de Riem111m1 de la función 1/ ( rr~) para una 

partición de [x, y) de norma menor o igual a l/n , donde la palabra cosi se explica pues 
pueden faltar el primer y el último sumando (que son irrelevantes para el límite.) Hemos 
demostrado entonces que si x, y E (O, 1) con x < y, entonces tiene lugar la relación 

lím IP'(F2 ,, E (x,y)) = { ~cit. 
n-oo }¡r,yJ 7r t(l - 1) 

La validez ele esta ecuación para x = O y y E (O, 1) se demuestra mrdiantc In simetría 
de la densidad discreta de F2n y de In función 1/ ~ respecto a 1/2, nsí como In 
igualdad (que se demuestra en el siguiente párrafo) 

r 1 
dt = 1 

l10.1¡rr~ 
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pues e11to11ces parn y E (O, 1/2): 

lím IP(F2n E (O,y)) = lím 1/2- 1/21P(F2., E (y,y + 1/2)) 

n-.oo. ... . . = ~~oo - 1 /21 1 el/ 

(J1,J1+l/~J rr~ 

= r i c/1. 
110.y(lr~ 

Para y E (1/2, l], se aplica el resultado anterior n !I - 1/2 y S<' 11tiliz1111 la.-; simt•tríns mc11-
cionadas anteriormente. En resumen, se tient• el siguiPntc t<·on•nm límill' p1>rn In fracción 
de tiempo en el lado positivo, F 2.,: 

lím IP(F2,, :=:::; x) = { ~ clt, ;r E (O, 1). 
n-oo l¡o,z] 7ryl{l - l) 

Si A es una variable nleatoria continua co11 dmrnidad l¡n,IJ(/)/ ( rr~), d r<-s11ltndo 

anterior nos dice que F 2,. converge a A en distribución. A la lt•y d., la vuriabll' ;\ se le 
llama distribución arcoseno, lo que explica d nombn• dt• tlistrihuciún 11rcosP110 discreta 
para la ley de F2n· 

Para cnlculnr ele manera c.xplícita In distril.mció11 111TosPno, utilizamos la .-ubstitución 
s = t - 1/2, que para x E (O, 1) nos dice que: 

r 1 &=j 1 ~ 
l¡o,z] 71"~ (-1/2,z-1/2( 7rVl/•I - s 2 

que es igual a 1/2 + nrcsin (2x - 1)/71" (esta expresión se encuentra al utilizar la substitu
ción s = sin(r)/2.) Note que esto en particular nos diel' que 

----,,=== ( 1 = = l. 1 1 
/ 

nrcsin( 1) - arc.siu(-1) 

(0.11 7l"y't(l=t) 71" 

Podemos encontrar una expresión nuís st•ncilla pnrn la distribución arcoseno al uti
lizar la formula de adición pnrn la función s"no, que t•stablece In igualdad sin (a+ b) = 
sin( a) cos(b) + sin{b) cos(a), así como el caso part ieular sin{2:1"} = 2 cos(x) sin(.c), y que 
cosarcsin(a:) = Vl - x2 para :i: E (O, l]. put•s entonces para .1: en el mismo rango: 

sin(arcsin{2x - 1) + 71"/2) = cosnrcsin(2.r - 1) = 2#"\/(l - :r) = sin2arcsin(.;;;:), 

de donde 
arcsin(2:i: - 1) 1 2 . ( r.::) 

11" + 2 = ; nrcsm v:r . 

La última expresión es importante no sólo por ser más sencilla sino por razones históricas, 
es la forma en la que Paul Lévy presentó a esta distribución límite en relación a un 
problernn parecido al que nosotros considermnos. 
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n--r, 11-11 

/ 

ti ti 

11 17 

ll 

ll 11 

FIGURA 2. Ilustración del teorema límite pare. la ce.mine.ta aleatoria. simple 

En la Figura 2 se puede observar la convergencia de la distribución arcoseno discreta 
hacia la distribución arcoseno. Se ha gráficado Ja distribución arcoseno discreta para los 
ve.lores den= 5,11,17,30 y 50 junto con la distribución arooseno. Como la densidad 
arcoseno se concentra en los puntos O y 1, Jo mismo sucede con la densidad discreta de le. 
variable aleatoria. F2n para n grande. 
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1.3. Cantidad de elementos positivos en caminatas aleatorias 

El objetivo de esta sección ps invl'stip;ar la distribución el<• la cantidad dl' cle1nentos 
positivos en los priu1cros 11 pasos de una ca1uiuat.a aleatoria (S'" ),

1
EN y co1110 en la sc-cción 

antPrior, iuvc•stiga.r si existen conrlici<ntP!-i sufici<•uh•s <'11 tco;,nninus dt• la dist rihución dl•l salto 
de In cnn1i11nta aleatoria para la cxistPnt·ia dPl lí111itP dc.~hil para la fral'cic.ín de clcrncntos 
positivos en los pritneros 11. pa .. -.;os ele una ca111i11ata. alcat u ria c.·oufonue 11 se hace grande. 
Esto se hace mediante la identidad de Sparn• Auclersen, la eual estipula que la pri1nera 
variable aleatoria n1c11c:ionada tiPllP In 111is111a distrihueilln <¡llP PI índict> t•n l'l cual ocurre 
por pri111era vez el nuLxiino de las :;;unuLs parciales de.• bL"i 11 variablP.s alpatorias. La .. 'i l~~cuica .. o.; 

que se utilizan parn estudiar esta ülti111a variahlt.• aleatoria nos provePH, <'n consecut~ncin, 
de resultados acerca de la primera. El material dt• l'Sta sccci611 provicm· de [7]. 

1.3.1. Identidad de Eric Sparre Andersen. Sean (X,);'= 1 variabl<'-~ aleatorias 
indepcndientc.s con distribución comlm F. Dl'fi11i111os S 0 =O y para j 2: 1, 81 =E:=• X,, 
que confonnan la sucesión de sunHl.._":i parciales asociadn (la catninatn alPatoria que <"'01tsi
derare111os.) Si 7rn =E:~. lcs.>n). c:-;ta \•a.rinblc representa la eautidad <le st111uL"' parciales 
positiva .. -;; a ... <.;ociadn ... _..:; n (X¡):1= 1 . Pn.ra. proceder cott su estudio dP1110.strnre111os d siguiente re
sultado, para el cual cousideraremos las permutaciones de uu vector :i· E IR". Recordemos 
que un vector en IR" es una n-ada.ordcnada .r. = (.1: 1, ... , ~: 11 ), por lo que si a: { 1, ... , n} -• 
{ 1, .... 11} es biyectiva, podemos considerar el vector :rº = (:i·o(ll> ... , .ro(n)), al cual nos 
referimos con10 una permutación de ,:. Recordemos que hay n! íuncimws hiycctivas de 
{ 1, ... , 11} en si mismo. 

LEMA 1.1. Sean (x1, ... , ;1:.,) 11ti111c1vs rcafrs udiitn1nos. Si a cudu p1..-111ulllc1ón .r" 

(;z;v(l)t · · ·, .:ra•(u)) 

de (:1' 1 •.•• , x,,) le asociamos las n + 1 sumas pan:iulcs 

(O, Xv(I)> Xv(l) + >'v(2)>. ·., :1·,,(I) + · · · + :r,.c,,¡), 

entonces el núme1v de pennutaciones para las cuales la sucesión ele sumas parciales tiene 
r ténninos estrictamente positivos es igual al ntlmcro ele ¡1en11utacio111:s pan1 las cuales el 
índice de la prirncra ocun"Cncia del 1náxi1no en lu suct~sió11 de .-;u11u1s pcur.iales es r. 6 

EJEMPLO. Consideremos (x 1 , ... ,:c5 ) = (l, 1, 1, -1, -1). De lns 5! = 120 permutacio
nes, sola111ente !ns siguientes 5!/3!2! = 10 son distinguibles: 

(1,1,1,-1,-1) (1,1,-1,1,-1) (1,-1,1,1,-1) 

(1,-1,-1,1,1) 

(-1,1,1,1,-1) 
(1,-l,1,-1,1) 

(-l,1,-1,1,1) 

(1,l,-1,-1,1) 
(-1, 1,1,-1,1) 

(-1,-1.1,1,1) 

c;Sc hncC" la siguiente convención: En el vector de SllllllL'i pnrC'ialcs (O, ~"i 1 •.•• ~ s,.) con n + 1 entrndn..o;, 
lo..o; indkes son O. 1, ... , n y 110 1, 2, .. . , u + 1. 
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que corresponden a 3121 = 12 permutaciones cada una.. Las sumas parciales asociadas a 
estas permutaciones son: 

(O. 1. :!. ::. ~'. 1) (O. l. ·t. 1, ,•, 1) (O. i.O. l .. '. 1) 

(o. - l. o. 1 .... 1 ) (ll. 1, -·· ! • o. i) 

(O. l. O. 1. O. 1) (0.-1.0. :.11. ') 

{O. 1. O. -1. U. 1 ) (O. -1.11. - 1, O. 1) (O. -1, -:!, -1.0. 1) 

que se pueden visualizar en la Figura 3. Notemos que las cantidades de · """ ''"'' • "'" 
111t.-11 ¡, 1- para las permutaciones son 

mientras que los son 

por lo cual hay 2 • 2131 = 24 permutaciones de (x1 , ••• , x.) para las cuales la sucesión de 
sumas parciales asociada tiene r elementos positivos y hay la misma cantidad de permu
taciones pn.ro. las cuales el primer máximo de la sucesión de sumas parciales llene índice 
r, con r E {l, ... ,5}. Parar lt {1, ... ,5}. no hay permutaciones con r swnas parciales 
positivas o con el índice del primer máximo Igual o. r, por lo que en cualquier caso, se 
cmnple la afirmación del Lema l. l. 

DEMOS'l'llACIÓN DgL LEMA 1.1. Scru1 

A, 
la canlldad de permutaciones para las cuales la sucesión de sumas parciales asociada. tiene 
r sumns estrictamente positivas y 

B, 
Ja cantidad de permutaciones para. las cuales la. sucesión de sumas parcia.les alcanza por 
primero. vez el máximo en el lugar r, por lo que el problema que nos ocupa. es verificar la 
igualdad 

A, =B, 
(dichas cantidades pueden ser distintas o. cero sólo paro. r =O, ... ,n.) Notemos que las ni 
permutaciones de (x 1 , ••• , Xn) se pueden obtener fijando un elemento, digamos xi, en el 
último o primer lugar, permutando los restantes n-1 elementos y variando le {l, ... , n}. 
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FIGURA 3. S11111n:-: p.n1 i,d1·..: p11~iti\·:l· P 

· pi>n11iilndonCf' rlist in~tihlc,,; d" (l. l. J. -1, -1). 
pnrn ln.s 

Sea (x., .. . ,%¡, ••• ,x,.), el vector cuyns entradas se obtienen de (:z:., ... ,:z:n) quitando la. 
entrada. x1, esto es: 

(%1, ... ,%1, ..• , Xn) = (x1, ... ,X1-i,Xl+lt .•. ,:en) SÍ l E {2, ... , n - 1} 
(%1,X2, ... ,:z:n) = (x2, ... ,:z:,.) 

(:z:1, .•. ,Xn-i.Xn) = (:z:i. • .• ,:z:,._,). 

Así, toda permutación de (:z:1, ... ,:z:n) es de la forma (y,:z:1) (o (:z:1,y)).con.y. una ~rmn-. 
tación del vector que acabamos de definir. 
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Probaremos el resultado por inducción sobre n, In dimensión del vector. Es válido 
para n = 1 pues sólo hay una permutación, In identidad, si x 1 > O, entonces A 0 = IJ0 = 
O, A 1 = B 1 = 1 y si x 1 :5 O entonces A 0 = B 0 = 1, A1 = B 1 =O. Supongamos ahora que el 
resultado es cierto paran = k y sea {x 1 , ... , :rk+I) E JRk+t, por lo que X1 + · · · + :z:k+t > O 
o x 1 + · · · + Xk+I :S O. Veamos que en ambos casos, vale la !'onclusión del lema: 

a) Supongamos que x 1 + · · · + Xk+I :S O. Sen A~ el nümcro de permutaciones de 
(x1 , ••. , Xk+t) que tienen a x 1 con10 1ílti11u\ coordenada y cuya 8Uccsión de sutnns 
parciales tiene 1· ele1nentos estrictamente positivos, por lo que 

k+l 

~' Ar = ¿__,, Ar. 
l=l 

De manera análoga, definimos 13:. el 1nhncro dP permutaciones de 

(:i:¡, ... ,;Z:k+i> 

que tienen a x 1 con10 ültinrn. coordenada y cuyas sumas parciales nlcnnznn el 
primer máximo en el lugar r, por lo que se tiene la igualdad 

k+l 

Br =LB~. 
l=I 

Co1no x 1 + · · · + Xk+I :S O, el nümero de s1111rns parciales positivas nsocindn.s n 
una permutación (x ... c1¡, ... , Xv(k+I}) l'S igual al número de sumas parciales posi
tivas asociadas a In permutación (xv(IJ• ... , x,,(q), y In misma hipótesis implica 
que el índice del priiner má.ximo de ln.s sumas parciales nsocindns n una per
mutación (xv(IJ• ... , Xv(k+I}) es igual ni índice del primer máximo asociado a In 
pern1utnción (xv(lJ• .•. , Xv(ki). Por lo anterior, A~ es el 111.hnero de permutaciones 
de (x 1 , ... ,X1, •.. ,Xk+i) que tienen asociadas r sunul.S parciales positivas y B~ es 
el nú111ero de pennutaciones del vector anterior que tienen ·,\.~ociadas a r como 
índice del primer máximo. Por hipótesis dt> inducción, se cumple la igualdad 

A~= B~. 
por lo que en este caso, Ar = Br. 

b) Si x 1 + · · · + Xk+I > O, el razonamiento es similar al caso anterior, pues una 
permutación (y, x¡) tiene asociadas r sumas parciales positivas si y sólo si y tiene 
asociadas r - 1 sumas positivas, que da lugar a la igualdad 

k+I 

Ar= LA~-1• 
l=l 

donde A~ es el núrnero de pern1utnciones que tienen a:~¡ como última coordenada 
y que tienen asociadas r sumas parciales positivas. Este número coincide con el 
número de permutaciones del vector (x1, ... , :i:1, ••• , Xk+I) que tienen asociadas 
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r sumas parciales positivas. Asimismo, 11nn ¡wrnmtnción (x1, y) de (x 1 , . •. , Xk+ 1) 
tiene como' índice del primer 1náxi1110 (de In.o.; sumas parciales) a r si y sólo si y 
tiene como indice ar - 1, ¡mesto que el indin· no p1wde ser cero ni existir unn 
suma parcial (~: 1 + · · · + Xk+I) nmym· a cero. 7 Como consecuencia, tenemos la 
igualdad 

k+l 

B.= E B~_,, 
l=l 

con B~ igual a la cantidad de pcr11111t.ado1ws de la fnr111a (:r1 , y) que tienen co-
1110 índice del prin1cr tná..xiino a ,. , que t~-; i~ual ni nú1nero de pt"nnutncioncs de 
(x1 , .. .. , X1, ... , XA.·+i) que lit~nen con10 índieP dt!I prinu."r nui..xitno n 1·. Por hipóte
sis de inducción, se cumple la igualdad la igunldn<I A~ = B~. de In cual se deduce 
que Ar= B,. 

o 
TEOREMA 1.1 (Identidad de Sparre Andcrscn). Si 1\1,. es d í11dice dd pf'imcr máximo 

de (So, Si. ... , S .. ), e11to11ces Al .. y 11',. tic11c11 la 1111.sma clist1'ib11ció11. 

DEMOSTRACIÓN. Para cada permutación I': {l, ... ,n} ~ {l, ... ,11}, consideremos 
las variables 

i 

sr = ¿:x .... (i)t ,i = 1, ... ,,, 
j=l 

Y"= l{Hny r elenu•nlot\ J>06lllV0!.11 en (Sü .. ... s;:)} 

zv = 1 {El indice d"I priml"r término máximo de (S~, .... s::;) e'3 r} ' 

Como (X;)r=I son variables aleatorins indepenclit>11tt•s e idé11tica111ente distribuidas, se sigue 
que son intercambiables, por lo que las variables Y" (imlicndns por !ns permutaciones de 
{1, ... , n}) son idénticmnente distribuidas, así eomo In.o.; vnriabi<·s Z", de do11de, al denotar 
por Id a la permutación identidad, 

IE(Y") = IE{)'ld) 

IE(Z") = IE{Z1
") • 

Finalmente notemos que por el Lema 1.1, 

'L:Y"=EZ". 
7Note que aquí,~.mnos considerndo n lns pcrn1utacioncs que tienen n. 1·1 co1110 prhncra coordenndn y 

no como In. últimn. 
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por lo que 

1P'C11"n = r) = ;IE(Y1d) = _!_ ~ IE(Y") = _!_ ~ lE(Z") = JE(zhl) = IP'(Aln = r). 
n!~ n!~ 

" " o 
1.3.2. El Índice del prhner n~áximo. Afortunadamente, In distribución del índi

ce de la primera vez que ocurre el nuíximo de las n primeras sumas parciales es una 
variable más fácil de estudiar, pues podemos utilizar la hipóte><is dt• imlependcncia más 
directamente. l\1ás especificamente, si (X, );~ 1 son variables aleatorias indcpeudicntes con 
distribución común, definimos (S;);'.,.0 como en la subsC'cción anterior, a la variabl<' 

ya 

JI 1 = nuí..x S, 
05.15.n 

Mn = mín {i E {O, ... ,11}: S, = 111}. 

El .Teorema de Sparre Anclcrsen est.ablecc que A/n y rr., ticm•n In misnm distribución. 
l':fotemos que el evento {111n = k}, para k E { 1, ... , 11 - 1} es igual a 

{S; < sk,i E zn [O, k- l], s.::; Sk.i E Zn [l.-,11]}' 

de lo cual se sigue la igualdad 

{Mn = k} = {Sk -S; > O,i E Zn [O,k]}n {S; -Sk $ O,i E Zn [k,n]}. 

Los dos eventos que ocurren en el lado derecho de la anterior igualdad son independientes, 
puesto que el primero depende de los variables X 1 , ... X k y el segundo de !ns variables 
Xk+1, ... Xn, ya que S; - Sk = Xk+t +···+X, para i E {k + 1, ... , n}. De aquí se sigue 
también que 

(Sk+I - sk •... 's .. - Sk) y cs •.... ' s,,_k) 
tienen la misma distribución. Además, como Sk - S, = X;+t + · · · + Xk para E 
{O, ... , k - l}, tenemos que 

(Sk - Sk-1 •... ,sk - So) y (S1, ... ,Sk) 

tienen la misma distribución. Así, se sigue que si k E { 1, ... , n - 1}, entonces 

(8) IP'(Mn = k) = 11"(81 > O, ... , Sk > O) IP'(S1 $ O, ... , Sn-k $ O) = Pkqn-k. 

donde definimos para k;:::; l, 

1'k = IP'(S1 >O, ... • ~:h >O) 

qk = IP'(S1 $ O, ... , Sk $ O) . 

Por otro lado el evento {JI.In = O} es igual a { S; ::; O, i E { 1, ... 11}} cuya probabilidad es lo 
que hemos definido como q" y el evento {A/,. = 11} es igual a {S., - S; > O, i = O, ... , n - 1} 
y dado que (Sn - s .. _,, ... s .. - 8 0 ) tiene la misma distribución que (81 , ••• , S .. ), se ve 
que la probabilidad del evento {A/n = n} es p,.. Así, si definimos p0 = qo = 1, la ecuación 
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(8) es válida para k = O, ... , n. Sean P y Q liu; funciones gcucnulorns de lus sucesiones 
{Pn: n. =O, 1, ... } y {q,,: n =O, 1, ... } respectivamente. Se introducen para c.-;tudiar 1\ las 
sucesiones n1cdiante rcprcscntncioncs 11uis con1pncta .. o:;, a.sí co1no operar con clltL~. ·rraba
jaremos ahora con In función P, utilizando el siguiente razonamiento: Como (X,)~=I son 
independientes e idénticamente distribuidas, sl' sir,ue qtH' 

Pn = lP'(S1 > O, ... , S., > O) 

=ll"(X1 >O,X1 +X2 >O, ... ,X1 +···+X,, >0) 

=ll"(Xn >0,X,,+Xn-1 >O, ... ,Xn+···+X1 >0) 
= ll"(S,, - S,,_¡ >O, ... , S., - 5 1 > O) 

Decirnos que n > O es un índice de crecimiento si S., > So = O, ... , S., > Sn-1,8 por 
lo que p., es igual a la probabilidad de que 71 sea índice de crecimiento, para n 2: l. El 
primer índice de crecimiento coincide con el tiempo ele entrada de la ciuninntn (S,,),,eN a 
(O, oo). En otras palabras, el evento {n es el primer índice de crecimiento} coincide con el 
evento {S., >O, Sk ::; O, k:::; n - 1 }. Sea r,, In prol>al>ilidnd de que n sea el primer índice 
de crecimiento y notemos que si n es índice de crecimiento, eutonces el primer índice de 
creci1niento, k, satisface 1 :::; k $ 11, por lo cual, para 71 ;::: J, 

{ n es índice de crecimiento} _ ü ( { 11 es índic<' de crecimic•nto} ) 
- k=I n { k tiempo de entrada a (O, oo)} 

= ü ( {Sk >O, S; $O, i $ k - 1} ) 
k=I n{Sj < S,,,j $ 11- l} 

LJ({Sk>O,S;$0,i$k-l} ) 
k=I n {S., - 5 3 >O, k $ j $ n - l} 

LJ {S., >O, S; $O, i $ n - l}. 

Como los eventos {SAi >o, S¡:::; o, i::; k - 1} y {S .. - si >o, k::; j :::; 7l - l} SOll indepen
dientes y 

'.:/': ~'."">'' ' 

IP(Sri _:_si > o, k :::; j :::; n - 1) = ll"(S, > o, 1 ::; j ::; 71 - k) = Pn-1" 

se sigue que 
n 

. ._ "'·!Pn_.=. IP(n es índice de crecimiento) = L Tkl'n-k, n 2: 
k=I 

8En gencr_al puede no existir algún índice de crccilniento y si existe, no tiene porque ser único. 
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donde Tk = P(k es tiempo de entrada a (O, oo)). Si dcnotrunos por r la generadora de la 
sucesión {rn : n EN} (con To= O), de la ecuación anterior obtenernos 

no no n 

P{s). = LPnSn = 1 + L sn LT•P" l oc 1 + P(s)r(s), 
n=(I n~I k~I 

por lo que finalmente 

P(s) = 
1 

1 -r(s) 
Para proceder con el estudio de r, probaremos el siguiente resultado, en el cual se mencio
ná.n las permutaciones cíclicas de un vector x E Rn. Si x = (xi, ... , Xn), un rcordenamicnto 
cíclico es simplemente un corrimiento de los índices, por ejemplo, 

de los cuales existen n. Si v E {l, ... ,n - 1} el rcordcnmnicnt.o v del vector x, al cual 
denotaremos por x" es 

X"= (Xv+1 1 •• • 1 Xn 1 X¡, ... 1 Xv) 1 

y el rcordenamiento xn, que es el único que fa.Ita, es simplemente x. Así, el índice de 
cualquier reordeno.miento cíclico es el índice de la entrada que ocupa la última coordenada. 

LEMA 1.2. Sean (x 1, ••• , Xn) reales fijos, tales que x 1 +· · ·+x,. > O. Si a cada rcordena
miento cíclico x" de (x 1 , ••• , x.,) le asociamos la sucesi6n de sumas parciales (s0, ... , s:;) y 
denotamos porr el número de rcordenamicntos 1>am los cuales n es un índice de crecimien
to para (s0, ... , s:;), entonces r es mayor o igual a J. Si ,, es uno de estos rcordenamientos. 
r es la cantidad de índices de crecimiento asociados a s". 

EJEMPLO. Consideremos al vector x = ( -1, I, I, -1, I, 1) E IR6
. Lns sumns parciales 

asociadas a los seis rcordenmnientos de este vector son 

s 1 =(1,2,1,2,3,2) 

s 4 = ( 1, 2, l, 2, 3, 2) 

8
2 

= ( 1, º· 1, 2, 1, 2} 

s 5 = (1,0, 1, 2, l, 2) 

s 3 = ( - 1, O, 1, O, I, 2) 

5
6 =(-1,0,1,0, l,2), 

ordenadas como se indica anteriormente. Éstas se pueden visualizar en la Figura 4, en la 
que además podemos verificar que n = 6 es índice de crecimiento para los rcordcnamientos 
cíclicos 3 y 6 y que los índices de crecimiento de las sumas parciales asociadas a x 3 o a 
x 6 son 4 y 6. Asf, hay más de un reordena.miento para el cual n es índice de crecimiento, 
de hecho hay 2 de estos reordenarnientos, y en ellos hay 2 índices de crecimiento. Esto 
coincide con las dos afirmaciones del lema anterior. 

DEMOSTRACIÓN DEI. LEMA 1.2. Sean s" = (sCí •... 's::) el vector de sumas parciales 
asociado al reordenamiento cíclico v y s = (s0 , .•• , sn) el vector de suma.'< parciales asocia
do al vector dado inicialmente. Notemos que entonces, si v E { 1, ... , n - l }, tiene lugar 
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la Igualdad 

., {ª"+v-Bv slkE{O, ... ,n-v} 
(
9

) 
8

" = Bn - s.,+ Sk-(n-v) si k E {n - v, · · ·, n}. 

Como x 1 + · · · + Xn > O, se sigue que el máximo de las sumas parciales es mayor a cero. 
Si v denota el índice del primer máximo de s, se sigue que s; < s., si i < v y s; :S s., si 
i 2: v, por lo que al fijarnos en el reordenamlento cíclico v, haciendo uso de la igualdad 
(9), obtenemos que si k E {O, ... , n - v}, entonces 

si; = s.,.+A: - s.,. $ O 

y como Bn > O, obtenemos 

pero si n - ,, :S k < n, entonces 

s~ - sk = Sn - sk = s" - SA:-(n-.. ) 

y como en este caso O :S n - (k - v) < v, se sigue que 

Sv - Bk-(n-v) > O. 

Así, podemos conlcuir que sl¡'. < Sn = s:; para k < n, esto es, que n es índice de crecimiento 
para el reordena.m.iento v y por lo tanto la primera afirmación del lema es verdadera.. 

Para verificar la segunda e.finnacjón, supongamos sin pérdlda de generalidad que n 
es índice de crecimiento para s, por lo que si hay r índices de crecimiento en s, digamos 
v 1 < · · · < v. = n, notemos que n es índice de crecimiento para s"' si y sólo si m es índice 
de crecimiento para la sucesión original, o de otra manera, si m E { v 1 , ••• , v.}. Esto sucede 
pues si m es índice de crecimiento para s, tenemos doo opciones, m = n y m < n. En 
el primer caso, sm = s, por lo que n es índice de crecimiento para s"'-. En el segundo, 
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notemos que como Sm >O y n es índice de creciniiento paras, si k E {O, ... ,n - m}, 
entonces 

sk1 = Sk+na - Sm < Sk+m < .Sn. 

Si kE {n- m, ... ,n-1}, entonces k- (n-m) E {O, ... ,1n - l}, por lo que 

Sk-(n-m) - Sm < O, 

por ser m un índice de crecimiento, de donde para k E { 11 - m, ... , 11 - 1}, se tiene 

Esto quiere decir que n es índice de crecimiento para In pcnuutación 111. Por otro )lulo, si 
n es índice de crccitniento para lu. pcrn1utnción ru, entonces s::• > sA;1 para k E {O, . .. , m }. 
Si observanios que 

para k E {O, ... , 1n}, entonces 

5 111 = S~1 

- s::'-•n > sk~n-rn - s~:•_,.11 = S1,; 

para k E {O, ... ,ni- 1}, o sen, 1n es índice de crecimiento para s. Así, la cantidnd de 
permutaciones pnra !ns cuales n l'S un índice de crecimiento es igual a la cantidad de 
índices de crccin1icnto que hny en aquella~ pl~rtuutnciones en ln.s cualcg n f'~ un indice de 
crecitniento. O 

NOTA. Si definimos n los índir.ei< de crecimiento débiles como nc¡uellos k para los cuales 
s; S Sk para i $ k, el lema anterior permanece v1í.lido Hi substituitnos la hipótesis sn > O 
por Sn 2: O y nos referimos a los índices de crecimiento débiles en vez ele a los índices de 
crecimiento. Esta aclaración es importante para extender el resultado que obtendremos 
para P a la función Q. 

El siguiente resultado utiliza el lema anterior para obte1wr una C'Xpre•<ión para r, de 
donde obtendremos una para P: 

PROPOSICIÓN l. l. Tiene lugar la igualdad 

1 ~s" 
lag 1 ( ) = L -IP'(Sn > O). 

- 'T S n=O n 

DEMOSTRACIÓN. Sea 

Y:= l(El r.ésimo indice dt:" crcci1niento parn (Só ..... s:) es n)· 

Como las variables aleatorias X 1 , .•• , Xn son independientes e idénticamente distribuidas, 
entonces son interca.rnbiables, por lo que las variables }',!' son idénticamente distribuidas. 
Además por el lema anterior, l:v Y,!' toma el valor O o r, ya que si algún sutnando es mayor 
que cero, entonces hay r índices de crecimiento en (S0 , ••• , S,.) y n es el r-ésimo índice de 
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. crecimiento en los reorclennmientos cíclicos nsociudos a estos índices de crccimicnto,9 por 
lo que en este caso In suma E., Y:' tiene el valor r. Por otro )rulo, si todos los sumandos 
son cero, entonces E., Y; = O. 

Así, ni denotar por T~ a In probabilidad de que el r-<'simo índic" d" crecimiento de la 
sucesión ele sumas parciales asociada a (.\',)~ 1 sea 11, obtenemos 

1 ,. ( ) r• = lE{Y") = - ~ !E(Y") = -IP' ""Y" = r 
n 1i~ 11 ~ " .. 

Otra consecuencia del lema anterior es que los eventos 

1·=1, ... ,TJ 

son ajenos, puesto que E., Y; = r si y sólo si 1· es In cantidad de reor<lenamientos pnrn 
los cuales n es índice de crecimiento, así, sólo una ele !ns sunul.« E., Y; puede ser igual 
a r. Pero ndem1\s si S,. > O entonces el lema anterior nos pennite nfirmnr que existe r 
entre 1 y n tal que E., Y; = r y si alguna de !ns smnns E., Y; es igual a r, entonces n es 
índice de crecimiento para algún reordennmiento cíclico y por cnd<', S,. es mayor a cero. 
En resumen, hemos verificado que 

IP'(S,. >O) = IP'( Existe r E {l, ... , n} tnl que ~ )'r" = r) 

Por lo anterior 
"" 1 1 L.., -;:r:; = ;;IP'(Sn > O). 

r 

Si denotamos por r.(s) a En<!:l r~s", entonces Tr(s) = (r(s))•, pues se tiene In igualdncl 

n-1 

(10) r _ "" r-1 1 T 11 - ¿_,, T4. T 11 _,._., 

k=I 

ya que n es el r-ésimo índice de crecimiento para (S0 , ... , S,.) si y sólo si <'Xiste algt'.m k entre 
1 y n-1 que sea el índice de crecimiento 1·-l para (S0, ... , S .. ) e independientemente, n-k 
debe ser el primer índice de crecimiento pnrn (O, Sk+i - Sk, ... , Sn - Sk). La probabilidad 
del último evento considerado es igual a In. probabilidad de qu<' 11 - k sen índice de 
crecimiento para (S0 , . .. , S,,_k)· 

De acuerdo a la igualdad (10): 

1 "" "" 1 "" 1 1 L:-s"IP'(S,, > O) = L.., s" ¿_, -r:; = L.., -r(s)r = log ( ) , 
n2::1 n n~l r~l r r2;!1 r 1 - T s 

9Vcr In prueba de ll\ segunda nfinnnción del Lcnu\ 1.2. 
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puesto que para: cualquier s E (O, 1), 

log (1 ~ s) = L ::-
n~1 

y r(s) E (O, 1) pára s E (O, 1). o 
NOTA. f\1ediante la proposición anterior, podemos afirmar que 

log P(s) = Es" IP'(S0 > O) 
n=l 

11 

y mediante la aclaración que sigue al Lema 1.2, aplicando una técnica análoga a la utilizada 
en la demostración de la Proposición 1.1, podemos concluir que 

00 ::;" 

logQ(s) = '"""'-IP'(S,. SO). 
L.., n 
n=l 

Ahora, podemos utilizar estos resultados pf1ra obtener explícitamente In solución al 
problema que originalmente nos habíamos planteado. encontrar la distribución dPl númcro 
de sumns parciales positiva..'<, como consecuencia de encontrar la del índice del primer 
nubdtno. 

1.3.3. Resultados exactos y asintóticos para el nútnero de sumas positivas. 
Como consecuencia del análisis de la subsección anterior, podctnos calcular explícitamente 
la densidad discreta del número de sumas parciales positivns para algunos casos particula· 
res. Esto es, si (X;)~ 1 son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 
con distribución con1ún F, (Sn)nEN es la sucesión de su111ns parcinlcs nsociadn n (..-X,),EN y 
n., = L::'= 1 l(S.>O) es la cantidad de sumas parciales positivas (a..-.ociadns a (S, )~=l), para 
ciertas funciones F es fácil obtener la distribución de 71",.. El primer cnso es cuando F es 
continua y simétrica, puesto que entonces IP'(S,. > O) = IP'(S,. :5 O) = 1/2 para cualquier 
n ~ 1, por lo que 

1 ~ s" 1 1 I/"' 
logP(s) = 2 L..,-;;-= 2 1og 

1
_

5 
= log(l - s)- -

n=l 

1 
00 s" 1 1 

logQ(s) = - '°' - = -log-- = log(l - s)- 1
'

2 

2L..., n 2 1-s 
n=l 

y nsí, P(s) = Q(s) = (1 - s)- 112
, por lo que J>k = qk = (-l)k ( -1,!2

). de donde 

podemos obtener la distribución de n 0 : 

( 
-1/2 

k )( -1/2 
n-k )· 
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Esta es la misma expresión que encontramos en el caso de In cnrninata ulentoria simple10 

(aunque en ese caso, para una variable aleatoria distinta,) por lo que te11e1nos el mismo 
teorema límite para rr.,/n, a saber, que su distribución converg<• a la distribución 1trcoseno 
cuando n __, ex>. 

Por otro lado, como una generalización del caso en el que la distribución sea con
tinua y simétrica, podemos considPrar una distribución F para la cual IP(S., > O) = 6 
independientemente de n. En este ca.~o. 

oo n 1 
log P(s) = 6 '°"' ~ = 6 log -- = log(l - s)-6 

f.=rn 1-s 
oo n 1 

logQ(s) = (1- ó) '°"' ~ = (1-.S)log-- = log(l - s) 1
-

6 

f.=rn 1-s 

y así, P(s) = (1 - s)-6 y Q(s) = (1 - s)-1 1- 6>, por lo que 

Pk = (-1)" ( kó ) Y 

- ( 1)" ( -(1 - ó) ) qk - - k 

de donde obtenemos;: ··· . .;·. · 

Pk ~<~.1'?tf..~ór= (-l)kn~:~tó-i) 
y de m~er~ -~~y~~; e·: · 

·. · . >T(k+l-ó) 
qk ""°· r (k+· 1) r (1 - ó)' 

por lo que 

n~.:-~<ó + i) 
k! 

r (k + ó) 
r(k + i) r(ó) 

' r(k+ó)r(n-k+ 1-6) 1 
Pkqn-k=r(k+l) r(n-k+l) r(ó)l(l-ó) 

sin rró r (k + ó) r (11 - k + 1 - ó) 
=-;:;:-r(k+ 1) r(n-k+l) 

al utilizar la relación r (p) r (1 - p) = rr /sin rrp. Si utilizamos la aproximación de Stirling 
para la función Gamma, nos damos cuenta de que si p E (O, 1), entonces 

r (k + p) ;r (k + 1) ~ i/kCl-Pl, 

IOvcr la Sección 1.2. 
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puesto que 

r(li+]>) 
r(k + 1) 

......., 1 = ct-1, __ P c-k-1, (k + 1 )k+1•+1/2 1 (k + ) k+p+l/2 

c-k-1 (k + l)k+1+1/2 (k + l)'-" k + 1 

y como el último factor se puede <'8cribir como 

(1 + p/k)k+p+l/2 

(1 + l/k)k+1.+·l/2' 

que converge a eP- 1 conforme k ~ ex>, se sigue que 

r (k + ,,) ;r (k + 1) - t/(k + 1) 1
- 1• - i¡1.: 1

- 1•. 

Así, como en el caso de la canlinata aleatoria simple, podemos conlcuir que para x, y E 
(O, 1) con x < y, 

• sin m5 ¡ 1 
hm IP((7Tn/n) E [x,y]) = -- 1_ 6 (l )6 dt. 
n-oo 1T (r.v] t - t 

Sean é >O, x E (0, 1) y A una variable con densidad 

sin rr<) 
f(x) = l¡o,1) (x) 1TX6(1 - x)l-6" 

Con10 
lím IP(A E (O, 1/n) U (1 - l/n, l]) = IP(A E {O, l}) =O, 

n-oo 

se sigue que existe X¡ E (0, (1/2) /\ x) tal que 

IP'(A E [O,x¡) U (1 - x 1 , lj) < i:/4 

y <lado que 
J~1.!:, IP((7Tn/n) E [x1, x]) = IP(A E (x¡, x]) > 1 - i:/4, 

se sigue que existe N 1 E N tal que si n 2: N 1 , entoncc.s 

IP'({7rn/n) E [O,x1)) :5 IP((1T,./n) E (O,x1) U (1 - x1, l]) < t:/4. 

Sea N 2 E N tal que si n 2: N 2 entonces IP'((1Tn/n) E (x 1 , x]) se encuentre en la vecindad de 
radio i:/2 con centro en IP'(A E (x 1 , xj). Entonces si 11 2: N = máx (N1 , N 2 ): 

IF,..¡n(x) - FA(x)I :5llP'((7T .. /11) E (O,xi]) - IP'(A E [0,xi])I 

+ llP'((r.,,/11) E (x1, x]) - IP'(A E (x1, :r])I 
<t:/2 + i:/2 = é. 

Del anterior razonamiento se desprenden <los resultados: que F,,.¡ .. (O) - O = F.4(0), ya 
que para toda é >O podemos encontrar x 1 = x 1 (i:) y NEN tal que 

F".¡n(O) $ F,,.¡ .. (xi) < é 
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y además, que lím,._00 F,."¡n(x) = FA(x) si ;r E (O, l). Como F,.¡,,(x) = FA(x) si x E 
(-oo, O) U [l, oo), se sigue que 7r/n converge en distribución n A, n cuya distribución le 
llamaremos ley arcoscno generalizada de parámetro 6. 

Como ejemplo de In situación descrita en el párrafo nnterior, consideremos (X,),eN 
una sucesión de variables aleatorias inde¡wndicntcs con densidad común 

l 
f(:r.) = ( ( ., . 

1f l+ x-a)·) 

esto es, )(1 tiene distribución Cnuchy de paní111rtro u. La funeic)u canu:terística de X, 
cuando a = O es •I•x, (w) = c- lwl (sp pued<' probar nll'diantc c1ikulo dP rc•siduos,) por 
lo que la función característica de X; para cualquier t1 es c'"'"-1--'I, d<' do11<I<' la fondón 
caráctcrística de Sn/n es igual a la de X, y por lo tanto IP'(S,, > O) = IP(X 1 > O) = 
arctan(-a)/7r + 1/2. Si Cl = -1, cut.onces IP'(S,, >O) = 1/4, mientras que si a= 1, 
entonces IP'(S,, > O) = 3/4. En la Figura 5 podt•mos aprC'cinr la densidad y In distribución 
arcoseno generalizada de panitnetros l/'1, 1/2 y 3/4, que corresponde, en tt'.·rnlinos del 
anterior ejemplo, a los valores de n = - l, O y 1. 

Notas 

En este capítulo se calculó la distribución de In fracci6n e.le tiempo c¡u<' la caminata 
aleatoria es positiva en una trayectoria de 211 pasos, F2 ,,, por n1t•dio dd uso dC' In t<'cnica 
de la función generadora. Cuando se discute a 111 variable F2,., en la mayoría de los tex
tos prueban que la distribución arcoseno discreta es su distribución pot: inducción. Ésto 
sucede, por dar dos ejemplos, en las referencias [8] y [6]. En <'-'>tn última, una nota al pie 
de la página 82 hace alusión a 111étodos complicados en la ¡winicm edición para d cálcu
lo de dicha distribución, en constrnste con la pru<'ba por inducci6n que presentan. Si se 
consulta la referencia (5), se encuentra el 111t~todo dP ln función ~eneradora que no utiliza 
de antemano el conocimiento tic In distribución dP F 2 ... como lo haee la otra prueba. Los 
111étodos sencillos a los que se refiere Feller, son los que utilizan como ba.<«' In identidad 
de Anclersen, misma que fu{! descubierta utilizando técnicas tnuy elaboradas pero que ha 
encontrado una demostración un tanto 1111\.,; sencilla, que sin embargo utiliza funciones 
generadoras. 
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() 

t5 = a/4 ,) = 1/4 





CAPÍTULO 2 

El Movimiento Browniano y la ley arcoseno 

2.1. Introducción 

En el capitulo anterior, hemos calculado la distribución límite de In fracción de ele
mentos positivos de una cn1ninata aleatoria, ni suponer la relación 

IP'(S,. >O)= ó E (O, 1). 

En este capítulo, investigaremos In converp,encia débil de la 111is1na sucesión dt> variables 
aleatorias, haciendo el supuesto de que In varianza de S 1 es finita y estrictamente mayor 
a cero (esto es, que no es la variable aleatoria constante) y que su esperanza es cero. En 
particular, esto implica que podemos utilizar la aproximación contenida ('11 el Tf.'orema 
Central del Lí111ite, primero de manera directa, para obtener un rl'sultndo bautizado como 
principio de invarianzn, pues estipula qtw la distribución límite no depende ele In distribu
ción del salto. Después, explicaremos de otra manera el principio de invarianza, ni probar 
un resultado sobre convergencia débil para variabl<~'< aleatorias con valores en un espacio 
de funciones, para lo cual se vuelve necesario introducir al l\!ovi1nicnto Browninno real. 
El resultado nos revela una rPlnciún entre caminatas aleatoria.'< con varianza finita y el 
Movimiento Browniano, así como una infinidad de principios de invarianza como el que 
nosostros consideramos. Finalmente, explota1nos In relación obtenida entre las caminatas 
aleatorias y el l\1ovimiento Browniano para calcular la distribución de In fracción de tiem
po en el que el l\'1ovimiento Brow11im10 es positivo, que resulta ser In ley arcoseno y esto 
generaliznni los resultados obtenidos en el capítulo anterior. 

2.2. El principio de invariancia de Erdos-Kac 

Utilizaremos ahora el Teorema Central del Límite y el estudio sobre la fracción de 
smnas posith·as en caminatas aleatorias cuyn distribución del salto l's absolutamente con
tinua y simétrica rP.specto a cero para demostrar un enunciado similar para cmninatas 
aleatorias un poco más generales. Consideraremos una sucesión de variables aleatorias 
independientes e idénticamente distribuidas (X,.)nEN tal que IE(X;) =O, Var{X;) = 1 y si 
(Sn)nEN es In sucesión de sumas parciales asociada a (X0 ),.eN• S 0 = L::'=i X., definimos 
N 0 = ¿:;",,,1 lf1(S;). donde ¡f1(x) = lco.=>(x). El resultado a verificar es que N,./n converge 
en distribución a la ley arcoseno encontrada en el capítulo anterior independientemente 

33 
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.de la distribución de X¡. Dado que la distribución arcoseno es continua, probar la conver
gencia en distribución se reduce a verificar que límn-oo JJ>(N,./n <o) = p{a) para todo 
a E IR, donde p(a) es la distribución nrcoseno. 

Sean k EN, nj = [in/k) para j =O ... k y 

Dn = ~ t f: (1/•(Sr) - t/•(S,,,)). 
n j=l r=n,-1+1 

Notemos que, al separar a D., en dos sumos, obtenemos In.« igualdndcs 
k n1 l.: 

(11} Dn = ~ L L (1/J(Sr) -1/J(S,.,)) = N.,/11 - ; L 1/•(S,.,) (n1 - 11,,..1}, 
;-1 r-n;-1+1 .i=l 

puesto que todo entero entre 1 y n pertenece a uno (y solament<' uno) de los conjuntos 
[nj:... 1 +1, nj) n N para j entre 1 y k, lo cual explica el primer ,.;umamlo del tercer miembro 
de (11}. 

La idea detrás de la definición de la variable nlentorin D,. e,.; dividir el ctuttino den pasos 
en k partes cuya longitud sea muy similar, cnsi igual a 11/k, para comparar la cantidad 
de elementos positivos que hay en todo el bloque con un mültiplo de la indicadora de que 
el prilner elemento del bloque sen positivo, verificando que podemos acotar la diferencia 
entre estas dos variables aleatorias. 

Primero estimaremos la probabilidad de que !Dnl sen mayor a ó por medio de la 
desigualdad de l\1arkov, para lo cual, 11ota1nos que 

1 1 k "· 
IP'(!D,.I > ó) $ ;sJE(ID,.I) $ nó L L IE(ll/>(Sr) - t/•(S,.,)!}. 

•=l 1·=n1-1+l 

Como el valor absoluto de la diferencia <le las dos funciones indicadoras es igual a la 
indicadora ele la diferencia simétrica ele los eventos que representan, entonces 

IE(ll/>(Sr) -1/J(S,,,)I) = IP'(Sr >º·s ... $O)+ JJ>(Sr $º·s ... >O). 
Podemos mayorar las dos probabilidades anteriores utilizando la desigualdad ele Tchcbys
hev: 

IP'(S,,, >º·Sr$ O}= JJ>(Sn, 2: E:,¡ñj, Sr $O)+ IP(O < Sn, < E:.,/ii";, Sr$ O) 

$ l?(Sn, - Sr 2: t:,/ñi) + IP'(O < Sn, < cy'ñ;") 

~ n,2- r + IP(O < sn. < EVfi;), 
é n¡ 

IP'(Sn, $ º·Sr >O} = IP'(Sn, ::; -E:,/ñi, Sr > O)+ IP(-E:,/ñi < Sn, $ º·Sr > O} 

$ IP'(Sn, - Sr$ -E:Vfi;) + IP(-E:A < Sn, $O} 
n· -r 

$ ; 2 n; + IP'( -t:,/ñi < Sn, $ O) . 
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De esta manera, obtenemos la desigualdad 
2(11, - 1") 

1E(l1/J(S,) -1/J(Sn.)I> :5 2 + IP'(IS.,,I < é.,¡n,). 
E 7l 1 

que nos permite obtener una tnayornción para In cola de la distribución de ID,.¡, en 
ténninos de su esperanza: 

k k 
{12) = L ~ (n; - n;-1 - l)(n, - n;_i) + L n; - n,_, IP(ISn,I < éyln;")' 

i=l e 2nn1 •=t n 
donde se ha utilizado la igualdad 

"' E 
n,-n.-a-1 

n 1 -r = L 
n; 

r=I 

r 
-= 
n; 

(n; - 11,_ 1 - 1) (n, - n,_ 1) 

2n, 

A la cota pai·a IE(IDnl> dada en {12) la llamaremos R(11, E", k) y podemos encontrar su 
límite cuando n-+ oo al utilizar el Teorema Central del Límite y el que n;fn tienda a i/k 
conforme n -+ oo, puesto que entonces: 

y 

por lo que 

) ~ n1-n¡-1-
nn 

n 

lím n; - 11;-1 

n-ex> n¡ 

i-(t-1) 1 
k =¡ 

= -
i 

k yl2 e 

lím R(n,é, k) = / 2 L ;_ + ~ 1 c-z'l2d:r 
n-oo ~E i=l t y1f o 

y como el doble la densidad normal estándar es menor o igual a 1 (de lo cual se sigue 
que su integral de O a é se encuentre acotada por é) y la suma de los primeros k enteros 
positivos está acotada por 1 + lag k, pues 

k k k 

Ei=l+Ei~l+Ej !..dx=l+logk, 
i=l i=2 i=2 (1-l,i) X 

entonces 
. 1 + logk 

.!~~R(n,ó,k) ~ ké2 +io. 
Así, finalmente se obtiene una cota superior para IP'(IDnl ;:::: c5), a saber, 

R(n, io, k)/ó. 
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Para dos variables aleatorias X y }' se tienen las cotas 

IP(Y <o - 6) - IP(IX - YI 2: 6) :::; IP(X <o) 

puesto que 

y 

:::; IP(Y <o+ ó) + ll"(IX - YI 2: 6). 

IP'(X <a) = ll"(X < a, IX - YI < c5) + IP(X < o, IX - YI 2: 6) 

~ IP(Y < a + 6) + IP( IX - YI 2: c5) 

IP{X < a) 2: IP{X <a, Y < a - 6) 

2: IP{Y < a - c5, IX - YI < c5) 
2: IP{Y <a - 6) - IP(Y <a - 6, IX - YI 2: c5) 
2: IP{Y <o - 6) - IP(IX - YI 2: 6). 

Al aplicarlas con Xn = Nn/n Y Yn,k = t E~=l (n¡-11¡_¡)1/1(Sn,), ni recordar que de acuerdo 
a (11), X,. -Yn,k = D 0 y también In mnyomción pnm IP{ID.,I 2: <~).obtenemos 

IP(Y. ")- R(n,é,k) {13) n,k<o-u 
6 

$1P(N,.<o) 

H(n,é, k) 
:::; 11'(}~ •. k < o + 6) + c5 

Ahora notemos que (Yn,dneN converge en distribución parn cada k E N fija, a un límite 
continuo independiente de la distribución de X¡, esto es, IP(Yk,n <o) -+ Pk{o) conforme 
n -+ oo, donde Pk no depende de la distribución ele X¡. Esto sucede, pues al utilizar el 
Teorema Central del Límite, sabemos que 

1 
,/li (Sn,. ... , S 0 .) 

converge en débilmente a un vector gaussiano Z con media cero y 1natriz de vnrianza-
covarianza 

Como la asignación 
{s1, ... , sk) ,_. {l/J(s1), ... , .P(sk)) 

es continua salvo en un conjunto al que la medida de probabilidad inducida por el vector 
gaussiano es cero (por ejemplo, es continua en {s1 i' O, ... ,s.,# O}), se sigue que 

(~w(SnJ , ... , ~.P(S.,.)) = (~1/J(Sni!Vn), ... , rtL•(Sn./Vn)) 
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converge en distribución a (1/J(Zi) /k, ... , 1/J(Zk) /k), donde Z es el anterior v<.>ctor gaus
siano. Finalmente, como (n; - n;_ 1 ) /n converge o. l/k, vemos que 

(
n1 - no 11" - 711<-i , ) 
--

71
-1/i(Sn,) , ... , 

71 
l/i(S,..) 

converge en distribución a (1/,(Zi) /k, ... ,1/J(Zk) /k}, por lo que fin11l111c11tc 

" Y. _ ~ n; - 11,_11/(S ) 
n,k - ~ n ' .. ,., 

•=I 
converge en distribución a 

" I L 1/J(Z;), 
i=l 

por lo que, como se afinnó, Yn,k converge débilmente cuando n - oo u un lín1ite cuya 
distribución no depende de la distribución de X;. 

Para culminar, se tiene que verificar qu<' Nn/11 converge débilmente a un lírnite cuya 
distribución no depende de la distribución de X;. Paro. esto, tomemos límites inferiores y 
superiores cuando n--> oo en (13}, para obtener 

Pk(o - ó) -
1 ~;;;k -J :5 lín~1infll'( :· <a) 

:5 límsupll'(
1
V" <a) 

n 1l 

{14) 
1 + logk E 

:5P1<(ct+.5)+ kó,;2 +Ó' 

donde Pk(a) es igual al límite conforme 11. - oo de ll'(Y;.," <o), que es independiente de 
la distribución de X,. Como en el caso en el que X, se distribuye normal estandar se ha 
probado en el capítulo anterior que 

lím ll'(Nn/11 < o) = p(a}, 
n-oo 

con p igual a la distribución arcoseuo, se sigue que, recmplazarn.lo primero a por a + ó 
en la primera desigualdad de 14, a por a - ó en lo. segunda y tomando el límite cuando 
n -+ oo, pura esta distribución particular se tiene que: 

1 + logk E 
p(a - ó) - k,;2 ó - 8 :5 Pk(a) 

1 + logk E 
::; p(a + ó) + ke2 ó + S' 
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de lo cual obtenemos una cota para Pk que no depende de la distribución de X;, por lo 
cual utilizando de nueva cuenta las desigualdades {13), obtenemos 

p(a - 2ó) - 2 1 + logk -2~ :S líminflP'(N,. <a) 
ké2 Ó ó .. 11 

:S lím sup lP' ( N,. < n) 
n n 

1 + logk é 
(15) :S p(a + 2ó) + 2 ké2Ó + 26. 
Finahnente, si hacemos é = k- 114 , ó = k- 118 en (15) y tomamos el límite cuando k--> oo, 
utilizando la continuidad de p, se concluye la ley arcoseno para el número de su111as 
positivas: 

lím 'IP'(N,./n <o) = ¡J(a), 
n-oo 

lo cual sucede independientemente de la distribución de X, siempre y cuando tenga espe
ranza cero y varianza uno. 1 

2.3. El principio de invariancia de Donsker 

En la sección anterior, consideramos una can1inatn nlentorin S,. = L:;:;"= 1 )(,, donde 
O < Var(X;) < oo y IE(X;) = O y probamos un resultado sobre In convergencia en 
distribución de la fracción de elementos positivos. La técnica fué encontrar un principio 
de invarianza para la distribución límite y verificar In veracidad del resultado para una 
caminata particular. Ahondaremos un poco en In generalización ele este procedimiento, 
pues pennitc entender la relación existente entre las caminatas aleatorias y otro proceso 
estocástico llamado Movimiento Browniano, que tiene como consecuencia una infinidad 
de principios de invariancia como el obtenido m1tcrionnente. 

El IVIovimiento Browninno es una colección de variables aleatorias ( 8 1 )1>o definidas en 
un espacio de probabilidad (f!, _9';, IP') con In.-; siguientes características: -

1) IP'(Ba =O) = l. 
11) B 1 - B, se distribuye JV(O, t - s) y es independiente de a(Bu : O$ tt :S s). 

111) La función t ,_. B 1 (w) es continua casi seguramente con respecto a IP'. 
Una de las primeras cuestiones a establecer es la existencia de un proceso estoc1l.'>tico 
que cumpla la descripción anterior. Este punto se esclareceni al nlismo tiempo que se 
encuentre la rclncion entre las caminatas aleatorias y el l\1ovimicnto Browniru10 para lo 
cual se vuelve necesario introducir ciertos conceptos, como el de convergencia en distri
bución en espacios más generales que IR o IRd. En concreto, trabajaremos con un espacio 
de funcione.-<, el espacio de funciones continuas de [O, oo) en IR, ni que podemos dotar de 
una 1nétrica adecuada para que resulte un espacio 1nétrico completo y separable ó espacio 

1Esto último no representa una restricción ya que si Var(X,) >O, podcinos considerar a In variable 
X¡/ yl'Vnr(...-\'"i), pn.ra In cunl el rcsult.ru:io es vt\lido. sin tnodificnr n. la fracción de suntas posit.iva...c;. 
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polaco, y tal que la convergencia en esa 111étrica :-oea la ntisnut que lo couvcrgcncia uni
forme sobre compactos. Sobre este espacio construiremos una medida de probabilidad, la 
medida de Wie11er, bajo la cual lu.s proyecciota•s (/ ,_. /(l))t>o constituyen un Movimiento 
Browniano, y la n1edidn scni dada co1110 u11 límite, llmnadC:1 límite clcbil, de medidas de 
probabilidad asociadn.s a ca1ninatn.s aleatorias. 1\ ini parecL·r, la relación qut- se obtiene 
entre las caminatas aleatorias y el l\lovimi.,11t.o 13rowniano contenida Pn el principio de 
invariancia de Donsker es importante pues pcr111itc entender mejor a ambos procesos ni 
poder traducir ciertos resultados sobre caminata .. -< aleat.orins al movimiento browniano y 
viceversa. Un ejc111plo de esto es que podemos fonualizar el argumento llt'urístieo detrás 
del principio de reflexión para el l\lovimic11to Browniano 11 través de aproximaciones por 
caminatas aleatorias. 

El plan de acción es el siguiente: 

l. Consideraremos el espacio de funciones continuas de [O, oo) en IR, al cual clotarc-
111os de una 1nétricn que lo convit'rt.a Pll un eHpacio 1nétrico eon1ph.>to y sepa.rabie. 

2. Daremos algunas propicdacle;; dt> l'Sl.l' t•;;pacio que resultnnin de utilidad. 
3. Se presentará el concepto ele co11vcr~Pneia dt',bil de nuxliclas de probabilidad en 

espacios nHis generales que IR. 
4. Se especializará lo anterior al espacio 1m'trico c¡ut> nos concierne. 
5. Se introducirá el concepto de clistribucion<'H finito dimensionales, que ;;cm distri

buciones en IRn, y que cn.rnctcrizun a la ley de un proceso estoct\.stico continuo, 
situación similar a In del teorema de Kolmogorov2 , pero distinta en cscencia. 
Estas distribuciones son útiles para estudiar la convergencia débil. 

6. Finalmente, se dará el resultado principal, el principio de i1wnriancia de Donsker, 
que pernlite entender una relación entn• el movimiento browninno y las caminatas 
aleatorias. 

2.3.1. El espacio de funciones continuas de [O, oo) en IR. Consideremos a 

S = "C([O, oo)), 

el espacio de funciones continuas de (O, oo) en IR, y a d : S x S _. IR dada por 

00 1 
d(f1, h) = '°' - nu\x (l/1 (1) - h(t)i /\ 1). L-, 2n O<t<n 

n=l - -

Entonces d es una métrica en S, pues: 

1. d(f1 , h) 2: O por ser cada uno de los sumandos que componen a la serie que 
define a esta cantidad no-negativos. 

2. d(fi, h) =O si y sólo si f 1 =h. ya que si d(fi, h) =O, entonces 

máx (ifi(t) - h(t)i /\ 1) =O 'In EN, 
o::;;t=:;n 

2 Vcr (12). 
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por I~ que f 1 (t) = h(t) ¡mm todo 1 E (O, n] parn toda n EN, de donde fi(t) = 
f 2 (t) para todo t E [O, oo). Por otro lado, d(f, /) =O. 

3. ' d(f1, h) = d(h, !1) ya que l/1(1) - h(t)I = lh(t) - f1(l)I. 
4. d(fi, h) :S d(fi, h) + d(h, /,), puesto que 

a :S b implica n /\ 1 :S b /\ 1 

y 

O:::; a :S b implica (a+ b) /\ 1 :S (n /\ 1) + (b /\ 1), 

que aplicado a 

o :::; lh(t) - Ji (t)i :S lMt) - Ji (t)I + ih(t) - h(t)I 

junto con la desigualdad 

máx (f(x) + g(x)) :S nuix /(x) + nui.x g(;r) 
zela,l•l .re(a,bl .re(n,bl 

válida para funciones f, g continuns en [a, b] nos da la desigualdad 

máx (lh(t) - ft(t)i /\ 1) :S (máx lh(t) - fi(t)i /\ 1) 
0$1$n 0$t=::n 

+(nube lf:t(t) - h(t)i /\ 1), 
O!::tSn 

de Ja cual sigue la desigualdad del triángulo. 

Aún más, se tiene lo siguiente: 

TEOREMA 2.1. (S, d) es un CS]Jacio mél1'ico completo y scpnmble. 

DEMOSTRACIÓN. Utilizaremos la notación 

lln(f,g) = J~~' (l/(I} -g(t)i /\ 1). 

Sea (fk)keN una sucesión de Cauchy en (S, d). Notemos que si e: = 1/2", entonces existe 
NEN tal que sil, m. ~ N se cumple la desigualdad d(/1, fm) < e/2" y que esta desigual
dad se puede cumplir sólo si ak(f1, /,,.) < é para k = 1, ... , n, por lo que para cada é >O 
existe NEN tal que sil, m ~ N, la nonna uniforme de / 1 - frn sobre (O, n], 

nUÍ..'< lf1(1) - /,..(l)j, 
IE(O,n} 

es menor a e:. Esto significa que la suct•sión (/,.)neN es de Cauchy uniforme sobre todo in
tervalo (O, 11], por lo que In sucesión numérica (fk(t))keN converge para todo t E [O, oo). De 
hecho, por ser de Cauchy uniforme en (O, 11], la sucesión (/dkeN converge uniformemente 
en (O, n] a una función continua f" y por la unicidad del límite, la igualdad /" = ¡m 
se cumple sobre [O, n /\ m]. Así, podemos definir J : (O, oo) - IR por f(t) = /"(l.) para 
t E (O, n] y sólo falta demostrar qll<' d(fn, /) - O conformen~ oo. Sea e: >O, NEN tal 
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que {1¡2N-l) :< E: y I< E N tal que si k ;::::: /( entonces a,,(fk, /) < e:/2 para " :5 N (se 
puede lograr gracias a la convergencia uniforme de (/khEN n f en [O, N)). Entonces para 
k;::::: I<, como a;(fk, J) :5 1: 

N 1 "° l 
d(fk. n = ¿: 2iª•<fk. n + ¿: ;¡;ª•<h. n 

i=l a=N+l 

~ N l oo 
<:::.~_,+ ~ 
2~2· ~ 2" 

i=I t""'N+l 

E: N l 
= 2(1 - 1/2 ) + 2N 

E: 
< 2(1 - l/2n) + c/2 

<E:, 

por lo que d(fn, J) -->O y (S, d) es un espacio llll;trico completo. 
Para ver que (S, d) es separable, sea f E S, de donde f es continua en [O, n] para 

cualquier n E N, por lo que pnrn cualquier < > O existe un polinomio p, con coeficientes 
racionales tal que llf - ¡>, 1110,n) < </2. Si n E N es tal que l/2"- 1 < ¿, entonces, como en el 
párrafo anterior, d(f, p,) < E: y nsí, el conjunto de polinomios con coeficientPs racionales es 
denso en (S, d). Con10 el anterior conjunto es numerable, sl' sigue que (S, d) es separable. 

o 

En el espacio (S, d) utilizaremos la a-álgebra ele Dore! !3iJs. Esta se define como In 
a-álgebra más pequeña que contiene a In topología inducida en S por la métrica d. Si con
sidermuos a !ns proyecciones JT1 : S-+ IR dadas por 7r1(J) = f(t), entonces estas funciones 
son continuas, puesto que si (fn)neN converge a f en (S, d), en particular converge pun
tualmente, de donde 7r.{fn) = f,.(t) -+ f(t) = 7r.{x) conformen - oo. La continuidad de 
estas funciones hace que sean (<$s, a3'R)-1nedibles, esto es, que para cualquier Dorelin.no de 
IR, B, 7r,- 1 (B) E !JIJs. Por medio de !ns proyecciones, podemos definir n los cilindros finito 
dimensionales, que son conjuntos de la forma {(!(ti), ... , f(tn)) E B}. para B un elemen
to de In. a-álgebra generada por la topología usual de IRn, .<:B'R", 11 ;::::: 1 y t 1 , • •• , l.n E [O, oo ). 
Dacio que f ,_. (J(ti), ... , f(I.,,)) es continua, entonces es (.S8's,.S8'R·)-mcdiblc, por lo que 
cualquier cilindro pertenece a a3'5 . Si denotamos por ce a la familia de cilindros finito 
dimensionalrs, la anterior observación se reduce a <6' C ~s. y lo que ahora verificart•mos 
es que de hecho, a('6') = 811 S· Denotaremos por '!! a. a('C). 

La contención'!! e !Jí'Js se sigue de <6' e ~s y la definición de a-álgebra generada por 
una familia de subconjuntos, por lo que sólo hace falta demostrar que !Xls C '//. Para esto, 
sea 
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Ja familia de Jos cilindros !-dimensionales (contenida en 'C y por lo tanto en fi'ls) y 
0'1 = u('i?i). Entonces 

~'1'1 e ~IJ e ,<jl/s 

y para demostrar que de hecho todas la.-.; u-1ílgcbrns son igualPs, b1L«taría verificar que 
todo abierto en S pertenece a 0'1, cosa que haremos a continuación: rc•cordt•mos c¡uc todo 
espacio métrico separable (X, p) admite una bnsc numcrahlt• dt> In topología inducida en 
X por la métrica p. Explícitamente, la dcmostración dt• <'sl<' r<'sultuclo nos dice que si 
U C X es abierto, entonces U se pnecle escribir como 

u= u ll,,(f,). 
1=1 

Así, para verificar que todo abierto es elemento <le 0'1, es suficicntc verificar que una bola 
Be(/0 ) pertenece a 0'1 , puesto que las a-1ílgebrrno; son cerrad1L'< ha jo uniones numerables. 
Como la función 1ít es (0'i. !i'/R)-mcdiblc, se sigue que la función f ,__. 1/(1) - / 0 (t)I /\ 1 es 
(0'1, !i'/R)-medibJe. Por la continuidad de f y / 0 , se cumple: 

sup (l/(t) - /n(l)I /\ 1) = sup (l/(t) - /o(l)I /\ l), 
O!St$n ºfJO" 

entonces f 1-+ SUPo<t<n (lf(t) - /o(l.)I /\ 1) es (!1'1, ~R)-mcdible como supremo numerable 
de funciones medibles respecto a esas cr-úlgebrns. Se sigue qur cada uno de los su1nandos 
que define ad(/, / 0 ) son (0'1 , .'.B'R)-medibles como función dc f para / 0 fija, por lo que la 
función f >-• d(f, fo) es (0'1, .@R)-nwdibl<· como límite de fundom.">< 111edibles respecto a 
esas u->ilgcbras y por lo tanto B,(/0 ) = {/:ti(/, / 0 ) < t:} E 0'1 como imagen inversa de 
un boreliano bajo una función medible. Así, hetnos verificado el siguiente teoreml\: 

TEOREMA 2.2. Sean 'i? C 9"(S) la familirt que consta de los cilindros finito dimen
sionales de S, '6'1 la familia de los cilindros 1-dimcnsionales !I Ms la cr-álgebm generada 
po1· la to¡>ología inducida en S ¡ior la métrica d. Entonces cr('Ci) = a('C) = !i'/5 • 

El Teorema 2.2 nos permite afirmar que si dos medidas de probabilidad, lP y P', sobre 
(S, fi'ls) coinciden en 'C, entoncc.s también coindicen en !i'J5 . Esto sucede pues '6' es un 
7r-sistema, ya que S ={/ES: /(O) E JR} y si Ci. C 2 E 'C, donde 

C1 = { (/,., ... , ft") E Bi}, 
C2 = { (/.,, ... , f.m) E B2} , 

con B 1 E !i'/R" y B2 E fi'IRm , entonces 

e, = {(f(t1), ... '/(1.,.), f(s1). ... '/(sm)) E 81 X IR'"} , 

C2 = { (/(t1), ... , f(tn), f(s¡), ... , /(sm)) E IR" X B2} Y 

e, n C2 = { (f(t1), ... , f(t,.), f(s1). ... '/(sm)) E 81 X B2} ' 
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por lo que C1 nC2 E 'C (pues B1 x 132 E 86'R•+••)· Adcnuís, la familia de elementos de !JiJs 
en el cual las dos medidas de probnbilidnd, 11" y IP" coinciden, que denotaremos por A, '~" 
un .>.csistemn, puesto que S pcrtcnecl' a <·l y si A, H E /\ y A C JJ, entonce-; B \A E A, 
pues 

IP'(B \A) = IP'(JJ) - IP'(/\) = 11"'(!3) - H"'(A) = H>'(IJ \A). 
Además, si An E A y An e An+I paran E N, entonce-; u,,.,NA .. e:: /\, ¡>ll<'>ltU que 

IP'(UneNA,,) = lím IP'(A,,) = lím H>'(A,,) = H>'(UnENA,,). 
n-°'".., n-OI.) 

Como A e !JIJs por definición, si 1P y H"' coinciden en <C, o dicho el" otra 11m1iera, si 'C e A, 
el letna de clases de Sierpinski llOS permite afirmar qll!' /fi.<; = (1 ('C) e ¡\. por lo Cjlll' 
A = g¡gs y por lo tanto IP' y 1P" coi11cidl'11 cu /Jl/s. 

Otra consecuencia del Teorc•ma 2.2 e:< qm· :-;i (n, .~) es un espacio medible y te
nemos unn función .Y : n -> S, entonces X es (.~, !d'ls )-nu·<lihle si y sólo si 71'1 o X 
es (..9",!JIJR)-me<lible para cada t E [O,oo). Esto :<\H'l'de puPs para vcrilirnr que X es 
(..9", 86's)-mediblc, basta probar quc- la imagen inversa de u11 cili11dro ch· dimensión 1 bajo 
X pertenece a §, lo cual claramente sucede ,.¡ 7rt o X. "" (.7 ,.'Zi',.)-111edihle para cada 
f. E [O, oo). La otra implicación es co11secue11cia de la cont.inuiclnd ele r.,. Si suponemos 
por llll 1110111cnto que tencn1os una. cokcción de variables aleatorias .. x, : n -· lR para 
cada l. 2:: O tal que para cada w E n In aplicación w .-... X 1 (w) sea continua, podc1nos 
definir X : n ~ S mediante n 1 o X = .\1 , y el argumento anterior nos 1m1<·stra que X es 
(.9'. 86's )-111eclible. 

Ot.rn aplicación de la igualdad <(;' = !i'ls sení dc.•111ost.rar <¡Ul' In ll')' de dos procesos 
continuos está caracterizada por las distribuciones finito climl'nsionalt>s. cosa que haremos 
mñs adelante. 

2.3.2. Convergencia en Distribución. Un ejemplo ele convergencia en distribu
ción Jo encontramos en el Teorema Central del Límite. Este rt•sultaclo afirma que si (X,);':: 1 
son variablPs aleatorias indepenclit>ntes e idénticn1ncntP clist rilmidas, con \'arianza finita 
u 2 y inedia cero, y Sra = 2:~=l .,\1 , entonces 

IP'(Sn/~ :S x) ~ 1~ (c-•'t2 ¡J2;) di. 

En otras palabras, In distribución de S,,/ ..Jna'i converge a la distribución normal estándar 
puntualmente cuando n -+ oo. Si X y X;, i = 1, 2, ... son variables aleatorias con valores 
en IR, decimos que X; converge en distribución a X si In suce><ic)n clt> funcionPs de distribu
ción asociadas a !ns variables (X,)o>i • (Fx, (x))~ 1 , com·ergc n la distribución ele X, Fx(:r), 
conforme i _, oo cuando x es punto de continuiclncl ele la función F.'I:. Recordemos que la 
función ele distribución se define para IR, y que se puede extender el concepto n IR"; sin 
embargo, no tiene sentido en espacios nuís generales, en los que se substituye.• la función de 
distribución por la ley que podemos inducir a partir de la variable aleatoria. Es por esto 
que la extensión del concepto de convergencia en distribución a espacios más generales no 
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es directa., de hecho, esta extensión se bn.1.1a en unn. equivalencia para In convcrgcncin en 
distribución en IR, a saber, que IE(/(X,,)) --+ E(/(X)) conformen --+ oo ¡mra cun.lquicr 
función f : IR --+ IR que sea continua y llC'Ot.iula. 

DEFINICIÓN. Consideremos (Al, fl) un espado métrico. Sean (!1, §, IP') y (!1k, .'Fk. IP'k), 
espacios de probabilidad para cada k de 1 en adelante. Si X : !1 ~ /\/ y X k : !1., ~ /\1 son 
funciónes mcclibles, C'On respecto n la a-1ílg;rbra de 13orel Pn AJ, decimos que X k converge 

en distrib11ción a X, denotado por Xk !!. X cuando k--+ oo, si J J(Xd c/IP'k --+ J f(X) dl? 
cuando k --+ oo para cualquier función f : Al ~ IR continua y acotadn. 

Si considcrntnos una varahle aleatoria Y definida Pn (fl, .'7, IP'), un espacio de probabi
lidad, y con valores en un espacio m<·trico (Al, p), pmlelllos inducir una medida IP'¡· sobre 
(/1,/, ggM) mediante la asignación 11'\-(A) = IP'(Y E A) ¡mm A E .'$J\.I. Si f : /11 --+ IR es 
una función medible tal que la integral de /0') C'sté cl<'finida, entonces f <'S integrable 
respecto a IP'y y se tiene la fórmula de cmnhio de variable 

{ J o Y dll" = 1 f cllP'i· · 
Ín M 

Si consideramos el C'scenario prcscntado en la definición anterior, entonces las integrales 
fo X,. y fo X existen (de hecho :mn finitas) y podemos escribir In condición para In 
convergencia en distribución como 

j f dlP'x" --+ J f dlP'x conformc k -• oo. 

La discusión anterior se hace con el objeto de presentar la definición dt> convergencia débil, 
que ton1arc111os como punto de partida para las investigaciones subsccucut.es. 

DEFINICIÓN. Sen (/II, p) un espacio métrico y (IP'dkEN medida.-< de probabilidad sobre 
&g111 , In a-álgebra generada por los abiertos dr /I/. Si IP' es otrn meditln de probabilidad 
definida sobre [:Jí'JM, decimos que la sucesión (IP'dkEN converge déhilm<'nll' a IP' cuando k--+ 
oo si para cnda función f : 1\J ~ IR qur sea continua y acotada, la succ:,;ión (f f dll"k hEN 
converge n J f d!P cuando k --+ ex>. U tilizart•mos In not.nción ~ para la convergencia débil. 

El siguiente resultado nos dá algunas <>quivalcncias para la con\'ergencia débil, que rL~ 
sultan convenientes ni trabajar con este concepto, se le conoce C'Olno el Tcoren1a Port1nan
tenu. Una consecuencia itnportante de este tcorenia es que nos proporciona. condiciones 
suficientes sobre un conjunto A E BlJ.,, para que se' cumpla la relación 

lím IP'k(A) = Il"(A), 
n-~ 

que en el cnso en que /vi sea IR se reducen a IP'( {x}) = O para conjuntos A de la forma 
(-oo,x). 

TEOREMA 2.3 (Teorema Portmant.eau). Sean (AJ, p) un espacio métrico, (IP'k)keN me

didas de probabilidad sobre BlJ111 y IP' otm medida de probabilidad sobr-e Si!JM. Son equiva
lentes: 
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a) Il"k ~ Il". 
b) J f dlP'k -+ J f clll" co11Jon11e k - oo pmn cualquier Ju11ció11 J : JI/ - lR que sn• 

unifo1'1TtCTrtc11.tc c:ontirnu.t y acota.dci. 
e) lin1supk-oo Pk(F) $ IP'(F) ¡mrn cuulqtlic1· F Ct'17lldu. 
el) lím infk-oo Pk(G) $ IP'(G) ¡mm cuulquic1· G ubitTto. 
e) Il"k(A) -+ P(A) cuando k - oo ¡mm c:twlquit:r A E .'}i'JM que cumplu IP(Int A) = 
Il"(A). 

NOTA. Si A E &B111 es tal que IP'(Int A) = IP'(A), decimos que A es un conjunto de 
continuidad de IP' . 

. DEMOSTRACIÓN. 

(16) 

a}=>b}: Esta implicación es inmediata pues cmilquier función uniforme111ente con
tinua y ncotadn es continua y acotada. 

b}=>c): Sea F E .q¡]M cerrado. Para verificar e}, aproximaremos In función lr por 
una función que sen uniformemente continua y acotada. Para este efecto, si defi
nimos p(x, A) por 

p(x, A) = inf {p (:z:, y) : y E A}, 

que parn cualquier A C l\J distinto del vacío cstli bien definida pues el conjunto 
{p (x, y) : y E A} es entonces no vacío y acotado inferiormente por O, entonces la 
asignación x ,_. p (x, A) es continua, propiedad que verificamos a continuación: 
Dado que 

p (x, A) :$ p (x, z) parn toda z E A, 

entonces la desigualdad del triángulo nos indica que ¡mm cualquier y E JI/ 

p (x, A) :$ p (:r:, y) + p (y, z) ¡mrn toda :: E A. 

Al considerar el ínfimo de las cantidades que aparecen del lacio derecho de la 
desigualdad (16) al variar a z E A, obtenemos la desigualdad p (x, A) :$ p (x, y)+ 
p (y, A) y como x e y son arbitrarios, encontramos que 

lp(x, A) - p(y, A)I :S p(:r,y), 

por lo que de hecho, la asignación :i: ,_. p (:e, A) es uniformemente continua. Sea 
fe : M -+ lR dada por 

fc(x) = (1 - p (x, F) /e)+, 

por lo que 

l!c(x) - Íc(Y)i :$ IP (x, F) - P (y, F)I < P (x, y) 
e - e , 
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ele cloucle concluimos que le es uniformemente contimm. Ade1111\s, lF ~ le ~ 1, 
por lo que le es n.cotndn y de In desig11aldiul anterior obteue111os 

lírn sup IP'k(F) $ lím s11p J le c/IP'k = J le dll". 
k-oo k-oo 

Finalmente, notemos que lím,¡ 0 le = lr, puesto que si lím, 10 l,(:r.) = 1, eutonccs 
p(x, F) =O, por lo que para cada 11 EN existe ;r.,, E F tal que p(x,r,.) < l/n, 
de doude x E F, y como Fes cernulo, entonces r E F. Como x E F implica que 
p (x, F) = O y le (x) = 1, ""sigue que lím,¡o le (x) = 1 si y sólo si x E F. Por 
otro Indo, le (x) < l si y sólo si p (:r, F) > O, y si esto último ocurre, entonces 
para cada t: < p (x, F), le (:1:) = O, de donde límc¡ 0 l,(:r) = O. Así, como le 1 lF, 
y las funciones (le ),>0 son 11niforme111ente acot1ulas, el teorema de convergencia 
acotada (aplicado a cualquier sucesión (cn),.01 tal queº" 1 O conformen-+ oo) 
nos dice que 

J len dlP'-+ IP'(F) 

cuando n -+ oo, de donde 

j le cllP' -+ IP'( F) 

cuando t: ! O y por lo tanto: 

límsup IP'k(F) $ IP'(F). 
k-oo 

c)=>d): Si G E !JB111 es abierto, entonces ce es cerrado, por lo que 

1-líminflP'k(G) = límsuplP'k(Gc) S IP'(G<) = l - IP'(G) 
k-oo k-oo 

de donde obtenemos 

lím inf IPk(G) ;::: IP'(G). 
k-oo 

d)=>e): Si A E !JB111es tal que 

IP'(Int A) = IP'(A) , 

entonces por monotonía de IP', 

IP'(A) = IP'(A). 

Además, por hipótesis, 

lím inf IP'k (A') ;::: IP'(A:') Y 
k-oo 

Hz~~rlP'k(IntA);::: IP'(IntA), 
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por lo que 

JP'(Int A) :S lím inf JP'k{lnt A) :S lim inf IP'k{A) 
k-oo k-oo 

:S lím sup JP'k(A) :S lím sup IPk{A) 
k-oo k-oo 

:S IP(A)' 

de donde obtenetnos ll\ igul\ldl\cl límk-oo JP'k(A) = IP'(A). 
c)=a): Sea. f : 111 ~ IR una función continua y acotada. Suponil'nclo que !Pk(A) 

IP'(A) para cualquier A E !J1JM que cumpla IP'(Int A) = IP'(A). de hemos demostrar 
que f J dlP'k - f J c/IP'. Si C es unl\ cota para /, c11to11ces f + C es cont.inua, 
acotada y no-negativa y J f dlP'k = J (J + C) dlP'k - C, que converge a J J cllP 
cuando k -+ oo si y sólo si J (f + C) dl?k converge a J (J + C) di? cuando k -+ oo 
y así, basta probar el resultado clesenclo para funciones continuas, acotadas y no
negntivas. Necesitamos un lema previo a la dcmostrncicín. 

LEMA 2.1. Consirfrn:mos (X,S,¡i) un c:s¡mcio de mc:clicla adlÍln1110 y J: X 
IR una función {S, fiJR)-mcdiblc y rw-11egati1•a. E11tonc«s la f1111ció11 de [O, oo) e11 
iR cuya regla de co11"espondc11cia es 

1 ,._. ¡t {.r E X : f(x) > t} 

es (&í!1¡o,oo¡, &í!1¡¡:)-mediblc y 

J fd¡1 = f ¡t({x E X: f(x) > t}) cit. 
J¡o,oo) 

La demostración es como sigue: sea g : [O, oo) -+ IR ciada por 

g(t) = µ({x E X: J(x) > t}). 

Como 
{x E X : f(x) > t} C {x E X: f(x) > s} 

si t 2: s, se sigue que g es decreciente. Dudo que si (t,.)n;::t es una sucesión de 
reales no-negativos tal que t,. i t curutdo n -+ oo, entonces 

LJ {x E X: J(x) >l.,.}= {x E X: J(x) > 1}, 

podemos concluir que g es continua por la izquierda, pues la familia ele conjuntos 
cuya unión estarnos considerando es creciente. Para verificar la m<'dibilidad de 
g, basta verificar quC' g- 1 ([c, oo]) E .%'¡o."<>) para cualquier e E ~. Si e E IR y 
el conjunto {t E (O,oo): g(t.) 2: e} es vacío, entonces la imagen inversa de [c,ooJ 
bajo g es el conjunto vacío, que pertenece a cualquier a-álgebra y si el conjunto 
{ t E (O, oo) : g( t) 2: e} es distinto del vacío, sea e• su supremo (el supremo ele un 
conjunto no acotado superiormente será por convención infinito), se afirma que 
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en este caso, y- 1 ((c, oo]) = [O, eº]. La razón es que si l., T e" cuando n - oo, 
con g(t .. ) ~ e, entonces y(t.,) ! y(cº) cuando n -. oo, por lo que y(cº) ~ c. Si 
O:::; t =Se•, entonces y(I) ~ g(cº) ~e y si t >e", entonces g(I) <e, por lo que t 
110 pertenece a y- 1 ([e, oo]). A:<í, !/ es ($¡0 ,""¡, M¡¡-)-mcdihlc. 

La segunda nfirnmción del lema se proban\ lllP<liante nproxinmcic'm: Si f es 
una función sitnplc y no· negativa, con desco111prn;:icidn canónica L::... 1 u 1 l..t,, donde 
a 0 =O =S a 1 <···<a.,, A, ES, i =l .. . 11, A,ni\1 si i f-j y U,A, =X, entonces 
por un lado J f d¡t = L;;'= 1 u,¡L (A;) y por otro Indo si g esl.ti <lefinid1l como en 
el párrafo anterior y ..\ denota a la medida de Lebesgue restringida a $¡0 •00¡, 
entonces 

Jgd..\ = t { gd..\ 
i=l Í¡a,_ 1 ,n,) 
n n 

= L L(a; - a,_¡)¡t(A1 ) 
1=-l i=• 

" 
= E Oj/l (Aj)' 

j=l 

por lo que tiene lugar In igualdad 

J
fdµ = Jgd..\ = { Jt({;i: E X: /(x) > 1}) dt, 

110,00) 
y la conclusión del lema es correcta en el caso en el que f sen simple. En general, 
si f es no negativa, sabemos que existe una sucesión de funciones simples y no
negativns (/,,) .. ~ 1 que converge de manen~ creciente n f cuando 11 -. oo. Pero 
esto último implica In igualdad U,,~ 1 {x E X: /.,(:r) > I} = {x E X: /(x) > t} y 
dado que la sucesión de conjuntos cuya unión "~tamos l'onsidcrando es creciente, 
se sigue que la sucesión de funciones no-negativas (¡l({.r E X: /.,(:r) > l})).,~1 
converge de manera creciente n la función ¡1 ( {x E X : /,,(x) > t} ). El teorema 
de convergencia n1onótona y el resultado ya verificado para funciones simples 
implican 

J f dµ = lím j /., d¡t 
n-oo 

= lím f ¡l({x E X: f,,(x) > t}) d..\ 
n-oo }(O,oo) 

= { ¡t({:r E X: J(x) > t}) d..\. 
110.00) 

Vamos ahora con la demostración de la implicación que nos concierne, si 
f : Af --> lR es una función continua, acotada (digamos por G) y no-negativa, 
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sean gk,g : [O,oo) -> IR dadas por gk(l) = IP'k({x E Al: f(x) > t}) (anñloga-
1nente se define g utilizando a IP'). Entonces g es dccrccieutc, por lo que tiene 
una cantidad a lo más numerable de discontinuidades y como y es continua en 
t si y sólo si IP'({.,; E JI/: f(3:) =l.})= O, In contención ü({x E 1\1: f(:r) > I}) e 
{iz: E A1: J(x) = t} nos permite nfinnar que, c>xccpto en un conjunto a lo nuis 
nu1nerable, 

IP'(Int {:1: E Al : f(x) > 1}) = 11"( {:r E JI/ : /(:r.) > 1}) , 

por lo que gk(t) -> g(t.) cuando k -> oo co11 Pxccpción de un conjunto a lo nuis 
numerable. Finalmente, como J J dl?k = Jjn,CJ y,, d,\ y J J di? = ./jo,ci g d>. (donde 
>. es la medida de Lebesgue restringida a [O, C], ya que lud :S 1 E JC'1 (>.) para 
toda k, el teorema de convergencia acotada nos permite afirmar que 

J fcll?k - J fdl?. 

o 
Si nos inmginamos por un momcut.o que el conju11to de mc<lid1L<; de probabilidad sobre 

la a-álgebra de Borel de un espacio métrico fuese metrizablc de tal ma1wra que In con
vergencia utilizando esa 1nétrica fuera igual n la. convergencia en distribución, entonc-rs la 
compacidad de unn familia de esas medidas de probabilidad sería cqui\iilente a la compa
cidad por sucesiones de la misma. Las propiedades de los conju11tos compactos, tales como 
la existencia de puntos de acumulación cn sus subconjuntos infinitos, podrían lle\11n10s 
n verificar In existencia de lí1nites débiles para 1nerlidas de probabilidad, cosa quc puede 
resultar dificil.3 Es en este sentido que Re introduce el siguiente concepto. 

DEFINICIÓN. Sea (JI/, p) un espacio métrico y n una familia de medidas de probabili
dad sobre .91h1 . Decimos que n es relativamente compacta si cada sucesión de elementos 
de n admite una subsucesión que convcrg<' débilnll'nte. 

Por ejemplo, si consic!Pramos n fl = { IP'k : k E N} una sucesión de medid1L'> rl<' proba
bilidad sobre In a-1\lgcbrn de Borel de un pspncio m<•t rico que converge débilmente a otra 
medida de probabilidad JI> (sobre In misma a-álgebra), Pntouces 11 es relativmnentc com
pacta. Pero hemos dado de antemano la existencia de un límite débil, y nuestro objetivo, 
como ya se mencionó es verificar la existencia de límites débiles, por lo que requerimos 
otra manera de verificar que una familia de medidas de probabilidad sen sccuenciahuente 
compacta. Para eso es que se introduce el concepto de tensión de una familia rle medidas 
de probabilidad y se enuncia el Teorema de Prohorov, que relaciona ambos conceptos. 

3 Dc hecho, si el espacio métrico es separable, sí se puede dotnr n.l espacio de 1ned.i<lns de probnbilidu.d 
definidas sobre la o·ñlgebrn. de Borcl del espacio de una n1étrica que sea equivalente a la. convergencia 
en distribución. A esta n1étrica se le conoce como la rnétrica de Prohorov. Consultar, por eje1nplo, la 
referencia [3]. 



50 2. EL MOVll\llENTO BHOWNIANO Y LA LEY AHCOSENU 

DEFINICIÓN. Sea (/1/, p) un espado lllt~lric-o y n una fnmilia dt> llH'lli<las ele probabili
dad sobre &i1o11. Decin1os que n es tensa si para rada € >O cxist.p 1'( e f\I compacto (que 
por supuesto pertenece a .tJlJM por ser c·t•1..-ndo) tal que IP'(/\) > 1 - € para cada n> C: n. 

'l'EOREMA 2.4 (Teorema de Prohorov). s .. 11 (1\1, p) '"' CS]JCLCIO 111<'11-iro y 11 "'"' f111111/w 
de 11ictlit111s de ¡11vb11bilit111d so/ny: lu a-álydnn de IJon·l ele f\f. E11toncc.,: 

11) Si /lf es completo y SC]JtLrnblc !J n "" 1dalit1llllW1llt: co111¡mcl11, n1lo11ct"S n es 
tcn~'iCL. 

b) Si n es tensa cnlouccs es n::lulit1ll7/IClllC co111¡mct11. 

DEMOSTRACIÓN. 

a) Se afirma lo siguiente: Si (Gk)kEN es una sucesión de conjuntos abiertos cu 1\J 
tal que Gk C Gk·+• para k E N y UkENGk = JI/, entonces para cada E > O existe 
l.: E N tal que ll'(Gk) > l - t: para cualquier n> E n. La ra:.<óu: Si lo antt•riur 110 

fuese cierto, entonCC'S existiría E > o tal que para cualquier l.: E N, cxiHtt' n>k E n 
tal que n>k(G,.,) $ 1 - t:. Si t's1·or;t>mos una subsucPsic>n (IP'k" lnEN de (ll'd•cN que 
c01werja débilmente (por In compacidad secuencial) a IP, l'ntonn•s PI teorema 
Portmanteau nos permite concluir que 

IP(Gk) $ líminf!Pk,.(Gk) $ líminf!Pk,.(Gk .. ) $ 1 - "· 
n-oi..::> r1-oo 

siendo In anterior dcsigualdml imposible pups el límite clt'.·hil ele 111t•dida" dt• pro
babilidad es una medida clt• probabilidad (ya que la función constant<' igual u 1 
es continua y acotada) y entonces l = ll"(JI/) = límk-"' n>(G.). 

Ahora, la separabilidad impliea que existe un conjunto numerable y denso 
D C AJ y como para cada k EN, 1\1 = U.tEoBi¡k (el), si€ es mayor a cero, existe 
nk EN tal que 1P'(u;'.!;1B1¡k{d;)) > 1 - t:/2k para toda IP E H. donde (d,)uo:N es 
una enumeración de los elementos de D. Como nk:;:t u;•,:; 1 B 1¡k (d,) <'.S un conjunto 
totalmente acotado, si /( es su cerradura, C'utonces es eomplt'la, pues ,\/ lo es, 
por lo que /( es compacto (consultar el Teorema A.3) Finalmente, notemos que 

!P(W)::; L 1 - IP(u;•,:; 1B1¡k (d,)) < '2:::</2k = "· VlP' E 11 

por lo que IP'(K) > 1 - t: para toda IP E n y por lo tanto. n <'>' tensa. 
b) Sen (IP'dk>l una sucesión dC' elementos den, por lo qut• ddwmos verificar que 
alguna subs~CC'Sión convergt• ch;bilnwntc. Como n C'S ten:<a, para cadn u :2:: 1, 
existe un compacto A·:, tal que !Pk(/\~) .2: 1 - l/tt para toda k E N. Si Ku = 
u:'= 1 /\~, entonces/\,. es compacto, Ku e ¡,·u+t y para toda k E N 

IP1.-(/\,.) :2:: !Pk(/,·;,) :2:: 1 - l/u. 

Como /(,. es métrico compacto, entonc('.S es scparnbl<', pues para cada k :2:: 1, 
existen llk 2: 1 y xf ... ;e~, tal que I<,. e u;'.:, 1 Bi¡k (x~), de donde el conjunto 
n lo más numerable D = {:1:~ : k 2: 1, 1 ::; i $ n1.-} t-s denso. Así, se sigue que 
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el conjunto Uu>i l(u es separable, ptws basta toumr 11, unión (nun1ernble) de los 
subconjuntos densos y a lo m1ís numerables de cada K,.. como un subconjunto 
denso y a lo más numerable de la unión. l'Vledinnte el uso del Teorema A.2, sc 
concluye que existe una familia a lo nu\s 111111wrnblc .f.s' que consta de conjuntos 
abiertos en JH tal que si e; es abierto en 11/ y;¡; E G n u ... >1Ku, entonces existe 
A E .rd tal que X E A e A e c. Consideremos -

.Ye= {0} u { (A 1 U··· u A,.) n Ku: 1• ~ l. 11 2: 1, .4 1 , ... , A., E.<>"} 

teniendo en cuenta que la familia es n lo nuí;; n11111crnbl,, y que cada uno <ll• sus 
elementos es un compacto. Ahora utilizaremos l'l mé•todo diagonal de Cantor pa
ra construir una primera aproxin1ación a la medida de prohnbilidad que <'Stamos 
buscando: Sen { 11, : i 2: 1} una enumeración de .n-'. Como para cada /1 E .K', 
la sucesión nu1m\rica (IP'k( !-!) )k?: 1 es acotada, el Teorema de Bolzano-\\'eierstrnss4 

nos permite afirmar qur <>xistr unn subsuccsión (IP'1h>i de (IPdk>I que es con
vergente en //1. Como para c1ula JI E .X', la sucesió71 (IP'1(/f))k;:I es acotada, 
entonces existe una subsuc"'ión (IP'nk?:I de (IPl}k?:I que es convergente en /12 (y 
entonces también en /li). Continurmdo recursivamente, para cada u E N, po
demos construir una subsusuc<~«ión (IPi.'.+ 1)k?: 1 de (11''¡' )k?:l que sea convergente en 
lf1 · · · Hn+1, por lo que In subsucesión diagonal (IP'~)k>l de (IP'k)k> 1 es convergen
te en todos los elementos de ff. Si denotnmos por [IP'k );> 1 a ,;;ta subsuccsión, 
consideremos, parn ll E .Ye', • -

o(//) = lím lPk,(11). 
•-oo 

Lo que haren1os a continuación será construir una medida de probabilidad IP 
tal que si Ges abierto en Al entonces IP(G) = sUPucG o (JI), puesto que pam esa 
medida de probabilidad se cumple 

líminflP.,,(G) 2: líminflP.,,(11) =o(//) 
1-00 •-oo 

si H E .Ye y lf e G. Pero entonces, al considerar el supremo de o (H) para 
H e G, obtenemos 

líminfll",.,(G) 2: IP'(G), 
•-oo 

de donde el teorema Portmantenu nos permite afirmar que la sucesión (IPn, );?:J 
converge débilmente a IP'. Pura construir dicha medida de probabilidad, hagamos 
notar las siguientes propiedades de o, que hereda de las nicdidns IPk,: 
l. °' (0) = o. 
2. °' (H1 U H2) =o (H1) + °' (H2) si H1, H2 E ..n" y H1 n H2 = 0. 
3. °' (H1 U H2) :5 o (H1) +a (H2) si H1, H2 E ..n". 
4. °' (Hi) :5 o (112 ) si JI 1 C /J2 y ambos conjuntos pretenecen a -X'. 

4Vcr [1]. 



52 2. EL MOVIMIENTO OROWNIANO Y I.A l.EY AHCOSENO 

Sean ,B(G) = SUPucaet(/I), parn G abierto y -y(A) = infAca.6(G). Lo que haremos es 
demostrar que -y es una medida exterior y que la a-álgebra de los conjuntos -y-mediblcs 
contiene a los conjuntos cerrados, pues esto implicará que contiene a !iJ,.,. Notemos que 
para cada conjunto abierto e, se cumple la igualdad {J (G) = o (G), por lo que sólo 
restaría verificar que al dC'finir cm no Il" a la restricción de 1' a f:id M, lP es una 1nedida ele 
probabilidad (que evidentemente satisface IP'(G') = sup11ca o(//).) Esto se verifica pues 
cada f(u es elemento de .X, por lo que 

1 2:: Il"(lll) 2:: supn (/\.,) 2:: sup 1 - 1/11 =l. 
u~J u=:!'l 

Así, para terminar la demostración de esta implicación, sólo hace folta \"rrificar que 1' 
es una medida exterior y que la a-1ílgebra de los conjuntos -y-1ncdiblcs contiene a los 
conjuntos cerrados. Esto se haní por etapas. 

a) Si Fes un conjunto cerrado contenido en el conjunto abierto G y en If, elemento 
ele Jff', entonces existe 11' E .ff ta.l que F e 11' C e. Esto sucede pues F es 
cornpacto, n.I estar contenido en 11, que lo es, y por ser cerrado. Además, sabemos 
que para cada x E e, existe A.r E ..<9 tal que x E A.re Az C G. Si consideramos 
In. familia {Ar : a: E F}, ésta forn111 una cubierta abierta de F y por lo tanto 
existen x 1 , • • • , :r,. E F tal que F C Az, U··· U A.r.,. Pero, como lf t•st1í contenido, 
por definición de Jff', en algún Ku. tenemos que Fe Kun (A.r, u··· u Az .. ) e e, 
por lo que podemos tomar como JI' al conjunto I< .. n (Az, U· .. U A.r .. ). 

b) ,B es finitmnente subaditivn en los conjuntos abiertos. Razón: supongamos que 
e 1 y e 2 son dos conjuntos abiertos y que JI C e 1 U G 2 , con }{ E X. Sean 

F 1 = {x E JI: p(x,G~) 2:: p(x,q)} 

F2 = {x E JI: p(x,G~) ~ p(:r,el)}, 

por lo que F 1 U F2 = H. Aclcnuí.s, como las asignaciones x ,_. p (x, en y 
:r >-+ p (:t:, e~) son continuas, se sigue que F'1 y F'2 son cerrados, pues son In. 
imagen inversa de [O, oo) y (-oo, O] b!\jo la funcion X ...... p (x, en - p (:r, G~) res
pectivamente. Finalmente, como e~ y G~ son cerrados, se sigue que si x E F1 y 
suponemos que X</. e1. entonces :z: E G2. por lo que o= p (x, en ~ p (x, G~) >o, 
que es una contradicción. Así, concluimos que F'1 e e, y de manera análoga 
F'2 e e 2 • Dado que F 1 , F 2 e H, el inciso anterior nos permite concluir que 
existen H1, H 2 E .Ye tal que F'¡ C H; C e., i = 1, 2, por lo que 

et (H) $o (/J1 U H2) $o: (H¡) + n (l/2) $ ,B (e,)+ ,B (e2) 

y como In. anterior serie de desigualdades es válida para cualquier ll e e 1 U e 2 , 

se sigue la clcsigun.ldad 

,B (e1 U G2) $ ,B (G¡) + ,B (e2). 

Finalmente, la subaditividad finita de {3 se comprueba por inducción. 
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c) /3 es u-subaditiva en los abiertos, pues si G; es abierto parn i 2:: 1 y JI e 
U;>t G;, con 11 un elemento de .Yt", como /{ es compacto, existe 11 2:: 1 tal que 
1/-C G1 U··· U Gn· Entonces 

n 

°' (H) $; /3 (G1 u ... u G,.) :::; L .a (G,) :::; L ¡J (G,) 
i=l 

y como la anterior desigualdad es válida pnrn cualquier /1 contenido en la unión 
de los G;, obtenemos 

{J(ua.):::; L:f3<G¡). 

·~· •2:• 
d) "Y es una medida exterior: como 'Y (0) = O y 'Y hereda In monotonía y lt\ no
negatividad de /3 (que a su vez !ns herada de cr), entonces sólo hace falta verificar 
que "Y es a-subaditiva. Seru1 A., i 2:: 1 subconjuntos arbitrarios de 111 y G;, i 2:: 1 
abiertos tal que A; e G; y 'Y (A,) > /3 ( G;) - e /2¡. Como 

LJA,cLJG;, 
·~1 ·~· 

entonces 

y como la anterior serie de desigualdades es válida para cualquier E > O, conclui
mos que 

')'(u A.) s L'Y(A;). 

·~· i2:1 

e) Si Fes cerrado y Ges abierto, entonces ¡3 (G) 2:: 'Y (F n G) +"Y (Fe n G). El in
ciso anterior nos servirá para verificar que los conjuntos cerrados son "Y-lnediblcs, 
recorde1nos que hnstn ahora sólo tenemos que 'Y es una medida exterior. Para 
esto, dada E > o, ya que G n p< es abierto existe H 1 E .X' tal que Ji 1 e G n pe y 
.O (G n Fe) <o (/J1) +e. Como /J1 es cerrado, por ser elemento de .Yt", entonces 
G n Hf es abierto y además, contiene a G n F. Consideremos a ll2 E .Yt" tal que 
/J2 e Gn Hf y -y(GnJJf) < cr(ll2) +e. Como /11 u H2 E~. 111n1/2 = 0 y 
1/1 U1/2 e G, se sigue que 

/3 (G) 2:: °' (1/1u1/2) = °' (1/1) +o (1/2) >"Y (G n F") + ')' (G n F) - 2E 

y dado que la anterior serie de desigualdades es válida para cualquier E > O, 
hemos verificado la desigualdad deseada. 
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f) Los conjuntos cerrados son -y-medible.'>. Esto sucede ya que :;i A es cualquier 
subconjunto de A1, F C.'> cerrada y considermnos a G un conjunto abierto tal que 
A e G, entonces el inciso anterior y la monotonía de "f no.'> permiten afirmar que 

{J (G) ;:::: "f (G n Fe)+ "f (G n F) 2: -y (A n Fº) +-y (A n F), 

por lo que el ínfimo de las cantidades del lado derecho al considerar n A e G y 
G abierto, que es igual a "f (A), obtenemos -y (A) ;:::: "f (A n Fº) + 1· (A n F). 

o 
El siguiente teorema nos dice que In convergencia débil se pn•st>rva anl<• t rnnsfor

n1acioncs continuas entre do.-.; espacios 1nétricos. Pnrn context.ualizarlo 1 considt•rP1nos <los 
espacios métricos Al y AJ' y una función continua f de AJ en l.J'. Dada cualquier me
dida de probabilidad 11" sobre !Ji!JM, podemos definir unn en .11JM' nwdinntc la asignación 
11" ¡-1 (A) = IP'(J- 1 (A)} para A E !i9M'- La relación entre estas dos mcdid1L-< cstli ciada 
mediante la fórmula de cambio de variable, dada g : Al' -+ IR una fundón (.')9,11·, ~R)
medible, ges integrable respecto a 11"/- 1 si y .sólo si!/ o f lo es respecto a 11" y en ese 
caso, 

r gdff"f- 1 = r yofcfll>. 
jM, jM 

TEOREMA 2.5. Sea11 (l\I, p), (Al', p'), f : Al -+ Al' una ftmció11 coritmua y (ff"k)kEN 
es una sucesión de medidas de prolmbilidad que co11vc1yc11 d"11ilmcnlc a IP'. Erito11ccs la 
sucesión de medidas (IP'kf- 1 heN converge débilmente a n> ¡-1 • 

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia inmediata del teorema de cambio de nuiable. Si 
g: 1\1'-+ IR es una función continua y acotada, entonces P.s (tilM', ~R}-mcdible e integrable 
respecto a ?k¡-1 (y n 11" ¡-1 ) y g o f es continua y acotada, por lo que 

lím /gdlPkf- 1 = lím /go f<ilPk = f go fdlP' = /g<fll>f- 1
-

k-oo k-oo 

o 
2.9.2.J. Espacios producto, convergencia débil e independencia. Consideremos a dos 

espacios métricos (1111,p,), (llh,P2) y a (S1,§,IP'} un espacio de probabilidad. Al espa
cio producto l\11 x AI2 le podemos asignar In métrica ( ( x 1, x 2) • {Y1, Y2)) >-+ 1'1 (x 1, y,) V 
P2 (x2, Y2}, que denotaremos por p y tiene la ventaja de metriznr la topología producto de 
los espacios topológicos, que es la topología c¡uc ti<>ne n. los conjuntos de In forma l/1 x U2 • 

donde U; es abierto en Al;, como subbasc>. Si definimos las proyecciones 7r¡ : A/1 x ,\/2 -+ l\l; 
por 1T;(x1, x 2 ) = x;, i = 1, 2, una consecuc>ncia de la definición de esta topología es que 
una función f : X -+ l\11 x l\12 definida en un espacio topológico es continua .si y sólo 
si 71'¡ o f es continua para i = 1, 2. Co1no ahora contamos con una métrica en ••I espacio 
producto, lo podemos dotar de la O'->ilgebra de Borcl til/\f, xM,. Dado que las proyeccio
nes son continuas, .,,., es (~Jll, xM,, !Ji!JM, )-medible y la pregunta natural es si se tiene una 
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caracterización de las funciones (Y, .'21,,.11 )(J\/:i)-tncdibles a través de su co1npos1c1on con 
las proyecciones, a saber que f: X -> 1\/1 x Jl.-/2 definida en un espacio medible (X,.9") 
sea (.9", tJaM, xM,)-medible si y sólo si 7r, o X sea (.Y', 911111, xM,)-mcdiblc para i = 1, 2. En 
general, esta caracterización es incorrecta, pero en el caso de que los dos espacios sean 
separables sí es correcta. 

TEOREMA 2.6. Si (l\11 , p 1 ) y (l\h, p 2) son do., cs¡mcios métricos sc¡J<lral1les, entonces 

f.i9At1 x!.'2 = ~'i!JJ\11 0 !fiAh 

y si (X, .5") es cualquier es¡mcio mt'dible. f: X -> fl/1 x A/2 es(.$", 911111, xM,)-mcdible si 
y sólo si 7r¡ o fes (.5",&ial\l,)-mcdiblc, i = 1, 2. 

DEMOSTRACIÓN. Si D, es un subconjunto denso y 11umerable para i'1., i = 1, 2, 
entonces D 1 x D 2 es un subconjunto denso y 11u111crnble para /1/1 x Jl/2 y por lo tanto, 

o//= {Bq(d): d E D1 X D,,q E Qn [0,oo)} 

es una base numerable para la topología de /11 1 x /1/2 • Como para r > O y (.r 1 , .r2) E· 
A11 X /112, 

Br(X1,x2) = {(y1,y,) E l\11 x l\/2: P1(x1,yi) /\ t>i(:r2,Y2) < r} 

= {(yi,y,) E l\11 X l\/2: P1(x.,yi) :5 r Y P2(:i:2.i12) < r} 

= Br(x1) X Br(x2), 

entonces cada elemento de o// es elemento de !JtJM, x &í'J111, que se deli11e como 

{A x B : A E &iaM,, B E [j{/111,} . 

Si U C !111 x /lf2 es abierto, entonces se puede representar como la unión m1111crable de 
cleinentos de o//, por lo que pertenece a a(BaM, x $Af,), que es por definición Ba.u, 0!'i'1111,. 
Esto demuestra que la topología de i\/1 x i\12 está contenida en $M, 0 tJaM,. por lo que 
&iaM, xM2 e $11/, ®&iall/2• Por otro lado, puesto que las proyecciones son continuas, entonces 
son medibles, por lo que si Ax 13 E &í'JM, x !XJM,. como Ax B = 7rl

1 (A) n 7ri 1(B), se 
sigue que Ba/11, X &ia111, e $M, xi\/, y por lo tanto aJM, xM, = 9t1M, 0 $111,. La segunda 
afirmación del teorema se sigue pues si U, es abierto en ,\/,, i = 1. 2, entonces 

¡-1(U1 X U2) = ¡-1((U1 X J\12) X (l\11 X U2)) = (7r1 o n-1(Ui) n (r.2 o n-1(U2) E .5". 

o 
Si lP' es cualquier medida de probabilidad sobre &iaM, x At,. podemos definir dos medidas 

de probabilidad asociadas a ésta: 

IP', = IP'7r,- 1 , i = 1, 2 

y como las proyecciones son continuas, si (IP'k) kEN es una sucesión de medidas de proba
bilidad sobre &ia111, xM, que converge débilmente a 1P' cuando k ~ oo, entonces (IP'!') kEN 

converge débilmente a IP'; cuando k _, oo, i = 1, 2. Si lP' es una medida producto, digamos 
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11" = 11"' ® IP'", entonces IP" = 11" 1 y IP"' = IP',. A las medidas 1P'., i = 1, 2 se les lla.1na 1narginales, 
y en general, no podemos garantizar que si convergen débilmente lns dos sucesiones de 
marginales, converja débilmente la sucesión original. Un resultado positivo lo obtenemos 
en el caso de medidas producto en el producto de espacios separables, como se ilustra a 
continuncióu. 

TEOREMA 2.7. Sean (A'1,,p,), (111,.p·i) dos cs¡iacio" métricos scpamblcs, (IP''")kEN y lP' 
1ncdidas de proba/Jilitlatl sobn! .<flJM, x M,. E11t011t·cs 

a) (ll"k) kEN converge débilrn1:11fc a IP' c1wntlo k -+ oo si Jl>k(A 1 x A 2 ) -• IP'(A 1 x A 2 ) 

sic111¡1n! que IP';(ü(A,)) =O, i = 1, 2. 
b) (IP't ® Jl>n kEN converye a IP' 1 011"2 débilmente cuando k-+ oo si y sólo si (11"!') kEN 
contierye a IP'¡ débilmente, i = 1, 2. 

DEMOSTRACIÓN. 

a) Consideremos a la familia 

d = {A, X A2: IP',(8(A;)) =o, i = 1, 2}' 

que es un rr-sistema, pues 0 pertenece a ella y si A, x A2 y 8 1 x 8 2 pertenecen 
a ella, dado que 

(A1 x A2) n (8, x 82) =(A, n 8,) x (A2 x 82) 

y como ü(A n B) e o(A) u 8(8),5 entonces 

IP'(8(A1 n B1) x M2) $ IP'(D(Ai) x ilf2) + IP'(8(Bi) x M 2) =o 
con una desigualdad análoga pnrn el otro índice, por lo que 

IP',(8(A, n B 1)) =O, i = 1, 2. 

Además, IP'k(A) -+ IP'(A) cuando k -+ oo para cada A E d, por lo que si 
A 1 , ••• , An E d, la fórmula de inclusión-exclusión implica que 

r(u,. __ n

1
A,) = :L,. __ n

1 
e-ir-• 

1$i1< ... <J.Sn 
L IP'k(A;, n ... n A;,) 

Si logramos probar que cada conjunto abierto U e A/1 x A/2 puede ser represen
tado como unión a lo más numerable de elementos de d, U= U,ENA., A; E d, 
entonces para cada ; > U existin\ 11 E f\I tal que 

IP'(U)-; < IP'(QA•), 

5Pues lJ(An B) =AñBnACUW = An Hn (A<'u B") e (AnAc) u (BnW) = 8(A)U8(B). 
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por lo que 

Hminfll"k(U) ~ líminfll"k(u" A,) = IP'(u" A,)> IP'(UJ - €, kEN kEN 
1=1 •=1 

de donde se sigue que IP'(U) $ lím infkeN IP'k(U) parn cualquier U abierto y por 
el teorema Portmanteau, (JP>k) kEN convergcni en distribución a 11". Veamos pues 
que cada conjunto abierto U C 1111 x 1112 puede ser rcprest•ntado como unión a lo 
más numerable de elementos de .01. Sea (:r: 1,x2 ) cualquier elemento de /1/1 x /\/2 • 

Dado que para cualquier r > O, Br(:r: 1 , x 2 ) = Br(xi) x Br(x2 ), entonces U tiene 
posibilidades de pertenecer a .w. Para ver que esto sucede, casi para cunlc¡uit•r 
r > O, consideremos las asignaciones, de [O, oo) en [O, 1] 

1· >--+ 1P'1(Br(x1)) = IP'(Br(xi) X M2) 

r >--+ IP'2(Br(X2)) = IP'(/111 X Br(X2)). 

Dado que son crecientes, admiten una cantidad a lo n11Í.'< nunwruhlc de disconti
nuidades, por lo que el conjunto de puntos en [O, oo) en el cual ambas funciones 
son continuas es denso en [O, oo). En cualquier punto de continuidad 1· de ambas 
asignaciones, 

IP';(8(Br(x;))) $ ~n,ilP';(Br+h(x;} \ Br-h(x,)) 

= ~¡-glP';(Br+h(x;}} - ll";(Br-h(x,}} =O, i = 1, 2, 

por lo que el conjuntos de puntos en [ü,oo) tal que Hr(x 1,x2} E .Y es denso en 
[O, oo) y por lo tanto podemos encontrar un subconjunto .9t'¡r,.r,¡ de éste que sea 
denso y a lo más numerable (basta considerar Qr.• E (s - r, s + r} n [O, oo) para 
cada r, s E (O, oo) n Q tal que Bq •.• (x 1 , :i:2 ) E .o' y como Q n (O, oo) es denso en 
[O, oo) y a lo más numerable, se sigue que St\., 1 ,r,¡ = {qr,• : r, s E (O, oo) n IQ} es 
denso y a lo más nmnerable.) Sea D, un subconjunto denso y a lo más numerable 
de ;\/,, i = 1, 2, por lo que D = D 1 x D 2 es un subconjunto denso en 11/1 x /1/2 y 
es a lo más numerable. Si U e /11 1 x i\/2 es abierto y ;: E U, entonces existe r > O 
tal que Br(z) CU. Sea d E D n Br¡2(z}, por lo que z E B,¡2(d) C B,(z) CU, 
donde la última contención es consecuencia de la dcsig;unlclad del l riiíngulo. Si 
r' = p(d,z) E [ü,r-/2), como (r',r-/2} C (ü,oo) es abierto en [ü,oo) y no mcío, 
entonces podemos considerar a q E (r', r'/2} n g;j'd· Dado que q < r/2, entonces 
B 0 (d} e U y como q > r', entonces z E B 0 (d}. Así, para cncln;: E U, existen 
d, E D y q, E [}fd, y tal que ;: E B 0.(d,) e U y como q, E §i',¡,, entonces 
B 0 , (d,) E d. Dado que In familia 

{Br(d}: d E D,r E Bld} C d 
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es a lo uuís numerable, y cncln abierto U C J\11 x /1/2 puede ser representado corno 
In unión de elementos de {Br(d): d E /J, r E &t.,}, 

U= LJ B.,(cl,), 
•EV 

entonces U puede ser repn,-sentndo como In unión numernblc de Plc1ncntos de .r:Y, 
con lo que concluimos la demostración. 

b) Es claro que si (IPf ® IP'~)kEN con\'erge débilml'nte a IP1 0 ll"2 entonces (JP!')kEN 
converge débilmente n IP; para i = 1, 2, puesto que las proyecciones con continuos 
y IP'f = (IPt ® IP'~) 7r;- 1, ; = 1, 2. Por otro lado, si (JP!') k~N com•erge débilmente a 
IP;, i = 1, 2, entonces para cada A 1 x A 2 E !JilJAt, x !Ji'JAt, tal que IP,(iJ(A,)) =O se 
tiene que 

~(A 1 x A 2) = ~(A1) ~(A2 ) ~ IP1(Ai) IP2(rh) = IP(A1 x A,), 

por lo que el inciso anterior nos permite concluir que (IP'~ e·: IP'n kEN converge 
débilcmente a IP1 ® IP'2. 

o 
A continuación, daremos un ejemplo de una suees1on de medidas de probabilidad 

definidas sobre g¡;R, que no converge débilmente y ¡mm la cunl lns sucesiones de 1nar
ginalcs convergen débilmente: Consideremos un espacio de probabilidnd (n, §, IP) en el 
cual están definidas dos variables aleatorias independientes X y Y con con distribu
ción normal est1\ndnr. Pum k 2: O, seru1 Z2k = (X,}'), Z 2k+• = (X, X) y JPk(B) = 
ll"(zk E B) para B E ·q¡gR,_ Entonces ll"2k = IP't 0 ll"t y ¡p2k+l está conc<'ntrnc!n en India
gonal D = {(x,y) E IR2 : x =y}, por lo que en particular IP'2 k ,¡ IP'2k+t y con10 IP'2k = P21 

y ¡p2k+t = ll"21+ 1, k,l ;::: O, In sucesión de distribuciones (F)kEN no puede converger 
débilmente. Pnrn ver esto, bnstn considerar la función continua y acotada f cuya regla 
de correspondencia es (x, y) ,_. lx - YI /\ 1, que integrad,. respecto a ¡p~k da una canti
dad positiva independientemente de k e integrndn. respecto a JP2k•l es cero, por lo que 
(J f dll"k) kEN no es convergente. Sin embargo, notemos que las sucesiones de marginales 

asociadas a la sucesion (JP>k) kEN son iguales a (IPlJkeN• por lo que conv<'rgen débilmente. 
Los Teoremas 2.6 y 2.7 se pueden extender sin ntucho problema para que abarquen al 

producto de n espacios métricos separables y dichas extensiones serfüt 1Hiles n continua
ción. 

Co11sidcrc1nos ahora n sucesiones de variables alcntoria.."i (,.,\~) kEf'li' para i = 1, ... , n 1 

con valores en IR y definidas sobre un espacio de probabilidad (n, §, IP') y tales que 
xr,,..,X1k son independientes para cada k EN. Si X 1 , .•. ,X,. son variables aleato
rias reales independientes, entonces ()\r,, .. , X~) y (Xi, .. , , X,.) son vectores aleatorios 
n-dimensionnles y ( ( Xf, ... , X~)) kEN converge en distribución a (X 1, ... , X n) si y sólo si 

(Xf)kEN converge en distribución a X; para i = 1, ... n. Si en particular, considerarnos 
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(ak)keN una sucesión real que converge a a y (XdkeN mm sucesión de variables aleatorias 
reales con valores en IR que convergen en distribución n X, entonces ª" y X" son indcpen
dicntes,6 pues las variables aleatorias constantes son irnlcpcndientes de cualquier vai-inhlc, 
así como a y X y dado que (nk)kEN convNgc en distribución n n, entonces ({nk. XdheN 
converge en distribución a (a, X) y ciado que la a.-.;igunción (.1:, y) •~ xy de IR2 en IR es 
continua, podemos concluir que °'kX4. converge en distribución a nX. 

2.3.3. Tensión en el espacio S. El teorema de Prohorov nos permitini, bajo In 
hipótesis de tensión, concluir la compacidad SPCU<'ncial de una f1unilia dP medida . .., de 
probabilidad en In u-álgebra de Dorel g<'nPrada por la métrica definida antcriornwnt1.· en 
S = 'i!:' ([O, oo)), que nos será de gran utilidnd para vc·rilicnr la existcneia de límites <Mbilt,,;. 
Para poder utilizar el concepto de tensión, necesitamos poder reconocer a los subconjuntos 
compactos de S, situación 111uiloga a la presentada en el Teorema de Arzcla-Ascoli7 , que nos 
dá condiciones necesarias y suficientes para que un subconjunto del espacio ele funciones 
continuas de un espacio métrico compacto /( en IR sen compacto, cuando lo dotamos de In 
norma uniforme. Necesitamos generalizar este teorema puesto que [O, oo) no es compacto 
con la métrica usual para este conjunto, y sin embargo S = <e ([O, oo)) es el conjunto sobre 
el cual trabajaremos. Para esto, seri\ de utilidad el concepto de módulo dc continuidad, 
que procedemos a definir: 

DEFINICIÓN. Si f E S, T > O y ó > O, definimos el módulo de continuidad de f en 
[O, T], denotado por wT(J, ó), como sigue: 

wT(f, ó) = nuix lf(s) - f(t)I. 
1-•-119 
o:s~.t=:;T 

La definición anterior tiene sentido puesto que la asignación (s, t) ,_. lf (s) - f (t)I de 
[O, oo) 2 en lR es continua para cualquier f E S y como el conjunto 

{lf(s) - f(t)I : O$ s, t $ T, Is - ti $ ó} 

. es la imagen del compacto { (s, t) : O $ s, t $ T, Is - ti $ ó} bajo In asignac10n (s, t) ,_. 
lf (s) - f (t)I, entonces es compacto y por lo tanto cerrado y acotnclo, de donde existe 
el supren10 (al ser trivialmente no vacío y acotado) y cs ele hecho un 1n1Lximo pues el 
conjunto es cerrado. 

LEMA 2.2. La función J ,_. wT(J, ó) es continua en (S, d), la función ó >-+ wT(f, ó) es 
no-decreciente y límJ¡ow'r(f, ó) =O paru cada f E S. 

DEMOSTRACIÓN. Verifiquemos la primera afirmación: Sea E: > O, T > O, ó > O y 
consideremos a e:'= E: A 1 y a NEN tal que T $ N. Si d(w 1 , w 2 ) <e:' ¡2N+•, entonces las 

6En realidad, ncccsitan1os considerar sobre el misn10 espacio de probabilidad n la asignación constante 
con valor Ok· 

7 



60 2. EL MOVIMIENTO BROWNIANO Y LA LEY ARCOSENO 

cantidades máx1e¡o,nJ lf1 (t) - h(t)I /\ l, ¡mm rt = l, ...• N deben ser menores a e/2, pues 
en ... :a5o contrario se tendría que 

d(f1,h) 2: 2~ 1111ix lf1(t)- h(l)i /\ l 2: <'/2N+t, 
rE(o.N] 

que es una contradicción. Así, si d(f,, h) < E: ¡2N-+· •, entonces m•ixrE]o;rJIJ. (1) - f,(t )1/\1 < 
e'/2 y ya que e'/2 < l, entonces 1111ixrE(n:r]lf1(1) - J,(1)1 < <' /2 :S c:/2. Al utilizar la 
desigualdad del triángulo, obtenemos la relació11 

lh(s) - fi(t)I $ lh(s) - f1(s)I + lf1(s) - f1(t)I + IJ1(I) - J,(t)I, 
de donde, al tomar el máximo sobre el conjunto Is - ti $ .S, O :s; s, 1 :s; T y utilizar el hecho 
de que SUP.,ex (f(x) + g(x)) $ sup.,ex f(x) + sup,.ex g(x) (parn J, g : X -+ IR acota.das), 
obtenemos: 

wT(Í2, Ó) $ 2 lllllx lf1 (.,) - h(s)I + wT(J¡, ó) < w'l"(J¡, J) +E: 
ae(0.11 

y con10 los papeles de f 1 y f 2 son simétricos en el anterior argumento, se sigue que 

wT(f1,.S) - e< wT(f2,.S) < wT(J¡,.S) +e, 

esto es, si e > O y d(f1, h) < l/2ITI+•, entonces lwT(f1, .S) - w1.(f2 , .S)I <e, por lo que <le 
hecho, In aplicación f >-+ w"l"(J, .S) es uniformcment.e continua bajo la nultriea d. 

Para verificar la segunda afirmación, notemos que si O < .51 ::; J 2 , entonces 

{(s, t) : Is - ti ::; .51, s, t E [O, T]} e { (s, t) : Is - ti ::; .52. s, t E [O, T]} , 

por lo que 

wr(J, .51) = nuix lf(s) - f(t)I :s; nuix IJ(s) - f(l)I = wT(f, .52 ). 
l•-•I ~61 1•-tl~.S. 
O~a.tS'l' o=:; .... 151· 

La tercera afirmación es inmediata de la continuidad uniforme de cualquier elen1ento 
f de S en [O, T], para cualquier T > O, puesto que para cada e > O existe ,) > O tal que 
[t - si < .S, s, t E [O, T) implica que lf(s) - J(t)I <c. Esto implica que para cada e >O 
existe .S >O tal que wr(f,ó') <e para .S' E [O,.S]. En otras palabras, lim610 wT(f,.S) =O 
para f E 8 y T > O. O 

TEOHl•;MA 2.8. Pan1 que un co11ju11to A C 8 tenga cerrudura co1117mcta es necesario y 
suficiente que se cumplan las siguientes dos condiciones: 

a} SUP/eAlf(O)I <(X). 
b) lím6¡osup1eAw

10
(f,ti) =O 1'ªm cuela T >o. 

DEl\IOSTRACIÓN. Supongamos primero que A tiene cerradura compacta. Entonces, 
dacio que la función f .--. f(O) definida sobre S es continua, entonces 

sup f(O) = m1~ f(O) < ex>, 
/EA /e,\ 
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pue8 una función continua sobre un compacto <>s acotada y alcanza el máximo. Por otro 
lado, para cada E > O, definimos 

/(6 = {f E A: wT(f,<'i);::: e}. 
Por la proposición anterior, sabemos que n6>nl<6 = 0 y que l\.6 es cernulo (pues se trata 
de la intersección de un cerrado con la imagen inversa de un cerrado por una aplicación 
continua) y corno cshi contenido en un con1pacto, se sigue que I<..s es coiupacto para 
cada /5 > O. E11tonccs existen /5 1 , ••• , li., > O tal que /\·6, n · · · n 1<6. = 0, pues si las 
intersecciones finitas fueran no vacia..~, n..,>0 /(~ sería no vacio, quP no es t~l caso. Pero con10 
81 :S /52 implica /(6, C 1(6,. si /5 = 111í11, ó,, se sigue que 1<6• = 0 para /j' :S 15, de do11de se 
sigue que lí1n.; 10 sup¡e::fWT(J, 15) =O y por lo tanto lo mismo sucede si el supremo PS sobre 
A en vez de sobre A. 

Supo11gamos que se cumplen las condiciones n) y b) dt>I tPorenrn. Para verificar que 
la cerradura de A es compacta, recordemos que en uu espado métrico, In compacidad es 
equivalente a In compacidad por sucesiones, significando t¡llP A"" compacto si y sólo si 
cualquier sucesión con vnlorf's en A nd111itP una suhst1cPsitl11 convPrgenh•, si(•ndo t_•sto úh i· 
1110 a su vez cquivalPntc a que cualquier :-;ucc.-.;ión con va.lores eu A nd111ita una subsuecsiún 
convergente (en A). 

Una vez hecha esta aclaración, consideremos una sucesión de funciones {f.,}nEN C A. 
Sean T > O, AJ = su1>.ieN lf.,(O)ly /5 > O tal que si is - t 1 :S J y s, 1 E [O, TI entonces 
IJ.,(s) - J.,(t)I :S 1 (existe por la condición a). Si m EN es tal que l/m :S J/T, notemos 
que {kT/m: k =O, ... , m} es una partición de [O, TI de norma menor o igual a J. En 
consecuencia, si k E {O, ... , m} es el mayor entero que satisface kT/m :S t, para t E (O, TI: 

lf.,(1)1 :S lfn(O)I + lf.,(T/m) - f.,(0)1 + · · · + IJ.,(kT/m) - f.,((k- l)T/m)I 

+ lf,,(I) - f.,(kT/m)I 

$111+k+l 
:SM+m+l. 

Esto nos dice que la sucesión numenca (f.,(t)).,eN es acotada (digamos por C = C(T)) 
parn cualquier t E (O, T] y T > O. Si { r, : i E N} es una enumeración de Q n (O, T], por la 
compacidad de [-C, CI se sigue que existe una suhsucesión c01wergente de (f.,(r1 )).,EN• 
llamémosle (J,\1>(ri)).,eN· Por la misma razón existe una subsuccsión de (f~ 1 >(r,}).,eN. 
digamos (J,\2 l{r2 )).,eN. que converge, de donde (f,\2 >¡.,EN converge tanto en r 1 como en r2. 
Procediendo de manera recursiva, podemos obtener una subsun•sión (f~) .. eN de (J:,- 1

) .. eN 
que convcrga en 1·1, ... , r1, para cualquier l E N. Si co11.sidcra111os la subsucesión (/~0 >),,eN, 
verifiquemos que converge en IQ> n [O, T]: Si l E N, entonce,; (f~(r1 llnEN converge, y como 
(f~'(r1)).,eN es subsucesión de (J,l,(1·1)) .. eN, converge tmnbién. 

Así, para cada T > O (y para cualquier sucesión (f,.)neN.) hemos encontrado una 
subsucesión (f~lneN que converge en Q n [O, T). Veamos que, de hecho, esta subsucesión 
converge en (O, T] y que lo hace de manera uniforme. Sea E: > O, /5 > O tal que si s, t E [O, T] 
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y Is - ti $ ó entonces lfn(t) - f.,(s)I $ E: ¡mm toda 11 E N (que existe por In condición 
b.) Si n E N es tal que l/n $ ó, consideremos k d nuiximo natural tal que k/n $ T, 
por lo que O $ T - k/n $ ó. Ade1111\s, dado t E [O, T], existe j E {O, ... , k} tal que 
!t - j/nl $ ó. Como {j/n: j =O, ... , k} e Q n [O, T], se sigue que existe l EN tal que 
{j/n: j =O, ... , k} C {r0 , ••• , ri}, por lo que dndo t E [O, T] existe j E {O, ... , I} tal que 
!t - r;I $ ó. Si utilizamos In convergencia de U:.)nEN en r1 , se sigue que existe l EN tal 
que si i1, i2 ;::: l entonces IJ:, (rj) - 11:, 1 (r1)! < é, parn j = O, ... , l. Eutonccs, si i 1 , i2 ;::: J 
y t E [O, T], consideremos j E {O, ... ,/} tnl que !t. - r1 1 $ ó, por lo que 

1J:1 (l) - J;,(t)I $ IJ;,(t) - f[ 1 (r1)I + 11:,(r1 ) - J:,(r1 )i + 11:,Cril - J;,(t)I 
< 3é parn toda t E [O,'/'], 

de donde podemos concluir que existe el límite h·(t) de J;
1
(/.) cunudo 11 - oo. De hecho, 

si tomamos el línlite cuando i 2 - oo, en la desigunlclnel auterior, obte11e1nos que para 
i1 ;::: l, 

IJ:, (t) - !~·U)! $ 3é < 4é Vt E (O, T], 

por lo que Ja convergencia es uniforme en [O, T]. 
Finalmente, si consideramos la sucesión (f., )nEN• el razonamiento anterior muestra 

que existe una subsucesión (f,~ 1 »,.EN de la anterior que converge 11niforme1nente en (O, 1). 
A esta última, Je podemos extraer una subsucesión (J,~2l),.EN que converga en (O, 2) y 

mediante recursión, podemos obtener para cada 111 E N u111i sucesión (J,\"'l )nEN que con
verga uniformemente en [O, 11) y tal que (J,\'"+1l),,EN sen subsucesión de (f~")neN para toda 
rn E N. Si, finalmente, consideramos In subsucesión (J,\"»nEN de (J,,),.EN• ésta converge 
uniformemente en [O, N] para toda N E N, ele donde converge en (S, d). O 

Armados con la caracterización cid Teorema 2.8, podemos dar eondiciones necesarias 
y suficientes para garantizar la tensión de una fmnilia de medidas ele probabilidad sobre 
!li9s 

TEOllEMA 2.9. Paro que una sucesión (IP'k)kEN de medidas de TJrobabilidad sobre !Xís 
sea tensa son necesarias y suficientes las si9ttic11tcs dos condicio11cs 

a) 
lím sup!P'k({f ES: lf (O)I >,\})=O . 

.\-oo kEN 

b} Para toda e > O y pam toda T > O, 

límsup!P'k({f ES: w"l"(J,ó) 2: io}) =O. 
610 kEN 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos primero que la sucC".sión de mcdidns de probabilidad 
es tensa. Sea I< e S un conjunto compacto tal que IP'k(J«) $ E:. Como la asignación 
J ,__. lf (O)I de S en lR es continua, se sigue que Ja imagen de K bajo ella es acotada, 
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o dicho de otra manera, que existe .>. > O tal que I/ (0)1 < >.. para. cualquier / E J<. Si 
>..' ~ .>., entonces 

U Es: 1/(0)1 >>..'}e{! Es: J/(O)I >>..}e J<c, 

por lo que 

IP'k( {/ES: lf (O)J} > >..') :5 € ¡mm toda k E N y para toda)..'~>.., 

de donde se concluye la necesidad de la primera condición. Para la segunda condición, 
consideremos T, €, € 1 > O. Sea /( C S un conjunto compacto tal que IPk{ /(e) :5 € 1 para 
cualquier k E N y consideremos los conjuntos 

l<d = I< n {/ E S : w·r{/, ó) ~ e-} . 

Dado que la asignación f ,_. wT(J, ó) es continua para cada T, ,5 > O, entonces los conjuntos 
/(d son cerrados como la intersección ele dos cerrados y están contenidos <'n el compacto /(. 
Además, sabemos que para cada f E S y para cada T > O, límd¡o wT(J, ó) = O, por lo que 
nd>O/(d = 0 (pues E > O) y entonces las intersecciones en las cuales aparecen solamente 
una cnnticlncl finita los conjuntos /(d no pueden ser todas distintas del vacio. Pero como 
ó' :5 ó implica que /(d' C /(d (por la monotonía de ó ,_. wT(J, ó)), In observndón anterior 
nos permite afirmar que existe ó > O tal que K.;· = 0 para cualquier ó' E {O, 15). Así, para 
cualquier ó' E (O, ó), 

sup IP'k ({/E s: wT(f, ó') ~ €}) :5 Slip IP'k ( {/ E s : wT(f, ó) ~ €}) 
hN hN 

:5 sup IP'k(J\') 
kEN 

::;- €', 

de donde podemos deducir la necesidad de la segunda condición. 
Supongamos ahora que se cumplen las condiciones a y by verifiquemos que la sucesión 

de medidas de probabilidad es tensa. Sen 1¡ > O. Por hipótesis, para cada T > O existe 
.>.r >O tal que 

sup IPk{ {/ E S: I/ (0)1 > .>.T}) :5 1¡/2T+I 
kEN 

así como ó'f > O tal que 

sup!Pk({/ES:wT(/,ó[)> 1/k}) :571/2k+7"+•. 
kEN 

Consideremos a los conjuntos 

Ar= {/ES: I/ (0)1 :5 .>.r, wT(/, ó"[) :5 1/k, k = 1, 2, ... } 

y 

A= n AT. 
T;::l.TEN 
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Dado que !ns asignaciones J ,_. I/ (O}I Y f ,_. wT(f, ó} son continuas, se sigue que los 
conjuntos Ar son cerrndos, puesto que constan de iutersecciones de imágenes inversas de 
cerrados bnjo estas asignaciones y por lo tanto el conjunto A es cerrado. Además, 

y 

por lo que 

supl/ (O}I :::; A1 < cxi 
/EA 

supw'''(J,ó):::; 1/k 
/EA 

para lodn.ó :::; óf, 

límsupwT(f,ó} =O pnrn todnT >O. 
610 /EA 

Así, se cumplen !ns condiciones del Teorema 2.8 y podemos concluir que A tiene cerradura 
compacta y como A es cerrado, A es compncto. Finnlmente, 

00 

l?k(N) :::; ¿:: l?k{lf {O)I > Ar)+ l?k(Existe k ;:::=: 1 tnl que w''"(J, ó{} > 1/k) 
1'=1 

:::; f: (TJ/21'+1 + f: 11/27'+k+l) 
1'=1 k=l 

00 

$ ¿:: TJ/2T = TJ, 
T=I 

por lo que la sucesión (l?k)kEN es tensa. D 

2.3.4. Distribuciones finito dimensionales. Sea P unn. medidn de probabili
dad sobre !Ji'Js. Como In nsignnción J ,_. (7r1 1(f), ... ,7r1n(f)) es continua, entonces es 
(!Ji'Js, $Rn )- medible, por lo que inmediatamente podemos considerar la medida de proba
lidad inducida por estn asignnción, quc denotaremos por ? 11 , ... ,rn: 

1?,1 •.... rn (.4} = 1?( {f E S : (7rr, (f}, · · ·, 1r1" (f)} E A}} A E !J1JRn. 

A estns distribuciones sc les conoce como distribuciones finito dimensionales. Anterior
mente verificamos que si dos medidas de probabilidad sobrn !J1Js coinciden en la clase de 
cilindros finito dimensionales, entonces coinciden en &'ls. Esto quiere decir que dos medidas 
de probabilidad sobre !J1Js tienen !ns mismas distribuciones finito dinwnsionalt•s, entonces 
son iguales. Si (IP'kheN es una sucl'sión de nwdidas de probabilidad sobre 81ls y converge 
débihnente n IP', entonces pn.ra cada 11 ;:::=: 1 y l.1, ... , t., E [O, cxi), la sucesión de medidas de 
probabilidad (IPt ..... 1..)kEN converge c!t;bilmente a 1?1 1 , ... ,r"' puesto que si g: IR" - IR es una 
función continua y acotRdn, entonces la asignación g o (7r11 , ... , 7rr.,} de Sen IR es continua 
(como composición de dos aplicaciones continuas) y acotada, por lo que 

J g ~¡, .. .,In = J g O (1rt1•''''1r¡") ciipk -+ J g O (7r1¡' • •' '1rtn} dJ? = J g dl?1¡,. ... ln' 
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conforme k -+ oo. Si por otro lado, sólamente suponemos que (11'7,. .r. hEN converge débil
tnente, no podemos garantizar en general que (JP'k) converge, pues en principio podría no 
existir una. medida. de probabilidad lP' cu 81J8 que tuviera hL'< dist ribudones finito dimen
sionales que debería tener si JP'k => lP' co11fon1w k ~ oo. Este l'S el motivo funda.me11tal 
por el cual se introduce el concepto de lt•nsión, cuyo uso se ilustra a continuación. 

TEOREMA 2.10. Si (IP'k)kEN es "'"' sucesión tcns" de mcdidrts de ¡irvbabilidad sobre 
StJs tal que 7mrn cualquier 11 2: 1 ¡¡ t 1,. . ., t", (1P'7,. .... r. hEN co11tw1y1· déliilrncnlc, entonces 

existe una medida de ¡nvbabilidad IP' sobr·c .'i'Js tal que D"" => IP'. 

DEMOSTRACIÓN. Dado que (IJ>k)keN es tensa, es :<cctwncialm<'nte compacta (Teore1nn 
de Prohorov) por lo que existe Ull!L 1nedida dt• probabilidad lP' y una subsucesión (P"1)1eN 
de (IP'k) kEN que converge débilmente n IP'. Si (JP'k;)tEN fuera otra :;ubsuc<'sión (IP'k) kEN que 
converge débilmente a una medida de probabilidad Q, entonces IP' y Q tendrían las mismas 
distribuciones finito dimensionales, por la segunda hipótesis dl'l teorema, de donde IP = Q. 
Veamos a.hora que de hecho la sucesión original, (IPk)keN com·erge a IP'. Por contradicción: 
Si supone111os que (JPkheN no converge a IP', entonces existe u11a fundón 9 : S ~ IR continua 
y acotada. tal que 

J 9 c/IP'k .¡.. J !/ dlP' cunndo k - oo. 

Dado que 9 es acotada, la sucesión (J 9 cflP'k) kEN es acotndn, por lo que cualquier subsu
cesión ele ella ad1nite n su vez una subsuccsión convergenll'. Sabemos que en un espacio 
1nétrico, una sucesión converge a ;z; si y sólo si cualquier subsucesión n<lnlite a su vez una 
sub:mcesión que converge a :e (Teorema A. l,) por lo que In cantidad J 9 dlP' no puede ser el 
único lí111itc de subsuccsiones de In. sucesión anterior, pues de otra 111ancra sí tcndrín1uos 
In convergencia. Esto itnplica que podemos escoger una subsucesión (IP'k•)ieN de (Pk)keN 
tal que J 9 dll"k' converja a un valor distinto a J g dlP' cuando k ~ oo. Esto es una con
tradicción por la siguiente razón: la subsucl.'HitÍn que acabnnHlH dl' construir es tcnsn, hl-"i 
distribuciones finito dimensionales convl•rgen n las ele IP', pero no ptll'de tener ninguna 
subsucesión que convergn débilmente a IP'. Por otro lado, por el mismo argmnento que 
utiliza111os para In sucesión original, pode111os asegurar ¡,, existencia de una subsuccsión 
que convergn clébi1111ente a IP'. Esto demuestra que (IP'kheN converge débilmente a IP. O 

2.3.5. El principio de invariancia de Donskcr. Sean (X,);>t una sucesión de 
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con varianza o < a 2 < 00 

definidas en un espacio de probabilidad (n, !fo", IP') y (Sn )nel'i la sucesión de sumas parciales 
asociada, donde So= O y paran 2: 1, S,, = L;;':, X,. Delinimos a X : fl - S mediante 

X,(w) = tr1 o X(w) = S11¡(w) + (t - [t]) X¡1¡+1(u.'), 

geométricamente, la gráfica ele X se obtiene interpolando lineahnente entre los puntos 
(n,S,,), parn n E N. La primera pregunta que es natural hacerse es si X es (§.~s)
mccliblc, proposición que resulta ser verdadera pues tr1 o X es (§, 51Js )-medible para cada 
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t E [O, oo). Mediante X, podemos definir a otra sucesión de variables aleatori1L'< con valores 
en S que serían el análogo de !ns variables nleatorins que intervienen en el Teorenia Central 
del Límite: 

Y.k( ) _ yk( ) _ 1íkt oX(w) _ Xk1(w) . k ~l. 
, w - tr1 o w - a../k - a,/k , 

Dada la medibilidad de X, resulta que }'k es (Y, 91/s )-ml'clible. Como una genernlización 
al Teorema Central del Lí1nitc. se pn•scnta PI siguiente resultado: 

Tl~OREMA 2.11 (Principio de Invarinncia dr Do11sker). La sucesión de variables alcato
T"ias con va/orns en S, (}'k)k2:l• convc1yc c11 distn/Jución a ll, do11tlc B es un flfovimiento 
Brownia110. 

Canto por definición del l\fovinticnto Drowniano, l. ,_. tr1 o B(w) es continua y 7rr o B 
es variable aleatoria, se sigue que B es medible respecto a la a-1í.lgebrn del espacio de 
probabilidad en el cual estñ definido y a la a-álgebra ele Dorel en S. Un nsunto pendiente 
es que no hemos verificado la existencia del movimiento browninno, pero <'SO forma parte 
de la demostración y para eso se necesita el Tt•orenu\ de Prohorov. 

En lugar de considerar directmnent.e a l1L~ \"ariables }'k, sea pk la medida de proba
bilidad inducida por yk en S, da.da por IP'k(A) = IP'(YkE A), parn A E .<jl/s. Así, para 
demostrar el principio de invariancia de Donsker cs suficicntt• vcri!icar qut• la sun•8ión de 
medidas (F)k<!I converge débilmente a una medida de probabilidad W cuyos distribucio
nes finito dimensionale.s W 11 ..... 1., t 1 $ ... $l.,, son nonnales 11-dimensionalcs, con mcclia 
cero y matriz de varianza-covnrianza 

V = (mín (1,, 1,));~=I. 

Es suficiente considerar el caso anterior, pues i;i t 1 , ••• ,I . ., E [0,oo}. podemos encontrar 
una permutación T tal que Ir, $ · · · $ tr. y como la IL<>ignnción 

J: (x,, ... ,x,.) ~ (;i:r,. ... ,x,.) 

es un homeornorfismo de IR" en IR", se sigue que dos medidas de probabilidad IP'1 y IP2 sobre 
&5'R" son iguales si y sólo si IP'1/-1 = 1?2 /-

1• Empecemos por verificar que las distribuciones 
finito dimensionales de (F)k<!t convergen, para lo cual necesitamos el siguiente resultado, 
que nos permitirá substituir una sucesión de v1ui1\bles nlentorias por otra que sea nuís fácil 
de nnnlizar, en cuanto a la determinación de límites débiles. Aplica solamente n succ.sioncs 
de medidas de probabilidad inducidas por variables aleatorias. 

LEMA 2.3. Si (X;),eN• (Yi);eN y Y son tiariables aleatoT"ias dcfinicfo.s en (f2, .:F, IP) y con 
valores en tm espacio métrico sepamblc (/\!, p), tales que (}j),eN converge c11 distribución 
a y y 

p (X., Y,) !!. O 

entonces (X;);eN converge en distribución a }'. 
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DEMOSTRACIÓN. Como verificamos anteriormente, In separnbilidad garantiza que la 
asignación w >-+ (X(w), Y(w)) sea (.9", fJi'JM•M )-medible y esto implica que In composi
ción de p con In anterior función sen ( . .Y:-, MR)-medible. Por el teorema Portmnnteau, es 
suficiente verificar que para cada F C /\[ cerrado, 

límsup!P(X, E F) S IP()' E F). 
i-o.:i 

Para esto, consideremos E > O y F, = {x E /\J: p(x, F) :5 é}. Por la continuidad de 
la asignación x >-+ p (x, F), el conjunto F, es cerrado y además, tenemos la contención 
F, C F,. si O < € :5 € 1 así como !ns igualdades 

F=nF,=nF, 
c>O c>O 

cEQ 

de donde se sigue que IP'(Y E F) = lím,10 IP'(Y E F,). Si X; E F y p(X;, Y;) :5 E, entonces 
Y; E F,, de donde 

límsuplP'{X; E F) :5 límsuplP'(X, E F,p(X., Y;) :5 e)+ límsuplP'(X, E F,p(X;, Y,)> é) 
iEN 1EN iEN 

:5 límsup!P'(l'i E F,.p(X;, l'i) :5 E) 
iEN 

=IP(YEF,), 

donde la segunda desigualdad se explica pues IP(p (X,, Y.) > E) - O paro. cualquier E > O. 
Como las desigualdades son válidas para cualquier E > O, se sigue que 

límsup!P(X; E F) :5 IP'(Y E F) 
iEN 

y por lo tanto, (X;)iEN converge en distribución a Y. o 
Volviendo al principio de invnriancia. ele Donsker, veamos que pasa. con las distribu

ciones finito dimensionales de las mccliclns IP": 

LEMA 2.4. Las distribuciónes finito dimensionales JPf,, .. .,rn• l1 :5 · · · :5 tn, conver
gen débilmente y la distribución límite es normal con media cero y matriz de varianza
covariartza 

V= (mín (l.¡, lj)):~=I. 

DBMOSTRACIÓN. Consideremos In variable aleatoria 

1/Jk,r(w) = (kt - [kt)) X¡krJ+ifa../k, 

cuya definición implica Y/= S¡kr¡/a../k + 1/Jk,r- Como 

E(l1.bk,11) :5 E(IXd) kta-:J:t) :5 IE(IXd)/a../k- O, 
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poderi1os concluir que Wk,I converge en distribución a cero cuando k ---+ oo para cualquier 
t E (O, oo). Esto sucede ya que si f: IR---+ IR es continua y ncota.<lu, para cndu t:: > O existe 
ó > O tal que si Jxl < ó entonces IJ(x) - /(O)I < e. Esto implica que si M es una cota. 
para f, 

kl.!!1;,l1E(J(1/,k,1)) - IE{f(O))I 

:::; ¿~~IE{if(1/'k.1) - /(O)il¡,¡.• . .1<6) + IE{IJ(1h,.)- f(O)ll1,¡·• . .l<=6) 

$ kl~ di"( 11/'k.rl < ó) + 2JHIP'(i1/'k.rl 2: ó) 

<e+ lím 2MIE(l1/Jk.tD 
- k-= 6 
=E 

y con10 las desigualdades de arriba son vrílidns pura cualquier e > O, se tiene que 
IE(J(l/Jk,1)) -+ IE(/(O)) conforme k-+ oo parn toda t E [O, oc). 

Mediante la misma técnica utilizada en el p!Írrafo anterior, podemos \'t•rificur que si 
f.¡, ... , ln E (O, oo), entonces el vector aleatorio (1/'k,t., ... , 1/Jk,i.) converge en distribución 
a O cuando k -> oo. Como consecuencia de lo anterior, vemos que el vector aleatorio 

(Y,~ 1 ••• '}~,~:) 

tiene la misma distribución límite que el vector aleatorio 
1 

(S¡k1,1,. .. , S¡k1.¡) · r.:· 
rrv k 

Para encontrar esta última distribución límite, consideremos el vector aleatorio 

(Zf, ... , Z~) = 
1
,,,.. (S¡k1,¡. S¡kt.I - S¡k1 1J •••• , S¡k1.J - S¡k1._.J), 

rrvk 
cuyas entradas son independientes. Así, para encontrar In distribución li1nite de este vector 
con entradas independientes, bnsta encontrar la distribución límite de cada una de las 
entradas, por el Teorema (2.7). 

En1pece1nos por la primera entrada, Z~, que podemos escribir con10 

s1k1il ../[kt;] 
rrv'(ktJ ..;k . 

Como v'[kt.)¡..;k-> .,/t; y dndo que 

(u~)kEN 
es subsucesión de 
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entonces (Zt) kEN converge en distribución a .¡t;x, donde X es nonnal esttin<lar11
, que es 

una .variable con distribución N (O, t 1 ). 

Para las otras componentes, consideren10s i ~ 2 y notemos que 

(k(t; - t;_i)):::; (/.-t,) - (kt,_i):::; [k(I, - t,_,)J + 1, 

se sigue que Zf tiene la tnismn distribución que S¡k(r,)-r,_.¡/rr,/k o que S¡kti.¡-r,_.¡+1av1k, 
puesto que las variables (X;),> 1 son idénticanll'nlc distribuidas. Como X¡k(l,)-r,_ .¡+¡/a.,/k 
converge a cero en distribuciól1, utilizando 11t 111is1na tt<cnicn que para tPk.r. entonces 

( s1kt•,)-<.- o1) 
<TVk kEN 

y 

(
S¡k(r,)-lo-tl+t) 

<TVk kEN 

convergen en distribución a In misma variable, que en cotnpleta analogía con el caso de In 
primera entrada de ( Zk) kEN' se distribuye N(O, t, - t;_ 1 ). Así, la sucesión 

((zt, · · · · Z~)) keN 

converge en distribución a (Zi. ... , Z,.), donde la distribución de Z, es N(O, 1, - t,_i) (con 
t0 = O} y donde las entradas del vector límite son indcpcndicnl<-s, por lo que este último 
es un vector gaussinno. 

Finalmente, apliquen1os el Teorema 2.5 a la función 

(x 1 , ••• ,x,.) >-+ (x,, x1 + :i:2 , •.. ,x1 + · · · + :i·,.), 

que es una función continua ele lR" en lR", por lo que la ley límite del vector 

(Yk(t 1 ), ••• , Yk(t,.)), 

que es precisrunente IP't., ... ,tn es la ley vector 

(Z1,Z1+Z2, ... ,Z1 +···+Z,.), 

que queda detenninada por la inedia y la matriz ele varianza-covarituiza: 

E(t.z.) =O 
y 

E ( (t z,) (t z,)) = Var (f z,) =E 1., - t1-1 = t,"; = t; "t;. 
l=l l=l l=l 1=1 

8 Utilizando el Teorema Central del Límite y los resultndos que siguen n.1 Teorema 2.7. 

o 
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Si verificamos que In sucesión de medidas (n>k) kEN es tensa, puesto que ya demostramos 
que sus distribuciones finito dimensionalc>s convergen, el Teorema 2.10 nos permitirá con
cluir que existe unn medida de probnbiliclad sobre i.fis, que clenotnremos por W, tal que 
las distribuciones finito diincnsio11nles 1 que son lns leyes irulucid~.., por hL'i proyecciones, 
sou )ns 1nis1naH que la.."' de un :tvlovin1i<-nto Ilro\\•11ia110 y adenui.,.,., las 1nt•dicla .. "'t ¡pk couvcrgcn 
débilmente a W. Así, en el espacio de probabilidad (S, i:i'1s, W), lm.; proyecciones (7r1 ) 1> 0 
constituyen un J\•1ovimiento Browniano que verifica In existencia del J\lovimiento Brow
niano y adenu\s podemos concluir algunos a .. o.;pectos del J\·tovimi<>nto Browniano a través 
de la aproxin1nción tncdinntc cn1ni11ata .. "i aleatorias. 

A continuación, vca111os que la sucesión (IP'k) kEN es cfectivatnenlc tensa, que por el 
Tcormna 2.9 es equivalente n verificar que 

para todaT > O y para todac > O, 

puesto que JPk( {f E S: f (O) =O}) = 1 ¡mra k E N. Si traducimos d significado de las 
medidas JP>k y del módulo de continuidad w, In condición que debemos verificar es la 
siguiente: 

límsup JI" ( rná.x IY/ - Yakl ;::: e) = O 
610 kEN lt-•I $6 

O:Sa,t:ST 

pnrn tocia T > O y para toda é > O, 

que si utilizamos In definición ele Yk, se convierte en 

(17) lírnsupll"( máx IXt - X.I ;::: t0uVk) =O pnrn todn T >O y para toda e> O. 
610 kEN JI-a) $k6 

0,:Se,t$;kT 

Dado que para cada k fija, si tornamos el límite cuando .S ! O en la expresión 

JI" ( má.x ¡x, - X,I ;::: euVk) 
l•-•l$k6 
O,:S~,t.:SkT 

obtenemos como resultado O para cualquier e > O y T > O (puesto que cualquier mcclida 
de probabilidad sobre !Ji'Js es tensa ya que Ses completo y separable), el supremo en (17) 
lo podernos cambiar por un lhnite superior, esto es, verificar In tensión ele la sucesión de 
medidas que nos interesa, es equivalente a demostrar que 

lím lírn sup IP' ( má.x IX1 - X,I ;::: euVk) =O para toda T > O y para todne > O. 
610 kEN Jt-•1 $k6 

0$6,t,:SkT 
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Si s, t E (O, kT] y Is - ti ::; k6, sean i = (t), j = (s), o= t - i E [O, 1) y (J = s - j E [O, 1), 
por lo que 

IX1 - x.1 = l{l - o) S; + 08;+1 - (1 - /J) s, - /38;+1 I 
' i rnáx {S; - S;. S, - 5';+ 1 • S,+ 1 - S,+i. S;+1 - Sj}, 

y como Is - ti::; k6 e lt- si ~ kT, entonces li -il, li-j + 11, li -j - ll ~ (kc5) + 1 y 
i + 1, j + 1 ::::; (kT] + 1, de donde obtenemos las contcnciónes 

{ máx IX1 - X .. I ~ eu../k} e { nui.x IS, - S1 I ~ t::aVk} 
1t-•1Sk6 l•-;l:Slk6I+• 

O!:.a,tS,kT 0=::_1.j:;:(k'l'J+l 

e { nuix IS.+; - S,I ~ eu../k} 
0:SJ5fk6]+1 
O:St:S(kT)+I 

de donde la tensión de In sucesión (JP>k) kEN se seguirá de la relación 

límsup!P ( !ll!Í.X IS;+j - Sd ~ <:uVk) =O para toda T >O y para toda e >O, 
610 kEN 0$J$lk6)+1 

0$i$lkTJ+t 

en la que nos concentraremos a continuación. 
Sea m el menor natural 1nayor que T/ó (que existe por el principio del buen orden), 

es decir, m es el único natural que satisface las desigualdades 

m - 1 ::; T/ó < 111. 

Dado que 
• ([kT) + 1) • 

,!~1.!, ((kc5] + l) = T/ó < m, 

existe k0 E N tal que para cada k ~ k 0 tiene lugar la desigualdad 

(kT) + 1<m([kc5)+1). 

Designemos por I a (kT) + 1 y por J a (kc5) + 1 y supongamos que k ~ ko y 

nuix IS;+J - Sd ~ f:aVk. 
0$j$fk6]+1 
0$•$lkT]+I 

Esto nos dice que existen i E {O, ... ,/} y j E {O, ... , J} tal que IS; - S,+,I > <:u../k. Dado 
que I < mJ existe p E {O, ... m - 1} tal que i E {(p + k) I: O::; k::; /}y aquí tenemos 
dos opciones: i + j E { (p + k) : O ::; k ::; /} o i + j E { (p + 1 + k) I : O ::; k :S: /}. En el 
primer caso, 

ISpr - s.1 > euVk/3 
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o 

ISv1 - S,+jl > Ec1'Ík/3, 

ya que en caso contrario, la desigualdad del triángulo nos obsequia una contradicción. En 
el segundo caso, 

1s,,, - s.1 > eu../k/3 

o 

o 

ISCP+ll/ - S,+JI > eu../k/3, 
ya que, de nueva cuenta, el suponer lo eontrario nos lleva a una contradicción. Así, en 
cualquier caso, observamos que existen p E {O, ... , 111 - l} y j E O, ... , J tal que ISpt -
Sj+ptl > eu../k/3, lo cual nos lleva a In contención 

{ m•ix IS;+J - Sd ~ ea..fk} e 'LJ { 1111\.x IS,,J - SJ+i•JI > eu..fk/3} 
OS:i:Slk6\+1 O!SJ~J 
O:SiS(k7' + 1 11 =0 

y dado que para cualquier p E {O, ... , m - 1 }, los conjuntos del lado derecho de la con
tención arriba tienen la misma probabilidad, la subaditividad finita de IP' nos dice que 

11" ( mñx IS;+J - Sd ~ eu..fk) < 11ilP'( nuix ¡s,¡ > eu..fk/3) 
0:5J:5(k6)+1 - 0:5J:5J 
0:5i:5(kT)+I 

(18) :5 (1 + ~) IP'( nuíx ¡.5,I > óu..fk/3) . 
u 0:5J:5(kó)+I 

Recordemos que para cada J > O, existe ko E 111 tal que para cualquier k ~ k0 tiene lugar 
la desigualdad (18). 

A continuación, den1ostraremos que tiene lugar la relación 

límlímsup~IP'( rniix ISJI > eu.Jk) =O V:> O, 
610 k-oo u OS;:S{kSJ+ 1 

lo cual nos dice que el límite cuando 8 l O del límite superior (sobre k) de la última expre
sión que interviene en la últimn desigualdad del párrafo anterior es cero, lo cual implica 
que la sucesión (IP'k) keN es tensa. Para ei;to, utilizaremos la desigualdad de Etn1andi, la 
cual afirma que 

IP'(m!ix ISJI > 3x) :5 3 máx IP'(IS,¡ > :i:). 
l:SJ:Sk l:SJ'.Sk 
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Pnra verificar que esto sucede, sean B1 = {IS.! :::; 3:r, i < j, IS;I > 3x}, por lo que r.stos 
conjuntos son ajenos para distintos valores de j. Entm1res 

IP( lll!ÍX IS;I > 3x) :5 IP(ISkl > :r:) + t lP'(ISkl ~ :1:, /3J) 
lSJ~k J=l 

k 

:5 IP(ISkl > x) + L lP'(ISk - S;I > 2x, B;) 
j=l 

k 

:5 lP'(ISkl > x) + L lP'(ISk - S;I > 2x) ll"(B;) 
j=l 

:::; IP(ISkl > x) + 1~'J~ IP'(IS" - S;I > 2x) 

:5 IP(ISkl > x) + nui.x (ll"(ISkl > x) + ll"(IS;I > x)) 
l'.SJ$k 

:::; 3 n1J~k IP(IS;I > :i:). 

Para aplicarla, notemos que Vk/ \/'[kó] + 2 converge a l/<I cuando k _, oo, por lo que 
dada'ó > O, existe k6 E N tal que si k ~ k 6, entonces Vk > v'[Mj'¡.,;:;iJ. Así, al utilizar la 
desigualdad de Etmandi y el comentario de la frase anterior: 

límsup!P( má..x IS;I > t:a...!k) 
k-oo 1$.i$fk6]+2 

:::; 3 límsup miix IP(ISJI > t:aVk/3) 
k-oo ISJ$fk6)+2 

. ( ~) :::; 3 hmsup má.x lP' IS;I > E:u ( ) 
k-oo l$i:Sfk6)+2 3,/2(5 

Por el Teorema Central del Límite, la sucesión (S;/u.,/J) ·eN converge en distribución a 
Z, donde Z tiene distribución normal estándar. Como la {ry normal le nsigna cero a los 
conjuntos que constan de un sólo punto, se sigue que la distribución de s,¡ .,/] converge 
puntualmente a la de Z y como IP'( IZI > x) :::; lE(Z4 ) /x4 (<lesigualdnd de Tchebyshev), 
entonces dada ó > O, existe k6 E N (sólo depende de ó, no <le k) tal que si k6 :::; j :::; [k8) + 2, 
entonces 

IP (1s 1 > E:u~) < IP (1s 1 > w.,/J ) ) ( 3,,126) - ) ( 3v'2J) 
< lE(Z4) 4. 3•~2. 

E: 
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Paraj $ k 6 , podemos utilizar la desigualdad de Tchebyshev: 

P(ISil > ~uvf[kó] +2/ (3v'U)) $ ió2 ([~:t+ 2) 
18ó 

$ k6 ó 2 ((kó] + 2). 

por lo que 

límsup3 máx. ?(ISil 
k-oo 1SiS(k6)+2 . 

De esta maÍ1erá,: 

1 ( ) 3
4
ó límlímsup-

6
? máx IS;I > rnVk $ lím!E(Z"1

) 12 · -
1 

=O. 
610 k-co OS;S(k6J+l 610 ó" 

de· donde podemos concluir que In sucesión (?dkeN es tensa y por lo tanto, existe una 
medida de probabilidad W sobre ggs bajo la cual lns proyecciones (7r1 ) 1>o constituyen un 
l\1ovimiento Browniano y que In sucesión de medidas (J!>k) keN definidas ~n términos de la 
caminata aleatoria (Sn)nEN converge débilmente a ella. 

2.4. La ley arcoscno 

Como un ejemplo de la aplicación del principio de invariancia de Donsker, encontra
remos In distribución de In fracción de tiempo que el !llovimiento Browninno l'S positivo 
durante un intervnlo de tien1po. No sólo verificaremos de nueva cuenta el principio de 
invariancia de Erdos y Kac, sino que obtendremos un resultado sobre el l\1ovi1niento 
Browniano, que es más difícil de obtener sin el uso de cmwergencia en distribución. 

En el espacio S = 'ifio.oo)> tenemos la métrica d, bajo In cual, si {/n)nEN es una su
cesión de elementos de S, la relación d (J .. , f) --+ O conforme n --+ oo se cumple si y 
sólo si /,. converge uniformement.e a f sobre cualquier compacto contenido en [O, oo). 
Ademiis, comprobamos la existencia de una medida de probabilidad W sobre 91J5 tal que 
las proyecciones (7r1 ) 1> 11 constituyen un l\lovimi<•nto Browniano definido en el espacio de 
probabilidad (S, !i'J5 , W) y hemos exhibido a esta medida como el límite débil de medidas 
de probabilidad asociadas a caminatas aleatorias, con In única restricción de que las varia
bles que intervienen en su definición tengan varianza finita. El problema que se plantea, en 
analogía con el desarrollado en el capítulo anterior, es cnlculnr la distribución de la medida 
de Lebcsgue del conjunto {t E [O, 1] : 7r1 (/) >O}. A continuación se presenta un esbozo 
de la demostración: Si denotamos por h a la asignación que manda a f E S en In anterior 
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integral, se verifica la medibilidad ele h y dcspul'.s se demuc-.strn que ü( {/ E S : h(f) $ e}) 
tiene medida W cero, por lo que 

W(h $ e) = ,}~~ 11"(11 o}'• $ e}, 

¡!onde y• es el proceso que co11sidPnu11os ¡mra el pri11C'ipio de i11varin11cia de Donsker. 
Al escoger la distribución de Y1

1 el<' 1111u1<·ra <"OJ1''<'1lirnte, podemos calcular el límite que 
aparece en el lado derecho de la igualdad antl'rior, de do11dl' ohtc11emos la distribució11 de 
h. 

Empecemos por In medihilidad de Ir: 

LEMA 2.5. La función h: S ~IR es (.'.fis,.'fiR)-11u·diblc. 

DEMOSTRACIÓN. Si co11sidcrn111os al espacio [O,oo) x S con la topología producto, 
inducida por In métrica ((t 1, Ji), (12, /2)) ,_. ¡1 1 - 121 Vd (/1, h), dndo que ambos cspa.
cios son separables, se sigue que la a-1ilgdm1 I3ord cu el producto t•s el producto dc> lns 
u-álgebras ~(o.oo) ® 91Js. Sea f : [O, oo) x S ~ IR la fu11c:ión cuya regla de corn.'Spondencia 
es (t, /) >-+ 1T1 o f, que es co11ti1111a (llll'st.o que si (1,,, f.,) ~ (t, /) cuando n ~ oo, entonces 
fn converge uniformemente n f cu [O, t + 1J y 1,, ~ 1 E (O. 1 + l] c11a11do 11 ~ oo, por lo 
cual f., (t.,)~ J(t) cuando n - oo. Ln co11t.im1idad de J implica que l'S (~¡o.oo)xs,9.l'R}
medible. Esto nos dice que {(t, f) E (O, oo) x S : rr, (f) >O} E 91J¡n,eoo)xS• por lo que si 
dcnotnmos por ,\ n In medida de Lebesgue restringida a (O, oo), la IL.«ig1111ció11 

h: />-+ j l(w.(/)>O)l¡n.l)xsd,\ 

es ($5 , 91JR)-mediblc. o 
Los siguientes dos resultados nos nyudnni11 a vt•rificar que podemos cnlcular la distri

bución ele h mediante aproxilnaciones por ca111i11atas aleatorias: 

LEMA 2.6. Si 
A={! ES:,\ ({1 E [ü, l]: f (t) =O})= O}, 

entonces A E 91Js y W(A) = l. 

DEMOSTRACIÓN. Si utiliza1nos la 1nisma técnica que "" el lema anterior, podemos 
verificar que g: (t, /) >-+ l(l(l)=O) es (91J¡o,oo)xs. ~R}-mediblc, por lo que la asignación 

J >-+ ,\({t E [O, l]: f(t) =O})= f gl¡o,1¡xsd,\ 

es (91Js, 91JR)-meclible. Por otro lado, como (t, f) >---+ l(f(fl=O) es (99¡o,oo)x~" ~R}-mcdible y 
no-negativa, podernos aplicar el teorema de Tonclli9 para concluir que 

JE( r iu<t>=º> d.x) = r IE(lu(I>=º» d,\ = r wu <t> =o> d,\ = º· 
}¡0,1¡ 110.1) 110.11 

9Ver (2]. 
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donde la última igualdad es consecuencia de que J (t) tenga distribución normal no
degeneru.da para l. > O. Pero la variable >. ( { /. E (O, 1 J : f ( t) = O}) es no-negativa y el que 
tenga esperanza cero nos dice que es cero (c.s. re!. W) y como 

A= {/ES:>. ( {t E [O, 1] : f (/) =O}) =O}, 

entonces W{A) = l. o 
LEMA 2.7. Si 

B = {f ES: h(f) $e}, 

entonces 8(B) C { f ES: h{/) f $ e :S it(J)}, do11clc i1(J) = Jj0 , 11 1ul•l~O) d>.. 

DEMOSTRACIÓN. Si f E 8(8), entonces existe una sucesión (/t)kEN contenida en B 
tal que /f - f cuando n -> oo y existe una sucesión (/~) keN contenida en se tal que 
J.f-+ f cuando k - oo. Si /(t) >O, entonces a partir de cierta k 1 EN, Jt(t) >O, por lo 
que 

Si J(t) $ O, entonces 

0 = l(Jlt)>O) $ líl~~f l(/tlt)>O)' 

por lo que tenemos la desigualdad l(J{t)>O) $ lím infk-<>0 l¡Jlr)>o) y por el lema de Fatou, 

/t(f) = r l(Jlt)>O) d>. $ lím inf r 1(/'(f)>O) d>. $ C, 
110,1] k-oo 110,1) ' 

p~esto queff' E B. Por otro lado, si f(t) ;:: O, entonces 

1 = l(Jlt)~o) ;:: lim sup l(f"(f)2'.o) 
k-CX) 2 

y si J(t) < O, entonces /~(t) <O a partir de un cierta k~ E N, por lo qt1e 

O= l¡J(t)~o) = lí~~so'.::p l(/:l'l•)~o)' 

de donde l(J(t)~o) 2!: límsupk-oo 1(/;¡l)~o) y dado que 1(/~lt)~o) $ 1, y 1 es integrable sobre 
(O, l] respecto a la 1nedida de Lebesgue, entonces 

it(f) = 1 l(Jlt)~O) d>. <:: lim sup 1 1(/l<t»o) d>. 2: c. 
I0,11 k-oo 10,11 • -

o 
NOTA. De la nlisma manera que verificamos la medibilidad de h, se puede probar la 

de it. Así, podemos considerar a ambas como variables aleatorias reales definidas en el 
espacio de probabilidad {S, !J1Js, W). 
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En el siguiente teore1na, denotaremos por A a la distribución urcoseno que nos hemos 
encontrado anteriormente: 

{

o 
A(x) = l 

1 di Jjo,r)~ 

X $ Ü 

X 2: 1 
xE(O,l) 

TEOREMA 2.12. La distribución de lu vm"iablcs aleat01"ia h rlcfi11ida sobre el espacio 
de probabilidad (S, !JiJ8 , W), dada 1'º" 

F,,(x) = W({/ ES: /i(/) $e}). 

es igual a A. 

DEMOSTRACIÓN. Si !iJ es el conjunto <le puntos en el cual Fh no es continua, entonces 
dacio que esta función es creciente, !iJ es a lo más nunwrable y por lo tanto su complemento 
es denso. Si consideramos e E !Pº, entonces 

W(8({/ ES: h(J) $ e})) $ W ({!E S: h(/) $ r $ ii(f)}) 
$ W( {/E 8: h(/) =e}) 

=O, 

por lo que al utilizar el principio de invariancia de Donsker y el Teorema Portmanteau 

Fh(c) = lím IP'(h o yk $ e) . 
k-oo 

Como 

/¡O yk = r l(i'•>o) d).. = r l(X•i>O) d).. = ~ r l(X.>0) d).. 
110.11 • 110.1) "' 110.q 

vemos que si X 1 es tal que IP'(X1 = -1) = IP'(X 1 = 1) = 1 /2, entonces h o Y 2k <'S la fracción 
de tiempo en que la cruninata aleatoria simple de 2k pasos es positi\•a y por lo tanto 

Fh(c) = lím IP(h o yk $ e) = lhn 1?(/i o Y 2 k $e) = A(c), e E !Pe, 
4·-oo 1.:.-oo 

como vimos anteriormente. Pero si F1, y A coinciden en un conjunto denso, Pntonces son 
iguales, puesto que atnbas son continuos por la derecha. O 

Notas 

El desarrollo de éste capítulo se basa principalmente en el material contenido en las 
referencias [4], [8] y (10). El artículo [4] nos ha servido como uns introducción al principio 
de invariancia de Donsker, mismo que se ha probado cuando el espacio de funciones es 
'i!fio,ex>) y no 'C¡0 , 1¡ corno se hace usualmente, bns<lndonos en [10]. Finalmente, para el cálculo 
de In distribución de h bajo In medida de 'vViener, el material contenido en [8] fué de gran 
ayuda y sorprende que se pueda obtener este resultado por aproximación cuando es tan 
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dificil' de obtener utilizando otros métodos, por r.jcmplo, mediante el uso de la fórmula de 
Feynman-Knc o mediant.e el estudio del tictnpo local. 



CAPÍTULO 3 

El proceso Poisson compuesto y la ley arcoseno 

3.1. Convergencia débil en el espacio de Skorohod 

Con el objeto de estudiar la convergencia débil ele sucesiones de medidas de proba
bilidad inducidns por procesos estocásticos con valores en IR que no sean necesariamente 
continuos es que se introduce el espacio <le Skorohod D. Los elementos de D son las 
funciones f : [O, 1] --+ IR tal que: 

a) Para cada t E (O, l], el límite lím,Tt /(s) existe, esto es, f admite límites por la 
izquierda. 

b) Para cada t E [O, 1), lím, 11 f(s) = f(t), o dicho ele otra numcm, fes continua por 
la <lcrcclm. 

Es importante notar que estas funciones son acotadns, que la cnrclinalidncl de 

{t E [O, l]: IJ(t) - J(t-)1 > é} 

es finita, de lo cual se sigue que cada elemento <le D tiene n lo nuís una cantidad numerable 
de discontinuidades, y que son (.~to. 1 ¡. 93'R)-meclibles, 

Para poder hablar de convergencia en distribución en D, primero debemos dotarlo de 
una métrica. Como D es subconjunto del espacio de funciones acotadas de [O, 1] en R, es 
natural pensar en la métrica inducida por In norma uniforme en ese espacio, dada por 

11111 = sup lf(t)I, 
IE(O,l) 

para metrizar a D; sin embargo, dicha métrica resulta limitada en cuanto a la convergencia 
se refiere: la sucesión de funciones l¡o,a+l/nl E D (0: E (O, 1) y n ~ 1/ (1 - o)) no converge 
a l¡o,n) E D con la norma uniforme y con In métrica que definiremos en ese espacio sí lo 
hace. Para definir a la métrica de Skorohod d en D x D, sea A el conjunto que consta 
de aquellas funciones >. : [O, 1] __, [O, l] que son estrictamente crecientes, sobreyectivas y 
continuas (con In topología usual,) por lo que cada una de ellas es homcomorfismo, puesto 
que [O, l] es compacto y Hausdorff y IR es Hausdorff, dt> donde resulta que si >. E A, 
entonces >. - 1 E A 1• La métrica d estií dndn por 

d(J,g) = l~~ llf - g o >.11V11>. - Id 11, 

1Vcr (11]. 

79 
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<lande Id E A es la función identidad y 11 · 11 denota a la norma u11iformc. Bajo la métrica 
d, el espacio D es separable y cuando restringimos d a 'C'([O, 1]), el espacio de funciones 
continuas de [O, 1) en IR, r~sulta equivnlcnl<' a la 11ll~trica inducida por la 11ornu1 unifonne; 
sin embargo, utilizando d, el espacio ele Skorohml D 110 es compll'to. Para resolvl'r este 
problctna, se introduce una mélricn 1111\.« <'omplicacln <¡ll<' <'S <'<¡lli\'al<'ntt• a el en el sentido 
de inducir la misma topolgía (por lo que la c<>ll\'"rgt>m·ia en distrihudc>11 en cualquiera de 
los dos espacios n1étricos es la misma,) 1wro que convierte a D en completo y separable. 
La con1pletez se utiliza en In caracterización d" los conjuntos compactos de (D, el) y nos 
permite afirmar que una familia de medidas de probabilidad definidas en los Bordiunos 
de D (al utilizar ctmlquiera de las dos métricas) es tensa si y sólo si es sccm·ndalmcnle 
compacta (por el Teorema de Prohorov.) 

Para caracterizar a los conjuntos compactos en el espacio (D, d), se introduce una 
función que juganí el mismo papel que el módulo de continuidad en "C¡n.oo)· 

DEFINICIÓN. Decimos que el conjunto {t,}~=O se encucntnt C:Í·esparcido si lo = O < 
t1 < ... < t,, = 1 y 

.mín I¡ - t,_ 1 ~ c:i. 
t=l. .. n 

Para cada A e [O, 1], sea 
rnA(f) = sup l/(t) - /(s)I 

a,t€A 

y definimos m' : D x (O, oo) -+IR como sigue: 

m'(f, c:i) = inf { má.x m¡1,_ 1 1,¡(/) : n > 1 y {t, };'.,,0 e.o; c:i-csparcido}. 
1$:i5.n ' -

La caracterización de los conjuntos compactos de (D, d) es como sigue: 

TEOREMA 3.1. Un subconjunto A de D tiene cerradura compacta si y sólo si 

a) SUPfeA 11/11 <OO. 
b) línl.510 sup.,eA m'(/, c:i) =O. 

Annndos con la caracterización del T'coremu 3.1 se puede obtener una condición necesa
ria y suficiente para poder concluir la tensión de una sucesión de medidas de probabilidad: 

TEOREMA 3.2. Una sucesión de medidas de pmbabilidad (lP'kheN definidas en !Bv es 
tensa si y sólo si 

a) líma-0<> SllPkeN lP'k( {/ E D: 11/11 > a}) =O. 
b) lím6¡osupkeN lP'k( {/E D : m'(f, c:i) >e}) =O 71C1rn toda e >O. 

Consideren1os a las proyecciones rr1,, ... ,1 .. : D -> lR" definidns mediante 

71"1, ..... 1.(/) =(!(ti) •...• /(1,,))' 

para t 1 , ••• , tn E (O, l], conto lo hemos hecho anteriormente en el caso de S. Estas funciones 
son (éll0 , !J1JR" )-medibles y además, la a-álgebra generada por { rr1 : t E (O, l]} es igual a 
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Ja u-álgebra de Borel en D, lo que garanlizi< que una función f : X -+ D definida en 
un espacio medible (X, &l:) es (X,a10 )- medible si y sólo si 7r1 o J es (X,a1R)-mediblc 
para toda t E (O, 1). Mediante las proyecciunr-'< podemos definir a hL« distribuciones finito
dimensionales de unn medida de probabilidad IP' sobre .<E0 , como en el en.so de S, mediiu1tc 
la osignnción 

IP, 1, . . ,< .. (A) = IP( {f E D : 7r1,, ... ,r .. o f E A}), 

Si J?k => IP, no podemos, como en el caso ele S, deducir que IP~... ·'" => 11"1 ., .. ·'·, puesto que 
)a..-, proyecciones 110 son nccc.."aria111c11tc eo11tintuL.'-', c·o1110 lo tnucstra el siguiente rt..""Sultado: 

TEORE~IA 3.3. 7r1 es co11ti1111a en J si y sólo si J t:s nmtimw 1·11 1. 

Las distribucionrs finito dimensionales se utilizan posteriormente parn \'erificar la con
vergencia débil, con la ayuda del concepto de tensión. 

Si consideramos unn función f E /J, entonces cxisll' la cantidad j(f) = m1ix,E(O,IJ lf(t)
f(t- )1, el nuiximo salto de In función J, y In nsignal'ión J ,_~ j(f) es cont.inun, por lo que 
C = 'C¡o,I) = j- 1 (O) es un elemento de !i'J0 . 

TEOREMA 3.4. Sea (0, §, IP) 1111 espacio de ¡imbabi/idad y (X,,),,EN unu sucesión de 
variables aleatorias con valores en D que conve1!1e11 en distribución a X. Una co11dición 

necesaria y suficiente pmn que IP(X E C) = 1 es qui: j (X,,) !!'..O. 

El siguiente resultado nos permite probar la con\'ergencia dl'bil en [) nt iliznndo las 
condiciones que gnrnntizan convergencia débil en C. L1L'< primenL'< dos c-omlicio11es gara11-
tizru1 In tensión (en D) de la sucesión de n1t•clidm< ele probabilidad. nlil'lltras qul' la tercera 
nos permite identificar ni límite débil. 

TEOREMA 3.5. Si (J?k) kEN es una sucesión de mcd11ias de ¡nvbabilidad definidas en 
.'Ji'Jv tal que 

a} lím,._oo límsupk-oo JPk( {f E D : lf(O)I > a}) =O, 
b} lím.s¡olímsupk-oo]¡>k({f E D: w 1 (/,c5)} >e)= O para toda E> O y 
c) IP'7,, ...• i .. ==> IP, 1 , •. .,1• si t1, ... , t., E (O, 1), 

donde IP es 1mci medida de probabilidad sobre &a0 , entonces J?k => IP y IP(C) = l. 

Notemos que en el teorema anterior, se utiliza a la función w 1 , definida en 2.3.3, y 110 
am'. 

3.2. Procesos de Lévy 

Un proceso de Levy es una extensión de lo que representa Ja cnminntn aleatoria co1no 
proceso a tiempo discreto. Las propiedades que nos interesan de esta última son la inde
pendencia y la estacionariedad de los incrementos. Hay otrns dos condiciones que ayudan 
n que el proceso sea más fácil ele estudiar. 
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DEFINICIÓN. Un proceso de Levy X = (X,)r>o es una colección de variables aleatorins 
reales indicadas por los elementos de [O, ex>) dciiniclns sobre tm l'«pncio de probabilidad 
(n, '§, lP') tales que 

a) Xo =O. 
b) La asignación t >-+ X 1(w) es continua por la derecha en [O, cxi) y admite límites 
por la izquierda en (O, oo) para cualquier w En. 

c) Si O = t 0 $ t 1 $ · · · $ t. 0 , entonces {X., - X,,_,} :·= 1 son variables aleatorias 
independientes. 

d) Si s $ t, entonces X 1 - X. tiene la misma distribución c¡ue X, __ ,. 

Como un primer ejemplo de un proceso de Levy, tenemos ni Movimiento Browninno. 
Otro ejemplo hnportante lo encontramos en el proceso Poisson: 

DEFINICIÓN. Un proceso de Levy X = (.'\"1),>o tal que X, tiene distribución Poisson 
de parámetro )..t, con ).. un real positivo, <'s un ptDccso Poisson de intensidad ,\, 

La existencia del proceso Poisson se cle1nuestrn verificando que si (Sn ):;"=0 cB una ca
rninata aleatoria tal que 8 1 tiene distribución exponencial de parámetro ).. > O, entonces 
el proceso estocástico (N1) 1'2:0 dado por 

00 

N, = Lk11e(s •. s>+il• 
k=I 

es un proceso Poisson de parámetro >... De hecho, el proceso Poisson es el único proceso de 
conteo que es además un proceso de Lévy y esta propiedad es la que justifica su aplicación 
en ciertos 111odelos actuariales. 

A través del proceso Poisson podemos construir una clase de procesos de Levy conoci
dos como procesos Poisson compuestos. Para esto, consideramos N = (N1),>o un Proceso 
Poisson de intensidad ).. y (X;);'.,, 1 una sucesión de variables aleatorias independientes e 
idénticamente distribuidas tal que las dos familias de variables aleatorias {N1 : t 2: O} y 
{X;: i 2: l} son independientes. Sean .'>[1 = O y S,, = ¿~=t X, paran 2: l. Si }~ = SN., 
entonces al proceso (}í )1> 11 lo llanm111os proceso Poisson compuesto. Verunos que es un 
proceso de Levy: -

a) Como No = O y 8 0 = O, entonces Y0 = O. 
b) Como N es cñd!ñg y con valores enteros, se sigue que lím,11 Y. = Y, y que lím, 11 Y# 

existe (y es igual a SN,_ .) · 
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c) Si O·= l.o $ t 1 $ · · · S ln y A, E !.ii9R para i = 1, ... , n, entonces 

IP'(Yi, - Y,,_, E A1 1 i = 1, ... , n) 

·L IP'(Sk, -Sk,_, E A., N,, = k,,i = 1, ... , 11) 
O•ko!::k1~ .. ·~"'9. 

" L IllP'(Sk, - Sk,_, E A1) IP'(N1, = k., i = 1, ... ,n), 
O=ku~k¡~···Skn i=l 

83 

puesto que las variables {S,: i =O, 1, · · ·} y {N1 : t 2: O} son independientes. Si 
k2 2: k1. entonces sk, - sk, tiene la misma distribución que sk, -k,. entonces 

.. 
L TIIP'(Sk, - Sk,_, E A,) IP'(N,, = k., i 1, ... , n) 

01:1A.·0Sk1S···Skn i=l 
n n 

L TIIP'(Sk,-k,_, E A,) IllP'(N,, - N,,_, = k, - k.-1) 
O=ko$ki==:···Skn 1=1 1=1 .. 

L TI IP{Sj, E A,, N,,_,,_, = j,) 
O~jl••••.Jn ig:) 

" =TI IP'(Yi,-1,_, E A¡) . 
i=l 

Si utilizamos el caso n = 2, con A 1 = JR, podemos concluir que l'í, - Yi, y }'j,_11 

tienen la misma distribución, de donde la igualdad 

" 
IP(Yi; '-:-:-Y;,_, E A¡, i = 1, ... , n) TI IP'(Yr.-t.-1 E A,) 

•=l 

nos permite concluir la indepe11de11cin de los incrementos y por lo tanto, que el 
proceso Poisson compuesto es un proceso de Lévy. 

En la siguientes dos secciones, respouderemos a la pregunta planteada en la intro
ducción de la tesis, pero en vez de considerar un proceso Poisson c01npuesto con saltos 
acotados, consideraremos un cuso n1ás general, el de procesos de Lévy con varianza finita. 
A continuación veremos que un proceso Poisson con1pucsto con saltos acotados tiene mo
mentos de segundo orden. Esto succcle pues como /1. = IE(Si) y a 2 = Var(S1 ) son finitas 
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al ser S 1 acotada (digamos por Al), entonces 

"" IE(Y;2) = ¿::: IE(S~l(N,=n¡} 
n=O 

"" = ¿::: (11a2 + n21,2) 11"(.N, = n) 
n=O 

= IE(a2./V1 +1•'.N,2) < oo, 

ya que las variables Poisson tienen momentos de cualquier orden. 
Si X es un proceso de Lévy y Var(X1 ) < oo, vemos que 

Var(Xt+•) = Var(Xr+. - X,+ X 1 ) = Var(Xr+• - X 1 ) + Var(X1}, 

por lo que la asignación t. ,_. Var(X1 ) (que podría en principio tomar rl valor = oo) es 
creciente y por lo tanto basta que existas > O tal que Var(X,) < oo para que Var(X1 ) < oo 
para toda t ~O, ya que Var(X.,,) = nVar(X,) < oo para toda n E N. 

De hecho, podemos expresar a la varianza al tiempo t rn términos ele Ja varianza al 
tie1npo 1 para un proceso de Lévy cualquiera, al ciar uun cxpn·sióu para In trnnsformndn 
ele Fourier, o función característica nsocindn a las variables X 1 • Sea J,. : [O, oo) - C para 
u E IR clnda por 

J,.(I) = IE(c'"·"•). 
Por la independencia y est1u:ionnridad de los incremeutos de X, se sigue que si s, t ~ O, 
entonces 

J,.(s + t) = IE(c'"x•+<) 
= E(c•u(X.+1-."\,.)ciuX,.) 

= IE(c•u(.'1'. • .,-X.l) IE(cmX.) 

= IE(c'"X') IE(c;"x") 
= J,.(t) f,.(s). 

Utilizaremos la anterior propiedad para obtener una relación entre las funciones carac
terísticas ele las variables, pero necesitamo>< el siguiente resultado: 

LEMA 3.1. La función J : [O, 00) X IR -+ e <lmfo p01· J ( t' ") = Ju ( t) Jamás SI! anula. 

DEMOSTRACIÓN. Basta verificar que para cada tt E IR, la función fu : (0, oo) -+ C 
no se anula. Como X, tiende a O conforme s -+ o+, debido a la continuidad por la 
derecha de X, el teorema de convergencia acotada nos permite concluir que J,.(s) tiende 
a 1 = J,.(O) conformes-+ o+. Sea entonces c5 >O tal que si O :5 s < c5 , f,.(s) Í' O. Para 
cualquier l. ~ O, el principio Arquimediru10 del orden2 nos permite encontrar n E z+ tal 

2Vcr (1). Ahí1 se refieren al principio Arquhnedinno del orden cotno la propiC'<lad Arquitncdiann del 
sistcnu\ de los nútneros rcnlcs. 
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que O :5 t/n < ó, por lo que fu(t/n) 'I O. Como f,.(t + s) 
entonces O 'I f,.(t/n)" = f,.(t). 

f,.(t) /,.(s) parn s, t 2: O, 
o 

Al considerar un proceso de Lévy X' = (XD,>o con In mismo distribución que X pero 
independiente de él, vemos que, para y ddinida ele 1mmt•ra muílnga a f pero iL«ociada al 
proceso X - ,)(', 

g(t, u) = E( e•u(x, -x:>) = E(c'" X 1) E( e-wx;) = f(t, u) f(t, u) = l/(u, t)I. 

Así, la función g jamás se anulo y vemos que pnrn s, I :2: O se tiene que g(t + s, u) 
g(t, u) g(s, 11), ya que X - ¿'{' es un proceso de Lévy. Considt.~re1nos pura cada u E IR a 
la función g,. : (O, oo) -+ (O, 1) dada por g,.(t) = g(t, 11). Esta función es continua, pues 
satisface las dos pripiedades: 

l. lím._0 + g,.(s) = g,.(O), 
2. g,.(t + s) = g,.(t) g,.(s), 

por lo cual 

límg,.(s) = lím ~,.(t) ) = g,.(t) y 
.,. .,. g,. t - s 

límg,.(s) = límg,.(t) g,.(s - t) = g,.(t). 
alt :1lt 

Además, el logaritmo de g,., satisface 

logg,.(s +l.)= log(g,.(t)) + log(g,.(s)), 

¡:íor lo que log(g,.(r)) = log(g,.(l)) 1· para cualquier r E Qn(O, oo), de donde la continuidad 
nos permite afirmar que al considerar x,. = log(g,.(1)), se tiene g,.(t) = expx,.I para t 2: O. 

Estamos en posición de considerar ll In función /¡ : ¡o, oo) X IR -+ s•. con s• = 
{z E C: lzl = l}, dada por 

I ( ) f (t. tL) -% 1 f ) 
i t,u = -(--) =e • (t,u . 

g t, u 

Esta función también satisface la relación h(t. + s, tt) = h(t, u) h(s, u), puesto que tanto 
f como g la satisfacen. "Mediante el siguiente lema, podemos dar una expresión para h y 
así, finalmente llegar n una para f: 

LEMA 3.2. Sea -y : [O, oo) -+ S 1 continua tal que -y(O) = 1. Entonces existe una función 
continua /3: [O, oo) - IR tul que .6(0) =O y -y(t) = exp i¡J(t) pum toda t 2: O. 

Al considerar la función h,. : [O, oo) - S' dada por h,.(t) = h(t, u), vemos que satisface 
las mismas dos condiciones que g,. y por lo tanto poden1os concluir que es continua. 
Además, h,.(O) = 1, por lo que existe una función continua {3,. : (0,oo) - IR tal que 
{3,.(0) = O y h,.(t) = exp i{J,.(t). Como h(t + s, 1t) = h(t., tt) h(s, u), se sigue que pnrn cada 
s, t 2: O existe un único k = k(s, t.) E Z tal que {3,.(t + .s) = {J,.(t) + /3,.(s) + 2k7r. Como la 
asignación s..--. f3u(t + s) - {J,.(s) - {3,.(t) = 2k7r es continua, se sigue que k no depende de 
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s (pues toma valores enteros) y por el 1nis1110 n.rgumento, interc1u11bitu1do los papeles de s 
y t, tampoco depende de t. Así, k = k(O, O) =O y por lo tanto, /Ju(I. + s) = f3u(t) + /Ju(s). 
Como /Ju es continua, entonces {J,.(t) = Yul, con Yu = f3u( 1). Al definir Zu = Xu + iyu, 
ve1nos que 

f(t, u) = y(t, u) h(I., u) = cr•·'c' 11•·' = e'•·'. 

Mediante la igualdad f(t, tt) = e=··', si X e,,; un procc,,;o ele Lévy con Var(X¡) < oo, 
entonces Var(X1) < oo para todn. 1 2: O, por lo que como función de u, fes derivable 2 
veces con continuidad, de donde tt >-+ Zu es derivable 2 veces con continuidad, además de 
que 

lE(X,) = -i
8
8 

J(t,u)I 
U u=O 

-i tf(t,u) aª Zu' = t (-iz~) = tlE(X¡) 
U u=O 

y 

IE(X¡) a2 1 --
8 2 f(t,u) 

U u-=0 

de donde 
Var(X1)

2 = t (-z~) = tVar(X1). 

3.3. Un teorema límite para ciertos procesos de Lévy 

Esta sección se dedica n demostrar un teore1nn líniite válido para ciertos procesos de 
Levy, entre los cuales se encuentra. incluido el proceso Poisson compuesto con saltos aco
tados, cuando las variables que intervienen tienen varianza finita. Al utilizar este teorema, 
finalmente podremos entender la aproximación a In solución del probk·ma presentado en 
lA introducción, en ténninos clt• con\•t•rgt•nein dt;bil. Como los procesos de Le''Y son c1\dlag 
y hemos visto que !ns proyecciones unidimensionales generan la a-1ílgebra de I3orcl en D, 
entonces un proceso de este tipo se puede entender cotno una variable aleatoria con valores 
en el espacio de Skorohod. Este es el punto de vista que se adopta. Ademiís, si considera
mos un Movimiento Browniano, entonces podemos iuducir mcdiiu1tc este, restringido al 
intervalo [O, 1), una tnedida, a la cual seguiremos llamando medida de \\'icner y denotando 
por el 1nis1no símbolo, en el espacio D, con el objeto de estudiar la convergencia débil de 
una sucesión de procesos C'stocñstieos al !l.1ovimiento Browniano. Nos ocuparemos de la 
\'Crificación del siguiente resultado. 

TEOREMA 3.6. Sea X = (XrlrE(O,oo) tm ¡woccso de Levy tal que O < a 2 

oo. Entonces la sucesión de procesos definida mediante 

X" - Xkr - ¡1kt t E [O, 1] 
' - a../k 

Var{X1 ) < 

dondeµ denota a lE(X1 ), converge débilmente a 1tn l\1ouimiento Browniano en [O, 1]. 
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l\1ós cspeeificamente, si denotamos por B = (B1 ) 1EfO,lJ a la restricción al intervalo ¡o, 1) 
de un Movimiento Browninno, entonces para cualquier función f : D - IR continua y 
acotada, 'JE(f o Xk) --. 'JE(f o B) cuando k --. oo. La demostraci6n sigue la misma idea que 
la del principio de invariaucin. de Dousker, se pn1t_•ba la couvergcucia de las distribucioues 
finito-dimensionales inducidas por la sucesión de proct-sos y luego se verifica la tensión 
de ésta. De hecho, para verificar la tensión, se utiliza una extcnsi6n ele la desigualdad 
de Etmandi utilizada previanwnte. Así, la demostraci6n es co111plc·tamcntc paralela a la 
del principio de invarinncin. de Donskcr, cosa. que 110 rcsult.a tan ext.ra.üa ~ü se piensa que 
los procesos de Lcvy son la. ven:.;ié>n a tic1npo cont.inun dP lo que rcprt•!->ellta la can1i11ata 
aleatoria. co1no proceso de incrcn1cntos iudcpcndicntcs y estacionarios a tiP1upo discreto. 
Para verificar el Teorema 3.G, nos ayudaremos de los resultados sobre COll\'t•rgc·11cia déobil 
en el espacio de Skorohod, pura lo cual 11ecesitnmos algunos lemas previos. 

LEMA 3.3. Si f : [O, a) __, IR "" una función continua por la der-ecliu en [O, a) y con 
límites ¡1or la izquienla en (O, a]. entonces 

. 1( i ) 111ax -a 
OSiS2•1 2° 

T sup f(t) 
IE{O,nj 

confonric n __, oo. 

DEMOSTRACIÓN. Sea 

que existe por ser f acotado., 

/1/ = sup f(t), 
IE{O,n) 

M., = 1 ~~- f (;.,a) 
y para cada n E N, consideremos t~ E [O, a) tal que 

M - 1/n < f(t.~) 5 /11. 

Entonces /(t;,) converge n A/ conforme n --. oo. De la compacidad secuencial de [O, a]3, 
se sigue que existe una subsucesión (t.,).,EN de (l;,).,EN convergente, digamos a un punto 
t E [O, a). Pueden suceder dos cosas: que el conjunto {TI E N : 1,, 2:: 1} sea infinito o que su 
complemento lo sea. En el primer coso, por Ja continuidad a In dereclm de f, flJ = f(t) y 
en el otro, por la existencia del limite por la izquierda, fil = f(t- ). Consideremos ahora 
una sucesión Sk de puntos de In forma i /2" que cmwerja a t, por In derecha en el primer 
caso. y por In izquierda en el segundo. Entonces limk-oo f(sk) = fil, de do11de se sigue que 
lím,,_"" fil,, 2:: linlk-oo f(sk) = fil (el prin1er límite existe por'"" una sucesión crC'Ciente y 
acotada) y la desigualdad contraria es evidente. O 

LEMA 3.4. Sea X= (Xtlte{o,oo) un proceso de Lcvy. Entonces, pam cada,\> O, 

1?( sup IX1I > -') 5 3 sup IP'(IX1I > -\/3). 
IE{O,a) IE{O,oj 
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DEMOSTRACIÓ.N. Como X es cndlñg, se sigue del lemn anterior que 

sup IXrl = lím nuíx IX • 0 1, 
tE(O,n) n-ooOS1:S:.?" '5"" 

de donde se sigue que sup1e¡o, .. ¡ IX11 es una variable aleatoria, por lo que la probabilidad 
dCI lado izquierdo de In desigualdad anterior tiene sentido. Notemos que 

IP( sup IXrl > >.) = IP'( lím trníx IX• al > >.) 
tE(O,n) n-oo O-:S1S2" ~ 

= lím IP'( mñ..x IX• al > ,\) · 
n-oo OS1S"..!º' !i"" 

Dondn la última igualdad se sigue pues la sucesión 

( nuíx IX.,i,,. 1) 
OS•S2"' ~ ª n2:1 

es creciente. Al utilizar la desigualdad de Et1nandi, probada como parte del principio de 
invariaucia de Donsker, se tiene que 

IP( máx IX ...... al > >.) < 3 mñ..x IP'(IX.:.al > ..\/3) , 
0SiS2" 2" - 0:5i$2" ...-

por lo que 

lím IP( máx IX ; al > .x) 
n-oo OSiS2" ~ 

$ 3 lím nuíx 1P'(IX~0 I > >./3) 
n-oo OS1S2 11 J'1" 

: ;) 

LEl\IA 3.5; Si.X 
· u 2. < oo. entonces · 

$ 3 sup lP'(IXtl > ..\/3). 
IE(O.n! 

(X1) 120 es un pmceso de Levy con E(X¡) 

lím 1P'(IXd > >.u../i) = IP(IBil >.X). 
t-oo 

o 
O y O< \l'ar(X1) = 

DEl\IOSTRACIÓN. Basta probar que si (tn)neN es una sucesión de reales no negativos 
tal que 1,. -+ oo cuando 11 -+ oo, entonces X,,./uFn converge en distribución a B 1 , puesto 
que la función 1-1 y la distribución nonnnl son continuas. Esto es cierto cuando In = n, por 
el teorema lhnite central y la independencia y estacionarieclad de los incremc-ntos de X 
(así como el que tenga varianza finita y positiva). Si (tn)neN es um\ sucesión para la cual 
t ... -+ 00 cuando n-+ oo, entonces s,. =(t .. ] -+ 00 conformen-+ 00, por lo que x.ft/u...fs;; 
converge en distribución 1\ 8 1 cuando n -+ oo. Pero como ,¡s;;¡ ..;r;; -+ 1, se sigue que 
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X,.,¡..¡¡:;; converge en distribución a 131 • Finnlmente, notemos que (X1 .. - x ... ) /a...;r;. con
verge en probnbilidad (o en distribución} a O, puesto que si e > O, entonces 

(1 I ../f:.) tn - S,. 11" x ... - x... > "ª t.. ~ ~ - o. 

o 
Finalmente, dare111os lo. prueba del Teorema 3.6 a continuación. Durante toda la de

mostración consideraremos a los procesos dados en el Teorema 3.G y al proceso}' = (Y1),>o 
definido por Yí = )(1 - ¡1t, que es un proceso de Levy con la misma varianza que X pero 
con medio. O. Así, la sucesión de procesos a los que se refiere el Teorcnm 3.U, (,X""') kEN' se 
obtienen a partir de Y de la siguiente manero.: Xt = ~ con t 2: O. Para cada 1 > O, 
notemos que 

k 

x.,k l ~Y. V 
t = r.. L ,, - .1<1-1>c, 

avk •=• 
que por la independencia y estacionarieclad de los incrnmentos, es una suma de k variables 
aleatorias independientes e idénticamente distribuida.-< ele 1nedi11 cero y varianza t, de donde 
convergen en distribución a una variable cuya distribución limite es N (O, t). El argumento 
no es v1ilido para t = O, sin embargo la conclusión es cierta. Si 

O = 10 ~ t 1 $ · · · $ t,., 

entonces las variables 

X~ - Xr0 ,X~ - X~, ... , Xt - X,k"_, 

son independientes y tienen la misma distribución que las variables 

respectivamente, por lo que la distribución límite del vector aleatorio 

(Xi. - ..-\.""i,_,):~ 1 
es normal con media cero y vector de vnrianza-covarianza ((t; - t,_ 1 ) ó,;)~J-1' de donde,la 
distribución límite del vector aleatorio 

(X,.)7=1 

es normal con inedia cero y matriz de varianza-covarianza (1, /\ t;)~J-•' puesto que In 
asignación 

(X¡, ... , Xn) ...-- (:ri, X¡+ X2, ••• , X1 + · · · + .rn) 

es continua. Esto significo. que las distribuciones finito-dimensionales de Xk convergen a las 
de B. Faltan ahora las dos primeras condiciones del Teorema. 3.5 para poder concluir que 

"'·-··--·---·----



!JO 3. EL PROCESO POISSON COMPUESTO Y LA LEY ARCOSENO 

Xk converge débilmente a B, siendo la pritnera evidente pues X~ = O y nos ocuparen1os 
de la segunda, que es verificar igualdad 

Jímlímsup!P'({w En: w 1(X",.S) >e})= O 
d!O A:-oo 

parii cualquier e: > O, para lo cual es suficiente consid<'rar el prin1er límite para una 
sucesión que converja a cero, por ejemplo 6,. = l/11, puesto qu<" co1no función de delta, 
el límite superior sobre k de !ns prohnbilidndcs = unn función decreciente Sen e: > O y 
notemos que 

1P'{w1(X", 1/n) >e:)= IP'( sup ¡y, - }',I > eaVk) . 
•,IE(O,k} 
1~-fl~k/r1 

Sea w E n tal que w 1 (X"(w), l/11) > e:. Entonces existen s, I E [O, 11] tal que is - ti :S k/n 
y p~ - :Ytl > e:a../k, donde podemos suponer sin pérdida de generalidad que s < t. Pero 
entonces, consideremos aj E { 1, ... , n} tal que s E ["U.~ 1 >, ~ ), por lo que tenemos dos 
opciones para t, o pertenece a ( k(i.~•>, ~) o a [~. k (j + l )11). En el primer caso, notemos 
que alguna de las 2 cantidades siguientes debe ser mayor a t:a./k/3, 

i}·~ - Y•11,:•il o 

llí - y.,,_-111. 

pues de suponer lo contrario, In desigualdad del triangulo nos regala una contradicción. 
En el segundo caso, alguna de lns siguientes 3 cantidades debe ser mayor a E:a../k/3, 

w. - y"'':'' 1 o 

IY~ - Yk!r;ll 1 O 

l}í - Y~I, 

pues de nueva cuenta, el suponer lo contrario nos lleva a una contradicción al utilizar la 
desigualdad del triángulo. En cualquier caso, nos damos cuenta de que, si w E n es tal 
que w 1 (Xk(w), l/n) >e: entonces existe un natural j entre 1 y n tal que 

sup i}~ - Y!!=\l 1 > e:aVk/3, 
tE(~.*J " 

de donde obtenemos la contención 

{w 1(Xk, 1/n) >e:} e Ü { sup W•<t.-ll+• - Y.11.-11 I > e:aVk/3} 
i=I •EIO,k/n) 
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y por la estacionariedacl de los incrementos, la probabilidad de los eventos del lado derecho 
de·la anterior contención no depende de j, por lo que la subaditividn.d de IP nos permite 
afirmar que 

1P'(w1(X\ l/n) >e) $ 1111"( sup l}'il > wVk/3) , 
IE(ll.k/n) 

donde al utilizar el Lema 3.4, que es la generalización de lll desigualdad de Etmancli a 
procesos de Levy, acotamos el llldo derecho de la desigualdad anterior por 

311 sup 1P(l}íl >eaVk/9) 
re(O.k/n) 

y para acotar última expresión, utilizaremos el Lema 3.5, que nos permite afirmar la 
existencia de t• = tº(..\) y a > O tal que parn toda t 2: t•, 

1P(IYtl > ..\av't) < ; 4 • 

al considerar a > IE(Bt). Consideremos a t• = t"(e/9) y si k es tal que k/n 2: t• y 
t E [t•, k/n), entonces 

'''' · 1P(IYíl > eaVk/9) $ 1P(l}';I > ea...íñt-/9) $ ;:~2 • 
Por otro l~o si t :S t• :S k/n, entonces la desigualdad ele Tchebyshev nos permite afirmar 
que 

( 
92./j. 92v¡; 

1P IYil > eaVk/9) :s 
0

2k :S €2k · 

Así, vemoo'' qlie'si k/n ;::::; t•, se tiene que 

3 1P(IY.I Vk/ ) < 3. g•a V 3. 92n..;¡; n sup 1 > ea · 9 _ ~•,. 02k • 
IE(O,k/nJ ~ • 

de donde 
g• g2 'F g• 

lím límsup1P'(w1 (Xk, l/n) >e)$ 3 lím límsup~ V 
7~vk $ 3 lím ~=O, 

n-oo k-oo n-oc k-ex> é n é. • n-ou E n 

lo cual establece la tensión de la sucesión de medidas de probabilidad inducidas por la 
sucesión ele procesos (Xk) k~I y termina In demostración del Teorema 3.6. 

3.4. La ley arcoscno 

Como una aplicación del teorema límite presentado en In sección anterior (el Teorema 
3.6), calcularemos la distribución límite conforme l. --> oo de 

Y,= T.>.({s E [O,t): X,> µs}), 
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donde ..\ es In medida de Lebesguc en IR y X = (X1 ) 1>o es un proceso de Lévy tal que 
Vnr{X1 ) < cxi y IE{X1 ) = µ. 'lbdnvín no se verifica qtte Yí está bien definida (no se ha 
probado que el conjunto {s E [O,t]: X,> ¡ts} sea Borelinno} y que es variable o.lcntoria, 
aclcmñs ele verificar qnc la distrilmci6n de }'1 converr;<" _p1mt11al111cnlt• n la distrihuci6n 
n.rcoscno conforn1c t - oo. Estt~ lPorc1na lín1itt· Ps dP eanÍ('tPr distinto n los anterion .. ~ 
pues en ellos utilizábnn1os sucesiones de vnriabll's n.leatorilL-.; y no colPc-eionr.s indicacln.s 
por un subconjunto de los reales, pero las t{-cnicn .. « que utilizan•mos scnin muy parecida.'<. 

Antes que nncln, nolcn1os que In.e; a .. ~ignnci<lnes 

(l,w) ,.._. X,(w) 

(1,w} >-·• l•E{n,b( 

de [O, cxi) X n en IR son {tí9¡o,oo) ® §' .%'R)-mcdibles, por lo qm· la asignación 

= 
(t,w) ,.._. X~(w) = L X'-t1(w) 1 1Elf.'+1>' 

1=1 

que denotaremos por X,", ta111bién lo es. Corno X continuo por la derecha, se sigue que X," 
converge a X 1 pnrn todo (t, w) coníorme k ~ cxi, por lo que la 11 .. «ignl\d<ln (t, w) ,_. X 1 (w} 
es medible respecto a tí9¡o,oo) ® § y .~R· Esto nos dice dos cosas, que el conjunto 

{s E [O,t]: X,> ¡ts} 

pertenece n !}' para cada w E n y que In l\Hignaci6n 

w ,.._. ..\({s E [O, 1]: X,> ¡1s}} 

es ($,~R)-medible, por lo que}~ está bien definida y es nwciible respecto a§ y ~R- En 
cuanto a In convergencia de las distribucionCH de }~ a la distribución nrcoscno conforme 
1 ~ co, basta probar que la con\•crgcncia en distribución de (}'dkEN a una variable con 
distribución arcoscno, pu<•sto que en ese cl\Ho si e E IR y n > O, entonces 

F1·,.1(c - a} - IP'(llír¡ - }';I ~a) $ F1·.(c} $ F1,1,1(c +a)+ 1P'(l}í11 - }'ti 2: a), 

de donde al considerar límites inferiores y superiores y utilizar In continuidad de In distri
buci6n arcoseno, se sigue que }~ tiene distribuci6n límite y que coincide con la distribución 
arcoscno siempre y cuando la succ..'<Í<Ín { Yi,} kEN cotwerga en distribución a unn variable 
con distribuci6n nrcoscno, todo esto gracias a la desigualdad 

1
, , 1 []1-[t.] 2 

} 1 - } lt] $ 2 t Ttil" $ t ' 

de In cual se desprende que 

1P'{l}'¡1¡ - }íl 2: n) $ lo$f• 
que converge a O conforme t. ~ cxi para cualquier a positiva. 
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Ahora nos encargaremos de verificar que (Yk)kEN converge en distribución a una varia
ble con distribución arcoscno. Para esto, consideremos la aplicación h : D - IR definida 
mediante la igualdad 

h(x) = { X e/)., 
110.11 

que tiene sentido pues los elementos de D son (91J0 , !:i'IR)-me<liblcs. Primero, notemos que 
la asignación 

(t, x) >-+ x(t) = x 1 

es (!:i'l¡o,11®911v, 91JR)-medible, puesto que las asignaciones 

(t,x) >-+ x. 

(t, x) >-+ ltEln,bl• 

donde s E [D, l], lo son, de donde la aplicación 

(
[kt] + 1) k 

(t,x) ,_.X --k-.- = X1lt=I + 2:::xtltE(°'T1.t> 
••1 

también lo es, de donde el límite cuando k -+ ex:> es (.~1o.tl 0 !i'J0 , 91JR)-medible y éste es 
precisamente la aplicación (t, x) 1-+ x 1• Esto nos dice que hes (&10 , 91JR)-me<lible. Por otro 
lado, en el Capítulo 2 hemos visto que 

W(Cn8({x E D: h(x) :5 e}))= W(8({2: e C: /i(:r) :5 c})) =O 

para cualquier e E IR que pertenezca al complemento de un conjunto a lo más numerable, 
por lo cual, en el complemento de dicho conjunto se cumple que 

IP(h o X" :5 e) -+ A(c), 

donde 

X" _ X"' - ¡il.:t 
' - ku2 

y A denota a la distribución arcoseno. Pero como A es continua, el límite también es A(c) 
para cualquier e E IR. Finalmente, basta notar que 

h o ~Y"= I f lx,>i" d>. = Yk. 
110,k( 

de donde hemos verificado que {YkhEN converge en distribución a una variable con dis
tribución orcoseno conforme k -+ ex:>. 
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Notas 

Con el objeto de resolver el problema plautcndo '"' la introducción de In tesis es 
que se presenta un esbozo de la teoría de In convergencia en distribución en el espacio 
de Skorohod. Las demostraciones de estos resultados se ¡n1t•dcn consultar en [3]. En la 
Sección 3.3, se da unn dctnostrnción de un teoren1a lí111itl' para cit~rtos procesos de Lévy 
mediante una adaptación de la prueba del principio de invnriancia de Douskcr presentada 
en el Capítulo 2. Vale In pena mencionar que ésta no corrt•spondc a un primer intento de 
solución. De hecho, In primera prueba para este leorema límite utilizaba resultados un 
poco 1n11s finos sobre convergencia en distribución en el t•spado ele Skorohod, por ejemplo, 
resultados concercientes a cambios de tiempo aleatorios. 

. .. 



Conclusión 

El proble111a que se planteó en In introducción fu<' PI de aproximar la distribución de 

hr = _TI { lp',>-'••') di 
l1o:r1 

donde (Yt)1>o = (SN,)i>o es un proceso Poisson compuesto tal que IE(S1) = J• y IE(N1) = A, 
bajo la hipótesis adicioñal de que In variable Sn fuese acotada. E.'<to implica que el proceso 
(l~)t>o es un proceso de Lévy con varianza finita, y como IE(}í) = .\¡d, se sigue que el 
Teorc111a 3.6 aplica y así como la ley límite para /1"f', t•stu 1•s, para rada .1· E IR, 

}~'!, IP(h·r :5 :r) = A(.r), 

doudc .l\ es In distribución nrcoscno introducida nntt>rionnl'lllt>, Ps dl'rir, para'/' graucle, 
In distribución de hr se puede nproxinmr mediante In distrihucitin areoscno. Como los 
cuant.iles 1/4 y 3/4 para la distribución A son O, 15 y 0.85 aproximada1111·11tc, se concluye 
que, al menos para T gnu1de, con probabilidad 1/2, nll•nos del 15 '7.· dd ti1·111po o nuis del 
85 % d<"I tiempo In aseguradora tiene que aportar capital nclil'in1111l para !.1 constituc·ión de 
la reserva de riesgos en curso. Esto es, con probabilidad 1/2, In eo111pa1-1ia de spguros tiene 
nn1y buena suerte o 1nuy 1naln suerte, siendo esto consecuencia dt> que la distribución 
arcoseno se encuentre concentrada alrededor de sus \•alares extremos, O y 1, en v= de 
alrededor ele la media, que es 1/2. 

Las compal1íns de seguro deben considerar el anterior rl'.sultndo ni garantizar (en la 
llll'clicla de lo posible) que tienen el capital suficiente para podl'r constituir la reserva de 
ri1•sgos en curso en caso de que la prima cobrada no s1•a suficie11t1• para tal eft•cto durante 
la vigc-ncia de· la póliza, que co1110 ya vilnos, uo es una situación anó1naln, sino nu\S bien, 
un tanto connín. 

95 



APÉNDICE A 

Algunaf: propiedades de los espacios métricos 

El motivo de estc apéndice es verificar tres n•s11lt.ados co11c.,r11ientes a propiedades 
de los espacios métricos que fueron 11tilizados l'll el Capítulo 2. Empecemos con el nuis 
sencillo, que nos habla acerca de convergencia de sucesiones: 

TEOREMA A.1. Sea (111, p) un cs,,acio métrico y {:r,.)nEN una sucesión de ekmentos 
de Al. Entonces dicha sucesión cor111e1ye ax si y sólo si cualquier subsucesión (.r~lneN ele 
(xn)neN admite a su vez una subsuccsión (.:.r·~:)nEN que convc1ye a .:r. 

DEMOSTRACIÓN. Si la. sucesión (x,.)nEN converge a ~r, entonces toda subsucesión con
verge ax, por lo que tocia subsucesión de cualquier subsuccsión converge ax. 

Por otro lado, si la sucesión (:r,.)nEN no converge a :i:, t•ntonces existe € > O tal que 
para cualquier n E N existe m 2: 11 tal que p(:z·,.,. x) 2: t. Así, podemos considerar rn 1 2:: 1 
tal que p(xm,, x) 2: é y a partir de 111 1 , asegurar In existencia de 1112 2: rn 1 + 1 tal que 
p(x"''2' x) ~ é. De 1nancra recursiva., co11sidcre1nos una sucesión N;trictn1nente creciente de 
naturales (mn)nEN tal que p(:r..,.,, :r.) 2: €. Clanum•nlt', la subs11n•sió11 (:r,,.. ),.EN de (xn)nEN 
no admite subsueesiones convergentes ax. O 

El siguiente resultado nos habla aceren de cierta propiedad de los subespacios separa
bles de los espacios métricos y fué utilizado en la demostración del Teorema de Prohorov: 

TEOREMA A.2. Scu (111, p) un cs,,aciv méti-ico y N C 1\/ scparuble. Entonces existe 
una familia a lo más 1nmicnzblc 07/ ele conjtt11 tos abiertos "º" la siguiente p1vpiedud: si 

x E cnN, 
donde G C 111 es abierto, entonces existe U E o// tal que 

x E u cu e c. 
DEMOSTRACIÓN. Sea D e N un conjunto numerable tal que N e 75. Entonces la 

familia 
o//= {Bq(d): q E Qn(O,oo),d E D} 

es numerable. Si Ge 111 es abierto y x E NnG, entonces existe r >O tal que B.(x) C G. 
Por otro lado, sabemos que existe q E Q n (O, r/2), y como x E N e D, entonces existe 
d E Bq(x). Sea U= Bq(d), por lo que x E U y ndenuis, si:: E U, entonces 

p(z, x) ::; p(z, d) + p(d, x) < 2q < r, 
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<le donde TJ e Br(x) e G. Así, In familia "I/ satisface las condicioues deseadas. o 
El último resultado tiene que ver con 11111• caract.crbmción de In cotnpncicla<l y también 

se utilizó en la demostración del Teorema de Proho1·ov. Recordemos que en un espacio 
métrico (JH, p), un subconjunto C de fil "" compac:to si y sólo si es compacto por succ
sioncS, es decir, si y sólo si cualquier succsicJn con \•alon~s en C nchnitc n una subsucesión 
convergente a un punto de C. Decimos que C e fil es totahuente acotado si para cada 
e > O existen n 2!: 1 y Xt, ... , Xn E AJ tal que 

e e u 13,(;r,). 
•=• 

El siguiente teorema nos proporciona otra caracterización de la cornpacidad en <~<>pacios 
métricos: 

TEOREMA A.3. Si (fl1, p) es un espacio métrico y Ce fil, lc1s siguientes condiciones 
sori equivalentes 

a) e es compacto. 
b) e es totalmente acotado y completo. 

DEMOSTRACIÓN. 

a)=> b): Si C no es totalmente acotado, entonces existe e >O tal que si x 1 , ••• , x 0 E 
!i1, entonces existe 

" 
x E C\ U B,(:r.¡). 

i=l 

Como e es no vacío, sea X¡ E e, por lo que existe X2 E e\ Bc(x.), esto es, 
p(xi. x 2 ) 2!: e. Además, existe 

2 

X3 E C\ U B,(x,), 
i=l 

por Jo que p(x3 , :r.;) 2!: e para i = 1, 2. Continuando recursivamente, pode1nos 
construir una sucesión (xn)::"=t tal que si 11 # m entonces p(xn,Xm) 2!: e:. Clara.
mente esta sucesión no admite ninguna suhsucesión convergente a un punto de 
e, puesto que no es de Cauchy, por lo que e 110 es compacto. Esto nos dice que 
si Ces compacto, entonces C '~" totalnientc acotado. Además, cualquier conjunto 
compacto es completo, pues si (r., ),,EN es una sucesión dt• Cauchy con valores en 
C, entonces admite una subsUC'l'Sión convergente a un punto de C, por lo que Ja 
sucesión original es convergente a un punto de C. 

b)=> a): Para cada n. 2!: 1, existe k,. 2!: 1 tal que C está contenido en 

LJBn,., 
i=l 



A. Al.CUNAS PROPIEDADES DE LOS ESPACIOS ~ll~THICOS 

donde 13,..; es una bola de radio 1 /n con centro <'11 al~úu punto de i\/. Si (x.,).,Er; 
es Ulln. sucesión de va)orC'.S Cll C, ClltOllCCS pa.ra 11 = 1, existe Ull conjunto fJ1. 1 que 
contiene a una infinidad de cle1nentos de la sucrsi611, diµ.atuos qut· .r.m1., E B1, 1 

para j = 1, 2, · · ·, donde la succsié>n (1111,1 )~ 1 es c.strict.a111e11te creciente. DP la 

1uis1nn 1nancra, para n = 2 1 pode111os cxtnu·r cit.• la .suhs11c:l·.si611 ( .r,,.1.,) ;:d u11a 

subsuccsión (:cm2.,)_:: 1 tal que todos los <•lc1ncutos dP dic:ha sub.sucesión pcrte1H_•

ce11 a la misma bola de radio 1/2, digamos /h ... Procedieuclo dl' uuuiera n•cursi
va, construi1nos pnrn. cada k;::::: 1 u1ut substtcesi<l11 (:r,,..,,,) 1 ~ 1 (le t.~tl 111a11cra q11c 

(xmi.+i,,) i:!:l sl•a ~ubsuccsión de (:1: 111 ... ,) j~t y que .rm, . .1 pcrt.e11czca a la 111is111a bola 
de radio 1/ k. Esto nos dice que la subsucesión (.r..,,.,)::, 

1 
de (J·,. ) .. EN es de Cauchy, 

puesto que si i < j, p(xm,, .. 3:,,.,,,) < 2/i, y por la complclez ele e, convergen un 
punto de e, de cloude e es sccue11cialmcnt.c compacto y por lo tanto compacto. 

o 
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