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Medida de probabilidad
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Igual a P(X € A).

Convergencia débil.

Conjunto potencia de C.

Bola de radio € con centro en x.

Frontera de C.

Cerradura de C'.

Interior de C.




Introduccién

En cste trabajo se estudia un problema cldsico dentro de la probabilidad: la fracciéon de
tiempo que un proceso estocdstico es positivo. Asociado a este problema estin los nombres
de grandes probabilistas de la primera mitad del siglo pasado, como P. Lévy, P. Erdés, M.
Kac, W. Feller y M. Donsker, en el orden en el que constribuyeron a la solucién del proble-
ma para cierta clase de procesos estocdsticos: las caminatas aleatorias y su generalizacion
a tiempo continuo, los procesos de Lévy. Sus nombres quedan unidos a través del desa-
rrollo de un concepto fundamental dentro de la probabilidad, la convergencia débil, en la
cual, ¢l objetivo fundamental no es el calcular de manera exacta alguna probabilidad que
deseanos conocer, sino aproximarla. Los inicios de esta teoria se remontan al descubri-
miento del teorema de De-Moivre y Laplace, una version del teorema limite central para
la caminata aleatoria simple. Desde ahi hasta ¢l desarrollo de la teoria de 1a convergencian
en distribucion para variables aleatorias con valores en un espacio métrico y su aplicacion
al teorema limite central funcional (también conocido como el principio de invariancia
de Donsker) se ha recorrido un largo camino, que se¢ ha servido del desarrollo de teorias
muy importantes dentro de la matemitica, principalmente del andlisis matemstico. En
este sentido, este trabajo permite echar un vistazo a las técnicas que se utilizaban para
el cdlculo aproximado de probabilidades a principios del siglo pasado, asi como a aque-
llas que se empezaron a utilizar a mediados del mismo. Sin emnbargo, cabe la siguiente
aclaracion: el problema que se propuso al inicio de este proyecto no fue motivado por la
necesidad de hacer un recuento histérico del desarrollo de la convergencia débil, sino de
dar explicacién a un resultado que se obtiene al simular un proceso estocistico ligado a
la teoria actuarial, situacién que se expone a continuacién.

Planteamiento del problema

Cousideremos la siguiente situacién, presentada en una compaifia de seguros: Las
reclamaciones, a partir del instante inicial 0, llegan a clla en los instantes T3y < 72 < -+ -,
cada una por un monto de X;. Si se define para ¢ > 0

0 sitel0,Tn)

Ny = ,
¢ k sit &[T Tis)

v




vi s e INTRODUCCION
entonces Ni denota la cx_m\;idad de reclamaciones que han llegado a 1a compaiiin hasta el
instante t. Por otro'lado, si'Sp=0y.

para n = 1, entonces S, es la reclamacion total cuandoe han ocurrido n siniestros, y por
lo tanto

Y =S8N, =20
representa la reclamacién por concepto de siniestros que ha recibido 1a aseguradora en el
instante ¢.
Los siguientes supuestos son usuales para algunas coberturas:

1. Los montos de los siniestros son independientes entre si y tienen la misma distri-
bucién. Esto es, (X,)j2, son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas.

2. (NVi);»p es un proceso Poisson de pardmetro A > 0.

3. Las familias de variables alcatorias

{X,:i=1} y {N,:t >0}
son independientes.

Asi, el proceso (Y1),»q ¢5 un proceso Poisson compuesto. Si la vigencia de la péliza es de T
unidades de ticmpo y la prima se cobra al inicio del periodo, siendo igual a E(Yy) = 2T,
donde 12 = E(X,), entonces al instante ¢ € [0, 7], la aseguradora cuenta con un capital
de AuT — Y, para hacer frente a las reclamaciones. A la esperanza de dicha cantidad se
le conoce como la prima no devengada, que tiene el valor de Ap (T — 1), ¥ es la cantidad
que se tendria que devolver al asegurado en caso de una cancelacién prematura de la
péliza en el instante (. Es por esto que las companias de seguros deben de tener csa
cantidad constituida en una reserva Hamada reserva de riesgos en curso, de acuerdo a la
ley mexicana. Sin embargo, para una cierta realizacion del proceso Y, la cantidad \uT —Y,
podria ser menor a su media para ¢ € [0,7], con lo cual la compania de scguros estaria
obligada a aportar capital adicional para constituir la reserva de riesgos en curso. En este
trabajo nos avocamos a aproximar la distribucién de la fraccion del tiempo en el cual esto
ocurre, es decir, a aproximar la distribucion de la variable aleatoria

1 1
= 1T —Ye<rn(T—t)) At = —‘/ 1vemany dt,
T Jo.1i T Jory

bajo las anteriores hipétesis, ademsis de una adicional: usualmente las aseguradoras ponen
un limite a su responsabilidad, por lo que podemos suponer sin ningtin problema que las
variables X; son acotadas.



ESTRUCTURA DE LA TESIS v

Estructura de la tesis

En el primer capitulo, se estudia la version discreta del problema presentado en la
seccidn anterior, primero para el caso de la caminata aleatoria simple y después para
caminatas aleatorias en general. En el segundo capitulo. se cstudin el misino problema
para ¢l imovimiento browniano, mediante el uso de la teoria de ln convergencia débil y de
los resultados obtenidos en el primer capitulo. Finalmente, en ¢l capitulo 3, se resuelve el
problema planteado en la sececién anterior, otra vez mediante argumentos de convergencin
débil.



CAPITULO 1
Las caminatas aleatorias y la ley arcoseno

1.1. Introduccién

En este capitulo estudiaremos un problema relacionado con el propuesto en la intro-
duccién. Primero en el caso mas sencillo que se puede presentar, a saber, el de la caminata
aleatoria simple. El estudio de cste ejemplo, aparte de proporcionarnos una distribucion
importante, nos ayudard a encontrar Ia solucién para el problema original. Seguido de
esto, se presenta un estudio de un problema andlogo pero para caminatas aleatorias mds
generales, para finalmente obtener algunos teoremas sobre limites débiles haciendo algu-
nos supuestos sobre la distribucion que gobierna los saltos de las caminatas aleatorias. En
ambos casos, el estudio de las variables aleatorias involucradas se hace mediante andlisis
combinatorio y a través de las funciones generadoras de ciertas sucesiones de probabili-
dades, ya que estas funciones nos sirven para representar de manera mas compacta a las
sucesiones y nos ayudan a obtener ciertas relaciones que éstas satisfacen.

Una caminata aleatoria es uns sucesién de variables aleatorias reales (Sn)o, tal que
So = 0 y las variables aleatorias (S; — S,—1)o, son independicntes e idénticamente distri-
buidas. Si X; = S§; — S;..1, entouces a la distribucién de X, que es independiente de 4, y
a la que daremos el nombre de distribucion del salto, gobierna a la caminata aleatoria y
las caracteristicas de esta tiltima se obtienen a través del estudio de dicha distribucion. Si
X; tiene una distribucién Bernoulli de pardmetro 1/2, es decir

P(X, = 1) = P(X, = =1) = %,
a la caminata aleatoria se le conoce como caminata aleatoria simple y ciertas distribu-
ciones relacionadas con esta sucesion se encuentran mediante imnétodos combinatorios; sin
embargo, para el caso general, los métodos a utilizar generalmente son més complicados y
el objetivo de su estudio es expresar la solucion al problema planteado en términos de las
caminatas aleatorias a través de la funcién de distribucién. A veces tal solucién es muy
complicada y no es de utilidad prictica, por lo que adeinds de la solucién exacta, gene-
ralmente buscamos expresiones aproximadas mads sencillas. Este enfoque se puede utilizar
alin cuando la solucién exacta a nuestro problema nos sea desconocida.
El problema que trataremos ecs el siguiente: dado un recorrido de longitud fija n de
una caminata aleatoria (S;){, calcular la distribucién de la fraccién de tiempo en el cual
la caminata es positiva. Debemos precisar el significado de la frase anterior, puesto que

1




2 P 1. LAS CAMINATAS ALEATORIAS Y LA LEY ARCOSENO

no se trata de un proceso a tiempo continuo como el proceso Poisson. Una interpretacion
sencilla es la siguiente: si 14 denota a la funcién indicadora del conjunto A,! encontrar la

distribucién de

1 "

- E 1(s>0)0

n £

i=1

que representa una medida discreta de la cantidad que nos interesa. Este problema se
trata para caminatas aleatorias arbitrarias. Sin cmbargo, ya que la caminata aleatoria
simple no cruza el ¢je del ticinpo sin pasar por el cero, esto nos da la pauta para estudiar
otra variable aleatoria que también se puede interpretar como la referida en el problema
planteado al principio del pérrafo: si definimos

Yo = (1~ (£ —[t]) Sy + (¢ = [t]) Sy

que se construye a partir de una caminata alcatoria (Sn)azo interpolando linealmente

entre los puntos (n, S,,), encontrar la distribucién de
1 n

- 1y, dt
n Jo (Ye>0) »

lo cual se hard en el caso de la caminata aleatoria simple.

1.2. La caminata aleatoria simple y la ley arcoseno

Como s¢ menciond anteriormente, lo primero que haremos serd encontrar la distribu-
cién de la variable aleatoria

1 n
F, = "/ 1y, >0 d2,
n Jy

donde la caminata aleatoria es simple, para lo cual utilizaremos el que esta caminata
aleatoria no cambia de signo sin tomar cl valor 0, ¥ que al tomar ¢l valor cero, la caminata
vuelve a empezar. Lo que haremos sera andlogo al anilisis del primer paso: nos fijaremos
en el primer regreso a 0 dentro de los primeros n pasos (o en n, si la caminata aleatoria
no se hace cero en los primeros n pasos.) Es por esto que el primer paso hacia la solucién
del problema serd encontrar la distribucion del primer regreso a cero para la caminata
aleatoria simple.

Se decidié presentar el método clasico, que consiste en hacer andlisis combinatorio,
asi como ¢l método de la funcién generadora. Este 1ltimo nos permitirda conocer la dis-
tribucién de la variable aleatoria F},, puesto gue un andlisis combinatorio se vuelve mas
complicado. Para la caminata aleatoria simple, nos aprovechamos de la solucién exacta
como funcién de n para encoutrar una distribucién limite que nos permite aproximar las
probabilidades asociadas a la distribucién de F, mediante el cilculo de una integral. Es

INo se utiliza el nombre de funcién caracteristica, pues éste tiene otra acepcidn dentro de la teoria
de la probabilidad.



1.2. LA CAMINATA ALEATORIA SIMPLE Y LA LFY ARCOSENO 3

importante que para la caminata aleatoria simple, podemos calcular explicitamente la
distribucion de F,,.

1.2.1. El primer regreso a cero.

1.2.1.1. Método Combinatorio. Notemos que la evolucion de la caminata aleatoria
- hasta el tiempo n queda determinada por el cumine que sigue. Definimos a un camino
como un conjunto de puntos

{({,3:):i=0...n} CNx Z,
para el cual
. Ji=Ji-ax 1,

con i = 2...n.2 Asi, para encontrar la probabilidad de que In evolucién de la caminata
aleatoria simple hasta el tiempo n tenga cierta propiedad, una posibilidad es encontrar el
ntmero de caminos para los cuales se cumple dicha propiedad y multiplicar por 1/2%, que
es la probabilidad de que la caminata siga un camino especifico durante 7 pasos.? Este es
un método combinatorio.

Denotaremos por T el tiempo del primer regreso a cero ¥y por Cy(p) el mimero de
caminos de n pasos con la propiedad p. Es claro que el primer regreso a cero ocurre
necesariamente en un mimero par de realizaciones y que es mayor o igual a 2. Por otro
lado,

P(T=n)=Cu(S1 #0,...85,.1 # 0,5, =0)/2", n=>2
Para calcular la probabilidad del evento {7° = n}, sélo debemos de contar el nimero de
caminos que no tocan cero mas que al tiempo cero y al tiempo n. Como cualquiera de
estos caminos yace integramente por arriba del eje del tiempo (eje de la abscisa) o por
debajo del mismo, y mads aiin, como el nimero de caminos que yace por debajo del eje
del tiempo es igual al niimero de caminos por encima del mismo, surge la igualdad

C(Si#0,i=1..1—=1,5,=0)=2C,(S: >0,i=1...n—1,5,=0).

Notemos que a cada camino de n pasos

{(#,7.):¢=0...n}
para el cual
1. 7i>0,i=1...n-1y
2. jn=0

2En la pareja ordenada (i, ;) perteneciente a un camino, i es el nimero de pasos y j, es la posicién
de la caminata aleatoria.

3Pues es igual al inverso de la cantidad de caminos que la caminata puede seguir y bajo las condiciones
impucstas, los caminos a seguir son equiprobables.
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- le podemos asociar un camino de n — 2 pasos

{G,j)):i=0...n -2}

tal que
1. jh=1,
2. ji>Oparai=1...n—3 y
3. Jpa=1

(haciendo 7] = ji+1) ¥ que csta asociacién es biunivoca, de donde
Cu(Si>0,i=1...1,5,=0)=C,2(50=1,5>0,i =1..n—3,S,_2=1).

Consideremos ahora el total de caminos que empieczan y terminan en 1 y constan de n —2
pasos, éste serd la suma del nimero de caminos positivos que empiezan y terminan en
1 y constan de n — 2 pasos y ¢l niimero de caminos que empiezan y terminan en 1, que
constan de n — 2 pasos y que en algin momento tocan el ¢je del tiempo, esto es

C"_.Q(Sn =1,51-20 = 1) = C"._Q(S() =185 >0,i=1...n—3,5,..= 1)
(1) +Cno2(S =1,8,2=1, existe i € {1,...,n =3} con S, =0).

Podemos calcular el lado izquierdo de la ccuacion anterior y mediante un argumento
combinatorio, llamado Principio de Reflexion, podemos caleular ¢l segundo sumando del
lado derecho y obtener mediante su diferencia, el nmimero de caminos que nos interesa.
Vamos por pasos:

1. En general, para calcular C,,_2(Sp = &, S,,~2 = I), considereinos cualquier camino
que satisfaga la propicdad anterior, digamos {(i,7):i =0,...,n — 2}. Al con-
siderar los incrementos j; — ji-y € {—1,1} para 7 = 1,...,n — 2, vemos que
la cantidad de incrementos iguales a 1 debe ser igual a ((I — k) 4 (n — 2)) /2%
mientras que la cantidad de incrementos iguales a —1 debe ser igual a n — 2
menos la anterior cantidad. Esto es porque la diferencia entre la cantidad de in-
crementos iguales a 1 y la cantidad de incrementos iguales a —1 debe ser igual a
k — 1 y la suma de las dos cantidades anteriores debe ser igual a n — 2. Por otro
lado, podemos recuperar al camuino a partir de los incrementos, de manera dnica.
Esto quiere decir que Cp_2(Sy = k, Sy,—2 = 1) es igual a la cantidad de vectores
(T1,...,Zn-2) € {—1, 1}"—2 (en los que pensaremos como los incrementos) para
las cuales la cantidad de entradas iguales a 1 sea igual (| — k) +-(n —2)) /2y la
cantidad de entradas iguales a —1 sea igual a n — 2 menos la cantidad anterior,
que es igual a la cantidad de formas en las que podemos dividir a un conjunto
de n — 2 elementos en dos subconjuntos complementarios, uno de cllos con car-

dinalidad (({ — k) + (n — 2)) /2. Esto implica que ((I — k) + (n — 2)) /2 decbe ser

1Si ((I - k) + (7 — 2)) /2 no es un entero no negativo, entonces Crn—2(So = k, Sp—2 = 1) = 0.




(2)

(3)
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un entero positivo para que Cn-2(Se = &, Sh-2 = {) sea distinto de cero. En este
caso, obtenemos la igualdad

-2
Cn-2(So = k,Sn—2=1) = ( =B ne2) ) .
2
Por medio de (2), se llega a la igualdad

P(Su = 1) = Cu(So = 0,5, = 1) /2" = ( i )/w-

cuando (I 4 1) /2 es un entero no negativo y P(S,, = l) €5 cero en otro caso.
Por otro lado, para calcular

Cn-2(S0 = 1,5,-2 =1, existei € {1,...,n — 3} con S, =0),
sea {(#,7i) :7=0...n — 2} un camino de 1 a 1 que toca ¢l ¢je del tiempo, esto
cs,
a) Jo=1 = Jn-2 y
b) existei € {1,...,n — 3} tal que j, = 0.
Consideremos

k=min{me {1,...,n—3}: j,, =0},

este ultimo conjunto es no vacio ya que i pertenece a ¢él. Si ahora reflejamos el
camino con respecto al eje del tiempo antes del momento &, obtenemos un camnino

que va de -1 a 1 en n — 2 pasos, como se puede apreciar en la Figura 1. Hemos
considerado la transformacién

{G,5) :i=0...n =2} {(i,j):i=0...n -2},

a) J,=—_7.sii<ky
b) Jl=3isii=k,
por lo que
a) Jo=“.70— —1pu65k>0 y
b) Ju-z =Jn-2 yaque k<n—2
y para verificar que es un camino, notemos que
JL+1—'Jk+l—Jk=‘=1 *l=j; &1
y como
Jk=Jk =0y k=1,
entonces ‘
Jher=—1y jx = jiy + L
Esta asociacién es biunivoca, pues dado un camino que va de -1 a 1, podemos

considerar el primer instante en el que toca cero y aplicar el mismo procedimiento
de reflexién para obtener un camino de 1 a 1 que toca cero, notando que al aplicar
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FIGURA 1. Ilustracién del Principio de Reflexién

ambas asociaciones, la primera seguida de la segunda o la segunda seguida de la
primera, obtenemos ¢l camino con el que empezamos.

Asf, hemos visto que
oSy - LLSy2 10 existe i C {L.... == 3Y con N 0)=T, 0 (S =18, = 1)

Para que Cy-2(S0 = —1, Sn_2 = 1) seca mayor a cero es necesario que n/2 sea un entero
mayor o igual a 2, de acuerdo al inciso anterior. En ese caso, de acuerdo a (2), se obtiene

o 3 : H P . . n—2
ChoafSe - 1S, 2 loexiste i & {1 n— 3} con S H):( " ),
5

de lo cual, al considerar (1) y simplificar 1a expresiéon resultante:

Cha(So=1,8:>0,i=1...0—3,S, 3 =1) = (",,_?_22)—(";2)
2 2

_2 ( n—2
== n—2
n T
y asf, finalmente obtenemos, para n para,
22 n—2
rr=m= 22 ()
Para concluir con el método combinatorio, se pide al lector comprobar la igualdad
22 n—2 1
>n ( n=2 = ~P(Sn-2=0),

vilida para n = 2 par como una consecuencia de (3). Esta igualdad nos relaciona la
densidad discreta de T' con la de S, y se obtendrd de nueva cuenta a continuacién.
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1.2.1.2. Meétodo de la Funcidn Generadora. Sean
' u, = P(S, =0)

Yy
n = P(T" = n)

pafa n € N. Notemos que ug = 1, que u,, = f, =0 si n ¢s impar y que paran > 1,
n
Uy = E f2|“2(u-—;‘)'
=1

puesto que Sz, = 0 (n = 1) si y sblo si existe i € {1,...,n} tal que el primer regreso a
cero ocurre en el instante 2¢ y de ahi, independientemente de lo ocurrido anteriormente,
debemos regresar a cero en 2(n — i) pasos. Si

oo
F(s) =3 fams®"
n=1
es la funcién generadora de {fi}ien ¥
P(s) = ZU2"S2"
n=0

es la de {ux},en, €ntonces’

0o
1+ Z u2“82"

P(s) =
nel
oo n
=1+ Z 32" Z f2tu?(n—|)
n=] =1

. Notemos que la Gltima serie en la ecuacién anterior es el producto de P(s) y F(s), de
donde P(s) = 1+ P(s)F(s).
Para calcular P(s), utilizamos (3) y la definicién de u, para obtener:

=1 (2n ) ) D@+ DITL.(2)
2n = oan ) = 2nal I,
1 ( 1),-. n-—1 )
=2nn|||(2z+1) ”( 1/2 —4).

=0
Sl se define para a un ntimero real arbitrario,

( ) afa—1)-- (a—n+1)‘
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- =)

Podemaos utilizar, la serle bmommca, que se puede consultar en {1}, para obtener

Z‘ug"s = Zsz"( n* —:‘/“ ) =(1- 52)_1/2

n=0 - n=0

entonces

de donde;

F(s) =1— (1 = s?)/2,
Si utlllzamos de nueva cuenta 1a serie bmomlca, notemos que

P(s)=1—Z( 1)"s 2"( 17/12)

n=0

= Z( 1+ 2"( 1/2 )!

n=1

pero al analizar con mds dctalle, se observa que

R n4 Bl
(fl)"“ ( 11/12 ) = 13 ! H(l/z—l)
n-1

= ni2n H(‘q' -1)

=0

1 n-1
= 1] -0

- M 2

- n'2" £Il(2’ (n - 1;!2""‘
1 (2(n— 1))

22n-1p (n—1)12

! u:
= on 2(n—1)»

donde la tiltima igualdad es consecuencia de la definicién de u,
. obtiene para u, al utilizar (3). Esto significa que

Zsz"fzn = F(s) = Zj s u,(,._,,,

n=1 n=1

v de la expresién que se

de lo cual se mﬁere la igualdad f,, = 51:112("_1), que coincide con la expresién que encon-
tramos previamente.
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1.2.2. La ley Arcoseno. Ahora calcularemos la distribucién de F,, la variable
aleatoria definida en la Seccién 1.2, aunque sélo sea para n par, puesto que utilizaremos
al primner regreso a cero para la caminata aleatoria simple y esta variable siempre cs par.
Ademss, como veremos, la distribucién de F, se vuelve muy complicada cuando n es
grande, por lo que el hecho de que las distribuciones de F, converjan a una distribucion
cuando n tiende a infinito se vuelve muy conveniente. Estos son los dos aspectos de
la caminata aleatoria simple que exploraremos a continuacién, el primero mediante el
uso de funciones generadoras y el scgundo mediante la aproximacién de Stirling, que
si recordamos, es la que nos proporciona una aproximacién para el factorial, de donde
sc obtiene la aproximacion normal para la distribucion binomial de parametros ny p
cuando 7 es grande, distribucién relacionada con la de S, puesto que (S, + n) /2 tiene
distribucién binomial de pardmetros n y p = 1/2. Esto se puede verificar ya que

(Su+n)/2= i (Si =S +1)/2,

=1

donde {(S: — Si—1 + 1) /2}!., son independicntes y su distribucién connin ¢s Bernoulli de
pardametro 1/2.

1.2.2.1. La distribucion Arcosenco discreta. Calcularemos ahora la probabilidad de
que la caminata aleatoria se encuentre 2k unidades de tiempo en el lado positivo en un
recorrido de 2n pasos. Diremos que la caminata pasa una unidad de tiempo del lado
positivo en cl intevalo [m, m + 1] si S,, es positivo 0 Sy es positivo. Con esta definicién,
la probabilidad que deseamos calcular es P(f%, = k/n). Ademis, una caminata de 2n
pasos se encuentra durante 2k unidades de tiempo en el lado positivo si y solo si su
reflexién a lo largo del eje del tiempo pasa 2(n — k) unidades de tiempo en el lado positivo
(o la caminata pasa 2(n — k) unidades de tiempo en el lado negativo.) Si denotamos por
uarzn @ la probabilidad que nos interesa, la anterior afirmacién se reduce a la igualdad
takan = Uz(n-k).2n, POr 1o que la densidad discreta de la cantidad de tiempo en el que la
caminata aleatoria simple es positiva es simétrica alrederor del punto n.

Si una caminata de 2n pasos sc encuentra durante 2k unidades de tiempo en el lado
positivo y 0 < k& < n, entonces necesariamente pasa por el cero, digamos en el momento
2i. Si &} cs positivo, se sigue que la caminata debe pasar 2(4 — i) unidades de tiempo en
¢l lado positivo entre el momento 2i¢ y el 2n, lo cual sucede con probabilidad

1
§f2i1‘2(k—|).2(vl—l)»

o si S) es negativo, debe pasar 2k unidades de ticmpo en el lado positivo entre los instantes
2 y 2n, que sucede con probabilidad

1
§f2lu2k,2(n—i)~
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~Aqui‘ocupamos el que la caminata aleatoria simple vuelva a empezar la primera vez que
llega a cero. Utilizando la aditividad finita de la probabilidad, ésto da lugar a la relacién

v . o ”n
,(4): uikon = 35 Zf2|“2(k—-x)2(n—|) + = Zf'z."zk,'.'(n—-.)

1=1 t=1

véilida para 0 < k£ < n e incorrecta para el caso & = 06 & = n , puesto que no contempla la
posibilidad de que la caminata regrese a cero por primera vez ¢n un instante posterior al
2n. Esto se remedia facilinente, pues una caminata de 2n pasos se encuentra durante cero
unidades de tiempo en el lado positivo sin regresar a cero en ese lapso con probabilidad
%Z‘:‘;l Sf2(n+x)- Andlogamente, se tiene una expresion idéntica para ¢l caso en el que pasa
2n unidades de tiempo en el lado positivo y asi, se obtiene:

l o0
Ug2n = -sznu-'- 2n-y) + 5 E S2ivo2n-iy + 5 E Janany

i=1 i=1 k
Uppon = —meuz(n -i)2(n-0 t+ 3 E Jaittanan-yy + 5 > E Sagnany-
=1 i=1 k

Notemos que el primer sumando del lado derecho de la primera igualdad es cero, asi co-
mo el segundo sumando del lado derecho de la segunda igualdad, pero se incluyen para
preservar cierta analogia con el caso 0 < & < n.

- Si ahora considerainos

"
= 2k
Uzn(s) = Z ST U2k, 2n,
k=0

notemos que de la relacién (4) se tiene que
Uzn(s) = 35 Z Z * Paittagk—i2(n-) + 5 Z Z s faiuzk 2(n—0)
k=0 i=1 L=0 =1

-+ 5(1 +s7) z Satnax)

=1

(5) ——Zs fz-U2(n—-)(5)+ Zfﬁ'u°("")(")

i=1.

+ 5(1 + 52") Z Sananys
k=1

" donde la tltima igualdad se obtiene al cambiar el orden de las dos sumas.




1.2. LA CAMINATA ALEATORIA SIMPLE Y LA LEY ARCOSENO 11

Calculemos ahora la funcién generadora conjunta G(s, t) de {wzx 2.} valuada en (s, t),

igual a
o "
G(s,t) = Z Z Ugp 2875027,
n=1 k=0
La funcién G valuada en (s, t) no es mis que la funcién generadora de {Uzn(s)},,en valuada
en ¢ (definiendo Uy = 0), que podemos encontrar al multiplicar (5) por £2" y sumar n desde
1 hasta oco:

(6) 2G(S, t) = 2§:l2nu2rl(s)
. =1
= Z (2" an'fznu'z(n l)(s) + 2!2" L IQIU"(" ')(s)
n=1 nul =1
Z: §on z f2(n ke ZI'Zn .21 Z f2(n+k)

n=1

La primera suma que aparece en el lado derecho de la 1iltima igualdad en (6) es igual al
producto de la funcién generadora de {f2,} valuada en st (que denotaremos por F(st))
con la funcién generadora de {Us,(s)} valuada en ¢ (que es igual a G(s,t)). El segundo
sumando del lado derecho de la iltima igualdad en (G) corresponde al producto de la
funcién generadora de {f,} valuada en ¢ y la generadora de {U,(s)} valuada en t (igual
a G(s,t)). El tercer sumando se calcula a continuacién:

ST (fanany + Srman F o ) =D D> 2 f

neEN k=n+1

-1
DD O fa

kEN n=0
1 — 2k
= 1 —¢2 5 J
keN
_1=F@)
R
Se ha utilizado el hecho de que 3_, oy fon = 1, igunldad que se justifica pues la anterior
suma es igual a F(1), donde F es la funcién generadora obtenida en la subseccién anterior.
La cuarta suma es parecida a la tercera, pero debemos substituir ¢ por st. Asi, hemos
obtenido la relacidn:

2G (s, t) = F(st)G(s,t) + F(1)G(s,t) +

r(z) 1 — F(st)
- t? 1~ s2t2
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de donde

G(s,t) = (1 —2)~V2(1 — s2¢2)"1/2,
Finalmente, la probabilidad uae2, es el coeficiente de s?*t2" en la expansién en seric de
potencias de la funcién G, que se pucde obtener al utilizar la serie bindémica:

(S (o) S () )

i~tzngszk( —}\_/2) ( ;1_/% ) )

n=0

G(s,t)

Este dltimo resultado nos dice que la probabilidad buscada uax 2, es igual a

e (1) (:22)

y como comprobamos en la seccién anterior la igualdad
f —1/2
(-1 ( V) = Psu =0,

podemos finalmente encontrar una expresién para la probabilidad de que la caminata
aleatoria pase 2k unidades de tiempo en el lado positivo en un trayecto de 2n pasos:

) . uzkan = P(So = 0} P(Sa(n—x) = 0} .

De aqui que la fraccién de tiempo que nuestra caminata aleatoria de longitud 2n pasa en
el lado positivo (la variable aleatoria [%,) tiene la distribucién arcoseno discreta,® dada
por.

Ugp2n = P(F'zn = %) = P(Sax = 0) P(Sp(n_ry = 0} .
1.2.2.2. Convergencia a la distribucion arcoseno. Asi como la féSrmula de Stirling nos
provee de una aproximacién para probabilidades relacionadas con la distribucién binomial,
al aproximar la funcién factorial, que toman forma en el teorema limite central para la
caminata aleatoria simple, también la podemos utilizar para aproximar a la familia de
distribuciones que encontramos en el inciso anterior. La féormula de Stirling establece que

n! ~ /27rnn+l/2c—-n s

cuyo significado es que el cociente de ambas cantidades converge a 1 cuando n — oo, de
lo cual se sigue:
’ 1

_ _ 2k ok Y
P(S2k—'0)—( A )2 NN

5La razon por la cual se le du este nombre quedard mads clara cn la siguiente subseccién.
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por lo cual p\arba'e > 0 existe N, € N tal que k,n — k > N, implica que
,;(1—5).;«, 1 SP(F.)..=£)S(1+E) 1 )
mn/k/n/1—k/n n an/kin/1 —k/n
Sixz,y E (0, 1) son tales que = < y, entonces

P(Fn € (7,y)) = (MZ P(an _ %>

/ne(z.y)}

y st N 2 méx(Nz, Ni(1—3y)) y n
n — k2 N, por lo que

> N, entonces k/n € (r,y) implica que & = Ny y

i Fepes . o
=9 3 TRt S T € )

1 1
< (1 - .
S+e) (k:k;?—e%x.y)) na/(k/n)(1 - k/n)

Esto implica que
L P(Fan € (x,9))
v
1 1
{k:k/ne(z.4)} na/(k/n)1 — k/n)

tienen el mismo limite cnando n — oo, que es flr-vl 1/ (w\/l(l - l)) dt, puesto que la

altima expresion es casi una suma de Ricimman de la funcién 1/ (n\/!(l - t)) para una
particién de [z, y] de norma menor o igual a 1/n , donde la palabra casi se explica pues
pueden faltar cl primer y el ultimo sumando (que son irrclevantes para el limite.) Hemos
demostrado entonces que si z,y € (0,1) con xr < y, entonces tiene lugar la relacién

1
lim P(f, € (x,y)) = / —_—dt.
nee T el TV/E(L = 1)
La validez de esta ecuacién para 2 = 0y y € (0, 1) se demuestra mediante la simetria

de la densidad discreta de F3, y de la funcién 1/,/t(1 — t) respecto a 1/2, asi como la
igualdad (que se demuestra en el siguiente parrafo)

1
—_————dt =1
./[;1,11 T/t(l —t)
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_pues entonces paray € (0,1/2):: -
Jim P(F2, € (0,9))

lim 1/2 — 1/2P(Fy, € (v, y + 1/2))
n—00
1

1/2-1/2 —_—
lyw+iz2) T/E(1 —t)
1
= —_——(H.
./(;,,,1 Tt(l — 1)

Para y € [1/2, 1], se aplica el resultado anterior a y — 1/2 y se utilizan las simetrias men-
cionadas anteriormente. En resumen, se tiene el siguiente teorema limite para la fraccién
de tiempo en el lado positivo, F,:

1

lim P(Faa < =/ -
AL P S5 = T =D

Si A es una variable aleatoria continua con densidad 1jg1j(t)/ (n\/t(l —~ 1)) . ¢l resultado
anterior nos dice que Fj, converge a A cn distribucion. A la ley de la variable A se le
llama distribucién arcoseno, lo que explica ¢l nombre de distribucion arcoseno discreta

para la ley de F%,,.
Para calcular de manera explicita la distribucion arcoseno, utilizamos la substitucién

s=1t — 1/2, que para x € [0, 1] nos dice que:

dt, rel0,1}.

/ L a / ! 7

——— = 3¢ K}
o) T/2(1 —¢) t~1/2x—1/2) w1/ — 52
que es igual a 1/2 + arcsin (2z — 1)/7 (esta expresion se encuentra al utilizar la substitu-
cién s = sin(r)/2.) Note que esto en particular nos dice que

/' 1 dt = arcsin(l) — aresin{—=1) _
] T/t = ¢t) ™

~ Podemos encontrar una expresién muis sencilla para la distribucién arcoseno al uti-
lizar la formula de adicién para la funcién scno, que establece la igualdad sin(a + 6) =
sin({a) cos(d) + sin(b) cos(a), asi como ¢l caso particular sin(2x) = 2cos(r)sin{x), ¥ que
cos arcsin(x) = /1 — x? para x € [0, 1]. pues entonces para & en el mismo rango:

sin(arcsin(2x — 1) + 7/2) = cosarcsin(2r — 1} = 2/ /(1 — &) = sin 2 arcsin( /),

1.

de donde .
arcsin(2x — 1) + 1_2 arcsin(v).
T 2 T
La ltima expresion es importante no sélo por ser mas sencilla sino por razones histéricas,
es la forma en la que Paul Lévy presenté a esta distribucion limite en relacién a un
problema parecido al que nosotros consideramos.
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n--5 n—-11

i o 1 —

—
b

U'

n=0 n:=5H0

"1

ol i | i
FIGURA 2. Ilustracién del teorema limite para la caminata aleatoria simple

En la Figura 2 se puede observar la convergencia de la distribucién arcoseno discreta
hacia la distribucién arcoseno. Se ha grdficado la distribucién arcoseno discreta para los
valores de n = 5,11,17,30 y 50 junto con la distribucién arcoseno. Como la densidad
arcoseno se concentra en los puntos 0 y 1, lo mismo sucede con 1a densidad discreta de la
variable aleatoria F3, para n grande.
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1.3. Cantidad de elementos positivos en caminatas aleatorias

El objetivo de esta seccidn es investigar la distribuciéon de la cantidad de elementos
positivos en los primeros n pasos de una caninata aleatorin (S,), ¢y ¥ como en la seccién
anterior, investigar si existen condiciones suficientes en términos de la distribucion del salto
de la caminata aleatoria para la existencia del limite débil para la fraccion de elementos
positivos en los primeros 7 pasos de una caminata aleatoria conforme n se hace grande.
Esto se hace mediante la identidad de Sparre Andersen, la cual estipula que la primera
variable aleatoria mencionada tiene la misma distribucion que ol indice en el cual ocurre
por primera vez el miximo de las sunas parciales de lns 0 variables aleatorias. Las téenicas
que se utilizan para estudiar esta ultima variable aleatoria nos proveen, en consecuencia,
de resultados acerca de la primera. El material de esta seccion proviene de [7).

1.3.1. Identidad de Eric Sparre Aundersen. Sean (X,)., variables aleatorias
independientes con distribucién conmin F. Definimos S =0y para j > 1, S, = }:f:l X,
que conforman la sucesién de sumas parciales asociada (la caninata aleatoria que consi-
deraremos.) Si mw, = Z:'___l 1(s,>0), esta variable representa la cantidad de suimas parciales
positivas asociadas a (X;)iL,. Para proceder con su estudio demostraremos el siguiente re-
sultado, para el cual consideraremos las permutaciones de un vector o € R". Recordemos
que un vector en R” es una n-ada ordenada . = (ay,...,ua,), porloquesio: {1,...,n} —
{1, .n} es biycctiva, podemos considerar el vector 2° = (rg1), ..., 6(n)), al cual nos
referimos como una permutacién de 2. Recordemos que hay n! [unciones biyectivas de
{1,...,n} en si mismo.

LeMA 1.1. Sean (z1,...,%s) nimeros reales arbitrartos. St a cada permutacion ¥

(mu(l)» e xu(n))
de (xy....,xna) le asociamos lus n + 1 sumas parciales
(0, Zu(1)> Tu(1) + Tu(2yr - - - s Tu(a) + 2 F Tugmy),
entonces el nimero de permutaciones para las cuales la sucesion de sumas parciales tiene

r términos estrictamente positivos es igual al mimero de permutaciones para las cuales el
fndice de la primera ocurrencia del mdrimo e¢n la sucesion de sumas parciales es r.©

Eiempro. Consideremos (x,,...,x5) = (1,1, 1, —1, —1). De las 5! = 120 permutacio-
nes, solamente las siguientes 5!/3!2! = 10 son distinguibles:
(1,1,1,-1,-1) (1,1,-1,1,-1) (1,-1,1,1,-1)
(-1,1,1,1,-1) (1,1,-1,-1,1)
(1,-1,1,-1,1) (-1,1.1,-1,1)
(1,-1,-1,1,1) (-1,1,-1,1,1) (-1.-1.1,1,1)

0S¢ hace la siguiente convencién: En el vector de sumas parciales (0, sy....,.s5,) con n + 1 entradas,
los indices son 0,1, ...,nyuo 1,2,...,11 + 1.
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que corresponden a 312! = 12 permutaciones cada una. Las sumas parciales asociadas a
estas permutaciones son:

(0, 1.2, 502.1) O 120,201 (0.1.0.4..1)
O.=1.0.1.0. 1) (O o0
(0.0, 1.0, 1) (0. —1.0. 1.0, 1)

0.1.0.=1,0. 1) (O =10, =1.0.1) (0. =1, —2,—1.0, 1)

que se pueden visualizar en la Figura 3. Notemos que las cantidades de .1 i des
]=itiy o~ para las perrnutaciones son

micntras que los son

por lo cual hay 2-2!3! = 24 permutaciones de (z,,...,xs) para las cuales la sucesién de
sumas parciales asociada ticne r elementos positivos y hay la misma cantidad de permu-
taciones para las cuales ¢l primer méximo de la sucesién de sumas parciales ticne {ndice
r,conr € {1,...,5}. Para r € {1,...,5}, no hay permutaciones con r sumas parciales
positivas o con el fndice del primer maximo igual a r, por lo que en cualquicr caso, se
cumple la afirmacién del Lema 1.1.

DEMOSTRACION DEL LEMA 1.1. Sean
A,

la cantidad de permutaciones para las cuales la sucesién de sumas parciales asociada tiene
T sumas cstrictamente positivas y

B,
la cantidad de permutaciones para las cuales la sucesién de sumas parciales alcanza por
primera vez ¢l méximo en el lugar r, por lo que el problema que nos ocupa es verificar 1a
igualdad

A, = B,
(dichas cantidades pueden ser distintas a cero sélo para r = 0,...,n.) Notemos que las n!
permutaciones de (x,,...,Zn) se pueden obtener fijando un elemento, digamos xy, en el

iltimo o primer lugar, permutando los restantes n — 1 elementos y variando € {1,...,n}.
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L FIGURA 3. Sunas panviales positivae ¢ parn las
permutaciones distinguibles de (1. L L —1, —1),

Sea (T1,...+&4.+.,Zn), €l vector cuyas entradas se obticnen de (x,,-..,2z,) qQuitando la
entrada z;, esto es:
(T1yeens®lyeeerZn) = (Thre -2 TU—1, Tte1y - -, Tm) 8L E {2,...,n—1}
(1,22, - -, Tn) = (T2, .-, Tn)
(T1y- oy T2, En) = (T15 . -y Tn1)-

Asf, toda permutacién de (z;,...,2Z,) es de la forma (y, ;) (0 (2, ¥)).con ¥ una permu-
tacién del vector que acabamos de definir.
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Probaremos el resultado por induccién sobre n, la dimensiéon del vector. Es valido
para n = 1 pues sélo hay una permutacion, la identidad, si xy > 0, entonces Ag = By =
0,A; = DBy =1ysix < 0entonces Ag = By = 1, Ay = B, = 0. Supongamos ahora que el
resultado es cierto para n = &k y sca (x1,...,Zxe1) € R¥*Y, porloque oy 4 -+ + 2440 > 0
0 xy 4+ 4 T £ 0. Veamos que en ambos casos, vale la conclusion del lema:

a) Supongamos que zy + - - 4 x4 < 0. Sea Al el mimero de permutaciones de
(z1, ...y Zx+1) Que tienen a x; como tdltima coordenada y cuya sucesion de sumas
parciales tiene r elementos estrictamente positivos, por lo que

1
A= AL
=1
Dc manera andloga, definimos B! ¢l ntimero de permutaciones de
(-‘Fl.---'d?kﬂ)
que tienen a x; como ultima coordenada y cuyas swinas parciales alcanzan el
primer mdximo en el lugar r, por lo que se ticne la igualdad
k41
B.=3)_ Bl
ta=1
Como x + +++ + Zrer < 0, el nimero de sumas parciales positivas asociadas a
una permutacién (u(1),---: Tu@x+1)) s igual al nldmero de sumas parciales posi-
tivas asociadas a la permutacién (z,(y, ..., Tuw)), ¥ la misma hipétesis implica
que el indice del primer méaximo de las sumas parciales asociadas a una per-
mutacién (z,(), .- -, Tow+1)) es igual al indice del primer méiximo ssociado a la
permutacion (x,q), - .-, Tury). Por lo anterior, Al ¢s el niimero de permutaciones
de (x1,.--, &1, .- -, Tkw1) Que tienen asociadas r sumas parciales positivas y B! es
el nimero de permutaciones del vector anterior que tienen asociadas a r como
indice del primer mdximo. Por hipdtesis de induccion, se cumple la igualdad
A= B,
por lo que en este caso, A, = B,.

b) Si =y + -+ + T4 > 0, el razonamiento es similar al caso anterior, pues una
permutacion (y, x;) tienec asociadas 7 sumas parciales positivas si y sélo si y tiene
asociadas r — 1 sumnas positivas, que da lugar a la igualdad

k+1

A=Al
=1

donde A‘, es el niimero de permutaciones que tienen a & como dltima coordenada
y que tienen asociadas r sumas parciales positivas. Este numero coincide con el
nimero de permutaciones del vector (xy,...,&E, ..., Trs1) qQue tienen asociadas
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r sumas parciales positivas, Asimisio, una permutacion (xy, ¥) de (21, ..., Tra)
tiene como fndice del primer miximo (de las sumas parciales) a r st y sélo si y
tiene como indice a r — 1, puesto que el indice no puede ser cero al existir una
suma parcial (z; 4+ -+ + Ti41) mayor a cero.” Como consecuencia, tenemos la
ignaldad
. [
B, = Z Bi-—l‘
=1
con B! igual a la cantidad de permutaciones de la forma (orr, ¥) que tienen co-
mo indice del primer mdaximo a r, que es igual al nmero de permmutaciones de
(T1,-+ -+ Tty -+, Ths1) que tienen como indice del primer muiximo a 7. Por hipote-
sis de induccidn, se cumple la igualdad la igunldad AL = B!

L, de la cual se deduce
que A, = B,.

w]

TEOREMA 1.1 (Identidad de Sparre Andersen). Si AJ,, es ¢l indice del primer mdrimo

de (So, S1,- . -,Sn), entonces M, y m, tienen la misma distribucion.

DEMOSTRACION. Para cada permutacién v : {1,....n} — {1,...,n}. consideremos

las variables

Sy =0
1]
Sy =ZXV(‘)’ ,i=1,...,n
J=1
Y= 1{"ny r elementos positivas en (S5, ... .S,‘:)}
ZY =

l{El indice del primmer término maximo de (S5.....5%) es r} "

Como (X;)7, son variables aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas, se sigue
que son intercambiables, por lo que las variables ¥ (indieadas por las permutaciones de
{1, ...,n}) son idénticamente distribuidas, asi como las variables 2%, de donde, al denotar
por Id a la permutacion identidad,

E()’") — E(Ym)
E(z*) = E(z).

Finalinente notemos que por el Lema 1.1,

Sovr=3S"2z

v v

7Note que aquf “hemos ‘considerado a las permutaciones que tienen a x; como primera coordenada y

no como la tGitima:
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por lo que ‘
: IP(1r,, = 1) = E(v') = % ZV:E(Y") = ,'t‘. Z‘;E(z") = E(Z") = P(Ma = 1) .

a

1.3.2. El Indice del primer maximo. Afortunadamente, la distribucién del indi-
ce de la primera vez que ocurre el mdaximo de las n primeras sumas parciales es una
variable més ficil de estudiar, pues podemos utilizar la hipdtesis de independencia mas
directamente. Mds especificamente, si (X,)L., son variables aleatorias independientes con
distribucién comiin, definimos (5;)!_o como cn la subseccién anterior, a la variable

Al = mix S,
- 0<ign
ya
M, =min{z € {0,...,n}:8, = AM}.

El Teorema de Sparre Andersen establece que A, y m, ticnen la misma distribucion.

Notemos que el evento { M, = k}, para k € {l ..,n — 1} csigual a
e {Si < Si,i€eZN{0,k~1},8 < S,i € ZN[k,n]},
“de lo cual se sigue la igualdad
{My=k}={S:—=8:>0,i€ZN[0,K}N{S,—Sx <0,i€ ZN[k,n]}.
Los dos eventos que ocurren en el lado derecho de la anterior igualdad son independientes,
puesto que el primero depende de las variables \Xy,... N ¥ el segundo de las variables

Xis1,... Xn,yaque S; — Sp = Xpyy + -+ X; para i € {k +1,...,n}. De aqui se sigue
también que

(Sker — Sy o+ ., Sn = Si) ¥ (S1, .+, Sick)
tienen la misma distribucién. Ademn.s, como Sy ~ S = Xy + -+« + Xp para { €
{0,...,k — 1}, tenemos que

(Sk — Sk-11+--, Sk = Sa) y (S1,.-..8%)
tienen la misma distribucién. Asi, se sigue que si k € {1,...,n — 1}, entonces
- (8) PAM,=k)=P(S1>0,....,85>0P(S5:1 <0,...,S -k €£0) = pxqux,
ddnde definimos para k > 1,
m=P(S >0,...,5: >0)
=P <0,...,5 <0).
Por otro lado el evento {Af,, = 0} esigual a {S; < 0,7 € {1,...n}} cuya probabilidad es lo
que hemos definido como g, y el evento {M,, = n} esiguala {S, — S >0,i=0,...,n— 1}

y dado que (S, — Syu-1,...Sn — So) tiene la misma distribucién que (S),...,S,), se ve
que la probabilidad del evento {Af,, = n} es p,. Asi, si definiinos pp = go = 1, la ecuacién
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(8) es vilida para k = 0,...,n. Scan P y Q las funciones generadoras de las sucesiones
{Pn:m=0,1,...} y {gu : n =0,1,...} respectivamente. Se¢ introducen para estudiar a las
sucesiones mediante representaciones mas compactas, asi como operar con ellas. Traba-
jaremos ahora con la funcién P, utilizando el siguiente razonamiento: Como (X,)}, son
independientes e idénticamente distribuidas, se sigue que

Pn=PS >0,...,5, > 0)
=P(X, >0, X;+X2>0,...,X, +---4 X, >0)
=P(X,>0,X,+Xn1>0,..., Xp+ -+ X, >0)
=P(S, —Sn-1>0,...,5,— S >0)

Decimos que n > 0 es un indice de crecimiento si S, > Sp = 0,..., 85, > Sa-1,8 por
lo que p, es igual a la probabilidad de que n sea indice de crecimiento, para n > 1. El
primer indice de crecimiento coincide con el tiempo de entrada de la caminata (Sp),en 2
(0, 00). En otras palabras, el cvento {n es el primer indice de crecimiento} coincide con el
evento {8, > 0,5, €0,k < n - 1}. Sea 7, la probabilidad de que n sea el primer indice
de crecimiento y notemos que si n es indice de crecimiento, entonces ¢l primer indice de
crecimiento, k, satisface 1 < k& < 751, por lo cual, paran = 1,
" { indi le crecimiento}
P - n es indice de crecimie

n es indice de crecimicnto} = .

{ ect } U N { & tiempo de entrada a (0,c0)}
"1 f {8 >0,8<0,i<k—1}

N{S; < Sn,7 <n-—1}

Il

{5t >0,5 <0,i <k—1}
Ll N{S,-S;>0,k<j<n—-1}

U{Sn>0,8<0,i<n—-1}.

Como los eventos: {Sk >0,85<0,i<k—1}y{Sn—S; >0,k < j < n— 1} son indepen-
dientes y

P(Sa 'Sj>0,k5j£n—l)=ﬂ”($,>0,l <j<n—k)=pi-u

se sigue que 2

n
n = P(n es indice de crecimiento) = E TaPn-k, " 21

8En general puede no existir algiin indice de crecimiento y si existe, no tiene porque ser \inico.
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dondé 7 = P(k cs tiempo de entrada a (0, 00)). Si denotamos por 7 la generadora de la
sucesién {7, : n € N} (con 79 = 0), de la ccuacién anterior obtenemos

P(s) = Zp"s" =1+ Z 5" Z TaPn ok = 14 P(s)r(s),
L ' n=() n=1 k=1
bor lo que finalmente

P(s) = —

G 1 —7(s)’
Para proceder con cl estudio de r, probaremos el siguiente resultado, en ¢l cual se mencio-
nan las permutaciones ciclicas de un vector x € R™. Si z = (z,, ..., Zn), un reordenamiento
cfclico es simplemente un corrimiento de los indices, por ejemplo,
(3, .-, Tn,ZT1,T2),
de los cuales existen n. Si v € {1,...,1n — 1} el reordenamiento v del vector z, al cual
denotaremos por x¥ cs
TV = (Tos1s - 1 Ty Tiy e v, To),

y el rcordenamicnto z®, que es el tnico que falta, es simplemente z. Asi, el indice de
cualquier reordenamiento ciclico es el indice de la entrada que ocupa la (ltima coordenada.

LEMA 1.2. Sean (x,,...,Z.) reales fijos, tales que )+ -4z, > 0. Si a cada reordena-
miento ciclico z¥ de (x,,...,Zn) le asociamos la sucesion de sumas parciales (s§,...,s%) y
denotamos porr el niimero de reordenamientos para los cuales n ¢s un indice de crecimien-
to para (5§, . ..,8%), entonces r es mayor o igual a 1. S1 v es uno de estos reordenamientos,
r es la cantidad de indices de crecimiento asociados a s¥.

EJEMPLO. Consideremos al vector z = (—1,1,1,—1,1,1) € R®. Las sumas parciales
asociadas a los seis reordenamientos de este vector son

st =(1,2,1,2,3,2) s? =(1,0,1,2,1,2) s =(~1,0,1,0,1,2)
s*=(1,2,1,2,3,2) s*=(1,0,1,2,1,2) & = (-1,0,1,0,1,2),

ordenadas como se indica anteriormente. Estas se pueden visualizar en la Figura 4, en la
que ademas podemos verificar que n = 6 es indice de crecimiento para los reordenamientos
ciclicos 3 y 6 y que los indices de crecimiento de las sumas parciales asociadas a z° o a
2% son 4 y 6. Asf, hay mds de un reordenamiento para el cual n c¢s fndice de crecimiento,
de hecho hay 2 de estos reordenamientos, y en ellos hay 2 indices de crecimiento. Esto
coincide con las dos afirmaciones del lema anterior.

DEMOSTRACION DEL LEMA 1.2. Sean s¥ = (s§,...,s%) el vector de sumas parciales
asociado al reordenamiento ciclico v y s = (sg, ..., sa) el vector de sumas parciales asocia-
do al vector dado inicialmente. Notemos que entonces, si ¢ € {1,...,n — 1}, tiene lugar
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N

FIGURA 4. Sumns parciales ¢ indices de erecimiento de las perntaciones
cicliens de (<1,1,1,-1,1,1).
la igualdad
v Sktv — Su stke {0,...,n—v}
9) s =
Sn— 8y + Sk—(n-v) Bk E {n—w,...,n}

Como z; + -+ -+ x, > 0, se sigue que el mdximo de las sumas parciales es mayor a cero.
Si v denota el indice del primer médximo de s, se sigue que 5; < g, gifi < vy s; < 5, sl
i > v, por lo que al fijarnos en el reordenamiento cfclico v, haciendo uso de la igualdad
(9), obtenemos que si k € {0,...,n — v}, entonces
k=8t —5 <0
y como 8, > 0, obtenemos
% = 8p > 8%;
pero si n — v < k < n, entonces
S, — Sk = 8n — Sk = Sp — Sk(n-v)
y como en este caso 0 < n — (k — v) < v, se sigue que
Sy — Sk—(n—v) > 0.
Asi, podemos conlcuir que s§ < s, = 34 para k < n, esto es, que n es indice de crecimiento
para el reordenamiento v y por lo tanto la primera afirmacién del lema es verdadera.
Para verificar la segunda afirmacién, supongamos sin pérdida de generalidad que n
es fndice de crecimiento para s, por lo que si hay r indices de crecimiento en s, digamos
vy < --- < v, = n, notemos que n es indice de crecimiento para s™ si y sélo si m es indice
de crecimiento para la sucesién original, o de otra manera, sim € {u,..., . }. Esto sucede

pues si m es fndice de crecimiento para s, tenemos dos opciones, m = ny m < n. En
el primer caso, s™ = s, por lo que n es indice de crecimiento para s™. En el segundo,
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notemos que como 3m > 0y n es indice de crecimiento para s, si k € {0,...,n —m},
entonces: :

Szl = Sk4m — Sm < Skam < Sn-

Sike {n=m,...,n— 1}, entonces k — (n — m) € {0,...,m — 1}, por lo que
Ske(n-m) — Sm < 0,
por ser m un indice de crecimiento, de donde para k € {n —mn, ..., n — 1}, se tiene
s'kf‘ = Sn — Syn + S (n—-m) < Sy == .5'".
Esto quiere decir que n es indice de crecimiento para la perinutacion m. Por otro lado, si
n es indice de crecimiento para la permutacién i, entonces s > si* para k € {0

yee.,m}.
Si observamos que

. — | LI

. Sk == Skpn—m T Sn-m

para k € {0,...,m}, entonces
Sm = S"' = Spem > Slin-m = Su- = Sk

para k € {0,...,m— 1}, o sca, m es indice de crecimiento para s. Asi, la cantidad de

permutaciones para las cuales n ¢s un indice de crecimiento es igual a la cantidad de

indices de crecimiento que hay en aquellas permutaciones en las cuales n es un indice de
crecimicnto. a

NoTA. Sidefinimos a los indices de crecimiento débiles como aquellos & para los cuales

sy < s para i < A, el lema anterior permancce vilido si substituimos ln hipétesis s,, > 0
L -— b x

por s, = 0 y nos referimos a los indices de crecimiento débiles en vez de a los indices de

crecimiento. Esta aclaracién es importante para extender el resultado que obtendremos
para I? a la funcién Q.

El siguiente resultado utiliza el lema anterior para obtener una expresion para 7, de
donde obtendremos una para P:

ProprosiCiON 1.1. Tiene Iugar la igualdad

o s"
log 7=~ T(s) ?;:)1—11?(3,. > 0).

DEMOSTRACION. Sea
Y =

+ = L(El r.ésimo indice de crecimiento parn (S, ..., 5%) s n)-

Como las variables aleatorias X, ..., X, son independicntes ¢ idénticamente distribuidas,

( ' ,

entonces son intercambiables, por lo que las variables Y* son idénticamente distribuidas.

Ademads por el lema anterior, Y¥ toma el valor 0 o r, ya que si algiin sumando es mayor
p . v r - . .

que cero, entonces hay r indices de crecimiento en (Sp, .. -, Sy) ¥ 7 es el r-ésimo indice de
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‘crecimiento en los reordenamientos ciclicos asociados a estos indices de crecimiento,? por
lo que en este caso la suma 3, Y}” tiene el valor r. Por otro ladlo, si todos los sumandos
son cero, entonces »_, Y;¥ = 0.

Asi, al denotar por 77 a la probabilidad de que el r-ésimo indice de crecimiento de la
sucesién de sumas parciales asociada a (X;){2, sca n, obtenemos

1 -
™ =E(Y") = =3 E(Y") =%n> STyr= r).

Otra consecuencia del lema anterior es que los eventos

S¥r=rp. r=1...n

v
son ajenos, puesto que 3., Y, = r si y sélo si r es la cantidad de reordenamientos para
los cuales n es indice de crecimiento, asi, sélo una de las sumas 3, Y puede ser igual
a r. Pero ademsds si S,, > 0 entonces el lema anterior nos permite afirmar que existe r
entre 1 y n tal que 3, Y} = r y si alguna de las sumas 3=, ¥;¥ es igual a r, entonces n es
indice de crecimiento para algin reordenamiento ciclico y por ende, S, es mayor a cero.
En resumen, hemos verificado que

n
P(S, > 0) = P{ Existe r € {1,...,n} tal que Z)’r"=r =ZIP ZY,"=7‘
124

r=1 ”
Por lo anterior 1 L
2 s7n=2P(S. > 0).

r

Si denotamos por 7.(s) a 2"2, 58", entonces T.(s) = (7(s))", pucs se tiene la igualdad

(10) T:; = Tk'j_lrlll—kv
ya que n es el r-ésimo indice de crecimiento para (Sq, . .., S,) si y sélo si existe algiin k entre
1 y n—1 que sea el indice de crecimiento r—1 para (S, ..., S,) e independientemente, n—&k
debe ser el primer indice de crecimiento para (0, Sk4y — Sk, ..., S, —~ Si). La probabilidad
del 1iltimo evento considerado es igual a la probabilidad de que n — & sea indice de
crecimiento para (Sg, - .., Sn-k)-

De acuerdo a la igualdad (10):

LS P(S. > 0) =3 5" Y e = 3 () = logl—_l——

n=1 n>1 r>1 r>1

9Ver la prueba de la segunda afirmacién del Lema 1.2,
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puesto que para cué.lquier s € (0,1),

log e =S 2
(1—s) S n

y 7(s) € (0,1) pura. s € (0,1).

NOTA. Nledmnte la proposicién anterior, podemos afirmar que

oo "
s
log P(s) = —P(S, >0
£P(s) = 3 SRS > 0)
y mediante la aclaracion que sigue al Lema 1.2, aplicando una téenica aniloga a la utilizada
en la demostracién de la Proposicién 1.1, podemos concluir que

oo s"
log Q(s) = > —P(S. £ 0).
n=1
Ahora, podemos utilizar estos resultados para obtener explicitamente la solucién al
problema que originalmente nos habiamos planteado. encontrar la distribucién del niimero

de sumas parciales positivas, como consccuencin de encountrar la del indice del prime
maximo.

1.3.3. Resultados exactos y asintéticos para el niimero de sumas positivas.
Como conseccuencia del analisis de la subseccién anterior, podemos calcular explicitamente
la densidad discreta del niimero de sumas parciales positivas para algunos casos particula-
res. Esto es, si (X;)$2, son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con distribucion comun F, (Sh)nen es la sucesion de sumas parciales asociada & (X,),en ¥
Ty = 31y 1(s,>0) es la cantidad de sumas parciales positivas (asocindas a (S))[.,), para
ciertas funciones F cs facil obtener la distribucién de r,,. El primer caso es cuando F es

continua y simétrica, puesto que entonces P(S,, > 0) = (S, < 0) =

1/2 para cualquier
n =1, por lo que

1 . s 1 1 172
log P(s) = 3 > = gl = log(l ~ ) 2
n=1
1 s" 1 1
logQ(s) = 3 > o= gleey/; =lee(l - s)7VE

2
[
-

y asi, P(s) Q(s) = (1 —s)" Y2, por lo que pi = q. = (—1)"( _]L_/2 ), de donde
podemos obtener la distribucién de 7,

P(m = k) = pign-i = ( —i/2 ) ( ;}_/r‘i)
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Esta es la misma expresién que encontramos en el caso de la caminata aleatoria simple!®
(aunque en ese caso, para una variable aleatoria distinta,) por lo que tenemos el misio
teorema limite para m,/n, a saber, que su distribucién converge a la distribucion arcoseno
cuando n — oo.

Por otro lado, como una generalizacién del caso en el que la distribucién sea con-
tinua y simétrica, podemos considerar una distribucion F para la cual P(S,, > 0) = 4
independientemente de n. En este caso,

log PP(s) = 6"Z=]:%- = 8log 7 = log(1 = )~
logQ(s) =(1-8) 3 in- = (1 —8)log 7— =log(1 — s)i-¢
ns=l
yasi, P(s) = (1 —35)% y Q(s) = (1 — s)~01-9, por lo que
. =6
m=0r ()
a=0F (07D
de donde pbtexiemb 3
Bpy eS8 =d) _ M@+ _ _T(k+9)
] & TTE+1T@)
‘ pdl: lo que ;
Tk+6)C(n—k+ 1—29) 1

L PMnk =TT Fm—k41) T@)TU=29)
_sinadT(k+86)C(n—k+1—24)
T @ (k41 T(m—k+1)
al utilizar la relacién I' (p) I' (1 — p) = 7/ sin 7p. Si utilizamos la aproximacién de Stirling
para la funi:io’n Gamma, nos damos cuenta de que si p € (0, 1), entonces

Tk +p) /T (k+1) ~ 1/k0-P),

T0ver la Seccién 1.2.
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pucsto quc o
T (L +p) ek (k4 pyrmiz - 1 k+ p\reri/?
C(k+1) e T (g4 1)Frivi/? (k+1TP \k+1
©y.como el uiltimo factor se puede eseribir como
(1 4 ])/L)“'”'*'/z
(1 -+ 1/k)k+;»l/‘_"
conforine & — oo, se sigue que
Ck+p)/T(k+1) ~ 1/(k4+1)'77 ~ 1/k'7P,
Asi, como en el caso de la caminata aleatoria simple, podemos conlcuir que para z,y €
(0,1) con z < y,

que converge a e?™!

. __ sinwé 1
"ILX‘EOP((W"/H) € [I' y]) - T el u_.‘;(l — t)6 dt.

Sean € > 0, x € (0,1) y A una variable con densidad

J(=) =1 (=)

sinwd
wrd(l — x)t-s’
Como : .
h’m P(A€[0,1/n)U(1—1/n,1]) =P(A € {0,1}) =0,
se sigue que exxst.e z, € (0 (1/2) A z) tal que
P(A (S [0 :L‘l) U (1 -y, 1]) < 5/4
y dado que ‘
l)'m P((7n/n) € [T1,7]) = P(A € [21,x]) > 1 — /4,
se 51gue que existe Nl € N tal que si n > N,, entonces
P((w"/n) € [0,x1)) < P({(m/n) € [0, 21)U (1 — x4,1]) < €/4.
Sea N, € N tal que si n = N, entonces P((7r,/n) € (x,1, x]) se encuentre en la vecindad de
radio £/2 con centro en P(A € (z,,z]). Entonces si n = N = mdx (N,, Np):
| Frun(x) — Falz)] £[P((7n/n) € [0,21]) — P(A € [0, z,])]|
+|P((7u/n) € (r1,2]) — P(A € (x4, 7))
) <ef2+¢e/2=c¢.
Del anterior razonamiento se desprenden dos resultados: que Fr /n(0) — 0 = F,4(0), ya
que para toda & > 0 podemos encontrar x; = z,{(¢) y N € N tal que

Fm./n(o) < Fm./n(-'vl) <eE
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y ademds, que limyoo Fr./n(®) = Fa(z) si 2 € (0,1). Como Fr(z) = Fa(x) siz €
(—o0,0) U [1,00), se sigue que /1 converge en distribucién a A, a cuya distribucién le
llamaremos ley arcoseno generalizada de parametro §.

Como ejemplo de la situacion descrita en ¢l parrafo anterior, consideremos (X, )ien
una sucesion de variables aleatorins independientes con densidad comin

1
@ = e —aEy

esto es, X; tiene distribucién Cauchy de pardametro a. La funcion caracteristica de X,
cuando a = 0 cs $y (w) = ¢~ (se puede probar medinnte cileulo de residuos,) por
lo que la funcién caracteristica de X; para cualquier a es ¢4~ de donde la funcién
cardcteristica de S, /n es igual a la de X, y por lo tanto P(S, > 0) = P(X, >0) =
arctan (—a) /@ + 1/2. Si a = —1, entonces P(S, > 0) = 1/4, micntras que si a = 1,
entonces P(S,, > 0) = 3/4. En la Figura 5 podemos apreciar Ia densidad y la distribucidn
arcoseno generalizada de pardametros 1/4,1/2 y 3/4, que corresponde, cu términos del
anterior ejemplo, a los valoress dea= —1,0y 1.

Notas

En este capitulo se calculé la distribucion de la fraccién de tiempo que la caminata
aleatoria es positiva en una trayectoria de 2n pasos, Iy, por medio del uso de la técnica
de la funcién generadora. Cuando se discute a la varinable Fy,, en la mayorin de los tex-
tos prucban que la distribucién arcoseno discreta es su distribucién por induccién. Esto
sucede, por dar dos cjemplos, en las referencias (8] y [6]. En esta iltima, una nota al pie
de la pagina 82 hace alusién a métodos complicados en la primera edicion para el cidlcu-
lo de dicha distribuciéon, en constraste con la prueba por induccién que presentan. Si se
consulta la referencia [5], se encuentra el método de la funcién generadora que no utiliza
de antemano el conocimiento de la distribucion de £y, como lo hace la otra prueba. Los
métodos sencillos a los que se refiere Feller, son los que utilizan como base la identidad
de Andersen, misma que fué descubierta utilizando técnicas muy elaboradas pero que ha
encontrado una demostracién un tanto mas sencilla, que sin embargo utiliza funciones
generadoras.
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CAPITULO 2
El Movimiento Browniano y la ley arcoseno

2.1. Introduccién

En el capitulo anterior, hemos calculado la distribucién limite de la fraccion de ele-
mentos positivos de una caminata aleatoria, al suponer la relacion

P(S, > 0) =6 € (0,1).

En este capitulo, investigaremos la convergencia débil de la misma sucesién de variables
aleatorias, haciendo el supuesto de que la varianza de S) es finita y estrictamente mayor
a cero (csto es, que no cs la variable aleatoria constante) y que su esperanza es cero. En
particular, esto implica que podemos utilizar la aproximacién contenida en el Teorema
Central del Limite, primero de manera directa, para obtener un resultado bautizado como
principio de invarianza, pues estipula que la distribucion limite no depende de la distribu-
cién del salto. Después, explicaremos de otra manera el principio de invarianza, al probar
un resultado sobre convergencia débil para variables aleatorias con valores en un espacio
de funciones, para lo cual se vuelve necesario introducir al Movimiento Browniano real.
El resultado nos revela una relacion entre caminatas aleatorias con varianza finita y el
Movimiento Browniano, asi como una infinidad de principios de invarianza como el que
nosostros consideramos. Finalmente, explotamos la relacién obtenida entre las caminatas
aleatorias y el Movimiento Browniano para calcular la distribucion de la fraccién de tiem-
po en ¢l que el Movimiento Browniano es positivo, que resulta ser la ley arcoseno y esto
generalizara los resultados obtenidos en ¢l capitulo anterior.

2.2. El principio de invariancia de Erdds-Kac

Utilizaremos ahora el Teorema Central del Limite y el estudio sobre la fraccion de
sumas positivas en caminatas aleatorias cuya distribucion del salto es absolutamente con-
tinua y simétrica respecto a cero para demostrar un enunciado similar para caminatas
aleatorias un poco mads generales. Consideraremos una sucesiéon de variables aleatorias
independicntes e idénticamente distribuidas (X,)nen tal que E(X;) = 0, Var(X;) = 1 y si
(Sn)nen es la sucesién de sumas parciales asociada a (Xu),en0 Sn = 2_im; Xi, definimos
Np =30, ¥(Sh), donde ¥(x) = 1 oo)(). El resultado a verificar es que N, /n converge
en distribucién a la ley arcoseno encontrada en el capitulo anterior independientemente
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.de la distribucién de X;. Dado que la distribucién arcoscno es continua, probar la conver-
gencia en distribucién se reduce a verificar que lim, ., P(N, /n < a) = p(a) para todo
a € R, donde p(a) cs la distribucion arcoseno.

“Sean k€N, n; = [jn/k]lpmraj=0...ky

k n,
Da=13" 35 (s - w(s,)-

J=1r=n,_;+1

Notemos que, al separar a D,, en dos sumas, obtenemos las igualdades

k ny [
(11) - Dp= %Z Z (W(Sr) — ¥(Sn,)) = Nyu/n — 711- Zw(s,.,) (n; —n,1),
' J=1 rang_y+1 J=1
puesto que todo entero entre 1 y n pertenece a uno (y solamnente uno) de los conjuntos
[nj_1+1,n;] AN para j entre 1 y £, lo cual explica el primer sumando del tercer miembro
de (11).

La idea detrés de la definicién de la variable aleatoria D,, es dividir el caunino de n pasos
en k partes cuya longitud sca muy similar, casi igual a n/k, para comparar la cantidad
de clementos positivos que hay en todo el bloque con un muiltiplo de la indicadora de que
el primer clemento del bloque sea positivo, verificando que podemos acotar la diferencia
entre estas dos variables aleatorias.

Primero estimaremos la probabilidad de que |D,| sea mayor a § por medio de la
desigualdad de Markov, para lo cual, notamos que

& n,
P(IDal > 8) S 3EUDWD < 5 5 30 E((S) = vi(Sa)l).

i=1 r=n_+1
Como el valor absoluto de la diferencia de las dos funciones indicadoras es igual a la
indicadora de la diferencia simétrica de los eventos que representan, entonces
E(jw(S,) = ¥(Su,)) =P(S, > 0,85, <0)+P(S, <0,5,, >0).
Podemos mayorar las dos probabilidades anteriores utilizando Ia desigualdad de Tchebys-
hev:
P(Sn, > 0,5 < 0) =P(Sn, = ey/71;, S5 <0) +P(0 < Sn, < e/1,, 5, < 0)
< P(Sn, — Sr 2 ev1y) + PO < S, < ey/my)
n—r
S 2 +PO< S, <evmd),

P(Sn; £ 0,5, > 0) =P(Sy, < —~e/M:, Sy > 0) + P(—e/71; < Sa, £ 0,5, >0)

S P(Sn, — Sr £ —e/1) + P(~e/ni < S, £ 0)

BT L P(—e/Ti < Sa, <0).

<
€2n;
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De esta manem. obtencmos la desigualdad
2(n, —
ER(S) - 9(Sa)D) < X5 (1S, < evm).

que nos permite obtener una mayoraciéon para la cola de la distribucién de |D,}, en
términos de su espcrmua

E(]D.]) < Z Z (n — 1) Z"‘ "'"'IP(IS,.,|<5\/F)

‘ i=1 r=n,_1+1 en; =1
a2 _ ‘zz; 1 (ni — iy 2—7;)‘(11, — n._l) g M Meipas | < e i),
donde se ha utilizado la igualdad
» i Ei-—_r_"'—""'_l_'l;_ (ni — n,_ 1—1)(11,—71._1)
r=mig+1 0 h =1 Th B 2n,

A la cota para E(|D,|) dada en (12) la llamarcinos R(n,¢,k) y podemos encontrar su
limite cuande n — oo al utilizar el Teorema Central del Limite y el que n;/n tienda a i/k
confornie n — o0, puesto que entonces:

Loy —1ni—1 i—(i—1) 1
1 : ! = = -
neoo n 3 x
y
lim 2ol 1
n—soo n; )
por lo que

. 1 o1, V2 [ _.a
lim R(n,e, k) = = T+—/ e~ gy
n—oo ke? '_z’ 1 \/7_1' 0
y-como el doble la densidad normal estéindar es menor o igual a 1 (de lo cual se sigue
que su integral de 0 a £ se encuentre acotada por €) y la suma de los primeros k enteros
positivos estd acotada por 1 + log &, pues

Zz—l+21<1+2/ —d:L—l—}—logk

=1 =2
entonces 1+ log &
: lim R(n,e,k) < LT—’Y-—
n—oo ke?
- Asi, finalmente se obtiene una cota superior para P(|D,| = 4), a saber,
R(n,e, k) /6.
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Para dos variables aleatorias X y Y se ticnen las cotas
PY<a—-8)—P(|X —-Y] 26) P(X <a)
‘ v SP(Y <a+8)+PUN -Y|=4§),
pllxest.o”que
PX <a)=PX <a,|[X -Y|<d)+P(X < |X-Y]|=4)
<SPY <a+8)+P(X —-Y| =4)

P X<a)zP(X <a,Y <a-14§)
SPY <a—4,|X —-Y| <)
2P(Y<a-8)-PY <a-4§,|X~-Y|=§)
>P(Y <a—-8)-P(|X -Y| 24§).

Al aplicarlascon X, = Ny/ny Yoi = ;; Zf;, (i —=ni-1)¥(Sn,), al recordar que de acuerdo

a(11), Xqo =Yax =Dyny también la mayoracién para P(|D,| = §), obtenemos
k
(13) P(Yox < 0 —6) — ﬁ_("_;___l < P(N, < a)
S P(Yor < @ +8) + ﬁ(L;_A_)

Ahora notemos que (Ynk)aen converge en distribucién para cada & € N fija, a un limite
continuo independiente de la distribucién de X, esto es, P(Yy,, < a) — pi(a) conforme
n — oo, donde pix no depende de la distribucién de X;. Esto sucede, pues al utilizar el
Teorema Central del Limite, sabemos que

1
ﬁ(snn“-ysnk)

converge en débilmente a un vector gaussiano Z con media cero y matriz de varianza-

covarianza ) )
Vo= (3_’\_-7) .
k 1€ig<k

(515 086) = (B(s1) 0o W (sa))
es continua salvo en un conjunto al que la medida de probabilidad inducida por el vector
gaussiano es cero (por ejemplo, es continua en {s; # 0,...,s, # 0}), se sigue que

(%w(sn.),...,%w(s,.k)) = (TSR 1o 38 (Sms V)

Como la asignacion
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converge-en distribucién a (¥(Z,) /k,...,¥(2x) /k), donde Z es el anterior vector gaus-
siano. Finalmente, como (n; — n;_,) /n converge a 1/k, vemos que

(Bowsn) o T s) )

converge en distribucién a (¥(2,) /&, ..., ¥(Z¢) /&), por lo que finalmente

13
Yn.k = Z Zi“—;lll";l‘d’(sn.)
Ul i=1

co.n\v/_e'rge" en distribucién a
z Z ¥(Zi),

por lo que, como se afirmé, Y, converge débilinente cuando nn — oo a un limite cuya
distribucién no depende de la distribucién de X;.

Para culminar, se tiene que verificar que N,,/n converge débilmente a un limite cuya
distribucién no depende de la distribucién de X;. Para esto, tomemos limites inferiores y
superiores cuando n — oo en {(13), para obtener

1+logk ¢
pr(a —6) — Gz "3 S < lim mflI”(— < a)
< lim eupll’(—— < )
(14) < pula+8) + L losk | €
= Pila kde? 5

donde pi(a) es igual al limite conforme n — oo de P(Y, i+ < a), que es independiente de
la distribucién de X;. Como en el caso en el que X, se¢ distribuye normal cstandar se ha
probado en el capitulo anterior que

Jim P(No/n < @) = pla),

con p igual a la distribucién arcoseno, se sigue que, reemplazando primero a por a + 6
en la primera desigualdad de 14, a por a — § en la segunda y tomando el limite cuando
n — oo, para esta distribucién particular se tiene que:

14-loghk ¢
p(a—‘s)——ke'zéi—(_sspk(a)

1+ log k
< pla+8) + e 4 2,
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de lo cual obtenemos una cota para px que no depende de la distribucién de X;, por lo
cual utilizando de nueva cuenta las desigualdades (13), obtenemos

1+ logk € .. N,
7)((1 _ 25) - QTE{(S__ - 23 < lm}‘mf P(T < (\')
< lim sup!l’(-[% < cx)
1+ logk €
< = .
(15) < pla + 26) + 2——ke26 +26

Finalmente, si hacemos € = k=14, § = k~1/% en (15) y tomamos el limite cuando & — oo,
utilizando la continuidad de p, se concluye la ley arcoseno para el nimero de sumas
positivas:

lim P(Nu/n < @) = p(a),

lo cual sucede independientemente de la distribucion de X, siempre y cuando tenga espe-
ranza cero y varianza uno.!

2.3. El principio de invariancia de Donsker

En la seccién anterior, consideramos una caminata aleatoria S, = 372, X,, donde
0 < Var(X;) < oo y E(X;) = 0 y probamos un resultado sobre la convergencia en
distribucién de la fraccién de elementos positivos. La técnica fué encontrar un principio
de invarianza para la distribucién limite y verificar la veracidad del resultado para una
caminata particular. Ahondaremos un poco en la generalizacién de este procedimiento,
pues permite entender la relacién existente entre las caminatas aleatorias y otro proceso
estocdstico llamado Movimiento Browniano, que tiene como consecuencia una infinidad
de principios de invariancia como el obtenido anteriormente.

El Movimiento Browniano es una coleccion de variables aleatorias (£;)»0 definidas en
un espacio de probabilidad (2, %, IP) con las siguientes caracteristicas:

1) P(Bg=10) = 1.
1) B; — B, se distribuye N(0,t — s) y ¢s independiente de (B, : 0 < u < s).

111) La funcién ¢t — B; (w) es continua casi seguramente con respecto a P.
Una de las primeras cuecstiones a establecer es la existencia de un proceso estocsstico
que cumpla la descripcién anterior. Este punto se esclarecerd al mismo tiempo que se
encuentre la relacion entre las caminatas aleatorias y ¢l Movimiento Browniano para lo
cual se vuelve necesario introducir ciertos conceptos, como el de convergencia en distri-
bucién en espacios mas generales que R o R?. En concreto, trabajaremos con un espacio
de funciones, el espacio de funciones continuas de {0, c0) en R, al que podemos dotar de
una métrica adecuada para que resulte un espacio métrico completo y separable 6 espacio

!Esto \ltimo no representa una restriccion ya que si Var(XX;) > 0, podemos considerar a la variable
Xi/+/Var(X;), para la cual el resultado es viilido, sin modificar a la fraccién de sumas positivas.
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polaco, y tal que la convergencia en esa métrica sea la misma que la convergencia uni-
forme sobre compactos. Sobre este espacio construiremos una medida de probabilidad, la
medida de Wiener, bajo la cual las proyccciones (f +— f(1)),5, constituyen un Movimiento
Browniano, y la medida serda dada como un limite, llamado limite debil, de medidas de
probabilidad asociadas a caminatas aleatorias. A mi parccer, la relacion que se obtiene
entre las caminatas alcatorias y ¢l Movimiento Browniano contenida en el principio de
invariancia de Donsker es importante pues permite entender mejor a ambos procesos al
poder traducir ciertos resultados sobre caminatas aleatorias al movimiento browniano y
viceversa. Un ejemplo de esto es que podentos formalizar el argumento heuristico detras
del principio de reflexién para ¢l Movimiento Browniano a través de aproximaciones por
caminatas aleatorias.
El plan de accién es el siguiente:

1. Consideraretnos el espacio de funciones continuas de [0, 0o) en R, al cual dotare-
mos de una métrica que lo convierta en un espacio métrico completo vy separable.

2. Daremos algunas propiedades de este espacio que resultarin de utilidad.

3. Se presentara el concepto de convergencian débil de medidas de probabilidad en
espacios mds generales que R.

4. Se especializard lo anterior al espacio métrico que nos concierne.

5. Se introducird el concepto de distribuciones finito dimensionales, que son distri-
buciones en R", y que caracterizan a la ley de un proceso estocdstico continuo,
situacién similar a la del tecorema de Kolmogorov?, pero distinta en escencia.
Estas distribuciones son titiles para estudiar la convergencia débil.

6. Finalmente, sc dara el resultado principal, el principio de invariancia de Donsker,
que permite entender una relacion entre ¢l movimiento browniano y las caminatas
aleatorias.

2.3.1. El espacio de funciones continuas de [0,00) en R. Consideremos a
8§ = €([0,00)),
el espacio de funciones continuas de [0,00) en R,y ad: § x S — R dada por
oo
1 .
d(f1, f2) = D _ o= mix (1fi(t) — f2()] A 1).

2" 0<t<n
n==1

Entonces d es una métrica en S, pucs:

1. d(f1,f2) = 0 por ser cada uno de los sumandos que componen a la serie que
define a esta cantidad no-negativos.
2. d(f, f2) = 0siysdlosi fi = f,, ya que si d(fy, f2) = 0, entonces

(}Qfls’fl (If1(t) — f2()I A1) =0 VneN,

2Ver [12].
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por lb'que Ni(t) = f2(t) para todo t € [0, n] para toda n € N, de donde fi(t) =
“ fa(t) para todo t € [0,00). Por otro lado, d(f, f} = 0.

3. A fr. f2) = d(far 1) yo que Li(0) — L(O] = f2(t) = fi(O].
) 4 d{(f1, fa) < d( 1, f2) + d( [z, [3), pucsto que

a<bimplicaanl <bAL
y
O<a<gbimplica(a+bAl<Z(aAl)+(bA1),
que aplicado a
0 < |f3(t) — i) < 1f2(t) — fr()] + | fa(t) — fa()]
junto con la desigualdad

;g‘r}_)g] (f{z) + g(x)) < x"e‘l‘},’ﬁl f(x) + ;2{3!9(1)

vilida para funciones f, g continuas en [a, b] nos da la desigualdad

s (0 = RO AD < (@i 1) - A1 A1)

+ (@it - @1 A1),

de la cual sigue la desigualdad del triangulo.
Aiin mss, sec tiene lo siguiente:

TEOREMA 2.1. (S,d) es un espacio métrico completo y separable.
DEMOSTRACION. Utilizaremos la notacion

an(f,9) = mix (1f(t) - g()] A 1).

o<tsn

Sea (fi)ken una sucesién de Cauchy en (S, d). Notemos que si ¢ = 1/2", entonces existe
N € N tal que si [,7n > N se cumple la desigualdad d(fi, fin) < £/2" y que esta desigual-
dad se puedc cumplir sélo si ax(fi, fin) < e para k= 1,...,n, por lo que para cada g > 0
existe N € N tal que si l,m = N, la norma uniforme de f; — f,, sobre {0, n)],

‘léll(l;l:}]‘fl(t) — S,

es menor a €. Esto significa que la sucesion (fn)nen es de Cauchy uniforme sobre todo in-
tervalo [0, n], por lo que la sucesiéon numérica (fi(t))ren converge para todo ¢ € [0, 00). De
hecho, por ser de Cauchy uniforme en {0, n], la sucesién (fi)ren converge uniformemente
en [0,n] a una funcién continua f" y por la unicidad del limite, la igualdad f° = f™
se cumple sobre [0,n A m]. Asi, podemos definir f : [0,00) — R por f(t) = f*(t) para
t € {0, n} y sélo falta demostrar que d(fy,, f) — 0 conforme n — co. Sea € > 0, N € N tal
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Cque (1728~ i< ey K € N tal que si k > K entonces an(fx. f) < €/2 paran < N (se

puede lograr gracias a la convergencin uniforme de (fi)en 2 f en [0, N1J). Entonces para
k = K, como ai(fx, f) < 1:

. N oo
A ) =3 gl N+ D sailfi )

i=1 1=N+1

Z 7t i _21"-'
t=2N+1

=1
1

oN

| =

<

[ STRL
]

5(1'1/2~)+

< %(1 —1/2") +¢/2
<E€,

por lo que d(fu, f) — 0y (S,d) es un espacio métrico completo.

Para ver que (S, d) es separable, sea f € S, de donde f es continua en {0, n] para
cualquier n € N, por lo que para cualquier € > 0 existe un polinomio p, con coeficientes
racionales tal que || f — pelljo.m) < £/2. Sin € N es tal que 1/2"7! < ¢, entonces, como en el
pérrafo anterior, d(f, p.) < € y asi, el conjunto de polinomios con coeficientes racionales es
denso en (S, d). Como el anterior conjunto es numerable, se sigue que (S, d) es separable.

En el espacio (S,d) utilizaremos la o-dlgebra de Borel @By, Esta se define como la
o-algebra mas pequenia que contiene a la topologia inducida en S por la métrica d. Si con-
sideramos a las proyecciones m : S — R dadas por m¢(f) = f(t), entonces estas funciones
son continuas, puesto que si (fn)nen converge a f en (S, d), en particular converge pun-
tualinente, de donde m(fn) = fu(t) — f(t) = m(z) conforme n — oo. La continuidad de
estas funciones hace que sean (@Bs, %Br)-medibles, esto es, que para cualquicr Boreliano de
R, B, ;' (B) € $Bs. Por medio de las proyecciones, podemos definir a los cilindros finito
dimensionales, que son conjuntos de la forma {(f(¢1),..., f(f{n)) € B}, para B un elemen-
to de la o-dlgebra generada por la topologia usual de R®, Brn, n 2 1y ty,..., 1, € [0,00).
Dado que f +— (f(t1),..., f(t,)) es continua, entonces es (HBs, Br~ }-medible, por lo que
cualquier cilindro pertenece a @Bs. Si denotamos por ¥ a la familia de cilindros finito
dimensionales, la anterior observacion se reduce a € C Bs, y lo que ahora verificaremos
es que de hecho, o(¥) = @Bs. Denotarenos por 4 a o(€).

La contencién & C 9Bs sc sigue de € C Bs y la definicion de o-dlgebra generada por
una familia de subconjuntos, por lo que sélo hace falta demostrar que Bs C ¥. Para esto,
sea

@ = {x7(A): A € Br},
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la familia de los cilindros l-dimensionales (contenida en ¥ y por lo tanto en #Bs) y
¢, = o(%¢1). Entonces
¥ C Y CBs

y para demostrar que de hecho todas las g-ilgebras son iguales, bastaria verificar que
todo abierto en S pertenece a ¢, cosa que haremos a continuacion: recordemos que todo
espacio métrico separable (X, p) admite una base numerable de In topologia inducida en
X por la métrica p. Explicitamente, In demostracion de este resultado nos dice que si
U < X es abierto, entonces U se puede escribir comeo

oo
U= U Bt.(fl) .
=1
Asi, para verificar que todo abierto es elemento de ¢, es suficiente verificar que una bola
B.(fo) pertenece a ¢, pucsto que las g-dlgebras son cerradas bajo uniones numerables.
Como la funcién m; es (4, Br)-medible, se sigue que la funcidn f— | f(2) — fo(t)| Al es
(%), @Br)-medible. Por la continuidad de f y fy, se cumple:

sup ([f(t) — fo()l A1) = sup (1f(t) = fo(t)] A1),
0<t<n ntsésn

entonces f i— supgcr<n (1£(2) — fo(t)] A 1) es (4, HBr)-medible como supremo numerable
de funciones medibles respecto a esas o-dlgebras. Se sigue que cada uno de los sumandos
que define a d(f, fo) son (¢, Br)-medibles como funcién de f para [y fija, por lo que la
funcién f — d(f, fo) es (%, Br)-medible como limite de funciones medibles respecto a
esas g-algebras y por lo tanto B, (fo) = {f : d([, fo) < €} € ¥\ como imagen inversa de
un boreliano bajo una funcién medible. Asi, hemos verificado el siguiente teorema:

TBEOREMA 2.2, Scan € C 2?(S) la familia que consta de los cilindros finito dimen-
stonales de S, €, la familia de los cilindros 1-dimensionales y 8Bs la o-dlgebra generada
por la topologia inducida en S por la métrica d. Entonces o(6)) = o(6) = Bs.

El Teorema 2.2 nos permite afirmar que si dos medidas de probabilidad, P y P, sobre
(S, Bs) coinciden en ¥, entonces también coindicen en %Bs. Esto sucede pues € es un
m-sistema, yaque S = {f € S: f(0) € R} y si C,,C2 € €, donde

Cir=A{{ft,s-- -2 fera) € B1},
Cz = {(f.!n-wnfa,..) € Bz} ,

con 3} € Brn y Bz € %Brm, entonces

Ci = {U -, Fta)s S(51)s-- s f(5m)) € By x R™}
C = {(f(tl)v“"f(t")rf(sl)l-'-1f(511|)) € R" x 32} Yy
CinCe={(f(t1)s.... fta), J(s1),. .., f(5m)) € By x By} ,
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por. lo que C1NCs € ¥ (pues By x B, € WBrnrm). Ademis, ln familia de elementos de B
en el cual las dos medidas de probabilidad, PP y I’ coinciden, que denotaremos por A, es
un A-sistema, puesto que S pertencee n dl ysi A, B e Ay A C B, entonces B\ A € A,
pues
P(B\ A) = P(B3) — P(A) = P(B) — P'(A) = P17\ A).
Adcmas, siA, € Ay A, C A,y para n € N, entouces Upensd, € A, pucsto que
P(UnenA,) = lim P(A,) = lim P(A,) = P(UnenAn) -

Como A C HBs por definicidén, si Py P coinciden en ¢, o dicho de otra manera, si 6 C A,
cl lema de clases de Sierpinski nos permite afirmar que HBs = o(%’) C A, por lo que
A = DBs y por lo tanto P y ¥ coinciden en Bs.

Otra consecuencia del Teorema 2.2 es que si (§2,.%) es un espacio medible y te-
nemos una funcién X : Q@ — &, centonces X es (F, Ws)-medible si vy solo si mp o X
es (F,%Br)-medible parn cada t € [0,00). Esto sucede pues para verificar que X es
(&F, Bs)-medible, basta probar que la imagen inversa de un cilindro de dimension 1 bajo
X pertenece a &, lo cual claramente sucede si m, 0 X es ((F, Ar)-medible para cada
t € [0,00). La otra implicacién es consccuencia de la continuidad de 7. Si suponemos
por un momento que tenemos una coleccion de variables aleatorias X, @ @ — R para
cada ¢ > 0 tal que para cada w € Q la aplicacion w + X, (w) sca continua, podemos
definir X : Q — S mediante 7, 0 X = X, v cl argumento anterior nos muestra que X es
(F, Bs)-medible.

Otra aplicacién de la igualdad ¢ = @By seri demostrar que In ley de dos procesos

continuos esta caracterizada por las distribuciones finito dimensionales, cosa que haremos
mas adclante.

2.3.2. Convergencia en Distribucién. Un cjemplo de convergencia en distribu-
cién lo encontramos en el Teorema Central del Limite. Este resultado afirma que si (X;)52,
son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con varianza finita
o? y media cero, y S, = 3°0, X,, cutonces

P(Sn/\/;;;; < T) — f_x (c""‘/z/\/‘z—n) dt.

En otras palabras, la distribucién de 8,/ Vno? converge a la distribucion normal estandar
puntualinente cuando n — oo. Si X y X;,i = 1,2,... son variables aleatorias con valores
en R, decimos que X; converge en distribucién a X si la sucesion de funciones de distribu-
cién asociadas a las variables (X,);5,, (Fx,(2))2,, couverge a la distribucién de X, Fx(x),

conforme i — oo cuando x es punto de continuidad de la funcién Fy. Recordemos que la
funcién de distribucidn se define para R, y que se puede extender el cancepto a R”; sin
embargo, no tiene sentido en espacios mis generales, en los que se substituye la funcién de
distribucion por la ley que podemos inducir a partir de la variable aleatoria. Es por esto
que la extensién del concepto de convergencia en distribucién a espacios mas generales no
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es direécta, de hecho, esta extensiéon se basa en una cquivalencia para la convergencia en
‘distribucion en R, a saber, que E(f(X,)) — E(f(X)) conforine n — oo para cualquier
funcién f : R — R que sca continua y acotala.

DEFINICION. Consideremos (Af, p) un espacio métrico. Sean (2, F, P) y (S, Fi, Pr),
espacios de probabilidad para cada &k de 1 en adelante. Si X 1 Q — A y Xy : Q,, — Af son
funciénes medibles, con respecto a la g-dlgebra de Borel en A1, decimos que X converge
en distribucién a X, denotado por Xy 2, X cuando k — oo, si J (X)) dPy — [ [(X)dP
cuando k& — 0o para cualquier funcién f : A/ — R continua y acotada.

Si consideramos una varable aleatoria ¥ definida en (€2, %, P), un espacio de probabi-
lidad, y con valores en un espacio métrico (A/f, p), podemos inducir una inedida Py sobre
(M, HBrr) mediante la asignacion Py-(A) = P(Y € Ay paran A € Bar. Si f : Al — Roes
una funcién medible tal que la integral de f(Y) esté definida, entonces [ es integrable
respecto a Py y se tiene la fé6rimula de cambio de variable

/fo)'(iﬁ”:/ S dPy-.
Q2 A

Si consideramos el escenario presentado en la definiciéon anterior, entonces las integrales
S o X,y foX existen (de hecho son finitas) y podemos escribir la condicién para la
convergencia en distribucién como

/ fdPx,  — /f dPx conforme k — oo.

La discusién anterior se hace con el objeto de presentar la definicién de convergencia débil,
que tomaremos como punto de partida para las investigaciones subsccuentes.

DEFINICION. Sea (M, p) un espacio métrico y (Pi)ren medidas de probabilidad sobre
By, la o-digebra gencrada por los abiertos de Af. Si P es otra medida de probabilidad
definida sobre GB8,y, decimos que la sucesion (Pr)ren converge débilmente a P cuando kK —
oo si para eada funcién f : Al — R que sea continua y acotada, la sucesion ([ f dPe)ren
converge a [ f dIP cuando k — oco. Utilizaremos la notacién = para ln convergencin débil.

El siguiente resultado nos dd algunas equivalencias para la convergencia débil, que re-
sultan convenientes al trabajar con este concepto, se le conoce como el Teorema Portman-
teau. Una consecuencia immportante de este teorema es que nos proporciona condiciones
suficientes sobre un conjunto A € 48, para que se cumpla la relacion

Im Pp(A) = P(A),
que en el caso en que M sea R se reducen a P({x}) = O para conjuntos A de la forma
(=00, x).

TEOREMA 2.3 (Teorema Portmanteau). Sean (MM, p) un espacio métrico, (Px)ren me-
_ didas de probabilidad sobre Bar y P olra medida de probabilidad sobre DBps. Son equiva-
lentes:
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a) P, = P.

b) [ fdPy — [ fdP conformne k — oo para cualquicr funcion f : M — R que sea
uniformemente continua y acotada.

¢) limsupy_o Po(F) € P(F) para cualquicr I cerrado.

d) liminfy_.oo Pr(G) < P(G) pura cualquier GG abierto.

e) P (A) — P(A) cuando k — oo para cualquier A € B que cumpla P(Int A) =
P(A).

NOTA. Si A € DBy es tal que P(Int A) = IF’(_A_), decimos que A es un conjunto de
continuidad de P.

' DEMOSTRACION.

a)=>b): Esta implicacién es immediata pues cualquier funcién uniformemente con-
tinua y acotada es continua y acotada.
b)=>c): Sea F' € 9B cerrado. Para verificar ¢), aproximaremos la funcién 1, por
una funcién que sea uniformemente continua y acotada. Para este efecto, si defi-
nimos p(x, A) por ’
plx, A) =il {p(x,y) :y € A},

que para cualquier A C A distinto del vacio estid bien definida pues el conjunto
{p (z,y) : ¥ € A} es entonces no vacio y acotado inferiormente por 0, entonces la
asignacién x + p(z, A) es continua, propicdad que verificamos a continuacion:
Dado que

p(z, A) < p(x,z) para toda z € A,
entonces la desigualdad del trisngulo nos indica que para cualquicer y € Af
(16) pl(x,A) € p(x,y) + p(y,z) para toda =z € A.

Al considerar el infimo de las cantidades que aparecen del lado derecho de la
desigualdad (16) al variar a = € A, obtenemos la desigualdad p (x, A) < p(z,y) +
p(y, A) y como = e y son arbitrarios, encontramos que

lp(x, A) = p(y, A)| < p(a.y),

por lo que de hecho, la asignacién @ +— p (x, A) es uniformemente continua. Sea
fe : M — R dada por

fe(z) = (1 — p(z. F) [e)",

por lo que
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de donde concluimos que [ es uniformemente continua. Ademas, 10 < f, < 1,
por lo que [, es acotada y de la desigualdad anterior obtenemos

limsup P(F) < lim sup/f, diPy = / Je diP.
k—oo k—oa

Finalmente, notemos que lim. g f, = 1, puesto que si limg g f(i£) = 1, entonces
plx, F) = 0, por lo que para cada n € N existe x,, € [ tal que p(z,1,) < 1/n,
de donde = € F, y como F es cerrado, entonces r € FF. Como x € F implica que
plx, F) =0y fe(x) = 1, sc sigue que Hmgyo fe (x) = 1 8i y sélo si x € F. Por
otro lado, fe(z) < 1 si y solosi p(r, ') > 0, y si esto 1ltimo ocurre, entonces
para cada € < p(x, F), fe () = 0, de donde ling g fe(r) = 0. Asi, como f; | 1,
y las funciones (f),,o son uniformemente acotadas, ¢l teorema de convergencia
acotada (aplicado a cualquicr sucesién (£,),¢n tal que £, | 0 conforme n — o0)
nos dice que

[ Few a® — ()

cuando n — oo, de donde

[ teaw —wr)
cuando € | 0 y por lo tanto:
e ll’l:lsup P (F) < P(F).
c)=>d): Si G € 9B es abierto, entonces G¢ es cerrado, por lo que
1= liminf Pu(G) = lim sup P(G) < P(G®) = 1 = P(G)
de donde obtenemos
o liminf Po(G) 2 P(G).
d)=>e): Si A € Byses tal que
P(Int A) = P(A),
entonces por monotonia de P,
P(A) = P(A) .
Ademds, por hipétesis,
liminf P (A°) 2 P(A7) y
1",{.’_12,“ Pr(Int A) > P(Int A) ,
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por lo que
' P(Int A) < liminf Pi(Int A) < liminf P (A)
k—oo k=00
limsup Py (A) < limsup P, (A)
k—oo k—oo

<

< P(A),
de donde obtencemos la igualdad limyg_.o Pe(A) = P(A).

e)=>a): Sea f: M — R una funcién continua y acotada. Suponiendo que Py(A) —

P(A) para cualquicr A € S5 que cumpla P(Int A) = P(:1). debemos demostrar
que [ fdP; — [ fdP. Si C es una cota para f, entonces [ + C es continua,
acotada y no-negativa y [ fdPy = [(f + C) dP, — C, que converge a [ [ dP
cuando k — oo si y sélosi [ (f + C) dPy converge a [ (f + C) dP cuando k — oo
y asi, basta probar el resultado deseado para funciones continuas, acotadas y no-
negativas. Necesitamos un lema previo a la demostracion.

LEMA 2.1. Considerernos (X, S, i) un espacio de medida arbitrarioy f @ X —
una funcién (S, Bgr)-medible y no-negativa. Entonces la funcion de {0, 00) en
cuya regla de correspondencia es

t—p{re X: f(x) >t}
es (Blo,co), By)-medible y

/fdu:/m Uz e X @) > )

La demostracién es como sigue: sea g : [0,00) — R dada por
gty =pn({r € X : f(z) >1t}).

R
R

Como

{xeX: f(x)>t) Cc{x e X: f(x) > s}
si t > s, se sigue que g es decreciente. Dado que si (¢,)n>1 s una sucesién de
reales no-negativos tal que ¢, T t cuando n — oo, entonces

UflzeX:f@) >t} ={z€X: f(x)>1},

n>1
podemos concluir que g es continua por la izquierda, pues la familia de conjuntos
cuya unién estamos considerando es creciente. Para verificar la medibilidad de
g, basta verificar que g7'([c,0]) € Bio.o) Para cualquier c € K. Sic € R y
el conjunto {t € [0,00) : g(t) > c} es vacio, entonces la imagen inversa de [¢, 0o}
bajo g es el conjunto vacio, que pertenece a cualquier o-ilgebra y si el conjunto
{t € [0,00) : g(t) = c} es distinto del vacio, sea ¢* su supremo (el supremo de un
conjunto no acotado superiormente sera por convencién infinito), se afirma que
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en este caso, g=!([c, o0]) = [0,c¢’). La razén es que si £, T ¢ cuando n — oo,
con g(t,) = c, entonces g(t,) | g(c’) cuando n — oo, por lo que g(c*) > c. Si
0 < t <c* entonces g(t) = g(c*) = cy si t > ¢*, entonces g(t) < ¢, por lo que ¢t
no pertenece a g~ !([c, 00}). Asi, g es (B(a,c0y, H)-medible.

La segunda afirmacion del lema se probard mediante aproximacion: Si f es
una funcién simple y no-negativa, con descomposicion canénica 3_0%; w,1,4,, donde
ap=0<a < -~ <an,AicS,i=1...n, A;NA;sii#jyUA, = X, entonces
por un lado [ fdu = 3.7, air (A;) ¥y por otro lado si g estd definida como en
cl pdarrafo anterior y A denota a la medida de Lebesgue restringida a 40,00y,

entonces
/gd,\ = Z/ gdX
[ar-1.8.)

= Z Z(ai — a1 )1 (Ay)

=] juwy
n
= an(4y),
. J=1
por lo ql.ie tiene lugar la igualdad

/fdy=/yd,\=/[n.w)"({a:eX:f(l‘)>‘})‘“'

y la conclusidn del lema cs correcta en ¢l caso en ¢l que [ sea simple. En general,
si f es no negativa, sabemos que existe una sucesién de funciones simples y no-
negativas (fn)n»1 que converge de manera creciente a f cuando n — oo. Pero
esto tltimo implica la igualdad Ups {r € X @ fu(e) >t} = {x e X : f(x) >t} ¥y
dado que la sucesién de conjuntos cuya unién estamos considerando es creciente,
se sigue que la succesién de funciones no-negativas (u({x € X : fu(x) > }))n>:
converge de manera creciente a la funcién u ({x € X : fu.(x) > t}). El teorema
de convergencia mondétona y el resultado ya verificado para funciones simples

implican
[ 7w

fi

"]E]go/fn dp
lim n({{xr € X : fu(z) > t}) dr

n—oo ‘O.N)
-/l- n{xr e X : f(z) >t}) dx
0.00)

Vamos ahora con la demostracién de la implicacién que nos concierne, si
Jf ¢ M — R es una funcién continua, acotada (digamos por C) y no-negativa,
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sean gx,g : [0,00) — R dadas por gi(t) = Py({x € Al : f(x) > t}) (aniloga-
mente se define g utilizando a P). Entonces g es decreciente, por lo que tiene
una cantidad a lo mas numerable de discontinuidades y como g es continua en
t si y sélosi P({a € Af: f(a) =t}) = 0, la contencion d({x € M : f(z) > t}) C
{z € M : f(x) = L} nos permite afirmar que, excepto en un conjunto a lo mds
numerable,

P(Int {x & M : f(x) > t}) = H‘({;r Al (D) > r}) .

por lo que g (t) — ¢g(t) cuando & — oo con excepeién de un conjunto a lo mais
numerable. Finalmente, como [ fdPyx = fj, yandXy [ [dP = [ gdX (donde
A es la medida de Lebesgue restringida a [0, C), ya que |gi] €1 € L (N) para
toda k, el teorema de convergencia acotada nos permite afiriar que

/fdl?k——»/fdﬁ‘.
0

Si nos imaginamos por un momento que el conjunto de medidas de probabilidad sobre
la o-dlgebra de Borel de un espacio métrico fuese metrizable de tal manera que la con-
vergencia utilizando esa métrica fucra igual a la convergencia en distribucidén, entonces la
compacidad de una familia de esas medidas de probabilidad seria equivalente a la compa-
cidad por sucesiones de la misma. Las propiedades de los conjuntos compactos, tales como
la existencia de puntos de acumulacién en sus subconjuntos infinitos, podrian llevarnos
a verificar la existencia de limites débiles para medidas de probabilidad, cosa que puede
resultar dificil.? Es en cste sentido que se introduce el siguiente concepto.

DEFINICION. Sea (M, p) un espacio métrico y IT una familia de medidas de probabili-
dad sobre ABas. Decimos que I es relativamente compacta si cada sucesién de elementos
de IT admite una subsucesion que converge débilmente.

Por cjemplo, si consideramos a I1 = {Px : & € N} una sucesion de medidas de proba-
bilidad sobre la o-dlgebra de Borel de un espacio métrico que converge débilimente a otra
medida de probabilidad P (sobre la misma o-algebra), entonces I1 es relativamente com-
pacta. Pero hemos dado de antemano la existencia de un limite débil, y nuestro objetivo,
como ya se menciond es verificar la existencia de limites débiles, por lo que requerimos
otra mancra de verificar que una familia de medidas de probabilidad sea secuencialmente
compacta. Para eso es que se introduce el concepto de tension de una familia de medidas
de probabilidad y se enuncia el Teorema de Prohorov, que relaciona ambos conceptos.

3De hecho, si el espacio métrico es separable, si se puede dotar al espacio de medidas de probabilidad
definidas sobre la g-dlgebra de Borel del espacio de una métrica que sea equivalente a la convergencia
en distribucién. A esta métrica se le conoce como la métrica de Prohorov. Consultar, por ejemplo, la
referencia [3].
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DEFINICION. Sea (A/, p) un espacio métrico y IT una fanilia de medidas de probabili-
dad sobre ;. Decimos que I es tensa si para cada £ > 0 existe XK' C M compacto (que
por supuesto pertencee a @Bay por ser cerrado) tal que P(A) > 1 — £ parn cada P ¢ 1.

TEOREMA 2.4 (Teorema de Prohorov). Sea (Al, p) un espacio métrico y 11 una fumilia
de medidas de probabilidad sobre la o-dlgebra de Borel de M. Entonces:
@) Si M es completo y separable y Il es relativamente compacta, entonces Il es
tensa.
U) SiIl es tensa entonces es relativamente compacta.

DEMOSTRACION.

a) Se afirma lo siguiente: Si (Gi)ren €5 una sucesion de conjuntos abiertos en Af
tal que Gy C Gi4r para kK € N y UgenGe = Al entonces para cada € > 0 existe
k € N tal que P(Gi) > 1 — ¢ para cunlquier P € I1. La razén: Si lo anterior no
fuese cierto, entonces existirin € > 0 tal que para cualquier & € N, existe Pp € 11
tal que Py (Gy) € 1 — . Si escogemos una subsucesion (P, Juen de (Prlien que
converja débilmente (por Ia compacidad secuencial) a P, entonces ¢l teorema
Portmanteau nos permite concluir que

P(Gy) < liminf Py, (Gi) < liminf Py, (Gi,) < 1=,
n— OO

siendo la anterior desigualdad imposible pues el limite débil de medidas de pro-
babilidad es una medida de probabilidad (ya que la funcion constante igual a 1
es continua y acotada) y entonces 1 = P(Af) = g, P(Gy).

Ahora, la separabilidad immplica que existe un conjunto numerable y denso
D c M y como para cada k € N, M = Uyep By (d), si € es mayor a cero, existe
g, € N tal que P(U, By (d))) > 1 — /2% para toda P € I, donde (d,)en €5
una enumeracién de los elementos de D. Como Myxy UL, By (d,) es un conjunto
totalinente acotado, si K es su cerradura, entonces es completa, pues Af lo es,
por lo que K es compacto (consultar el Teorema A.3) Finalinente, notemos que

P(K) <D 1—P(UA,Bia(d)) <> /2" =5, VPell
k>1 k>

por lo que P(K) > 1 — £ para toda P € IT y por lo tanto, Tl es tensa.

b) Sea (Pr)rz: una sucesién de elementos de I1, por lo que debemos verificar que
alguna subsucesién converge débilinente. Como IT es tensa, para cada v > 1,
existe un compacto A7, tal que Pr(A]) = 1 — 1/u para toda k € N. Si K, =
Ul Iy, entonces K, es compacto, Wy, C Wy y para toda k€ N

Pr(N) 2 Pu(A)) = 1 — 1/u.
Como K, es métrico compacto, entonces es scparable, pues para cada k > 1,
existen nx = 1y z¥...x% tal que K, < UYL, By (2F), de donde cl conjunto
a lo mds numerable D = {z¥: k> 1,1 < i< ni} es denso. Asi, sc sigue que
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- el conjunto U, IS, es separable, pues basta tomar la unién (numerable) de los
subconjuntos densos y a lo mis numerables de cada K, como un subconjunto
~denso y a lo mas numerable de la unién. Mediante ¢l uso del Teorema A.2, se
concluye que existe una familia a lo mas numerable & que consta de conjuntos
abiertos en Af tal que si (G es abiertoen M y & € (N Uy» 1K, entonces existe

A€ o tal quexz € A C A C G. Consideremos
A={0u{(A/U.-  UA)NK, u=1ln>14,...,4, € o'}

teniendo en cuenta que la familia es a lo mds numerable y que cada uno de sus
elementos es un compacto. Ahora utilizaremos el mdétodo diagonal de Cantor pa-
ra construir una primera aproximacion a la medida de probabilidad que estamos
buscando: Sea {H, :7 > 1} una cnumeracién de 3. Como para cada H € o2,
la sucesién numérica (Pr(#))ez1 es acotada, el Teorema de Bolzano-Weierstrass®
nos permite afirmar que existe una subsucesion (Pl de (Pi)az: que es con-
vergente en /. Como para cada /I € 5, la sucesién (PL(H))x>1 es acotada,
entonces existe una subsucesion (P?)iz1 de (Pl)x>1 que es convergente en s (y
entonces también en /). Continuando recursivamente, para cada n € N, po-
demos construir una subsusucesion (ll"kf“)k?_, de (Pg)i>1 que sea convergente en
H,y -+ Hpy1, por lo que la subsucesion diagonal (PE)is) de (Px)k>) €s convergen-
te en todos los elementos de 2#°. Si denotamos por (P, )ix1 a esta subsucesién,
consideremos, para I € 277,

a (H) = Hm Py (4).
1O

Lo que haremos a continuacidon serd construir una medida de probabilidad P
tal que si G es abierto en Af entonces P(G) = supycq a (H), puesto que para csa
medida de probabilidad se cumple

liminf P, (G) = liminf P, ({) = o (1)
1—00 $==00

si H € 9% y H C G. Pero cntonces, al considerar el supremo de o (#) para
H ¢ G, obtenemos
liminf P, (G) = P(G),

de donde el teorema Portmanteau nos permite afirmar que la sucesion (P, )i>)
converge débilmente a P. Para construir dicha medida de probabilidad, hagamos
notar las siguientes propiedades de a, que hereda de las medidas Py :

1. a(®) =o0.

2. a(HiUH)=a(H,) +a(H)si Hy,Hy € 5 y Hy N Hy = @.

3. O’(HIUHg)SO(]{l) —{-(!(HQ)Si Hy, Hy € 57,

4. a(fH;) € a(H,) si Hy C H2 y ambos conjuntos pretenecen a J¢°.
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Sean B (G) = supyce o (), para G abierto y ¥ (A) = inface B(G). Lo que haremos es
demostrar que v es una medida exterior y que la g-ilgebra de los conjuntos v-medibles
contiene a los conjuntos cerrados, pues esto implicard que contiene a %yy. Notemos que
para cada conjunto abierto G, sc cumple la igualdad 8(G) = a(G), por lo que sélo
restaria verificar que al definir como P a la restriccion de vy a 48,,, P es una medida de
probabilidad (que evidentemente satisface IP((7) = supycq a (H).) Esto se verifica pues
cada K, es elemnento de J¢°, por lo que

12 P(AM) = supa (i) 2supl — 1/u=1.
uz1 w21

Asi, para terminar la demostracion de esta implicacion, sélo hace falta verificar que v
es una medida exterior y que la o-dlgebra de los conjuntos y-medibles contiene a los
conjuntos cerrados. Esto s¢ hard por ctapas.

a) Si F es un conjunto cerrado contenido en el conjunto abierto G y en H, elemento
de 2, entonces existe fI’ € 9 tal que FF C H' C G. Esto sucede pues F cs
compacto, al estar contenido en /1, que lo es, y por ser cerrado. Ademas, sabemos
que para cada z € G, existe A; € & tal que £ € A; C A, C G. Si consideramos
la familia {A; : 2 € F}, ésta forma una cubierta abierta de F y por lo tanto
existen 1, -+ , Ty € Ftal que FF C A, U---U A, . Pero, como /{ estd contenido,
por definicién de S, en algin K., tenemos que F ¢ Ky,N(A;, U---UAL) C G,
por lo que podemos tomar como f{' al conjunto Ky N (A7, U---UA).

b) B es finitamente subaditiva en los conjuntos abiertos. Razén: supongamos que
G, y Gz son dos conjuntos abiertos y que I{f C G, UG, con H € 2. Sean

F={xe€ l:p(z,G]) 2 px,Gs)}
Fy={x € H:px,G=p(x.G)}.
por lo que Fy U F> = H. Ademds, como las asignaciones r — p(1,GS) y

x — p(x,G%) son continuas, sc sigue que Fi y F; son cerrados, pues son la
imagen inversa de [0, 00) y (—o00, 0] bajo la funcion x v p(x, G§) — p (x, G§) res-
pectivamente. Finalmente, como G y G35 son cerrados, se sigue quesiz € Fy y
suponemos que x € Gy, entonces x € G, por lo que 0 = p (x, GS) 2 p(z,GS) > 0,
que es una contradiccidon. Asi, concluimos que F; € G, y de manera aniloga
F;, C G,. Dado que Fy, F» € H, el inciso anterior nos permite concluir que
existen Hy, Hy € 9% tal que F; C H; C G;, i = 1,2, por lo que

a(H) < a(fU Hy) £ a(Hh)+a(l) £ 8(G) + B(G2)

y como la anterior serie de desigualdades es vilida para cualquier H € G, U Ga,

se sigue la desigualdad
B(G1UG:) < B(Gh) +B(Gy).

Finalmente, la subaditividad finita de 3 se comprueba por induccién.
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- ¢) B es o-subaditiva en los abiertos, pues si G; es abierto para i > 1y H
U1 Gy, con H{ un elemento de 2%, como / es compacto, existe n 2 1 tal que
- HcCGLU---UG,. Entouces

a(H)<B(GIU--- UGS I B(G)S D BG)

i=1 i1

y como la anterior desigualdad cs vilida para cualquier /f contenido en la unién
de los G, obtenemos

B(g@) < gﬁ(cm

d) v es una medida exterior: como v (@) = 0 y 4 hereda la monotonia y la no-
negatividad de 8 (que a su vez las herada de a), entonces sélo hace falta verificar
que v es o-subaditiva. Sean A,,7 > 1 subconjuntos arbitrarios de Al y G;,i = 1
abiertos tal que A; C G; y v (A) > 8(G:) — ¢/2*. Como

UA. c UG.’,

21 i1
entonces
0] (UA.') <g6 (UG.') < Zﬂ(ci) .<_E+Z'Y(Ai)
) i1 i>1 i>1 i>1

.y como la anterior serie de desigualdades es vilida para cualquier € > 0, conclui-

mos que
¥ (U A.) <S> (4.
>1 i1

e) Si F es cerrado y G es abierto, entonces 8(G) =2 v (F NG)+~v(F NG). Elin-
ciso anterior nos servird para verificar que los conjuntos cerrados son vy-medibles,
recordemos que hasta ahora sélo tenemos que v es una medida exterior. Para
esto, dada € > 0, ya que GN IF¢ es abierto existe H; € 9 tal que H C GNF°y
B(GNF®) < a(H,)+e. Como H, es cerrado, por ser elemento de 5%, entonces
G N I{{ es abierto y ademds, contiene a G N F. Consideremos a fHz € 2 tal que
Hao CGNH{y v(GNHf) < a(fl) +e. Como H\UH; € 2, HiNH; =0 y
H,u Hy C G, se sigue que

BG)YZ2a(H\UH) =a(H))+a(H) >v(GNF) +1(GNF)—2¢

y dado que la anterior serie de desigualdades es vdlida para cualquier € > 0,
hemos verificado la desigualdad deseada.
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f) Los conjuntos cerrados son ~-medibles. Esto sucede ya que si A es cualquier
subconjunto de M, F es cerrada y consideramos a G un conjunto abierto tal que
A C G, entonces el inciso anterior y la monotonia de v nos permiten afinmar que

B(C) 2 Y(CAF)+7(GNF) 2 v(ANF) +y(ANF),

por lo que el infimo de las cantidades del lado derecho al considerar a A C G y
G abierto, que es igual a ¥ (A), obtenemos vy (A) 2 Yy (AN F) + vy (AN F).

]

El siguiente teorema nos dice que la convergencia débil se preserva ante transfor-
maciones continuas entre dos espacios métricos. Para contextualizarlo, consideremos dos
espacios métricos M y A’ y una funcién continua f de M en Af’. Dada cualquier e-
dida de probabilidad [P sobre %y, podemos definir una en @B,y mediante la asignacion
Pf-1(A) = P(f~!(A)) para A € DBas-. La relacidn entre estas dos medidas estia dada
mediante la férmula de cambio de variable, dada g : A{’ — R una funcién (B, , Br)-
medible, g es integrable respecto a P! si v s6lo si g o f lo es respecto a P v en ese

caso,
/ glef":/ go fdP.
AL’ Al

TEOREMA 2.5. Sean (AL, p), (M',p"), [ : M — A’ una funcion continua y (Pylyen
es una sucesion de medidas de probabilidad que converyen débilmente a P. Entonces la
sucesion de medidas (Il’k_["")kEN converge débilmente a Pf-1.

DEMOSTRACION. Es consecuencin inmediata del teorema de cambio de variable. Si
g : M’ — R es una funcién continua y acotada, entonces es (B, Br)-medible ¢ integrable
respecto a P, f~! (y a Pf~!) y g o f es continua y acotada, por lo que

Ifm /gdef“ = lim /gofd]Pk——-/gojle’= /g(ﬂP’f".
k—oo k—oo
a

2.3.2.1. FEspacios producto, convergencia débil ¢ independencia. Consideremos a dos
espacios métricos (A, p1), (A2, p2) y a (2, F,P) un espacio de probabilidad. Al espa-
cio producto Af; x Al le podemos asignar la métricn ((x,,z2) . (31,¥2)) — o (&3, 1) V
‘p2 (z2,¥2), que denotarcinos por p y ticne la ventaja de metrizar la topologia producto de
los espacios topoldgicos, que es la topologia que tiene a los conjuntos de la forma Uy x Us,
donde U; es abierto en Af;, como subbase. Si definimmos las proyecciones w; : Ay x My — Al
por mi(x;, x2) = &y, § = 1,2, una consecuencia de la definicién de esta topologia es que
una funcién f : X — Af; x Al definida en un espacio topolégico es continua si y sélo
si m; © [ es continua para 7 = 1, 2. Como ahora contamos con una métrica en ¢l espacio
producto, lo podemos dotar de la o-dlgebra de Borel 9Bay, xar,- Dado que las proyeccio-
nes son continuas, m; es (s, xar:. Bag, )-medible y la pregunta natural es si se ticne una
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caracterizacién de las funciones (&7, Bas, xar;)-inedibles a través de su composicion con
las proyecciones, a saber que f : X — A, x Ay definida en un espacio medible (X, .57)
sea (7, Bu, xrr;)-medible si y sélo si m o X sea (7, Bag, xan)-nedible para i = 1,2. En
general, esta caracterizacién es incorrecta, pero en ¢l caso de que los dos espacios sean
separables si es correcta.
TEOREMA 2.6. Si (M, p1) v (Alz, p2) son dos espacios métricos separables, entonces
DBanxaz = By, S Bapy
y st (X,.9”) es cualquier espacio médible, f: X — My x My es (7, DBag, xa1,)-medible si
y sdlo si wyo [ ¢s (57, Bas,)-medible, i = 1,2,
DEMOSTRACION. Si [J; ¢s un subconjunto denso y numerable para Af,, ¢ = 1,2,
entonces [ x D, es un subconjunto denso y numerable para Afy x Aly ¥y por lo tanto,
U = {By(d) :d € D), x D2, qe QM [0,00)}
es una base numerable para la topologia de Al x M. Como para r > 0y (x;, 1) E€-
A!) X Afz,
By(zy1,22) = {(¥1,¥2) € My x My py(xr, 1) A pa(x2,¥2) < 1}
= {(y1,y2) € My x A2 : pi(xr,n) S ry pa(x2, y2) < 1}
= B,-(.’L’]) x Br(-r2) )
" entonces cada clemento de % es elemento de Brg, X FBag, que se define como
{/‘ xB:Ae .@M.,B (<3 ‘@1\12} .

Si U ¢ M, x M, es abierto, entonces se puede representar como la unién numerable de
elementos de %7, por lo que pertencce n o (Bay, X DBag,), que es por definicion By, @ Bay,.
Esto demuestra que la topologia de Afy x Afy esta contenida en @iy, & Bay,, por lo que
Banyxar, T DBar, @B, Por otro lado, puesto que las proyecciones son continuas, entonces
son medibles, por lo que si A x B € Hay, x Bar,, como A x B = =7 (A)n n;(B), se
sigue que By, X Bry, © Basxars ¥ por lo tanto Bay xar, = Bag, ® DBay,. La segunda
afirmacién del teorema se sigue pues si U; es abierto en Af,, i = 1,2, entonces

F7HUL x Up) = f7H((Ur x My) x (M x Up)) = (my0 f)TH{UW) N (20 )7 (U2) € 5.
a
Si P es cualquier medida de_probabilidad sobre PBay, x a1, podemos definir dos medidas
de probabilidad asociadas a ésta:
P, = Pr]!, i=1,2
y como las proyecciones son continuas, si (l.'l""')kEN es una sucesiéon de medidas de proba-

bilidad sobre @Bas, xas, que converge débilmente a P cuando k — oo, entonces (P¥), .y
converge débilmente a I’; cuando & — oo, t = 1, 2. Si P es una medida producto, digamos
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P = PP’ entonces P = Py y P’ = P,. A las medidas P;, i = 1,2 se les llama marginales,
y en general, no podemos garantizar cue si convergen débilmente las dos sucesiones de
marginales, converja débilmente la sucesion original. Un resultado positivo lo obtenemos
en el caso de medidas producto en el producto de espacios separables, como se ilustra a
continuacion.

TEOREMA 2.7. Sean (M, ;p1), (M2, p2) dos espacios métricos separables, (Pk)keN y P
medidas de probabilidad sobre SBag, xar,- Entonces
a) (Pk)ng converge débilmente a P cuando k — oo si P*(A; x Ap) — P(A; x A)
stewmpre que P(9(A))) =0, i = 1,2,
b) (P} ® PY), .y converye a Py ®P2 débilmente cuando k — oo si y solo si (P¥),
converge a PP; débilmente, i = 1,2.

DEMOSTRACION.
a) Consideremos a la familia
& = {A; x Ax: Pi(8(A)) =0,i=1,2},

que es un w-sistema, puecs @ pertenece a ella y si Ay x Ay y By, x B, pertenccen
a clla, dado que

(A x A) N (B} x Ba) = (A N By) x (A2 x By)
y como (AN B) € 8(A) U I(B),° entonces
P(3(A; N By) x My) < P(O(A) x M) +P(O(By) x M) =0
con una desigualdad andlogn para el otro indice, por lo que
P(8(ANB))=0, i=1,2

Ademds, Py(A) — P(A) cuando & — oo para cada A € o, por lo que si
A, ..., An € &7, la formula de inclusién-exclusién implica que

P"(DAi)=i(-l)“‘ ST PHA;N...n4,;)
i=1

i=1 1€j1<.. <) Sn

n n
——)Z(—l)'—1 Z P(A_,-,n...nAj_)=lP(UA.) .

i=1 1€51<o<ign i=1

Si logramos probar que cada conjunto abierto U C Al x Afz puede ser represen-
tado como unién a lo miis numerable de elementos de o7, U = UenA;, A, € &,

entonces para cada € > 0 existird n € N tal que

P(U) —¢ < lI’(L"J A.») ‘

=1

5Pues HANB)=ANBAATU B = An B n (A*UB<) c (ANA%) u (BnB7) = 8(A) L &(B).



2.3. EL PRINCIPIO DE INVARIANCIA DE DONSKER 57

por lo que

n n
urpegxf Pu(U) 2 liminf P, (Ul A.) = P(LJ: A.) >PU) — e,

= 1=
de donde se sigue que P(U) < Iiminfien Pr(U) para cualquier U abierto y por
el teorema Portmanteau, (P¥), . convergeri en distribucion a P. Veamos pues
que cada conjunto abierto U C Al x Af; puede ser representado como unién a lo
mads numerable de elementos de . Sea (x), z2) cualquier elemento de Afy x Af.
Dado que para cualquier 7 > 0, B,(x,,x2) = B,.(x,) x DB,.(x2), entonces U tiene
posibilidades de perteneccer a . Para ver que esto sucede, casi para cualquier
r > 0, consideremos las asignaciones, de [0,00) en [0, 1]

o PyB(1)) = P(Br(z1) x Ma)
T P2(Br(x2)) = P(AM x B, (x2)).

Dado que son crecientes, admiten una cantidad a lo mits numerable de disconti-
nuidades, por lo que el conjuntoe de puntos en {0, 00) en ¢l cual ambas funciones
son continuas cs denso en [0, 00). En cualquier punto de continuidad r de ambas
asignaciones,

P{A(Br(:))) < lim Pi(Bryn(:) \ Bron(ri))
= 1'5{})11?-'(5”1:(3?.')) — Pi(Bron(x,)) =0, i=1,2,

por lo que el conjuntos de puntos en [0, 00) tal que B.(x),r2) € & es denso en
[0, 00) y por lo tanto podemos encontrar un subconjunto s, .r,) de éste que sea
denso y a lo mas numerable (basta counsiderar ¢, € (s — 7,5 + r) M [0, 00) para
cada r,s € (0,00) N Q tal que B, ,(x),x2) € »” y como QN (0,0) es denso en
[0,00) y a lo mds numerable, se sigue que %z, .z3) = {¢rs : 15 € (0,00) NQ} s
denso y a lo mas numerable.) Sea D; un subconjunto denso y a lo mas numerable
de Af,, i = 1,2, por lo que D = D; x D, es un subconjunto denso en Afy x Ay y
es a lo mas numerable. Si U C M, x Al es abierto y » € U, entonces existe 7 > 0
tal que B,(z) C U. Sea d € DN B,2(z), por lo que = € B,a(d) € B(z) C U,
donde la tltima contencién es consccuencia de la desigualdad del tridangulo. Si
' = p(d, =) € [0,r/2), como (r,1/2) C (0,00) es abierto en [0,00) ¥ no vacio,
entonces podemos considerar a ¢ € (7, 7/2) N Zy. Dado que ¢ < r/2, entonces
Ba(d) € U y como ¢ > ', entonces = € By(d). Asi, para cada = € U, existen
d: € Dy g. € Zq, y tal que =z € By (d:) € U y como q. € Hy4,, entonces
B, (d:) € &/. Dado que la familia

{B(d):de D,r € %4} C &
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es a lo mids numerable, y cada abierto U € My x Az puede ser representado como
Ia unién de clementos de {B.(d) : d € D, r € Hy},

U= U Br.(d:) ,
el
entonces U puede ser representado como la unién numerable de elementos de o,
con lo que concluimos la demostracion.

b) Es claro que si (P} ® %), \ converge débilmente n Py & P2 entonces (PY),
converge débilmente a I’; para 7 = 1, 2, puesto que las proyecciones con continuas
y Bf = (P @P§)n', i = 1,2. Por otro lado, si (PP)),  converge débilmente a
IP;, i = 1,2, entonces para cada A; X Ay € By, x WBay, tal que P(I(A,)) = 0 se
tiene que

PH(Ay x Ag) = P{(A)) P5(A2) — Py(A)) Pa(Az) = P(A) x Ad),

por lo que cl inciso anterior nos permite concluir que (P} & P'ﬁ)kem converge
débilemente a Py @ Py,

(]

A continuacién, daremos un ejemplo de una sucesion de medidas de probabilidad
definidas sobre %Br: que no converge débihnente y para la cual las sucesiones de mar-
ginales convergen débilmente: Consideremos un espacio de probabilidad (§2, F,P) en el
cual estin definidas dos variables aleatorias independientes Ny Y con con distribu-
cién normal estindar. Para k > 0, scan Zy = (X,Y), Zam = (N, X) y PYB) =
P(Z* € B) para B € Bgr2. Entonces P* = P} ® P} y P?**! estit concentrada en la dia-
gonal D = {(x,y) € R® : = = y}, por lo que en particular P?* # P2*+! y como P = p&
y P2 = P L] > 0, la sucesién de distribuciones (PY), 1o puede couverger
débilmente. Para ver esto, basta considerar la funcién continua y acotada f cuya regla
de correspondencia es (x,y) — |T — y| A 1, que integrada respecto a P** da una canti-
dad positiva independientemente de Ak e integrada respecto a P*+1! es cero, por lo que
(f fdﬂ”")kGN no es convergente. Sin embargo, notemos que las sucesiones de marginales
asociadas a la sucesion (Pk)keu son iguales a (P}), cn, Por lo que convergen débilmente.

Los Teoremas 2.6 y 2.7 se pueden extender sin mucho problema para que abarquen al
producto de n espacios métricos separables y dichas extensiones serdn itiles a continua-
cién.

Counsideremos ahora n sucesiones de variables aleatorias (’\"k)kel‘\“ para f =1,...,n,
con valores en R y definidas sobre un espacio de probabilidad (€2, ,P) y tales que
Xk, ..., X} son indcpendientes para cada & € N. Si X,..., X, son variables aleato-
rias reales independientes, entonces (X¥,..., X¥) y (X,,...,X,) son vectores aleatorios
n-dimensionales y ((XF,..., /\’,‘f))kEN converge en distribucién a (Xy,..., Xn) si y sélo si
(Xik)ken converge en distribucién a X; para i = 1,...n. Si en particular, considerarnos



2.3. EL PRINCIPIO DE INVARIANCIA DE DONSKER 59

(@)ien una sucesion real que converge a a y (Xi)gen Una sucesion de variables aleatorias
reales con valores en R que convergen en distribucion a X, entonces ai y Xi son indepen-
dientes,® pues las variables aleatorias constantes son independientes de cualquier variable,
asi como o y X y dado que {an),en converge en distribucion a e, entonees ((ax, Xi))yen
converge en distribucién a (a, X) y dado que la asignacion (ax,y) +— zy de R? en R es
continua, podemos concluir que ax X converge en distribucién a aX.

2.3.3. Tension en el espacio S. El teorema de Prohorov nos permitiri, bajo In
hipétesis de tensidn, concluir la compacidad secuencial de una familin de medidas de
probabilidaci en la o-dlgebra de Borel generada por la métrica definida anteriorimente en
S = ¢ ([0, 00)), que nos serd de gran utilidad para verificar la existencia de limites débiles.
Para poder utilizar el concepto de tensién, necesitamos poder reconocer a los subconjuntos
compactos de S, situacién andloga a la presentada en el Teorema de Arzela-Ascoli’, que nos
da condiciones necesarias y suficientes para que un subconjunto del espacio de funciones
continuas de un espacio métrico compacto K en R sea compacto, cuando lo dotamos de la
norma uniforine. Necesitamos generalizar este teorema puesto que [0, 00) no es compacto
con la métrica usual para este conjunto, y sin embargo S = €’ (|0, 00)) es el conjunto sobre
el cual trabajaremos. Para esto, serd de utilidad el concepto de médulo de continuidad,
que procedemos a definir:

DEFINICION. Si f € §, T > 0y é§ > 0, definimos el mdédulo de continuidad de f en
[0, T'], denotado por w7 (f,§), como sigue:
T = ix 5) — ).
WT(f,8) = i 11(s) = S0
[ REY Y
La definicién anterior tiene sentido puesto que la asignacién (s,t) +— {f (s) — f (1)] de
[0 00)? en R cs continua para cualquicer f € S y como el conjunto
{f(s)—FWl:0<5,L < T, |s — ¢} <4}

ces la mmgen del compacto {(s,t):0 < s5,t <T,|s —t] <8} bajo la asignacién (s,t) —
(| f (s) = S ()], entonces es compacto y por lo tanto cerrado y acotado, de donde existe
el supremo (al ser trivialmente no vacio y acotado) y es de hecho un miximo pues el
conjunto es cerrado.

LEMA 2.2. La funcion f — wT(f,8) es continua en (S,d), la funcion § — wT(f,6) es
no-decreciente y limgow?'(f,8) = 0 para cada f € S.

DEMOSTRACION. Verifiquemos la primera afirmacién: Sea e > 6, T > 0,6 > 0 ¥
consideremosa e’ =g Alya N € Ntal que T € N. Si d(w,, ws) < €'/2V¥*!, entonces las

SEn realidad, necesitamos considerar sobre ¢l mismo espacio de probabilidad a la asignacién constante
con valor ax.
ké
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cantldades max;e(o n)‘fl (t) — f20)f A1, para n = 1,..., N deben ser imenores a £/2, pues
‘(,n caso contrnno se tendria quc
d(fy, f2) = 55 '}(‘3‘;5]!!‘(1) = [WOIAL Z /2N,

que es una contradiccion. Asi, si d(f,, f2) < €/2N%) entonces mixeepr) | i{t)— 2(01A1 <
€'/2 y ya que €'/2 < 1, entonces mixeeq, |1 (8) — f2(t)] < €'/2 < /2. Al utilizar la
desigualdad del tridingulo, obtenemos la relacién

1f2(8) — [i(t)] < 1f2(s) — [i(s) + LN(s) = LD + A8 — L2001,
de donde, al tomar ¢l maximo sobre el conjunto |s—¢t| < 6,0 < s,¢ < T y utilizar of hecho
de que sup;ex (f(x) + 9(x)) < supzex f(x) + sup;ex g(x) (para f, 9 : X — R acotadas),
obtenemos:

wT(f2,8) < 2616!'\[‘()‘?1(1lf\(.‘:) = f2(s) + T (f1,0) < WP (N1, 8) + €

y como los papeles de fy y f2 son simétricos en el anterior argumento, se sigue que
wh(f1,8) — € <wT(f2,8) <wT(1,8) + e,

estoes,sie > 0y d(f, f2), < 1721+ entonces w7 (f1,0) — wT'(f2,8)| <&, por lo que de
hecho, la aplicacién f = w?' ([, §) cs uniformemente continua bajo la métrica d.
Para verificar la segunda afirmacion, notemos que si 0 < 8, < §2, entonces

{(s,t):|s—t] <6y,s,t €0, T} C{(s.t):|s~t] £ &2,5,t €[0,T}},
por lo que

W) = mix 1£(8) = SO S mic 11() = (O] = 7], 62).

0S8t <T 0L t<T

La tercera afirmacién es inmediata de la continuidad uniforme de cualquier elemento
f de S en [0,T), para cualquier T > 0, puesto que para cada € > 0 existe § > 0 tal que
It —sl <6, s,telo, T] implica que | f(s) — f(t)] < €. Esto implica que para cada € > 0
existe § > 0 tal que wT(f,d") < ¢ para §' € {0,5]. En otras palabras, limgow?(f,8) =0
para f€ Sy T > 0. [m]

TEOREMA 2.8. Para que un conjunto A C S tenga cerradura compacta es necesario y
suficiente que se cumplan las siguientes dos condiciones:
a) supsealf(0)| < oo.
b) limgosupyeaw? (f,8) = 0 paru cada T > 0.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que A tiene cerradura compacta. Entonces,
dado que la funcién [+ f(0) definida sobre S ¢s continua, entonces

sup f(0) = mux J(0) < oo,
feAR
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pues una funcién continua sobre un compacto es acotada y alcanza ¢l maximo. Por otro
lado, para cada ¢ > 0, definimos
Ks={SfeA:wi(f,8)2¢}.

Por la proposicién anterior, sabemos que Ns50Ks = @ y que K es cerrado (pues se trata
de la interseccién de un cerrado con la imagen inversa de un cerrado por una aplicaciéon
continua) y como estd contenido en un compacto, se sigue que Kg os compacto para
cada 6 > 0. Entonces existen 61,...,6, > 0 tal que K, N --- N Ks, = O, pues si las
intersecciones finitas fueran no vacias, Ny, q Ks serin no vacio, que no es el caso. Pero como
4, < &, implica K5, C K, si 6 = min, §,, se sigue que Ny = 0 para §' < 4, de donde se
sigue que limgyo sup e w'(f,8) = 0 y por lo tanto lo mismo sucede si el supremo es sobre
A en vez de sobre A.

Supongamos que se cumplen las condiciones a) y b) del teorema. Para verificar que
la cerradura de A es compacta, recordemos que en un espacio métrico, la compacidad es
equivalente a la compacidad por sucesiones, significando que A es compacto si y s6lo si
cualquier sucesion con valores en A admite una substcesion convergente, siendo esto ulti-
Mo a su vez equivalente a que cualquier sucesiéon con valores en A admita una subsucesion
convergente (en A).

Una vez hecha esta aclaracién, consideremos una sucesion de funciones { fu},en < A-
Sean T > 0, M = sup,en|/m(0)]ly 6§ > O tal quesi s — ¢ < 6y s,t € [0,7] entonces
1fn(s) — fu(t)| €1 (existe por la condicién a). Si m € N es tal que 1/m < §/T, notemos
que {KT"/m :k=0,...,m} es una particién de [0,7T] de norma menor o igual a §. En
consecuencia, si k € {0,...,m} es cl mayor entero que satisface kT /m < t, para t € [0, T}:

/(O] £ [ fa O + 1 fu(T/m) = [u(O) + - - -+ | S (KT /) = f((k — 1)T/m)]

+ lfn(i') - f,.(kT/"TL)I

SM+Ek+1

SM4+m+l.
Esto nos dice que la sucesién numérica (f,(¢))nen €s acotada (digamos por C = C(T))
para cualquier t € [0,7) y T > 0. Si {r; : i € N} es una enumeracién de Q N[0, 7], por la
compacidad de [-C, C] se sigue que existe una subsucesién convergente de (f,(r1))nen,
Namémosle (f.(.l)(rl)),.e,.-. Por la misma razén existe una subsucesion de (f,(.”(rg)),,en,
digamos (f$(ra))nen, que converge, de donde (f,(.z)),,&-N converge tanto en ry como en ra.
Procediendo de manera recursiva, podemos obtener una subsucesién (f4)nen de (fi~ nen
que converga en ry,...,r, para cualquier ! € N. Si cousideramos la subsucesiéon (j,(," Ynen,
verifiquemos que converge en QN [0, 7): Si l € N, entonces (fi(r1))nen converge, y como
(S (r))nen cs subsucesion de (f1(71))nen, converge también.,

Asi, para cada T > 0 (y para cualquier sucesién (fn)nen,) hemos encontrado una

subsucesién (f])nen que converge en QM [0, T]. Veamos que, de hecho, esta subsucesién
converge en [0, T} y que lo hace de manera uniforme. Sea € > 0, § > 0 talquessi s, t € [0, T
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y |s — t| £ &8 entonces |f,(t) — fu(s)| < € para toda n € N (que existe por la condicién
bL.) Sin € N es tal que 1/n < 4, consideremos & ¢} miximo natural tal que k/n < T,
porlo que 0 € T — k/n < §. Ademss, dado t € [0,7), existe j € {0,...,k} tal que
[t —j/n| £6. Como {j/n:j=0,...,k} C QN[0,T], se sigue que existe I € N tal que
{ji/n:j=0,...,k} C {rg,..., 71}, por lo que dado t € [0, 7] existe 7 € {0,...,!} tal que
|t = ;] < 46. Si utilizamos la convergencia de (f))nen en 7, se sigue que existe / € N tal
que si y,72 2 [ entonces |f] (r;) — | f] 1(r;)] <€, para j = 0,...,l. Entonces, si i),i2 > [
y t € [0, T}, consideremos j € {0,...,{} tal que |t — r,| < &, por lo que

W (8) = JLO1 < 1FL @) = £+ 1) = 0000+ 100,(05) = £
< 3¢ paratoda t € [0,7],
de donde podemos concluir que existe el limite f(¢) de [/ (t) cuando n — co. De hecho,
si tomamos el limite cuando i; — oo, cn la desigualdad anterior, obtenemos que para
i 21,
1) = fr()] <3 <4e Ve e (0,7,
por lo que la convergencia es uniforme en [0, 7.

Finalmente, si consideramos la sucesién (f,)uen, ¢l razonamiento anterior muestra
que existe una subsucesion (f.(,')),,eN de la anterior que converge uniformemente en {0, 1}.
A esta ultima, le podemos extraer una subsucesion (f,(.z)),.EN que converga en [0,2] y
mediante recursién, podemos obtener para cada m € N una sucesion (j.(.'")),.en que con-
verga uniformemente en [0, n] y tal que (f,(.'"H)),,E” sea subsucesion de ([ )nen para toda

m € N. Si, finalimente, consideramos la subsucesion (f{™ )nen de (fnlnen, Gsta converge
uniformemente en [0, N| para toda N € N, de donde converge en (S, d). a

Armados con la caracterizacién del Teorema 2.8, podemos dar condiciones necesarias
y suficientes para garantizar la tension de una familia de medidas de probabilidad sobre

Bs

TEOREMA 2.9. Para que una sucesion (Pylyen de medidas de probabilidad sobre 9Bs
sea tensa son necesarias y suficientes las siguientes dos condiciones

a)
lim supPu({f € S: |f(0)} > A}) =0.
A—00 keN

b) Paru toda € > 0 y para toda T > 0,
" LT -
l‘}}gi‘égpk({f e S:wi(f,8)=2e}) =0.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que la sucesién de medidas de probabilidad
es tensa. Sea K C S un conjunto compacto tal que Pp(/¢) < €. Como la asignacién
S — 1f(0)] de S en R es continua, se sigue que la imagen de K bajo ella es acotada,
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o dicho de otra manera, que existe A > 0 tal que |f(0)] < A para cualquier f € K. Si
Al =\, entonces

{feS:1fO) >XN}c{feS:|f0) >I}cC K-
por lo que
P({f € S:|/(0)]}>N)<e paratoda k € N y para toda X\’ = A,
de donde se concluye la necesidad de la primera condicion. Para la segunda condicién,
consideremos T\, e,&’ > 0. Sea K C S un conjunto compacto tal que Py {(K®) < & para
cualquier & € N y consideremos los conjuntos
Ks=Kn{feS:wT(f,6)=¢}.

" Dado que la asignacién f — w7 (f, §) es continua para cada 7", § > 0, entonces los conjuntos
K5 son cerrados como la interseccion de dos cerrados y estin contenidos en el compacto K.
Ademaés, sabemos que para cada f € § y para cada T > 0, limgjowT(f,8) = 0, por lo que
Ms>a/s = O (pues € > 0) y entonces las intersecciones en las cuales aparecen solamente
una cantidad finita los conjuntos /s no pueden ser todas distintas del vacio. Pero como
6’ < 6 implica que K5 C K5 (por la monotonia de § +— w?'(f,8)), la observacion anterior
nos permite afirmar que existe § > 0 tal que Ay = @ para cualquier 8’ € (0, §). Asi, para
cualquier &’ € (0, d),

supPi({f € S: wT(/,8) 2 ¢}) SsupPi({S € §:wT(f,8) 2 €})
ceN vE
< sup P ()
keEN
<é,

de donde podemos deducir la necesidad de la segunda condicion.

Supongamos ahora que se cumplen las coudiciones a y by verifiquemos que la sucesién
de medidas de probabilidad es tensa. Sean 17 > 0. Por hipdtesis, para cada T" > 0 existe
Ar > 0 tal que

iu,}:ﬂ’k({f € S: |f(0)] > Ar}) < n/2™
c€

asi como &7 > O tal que
supPr({f € S: wT(f,87) > 1/k}) < ny2k+T+1,
keN

Consideremos a los conjuntos
Ar ={f € S:|f(0)] € A, T (/. 6]) < 1/, k=1,2,...}

A= m «‘17‘.

T21TeN

y -
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Dado que las asignaciones f +— [f(0)| ¥y f — w7 ([, §) son continuas, se sigue que los
conjuntos Ag son cerrados, puesto que constan de intersceciones de imagenes inversas de
cerrados bajo estas asignaciones y por lo tanto ¢l conjunto A es cerrado. Ademss,

sup|f (0} € M\ < o0
€A

y
supw?(f,8) < 1/k  para todas < 8,
sea

pbr lo que .
limsupw?(f,8) =0 para todaT > 0.
810 1€A

_Asi, se cumplen las condiciones del Tcorema 2.8 y podemos concluir que A tiene cerradura
compacta y como A es cerrado, A es compacto. Finalmente,

" PR(AS) < Z Pi(lf (O} > Ar) + P (Existe k& > 1 tal que w”'(f,57) > 1/k)
s

o0 oo
< Z (n/27'+l + 27’/27‘+k+l>
T=1

k=1
o0
< Z”/2T =1,
T=1

por'lo que la sucesién (Pr)ren es tensa. [m]

2.3.4. Distribuciones finito dimensionales. Sea P una medida de probabili-
dad sobre &Bs. Como la asignacion f w— (7, (f),..., 7. (f)) es continua, entonces es
(Bs, Brn)- medible, por lo que inmediataiuente podemos considerar 1a medida de proba-
lidad inducida por esta asignacién, que denotaremos por Py, ¢

Pyta(A) =P{S € §: (7. (f},..., T ([)) € A}) A € Bgn.

A estas distribuciones se les conoce como distribuciones finito dimmensionales. Anterior-
mente verificamos que si dos medidas de probabilidad scbre %5 coinciden en la clase de
cilindros finito dimensionales, entonces coinciden en %s. Esto quiere decir que dos medidas
de probabilidad sobre $Bs tienen las mismas distribuciones finito dimensionales, entonces
son iguales. Si (PX)gen es una sucesion de medidas de probabilidad sobre £8¢ v converge
débilmente a P, entonces para cada n = 1 y £y, ..., ¢, € {0,00), la sucesidn de medidas de
probabilidad (P§, . )ren converge débilmente a Py, 4., puesto que si g : R™ — R es una
funcién continua y acotada, entonces la asignacion go(m,,..., 7., ) de S en R es continua
(como composicién de dos aplicaciones continuas) y acotada, por lo que
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conforme k — 00. Si por otro lado, sélamente suponemos que (P, , )xen converge débil-
mente, no podemos garantizar en general que (P*) converge, pues en principio podria no
existir una medida de probabilidad P en s que tuviera las distribuciones finito dimen-
sionales que deberia tener si P¥ = P conforme & — oo. Este es el motivo fundamental
por cl cual se introduce el concepto de tension, cuyo uso se ilustra a continuacién.

TEOREMA 2.10. Si (P*)ien €5 una sucesion tensa de medidas de probabilidad sobre
Bs tal que para cualquier n > 1 y ty,...,t", (Pf,,_.,,:,.)keri converye débilmente, entonces
existe una medida de probabilidad P sobre Bs tal que P¥ = P.

DEMOSTRACION. Dado que (P*) ¢n s tensa, es secuencialimente compacta (Teorema
de Prohorov) por lo que existe una medida de probabilidad P y una subsucesion (P¥)en
de (Pk)kEN que converge débilmente a P. Si (P4 )en fuera otra subsucesion (P")ke“ que
converge débilmente a una medida de probabilidad @, entonces PP v @ tendrian las mismas
distribuciones finito dimensionales, por la segunda hipéotesis del teorema, de donde P = Q.
Veamos ahora que de hecho la sucesién original, (P*)ren converge a P. Por contradiccidn:

Si suponemos que (IP¥),en no converge a P, entonces existe una funcion g : § — R continua
y acotada tal que

/gd]P“ A /ydﬁ‘ cuando k — oo,

Dado que g es acotada, la sucesion (f gdP*), . es acotada, por lo que cualquier subsu-
cesion de ella admite a su vez una subsucesion convergente. Sabemos que en un espacio
métrico, una sucesién converge o si y sélo si cualquier subsucesion admite a su vez una
subsucesion que converge a x (Teorema A.1,) por lo que la cantidad [ g dP no puede ser el
unico limite de subsucesiones de la sucesidon anterior, pues de otra manera si tendrinmos
la convergencia. Esto implica que podemos escoger una subsucesion (P*)en de (P¥)ien
tal que [ gdP* converja a un valor distinto a [ gdP cuando k& — oo. Esto cs una con-
tradiccion por la siguiente razén: la subsucesion que acabamos de construir es tensa, las
distribuciones finito dimensionales convergen a las de P, pero no puede tener ninguna
subsucesién que converga débilinente a P. Por otro lado, por el mismo argumento que
utilizamos para la sucesién original, podemos asegurar la existencia de una subsucesion
que converga débilmente a P. Esto demuestra que (P*)pen converge débilmente a P. a

2.3.5. El principio de invariancia de Donsker. Sean (X,);>1 una sucesién de
variables aleatorias independientes ¢ idénticamente distribuidas con varianza 0 < 2 < 0o
definidas en un espacio de probabilidad (€2, &, P) y (S, )nen la sucesién de sumas parciales
asociada, donde So =0y paran > 1, 5, = 3_1_; X;. Delinimos a X : 2 — $ mediante

X(w) =m0 X (w) = Sjg(w) + (t - [t]) X (w),

geométricamente, la grafica de X se obtiene interpolando linealmente entre los puntos
(n,S.), para n € N. La primera pregunta que es natural hacerse cs si X es (&, Ps)-
medible, proposicién que resulta ser verdadera pues m 0 X es (F, @Bs)-medible para cada
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t € [0, 00). Mediante X, podemos definir a otra sucesion de variables aleatorias con valores

en S que serian el andlogo de las variables aleatorias que intervienen en el Teoreina Central

del Limite:

e 0 X(w)  Xarlw)
oVvk ovk '’

Dada la medibilidad de X, resulta que Y* es (F. “Bs)-medible. Como una generalizacion

al Teorema Central del Limite, s¢ presenta el siguiente resultado:

YHw) = m o YHw) =

k> 1.

TEOREMA 2.11 (Principio de Invariancia de Donsker). La sucesion de variables aleato-
rias con valores en S, (Yk)kZI, converge en distribucion a B, donde B es un Movimiento
Browniano.

Como por definicién del Movimiento Browniano, ¢ +— m 0 B(w) es continua y m, o B
es variable aleatoria, sc sigue que B es medible respecto a la o-dlgebra del espacio de
probabilidad en el cual ecsta definido y a la o-dlgebra de Borel en S. Un asunto pendiente
es que no hemos verificado la existencia del movimiento browniano, pero eso forma parte
de la demostraciéon y para eso se necesita el Teorema de Prohorov.

En lugar de considerar directamente a las variables Y*, sea P* la medida de proba-
bilidad inducida por Y* en S, dada por P*(A) = P(Y*¢e A), para A € HBs. Asi, para
demostrar el principio de invariancia de Donsker es suficiente verificar que la sucesion de
medidas (P¥)y>; converge débilmente a una medida de probabilidad W cuyas distribucio-
nes finito dimensionales Wy, .., t) < ... < {,, son normales n-dimensionales, con media
cero y matriz de varianza-covarianza

V = (min (¢,,1,))

Es suficiente considerar el caso anterior, pues si ty,...,4, € [0,00), podemos encontrar
una permutacién T tal que £, < --- < ¢, y como la asignaciéon

n
=1

Ji(x, o an) = (Eryy o ony20,)
es un homeomorfismo de R" en R", se sigue que dos medidas de probabilidad Py y P; sobre
Prn son iguales si y sélosi Py f~! = P, f~!. Empecemos por verificar que las distribuciones
finito dimensionales de (IP¥)»; convergen, para lo cual necesitamos el siguiente resultado,
que nos permitird substituir una sucesién de variables aleatorias por otra que sea mis facil
de analizar, en cuanto a la determinacién de limites débiles. Aplica solamente a sucesiones
de medidas de probabilidad inducidas por variables aleatorias.

LEMA 2.3. 8i(X;)en, (Yidien ¥ Y son variables alcatorias definidas en (2, ,P) y con
valores en un espacio métrico separable (Al, p), tales que (Y;),en converge en distribucion
aY y

. >
p(X:iY) =0
entonces (X;);en converge en distribucién a Y.




2.3. EL PRINCIPIO DE INVARIANCIA DE DONSKER 67

DEMOSTRACION. Como verificamos anteriormente, la separabilidad garantiza que la
. asignacién w v (X (w),Y(w)) sea (F, Hsxar)-medible y esto implica que la composi-
cién de p con la anterior funcidn sea ((F, %g)-medible. Por ¢l teorema Portmanteau, es
suficiente verificar que para cada FF C Af cerrado,

limsupP(X, € F) s (Y € F).
Para esto, considercmos € > 0y F, = {xr € M : p(z, F) € €}. Por la continuidad dec

la asignacion z — p(x, F), el conjunto F, ¢s cerrado y ademnds, tenemos la contencion
F, C F,. 31 0 < ¢ € &' asi como las igualdades

F={(Fe=[\F
e>0 e>0
c€Q
de donde se sigue que P(Y € F) = lim o P(Y € F.). Si X; € Fy p(X,,Y:) < ¢, entonces
Y; € F,, de donde

limsupP(X; € F) <limsupP(X; € F,p(X,,Y:) <€) + limsupP(X, € F,p(X,,Y;) > ¢)
ieN icN ieN
<limsupP(Y; € F,,p(X,,Y;) <€)
ieN
=P(Y € F;),

donde la segunda desigualdad se explica pues P(p (X, Y:) > €) — 0 para cualquier € > 0.
Como las desigualdades son vilidas para cualquier £ > 0, se sigue que

limsupP(X; € F) < P(Y € F)
ieN

¥ por lo tanto, (X;);cn converge cn distribucién a Y. (]

Volviendo al principio de invariancia de Donsker, veamos que pasa con las distribu-
ciones finito dimensionales de las medidas P*

LEMA 2.4. Las distribucidnes finito dimensionales Pf,__ .., th < -+ < tn, conver-
gen débilmente y la distribucion limite es normal con media cero y matriz de varianza-
covarianza

V = (min (8, ;)7 -
DEMOSTRACION. Consideremos la variable aleatoria
Yre(w) = (kt — [kt]) Xppryar /o VE,
cuya definicién implica Y} = S[k,]/a\/l—c + . Como

E(ld) < E(X]) & \,[1“] < E(IXu]) foVE — 0,
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podemos concluir que ¥, converge en distribucién a cero cuando & — oo para cualquier
t € [0, 0o). Esto sucede ya que si f : R — R es continua y acotada, para cada £ > 0 existe

& > 0 tal que si |z| < § entonces |f(x) — f(0)] < £. Esto implica que si M es una cota
para f,

Jim [E(S (i) — E(S(0))]
Jm E(S (Wre) = FON L, g<s) + E(1S Gne) = SO 420)
Jim P[] < 6) + 2MP([n] = 6)
E(lr.])
5

IA

IA

IA

€+ litn 2Af
k—oo
=€
y como las desigualdades de arriba son vilidas para cualquier ¢ > 0, se tiene que
E(f(¥r.)) — E(f(0)) conforme k — oo para toda t € [0, o).
Mediante la misma técnica utilizada en el parrafo anterior, podemos verificar que si

Ly,...,t, € [0, 00), entonces el vector aleatorio (Y., - - -, Wi, ) converge en distribucién
a 0 cuando k£ — oo. Como consecuencia de lo anterior, vemos que ¢l vector aleatorio

(V... vk
tiene la misma distribucién limite que el vector aleatorio
. . 1
Skts]r - - -+ Spaen}) - —=-
(Sen) ) * S
Para encontrar esta tltima distribucién limite, consideremos el vector aleatorio
1
k & o
(2f,....25) = py s (Sites)s Stieta] = Stkaa]s - - - » Siitn] = Slitn-sl) »

cuyas entradas son independientes. Asi, para encontrar la distribucién limite de este vector
con entradas independientes, basta encontrar la distribucién limite de cada una de las
entradas, por el Teorema (2.7).

Empecemos por la primera entrada, Z§, que podemos escribir como

Slkul vV [ktl]
O\IIkh] \/E :
Como /Tkti]/ vk — /11 y dado que

S|L'h] >
oVlkti] ] en

es subsucesion de

(7
O’\/I.: keN'
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entonces (Z§) . converge en distribucién a v X, donde X es normal estiandar®, que es
una variable con distribucién N(0,t,).

.“Para‘las otras componentes, consideremos 1 > 2 y notemos que
. [k (ti - ti—l)] S [kt.] - [ktl—"ll S [l\ (l. - tl—')l + 1!
se sigue que Z} tiene la misma distribucién que Slk(,,)_,“.l/a\/lz o que Slk(l.)-t-—l]*la\/z’

puesto que las variables (X|),., son idénticamente distribuidas. Como x(k(.,,_,,_,,“/aﬁ
converge a cero en distribucién, utilizando la misma técnica que para ¢y, entonces

(Su-u.)_;.,.))
0\/E keN

(Slk(:.)-:._nix_>
0’\/F keN

convergen en distribucién a la misma variable, que en completa analogia con el caso de la
prilnera entrada de (Zk)keN’ se distribuye N(0,¢; — ;). Asi, la sucesién

(28,2 20)) ken

converge en distribucién a (2, ..., Z,), donde la distribucién de Z, es N(0,(, — t,_1) (con
ip = 0) y donde las entradas del vector limite son independicntes, por lo que este iltimo
cs un vector gaussiano.

Finalmente, apliquemos el Teorema 2.5 a la funcién
(1. .y xp) = (T, Ty 4o, ooy s 1y),
que es una funcién continua de IR" en R?, por lo que la ley limite del vector
(Y*(e), ..., YE(L),
que es precisamente P, .. es la ley vector
(ZvZv+ 22, 2y + -+ Zy),

que queda determinada por la media y la matriz de varianza-covarianza:

E iz) =0

i=1
i j A inj
E((‘Z z,) (‘Z:z,)) =vm<lzz,) =S ity =t = L AL,
=1 =1 =1 t=1

Bytilizando el Teorema Central del Limite y los resultados que siguen al Teorema 2.7.
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- Si verificamos que la sucesién de medidas (IP‘"),L_‘EN cs tensa, puesto que ya demostramos
que sus distribuciones finito dimensionales convergen, ¢l Teorema 2.10 nos permitird con-
cluir que existe una medida de probabilidad sobre #g, que denotaremos por W, tal que
las distribuciones finito dimensionales, que son las leyes inducidas por las proyecciones,
son las mismas que las de un Movimiento Browniano y ademiis, las medidas P* convergen
débilmente a W. Asi, en el cspacio de probabilidad (S, #Bs, W), las proyecciones (m;),5q
constituyen un Movimiento Browniano que verifica la existencia del Movimiento Brow-
niano y ademsds podemos concluir algunos aspectos del Movimiento Browniano a través
de la aproximacién mediante caminatas aleatorins,

A continuacién, veamos que la sucesion (Pk)ch es efectivamente tensa, que por el
Teorema 2.9 es cquivalente a verificar que

l‘silr},x supPr({f € S:wT(f,8)2€}) =0 paratodaT > 0 y para todas > 0,
reN

puesto que P*({f € §: f(0) = 0}) = 1 para k € N. Si traducimos ¢l significado de las
medidas IP* y del médulo de continuidad w, la condicién que debemos verificar es la
siguiente:

limsupP| max [Y*—Y} >¢}] =0 paratoda 7 >0y para toda e > 0,
310 keN | li=siss
Ssts

que si utilizamos la definicién de Y*, se convierte en

(17) limsupP| max |X, — X,| > eovk | =0 paratoda T > 0y para toda € > 0.
810 reN [t—~si<ks
. : 0<s tSAT

‘Dado que para cada k fija, si tomamos el limite cuando § | 0 en la expresién

P} mix |X,— X, > eavk
le~s|<ké
0<s L2AT
obtenemos como resultado 0 para cualquier € > 0 y 7" > 0 (puesto que cualquier medida
" de probabilidad sobre &5 es tensa ya que S es completo y separable), el supremo en (17)
lo podemos cambiar por un limite superior, esto es, verificar la tensién de la sucesion de
medidas que nos interesa, es equivalente a demostrar que

limlimsupP| méx |[X,— X,| = eovk | =0 paratodaT >0 y para todas > 0.
o8 e iz
<3 LK
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Si s, L €0, kT]y[s—t|<k6 scani=[t],j=[slha=t—i€[0,l]]yB=s—-j€[0,1],
por lo que
[Xe —. ;I '=' |(1'—0) Si+aSiyi — (1 = B)S, — BS;4il
o '“< mm‘{s SJISI—‘SJ+lI n&l—qj+lvsu+l—s}

y como |s — t| . <L6e |t—s| < kT, entonces Ji — j|,|li—F+1,li—7—-1 < [kf]+1y
i+lL,j+1% [LT] - 1, de donde obtenemnos las contenciénes

{ 1X: = X, zea\/E} c { mix  |S, -S| = sa\/E}
|t-—a|<k6 =il <[ké]+1

OLatSkT 0L = AT)+1

- >
< {o<;<|u] 1|S'+J Sif faf}

0 (kT +1

de donde la tensién de la sucesién (P¥), . se seguird de la relacién

© 610 xeN Og;vs_llt +

lim su plI’( max 1'Si+j -8 = EU\/E) =0 paratodal >0y para toda e > 0,

en la que nos concentraremos a continuacion.
-"Sea m el menor natural mayor que 7/8 (que existe por el principio del buen orden),
es decu‘, m es el Gnico natural que satisface las desigualdades

m—1<T/6 < m.
Dado que
([kT]) + 1)
A ke T 1)
existe kg € N tal que para cada k > kp tiene lugar la desigualdad
(kT) + 1 < m ([k6} +1).
Designemos por [ a [kT]+ 1 y por J a [k8] + 1 y supongamos que & > kg y
mix |Si, — Si| = coVk.

0< <hé)+1

0Zi<(kT]+1
Esto nos dice que existen? € {0,...,/}yj € {0,...,J} tal que |S; — Siy;| > eoVE. Dado
que ] <mJ existepe {0,...m—1} talquei € {{(p+k)1:0< k< I}y aqui tenemos
dos opciones: i +j € {(p+k):0<k<I}oi+je€ {(p+1+Kk):0<k< I} Enel
primer caso,

=T/§ <m,

|Spr — Sil > eovk/3
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ISp1 — Siijl > €aVE/3,

- ya que en caso contrario, la desigualdad del tridngulo nos obsequia una contradiccién. En
el segundo caso,

1Sp1 — 8il > eaVk/3
1Spr = Syl > eaVE/3

( 1S+t — Siayl > eaVE/3,
ya que, de nueva cuenta, el suponer lo contrario nos lieva a una contradiccidon. Asi, en
cualquier caso, observamos que existen p € {0,...,m -1} y j €0,...,J tal que |Sp; —
Sjaprl > €0V/E/3, lo cual nos lieva a la contencién

m-1
Ax iv; — Si| = [ Ax | Sy, — :
oBix  1Sies = Sil Zeovkp © L_J {(;L_Jug)l s = Syaps) > Evﬁ/S}
0<i<kT)+1 p=0

y'dado que para cualquier p € {0,...,mm — 1}, los conjuntos del lado derecho de la con-
tencién arriba tienen la misma probabilidad, la subaditividad finita de P nos dice que

mix |Siy; — Sil = eovk) < 1nP(|mL~< 1551 > EU\/I:/S) .
0<j<(ko)+1 0<y2y
0<iSkT]+1

(18)

IA

(1 + g) [[’( nmix lISjI > :’0\/1:/3) .

05 <[ke)+
Recordemos que para cada § > 0, existe kp € N tal que para cualquier & > kg tiene lugar
la desigualdad (18).
A continuacién, demostraremos que tiene lugar la relacién
1 . .

lim lim sup —]P( mix 155 > eaﬁ) =0 V:>0,

810 oo O 0< < kd]+1
lo cual nos dice que el limite cuando § | O del limite superior (sobre k) de la dltima expre-
sién que interviene en la dltima desigualdad del pdrrafo anterior es cero, lo cual implica

“que la sucesién (ll"")kEN es tensa. Para esto, utilizaremos la desigualdad de Etmandi, la
cual afirma que

P(lﬂs]}isxkis‘il > Sx) < SInQJz_aéxklP(lSjl > a).
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Para verificar que esto sucede, sean B; = {|S;| < 3z,7 < j,|5;| > 3z}, por lo que estos
conjuntos son ajenos para distintos valores de j. Entonces

]P’(max 1551 >3'r:> < P(|Sk] > ) *‘Z“’(lbkl @, B3,)

J=1

< P(|Sk] > x) + prusk — 8| > 22, B))

i=1

&k
S P(ISk] > 2) + D_ P(|Sk ~ ;| > 2x) P(B;)
J=1
< P({Sk| > =) + ]xg;’;xkll’(ls. — 8;| > 2x)

< P(ISi] > 2) + i, (PISil > =) + P(IS;] > 2))
<3 lusx;_isxkl}"’(lSjl > x).

Para -aplicarla, notemos que \/k—'/‘/[kdl + 2 converge a 1/8 cuando k& — oo, por lo que

dada’'§ >0, existe ks € N tal que si & > ks, entonces V& > \/[ké‘]‘/\/ZtS. Asi, al utilizar la
desigualdad de Etmandi y el comentario de la frase anterior:

lllle.S;)lpP< . <lk6]+ 1551 > EO’\/—) < .Slmmup max IP(IS]| > sa\/z/S)

koo 1Si<[k6}+2

<3limsup mix P |Sj|>eo————“[k6]+2 .
k—oo  1<5S[k8]+2 (3\/55')

Por el Teorema Central del Limite, la sucesién (S',-/o'\/j') en Converge en distribucién a
Z, donde Z tiene distribucién normal estdndar. Como la fey normal le asigna cero a los
conjuntos que constan de un sélo punto, se sigue que la distribucién de S;//7 converge
puntualmente a la de Z y como P(|Z| > x) < E(Z?) /x4 (desigualdad de Tchebyshev),
entonces dada § > 0, existe ks € N (sélo depende de 6, no de k) tal quesi ks < j < [k6]+2,

cntonces
| o /K + 2 _ o
(o> =) == (o )
3452
et
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Para j < ks, podemos utilizar 1a desigualdad de Tchebyshev:
188
P(lSI > eor /3] + 2/ (3V/26)) <]m
186
< kg—r—o—o
‘ < ks w2y
por lo que. I

12 3 152 18ks6
22 (k3] + 2)

limsup3 _méx P 1851 > hmsup (E(d‘)

koo . 1SjS[kE]+2,

3452
o

- De esta manera, . -

36

hmhmsup 1551 > EG\/_) < hmE(d') 12 — = 0.

koo (0<J<|Ul+l
de donde podemos concluir que la sucesion (Pi), ey €5 teusa y por lo tanto, existe una
medida de probabilidad W sobre &8s bajo la cual las proyecciones (m),5q constituyen un
Movimiento Browniano y que la sucesién de medidas (PY), _,, definidas en términos de la
caminata aleatoria (S,),cny converge débilmente a ella.

2.4. La ley arcoseno

Como un ejemplo de la aplicacién del principio de invariancia de Donsker, cuicontra-
remos la distribucion de la fraccién de tiempo que el Movimiento Browniano es positivo
durante un intervalo de tiecmpo. No sélo verificaremos de nueva cuenta el principio de
invariancia de Erdés y Kac, sino que obtendremos un resultado sobre el Movimiento
Browniano, que es mas dificil de obtener sin el uso de convergencia en distribucién.

En cl espacio § = ¥jp,0), tenemos la métrica d, bajo 1a cual, si (fn),en ©S Una su-
cesion de elementos de S, la relacién d(fn, f) — 0 conforme n — oo se cumple si y
sélo si f, converge uniformemente a f sobre cualquier compacto contenido en [0, 0o).
Ademas, comprobamos la existencia de una medida de probabilidad W sobre s tal que
las proyccciones (m;),s, constituyen un Movimiento Browniano definido en el espacio de
probabilidad (S, 8Bs, W) y hemos exhibido a esta medida como ¢l limite débil de medidas
de probabilidad asociadas a caminatas aleatorias, con la tinica restricciéon de que las varia-
bles que intervienen en su definicién tengan varianza finita. El problema que sec plantea, en
analogia con el desarrollado en ¢l capitulo anterior, es calcular la distribucién de la medida
de Lebesgue del conjunto {t € [0,1] : m, (f) > 0}. A continuacién se presenta un esbozo
de la demostracién: Si denotamos por h a la asignacién que manda a f € S en la anterior
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integral, se-verifica la medibilidad de & y después se demuestraque d({f € S: h(f) < c})
tiene medida ‘W cero, por lo que

W(h <e¢) = kll'm PhoY*<c),

donde Y* es el proceso que consideramos para el principio de invariancia de Donsker.
Al cscoger la distribucién de Y;' de manera conveniente, podemos caleular el Wmite que
aparece en ¢l lado derecho de la igualdad anterior, de donde obtenemos la distribucion de
h.

Empecemos por la medibilidad de A:

LEMA 2.5. La funcidn h: S — R ¢s (B, Br) -medidle.

DEMOSTRACION. Si consideramos al espacio [0,00) x S con la topologia producto,
inducida por la métrica ((¢, f1).(l2, f2)) — |t — ta| Vv d (1, f2), dado que ambos espa-
cios son separables, se sigue que la g-dlgebra Borel en el producto es el producto de las
o-dlgebras Bipo0) ® DBs. Sea f : [0,00) x § — R la funcién cuya regla de correspondencia
es (¢, f) — w0 f, que es continua puesto que si (¢, f,) — (¢, f) cuando n — oo, entonces
Jfn converge uniformemente a f en (0,8 + 1) y t, — t € [0.f + 1] cuando n — oo, por lo
cual f,, (tn) — f(2) cuando n — oo. La continuidad de f implica que es {(Bioooyxs: Br)-
medible. Esto nos dice que {{£, f) € [0,00) x & : n (f) > 0} € Bloco)xs. POr lo que si
denotamos por A a la medida de Lebesgue restringida a [0, 00), la asignacion

h:fes / Tm()>m oayxs dA
es (Bs, Br)-medible. a

Los siguientes dos resultados nos ayudarin a verificar que podemos calcular la distri-
bucién de /& mediante aproximaciones por caminatas aleatorias:

LEMA 2.6. Si
A={feS:a({te(01]: f(t)=0}) =0},
entonces A € Bs y W(A) = 1.

DEMOSTRACION. Si utilizamos la misma técnica que en el lema anterior, podemos
verificar que g : (¢, f) — 1y )=0) €S (.@lo.m)xs,ﬁg)-mcdible, por lo que la asignacién

f—A({tel): f(1)=0}) = /gllo,uxsdA

es (Bs, Br)-medible. Por otro lado, como (¢, f) + 1(s)=0) €5 (Blo,coyxs, Br)-medible y
no-negativa, podemos aplicar el teorema de Tonelli® para concluir que

]E(/ 1(¢s()=0) d/\) = / ]E(l(j(g):u)) d\ = / W(f () =0)dr=0,
0] {o.1) {0.1)

%Ver [2).
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donde la dltima igualdad es consecuencia de que f () tenga distribucién normal no-
degenerada para t > 0. Pero la variable A ({¢ € [0,1] : f (¢£) = 0}) es no-negativa y el que
tenga esperanza cero nos dice que es cero (c.s. rel. W) y como

A={feS:A({tef0,1}: f(t) =0}) =0},
entonces W(A) = 1. (]
LEMA 2.7. Si
B={feS:h(f)<c},
entonces (B) € {f € S: h(f)f S e < (N}, donde h(S) = fio ) 1gwam dA.
DEMOSTRACION. Si f € 8(B), entonces existe una sucesién (fl)LeN contenida en B
tal que fI — f cuando n — 00 y existe una sucesién (I2)k€N contenida en B¢ tal que

f¥ — f cuando k — oo. Si f(2) > 0, entonces a partir de cierta &, € N, fF(t) > 0, por lo
que

1= 1an>0) = Hminl 10y

Si f(t) €0, entonces
0 = Lpo>0) S liminf 3 uyog),

por lo que tenemos la desigualdad 1(gr)>0) < liminfi o 1(gy>0) ¥ por el lema de Fatou,

h(f) = / " 1> dA < hm inf l(j,‘(l)>n) dx <c,

k—oo Jin1)
puesto’que f¥'e B. Por otro lado, si f(t) 2 0, entonces
; 1= 1z 2 ll'msup l(j*(t)>l))
y si f(l,) < 0, entonces f§(t) < 0 a partir de un cierta ka2 € N, por lo que
0= 1qoyz0) = hm sup 1(!‘(t)>u)

‘de donde 1(¢gey>0) = limsup, .o 1(!.‘(1)>0) y dndo que 1(,.(‘»0) 1, ¥ 1 es integrable sobre
[0, 1] respecto a la medida de Lebesgue, entonces

f = > lims
h(f) /[m] 1z dA 2 lim sup o) Tmnza)dr z e

(m}

NoTA. De la misma manera que verificamos la medibilidad de h, se puede probar la
de h. Asi, podemos considerar a ambas como variables aleatorias reales definidas en el
espacio de probabilidad (S, Bs, W).
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En el siguiente teorema, denotaremos por A a la distribucién arcoseno que nos hemos
encontrado anteriormente:
0 r<o0
A(x)= ¢ 1 =1 .
Jos w}:l—_” dt e (0,1)

TEOREMA 2.12. La distribucion de la variables alcatoria h definida sobre el espacio
de probabilidad (S, Bs, W), dada por

Fp(x) =W({feS: )<},

=<
=

es igual a A.

DEMOSTRACION. Si 2 es el conjunto de puntos en ¢l cual Fy no es continua, entonces
dado que esta funcién es creciente, 2 es a lo mas numerable y por lo tanto su complemento
es denso. Si consideramos ¢ € ¢, entonces

wESes: N swW({sres: n s ecsiiny)
SW{SeS:h(f)=c}
=0,
por lo que al utilizar el principio de invariancia de Donsker y el Teorema Portinanteau
: Fy(e) = lim P(hoY* <¢).

Como L
hoVY* = 1, d,\=/ (xpe>0) dA = = x>0 dA
: : 0] (v+>0) o.1] (Xae>0) % 041 (X.>0)
vemos que si X es tal que P(X; = —1) = P(X; = 1) = 1/2, entonuces hoY?* es la fraccién

de tiempo en que la caminata aleatoria simple de 2k pasos es positiva y por lo tanto
Fue)=1lm P(hoY* < ¢c) = lim P(hoY** < ¢) = A(c), ce @,
k—oc k—oc0

como vimos anteriormente. Pero si F, y A coinciden en un conjunto denso, entonces son
iguales, puesto que ambas son continuas por la derecha. ]

Notas

El desarrollo de éste capitulo se basa principalmente en el material contenido en las
referencias [4], (8] y [10]. El articulo [4] nos ha servido como uns introduccién al principio
de invariancia de Donsker, mismo que se ha probado cuando el espacio de funciones es
Blo,00) Y NO Blo,1}] como se hace usualmente, basindonos en [10]. Finalmente, para el cdlculo
de la distribucién de h bajo la medida de Wiener, el material contenido en [8] fué de gran
ayuda y sorprende que se pueda obtener este resultado por aproximacién cuando es tan
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. dificil’de obtener utilizando otros métodos, por cjemplo, mediante el uso de la {6rmula de
Feynman-Kac o mediante el estudio del tiempo local.




CAPITULO 3
El proceso Poisson compuesto y la ley arcoseno

3.1. Convergencia débil en el espacio de Skorohod

Con el objeto de estudiar la convergencia débil de sucesiones de medidas de proba-
bilidad inducidas por procesos estocdsticos con valores en R que no sean necesariamente
continuos es que se introduce el espacio de Skorohod D. Los clementos de D son las
funciones f : {0,1] — R tal que:

a) Para cada t € (0, 1], el limite liing, f(s) existe, esto es, f admite limites por la
izquierda.

b) Para cada t € [0, 1), lim,), f(s) = f(t), o dicho de otra manera, f es coniinua por
la derecha.

Es importante notar que estas funciones son acotadas, que la cardinalidad de
{te[0,1]): [f(t) — S(t-)| > &}

es finita, de lo cual se sigue que cada elemento de D tiene a lo muis una cantidad numerable
de discontinuidades, y que son (Bjp.1), PBr)-medibles,

Para poder hablar de convergencia en distribucién en D, primero debemos dotarlo de
una métrica. Como D es subconjunto del espacio de funciones acotadas de [0, 1} en R, es
natural pensar en la métrica inducida por la norma uniforme en ese espacio, dada por

If} = sup [£()],
te([0,1]

para metrizar a D; sin embargo, dicha métrica resulta limitada en cuanto a la convergencia
se refiere: la sucesién de funciones Lgasri/my) € D2 (a € (0,1) y n > 1/ (1 — a)) no converge
a 1jp,a) € D con la norma uniforme y con ln métrica que definiremos en ese espacio si lo
hace. Para definir a la métrica de Skorohod d en D x D, sea A el conjunto que consta
de aquellas funciones A : [0,1] — [0, 1] que son estrictamente crecientes, sobreyectivas y
continuas (con la topologia usual,) por lo que cada una de cllas es homeomorfismo, puesto
que [0, 1] cs compacto y Hausdorff y R es Hausdorff, de donde resulta que si A € A,
entonces A~!' € A'. La métrica d estd dada por

d(f,9) = inf If —go AllV|Ix —1d}},

Wer [11].
79
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donde Id € A es la funcién identidad y || - || denota a la norma uniforme. Bajo la métrica
d, el espacio D es separable y cuando restringimos d a 9°([0, 1]), el espacio de funciones
continuas de [0, 1] en R, resulta equivalente o la métrica inducida por la normm uniforme;
sin embargo, utilizando d, el espacio de Skorohod D no es completo. Para resolver este
problema, se introduce una métrica mds complicada que es equivalente a o en el sentido
de inducir la misma topolgia (por lo que la convergencia en distribucion en cualquiera de
los dos espacios métricos es la misma,) pero que convierte a [J en completo y separable.
La completez se utiliza en la caracterizacion de los conjuntos compactos de (D, d) y nos
permite afirmar que una familia de medidas de probabilidad definidas en los Borelianos
de D (al utilizar cualquicera de las dos métricas) es teusa si y solo si es secuencialimente
compacta (por el Teorema de Prohorov.)

Para caracterizar a los conjuntos compactos en ¢l espacio (D, d), se introduce una
funcién que jugard el mismo papel que el médulo de continiidad en €jg o).

DEFINICION. Decitnos que el conjunto {t;};_, se encuentra §-esparcido si tp = 0 <
i< <th=1y

'_L!}l'ﬂ"l,' —_ t(_l > J.
Para cada A C [0, 1], sea
ma(f) = Sx:lj‘lf(l) - J(s)
st

y definimos m’ : D x [0,00) — R como sigue:
‘ m!'(f,8) = inf {ln<1'n<.‘$‘ mp_en(f):n > 1y {t} e 6-espm-cido} .

La caracterizacién de los conjuntos compactos de (D, d) es como sigue:

TEOREMA 3.1. Un subconjunto A de D tiene cerradura compacta si y sélo si
a) supgeq || £l < oo.
b) limggosupgeq m'(f,8) = 0.

Armados con la caracterizacién del Teorema 3.1 se puede obtener una condicién necesa-
ria y suficiente para poder concluir la tension de una sucesion de medidas de probabilidad:

TEOREMA 3.2. Una sucesion de medidas de probabilidad (i) n definidas en Bp es
tensa st y sdlo si

a) Mg oo SUPken Px({f € D: ||/ll > a}) =0.
b) limgposupen Pu({f € D : m'(f,8) > €}) = 0 para toda € > 0.
Consideremos a las proyecciones my,, ., : D — R" definidas mediante
Tt () = (S (1), .. J(t0)),

paraty,..., tq € [0, 1], como lo hemos hecho anteriormente en el caso de S. Estas funciones
son (Bp, Brn)-medibles y ademds, la o-dlgebra generada por {m :t € [0, 1]} es igual a
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la o-dlgebra de Borel en D, lo que garantiza que una funcién f : X — D definida en
un espacio medible (X, Z7) es (£, @p)- medible si y sdlo si w0 f es (27, Hgr)-medible
para toda t € [0, 1]. Mediante las proyecciones podemos definir a las distribuciones finito-
dimensionales de una medida de probabilidad P sobre %8, como en el caso de S, mediante
la asignacion

Py, (A)=P{Sfe€eD:m,, 4.0f € A}), AE DBgr~.

Si P* = IP, no podemos, como c¢n el cuso de S, deducir que PY, = P, ... puesto que
las proyecciones no son necesarianente continuas, como lo muestra ¢l siguiente resultado:

TEOREMA 3.3. 7 es continua en [ si y sélo si f es continua en t.

Las distribuciones finito dimensionales se utilizan posteriormente para verificar la con-
vergencia débil, con la ayuda del concepto de tension.

Si consideramos una funcién f € D, entonces existe la cantidad j(f) = muiNeeo,y |f(t)—
JS(t=)], el miximo salto de la funcién f, y la asignacion f + j(f) es continua, por lo que
C = €jo,1) = j~'(0) cs un elemento de Bp.

TEOREMA 3.4. Sca (2, F,P) un espacio de probabilidad y (X)), ¢y una sucesion de
variables alcatorias con valores en D que convergen en distribucidn a X. Una condicion
necesaria y suficiente para que P(N € C) =1 e¢s que 7(X,,) Zo.

El siguiente resultado nos permite probar la convergencia débil en D utilizando las
condiciones que garantizan convergencia débil en €. Las primeras dos condiciones garan-
tizan la tension (en D) de la sucesion de medidas de probabilidad, mientras que la tercera
nos permite identificar al limite débil.

TEOREMA 3.5. Si (Pk)keN s una sucesion de medidas de probabilidad definidas en
PBp tul que
a) limg—oo limsup, . P*({f € D: |f(0)] >a}) =0,
b) limg o limsup,_P*({f € D: w!'(f,6)} > €) =0 para toda e >0 y
C) P:‘;.A...l" = P‘l.‘--.!u si tlv ceey ('n € [0’ 1]:

donde P ¢s una medida de probabilidad sobre Bp, entonces P* = P y P(C) = 1.

Notemos que en el teorema anterior, se utiliza a la funcién w!, definida en 2.3.3, y no
’
am'.

3.2. Procesos de Lévy

Un proceso de Levy es una extension de lo que representa la caminata aleatoria como
proceso a tiempo discreto. Las propiedades que nos interesan de esta dltima son la inde-
pendencia y la estacionariedad de los incrementos. Hay otras dos condiciones que ayudan
a que el proceso sea mas fdcil de estudiar.
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DEFINICION. Un proceso de Levy X = (X¢)e>0 s una coleccién de variables aleatorias
reales indicadas por los elementos de [0, 00) definidas sobre un espacio de probabilidad
(2, %, P) tales que

ﬂ.) Xn = 0.

b) La asignacion ¢ +— X (w) es continua por la derecha en [0, 0o) y admite limites
por la izquierda en (0, 00) para cualquier w € .

€)' Si0 =1t <t £ -+ < ty, entonces { Xy, — X, _, },
independientes.

d) Si s € ¢, entonces X, — X, tiene la misma distribucién que X,_,.

son variables aleatorias

Como un primer ¢jemplo de un proceso de Levy, tenemos al Movimiento Browniano.
Otro ejemplo importante lo encontramos en el proceso Poisson:

DEFINICION. Un proceso de Levy X = (X, tal que X tiene distribucién Poisson
120 1
de parametro At, con A un real positivo, es un proceso Poisson de intensidad A.

La existencia del proceso Poisson se demuestra verificando que si (Sp)pe €5 una ca-
minata aleatoria tal que S; tiene distribucién exponencial de parametro A > 0, entonces

el proceso estocdstico (V). dado por

oo

Ny = Z Klie(Se,Sus)
k=1

es un proceso Poisson de parametro A. De hecho, ¢l proceso Poisson es ¢l tinico proceso de
conteo que es ademds un proceso de Lévy y esta propiedad es la que justifica su aplicacion
en ciertos modelos actuariales.

A través del proceso Poisson podemos construir una clase de procesos de Levy conoci-
dos como procesos Poisson compuestos. Para esto, consideramos N = (N,),., un Proceso
Poisson de intensidad A y (X;)l., una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas tal que las dos familias de variables aleatorias {Ny: ¢ = 0} y
{Xi:7> 1} son independientes. Sean Sy = 0y S, = 3, X, paran > 1. Si ¥ = Sa,,
entonces al proceso (¥:),5q lo llamamos proceso Poisson compuesto.Veamos que cs un
proceso de Levy: -

a) Como Ng =0y Sp =0, entonces Yy =
b) Como N es cadlag y con valores enteros, se sigue que limg Y, = Y; y que limgpe Y,
existe (y es igual a Sn,_.) ’
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c) Si0= t95t| Sv--- st,. y A; € &g para i = 1,...,n, cntonces

P(},‘l—},‘ile‘d"l—-l )

=3 P(Sk, — Sk ,CA.,I\‘ = ky,i=1,...,n)
ogko'sx-.s«-s:e..

]

HP(sA, Sk_y € A)P(N,, = ke i=1,...,n),

0=ku<k|< Sk i1

‘puesto que las variables {S;:i=0,1,-:-} y {N;:t = 0} son independientes. Si
ka2 = ky, entonces Sy, — Sk, tiene la misma distribucién que Si, _g,, entonces

TIP(Sk, - St.., € A)P(Ny, = ki =1,...,7m)

Omko<hy S Shn i=1

= Z ﬁ?(S&.-k._. € A) IL'IIP’(N,. - N, = ki — kizy)

O=koShky - Shn 1=1 i=1

Z HIP(Sj, € Aiy Niyeyyoy = Ji)

0L j1seeedn =1

=HIP(Y1-—'.-| € Ai) .

i=1

Si utilizamos el caso n = 2, con A, = R, podemos concluir que Y, — Y, ¥ Yoo,
tienen la misma distribucién, de donde la igualdad

P(Vi= Vi, € Ani=1,...,n) = [[P(Veue, € A

i=1

nos permite concluir la independencia de los incrementos y por lo tanto, que el
proceso Poisson compuesto es un proceso de Lévy.

En la siguientes dos secciones, responderemos a la pregunta planteada en la intro-
duccidn de la tesis, pero en vez de considerar un proceso Poisson compuesto con saltos
acotados, consideraremos un caso mds general, el de procesos de Lévy con varianza finita.
A continuacién veremos que un proceso Poisson compuesto con saltos acotados tiene mo-
mentos de segundo orden. Esto sucede pues como = E(S;) y 02 = Var(S,) son finitas
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al ser S) acotada {digamos por Af), entonces

E(Y?) = E(S21(nen)

n=0

= Z (no? + n*1?) P(N, = n)
ur

=E(0?N, + 1:2N?) < oo,

ya que las variables Poisson ticnen momentos de cualquier orden.

Si X c¢s un proceso de Lévy y Var(X,) < 0o, vemos que

Var(Xe4s) = Var(Xe, — X + X;) = Var(X,, — X¢) + Var(Xy),

por lo que la asignacién ¢ +— Var(X,) (que podria en principio tomar el valor = o00) es
creciente y por lo tanto basta que exista s > 0 tal que Var(.\X,) < oo para que Var(X,) < oo
para toda ¢ > 0, ya que Var(X,,) = nVar(X,) < co para toda n € N.

De hecho, podemnos expresar a la varianza al ticmpo ¢ en términos de la varianza al
tiempo 1 para un proceso de Lévy cualquiera, al dar una expresion para la transformada
de Fourier, o funcién caracteristica asociada a las varinbles Xy, Sea f, : [0,00) — C para

u € R dada por )
fu(l) — E(clu.\t) 3

Por la independencia y estacionaridad de los incrementos de X, se sigue que si s, > 0,
entonces

Fuls +0) = B(e™¥+)

— E(clu(.\'.“—-.\'.)cm.\'.)

—_ E(clu(.\'. u—.\'.)) E(Cu‘.\'.)

= E(e™™) E(ciu.\'.)
. = fu(t) fu(s).
Utilizaremos la anterior propiedad para obtener una relacidn entre las funciones carac-
teristicas de las variables, pero necesitamos ¢l siguiente resultado:

LEMA 3.1. La funcidn [ :[0,00) x R — C dada por f(t,u) = f,(t) jamds se¢ anula.

DEMOSTRACION. Basta verificar que para cada u € R, la funcién f, : [0,00) — C
no se anula. Como X, tiende a 0 conforme s — 0%, debido a la continuidad por la
derecha de X, el teorema de convergencia acotada nos permite concluir que fu(s) tiende
al = f,(0) conforme s — O%. Sea entonces § > 0 tal quesi 0 < s < 6, fu(s) # 0. Para
cualquier ¢ > 0, el principio Arquimediano del orden? nos permite encontrar n € Z*+ tal

2ver [1]. Ahi, se refieren al principio Arquimediano del orden como la propiedad Arquimediana del
sistema de los mimeros reales.
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que 0 < t/n < §, por lo que f,(t/n) # 0. Como f,(t+ s) = [fu(t) fu(s) para s, t = 0,
entonces 0 # f,(L/n)" = fu(t). ]

Al considerar un proceso de Lévy X' = (X]),5, con la misma distribucién que X pero
independicnte de él, vemos que, para g definida de manera andloga a f pero asociada al
proceso X — X7,

glt, u) = E(e‘"("---"")) =E(e"X,) E(e™) = f(t, w) T ) = IS (u, 0)l.

Asf, la funcién g jamds se anula y vemos que para s,t = 0 se tiene que g(t + s5,u) =
g(t,u) g(s,u), ya que X — X’ es un proceso de Lévy. Consideremos parn cada u € R a
la funcién g, : [0,00) — (0, 1] dada por g.(t) = g(t,u). Esta funcién es continua, pues
satisface las dos pripiedades:

1. lime_,+ gu(s) = gu(0),

2. gu(t + S) = gu(t) gu(s)'
por lo cual

. e gu(t) -
l:ﬂlgu(s) = l:ﬂl E—s) — gu(t) y

lim g, (s) = limgu(¢) gu(s — 1) = gu(t).
slt alt
Ademiis, el logaritmo de g,, satisface

L 10g gu(s + £) = log(gu(t)) + log(gu(s)).
por lo que log(g.(r)) = log(g.(1)) r para cualquier r € QN{0, 0), de donde la continuidad
nos permite afirmar que al considerar z, = log(g.(1)), se tiene g,(t) = expx,t parat > 0.

' ‘Estamos en posicién de considerar a la funcién i : [0,00) x R — S!, con S' =
{z € C: |z} =1}, dada por

_ f(t, u) _ —xut
hit,u) = _—g(t,u) =c S{t,u).
Esta funcién también satisface la relacién h(t + s, w) = h(t,u) h(s, u), puesto que tanto
f como g la satisfacen. Mediante el siguiente lema, podemos dar una expresién para h y
asi, finalmente llegar a una para f:

LEMA 3.2. Sea~:[0,00) — S? continua tal que v(0) = 1. Entonces existe una funcidn
continua 3 : [0,00) — R tal que 5{0) = 0 y y(t) = expiB(¢) para toda t = 0.

Al considerar la funcién h, : {0, 00) — S! dada por h,(t) = h(t, u), vemnos que satisface
las mismas dos condiciones que g, y por lo tanto podemos concliuir que es continua.
Ademds, h,(0) = 1, por lo que existe una funcién continua G, : [0,00) — R tal que
Bu(0) = 0y h,(t) = expiBu(t). Como h(t + s,u) = h(t, u) h(s,u), se sigue que para cada
s,t 2 0 existe un tnico & = k(s,t) € Z tal que G,(t + s) = Bu(t) + Bu(s) + 2hkw. Como la
asignacion s «— B, (t + 5) — Bu(s) — Bu(t) = 2km es continua, se sigue que & no depende de
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s'(pues toma valores enteros) y por cl mismo argumento, intercamnbiando los papeles de s
y t, tampoco depende de t. Asi, k = £(0,0) = 0 y por lo tanto, B,(t + s) = B,(t) + Fu(s).
Como -8, es continua, entonces G,(t) = yu.¢, con y, = G,(1). Al definir z, = x, + dy,,
vemos que
Jw) = g(t,u) h(t,u) = ™ eVt = e,

Mediante la igualdad f(t,u) = e™', si X es un proceso de Lévy con Var(X,;) < oo,
entonces Var(X,) < oo para toda { = 0, por lo que como funcién de u, f es derivable 2
veces con continuidad, de donde u— z, es derivable 2 veces con continuidad, ademss de
que

=1 (—izh) = tE(X))

u=0

E(X) = i f(tu)

. ]
= —itf(t,u) z-zu

u=0

Yy
E(X?) = —%f(z, u)| = (mzt+ e(i=)?)| =t (=2 e (=is)?)

de donde
Var(X,)? =t (=2} = tVar(X}).

3.3. Un teorema limite para ciertos procesos de Lévy

Esta seccién se dedica a demostrar un teorema limite vilido para ciertos procesos de
Levy, entre los cuales se encuentra incluido ¢l proceso Poisson compuesto con saltos aco-
tados, cuando las variables que intervienen tienen varianza finita. Al utilizar este teorema,
finalmente podremos entender la aproximacion a la solucién del problema presentado en
la introduccion, en tériminos de convergencin débil. Como los procesos de Levy son cadlag
y hemos visto que las proyccciones unidimensionales generan la o-ilgebra de Borel en D,
eutonces un proceso de este tipo se puede entender como una variable aleatoria con valores
en el espacio de Skorohod. Este es el punto de vista que se adopta. Ademas, si considera-
mos un Movimiento Browniano, entonces podemos inducir mediante este, restringido al
intervalo {0, 1], una medida, a la cual seguiremos llamando medida de Wiener y denotando
por el mismo simbolo, en el espacio D, con el objeto de estudiar la convergencia débil de
una sucesién de procesos estocdsticos al Movimiento Browniano. Nos ocupareinos de la
verificacién del siguiente resultado.

TEOREMA 3.6. Sea X = (X')telo.oo) un proceso de Levy tal que 0 < 0% = Var(X;) <
oo. Entonces la sucesion de procesos definida mediante
X — pukt
ovk

donde p denota a E(X,), converge débilmente a un Movimiento Browniano en [0, 1].

Xk = t € {0,1)
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Maids especificamente, si denotamos por B = (£3;)igjn,1} 2 la restriceion al intervalo [0, 1]
de un Movimiento Browniano, entonces para cualquier funcion f : 2 — R continua y
acotada, E(f o X*} — E(f o B) cuando A — oco. La demostracién sigue ln misma idea que
la del principio de invariancia de Donsker, se prueba la convergencia de las distribuciones
finito-dimensionales inducidas por la sucesién de procesos y luego se verifica Ia tension
de ésta. De hecho, para verificar la tensidn, se utiliza una extension de la desigualdad
de Etmandi utilizada previamente. Asi, la demostracion es completamente paralela a la
del principio de invariancia de Donsker, cosa que no resulta tan extraia si se piensa que
los procesos de Levy son la version a ticmpo continuo de lo que representa la caminata
aleatoria como proceso de incrementos independientes y estacionarios a ticmpo discreto.
Para verificar el Teorema 3.6, nos ayudaremos de los resultados sobre convergencia débil
en el espacio de Skorohod, para lo cual necesitainos algunos lemas previos.

LEMA 3.3. Si f : [0,a] — R es una funcidn continua por la derecha en [0,a) y con
limites por la izquierda en (0, a], entonces

. H
nlﬁx}gﬂ f(-z—"a 1 ‘i;(x)p J(t) conforme n — oco.
DEMOSTRACISN. Sea

M = sup f(1),

te[0.a)

Mo = mix 1 (ma

y para cada n € N, consideremos t, € [0, a} tal que
M—-1/n< flt}) <

Entounces f(t]) converge a Af conforme n — oo. De la conumcidad sccuencial de {0, a]?,
se sigue que existe una subsucesién (tn), n de (27,), oy convergente, dignmos a un punto
t € [0, a]. Pueden suceder dos cosas: que ¢l conjunto {n € N: ¢, > t} sea infinito o que su
complemento lo sea. En el primer caso, por la continuidad a la derecha de f, M = f(t) ¥y
en el otro, por la existencia del limite por la izquierda, Af = f(¢t—). Consideremos ahora
una sucesién s; de puntos de la forma i/2" que converja a t, por la derecha en el primer
caso. y por la izquierda en el segundo. Entonces limg_o, f(sx) = Af, de donde se sigue que
limy o My 2 limg—oo f(s) = M (el primer limite existe por ser una sucesién creciente y
acotada) y la desigualdad contraria es evidente. O

LEMA 34. Sea X = (X‘)‘E(o.w) un proceso de Levy. Entonces, para cada A > 0,

que existe por ser f acotada,

Pl sup |X:| > 2] <3 sup P(|X,} > A/3).
te(0.a} t€(0.a]

3Ver [1].
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DDMOSTRACI(SN. Como X es cadlag, se sigue del lema anterior que

sup |X,| = llm mnx |4\ als
tef0,a)

de donde se sigue que SUPy¢iq) | X es una variable aleatoria, por lo que la probabilidad
del lado izquierdo de la desigunldad anterior tiene sentido. Notemos que

IP( sup | X¢| > A)
t€(0,a)
JEEDP(OI%:%§"IA swal > ,\) .

Donda la iiltima igualdad se sigue pues la sucesién

(ssiva).

es creciente. Al utilizar la desigualdad de Etmandi, probada como parte del principio de
invariancia de Donsker, se tiene que

(i, s ¥ seal > )

o<gig2an

P mis X ool > ,\) <3 mix P(IXal > A/3),

por lo que

n—oo 0<

Jim n»( méx [Xal > 2) <3 lim mdx PNl > A/3)
< 3 sup ll’(l,\',l > A/3).
tel0.a]

a

LEMA 3. 5 Si; X = (X,)‘>0 es un proceso de Levy con E(X|) =0 y 0 < Var(X,) =
‘0% < 00, entonces

‘@gw(ml > ,\a\/i) =P(|B| > A).

DEMOSTRACION. Basta probar que si ({,),n €5 una sucesién de reales no negativos
tal que ¢, — oo cuando n — oo, entonces Xy, /o /T, converge en distribucién a B;, puesto
que la funcién || y la distribucién normal son continuas. Esto es cierto cuando ¢, = n, por
el tcorema limite central y la independencia y estacionariedad de los incrementos de X
(asi como el que tenga varianza finita y positiva). Si (t,),en ©5 una sucesién para la cual
tn — oo cuando n — oo, entonces s, = [t,} — oo conforme n — oo, por lo que X,,/0/5,
converge en distribucién a B; cuando n — oo. Pero como /5,///t, — 1, se siguc que
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X, /1T, converge en distribucién a B,. Finalimente, notemos que (X, — X,,) /o+/t, con~
verge en probabilidad (o en distribucion) a 0, puesto que si € > 0, entonces

P(| X, — X,.| > eoViy) < 1"5;" Sn 0.
n

(]

Finalmente, daremos la prueba del Teorema 3.6 a continuacién. Durante toda la de-
mostracion consideraremos a los procesos dados en el Teorema 3.6 v al proceso Y = (Vi) 50
definido por ¥; = X, — ut, que es un proceso de Levy con la misma varianza que X pero
con media 0. Asi, la sucesién de procesos a los que se refiere el Teorema 3.6, (,\"")keN, se
obtienen a partir de Y de la siguiente manera: X} = ;‘-y: con ¢ = 0. Para cada t > 0,
notemos que

k
1
X(k == E Yu - Y(--l)n
ok <

que por la independencia y estacionariedad de los incrementos, ¢s una suma de & variables
aleatorias independientes ¢ idénticnimente distribuidas de media cero y varianza ¢, de donde
convergen en distribucién a una variable cuya distribucion limite es N (0, t). El argumento
no es vilido para t = 0, sin embargo la conclusién es cierta. Si

0=fQSllS"'Stn-

entonces las variables
k , Sk ok sk -k
Xg. - Atcn Al: - ’\tlv RS Al.. - A‘n—l

son independientes y tiecnen la misma distribucién que las variables

& 4.3 23
Xh’ ’\tn—ll' M ’\ln—(n—l

respectivamente, por lo que la distribucién limite del vector aleatorio

(Xc_ _ I\."—‘)n

i=1

es normal con media cero y vector de varianza-covarianza ((t; — ti—y) 6‘j):|‘j=l| de donde,la
distribucidén limite del vector aleatorio
- n
(‘\ t )i= 1
es normal con media cero y matriz de varianza-covarianza (t, At ,—):‘J.gl, puesto que la

asignacién
(1. n) = (T, ) + X2, ..o T+ 00 )

es continua. Esto significa que las distribuciones finito-dimensionales de X* convergen a las
de B. Faltan ahora las dos primeras condiciones del Teorema 3.5 para poder concluir que
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Xk converge débilmente a B, siendo Ia pritnera evidente pues Xk =0 nos ocupareInos
’ p 0
de la Segunda. que es verificar igualdﬂd

lg'}nlunbuplp({w € w (X" b)) >c}) =0

&
para cualquier € > 0, para lo cual es suficiente considerar el primer limite para una
sucesién que converja a cero, por cjemplo 8, = 1/n, puesto que como funcién de delta,
el limite superior sobre k de las probabilidades es una funcién decreciente Sea € > O y
notemos que

P(w!'(X*, 1/n) > ) =P sup |V — Y3| > coVk
ENTIORY
ls—(llﬁk/’n
Sea w € 2 tal que w!(X*(w),1/n) > . Entonces existen s,t € [0, 1} tal que |s —¢t| < k/n
y Vs —-Y] > ea V&, donde podemos suponer sin pérdida de generalidad que s < t. Pero
entonces, consideremos a j € {1,... ,n} tal que s € [—U‘—'l, 423, por lo que tenemos dos

opciones para ¢, 0 pertenece a (-—(-’;'l L)oa [—1 k(7 + 1)n). En el primer caso, notemos
que alguna de las 2 cantidades sxgmcntcs. debe ser mayor a eoVk/3,

D; - k“—lll o
|}’( —_ }l-&“-ll"

pues de suponer lo contrario, la desigualdad del triangulo nos regala una contradiccién.
En el segundo caso, alguna de las siguientes 3 eantidades debe ser mayor a eavV&/3,

Y, — Yq,-.ll o
I}’k g,-ql o
e — Y_._"ll,

pues de nueva cuenta, el suponer lo contrario nos lleva a una contradiccién al utilizar la
desigualdad del tridngulo. En cualquier caso, nos damos cuenta de que, si w € §2 es tal
- que w!'(X*(w),1/n) > £ entonces existe un natural j entre 1 y n tal que

sup |V — k“—lll > eaVk/3,
te[HT ) by

de donde obtenemos la contencién

{w'(X*, 1/n) > €} L"J{ sup |Yiu-u,, — ﬂ,"-_ul > Ea\/E/S}

=1 s€{0,k/n)
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y por la estacionariedad de los incrementos, la probabilidad de los eventos del lado derecho
de‘la anterior contencién no depende de j, por lo que la subaditividad de IP nos permite
. afirmar que -
Plw'(X*, 1/n) > €) < nIP’( sup Y| > ea\/_:/S)
tclok/n)
’donde al utilizar el Lema 3.4, que es la generalizacion de la desigualdad de Etmandi a
procesos de Levy, acotamos cl lado derecho de la desigualdad anterior por
3n sup H”(I)",I > sa\/I:/Q)
te[0.k/n)
y para acotar udltima expresién, utilizaremos el Lema 3.5, que nos permite afirmar la
" existencia de t* = t*(A) y a > 0 tal que para toda t > t*,

lP(lY.] > /\o\/-) < ,\"

al considerar a > E(B}). Consideremos a t° = t*(e/9) y si k es tal que A/n > t* y
te [t‘ k/n], entonces

lP(lY,l > eaf/g) < n»(m > ea\/——/g)

“Por otro lado si t < t* < k/n, entonces la desigualdad de Tchcbyshu' nos permite afirmar
que ;

1?(|Y.| > eavk/9) <

—AS| vemos qu sx Ic/n > t°, se tiene que

.94 .02 s
‘3n sup P |Y.|>ea\/1:/9)53 9¢zv3 Qn\/r‘

te(0.k/n) en 2k
de donde
‘ 9%a 9Tt 9ia
-k i —
hm ll}cnsup Plw'(X*, 1/n)>¢€) <3 hm lxm sup— Vo — < 3[}_1_52) o = 0,

lo cual establece la tensién de la sucesion de mcdxdas de probabilidad inducidas por la
.sucesién de procesos {X*),_, y termina la demostracién del Teorema 3.6.
3.4. La ley arcoseno

Como una aplicacién del teorema limite presentado en la seccién anterior (el Teorema
3.6), calcularemos la distribucién limite conforme ¢ — oo de

Y= —})\({s € 0,4 : X, > ps}),
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donde X es la medida de Lebesguc en R y X = (X;),5o €5 un proceso de Lévy tal que
Var(X,) < oo y E(X);) = p. Todavia no se verifica que Y; esta bien definida (no se ha
probado que el conjunto {s € [0,¢] : X, > 15} sca Boreliano) y que es variable aleatoria,
ademas de verificar que la distribucion de Y, converge puntualmente a la distribucién
arcoseno conforme t — 0o. Este teorema limite es de caricter distinto a los anteriores
pucs en ellos utilizébamos sucesiones de variables aleatorias y no colecciones indicadas
por un subconjunto de los reales, pero las téenicas que utilizaremos serdn muy parecidas.
Antes que nada, notemos que las asignaciones

(4, w) — X(w)
(ln“)) Land lsG[n.b]
de {0,00) x Q en R son (HBo.0) & F, Pr)-medibles, por lo que la asignacién

o0

(t,w) me(w) = Z’\—{-\(w) 1(5[' 54y

=1
que denotaremos por XF, también lo es. Como X continuo por la derecha, se sigue que Xk
converge a X, para todo (¢, w) conforme k — oo, por lo que la asignacidn (8, w) — X(w)
es medible respecto a Blo,co) @ F y DBr. Esto nos dice dos cosas, que el conjunto
{s €[0,8] : X, > pus}
pertenece a & para cada w € Q y que la asignacion
wr A{s € [0,8] : X. > ps})

es (F, PBr)-medible, por lo que Y} estd bien definida y es medible respecto a F y @Br. En
cuanto a la convergencia de las distribuciones de Y; a la distribucion arcoseno conforme
t — oo, basta probar que la convergencia en distribucion de (Yi),en & una variable con
distribucién arcoscno, puesto que en ese caso si c € R y a > 0, entonces

Fugle = a) = P([¥jg = Yil 2 a) S Fu(e) € Fyy(c+a) + B(IYjg =¥l 2 a),
de donde al considerar limites inferiores y superiores y utilizar la continuidad de la distri-
bucién arcoseno, se sigue que ¥, tiene distribucién limite y que coincide con la distribucién

arcoseno siempre y cuando la sucesion {Yi},. .y converga en distribucién a una variable
con distribucion arcoseno, todo esto gracias a la desiguuldnd

t
1Y: — ¥ql < 2{¢)- [t][ ] < ?
de la cual se desprende que
B(|Yy) - Vil = @) < 1,¢3,

que converge a 0 conforme ¢t — oo para cualquier o positiva.
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Ahora nos encargarcinos de verificar que (Yi ), en converge en distribucién a una varia-
ble con distribucién arcoseno. Para csto, consideremos la aplicacién h : D — R definida
mediante la igualdad

h(z) = / xd,
[o.3)

que tienc sentido pues los elementos de D son (9Bp, Fr)-medibles. Primero, notemos que
la asignacién

: (t,z) — z(t) =z,
es (B, @ Do, QR)-medible, puesto que las asignaciones
(t- ) x,
(ts .’E) — lleln.b]r

donde s € [0,1], lo son, de donde la aplicacién

, kt] + 1 :
=)= x(uk_) =zl + 3T Lt

=1

también lo es, de donde el limite cuando k& — o0 es (Bo,1} ® Bp, Br)-medible y éste es
precisamente la aplicacién (¢, ) — x;. Esto nos dice que h es (B, Br)-medible. Por otro
lado, en el Capitulo 2 hemos visto que

WCCNO({xeD:h(z)<c}))=WO({z e C : h(x)<c}))=0

para cualquier ¢ € R que pertenezca al complemento de un conjunto a lo mais numerable,
por lo cual, en el complemento de dicho conjunto se cumnple que

P(ho X* < ¢) — A(c),
donde
Xie — pkt
ko?
y A denota a la distribucién arcoseno. Pero como A es continua, el limite también es A(c)
para cualquier ¢ € R. Finalmente, basta notar que

Xf =

ho Xk = % - 1x,>udi = Y,
o

de donde hemos verificado que {Yi},cn converge en distribucién a una variable con dis-
tribucién arcoseno conforme & — oo.
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Notas

Con el objeto de resolver el problema planteado en la introduccién de la tesis es
que se presenta un eshozo de la teoria de la convergencia en distribucién en el espacio
de Skorohod. Las demostraciones de estos resultados se pueden consultar en [3]. En la
Seccién 3.3, se da una demostracién de un teorema limite para ciertos procesos de Lévy
mediante una adaptacién de la prueba del principio de invariancia de Donsker presentada
en el Capitulo 2. Vale la pena mencionar que ésta no corresponde a un primer intento de
solucioén. De hecho, la primera prueba para cste teorema limite utilizaba resultados un
poco mads finos sobre convergencia en distribucién en el espacio de Skorohod, por ejemplo,
resultados concercientes a cambios de tiempo aleatorios.




Conclusién

El problema quyc se planteé en la introduccion fué el de aproximar la distribucién de
) 1
hr = — 1y, dt
T =5 - (Ye>Aut)

donde (Y1),50 = (SN, );>0 €5 un proceso Poisson compuesto tal que E(S)) = py E(N}) = A,
bajo la hipdtesis adicional de que la variable S, fuese acotada. Esto implica que el proceso
(Yi);>0 s un proceso de Lévy con varianza finita, y como E(}}) = Aput, se sigue que el
Teorema 3.6 aplica y asi como la ley limite para A, esto es, para cada + € R,

71_1'm P(hy < x) = A(x),

donde A es la distribucién arcoseno introducida anteriormente, es decir, para 1" grande,
Ia distribucion de hAr se puede aproximar mediante la distribucion arcoseno. Como los
cuantiles 1/4 y 3/4 para la distribucién A son 0,15 ¥ 0.85 aproximadamente, se concluye
que, al menos para T grande, con probabilidad 1/2, menos del 15 9% del ticmpo o nuis del
85 % del tiempo la aseguradora tiene que aportar capital adicional para Ia constitucion de
la reserva de riesgos en curso. Esto es, con probabilidad 1/2, In compania de seguros tiene
muy bucna suerte o muy mala suerte, siendo esto consecuencia de que la distribucién
arcoseno sc encuentre concentrada alrededor de sus valores extremos, 0 y 1, en vez de
alrededor de la media, que es 1/2.

Las companias de seguro deben considerar el anterior resultado ol garantizar (en la
medida de lo posible) que tienen el capital suficiente para poder constituir la reserva de
ricsgos en curso en caso de que la prima cobrada no sea suficiente para tal efecto durante
la vigencia de la pdliza, que como ya vimos, no es una situacion andmala, sino mas bien,
un tanto comun.
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APENDICE A

Algunacs propiedades de los espacios métricos

El motivo de este apéndice es verificar tres resultados concernientes o propiedades
de los espacios métricos que fucron utilizados en el Capitulo 2. Empecemos con el mas
sencillo, que nos habla acerca de convergencia de sucesiones:

TEOREMA A.l. Sea (M, p) un espacio métrico y (ir,),n una sucesion de elementos
de M. Entonces dicha sucesion converge a x st y solo st cualquicr subsucesion (x),),cn de
(zn),en admite a su vez una subsucesion (xy),.n que converye a x.

DEMOSTRACION. Si la sucesion (Tn)nen cOnverge a ., entonces toda subsucesion con-
verge a x, por lo que toda subsucesion de cualquier subsucesion converge a .

Por otro lado, si la sucesion (i, ), ¢y N0 converge a x, entonces existe € > 0 tal que
para cualquier n € N existe m 2 n tal que p(a,,, ) 2 €. Asi, podemos considerar my; > 1
tal que p(x,,, ) = € y a partir de m,, asegurar la existencia de my > my + 1 tal que
p(ZTny, ) 2 €. De manera recursiva, consideremnos una sucesion estrictamente creciente de
naturales (m,), ¢y tal que p(a,,, ) 2 €. Claramente, la subsucesion (m, ) ,en 4€ (Tn),en
no admite subsucesiones convergentes a .

El siguiente resultado nos habla acerca de cierta propiedad de los subespacios separa-
bles de los espacios métricos y fué utilizado en la demostracion del Teorema de Prohorowv:

TEOREMA A.2. Sea (AL, p) un espacio métrico y N C M separuble. Entonces eriste

una familia a lo mds numerable  de conjuntos abicrtos con la siguiente propiedad: si
re GNN,
donde G C M es abierto, entonces existe U € % tal que
zelUcUcCG.

DEMOSTRACION. Sea D C N un conjunto numerable tal que N € D. Entonces la
familia
‘ U = {By(d): q € QN (0,00),d € D}
es numerable. Si ¢ C M es abierto y z € NN G, entonces existe r > 0 tal que B.(z) < G.
Por otro lado, sabemos que existe g € QN (0,7/2), y como r € N C D, entonces existe
d € By(x). Sca U = By(d), por lo que x € U y ademss, si z € U, entonces

oz, ) < p(z,d) + p(d,x) < 2q <,
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de donde U € B.(x) C G. Asi, la familia % satisfuce las condiciones deseadas. a

El tltimo resuitado tiene que ver con una caracterizacion de la compacidad y también
se utilizé en Ia demostracién del Teorema de Prohorov. Recordemos que en un espacio
métrico (A, p), un subconjunto C de Af s compacto si y sélo si es compacto por suce-
siones, es decir, si y sélo si cualquier sucesion con valores en C admite a una subsucesién
convergente a un punto de C. Decimos que C C A es totalmente acotado si para cada
e>0existen n>1ymx,..., o € M tal que

n
ccllB(x).
=1
El siguiente teorema nos proporciona otra caracterizaciéon de la compacidad en espacios
métricos:

TEOREMA A.3. Si (M, p) es un espacio métrico y C C M, las siguientes condiciones
son equivalentes
a) C es compucto.
b) C es totalmente acotado y completo.
DEMOSTRACION.

a)=> b): Si C no es totalmente acotado, entonces existe € > O tal quesi y,...,x, €
M, entonces existe

n
z e C\|JBu(zs).
i=1
Como C es no vacio, sea z; € C, por lo que existe x2 € C \ B.(1), esto es,
p(z1, z2) = €. Ademss, existe

2
z3e C\|JB:(=z).
i=1
por lo que p(z3,z;) = € para i = 1,2, Continuando recursivamente, podernos

construir una sucesién (x,)h=, tal que si n # m entonces p(xn, Tm) = €. Clara-
mente esta sucesién no admite ninguna subsucesién convergente a un punto de
C, puesto que no es de Cauchy, por lo que C no es compacto. Esto nos dice que
si C es compacto, entonces C es totalmente acotado. Ademas, cualquier conjunto
compacto es completo, pues si (r,),en 5 una sucesién de Cauchy con valores en
C, entonces admite una subsucesion convergente a un punto de C, por lo que la
sucesion original es convergente a un punto de C.
b)=> a): Para cada n > 1, existe k,, = 1 tal que C esti contenido ¢n

kn
U B

i=1
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donde By, cs una bola de radio 1/n con centro en algin punto de AL 8i (rn),en
es una sucesion de valores en C, entonces para n = 1, existe un conjunto 3, que
contiene a una infinidad de elementos de la sucesion, digamos que x,,,, € B,
para j = 1,2,..., donde la sucesion (m..,):’__, es estrictamente creciente. De la
misma manera, para n = 2, podemos extracer de i subsucesion (.17,,,“)
subsucesién (wp, )

Tmz, ) =1
cen a la misma bola de radio 1/2, digamos 13;,. Procediendo de manera recursi-
va, construimos para cada & 2 1 una subsucesion r"“»l)f'l de tal manera que

oo
una
je=1

tal que todos los clementos de dicha subsucesion pertene-

(w,,.,‘“'))jzl sca subsucesion de (Tm, )} .., ¥ que @, , pertenezea a la misma bola

oo

Jzit

de radio 1/k. Esto nos dice que la subsucesién (.r,,.”) de (&), en es de Cauchy,

=1
puesto que si i < j, p(Tm,,» Tm,,) < 2/i, y por la completez de C, converge a un
punto de C, de donde C es secuencialmente compacto y por lo tanto compacto.

]
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