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PREFACIO

El objeti&o del presente trabajo es ¢l de presentar de manera somera los inicios del Axioma
de Eleccion, no se pretende brindar una historia detallada de su inicio, lo cual seria casi
imposible ya que los primeros usos de elecciones arbitrarias pudieron haberse dado en la
época de Euclides y tal vez antes.

Es importante sefialar que al aparecer el axioma tal como lo planteo Zermelo se generaron
fuertes controversias entre los matematicos de la época, aun cuando en su trabajo diario lo
utilizardn aunque fuecra de una manera implicita en distintas ramas de las matematicas
(Anadlisis, Teoria de los Numeros, Conjuntos, etc.), no es mi intencién exponer todas las
conl;roversias que se suscitaron, solo algunas de las que considero desde mi punto de vista
(tal vez limitado) las mas importantes.

Es posible distinguir cuatro etapas cn el uso de elecciones arbitrarias que llevaron a la
formulacién del Axioma como se conoce en la actualidad, a saber el Tcorema de la Unién
Numerable, el Principio de Particion, la frontera entre lo Finito y lo Infinito y finalmente la
linea entre los problemas del Principio del Buen Orden y la llamada Tricotomia de los
Cardinales.

Esperando que le presente trabajo sirva para dar una idca de los inicios del axioma y de los

problemas que se plantcaron cuando Zermelo lo enuncio.




1. - INTRODUCCION

En 1908 Zermelo propuso unu versnon del Axioma de Eleccién el cual era atil para

espccnfcar propos:cnones mas déblles y que en su version final establece:

(1.1).-Dada una famllla Tde conjuntos no vacios existe una funcion f’la cual asigna a cada

' mlembroA de Tun elementof(d) de A. fsera llamada funcién de eleccion de 7.

,El caso no tnvnal més debll que ocurre es cuando 7 es numerable. Este caso se¢ conoce

como el Axroma de Elecc:én Numerable y se abreviara de aqui en adelante como el

Axioma Numembl¢ En la época que Zermelo establecié el Axioma de Eleccion, el cual

habia deducido de una‘suposicién que un gran nimero de matematicos habfa usado

implicitamente [1908,113]. La naturaleza de tal uso era diferente durante el periodo anterior

a la fonnul_ag:ién : dé Zeh-nelo. Al uso implicito del Axioma de Numerabilidad lo
denom‘inarcmos como SN. Después de 1904, los matematicos estaban consientes de que al
hacer infinitas elecciones arbitrarias cra necesario usar el Axioma. Las unicas excepciones
fueron de tres matematicos italianos que evitaron intencionalmente tales elecciones durante
el periodo 1890-1902. El primero de los cuales fue Peano.

El contraste del uso implicito de la Suposicion se daba cuando ocurrian infinitas elecciones.
Algunas veces esas elecciones sucedian explicitamente. En ocasiones un matemitico podia
émplear una proposicion que habia sido previamente demostrada, usando una infinidad de
elecciones arbitrarias y para las cuales no se conocia otra prueba. Sin embargo podia no
reconocer que habia hecho tales ¢lecciones arbitrarias indirectamente, este caso se ha usado
como la suposicion SN. Desde luego, ¢l hecho de que un uso de SN pudiera evitarse no

. implica de ninguna manera que el matematico involucrado haya revisado su demostracion.

A menudo se usaba el Axioma de manera incvitable ya que la proposicion en cuestiéon no



se podia demostrar en la teoria de conjuntos de Zermelo-Fracnkel (ZF) pero se podia
deducir en ZF agregandole el Axioma de Eleccion (ZFC). A veces nos referiremos a un uso
inevitable diciendo que la proposicién P requiere del Axioma. Al decir que P es equivalente
al Axioma significa que tal equivalencia es demostrable en ZF. Se puede ver que el Axioma
se ha usado implicitamente para demostrar una proposicién P si y solo si P es equivalente al
Axio;na; A ; pesar sde. que el Axioma justifica infinitas elecciones mientras sean

independientes- unas de otras, los matemsticos algunas veces hicieron una infinidad de

'elei‘:éic;ﬁes,:&e tal manera que una eleccién dada dependia de aquéllas previamente hechas.
l’iseﬁér’a el caso, bor ejemplo, de los primeros intentos por bien-ordenar un conjunto infinito
) ;.AArl,:‘té;rngndo un clemento después de otro de M. Mas tarde se reconocié que ¢l Axioma
podla ajl;sliﬁcar también las elecciones dependientes. Comunmente las clecciones
dep ;diehtes sucedian cuando un matematico seleccionaba una sucesion u,a;,... tal que la
.eile(r:c'iéﬁy ‘defa,.;l, dependia de a,. En general tales elecciones no pueden hacerse usando el

Axioma’de:Numerabilidad, aun en la recta real. A pesar de lo cual, la existencia de tal

» sucesnén rj)uedejustiﬁcarsc por una proposicién que se derivaba del Axioma de Eleccion, la
é;l'larlt}‘)ropru.so,l’aul Bernays en 1942 como la forma mas débil del Axioma, util en analisis.
Esta foﬁna se conoce como el Principio de Elecciones Dependientes:
’(Vl .2)7-: Si S es una relacion binaria en un conjunto A4 tal que para cada x en A4 existe algin y
en A con'x § ¥y, entonces hay una sucesion a;, az ... tal que para cada entero n>0,
dn eété endyan,S a,s; es verdadero.
Para obtener otras proposiciones que se derivaran del Axioma pero que fueran mads débiles,
se debia de buscar una proposicion alternativa. Tal proposicion puede ser la forma
restrictiva del Axioma, digamos el Axioma de Numerabilidad, o e! Principio de Elecciones

Dependicntes, pero ademas puede haber otro tipo de proposiciones. Por otro lado, no se
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pl.ylévc‘lelol\}ied»ér el intento de L. J. Brouwer y sus seguidores, cri‘»1<9(.)7, de reformular todo en
klél"ﬂ‘lil:]OS Intuicionistas.

A partir del Conjunto Infinito de Cantor los Intuicionistas formularon una ideologia mas
coherente con un trabajo constructivista mas general. Dicho constructivismo era suspicaz
del infinito actual (O al menos de los cardinales no numerables de Cantor), de la existencia
de pruebas las cuales no exhibian un objeto definido Unicamente, y del Principio de
Exclusion Media, aplicado a conjuntos infinitos.Dentro de la tradicién cantoriana, se puede
ver la Axiomatizacion de Zermelo como la respuesta a la pregunta:

¢ Qué es un conjunto?”

Esta pregunta ha scrvido como tema para el desarrollo de la Tcoria de Conjuntos. A pesar
dec lo anterior, desde 1908 han quedado implicitos, todos los intentos para modificar los
Axiomas de Zermelo, o para remplazarlos por otros, en las polémicas de sus criticos
constructivistas francescs. En 1913 Michelle Cipola argumenté que ¢l Axioma restringia el
concepto general de conjunto. Desde que surgié el Axioma, éste aparecié de una manera
velada en muchas pruebas y dado que era ficil soslayarlo, se examinaron algunos teoremas
fundamentales cuyos argumentos habian sido dados antes de Zermelo y los cuales
involucraban implicita e inevitablemente su uso. Anteriormente a 1904 algunos de los usos
implicitos ocurrian en: Analisis Real, Teoria de Numeros Algebraicos, Topologia y Teoria
de Conjuntos. La primera proposicion a considerar cuando habian empezado las
investigaciones de Cantor en 1870, era: el Teorema de la Union Numerable, el cual fue
empleado en la Teoria de Conjuntos y el Anilisis:

(1.3) La unién de una familia numerable de conjuntos numerables es numerable.

Para entender el papel de Axioma en la demostracion del Teorema de la Unién Numerable,

supongamos primero que cada conjunto A;, A;... es numerable. Donde los elementos a;;,
7



a,z,;;.'.ésfén en A,: enionccs sca B la unién de todos los 4; que contienen elementos a;; donde
iF benehecen a los naturales. Se observa que 2B es un conjunto numerable usando el
mguﬁenlo de Cantor que mostraba la numerabilidad de los racionales.

De donde Ia unién numerable de conjuntos numerables es un subconjunto de un conjunto
numerable y por lo tanto es numecrable. A pesar de que el uso del Axioma no se ve a
primera vista, se utiliza cuando enumeramos todos los A4, Existen infinitos 4, para cada
uno de los cuales existen muchas posibles biyecciones sobre el conjunto de los naturales.
Por el Axioma de Numerabilidad asociamos a cada 4, una dnica biyeccién a;, por lo que los
a,fé_istén bien definidos. El segundo ejemplo se encuentra en la frontera entre lo finito y lo
L 1nfimto, frontcra que podia ser muy ncbulosa con la ausencia del Axioma

,_‘(1‘_4. Cada conjunto infinito contiene un subconjunto numerable.

- 1’18"95,5Borel 1898 y Russell 1902 demostraron este Teorema usando la Suposicion
in'qi%xﬁilidad implicitamente: Un conjunto A es finito si:

v 1) A'éss\»/’a‘;io o si-

ii) para Alg\'xﬂ n, existe una biyeccién de 4 sobre {1.2,..., n}. De otra forma A es infinito.

La p:ll'l‘le‘a de Russell muestra c6mo es utilizado el Axioma.

Dado que A -es infinito, existen subconjuntos 4, A>,..., de A tales que para cada n, 4,, tiene
exactamente 2 elementos y es un subconjunto de 4,+;. El subconjunto numerable A
descado es la uniéon de todos los 4,. Aparentemente Russell no se percaté de que para
formar 4,+; una vez que 4, sc habia obtenido, uno debe seleccionar algun elemento de 4 -
A,. En virtud de la Numecrabilidad, muchas elecciones son necesarias y puesto que no existe
regla disponible en general, la prueba requicre del Axioma de Numerabilidad.

El tercer ejemplo es la proposicién denominada Principio de Particién:

(1.5) Si un conjunto A se parte en una familia S de conjuntos ajenos no vacios, entonces S
8



cs cquipotente a un subconjunto de M.
Durzime 1880 Cantor utilizé6 un caso especial del Principio de Particién cen una
investigacién sobre la topologia de la recta real. Sin embargo la formulacién explicita del
Principio de Particién se debe a Cesare Burali - Forti (1896).
En el presente no es posible precisar cuando el Principio de Particion es mas débil que el
Axioma o es equivalente a él. Como ejemplo final consideremos la Tricotomia de los
" Cardinales, un Teorema relacionado estrechamente a la Proposicion que establece que cada
5 conjhnlo puede ser bien ordenando.
(1.6) Para cada par de cardinales m, nsctienequem <n o m=n om>n
: :‘:C:;jx‘tando sc formula cn términos de conjuntos en lugar dc cardinales, (1.6) afirma que dos
(':'ojﬁj’%xintos cualesquiera 4 y B son comparables ie. uno de ellos es equipotente a un
§@§édpjunto del otro o equivalentemente que existe una funcion inyectiva de uno en el otro.
i En ]895 Cantor asumi6 la Tricotomia de los Cardinales sin prueba. Afios mas tarde escribié
:Q'Dédgkind que la tricotomia se derivaba de la proposicion de que todo conjunto puede ser
'biep ordenando (Cartas del 28 de Julio). Su equivalencia permanecié sin demostrar hasta
que en 1915 Fiedrich Hartogs la hizo. Estos cuatro temas, ¢l Teorema de la Unién
Numerable, el Principio de Particion, la frontera entre lo Finito y lo Infinito y finalmente la
‘linea entre los problemas del Principio del Buen Orden y la Tricotomia de los Cardinales
’ formaron la corteza bajo la cual el Axioma de Eleccion y su historia comenzarian.
2.- LOS ORIGENES DE LA SUPOSICION
E Ahora podemos seiialar los niveles a través de los cuales ¢l uso de elecciones arbitrarias
pasé a la formulacién explicita del Axioma por Zermelo. En particular los esquemas de las
cuatro ctapas, haciendo visibles sus fronteras histéricas. La primera etapa, tomando un

clemento no especificado de cada conjunto, puede encontrarse en los "Elementos de
9



y tal vez antes. Tales elecciones formaron una base del método antiguo para

N prqbarv_l'.xrrnh géﬁemiizacién considerando un objeto arbitrario pero definido, y después

jéjéédta‘nd‘olebl argumento para tal objeto. Esta primera etapa también incluia una eleccién

éfBélré;ia de un elemento de cada uno de los conjuntos de mancra finita. Es importante
énicnder que el Axioma no se necesitaba para una eleccion arbitraria de un solo conjunto
aun si- el conjunto contenia infinitos elementos. Para un sistema formal una cleccion
arbitraria unica podia eliminar por medio del uso de la generalizacion universal o por
simples reglas de inferencia. Por induccion en los nimeros naturales, dicho procedimiento
pucde extendcrse a cualquier familia finita de conjuntos. La segunda ctapa comienza
cuando un matemitico hace un nimero infinito de elecciones determinando una regla.
Dado que esta etapa presupone la existencia dec infinitas familias de conjuntos, dos
candidatos para esta situacién son el Anilisis del siglo XIX y la Teoria de los Nameros. En

el.caso del Anilisis habia analistas que arbitrariamente elegian términos de una sucesion

..en”el. segundo, los teéricos-numéricos seleccionaban representantes para una
infinidad de.clases de equivalencia. Cuando algunos matematicos, probablemente Cauchy,

::hicieron tal infinidad de elecciones, y no mencionaron la regla la tercera etapa se inicio.

’Este d ScuidOg - el error para establccer una regla para seleccionar infinitos clementos—
) inélivé 'e.l desarrollo de la cuarta ctapa. Asi en 1871, como se describira mas adelante,
Cantor realizé una sucesion infinita de elecciones arbitrarias para las cuales no habia regla
posible y consecuentemente se necesité el Axioma de Numerabilidad por primera vez. Sin
embargo Cantor no rcconocié la imposibilidad de especificar dicha regla. Después de esta
fecha analistas y algebristas incrementaron el uso de tales elecciones arbitrarias sin darse
cuenta de que una suposicién importante, pero velada, estaba involucrada. De la cuarta

ctapa surgio la solucién de Zermelo al problema del Buen Orden y la formulaciéon explicita
10




“del- Axioma de 'Elecciéon. De cualquier forma durante los primeros afios del siglo XIX
permanecio la idea de las matematicas como un proceso de construccion. Si uno deseaba
probar que un determinado tipo de objcto matematico existia, entonces uno deberia de
construir dicho objeto de aquéllos para los que previamente se habia demostrado su
existencia. Por otro lado, dado que las técnicas permitidas en la construccion de dichos
objetos no estaban delimitadas precisamente, fue asi como se hicieron infinitas elecciones
arbitrarias. Estas tendencias opuestas eran visibles en la mayor parte del trabajo de la
Teoria de los Nuimeros que aparecio durante el periodo " Disquisitiones Arithmeticae®™ que
publicé Gauss en 1801. Durante 1a discusién de las formas cuadraticas binarias ax?+ 2bxy+
¢y, Gauss demostré que para aquellas formas con un discriminante dado d = b? - ac existia
un entero unico 7 tal que se podia partir en n clases mediante una relacion de equivalencia.
Puesto que reconocid que habia muchas formas de seleccionar un representante para cada
clase de equivalencia, cuidadosamente establecié un método por el cual habia solo un
numero finito de cllas para cada valor de d. Gauss remarco €l limite entre la primera y la
segunda etapa. Su acercamiento algoritmico a la Teoria de los Numeros hizo poco probable
que se acercara a la tercera ctapa. En la tercera, etapa en donde infinitas selecciones se
hacian sin método establecido, tuvieron posiblemente su origen en Andlisis antes que en la
Teoria de Los Nuameros. Esta etapa e¢ra ya evidente en 1821 cuando Cauchy establecié una
versién del Teorema del Valor Medio:

(2.1). - Dada una funcién f real en un intervalo fa, b/ se dice que ftienc una raiz en el
intervalo, suponiendo que f{a) y f(b) ticne signos contrarios.
Dado un entero m >0 Cauchy se percaté que 1a sucesion finita

J@). fta+(b-a)/m), fla+2(b-a)/m), ......, f(b)

deberia contener algun par de valores consecutivos con signos contrarios.



‘converycran al mlsmo punto digamos p, y dado que fcra continua en [a,b] para cada n,
los valores f(a,.) y f(b,,) tenian signos opuestos y por lo tanto f{a,) - f(bn) = fp} - f(p) = 0
: - ¢omo se deseaba.
‘ Mlentras Cauchy us6 infinitas elecciones para obtener un par de valores a, b, para cada n
‘ pudo de esa manera dar facilmente un método para especificar dicho par unicamente. En
péniqu]gr, ¢l pudo scleccionar para cada n, el par restante cuyos valores tuvieran signo
éqmrfui‘qen una sucesion finita apropiada. Consecuentemente la prueba de Cauchy se

: il()caliia en la:tercera ctapa. El proceso de subdivision repetida de intervalos utilizada por

'.,Cauchy;iq't'.lé‘habl'a sido usado tradicionalmente por Bolzano y Weierstrass, pudo haberse

onglnado en 1821 De hecho Bolzano lo utilizo en su primera prueba de 1817 de (2.1), en

contra -de:lo- af' rmado por varios historiadores. Cuando Bolzano utilizé dicho método fue
ara"dapun algontmo para aproximar la minima cota superior de un conjunto acotado de R

: -‘mé‘diant‘c;; lé-,suma de potencias de 2. De acuerdo a Cantor, el método de Bolzano-

Weicf_stréss de 'subdivisién de intervalos habia surgido de una investigacion de Teoria de
los Numeros de Lagrange, Legendre y Dirichlet. En un escrito de 1857 de Richard
Dedekind sobre Teoria de Numeros Algebraicos empleé elecciones arbitrarias de manera
que permaneciera en la primera etapa pero aproximindosc a la segunda y tercera. Dedekind
consideré polinomios formales con cocficientes enteros médulo un entero primo p, y se
percatd que se puede seleccionar un representante para cada clase. Sin embargo, no

consideré mas de dos representantes al mismo tiempo, y por lo tanto sélo hizo un nimero
12




' finito ‘de clecciones arbitrarias en una prueba dada {1857,7-8].En efecto, dado que el
:éohjunto de tales polinomios es numerable, él podia ficilmente obtener un método que
"especificara un representante para cada clase. Cuando publico la segunda edicién de las

lecturas de “Dificulte’ sobre Teoria de Nameros en 1871, Decdekind se baso en las
“Disquisitiones Arithmeticae” para la particion de esas formas cuadraticas binarias con un
discriminante dado en clases de congruencias. Por otro lado se abstuvo de establecer el

método, dado en las *““Disquisitiones”, para seleccionar representantes para esas clases. En
vez de eso traté con las propiedades de cualquier conjunto arbitrario de representantes.
La cuarta etapa, en donde los matematicos hacen infinitas elecciones arbitrariamente para
los cuales no hay regla posiblc y para los cuales consecuentemente el Axioma de Eleccién
es esencial, comienza en Octubre de 1871 cuando Eduard Heine escribe un articulo de
Anilisis Real que se imprimié al afio siguiente; dicho articulo tenia como base una
-investigacién que no sc¢ habia publicado de Weierstrass. Es probable que Heine haya
conocido el trabajo de Weierstrass por George Cantor, quien habia estudiado bajo la tutela
de Weierstrass en Berlin y que habia sido colega de Heine en la Universidad de Halle en
1869. Uno dc los Teoremas que se encontraban en el articulo de Heine que involucraba
qlecciones arbitrarias, se acreditaba a Cantor:
. (2.2) Una ﬁxqcién es continua en p < f'es continua por sucesiones en p  [Heine 1872,83].
_En efecto, »el;’;']‘ eorema de Cantor establecia que las dos caracterizaciones de continuidad son
ké.qt"xiyalyéhles. L;: primera era la definicién usual dada por Cauchy y Weierstrass:
'aiJn.;ak'l:'uh;:iénfes continua en un punto p si para £ >0 3 5 >0 tal que para cada x, /x-p /<n
= [f) - fim /<e.
La scgunda caracterizacion por medio de sucesiones en vez de intervalos, resulta ser lo que

sc ha mencionado anteriormentc como continuidad por sucesiones:
13



~Una: funcién real es continua por sucesiones en p si para cada sucesion x;xz... que

cqpyérge a‘p, la sucesion f{x1), f(x)..... converge a f(p)’ .

.7 La.demostracién de Heine habia sido tomada de la que Cantor habia hecho, usando
i({ipli;i@men;e la Suposicion para mostrar que la continuidad por sucesiones en p

.“implicaba la continuidad en ese punto. Supongamos, comenzaba Heine que fno ¢s continua

en . entonces existe € tal que sin importar que tan pequeiio sea np siempre hay un »n
: positivo tal que »n < n, y tal que /f(p+n) - / >&. Porlo que para cualquier valor de
no.. sea n (Ienor que np) para la cual la diferencia n, =(/f(p+n) -Jr) /) >g.para no/2 la
diferencia para 2 = 727 no puede ser menor que & para un n; = ng/4 sucede paran = n3 y
asi sucesivamente [1872,183]. Dado que las sucesiones »;, 1,,.... convergen a cero, entonces
p+ n, p+ ny,... converge a p; pero f(p+ n;), f(p+ nz ),.... no converge a f{p) contrario a la

':k'hipétesi/s. Los trabajos de Cantor y Heinec no dieron muestras que permitieran sospechar

“‘que una nueva y fundamental aseveracion se necesitaba para esa prueba.

o N;: fue sino hasta una década después de que ¢l axioma se formulo, que Michelle Cipolla
len Italia y Waclaw Sierpinski en Polonia de manera independiente reconocieron que (2.1)

necesitaba inevitablemente el Axioma. Con la publicacion del articulo de Heine la

Suposicion de Numerabilidad se utilizo en las matematicas. A primera vista el argumento

por el cual Cantor establece (2.1) parecia no diferir del argumento usado por Cauchy para

mdemoslrar (2.2) medio siglo antes. Cuando en 1886 Jules Tannery uso el argumento de
Cantor para probar (2.2) en un libro de texto de introduccién a la Teoria de Funciones,
Tannery no se percato de que algo inusual o sospechoso hubiera ocurrido [1886,108-109].

De hecho el uso implicito de la Suposicién que habia hecho Cantor cuando probo (2.2), no

! Se define a la propiedad continuidad por sucesiones para enfatizar que es paralcla a la continuidad. Esta
nocién se conoce también como continuidad de Heine.



conducian directamente a la formulacién del Axioma de Numerabilidad, sin embargo cste
teorema dio la primera de varias rutas por las que el uso de la Suposicion se generalizo en
las matematicas. Dedekind continué con esa ruta. En 1871 publico el décimo suplemento a
las lecturas de Dirichlet sobre la Tecoria de Numeros. En ese suplemento investigo métodos
para extender la factorizacién tnica en primos, descomposicion que se conocia para
enteros, y la extendié a nimeros algebraicos. En contraste, Dedekind utilizo elecciones
arbitrarias de un modo inevitable, en 1877 cuando publico un articulo descriptivo en
francés sobre su Teoria de Ideales y médulos. En 1871 habia definido un médulo como un
conjunto A de numeros complejos cerrado bajo la adicion y sustraccion e hizo a =b (mod.
A) significara (a - ) € A. La nocién de modulo (1a cual para los matematicos en un
tiempo era extrcmadamente general y la cual incluia su concepto de ideal como caso
especial) originado de una analogia con la congruencia « = b (mod m) introducida por
Gauss para enteros a, b, m [Dedckind 1877,70-71]. Después de argumentar sobre algunas
propiedades de sus médulos en su articulo Dedekind establecio el siguiente teorema:

(2.3) Sean 4, B médulos, entonces 7C < Btalque V b€ B, 7 b, e Bcon b; =b(mod A ).
Dedekind llamo a tal conjunto B, como un sistema completo de representantes para ¢l
modulo 42 . Para establecer (2.3) Dedekind simplemente hizo una particién de B en clases
de cohgruencias mod A y selecciono un elemento de cada clase. Este procedimiento no se
parecia esencialmente al que habia usado para obtener el conjunto de representantes de una
clase de congruencia mod m, o de formas binarias.(Legendre, Dirichlet y Dedekind en
1871). Sin embargo habia una diferencia esencial. Mientras que la eleccion de
representantes en los primeros casos se podia realizar por medio de una regla la prueba de

(2.3) no podia hacerse de la misma mancra. Ademas, si 4 era el conjunto de todos los
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numcros racnonales y.si.B era el conjunlo de los reales entonces B constituia un conjunto no

numerablc. Esto es cn_el (@] 3) Dedekind fue el primero en usar una forma de la Suposiciéon

o mas fuene quek en el caso de Numerabilidad sobre la que Cantor habia utilizado para
’ oblener (2.2).‘Esta afirmacidn se considero verdadera aun cuando dio un argumento similar
‘en su libro “Was send und was sellen die Zahlen? de 1888. En dicho libro fue mas lejos
haciendo particiones de todos los conjuntos en clases de equivalencia, y entonces
seleccionaba un representante de cada clase. En la prictica solamente nccesitaba un
conjunto finito de representantes para sus investigaciones de campos de numeros
algebraicos, por lo que no necesitaba el Axioma®
A pesar de que en 1897 en un reporte sobre tales campos Hilbert enfatizé que Dedekind
habia usado sus investigaciones sobre la nocion de modulo, Hilbert mismo [1897,245]
empled solamente esos médulos generados por combinaciones lineales finitas de elementos
base. Del. mismo modo cuando Hceinrich Weber introdujo un concepto mas general sobre
czylmp'o,-‘:en ; 1895, se restringid a campos extendidos obtenidos agregando nuevas

md 'tcn‘mnacmnes finitas, y por lo tanto no necesito de la Suposicion [1893,528].

Solameme y debido a un desarrollo posterior en la Teoria de Campos hecha por Steinitz y

d vc§paclos vectoriales de dimension finita hechos por Hamel y Hausdorff fue que se
~dél¢r£1iné completamente el papel del Axioma en esos temas. Por lo que (2.2) determind
: iu'na equivalencia de dos nociones:

La continuidad basada cn intervalos o vecindades y la continuidad por sucesiones.

En un espacio euclidiano n - dimensional en el que los analistas del siglo XIX realizaban

sus investigaciones, un punto p es punto limite si en cada vecindad Adep 3 gend - {p}.

? Estc tcorema reaparece cn las investigaciones de Legendre , Dirichlet y Dedekind.
? Sin embargo, en esa investigacion Dedekind restringio su discusién de teorfas generales como una concesién
a otros matematicos. Carta de 10 de junio de 1876 a Rudolph Lipschitz..
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Pof otro lado, si hay una sucesion asas, ..... de clementos de A4 - {p} que converjan a p,
entonces p es un punto limite de 4. Esencialmente, el Axioma evita la dicotomia originada
por la obtencién de la sucesién deseada de un modo analogo a la prueba de Cantor de que la
continuidad por sucesiones en un punto implica la continuidad. Aunque la nocién de punto
limite y de punto limite por sucesiones llevaban a definiciones diferentes de conjunto
cerrado, conjunto perfecto, etc., estas definiciones se consideraron equivalentes en R, por
muchos analistas del siglo XIX. Para aquellas definiciones basadas en intervalos o
vecindades, el Axioma se hizo inevitable en muchos casos. Un ¢jemplo importante fue el
Teorema de Bolzano-Weierstrass que en la actualidad se acredita solo a Weierstrass:

Cada subconjunto infinito acotado A4 de Rn ticne un punto limite. Durante 1865 Weierstrass
escribié una serie de articulos, en los cuales establecio el Teorema para » = 2. En 1874
Weierstrass en un escrito, demostré el Teorema de la siguiente manera:

Si una funcién real f tiene infinitos valores entre 2 nimeros ¢ y d, entonces el conjunto de

valores en [c, d] tiene un punto limite 5. Para un entero dado m >1, Weierstrass represent6

- Donde kes el éntero menor, mayor o igual a ¢, tal que el intervalo fk k+1] contiene
infinitos valores de f. Ademas, & es el entero menor tal que [fk+kl/m,k+k+1/m] contiene
infinitos valores de / y también para m’ n’,.... Por lo que Weierstrass aproximaba
sucesivamente su punto limite b, y entonces extendia su teorema a R, sin usar elecciones
arbitrarias en cada caso.

Esta prucba parece haber circulado informalmente hasta que Salvatore Pincharle, quien
asistié a lqs cursos dados por Weierstrass cn Berlin en 1878 publicé finalmente la prueba

-1 880;2371. Por lo que si se reemplaza el punto limite:

7. 7+(2.4) Cada subconjunto infinito de 4 de R, ticne un punto limite por sucesiones.




Nadie se percaté de la importancia de distinguir entre estas dos versiones del tecorema hasta
que Sierpinski investigé el tema décadas mas tarde [1918,122]. Sin embargo Camile
Jordan en 1892 usé clecciones arbitrarias para probar (2.4). Jordan propuso dar un
tratamiento riguroso a la integracion miltiple de Riemman a lo largo linca que Gaston
Darboux habia introducido para funciones de una variable usando integrales inferiores y
superiores. Con esta idea Jordan introdujo lo que se conoce como medida de Jordan de un
conjunto en R, [1892,76]. Decfinid la nocidn de punto limite de la manera siguiente , sea la
distancia d( p;, p2), entre dos puntos p; = (a;.az,.....,a.) y p2 = (b1 ba..... b, dada por X' /b;-a;
/ posteriormente demostré (2.4) para el caso de » = 2. Efectivamente, escribié que la
integral definida de una funcion f en Rn con dominio acotado se obtiene mediante la
descomposicion del “dominio en infinitésimos elementos’; uno multiplica la medida
(entendue) de cada uno de esos elementos por el valor de fen un punto arbitrariamente
elegido en el elemento; y se encuentra el limite de la suma 2 fds formada de esta manera
[1892,269]. La demostracion de Jordan, se parecia bastante a la prucba de Cauchy de (2.1):
Para Jordan, sea v y ¥ dos reales con v < V tal que el conjunto A esta acotado por el
cuadrado que tiene vértices (v,v) (v, V), (V.v) y (V,V). Para un m dado tal que m >/ este
cuadrado puede dividirse en m? cuadrados cada uno de longitud (V-v)/m. Pucsto que al
menos uno de estos cuadrados menores contiene infinitamente muchos puntos de A,
escogio tal cuadrado y lo llamé E;. Repitié este proceso, escogidé una sucesion de cuadrados
E,, cada uno de los cuales de longitud (¥-v)/mn y que contienen infinitos puntos de A.
Escogiendo un punto p,. para cada en interseccién a, obtuvo una sucesion py, ps...... en 4
que convergiera a algin punto p como se deseaba [1892,73-74]. Aqui Jordan hizo uso de la
Suposicion. Donde los E,, podian especificarse por una regla, los p, no. De hecho gener6 la

sucesion py, pa,....., mediante infinitas clecciones dependicntes, aun cuando csc argumento
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i vpol(élia ﬁo&ifncérse para usar él' A)éioma de Numerabilidad. Es indudable que su uso de
‘V_arl:oviiral;ias el_ecéiones bertenece a la cuana etapa. El articulo de Jordan usaba implicitamente
‘la Suposicién de Numcrabilidad en otros dos casos. El primero se presentd en su prueba de
que la frontera de un conjunto era cerrada. La segunda concerniente a la nocién de distancia
de d(A, B) entre dos subconjuntos A y B de Rn. Después de definird (4,.B) = inf {pq /pe
A vg € B} deciaquesiA B =& ycerradosy acotados 3 p € A y q & B tal que
pq=d (A,B).
Puesto que este resultado podia cstablecerse sin el Axioma, usando el Teorema que decia
que una funcion real continua en un cerrado y acotado alcanzaba su minimo, su argumento
no se basaba en la Suposicion de Numerabilidad para obtener dos sucesiones p,pa,.... y
.b ql,qz ,'que la primera estaba cn A4 y la segunda en B y las distancias p;q;. p2q2 ,....
: cdnvergen a d (a,B) [1892,73-74]. En 1893 cuando Jordan publico la segunda edicion del
“Curso de Andlisis”, lo reservo para introducir muchos de los conceptos y resultados
encontrados en su articulo. Ahi se habia desviado de las investigaciones de Cantor usando
puntos limites por sucesiones en vez de puntos limites y su nocion fundamental. De esta
manera definié al conjunto derivado por sucesiones s(E) de E como el conjunto de todos los
puntos limites de E. Similarmente £ es por sucesiones cerrado si s(£) era un subconjunto de
E, y era perfecto si £= s(E). También, un punto p era sucesivamente aislado de Esip € E
pero ps s(E). Si se remplazaban los términos “punto limite por sucesiones’ por “punto
limite” en cada definicién, se obtienen las nociones correspondientes a conjunto derivado,
cerrado, perfecto y punto aislado que Cantor habia introducido por medio de vecindades.
Jordan consideraba los conceptos de punto limite y punto limite por sucesiones como

equivalentes y hacia evidente la prueba de los siguientes resultados:



'(;2.‘5")"'Pérzi'cada_subc njunid E de R, ., el conjunto derivado por sucesiones s(E) es cerrado

‘por sucesione!

) Para :éﬁ;;ablgcer q‘l‘1e s(E)"éra cerrado por sucesiones, s¢ necesitaba una sucesion p; ,p..,.... de
punlos éﬁ E- [p} que;éahvergiem a p, por lo que utilizaba la Suposicion de Numerabilidad.
De lgual fﬁ&ﬂn‘u;aba dicha Suposicién para enunciar un par de Tcoremas que consideraba
muy éiéiﬁéﬂi'aicé 'bara demostrarlo:

f) ‘En R, sxp s un punto aislado por sucesiones de E entonces p ¢s un punto aislado de E;
ii) Un cbnjuhlo E de nimeros reales, acotado por arriba y cerrado por sucesiones, contiene
un suﬁrémo.

Pam ct‘)ncluir.con la Topologia dc Conjuntos, Jordan argumecnto sobre conjuntos conexos.
Un ‘subcéhjﬁ?jto E de R, era Jordan-conexo (d’un secule tcnant) si era acotado, por
succ#iéﬁég‘ég;rﬁdé, y no podia descomponerse en dos conjuntos cerrados por sucesiones

: AB : tales que d(A,‘:B)>0.

(2'16);S|.'un,cor'\jhntd Jordan-conexo E contienc dos puntos entonces E es perfecto por

e sucesmnes )
D_aidg que E és'éém&o ‘por sucesiones, decia, sélo restaba mostrar que cada punto p era
i:;ixnto limite de sucesién de £ y para hacerlo usaba infinitas clecciones dependientes.

El método para la prueba y el uso implicito de la Suposicidon eran analogos en su Teorema
final: o

Si ryqe E"Jordan “conexo c R,=>cadartalque p<r<g =re E [1893,24-25]

Lo que dislingﬁia al articulo de Jordan de 1892 y del libro de 1893 era la aproximacién
sucesiva con las nociones Topolégicas Cantorianas de modo que el Axioma de

Numerabilidad se necesita, pero que no aparecia inmediatamente. En este contexto el

trabajo de Jordan se significé por otra razén: su influencia sobre Henri Lebesgue. Esta
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influencia fue evidente en las primeras investigaciones de Lebesguc sobre medida ¢
integracion y también se hizo presente en su uso de sucesiones de clecciones arbitrarias.

He aqui un ejemplo, el cual se encontraba en el apéndice de sus escritos sobre integracion,
dados durante 1902-1903, en el College de France, donde expuso el Teorema atribuido a
Cantor:

Si todos los conjuntos derivados E(l) ,E(2) ......E(n),... de un conjunto acotado E dec

. numeros reales distinto del vacio son no vacios entonces su interseccion es no vacia.

afa'brobér 'su tecorema Lebesgue eligié arbitrariamente un punto en cada E(m)

'—[1904.131]./\ pesar del hecho de que posteriormente se volvié un critico severo del

Axioma, frecuentemente se negd a reconocer que lo habia usado en su propia investigacion.

' »’Sorprendentemcme ni Lebesgue ni ninguno de sus criticos colegas franceses sefialaron el
uso extensivo de Jordan de elecciones arbitrarias, a pesar del hecho de que dichos criticos
estaban familiaﬁzados con su libro. En resumen, para finales del siglo XIX, los analistas a
mepudo re_alizaban una sucesion infinita de elecciones arbitrarias como una reminiscencia

al "trabgjo de Cauchy realizado siete afios antes. Tales analistas, que aceptaron la nocién

, g(:_rnex"aﬁlrlde‘ﬁlncién (propuesta por Dirichlet en 1829) como una correspondencia en vez de
_\_’um“i‘g)_cpresién analitica, no s¢ percataron que una cantidad dc sus resultados necesitaba

- fundamentalmente del Axioma de Eleccion.

3.- LA FRONTERA ENTRE LO FINITO Y LO INFINITO.
El infinito actual, ¢l cual Aristételes habia defendido a favor del infinito potencial, volvié a
entrar a las matematicas a través de la Teoria de Conjuntos de Cantor. Antes de Cantor,
Bemnard Bolzano habia explorado los caprichos de los conjuntos infinitos en su libro “Las

Paradojas del Infinito” publicado postumamente en 1851. A pesar de que Bolzano no

habia definido adecuadamente las nociones de conjuntos finitos e infinitos, conocia dos
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:: - propledadesque ﬁodfﬁﬁ servir bara ese propésito. Una de ellas aportaba la definicion:
;', (31) l,llhrgqn_purllld A # 3 es finito si para algiin n > 0, A es equivalente a ¢/,2,...,n} dc otra
~fdffrﬂaA cs ‘in.lv'milo.
: VVLa segunda propiedad se conoce actualmente como de Dedekind.
(3;2) Un conjunto A es Dedckind-finito si para algin B c A4 es equivalente a
A, de otra forma A4 es Dedekind-infinito.
Para determinar la equivalencia de (3.1) y de (3.2) esos matematicos usaban la nocion de
numerabilidad implicitamente. En resumen, Bolzano traté el tema de la frontera entre los
conjuntos finitos e infinitos de una forma en que provocaba la confusion. Para definir la
nocién de conjunto finito, presuponia los enteros positivos los cuales entonces obtenia de
esa nocioén. La circularidad viciaba su definiciéon. La ambigiiedad ocurria también cn su
definicion de conjunto infinito:
Un conjunto A es infinito si cada conjunto finito ¢s solamente una parte (Theil) de 4.
. Né estaba claro cuando aseguraba que: Cada conjunto infinito 4 < B, equivalente 6
solamente algunos conjuntos infinitos tienen tal subconjunto.
No se sabe a ciencia cierta qué puntos de vista de Bolzano influenciaron a Cantor, el cual
discutié sobre el infinito en “Las Paradojas del Infinito” solamente en 1883. En csa
‘ocasion se refirié al libro de Bolzano para asegurar que el infinito actual existia, pero
', ériticaba el hecho de establecer un concepto de niumero infinito 6 ¢l concepto de potencia
basado en equivalencia. Sin embargo adopté los términos Menge (conjunto) y Vieheit
(multitud 6 multiplicidad) de Bolzano. En 1866 Cantor completé su trabajo doctoral en
Berlin, sobre Tcoria de Numeros, desarrollada por Legendre y Gauss. En un articulo
publicado en 1878, Cantor establccia que R y R,, tienen la misma potencia, y definia a un

conjunto finito como aquél cuya potencia ¢s un cntero positivo. Para tal conjunto
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hséguréba; que cada subconjunto propio tenia una potencia menor, mientras que un
"‘con‘junrto infinito tiene la misma potencia que un subconjunto propio de 4. Habiendo
establecido claramente las propiedades (3.1) y (3.2), se pudo introducir alguna de ellas
como definicion de conjunto finito o infinito. Pero no lo hizo. Aseguré sin probario que
dichas suposiciones eran equivalentes. usando la suposicion de Numerabilidad
implicitamente. Aun no habia huella explicita de que clecciones arbitrarias ocurricran,
circunstancia que habria de cambiar. En 1882 Cantor continuaba sin creer que una simple
definicion de conjunto finito fuera necesaria o al menos posible. Por lo que se sorprendio
cuando Dedekind hizo publica su propia definicion (3.2), la primera definicién de conjunto
finito quc no presuponia los nimeros naturales. Cinco afios después Cantor finalmente dio
a conocer su propia y vaga definicion alternativa: “Por conjunto finito entendemos al

conjunto M que se genera de un elemento original a través de la suma sucesiva de nuevos

7,

"Vc‘élev‘n_xeq‘tos‘g‘(:lre | ;dl‘ a que el to original puede obtenerse de M removiendo
;gucesivdr;zen;e los elementos en orden inverso”. [1887, 266].

Cantor aplicé una versién del Principio de Induccién Matemdtica, para mostrar que cada
conjunto finito de acuerdo a su definicidn era también un conjunto Dedekind-finito. Sin
probarlo establecié el reciproco, que cada conjunto infinito era Dedekind-infinito y por lo
tanto se apoyaba implicitamente en la Suposicion una vez mis. Este proceso era
caracteristico dev los primeros usos de Cantor de la Suposicion, por lo que frecuentemente lo
presuponia en proposiciones cuyas pruebas consideraba demasiado obvias para afirmarlo.
En su "Gruﬁdlagen" de 1883, antes de publicar una definicion de finito, Cantor afirmaba
que la diferencia entre conjuntos finitos ¢ infinitos era esencial. Mientras que un conjunto

finito siempre conserva el mismo ordinal sin importar cémo son acomodados sus

elementos, un conjunto infinito puede rearrcglarse para tcner mas de un ordinal [1883a,
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549-550]' 0 uliaba fen esta caracterizacién su creencia de que cada conjunto puede ser

lbu:n-ordenado Sl se observa la caracterizacion de Cantor como definiciéon de conjunto

f'nuo yisi'se” hace la suposicion plausible que esta definicion es cquivalente a la usual,

entonces’ de esta equlvalcnma se deriva el Principio de Buen - Orden y por lo tanto el

Como Cantor c¢l légico americano Pierce consideraba las

parecida a (3.2)‘Ahora para decir que una cantidad de objctos es finita, de la misma forma

fcofni) decimos que pasamos de una clase a otra, debemos necesariamente venir alrededor de

alguho de los individuos pasando anteriormente; esto es, si cada una de las cantidades es
una relacién uno a uno con una cantidad, entonces para cada una de las cantidades ésta es la
misma cantidad. Parecia en efecto, que Pierce intentaba la siguiente definicion:

Un qonjunto A gs' Pierce- finito, si cada f: 4 enA4 uno auno es sobre.

Adcmds cn"éj Diccionario del Siglo en 1889, establecioé una definicién de conjunto finito
'quc em'zeﬁe‘ﬁciélmente 3.1). “Si aplicamos una clase o numero entero, capaz de ser
completamente contado’.[1889-21]. Dado que Pierce presumiblemente veia sus dos
definiciones como equivalentes, también hizo uso implicito de la Suposiciéon de

Numerabilidad. Sin embargo hasta 1888, cuando Dedekind publico su libro “Was sind und
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sollen die Zahlen?” Cuando la Teoria de Conjuntos finitos se desarrollé completa y
rigurosamente. Usando su definicion, demostré que cada conjunto equipotente a un
subconjunto de un conjunto de DPedekind finito era Dedekind finito. Como consecuencia de
sus axiomas para enteros positivos, dedujo que cada conjunto Dedekind-infinito, contenia
un subconjunto numerable. De hecho fue su demostracion del reciproco en donde demostré
que era la forma significativa del punto de vista del Axioma.

(3.3) Todo conjunto Dedekind-finito es finito.

Ni Bolzano, ni Cantor habian dado argumentos detallados para este reciproco. Dedekind en
particular, dedujo el reciproco de ia proposicion: Si para cada n el conjunto Z, = {1,2,....,n}
es cquipotente a algin subconjunto dado S, entonces S es Dedckind-infinito. El uso de
elecciones arbitrarias aparecié en la demostracién cuando aseguré que para cada n existe
una funciéon definida uno a uno a, fuera del conjunto vacio de tales mapeos. Aqui se
encontraba inequivocamente ¢l primer uso de elecciones arbitrarias para caracterizar la
frontera entre lo finito y lo infinito. Dicha prueba motivé a otros matemaiticos a
cuestionarse sobre la legitimidad del uso de elecciones arbitrarias. Dicho matematico fue
Rodolfo Bettazzi, quien desde 1892, enseiiaba en la Academia Militar de Turin. En febrero
de 1896 presentd dos trabajos [1896,1896%) en la Academia de Ciencias de Turin, sobre el
tema dec Dedckind, “Was sind und was sollen die Zahlen? " En el segundo de ellos, Bettazzi
rchusaba scleccionar todos los a, arbitrariamente. Fue Peano, uno de los colegas de
Bettazzi en la Academia Militar, el que habia objetado con anterioridad el uso de infinitas
elecciones arbitrarias, sin mencionar sin embargo cualquicra que los hubiera usado. Asi a
finales del siglo XIX varios matematicos, influenciados por Cantor y Dedekind, habian
empleado elecciones arbitrarias (explicitas en mayor o menor grado). Después de que

Zermelo formulara el Axioma de Eleccion, Zermelo establecié la equivalencia de varios de
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los resultados anteriores como una importante aplicacién del Axioma, en lo cual muchos
matematicos no estuvieron de acuerdo. Sin embargo antes de Zermelo todas las ideas dc lo
finito y lo infinito permanecian en la obscuridad.
4.- EL LEGADO DE CANTOR EN LOS USOS IMPLICITOS

Cuando sc¢ publicaron los trabajos de Cantor, Zermelo sefialé que sc¢ habia utilizado el
Axioma de Eleccion como una suposicion la cual: “Camor usé inconsciente e
intuitivamente pero sin formularlo explicitamente ”. Sin embargo Cantor hizo mas que eso.
Como otros investigadores de su tiempo no se percatd del nuevo principio matematico que
estaba oculto en los usos de la suposicion. Pero fue a través de sus descubrimientos, que
muchos matematicos (incluyendo los criticos del Axioma como Borcl y Lebesgue) usaron
la sgposicién implicitamente. El hecho de que Zermelo descara probar que cada conjunto
p_ugde ser bien ordenado lo condujeron a formular el Axioma de Eleccién y después de que

ise

incrementd el uso directo ¢ indirecto de clecciones arbitrarias. Cantor, que en 1871

lhab.!',a i'n‘iciqdo la cuarta ctapa del desarrollo de dichas elecciones, usandolas en analisis real,
solo Ias /usé en teoria de conjuntos siete afios después. Las siguientes dos décadas la
< Suposmlén se utilizé constantemente en resultados basicos tales como el Teorema de
Unic’m‘Numerable. El primero de esos resultados se originé en 1877. Previamente Cantor
demostré que el conjunto de los nimeros algebraicos reales era numerable a pesar de que R
no lo fuera [1874). Para establecer la prucba de que R, tiene la misma potencia que R quiso
probar que /0,1 ] tiene la misma potencia que R. Fue asi como comenzé la demostracion del
siguiente lema en su carta del 29 de Junio de 1877.

(4.1)Sidresequipotentca By YA, "By =0y Ax N Ay=Bi NB,, =0V k=12,... => A~y

Ak =i~y Bi . Cantor eligio los A; y By <R, [1878,249,253-254].
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g Cuaﬁdo la suposicion 'fuev usﬁ&a impl‘ircitAahiente‘en’ la prl:eba en 1895 hizo una demostracion

diferente que no se basaba en elecciones arbitrarias y noté que
N0 JNo _ SNo+No _ oo

Aun cuando (4.1) requeria ¢l uso del Axioma, Cantor no revelé como empled elecciones
arbitrarias en la demostracion, su carta a Dedekind y sus articulos de 1878 y 1880, no
proporcionaron mayores detalles. Después de terminar su trabajo (1878) sobre la
equipotencia de R,, Cantor centrd su atenciéon en conjuntos derivados. Definié ¢l conjunto
derivado P/’ de P como el conjunto de todos los puntos limites de P. Para cada ordinal &
sca P®*" ¢l conjunto derivado de P/®.. Finalmente si £ cs un ordinal limitc entonces P sc¢
define como la interseccién de todos los P ®talesque O < a < A
Cuando Cantor ‘desarrollé sus ideas finales sobre conjuntos derivados, la Suposicion

aparééig’) de manera mas sofisticada. Dichas ideas las expreso en una extensa carta del 20

: ... de octubre de 1884 al matemitico sueco Gdsta Mittag-Leffler, el cual era el editor de una

;’nueva revista matemdtica llamada “Acta Mathematica”. Durante 1885 Cantor mando al
“Acta Mathematica” un articulo en el cual exponia nuevos conceptos, pero no fueron
publicados en su forma original durante su vida. Mittag-Leffler le pidio a Cantor que no
hicicra publicos sus resultados hasta que pudicra demostrar con certeza la Hipotesis del
Continuo. Segin Mittag-Leffler, la abundante terminologia y el tono predominantemente

) ﬁlos@yﬁco de:su articulo podria dafar su rcputacion entre los matemadticos. Indignado

Cantor. dej6 de mandar sus trabajos a las revistas matematicas y por varios afios los mandé

‘" a los filésofos. En uno de los articulos sin publicar se usaba la Suposicion implicitamente.

En su trabajo llamado ‘‘Beitrdige” de 1895 Cantor finalmente develé su Teoria de los

Nuameros Cardinales Infinitos y de Nameros Ordinales a una audiencia matematica, y
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‘p’ropuso una definicion diferente para el producto de dos cardinales. Fue la definicion que
se gc‘nerélizé eventualmente. El producto 4#77 con g = #4 y n = #B es el cardinal de
todos los pares ordenados (a,h) con aed y beB [1895, 485-486]). Genecralizando esta
aproximacion definié la potenciacién de cardinales finitos e infinitos: 47 es la potencia del
conjunto de todas las funciones de B en A4 [1895, 486-487). A pesar de que su nueva
definicion para el producto no involucraba infinitas elecciones arbitrarias, Cantor afirmé
que esa definicién era producto de una nueva. En un trabajo posterior de Whitchead y
Russell la equivalencia de esas definiciones se transformo en el teorema que afirma que el
prbducto M nera igual a la suma de x4 conjuntos cada uno de potencia 77 aun cuando u fucra

mf nito. A B - Z,,A B. Cuando Cantor publico la segunda parte de su trabajo “Bietrcige”

*1897 el u( g e ‘elecciones arbitrarias aparecié indirectamentc una vez mas. Aqui sc
'encontraba mvolucrada la estructura de nameros de segunda clase. De 1877 hasta 1897, al
,:’final de sus mvesugacnones publicadas, Cantor usé la Suposicién implicitamente una y otra
vez para establecer teoremas fundamentales en teoria de conjuntos y en topologia. A pesar
de lés repetidos usos implicitos de la Suposiciéon, Cantor no reconocié que para hacer
infinitas - elecciones requeria de un nuevo principio matemaitico. Esencialmente el
significado de la Suposicion en el trabajo de Cantor se dio en dos vertientes. Primero,
Cantor. postulé un cuerpo de importantes tcoremas en los cuales la Suposicion era
‘ ihcvitable. Y el segundo aspecto se daba en la transformacion que se daba para probar que
un objeto “existia”. Desde los tiempos de Euclides, la existencia de un objeto matematico
con una propiedad dada se establecia con una particular construccion. Por otro lado
Euclides también utilizé demostraciones indirectas para comprobar la existencia de un

objeto matematico del mismo modo que Cantor. Esta diferencia significativa estaba
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: presente en los teoremas que requerian el Axioma de Eleccion, y era en ¢sos casos donde
una demostracion indirccta no podia scr sustituida por la construccion. De esta forma el
Axioma representd un avance fundamental en ¢l significado de la “existencia’™ matematica.

5.- EL BUEN ORDEN Y LA HIPOTESIS DEL CONTINUO
A pesar de que muchas proposiciones son logicamente equivalentes al Axioma de Eleccion
en la Teoria Axiomdtica de Conjuntos, dos de ellas que surgieron antes de que Zermelo
formulara el Axioma son: El principio del Buen Orden de Cantor (Todo conjunto puede
bien ordenarse) y la Tricotomia de los Cardinales (m <n, m = n, m > n ). El problema del
buen orden surgié en 1882 cuando Cantor escribid una carta a Dedekind el 5 de noviembre,
lo que motivé el desco de extender los naturales de una forma natural. Cantor previamente
habia introducido “los simbolos del infinito™,

ag cotl, cot+2, ...

en sus trabajos sobre conjuntos derivados »“ [1880]. Asi que ¢n su carta de noviembre a
Dedekind insisti6 en la legitimidad de esos “nimeros”. En lugar de @ introdujo el ordinal
a, como el limite de la sucesién /,2,.... Cantor se dio cuenta en su carta de 1882 que la
relacion entre sus nuevos numeros ordinales y el continuo R era de particular importancia.
Asi a la conjetura que habia hecho cuatro afios antes en la conclusion de su articulo que
afirmaba que R y Rn eran equipotentes y la nombro “Teorema de Segunda Clase ™.
(5.1) Cada conjunto infinito de R ¢s numerable o tiene la potencia del continuo {1878,257].
Esta era la forma original de la Hipétesis del Continuo. Su carta también contenia un nuevo
teorema, que afirmaba que cada subconjunto infinito de segunda clase es numerable o ticne
la potencia de la clase, asi surgio una version mas fuerte de la Hipétesis del Continuo.

(5.2) R tienc la potencia de segunda clase.
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Deébués de‘i882:'si.| iﬁtéiés‘éri"llav Hibé‘tés‘is del Continuo salté del Teorema de Segunda
Clasc a la forma (5.2) involucrando el buen orden, que repetidamente y sin éxito tratd de
demostrar. La diferencia entre estas dos formas son relevantes para el Axioma de Eleccion
Cantor entendia bien que (5.2) implicaba que los reales pueden bien ordenarse y (5.1)
implicaba que no podian bien ordenarse. En su carta de 1882 a Dedekind, Cantor afirmo
que podia demostrar la Hipotesis del Continuo (5.2) rigurosamente. También extendié la

Hipétesis del Continuo al afirmar que:

El conjunto de todas las funciones reales tiene la potencia de tercera clase [1895a, 590].
ie -] . ‘ 2N = N7,

Es@o ‘es:,féyﬁ'l"r:iiabla que el conjunto de todas las funciones reales puede ser bien ordenadas y

Ia ;;@geﬁ.gia X En contraste a Ja Hipotesis del Continuo, el principio del Buen

Orden siguié jﬁgéndo un papel importante en las investigaciones publicadas por Cantor en

relacionaba cardinales con ordinales, dicha relacién habia aparecido en

o Cfuh&iagén;;. En su notacién de aleph de 1895 su proposicion aseguraba que un cardinal
.‘ mﬁmto era un éieph (ilamado Teorema Aleph)
. (53)Los ﬁi’;hefos cardinales estdn bien ordenados por magnitud.

s s Otra de‘ldsj principales inquictudes de Cantor en su  *Beitrdge” era la Tricotomia de los

Card na s;’, la cual prcsémé en 1895 de la siguiente mancra:
s V/l, r.]‘éardinales MH=1 O u<mnod u>n

-Sin embargo dicha afirmaciéon quedé sin demostrar. En su “Beitrdge” Cantor dejé sin

resolver varias de sus proposiciones mas interesantes y fundamentales como: La
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Tricotomia de los Cardinales, El Teorema de Equivalencia, el Principio del Buen Orden y
la Hipétesis del Continuo. Cuando Cantor en 1896, poco tiempo después de haber escrito
su articulo sobre los conjuntos Dedekind - finitos, Burralli - Forti present6 un trabajo sobre
la Tricotomia de los Cardinales en la Academia de Ciencias en Turin. En dicho trabajo
cambiaba la nueva forma dc la Tricotomia de Cantor en el Teorema de Equivalencia:
(5.5) Para cualesquiera dos clases 4 y B 6 4 es equipotente a una subclase de B 6 Bes
equipotente a una subclase de 4.
Burralli - Forti demostré el Teorema de Equivalencia en el caso de que 4 6 B fueran
numerables, pero no lo hizo en general. Por otro lado de ese teorema (5.5) dedujo dos
nuevos postulados, uno dc los cuales fue su version del Principio de Particion y el otro fue:
(5.6) Si A y B son no - numerables entonces 7 f: A—» B que es uno a uno O sobre.
En su trabajo Burralli - Forti no investigé el Problema del Buen - Orden. De hecho el
problema del Buen - Orden no interesé a otros matemaiticos (excepto Cantor) hasta que
Hilbert enfatizé su importancia en 1900. Mientras que Burralli - Forti atacé los problemas
:de la Tricotomia y el Teorema de Equivalencia con la logica simbélica de Peano, Emst
:Schrdder, se aproximé de una manera diferente. Lo hizo usando las herramientas de la
logica algebraica debida a George Boole y C.S. Pierce. Schréder escribié un articulo acerca
de esos temas en 1896, cl cual fue publicado dos afios mas tarde, dicho articulo es mas
conocido porque en el se dio la primera prucba del Teorema de Equivalencia. Sin embargo
en su impresién dicha demostracion fue estropeada por un error irreparable de imprenta.
{189, 336 - 344]. Mientras que Cantor y Peano tomaron dicha prueba como verdadera,
: Alvin Korsett notificé a Schréder sobre ¢l error el 8 de mayo de 1902, A finales de mayo de
1902, Korsett envié su propia demostracion a “Mathematische Annalen’ para su

‘ publicacién, pero por razones desconocidas ésta no aparecio sino hasta 1911.
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lndbcpyendieniemenle de Schrider, C.S. Pierce analizé la Tricotomia y el problema de que
c_éaa qbleccién puede ser ordenada. En 1893 Pierce concluyd que no existe contradiccion si
' sc‘ supone que algunas colecciones pucden ser ordenadas [1993, 70 -71]. Establecié que
para mostrar la validez de la Tricotomia, dadas dos colecciones 4 y B, 6 A es equipotentc a
una subcoleccion de B 6 B es equipotente a una subcoleccion de A. Pierce empezaba por
introducir una coleccién de todas las relaciones con dominio en A4 y rango en B. Para cada
relacién consideraba cada posible subrelacion S que era una funcién con dominio en 4. Por
lo que 6 existia una subrelacién S que fuera uno a uno con dominio 4 (en cuyo caso 4 era
equipotente a un subconjuto de B) 6 S misma tenia rango B. En el ultimo caso, la relacion

inversa a S_era uno’a uno f::B=» A4, por lo tanto B era equpotente a 4 como sc descaba

2]:7 El-‘argumento de Pierce contecnia dos suposiciones, que

¢ mostré eran equivalentes al Axioma:

incluye?una funcién con ¢l mismo dominio; cada funcién incluye una

Congreso nternacional de Matematicos en Zurich en 1897, Borel cuestioné a Cantor sobre
‘Fue ahi donde Borel sc enterd de que Félix Bemstein, quien trabajaba con

Cantor? en " Halle habia demostrado exitosamentc el Tcorema de Equivalencia. La

'dcmgslracién de Bernstein sc¢ apoyaba en (1.4) y por lo tanto indirectamente en la

. Suposicién de Numerabilidad de un modo inevitable. A finales del siglo XIX, Cantor dejo
.cn'lé Teoria de Conjuntos problemas fundamentales interrelacionados : La Hipotesis del

Co‘ntinho, el Principio del Buen Orden, la Tricotomia dc los Cardinales y el Teorema de

- Equivalencia, en los cuales estaban involucradas clecciones arbitrarias. A pesar de que
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Cantor no pudo resolver ninguno de esos problemas definitivamente, establecié casos
especiales para cada uno de cllos. El teorema de Equivalencia, la Gnica proposicion que no
usaba elecciones arbitrarias de un modo explicito, fue la primera en demostrarse
completamente. La Hipotesis del Continuo, permanecié casi intacta. Influenciados por el
“Bietrdge " muchos matematicos analizaron la Tricotomia de los Cardinales. Sin embargo
1a solucién de la Tricotomia dentro de un marco axiomatico tuvo que esperar a Zermelo.
Es particularmente interesante la actitud cambiante de Cantor hacia la Tricotomia y el
Principio del Buen Orden, los cuales habian surgido como simples “consecuencias’ de la
definicion de “<" de los cardinales y como *“leyes del pensamiento” respectivamente.
Es posible que el cambio de actitud de Cantor se debiera al escepticismo que el principio
del Buen Orden generd en los matematicos.

6.-LA RECEPCION DEL PROBLEMA DEL BUEN ORDEN.
En 1895 cuando Cantor se convencio de que ¢l Principio del Buen Orden era un tcorema,
no una ley del pensamiento, busco insistentemente una demostracion, la cual creyé haber
encontrado en 1897. Sin embargo, ya que no estaba convencido de dicha demostraciéon no
la publicé. En 1897 Cantor envio una carta a Hilbert donde supuestamente se encontraba la
demostracion, pero dicha carta se perdio. Afortunadamente, Cantor escribio otras dos cartas
a Dedekind que contenian también dicha demostracion. En la primera de cllas, fechada el
28 dec julio de 1899, Cantor cscribio: “El problema principal es saber si existen otras
potencias de conjuntos infinitos, ademds de los alephs ™.
E£n la segunda carta del 3 de agosto de 1899, y en la cual anexaba su demnostracién,
distinguia cuidadosamente entre dos tipos de clases o multitudes (Vielheirtein). La primera
no podia scr considerada como una coleccion (Zusammesein) de todos sus elementos sin

conducir hacia una contradiccion, por lo cual no podia considerarse terminada o completa.
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‘ A lalcs mulutudes las llamo6 absolutamente infinitas (absolut unendliche) 6 inconsistentes

:(mkomtslem) l:l segundo tipo podia considerarse como unidad (£inkcit), un solo objeto,

~sin contradlccuSn. Cada una de las cuales podia llamarse multitud consistente.(konsistentent

( 'Ilwn) o con_)unto (mcge) [1932-444]. Despuc¢s Cantor rclacionaba estas dos clases de

: mulmudcs a su nocxon de nimero cardinal y de tipo de orden. Cada conjunio, o multitud

consmtcnte- posela un numero cardinal, y cada conjunto ordcnado tenia un tipo de orden.

r:Por olro ‘lado no asignaba cardinales o tipos de orden a las multitudes inconsistentes.

- Mientras que a cada mutltitud bien ordenada la denominaba sucesion (Folge), reservaba cl
término; d ‘m'xmero ordinal para los tipos dc orden de un conjunto bien ordenado.
~ Utilizando estas definiciones, establecia que 1a multitud £2 de todos los namcros ordinales

‘“en su orden natural, estaban bien ordenados. En la segunda parte de su “Beitrdige” ya habia

dcmostr;ldo émc l:oys ordinales estaban bicn ordenados por su magnitud {1897, 216]. Por
: .Q era ﬁﬁa muititud consistente, entonces existiria un ordinal & mayor que
cadz; ordinal en’ el (lo cu:‘z;l irc.;;:resentaba una contradiccion ya que & € £2). Por lo tanto £2
era abéolulamente |ni%nit§ nco‘mo se deseaba. El sistema &, de todos los alephs, era del

~mismo modo absolutamente infinito, dado que es isomorfo a £2 [Cantor 1932 444-447).

En cse puhtp,de gui_;:aria Cantor planted un problema fundamental: ;La multitud & contiene

todos los'cardirialcs‘inﬁnitos, 6 por el contrario existe un conjunto infinito cuyo cardinal no

es un aleph?. Cantor aseguraba que no existia dicho conjunto infinito:

“Su['mngzjxmos’qt'lé hay una multitud definida V que no es equipotente a un aleph. "Decia

“entonces: bajo la hipdtesis el sistema completo$2 podia mapearse uno-a-uno en la

e., “debe existir una submultitud V' de V la cual es equipotente al sistema

.Q ‘[ Cantor:1932, 447] (Implicitamente tomaba a ¥ como infinito). Por lo tanto V' era
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inconsistente, dado que £21o cra, y consecuentemente V lo era. Pero puesto que los nimeros
“cardinales estaban definidos sélo para clases consistentes, entonces cada cardinal infinito
era un aleph, como se deseaba. De ese modo demostraba el Tecorema Aleph, asi como el
Principio del Buen Orden. Ademasdadoque ae<f8 6 a=f J a>p paracualquier
ordinal @y /., planteé que Na<Np o Na=Ng 0o Na > Ng.

Por el Teorema Aleph concluia que la Tricotomia era vdlida para todos los cardinales.
Cuando Zermelo publicé los trabajos de Cantor en 1932, puso especial atencion en la
demostracion del Teorema de Aleph y encontré que la demostracion fallaba por la
pretension de un mapeo uno a uno entre £2 y Ve

“Evidentemente Cantor concibe los nuimeros ordinales en O como una correspondencia de
elemenlos arbnrartos ¥ sucesivos de V de tal modo que a cada elemento de V se le asigna
“una J.‘s'ola vez.. Es decrr la intuicidn de la época se aplicaba aqui a un proceso que

S
sobrepaso :toda; infuicion; un - hecho velado que podia llevar a elecciones arbitrarias

- plameado Ia nociodn de clases consistentes e inconsistentes en su trabajo llamado “Algebra

"‘der Log:k" antes del descubrimiento de las paradojas en Teoria de Conjuntos y Logica, y
“habia utilizado las clases inconsistentes bajo ciertas condiciones {Schrider 1890, 213-343].

La carta de Cantor merecia una escrupulosa lectura en ese punto, en virtud de que las
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opiniones posteriores fueron influenciadas fuertemente por la traumadtica perspectiva de las
paradojas de Russell planteada en su “Principia Mathematicae” [1903]. Por un lado se
obsecrvaba, en primer lugar, que Cantor no parecia preocupado por el estado de la Teoria de
Conjuntos (en contraste con el desaliento de Gottlob Frege, al saber de las paradojas de
Russell en 1902). Cantor puntualizaba que ciertas multitudes, en efecto, pueden ser
demasiado largas para considerarlas unidades (6 conjunto), por lo cual se definirian como
absolutamente infinitas, y utilizaba dichos multitudes infinitas, 6 inconsistentes, en su
demostracién del Teorcma de Aleph que habia mandado a Dedekind. De esa manera Cantor
utilizé las dificultades aparentes, como las paradojas y contradicciones, como herramientas
para plantear los nucvos descubrimicntos matematicos. El problema de las multitudes
absolutamente infinitas llevo a Cantor a examinar cada uno de sus alephs, lo cual quedé de
manifiesto en su carta a Dedekind fechada el 28 de agosto de 1899, ahi Cantor mencioné
que no se podia demostrar la consistencia de cada conjunto finito. Dicha consistencia era

“una verdad simple no- demostrable™ que definié como “Axioma de la Aritmética™ [1932,
447-448). De manera similar consideraba la consistencia de cada aleph como verdades no
demdstrables y las definié como “"Axioma de la Aritmética Trasfinita Extendida’’_ Sin

"embrago- en las décadas siguientes varios matematicos, incluyendo a Henri Poincaré

*b[‘ll90‘6zr1, 315] y Arthur Schoenflies [1905,182] cuestionaron la validez de los alephs de

Cantor.. El Gnico axioma meta - matemaitico introducido por Cantor en la Teoria de

Conjuntos era el “Axioma de la Aritmética Trasfinita Extendida™, ya que el Principio del
Buen Orden, lo habia plantcado como ley del pensamiento ( y por lo tanto como un
principio 16gico) en vez de una suposicion especifica de la Teoria de Conjuntos. Cantor,

quien tenia un marco conceptual platonico, busco descubrir verdades en vez de plantear las

suposiciones minimas necesarias para establecer un sistema deductivo. Por otro lado, su
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_carta fechada el 28 dec agosto dc 1899 contenia postulados (plantcados como verdades en
vez de axiomas) que se parecian bastantc a los posteriores “Axiomas de Union y
Separacion” de Zermelo y ¢l “Axioma de Reemplazo” de Fraenkel. En otras palabras,
Cantor aseguraba que la union de un conjunto de conjuntos era un conjunto, que una
submultitud de un conjunto era un conjunto, y que dos multitudes equipotentes eran 6
ambos conjuntos 6 ambas eran absolutamente infinitas. [1932, 444]. El 30 de agosto de
1899, Cantor, que habia recibido de Dedckind una nueva demostracion del Teorema de
Equivalencia, le formulo la siguiente pregunta: *‘Seria muy valioso que pudieras demosirar
el Teorema A (la Tricotomia de los Cardinales) por los mismos mérodos”. Por lo tanto

Cantor esperaba que las técnicas utilizadas por Dedekind en su trabajo **; Was sind und was
sollen die Zahlen? ", En particular la nociéon de cadena, permitiera una demostracidn directa
de la Tricotomia. (Si B <A yf: A —» A es uno a uno pero no sobre, =» la f - cadena de B
esla AC talque BcC,y Vxe C =f(x) € C). Cuando Hilbert recibié el intento de
demostracion que Cantor habia hecho en 1896 del Principio de Buen Orden aparentemente
lo encontré inconsistente. A medida que el siglo veinte comenzaba Hilbert puso gran
atencién al problema de buen ordenamiento de los reales. Asi durante su célebre ponencia
realizada en Paris, en el Segundo Congreso Internacional de Matemiticas planteo el
Problema del Continuo -junto con el buen ordenamiento de los reales- como el primero de
los veintitrés problemas centrales del desarrollo de las matemadticas del siglo veinte. {1900,
263-264]. Hilbert considerd razonable que cada subconjunto infinito de R fuera numerable
S tuviera la potencia del continuo. Si fuera cierto, afiadia, la proposicion (1.5) implicaria
que la potencia del continuo secria el siguiente aleph después de aleph cero. Hilbert

establecia que la potencia del continuo deberia ser aleph-uno, dado que Cantor habia
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demostrado previamente que no existian cardinales entre aleph-cero y aleph-uno. Por lo
anterior, si la potencia del continuo cra aleph-uno deberia existir un subconjunto de R con
potencia aleph-uno 6 equivalentemente R y aleph-uno deberian ser comparables. (Dos
conjuntos 4 y B son comparables, si uno e¢s equipotente a un subconjunto del otro, i.e. si
HA < #B & #B < #A). Lo cual no sc habia establecido. A pesar de no haber aceptado la
demostracién de Cantor de que cada conjunto puede bien ordenarse, Hilbert aceptd los
cardinales infinitos de Cantor. El segundo problema de su ponencia de Paris, era el de
establecer la consistencia de los reales. Dado que para Hilbert, la consistencia de un
conjunto de axiomas implicaba la existencia de objctos matematicos que satisficieran
dichos axiomas, establecia la existencia de cada aleph. Por otra parte, Hilbert insistia que
no se podia dar un sistema axiomatico no consistente para la coleccion de todos los
: nﬁlpgros cardinales o para todos los aleph. Por lo que concluia que la coleccion de todos los

‘ialé;;h‘no existia. [1900. 264-265). Una vez que Hilbert planteé los problemas de la

Hipétesis del Continuo y del buen - ordenamicnto de los reales, muchos matematicos se

‘Qb‘oc;z'zi'on a investigarlos, tanto en Alemania como en Inglaterra. La Hipétesis del Continuo
:habia permanecido casi intacta aun cuando Cantor demostré que cada subconjunto cerrado
de R era numcrable 6 tenia la potencia del continuo. Por tal motivo la btisqueda de la
demostracioén del Principio del Buen Orden y de la Tricotomia de los Cardinales continué.
Aunado a estas investigaciones surgio el problema que eventualmente llevaria a Zermelo a
la solucién del Problema del Buen Orden: infinitas elecciones arbitrarias. Tales elecciones
ocurrieron repetidamente en el extenso informe de Schoenflies, aparecido en el
“Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereiningung ' en 1900, en el desarrollo de la
Teoria de Conjuntos. La Tricotomia de los Cardinales fue un tema importante en la tesis

“doctoral de Felix Bernstein, la cual conté con la supervision de Hilbert y se realizo en
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Gottingen en 1901. Bernstein menciond dos problemas que él consideré centrales en la
Teoria de Conjuntos. El primero de los cuales era el llamado problema del continuo de

‘.

Cantor: “;Cudntas potencias distintas puede tener un subconjunto de los reales? ”.
[Bernstein 1901,13]. La respucsta a esa pregunta, Cantor la habia dado para dos familias de
conjuntos cerrados. Bernstein agregdé que Cantor se habia aproximado al problema por
medio de los alephs y de ahi que la relacion de &, con 2*'1a potencia del continuo, era
fundamental. De ese modo Bemnstein establecié que &) < 2™ Finalmente, Bernstein
asegurd que Cantor tenia una demostracién no publicada de la proposicion siguiente:

(6.1) Cada conjunto no numerable tiene un subconjunto de potencia & [1900,33].

El segundo problema que Bernstein consideraba como central en la Teoria de Conjuntos era
el relativo a sus origenes. Aqui no hacia referencia a contradiccion o paradoja alguna, sin
embargo mencionaba que los conjuntos recientemente descubiertos - tales como el conjunto
de todos los cardinales- tenian propiedades que no coincidian en lo esencial respecto a los
conjuntos conocidos previamente. Esto motivé a los matemdticos a determinar leyes que
cumplieran todos los conjuntos. Asimismo planted la necesidad de sistematizar y unificar
teoremas en la Teoria de Conjuntos, sin mencionar la posibilidad de una aproximacion
axiomatica. [1901,15]). Fue en estc contexto que Bernstein presenté su demostracion al
Teorema de Equivalencia junto a una investigacion de las condiciones bajo las cuales dos
conjuntos 4 y B son comparables. Reconocio también que la Tricotomia de los Cardinales
representaba un problema de gran dificuitad, y sélo dio una solucién parcial:

(6.2) Si #i4 + #B = #A4 - #B, entonces A y B son comparables.

(6.3) Si una familia S de conjuntos es cerrada bajo uniones finitas y si #42 = # A siempre

que A € S entonces dos conjuntos cualesquicra en S, son comparables.

39



En su’ (\‘le'l;no:strac‘ién 'Bemsﬁéih “utiliz6 elecciones arbitrarias [1901,29]. Posteriormente
’_l‘ﬁrski demostré sin utilizar él Axioma de Eleccion que si g2+ 7= g5 (6 si 4 = u) para
todos los cardinales infinitos, entonces la Tricotomia de los Cardinales y el Axioma de
Eleccién se cumplian.[1924]). Fuera de Alemania, los problemas relacionados con la
Tricotomia de los Cardinales tuvieron eco entre algunos matematicos ingleses (todos
relacionados con Cambridge) quienes se habfan impresionado con las investigaciones de
Cantor: Bertrand Russell, G.H. Hardy y Philip Jourdain. Fue en 1896 cuando Russell revisé
el libro del filésofo kantiano francés Arthur Hannequin, cuando supo de Cantor. [Carta del
11 de septiembre de 1917 de Russell a Jourdain]. El libro de Hannequin. [1895] se dedicaba
a criticar el uso de axiomas en matematicas y fisica, tachandolos de contradictorios en si
mismos. En ese contexto Hannequin argumentaba que él nimero ordinal de Cantor @, debia
de ser rechazado, dado que la sucesion 7,2,3....., de nimeros naturales no tiene limite, y
que el tratamiento de Cantor al continuo como un conjunto de puntos llevaba a una
contradiccién: “La division de lo indivisible” [1895,67-71]. Similarmente, Russell acepto
la objecién de Hannequin a los ordinales infinitos. Influenciado directamente por
Hannequin e indirectamente por Kant, Russell Hego a crcer que la Teoria de Conjuntos
encubn"a muchas contradicciones. En un ensayo no publicado de 1896 “On Some
Difficulties of Continous Quantity”, Russell intenté demostrar que “los matemdticos estdn
en peligro de olvidar que las antinomias filosdficas encuentran su contraparte en falacias
matemdticas”. Cuando leyé el trabajo de Peano en agosto de 1900, Russell cstaba
predispuesto a encontrar paradojas o contradicciones en la Teoria de Conjuntos. Lo que
obtuvo de Peano fue la maquinaria simbélica que le permitié saber lo que era correcto de lo

que no era del trabajo de Cantor. El resultado se dio menos de un afio después: la Paradoja
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de‘Russell Es probable, por olro lado que Ia influencia de Peano haya conducido a Russell
a’ aceptar Ia teoria de Cantor sobre ordinales infinitos y numeros cardinales. Sin embargo
Russell concluyé que la clase de todos los ordinales no estaba bien ordenada por magnitud
y que “No hay razon para creer, hasta donde conozco, que cada clase puede bien
ordenarse".[1902,33,43]. Dec esa manera Russell creé lo que ahora se conoce como la
Paradoja de Burralli - Forti. Posteriormente (1906) Burralli - Forti insisti6 en que su
articulo de 1897 no contenia ninguna paradoja. Por lo tanto, Russell no tenia razén para
creer que el Principio del Buen Orden fuera cierto y permanecidé igualmente escéptico
respecto al Teorema de Aleph, la Tricotomia de los Cardinales y la proposicion: &, < 2h0
G.H. Hardy, amigo y colega de Russell no rechazaba la proposicion: &, < 2™ . En 1903
Hardy se propuso demostrarla y también su consiguiente generalizacién:
.- (6. 4) A\‘.,u S 2”" para cada ordinal a.
~Esta proposicidn era el corolario de Hardy a un resultado mas fuerte:
‘ (6:55 Cada cardinal infinito 6 es un aleph 6 es mayor que todos los alephs.

Su argumento contenia una infinidad de elecciones arbitrarias sucesivas y mostraba que
_lejos de lo obvio que era para los matematicos de 1903, que dichas clecciones implicaran el
Teorema de Aleph y el Principio del Buen Orden. Su argumento permitia, por otro lado, la
bosibilidad de que un cardinal pudicra ser mayor que cualquiera de los alephs. Hardy
planteé esa proposicion por la gencralizacién de la demostracion de Cantor del teorema:
Cada conjunto infinito contiene un subconjunto numerable. Finalmente Hardy aport6 lo que
¢l denominé “la construccion de un conjunto de puntos de cardinal &;".[1903,88]. Dicha
construccion mostré el ambiguo criterio en el uso de clecciones arbitrarias. Hardy asignaba

a cada ordinal numerable distinto de cero una sucesion creciente de naturales. Entonces a
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cada sucesion se le podia relacionar fiacilmente un unico decimal binario. El ordinal / le
correspondia a la sucesion 7,2,3,..... Si B le correspondia a b, .b> . ..... entonces B + 1 le
corresponde a by b3, ..... Para definir la sucesién correspondiente al ordinal limite p
diagonalizaba las sucesiones correspondientes a la sucesion de ordinales cuyo limite fueray:
“Tenemos aqui una libertad infinita de elecciones’ decia “siempre que deseemos definir la
sucesion correspondiente a cada nimero que no tenga predecesor inmediaro”. [1903,90].
Tales elecciones aseguraban que si f < y, entonces la sucesion correspondiente a y era
eventualmente mayor que la correspondiente a B . Ahora sc sabe que las elecciones
arbitrarias 6 una suposicién cquivalentes eran necesarias para demostrar que Ay 5 287
Influenciado por los articulos de Hardy, Philip Jourdain intenté6 modificar la demostracién
de (6.5) para utilizar ¢l resultado en el Teorema de Aleph y en el Principio del Buen Orden.
El 29 de octubre de 1903 Jourdain, envi6 una carta a Cantor (con el cual habia llevado una
relacion epistolar desde dos afios antes) su nuevo argumento, que cada ordinal infinito es un
aleph: "En otras palabras: cada forma consistente [conjunto] puede ser puesto como una
forma ‘bien ordenada”. La respuesta de Cantor fechada el 4 de noviembre debe haber
sorprendido a Jourdain. En ella Cantor revelaba que habia mandado esencialmente la
misma prueba a Hilbert sicte afios antes y a Dedekind en 1899. Es factible que Cantor se
haya dado cuenta que su demostracion contenia ambigiicdades y que no queria exponerse a
la censura puablica. La principal ambigiicdad era la nocion de multitudes consistentes e
inconsistentes (Vielheiten) de las cuales s6lo las consistentes se definian como conjunto
(Menghein). *;Como puede uno determinar cuando una multitud dada es consistente? .
En su carta de noviembre a Jourdain, Cantor daba una respuesia a esa pregunta, que habia

formulado a Dedekind cuatro afios antes: “Una multitud consistente es aquélla en que la
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coleccion de todos sus elementos en un solo objeto no conduce a una contradiccion ™.
Por recomendacion de Cantor, Jourdain preparé su demostracion del Principio del Bucn
Orden para su publicacion basandose en el Teorema de Aleph. El resultado aparecié
publicado en un articulo de la “Philosophical Magazine” en enero de 1904. Para distinguir
clases consistentes de inconsistentes, Jourdain establecié un criterio formal:

“Una clase es inconsistente si tiene una subclase equipotente a la clase W de rodos los
ordinales”. {1904, 67]. Para cvitar la Paradoja de Burralli - Forti basada en la clase de W,
Jourdain sélo asignaba a las clases consistentes un tipo de orden é numero cardinal -
restricciéon similar a Ja de Cantor-. A pesar de que el criterio de Jourdain para clases
‘inconsistentes era mas convincente que el de Cantor, tuvo pocos adeptos. Lo que se
necesitaba cra la condicion por la cual cada clase inconsistente debia ser equipotente a la
cylase de todos los conjuntos, condicién que Von - Neumann introdujo dos décadas después.
Lé demostracion de Jourdain al Teorema de Aleph empezaba aceptando la proposicion de
Hardy de que cada cardinal infinito es un aleph 6 es mayor que cualquier aleph. Entonces
Jourdain aseguraba que la clase W era bien ordenada. Su argumento se basaba en el
Teorema:

(6.6) Si una clase ordenada M no tiene subconjuntos de tipo *@w entonces M es bien
ordenada.

Para mostrar (6.6.), Jourdain escogia arbitrariamente una sucesion descendente de
elementos de un subconjunto Af’ de M sin elemento minimal, apoyandose necesariamente
en la Suposicion Dependiente. Suponiendo (6.6) el Teorema de Aleph se demostraba
facilmente: Si hay un cardinal M mayor que cada aleph, entonces la clase M tiene una
subclase equipotente a W, consecuentemente, M es inconsistente y por lo tanto falta un

cardinal. Por lo tanto, por el resultado de Hardy (6.5), cada cardinal infinito es un aleph.
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‘Y[Jourd.ain 1904,6]. De hecho el argumento de Jourdain mostraba solamente que bajo la
' hiﬁélesis dada existe, para cada ordinal £ una subclase de AM cquipotentc a /2 Lo que
necesitaba era obtener una subclase de M equipotente a la clase ¥ de todos los ordinales.
Para hacerlo, necesitaba hacer tantas elecciones arbitrarias sucesivas como ordinales. Esta
suposicion era aun mas fuerte que el Principio del Buen Orden (6 el Axioma de Eleccion)
y dc hecho, era equivalente a asegurar que la clase de todos los conjuntos puede bien
ordenarse. Al final de su articulo Jourdain enlisté varias consecuencias importantes de su
Teorema de Aleph en Aritmética Cardinal. En principio la potencia del continuo era un
aleph. Ademas era una solucién positiva al problema que A.N. Whitchecad habia planteado
sin demostrar en 1902:
(6.7) Si mes infinitoy si 7 <uentonces y+ 177 =p
Meses déSppés ‘Jourdain escribié otro articulo con varios corolarios al Teorema de Aleph,
.uno de elios'era’ también un problema propuesto por Whitehead en 1902:
(6.8)'Si’v/1 es infinito y si 7 s g« entonces g+ 17 = ;. En particular g 2 =g para todo u
“infinito.
De lo anterior Jourdain dedujo la siguiente proposicion que Schéenflies habia planteado sin
demostrar en 1900.
(6.9) Si m es infinito entonces u# =2*
El articulo concluia con ¢l deseo de Jourdain de investigar a profundidad la Hipétesis del
Continuo [1904a, 301 -303]. El éxito de Jourdain se¢ vio rapidamente opacado. En un
articulo fechado el 6 de septiembre de 1904, rechazd su hipétesis de que los nameros
reales pueden bien ordenarse. Argumentaba que su prueba del Teorema de Aleph

justificaba tal conclusion s6lo si se demostraba primero que ningiin subconjunto de R es
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: 'eduipétenie a la clase Wdc lqus Ios oféinalcs: “Es importante demostrar que 2™ es igual
a alg’ﬁn éleph para veslar se.gurosy,"de‘q\‘ue continuo - numérico se convierte en lo que llamo
agregado inconsistente”. (1905, 42]. Es decir a pesar de todos sus esfuerzos, y a pesar de
su conviccién de que 287 =N cra probablemente cierta, Jourdain no pudo demostrar que
existia un buen orden en R. Aun cuando Zermelo cristalizé en ese mismo mes su propia
demostracion de que los numeros reales pueden bien ordenarse. En resumen, a medida que
el siglo veinte avanzaba, no existia consenso entre los matemdticos respecto al Problema
del Buen Orden. Mientras Hilbert sefialaba la necesidad de obtener un Buen Orden
particular para R, Russell y Schoenflies tenian dudas acerca de la veracidad del Principio
del Buen Orden. Por otro lado, Hardy creia haber demostrado una proposicion mas débil de
que cada cardinal infinito 6 es un aleph 6 es mayor que todos los alephs, y en particular
&y = 2™ Influenciado por Hardy, Jourdain descubrié un argumento para el Teorema del
Aleph y para el Principio del Buen Orden, que Cantor habia utilizado siete afios antes. Sin
embargo Cantor tenfa sus reservas acerca de dicho argumento, en parte quiza por que éste
se basaba en la clase inconsistente de todos los ordinales y se rehusaba a que Jourdain lo
publicara. Cuando la versiéon de Jourdain aparecid, fue recibida con indiferencia y
descrédito. Oculta en los argumentos de Cantor y de Jourdain cstaba la potente nueva
suposicién basada en elecciones infinitas sucesivas arbitrarias y dependientes. Sin embargo
ninguno de los dos se percaté de que esa nueva suposicién estaba involucrada. En relacion
a su demostracién Jourdain mas tarde seiial6:

“Simplemente asumi la validez del proceso de hacer series infinitas de selecciones
arbitrarias como consecuencia del trabajo de Hardy.[1903], sin embargo igual que otros
matemdticos no estaba consciente en ese momento del hecho de que habia utilizado una

suposicion no demostrada, admitiendo el principio de seleccion (Axioma de Eleccion).
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Sélo quedaba a Zermelo reconocer que el uso de infinitas elecciones arbitrarias se tenia que
establecer como un postulado y que tales eleccionces se podian hacer independientemente
unas de otras para evitar contaminar el proceso con la intuicion de ese tiempo.
7.-USOS IMPLICITOS POSTERIORES

Resulta una ironia histérica que muchos matemaiticos que utilizaron ¢l Axioma de Eleccion

implicitamente en sus investigaciones mds tarde se¢ opusieron a él. Esto sucedio
principalmente en aquellos que continuaron con la tcoria de conjuntos de Cantor y en
aquéllos que utilizaron esa teoria en ¢l andlisis real. Dichos analistas de principios de siglo
incluian a René Baire, Emile Borel, y a Henri Lebesgue en Francia, asi como a W.H.

Young en Alemania. En Inglaterra, por otra partc Bertrand Russell, y Alfred North

Whitehead - investigaban los ordinales y cardinales trasfinitos como parte de sus

investigaciones’ sobre los fundamentos de las matemiticas. A veces algunos matematicos

ara infinitas selecciones arbitrarias, y a veces la Suposicion se

Ciertamente ¢l uso

mente en el Teorema de Unién Numerable.

Lcrmelo en 1904 del Teorema del Buen Orden los llevé a desarrollar su filosofia

construchvtsw de las matematicas y a volverse mas intolerantes de los métodos no -

:constructivistas. En su tesis doctoral publicada en 1895, Borel se apoyaba en los métodos
no- constructivistas. Influenciado por Poincaré, la tesis de Borel trataba sobre la
continuidad analitica de las funciones complejas a lo largo de una curva que contenia un

conjunto denso de singularidades. En la demostracion dec Borel la Suposicion servia para
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justificar la seleccion de un intervalo (aa . ba) para cada ordinal numerable a. Tres aiios
mas tarde Borel presenté una segunda demostracion de su teorema en su libro de funciones
complejas empleando el método de Bolzano - Weierstrass para la subdivision de intervalos;
del mismo modo no hubiera sido dificil para él especificar una regla para sus elecciones, si
lo hubiera deseado. Por otra parte, el libro de Borel contenia varios teoremas, todos
concernientes a la cardinalidad, para los cuales el uso de la Suposicion era inevitable. El
primero de ellos era su prueba del resultado de Cantor de que cada conjunto infinito tiene
un subconjunto numerable. {1898, 12-13]. El segundo era una generalizacion del Teorema
de Union Numerable:

(7.1).- La unién numerable de conjuntos A4, 42,........ cada uno con la potencia del continuo,
tiene también la potencia del continuo.

Para demostrarlo Borel sefialaba que para cada n, 4n tenia la potencia del intervalo abierto
"(n-1, n) en R, y por lo tanto la unién de todos los A4n, tiene la potencia del continuo. [1898,
16]. En efecto Borel elegia arbitrariamente una biyeccion fiz de A4»n sobre (n-1, n) para cada
n para obtener una funcién uno a uno de & An, en R como se queria. Estos dos teoremas
dependian solamente del Axioma Numerable. Su tercera proposicion gencralizaba el
Teorema de la unién numerable:

(7.2) Sea A una familia de conjuntos donde 4 y todos sus clementos tienen la potencia del
continuo; entonces la union de la familia tiene la potencia del continuo. {1898, 16 - 17].
Finalmente, e¢n la recta real introdujo sus conjuntos Borcl- medibles, posteriormente
conocidos como conjuntos de Borel, los cuales comenzaba con intervalos y cerrindolos
bajo las operaciones de complementos y uniones numerables. Aun cuando no usé la

Suposicion implicitamente ¢n ¢se caso, parecia sugerir que algunos subconjuntos de R no
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eran Brc)lfel-‘:b,.m;d‘iblesv~ éhpdsici(’m que requeria del Axioma. [1898, 46-49). Posteriormente

) muchas _dev‘la‘s propiedades de los conjuntos de Borel resultaron ligadas al Axioma.

' René Baire obtuvo su doctorado en la Ecole Normale Superieure, igual que Borel. La tesis
dec Baire de 1899 contenia resultados importantes en la teoria de las funciones reales. En
particular, clasificaba las funciones discontinuas como limites de cicrias sucesiones de
funciones. En el marco de su clasificacion, aceptaba la definicion de Dirichlet de funcién
real como la correspondencia x— f{x) entre numeros reales. Baire sefialaba:

“En esta definicion hay que preguntarse aparite del punto, como se puede establecer una

dencia efecti te, 6 cudndo ¢s posible establecerla efectivamente. ” [1899, 1].

COrrespor
En esa época asumié una postura mds tolerante de los métodos no - constructivos que la
que asumié después de la demostracion de Zermelo. Esa misma tolerancia era aparente
cuando Baire generalizo los resultados de Cantor que derivaron en el teorema:

(7.3).- Para cada ordinal numerablea, sea P, un subconjunto cerrado y acotado de R.
Supdngase que:

(i).- si B <a entonces PacPg y si

(ij).- P < a Yy si Pg es finito entonces P, es vacio. Por lo que para algiin y numerable,
I’r =P rel

La Suposicién Numerable aparecié en la demostracion de Baire a través del Teorema de

Cantor: el limite de una sucesién de ordinales numerables es un ordinal numerable. Ademads

. Baire suponia que cada subconjunto cerrado por sucesiones de R era cerrado [1899, 51, 52].
- La tesis de Baire se enfocaba en la clasificacion de las funciones reales y en las nociones de
primera y segunda categoria. Los principios de su clasificacion: un numero de sus

resultados habian aparecido en un trabajo presentado en la Academia de Ciencias de Paris
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el 6 de junio de 1898. Ahi, Baire definié la clase cero de todas las funciones reales
continuas. Para cualquier & numerable, la clase a de Baire era el conjunto de todas las
funciones reales f'que no estan en una clase previa, tal que f{x) = lim f,(x) para cada real x,
y donde_f}, f>..... es una sucesion de funciones reales en una clase previa. Su clasificacién no
abarcé todas las funciones reales, lo cual notd, dado que la union de todas sus clases
solamente tenia la potencia del continuo, mientras que el conjunto de las funciones
discontinuas tenija una potencia mayor. [1898, 1623]. Fue ahi que utilizo indirectamente la
Suposicion, en su teorema. Dentro de su tesis Baire usé el resultado (7.3) y por lo tanto la
Suposicién Numcrable, para caracterizar las funciones /> R — {0,171} cn la clasc uno {1899,
53]. En general asegurd, pero no demostré la siguiente caracterizacion de sus clases con
indices finitos:

(7.4 .l'Péfa cualquier entero positivo », y cada funcién real f'de clase n, y para cada real x ,

- ,"E&fv(x) =St Sz Zn Pataz..an ()

§ Donde céda Pataz..an (X) €s un polinomio de x con coeficientes reales. [1899, 69].

: : Como Sibe;"pinski sefialara, posteriormente [1918, 135], este teorema requeria del uso del
A)&ioﬁia siempre que n > /. Para n = J, el resultado se convertia en el Teorema de la
Aprox‘imacién de Weierstrass: Cada funcién real continua ¢s el limite de una sucesiéon de
bolinohios. Sabiendo que cada funcién [ de clase dos se construye a partir de alguna
sucesion de funciones de clase uno, Baire clegia dicha sucesion de manera arbitraria para
cadaf ¥y por lo tanto obtenia una doble sucesion de polinomios. Entonces generalizaba su
proéeﬂimicnto para la clase n por induccién. Finalmente argumentaba que ninguna nueva
fﬁﬁcién podia obtenerse extendiendo su clasificacion a ordinales no - numerables. El limite

de una sucesion de funciones, cada una de las cuales se construye a partir de una clase de
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Baire numerable, era una funcién en una clase de Baire numerable, resultado que se
apoyaba nuevamente en la Suposicion Numerable. [1899, 70]). Las preguntas planteadas
acerca de la clasificacion de Baire fueron objeto de controversia después de la
demostracion de Zermelo. En particular, se reconocié posteriormente que la clasificacion
de Baire para funciones reales era esencialmente equivalente a la de los conjuntos de Borel
para R, y que la existencia de una funcién que no estuviera en la clasificacion de Baire
estaba intimamente relacionada a la existencia de un conjunto que no fuera Borel medible.
Otra contribucion importante en la tesis de Baire era la nocion, después planteada en la
topologia general de conjuntos, de primera y de scgunda categoria. Un subconjunto 4 de R
cra de primera categoria si cra la union numerable de conjuntos densos en ninguna parte; si
no, A era de segunda categoria. De gran importancia entre sus resultados era el Teorema de
Baire de las Categorias (R era de segunda categoria), ¢l que posteriormente los matematicos
extendieron a espacios topoldgicos mas gencrales. Actualmente el Teorema de Baire de las
Categorias puede demostrarse sin el Axioma, su demostracion sc basa en la seleccion de un
punto con ciena propiedad de cada intervalo encajado y entonces en la utilizacion de la
Suposicion Numerable. En contraste el uso del Axioma no se podia evitar en el siguiente
teorema:

(7.5).- En R la unién numerable de conjuntos, cada uno de primera categoria, es también de
primera categoria.

A pesar de que Baire consideraba a esta proposicion como consecuencia inmediata de su
definicion de primera categoria, al parecer basaba esa conclusién en ¢l Teorema de la
Unién Numerable e indirectamente en la Suposicion. [1899, 66]. Baire expresaba ciertas
dudas acerca de la relacion de los métodos no - constructivos y sus investigaciones. En una

carta enviada a Vito Volterra el 25 de octubre de 1898, el cual habia mostrado gran interés
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sobre su trabajo, Baire expres6 sus dudas respecto a la existencia de la clase de Baire para
‘a para a 2 3 Ademas se cucstionaba sobre la definicion real que no estuviera en su
clasificacion. En cierto modo las dudas de Baire eran justificables. Cuando planteaba la
hipétesis de que R pudiera partirse en dos conjuntos, cada uno de segunda categoria en cada
intervalo abierto, obtenia un conjunto que no tenia valor, lo que después se conocié como
la propiedad de Baire. Sin embargo, en la existencia de un subconjunto de R sin valor, la
propiedad de Baire dependia del Axioma, dado que existia una funcion real que no estaba
en la clasificacion de Baire. Esas preguntas relativas a las definiciones que planteaba en su
carta fueron importantes para determinar la relacion del Axioma con los métodos
matematicos constructivos. Influenciado por Baire y Borel entre otros, Henri Lebesgue
retomo sus primeras investigaciones sobre teoria de funciones reales. Ese trabajo lo llevo a

imp@gantcs descubrimientos. Ahi planted su bien conocido Problema de la Medida , donde

: funci(’)n m para cada subconjunto acotado A4 de R,, m(4) es un nimero rcal no -
negativo que satisface las siguientes condiciones:
m(A) es positivo para cada algin conjunto A.

ii).< Conjuntos congruentes tienen igual medida

iii).- La medida numerable de conjuntos ajenos es la suma de las medidas de esos conjuntos

’(évditi\"idad numerable).

Para resolver este problema, Lebesgue introdujo los conjuntos medibles, los cuales
extendian la familia de conjuntos de Borel y le permitian definir la integral de Lebesgue. Al
mismo tiempo se percato de que los conjuntos medibles podian no contener a todos los
subconjuntos acotados de R,, por lo tanto no se podia resolver el Problema de la Medida.
{1902, 236]. Poco después, el descubrimiento de conjuntos acotados no - medibles probd

ser una de las consecuencias mas controvertidas del Axioma. En vista de la oposicién
51




:bosteﬁo; de Lébesgue al axioma, vale la pena examinar como las elecciones arbitrarias
;ucedian en el centro mismo de sus investigaciones: su prueba de que los subconjuntos
‘v‘rnedibles de R eran numerablemente aditivos. Para empezar, necesitaba establecer que la
unién numerable de conjuntos medibles era medible . Primero suponia que A4,, A>,.... era
una sucesion de subconjuntos medibles ajenos de R y que [a,bJera un intervalo que incluia
a todos io A;. Entonces encerraba cada 4; en la uniéon de alguna familia numerable 3J; de
intervalos abiertos, y cada fa,b]-4i en la unién de otra familia numerable g, de intervalos
abiertos, tal que cada conjunto (v 3;) M (L ;) tuvicra una longitud total de d, . Aqui la
suma de todos los d; se tomaba como un ntimero positivo arbitrariamente pequeiio. [1902,
237-239]. Sin embargo Lebesgue no proporcionaba la regla para escoger a las familias 3, y
p, y ‘n‘or I6 hubiera hecho evitando usar eclecciones arbitrarias, dado que el Axioma
Numerablese necesitaba para ascgurar la aditividad numerable de la Medida de Lebesgue.

*,Egt‘e, ‘ccrohv'i"l'xe‘reconocido sin demostracion por Sierpinski. [1916, 690} . Por lo que

Lebgsgue enfrentaba el dilema de aceptar el Axioma Numecrable 6 restringir su teoria a la

nl\egracnénv‘dé_vla' manera esencial. En Géttingen el matemitico ingles W.H. Young que

: posteriorme! te estaria en contra del Axioma, buscaba en cl analisis real un modo similar al

o de Bairé, Borel y Lebesgue. Como ellos, Young usaba elecciones arbitrarias infinitas. En
l 9Q2 utiliés I‘aASuvposici()n de manera implicita para demostrar ¢l Teorema Topologico de
; Canlorquc afirmaba que cada familia ajena de intervalos abiertos en R era numerable. Este
ieoféma no requeria la Suposicion puesto que cada intervalo tal contenia unicamente
niimeros racionales, al menos en el buen ordenamiento de Cantor de los racionales. Sin
embargo la demostracion de Young usaba la Suposicion indirectamente al usar la siguiente

proposicion:
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B (7.6).= La .‘unién numerable de conjuntos finitos es numerable. [1902, 248].
o S.in‘ él Axion‘;a, como Russell mencioné en 1906, aun esta forma débil del Teorema de la
-Unién Numerable podia fallar. Por otra partc, Young no podia evitar la Suposicién
"Numerable en la demostraciéon publicada en 1903, de un tecorema que habia planteado
independientemente pero que a menudo se le atribuye a Ernst Lindelsf.
(7.7).- Cada familia S de intervalos abiertos que cubran a un subconjunto Af de R tiene una
subfamilia numerable que cubre a M.
El uso indiscriminado de elecciones arbitrarias sucesivas en la demostracién de Young sc
parecia bastante a la que Baire habia dado en 1895, para el teorema de Heine - Borel.
Comenzando con un intervalo fijo 4 en §, Young scleccionaba un intervalo d;, cl cual
encimaba a 4 por la izquierda, y entonces encimaba un intervalo d> a d,, por la izquierda y
asi sucesivamente. Este proceso podia terminar segiin afirmaba, por exahusion sobre todos
. '»,1°§ pl;!nlos de M a la izquierda dec d 6 por los puntos finales de d), dz ,..... aproximandose a
~un phl{to limite por sucesién p, Algun intervalo e contendria a p y entonces se podia

lim'yrjar a di+i, di+2,.... (Donde d; era el intervalo de menor indice que cubriera e). Entonces

este lproégdimiento se repetia comenzando con ¢. Escogiendo también los intervalos que de
csta; Jforma cubrieran por la derecha a d, Young concluia haber obtenido intervalos que
‘cubrieran a M en una cantidad numerable. (1903, 384 - 386]. Es asi que en Alemania como
en Francia, los futuros criticos del Axioma estaban usando libremente sucesiones de
elecciones arbitrarias cn analisis real antes de la aparicion de la demostracion de Zermelo.
En Inglaterra, Russcll y Whitehead (que igual que Young tenian vinculos estrechos con
Cambridge) usaban la Suposicion implicitamente c¢n sus criticas investigaciones de los
fundamentos de las matematicas. En el Primer Congreso de Filosofia, realizado en Paris en

agosto de 1900, Peano habia causado gran impresion sobre Russell y Whitehead, y poco
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tiempo después adoptaron el sistema de logica simboélica. En octubre de cse mismo aiio
Russell comenzé a extender la légica de Peano a la teoria de relaciones, que habian
desarrollado Pierce y Schroeder anteriormente. Subsecucntemente Russell publicé dos
articulos sobre relaciones [1901, 1902] en la revista de Peano llamada *“Rivista di
matematica”. Ambos articulos usaban de manera velada elecciones arbitrarias. En el
primero de ellos, Russell plantcaba y demostraba la siguiente proposicion, la cual definia
como la suma finita e infinita de nimeros cardinales:
(7.8).- SiA4 y B sonclases de clases ajenas y no vacias y si f>4—B ¢s una biyeccion tal que
S@) =& implica quc #a = #b siemprc que ae€A y beB, cntonces  #uAd =HUB.
Para demostrar esa proposicion Russell seleccionaba una biyecciéon de a sobre f{a) para
cada ae A4 . Debido a la forma simbdélica de la demostracion de Russell, conciliaba esas
elecciones arbitrarias. [1902, 19]. En su segundo articulo usaba (7.8), donde A4 y B cran
.cbnjunlqs de relaciones de orden, para definir la suma de infinitos tipos de orden. {1902,
‘179].' Habia una relacion estrecha de su teorema con que cada clase ordenada densa A4
tuviera una subclase de tipo @ entre cualesquiera dos elementos a y & de 4. También aqui
las elecciones arbitrarias no eran aparentes a primera vista.[1901, 143- 144]). En contraste,
en 1901 Russell creia que una nueva suposicion se¢ neccsitaba para deducir que una clase
era Dedekind - finita si y solo si era finita. Por lo cual introdujo un postulado similar al
Teorema de Burali - Forti, que afirmaba que la clase Dedekind - finita satisfacia cierto tipo
de inducciéon matemitica. Dado que introdujo quince nuevos postulados en ese articulo,
seria un error darle mucho énfasis a éste. Alrededor de 1902, Russell llegé a creer que habia
demostrado cste postulado al mostrar la proposicién dc Cantor quc afirmaba quec cada

conjunto infinito tiene un subconjunto numerable. La demostracion de Russell que contenia
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elecciones arbitrarias, aparecié en un articulo de Whitehead [1902] como una contribucién.
Estimulado por su demostracién, Russell propuso tentativamente otro postulado:
(7.9).- Cada clase infinita # es la unién de alguna familia v de clases numerables ajenas.
Algan argumento heuristico de Russell en favor de esta proposicion llevé a Hardy a
establecer su argumento para la proposicion de que cada cardinal infinito es un aleph 6 es
mayor que todos los alephs. Sobre la base de (7.8) dedujo de (7.9) que para cada u infinito
existe un n7 tal que u = Non7. De ahi concluyé que:
(7.10).- Si pes infinito, entonces yw=xu + .
Ademids dedujo la siguiente proposicién: Si ges infinitoy 7 <gentonces u +n=u.
Todas esas proposiciones dependian del Axioma, como se reconocié posteriormente.
El tema principal del articulo de Whitehead, el cual aporté un tratamiento general de la
aritmética de los cardinales, era el de extender la multiplicacion de cardinales hecha por
Cantor . a_ infinitos factores. Con esa meta en mente, Whitehead definié una clase
multiplicativa A“ para cada familia 4 de clases ajenas no vacias. A A% la tomd como la
clgse‘ de todas las subclases M de </ tal que para cada S en 4, M S tiene exactamente un
‘glémemo. [1902, 383]). Asi se aproximaba bastante al Axioma de Eleccioén, en la forma que
o ﬁusséll posteriormente llamaria Axioma Multiplicativo. En consecuencia los usos
- implicitos de la Suposicion no se presentaron como elecciones arbitrarias sino como el
Axioma Multiplicativo: A% es no vacio para cada familia 4 dc clases no vacias. Es
probable que esta proposicion pareciera tan obvia para €l, que sintié que no necesitaba
mencionarla. Whitehead demostré varios teoremas que podian ser tomados como
cquivalentes al Axioma Mutltiplicativo, tales como el siguiente:

(7.11).- Para cada familia de clases 4 ajena, no vacia, N1%) = A,
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(7.'12).- Para todas las familias ajenas 4 y B, si A= B entonces 4 = B.

" Otro teorema, sc¢ asemcjaba al principio maximal del Lemma de Zorn y al Principio
Maximal de HausdorfY, y el cual tuvo gran impacto en dalgebra y andlisis décadas despudés:
(7.13).- Sea A4 una familia de clases ajenas, no vacias. Si § « « A4 y si no hay un elemento
de A que contenga mas de un elemento de S, entonces S < M para algin AM en A®, En otras
palabras, bajo la hipétesis dada una clase S podia extenderse a clemento de A% . Para
deducir estos tres teoremas, Whitechecad presuponia implicitamente que algunas clases
multiplicativas eran no vacias. {1902, 383- 384]. Después de establecer csos teoremas
Whitehead usé su nueva nocién de clase multiplicativa para definir la multiplicaciéon
cardinal, para una infinidad arbitraria de factores, y la relacioné tanto a la adicion como a la
exponenciacion. Para una familia A ajena de clases, definié 3, 4#a como #uA , y Il cafta
como # A%. Whitchead también demostré que: Si hay una biyeccion de A4 sobre B, donde 4
v B soﬁ familias de clases no vacias ajenas, y si para cadaae Ay be B, fla) = b = #a =
#b, entonces A es equipotente a LB, y A% es equipotente a B. Como los intentos mas
limitados hechos por Cantor para tratar de la suma infinita de cardinales como productos
finitos, la Suposicion se usaba implicitamente de una manera inevitable. Ni Russell ni
Whitehead entendieron la fuerza deductiva que estaba ocuita en los teoremas de Whitchead.
Cada uno 'ae ellos implicaba dos proposiciones que Whitchead consideraba como no
dcmbsti‘adhﬁ en general : 4% = gy p# = 2" para cada g infinito. Cada uno de esos tres

teoremas resultaria ser equivalente al Axioma de Elecciéon. Cuando Whitehead retomé los

f)i’obic;;i\as de cardinalidad en un articulo escrito en 1903 y publicado al afio siguiente,
asu:ﬁio‘ ia Tricotomia de los Cardinales como hipétesis para deducir la proposicion: Si m; <

n; ymz < nz, entonces my; + my; < n; + n; [1903, 31-32). Posteriormente se demostrd que
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esa proposicion era también equivalente al Axioma. Sin embargo bajo la optica de la
demostracion de Zermelo no quedaba claro ¢l papel que las clecciones arbitrarias y las
suposiciones relacionadas jugaban en la aritmética cardinal. A medida que cl siglo veinte
avanzaba, la Suposicion se comenzaba a usar de manera implicita - como sucedia con las
elecciones arbitrarias, asi como con los resultados indirectos del Teorema de Union
Numerable- aun por matematicos que no simpatizaban fundamentalmente con los métodos
no constructivos. En analisis sucedia especificamente ¢n la teoria de funciones reales. La
aditividad numerable de la medida de Lebesgue, €l comportamiento de los conjuntos de
primera categoria, la estructura de la clasificacion de Bairc para funciones reales, y para los
conjuntos dc Borel, todos dependian del Axioma. Micntras que ¢l Axioma Numcrable 6 ¢l
Principio de Elecciones Dependientes fucran suficientes para tales aplicaciones en analisis
real, la aritmética cardinal se manejaba con proposiciones que resultaron ser equivalentes
al mismo Axioma. Es decir, Russell y Whitechead, mas que otros matemaiticos se
encontraron implicitamente usando la fuerza completa de la Suposicion. Cuando la
demostracion de Zermelo, aparecié cada uno de los matematicos enlistados en esta seccion
rechazaron ¢l Axioma de Eleccion que servia de base para dicha demostracién. La posiciéon
de esos criticos era delicada, puesto que el Axioma estaba ligado cstrechamente a sus
propias investigaciones. Posteriormente sus reacciones variaron de individuo a individuo.
En su obra magistral “Principia Matematica”, Russell y Whitehead cuidadosamente
hicieron del Axioma Multiplicativo una hipoétesis explicita para los teoremas que dependian
dc él, pero tenian dudas de su veracidad. Young deseché el Axioma de Eleccion en favor de
un procedimicnto ncbuloso, hecho por Bernsiein, el cual tenia la incertidumbre de una
prucba de la cardinalidad hecha con elecciones arbitrarias. En algunas ocasiones Borel

sefialaba al Axioma como absurdo y en otras se inclinaba a aceptar el Axioma Numerable,
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mientras que Baire repudiaba el Axioma inequivocamente. Lebesgue por otro lado
repudiaba ¢l Axioma de manera equivocada. No sc¢ sabe cudl es la razon por la que cstos
criticos no detectaron la Suposicién la cual estaba escondida en sus propias investigaciones.
Ademas durante 1904, Russell escondié la presuposicion implicita de Whitehead de que la
clase multiplicativa de una familia de clases no vacias deberia ser no vacia. Después de la
demostracion de Zermelo muchos de esos matematicos tuvieron que reiniciar sus
investigaciones, algunos mds consistentemente que otros.

8.- OBJECIONES ITALIANAS A LAS ELECCIONES ARBITRARIAS

A pesar del hecho de que las elecciones arbitrarias fueron ampliamente usadas en andlisis
alrededor de 1900, su uso explicito atrajo poca atencidén. Antes de la demostracién de
Zermelo, las unicas objeciones para hacer infinitas elecciones vinieron de tres matemdticos
italianos: Peano [1890, 1902], Bettazzi [1892, 1896a], y Beppo Levi [1902]. Los tres se
localizaban en Turin, razén por la cual existen fuertes razones para creer que el punto de
vista de Pecano se impuso a la de los otros, para rechazar las elecciones arbitrarias. Sin
embargo algunos historiadores afirman que Peano 6 Levi formularon el Axioma de
Eleccion antes que Zermelo. En 1886 Peano publicd una nueva demostracién del teorema,
de Cauchy, de que la ecuacion diferencial y* =/ (x,y) tiene soluciéon unica. Aqui Peano
debilito la hipotesis de Cauchy, la cual s6lo requeria que f{x.y) fuera continua. Cuatro afios
mas tarde Peano regresd a su teorema y generalizé su demostracion a sistemas finitos de
ecuaciones de primer orden. Cuando llego al paso que requeria elegir un elemento unico de
cada sucesion 4,,4,,... de subconjuntos de R, sefialé cuidadosamente:

“Puesto que uno no puede aplicar infinitas veces una regla arbitraria para asignar a la
clase A un individuo de su clase, una regla determinada se requiere, que bajo una hipotesis

dada uno asigne a cada clase A un miembro de su clase. [1890, 210]"
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Para obtener dicha regla usaba la minima cota superior. Fue asi que se convirtiéo en el
primer matematico que, aceptando infinitas clases, categéricamente ncgaba el uso de
infinitas elecciones arbitrarias. A pesar de conocer las investigaciones de Cantor,
aparentemente no se le ocurrioé a él & a otros matematicos de su época que Cantor habia
usado frecuentemente tales elecciones arbitrarias. Después de 1a demostracion de Zermelo,
surgieron las dudas de Peano quien criticé vigorosamente el Axioma de Eleccion asi como
a los resultados que dependian implicitamente del mismo. En 1892 Bettazzi, quien sc habia
convertido en colega de Peano en la Academia Militar de Turin, publicé un articulo sobre
discontinuidades en funciones reales. En cse contexto Bettazzi distinguié entre punto limite
y punto limite por succsiones. Por otra parte Bettazzi discuti6 cl problema de las clecciones
arbitrarias mas detalladamente que Peano:

“Un punto puede tomarse arbitrariamente de un conjunto de puntos [en R}, 6 de sus
subconjuntos, 6 de un numero finito de sus subconjunto. Pero cuando uno tiene que
considerar subconjuntos infinitamente y construir un subconjunto formado por la eleccion
‘en’cada uno de est;;s subconjuntos de cualquier punto, no es suficiente afirmar que uno
forma ese conjunto tomando un punto arbitrariamente en cada uno de esos subconjuntos.
- Unb ‘no puede determinar un numero infinito de objetos todos elegidos arbitrariamente en
élasés dadas. Por lo cual claramente uno ve que darlos arbitrariamente equivale a
definirlos separadamente uno a la vez. [1892, 176] "

Bettazzi afiadia que uno podia seleccionar arbitrariamente un punto de subconjuntos de

manera finita de un conjunto infinito de nimeros reales, mientras que se definiera una

“regla” suficiente para “determinar” un punto en cada subconjunto restante. Es decir,

estaba de acuerdo con Pecano ¢n que el uso de infinitas elecciones arbitrarias deberia

rechazarse categoricamente. Dado que tales elecciones no podian usarse, Bettazzi deseaba
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invcstigar las coﬁdiciones bajo las cuales una regla de cleccion existia. A pesar de que no se
conocia una regla de elecciéon para R, se dio cucnta de que tal regla si estaba disponible para
cualquier conjunto numerable, por lo cual consideré que solamente existia para dichos
conjuntos. Por otra parte habia ciertos subconjuntos de R para los cuales habia una regla de
cleccion en casos especiales. Esto es, para un conjunto cerrado S, se podia determinar un
punto en cualquier subconjunto cerrado T de S que estuviera en un intervalo cerrado y
acotado dado, al cual se le llamaba la minima cota superior de 7. Bettazzi estudié la
existencia de reglas de eleccion porque deseaba conocer las condiciones bajo las cuales un
punto limite era también un punto limite por sucesiones. Dicho problema surgié cuando se
consideraban los puntos limites por la derecha de una funcién arbitraria y = f{x) a 1o largo
de la linea x = a. Su primer teorema era el que, dada una tuncién y = f{x) con dominio G, si
p era un punto limite de fpor la derecha - puesto que hay un intervalo (a.a+£) y una regla
de eleccion para el dominio de f restringido a ese intervalo. [1892, 181]. Entonces
gencralizaba el resultado a un segundo teorema: Bajo la misma hipétesis, hay un
subconjunto numerable C del dominio de ftal que el conjunto de todos los puntos limites
de C por la derecha a lo largo de 1a linea x = a es igual al subconjunto A4 dado del conjunto
B de todos los puntos limites de f"a lo largo de x = a por la derecha. Dado que B es cerrado,
el teorema se aplicaba, en particular si 4 y B cran iguales.[1892, 184-186]. Ironicamente el
segundo teorema de Bettazzi utilizaba el Axioma de Eleccion indirectamente, bajo la forma
del Teorema de la Uniéon Numerable, en una de sus primeras versiones:

(8.1).- Cada subconjunto cerrado A de R puede partirsc en un conjunto numerable C y en
otro conjunto E que consiste de todos los puntos limite de C y no en C mismo.

Igualmente aplicé el Teorema de la Union Numerable cuando intenté dar una versiéon

restringida de su segundo teorema, la cual no necesitaba una ley de eleccion. [1892, 187].
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Cuatro afios mas tarde, en la lectura de un trabajo en la Academia de Ciencias de Turin,
hablé nuevamente de las elecciones arbitrarias. Ahi cuestioné la demostracion de Dedekind
de 1888, de que cada conjunto infinito S es Dedekind - infinito, precisamente porque
utilizaba elecciones arbitrarias de una funcién uno a uno fiu:fl,2,...,n}— S para cada n. A
pesar de que Bettazzi sostenia la hipotesis que postulaba tales elecciones, inmediatamente
rechazé la idca.[1896,a, 512]. El tercer matemitico que se opuso al uso de infinitas
elecciones arbitrarias fue Beppo Levi. En 1900 Levi, que habia recibido su doctorado en
Turin cuatro afios antes, publicé un articulo inspirado en la tesis de Baire de 1899. Levi
queria obtener las propiedades que cada funcion real satisficiera, puesto que creia que no
habia propiedades no triviales aun conocidas. Sin demostracion tomo una de esas
propiedades como un teorema: Cada subconjunto 4 de R es igual a ( B« C) - D, donde Becs
un conjunto cerrado y C y D son densos en ninguna parte.l En efecto, asumia que cada
subconjunto de R tenia la propiedad de Bairec .2 Ademas Levi, insistia en que el teorema
implicaba una de las formas de la Hipdtesis del Continuo de Cantor; Cada subconjunto no
numerable de R tiene la potencia del continuo. {1900, 75]. La relacion entre el Axioma de
Eleccién y los resultados de Levi son intrigantes. En particular, la proposicion de que cada
subconjunto de R tiene la propiedad de Baire contradice el Axioma de Eleccion, dado que
el conjunto no medible, posteriormente dado por Vitali [1905] y cuya existencia sc
demostré con el Axioma, se encima a la propiedad de Baire. Por otra parte, no esta claro
por qué la proposicion de Levi debe implicar ia forma anteriormente citada de la Hipotesis
del Continuo. A pesar de haber afirmado que un articulo titulado “Investigaciones sobre el
Continuo y su Potencia”, pronto apareceria con la demostracion de su proposicion y de sus

corolarios, por razones desconocidas dicho articulo no fuc publicado. Sin embargo, sc
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percaté de que R y las clases de segunda podian no ser comparables. Es asi como Levi se
distancié de los usos repetidos de Cantor en su Tricotomia de los Cardinales. En la tesis de
1901, Felix Bemnstein cstablecio que el conjunto de todos los subconjuntos cerrados de R
tenian la potencia del continuo. En paginas posteriores sefialo que el resultado que Levi
[1900] habia deducido de que cada subconjunto de R tenia la propiedad de Baire era
erréneo. Como respuesta Levi publicé un anilisis de la tesis de Bernstein.[1902]. Levi
comenzaba con una critica a la teoria de conjuntos. Antes que nada insistia que Cantor y
sus seguidores habian hecho frecuentemente proposiciones dudosas de que ciertas
propiedades conocidas para conjuntos finitos se aplicaban también para conjuntos infinitos.
En ese sentido Cantor aseguraba que cada conjunto podia ser bien ordenado. Ademas,
continuaba Levi, varios autores han Hegado a dudar del buen orden en genecral. Aun el
discipulo de Cantor, Bernstein, ha abandonado evidentemente ¢l Principio del Buen Orden,
en virtud de que en su tesis ha investigado las condiciones bajo las cuales dos conjuntos
pueden ser comparados- propiedad que satisfacen cualesquiera dos conjuntos bien
ordenados--.[Levi 1902, 863]. Sin embargo, Levi agregd, Bemstein ha hecho una
suposicién que “aparece obscurecida para derivar en esencia al mismo postulado de (buena)
ordenacion de tal forma que uno puede pensar por un momento tratar de negar esta nueva
suposicion es de por si evidente™.[1902, 863]. Esa suposicion que Levi veia como una
consecuencia del Principio del Buen Orden, era el Principio de Particiéon: Si un conjunto se
parte cn una familia S de conjuntos ajenos no vacios s, entonces #S < # 4 . Después de
demostrar que el Principio de Particion se cumple siempre que A4 fuera finito, Levi afiadié
que “esta demostracion es aplicable sin cambios a cualquier caso donde s sea bien ordenado

6 mas generalmente, donde podamos distinguir un Unico elemento en cada s.[ 1902, 864].
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Al final de su-articulo Levi dio una nueva demostracion del teorema de Bernstein de que la
familia'de.sub_conjuntos cerrados de R ticne la potencia del continuo. Asi lo hizo porque

creia’que la demostracion de Bernstein estaba viciada por el uso del Principio de Particién

‘enel Establecimiemo del teorema:

(8.2).-El conjunto de todos los subconjuntos numerables de R tienen potencia menor 6 igual
a todas las sucesiones infinitas de nimeros reales.

En su nueva demostracion Levi evité cuidadosamente el uso de elecciones arbitrarias y
procedio a definir reglas. Por lo cual estaba Icjos de proponer el Axioma de Eleccion en su
articulo. Lo que hizo fue reconocer que el Principio de Particion puede ser demostrado en
los casos en que una regla permita distinguir un clemento Gnico de cada s en S.6.
Consecuentemente, rechazamos la idea de algunos historiadores que afirman que con base
en los articulos de Peano y Levi, alguno de ellos habia formulado el Axioma de Elecciéon
antes que Zermelo.7 Se pucde afirmar que Peano fuc el primero en rechazar el uso de
infinitas elecciones arbitrarias, Levi probablemente influenciado por Peano, evité las
demostraciones que emplearan tales elecciones arbitrarias. Es mas dificil evaluar cual era la
prioridad de Levi respecto al Axioma. En 1958 Abraham Fraenkel escribio:

“De acuerdo a una carta, alrededor de 1901 G. Cantor y F Bernstein trataron de construir
una correspondencia uno a uno entre el continuo(R) y el conjunto de todos los tipos
numerable.... Cuando se encontraron con una dificuliad insuperable, B Levi propuso
.. resolver la dificultad introduciendo un principio de eleccion, el cual formulé de una forma
s g?heraL. »  [Fraenkel y Bar- Hillet 1958, 48].
: No sé sabe qué quiso decir Fraenkel con “dificultad insalvable”. Dado que en 1901 Cantor
7 ¥y Bemstein habian tenido éxito en establecer la existencia de tal correspondencia. Aunque

ellos nunca se refirieron a una hipétesis que justificara las elecciones arbitrarias. Puede ser
63



que el recuerdo de Brenstein o Fraenkel, décadas después de tal evento, haya acreditado a
Levi algo que no era precisamente de su propiedad. Aun cuando habia propuesto alguna
version del Axioma de Eleccion a Bernstein o a Cantor en1901, Levi evité cualquier tipo de
cleccion en su articulo fechado en octubre de 1902. Solamente en 1918 regresé a tal
cuestion al proponer una forma extremadamente restringida del Axioma Numerable como
sustituto del Axioma de Eleccion de Zermelo, el cual Levi todavia no aceptaba. Se debe
enfatizar que la falsa creencia de que las elecciones arbitrarias fueron difundidas por Peano
y sus asociados, no eran tipicas de los matematicos italianos. Sin embargo, un uso
particularmente interesante de las elecciones arbitrarias ocurrian en el analisis generalizado
que se desarrollé cn Italia a finales del siglo diecinucve y que eventualmente condujo al
analisis funcional. Una dc las fuentes para este anilisis gencralizado fue el trabajo de
Weierstrass. Es interesante el resultado después conocido como el Teorema de Ascoli, que ‘
extendio el Teorema de Bolzano - Weirstrass a familias de funciones reales. En 1884,
inspirado en parte por el calculo de variaciones, que Giulio Ascoli, busco las condiciones
bajo las cuales una curva limite podia existir para una familia de curvas dada. Asi introdujo
el concepto de equicontinuidad. Una familia # de funciones reales, definida en un intervalo
cerrado [a,b] se dice que cs equicontinua si, dada € > 0, existe &> 0 tal que /x-a /<&
implica que //{ x)-f()) /<& para cada fen F y para cada x, y en [a,b]. Entonces Ascoli
afirmaba que una sucesion equicontinua de funciones uniformemente acotada ¢/}, todas
definidas en [a,b] tienen una subsucesion convergente.[1884, 549]. Para demostrar su
teorema Ascoli se percaté de que (/) tenia una subsucesion (g} al que g™ @,
g”’;(a),.... convergia al mismo punto x = a. Entonces {g" ”,,} tenia una subsucesion {g’”,,} tal
que g,(®). g”2(®)..... convergia al mismo punto x = b. enseguida escogia una subsucesion

&™) de {g@ ) tal que g™ (@+b)/2, g 3(a+b)/2,.... convergicra a algan punto x = (@+b)/2.
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Procedicndo de esta manera, escogia sucesiones (e}, {gw,,} vererr, cada una de las cuales
convergiendo puntualmente a los puntos previamente dados x = a, x =b, x= (a+b)/2, asi
como a los puntos que agregaba x = (3a+b)/4, x =(a+3b)/4,, y asi sucesivamente. Dado
que las abscisas del conjunto de puntos era denso en [a,b] entonces la sucesion diagonal
£ 2@ (V... era una subsucesion convergente de {7} como se deseaba.[1884,
545-549]. Ascoli uso infinitas elecciones arbitrarias cuando seleccioné una subsucesion
‘{g("'),}, en cada etapa de m. Tal uso era inevitable dado que para cualquier sucesion
g™,1c), g™ 32(c).....el Teorema de Bolzano - Weierstrass daba solamente un punto limite
‘especiﬁc'ado, el cual podia usarse para definir una subsucesion. Sin embargo, Ascoli no
hizo ‘hingfm intento para establecer una regla. Posteriormente los matemidticos
gencralizaron el tecorema de Ascoli, lo que hizo mas dificil evitar ¢l Axioma, aun si alguno
‘se lo hubiera propuesto. En 1889 Cesare Arzcla, que habia impartido clases en la
Universidad de Bologna, hizo la primera de dichas generalizaciones: Si F es un conjunto
infinito de funciones reales definidas en [u,4/ uniformemente acotadas y equicontinua,
entonces F tiene una funcién limite. Aqui fera la funcién limite de F si paracadae >0 y
para todo x en /a,b]existian una infinidad de funciones g en F tales que
) - £< glo) <f) + &
Arzela comenzaba su demostracion seleccionando una sucesion {f,} en F, y por lo tanto se
basaba en el teorema de Cantor de que cada conjunto infinito tiene un subconjunto
numerable. El que se pudiera dar una demostracion alternativa del teorema de Arzela sin el
uso del Axioma, no fue posible sino hasta 1906.
9.- PERSPECTIVA Y RETROSPECTIVA

El que las matemaiticas consistan dec construcciones es un punto de vista cuyos origenes
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pueden remontarsc al menos hasta Euclides. En ¢l siglo diccinueve, los matematicos
expandieron y restringieron lo que era permisible en tales construcciones. Cual de los
procedimicntos vilidos para cualquier nimero finito de pasos, se preguntaban, ;puede
extenderse a un namero infinito? Entre los procedimicntos considerados estaba la eleccion
de un elemento de un conjunto. Cuando incluso Euclides habia seleccionado un elemento
de cada conjunto de manera finita, parecia que la segunda y tercera etapa de las elecciones
arbitrarias no se habian presentado sino hasta el siglo diecinueve: se podian hacer
clecciones arbitrarias con una regla establecida, 6 con una regla no establecida
respectivamente. Ciertamente la tercera etapa era evidente en la demostracion de Cauchy de
1821 de que una funcién real ) continua ¢n un intervalo cerrado, tenia una raiz siempre que
el valor de ftuviera signos contrarios en sus extremos. Cauchy seleccionaba arbitrariamente
los términos de dos sucesiones convergentes de tal mancra que cada término dependiera de
los seleccionados previamente. Sus clecciones arbitrarias servian solamente como un atajo
para una regla que podia suplir si lo hubicra deseado. El momento decisivo se alcanzo en
1871 cuando Cantor hizo infinitas elecciones arbitrarias para las cuales no habia una regla
posible, y por lo tanto se inicié la cuarta ctapa. Esto sucedié en la demostracion de su
teorema que afirmaba que una funciéon real f es continua en un punto si y solo si f es
continua por sucesiones. Es dccir, la tercera y la cuarta ctapa tuvieron su origen en el
analisis. En 1877 Dedckind extendié las elecciones arbitrarias a la teoria de los nimeros
algebraicos cuando realizé un nimero no numerable de cllas para obtener representantes de
una’ clase de congruencia. Poco tiempo después Dedckind y Cantor usaron la Suposicion
implicitamente para caracterizar la frontera entre los conjuntos finitos e infinitos. Es por eso
que las investigaciones de Cantor fueron especialmente significativas ya que sirvieron

como principio conductor de los usos directos ¢ indirectos de la Suposicién. Mientras
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Cantor introducia sus conceptos topoldgicos - tales como punto limite, conjunto derivado y
conjunto perfecto- en términos de vecindades, una década después Jordan definié varias de
estas nociones en términos de sucesiones. Al dar un tratamiento paralclo de estas nociones
como equivalentes, puso en juego a la Suposicion Numerable, como sucedié cuando Cantor
dio la equivalencia entre continuidad y continuidad por sucesiones. Ademas el Teorema de
la Unién Numerable de Cantor y su uso del Principio de Particion, jugaron un papel central
en la teoria de conjuntos derivados. En andlisis real Baire, Borel y Lebesgue usaron la
Suposicion Numerable implicitamente de manera directa como elecciones arbitrarias e
indirectamente como el Teorema de la Unién Numerable a pesar de que posteriormente
criticaron al Axioma cuando aparccicron de manecra cxplicita. En la tcoria de conjuntos,
Borel y Russell utilizaron clecciones arbitrarias en sus respectivas demostraciones del
teorema de Cantor: Todo conjunto infinito tiene un subconjunto numerable.

Finalmente, Whitehead dedujo un nimero de tcoremas que mas tarde se reconocieron como
equivalentes al Axioma, por el hecho de que implicitamente se asumiera que una clase
multiplicativa era no vacia lo cual originé posteriormente el Axioma Multiplicativo de
Russell. Independientemente del uso que Cantor hizo de las elecciones arbitrarias, propuso
el Principio del Buen Orden en 1883 como una ley fundamental del pensamiento. Al mismo
tiempo publicé la forma de la Hipotesis del Continuo la cual implicaba que los nimeros
reales podia bicn - ordenarse. De hecho la correspondencia de Cantor lo condujo al
Principio del Buen Orden, asi como a un caso especial del Teorema de Equivalencia. Sin
embargo, alrededor de 1895, se convencio de que tanto el Principio del Buen Orden, como
su consecuencia, la Tricotomia de los Cardinales, requerian de una demostracién. En un
lapso de dos afios obtuvo tales demostraciones (basadas en elecciones sucesivas

arbitrarias), las cuales fueron redescubiertas por Jourdain en 1903. A pesar de que Cantor
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confiaba cicgamente en sus demostraciones, motivo a Jourdain a publicar la versiéon que
¢ste habia obtenido independientemente de la suya. En 1896 Buralli - Forti  hizo una
aproximacion importante para deducir la Tricotomia de los Cardinales sin el conocimiento
de Cantor y Jourdain. Uno de los postulados de Burralli - Forti era el Principio de la
Particién, y cl otro resultdé ser un cquivalente del Axioma de Elecciéon. En los inicios del
siglo veinte los matematicos no habian alcanzado un consenso respecto al Problema del
Buen Orden. Borel y Russell permanecian escépticos tanto del Principio del Buen Orden
como de la Tricotomia de los Cardinales, mientras que Schienflies y Schréder creian en el
primero pero dudaban del segundo. Hilbert se inclinaba a creer que al menos R podia ser
bien ordenada. Como un paso hacia el establecimicnto o rechazo del Principio del Buen

Orden, Hardy usaba clecciones arbitrarias sucesivas para deducir que X; < Xg 2 ¥y que cada

cardinal infinito 6 es un aleph 6 e¢s mayor que todos los aleph. De un teorema posterior
surgié el intento de demostracion de Jourdain del Principio del Buen Orden.

(Por qué los criticos posteriores como Borel y Russell no se percataron de la utilizacién de
elecciones arbitrarias en sus propias investigaciones? La respuesta se da en parte debido a
que no se percataron (como nadie en esa época) de la fuerza deductiva de tales elecciones
arbitrarias, Ademas la frontera entre los métodos constructivos y no constructivos era muy
vaga. Cuando la nocién de la construccidon aparecié gradualmente para incluir procesos
infinitos, la unicidad de los objetos construidos no aparecia inmediatamente como una
consideracion importante. Sin embargo, tres matematicos italianos- Peano, Bettazzi y Levi-
afirmaron que las clecciones arbitrarias infinitas no eran permisibles en las matematicas,
sino que, por el contrario, una regla se debia de dar para especificar las elecciones.
Posteriormente Peano y Levi expresaron su oposicion al Axioma. Es decir, en virtud de la

demostracién de Zermelo de que cada conjunto pucde bien ordenarse fue que se extendié
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el uso de elecciones arbitrarias pero igualmente se extendié la ignorancia respecto a su
verdadera fuerza deductiva. Nadie habia sugerido la propiedad de justificar tales clecciones
por medio de un Axioma. Como un rayo de luz, la demostracién de Zermelo ilumino de
repente el escenario e hizo que los matematicos escudrifiaran la suposicion, la cual habian
ignorado.

10.-CONCLUSION
La historia del Axioma de Eleccion, es la historia de cémo ¢l estatus de una suposicion

puede cambiar. En un momento dado, una suposicion en matematicas forma parte de los

nexos que tenga €sta con la variedad de grados que se requieren para hacerla explicita. A
través dc la historia, los matematicos han trabajado dentro del marco conceptual en ¢l cual
ciertas suposiciones son formuladas, pero en el cual, por otro lado, ciertas suposiciones
estan dadas de manera ticita 6 aun inconsciente. Euclides, entre otros, presuponia
propiedades del continuo que no fucron reconocidas explicitamente como necesarias para la
geometria sino hasta el siglo diecinueve. Durante el siglo diecinueve, Frege enfatizé la
necesidad de hacer todas las suposiciones explicitas, y la Axiomatizacion de la geometria
hecha por Hilbert empujo ese proceso, usando un método axiomdtico formal de manera
distinta al de Euclides. El Axioma de Eleccion de Zermelo es visto como un intento
posterior al formular una suposicion implicita de manera explicita. Es un hecho que hay
mas cosas que aiiadir. Hay muchos marcos conceptuales posibles, pero no hay certeza de
que el desarrollo histérico se hizo de la forma antes citada. Aunque una suposicion dada
llevara a una suposicion matematica explicita y dado el reconocimiento de que los
conjuntos infinitos dcberian estudiarsc para un desarrollo de las matematicas, el

surgimiento del Axioma 6 de sus cquivalentes era inevitable. En 1908 Zermelo argumenté

que el Axioma se¢ habia aplicado implicitamente por muchos investigadores en las distintas
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ramas de las matematicas antes de formularse de mancra explicita en 1904. Sus
observaciones eran de hecho esencialmente correctas. En su libro habia buscado la
evolucion entre las elecciones arbitrarias usadas un nimero finito de veces y las usadas un
namero infinito de veces, las cuales se habian realizado con 6 sin regla establecida, y
finalmente a un nimero infinito de elecciones arbitrarias para las cuales no era posible
establecer una regla. La demostracion de Zermelo del Teorema del Buen Orden genero
muchas controversias, pero dos merecen especial mencion. Para los alemanes seguidores de
Cantor, la prueba perdié validez por la paradoja de Burali - Forti. Zermelo habilmente
evadié estas criticas al rechazar la afirmacion de que la coleccion W de todos los ordinales
era un conjunto. Sin cmbargo una critica mas problematica provino de Baire, Borel,
Lebesgue, Peano y Russell: El Axioma no proporcionaba una “regla” que determinara las
elecciones. Es decir, si uno podia establecer la existencia de un objeto matematico con una
propiedad dada P, solamente definiendo tal objeto particular, entonces el Axioma era falso.
De esa forma muchos matematicos rechazaron el Axioma. Por otra parte, desde el punto de
vista constructivo expuesto por Richard, el Axioma era precisamente verdadero, porque la
nocién de conjunto se restringia a la contencion de un elemento definible. Las dificultades
percibidas por Baire, Borel y Lebesgue frenaron el intento de mezclar la creciente forma
abstracta del anadlisis, que incorporaban cn sus propias investigaciones, con una filosofia
constructiva de las matematicas. Dc hecho Borel y Lebesgue usaron el Axioma
implicitamente una y otra vez, aun después de haberse opuesto a él de manera vigorosa.
Muchas de sus investigaciones, incluyendo la teoria de los conjuntos de Borel y la medida
de Lebesgue, se hubieran derrumbado sin el Axioma Numerable. No era solamente la
sutileza de las formas del Axioma lo que cautivo a Borel y Lebesgue, sino su propia

ambivalencia hacia el Axioma, hacia la teoria cantoriana de conjuntos, y aun hacia las
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nociones generales de las funciones reales. La historia del Axioma se encuentra en la
“encrucijada en la que las matemiticas y la filosofia se unen. D¢ manera intermitente, los
matemadticos como Borel (que tenia una mala opinién de los fildsofos) se vieron obligados a
realizar juicios cuasi - filoséficos acerca de la naturaleza de las matematicas. Tres décadas
después de que la controversia comenzara, Lebesgue siguié insistiendo en que la filosofia
de las matematicas deberia ser creada por los matematicos, y no por los filésofos. De hecho
uno de los aspectos mas lamentables de la controversia ecra, que después del debate inicial,
los matematicos no profundizaron significativamente su filosofia de las matematicas. El
inmenso cuerpo dc los resultados matemiticos concernientes a la fuerza deductiva del
Axioma y sus rclaciones con otras proposiciones -desarrolladas principalmente por la
escuela de Varsovia- no condujeron a una idea filos6fica. El Axioma puntualizaba la
“existencia” de una funcion eleccién, no de su “‘construccién”. Si uno deseaba restringir la
existencia a las construcciones, entonces habia poco que agregar, y no se planteaba ninguna
discusion. Solamente aquellos que adoptaron una posiciéon mas ambivalente hacia las
matematicas modernas, y hacia las restricciones constructivas, tales como Borel y
Lebesgue, sintieron la nccesidad de continuar con ¢l debate. El Axioma resumié la
transformacion fundamental que tuvo lugar a finales del siglo diecinueve y a principios del
siglo veinte. El uso del infinito actual a través de las matematicas, producto de la teoria de
conjuntos, hizo evidente que la existencia y la construccion eran conceptos matematicos
ampliamente diferentes. En la controversia sobre el Axioma tanto Hadamard y Lebesgue
establecieron dos puntos de vista diametralmente opuestos. Por un lado o que se Hamo la
restriccion constructivista de las matematicas, y por otro lado el punto de vista expuesto por
Hadamard y Zermelo se convirtié en la posicion establecida y se le llamo: matematica

moderna. Merece especial énfasis la controversia sobre la demostraciéon de 1904, y en
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particular sobre el Axioma de Eleccién, que levo a Zermelo a axiomatizar la teoria de
conjuntos. Este fue el primer paso en el tratamicnto de la teoria de conjuntos como un
sistema formal. De hecho se vio la necesidad de especificar, también, la 16gica que estaba
detrdas de ese sistema. En las décadas posteriores a la Axiomatizacion de Zermelo, el
desarrollo de la teoria de conjuntos de manera creciente involucré modelos de teoria de
conjuntos correspondientes a la /dgica de primer orden. Es decir, hubo un pronunciado
salto hacia la meta-matematica de primer orden y hacia el estudio de la semantica de la
teoria de conjuntos - que culminaron con los resultados de Cohen, sobre fragmentacién de
los fundamentos de la teoria de conjuntos. El planteamiento de Dana Scott, hace eco de las
inquictudes de muchos matemadticos en el pasado y en le presente: El Axioma cs
ciertamente necesario, solo si existiecra un modo de hacerlo evidente por si mismo

también.....
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