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Introducción 

0.1 Oscilaciones cuánticas estocásticas en trampas atómicas 

En los últimot1 cuarenta arios, el desarrollo de las técnicas para manipular sistemas cuánticos ha sido 
in1presionante En particular, el confinamiento de sisternns atómicoe en diversidad de dispositi..,·os que 
involucr1u1 can1pot1 elt ... actrornngnéticOH ha pernütido entre otra..&t cüdas estublccer estándarefi de tien1po 
(2·1J, medir propirdadcs de partículas elcmentak.,. con la mayor prt-'Ctsión posible (5J y producir estados 
espt.-cíficos de interés como siskma.~ tipo EPR (28, IOJ, gatos de SchrOdrnger !JI, gases degenerados de 
Base-Einstein (8J o Fenrn- Dirac. lina dificultad técnica para mantener el control sobre estos sisl<!ffilL~ 
es In presencia de ruido debido n f1uctuac1oru.";S en los cnn1pOR que uctuan sobre hL"I partículas confinadas 
y que son generadas por divcn;os factor<"' E,; finalidad de esta tCHls hacer un análisis cuántico de los 
cfect<>H del nudo en rl calenUu111cnto <l~ áton10H en trwnpt"L"J atómicas, en particular trarnpas de iones. 

Para atrapar partículas carga.d.a...c;¡, He usan, entre otra ... ~. lU.H trampas denornina.das trarnpa.s de Paul y 
de Penning. En las trrunpa~ de Paul hay involucrados crunpos electromagnéticos cuadrupolares depen­
dientes del tiempo , y aunque t•n auáhsis tt-óricon frecuenwmente se considera a In intensidad del crunpo 
eléctrico sin fluctua.c1onet1, saben1Dti que debido u la.s 1n1perfe-cc1ont....'"8 técnicas y n1ecá.nicaa en su con· 
strucción t~lo nunca c::t a.sí Es probable que la.<.; pt.-queña.s fluctuaciones causadas por e:;tas variaciones 
en la ir1tcnsida.d <lt•l can1po. provoquen fcn<ln1t•noH uiterl."santCH que aún no se explican dt.•l todo. 

Parn hacer un C'8tudio sobrt- laR íluctuaciont....-;. c:-ot.c:x:á.st1cas en In 1ntcns1dad de 106 carnpos 1na.gnéticos y 
eléctricos, aquí hcrnos n.-currido a un nu~tocio que pernlite relacionar la evolución de un oscilador cuántico 
en ténnino8 ch• la pvolución dP liU sinúl clásico En este tratarnicnto tornart10e en cuenta conceptos y 
sup06icio1H.'!h talt.-:-1 corno func1ont."S est.ocá..'iot1c;:L."i que sin1ula.n el ruido, tiempos d~ correlación muy cortos 
de bL, \.'1lna.hlcs 1ndepend1t"nlt-s y ecuacioneii dúert!nc1ales e.stocá.st1cas 

La nH,~ánaca cuánttca de una partkula f•n una tn:unpa. d~ Paul con"-enciona.J, es separable en tres 
n1ov11111enton 1ndt•pt•nd.u·ntf"s, h_"lt' prunero~ en el plano X· Y y el segundo en la dirección Z. Ambos 
111ovint1t"nt<~ !-Mlll 1..k~:nto:-1. por un cinc1lador par1unt-;lnco. es dt-'"(·Jr, un <JIHC'ila.dor annóruco cuya frt"Cuencia 
depende clcl ! i<"mpo. 

El ~tud10 de lcWi :nstc.-1uas cuáut1ctlH dcp-t.·n<l1c-ntcs de-1 llcn1po e-1 genera.lnu~nte con1phcado. ~un t.'!Jn· 
bargo, para t"'hlt"' cl\.AO f'"O part\cular en ~1 qu<" ten~n10H un ststema cuadrático en la posición y el momento, 
el formalismo dt•sarrollndo por V V Dondonov y V l. ~fan "ko !ISJ, pu..de ""r wiado. E.. pooublc aplicar 
rni•todo~ al~t~braJcoM para cxpn"'H-óLr al op•"rador dt .. t"'\~otuc1ón con paráznt-lrott de~nd1enh~ deJ tiempo 
Este proct."C.ler algebrak..,o ha sido niuy satisfactorio al dC6Cnbir col1.S1ont...o.s atómica.."'i y n1oleculares. y 
Ctipcran1os qut• t::unbién a.qui dP b~nos rt"8ultados 

Utiliza.ndo Pl l.t"Oren1a de !':oether. ~ t•ncucnt:-an la .. , f'Unst.H.tcs de ma\tirn.ient.o del Mi..,.ternn.; cun.-.t. ...... 
cucntcrnt.~nte, estas qut-dan dt"'5C'ntas en térnúnoe de IOH opcradorcti de creación y aniquilac-1ón y al nusmo 
tiempo en térnunOfi de la.~ tioluctont"' dá.~ic"·" del 06Ctlador paramétnco E..t06 re<ultad06 ..., igualan a 
la.~ con.stante!i dt• 1novimicnto que se obtienen n1f'd.1Nlte el proct."fiO de aplicar el operador de e"-olución 
prcviiu11cntc pruput~lo. F.n"tlL<i do-; nuwcnt.., di.."'itínt.u.oo; de cncontni.r U-lb curu.--t..Rnlt.':'i de UlO\irniento dan u.xuu; 
relaciones entre la.s soluciones clásicas y las ..aluc1ont">< cuánticas del s1"t,.,ma Usando cstaR relaciones 

'\.; 



0.1. OSCILACTONES CUÁN77CAS ESTOCÁSTIC/lS EN TR.AJJPAS ATÓ.MICAS '\."ii 

nosotros vamos entonces a resolver las ecuaciones clásicas del sistema y a partir de ellas caracterizare­
mos su e•·olución cuántica. Esto permite evaluar la dependencia temporal de diversas observables físicas 
como lo es la energía. 

Dado que ~1 sitttema es una realización de un proceso estocá..'itico, fn..q observables físicas estarán 
representadas por operadores qu•' involucran funcJOnCH estocásticas que dependerán en genern.I en una 
forma no lineal de laH HOlucion"" a la ecuación de mo•"tmiento clásica y estocástica. Una de las novedades 
en esta tesL"i, es proponer el estudio de esta..5 funciones estocásticas utilizando el método basado en 
cumulantes, de forma alternativa u la mayoría de las publicaciones. La forma general de las ecuaciones 
t~stoc¡Í.Sticas que aquí He tratarán eH 

ti= {A0 + oA 1 (t)}u, ( 1) 

Donde o es un escalar que tIBualmcnte es mucho menor que uno ya que multiplica a la matriz que fluctúa, 
Ao '--"H una matriz no CHt.ocá.Htica y A 1 en una matriz estocástica. u et el '\."eetor que cuyu..'i cumpunentei 
representan los mornentos de la. HOlución clú.Rica con las condiciones de contorno adecuadas. Se tratará 
tanto el problema de 0Hc1lndor armónico usual (Ao = constEU1te) como el de oscilador paramétríco. En 
general proporcionnrcmOfi rt"ffttltadOH analít1cOM 
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Capítulo 1 

Trampas de Iones 

La trampa de Pcnning y la de Paul con~·encionales usan el mismo arreglo básico de electrodos, el 
cual se muestra en la figura I. I. Este arreglo consiste en un electrodo en forma de anillo con una 
superficie interior semejante 11 una dona, y dos electrodos a manera de tapones en los dos extremos de 
la rn.;c¡túlla, clichOH tapone.; tienen fonnn de hernÍHfcrioo;. De h<-'Cho, et1tOH clcctrodOH siguen el contorno 
de las superficies equipotencialcs que corresponden a un cuadrupolo puro: 

Uo 2 2 
ó(r . .:) = -'Rí(2.: - r) ( 1.1) 

donde r2 = :r? +y2 , Rc,2 = r 0
2 +2.:o2 es una constante geométrica que depende del tamaf10 de la trampa, 

y donde Uo c.; el potencial que hay entre el anillo y lHH tllf>H.'i de la tnunpR. Si U0 t.'H negativo se genera 
un pozo de potencial Pn la dirección axial Z De t..,,ta forma se logran atrapar en una dimensión a iones 
cargo.dos p06illvrunenle. Sin en1bnrgo. en ('.titt'." ca .. -;o se genera una barrera cuadrática en la dirección 
radial que impide atrapar al ion en las tn-s dirnensioncs (ver apéndice B). Algo análogo ocurre si Uo e.; 

positivo put."!! se confinaría en la dirección radial pero se crearía una barrera en la dirección axial. Por 
ello...., nt.-cc.;ita de tUUL particularidad extra fltU'U lograr una estahilidHLl tridirnen.'iiorutl [32]. 

--
Figtin. 1.1: Elc:ctrr>do.• dr la.• tra.mp<L• d" t0ne..• ~ Paul y dL! Pt!nning 

1.1 La traxnpa de Penning 

En la t.rampa de Pcnning, la particularidad adJcional en el nrreglo que logra el confinamiento en 3 
dimensiones, ...,.t.á dada por un campo magnético ""tático adicional sobre el eje Z. EnLooce. el ion 

JE (Ji... J 



2 CAPfr'ULO 1. TRAMPAS DE IONES 

atraído hacia afuera del electrodo en forma de anillo, es forzado a entrar en una combinación de órbitas 
circuln.r"2i dentro del plano XY" caracterizadas por una frecuencia de ciclotrón (w' e) y una frect1encia 
de magnetrón Wm. Loe dos movimientos resultantes pueden ser vistos más facílmente mediante una 
transformación de coordenadas al marco de referencia que rota a la mitad de la frecuencia de ciclotrón 
wmn.1 Wc = t:B/rn. En este ma.rco de referencia el campo magnético es cancelado y loe dOB movimientos 
radiales son visto" como una rotación en el sentido positivo o negativo alrt.>dedor del centro de la trampa 
11. unn. fn .. icucncia w 1 duda por 

W¡ ~ VW~/4 - W~/2 

donde la frecuencia de oscilación axial w, <"'ta duda pur 

w; = ·k ( - .;k) 
(1.2) 

(1.3) 

U0 es negativa pa.ra iones p<>tiitivos. Las d°" frecuencias radial.,.. ..erán entonces encontradas si hacemos 
la transformación invenm y regreftamOft a IBB coordenadas de laboratorio, y e&tán dadas por 

' Wc {1.4) 

(1.5) 

La trampa de Penning <.">! una trampa estática pero tiene la desventaja de que el movinúento de mag­
netrón es inestable. Por efiO en In prt!Sencia de colisiones, la orbita del magnetrón siempre tenderá a 
crecer, necesitando entonce" traln1J:U" bajo condiciones de ultra-alto vacío, condiciones (UHV), digamot1 
menai de 10- 0 rnhnr. 

1.2 La trampa de Paul 

La trampa de radiofrecucncrn o tnunpa de Paul, "·"ª un método alternativo pa.ra generar el potencial 
efectivo de atrapamiento tndimen.,ionnl. En este caso ..., trata de una trampa dinámica que trabaja 
usando un poll'ncial alterno (AC), lldemás del directo (DC)· U 0 + V0 co.10t. Por CH.da nüt>!d de ciclo 
esta tran1pa da un pot.t>onc1al t."titable, (tiene entonces un mínimo), en la dirección Z, pero CH ineottahle. 
(tiene un má.xuno) en el plano A.""1-' Pa.ra la otra nütad del ciclo las condiciones de máximo y rnínimo 
se in,;erlen Lo genial de la lrrunpa de Paul es que los parámetro8 pueden ser escogidos tales que el 
muvi1nientu prull1t.'<liu pt1t."<ln ,...,r ""tnhlc t•n todn,. ¡,.,. coordcruu:Lis. Pan• ver tt;to, n<'Ce!<it.amuH primero 
~crihir la.-. ~·c11nciun<"' de nx.>,;micnto del ion (dig>UI10H p.iu-a el movimiento en Z): 

z ~ (Uo + Voe<>9ílt) (4::) (e/rnHg} 

Esta puede t«'r escrita en su forma aC"06tumbrada llamada ecuación de l\.1athieu 

clundc r = ílt/2 y ª• y 'l• M>n 

ce:: 
clr 2 + (u, - 2q, O.Jh 2r):: =O 

a, 
1 (),,Uo 

- rrú12/?g 

&Vo 
- rrú12Jí'í 

(1.6) 

{1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

La ecuación tiene soluciones estables para ciertos rangos de •"D.lores de ª• y q •. El rnovimient.o final es muy 
complicado en general. pero consiste en un rápido movimiento de conducción (el rnicromovimiento) a una 



1.2. LA TRAMPA DE PAUL 3 

frecuencia del orden de multiploo enteros de n y también 
µmaa baja (el macromovirniento o movimiento secular). 
ecuación de .Mathieu se puede escribir en la forma: 

un rnovirniento superpuesto a una frecuencia 
Matématicamente la solución general de la 

::(r) 

F,.(r) 

AF,,(r) + BF,.(-r) 
k=x; 

~ C _i(µ+:2k)r 
L..., ·2k•· . 

Ir=-~ 

( 1.10) 

(1.11) 

Pu.n~ \"lllon2'! puq11eñ0t< de tlz y Qz podem°" reprco;entar u.I rnovirniento lento oomo un re<ultado del 
potencial efecti\'O .,..tablecido por el movimiento de conducción . Este potencial efectivo existe porque 
el movi.tniento de conducción toma lugar en un campo inhomogéneo tal que la fuerza promedio en el ion 
no "" hace cero dentro de un ciclo completo del campo. La energía potencial efectiva del ion (también 
lhumuiu po;eudopot.cnciul) H<ta dndn por 

ani que la frecuencia <le oscilación en este potencial <:!'S 

I'• 

donde 

1 
21J.n 

( 1.12) 

( l.13) 

{l.14) 

De manera sinlilar, podcnu>S hacer el rni:uno aruiJiHlS para e] rnovirnicnto radJal. Aquí encontraretnos que 
)°" '1i.lores de a.,. y 'lr hUll (-1/2) \"L'<"U\ !Uh curn.,,.pundieni...""' \'>l.lon.'!S del movimiento u.xiw en Z. Por <..-;o 

1'L"' conrliciont"' de <.,.,tnhilidnd pn.ru el tno,;rni<"ntu nuiiul ..un difercnt<.'h ele uquelln" del muvi.miento nxiul. 
La situación final <'Sta rt-..unudu "n ,.¡ <liagnuna dr estabilidad que se muestra en la figura 1.2 Este 
dingnuna rnu1~tru qut• hay rcgiorK~ t-n el phuio (u.,. q 6 ) donde arnbOA n1ovirnientori- son sin1ultánrarnente 
t.--st.ables La rrgi<>n que se rn\u~tra es la que se encontrónuut gnu1de )'Tlla..6i cercana al origen en PSe 
espacio. Put."<le llKlfitrarsc que esta región queda delimitada por valores de qz que '7Ln cJ.__Je o:•ro M~tH. 
u.lrt._"(lt-odur de uno. núcntns.s qut" Cla C"H típicaJnent.e n1ucho rnenor, y es común que ~a C'<"To (Jo que significa 
qm• no hny polt>ncial <-stát1co aplicado) 

• • , ____ ,..,....,.,,.,...----1 

·l.\. 

1 ... 

Figurrt 1.2: Diagruma de ,._,tabilidad de la trampa dr Paul. El "J" Y corrr~ a lo.• va.Ion--• de a, y r.l 
ejr. X lo..• de q. El mo1-imu~nto e.• t"~t<Jbk en /.a di,..,cción axsal v radúd tkntro del ª"'° gr;.. 



4 CAPÍTULO l. TRAMPAS DE IONES 

Como los parámetros a y q dependen de )OH radiOH de airgs-rruu;a de IOH ione;, la trwnpa de Paul 
tiene el potencial de ser usada como un espectrórnetro de masas. Ea más, la trampa de Paul fué origi­
nalmente desarrollada por Paul en Bonn dentro de un trabajo de filtrado de ma..,as. Si los parámetros 
de In trnmpn ,.on c:;cogidOH tales que n = O, entonce< la trnmpa e< ct<tnhle f>Hl"ª t.o<las 1 ..... 1T111xas ¡x>r 
debajo de un valor particular (determinado por el valor máximo de qz que es alrededor de O.!J). Por 
otra parte, lm• parámetros pueden ser ~..,cogidos de tal forma que estemos sobre una esquina de In región 
del diagrama d" la figura 1.2 y que consecuentemente solo admitamos un pequeño espectro de masas 
dentro de la lrarnpa. ARi e:;to servini. corno un selector de radios carga-rna..~a.. !\1as aún, debido a 
que las frecu<•nci~L .. de o!iC'ila.c1ón dentro de la tn.unpa son dt•¡>endientes de las nuUia.s de IOA aonCH, en­
tonces podernos ajustarln .. ~ para martipular ion~ Nipccificos que se encuentren ya atrapados en el interior. 

E.s irnportante notar qu<- s1 lé:u~ ten1pcraturns de los iones confinad05 son lo auficaentemente bajas, 
Ja descripción ch• su rnov1mif"nlo rt.-queriní. dt~ In n1t.-cán1ca cuántica. En e! ca....qo específico de iones en 
trarnpa. .... de J>aul. c•I lírnate inferaor actual de ternperatura corresponde a rncmtener a un átomo de berilio 
9 Bc' en su <o:;tado vibracional más baJO (lo que eorr<,,.pondt• a tcrnperaturns del orden d .. I' K ). dnrKltte 
periodos que rorre:<pt.mdcn al !)8% del tiempo oh..cn11.<:lo que u< clel orden de rniliH<•gtmdu.<. 



Capítulo 2 

Oscilador armónico cuántico y su 
relación con el sistema clásico 

Teniendo en rnente la.et lrarnpa.H de 1itornos varnos a estudiar corno es que se comportan los sistemas 
descritos por potenciales armónicos con una dependencia temporal en la posición de equilibrio y (por 
separado) en la frC"CuencJa. A lo anterior se le conoce con10 osclla.c..ior param~trico 

En el en.so que- se tient" un potencial cua.drát1co en la pomción y el rnomento. t>Xi...-.;ten teoremas y 
cá.lculOB lt.."Óricos, que relacionan las soluciones dt~I potencial artnónico cuántico, con las solucioner:; del 
potencial armónico clásico E .. tos teoremas son independienu-.. del carácter aleatorio o determinista de 
la dependencm temporal de la posición de equilibrio y de la frecuencia. Esto establece el marco de 
trahajo de esta tt."'is. 

2.1 Posición de equilibrio dependiente del tiempo 

Consideremos una dependencia t•n d tiempo de la posición de equilibrio de un oscilador arn1ónico. El 
ha.rnilton..inno ent.oncu; tiene In forma 

p2 1 
JI=~+ 2mwo::(q + e-q(t)) 2 

Pero en términos de los operadores de aniquilación y creación 

donde 

q ~(a+a1 ) V -;¡;;;;:;;, 
p 

¡;;;::;;;¡; -•v ---:.r-<a - a
1

) 

H = hwo(a1a + 1/2) + hfq(t)(a +a1 ) + 9q(t)h, 

5 

-; iq(t) 

'::' t;(t) 

(2.l) 

{2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 
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y hemoff introducido el ruido adimeru;ional i a través de la igualdad 

(2.6) 

Sabemos que el operador de evolución tiene que satisfacer la ecuación 

üU 
ih-¡;¡ = /lU (2.7) 

Ademn:< U n.I tiempo inicial debe i;cr igunJ " la identidad. 
Se observa que en el hamiltoni1U10 sólo aparc.-ccn los operador.,.; ni a, a, y ni y esto; operadores jWlto 

con ltt. idcntid11sl l. con:<tituycn lo que i;c conoce como un algebra ocrrada, (y Hlgehra de Lie), ante la 
conmutación entre elJOH. t-..;s decir, un conmutador de cualquiera de los elementos en {ata. a, at, 1} t~ 
proporcional a alguno de 106 elernent°" de ,,..te conjunto. Se propone entone"" un operador de evolución 
(utilizruJdo la lt·oría de 121)), dado por una multiplicación de t•xponenciales que involucran a 106 elementos 
rle c_~tn xlgchra.: 

(2.8) 

Esta forma del operador dt• evolución"" fácil de aplicar a cualquier estado a diferencia de aquella que 
,;e ohticnc din.-ct1u11cntc 1J t!XpreNu- U corno la cxponencuJ de la inl<ognU t.emporiJ <lcl harniltoniano, 

U(t) = Tt>.xp(-.!_ [' ll(t')dt'). 
h Jo (2.9) 

Sustituyendo 2.8 en la t.-cuación diferencial 2.7 y usando las reglas de conmutación para a, ata y at, se 
ohticne que hL'< funcione,.; )i. 1;atbfaccn Ju:< t.-c1uicioncs 

-iA3.l.1 + fq(t) 

Ü3A:i + fq(t) 

.i.°3 ~ 
>.°4 A3A:¡A¡ = -Ü:i>-1 + gq(t) 

(2.10) 

Una vez calculada la forma explícita del operador d., evolución podemos evaluar el comportatniento 
de cualquier observabJ., Si definim°" al operador de energía como el hazniltoniano del ~ilador sin 
fluctuaciones su e\"Olución W"lle la variaciones estocásticas de la posición es entonces: 

É(I) h...·oU- 1 (t)(a 1a + l/2)U(t) 

E(O) 1 h...·0 (i.l.2<1- i.l. 1n 1 + .\1>.2 ). (2.11) 

2.2 Frecuencia dependiente del tiempo 

Si ahora con .. '<ideriun<>K a la frecuencia con d .. pendencia en el tiempo, el tratamiento el'I análogo al caso 
1<nterior. El luuniltunilu10 e; 

¡i' 1 :i 2 
ll = 2m + 2""--kl (1 - dt))q {2.12) 

o 

(2.13) 
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El operador de evolución entonces (basados en (21)) se propone como 

(2.14) 

Rprovt.-chundo que {a fa, a12 , a 2 , 1} fonnan un álgebra cerrada ante conmutaciones. Las soluciones para 
IHH funcionCH {QJ,c+,c-}...., obtienen de un Histemn de ecuncionCH diferencialet1 llOOpu.das que remitan 
de sustituir el operador de evolución 2.14 anterior en su ecuación diferencial 2.7 con el hamilt.oniano 
corTCHpondicnt.c 2.13: 

iC+e-'~ 1 

2....u[l - 1/2~(t)J 
1 
:z...u<(t) 

!'-'-O<{f) 
2 

(2.15) 

La H<>lución de l'fita."t e·cuociones diferenc1nll"ti no lineales acopln.d¿L~ se puede relacionar con la soluciones 
de la ecuación clásica de rnovinüento. Pnra ello hn.rernos las tuguientCH conRideraciones ,\ petiar de que 
el oscilador involucra una frecuencrn que adrnit<' dependencia temporal. es posible identificar operadores 
que""º con.o.;mnter< ele movimiento. (l(t)) (16]: 

J(t) = Uf(t)J(O)U(t) 

Lo que en términos de !OH operadores de creación y aniquilación dará 

( A (t) ) ( 
..-it (t) 

•. - !'f' 
_,,-~r.+ 

!'.ji. -c"f r._ ) ( ~ ) 
e (1 - r._c+) a 

(2.16) 

(2.17) 

Por otra parte eRt.os in,-.uiantes también pueden calcularse utilizando el teorema de Noether. Este 
teoremn Ct<t.ahlC'CC q1w ( 1 !Jj : 

Si teneTn.0$ un lagrangian.o y apl1carno.• una traruformación de coordenad= y l'elocidadc.s cuyo ,..._.u1. 
tado neto e.• agrt'!/Or al lagm.ngiario un.a dr.riuada total en d tir.mpn (por ende no"" alteran la.• r..cua.cione.• 
de movimienio) cnionc.r·-• r.xútcn 1niegrnJ,.3 de movim.u:nlo dd .•L•krna =tx:iada.• a dicha traruform.ación. 

A<l1cional1n(_•nl•! t~te teurtarna indica cun.I es t'I n1étodo para calcular dichas 1ntt..-grales de rr1ovirn1ento 
Este u1volucra identificar la func16n cuya den\.o:i.da. tota.1 con rc:spt-cto al tien1po es lgu¡J a la diferencaa.l 
cid lttgnmgi1u10. En ntll..,tro nu.o, pura m ~ 1 el lngrnng;Rr10 ticrw la forma 

1 ·2 1 '.J _;J 
[, = 2'/ - :¡~· (t)<¡ . (2.18) 

con u.,:>= ...:J(l - <(I)). Sib'llicrnlo d pruco:lirnit•nlo del kurcrnn de :-..-oethcr u .. • .. udo en !I4J proponemu .. 
que la varación en la coordt·nnda t'>il<" dada por 

6q ~ h(t). (2.l!J) 

donde lll•rnOH tL"'k.ufo una vnnac1ón t"!'ipe,cífica qur d,•pe·nde solo de una función arb1trana dependiente del 
tiempo (h(t)) y entonc-<'6 la vanac1ón del laJ:rang1<u10 es 

61, ~- i¡(6.q) - (...J2 q)6q = qh(t) - w 2 qh(t). (2.20) 

Esta variación pue<lt• ser escrita como unn derivada t.otal con r"'lpect.o al tiempo, de la función O = hq, 
si y solo si la función h(t) s.atisfac., la ecuación idéntica a la ecuación &, movun.icnlo del sistema clásico: 

(2.21) 

-~ 
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yaqne 

dhq .. . 2 . 
- = lu¡ + luj = -w (t)lu¡ + luj = óL 
dJ. 

Entoncei, IH.H integrwe>1 de movimiento i;on 

{)L . 
K(t) = Di¡ óq - fl = luj - hq. 

(2.22) 

(2.23) 

y dado que rj ~ p, In expn,,;ión 2.23 da las integrales de movimiento lineales dependientes del tiempo. 
Entns ,..;111 do,;, pnCh tenemos du; i;ulnciones linen.lmcnt.t• indcpendient.t,,; para e>1te si>iterna de oo;cilador 
armónico paran1étrico. 

La matriz que ruln.c::iorm lincnlrncnt.e a IO!i operudore; q y p con lns cun. .. tan!.ei de movinúento es unn 
mntriz ele 2x2 dacln por 

En térrninos de lür:i operadores de aniquilac1ún y creación, tenemos 

( 
·:' (1) ) ( 
At (t) 

Donde llf1 y llf2 son 

1 1 . . 
l\11 = 2((h1 - íh2) - ""\'.> (h2 + ihi)J, 

M2 = .!.1-u•1 - ih2J - ...!...u;2 + ihi)J 
2 ...u 

y {h1 , '12 } son soluciones de la ecuacion clásica con condJciones a la frontera: 

hi(O) = 1 

h2(0) =o 
h1 (O)= O 

h2(0) = ----tJ. 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

(2.27) 

ABi pues, si comparam°" las l'Cuaciones 2.2 y 2.25, tenemos que igualando término a término, resuh.a 

o 1\ lu. ill\-.!n<a 

r-0 -2ln(.\f1) 

Rr(,,,-c.,12 +r._,.c../2). 

-lm(e-"'"2 - c_e<»l2 ). 

(2.28) 

(2.29) 

Resumiendo, el operador deo ... volución 2.14 est.á determinado por las funciones r-0.4,c_ que a bu 
vez a través de las ecuacion<.-.. 2.28 y 2.26 eHtán determinadas por las soluciones de la ecuación clásica 
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2.21 con condicione; a la fronten1 2.27. Conocidn.r; cstn.r; funcione1 podernot1 evaluar, por ejemplo, la 
evolución de la energía del oHCilador de referencia: 

E(t) hw0 u- 1 (t)(ata + 1/2)U(t) (2.30) 
liwo({l + 2!Af2! 2 )(atn + 1/2) - l>f1,\f2a12 - Afj Af2n2 ). 

Esta expresión resulta 1ítil para describir, por ejemplo, la evolución temporal de la población de estad08 
de número del oscilador de frc.-cucncia Wo ante el harniltoníano del oscilador parwnétrico de frecuencia 
w(t). 

'------------------~---~-~~~------------'-- -----~--



Capítulo 3 

Algunos elementos básicos de 
fenómenos estocásticos 

Para el cstabl .. címicnto de una teoría del ruido, no existe una libertad completa de construcción. Dichas 
teorías dcht•n de ser consU.tcntCH con las leyes pr..,..,.tablec1da.s en la física. Para est.o tenemos que tomar 
en cuenta primeramente, el requerimiento de que nuestros rCtlultados l.endrán que ser compatibles con 
los ampliruncntc verificados resultados de la nwcánica cstadíHtica, y en segundo lugar, nuestras tL-orías 
deben tan1bu'.n satisfacer el r'---qucrintiento dP qut." la.s r~laciones canónica.."i de los conmutadores tienen 
que ser prc~r\"adas, (esto Heg:Undo. en cano de quen•r describir ruidos cuánticoe:¡). Para tratar el nlido 
hay rnuchOA rnétodos, de loa cuales, algunOl-i son út1IN-i para 106 ca.HOH clás1cos y otr<."IH para lott casos 
cuánticos. 

Dentro clPJ cuntexto de t~l.n. l('!'ti!'I. f't'hu1ta el<-• vitnl i1nporUu1cia lulC-"t...T un n"(_·::onocin1iento <le la. ... divt.!n;.H.."'t 
fornUL'i en qut ... M" ha atacado el problcn1a del nudo para así conternplar un panorama n1Wi an1plio del que 
tratarcrn08 a.qui. y concluir sabiendo doudr e:i qtu• la lt"Oria y c.r.ilculos de f"Ste trabajo están s1tuadoa 

Seg:ún fiot•an ln...--1 nt-c••·1Hdadett y hL~ h<"rrarn1ent~., que M~ teng:an t:""S qu .. se ~oge la h"'Oría con la que 
tratan•rnc>ej ••l nudo Por CJrn1plo, si t_•n óptica cuántica se conoce bien el krrT1rl de una función de 
probabilidad d<• lransic1óu (IV). uJ como :1.27. ••ntuna"' t.nl \'t!Z...., qu.icru ntncar el prohlcnu. del n1iclo 
usando unn •~,uac1ón n1aestru. del tipo :\.31. t.>n vez de usar la ecuacié,n de Fok.kcr-Planck 3.34, ya que 
para trabajar con é:sta ú]linu\, rn v«.·z del kerru·l, tendríarno..'i que saber los dos prinieros n1omentos de 
una funcicín y Corno otro eJt-rnplo en la d1versulad de trat,ouuient-OH p .. ara el ruido, está tarnbién la 
eqnh~«.!nciu d•~ ltt..., t..:ocu1Lcioru..~ dt• Lu.ngevin y d"'._. Fokker-Phu1c.k. 

De nuu1era análogu, <"ll ••I ca .. ...:> cuántico, «:-n lugar de tener w1a función de proba.bthdad, lo que se 
tiene es un o¡wra<lor dt' <lc•n.'<1dad de probalnlid<Ml Y en vez de obtener una ecuación de Langevrn clásica 
3.50, tenernos una ("CUa.cil>n de Langc,.~1n con opera.don~. obtcruda rned.iant.e el acoplanli.ento del si..tiitema 
con un erumrnbl<• de a..ciladoms 11.rrnó111c°" que mtenta modelar al rwdo [3J. 

Por otra parte. ~ truub1én nt"Ccsano el recurrir a cálculati cuántic()IK del nudo, cuando Ja....., energías 
invo)ucradH..."i d1slln~an cJara.111ente dive~ estados cuant1COH ud.tnisiblt.'ti. 

Curi06nn11·ntt·. rn <~ta letiLB que intenta de6Cribtr rl com¡x>rtanúento del ruido en OtK"1lac1on~ cuánticas 
varuos n enfocarnos en tratanli<"'nl06 para ru1d0fi cJ¡\s1ceti, debido a la relación que ya obtuv1n"l08 acerca 
de la t~Jlll'\1lJt•nL~1a rn ft~)lver t.•1 problt•n1a dt•l o.."-Cila...ior annittuco clásico y el cuántico 

.Adcrni"s dt• la sin1plificac1(;ll de nlu~tro trabajo, gra.1..~1,01.."'I u esta <"qU1vnlenc1a eo arnbois osc1ladon."!8, se 
tiene l4.m1hién la fac11ída.d de q~ las <"'l.-ua.c1ont-s qut• nclt'i interesa n-.:tK>h·rr ~ultan ser hnea.lett, ·1.4, (a 
clifcn!ncitt. de ),~..,. t"Cl.J.H.cionu, de ntido cu1ntHl<~ que generu.ln11ente ~u1tan !'ol(_""f" no linettle-.). En ~te ca..."otO 
rnuy particular, n.."Su.ha córnod.o trabajar con las ideas expUt~ta..-. en [29}. y en 4.1 

En t-st.e capitulo. u1t·nc101uu-t_"rnort a.l~un<~ dC" lot; conceph.)ff báslc~ a..-;.."">C1ad0tt .¡J tratanüento clásico 

10 
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de fenómenos estocastícos. 

3.1 Definiciones básicas 

La definición de una vanable e.<1.-0cástica X consiste en la especificación de un conjunto de valores posibles 
{.:r.} (conocido como rango, e8pacio mu.,..tra o ""'pacio ÍNM!) y una función de distribución l!IObre dicho 
cunjunto P(x). Por definición esta función es no negativa y está normalizada en el sentido de que 

J P(x)dx = 1 (3.1) 

donde la integral se extiende sobre todo el espacio muestra. El valor promedio de cualquier función 
j()() definida en el mismo CHpa.cio muestra .,,, 

< f(X) >= j f(x)P(x)dx. (3.2) 

En pnrt.iculnr < x·m >= µm hC cun<xr como el rrwm.ento rn-é.oimo de X. La función caracl.<!rutica 
de una variable estocástica se define como 

G(k) =< e'"x >= J r."'= P(x)d.x 

Esta función existe para toda k real y tiene hu; propicd..de; 

G(O) = 1, JG(k)I !5 J. 

Be ndcmás la función gc=radora de l°" momento.;: 

G(k) = ~ (ikr µ.... 
L- rn! 

TTl=---0 

También esta función permite generar lDH curmJante.• "'m• defirndoa por la serie de potencias 

""° (ik)m 
K(k) = logG(k) = "' --""m• L.- rn! 

f'n.=l 

que ,;on cornbinacion~ de )uo; momento; 11.m. así por ejemplo, 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

Oc aquí, conviene n,,;altar, que una función que pudiera no .,...;rib1n;e explícita y analíticamente, puede, 
mediante una expansión infinita en moment°" o en cumulantes, dan>e como una expresión con un grado 
de aproximación establecido por lOH térnunOd de las senes 3.5 y 3.6 se tengan 

Vna Vf."Z que el concepto de •-aria.ble estocá,tica ,'\' ha sido definido, infinidad de otras •·anables 
estocásticas ..e derivan de ella. Sean estas nuevBS •'llriables Y, las definidaa como funcion.,.. de X bajo 
un mnpt."<> f . E,.1,a., CJU1tict..de. Y pueden ser cualquier objeto matemático, y en particular funciones 
también de la variabl.,. t, 

l':dt) = f(X, e). (3.8) 
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Y(t) es llH.mHriH.función alttitoria, o, como en la mayoría de JOB ca.sos t representa al tiempo, le llamamos 
entonceH proce.50 e..tocá..tico. Un proceso estocástico es simplemente una función de doe tipos de vari­
ables, una de las cuales es el tiempo, y la otra es una imriable estocástica X. A:iignundo pH.rH. X uno de 
KtJH po:iihlcs vHlore; x. una función ordinaria de t HC t.rrui."furma en: 

Y..,(t) = f(x, t) (3.!l) 

lln.mn.rln um1 función mueatra o reali::aci6n del proceso. En el lenguaje físico se suele identificar al proceso 
CBtocMtico con un ensamble de las funciones muefitra. 

F..n sencillo funnar promuclio; HOhre la b.v;e de unu densidad de prohHhilid..d dada Px(X) de X. Por 
ejemplo. 

(Y(t)} = j Yr(t)Px(X)rlx. (3.10) 

En general, si se toman n "Llore< t 1 , 12, ... ,t., para h• vn.ritthle temporal (no n<-'Ccswiurncntc toclnH distin­
tas) se puede formar el n-é.imo momento. 

(Y(t1 }Y(t2) · · · Y(tn)} = j Y,.(t1 )Y,.(t2) · · · Y.,(t..)Px(X)dx. 

De interés particular es la función de auto-con-elación 

((Y(ti)Y(t2))) 

({Y(ti)- {Y(t1))}{Y(t2)- {Y(t2})}) 

(Y(ti)Y(t2)} - {Y(t1)){Y(t2)} 

P11.rn t 1 = t 2 ,..., reduce H. la \IHJ"ÚUU'.a dependiente del tiempo 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

Un proceso estocástico es llamado estacionnrio cwLOdo 1°'"' rnomentOM no son afectad°" por un aunhio 
en el tiempo, t~ decir. ctuUldo 

(Y(t1 + r}Y(t:i + r) · · · Y(tn + r}} = ("t'(t1}Y(t2} · · · Y(tn)) (3.14) 

pnru tocio n, todo T v tocio t 1 ,t2 •.... t.,. En p11rticul1<r. < Y>.,,., indcp<-n<liente del tiempo. Suele 
remlt.<r con\'1.•niente s1-1....,tn<er t,,;t.l con . .,t.<nte " Y(t) y trat.l<r con prcx::e.u; con valor promedio erro Y(t) = 
Y(t} - {Y). Ln función de auto-correlac1ón 1<(11,/2) de un proc-u-;o t2<taciunario depende de !t1 - t2f 
NUhu11entc. y no t~ n.foct.a.rla por t~ta n_"!"lH. dt. .. unn con ...... ta.ntt•. L<.lh pruot--.c.~ u;trict.H.niente ~tu.cionariOi no 
c.xisten ni en In. nn.turalt'?' .. a ni t•n k.., lnhon~toriu ... pt .. •ru put'flt•n t-ot•r rc11.li7 .. ad<...Jh ttpruxin1a.da1ncnlt_• cuH.lld<> 
un proct'::90 dura rnuchornas que ~1 ft~nón1cno t.•n t .. J qtu• PSttun06 intcresac.k)t; Es cornún qut• eXL"4ta una 
con.-.t.utte Tr tal C]llt!K(t1,l2} ,,,; .,_,roodn;precinhle (}IU"R !t 1 - t:zl >Te; uno ÜHlllllH Te el ti.n'npo ~auto­
c-0nyJac1ón. {~na condición para que un proceso sea aproximadanlente etitacionark> es que la duración 
de t.":Sl<~ M"a 1nucho rnayor que el t1erupo de auto-correlación. Procesc::>8 ttin un Te finito nunca olvidan que 
luu1 sido ounhindu-. t•n el [lil1.NU.io y por CHO no put~dcn l'!ieI" tratadUh corno u.pn:ociID.Hd.wnentc t!htltCÍOruui<..>ti. 

1..a cantidad a;tocásttcn Y(t) puede con..,istir en di\''t:r,...l<! componentet< Y,(t), donde, (j = 1. 2, ... , r). 
en cu:-'1.> aL-.o '"" COll\"Cn..Íentc ~'>oCI"ihirlu como tut \'l'Ctor Y(t} La función de auto-correlación .,.. entonceti 
d.,,.,-pluzadu por In matri:: ck co,..,.,,Jación 

K,,(ti. t 2 ) =: ({l';(tt)Y,(t2 }}}. (3.15) 
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Lc>ti elemento< diagonu.lt...."'i rcpret<entan J,.,. w1t<rcorrela.cione><. En el au;o de un proce;o e;tacionario con 
promedio cero, e;tuH ecu.HCiones He reducen K. 

K;j(T) = (Y.(t)Y,(t + T)) = (Y.(O)Y,(T)). 

Huy que notar In prupiednd obvia de ]UH proa.......,.. e<t.H.ciorw.riOH du.da por 

K,,(T) = K,,(-T). 

(3.16) 

(3.17} 

Si Y(t) es un número complejo, (como por ejemplo la amplitud de una oscilación), puede ser tratado 
como un proceso de dos componenteff, pero es frecuenten1entemas adecuado el mantener la notación 
compleja. Uno podría entone= definir la función compleja para la auto-correlación 

(3.18) 

3.2 Procesos de Markov 

Un ¡>rr>r..f'-•o de }.f,,rkou eMta defimdu corno un proc'"'º estocástico con la propiedad de que para cualquier 
conjunto den tie1nfX.l'i ~110.~ivos (ti < t2 < · · · < tn) uno tiene 

(3.19) 

F...sto <,.,. In dcru;idn.d rl<• probabilidad condicional n. t.,. dado el v1Jur y.,_ 1 en el tiempo t.,_ 1• e<ta 
ünicmncntc dcrcnninndn y no e. nfectn.dn por cualquier conocimienUJ de Jo; valurcs a tiempoo; nnte­
riun,,;. P11 1 et. lliuru.,ln In tmn..ncaón de probabilidad. 

Un proct....••o de r.fnrkov t.,;tn totnlmente dctcrnúnn.du por 1'L'< d<>ti funcion~ P1 (y1. ti) y P111 (112, t2IY1. t¡}. 
En realidnd, tom•mdo t1 < t2 < t3. tcncmc,.; 

P2(Y1. 1 t; l/'.2. l2)P112(!/3. t3jy,. t 1; 112. t2) 

P1(Y1,t1) P111 (!12. t2!111. t 1 )P111 (113. l3!lJ2, t2) 

(3.20} 

Cunlinuundo t,.;tc n.lgoritnli>....,, encuentran ""~i.,uncntc tuda.-. UL' P.,. &tu propiedad lu>CC ffilUlejable 
ni procefiO de Markov, razón por In cual t·s muy usado en muchas nplicacion.,.. 

3.3 La ecuación de Chapman-Kolmogorov 

lnt.cgrnndo la t>euación 3.:.?0 sobn· !n uno obtiene ¡>lU"u. 11 < 12 < t 3 

P2(u1.t1;113,t3) = P,(y¡,ti) J P111(l/'2.t2!111.ti)P1¡1(!/3,t3fl/2,t2)~ 
Dividiendo ambo.. 1,.,io.. entre P1 (!11. t, ). 

P111(!J3,f3l!J1.l1) = j P1p(!J3,t3!1J2,t~)P111(112,t2!!11.t1)d112 

(3.21) 

(3.22) 

&tn t2< lliuw1.dn In <"<"uación J., Chapn•an-Kolmogoro~·. (o ecuación de Smolucho"'-..ki) Es una identidad 
que debe ser ob<-d.-cida por cualquier probabilidad de traru<ición de un proc""° !'.farkoviano. El orden 
tempurn.l eo; c..encial. t:;i CH.e entre 11 y 13 . E.. claro que la ecuación también oe mantiene cuando y.,.. un 
\•uctur con r cumponentt,,.; o C1u .. ndu y t<0lo to•na ,...Jore. dbcret.ot; tal .... que In integru..1 ..., convierte en 
unn sunuL 

Como yn ,..., dijo, un prucu.o de l\larkuv e.tu tut.alinentc detcnni.nado por P 1 y P 111 porque la 
total Jerarquía P., pucd<• MT cun.'tnuda n. pnrtir de el1-. Bit.a. ... d ...... funclon01 no put."Clen ...._'T e«:og]dns 
arhitraruunente. t;ino que deben obt."Clccer. 
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l. la ecuaci6n de Chapman-Kolmogorov y 

2. la relación obvia 

(3.23) 

Vir.e ver."'1, c11ale>i<¡11icn• d0t< funciona; no ncgntiVH>< P 1 , P 111 que obedecen r.stas condiciones, definen 
unívocament<• a un proceso de Mn.rkov. 

3.4 La ecuación maestra 

La ecuación maatra ,,.. una forma equi~-alente de la ecuaci6n de Chapman-Koln1ogorov para procesos 
de Markov, p<'ro es más fácil de manejar y estám"" directamente relacionada con concepl.-08 físicos. 

Para su dt•rivación considere un proceso du Markov, que por conveniencia pedimos que dependa 
1"1nicnmt..-r1tc dt- l1L diferencia de tiernpoN: 

COT1 T = t2 - t1. (3.24) 

en esta notación, la <.-cunción de Chnpman-Kohnogorov ,,.,. lee: 

(3.25) 

donde npan-ce la restricción T, r > 0. 
La ecuación maestra ""' una t-cuación d1fcrencilll que ,;e obtiene al ir al límite cuando la diferencia 

tempornl T tiende a desaparecer en la ecuación 3.22. !'ara este propóaito, es necesario, primero el decir 
como se com¡xn"t.ll T, cuando T tiende a cero. Si T "" pt.-queiio, "upondrcmOK que T,(112. y 1) tiene la 
fornu• 

T.(mlY1) = (1 - aor)c5(¡n - y¡)+ rW (Y21Yd + d(r). (3.26) 

Aquí, H'(!12IY1) e; la probabilidad de tmn.•iclón por unidad de tiL'II1po dchdc y 1 a Y2· por lo que 

H'(inlY1) 2: O, (3.27) 

y 

ao(yt) = j "'hnlvdd!l'Z. (3.28) 

El coeficiente 1 - aor en frente de la función delta, es la probabilidad de que no haya transición en el 
tiempo T. 

Los P""°"' que siguen ahora :;on: UlN"rtar en lu <.'Cuación de Chapman-Kolmogorov a la expresión para 
T,., 

T, +.' (113jyi) ~ [l - n.o(I/3) r']T,(y3IY1) + r' J W{!l3!1.t.2)TT (?nJYt )<1!12 

dividir entre r', 1ree al limite cuando r - O. y tL-..i.r :J.28: 

(3.29) 

(3.30) 

Esta Vt!r.non d1ft•rencial de la ecuación de Chapman-Kolmogorov, •·álida para la probabilidad de tran­
sición de cualquier proc.-> estacionario de .l\1arkov que ob«i"2Ca 3.26..,.. llamada la ecuación ma-tra. 
Es útil mold .. ar la ecuación hacia una fortnamas intuitiva. Prirn.,.ro notem08 que TT (y,, lit) es idéntica 
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con la función de distribución Pi (rn) del eru<arnble detennina.do por el valor inicial y 1 • Entonce< podemo.; 
escribir, suprimiendo los índices redundantes, 

lJP;;:., t) = ! {W(yl¡/)P(y', t) - W(i/lu)P(y, t)}d¡/ (3.31) 

E8la es la forma estándar de la ecuación maestra. No et1 necesario que P(y, t) se refiera a un ensamble 
definido por un valor inicial, pues será también definido por una distribución inicial P(y,O). 

Si el rango de Y e; un conjunto eliscreto ele ~u.d()t; con n etiquetas, la ecuación se reduce a 

dp,.(t) ~ {'" • } --- =L.- ........ p..-(t) - n·,.·..p,.(t) 
dT 

n' 

(3.32) 

En Ctita forma el significado se hace particularmente claro: la ecuación n>a<: • .tra u otra ve;: una c:cuación 
pani la probabilidad"" ca.da e.Atado n; el primer término es la ganancia debido a las transiciones desde 
n "otroti ct<t.adUti n', y el segundo término CH la pérdida debido a las transiciones deBde n hacia otrao< 
e;tndot<. Hay que recurch1.r que lV.,,,. ~ O pu.r.. n' c./- n, y el término con n' = n debe i;cr omitido en la 
s•nnntoria. Se erúnt.iz..'l. el lL50 del nombre "t..~uación n1aeBtra" solo en este sentido original, t.~ decir, la 
forma diferencial de la ecuación de ChnpmlUl-Kolmogorov, y no para alguna modificación no lineal o no 
~ f nr kovi11.na .. 

llny que advertir ta.n1biL~n que la t"C'Uación rnaestra eH una t.'Cunción para la probabilidad de transición 
ele Y(t) y no parn In d .. n.-.idn.d d" prohnbilidn.d P 1 (y, t) Una ecuación cuya solución coincida con la P 1 
Je) proceso estocástico, no es una. <"Cuación nuu'"fltra. 

La c-cuación mac:;tra no ""mas conveniente qui• la de Cliapman-Kolmogorov, tan solo debido a bon­
dn.dt!'fl rnatemática.."i, sino que tan1bién 8t~ tiene, (corno ya se d1Jo), una interpretación mas directa. Las 
c...ntidJU!e>< n··(yi¡/)ót o B'nn' ót son las probabilidades para una transición durante un corto periodo 
t!.t Por e.sta r:u.ón puedrn ser calculadas, para un sistema determinado, usando cualquier método ele 
aproximnciont'S disponible que s.-a válido para tiempos cortos. El mejor método conocido ""' la teoría 
de ¡>erturbaciones clcpenclicntc del tiempo de Diruc, U. cual dio pie,. la "Regla de uro de Fenniº' 

• 27f ' :z E ) n ..... - -;¡lll,. ... ¡ e<.~ .. (3.33) 

(n, n' hOn eigl.~ntbtnd<Jtoi del IJ1u-niltunin.nu no perturbado, H:.,71 , es el ~Jcmcnto de n1atiz del térnuno 
de perturbación en el Hwn1ltoni:u10. y (! e-.. la dcn.<;idad de los n1vdC9 no perturbados). La ecuación 
OlW"stra, sirve entonces para deternunar la evolución del sisten1a r<-Sullnnte a tiempos largos. lJe esta 
fornu• las cscu.IJLo.; de tit-rnpo p11t~len "''r tnLt.11.dtL.., por ..C[lll.r"'do; hicmpre y cu1Uldo,,., "-"UITUl la propit...:lnd 
lllllJ"krn.oilUUL 

¡.:;.;tu interpretación de la t.-cuac1ón ma..-.;tra da un rol totalmente dlBtinto del presentado con la 
t."CUación de ChupmlUl-Kolmogorov. Esta última es una ecuación no lineal, que expresa el carácter de 
~farkov, pero que no conlicn<" mformac1ón ~pecífica acerca de rungún procc..o de Markov en particular. 
En In c-cuac1ón ma.'>!trn, i<rn embargo, uno con.'<idera las probabilidades de traDBición como dadas por 
el propio sistema t'tipt.-cífico. y ..,, llega a una t.-cunción lineal para las probabilidades que detenninan el 
estado mllCT06CÓp1co del Htsterna. 

3.5 Ecuación de Fokker-Planck 

Como expr< ... ion•.,. o;ímphficudas para¡..,, ccu1>eiones maestras 3.31, se u11an frecuentemente la de Fokker­
Plru1ck y la c-cuac1ón de Langevrn 3 50. En la primera ecuación, lo que queremos encontrar"" la función 
distribución de probab1hd1td P(y, t). La t'Cuuc1ón de Fokk.,r-Planck tiene la forma 

lJP(y, t) ·- iJ A( )P 1 & B( )P ---¡¡¡-- - - é>y y + 2üy2 y -

·----------------

(3.34) 
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clonde y es necesariamente continua y los coeficientes pueden ser cualquier función real diferenciable, 
con la única mstricción de que B(y) >O. 

Sen. P(y, t.j¡¡1, li ), la HOlución pnrn t >ti de esta ecuación y que se reducen ó(y - Yi) a t =ti.Entonces 
He pUL'<ie coru;truir un pl"OCCl<O de Markuv, tal que la probabilidad de que flt'-'*'rDOH al punto 112 en el tiempo 
l2 siguiendo d<·I pa.o;o Yi con t 1 CH P(112. t::ifYi, t 1) y cuya distribución en el paso uno dacia por Pi (Y1, ti) 
pueda :;cr t,,.;c::ogicln. arhitrarin.mente para un tiempo inicial to. Entonces, si uno escoge como solución 
pnru. el pah<> P 1 a 

r.on.•t. ( {" A(y') ') 
¡>M(y) = B(y) r.:xp 2 Jo B(y') dy (3.35) 

ohtcnemoo1 un proceso de 11.iu.rkov e><tu.cioruuio. Siempre y cm1.lldo P • ....,,. integrable y pueda NL>r normal­
izado u 1. Un proceso de .Markov, cuya ecuación maestra tenga la fonna de la ecuación 3.34, es llamado 
continuo. A su •·ez, una ecuación de Fokker-Planck es llamada lineal, si A es una función lineal en y, y 
B"" COIL'iln.nl.,. Si Ai <O la t!olución CBtacionariu 3.35 es gau ... üann 

Para enconlrur lnH oon.Hl.IUllCti A y B de In ecuación d" Fok.kcr-l'lanck, se puL-de demostrar que si 
P(y. tjy0 , 10 ) •-s una ..olución para la ecuación 3.3.J y t = 10 + Al entonce., si ..., c..:Jcula.n k>H rnomentoH 
de y - y 0 = !::i.y para At - O '*' tiene que 

<Ay> 
A(1Jo), 

~ 
< (Ay)2 > 

B(vo), (3.36) 
At 

<(Ay)"> o 
At 

La ecuación de Fokkcr-Planck fue introducida entonces corno un tipo de ecuación maestra. Sin 
embargo, es una descripción aproximada para cualquier proceso de Ma.rko\' Y(t) el cual tiene pu.-;u; 
individual"" muy pL'<¡uc1ios. Con10 aproximación, esta ecuación tiene doe grandes ventajas sobre la 
ecuación miu"tra. La primera co11Biste en que es una ecuación diferencial y no una ecuación integro­
difercncial y por t.anto es un pocomns fácil de ser tratada. La segunda, ynias importante ventaja, es que 
pura h<!r rl.'Sudt.n.. no HC n'-'Ot!Sit.n Slilx.-r todo el kernel ll.'(vlJ/), sino !!Olo 1,... &.>ti funciooet1 A(y) y B(y), la.H 
cuales pueden >l<'r determinad"" sabiendo tan solo un mínimo de loa detalles del problema. Si suponemos 
que unn cu.ntit!ud y VH. n. estar dudo. por un procu;u de J'.lnrlwv. entonccti tou1.tunot; un inten....Jo de tiempo 
Al el cual ,.,. muy pt.oqucño pura que lo•• cam.hil.IH en y no o;ean notoril.IH, pero CH muy grande oumptLnldo 
con d tiempo dd pn>CL"t<O de J'.fo.rkrn.·. l!nn. ""'" h""'1lo <,,.to, r;e cnlculan lor< dl.IH primer°" mornentot< de 
In v-..rinhl<· y, lo cual, según la rcuac1ón 3.36 nos va a permitir calcular cuanto valen las funciones A y 
B D•• c:<ta forma. la «'CUación de Fokkcr-Planck, puede ser determinada. y eruteguidu, las ecuaciones 
dr. n1ov11na .. nto. ~ rcsuelvrn durante un l1t•rnpo ~t us..'l.ndo algún método de perturbacióncs. De esta 
forrna, la t""<..·ua.nón de Fokker-Planck tnrve para pn"'<..iec1r rl con1port.anüento de y a tit.'"tTlpo; Jargu,. LK 
dist1nc1é>n t•ntn• t1en1po~ la.rg06 y cort<-)6 qu1~ia d<"fin1da por la suposición de ~1arkov. 

llay otra fornm llllL>; r .. nornenológwa d .. ..-ncontrar cua:nto valen las funcion""' A(y) y B(y), 1 .. cual 
consL.-,tc en partir de la. t-"C'Ua.c1ón 3 :i-1 

8,< V> =< A(y) > (3.37) 

si ..e detiprccian lns fluctuaciones "nlonC'eff se tiene que < A(y) >= A(< y >)y llOH queda HO!o In 
ecuación para < y > 

8,< 11 >=A(< V>) {3-38) 
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Así, podemos identificar esta última ecuación con la ecuaci6n macroscópica que es supuestanlente cono­
cida. De esta forma identificamos por analogía entre las dos funciones, cuanto es lo que vale A. Por otro 
lado, B ee obtiene haciendo una analogía entre entre la ecuación 3.35 y la distiribución de equilibrio, que 
puede ser obtenida para sistemas cerradoe utilizando principi08 de mecánica estadística. Esta última 
forma de encontrar los valor""' para laa funcion"" de la ecuaci6n de Fokker-Planck, fue muy utilizada 
por Einstein y otro8, pero a6lo para el caiio en el que dicha ecuaci6n "" lineal. Si la ley macroec6plca del 
prohlenm ...,. no lineal, enwnoet1 el argumento para encontrw- lRH funcionet1 falla en el hecho de que no ..., 
pueden identificar los coeficientes A(y) con dicha ley. Dicha comparaci6n podría diferir en Wl térntlno 
del mismo orden de las fluctuaciones, pero una vez que hemos despreciado las fluctuaciones, ese térntlno 
et< despreciable. 

Para deri,i>r la ecuación de Fokker-Planck desde In ecuación maestra, vamos a usar el m.ismo método 
que uso Planck. !'rimero ec expresa la probabilidad de transición l-V en función de el tamaño del paso 
r y en términos de el punto de partida z/ 

W(ylr/) = W(y';r), r=y-y' {3.39) 

entonces la ecuación maestra general se escribe como 

lJP(y, t) J J <Jt = H'(y - r; r)P(y - r, t)dr - P(y, t) 1-V(y; -r)dr. (3.40) 

La supotoicón básica"" que"°'º se permiten saltos pequeños, es decir, 1-V(z/;r) ""una función "picuda" 
en r pero ,.,.ría lentamente en If. De •uguna fonnu .. deci1DUN que existe una ó >O tal que 

lV(y';r) 

H'(y' + .C.y;r) 
O lrl > t5 

"" H'(y';r) IL'.'.1.ul < ó. 

{3.41) 

La 14egunda suposición es que la =lución que queremos P(y, t) también varía poco en y. & entonoet1 
po;ihle tn•t.u.r con un ciunhio de y a y- r en la primera inl.<-gral de 3.40, usando la expansi6n de Taylor 
n ,.;,_-gundo orden. 

OP(y.t) 
éJt 

= J W(¡¡; r)P(y. t)dr - J r ~(W(y; r)P(y,t)Jdr 

+ ~! r2 :r [W(y; r)P(y, t)}tlr - P(y, t) J W(¡¡; -r)dr. 

{3.42) 

Hay que notar que l..t• dependencia de lV(y; r) en el >K-'gWldo argumento r ..., mantiene totalmente, 
ya que no t1e puede cxpKlldir HObre e.ta debido a que iv varia rápidamente con r. Se ve que el cuarto 
y primer término se cancelan y que lCJB otrDfi d°" put"dcn ser escritas con la ayuda de los rnoment0& de 
orden v. 

a,.. (y) =J.: r"W(y; r)dr (3.43) 

por lo que el n2>ultadu a; 

8(P11 ,t) 8 1 lP --- = --a1(11)P+ --n,z(u)P lJt &y 2 8v2 . (3.44) 
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3.6 Movimiento bro'1Vlliano 

Para visualizar corno es que se r<Suelven algunos problemas estocásticos vamos a considerar uno de los 
mas comúnmente tratadoe en la literatura (29). En el movinúcnto browniano unidimensional, se tiene 
una partícula que hace pcqucñ08 aalt.os estocásticos hacia adelante y hacia atrás sobre el eje X. Loo. i;altoo; 

pu<.-<lcn tener cualquier longitud, sin embargo la probabilidad de dar saltos largos decae rápidamente. 
Mas aún, la probabilidad es simétrica e independiente al punto de partida. Por lo tanto, 

ll¡ = 
<fiX>x _

0 L!.t - • 
< (AX)2 >x 

t1.'.l= At =de (3.45) 

Entonces, comparando IDA términos de 3.45 con los de la definición 3.36 la ecuación de Fokker-Planck 
pnrn Jn transiC"ión es 

lJP(X, t) a:. lP P(X, t) 
&t = 2 lJX2 (3.46) 

Se observa pues, que es la ecuación de difusión de una partícula browniana en un fluido, por lo tanto, 
el fnctor n 2 /2 es idéntico a la coOBtante fenomenológica de di.fu.sjón D [29): 

< (AX)2 >x 
D = 2At ' (3.47) 

lo que se conoce como la relación de Einstein, la cual cont.'Cla la con. .. tante macroscópica D cvn !OH !<>Utoo; 

microscópicOB de la partícula. 
Si ahora conHideriunos un ensamble de partículaH brownianaH que a t = O están en X = O, entonce>< 

HIL"i puo;icioncs n t > O conRtituycn un proceso CHtocástico X(t), el cual es markoviano y su trWlBición 
esta dada por la solución de la ecuación de Fokker-Planck. A.Hí, si la condición inicial es P(X, O) = 6()1'.'") 
cntoncu; 

P(X. t) = ~ ... _xp[- ."\'.Dt..-:z ] , 
v41<Vt 4 

(3.48) 

lo que indica que la distribución d" la partícula brownianu e..tá dada en el el espacio y en el tiempo 
por una gau...,.iana con un máximo en el origen y cuyo grosor aumenta con la raíz cuadrada del tiempo . 

.j < X 2 (t) > = ../2Di. (3.49) 

3.7 Ecuación de Langevin 

Una forma alternativa para trntar al mov1nüento Browninno, fue la que propuso Langevin. El afirmó 
que una partícula Lrwniann ob.....l<'Ce la ecuación 

\i' =-"")V+ L(t). (3.50) 

El lado dcn"Cho t"S la fuerza ejercida por el fluido (di,,dida entre la masa de la partícula). En este 
proceder, se hacen divc.•n;.as supo..c¡iclones bñsica.8 

l. La ÍU<'rza cons1Ste en un ténnmo lineal en V, el cual a. de fricción, mas un término L(t) indt.-pen­
diente del t~tndo 'V de la partícula 



3. 7. ECUACIÓN DE LANGEVIN 19 

2. El térmiDo de fricci6n es también la fuerza promedio, por lo que esto nos conduce a que 

< L(t) >=O. (3.51} 

Donde el promedio a.ta tomndo hOhrc un eru<alilblc de rnuchoti HÍ>iternHH, cada uno consiHtiendo 
en una partícula sumergida en un fluido. En la práctica significa promediar sobre un número de 
partícula.., en el mismo fluido, o lo que es equivalente, obsen.nr sucesivamente a la misma partícula, 
de tal forma que no hay interacción entre dos partículas o entre un instante y otro, es decir, se 
asume la suposición de l\.farkov. 

3. LH. fucr-.t.u L varia en el tiempo tal y como lo indica la ecuación 

< L(t)L(t') >= f'ó(t - t'), (3.52) 

donde I' es una constante. La idea c.-.. pues, que cada colisión es prácticamente instantánea y que las 
colisiones sucesi'V'D.B están no correlBCionada.s. 

Una fuerza que tiene lns propiedades l, 2 y 3 es llamada fuerza de Langevin, y la ecuación 3.50 es 
llamada ecuoci6n de Langevin. Hay que notar que las propiedades 3.51 y 3.52 no especifican completa­
mente el proceso estocá. .. tico L(t), pero sí a loe primeros doe momentos. 

La ecuación de L1uigevin es un simple ejemplo de una ecuación diferencial estocástica, es decir, una 
ecuación diferencial cuy°" coeficientes son aleatorios y tienen propiedades estocásticas dadas. 

Para visualizar mas a la ecunci6n de Langevin, tomernOR un ensamble de partículas brownianas 
moviend06C en un !luido, estas van a tener una velocidad inicial V(O). La velocidad ... ,, a Her un prt>CUiO 
aleatorio f>H.ra ticrnpot1 t >O. Si usam°" la ecuación 3.50 obtendremos 

V(t) = V0 r._..,, + ,,-..,,;::e_..,,. L(t')dl!. 

Si prornedia.nlUH NObre el elU<IUtlhle y 1.1.'Ulln<JH 3.51, tenetru.Jti 

b.las aún, si elevarnos al cuadrado 3.53 y promed.tamos, obtenemos 

V 2 oe-2-t' fo' dt' l' dt''e+...(t'+t") 

< L(t')L(t") > 

V2oe-:h• + 1:..c1 - e-:n•). 
2-., 

(3.53} 

(3.54) 

(3.55) 

La constante 1,pue<le ahora ,;cr idenhficada empleando el hecho de que cuando t >> 1/-., Ja velocidad 
inicial ha desapan.-cido y la •·elucidad cuadrática media debe tener el mismo valor que el valor de 
equilibrio térmico 

r kT 
< {V(oo)}2 >¡..¡,= 2-,. M. (3.56) 

esta ecuación relaciona la const.ante f', la cual mide d tan1año de las fluctuaciones en 3.50, con la 
constante de fricción-.,. Tal y corno la.1 n>laciollOI de Einstein. eet.a ei5 obtenida mediante la confrontación 
del resultndo de la t"Cuación -para las lluctuac1on"" dependi.,ntes del tiempo, con loe valores d., equilibrio 
conocidOH utilizando la rnecá111ca estadistica. La distribución d., equilibrio para V "" a bt. que te llega 
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mediante 106 saltos aleatorios de la partícula y, por otra parte, la fuerza de fricción que intenta reducir 
V e. cero. 

Para encontrar la relación con la ecuación de Fokker-Planck, se toma por t un tiempo corto L:l.t >> 
1/-y. l!:ntonc<.'H la ecuación dice que 

< L:I. V >v0 .;;< V(t) >v0 -Vo = --rVoL:l.(t) + O(L:l.t) 2
• (3.57) 

Análogamente, de 3.55 uno obtiene 

< (.O.V)2 >v.,= r.o.t + O(.O.t)2 (3.58} 

Una vez obtenida.e 3.57 y 3.58 dada 3.36 se puede et<eribir la ecuación de Fokker-Planck para V: 

éJP(v,t) _ _!!_\-'P I:_lPP 
&t - -r av + 2 aV2 · (3.S!J} 

Pese a que la <.-cuación de Fokker-Planck y la de Langevin, dan los misrnoe valores para 106 dos primeros 
momentOH dt.• V, no se puede decir que son iguales porque los demás órdenes superiores no siempre 
i;on igwue><, ya que IOH momcnl.oti mayuru; pnra L(t) no están etipecificadoe. Es por esto último que 
ndemó.s de lru1 tres condícionCti anteriorcs, se pide alternativamente que todoe 108 moment08 mayores a 
dOfl se vayan a cero. Esto especifica todas las propiedades de L(t) única y exclusivamente en términos 
del parámetro r. La L(t) definida de esta manera se le conoce como ruido blanco gal.186iano. Dicho 
modelo '"' d.,. mucha utilidad para tratar a fuerzas que fluctúan rápidaznente. Es por todo esto, que la 
sin1ilitud cntrt• la.~ <."CIUiciorn,,; de Langcvin y In de Fukker-PhUick puede liCr mot;lnvla como 1-;igue. De 
ILC\Jertlo con :l.5..1 el vnlor de V(t) es una combinación lineal de 108 valores que toma Len tiemfXlt< previo; 
t'(O :5 t' :5 1) Como la distribución conjunta de todas las L(t') ""galL<;>;iarui.. enlonct!H V(t) t2i gH.llHhiarui.. 
y por el mismo argumento la distribución conjunta de todas las V(ti). V(t2 ), • • · ""'gu.u.'RiiWUL. Entonce; 
el pruct..-.o V(t). determinado con 3.50 con condiciont2i inicial.,,.\'(,, <21 gBWiiano. Por el otro lado, mÜ>enwH 
que la solución de 3 .5!1 es gaussiana. Mas aún, hemos <.'8Cogido que )OB primeros d08 momentos de las 
gaussinnu...5 st~an Jos rni.sm<>B; por lo tanto estas son idéntica..."i. 

Ahora considercn1oa la ecwlC&Ón 

f¡ = A(u) + L(t). (3.60) 

1mpong1unu. que A(y) .,... no lineal, pero la llamamor> cuasilineal para expresar que el coeficiente L(t) 
es una constante Aunque su solución general no pu"'Jc ser dada expUcitlllllCnte, podcm08 decir que es 
equivalente con la·ecuación de Fokker-Plnnck cuasilincal. 

IJP(y,t) = _!!_A(y)P+ !:_lrP 
éJt {}y 2 &ir. (3.61} 

Es claro que para una función L la ecuación 3.60 determina unívocamente a y(t) cu.ando y(O) et<t.a dada.. 
Dchido a que Ju.; vnlurtt< de L a tiempos diferen~ son .... tocá.. .. ticarnente independientes, ae sigue que y 
es 1nu..rkuvUu11L ,,.."\} ohtcncr su. .... du; prin1crur, n1urncnt<..~ n<..h dn 

Í
HO:.t lt+~t 

Ay~ t A(y(t'))dt' + t L(t')&'. (3.62) 

Entona.>< el promedio para una y(t) dadtt e; 

< .6.y >= A(y(t)).O.t +O(At)2
• (3.63) 
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además, 

i
l+~l 

< (Ay)2 >= ( { t A(y(t'))2dt'} > + 

[

+At it+At 
+2 , dt' 

1 
dt" < A(y(t'))L(t") > + (3.64) 

i t+.dl 1'-+~t 
+ 

1 
dt' 

1 
di." < L(t')L(t") > . 

El primer término de la derecha <->s de orden (~t )2 por lo tanto no contribuye a a 2 . El úJtimo térnúno 
es igual a r'At como antes, lo que concuerda con 3.61. Para el segundo térnúno, si expandimos A{y(t')) 

i
t-+At 

2A(y(t))At ' dt" < L(t") > + (3.65) 

i t+AI ir..!i.t 
+2A'(y(t)) 

1 
dt' ' dt" < {y(t') - y(t)}L(t") > + 

El primer término desaparece y el segundo representa un error O(At), porque .,.. una. doble inU.ogral y 
{y(t') - y(t)} no contiene funciones ddt.H... Por 1m nrgurncnto similar lU10 puede ver que l0t< momento.; 
ma" ultcJti <.'tl 3.65 i;on O(At), y también que< (Ay)~ >= O(At) pam v >O. &to prueba la equivalencia 
entre 3.60 y 3.61 

Ahora nos gustaría ver que la ecuación de Langevm genuina' 

¡j ~ A(y) + C(y)L(t) (3.66) 

es equi,."'H.lente u 

(3.67) 

sin embargo, tal y como .,,;tá la ecuación 3.66, no tiene un significado, ya que hay que especificar que es 
lo que.,,.,.¡., la C(y) lo cuál no "" tri.,,;al debido a que los ..alt-Oti en L(t) caunan ...UtoH en y(t), y ninguna 
de In:; ucunciones de mu ... imicnt.o "'·-"' di°" como depende y(t) de C(y), Ch decir, no sahenlt.ltl si .,,, que 
,;olu depende del P"·"° 11 anterior u o;j depende ele un prunx'<iio de >Utt..-riur y el p<JHterior. Pn.nt. h<--guir 
intcnuulC!o reN..lh.-..,r d prublcnuL, ""' hnn ln<u.do doc. ""rticntcH por sepu.rHdo. PrimcnUill..'tll<.' la de Ito, 
quien propone q1.1<• C(y) >-0lu depende del >mito >U1tcriur dado . ._.., d<-cir. 

i
t+At 

y(t 1· ~t) - y(t) ~ A(y(t))~t + C(y(t)) ' L(t')d.t' (3.68) 

y se puede probar que usando t,,;ta mterprctaciun llegam06 a la ecuación 3.66. 
Por el otro la.do, Stn1wnu.,,;ch dkc qtl<" C(y) depende del prumedio cnt= el P'"'° >WU.>rior y el pu .. ...., 

siguientt•. C.On t_'fitn suposición, ~ lle~u H la rcuac1ón 

(3.69) 

Pese a este camhto, la mterprctac1ón de Stratonovich puede ....-r utilizada en otrooi casot1, tala!l como el 
que se mu ..... tra... Si interounhirutu.-. L(t) dt- la ..cuac1ón 3 66 por una función esU>cástica E(t) , la cual 

1 la ectJ.ac'6n 3.66 rs Umb~n conocKia t-n la lJteratura mat~má.tka como l& <l"Cu.a.C"lón die ito 
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no sea ruido blanco, pero que tenga un tiempo de auto-correlaci6n pequeño Te, entonces la ecuaci6n es 
una ecuaci6n diferencial estocástica bien definida. Uno puede aplicar entonces una trasformaci6n para 
obtener un análogo a la ecuación 3.60, 

iJ = A'(y) + E:(t). (3.70) 

Haciendo que varíe E:(t) de tal fonna que Te - O se llega a una ecuación del tipo 3.59 para una nueva P. 
Haciendo la transformación inversa uno llega a 3.69. Esto prueba que la interpretHCi6n de Stratonovich 
es el límit.c correcto para un tiempo de correlaci6n que tiende a cero. Esto siempre y cuando tenga 
,.;entido que di) vaya a este límite mientras que A(t) y B(t) permanecen in.aJU..-radUH. 



Capítulo 4 

Ecuaciones diferenciales estocásticas 

Una <-~uación diferencial estocástica es una ecuación diferencial cuyos coeficientes son números aleato­
rios o funcioru'fl •!Stocásticas de variables independientes. Al igual que en las ecuaciones diferenciales 
ordinarias, el rango de )OH coeficient"s así como sus propiedades estócaRticas se consideran determinadot1 
de antemano, independientemente de la 80lución que se quiera encontrar. 

Una ecuación diferencial estoc1istica sirve para describir sistemas con fluctuaciones causadas por un 
agente externo. Como por ejemplo, la partícula browuiana 3.6 con su ecuación de Langevin 3.50, o 
cualquier otru pequeño sistema que interactúa con un gran baño térmico, o onda.~ clectrornagnéticas en 
una atmósfera turbulenta, o el crecimiento de una población en un clima cambiante. 

La forn1n comtÍll de una ecuación diferencuU estocástica es 

ti =/(u, t; Y(t)), (4.1) 

donde u y F puc.,d<•n sc!r vectore<, y Y ( t) denota tmu o ma.>< funcionet< aleatorins cuyus propiedades 
estocásticas se conoc<•n. ¡;;,,ta l'C'uación, conjuntan1cnte con la condición inicial u(t<>) = a dctennina. 
para cada realización y(t), una función U(t; [11].a), que t.'H Wlll funcional de 11(t), por lo que depmuic de 
todo.. kir-; vtJon.., dt• y(t') pnra O :S t' :5 t. El en....,unhl<• de ••<>luciones U(t; [y], a) para tod<.Jt< klH pot<ibles 
\.7Uort~ y(t') con.'itituyt- un proc<"so t"Stoc.:Í..."itico La ecuación 4. 1 eti resuelta cutu1do las prop1edac:les 
estocá.'it1ca .. 'i de este proct.""&C> htu1 sido encontradas En ocasiones, el "-d.Jor a es ta.:nb1én una cantidad (o 
Vt .. '<'lor) alcntorin(o). El n-,,ultado . .,,, un proa........_. U(t; [y]. a) que es una función de las variables a1 .. ator1as 
a y y. C..-Orno e5la es 84.:)lo una gcncralizacsón tnv1al dC'I problen1a L"'On condrciones iniciales ª~ no hny 
nt"l"'1.'s.idud de tn1t.a.r a. Ju .. 'i cundiciutK.~ u.lcntorin.s por ht~pa.rndo. 

La ecuación de Langevin, 3 50 y la <"CUación ma.., general de lt.O, (ver 3.66), BOn ejemplOtl de ecuaciones 
diferencial.,.. estocásticas De lwcho, en grru1 parte de la literatura rnat.,rnática, el término de ecuación 
dif••rencinl <'SWcá.'itica ,... ......duc<' a ella••· Sin t•mbargo, en la ,-ida real, .-1 nudo blanco puede ser un 
modelo muy bunlo para dc.,.;cnbir w1 f.,nómeno, en cuyo caso ao tiene mucho ,..,ntido el rieferirn°" a la 
<.-cuc1ón de lt.O 3 66. Las dificultadt.,. de la 6proxunación de ruido blanco dC8aparecen cuando w10 toma 
en cuenta. que una fuerza n.leator1a en la física, nunca <..~ reahnente ruido blanco, sino que a 5Unl0 tiene 

un ruuy J>t.."'<l.U~Í10 ticnipo de autocorrelacaón Es por C:8C> n1ejor comf!nza.r tistudiando una vu.nedad de 
ecuaciónt..""S del tipo 4.1 que son uuv; generaJes y subsecuentetnente cstuchart como un e.aso especial, las 
aproximacionCH que "°" válida. .. cuando el tiempo de corrclac1ón es muy corto. Otro ejemplo d., una 
ecuación d1fercncia.I ~t.o<..~•\..~t1ca 4 1. C'9 

ú ~ -iw(t)u., (4.2) 

donde u e. complejo y tt'(t) ..., una función del tiempo. E&te e1.,mplo pued., ser resuelto explícitamente y 
ha sido usado, por ejemplo, para ilustrar n-sonancia paramagu..éhca ( 171 Hay qu., notar, que la ecuación 
4.2 i;e distingue de In ecuación de Langevin en d hecho de qu., el coefici.,nte aleatório multiplica a u. 

23 
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Un ejemplo importante que no puede ser resuelt.o explícitamente, (sino que tiene que expresarse como 
i;crie de momentott 3.5), ~precisamente 

x + u?(t)x =O (4.3) 

que describe a un 06Cilador armónico cuya frecuencia es una función aleatoria en el tiempo. 
Bn términos generales, ae puede hacer una categoría de las ecuaciónes, como sigue. 

Ecuación diferencial lineal en donde solo el término inhomogéneo es una función aleat.oria, tal y 
como la ecuación de Langevin. dichas ecuaciones han sido llamad- aditivas, y en principio pueden 
ser n!HUcl t.H...~. 

• Ecuaciones diferenciales lineales en las cuales uno o mas térrn.ios de los coeficientes que multiplican 
tt " t«.>n funcion.,.. tt.l.....turi"". &t..,. han Hielo lhunnt:l1L'< rnnltiplicnth'1Vi y pueden Her re>rueltlut HO!o 
en C--lt.SOS • ~pc.~ia.let. 

En hL'i ccuaciom..2< no lineal~ h• diferencia entre la ... ndith71>i y 1'1>1 rnulliplicatiV88 HC deHvanece, pero 
en ocuhion«.~ pueden tn1n.~fonrus.n;c en ecwt.eionl2i multiplica.tivn ... 'i. 

Una diferencin entre c:<tns .. c1mcionc:< y In>< ecunciom.>< cliferencialett ordinaria" e.. !JL que con:iL .. te en que 
todas latt solunonctl de una ecuación no cst.ocástica, BOn obtenidas mediante la imposición de una to 
arbitraria y una condición inicial u(to) = a, y entoncei t<e cousiderEUl todOH !OH pot<ible.. valore>< de a. 
Para unn ecuación diferencia) estocástica, sin embargo, uno obtiene, mediante esta forma, solo una 
subcla.-.c de soluciones, las cuale>o son las que no ti.-nen una di.~persión al tiempo to. 
Pn.n• i.cr nuL~ pn..:i.'°"_...• cun.-<iclcn_. un conjunto S d .. funcion<'s estocásticSll U(t) =a. Sen So la unión de 
tocio:< los So( o). obtenido.; mcdin.ntc vnricJt< pc.tt<ihl.,.. '1i.loru; ele .... Entonce:< So e s CH el conjw1to de 
todB.H la .. o; func1nru".H cstocá.-;,tica:i que Bon solución de 4.1 y que tienen \.urianza cero al tiempo to. AborH.. 
t.on"l•t:"tnot; t 1 ¡.. t<1 y fonnt•rnus t•l corrl.2'iponcliente 51. Para una ecuueión no estocástica S0 = S 1 = S, 
pero para el «<~-.o r:;toc<'8t1co S 1 ,t. So. En general, So y S 1 ni r;iquiern ,;e cruzan, eo; dt.'Cir, Son S 1 =O. 
Es in1portante notar, que estamos hablando del procebO ei;locá.stico U, y no &eerca de t<UH reu.liz.acionCH 
inrlividualcs (u) Cualquier realización 111d1,·idual u ele mm U E So"" una solución de u= F(u,t;y(t)) 
para 1i.lg11nn y( 1) y <>S por <-..O tarnb1én una realización de alguna U dentro de S 1 • 

4.1 Ecuaciones multiplicativas 

Con .. -.1der•· una <-cunción lineal del tipo (29} 

A(t)u 

{Ao + oA 1 (t)}u, (4.4) 

donde" e; un ,.,_'Ctor, Ao e. UllH. rIUt.triz co1U<tante, A¡(t) lUUL matriz JL!ea.toriJL y o un parámetro que mide 
la magnitud d·· las fluctuacione.o en l°" coefici.-ntes. Además, A 1 (t) tiene por hipótesis un tiempo de 
autocorrela.ción fimto Te. en el ,.;cnticlo de que pttra cualt""}Uicno. tloK t.icmpot< t1 y t2 tak'I< que lt1 -t2! > Te 

,..., puede trttl..1Lr n todOH Jur; cle1nent.u< de la nULtriZ A 1 (t2 ) como estadísticamente independientes a loe 
elementos d..• A 1 ( t 1 ). LJL ou1tid..d oT e .,.. el U amado nún1ero de K ubo y es, por hipótesis, muy pequeño. 
Nuestro n-sultado será una nproximac16n a .J .J en el sentido de que haremos una expansión en potencias 
dt.! O'Tr. 

Aunque no,.., '"'tricf..lunente neccsiuio,..,, conveniente d 1LSunúr que A 1 (t) ~una matriz que repntiL'nta 

1u1 prue<""'° ,.,,l>t.eionario. Entonce.. < .r\ 1 (t) > ,.., independiente del t.ictnpo y pu""'le ..._.,. incorpon..io en 
Ao n1ediant•-" la definición de 

~=Ao+a<A1(t)>. aA;(t) = o{A1 (t)- < A1(t) >} (4.5) 
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tal que < A~ (t) >= O. Ahora supondremos que ya se ha hecho la transformaci6n y así nos olvidaremos 
de lat1 prirn.u.tt. El dC8HtTollo rt..'"itlltantc en potenci8H de o solo se refiere a la o frente a. la A'(t). Por 
con...ecuenci.u., eiU\lnOH tratando a 4.4 con< A 1 (t) >=O. 

con 

Primcnunente elimiruLlllOH Ao trabajando en la llamada representación de int.eracci6n: 

u(t) 

v 
U(to, t)v(t) 

crU- 1 (to, t)A 1 (t)U(to, t)v 

o\/(t)v 

ú = AQLI. U(to, to)= 1 

La soluci6n a segundo orden en o con condicione; irúcialett v(O) = u(O) = a et1 

v(t) =a+o J;,' dt 1V(ti)a+o" J;,' dt 1 ;:,•• dt2V(ti)V(t2)a+··· 

Ahora., tornando el promedio pn.ra un" a lija, 

< v(t) >=a+ 0 2 J;,' clt; J;,'' dt1 < V(t1)V"(t2) >a. 

o en términoe de u 

r· r·· <u >= U(t)a + U(t)o2 lo dt; lo dt 1 < V(ti)l.'(t:i) >a. 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

Esta aproximación de segundo orden solo pu<•<fo ser usada siempre y cuando los momentos de orden 
superior SCWl pequeñOR. !\ticntrru; que cada ténnino sucesivo. envuelve una integraci6n mas sobre el 
tiempo, esta restricción m aplicada a ot <e: 1. Por otra parte, queremOH W<HrlR paca periodOH largue; 
oum~..du.; con r,; entonet"' dcbenx"' t<Uponer 1t.dicionaltnente <>Te < l. Allí, encontramos para t < 0- 1 

< v(t) >= n + o 2 ¡• dt 1 ¡•• dt:i < V(t1 )V(t:i) >a. 

ndt.•rná.s, para Te- <t.: t <e: o - 1 

< v(t) >=a+ o 2 
/.,' d.t1 fo"" dt2 < V(ti)V(t2) >a. 

Esta última ecuación, es ademá. ... la ..oluc1ón a orden o" de la ecuaci6n diferencial lineal 

lJr< v(t) > ~ o 2 [ 1,""' < V(t)V(t - -r) > dr] < v(t) >. 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

La conclusión ..,. que In evolución d.- < v(t) > pu..de &"r de5Crila por est.a última ecuación, que en 
ténninos de la representación origmnl es 1 

lJ,<u(t)> (Ao+a<A1>+ 

+ o" 1,""" dr < < A 1 (t)U(t)l.r 1 (t - -r)A1 (t - -r)U(t - r) >> dr] 

u- 1 (t) < u(t) >. 
1 En e.La exptnUón r"t..oa\amoe. un vak>r arbit.rar>o para < As > 

(4.14) 
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Es importante recordar que In derivación anterior puede ser aplicada solo en un intervalo Ll.t < a- 1 

después de un tiempo inicial to. el cwu hcm<JH tomado como cero. F.tite tiempo inicial eo; t2ipCCial porque 
a dicho tiempo, el valor de u dado es igual a un vector no estocástico a. F.ti Himple detnooitrar que el 
resultado es igualmente válido cuando el valor inicial a es estocástico, dado que es estadísticamente 
independiente de A1. Este hecho nos permite aplicar otra vez la misma ecuación 4.14 al siguiente 
intervalo L!i.t. Lo... vuloru< de A1 en el siguiente intervalo, están no correlacionados con los valores del 
intcrV>uo previo, debido,. Ja rwqueiicz de Tr- Entonces, la ecuación 4.14 es aproximadamente válida para 
todo tiempo, dudo que <rre < 1 y el promt,.,lio de u(t) obedece la ecuación diferencial ordinaria 4.14. 
Ahora, Hi suponctn06 además de a-Te <t: 1, también 

(4.15) 

esta condición adicional, dice que el movirniento libre de u es comparable con las fluctuaciones de A,, 
entonce< 4.14 o;e reduce a 

8,< u(t) > [Ao +a< A, > + 

+ a 2 .["° << A 1 (t)A1 (t - r) >> dr] < u(t) >. (4.16) 

Debido a que In integral anterior, no depende del tiempo, se observa que el efecto de las fluctuaciones 
e< el de renorrnaizar Ao mediante Ja adición de un término constante de orden a 2 a ella misnta. El término 
adherido es la función de autocorrealción integrada de A 1 • En particular, ,.¡ uno tiene un t<hllenla no 
ditdpativo dt.-.crito por Ao. el término adicional debido a las fluctuaciones es usualmente disipativo. 

4.2 Momentos superiores 

Parn calcul11.r rnomcntot< nuL .. ultot; de )0t; componentftl de u, dejwnot1 Her a u 
componentes reales el cual obedece 4.1 y mas explícitamente la ecuación 

0.uv = L Av.>.(t)U_. (v = 1,2 .... ,n) 
.\=1 

{u.,} un vector con n 

(4.17) 

Entonet...-< k>t< pn.xiuct.u; ,._.,,_. ohed~'Cen otra vez una ecuación diferencial estocástica 

8,(uvu,.) = L A.,_.(u_.u,.) + L A,._.(u.,u_.) .. .. 
= L Av,.;.>..,(u_.u.,), 

..... 

{4.18) 

Entonces sus pronlCdioe obedecen ecuacion""' d.- mo,,m1ento &milares a 4.14. Para escribirla expücitarnente 
"l."tUllOt< a con:<idenu- IOt< ~n(n + l) = ,v pruductoo. tJvu,. corno component.,.. de un vector u.. por lo que 
4.19 toma la forma 

..., 
a, .... =¿:: A..,,(r).,,, <ª = 1.2 •...• N) (4.19) 

i.~1 
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Finalmente, haciendo A(t) = Ao + aA1 (t), ohtenemoH 

8,< u,, > = [Ao +a:< A1(t) > + (4.20) 

a:2 fo 00 

<< A1(t)U(t)l . .r 1 (t - r)A 1 (t - r) >> U(t - r)dr]u- 1 (t) < u,, > . 

De donde se observa que 4.21 es una exteOBión a momentos superiores de la ecuación 4.14 



Capítulo 5 

Calentamiento inducido por ruido 
en trampas atómicas 

En el Capítulo 2 se demat;tró que la evolución d<• un Oficilador paramétrico cuántico puede obten­
erse en términos de la solución de las ccuac1on<"s clásicas correspondientes. En el capítulo anterior 
vimOti algunn.s técnicas para estudiar el comportam.iento de las soluciones de ecuaciones diferenciales 
estocástica.•. Ahora utilizarernotl cstoH rt"lultados para analiza.r el comportamiento eHperado para un 

oscilador arn1ónico cuántico y t~toci\.stico 

5.1 Variaciones Estocásticas de la Posición de Equilibrio. 

l.>u; ccun.ciu11t.,., 2.10 rduciurmn 11 lu.~ funcion<-:. ,\ que definen al operador de evolución 2.8 con la función 
t:q(t) que CH¡wc1fica In pOHición dt• •~¡utlibno dt• un ooc:1la<lor armónico en el tiempo. Una vez obtenido el 
operador de evolución, {'!lite M· ptu. .. "C.ie apliciV <le la funna acostun1brada n cualquier lfstado u operador. 
para así obt..ner la c''Olución dt• cualquier cantidad fÚ!ica. Si In fonna de In función dependiente del 
tiempo, t:q(l). es estocástica, <'2<taremos intcr.,..ados en calcular,.) C'Omportanu .. nto de promedioH sobre 
lns diforent<"' n•alizacioneti de etilaff variabl<"l. La. t1cn1pos d ... evolución T se considerarán grandes com­
parados con los tiempos d<• corrdac1ón S1 estan10s <·n un reg1men en que el ruido t:q pueda cun.'<idcnui<e 
tt"t.nciunario 

< t:q(l)t:q(t + <7) > 
7" 

~ ¡ dt't:q(t')t:q(t' + <7) 

T}q (!<7 I) 

y de pru1m.'<lio cero. 
< Cq(I) >~ 0, 

al calcular el valor promedio pa.ra In energía, cncontram06 

(5.1) 

(5.2) 

{5.3) 

donde se introdujo el espectro de fluctuaciones en la poo;ición de la posición de equilibrio dentro de la 
trampa dacio por 

11.""" Sq(tL') = - du=~(wu)'1q(lal), (5.4) 
,.. o 

(7) Esta expresión coincide por la encontrada por Savard r.t al. [2i']. 

28 
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5.2 Variaciones Estocásticas en la frecuencia 

En el capítulo 2 se mostró que para un 08Ci)ador con frecuencia dependiente del tiempo 

¡? 1 2 2 
lf = 

2
m + 2mwo (1 - e:(t))q , 

la evolución del operador de energía definido como 

e;t.aha dada por 

Aquí, 2.26 es: 

1 . • 
M1 = :;¡[(h 1 - ih2) - (h:z + ihi)], 

1 . . 
llf:z = 2l-(h1 - ih:z) - (h:z + ih1}] 

y {h1 , h 2 } son soluciones de la ecuación clásica 

con condicion.,,. a In frontcr11.: 

-(1 - e(t))h.¡, i = 1,2 

h1(0} = 1 

h 2 (0} ~O 

Ít1(0) =o 
Ít2(0) = -1 

29 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9} 

(5.10) 

Para simplificar el aspecto de las ecuac10nes, en esta sección y Ja ... sub8ccciones siguienta.. reemplazamos 
dcrh~teionc>< con n!>;(>t.'CW ni tiempo por derivacion•~ reHpecw a la variable adimew<iorutl ~t de u.! ><nert.c 
que 

. df 
f = d(~t)" (5.11) 

La expresión para la e,·olución cuántica de la energia en térm.inOff de las soluciones cláBicaH es válida 
parn cualquier realización de la frecuencrn e(t). F~to as, nu~tnu. expresioac:. ..drniten In. po;ihilidad de 
que 

(1 + E"(t)) 

(:=-(t) + -\(t)) (5.12} 

donde cr e. con.-.ideraclo no aleatoria y -\(t) es e><tocástica. Para evaluar el calentamiento producido 
por fluctuacionet< en la fr=uencia de un 06Cilador armónico cuánt>co necesitarecnoe entonces conocer la 
e''Olución temporal de los productDS clásiC'O<S h,h, en presencia de dichas Ouctuaciones. Esta evolución 
,.... t•ncuentra de.crit.a por t-'CUH.Ciunc_.,,. linc..We. con núdo rnultiplicativo pur lo que prucederenxlH " aplicar 
el formalismo pretJentado en la sección 4.2 

---- -...._...----·.~····--

··-.-· ... _··~~--~----
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5.3 Evolución de los productos h¡hi 

En el caso de loe product.08 de funciones con distinta condición inicial, defir.úmoe el vector u de compo-
ncnttltl: 

,,, = h1h7. 
, 12 = A, 112 

U3 = h1~ 
u4 =A,~ 

Utilizwldo la>< L"CtIBCÍOn6' 2.2ly 4.18 N<! ohticnc que, 

ll7,+ 

ti,.,i -=}u1 + "4 

ti3 -=}u1 + •"4 

•L. -=}u3 + -=}u2 

De este último arreglo se deduce que 

donde la matriz no estocástica Ao et< 

que puede de<cumponen;e en ¡,, fortn11 

donde 

Ü= (Ao+A1)u 

o 
-=2 
-=2 

o 

l 
o 
o 

-~2 

Mientras que la tnalriz estocástica A 1 tiene la fortnR 

(5.13) 

(5.14) 

{5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

Ob.iervamos que para cerrar el álgebra que se establece por la conmutación de ao y ~ hay que introducir 
" 1R matriz a, 

~-u 
o o o ) o o o 

(5.20) o o o 
o o -1 

ya que oon ella 

[ao,~J =2n., [ao. a.) = -no. [~. a.J = S:,. {5.21) 
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Para el ca:;o de productoH de funciones h;h. que involucran la misma condición inicial definimos al 
vector u corno 

con i = 1,2 y 

Et. decir, la rnatriz dt.-terminiHta .,... 

es decir, 

Ü¡ 

Ü2 

Ü;J 

Bo = ( -~ 
2 
o 

-2~ 

Bo = bo-=2b1 

donde el álgebra cerrada ""tá dada ahora por 

ya que 

2 
o 
o (ººº) (1 1 o o . b. = o 

o 2 o o 

o 
o 
o 

[bu. b,J = 2b,. [b •• bol = bo. [b¡, b.J = b1 

La matriz C01t-0cástica ,;e ebCribt• 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

~ ) 
-1 

(5.26) 

(5.27) 

B 1 = Ab1 (5.28) 

Nota.mos qu" el tilgcbrn que tiiltLo;facen {Eta, ai,. a •• l} y {bo. b 1 , b., l} e.; la m.i."!Illli.. Siendo la.s expre­
>dones de A<i y A1 y ele Bo y B1 completamente análogas el tratamiento algebraico que apliquemos a 
ctuJquiern de los prohlt>1T111>< h,h1 i ~je i = j .. .,.. <'f1IÚ\1.Jente. 

5.4 Esquema de interacción 

Según los resultad°" pr.-seutado" en d capítulo anterior, el paso a seguir para resolver en forma aproxi­
mBda la evolución dd prom....d10 estadÜ<t1co d .. Ja.., funciones h.h, COrt'CHp<>Ilde a plantear el problema en 
el t..~uenta de tnterncción E.sto ("S~ encontrar a la matriz U(to~ t) que satisface- la ecua.c1ón 

U(to.to) = I (5.29) 

Lo cual n<>ff pernutini obtt"ner 1uu1 l..X"Uación de evolución para el '\"ector v definido por 

u(t) U(to, t)v(t) (5.30) 

en la que no ttpil.rece A<J: 

v u- 1 (to, t)A1 (t)U(to. t)v 

aV(t)v. (5.31) 
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5.5 Esquema de interacción para (z:v) independiente del tiempo 

Para el CILt<O part.iculur donde la fJ"l_'Cuencin = = l,.,.. cl<-"Cir, la frecuencia lX> aleatoria.,.. independiente 
del tiempo ohtcncmoo; din:.'Ct.aincntc 

(5.32) 

y el potencinl V eita da.do por [11] 

V u- 1A1U (5.33) 
(-c.-0t) (-wat) 2 

A1 + --
11
-(Ao,Ai) + -

2
-,-(Ao, (Ao,At]) + · · · 

lo que n,,;ultn en 

V = >.{n!, + (-~t) [2a.] + (-u;t)2 (2)(-ao - =2a¿j 

(-wot)3 
3 :z (-Wot) 4 

3 ~ =2 t + 3! (-2) = ª• + -4-,-(-2) =-1-ao - aol + ... } (5.34) 

Ut<llJldo w = 1 M! llega ,. 

V 
°"' (2.:.Jot)2n-l(-1)" 1 

00 
(2.:..ut)2 " t t 

>.{L (2n - 1)! n.+2 L (2n)! !no+ ="llól +ao} 
~1 ~=l 

1 
>.{al,- 1Jm(2wot)n. + 2[CU«(2'.,ot) - l](ao + ..,:Znf,J} (5.35) 

>.{al, - M:n(2wot)n. - scn2Wot[ao + nf,J} 

5.6 Esquema de interacción para (w-(t)) dependiente del tiempo 

Pa.rn el caso donde la fl"{_•cuencin t;:i(t) es dependiente del tiempo, se propone una solución 

(5.36) 

cuya condición inicial tiene que ser 

(5.37) 

o lo que CH lo núsn10 

(o(to) = (1 (to)= (.(to)= O. (5.38) 

Así, pura encontrar (o, ( 1 y(., tm .... tituinx.it< al opcrudor 5.36 en 5.2<J y re.olvt.. .. n<Jt< el t<Lo;teinade ecUBcione.i 
re>1tante. AJ n-..oh.'t!r t2<tc HÍHterna tlNUilOH 1,. identidad 5.33, parK obtener 

r.-<i-.~aoc'•9'', .;;..o. Ro+ 2(1n. - <?~ 
r.-<·•·aoc'·ª· =~-'·a.o 
r.-.;º"•a,!.t:<"-.1 ~a;· - 2(oaa - <Jao 
t"!-<·•·a!r.'··· ~ r.~-a;, 
r.-<nar.., ª•'~'º .. ' ~ ª• + <onc.1 
~-'·"''·a.~'·~,;...=. 8,z - <:1~ 

(5.39) 
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&unciones en todo análogas se obtienen para el caso h1h. simplellletlte reemplazando a. por b,. En 
anthoti Cl1'10t<, 

-<o-<.(o = 1 
-(o - <:? + (.(1 = -ci2 (5.40) 
2(1 - (.=o 

y llcgmnuo< a 
-(o - 2(1(0 = 1 
-<1 + <:? = -ci2 
2<:1 = (. 

(5.41) 

De clonde vemoe que la ecuación diferencial para ( 1 tiene la fonna de R.icatti. De hecho al escribir 

ln91 
-~t 

_f!l 
91 

(5.42) 

re.mita que 
ii1 +ci291 =0. (5.43) 

Etito.,.. 9 1 satisface la ecuación clásica del oscilador armónico en ausencia de fluctuaciones. La condición 
a la frontera adcctUt.Cla .,.. 

91(to) =o 
Adiciomi.lrncnte de 5.41 se cumple que 

• 2l 91 
<,, =- n-(-) 

91 to 

La ecuación restante para (o puede llevu.1~ a la formu 

que tiene como solución 

. 91 
(o+ 2-(o = 1, 

91 

(o =gl!n 

(o(to) =o 

cvn 92 también solución de la ecuación 5.43 pero condiciones a la frontera 

92(to} = º· 
Kiernpre y cuando 

91(to) =l. 

(5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

(5.49) 

Para mOHtnu- lu vulidez de a.to hay que tomar en cuenta que tJenclo 9 1 y 92 soluciones de la ecuación 
5.43. su wrun.-<kiano .,.. curu;tante y cvn 02<U"' condicione; "' la frontera 

91!12 - 91in = l. (5.50) 

Oho.cn."IUflUf; que (o, ( 1 , (. tienen tUll\ fonna rnuy sen1ejH.nte u t... d .. da por 1- ecuacionew 2.28. 
A continuación se obtendán 108 operado,..,., J.,. ""·olución U;i. 3 y l,,4. 4 doode el 3 x 3invulucra KOlarnente a 
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los términoe h,h. y el 4 x 4 solo términos h;h,. &tuH opemdorui..., re1mltan de de<anullar en potencim; 
de Ju.-. ITUltrices a; y b;, UIH cuale>; cumplen operHCione>; semejan tu< dada:; por 

~ = ( g g g ) hi = ( ~ g g ) (5.51) 

b~" = ( g g ~ ) . b;"- 1 = ( g g ~ ) 
-1 

(5.52) 

dado que bl; = O y bi = O pnm n ~ 3. 
Co""'-•cuentcmcnte, expandiendo en scriet< ¡,.,. exponenciales de 5.29 y sW<tituyendo Wll ecuacionet1 

anterior..,.;, resulta: 

·2 <J 
(l -(1b1 + ~ bi)(l -(obo + 2b~). 
{{cülih(. - 1 )b;" - senh(.b;n-I + 1). (5.53) 

explícitrunente, 

( y¡ -29192 g~ ) U3,.3(t) = 91!11 -91fn - !1291 ihfh 
!Íf -291in iA 

(5.54) 

rnientr1v; que 

( g¡ 
-9192 -91!/'2 95 ) U¡,.4(t) = 91 ~1 -919'2 -!hiJ1 fn92 

9191 -9291 -91!12 fn92 
·'2 -919'2 -919'2 iA 91 

(5.55) 

Et<t."' expresiones pura u.,. 4 y U3 x 3 podrían haberse obtenido directamente al recordar que deben conec­
tar a la solución general de un sistema de ecuacion'"" lineales de segundo orden con sus dos soluciones 
particulnrui. Sin cmbtu-go, t1U1to ¡>Hra focilitar dCt<ruTUllüti algehraiCOli poo;teriorCH, como pHnt. l'Ulaltar 
la scmejru1za d" los resultad06 del capítulo 2 con IOti de este capítulo hemos "8Crito U en términos de 
productos de t•xponencialcs de los elementos del álgebra. 

Ent.Ui cxprt'Sioncs puru ¡,.,. rru•triccs U penn1te11 encontrar a la matriz de interacción V en el e;quema 
de interacción Explícitamente, para los términ<>H h,h, 

(5.56) 

(5.57) 

5.7 Solución perturbativa para describir el calentruniento 

Una vez cunocidu el opcm.dor U que lleva a la r<"presentación de interacción aplicando directa.mente el 
formalismo ck la aección 4.1 obtenernoe la expresión perturbativa. ~o de la repreeentación de 
interacción a la ''Rriable u, tenerllOH 

U(t)a +U(t)oi.
1 

dl1 < .X(t¡) > V(t 1)a 

·~ 
<u> 

+ U(t)a2 .l,' dl 21'' dl1 << .X(t1)A(t2) >> V(ti)V(t2)a. (5.58) 
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Si ahora definimos la integral: 

(5.59) 

donde lu; cuatro indicu. l, k, m, 11 pueden valer 1 o 2,(núrner06 que denotan las dos soluciones indepen­
dienlcff de la ecuación de Mathicu). 

En forma explícita resulta 

( 
1 - 21:l:l +41f? 

2f'{l 
21ff 

-4f'f? 
1-2(rf?+I:l:l) 

-4If:l 
2.@ ) 2I:l:ff 

1 -2/'ft +4lf? 
pw-11 el C8l<O tridirne11Hiomil y 

-( 1 - 2l:l:l +41f:ff 
2f'f? 
2m 
2Ift 

-2.lf? 
1-rf?-I:l:l 
-rft - I:l:l 

-2If:l 

-2/?i 
-rf?-I:l:l 

1-rf?-I:l:l 
-2If:l 

2rn ) 2/:l:ff 
21,1? 

1 - 2l'{t + 4If:ff 
en el caso cuadridimensional. Si suponemos que el pronu.-dio estadístico del ruido es cero 

< A.(t) >=o 

obtcncm06 la expresión para la energía promedio 

con 

1 1 lf 2 ·2 ..,:2 •2] -2 + :¡ U1 + U1 +Y:! + !17. + 
2 (g~ + g?J ( IiJ - 2lf i - ~] + 
4 [!Mn + .919:i] [lf~ + lfü + 
2 [.9? + g.¡J [ !;'; - 2lf J - rm l 

M1M2 H<-9? +-9?) (-1 +2/:l:l -4/fi +2~) + 

+ <~ +Yi> <1 - 21:: + 41:; - 21m + 
+ 4 U119:i + 9192) (!f; - l:ii> + 

4i ( (g¡ + 9r> I'fi + (g~ + Yi) I{i + 4 C9i.9:z + g¡92) (1 - 2J'rt - 2I:}J))]. 

(5.60) 

(5.61) 

(5.62) 

(5.63) 

(5.64) 

(5.65) 
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5.8 Calentruniento en trrunpas atómicas estáticas 

En el cuso de trampas atómicas como la de Penning el fllOvimiento del centro de masa de 108 átom08 es 
descrito en una primera aproximación por un potencial de .-:ilador armónico con frecuencia constante. 
En este OLo.;c> tcndre(JlUt; 

91 = r.o.'iW(Jt, y (5.66) 

La expresión para la energía en función del tiempo t.orna una fonna muy sencilla pues las ecuaciones 
5.64 y 5.65 se tümplifican a 

(5.67) 

Por t1implicicl11d he1110N elegido t0 = O. NOH re><tringimOH por el momento al caso en que el n1ido "" 
cst.u.ciunario 

(5.68) 

El factor .\0 not< da el orclen de rrutgn.itud del n1ido y denotarernoH por Te al tiempo de correlación. 
Utilizando !OH rCHultndos del apéndice A obtenemos que en el caso Te<< t << -\0 1 

i(t) = 1u.io (ata+ 1/2)(1 + tS>.(2...io) 

+ at2 ( tS>.(2'..u) - ilJS~)) 

+ a 2 
( tS>.(2...io) + ilJS~))] (5.69) 

donde 
00 

S>.(w) = .; J dT<x.>ti(wT) {A(t)-\(t - T)) (5.70) 

o 
El tiempo t debe KRtU.fa.oer que t < < Ai) 1 pan< garw1tizar la valid= del regimen pcrturbativu en 

el que estarnos trabajando. La cxpre6ión anterior se reduce a lo que se obtiene aplicando teoría de 
perturbacionct< sobre eigcnestad08 del oscilador armónico en pre5Cncia de ruido 123) así como con otros 
cálculos previos (4, 1) El haberlo obtenido en térm..inos de la evolución del operador de energía nos 
pennite uplicarlo din.-ct..iuncnu.• ,.. otru. eotu.<Jo... Por ej<.-n1plo, pu.rn un c.;t>tdo coherente 

< <>IE(t}la >= h...Jo [ (lol 2 + l /2)( 1 + tS.>.(2-u) 

+ 0·
2 (rs;.{~) - ¡ 8.5~--~~J)) 

+ o 2 
( tS_.(~) + iD.5~)) J (5.71) 

Oht.cr.,.a1noo; que el CH.let1t.uniento para e.k>t< <,.;tudu. d<-pcnde no ...olu de la derL"idad e;pcctral sino de 
su derivada temporal. Otro cstado d .. interés corr-poode a los ez1tad0ti de gato, para ellOti la expresi6n 
del CRl~l.luni.-ntu coincid<• con In del ....,Llidu cuhert.'tlte o de uJ suerte que UUllltm!.a al munentar JaJ y 
con este la separación <"Il espacio fase de lo" estad°" cohe>rentes que cstán 1<ieodo superpuestos. 
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5.9 Calentamiento en trrunpas atómicas de radiofrecuencia 

En este ca.so habíamos visto que la ecuación clásica de mo";miento es 

:! = (U0 + v0 cos01) (4.::) (e/771RJ) 

donde Uo y Vo repre;ent.an IOti potenciale.1 directo y alterno, Ro está determinado por las dimensiones de 
la trlllllpn y, r. y rn corresponden al valor absoluto de la carga y a la masa del ion confinado. Al definir 

lGeUo 
- rn02~ 

&Vo 
- rn02~ 

podemos identificar a la frecuencia normalizada como: 

112 
=2(t) = ;;:-::r(a - 2bcos(Ot)). 

2wo 

Ln:; funcionu. g, sntisfocen entonces la ecuacion d., l'l.1athieu y admiten ser expresadas en términos de 
funcionCH de Floquct: 

g,(t) 

00 

92(t) A 2 L r.., . ..cn(µ + 1..-ilt) (5.72) 
lc=-no 

donde µ CH In frucuencin ,.._.,,;:ulnr del hiSt<.'tnn y Ju.,. constnntt21 A 1 y A 2 He eligen para tiatiHfocer Ja." 
oondicioncH de contorno de g 1 y 92, ,,.; decir, 

t -1 
_,. l 

A:l' 

4:=-C"'O 
00 

-E µ+kíl 
C¡,---

1...\J 

Ek.-giremot< In t..-.calll de Írt."Cllt.."llciHH ~ W que IA11 = IA2!. CH decir 

(5.73) 

(5.74) 

esto e<, <..U..., elige como d pn.>llll.-diu de la~ frecuencia." involucrndW1 en !Jw funcione.; de ll.1atbieu con el 
peso espt."Cífico "" ck>tenniru•do por !J.,; rni."JDHH funciont2L 

Los cálculos ..on engorroo>ot1 pero directos. En dios están involucrados dos clases de térmiDOd, aqueU0& 
presentes aún en ausencia de ruido t 0 (t) y lu.< debidOH di~ al nlido t,.(t), 

t(t) = l'0 (t) + É;,.(t). (5.75) 

El prirneru resulta cst..r dado por: 
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Eo hwo(ata+ 1/2) (A? ¿c..,r.k'r.DA(k- k')Ot [1 + µ +kOµ+ k'OJ) + 
2 "·k' Wo wo 

+ ~º (ª2:?) [ ( ~>"e•<µ+kO)•) 
2 

(~e"µ :,k-0e•(µ+kO)•rJ + 

+ 1..wo(ª':A?) [ (~r.".,-" .. +"ºl•f-(~c"µ:,1.-0_,-o(µ+kO)•rJ. (5.76) 

Su estructura refleja el hecho de que al tratarse de un oscilador pararnétrico, la energía de éHt.e va a 
cambiar con el tiernpo. fu"COrdcmUH que É(t) fue evaluado como la evolución temporal del operador 
hwo(aln + 1/2). 

El segundo término de la energía involucra a i<eriet0 infinitas de 188 densidades espectrales general­
izadas ¿,.. (w, t) y HU .... derÍ'lmdH.... En el ca.'K.> Te < < t < < >.¡; 1• habrá térrninOB 08Cila.ntes y términos 
crtdenlcti en t a.sociadOtl a rCtiOnancias (ver Apéndice A). F..operamos que estOH últimos dominen sobre 
los primeros cuando )OH tiempos de medición t hCan t<uperion.'h al in\'t!niO de U... frecuencias invulucrudHH. 
Pura tUH• tnunpi• de nidiufrocucncia cxmvenciunnl c.;t.o corru;punde a ticmputi que ,;upen.'fl la etlC!lla de 
mJcro;,_-gunclOH. En e<t, .... condicioneM teneIDOH que 

t,..(t) h..Jo{[g~ + g~ + ~ + 9~] IM21 2 
( ª'ª + D + (5.77) 

+ (g~ + 9~ - 9~ - 9~] M1M2(a 1') + 
+ [g~+9~-g~-9nMiM2(a2J} 

donde, el factor asociado al operador de núnwro en la energía para tiempoe larg08 comparados con el 
tiempo de correlación y )06 inverSOH de las frecuencias es, 

(M2(2 (t.) = ~l { L Cimrk,.,.:z{S.>.(-2¡1 -/- k) +S.>.(2µ +l +k)}c5~~!} 
lrnrk 

(5.78) 

micntru.."I que el ~ a los openidor <J r:z c.; 

1 ~ ;;{ L C1mrk[-{tS ... ((l- m)O) + 
.... hnrk 4 

+ tS,.. (2µ + (l + m)O) }(.S~~ + .S~~) - SH2µ + (l + rn)O)c5~":'.'!J + 

t L Cimrk(~)[2S,.((l + m)O)(c5~~ +.S~~) -S,.(2µ + (l +m)O)c5~~!]} 
lrraralc 

(5. 79) 

aquí C1..,.rk = qc.,,~¡,, y por ejemplo 

,1 1;'.'..r! ~ 6((l + m) - (r + k)) 

Para laH cundicion.,,.. ex¡x.-rilllCnl.tÜc:; U><tw.ICH el ÍHCt.or q que aparece en la ecuación de .Mathieu par 
91 y !h es mucho menor que uno de tal tmcrtc que 

91(t)"" .41 fco.<{¡•t> - ~ (""'L"+~g•i) + ~ (co;~~¿i·>)] (5.so> 

!/'J(t)"" A1 sin{µt) - ~ (•ln.;::ti'1) + ~ ("'ni:-R'>)] 



5.9. CALENTAJJIENTO EN TRAMPAS ATÓMICAS DE RADIOFRECUENCIA 

con 

JqlO 
µ""' 2\/'2 

"'""""'µ[1+~] 2-q 

A1,,,,, _l [1- ~] 
~ 2-q 

La expresión para el calentam..iento por ruido a este orden de aproximación es 
similar a la expresión clá.qica encontrada por Dehrnelt [4], donde 

,, c2-3q). { 2µ
2 

_ } IM2l - nt 
2 

_ q :R E;.(t; 21<) + W [E;.(t; fl + 2µ) + E;.(t; O - 2µ)) 

39 

(5.81) 

(5.82) 

donde en realidad, las densidades e«pectrales definidas en el apéndice A dejan de depender en el tiempo 
cuando loe tiempos de medición son muy grandes comparados con el tiempo de correlación, y BBÍ, la 
densidad espectral es obtenida mediante una integración al infinito, en lugar de integrar BOio hasta t. 
LDR exprCffiones para los otros términos aproximados se obtienen directamente. 

-----~------- ---- ---·-----------~---~ 



Capítulo 6 

Discusión y conclusiones 

En esta tesis hemos mostrndo como calcular para un oscilador cuántico loe efectoB de calentamiento 
por presencia de fluctuaciones estocásticas tanto en la p08ición de equilibrio como en la frecuencia. 
La utilidad de resolver ecuaciones clásicas estocásticas para obtener predicciones cuánticas ha sido 
cxplicitruncnte moetrada. 

6.1 Discusión 

Conforme <-Sta lct1111 se fue detiarrollando, fueron expuet<tos algun08 puntos que aún no quedan claros 
en In literatura acerca de la manipulación contemporánea de átomOH en trampas de Paul. Uno de 
dichos malentl'f1dido .. , <'8 el h.-cho de qu" no han Sido definidos aquí, (ni en la bibliografía usual) que 
debemOH entender por estado ba .. '"'· (<,,;lado d" vacío) para un potencial que depende del tiempo. Esto 
es important.c• pU<'8lO que, con10 i;c rcficr<• en la cit•L.o; 12, 6], existen reportes de haber logrado mlllltener 
un cierto núnwro de útomOB, (en particular mercurio, calcio y berilio), en su cstado base mas del 95% 
del tiempo. F .... tu ,.,., tornn cunfw.o, ptlt_':ilo que ,..i ..t ¡x>tencitJ de 1t.t.rapiunk'llto, u;ta cambiando en el 
tien1po, CH scaguro que el Cff.tado ba.qe ta.uubién l'ara dt."Senmnrañar este asunto, lo que procede es resolver 
dircctamrnl<' la ecuación de Schrüclinger 

(6.1) 

con 1111 lliunilt<HÜ1u10 Ii dependiente del ti<·rnpo a través de algun06 parámctroe, (la frecuencia en nuestro 
caso) y un e><tado inicial dado Este ""tado m1c1al pu..de ser elegido como la eigenfunción de algún 
hantillonin..no de referencia que se obtiene su..'itituyendo por constantes a los parámetros originalmente 
dcpcnd;enlt.."":-O dt"] tiempo~ t•n nnt"Stro c.u .. "iO 

(6.2) 

Una opción natural en ¡,._~ tnuupas de Pnul podría i;er escoger a la frecuencia ~ CUIDO la Ú't.'Cucncia 
,.,._'CUl11.r, ~ ~ µ. En <":<te tn..büjo hcm°" elegido '41 corno la Írt.'CUCilcia promedio del deMlln'Ollo de 
Floquet. O.C c.. ... ta forrnn existen iJ meno.; d<.lh opciont.ti puru d conot."Pto de <.titado bw.e. Una es el et.u.do 
base del hanultonillllo de referencia la otra el estado que "urge de la e•"Olución temporal de este con 
el han1iltomano dependiente del tiempo. Cabe señalar que el l'5tado dependiente del tiempo 4> será 
un u;t>M:)u cornprirnido cid Uhciuvlor origiruJ 6.2. &ta.~ ideas pueden extendcne dircctainente a otnlt< 
estados dt::- nlÍntero. 

Unn vez nclnradu este con<"<'pt<> cabe pn_-guntn:~ como IÚ<.'CUUl, al Kistenut.., 1- pc..-rturhücionet1 sl e+­

tado b,....., deb1<la.~ al propio ruido Una opción es trabajar en un ....quema de inter8"ción definido por el 
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hamiltoniano paramétrico sin ruido y el potencial estocástico. Avances en esta dirección fueron estudia­
dos en (23). La estrategia en esta tesis, correspondió a encontrar la forma del operador de evolución asoci­
ado al harniltoniano dependiente del tiempo (Sección 5.6) admitiendo la opción de términ08 estocásticos 
en función de ecuaciones clásicas. La preBencia de ruido convierte a estaa en ecuaciones diferenciales 
estocástica8. Antes de calcular promedios, evaluam08 explícitamente la evolución del hamiltoniano de 
referencia ante este operador de evolución estocástico. Despúes tomarnOtl loe promedioe y el operador 
resultante nos permite evaluar el calentamiento definido en términos de los estados asociados al sistema 
de referencia. El problema algebraicarnente mñs complicado surgió porque estos promedios involucraban 
a productos de funciones estocásticas. 

La rcle'1illciu de e;tc traoojo rndica ca 111 ¡>DNihilidHd de relacionar aue.;trot1 re;ulUidot< oon mtrlidns 
ex¡wrirn<mtales. El mecanismo qu" se usa experimentalmente para caracterizar la fenomenología dentro 
de las trampas, coru<istc en rnrulÍpula.r los estados intern°" y de vibración de 106 átomos confinados 

acoplándol06. !'°" cstad06 n,,;ultantCfi i;on de la fonna: L c!::Jlc;!>),...,ln). Con. .. ideremo; el°""' ptt.rticular 
de fitornOH cuyoR cHtndoa 1nter1106 pueden consíderarae con dos opciones viables que denot.an1os por 
1 l} y 1 T). Por ejemplo. tomemo" como punto de pn.rtida el e><t.a.<lo 1 1}2:r.i'ln). Se bw;ca entonce. 
conocer la población de cada estado vibracional In >. Al aplicar durante un tiempo T radiación a 
unn fn...."C'Ucncia hObnufa en ~ parn realizar una transición resonante al estado interno de energía mas 
ultn 1 T) (prirnera banda azul) el átomo realiza emisiones y absorciones inducidas en forma periodica 
(<,..;cilndonCli de Rllhi) que involucriu1 cambi°" entre Jo; c:;tadoH vibracionale>< n y n+ l. Se mide entoncu; 
In proba.bilidn.d P 1(r) de c. ... tur en el <.'><Ut..do interno 1 1) al tiempo T. Paru ello...., u.-<a tm tercer Clit.ado 
corwcta.do rndiati~7UrX'11U' con el t"Stndo i l}. ~fcdiante un lát;cr adecuadamente polarizado se excita 
desde el primer nivel hacia el tercero Lu desexcrtación desde <'8le tercer ni~·el solo se produce cuando 
el primer nh'l!! ..,,;ta pohlHLlo urigi111u1dt,..., lunúniccncia. De .,.;la forma suhenlO!i en que tiempo T .,.;tn 
pohlndo el prirnc_.,. nivd. El expc.,rimento se repite '1t..ritts Vt"CC>i pn.ru di..o;tinu.,; r. O.m &;to, se obtiene 
ex¡wrimentnlmcnte la pn.>hahilidnd P¡(r), que se compara con la obtenida teóricarnento dada por: 

P,(r) ~ 4(1 +t. PnP._.,._Tco.•(20n"'l.nr)]. 
0::30 

(6.3) 

Aqui P,, = IC¡, .. J2 ,.., la prol>tlhilidnd de t•ncontrnr n.I ion en el u.tudo ! l)ln}. La constante fenomenológica 
de dec.uirnicnto -,,. ;.., introduce para modelar la decoherencia que ocurre durante la aphcación de la 
frecuencius sobre la prinwr hou1da nzul. La ""ñnl medida P~ (r) put-de ser invt:'rtrda (tansformación 
coo<cno de Fou.ricr). pennit1.,ndonos .-xtra.·r la dmtribución de probabihdad de vibración P,.. pura In 
ocupación. 

En este trnhnjo, notan1°" que la dcpcndcncitt en q cunUent. a una dependencia in~'l!n<arncnte propor­
cional de los efectos ele ruido en la masa del átomo confinado. De tal forma que a mayor masa se espera 
un menor ruido. F..sto podría justificar ha.sta cierto punto, los data.¡ experin1entalt'8 mDBtrados en la 
Tnhln 1. Se oh•••'"" que el c>t.lc.•nuurúento nonnn.li.z.udo 1 

f.2' mucho menor en el c.nlcio que t."Il el berilio, lo 
que podría apoyar la id<'n de la depend .. ncia en la mas.a. El calentamiento se mide a partir del tiempo 
en d que se apagan los lán.•n,,; de confinaniicnto, y He deja evolucionar el sistema que C8tá en ~te punto 
en "'' .-.itado han<-. El nú1nero de C"t>tado vibracronal comienza a elevarse linealmente, de.ocle el astado 
ba.-.c, ""gún lo obrien,uJo por nied1cion.,,; hechaH de 108 ezotadOtl internos del átomo, los cual.,.. fueron 
pn•vi1unente enredad°" con loe estadoe ,,brncional.,.. El ruido o interacción con el medio ambiente, al 
que son t.-xpUt'6t08 dichos átomOti, va entonces calentando al sisten1a. 

Por otra parte, la apro.xim1>eión secular conlleva que los térrninOtl del desarTOllo de Floquet depen­
rlicnlt2' ele q 5.80 ..._. eliminen. r...~~ corn'Cciol'>t!>I que pu.,den c.~bin.e como deiarrullo en potencliih de 

l f;_.tc tapo lÚ e.-c.4Üu1'U~lo •e e/~f.Ú4 para. ~r CotnpdrQr tnlnt.pa.1 Uf~~ ~ lincaJu, Ú kn,ls.o J' tic c.a.Jcio- s~ uc:aJa 
la .-.u4n de cal=tamunto ce ... la ~er.na ~la tT=npa wr' 111.ae oalcWo N {oalaaLorna.ento}a J Mlfz;. 

.... ,,._ .. 

-- ----------------
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q para la energía quedan excluidas. No así en el presente estudio. Bsto en princ1p10 nos acerca mas a 
la comparación experimental. Teniendo esto en mente, se intentó calcular 10& valores de q para algunaH 
de la.-i trrunpn.-i mat1tra.dBH en la 'll•bla l. Dcsgrucidarncnte exlliten uJgun.a.-i incomdtrtenciaH en lat1 re­
portes experimentales que impiden especificar cuales fueron loe parámetros útilizadoe para el voltaje de 
nidiofnx:uencin y In>< frecuenci1>H scc1il1t.rH<. Por ej<.."Illplo, en algunot1 °"'°" Ch"t.aH tienen un fnctor de 2,.­
intrínseco y en otros no [2, 6}. Por otra parte, los reportes experimentales mencionan que loe efectos del 
ruido en los trampas parecieran depender de la cuarta potencia de la distancia característica (d) desde 
el centro de la trampa hasta uno de sus lados (en clirección rnd.ial). En la Tabla 1 también se aprecia 
que paru cn.mhiu; con><iden1.bleH en la d no c.orrctiponclen cnmbiOH coru;idcrublCH en el ntldo nornUt.lizH.do. 
Ea más, el ruido va.ria de manera aparentemente independiente, de trampa a trampa y no parece estar 
relacionndo con el. En nuestros cálculos se muestra que además de la dependencia explicita en q, IOH 
efectos de ruido CRtán sujetos a variaciones debidas a cambios en las densidades espectrales S;..(w). La 
cual depende no sólo de la trampa en si misma sino de los arreglos que ee hayan realizado al hacer el 
montaje cxperinx.·ntal global. Dc..afurturui.darnente !OH ... ...ioreH y~ de la den-iidad CHpeCtral no et1tlt. 

siendo reportado tm la mayor parte de los artículos. Una excepción es el trabajo (18) en que se menciona 
que IBH densidndeH .,.;pect.ni.I.,.; pueden variar desde 3dB entre 9 Mlz y 11.5 J\,{ffz producto de ntldo 
en la amplitud del campo eléctrico, hasta entre lkHz y lOOk.Hz debido a fluctuaciones en la frecuencia 
de oscilac1ón del campo. Sin embargo, etita infonnación ee i.nBuficiente para extraer conclusiones claras 
respecto a la comparación detallada de nuestros resultados con loe experimentos. 

u.----------------...... 

<&> ... 

" " - ... .....,., ... _ 
Figura 6.1: J.fcdida.• e:rpcrim.i!nlale.. de oa!ent.amiento para modo.. ~ 11 uibrocionale6 a -4 11 :e MHz:, 
reapectivarnente. Se ob .. erva 1 /onén en J 90 m.o paro d modo azial, 11 1 fonón cada 70 rna en d modo 
rndial. (ver /6/) 

Ion y di:;t.ancia d Modo frecuencin CalentHlllienlu CalentHUÚento normalizado 
Tnunpa d (µ m) (t-.Ulz) (fonoDCN/t1) (para l J\,ffiz) 

~uca ~ ,li1w1J 1180 ni.di1i.I 1.9 25(19) 47(20) 
'ºCa .. ,t.-sf~n...:a 700 ni.di H.! 1.9 14 27 

9 Br.* ·""'f.#2 175 c.o. m. ( x) 8.6 10000~ 160000~ 
gBr.+,._...r..µ:¡ 395 C.O.ITL. 1.4-3.4 "'hriff. 5000 
9 Bt:' ,liu.#4 280 C"~O.Ill. 3-17 '\."H.riff. 23000 
"Bt:+,lin.#6 280 C.O.ltl.. 3-10 va.ria 35000 
.. a.,+ ,lin.#5 365 c.o.nL 3.5-10 varia 1 l()(X) 
1°"1/g+,u;f. 450 c.o.tn.. 3 6 18 

Tabla: Parmndro• ck /un.cWnamienlo de di<..:r•43 trompa.< 11 rnotÍ.o$ {t..:r /6f} 
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6.2 Conclusión 

Se han resuelto dos tipos de ruido, ruido en la posición de equilibrio (ruido aditivo anteriormente tratado) 
y ruido en la frecuencia de oscilación del campo. Al resolver la parte de ruido en la frecuencia, se esta 
resolviendo un tipo de ruido al que se le llama multiplicativo, ya que multiplica a la función incognita de 
la ecuación diferencial. A diferencia de lo comúnmente tratado en la bibliografía, (ruido aditivo o ruido 
que se euma como un termino independiente dentro de la ecuación diferencial), el ruido que fue mas 
profundmnente trntu.do en Ct<ta lc><is, u; de una C'Omplejidad mayor y por lo tanto re>1uelve ~ que han 
eido poco inspeccionadOB hasta ahora. Las nuevas expresiones para el calentamiento, aquí encontradas 
son las que corresponden a lae ecuacióncs: 

E>.(t) IJ<.-O{[g? + 9~ + g~ +.Y~] IM21 2 (ata+~) + 

+ (gr+ !Jf - g~ - .Y~] M1M2(at') + 
+ (gr+ ii? - g~ - .9'~] MiM;(a2

)} 

Ecuación que expresa la dependencia del calentarniento con los operadores cuánticos y que fue obtenida 
con razonamientos clásicos. 

Un punto u rum.Jtar u; que Ju; experimentos citud0t<, ,;on oongn.mntel con lu idea de quedarnoo; 
solo con los ténninOB de ruido que tienen resonancia, (en la ecuación 5.78), ya que el calentanüento 
es medido en escal"" de milisegundos (dependiendo de la trampa). En nuestros cálcul06, para esas 
trrunp38 106 términoe no resonantes ya comienzan a ser despreciables en la escala de microsegundos. 
Experimentalmente el calentanüento aumenta en forma aproximadamente lineal con el tiempo(ver figura 
6.ly reforL'tlcia [33]). 

Observamos que los re:mlt.adOR de etitc trabajo de tesis, extienden las predicciones teóricas de Dehmelt 
ni marco cuántico a traw's de loe factores de la energía dependientes de a 2 y at2 cuya apariencia puede 
ser vista en In ecuación 5.78 donde &e incluyen t:K"llo loe términos de resonancia, m.ismae que serán notorios 
pnrn tiern¡Xki lnrgt_... 

6.3 Lo que puede hacerse en el futuro 

Para w1 futuro análi>iis del ruido, utiliziuido por ejemplo ecuaciÓDCti del tipo de Langevin para las correla­
cion<"S, hay que tomar en cuenta factor.,,; que podrían llevarnos a un abuso de utilidod de dicha ecuación 
ya previsto por 1291 Dado un ruido externo, (como en este caso). no todWJ los fuerzas que actúan 
sobre un !'Ust~~rna, pue1C::Jen ser sepnr.::\da..6i t•n d0l5 partes independientes un.a est.ocá.~tica y otra determin­
ist n. Pa.rn estar seguro si la fuerza qut• actúa sobre un sU.tema con ruido interno, puede ser dividida en 
fuer.la aleutoria y fuer.ta d.-t••rminlSta, hay que garantizar que el problema tenga w1a ley fenomenológica 
lirwal. C',omo aquí ya lo heme.o; mencionado. ~-.;te problema en particular es lineal debido a d álgebra 
pt!("lllinr t~n la c¡11t• iulc._'!n.;cnrn 11 y nt La solución nun1~rica en ~rnt.inos del detiarrollo de cumulantes 
dcl>f' :.c!r rca.hzuda lo iu1tcs potnble para corupa.rar con IOt1 cálculOH perturbala'\·OH analíticos aquí expuestos. 

Se propone asimumio trbajar en detalle la solución en cumulantes y su comparación con la solución 
perturbativa que aquí trabaJruuos en detalle. La primera in•"Olucra en general un tratamiento numérico 
mientras que la segunda adnutió una i;olución análitica para 106 casos de nue11tro interés. 

Así como se tratan lns fluctuaciont"' que,,., presentan"º la frecuencia de oecilación del campo eléctrico 
y en la posición de cquil.ibno de los 1onet1, es también nocorn.,ndable extender loe análisis de ruido a otros 
factores tales como a.'ipectoe aleatori06 <:n la fasc de JOB lá.aeres que confinan, ya que en acuerdo con [2J, 
estos podrían truubién ...,r notori08. 

-- _______ ._.-



Apéndice A 

Densidades Espectrales 

Dada la función de autocorreloción de una función estocástica A(t), definamos la densidad espectral 
generalizada mediante Ja igualdad 

Ptlnl el c.u;o i,.;tncion.u.rio 

• 
};,.(t;w) = ~ j dre"-' .. {>.(t')A(t' - r)). 

o 

(>.(t')>.(t' - r)) = -"oh(r) 

(A.1) 

(A.2) 

se satisface la condición E¡(t;w) E,.(t;-w) para .A(r) re ... l. La OOl18tante -"o eHtablece el orden de 
magnitud del núdo. TenemOB además que h(r) = h(lrl), 

(A.3) 

En nuestro ca80, la vnrinblc ct1tocásticn tiene unidades de frecuencia. Llamemos T>. al tieuipo de cor­
relación de A(t) y restrinjámon06 al caso en que el factor de Kubo -"ore << l. Si T.>. << t podernoti 
hacer la siguiente identificación 

. i /"" ,S,.(w') l.:,.(t;w) -S,.(w) - -P d...J ---
" -C'O w' - w 

(A.4) 

donde S,. (w) ,-:; In ck.'tlHidlt.d o.pectrn.I orrlirmria düeitt por 

"'"' 
S,.(w) =; J dr COH(wr) {Á(t)>.(t - r)) (A.5) 

o 

C<>n el fin de '".Wuar la evolución temporal de 188 correlacionCH de las funciones h.,.hj del capítulo 5, 
, ... nt.·ct~nrio conocer el comportamiento de 1 ..... integnU<.ti r,;: .. 5.59. 

Tanto para trampas C6lática11 como para trampas de radiofrecuencia, las soluciones g, ~~ al 
problema ch\.'lico sin rwdo involucran desarrolla.. en funciones trigonométricas de tal suerte que I'¡;" ""' 
una combinación de integra.led I(o, {3; t) definidas por 

I(a,/3;t) =.\o (' dt' ['' dt"h(lt'- t''l)e""''e•"'•". 
7r Jo Ío 

(A.6) 
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Cambiando la variable de integración t" por T = t' - t 11 , i;e Migue que . .. 
I(o, ¡3; t) = ; J dt1r.•<a+tJ)t' J dre-•tJ-r A(r). (A.7) 

o o 

Realizando una integral por parte>< reimlta 

(A.8) 

parn a + /J ,¡. O. Mfontr"" que en el ca,;o o + fJ = O , corret<pondiente a una ret!Onancia, tie obtiene el 
remita.do 

I(-/3,{3: t) = 7rLL.1.(t;-fJ) - ¡,,. B~L;>.(t;fJ) (A.9) 

Esto lleva a que en el lúnite Te <<t. 

I(a, {J; t) 
..,•Ca+tJ)t 1 

•Ca+tJJ S,.(fJ) - ~S,.(o) 

Z(-{3, /3 : t) tS,.(/J) - i:,,,,S,.(/J) (A.10) 



Apéndice B 

Atrapar . iones en tres dimensiones 

En un campo dt'."Ctrico cuadrupolar el potencial es cuadrático en coordenadaa cartesianaa en analogía 
con 1.1 . 

(B.l) 

Por otra parle. la ecuación de Laplnce dice que ó</> = O. por lo que tie concluye que o+ /J +-, =O. Para 
satisfacer esta codición se tienen dos c!Ullinos. 

• o = 1 = -"')' • ¡3 =O rem.lta en un clUTlpo hidimcru<ionn.l dudo por 

(B.2} 

• o = /3 , I' = -2 lo que genera una configuración tridimensional que en coordenadas cilíndricas se 
ve así 

(B.3) 

con~=~· 
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