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Introduccion

0.1 Oscilaciones cudanticas estocasticas en trampas atémicas

En los ultimos cuarenta anos, el desarrollo de las técnicas para manipular sistemas cuanticos ha sido
impresionante. En particular, el confinamicnto de sistemas atémicos en diversidad de dispositivos que
involucran campos electromagnéticos ha permitido entre otras cosas establecer estiandares de tiempo
{24], medir propiedades de particulas elementales con la mayor precisién posible [5] y producir estados
especificos de interés como sistemas tipo EPR (28, 10}, gatos de Schrodinger [1], gases degenerados de
Bose-Einstein {8] o Fermi- Dirac. Una dificultad técnica para mantener el control sobre estos sistemas
es la presencia de ruido debido a fluctuaciones en los campos que actuan sobre las particulas confinadas
y que son generadas por diversos factores. Es finalidad de esta tesis hacer un analisis cuantico de los
efectos del ruido en el calentumiento de dtomos en trampas atémicas, en particular trampas de 1ones.

Para atrapar particulas cargadas, se usan, entre otras, las trampas denominadas trampas de Paul y
de Penning. En las trampas de Paul hay involucrados campos electromagnéticos cuadrupolares depen-
dientes del tiempo . y aunque en analisis tedricos frecuentemente se considera a la intensidad del campo
eléctrico sin fluctuaciones, sabemos que debido a las imperfecciones técnicas y mecanicas en su con-
struccion esto nunca es asi. Es probable que las pequenias fluctuaciones causadas por estas variaciones
en la intensidad del campo, provoquen fenémenos interesantes que atn no se explican del todo.

Para hacer un estudio sobre las fluctuaciones estocasticas en la intensidad de los campos magnéticos y
eléctricos, aqui hemos recurrido a un método que permite relacionar la evolucion de un oscilador cuantico
en términos de la evolucién de su simil clasico. En este tratamiento tomamos en cuenta conceptos y
suposiciones tales como funciones estocasticas que simulan el ruido, tiempos de correlacidon muy cortos
de las variables independientes y ecuaciones diferenciales estocasticas.

l.a mecinica cuiantica de una particufa en una trampa de Paul convencional, es separable en tres
movinentos independientes, los primeros en el plano X-Y ¥ el segundo en la direccion Z. Ambos
movinuentos son descritos por un oscilador paramétnceo, es decir, un oscilador arménico cuya frecuencia
depende del tiempo.

El estudio de los sistemas cuianticos dependientes del tiempo es generalmente complicado, sin em-
bargo, para este caso en particular en el que tenemos un sistema cuadraitico en la posicién y el momento,
el formalismo desarrollado por V. V. Dondonov y V' 1. Man "ko {15}, puede ser usado. Es posible aplicar
meétodos algebriucos para expresar al operador de evolucion con parametros dependientes del tiempo
Este proceder algebraico ha sido muy satisfactorio al describir colisiones atéomicas y moleculares, y
esperamos que también aqui de buenos resultados

Utilizando el worema de Noether, se encuentran las comitates de movimiento del sistema: conse
cuentemente, estas quedan descritas en términos de los operadores de creacidon y aniquilacidn y al mismo
tiempo en términos de las soluciones clasicas del oscilador paramétnco. Estos resultados se igualan a
las constantes de movimiento que se obtienen mediante el proceso de aplicar el operador de evolucién
previiunente propuento. Estas dos maneras distintas de encontrar lns constantes de movimiento dan unas
relaciones entre las soluciones clasicas y las soluciones cuanticas del sistema. Usando estas relaciones

i




0.1. OSCILACIONES CUANTICAS ESTOCASTICAS EN TRAMPAS ATOMICAS v

nosotros vamos entonces a resolver las ecuaciones clasicas del sisterna y a partir de ellas caracterizare-
mos su evolucién cudntica. Esto permite evaluar la dependencia temporal de diversas obeervables fisicas
como lo es la energia.

Dado que ¢l sistema es una realizacién de un proceso estocastico, las observables fisicas estaridn
representadas por operadores que involucran funciones estocidsticas que dependerian en general en una
forma no lineal de las soluciones a la ecuacién de movimiento clisica y estocastica. Una de las novedades
en esta tesis, es proponer el estudio de estas funciones estocasticas utilizando el método basado en
cumulantes, de forma alternativa a la mayoria de las publicaciones. La forma general de las ecuaciones
estocisticas que aqui se tratardan es

1= {Ap + aA(t)}u, (1)
Donde a es un escalar que usualmente ¢s mucho menor que uno ya que multiplica a la matriz que fluctia,
Ap vs una matriz no estocdstica y A; es una matriz estocdistica. u e el vector que cuyns componentes
representan los momentos de la solucién clisica con las condiciones de contorno adecuadas. Se tratara
tanto el problema de oscilador armdnico usual { Ay == constante) como el de oscilador paramétrico. En
general proporcionaremos resultados analiticos

i
;
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Capitulo 1

Trampas de Iones

La trampa de Penning y la de Paul convencionales usan el mismo arreglo basico de electrodos, el
cual se muestra en la figura 1.1. Este arreglo consiste en un electrodo en forma de anillo con una
superficie interior semejante a una dona, y dos electrodos a manera de tapones en los dos extremos de
la rosquilla, dichos tapones tienen forma de hermisferios. De hecho, estos electrodos siguen el contorno
de las superficies equipotenciales que corresponden a un cuadrupolo puro:

o(r. z ;—%;%(sz—r?) (1.1)

donde 2 = 12 + 12, Ro? = rg? +2:20? es una constante geométrica que depende del tamaiio de la trampa,
y donde U es el potencial que hay entre el anillo y las tapas de la tranpa. Si Up e negativo se genera
un pozo de potencial en la direccién axial Z De esta forma se logran atrapar en una dimensién a iones
cargndos positivamente. Sin embargo. ¢n este caso se genera una barrera cuadritica en la direccién
radial que impide atrapar al ion en las tres dimensiones (ver apéndice B). Algo analogo ocurre si Up ex
positivo pues se confinaria en la direccion radial pero se crearin una barrera en la direccién axial. Por
ello s¢ necesita de una particularidad extra para lograr una estabilidad tridimensional [32).

Figura 1.1: Hertrodos de las trampas de 1ones de Paul y de Penning

1.1 La trampa de Penning

En la trampa de Penning, la particulandad adicional en el arreglo que logra el confinamiento en 3
dimensiones, esta dada por un campo magnético estitico adicional sobre el eje Z. Entonoces el jon

o

1 [

T 9K Ou. .




2 CAPITULO !I. TRAMPAS DE IONES

atraido hacia afuera del electrodo en forma de anillo, es forzado a entrar en una combinacién de érbitas
circulares dentro del plano XY caracterizadas por una frecuencia de ciclotrén (u/.) y una frecuencia
de magnetrén w,,. Los dos movimientos resultantes pueden ser vistos mas facflmente mediante una
transformacién de coordenadas al marco de referencia que rota a la mitad de la frecuencia de ciclotrén
usund we = eB/m. En este marco de referencia ¢l campo magnético es cancelado y los dos movimientos
radiales son vistos como una rotacién en el sentido positivo o negativo alrededor del centro de la trampa

a una frecuencin w, dida por
wy = Vw2 /4 — w2/2 (1.2)

donde la frecuencia de oscilacion axial w, eita dida por

U
2 __ 4.0 _ o
wyp = de m}?g) (1.3)
Up es negativa para iones positivos. Las dos frecuencias radiales seran entonces encontradas si hacemos
Ia transformacién inversa y regresamos a las coordenadas de laboratorio, y estdn dadas por

We = wef24un (1.4)
Wen = wef2 —wn (1.5)

La trampa de Penning es una trampa estitica pero tiene la desventaja de que el movimiento de mag-
netrén es inestable. Por eso en la presencia de colisiones, la orbita del magnetrén siempre tenderd a
crecer, necesitando entonces trabajar bajo condiciones de ultra-alto vacio, condiciones (UHV), digamos
menos de 107 %mbar.

1.2 La trampa de Paul

La trampa de radiofrecuencia o trampa de Paul, usa un método alternativo para generar el potencial
efectivo de atrapamiento tnidimensional. En este caso se trata de una trampa dindamica que trabaja
usando un potencial alterno (AC), ademas del directo (DC): Uy + Vocosfit. Por enda mitad de ciclo
esta trampa da un potencial estable, (tiene entonces un minimo), en la direccién Z, pero es inestable,
{tiecne un maximo) en el plano XY. Para la otra mitad del ciclo las condiciones de maximo y minimo
se invierten. Lo genial de la trampa de Paul es que los parimetros pueden ser escogidos tales que el
moviriento promedio puedn ser estable en todas las coordenadns. Pam ver exto, necesitamos primero
escribir las ecuaciones de movimiento del ion (digamos para €l movimiento en 2):

% == (Up + Vocos Nt) (4z) (e/mR2) (1.6)
Esta puede ser escrita en su forma acostumbrada llamada ecuacién de Mathieu
d2z .
proe + (ay = 2g, 006 27)z = (1.7)
donde v = QU /2 y a, ¥ q: non
N 16U
T TR 1.8
8eVp
2 - - maz (1.9)

La ecuacién tiene soluciones estables para ciertos rangos de valores de a, y ¢,. El movimiento final es muy
complicado en general, pero consiste en un ripido movimiento de conduccién (el micromovimiento) a una




1.2. LA TRAMPA DE PAUL 3

frecuencia del orden de multiplos enteros de 2 y también un movimiento superpuesto a una frecuencia
pmas baja (el macromovimiento o movimiento secular). Matématicamente la solucién general de la
ecuacién de Mathieu se puede escribir en la forma:

2(r) = AF,(1)+ BF,(—71) (1.10)
k=oc

Fur) = 3 caeteraor, (111)
k=—ac

Para valores poquenos de a, y @, podemos representar al movimiento lento como un resultado del
potencial efectivo establecido por el movimiento de conduccién . Este potencial efectivo existe porque
el movimiento de conduccién toma lugar en un campo inhomogéneo tal que la fuerza promedio en el ion
no se hace cero dentro de un ciclo completo del campo. La energia potencial efectiva del ion (también
Hamado pseudopotencinl) esta dada por

1 1
Vers = gma. + 5a0)0%z? (1.12)
asi que la frecuencia de oscilacién en este potencial es
= 1s.0 (1.13)
= 3P .

donde
37 = a, +%q3 (1.14)

De manera similar, podemos hacer e} misimo anailisis para el movimiento radial. Aqui encontraremos que
los valores de a, y q, son (—1/2) veces los correspondientes valores del movimiento axial en Z. Por «so
1as condiciones de entabilidad para el movimiento radial son diferentes de aquellas del movimiento axiad.
La situacién final esta resumidan en el diagrima de estabilidad que se muestra en la figura 1.2, Este
dingruma muestra que hay regiones en el plano (a,.q,) donde ambos movimientos son simultaneamente
estables. La region que se muestra es la que se encontrémas grande ymas cercana al origen en ese
espacio. Puede mostrame que esta regién queda delimitada por valores de g, que van desde cero hasta
alrededor de uno, mientms que a, es tipicamente mucho menor, y es comin que sea cero (lo que significa
que no hay potencial estitico aplicado)

Figura 1.2: Diagrarna de estabilidad de la trampa de Paul. Ei eje Y corresponde a los valores de a, y el
eje X los de q. El movimiento es estable en la direccion anal y radial dentro del area gris



4 CAPITULO 1. TRAMPAS DE IONES

Como loa parimetros a y q dependen de los radios de carga-masa de los jones, la trampa de Paul
tiene el potencial de ser usada como un espectrémetro de masas. Es mas, la trampa de Paul fué origi-
nalmente desarrollada por Paul en Bonn dentro de un trabajo de filtrado de masas. Si los parametros
de la trampa son escogidos tales que a = 0, entonces la trampa es esitable para todas las masas por
debajo de un valor particular (determinado por el valor maximo de g, que es alrededor de 0.9). Por
otra parte, los pardmetros pueden ser escogidos de tal forma que estemos sobre una esquina de la regién
del diagrama de la figura 1.2 y que consecuentemente solo admitamos un pequefio espectro de masas
dentro de la trampa. Asi esto servira como un selector de radios carga-masa. Mas atn, debido a
que las frecuencias de oscilacién dentro de la trampa son dependientes de las masas de loe iones, en-
tonces podermos ajustarlas para manipular iones especificos que se encuentren ya atrapados en el interior.

Es importante notar que si las temperaturas de los iones confinados son lo suficientemente bajas,
la descripcién de su movimiento requerira de In mecamca cuantica. En el caso especifico de iones en
trampas de Paul, el limite inferior actual de temperatura corresponde a mantener a un atomo de berilio
?Bet en su estado vibracional mas bajo (lo que corresponde a temperaturas del orden de u K ). durante
periodos que corresponden al 98% del tiempo obsenudo que es del orden de milisegundos.




Capitulo 2

Oscilador armonico cuantico y su
relacién con el sistema clasico

Teniendo en mente las trampas de dtomos vamos a estudiar como es que se comportan los sistemas
descritos por potenciales armdnicos con una dependencia temporal en la posicion de equilibrio y {por
separado) en la frecuencia. A lo anterior se le conoce como oscilador paramétrico

tin el caso que se tiene un potencial cuadratico en la posicién ¥ el momento, existen teoremas y
cilculos tedricos, que relacionan las soluciones del potencial arimndnico cuantico, con las soluciones del
potencial arménico clisico. Estos teoremas son independientes del caricter aleatorio o determinista de
la dependencia temporal de la posicion de equilibrio y de la frecuencia. Esto establece el marco de
trabajo de exta tesis.

2.1 Posicién de equilibrio dependiente del tiempo

Consideremos una dependencia en el tiempo de la posicién de equilibrio de un oscilador arménico. El
hamiltoniano entonoes tiene Ia forma

2 1
H = zﬂm— + rmo?(g + €q(1))? 2.1)

Pero en términos de los operadores de aniquilacion y creacién

q = / h (a +at) (2.2)
p o= —i‘/"k‘; hia—ah (2.3)

tenemos:
H = hwolata + 1/2) + hfo(t)(a +a') + gq()h, (2.4)
L) = “-225,(:) (2.5)
glt) = e




6 CAPITULO 2. RELACION ENTRE OSCILADORES CLASICO Y CUANTICO

y hemos introducido el ruido adimensionsl € a través de la igualdad

h_g, (2.6)

Sabemos que ¢l operador de evolucién tiene que satisfacer la ecuacion

Eq =

ars

ih%lg- = U (2.7)

Ademns U al ticmpo inicial debe ser igund s la identidad.

Se observa que en el hamiltoniano sélo aparecen los operadores a'a, a, y al! y estos operadores junto
con 1a identidid 1, constituyen 1o que se conoce como un algebra cerrada, (y algebra de Lie), ante Ia
conmutacién entre ellos. Es decir, un conmutador de cualquiera de los elementos en {a'a.a,a’,1} es
proporcional a alguno de los elementos de este conjunto. Se propone entonces un operador de evolucién
(utilizando la teorin de [21]), dado por una multiplicacién de exponenciales que involucran a los elementos
de estn algebra:

U = e~ 218" gr2aa,0daata,—idy (2.8)
Esta forma del operador de evolucién es facil de aplicar a cualquier estado a diferencia de aquella que
se obtiene dircctamente sl expresar U como In exponencial de la integral temporal del hamiltoniano,

U@ = 7'.,»1,,(—% /ot H()d). (2.9)

Sustituyendo 2.8 en la ecuacién diferencial 2.7 y usando las reglas de conmutucién para a, a'a y al, se
obtiene que las funciones A satisfacen las ecunciones

Xy = —fAaAp 4+ fo(t)

Xz o= idadgz 4 folt) (2.10)
Xn = b

Xe = A3AzA; = —iXzA; + go(t)

Una vez calculada la forma explicita del operador de evolucién podemos evaluar el comportamiento
de cualquier observable. Si definimos al operador de energia como el hamiltoniano del oscilador sin
fluctuaciones su evolucién ante la variaciones estocisticas de la posicién es entonces:

EWt) = huoU ™ () a'a + 1/2)U(1)
= E(0) t huo(idga — i al + A Az). (2.11)

2.2 Frecuencia dependiente del tiempo

Si ahora consideramos a la frecuencia con dependencia en el ttempo, el tratamiento es analogo al caso
anterior. El hamniltoninno es

P NG S 2
H o= S -+ 370 (1 — e(t))q (2.12)

(a+a')?, (2.13)

H = huylala+ 1/2) — -————-Mof(‘)
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El operador de evolucién entonces (basados en [21]) se propone como
U(t) = ecolo'as1/2)/2pe- 4 gou if (2.14)

aprovechando que {ata,a!?, a?,1} forman un algebra cerrada ante conmutaciones. Las soluciones para
las funciones {ay, ¢4, c-} se obtienen de un sistemn de ecuaciones diferenciales acopladas que resultan
de sustituir el operador de evolucién 2.14 anterior en su ecuacién diferencial 2.7 con el hamiltoniano

correspondiente 2.13:

Il

2wp(1 — 1/2¢(t))
6. ~ 228 ))e™ = %q,((:) (2.15)

ico - 2c_cy

ié,e” ™ = %ub((t)

La solucién de estas ecunaciones diferenciales no lineales acopladas se puede relacionar con la soluciones
de la ecuacién clisica de movimiento. Para ello haremos las siguientes consideraciones A pesar de que
¢l oscilador involucra una frecuencin que admite dependencia temporal, es posible identificar operadores
que son constantes de movimiento, (7(t)) [16):

I(t) = UN()I(0)U (1) (2.16)
Lo que en términos de los operadores de creacién y aniquilacién dara
A Y _ e F —eH e a
( At (1) ) - ( —e~Fe, ¥ (1 ~ec_cy) at (2.17)

Por otra parte estos invariantes también pueden calcularse utilizando el teorema de Noether. Este
teorema establece que [19) -

S¥ tenermnos un lagrangiano y aplicarmnos una transformacion de coordenadas y velocidades cuyo resul-
tado neto es agregar al lagrangiano una derivada total en el tiempo (por ende no se alteran las ecuaciones
de mowvimiento) entonces existen integrales de mowimiento del sistema asociadas a dicha transformacion.

Adicionalmente «ste teorema indica cual es ¢l método para calcular dichas integrales de movimniento
Este involucra identificar la funcién cuya derivada total con respecto al tiempo es igual a la diferencial
del Ingranginno. En nuestro caso, para m — 1 el lagmngiano tiene la forma

1., 1 ]
L= §q‘ - Ew-’(z)q*. (2.18)

oon u? = .2(1 — €{t)). Siguiendo el procedimiento del teoremnn de Noether usado en [14] proponemos
que la varacién en la coordenada este dada por
8q = h(t). (2.19)
donde hemos usado una variacidn especifica que depende solo de una funcién arbitrana dependiente del
tiempo (h(t)) ¥ entonces la vanacidn del lagrangiano es
8L = G(8q) — (~Pq)8q = gh(t) — Pqh(t). (2.20)
Esta variacién puede scr escrita como una derivada total con respecto al tiempo, de la funcién 2 = Aqg,

si y solo si la funcidn A(?) satisface la ecuncidn idéntica a la ecuacién de movimiento del sistema clasico:

A+ WPh(t)=0 2.21)
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ya que
___dl;:v = hq + h§ = ~uP(t)hg + hg = 6L (2.22)
Entonees, 1as integrales de movimiento son
oL :
K(t) = 228 — 1 = hij — hq. (2.23)
Oq
y dado que ¢ = p, ln expresién 2.23 da las integrales de movimiento lineales dependientes del tiempo.
Estas son dos, pites tenemos das soluciones linealmente independientes para este sistema de oscilador
armdnico paramétrico.
I matriz que relaciona linealmente a los operadores q y p con las constantes de movimiento es una
matriz de 2x2 dada por

Qiuo(t) ) _ q
Poy ) =M p (2:29)
En términos de los operadores de aniquilacion y creacidn, tenemos
A@ \ [ An Afn a
(A% )=(a 2)(&) (2.25)
Donde M, y A2 son
M = l[(h — ihg) — —l-(f{ ity ) 2.26)
1= 5l thz) = 2+ ihy)], (2.

1 R 1, -
Afy = E,l—‘('lx — ihg) — :;('12 + thy))

¥y {hi1,ha} son soluciones de la ecuacion clisica con condiciones a la frontera:

B(0) =1 . hy(0) =0 (2:27)
h3(0) =0 h2(0) = —wp.

Asi pues, si comparamos las ecuaciones 2.2 y 2.25, tenemos que igualando término a término, resulta

o = =2n(M,)
ey = AfL°/Af (2.28)
. = —AfAf
o & la inversa
hi(t) = Re(e" /% 4o e/, (2.29)
ha(t) = —Im(e /2 = c_e™/?),

Resumiendo, el operador de evolucién 2.14 estda determinado por las funciones cg,c4,c- que a su
vez a través de las ecuaciones 2.28 y 2.26 estin determinadas por las soluciones de la ecuacién clasica
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2.21 cuon condiciones a la frontern 2.27. Conocidns estas funciones podemos evaluar, por ejemplo, la
evolucién de la energia del oscilador de referencia:

E(t) = hoU™'(t)(ata +1/2)U(L) (2.30)
= hwp((1 + 2/Af21?)(ata + 1/2) — My Afza'2 — AT Af3a?).
Esta expresidn resulta Gtil para describir, por ejemplo, la evolucién temporal de la poblacién de estados

de nimero del oscilador de frecuencia wp ante el hamiltoniano del oscilador paramétrico de frecuencia
w(t).

~




Capitulo 3

Algunos elementos basicos de
fenémenos estocasticos

Para cl establecimiento de una teoria del ruido, no existe una libertad completa de construccién. Dichas
teorias deben de ser consistentes con las leyes preestablecidas en la fisica. Para esto tenemos que tomar
en cuenta pritneramente, el requerimiento de que nuestros resultados tendréan que ser compatibles con
los ampliamente verificados resultados de la mecdnica estadistica, ¥ en segundo lugar, nuestras teorias
deben también satisfacer el requerimiento de que las reluciones candnicas de los conmutadores tienen
que ser preservadas, (esto segundo, en caso de querer describir ruidos cuanticos). Para tratar el ruido
hay muchos métodos, de los cuales, algunos son utiles para los casos clasicos y otroes para los casos
cuainticos.

Dentro del contexto de esta tesin, resulta de vital importancia hacer un reconocimiento de las diversas
formas en que se ha atacado el problema del ruido para asi contemplar un panorama mas amplio del que
trataremos aqqui, ¥ concluir sabiendo donde es que la teoria y calculos de este trabajo estin situados.

Segin sean las necesidades y las herramientas que se tengan es que se escoge la teoria con la que
trataremos ol rmido. Por ejemplo, si en 6ptica cuintica se conoce bien el kernel de una funcién de
probabilidad de transicién (117), tal como 3.27, entonces tal vez s quiern atacar el problema del ruido
usando una ecuacidén maestra del tipo 3.31, ¢en vez de usar la ecuacion de tokker-Planck 3.34, ya que
para trabajar con ésta ultima, en vez del kernel, tendriamos que saber los dos primeros momentos de
una funcién y  Coma otro ejemplo en la diversidad de tratamientos para el ruido, esta también la
equivalencia de lay ecunciones de Langevin vy de Fokker-Planck.

De manera andloga, en ¢l caso cuantico, en lugar de tener una funcién de probabilidad, lo que se
tiene es un operador de densidad de probabilidad Y en vez de obtener una ecuaciéon de Langevin clasica
3.50, tenemos una ecuacién de Langevin con operadores. obtenida mediante el acoplamiento del sistema
con un ensamble de osciladores armdnicos que intenta modelar al ruido [3].

Por otra parte, es también necesano el recurrir a calculos cuanticos del ruido, cuando las energias
involucradas disuingan claramente diversos estados cuanticas admisibles.

Curiosamente, en esita tesis que intenta describir el comportamiento del ruido en oscilaciones cuanticas
vamos a enfocarnos en tratamientos para ruidos clasicos, debido a la relacidn que ya obtuvimos acerca
de la equivnlencia en resolver el problema del oscilador armanico clasico y el cuantico

Ademas de la simplificacién de nuestro trabajo, gracias a esta equivalencia en ambos osciladores, se
tiene también la facilidad de que las ecusciones que nod interesa resolver rexultan ser lineales, 1.4, (a
diferencia de las ecunciones de ruido comunes que generadmente resudtan ser no linesles). En este caso
muy particular, resulta cémodo trabajar con las 1deas expuestas en [29], v en 4.1

En este capitulo. mencionaremons algunos de los conceptos bisicos asoctados al tratamiento clasico

10
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de fenémenos estocasticos.

3.1 Definiciones basicas

La definicidn de una vanable estocdstica X consiste en la especificacién de un conjunto de valores posibles
{x} (conocido como rango, espacio muestra o espacio fase) y una funcién de distribucién sobre dicho
conjunto P(x). Por definicién esta funcién es no negativa y estid normalizada en el sentido de que

/P(I)d.t =1 @3.1)

donde la integral se extiende sobre todo el espacio muestra. El valor promedio de cualquier funcién
S(X) definida en ¢l mismo espacio muestra es

<X >= [ 1Pz, (3.2)

En particular < X™ >= u,, s¢ conoce como ¢l rmomento m-ésimo de X. La funcidn caracteristica
de una variable estocdstica se define como

Glk) =< e*X = / %= p(z)dz (3.3)
Esta funcién existe para toda k real y tiene las propiedades
G(0) =1, IG(k) < 1. (3.4)

Es ademas la funcidn generndora de los momentos:

G(k) = Z (ik)m;‘m. (3.5)

rn!

m=0

También esta funcién permite generar los curnulantes x,,, definidos por la serie de potencias

= (ik)™
R (k) = logG(k) = Y A (3.6)
m=1 g
que son combinaciones de los momentos fim, asi por ejemplo,
"y =
R = g2 — I‘? 39
K3 = p3— Buapm + 247,

De aqui, conviene resaltar, que una funcién que pudiera no escribirse explicita y analiticamente, puede,
mediante una expansién infinita en momentos o en cumulantes, darse como una expresién con un grado
de aproximacién establecido por los térnunos de las series 3.5 y 3.6 se tengan.

Una vez que el concepto de variable estocastica X ha sido definido, infinidad de otras vanables
estocisticas se derivan de ellu. Sean estas nuevas variables Y, las definidas como funciones de X bajo
un mapeo f . Estas cantidades Y pueden ser cualquier objeto matematico, y en particular funciones
también de la variable t,

Y (t) = S(X,0). (3.8)
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Y(t) es llamada funcidn aleatoria, o, como en la mayoria de los casos t representa al tiempo, le llamamos
entonces proceso estocdstico. Un proceso estocadstico es simplemente una funcién de dos tipos de vari-
ables, una de las cuales es ¢l tiempo, ¥ la otra es una variable estocastica X. Asignando para X uno de
sun posibles vadores =, una funcidén ordinaria de t s¢ transforma en:

Ye(t) = f(x,t) (3.9)

Hlamada una funcidn muestra o realizacién del proceso. En el lenguaje fisico se suele identificar al proceso
cstocastico con un ensamble de las funciones muestra.
Es sencillo formar promexdios sobre In base de una densidad de probabilidad dada Px (X) de X. Por

cjemplo,

) = / Ye(t) Px(X)dz. (3.10)

En general, si s¢ toman n valores ty, ta, ..., ¢, para la varinble temporsl (no necesarinmente todas distin-
tas) se puede formar el n-é&imo momento.

Y)Y (tz)---Y{(ta)) =/Yx(h)Yx(lz)"-Yz('-n)Px(X)‘if- (3.11)

De interés particular es la funcién de auto-correlacion

(Y ()Y (t2))

Y (1) = (Y@ HY (t3) — (Y (22)])
Y ({€21)Y(£2)) — (Y{(£2))(¥Y(22))

it

K(ll . tg)

It

It

(3.12)

Para t; = 5 se reduce a la varianza dependiente del tiempo
Y (D)) = o%(1). (3.13)

Un proceso estocastico es lamado estacionario cuando los momentos no son afectados por un cambio
en ¢l tiempo, es decir, cuando

Y +n)Y(ta+7) - YV{tn + 7)) = Y ()Y (£2) - - Y(2a)) (3.14)

para todo n, todo 7 ¥ todo t;,22,....¢t,. En particular, < Y > s independiente del tiempo.  Suele
resultar conveniente sustraer exta constante 1 Y (¢) y tratar con procesos con valor promedio cero }-’(t) =
Y(t) — (V). La funcién de auto-correlaciéon ~(t),f2) de un proceo estacionario depende de {2y — £o]
solamente, y no ex afectada por esta resta de unn constante. Los prooesos estrictamente estacionarios no
existen ni en la naturaleza ni en los lnborsntonos, pero pueden ser realizados aproxinuudamente cuando
un proceso dura muchomas que ¢l fendmeno en el que estiunos interesados. Es comin que exista una
constante 7. tal que x(£y,22) s cero o despreciable para {t); — £2] > 7. uno llama a 7. el tiernpo de auto-
correlacidon. Una condicién para que un proceso sea aproximadamente estacionario s que la duracién
de este sea mucho mayor que el tiempo de auto-correlacidon. Procesos sin un 7. finito nunca olvidan que
han sido cambindos en el pusado » por eno no pucden ser tratados como aproximadamente estacionarios.

La cantidad estocastica Y(t) puede consistir en diversos componentes Y;(t), donde, (7 = 1,2,...,7).
€N cuyU CiNO on comveniente excribirlu como un vector Y(t). La funcidén de auto-correlacién es entonces
desplazada por la matriz de correlacidn

Ky, (tt2) = {(Yi(e)Y,(e2))). (3.15)
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Los elementos dingonales representan las auto-correlaciones. En el caso de un proceso estacionario con
promedio cerou, estas ecuanciones se reducen a

Kiy(7) = (M(OY5(t + 7)) = (Vi (0)Y;5(T)). (3.16)
Hny que notar Ia propiednd obvia de los procesos estacionarios dada por
Ki(r) = K(—1). (3.17)

Si Y(t) es un numero complejo, (como por ejemplo la amplitud de una oscilacién), puede ser tratado
como un proceso de dos componentes, pero es frecuentementemas adecuado el mantener la notacién
compleja. Uno podria entonces definir la funcién compleja para la auto-correlacién

(7)) = (YO Y (7)) =r(—7). (3.18)

3.2 Procesos de Markov

Un proceso de AMarkov esta defimdo como un proceso estocdstico con la propiedad de que para cualquier
conjunto de n tiempos snasivos (8 < ta < -+ < t,) uno tiene
Prn(Unctalin i iymes b)) = Pri(Une taltn-1.ta-a)- (3.19)

Esto s, la densidad de probabilidad condicional a t,,, dado el valor y,_1 en el tiempo t,_;, esta
unicamente deternminuda y no e afectada por cualquier conocimiento de Jos valores a tiempos ante-
riores. Py es llamuuda la transicién de probabilidad.

Un proceso de Mirkov esta totndmente determinado por las dos funciones Py, 61) y Pijp (12, tzln, ).
En realidad, tomando ¢t <ty < t3, tenermnos

Py(mtiiyat2iyata) = Py tvin, ) Py(ia. tsiy iy, t2)
= Pi(n. )P (ataln ) Py (s, tatye, t2)
(3.20)

Continuando este algoritimno se encuentran sucesivammente todas las P,. Esta propiedad hace manejable
al proceso de Markov, razén por Ia cual es muy usado en muchas aplicaciones.

3.3 La ecuacién de Chapman-Kolmogorov
Integrando la ecuacidn 3.20 sobre y» uno ohtiene para ty; < ty < 23
P(in.tyiys. t3) = P,(y;.t;)/ Py (v t2ln . 63) Py (a, tsle. ta)dys (3.21)
Dividiendo ambay lados entre Py(pn . £,),
st talin 02) = [ Pus(n, alvn, )Py (. 2l £2)dva (a.22)

Esta o lanudn In ecuacion de Chapman-Kolmogorov. (o ecuacion de Smoluchowski) Es una identidad
que debe ser obedecida por cualquier probabilidad de transicién de un proceso Markoviano. El orden
temporal es esencinl, t; cae entre t; y t3. Es claro que la ecuacién también se mantiene cuando y es un
vector con r componentes; o cuando y solo toma valores discretos tales que la integral se convierte en
una sunus,

Como ya = dijo, un proceso de Markiv osta totalinente determinado por Py y Py, porque la
total jerarquia F,, pucde ser construida a partir de ellas. Estas dos funciones no pueden ser encogidas
arbitrarinmente, sino que deben obedecer:
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1. la ecuacién de Chapman-Kolmogorov y

2. la relacién obvia
Py (ya,t2) = / Py (v2, t2lns, 1)) Py, ta )dw - (3.23)

Vice versa, cualesquiera dos funciones no negativas Py, Py, que obedecen estas condiciones, definen
univocamente a un proceso de Markov.

3.4 La ecuacién maestra

La ecuacion maestra es una forma equivalente de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov para procesos
de Markov, pero es mds ficil de manejar y estimas directamente relacionada con conceptos fisicos.

Para su derivacién considere un proceso de Markov, que por conveniencia pedimos que dependa
tnicamente de la diferencin de tiempos:

PG talnn ) = Te(y2lin) con T =1ty — . (3.24)

en esta notacion, la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se lee:
Trartnlin) = [ Tiuslin) T (valin)dva (3.25)

donde aparece la restriccion v, 7 > 0.

La ecuacidén maestra es una ecuacién diferencial que se obtiene al ir al limite cuando la diferencia
temporal T tiende a desaparecer en la ecuncion 3.22. Para este propésito, es necesario, primero el decir
como se comporta T, cuando 7 tiende a cero. Si 7 ex pequeno, supondremos que Ty (y2.31) tiene la
forma

T (2lin) = (1 — ao7)(y2 — 1) + 7W (paln) + 9(7). (3.26)

Aqui, W(y2|y) es la probabilidad de transicidn por unidad de tiempo desde y; a 1o, por lo que

Wimln) 20, (3.27)
Yy
ao(mn) = [ Wl )dye. (3.28)
El coeficiente | — agr en frente de la funcién delta, es la probabilidad de que no haya transicién en el
tiempo 7.

Loe pasos que siguen ahora son: insertar en la ecuacion de Chapman-Kolmogorov a la expresién para
Ty,

Ty e (palin) = (1 = ao(a) 7’| T (yaln ) + T'/ Wiyslw) T+ (12ln )dy2 (3.29)
dividir entre 7', irse al limite cuando ™ — 0, ¥ usar 3.28:
3]
F T nign) = [ (W@l T Glin) = Wralv) T (i) Y. (3.30)

Esta version diferencial de la ecuacidén de Chapman-Kolmogorov, vdlida para la probabilidad de tran-
sicidn de cualquier proceso estacionano de Markov que obedezca 3.26 es llamada {a ecuacidn maestra.
Es util moldear la ecuacidn hacia una formamas intuitiva. Primero notemos que 7T, (y1.1:) es idéntica




3.5. ECUACION DE FOKKER-PLANCK 15

con la funcién de distribucién P} (1) del ensamble determinado por el valor inicial y, . Entonces podemos
escribir, suprimiendo los indices redundantes,

ap . t ’
28 - [ W)W 0 - W P D) ay @31)
Esta es la forma estandar de la ecuacién maestra. No es necesario que P(y,t) se refiera a un ensamble
definido por un valor inicial, pues sera también definido por una distribucién inicial P(y,0).

Si ¢l rango de Y s un conjunto discreto de estados con n etiquetas, 1a ecuacién se reduce a

_“"Z-T(‘) = }; {WanPue (£) = Wasnpn()} (3.32)

En esta forma el significado se hace particularmente claro: la ecuacion maestra es otra vez una ecuacion
para la probabilidad de cada estado n; el primer término es la ganancia debido a las transiciones desde
7 A otros estados n’, y el segundo término es la pérdida debido a las transiciones desde n hacia otros
estados. Hay que recordar que W, > 0 para n’ £ n, y el término con 7’ = n debe ser omitido en la
sumatoria. Se enfatiza el uso del nombre "ecuacién maestra” solo en este sentido original, es decir, la
forma diferencial de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, y no para alguna modificacién no lineal o no
Mirkovinna.

Hay que advertir tambidén que la ecuacidn maestra es una ecuacién para la probabilidad de transicién
de Y (1) y no para ln densidnd de probabilidad Py(y,t). Una ecuacién cuya solucién coincida con la Py
del proceso estocistico, no es una ecuacién maestra.

[.a ecuacién maestra no esmas conveniente que la de Chapman-Kolmogorov, tan solo debido a bon-
dades matematicas, sino que también se tiene, (como ya se dijo), una interpretaciéon mas directa. Las
cantidades W (yli/ YAt 0o Wa, At son las probabilidades para una transicién durante un corto periodo
At Por esta razon pueden ser calculadas, para un sistema determinado, usando cualquier método de
aproximaciones disponible que sea valido para tiempos cortos. El mejor método conocido es la teoria
de perturbaciones dependiente del tiemmpo de Dirac, 1a cual dio pie a la "Regla de oro de Ferini™

2
Won: = S| Hopr 70 En) (3.33)

(n,n’ pon eigenastndos del Haumiltoniano no perturbado, H,,,,. es el elemento de matiz del término
de perturbacién en el Humiltoniano, y g es la densidad de los niveles no perturbados). La ecuacién
marstra, sirve entonces para determinar la evolucién del sistema resultante a tiempos largos. De esta
forma las escalns de tiempo pueden ser tratadas por separado; siempre ¥ cuando se asuma la propiedad
markoviana.

Esta interpretacidon de la ecuacién maestra da un rol totalmente distinto del presentado con la
ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Esta ltima es una ecuacién no lineal, que expresa el caracter de
Markov, pero que no contiene informaciéon especifica acerca de ningiin proceso de Markov en particular.
kn la ecuaciéon maestra, sin embargo, uno considera las probabilidades de transicién como dadas por
el propio sistema especifico, ¥ se llega a una ecuacién lineal para las probabilidades que determinan el
estado macroscopico del sistema.

3.5 Ecuacién de Fokker-Planck

Como expresiones simplificadas para las ecuaciones maestras 3.31, se usan frecuentemente la de Fokker-
Planck y la ecuacién de Langevin 3 50. En la primera ecuacién, lo que queremos encontrar es la funcién
distribucion de probabilidad P(y.t). La ecuacién de Fokker-Planck tiene la forma

9P, 1) _._‘ZA(y)p.,. l_fai

=5 552 BW)P @.34)
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donde y es necesariamente continua y los coeficientes pueden ser cualquier funcién real diferenciable,
con la unica restriccién de que B(y) > 0.

Sen P(y, timn. ty), lasolucién para t > t; de esta ecuacién y que se reduce a 6(y — ¥y ) a t = t;. Entonces
se puede constriir un proceso de Markov, tal que la probabilidad de que pasemnos al punto g2 en el tiempo
t2 siguiendo del paso iy con ¢y es P(y2,t2]ys, t1) y cuya distribucién en el paso uno dada por P (y:,t1)
pueda ser escogida arbitrarinmente para un tiempo inicial to. Entonces, si uno escoge como solucién
parn el paso Py a

const. A(]/)
P = By S~ exp[2 / BoH (3.35)
obtenemos un proceso de Markov estacionario. Siempre y cuando P, sea integrable y pueda ser normal-
izado a 1. Un proceso de Markov, cuya ecuncién maestra tenga la forma de la ecuacién 3.34, es llamado
continuo. A su vez, una ecuacién de Fokker-Planck es llamada lineal, 8i A es8 una funcién lineal en gy, y
B s cuonstante. Si Ay < 0 la solucidn estacionarin 3.35 es gaussiana

Puara encoutrar las constantes A y B de la ecuacion de Fokker-Planck, se puede demostrar que si
P(y. tlyo, to) es una solucién para la ecuacidn 3.34 v t == 15 + At entonces, 5i se calculan los momentos
de y — yo = Ay para At — O se tiene que

< Ay >
At
< (Ay)? >
At
<(Ap) >
At

Alwo),

B(po). (3.36)

fi

= 0

La ecuacion de Fokker-Planck fue introducida entonces como un tipo de ecuacién maestra. Sin
embargo, es una descripcién aproximada para cualquier proceso de Markov Y(¢) el cual tiene pasos
individuales muy pequeinios. Como aproximacion, esta ecuacién tiene dos grandes ventajas sobre la
ecuacién maestra. La primera consiste en que cs una ecuacién diferencial y no una ecuncién integro-
diferencial y por tanto es un pocomas ficil de ser tratada. La segunda, ymas importante ventaja, es que
pura ser resuelta, no se necesita suber todo el kernel W(yly’), sino solo las dos funciones A(y) y B(y), las
cunles pueden ser determinadas sabiendo tan solo un minimo de los detalles del problema. Sisuponemos
que una cantidad y vn a estar dada por un proceso de Markov, entonces tomnamos un intervalo de tiempo
At el cual ex muy pequefio para que los cambios en i no sean notorios, pero es muy grande comparado
con el tiempo del proceso de Markov. Una wez hecho esto, se calculan los dos primeros momentos de
Ia vuriable y, lo cual, segiin 1a ecuacién 3.36 nos va a permitir calcular cuanto valen las funciones A y
B De esta forma, la ecuacidén de Fokker-Planck, puede ser determinada, y enseguida, las ecuaciones
de movinmuento, se resuclven durante un tiempo At usando algin método de perturbaciénes. De esta
forma, la ecuacion de Fokker-Planck sirve para predecir el comportamiento de y a tiempos largos. La
distincién entre tiempos largos y cortos queda defimda por la suposicién de Markowv.

Hay otra forma mas fenomenologica de encontrar cuanto valen las funciones A(y) y B(y), la cual
consiste en partir Jde la ecuacion 3 3-8

< y > =< A(y) > (3.37)

si se desprecian las fluctuuciones entonces se tiene que < A(y) >= A(< y >) ¥ nos queda wolo
ecuacion para < y >

G<y> = A<y >) (3.38)
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Asf, podemos identificar esta 1ltima ecuaciéon con la ecuacién macroscépica que es supuestarnente cono-
cida. De esta forma identificamos por analogia entre las dos funciones, cuanto es lo que vale A. Por otro
lado, B se obtiene haciendo una analogia entre entre la ecuacién 3.35 y la distiribucién de equilibrio, que
puede ser obtenida para sistermas cerrados utilizando principios de mecanica estadistica. Esta dltima
forma de encontrar los valores para las funciones de la ecuacién de Fokker-Planck, fue muy utilizada
por Einstein y otros, pero sdlo para el caso en el que dicha ecuacién es lineal. Si la ley macroscépica del
problema es no lineal, entonces el argumento para encontrar las funciones falla en el hecho de que no se
pueden identificar los coeficientes A(y) con dicha ley. Dicha comparacién podria diferir en un término
del mismo orden de las fluctuaciones, pero una vez que hemos despreciado las fluctuaciones, ese término
e despreciable.

Para derivar la ecuncién de Fokker-Planck desde la ecuacién maestra, vamos a usar el mismo método
que uso Planck. Pritnero se expresa la probabilidad de transicién W en funcién de el tamafio del paso

r y en términos de el punto de partida 3/

Wyly) = W(yir), r=y—y (3.39)
entonces la ecuacién macstra general se escribe como
OP(y,t
288 - [ W —rin P = ridr = Pt [ Wi—ridr. (3.40)
L.a suposicén basica es que solo se permiten saltos pequeiios, es decir, W(y/;r) es una funcién ” picuda”
en r pero varia lentamente en /. De nlguna forma, decimos que existe una § > 0 tal que

W'ir) = O Irf> & (3.41)
W' +Apir) = W) Ayl < 8.
La segunda suposicién es que la solucién que queremos P(y,t) también varia poco en y. Es entonces
panible tratar con un cambio de y 8 y — r en la primera integral de 3.40, usando la expansién de Taylor
a segundo orden.

9P(y.1)
ot

= [wanPw.nar - [r2WiinPw.olr (3.42)

+ %/rz%[“’(y; rYP(y, t)]jdr — P(y,t)/u’(y; —r)dr.

Hay que notar que la dependencia de W(ysr) en el segundo argumento r se mantiene totalmente,
yu que no se puede expandir sobre esta debido a que W varia ripidamente con r. Se ve que el cuarto
y primer término se cancelan y que los otros dos pueden ser eacritos con la ayuda de los momentos de
orden v,

@ = [ rwanar (3.43)
por lo que el resultndo o
P, 8 1 &
8(—6)!!:) = —aax(v)P"' 5&502(0)1’- (3.44)

oA e 5
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3.6 Movimiento browniano

Para visualizar como es que se resuclven algunos problemas estocasticos vamos a considerar uno de los
mas comunmente tratados en la literatura {29]. En el movimiento browniano unidimensional, se tiene
una particula que hace pequenos saltos estocasticos hacia adelante y hacia atras sobre el eje X. Los saltos
pueden tener cualquier longitud, sin embargo la probabilidad de dar saltos largos decae rapidamente.
Mas aun, la probabilidad es simétrica e independiente al punto de partida. Por lo tanto,

AN > AX)?
a; =<—At_>i=o‘ aq=—<—(%-=de (3.45)

Entonces, comparando los términos de 3.45 con los de la definicién 3.36 la ecuacién de Fokker-Planck
para Ia transiciéon es

OP(X,t)  az BPP(X,1)
ot 2 axz (3.46)

Se observa pues, que es la ecuacién de difusién de una partfcula browniana en un fluido, por lo tanto,
el factor az/2 es idéntico a la constante fenomenolégica de difusién D {29]:

< (AX)? >x

2At '
lo que se conoce como la relacidn de Einstein, la cual conecta la constante macroscopica D con los saltos
microscépicos de la partfcula.

Si ahora consideramos un ensamble de particulas brownianas que a t = 0 estin en X = 0, entonces
sus posiciones a £ > 0 constituyen un proceso estocastico X(t), el cual es markoviano y su transicién
esta dada por la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck. Asi, si la condicién inicial es P(X, 0) = §(.X)
centonces

D= (3.47)

X2 ]

. 1
P(X.t) = —-Tmfu'p[—m (3.18)

lo que indica que la distribucién de Ia particula browniana estd dada en el el espacio y en el tiempo
por una gaussiana con un maximo en el origen ¥ cuyo grosor aumenta con la raiz cuadrada del tiempo.

V< X3(t) > = V2Dt (3.49)

3.7 Ecuacién de Langevin

Una forma alternativa para tratar al movimiento Browniano, fue la que propuso Langevin. El afirmé
que una particula brwniana obedece la ecuncién

V = =4V + L{t). (3.50)

El lado derecho es la fuerza ejercida por el fluido {dividida entre la masa de la particula). En este
proceder, se hacen diversas suposiciones basicas

1. La fuerza consiste en un ténmnino lineal en V, el cual e de friccién, mas un término L(¢) indepen-
diente del extado V de la particula
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2. El término de friccién es también la fuerza promedio, por lo que esto nos conduce a que

< L(t) >= 0. (3.51)
Donde ¢l promedio enta tomado sobre un ensamble de muchos xistemas, cada uno consistiendo
en una particula sumergida en un fluido. En la préactica significa promediar sobre un niimero de
particulas en el mismo fluido, o lo que es equivalente, observar sucesivamente a la misma particula,
de tal forma que no hay interaccién entre dos particulas o entre un instante y otro, es decir, se
asume la suposicién de Markov.

3. Lu fuerza L varia en el tiempo tal y como lo indica la ecuacién
< L(YL(t') >=Té(t—¢t"), (3.52)

donde I’ es una constante. La idea es pues, que cada colisién es practicamente instantanea y que las
colisiones sucesivas estan no correlacionadas.

Una fuerza que tiene las propiedades 1, 2 y 3 es lamada fuerza de Langevin, y la ecuacién 3.50 es
llamada ecuacién de Langevin. Hay que notar que las propiedades 3.51 y 3.52 no especifican completa-
mente el proceso estociistico L(t), pero si a los primeros dos momentos.

La ecuacién de Langevin es un simple ejemplo de una ecuacién diferencial estocéstica, es decir, una
ecuacién diferencial cuyos coeficientes son aleatorios y tienen propiedades estocésticas dadas.

Para visualizar mas a la ecuacién de Langevin, tomemos un ensamble de particulas brownianas
moviendose en un fluido, cstas van a tener una velocidad inicial V(0). La velocidad va a ser un proceso
aleatorio para tiempos £ > 0. Si usamos la ecuacién 3.50 obtendremos

14
V(t) = Vpr= 7t 4 o=t / e~ L(¢)dr'. (3.53)
o]

Si promediamos sobre el ensamble y usaunos 3.51, tenemos
< V(t) >y,= Voe~ 7. (3.54)

Mas audn, si elevamos al cuadrado 3.53 y promediamos, obtenemos

13 13
<SVOP >, = V™ [ar [ aresn s
4] o
= < L("hL({") > (3.55)

= Ve~ 4 2—';-(1 — e~ ),

La constante I',puede abora ser identificada empleando el hecho de que cuando t >> 1/v la velocidad
inicial ha desaparccido y Ia velocidad cuadratica media debe tener el mismo valor que el valor de
equilibrio térmico

C kT
24 M
esta ecuacién relaciona la constante I', la cual mide el tamaio de las Buctuaciones en 3.50, con la
constante de friccién 4. Tal y como las relaciones de Einstein, esta es obtenida mediante la confrontacién
del resultado de la ecuacién para las fluctuaciones dependientes de! tiempo, con los valores de equilibrio
conocidos utilizando la mecanica estadistica. La distribucién de equilibrio para V es a lu que se llega

< {V(o0)}? >y, = (3.56)
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mediante los saltos aleatorios de la particula y, por otra parte, la fuerza de friccién que intenta reducir
V a cero.

Para encontrar la relacién con la ecuacién de Fokker-Planck, se toma por ¢ un tiempo corto At >>
1/7. Entonces la ecuacién dice que

< AV >y, =< V(L) >y, —Vo = —7VoA(L) + 6(AL)3. (3.57)
Andlogamente, de 3.55 uno obtiene
< (AV)? >, = I'At + 08(AL)? (3.58)

Una vez obtenidas 3.57 y 3.58 dada 3.36 se puede escribir la ecuacién de Fokker-Planck para V:

oPw.ty 08 ., To&P
= T5v VP + 3503 (3.59)

Pese a que la ccuacién de Fokker-Planck y la de Langevin, dan los mismos valores para los dos primeros
momentos de V', no se puede decir que son iguales porque los demas érdenes superiores no siempre
son iguales, yn que los momentos mayores parn L(t) no estin especificados. Es por esto ultimo que
ademads de las tres condiciones anteriores, se pide alternativamente que todos los momentos mayores a
dos se vayan a cero. Esto especifica todas las propiedades de L(t) tinica y exclusivamente en términos
del pardametro I'. La L(t) definida de esta manera se le conoce como ruido blanco gaussiano. Dicho
modelo es de mucha utilidad para tratar a fuerzas que fluctian rapidamente. Es por todo esto, que la
similitud entre las ecunciones de Langevin y In de Fokker-Planck puede ser mostrada como sigue. De
acuerdo con 3.53 ¢l valor de V' (t) es una combinacién lineal de los valores que toma L en tiempos previos
t'(0 <t/ < t) Como ladistribucidén conjunta de todas las L{#') ex gaussiana, entonces V(t) e gaussiang,
¥y por ¢l mismo argumento la distribucién conjunta de todas las V(7). V'(£2), - - - e guussinnn. Entonoes
¢l proceso V(t), determinado con 3.50 con condiciones iniciales Vo, en gausinno. Por el otro lado, sabemos
que la solucién de 3.59 es guussiana.Mas atn, hemos escogido que los primeros dos momentos de las
gaussinnas scan los mismos; por lo tanto estas son idénticas.
Ahora consideremos la ecuacién

v = A(y) + L(t). (3.60)
supongamos que A(y) es no lineal, pero la llamamos cuasilineal para expresar que el coeficiente L{t)
es una constante. Aunque su solucién general no puede ser dada explicitamente, podemos decir que es
equivalente con la-ecuacién de Fokker-Planck cuasilineal.
r&p
2 6y*°
Es claro que para una funcién L la ecuacién 3.60 determina univocamente a y(t) cuando y(0) esta dada.

Debido a que los valares de L a tiempos diferentes son estocisticamente independientes, se sigue que y
e markovinna. Al obtener sus dos primeros momentos noes da

IPW.t) _

S (3.61)

- AP +

t+ At 2+ AL
Ay = / A2’ +/ L(¢')az". (3.62)
t t
Entonces el promedio para una y(t) dada e

< Ay >= A(¥(2)) At + 6(AL)>. (3.63)
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ademas,
<(ap? >= ({ / o AW}y +
w2 [TV [T ar < awenrey > + @3.69)
+f o ar [ M < LeyLeny >

El primer término de la derecha es de orden (At)? por lo tanto no contribuye a az. El &timo término
es igual a At como antes, lo que concuerda con 3.61. Para el segundo término, si expandimos A(y(t’))

4+ At
2.4(,,(:))&/ dt” < L(t") > + (3.65)

teDt t+ At
+2A'(y(f))/' dl'/‘ dr” < {y(t') — y(O}L{") > +

El primer término desaparece y el segundo representa un error §(At), porque es una doble integral y
{y(t’) — y(t)} no contiene funciones deitn. Por un argumento similar uno puede ver que los momentos
mas altos en 3.65 son 8( At), y también que < (Ay)* >= 8(At) para v > 0. Esto prueba la equivalencia
entre 3.60 y 3.61

Ahora nos gustaria ver que la ecuacién de Langevin genuina’

= A(y) + C(y)L(t) (3.66)
es equivalente a
AP(y.t)
B = A(J)P + = 2 ()y"’ C(y)’P (3.67)

sin embargo, tal ¥y como esta la ecuacidén 3.66. no tiene un significado, ya que hay que especificar que es
lo que vale In C(y) lo cudl no es trivial debido a que los saltos en L(t) causan waltos en y(t), y ninguna
de las ecunciones de movimiento nas dice como depende y(t) de C(y), es decir, no sabemos si es que
solo depende del paso y anterior o si depende de un promedio de anterior y el posterior. Para seguir
intentando resolver el problema, se han trutado dos vertientes por separado. Primeramente la de Tto,
quien propone que C(y) solu depende del salto anterior dado. es decir,

(RN
plt + At) — y(t) = A(y(t))At + C(y(e) / L(t")dt! (3.68)
t
¥ se puede probar que usando esta interpretacidn llegamos a fa ecuacién 3.66.

Por el otro lado, Stratonovich dice que C() depende del promedio entre el paso anterior y el paso
siguiente. Con esta suposicion, se llega a la ecuacién

oPw.t) o 19
o T T3y Ay P+ -ay('(!/)ac(y)p (3.69)

Pese a este cambio, la interpretacion de Stratonovich puede ser utilizada en otros casos, tales como el
que se muestra. Si intercambianus L{t) de la ecuacidén 3.66 por una funcidén estocistica «(¢) , la cual

}a ecuscién 3.66 es también conocida en la Literstura matemética como la ecuacién de fto
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no sea ruido blanco, pero que tenga un tiempo de auto-correlacién pequeiio 7., entonces la ecuacién es
una ecuacién diferencial estocéstica bien definida. Uno puede aplicar entonces una trasformacién para

obtener un andlogo a la ecuacién 3.60,

U= A'(y) + &(2). (3.70)

Haciendo que varie £(¢) de tal formn que 7. — 0 se llega a una ecuacién del tipo 3.59 para una nueva P .
Haciendo la transformacién inversa uno llega a 3.69. Esto prueba que la interpretacién de Stratonovich
es el limite correcto para un tiempo de correlacién que tiende a cero. Esto siempre y cuando tenga
sentido que (1) vaya a este limite mientras que A(t) y B(¢) permanecen inalterados.




Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales estocasticas

Una ecuacidén diferencial estocistica es una ecuacién diferencial cuyos coeficientes son niimeros aleato-
rios o funciones estocasticas de variables independientes. Al igual que en las ecuaciones diferenciales
ordinarias, el rango de los coeficientes asi como sus propiedades estdcasticas se consideran determinados
de antemano, independientemente de la solucion que se quiera encontrar.

Una ecuacién diferencial estocidstica sirve para describir sistemas con fluctuaciones causadas por un
agente externo. Como por ejemplo, la particula browniana 3.6 con su ecuacién de Langevin 3.50, o
cualquier otro pequenoc sistema que interactia con un gran bano térmico, o ondas electromagnéticas en
una atmésfera turbulenta, o el crecimiento de una poblacién en un clima cambiante.

L.a forma comiin de una ecuacién diferencial estocastica es

1 = f(u,t;Y(t)), (4.1)

donde u y F pueden ser vectores, v Y(t) denota uns o mas funciones aleatorins cuyas propiedandes
estocisticas se conocen. Esta ecuacién, conjuntamente con la condicién inicial u(tg) = a determina,
para cada realizacidén y(t), una funcién U(t: [y}, a), que es una funcional de y(t). por lo que depende de
todos lus vadores de y(2’) parn 0 < ¢ < t. El ensamble de roluciones U(t: [y), a) para todos los posibles
valores y(t’) constituye un proceso estocdstico.  La ecuacién 4.1 es resuelta cuando las propiedades
estocasticas de este proceso han sido encontradas. En ocasiones, el valor a es también una cantidad (o
vector) aleatorin(o). El resultado, es un proceso U(¢; {y]. a) que es una funcién de las variables aleatorias
a y y. Como esta es solo una generalizacién trivial del problema con condiciones tniciales a, no hay
necesidad de tratar a lns condiciones aleatorins por separado.

La ecuacién de Langevin, 3 50 y la ecuacién mas general de 116, (ver 3.66), son ejemplos de ecuaciones
diferenciales estocasticas. De hecho, en gran parte de la literatura matematica, el término de ecuacién
diferencinl estocéstica se reduce a ellas. Sin embargo, en la vida real, el mido blanco puede ser un
modelo muy burdo para describir un fenémeno, en cuyo caso no tiene mucho sentido el referirnos a la
ecucidn de It6 3.66. Las dificultades de la aproximacién de ruido blanco desaparecen cuando uno toma
en cuenta que una fuerza aleatoria en la fisica, nunca es realmente ruido blanco, sino que a sumo tiene
un muy pequeito tiecmpo de autocorrelacién  Es por eso mejor comenzar estudiando una variedad de
ecuaciones del tipo 4.1 que son mas generales ¥y subsecuentemente estudiar, como un caso especial, las
aproximaciones que son validas cuando el tiempo de correlacién es muy corto. Otro ejemplo de una
ecuncion diferencial estocastica 4.1, es

0 = —iw(t)u, (4.2)
donde u e complejo y w(t) es una funcion del tiempo. Este ejemplo puede ser resuelto explicitamente y
ha sido usado, por ejemplo, para ilustrar resonancia paramagneéetica [17]. Hay que notar, que la ecuacién
4.2 se distingue de la ecuacién de Langevin en el hecho de que el coeficiente aleatério multiplica a n.

23
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Un ejemplo importante que no puede ser resuelto explicitamente, (sino que tiene que expresarse como
serie de momentos 3.5), es precisamente

4+ ul()r =0 (4.3)

que describe a un oscilador arménico cuya frecuencia es una funcién aleatoria en el tiempo.
En términos generales, se puede hacer una categoria de las ecuacidnes, como sigue.

o Ecuacién diferencial lineal en donde solo el término inhomogéneo es una funcién aleatoria, tal y
como la ecuacién de Langevin. dichas ecuaciones han sido lamadas aditivas, y en principio pueden
ser resueltas,

e Ecuaciones diferenciales lineales en las cuales uno o mas térmios de los coeficientes que multiplican
a u son funciones aleatorins. Entasn han sido lamadas maltiplicativis y pueden ser resueltas solo

en casos especinles,

e En las ecuaciones no linesles la diferencia entre las aditivas y las multiplicativas se desvanece, pero
en ocnsiones pueden transformanse en ecunciones multiplicativas,

Una diferencia entre estas ecunciones y lux ecunciones diferenciales ordinarias es la que consiste en que
todas las soluciones de una ecuacién no estocastica, son obtenidas mediante la imposicién de una tg
arbitraria y una condicién inicial u(tp) = a, y entoncen se consideran todos los posibles valores de a.
Para una ccuacidn diferencial estocdstica, sin embargo, uno obtiene, mediante esta forma, solo una
subclase de soluciones, las cuales son las que no tienen una dispersién al tiempo to.

Para ser mus precisos, considere un conjunto S de funciones estocasticas U(t) = a. Sea Sp la unién de
todos los Sp(a). obtenidos mediante varios posibles vidores de 1. Entonces S € S es el conjunto de
todas las funciones estocdsticas que son solucién de 4.1 y que tienen varianza cero al tiempo tg. Ahora,
tomemos £y £ g vy formnemnos el correspondiente S;. Para una ecuacién no estocastica Sp = 5, = S,
pero para el caso estocistico Sy # Sg. En general, Sg y S) ni siquiers se cruzan, es decir, So NS = 0.
Es importante notar, que estamos hablando del proceso estocastico U, y no acerca de sus reslizaciones
individunales (11). Cualquier realizacion individual u de unn U € Sg es una solucién de u = F(u, t; y(t))
para algunn () ¥ es por eso también una realizacién de alguna U dentro de S;.

4.1 Ecuaciones multiplicativas

Consadere una ecuacién lineal del tipo {29}

o= A(t)u
= {Ap+aA,(t)}u, (4.4)

donde u e un vector, Ag 5 una matriz constante, A;(t) una matriz aleatoria y a un parametro que mide
la magnitud de las fluctuaciones en los coeficientes. Ademas, A,(?) tiene por hipdtesis un tiempo de
autocorrelacion finito 7., en el sentido de Que para cunlenquiers dos tiempos ¢y y £z tales que |8 — €3] > 7.
se puede tratar a todos los elementos de ln matriz A, (¢2) como estadisticamente independientes a los
clementos de Ay (2;). La cantidad ar. es el llamado nimero de Kubo y es, por hipdtesis, muy pequefio.
Nuestro resultado serda una aproximacién a 4 4 en el sentido de que haremos una expansién en potencias
de a7..

Aunque no s estrictunente necesurio, en conveniente ¢l asumir que A, (1) & una matniz que representa
un proceso estacionnnio. Entonces < A;(t) > o independiente del tiempo y puede ser incorporado en
Ao mediante la definicién de

Af = Ao+ a < A (L) >, aAj(t) = a{A(t)— < A (1) >} (4.5)
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tial que < AY(t) >= 0. Ahora supondremos que ya se ha hecho la transformacién y asf nos olvidaremos
de lns primas. El desarrollo resultante en potencias de a solo se refiere a la a frente a la A’(t). Por

consecuencia, estamos tratando a 4.4 con < Ag(t) >=0.
Primeramente eliminamos Ag trabajando en la llamada representacion de interaccién:

u(t) = U(to,t)(t)
& = ald”'(to,t) A (XU (to, t)r (4.6)
= aV(t)v
con )
U = Aold,  Uto,ta) =1 4.7)
La solucién a segundo orden en a con condiciones inicinles v(0) = u(0) = a e
t t 13}
v(t) =a+a / dt,V(t1)a+ o / dt, / dta V(L )V (L2)a + - - - (4.8)
o [ o
Ahoru., tomando el promedio para una a fija,
t t
<u(t) >=a +02/ dt, / dty < V(t)V(t2) > a. (4.9)
[ a
o en términos de u
t I
< u >=U(t)a +U(t)cx?/ dt’,/ dty < V(£,)V(tz) > a. (4.10)
[ o

Esta aproximacion de segundo orden solo puede ser usada siempre y cuando los momentos de orden
superior sean pequenos. Mientras que cada término sucesivo, envuelve una integracién mas sobre el
tiempo, esta restriccién es aplicada a at << 1. Por otra parte, queremos usarla para periodos largos
comparados con 1.; entonces debemos suponer adicionalmente a7, << 1. Asi, encontramos para t < a~!

¢ £
<v(t) >=a +a?/ dtl/ dta < V(t;)V(t1) > a. (4.11)

(3 o

ademas, para 7. < t <K o~}
14 G

< u(t) >=a +a7/ dry / dty < V()V(t2) > a. (4.12)

o [

Esta dltima ecuncidn, es ademas, la solucién a orden a2 de la ecuacién diferencial lineal
< v(t) > = aﬁ[/' <V@V(t —7) >dr] < v(t) >. (4.13)
[e]

La conclusién es que la evolucién de < v(t) > puede ser descrita por esta dltima ecuacidn, que en
términos de la representacién original es !
S<ut)> = [Ao+a< Ay >+
oo
+ a’/ dr << A (ULt~ 1) Ay (2 — TRU(t — 1) >> dT] -
o

() < ult) > . (4.14)

1En esta exprositn retomamos un valor arbitraric para < A; >
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Es importante recordar que la derivacién anterior puede ser aplicada solo en un intervalo At €« a~!
después de un tiempo inicial tg, el cunl bemos tomado como cero. Este tiempo inicial es especial porque
a dicho tiempo, el valor de u dado es igual a un vector no estocastico a. Es simple demostrar que el
resultado es igualmente vilido cuando el valor inicial a es estocastico, dado que es estadisticamente
independiente de A;. Este hecho nos permite aplicar otra vez la misma ecuacién 4.14 al siguiente
intervalo At. Los valores de A; en el siguiente intervalo, estin no correlacionados con los valores del
intervalo previo, debido a la pequenez de 7... Entonces, la ecuacidn 4.14 es aproximadamente valida para
todo tiempo, dado que at. < 1 y el promedio de u(t) obedece la ecuacién diferencial ordinaria 4.14.
Ahora, si suponemos ademas de a7, < 1, también

TelAol K 1, (4.15)

esta condicién adicional, dice que el movimiento libre de 12 es comparable con las fluctuaciones de A;,
entonces 4.14 se reduce n

S<u(t)y> = [Aog+a< A >+
O
+ o’/ << A1 ()AL (t — 7) >> dT] < u(t) >. (4.16)
[}
Debido a que la integral anterior, no depende del tiempo, se observa que el efecto de las fluctuaciones
ex el de renormaizar Ag mediante la adicién de un término constante de orden a? a ella misma. El término

adherido es la funcién de autocorrealcién integrada de A;. En particular, si uno tiene un sistema no
disipativo descrito por Ag, ¢l término adicional debido a las fluctuaciones es usualmente disipativo.

4.2 Momentos superiores

Para ealcular momentos mas altos de los componentes de u, dejamos ser n v = {u,.} un vector con n
componentes reales el cual obedece 4.1 y mas explicitamente la ecuacién

n

Guy =D Aa(@Ux (v =12..n) (4.17)

A=l

Entonces los productoy 4 us obedecen otra vez una ecuacidn diferencial estocdstica

B (uu,) =3 Aua(uanm.) + > Aua(uaus) (4.18)
A A

= Z Avpag(uang),
Ag

/‘u;a'.kp(‘) = Avl(‘)éue + A;up(‘)évk

Entonces sus promedios obedecen ecuaciones de movimiento similares a 4.14. Para escribirla explicitamente
vamos a considerar los %n(n + 1) = N productos u, u,, como componentes de un vector u, por lo que
4.19 toms la forma

N
Aita =3 Aas(tlue (2 =1,2,..,N) (4.19)

b=l
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Finalmente, haciendo A(t) = Ag + aA,(t), obtenemos

Oy > = [Ap +a < Ay(t) > + (4.20)

a? /w << AUt = T)A(t — 7) >> Ut — 7)dTJU(E) < ug > .
n

De donde se observa que 4.21 es una extensién a momentos superiores de la ecuacién 4.14




Capitulo 5

Calentamiento inducido por ruido
en trampas atémicas

En el Capitulo 2 se demostré que la evolucion de un oscilador paramétrico cuantico puede obten-
erse en términos de la solucidn de las ecuaciones clasicas correspondientes. En el capitulo anterior
vimos algunas técnicas para estudiar el comportamiento de las soluciones de ecuaciones diferenciales
estocasticas. Ahora utilizaremos estos resultados para analizar el comportamiento esperado para un
oscilador armonico cuantico y estocastico

5.1 Variaciones Estocasticas de la Posicién de Equilibrio.

Las ecuaciones 2,10 relacionnn a lus funciones A que definen al operador de evolucién 2.8 con la funcién
€4(t) que especifica la posicion de equilibrio de un oscilador arménico en el tiempo. Una vez obtenido el
operador de evolucidon, éste se puede aplicar de la forina acostumbrada a cualquier estado u operador,
para asi obtener la evolucién de cualquier cantidad fisica. Si la forina de la funcién dependiente del
tiempo, £4(t). es estocdstica, estaremos interesados en calcular el comportamiento de promedios sobre
las diferentes realizaciones de estas variables. Los tiempos de evolucién 7' se consideraran grandes com-
parados con los tiempos de correlacidon. Sy estamos en un regimen en que el ruido £ puedn considerarse

extacionsario

1 (T
<eelbeglt +)> = / A eg(t)eq(t + o) (5.1)
4]
= ngllo])
y de promedio cero,
< £q(t) >=0, (5.2)

al calcular el valor promedio para la energia, encontramos
< E(t) >= €(0) + mmwe*S,(un), (5.3)

donde se introdujo el espectro de fluctuaciones en la posicién de la posicién de equilibrio dentro de la
trampa dado por -
1
Se(w) = = / docos(wa)ng(lol). (54)
0

[7] Esta expresion coincide por la encontrada por Savard et al. {27].

28
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5.2 Variaciones Estocasticas en la frecuencia

En el capitulo 2 se mostré que para un oecilador con frecuencia dependiente del tiempo

H = 2”2 + -;-rm..:o’(l — ()R, (5.5)

7

la evolucién del operador de energia definido como

E(1) = hwolU Y (to. t)[ala + 1/2)0 (o, t), (5.6)
estanba dada por
E(t) = hwo{(1 + 2|Maf?)(ata + 1/2) — M, Maa'? — M7 MZa3}. 5.7)
Aqui, 2.26 es:
M, = %[(h, — ihg) — (K2 + k1)), (5.8)

Ay = %[—(h, — iha) — (ha + ihy)]

¥ {h1.h3)} son soluciones de la ecuacién cldsica

hy = —(Q—e(t))h, i=1,2 (5.9)
con condiciones a la frontern:
hy(0) =1 h©) =0 (5.10)
ha(0) =0 ha(0) = —1

Para simplificar el aspecto de las ecuaciones, en esta seccion y las subsecciones siguientes reemplazamos
derivaciones con respecto al tiempo por deriviciones respecto a la varinble adimensional wyt de tal suerte

que

. dr .
f m (5.11)

il

La expresién para la evolucién cuantica de la energia en términos de las soluciones clisicas es vdlida
para cualquier realizacién de la frecuencia £(f). Esto es, nuestras expresiooes admiten la posibilidad de
que

(1 +e(t))
(=() + A(2)) (5.12)

§
i

[

donde =2 en considerndo no alentoria y A(f) es estocastica. Para evaluar el calentamiento producido
por fluctuaciones en la frecuencia de un oscilador arménico cudntico necesitaremos entonces conocer la
evolucién temporal de los productos clasicos Ak, en presencia de dichas fuctuaciones. Esta evolucién
ne encuentra descrita por ecunciones lineales con ruido multiplicativo por 1o que procederemon s aplicar
el formalismo presentado en la seccion 4.2
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5.3 Evolucién de los productos h;h;

En el caso de los productos de funciones con distinta condicién inicial, definimos el vector u de compo-

nentes:
uy = hihg
uy = hyhy
uy = hli;q
Uy = hlha

Utilizando las ecuscionen 2.21y 4.18 s obtiene que,

Uy = ug + uz

iy = —wFu;+ uy
Uy = -—’.z:%u; + g
iy = —tuy+4 —Diuz

De este tultimo arreglo se deduce que
u = (Ag+ A )u

donde la matriz no estocastica Ag es

que puede descomponerse ¢n la forma

donde
011 0
o001
=10 00 1
0O 0 0 O
Mientras que la matriz estocdstica A, tiene la forma
A, = Aa}.

Q= = O

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Observamos que para cerrar el algebra que se establece por la conmutacién de ag y a(', hay que introducir

a la matriz a,

1 00 O
{000 o
%=t o000 o0
0 0 0 —1

ya que ocon ella

[ac, 8] = 2a,, (a0, .} = —aq. [ad. a,] = aj.

(5.20)

(5.21)
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Para €] caso de productos de funciones hih; que involucran la misma condicién inicial definimos al
vector u como

uy = hih;
ux = hhy (5.22)
uz = ki,
coni=1,2y
3 = 2“2
vz = — U1 +u3 (5.23)
1:1,3 = —20—?—“2
Es decir, Ia matriz determinista es
o 2 o
By = | —=? o 19, (5.24)
0 —-2c? 0
es decir,
By = by — w?b, (5.25)
donde el dlgebra cerrada estd dada ahora por
o 2 0 0O 0 0 1 0 O
bg = 0O 0 1 by = 1 0 O by = 0 0 O (5.26)
0O 0 O 0O 2 0 0 0 -1
ya que
[bo. b)) = 2b,, [b., bo] = by, {b:.b,} = b, (5.27)
La matriz estocastica se escribe
By = Ab; (5.28)

Notamos que el dlgebra que satisfacen {ag, a:,. a,. 1} y {bg.b;,b;,1} es la mixmn. Siendo las expre-
siones de Ag ¥y A ¥ de Bg y B; completamente analogas el tratamiento algebraico que apliquemos a
cualquiera de los problemns hoh; 1 £ j e 1 = j e equivelente.

5.4 Esquema de interaccién
Segun los resultados presentados en «l capitulo anterior, ¢l paso a seguir para resolver en forma aproxi-

mada la evolucién del promedio estadistico de las funciones hh, corresponde s plantear el problema en
el esquema de internccion. Esto es, encontrar a la matniz U(tg. t) que satisface la ecuacién

o= Aold U(to. to) = (5.29)
Lo cual nos permitird obtener una ecuacién de evolucién para ¢l vector v definido por
u(t) = U(to.t)v(t) (5.30)
en la que no aparece Ag:
o= U Mto, )AL () (to. t)y

aV(t)v. (5.31)
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5.5 Esquema de interaccién para (w) independiente del tiempo
Para el cawo particular donde In frecuencia oo = 1, es decir, Ia frecuencia no aleatoria es independiente
del tiempo obtenemos directamente
U = ghawnt (5.32)
¥y el potencial V esta dado por [11]
Vo= U'lAu (5.33)

= A.+( ““‘")[AO A, I+§_“’°i[Ao [Ao, Ay}] + -

1o que resulta en

—_ — 2
V = afal + 5800 0, 4 00 5y g; — 2]
+$;‘-"‘—:;-'?-t)—3(-—2)392&x -+ (—:-‘:;?—t)-:(—ﬂ)aw:[—no —Pal] +---} (5.34)

Usando w = 1 se llega »

hincd )21 2ot
v = ,\{z;, (_2‘_"’_(2)_71.___1()!_)-1. +2 Z ¢ (2,1)), lao + =?ad] +aj}

= A{a} — sen(2upt)a, + E[con(zubt) — 1){ao + =?al]} (5.35)
= A{a} — sen(2upt)a, — senupt(ag + aj)}

5.6 Esquema de interaccidén para (zo(t)) dependiente del tiempo

Para el easo donde la frecuencia wo(t) es dependiente del tiempo, se propone una solucién

U = c—c.q'.,_,—c..-..e-c.-. (5.36)
cuya condicién inicial tiene que ser
U(to.to) =1 (5.37)
o lo que es lo mismo
Ca(to) = §1(to) = {:(to) = O. (5.38)

Asi, pura encontrar o, {1 ¥ ¢s, sustituimos al operador 5.36 ¢n 5.29 y resolvernos ¢l sistema de ecuaciones
restante. Al resolver este sistema usamos 1a identidad 5.33, pam obtener

e~ 1% aneC1 ™ = oag + 2( a, — ¢2a},
e—(.-.ao,.(.- —‘P_‘.'Bo
e~ Som, gl alnan . gt 2on, — C2

e B~ Hon — Gno (5.39)
e~Gimigletem, = eSonl
e'(n‘\-a‘"(u.‘y =, + CO“O

s .

E—Cl&»at,,klﬂ', =ay - C)aé
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Ecuaciones en todo andlogas se obtienen para el caso hjh; simplemente reemplazando a; por b;. En
ambos cusos,

b=t =1
—Co —¢f + 6y = —=? (5.40)
261 — (. =0
y Begamos a ]
—Co — 2§1Co =1
~G +H g = (5.41)

26 = ¢,

De donde vemos que la ecuacién diferencial para ¢; tiene la forma de Ricatti. De hecho al escribir

ing,

G o= Tt
&
= == 5.42
@ (5.42)
resulta que
91 + =gy =0. (5.43)

Exto es g; satisface In ecuacién cldsica del oscilador armdnico en ausencia de fluctuaciones. La condicién
a la frontera adecuada es

G1(to) =0 (5.44)
Adicionalmente de 5.41 se cumple que
- S
. = —2In 5.45
¢ g1(to) ( )

La ecuacidén restante para (g puede Hevarse a la forma

bo+20 =1 lto) =0 (5.46)
que tiene como solucién
Co = q1q2 (5.47)
con gz también solucién de la ecuacién 5.43 pero condiciones a la frontera
92(20) =0, Sa2(to) = —1 (5.48)
siempre y cuamnxio
gi1(to) = 1. (5.49)

Para mostrar In validez de ento hay que tomar en cuenta que siendo g1 y g2 soluciones de la ecuacion
5.43. su wronskiano ey constante y con extas condiciones a la frontera

g — g2 =1 (5.50)

Obsenrvamos que (n, $1, { tienen una forma muy semejante a la dads por Ias ecusciones 2.28.
A continuacidén se obtendan los operadores de evolucion Uaxs ¥ U x4 donde el 3 x Jinvolucra nolamente a
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los términos h,h; y el 4 x 4 solo términos hyh,. Estos operadores se resultan de desarrollar en potencias
de las matrices & y by, lns cuales cumplen operaciones semejantes dadas por

0 2 0 0 0
b2=1{ O 0). bl=| 0 0 0}, (5.51)
0 o] 2 0 0

1 0 1 0 O
b ={ 0 o |.b»!'=| 0 0 O (5.52)
0 1 0 0 -1

dado que b =0 y by =0 paran > 3.
Consecuentemente, expandiendo en series Ias exponencinles de 5.29 y sustituyendo las ecuaciones
anteriores, resulta:

CO0C poo

¢f. o $3y.2
U3,(3 == (l—(;b) +?b1)(1—(ol)o+—2—b0)
((cosh € — 1)b?™ — senhl,b2"~! + 1). (5.53)
explicitamente,
H -20192 93
Usna(t) = | 1gn —9192 — 9291 G292 (5.54)
g1 —2g9:102 ’
mientras que
g7 —~g192 —9192 e
NG —Ng2 —9201 G292
t) == 7 ? " y 5.55
Usxa(®) fng —@h 9192 G20 (5.55)
9 —9g2 ~5no%2 ¢

Estas expresiones parn 2w g ¥ Uax3 podrian haberse obtenido directamente al recordar que deben conec-
tar a la solucién general de un sistema de ecuaciones lineales de segundo orden con sus dos soluciones
particulares. Sin embargo, tanto para facilitar desarrollos algebraicos posteriores, como para resaltar
la semejanza de los resultados del capitulo 2 con los de este capftulo hemos escrito U en términos de
productos de exponenciales de los elementos del dlgebra.

Extas expresiones para luas matrices U4 permiten encontrar a la matriz de interacciéon V en el enquema
de interaccién. kExplicitamente, para los términos hh,

Viasa = A(t){g1% by + g1g2b;: — g;%by)] (5.56)

y para los b by,
Vins = At) g1 %a) + g1920. — g1%a0) (5.57)

5.7 Solucién perturbativa para describir el calentamiento

Una vez conocido el operador U que lleva a la representacién de interaccién aplicando directamente el
formalismo de ln seccién 4.1 oblenemos la expresiéon perturbativa. Regresando de la representacién de
interaccién a la variable u, tenemos

¢
<u> = U(t)a +U(t)a/ dey < A(ty) > V(t))a
o

+ Ut)a? /0' (a,/" dty; << A(t:)A(t2) >> V(6)V(ta)a. (5.58)
o
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Si shora definimos la integral:
) = f dty / "tz (A (£1) M(22)) 91(£1)9% (£1)Gm (£2)9m (82 (5.59)

donde los cuastro indices 1, &, rn, n pueden valer 1 o 2,(ntimeros que denotan las dos soluciones indepen-
dientes de la ecuacién de Mathieu).

En forma explicita resulta

./ 'a’/h dty << A(t1)A(t2) >> V() V(tz)a =
0 0

1203} +453 —4177 21z
= 217 1 —2(IFE + 133) 27} (5.60)
211 -4} 1 — 273 + 4712
para el caso tridimensional y
t £
/ dtgf dt; << A(#)A(t2) >> V() V(tz)a =
a o
V-2 4403 —2r7 —2r7 212
- 2 - IE- M IR 21 (5.61)
- 2057 =1 1-If 13 2733 ’
21}} —2r1}3 —21}3 1-2I + 413
en el caso cuadridimensional. Si suponemos que el promedio estadistico del ruido es cero
< A(t) >=0 (5.62)
obtenemos la expresién para la energia promedio
E(t) = g {(1 + 2|Az]%)(ata + 1/2) — A Afzat? — AfY A3} (5.63)
ocon
1 1 . .
ALP = -5+ 3[[9? +9i +HF + 53]+
- 2[¢f +4i] 422 — 203 - IB] +
= dlogs +qiga] [T + 1) +
- 2[e8+ g} 477 - 213 - 1)) (5.64)

]

MM, il +ed) (mrvomd —ang 23 +
(63 +93) (1 —21 +4n3 - 2IT7) +
g2 +o9a) (1 - 15) +

. . 2, - 1. .
- 4'((9¥+g¥)lf§+(gs+y§)1{:‘+§(9:9:+9x9:)(1—21??~2fz‘5))]-

+ 4

(5.65)
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5.8 Calentamiento en trampas atémicas estaticas

En el caso de trampas atémicas como la de Penning el movimiento del centro de masa de los atomos es
descrito en una primera aproximacién por un potencial de oscilador armdnico con frecuencia constante.
En este cnso tendremos

g1 = coswgt, y g2 = —serwpt. (5.66)

La expresién para la energia en funcién del tiempo toma una forma muy sencilla pues las ecuaciones
5.64 y 5.65 se simplifican a

Mo = %/ﬂ dty [ dt < Me)A(t2) > [oon(Zan(ta — 1)

t t, _
MM, = _%/; dtl./ dty < A(ty)A(tz) > e~ 2uhs (5.67)
[¢]

Por simplicidad hemos elegido tg = 0. Nos restringimos por el momento al caso en que el ruido es
estacionario

< A(t1)A(t2) >= AoA([t: — 12]). (5.68)
El factor Ag nos da el orden de magnitud del ruido y denotaremos por 7. al tiempo de correlacién.
Utilizando los resultados del apéndice A obtenemos que en el caso 7. << t << Ag’

E(t) = hwo [ (ala + 1/2)(1 + tSr(2w0)

+ ar? (eSi(2un) - 25200 )

+ a? (zsx(z.;.,) + iM) } (5.69)
donde o
1
Sa(w) =2 /d-r cos(wr) (ACDA(E — 7)) (5.70)
o

El tiempo ¢ debe satisfacer que ¢t << Ag' para garuntizar la validez del regimen perturbativo en
el que estamos trabajando. La expresién anterior se reduce a lo que se obtiene aplicando teoria de
perturbaciones sobre eigenestados del oscilador arménico en presencia de ruido {23] asi como con otros
calculos previos {4, 1]. El haberlo obtenido en términos de la evolucidn del operador de energia nos
permite uplicnrlo directiunente a otros estudos. Por ejemplo, pars un estado coherente

< alf(t)la >= hwp [ (a}? + 1/2)(1 + tSa(2ux)

+ a°? (ls,\(?...b) - 18‘%}5———::0))

+ a? (ts,\('.’.ub) + l______%-’o)) ] (5.71)

Obeervamos que el calentamiento para estos estaddos depende no solo de la densidad espectral sino de
su derivada temporal. Otro estado de interés corresponde a los estados de gato, para ellos la expresién
del calentamiento coincide con la del estado coherente a de tal suerte que aumenta al aumentar ol y
con este la separacién en espacio fase de los estados coherentes que estan siendo superpuestos.
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5.9 Calentamiento en trampas atémicas de radiofrecuencia
En ¢ste caso habiamos visto que la ecuacidén clasica de movimiento es
2 = (Up + Vphcos(lt) (4z2) (e/mRZ)

donde Up y Vo representan los potencisles directo y alterno, Ry estad determinado por las dimensiones de
la trampa y, ¢ y m corresponden al valor absoluto de la carga y a la masa del ion confinado. Al definir

16elp
T mNZR2
)

22

@ = TR

a,

podemos identificar a la frecuencia normalizada como:
N2
=2(t) = =—5(a — 2bcos(f1L)).
205

Las funciones g, satisfacen entonces Ia ecuacion de Mathieu y admiten ser expresadas en términos de
funciones de Floquet:

o
a(t) = A E cneos(p + kQ2t)
k=-oo
o0

Az 37 cnsen(u + kt) (5.72)

ez O

I

g2(t)

donde g i la frecuencia secular del sistema y las constantes A; y Az se eligen para satisfacer las
condiciones de contorno de g, y g2, e decir,

-1
A;

I
™

ez 0O
G
ANl
A7 = — E ,_-kﬂ'__ (5.73)
keam— o0 “o

Elegiremos la ancala de frecuencias wp tal que (A = A2}, e decir

 Xelp + kD))
= = (5.74)

ext0 e, wy v elige como el promedio de las frecuencias involucradas en lax funciones de Mathieu con el
peso especifico ox determinado por las mismas funciones.

Los cdlculos son engorrosos pero directos. En ellos estdn involucrados dos clases de términos, aquellos
presentes atin en ausencia de ruido £,(t) ¥ lus debidas directamente al ruido £,(2),

E(t) = EL(t) + En(2). (5.75)

El primeru resiulta estar dado por:
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- 2
& = hwola'a+1/2) (52-'- gckc,,.m(k— e [1 + f_‘;:_b"_“'“:‘__&]) +
2 42 ‘ 2 2
+ hwo (a ‘;11) [(;c“e.(u+m)z) _ (ST:C“# -:-)okﬂn.(,.+m)z) } +
a'?a3 —a(u+ki)e : B R kaye * -
+  hwg 1 che - chTe » . (5.76)
. k k

Su estructura refleja el hecho de que al tratamse de un oscilador paramétrico, la energia de éste va a
cambiar con el tiempo. Recordemos que £(t) fue evaluado como la evolucién temporal del operador
hwo(ata +1/2).

El segundo término de la energia involucra a series infinitas de las densidades espectrales general-
izadas 2,(w,t) y sus derividas. En el caso 7, << t << )\5‘. habra términos oscilantes y términos
crecientes en t asociados a resonancias (ver Apéndice A). Esperamos que estos ultimos dominen sobre
los primeros cuando los tiempos de medicidn t sean superiores al inverso de las frecuencias involucradas.
Pars una trimpa de radiofrecuencin convencional esto corresponde a tiempos que superen la escala de
microsegundas. En extas condiciones tenemos que

1
Ex(t) = hwol{[g? + 4} + 83 + 53] IMaf? (afa + 5) + (5.77)
+ [g¥ + 967 — 93 — 3] MiAa(a®) +
+  [4] + 47 — 93 — 93] MiM5(a7)}
donde, el factor asociado al operador de ndmero en la energia para tiempos largos comparados con el
tiempo de correlacién y loe inversos de las frecuencias es,

1
[Ma|*(t) = 3t { 3 Clumeam?{Sa(—2 — 1 — k) + Sa(2p + 1 + k)}af;:f:} (5.78)
tmrk

mientras que el asociado a los operador af? es

%( Z Clonrk [1::-{&5,\((1 — m)f1) +

Imrk

tSx(2u + (I + m)M UL + 8UT%) — S{(2p + (L + m)N)STTE] +
= 37 Crnen( )RS+ m)Q)SITE 4 847R) — 5,20 + (1 +m))SITE])

tmrk

!

A M;(2)

+

(5.79)
aqui Cimek = C1CnCrCk Y POT cjemplo
SR = S((+m) — (r + &)

Para lus condiciones experimentales usuales el fuctor ¢ que aparece en la ecuacién de Mathieu par
g1 ¥ @2 e mucho menor que uno de tal suerte que

g1(2) = A; [com{ut) — ‘:—7- 2“%&%‘#)) + ?, (cv;(“e_—nq)] 5.50
@(t) =~ A, sin(pl) - 9‘—0 i"_z‘.“%‘%')) + ? (lln:!“e:ﬂxl)] "
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con
~ lal2
2v2
wb%ﬂ[ +—2_-L]
am -2

La expresién para el calentamiento por ruido a este orden de aproximacién es
similar a la expresién cldsica encontrada por Dehmelt [4], donde

- 4 2
[Ma]? ~ =t (22 _3:) ® {x,\(:;z,‘) + 2S04 20 + Ea( 0 - 2,,)1}
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(5.81)

(5.82)

donde en realidad, las densidades espectrales definidas en ¢l apéndice A dejan de depender en el tiempo
cuando los tiempos de medicién son muy grandes comparadoe con el tiempo de correlacién, y asi, la
densidad espectral es obtenida mediante una integracién al infinito, en lugar de integrar solo hasta t.

Las expresiones para los otros términos aproximados se obtienen directamente.

7STA TESIS NO SALY
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Capitulo 6

Discusion y conclusiones

En esta tesis hemos mostrado como calcular para un oscilador cudntico los efectos de calentamiento
por presencia de fluctuaciones estocasticas tanto en la posicién de equilibrio como en la frecuencia.
La utilidad de resolver ccuaciones clasicus estocasticas para obtener predicciones cuinticas ha sido
explicitamente mostrada.

6.1 Discusién

Conforme esta tesis se fue desarrollando, fueron expuestos algunos puntos que aidn no quedan claros
en la literatura acerca de la manipulaciéon contemporinea de atomos en trampas de Paul. Uno de
dichos malentendidos, es ¢l hecho de que no han sido definidos aqui, (ni en la bibliografia usual) que
debemos entender por estado base, (estado de vacio) para un potencial que depende del tiempo. Esto
es importante puesto que, como se refiere en la citas [2, 6], existen reportes de haber logrado mantener
un cierto numero de dtomos, (en particular mercurio, calcio y berilio), en su estado base mas del 95%
del tiempo. Fato se torna confuso, puesto que si el potencial de atrapamiento, esta carnbiando en el
tiempo, es seguro que el estado base también. Para desenmaranar este asunto, 1o que procede es resolver
directamente la ecuacién de Schrodinger

N dd

He = :h& (6.1)
con un Hamiltoninno ff dependiente del tiempo a través de algunos parametros, (la frecuencia en nuestro
caso) ¥y un estado inicial dado. Este estado inicial puede ser elegido como la eigenfuncién de algin
hamiltoniano de referencia que se obtiene sustituyendo por constantes a los pardmetros originalmente
dependientes del tiempo, en nuestro caso

Heer = hoola'a+ 1/2), (6.2)
!

Una opcién natural en las trampas de Paul podria ser escoger a la frecuencia wpy como la frecuencia
secular, wn = p. En este trabajo hemon elegido wp como la frecuencia promedio del desarrollo de
Floquet. De enta formn existen al menos dos opciones pura el concepto de estado base. Una es el estado
base del hamiltoniano de referencia la otra el estado que surge de la evolucién temporal de este con
el hamiltoniano dependiente del tiempo. Cabe seninlar que el estado dependiente del tiempo & sera
un estado comprimido del oscilidor original 6.2, Estas ideas pueden extenderwe directamente a otros
estados de numero.

Una vez snclarado este concepto eabe preguntarne como afectan, al sistema, las perturhaciones al e
tado base debidas al propio ruido. Una opcidn es trabajar en un esquema de interaccién definido por el
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hamiltoniano paramétrico sin ruido y el potencial estocdstico. Avances en esta direccién fueron estudia-
dos en [23]. La estrategia en esta tesis, correspondié a encontrar la forma del operador de evolucién asoci-
ado al hamiltoniano dependiente del tiempo (Seccién 5.6) admitiendo la opcién de términos estocésticos
en funcién de ecuaciones cldsicas. La presencia de ruido convierte a estas en ecuaciones diferenciales
estocasticas. Antes de calcular promedios, evaluamos explfcitamente la evolucién del hamiltoniano de
referencia ante este operador de evolucién estocdstico. Despiies tomamos los promedios y el operador
resultante nos permite evaluar el calentamiento definido en términos de los estados asociados al sistema
de referencia. El problema algebraicamente mds complicado surgié porque estos promedios involucraban
a productos de funciones estocasticas.

La relevancia de este trabajo radica en la posibilidad de relacionar nuesitros resultados con medidas
experimentales. El mecanismo que se usa experimentalmente para caracterizar la fenomenologia dentro
de las trampas, consiste en manipular los estados internos y de vibracién de los dtomos confinados
acoplindolos. Los estados resultantes son de la forma: ch,','x)lé)...,[n). Consideremon €l caso particular
de dtomos cuyos estados internos pueden considerarse con dos opciones viables que denotamos por
I 1) y | T). Por ejemplo. tomemos como punto de partida el estado | 1) 37 e}n). Se busca entonces
conocer la poblacién de cada estado vibracional |n >. Al aplicar durante un tiempo 7 radiacién a
unn frecuencia sobrida en wp para realizar una transicion resonante al estado interno de energia mas
alta | T) (primera banda nzul) el dtomo realiza emisiones y absorciones inducidas en forma periodica
(vecilaciones de Rabi) que involucran cambion entre los estados vibracionales . y n+ 1. Se mide entonces
Ia probabilidad P, (7) de estar en ¢l estado interno | 1) al tiempo 7. Para ello se usa un tercer estado
conectado radiativamente con ¢! estado | ]). Mediante un laser adecuadamente polarizado se excita
desde el primer nivel hacia el tercero. La desexcitacion desde este tercer nivel solo se produce cuando
¢l primer nivel esta poblado originandose luminicencia. De esta forma sabemos en que tiempo 7 esta
pobludo el primmer nivel. El experimento se repite vanias veces parn distintas v, Con esto, se obtiene
experimentalmente ln probabilidad P;(7), que se compara con la obtenida tedricamente dada por:

1

2

[1+37 Pem ™ "c0s(20n41.m7)]- (6.3)

n=0

P;(T) =

Aqui P, = |C; ..} en In probabilidad de encontrar ol jon en el estado | |)|n). La constante fenomenolégica
de decaimiento 7, se introduce para modelar la decoherencia que ocurre durante la aphcacion de la
frecuencins sobre s primer banda snzul.  La senal medida P.(7) puede ser invertida (tansformacién
coseno de Fourier), permitiendonos extraer la distribucién de probabibdad de vibracién P, para la
ocupacién.

En este trabajo, notamos que la dependencia en ¢ conlleva 1 una dependencin invemamente propor-
cional de los efectos de ruido en la masa del dtomo confinado. De tal forma que a mayor masa se espera
un menor ruido. Esto podria justificar hasta cierto punto, los datos experimentales mostrados en la
Tubla 1. Se obsena que ¢l calentamiento normalizado ' e mucho menor en el calcio que en el berilio, lo
que podria apoyar la idea de la dependencia en la masa. El calentamiento se mide a partir del tiempo
cn ¢l que se apagan los liseres de confinamiento, y se deja evolucionar el sistema que esta en este punto
en su estado base. El niumero de estado vibracional comienza a elevarse linealmente, desde el ostado
base, segiin lo observado por mediciones hechas de los estados internos del Atomo, los cuales fueron
previamente enredados con los estados vibracionales. El ruido o interaccién con el medio ambiente, al
que son expuestos dichos dtomos, va entonces calentando al sistema.

Por otra parte, la apraximacién secular conlleva que los términos del desarrolio de Floquet depen-
dienten de ¢ 5.80 se eliminen. Las correcciones que pueden escribirse comno desarrollo en potencias de

! Este tipo de escalarniento se efectda para poder comparar trampas esféncas y lineales, de bendso y de calcio. Se escala
la ra:dén de calentamiento con la frecuencia de la trampa u;.‘ vy se calcwula N fonlentarmiento)a 1| MHz
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q para la energia quedan excluidas. No asi en e! presente estudio. Esto en principio nos acerca mas a
la comparacién experimental. ‘l'eniendo esto en mente, se intenté calcular los valores de ¢ para algunas
de las trampas mostradas en la Thbla 1. Desgracidamente existen algunas inconsistencias en los re-
portes experimentales que impiden especificar cuales fueron los parametros itilizados para el voltaje de
radiofrecuencia y Ins frecuencins seculares. Por ejemplo, en algunos casos estas tienen un factor de 2w
intrinseco y cn otros no {2, 6]. Por oira parte, los reportes experimentales mencionan que los efectos del
ruido en las trampas parecieran depender de la cuarta potencia de la distancia caracteristica (d) desde
el centro de la trampa hasta uno de sus lados (en direccién radial). En la Tabla 1 también se aprecia
que parn cambios considerables en 1a d no corresponden cambios considerables en el riido normalizado.
Es mas, el ruido varia de manera aparentemente independiente, de trampa a trampa y no parece estar
relacionndo con d. En nuestros calculos se muestra que ademas de la dependencia explicita en q, los
efectos de ruido estin sujetos a variaciones debidas a cambios en las densidades espectrales S (w). La
cual depende no sélo de la trampa en si misma sino de los arreglos que sc hayan realizado al hacer el
montaje experimental global. Dexafortunadamente los valores y escalas de I densidad expectral no esta
siendo reportado en la mayor parte de los articulos. Una excepcién es el trabajo [18] en que se menciona
que las densididdes espectrales pueden variar desde 3dB entre 9 MHz y 11.5 MHz producto de ruido
en la amplitud del campo eléctrico, hasta entre 1kHz y 100kHz debido a fluctuaciones en la frecuencia
de oscilacién del campo. Sin embargo, esta informacién es insuficiente para extraer conclusiones claras
respecto a la comparacién detallada de nuestros resultados con los experimentos.

[ 2]
.
LS N o

[ X3 o . <>

Figura 6.1: Medidas experimentales de calentamniento para mnodos rudiales y vibrocionales a 4 y 2 MHrx,
respectivamente. Se observa ! fondn en 190 ms para el modo axial, y 1 fondn cada 70 ms en el modo
radial. (ver [6])

Ton y distancia d Modo frecuencia | Calentamiento | Calentamiento normalizado
Trampa d (u m) (MHz) (fonones /s) (para 1 MH2z)

WCa+* lineal 1180 radinl 1.9 25(19) 47(20)
©Ca* esfénca 7 radinl 1.9 14 27

OBet oxf.#2 175 c.oamn(x) 8.6 19000450070 1600007 %5

PBet osf. 43 395 co.m 1.4-3.4 varin 5000

SBe* lin.#4 280 c.o.m. 3-17 vuria 23000

TBe* lin. 46 280 c.oam 3-10 varia 35000

Be* lin 45 365 c.o.m. 3.5-10 wvaria 11000

198 g+ onf. 450 c.o.m 3 6 18

Tabla: Pardmetros de funcionamiento de diversas trampas y modos (ver [6])
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6.2 Conclusién

Se han resuelto dos tipos de ruido, ruido en la posicién de equilibrio (ruido aditivo anteriormente tratado)
y ruido en la frecuencia de oscilacién del campo. Al resolver la parte de ruido en la frecuencia, se esta
resolviendo un tipo de ruido al que se le llama multiplicativo, ya que multiplica a la funcién incognita de
la ecuacién diferencial. A diferencia de lo comminmente tratado en la bibliografia, (ruido aditivo o ruido
que se suma como un termino independiente dentro de la ecuacién diferencial), el ruido que fue mas
profundasmente tratado en esta tesis, e de una complejidad mayor y por lo tanto resuelve casos que han
sido poco inspeccionados hasta ahora. Las nuevas expresiones para el calentamiento, aqui encontradas
son las que corresponden a las ecuaciénes:

. . 1
Ea(t) = huo{[g] +9i + g3 + 3] IMa|? (a'a + 5) +

. . 2
+ [g? + 47 — 93 — B) MiMa(a' ) +
+  [gf + 91 — 93 — 93] MiArz (™)}
Ecuacién que expresa la dependencia del calentamiento con los operadores cuianticos y que fue obtenida
con razonamientos cldsicos.

Un punto a resaltar es que los experimentos citados, son congruentes con la idea de quedarnos
solo con los términos de ruido que tienen resonancia, (en la ecuacién 5.78), ya que el calentamiento
es medido en escalas de milisegundos (dependiendo de la trampa). En nuestros cailculos, para esas
trampas los términos no resonantes yn comienzan a ser despreciables en la escala de microsegundos.
Experimentalmente el calentamiento aumenta en forma aproximadamente lineal con el tiempo(ver figura
6.1y referencia (33)).

Obsernvamos que los resultados de este trabajo de tesis, extienden las predicciones teéricas de Dehmelt
al marco cudntico a través de los factores de la energin dependientes de a? y a'? cuya apariencia puede
ser vista en la ecuacién 5.78 donde se incluyen solo los términos de resonancia, mismos que serin notoriose

para tiempos largos.

6.3 Lo que puede hacerse en el futuro

Para un futuro analisis del ruido, utilizando por ejemplo ecuaciénes del tipo de Langevin para las correla-
cioness, hay que tomar en cuenta {actores que podrian llevarnos a un abuso de utilidad de dicha ecuacién
ya previsto por [29]. Dado un ruido externo, (como en este caso), no todas las fuerzas que actian
sobre un sistema, pueden ser separadas en dos partes independientes una estocastica y otra determin-
ista. Para estar seguro si la fuerza que actila sobre un sistema con ruido interno, puede ser dividida en
fuerza aleatorin y fuerza determinista, hay que garantizar que el problema tenga una ley fenomenolégica
lineal. Como aqui ya lo hemos mencionado. este problema en particular es lineal debido a el dlgebra
peculing en la que intervicnen a y a' La solucién numérnica en términos del desarrollo de cumulantes
debe ser realizada lo antes posible para comparar con los cialculos perturbativos analiticos aqui expuestos.

Se propone asimismo trbajar en detalle la solucién en cumulantes y su comparacién con la solucién
perturbativa que aqui trabajamos en detalle. La primera involucra en general un tratamiento numérico
micntras que la segunda admitié una solucién anilitica para los casce de nuestro interés.

Asi como se tratan las fluctuaciones que se presentan en la frecuencia de oscilacién del campo eléctrico
y en la posicidn de equilibrio de los iones, s también recomendable extender los andlisis de ruido a otroe
factores tales como aspectos aleatorios en la fase de los laseres que confinan, ya que en acuerdo con |2},
estos podrian también ser notorios.




Apéndice A
Densidades Espectrales

Dada la funcién de autocorrelacién de una funcidén estocidstica A(t), definamoe la densidad espectral
genernlizada mediante la igusaldad

Xa(tiw) = = /drc-‘uf AN — 7). (A.1)
Q

Purn el caso estacionario

(A — 7)) = AoA(T) (A.2)
se satisface la condicidén X} (tiw) = Li(t; —w) para A(7) real. La constante Ay establece el orden de
magnitud del ruido. Tenemos ademas que A(T) = A(|T]),

i
RYA(Gw) = ,—;\—E /dre*"'/\(‘r). (A-3)
e

En nuestro caso, la variable estocastica tiene unidades de frecuencia. Llamemos 7 al tiempo de cor-
relacién de A(t) y restrinjamonos al caso en que el factor de Kubo Ag7. << 1. Si 7a << t podemos
hacer la siguiente identificacién

- i [T S
Xa(tiw) — Sa(w) np[mwd—u (A.4)
donde Sx(w) s In densidad enpectral ordinaria dada por
Sa(w) = %/d'r con(w) (A{L)A(t — 1)) (A.5)
o

Con el fin de evaluar la evolucién temporal de las correlaciones de las funciones Aih; del capitulo 5,
en necesario conocer el comportamiento de las integrales I72"™ 5.59.

Tanto para trampas estiticas como para trampas de radiofrecuencia, las soluciones g; asociadan al
problema cliwsico sin ruido involucran desarrollos en funciones trigonométricas de tal suerte que IP" es
una combinacién de integrales T(a, 8:t) definidas por

T(a. B t) = ’-:72[ dt’ /' At — ])ei (A-6)

o
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Cambiando la variable de integracién t” por v = t’ — t”, se sigue que

t t
Z(a, Bit) = % / dt’eda+ o) / dre= T A(T). (A7)
o °
Reanlizando una integral por partes resulta
e((av&—ﬂ)t . 1 -
I(a, Bit) = gy B2t —8) — (oo Ealtia) (A.8)

parm a + G # 0. Mientras que en el caso a + 8 = 0, correspondiente s una resonancia, se obtiene el
resultado s
I(~B,8 : t) = mtXn(t; = B) — in gz La(t: 8) (A.9)
Esto lleva a que en el limite 7. << ¢,
ci(a-{»ﬂ)t 1
I(a, Bit) — —mmySAB) — qmrmSala)

I(-B.8:1) — tS\(B) - igSa(B) (A-10)




Apéndice B
Atrapar iones en tres dimensiones

En un campo eléctrico cuadrupolar el potencial es cuadritico en coordenadas cartesianas en analogia
con 1.1. ®
¢ = -2—7% (ax? + Bx? + 4=2) (B.1)

Por otra parte, la ecuacién de Laplace dice que A¢ = 0, por lo que se concluye que a+ 8 +v = 0. Para
satisfacer esta codicién se tienen dos caminos.

e a=13:= -+, /3= 0 resulta en un campo bidimensional dado por
__ %o 2
= 5-% (z? - 29) (B.2)

e a=f,v = —2 lo que genera una configuracién tridimensional que en coordenadas cilindricas se

ve aei ®o (r2 — 2:7)
— o e
My (B-3)
wnrﬁ:%
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