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Introducción 

El trabajo que desarrollaremos est<i enmarcado en la Te()ría ;de: Continuo~ 
e Hiperespacios. Un continuo es un espacio métrico, coinpácto; ·conexo y 
con 11uí.s de un punto. Los hiperespacios de un continuo :~y cie· 1C>s· que nos 
oc.:uparemos en este trabajo, son los siguientes: · '· ' 

2X = { A e X : .4 es cerrado y no 

y, para cada n E N, 

Cn(X) = {A E 2X: A tiene a lo más ncoriiponentes} 

F,,(X) = { .4 E 2X: A tiene a lo más n puntos}. 

Dichos espacios, considerados con la métrica de Ha·usdorff, resultan ser 
continuos. Por tanto, si f: .Y -+ Y es una función continua y suprayecti­
~·a entre los continuos X y Y, podemos considerar las funciones inducidas 
21: 2X -+ 2\", Cn(f): Cn(X) -+ Cn(Y) y F,.(J): Fn(X) -+ Fn(Y) ele f en 
donde, 21(.4) = f(A.), C,.(f)(A) = f(A.) y F,.(f)(A) = f(A), para cada 
A E 2·'1: . ...t E C'n(S) y A E Fn(X), respectivamente. 

En este trabajo, el problema que nos interesa es el siguiente: dada una 
propiedad sobre funciones, queremos saber si el hecho ele que alguna(s) de las 
funciones f, 21, Cn (!), F,. (!) posea dicha propiedad, implica que el resto de 
ellas también la tiene. En caso ele que tal cosa no suceda, nos interesa conocer 
condiciones adicionales, ya sea sobre la función o bien sobre el dominio y/o 
el contraclominio de la misma, bajo las cuales la respuesta al problema en 
cuestión sea afirmath·a. 

Históric.:amcnte, este problema empezó a estudiarse ele manera sistemática 
por H. Hosokawa en (29], (30] (31]. (32] y (33], artículos en los cuales se basa 
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parte de este trabajo. También ha siclo de gran interés, para .J . .J. Charntonik 
y vV. J. Charatonik, quienes han aportado una gra.Íi éanticlad de artículos 
relacio~aclos con este tema, como por ejemplo, (9]; (14], (15], (16], (18], (19]. 

En el 2001, se escribió (24] en el tema ele las funciones inducidas, con­
templando principalmente resultados que aparecen en (29], en donde sólo 
se discuten las funciones incluciclas 21 y C(J). En el trabajo que aquí pre­
sentamos se incluyen las pruebas de algunos resultados que en (24], sólo 
se n1encionan. Ta111bién, presentamos algunos contraejemplos, que en (24] 
aparecen sin justificación. Por otra parte, en este trabajo contemplamos las 
funciones inducidas Fn(f) y Cn(f) incluyendo, tanto resultados ele (19], (16], 
(46] así como algunos que aparecen aquí por primera vez. 

Los requisitos necesarios para la lectura de este trabajo son; conocimien­
tos básicos ele las propiedades fundamentales de compacidad, conexidad y 
continuclad. Hemos tratado en la medida de lo posible, que este trabajo sea 
autocontenido, así que en el Capítulo 1 incluimos una serie de resultados 
básicos sobre la Teoría de Continuos e Hiperespacios que necesitaremos en 
los capítulos posteriores. 

En el Capítulo 2 hacemos un breve estudio sobre las funciones abiertas, 
monótonas, confluentes, casi interiores, ligeras, ÜÑ[, y i\IIO. que serán las 
que utilizaremos a la hora de encontrar relaciones entre las funciones f, 2/, 
Cn(f) y FnCf) con respecto a alguna ele estas propiedades. En el Capítulo 
3 resolvemos el problema en cuestión cuando consideramos la propiedad de 
ser una función inyectiva, suprayectiva y continua, respectivamente. 

A partir del Capítulo 4, nos centnunos en una propiedad específica y con­
sideramos el problema a tratar, con respecto a dicha propiedad. Por ejemplo, 
en el Capítulo 4, tratamos la propiedad de ser débilmente confluente. Vemos 
que la confluencia débil de las funciones inducidas, implica la confluencia 
débil ele la función f y que, en cada caso, el recíproco de la afirmación ante­
rior no es cierto. En el capítulo 5 resolvemos el problema para las funciones 
monótonas, demostrando que si alguna ele las funciones f, 21, Cn(f) y Fn(f) 
es monótona, entonces el resto de ellas también lo es. En el resto de los 
capítulos, consideramos las funciones abiertas, confluentes y Oi\[, respectiva­
rnente. 
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La canticlacl ele artículos que se han escrito sobre· el problema que nos 
interesa, es tan grande que, en tm trabajo ele esta índole,· es imposible abar­
carlos todos. Hemos incluido en la Bibliografía, variosde los artículos que 
encontrarnos y que tratan este tenia. 

Agradecemos finahncnte, la gran ayuda ele parte del Dr. Alejandro Illanes 
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Capítulo 1 

Nociones Fundamentales 

l.l Introducción 

En el presente capítulo estableceremos las nociones y resultados fundamen­
tales sob1·e las que se basa este trabajo. Comenzaremos con una serie de 
nocio11es ele la Topología de Conjuntos y, posteriormente, escribiremos los 
conceptos y resultados básicos ele la Teoría de Continuos que necesitaremos. 

En Topología ele Conjuntos es común decir que un espacio es degenerado· 
si posee sólo un punto. En caso contrario, decimos que dicho espacio'es no· 
degenerado. ·;'.'. · 

Dacio un espacio topológico .Y y un subconjunto A. ele .X, los,~Úmbolos 
Clx(--1), lnt,....-(A) y Frx(A) denotarán la cerradura, el interioryla:frontera 
de A eu X, respecth·amente. Omitiremos los subíndices cuando. del conféxto,' 
sea claro cuál es el espacio en el que estamos trabajando. · . 

. ·~ .. 
Aunque suponemos que el lector está familiarizado con las nociones'fun-

damentales ele Topología ele Conjuntos, a continuación mencion~re~o~(una 
serie de propiedades que constantemente utilizaremos. </:.·, · 

l. Si X es un espacio métrico, A e }•C, y X E Cl(A), entonces exfste'tma 
sucesión {an}neH ele elementos de A que converge a·x .. , :·'· ,,:z·· ··· 

2. Tocia función continua definida entre espacios métrico~ y. corÍ{pac~os'· es 
uniformemente continua. · , 

1 



2 CAPÍTULO l. NOCI01VESFU1VDAÚENi~LES 

3. Tocia función continua y biyectinl. definida de un espado compácto. a 
un espacio ele Haus<lorff, es un homeomorfisÍno. 

En este trabajo utilizaremos con frecuencia espacios i:¡úc:coúticiné11arcos 
que unen cualesquiera dos ele sus puntos. A ·continuación 'prccisrimos esté> eti 
las siguientes definic:ioncs. · 

Definición l. l. Sean .\." un espacio topológico y p, q E·.\."; Decirnos q'Ue una 
trayectoria de p a q en X es una función continua a: [O, 1] -:+ }(' tal q·ue 
o-(0) = p y a(l) = q. Si a es, además, inyectiva, entonces deciTnos:que ci. es 
1•n arco de p a e¡ en .Y. . · . 

Definición 1.2. El espacio ;'( es conexo por trayectorias (respectiva­
m.ente, conexo por arcos) si para ccida par de puntos p y q E ·_,.y existe una 
trayectoria (respectivamente, ·un arco) de p a q en )\. 

Es claro que tocio espacio conexo por arcos es, a su vez, conexo por trayec­
torias. En (23, Teorema 9.B.4] se prueba que si .Y es un espacio de Hausdorff, 
entonces toda trayectoria de un punto p a un punto q en _,.y contiene un ar,. 
co ele p a q en Jy. Por tanto, en un espacio de Hausdorff las nociones de 
conexidad por trayectorias y conexidad por arcos coinciden. 

Si a: [O, l] -:+ X es una trayectoria o bien un arco en .-X:, con frecuencia 
identificaremos la función con su imagen en .Y. Así pues, c E o: significa que 
e= a(t) para alguna t E [O, l]. 

1.2 El Teorema del Cable Cortado 

En·. esta. sección presentamos unos de los resultados auxiliares más impor­
ta_n.tes de la Teoría ele Continuos. Nos refererimos al Teorerna del Cable 

. Cor:tad_o, que· enunciamos a continuación. 

Teorema 1.3. Sea Y un conjunto compacto y de Hausdorff. Supongamos 
que B y C son dos subconjuntos cerrados y no vacíos de Y tales que ningún 
subconjunto conexo de Y intersecta tanto a E como a C. Entonces existen 
dos subconj-untos cerrados y ajenos H y I< de Y tales que Y= Hui<, E e H 
y ce I<. 

Una demostración del teorema anterior puede "·erse en (39, Teorema 12.9]. 
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1.3 Espacios Métri<::os y Nubes 

Si X es un espacio niétrico, :i: .E X y e > O entonces, como es usual, denota­
remos la bola abierta de·radio é con centro en x como B;'(x). Cuando el 
contexto sea lo suficientemente claro, el conjunto anterior se denotará sim­
plemente como B.(x). 

En adelante, cuando hablemos de un espacio métrico .\.", supondremos 
que su métrica es el, y cuando pudiera haber confusión, distinguirernos di-. 
cha n1étrica por clx. Si .\." es un espacio mdtrico y A, B e .\:, entonces la 
distancia entre A y B, denotada pm D(A, B), se define como D(A, B) = 
inf{d(a,b): a E A y b E B}. Si A y B son compactos, entonces existen a E A. 
y ú E B tales que D(A, B) = d(a, b). 

En esta sección utilizaremos las bolas en un espacio métrico .Y paramos­
trar una manera natural de engordar a los subconjuntos ele.\:. Dicha noción 
será de gran importancia a lo largo ele este trabajo. 

Definición 1.4. Sean A un subconjunto de X y e > O. Diremos que la . 
e-nube (o la nube de radio e) de . ..i en X, es el conj'unto: 'C .. ' 

N(e, A)= {x E X: existe a E A. tal que d(a,x)<h:· 

En el siguiente resultado escribimos una serie de propiedades elementales 
ele las nubes en )(. 

Teorema 1.5. Sean A y B subconjuntos de .Y y € > O. Entonces 

·i) A e N(e, A)¡ 

ii} N(e, A) = ÜaeAB.(a); 

i'ii} Si o < c5 < e, entonces N(c5, A.) e N(e, A); 

iv) N(c5, A) UN(e,A) = N(máx{ó, e}, A); 

v) Si A cB, ~ntonces N(e, .4) e N(e, B)¡ 
- - - . - . 

vi} ~V(e, A) U N(e, B) = N(E, A U B)¡ 

v·ii} Cl(N(e, A)) e iV(2e, A). 
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4 NOCIÓlVES FUJVD.~~\1Ei'1-r.-1.LES . 

Demostracióri.i/Si x E A; entonces x mis~o ~sun;elelTierito'~le A cuya 
distancia a X 'es cero y, por tanto, 1nenor que' e. Luego X E N(e;".:i).: 

• '.... • ' ·, ; •••• •• , ~" : < • 

i'i} Si x ~ ~V(e, :4.), existe b E A tal que d(b, x) < e, a~í <'.iú~'x' E 13.(b). 
Luego, x'E Uá~'.~ B,(a)~ Por otra parte; si :r E UaeAB.(a); entonces existe 
b EA tal qtle x E B.(b). Luego d(b, x) < e y así a: E N(e, A). ·· 

·.· ;,iii/Six E N(ó,A), existe a E A tal que d(a,x) < c5 <e:· Luego, x E 
N(e,A.). 

iv) Si x E N(ó, A) U N(e, A), existe a E A tal que d(a, x) < c5 .o bien 
d(a, x) < e. En cualquier caso d(a, x) < máx{c5, t:}, y así x E N(máx{c5, e}, A). 
Ahora bien, si x E N(máx{ó, e}, A), existe a E A tal que d(a, x) < máx{ó, €}. 
Luego d(a, x) < ó o d(a, x) < e, así que x E N(ó, A) U N(e, A), 

v) Si x E N(e,A), entonces existe a E A tal que d(a,x) <e. Como 
a E A C B tenemos que x E N(e, B). 

vi} Como A e A U By B e A U B, por v) se tiene que N(e,A). e 
N(e, AUB) y N(e, B) e N(e, AUB). Luego i'V(e, A)UN(e; B) e N(e, AUB). 
Por otro lado, si x E JV(e, A U B), existe z E A U B tal que d(z, x) < e. Si 
z E A, entonces x E ¡V(E, A), y si z E B, entonces x E J.V(e, B). En cualquier 
caso tenemos que x E N(e, A) U ¡V(e, B). 

vii) Supongamos que x E Cl(N(e, A)). Entonces B.(x) n N(e, A) =¡6 0. 
Tomemos un punto a E B.(x) n N(e, A). Como a E J.V(e, A), existe b E A tal 
que d(a, b) < E. Luego d(x, b) ::; d(x, a) + d(a, b) < e+ e = 2e. Esto prueba 
que x E N(2E, A). • 

Del inciso ü) se sigue que N(E, A) es un abierto en .Y. 

1.4 Continuos 

En la presente sección daremos la noción de continuo y, a su Yez, mostraremos 
dos resultados que utilizaremos con frecuencia en este trabajo.· 

Definición 1.6. Un continuo es un espacio métric~,· ~omp~cto, conexo, no 
vacío y no degenerado. 
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Definición l. 7. Un sub continuo de 'ILn continuo X es un subconjunto no 
vacfo, cerrado y cone:r:o de ~'(. 

:\"atemos que, a diferencia ele los continuos, los subcontinuos pueden ser 
df~gencraclos~ 

En [5-1. Lema 3.2] se demuestra que todo espacio ele Hausdorff qué és la · 
imagen continua de un espacio métrico y con1pacto, es metrizabli:{ .De este 
resuitado se sigue inmediatamente .el siguiente teoremá: · .. ·. ·. ·· .. · · 

~<' " 
Teorema 1.8. Sean X un continuo y Y un espacio de Hausd<nff:;Si f: X.:...+ 
} • e-5 ww función continua y suprayectiva, entonces Y:. -es •ur{'cónÚnuo: · 

- . ~ ' ,·' ~: ;·, ;-~··: ' . ., -
~·. ·~-.-,.'./"'",,p;;,L .. · :· . 

H.ccorclemos que una función J: X -4 Y: entre)~s,esp~c::iós'topólógicos X 
y Y es cerrada si para cualquier subconjunto:'cerraélo·G;de"·X/'el ·corijurito 
/(C') es cerrado en Y. -·-:.:;;-~·-'h.<-·;;. 

Teorema 1.9. SiJ: X .~iYées 'fna..'!~7!9~1f'i~C:~.t~~Y;~ :l.~~tjt~~~tin~o;, en-

:::::,::c:::d:~. p"ú L~;J~j~;,\i;J¡f ~~~'.J~!'.~'L¿~1~'~:o:p~to, 
entonces e. es coffil,)act6, . Juego; 4 (C).es coin.PaC:toi· y: i:>ür ser Y uri · espacio 
métrico, se tiené qué f (C) es.cerrado>,:,/ ~:;¡;;i,)'.:'~:},. • " · • 

Terminamos fa pres,él1te;,si~~ió'~:~()~ ~ii~l~~fr~~f;i,Ón élelresultaclo anterior. 
'• ~-. ' -:· _·: (· > ·-. ·'. ·;.··· '> 

Teorema 1.10. Sea f: "Y:.-,+:.Y .. una-función _continua y suprayectiva entre 
los cuntfa·uos X y Y. Si p E 1< y U es u;.,, d.b·ie~rto en X tal que ¡-1 (p) e U, 
entonce.~ p E Inty(J(U)). ·. . ... 

' ' 

Demostración. Por el Te~rem~ 1.9, fes unafunciórl. ~~uada, asfque J(X -
U) es ce1-raclo en Y. Comof- 1 (p) e U, teuenios.q~u:! ;,Y_; UcX-f-1(p). 
De csro se sigue que f(X.:... U) e J(x-1-1 (p)) )<Y::._f(X ::.:¡7: 1 (p)) e Y -
f(X - U) e j(U). Ahora bien, p E Y - f(X.-jc: 1 (p))y, como Y: -f(X -U) 
es un abierto de Y, concluimos que p E Int¡;(/(U)),. · · • 
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C.4.PÍTULO l. NOCIO!VES FUNDA.JY-IENT..4.LES 

Hiperespacios 

En un continuo podemos hablar ele clases de subco';1junt~s\1~~ corilparten 
características en común. Por ejemplo la clase de los subconjuntos-i1biertos, 
la clase de los subconjuntos conexos, etc. Los hiperespaciosde m:1 continuo 
.Y son familias de subconjuntos de.\, cuyos elementos satisfácen uria o varias 
propiedades topológicas específicas. 

A continuación clcfiuiremos los hipcrespacios que trataremos en este tra­
bajo. En lo que resta ele este capítulo, la letra .\ representará un continuo. 
Dacio un número natural n, consideramos las siguientes familias: 

2X 
C,.(X) 
F,.(X) 

{A e X: A es cerrado y no vacío}, 
{ .4 E 2x: A tiene a lo más n componentes}; 
{ A E 2x: A tiene a lo más n puntos}, 

Notemos que, para cada n-E N, se tiene lo siguiente 

Fn(X) e Fn+1(X.). 

Obse.rvemos que, como .Y es métrico y no degenerado, los subconjuntos de 
un sólo punto son cerrados, así que 2x tiene m<:ís ele un elemento. Además, 
para n = 1, C 1(.Y) es el hiperespacio de los subcontinuos de .X, el cual 
en adelante denotaremos corno C(-Y). En la siguiente sección veremos una 
manera de darle una métrica a los hiperespacios 2x, Cn (.\'.") y F,. (.X), bajo 
la cual resultan\n ser contiuuos. 

Los hiperespacios 2-' y C(X) han sido extensamente estudiados, princi­
palmente desde 1922, con los trabajos ele L. Vietoris. Los libros (53) y (39) 
tratan fundamentalmene sobre el estudio de estos dos hiperespacios. Remi­
timos al lector a dichos textos para un estudio detallado de los mismos. 

Los hiperespacios F,.(.\) fueron introducidos en 1931 por K. Borsuk y 
S. Ulam en (5). En dicho artículo al hiperespacio F,.(.\.'") se le conoce co-
1110 el n-ésirno producto si-métrico de X. Otros artículos en los que se 
estudian dichos espacios son, por ejemplo, [4], (3), (25) y (52). En 1969 C. 
Vincent LO\·etro, Jr. escribió su tesis ele maestría (42) sobre estos hiperespa­
cios. En rdéxico también se han realizado investigaciones en torno a dichos 
hiperespacios. Hemos ele destacar (6], (34], (38}, (43], [-14), (50), (27) y (7). 
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Los hiperespacios Cn(X) han sido estudiados p~incipain1eritep~rS. Úacías 
en (-16], (47) y (45). En (2) se realiza un estudio bastante detaUado de las pro~ 
piedades principales ele Cn (X). Otro artículo en el qué( se estudian estos 
hipcrespacios es (37). . ... 

1.6 El Hiperespacio 2X 
·.: 

En esta spccióu mostraremos una manera ele asigmírle. uria ~étrica al hi­
perespacio 2x, ele un continuo dado .Y. Para esto consideremos lü función 
H: 2·'· x 2x -t (O,·=), definida como: 

H(A., B) = inf{ t: >O: A e N(t:, B) y Be N(t:, .4).}. 

En (53, Teorema 0.2] se prueba que H es una métrica para 2x. A di­
cha función se le conoce como la métrica de Hausdorff~ En adelante 
pensaremos que 2x posee la topología inducida por la métrica ele Hausclorff. 

Como la métrica que acabamos de definir está dada en términos de la 
métrica den X, deberíamos escribir Hd. En este trabajo escribiremos H para 
referirnos a ella y, utilizaremos los subíndices sólo si hay lugar a confusión. 

En [54, Corolario 4.6] se prueba que si el y e son dos métricas .en ...-\'." que 
inducen la misma topología en X, entonces las métricas Hd y H., foclucen la 
misma topología en 2x. Por tanto, la métrica de Hausdorff sólo depende ele 
la topología en X. · 

Intuitivamente, dos elementos de 2x se encuentran cerca uno del otro si 
est<in n1uy "empalmados". En el siguiente teorerna formalizll:mos lo anterior. 

Teorema l.11. SeCLn A y B e·2x y E> O. Entonces,·H(A, B) <E si y sólo 
8i .·I e N(E, B) y Be N(t:, A). 

Dem.ostración. Consideremos el conjunto 

E = { c5 > o: A e 1V(c5, B) y B e N(ó, A)}. 

!\"oternos que H(A, B) = inf E. Supongamos ·que H(.4, B) < <:. Entonces 
existe i:0 E E tal que H(A, B) < Eo < f. Por el Lema 1.5, inciso iii), se tiene 
que A e N(i:o, B) e N(E, B) y B e N(Eo, A) e N(E, A). 
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Ahora supongamos que A e N(e, B) y B e N(e, A). Consideremos la 
familia C = { N(t5, A): t5 E (O, e)}. Dada b E B, existe a E A tal que d(a, b) < 
e. Tomando 80 > O tal que d(a, b) < Óo < e, tenemos que b E 1V(t50, A) E 
C. De lo anterior resulta que C es una cubierta abierta para B. Como 
B es compacto, existen Ó¡. c52, ... '6,. E (O, E) tales que B e u:~I N(t5;, A). 
Sea -11 = nuix{ 81 , 62 , ••. , 611 }. Entonces -11 E (O, e) y B e 1V(-11 , A), por 
el inciso 'iv) del Teorema 1.5. De rnanera amí.loga obtenemos que existe 
-12 E (O, e) tal que A e 1Y(-12, B). Tomando -1 = máx{-11, 72} se tiene que 
A e N(7, B) y Be N(-1, .-l). Luego, -1 E E. Por lo tanto H(.-1, B} = inf E :5 
7 <e. • 

En el siguiente resultado mostramos una sencilla aplicación del resultado 
anterior. 

Teorema 1.12. Sean .-l y B E 2x y e > O. Si B C N(e, A), entonces 
H(AUB,A)<e. 

Demostración. Notemos que A U B e N(e, A). Adem<ís A e A u B e 
N(e, A u B). Entonces, por el teorema anterior, H(A U B, A) < e. • 

En (53, Teorema 0.8] se prueba que 2x es compacto y, en (53, Teorema 
1.9], que 2x es conexo por trayectorias, independientemente de si )•Ces conexo 
por trayectorias. Por tanto, el hiperespacio 2x de un continuo (que bien 
podría no tener arcos) siempre es un continuo que contiene arcos. 

Como 2x es un continuo, podemos construir el hiperespacio ele los sub­
conjuntos cerrados y no ...-acíos ele 2x. Denotaremos a dicha familia por 22 "". 

Así pues: 
22

"" = {A e 2X: A es cerrado y no vacío J. 
Consi<leraremos que 22 "" posee la métrica de HallsCiórff H 2 , inducida por 

la métrica de Hausdorff H en 2x. · . 

1.6.1 Convergencia en 2X 

Ahora que tenemos una métrica en 2x, podemos conside~ar ~i-~on~éptC>usllal 
ele convergencia de sucesiones. '·."'.. ..... · 

Definición 1.13. Diremos que la sucesión {Ari}rie~ ~n~2-~:_¿011verg~ al 
elemento A E 2x si para todo e> O, existe N~~ N tal'qu~_H(A;i;A)<e~para 
carla n 2: J.V. ., :. 
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·.'· 

El símbolo An -+A indicará que la sucesión {An},;eN con1.·erge a.A, con 
respecto a la métrica de. Hausdorff. 

En el sigtÍ.iente resultado, ciado un elemento···.A :E 2x,: mostramos una 
manera bastante natural ele encontrar una sucesión que ·con:••erge a este punto. 

Teorema 1.14. Si A E 2x y {En}nel'I e~ úna ~ucesión de i¡,úmeros positivos 
tal rrur! converge a cero, entonces la sir.césión {CL(1V(E,.; .4.))},.ew converge al 
¡mnto A. 

Demostración. Dada n E N hagamos .-l11 ;::= CL(N(En, A)) y sea E >.O. 
Corno lírn E,. = O, existe 1V E N tal que E,. < ~ para cada n 2: ll/. Ahora 

n-C() . . . - : . . , ,·.· , - . . 

bien, sin 2: 1V, entonces, por el incisoi) del. Teorem·a 1.5, A e N(€n,A) e 
.-ln C iV(E, An). Por otra parte; de acuerdo con· los incisos zii) y vii} del 
Teorema 1.5 , A,. e N(2E71 ,.4) e N(E, .4). Entonces H(An, A.)<: €, según el 
Teorema 1.11. ··· · • 

En el siguiente resultado, mos.tr~mos que la con..:.ergericia; .es preservada 
bajo contenciones. 

Teorema 1.15. Sean {.4 71 },.eN y {Bn}nEN dos sucesiones e~ 2x .tales que 
.-\,. -+ A y Bn -+ B con A y B E 2x. Si An e En para éasi toda n, entonces 
Ac B. . . ... 

Demostración. Sea a E A. Dada Ek = t > O, con k;E~N:;~~~i~\e '.N E N tal 
r¡ue sin 2: iV, entonces H(An, A) < T• . ·." ·.'.'};,,::'o'c':·• :' .. 

H(B,., B) < ~V .4.,. e Bn· Tomemos n 2: N, luego, éxisté'i';E;An tal que 
rl(n, .:) < f. Con;o· A,. e Bn, se tiene que z E En,. De aquí que'existe bk E B 
tal que cl(~,bk) <~-De lo anterior resulta que d(a;b~)'~'él(ci~2;),+;'d(z;bk) < 
fk. Como lím Ek ,,;:, O se tiene que lím. bk = a; de esfoúie.);igué.qlle,·a E B, 

k.-.oc:i k-+oo · ::- - · -· ;-,·:, .. r-,. ;.,· ···-. --

['ll('S B es cerrado. . . · }/e:,';, .':~"· ;~;, .. • 
La demostración del siguiente resultado se sigu~\-~rri~~ü~f.{iiielit~ del teo-

n•n1a anterio1·. _.oc•: .. ·,¡ · ;,._:;:: •· . . ··, '- . •. •/:~-::;/_ .. 

Corolario 1.16. Sea {.4.,.},.eN una sucesiónén 2'.~;'.'tal·:q~kt'Á,; ~ A con 
.-1 E 2-' y sea {a,.},.eN una sucesión en X tarqu~,:;liin a;,· ~~á. .~ona E X. Si 

._ .. . n-roo "··: _.,1· .. - _,· ._ .·:-.. 
o,, E .-l,. para. casi toda n, entonces a E A. ,_ ~ ··· 

~-"·(·~-. -,"». 

A continuación mostraremos que la convergeriCia e~12~' ·~~ p~~servada bajo 
uniones finitas. · . - . . . - · · . 
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Teorema 1.17. Sean · {An }neH :v {B,.} riel'! dos sucesiones en 2:" tát~Íi que 
.. 4.n --> .. 4· y Bn _-->-._-B 1 Con: ~4,:·B e:2 .. \·-.. Entá·nces An U 8 11 .:...+ .. 4._LJ,·B. .·.-. 

Demostración. Si ·e>O, entonces existe lY E N tal que H'c.-1,;, A) < E y 
H(B,., B) <E para cada .n ·2: N; De esto se sigue que An U Bn c.1V(E, A) U 
N(E, B) = N(t:, A U B) y A u B e 1V(E, A,.) U N(t:, B,.) :: N(E, A.;,:u Bn), 
según el inciso vi del Teorema 1.5. Luego H(An u Bn, A U B) <.€, segt"ln el 
Teorema 1.11. • 

1.6.2 Límite Superior y Límite Inferior 

Ahora mostraremos otra manera ele hablar de la convergencia en 2x, pen­
sando que los elementos de 2x son subconjuntos ele .Y. Para establecer esta 
noción, necesitamos de los siguientes conceptos. 

Definición 1.18. Sea {A,.}neN una sucesión en 2x. Diremos que el-límite 
inferior y el límite superior de la sucesión, denotados. por lím inf_An y 
lím sup .. 4n respectivamente 7 son los conjuntos: ., >.' 

' , ·~ 

lím iuf An = { x E X : para 
lím sup A,. = { x E X: para 

toda€ >O, B.(x) n A,.# 0 pdriit~'f;{t~Íia n} y 

toda E >O, B.(x) n An # ÍlJ p;;_;:~-~nd:i;;_flni.dad 
. ,·_·.,· 

de números n} · . 
:__·=. ~- :,,:,·' • ~~< 

El siguiente resultado nos da algunas propiedades elementales ·de los 
·límites inferior y superior. 

Teorema 1.19. Sea {A,.}neN una sucesión en 2x. Entonces: 

i) lím inf An e lím sup An; 

ii) lírn inf .-!,, y lím sup A.n son cerrados en .Y; 

iii) lím sup An =/: 0;. 

iv} Si {AnUketi es uná.:subsucesión de, {An}neN. entonces: 

lím inf -~n e:: IÍm híf A,.., y lím supAn. e lím Slip .4~; 
v) Si An e B,. iaricasi io~a "ll, entonces: 

' ·~· ' .. ,. 

y lírnsüp An e lím sup Bn. 
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Demostración. ¡) Si x·e H~ infA~, eritonce~-para toda e, > o; se tiene 
que B.(x) n .-l,. =f. 0 para casi todá n: En partiéular esto ~t~cede para una 
infinidad de mímeros n. Por lo tanto x E lím sup A~. 

ii) Sea A = lím inf An. Si :i: E Cl(A), existe una sucesión {x,.}ner1 de 
clenientos en .-1 tal que lím Xn = :i:. Dado € > O, existe 1V E N tal que si 

n-+oo 
n 2: 1V, entonces d(x,., x) < e. En otras palabras, x,. E B,(x) para cada 
n 2: ;V. Sea ó > O tal que B,¡(xN) e B,(x). Como XN E .-!., se tiene que 
B,;(:1:,v) n .-!.,. =f: 0 para casi tocia n. Luego B,(x) n A,. =f. 0 para casi toda n. 
Por Jo tauto :1: E A. Esto prueba que lím inf A,. es cerrado. La prueba ele 
que lim sup A,. es cerrado es similar. 

ii'i) Como 2-' es compacto, existe una subsucesión {A,.. heN de {A,.}neN 
tal que A,.. -+ A para algún A E 2-'. Sean :e E A y e > O. Corno A,.. -+ A, 
existe k0 E N tal que si k 2: k0 entonces H(A, A,..) < e. De esto se sigue 
que, para cada k 2: k0 , existe bk E A,.. tal que d(x, bk) < e. Por lo tanto 
B. (x) n An =/= 0 para una infinidad de números n. Así que :i: E lím sup A,.. 

iv) Sea x E lím inf A,.. Entonces para todo e > O se tiene que B,(x)nAn =/= 
0 para casi toda n. Como {A,..}kel'f es una subsucesión de {A,.}neN resulta 
que B,(x) n An. =f. 0 para casi toda k. Por lo tanto x E lím inf A,. •. 

Si x E lim sup A,.., entonces para toda e > O se tiene que B, (x) nA,.. =I: 0 
para una infinidad ele números k. Luego, B.(x) n A,. =f. 0 para una infinidad 
ele números n. Por Jo tanto x E lím sup A,.. 

v) Sea 1V1 E N tal que A,. e B,. para cada n 2: N 1 . Si :r: E lím inf A,. y 
E > O, entonces existe N 2 E N tal que B.(x) n A,. =f. 0 para cada n 2: 1V2 • 

Tornando N = máx{1V1 , N 2 } resulta que B.(x) n B,. =f: 0 para cada n 2: 
N. Luego x E lim inf B,.. La prueba de que lím sup A,. :c- lín1 sup B,. es 
similar. · - • 

En el siguiente resultado vemos una manera equi1ralente de escribir el 
límite inferior y el límite superior en términos de sucesiones en )(. 
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Teorema 1~26: Sed''{.4J}rí~t1 ?;.~a s1~cesi6n de 'elementos en 2x~ ·· C'on.si.dere­
mos los siiiu·iente.~· co-iij-~ntos: 

• • e -: .; • ~ ;_ •' • 

L = {xE ,':.: .,e:¡;isÚu~a.~y.ce.sión {xn }netl 
p~rn · Cculá n E N. 11 ;Ú:,.,,_ x;, = :1; }, 

· ·~ ·· - ·/-.n-.co, 

~-:: .. ,- '·' y . . 
S = { :r: E X: exist~n~ma subs'ucesión {nk}keN de {n}nel'I y puntos 

x "• E .-l,;., para cada k E N, tales que lim x n• · ~- x } . 
k-?CO. · 

Entonces; lím inf .-l,. = L y lím sup .-1,. = S. 

Dernostración. Veamos que lím inf .-!.,. = L. Sea x E lím inf An. Por la 
compacidad de A.,., para cada n E N, podemos tomar un punto ·x,. E A,. tal 
que d(x,x,.) = D({x},-4,.). Sea i: >O. Como x E lím infAn, existe NEN 
tal que B.(x) n A,. # 0 para tocia n ;::: 1V. Tomemos n ;::: iV y a E B.(x) n An. 
Entonces d(x, Xn) $ d(x, a) < i:, por lo que lím Xn = x y, de aquí, x E L. 

n-+oo 

Supongamos ahora que X E L. Entonces existe {xn}neN e X tal que 
lím Xn = x y x,. E An para tocia n EN. Dacio t: >O, existe N E.N· tal que si 

':i.-+~ N, entonces d(x,., x) < i:. Luego B.(x) n An # 0 para cada n ~ N, pues 
x,. pertenece a dicha intersección. Por lo tanto, x E lím inf A,.. 

Ahora veamos que lím sup A,.= S. Sea x E lím sup :An. Entonces, para 
i: = 1 existe un conjunto infinito J 1 e N, tal que B 1 (x) n A,. # 0 para tocia 
n E J¡. Tomando n 1 E .11 existe x,. 1 E B 1 (x) n A,. 1 ; Para t: = ~ existe un 
conjunto infinito J 2 e N, tal que B.!.(x) n .-l,. # 0 para toda n E .12. Como 
·h es infinito, podemos tomar n2 E Y2 tal que n2 > n 1 y, además, un punto 
xn, E B!;(x) n A,.,. Con este proceso construimos una subsucesión {nkheN 
ele {n},.~N y puntos Xn• E .-l,.., para cada k E N tales que d(xn.,,x) < fe· 
Como lím t =O, concluimos que lím Xn• = x y, por lo tanto, x E S. 

k-t-oo k_,.oo 

Ahora, si x E S, entonces existen una subsucesión {nkher1 de {n}nel'I y 
puntos :r:,.. E A,.,, para toda k E N, tales que lítn x,.. = x. Dada i: > O, existe 

k-+co 
J-( EN tal que si k ~ K, entonces d(x,..,x) < i:. Así que B.(x) nA,.., =I= 0 
para un número infinito de números k. Por lo tanto, x E lím sup An• C 
lím sup .4,., de acuerdo con el inciso iv) del Teorema 1.19 • 
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A continuc-tción ~~~stra1~¿,s'.·~naapÍica~ión. del i:es~.l.ta¿~(). !i~terlor.: 
Teorema .. l..2.:l:: S~cL: ¡.;\\:14·'Y'. ú.~d. ¡ú:rtcÚ5n 'conti~~ma ys-~pra~eétiva:. En-· 
tonces pa.rn Ú:Ú[a. i/E: y•~'y céida sÚces·iJ;i• fonh•eNQUe converge a. y, resulta 

,·' -:. . .: ' , ' ·:~·-,' .. . - -{.. - - . ::.. ·. '. :, ' , . : , -, -". ,_ ~ :~<-. -'/ .... ,' . '.. 
que: 

.lÍmsÚp ¡-1(y11)Cf-1(y) .. 

Demostración. Sea x· E lím snp ¡- 1.(y,.). Ento1{ces, por .el Teorema 1.20, 
existen nna subsucesión {nkheN de {n}11eN y puntos x,.k e·¡-1(ynk), para 
cada k E N, tales que lím Xn• =-:c. Luego .lím y,.k = lím f(x,.k) = f(x) y, 

k~oo k-+oo k-+oo 

como lím Yn. =y, sucede que f(x) =y: Así que x E ¡- 1cyr • 
k-oo 

A continuación mostramos la manera ele hablar ele convergencia de una 
sucesión en 2x, en términos del límite inferior y el límite superior. 

Definición 1.22. Sea {A,.}neN una sucesión en 2x. Dirernos q~e la sucesión 
converge en conjuntos a un elernento A E 2x, y escribiremos-lfmA~ =A, 
si 

lím inf --1 11 = lím sup .411 = A. 

En el siguiente resultado vemos que la convergencia de una .51.l'<::esióu en. 
2·', con respecto a la métrica de Hausdorff, es equivalé11te a fa. corive~gencia 
en conjuntos de dicha sucesión. 

Teorema 1.23. Sea {A,.},.eN una s·ucesión de elernentos en 2x,. ·Entonces . 
la sucesión converge si y sólo si converge en conjuntos. 

Demostración. Supongamos que A.11 -+ .4 para algün elemento A E 2x~ De 
acuerdo con el Teorema 1.19, inciso ·i}, basta probar que lím sup An C A e 
lim inf A,.. Para ver esto, sea a E lín1 sup A,,. Entonces, por el Teorema 
1.20, existen una subsucesión {nk}ke~J ele {n}neN y puntos ªn• E An•' para 
cada k E N, tales que lím ª"• = a. Con10 An• -+ A, del Corolario 1.16 

k~oo 

tenemos que a E .4. Esto prueba que lím sup .4,. e A . 

. ..\hora to1nemos a E A y veamos que a E lím inf .4,.. Sea e > O. Como 
.4,. -+ A, existe ;V E N tal que si n 2: N entonces H(.4 11 , A) < e. Luego, 
para cada n 2: N, se tiene que a E A e 1V(e, .411 ). De aquí que, para cada 
n 2::: ;\', existe a,. E .4,. tal que d(a, an) < e. Entonces Bc(a) n An =¡6 0 para 
tocia n 2::: N, por lo que a E lím inf An. Esto prueba que A e lím inf -4 11 y, 
por consiguiente, lím.4,. = .4. 
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Ahora supongamos que límAn = A. De act;erdo cou el ·Teor~riia i.19, 
incisos -ii) y iii}, lím sup An es un subconjunto cerrado y ilo' ,:acío;,de .Y. 
Luego, A E 2-'. Sea e > O. Debemos probar que existc'1V'e'.1~.tal ·que 
H( .. 4n, .4) <·e para toda n ~ 1V. ~...\.firn1amoS que: -..,'.:-·"' . ·-·!_-. · 

l. Existe N¡ E N tal que An e N(e, A) para tóda n?:. iVi~ 

2. Existe N2 EN tal que A e N(e, An) para toci'éi. 7i ?:}lV2:'·' 

Para probar 1, supongan1os, por el contrario, que para toda i\l E N existe 
n ?:. 1VI tal que An et. iV(e, A). Entonces, si Jf¡ = 1 existe n 1 ?:. i\l¡ tal que 
An, et. N(€, A). Si 1\!2 = n¡ + 1 existe n2 ?:. 1\I2 tal que A 110 et. N(e, A). 
Si 1\I3 = n 2 + 1 existe n3 ?:. J\l:i tal que An, et. 1V(e, A). Continuando este 
proceso, construimos una sucesión creciente {nk}keN de números naturales 
y puntos xk E A 11 • - N(e, A) para cada k E N. Como X es compacto, la 
sucesión {xkheN tiene una subsucesión {xk,.}meN que converge a un punto 
x E _,y. Entonces, por el Teorema 1.20 y el inciso iv) del Teorema 1.19, 
x E lím sup A,.. e lím sup A,. = A. Esto prueba que x E A. 

Ahora bien, para cada m E N se tiene que Xkm E .Y - 1V(e, A) y, como 
.X - 1V(e, A) es cerrado en )(, sucede que x E _,y - N(e, A). Por lo tanto 
x ~ A. Esto es una contradicción que proviene de haber supuesto que 1 es 
falso. Por consiguiente, 1 se cumple. 

Para probar 2, sea U = { Br,(a): a E A}. Como A C Uae.-1 Br,(a), la 
familia U es una cubierta abierta de A. De la compacidad de A -existen 
puntos a.¡, a2, ... 'Uk E A tales que A e u~=l B~ (a;). De esto, se sigue que 
A e N(~. { a 1 , a 2 , ••• , ak} ). Ahora bien, para cada i E { 1, 2, ... , k} se tiene 
que a; E lín1 inf A,. pues lím inf An = A. Entonces existe i1'Í; E N tal que 
Br,-(a;) nAn =f 0 para toda n?:. M;. 

Sea N 2 = nuix{ J\'Í1, i\h, ... , Ah}. Tomemos n?:. 1V2 y sea a E A. Como 
A e N(~,{a¡,a2 , ••• ,ak}), existe ·i E {1,2, ... ,k} tal que a E Bda;). 
Además, podemos tomar un punto x E B r, (a;) n An, pues n ?:. 1\l; . . Entonces, 
por la desigualdad del triángulo, d(a, x) $: d(a, a;)+ d(a;,x) · < e, de donde 
a E N(€, A,.). Por tanto A C 1V(E, An) y, así, 2-se curnple: 

Ahora bien, si 1V = máx{1V¡, 'N2 }, entonces, por 1 y 2, resulta que An e 
N(e, A) y A e iV(e, .-ln) para cada. n ?:. iV. Entonces, por el Teorema Lll, 
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tenemos que H(A 11 ; A) < € .. Esto prueba que An -+ A. • ·- - . 

El· r~sul~ac\Ó.anteri6~ s~ utilizará con frecuencia a: lo largo ele este trabajo, 
prescindiendo inch.Í:so de .la respectiva referencia. A continuación mostramos 

.. una aplicación del rilisnio: . 

Teorema 1.24. Sean A, B E2x y {A,.}ner>h {Bn}neN sucesiones en 2''" tales 
que An-+ A y Bn-+ B. Si ~-l,.nBn =¡6 0 para casi todan, entonces AnB =¡6 0. 

Demostración. Sea N E N tal que si rí ? N entonces A,. n Bn =¡6 0. Para 
cada n ? 1V tomemos un pllnto a;,· E .An: n Bn. De la compacidad ele )\, 
existe una subsucesión {a,.k heN ele {a~}nÍiiN que converge a un punto a E .Y. 
Entonces, pot· el Teorema 1.20, a E lím·süp An n lím sup En = A n B. Por 
lo tanto, A n B =¡6 0. . ' ; . • 

,. ,. . .... ,_ ·,,. -

A continuación mostraremo~ q~e toclas~c~sión decreciente en 2x es con­
vergente y, además, es bastante.sencillo calculare! límite de dicha sucesión. 

- ,_ . ' , ' .. . . -.. ·.·-- ': 

Teorema 1.25. Supongamos que {A11},.eN es ~;ia sucesión decreciente en 
2x. Entonces An -+ nneN An. 

Demostración. Hagamos A nnel'I An. l\iiostraremos que lim sup A,. e 
A e lim inf A,.. Tomemos entonces un elemento x E lim sup An y un número 
natural m. Mostraremos que x E Cl(.·lm)· Para esto sea E > O. Entonces 
B. (x) n A,. =¡6 0 para una infinidad ele números n. Por tanto, existe n ? ·m 
tal que B.(x) n A,. =¡6 0. Como .411 e Am, resulta que B.(x) n Arn =¡6 0. Luego 
:z: E Cl(A,,.) = Am. Como esto es cierto para cada natural m, tenemos que 
:r: E A . . -\hora supongamos que x E A. Dacia E > O, es claro que x E B.(x)nA,. 
para cada n E N. Por tanto x E lim inf A.,.. Esto termina la demostración. • 

En el siguiente teorema vemos cómo, a partir de un abierto en .)(, es 
posible construir abiertos en 2x. 

Teorema 1.26. Sea U e ~Y y consideremos los conjuntos: 

?i = {A E 2x: A e u} y 

Si U es ce1Tado {respectivamente, abierto) en<':-, ~1~ton~es 11, y JC son 
cerrados (respectivamente, ab·iertos) en 2x. 
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Demostración. Supongamos que U es cerrado en X y c~'nside~em~s la suce­
sión constante {Bn}neN donde Bn = U, para caclaá E N.· Sea A E Cl2x (11.). 
Entonces, existe una sucesión {An}neN él17i, tal qu.e An' :.....¡.A. Notemos que 
An--¡. A, Bn -7 U v·An e B,. para toda n E .Ñ, pues.An :E.7-i. Luégo, por el 
Teorema 1.15, se ¿ene que A e U. De aquí que A E 1i y, por lo tanto, 1i es 
cerrado en 2x. 

Ahora sea A E Cl2 x (IC). Entonces, existe una sucesión {A,.}neN en IC tal 
que An --¡. A. Notemos que An --¡. A, Bn --¡. U y .4,. n Bn # 0 para toda 
n E N, pues An E /C. Luego, por el Teorema 1.24, se tiene que A n U :¡!: 0. 
De aquí que A E IC y, por lo tanto, IC es cerrado en 2x. 

Ahora, supongamos que U es abierto en .)(. Entonces, _,y - U es cerrado 
en)( y: 

2x - 1i = {A E 2x: A~ U} = {A E 2x: A n (X - U) # 0 }. 

Por lo que acabamos ele probar, 2x _;_ 1i ~s cerr~clo y, por tanto", il. es abierto 
en 2x ~ De manera similar concluimos que: ··· · ". 

2x - IC = {A E 2x: AQfJJ;0J?~;{~}~ ·~~-::~~-¿~~_;_U} 
• ~·e::::,::~' :::::·u:a :~,i~~~~~:!tf i~0:;iad~c 

Teorema 1.27. Sean u u·n' a6ieao e·n C\; ~A E 2~' t~les que A e u. En­
tonces existe € > O tal que N(i;;1.A).c lJ .. 

Demostración. Sea 1i el co~junto definido e1i el Teo~~ína i.26. Entonces 
1i es abierto en 2x y A E 11., así que existe e.> O tal que B;~x- (A) e 11.. Sea 
a E N(e, A). Por el Teorema 1.12, AU {a} E B'¡.x- (A). Entonces AU {a} E 11., 
así que A U {a} e U. En particular a E U. " • 

Terminamos la presente subsección con el siguiente resultado. 
;., _~_:_ __ . -, 

Teorema 1.28. Supongamos que .4 1 , A 2 , ••• , A,. son eleménios de 2x, ajenos 
dos a dos. Entonces, para cada € > O, existe ó >. O tal que ó < € y los 
conj-untos N(ó, A1), N(ó, .42), ... , N(ó, Á 71 ). son ajenos dos a dos. 
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Demostración. Sea € . > O. Poi: la· rionnaiiclad de" X, existen· abiei:t6s U1, 
U'}., ... , Un en )(, ajenos, dos a dos, y tales_. que ·A¡ :·.e . U; ··pai:a cada i E 
{1, 2, ... , n}. Además, dacia i E {1;2, ... ; n}, existe c5; >O tal que N(ó¡, .4;) e 
U¡, de acuei:do con el teorema antério-i:; Sea'ó = · mín {c51 ; c52 , •• ,, Ón, ~}. En­
tonces los conjuntos N(ó,A 1 ),N(ó,.42 );; •• ,N(c5,A,;) son·ajenos dos a dos . 

. . · ..... _.- ... ' - . 
1.6.3 La Topología deVietoris 

En esta subsección veremos cómo, a p~-~tircle .la ~~pología ~l~ X, podemos 
clcfinii: una topología rv en 2x. iVIosti:ai:emcis, 'adernás que rv coincide con 
la topología Tff en 2x, inducida por la méfrfca dé ·Hausdoi:ff. Para esto, si 
U y U 1 , U2, ... , Un son subconjuntos ele ~Y, definimos In.= {1, 2, ... , n} y 
consiclei:amos los conjuntos: 

r(U) = {.4 E 2x: A CU}, A(U) ={A E 2x: An U:;&: 0} 

y 

(U¡, U2, ... , Un)= {A E 2x: A eº U¡ y A nU¡:;&: 0 pai:acada i E In}· 
·'·-·.,. :\· .. , 

Entonces, de acuei:do a las respectiv~s- é:Íefinlci.ones:de\dichos conjuntos, 
tenemos el siguiente resultado. . ·· ~ .- '- ~. :.. -_ - -,.; \ _ :··.-· - . . 

~~~:::: :~~~: ::;:;::;';~~ !"~~' ~·~~¡~f ~¡f t~~J!iill:',; "~ ~ub-
.• ',-C .;_\' ·, • • ·, :. :~ :. 

i) r(U) = (U) 1 +>•·· ' ' 
: ~-;-~ -.: :· ';f:" '·<'..: 

ii) A(U) = (X, U); -/ •. 

i-i-iJ (U¡, u2, .. ,, un> =rcvv) ri cn?~/,\(u;)}', -
i-u) (U¡, U2, ... ,U.;)n,(V1;i~>: .. -,v.;.)== ._ - . .·. 

(Z nU1, Z r5U2,:i.',ZhUn, Wr¡ V¡, W n \12, ... ,W n V'm)· 

Demostrél.ción. i))P,¿cle~ni~icSn, se tiene que (U) ={A E 2x : A e U}= 
r(U). 
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ii). 

iii). 
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(X, U)= {A E 2X: Ac X u u, A n X:/= 0 y. A n u:/= 0} 
= {AE 2x : .-ln U=/= 0} 
= A(U); 

(U1, U2, .. ,, U,.) = {A E 2x: .4C ~Vi>~ AA U; :/= 0 :par~ cada.i E In} 

={A E'2x: AcvV}f'l{A E 2'.\: A n U;'# 0 páracadá i E!,.} 

= r(W)n'TQ"\~p¡):)·: . .. . . . . . 

iv). (znui.znu2, ... ,inu~.;fr~~V:,H>nv:i, ... ~vnv.n>= 
-·¡\ :· ,:;:·.;,: :<._'<,;- -~-~~:-: ~..:::·~~:·'.::;~.· ... :1_: ,:; - ·-

~{A e 2x, A e (Qc;n&,\)~,~~f~y~:"i)),.An;<f nu,¡ ,<0, 

para cada i E In. y A n (v~- n \/j)/i 0, para~ada.j Efffi}. 

Notemos que U7= 1 (Z n U¡) =: Z n U?=i U; =: Zn 1-V y Uj= 1 (W n Vj) 
vV n U.i=l (\'}) = l.V n z. Observemos también, que An U; :/= 0 para cada 
i E In y A n \,·j # 0 para cada j E Im, si y sólo si A n (Z n U;) :/= 0 para cada 
i E In y A n (T·V n V:i) # 0 para cada j E Im· De aquí que: 

(Z n U1, z n U2, ... , z n U,., vV n Vi, 1·V n Vi!, ... , w n Vm) = 

={A E 2x: A e Z n T·V, A n U;:/= 0 para cada i E In, 

A n Vj # 0 par~ c~da j E: Im} 
= {A E 2x : A C vV y A n U; :/= 0 para cada i E I,.}n 

{A E 2x : A C Z y A n Vj :/= 0 para cada j E Im} 
= (Ui; U2,: .. , Un) n (Vi, Vi, ... , v;,.). 

-· 
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C o ns l de r e~~s :h:~;a las familias 

B { (U1.,Ú2 , ••• , Ú~) : U; es abierto' en X para cada i }, 
S { r(U): .·U es abierto en X} u { A(U) :. U. és abierto en X.}. 

-- ,- •> - ' 

En (54, Teorema 4.5] se prueba que l3 es tma ba:se; pa~~ un~ topología 
T 1• en 2x, y que S es una sub base para Tv. A.Ja. topología Tv se le llama 
topOlOg{a de Vietoris~ · ·J·: '- · 

Teorema 1.30. Si Tff es la topología en 2x indu~ida p6r la métrica de Haus-
dorff H, entonces Tv =Tu. .. . 

Demostración. Sea U un abierto en X. Entonces r(U), A(U) E Tv. Además, 
por el Teorema 1.26, r(U) y A(U) E Tff. Esto prueba que tocio abierto 
sub básico de (2x, rF) es abierto en (2x, Tff ). Por tanto, todo abierto básico 
en (2x,rv) es abierto en (2x,TH) y de aquíque Tv C•H· 

Supongamos ahora que A E 2x y e> O. Mostraremos que.existe UA E Tv 
tal que .4 E UA e B¡x (A). Como la familia'{Bf (a): á E .4} es una cubierta 

:,·.: - _- ,.-_ '2 - .. _. ·:- - - . 

abierta del compacto A, existen a1, a2;· ...•• ~n E/\tale~qll:e Ac LJ:=i Bf (a;). 

~ea UA = (Bf(a1), ... ,Bf(an>):·-N~teg1(),~ . .'q~é:1~rl~~f(á/# 0 para cada 
·i E In. Por tanto, A E UA. Supongamos ahora que··B;:e·u;¡ Entonces 

. n ._ - , - -:_:·--~' _)~\·· :---~(.:<:~:~-{::~~(-~~~·~_:~~;·· __ ;_.\ 
Be LJ Bf (a;) e LJ Bf(a)~~i\T c;,:~}c/v.Je;A). 

i=l aEA -_. ·,~,. -.'·~.-,, :.:'.---.- .-.::!:; __ - .,_ . .-

Por otra parte, si x E A, entonce~ 'x:;~·i'Bi.(a;) para. alguna i E In. 

Para dicho índice i, tenemos que B. n Bf cb:S·~'0. Tomemos un punto b E 

B n B~' (a;) y notemos que cl(x, b) ~ dc°x.~;)}(d(ai, b) < ~ +~ = .i:. Por 
tanto, -x E N(e, B). Esto muestra 'que.::.4.'"c'"'ÍV(E, B) y, por consiguiente, 
.ff( .. ..\, B) < é. >·:·,, 

··~ :·~:< ~· ~;',, .,, - . . ,,4,.:~. "-" ... 
"Supongamos ahora que C E. Bz> (~) y. sea· t5. > O talque .Bg (C) e. 

3-;_· (A). Por lo que acabamos de demostar, existe Uc E Tv tal que CE Uc C 
B'f" (C). Luego: .,, '. - ·'. ·- .· ' · • 

B¡x(A) ==: 
ceÍ:q-"(~\) 
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Esto prueba que B';x (A) es abierto en (2x, rv ); Por. taúto;.r"~ e rv. • 

De acuerdo a lo anterior, podemos pensar que un abie~to básico:.én 2x es 
una bola abierta alrededor ele un punto ele 2x, con respecto-~· la métrica de 
Hausclorff, o bien un elemento de la forma (U1 ,U2 , ... ·;u~),'en ·donde cada 
conjunto U; es abierto en _y_ 

Como Fn(X) y Cn(X) son subconjuntos ele 2x, .tene~~s que, para la 
topología ele Vietoris en estos hiperespacios, los abiertós básicos son de 
la forma Fn(X) n (U1,U2, ... ,U.,.) y Cn(X) n (U1,U2, .. ,,Um), respecti­
vamente. De aquí en adelante, dichos abiertos básicos· se escribirán como 
(U1,U2 1 ••• ,Um)Fn y (U1,U2 1 ••• ,Um)cn• para simplificar un poco la_ nota-
ción. · 

1.6.4 La Función Unión 

Como sabemos, en un espacio topológico, la unión arbitraria de subcon­
juntos cerrados no necesariamente es cerrada. Enseguida veremos que, en 
un continuo .X, la unión de cerrados es cerrada si se pide que la fami­
lia formada por dichos subconjuntos sea cerrada en 2x. Recordemos que 
22 x = {A e 2x: A es cerrado y no vacío} posee la métrica H 2 inducida por 
la métrica de Hausdorff H en 2x. 

Teorema 1.31. Si A E 22 x, entonces el conjunto UAeA A es un cerrado _y 
no vacío en .Y. 

Demostración. Sea B = UAeA A. Como A =/: 0, existe A E A:" ~otemos 
que A. =/: 0 y, además, A e B. Por tanto B =/: 0. Para probar.~qué B es 
cerrado en X, sea b E Clx(B). Entonces existe una sucesión _.{bn}neN en 
B tal que lím bn = b. Para cada n E N, existe An E A. tal.que ·bn- E An-

n-oo .: .... ':.-~-·«_.'·-.; .-,,-:-· _ _: 

Como A es compacto, existe una subsucesión {Ankheiil de::{A;.}ne¡;¡_ tal que 
Ank -+ .A, para algún A E A. Tenemos entonces que A~k -:.+'A; lím bnk = b 

.. - .•.; -;_'< ':., k--+C/IO 

y b,.. E An• para cada k E N. Luego, por el Corolario_ L16,: b. E A. Por lo 
tanto b E B y, de esta manera, B E 2x. · · ·· · ·• 

Ahora que hemos demostrado este resultado, tiene'senÚdo.la siguiente 
definición. · •:. · ·· · ,, • 

Definición i:32. ·La función .unión _es la fundión a: 22x ~ 2x dada por 

·. 'a(A) = LJ .. \EA >L ·~··· 
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A lo largo de este trabajo, la letra a rÍ:?pr~sentará la función unión. 

Teorema 1.33. La función a es conti.,;_·ua,• 
~ . ~· .. •. . .. . 

Demostración. Sean A y BE 22 · y e > O. Supongamos que H 2 (A, B) < e. 
Tomemos un punto a E a(A). Entonces existe A ·E A tal que a E A. En vista 
<le que A e N(E, B), existe BE B tal que H(A, B) < E .. Luego, A C N(E, B) 
por lo que existe b E B tal que d(a, b) < e. Notemos que b E a(B), así que 
a E N(e, a(B)). Esto muestra que a(A) e N(e, a(B)).· De manera similar 
se prueba que a(B) e N(E, a(A)). Por tanto, H(a(A), a(B)) < E y, de esta 
manera, a es una función continua. • 

En el siguiente resultado vemos un caso.especial en el que la unión de un 
elemento de 22 x, es un elemento de C( ... Y). :: .• .. :.,.< .. ··: ·. 
Teorema 1.34. Si A E 22 x es conexo y .A ("l C( ... Y) i= 0,· entonces a(A) E 
C(X). 

Demostración. De acuerdo al Teorema 1.31, a(A) E 2x. Supongamos que 
a(A) no es conexo. Entonces existen H y K E 2x tales que a(A) = HU K y 
HnK = 0. Sea B E AnC(X). Como B e a(A) es conexo, podemos suponer 
que B e H. Sean 1-l. = {A E A: A e H} y K, = {A E A: A n K =;6 0 }. 
Por el Teorema 1.26 tenemos que ti y K, son cerrados en 2x. Además 1-l. =P 0 
pues B E 7-l.. Si K, = 0, entonces A e ti. Luego, a(A) e H y, por lo tanto, 
Í\.- = (¡), lo cual es una contradiccion. Así que K, =;6 0. Corno H y K son 
ajenos, resulta que 1-l. n K, = 0. Veamos que ti u K, = A. Por definición 
1-l. U K, e A. Si A E A y suponemos que A <t 1-l., entonces A st H. Luego, 
0 i= A n (a(A) - H) e A n K. Por lo tanto A n K i= 0 y A E K,. De lo 
anterior resulta que 1-l. y K, forman una disconexión de A. Como esto es una 
contradicción, tenemos que a(A) E C(X). • 

Ahora establecemos una propiedad interesante de los. elementos de un 
subcontinuo ele 2x, con respecto a las componentes ele su .unión. 

Teorema 1.35. Sean JC un subcontinuo de 2x y K E JC. · Entonces, cada 
componente de a(K,) ·intersecta a K. · 

Demostración. Supongamos que existe una componente'C.de ciCK) tal que 
Cn K = 0. l'otemos que I< y C son dos subconjuntos cerraclos:y: no vacíos ele 
a(K-). Además, como e es una componente ele a(JC), no éxistEi Ün si1bconjunto 
conexo de u(JC) que intersecte tanto a C como aI<. Luego; por el Teorema 
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1.3, existen dos elementos ajenos A y B E 2x, tales que a(JC) = AuB,·K e A 
y C e B. Hagamos /Co = {L E IC : Le A} y /C 1 = {LE IC: L n B =/= 0}. 
Por el Teorema 1.26 tenemos que /C0 y /C1 son cerrados en 2x. Notemos qüe 
I< E /C0 , por lo que /C0 =/= 0. Además, tomando un punto e E C y un elemento 
L E IC tal que e E L, resulta que c E L n B. Por tanto, C E /C1 y de aquí que 
JC 1 =/= f/J. Ahora bien, es claro que IC = /Co U JC 1 y, corno A y B son ajenos, 
tenemos que /Con/C 1 = 0. Esto muestra que JCo y /C 1 fonnan una disconexión 
del conjunto conexo /C, lo cual es una contradicción. • 

1.6.5 Arcos Ordenados 

Terminarnos esta sección, introduciendo una de las herramientas más im­
portantes de la Teoría de Hiperespacios. Nos referirnos a la noción de arco 
ordenado, que definirnos a continuación: 

' - . ".::-

Definición 1.36. Sean A y B E 2x tales que A e B. Diremos qu~ un :rico 
ordenado de A a Ben 2x, es una función continua a.: [0,1] -r 2x.-t~l que 
a(O) =A, a(l) = B, y si O~ t¡ < t2 ~ 1, entonces a(t1) ~ a(i~)'>:'' '¡' . 

' . . '. -"'-- .. '~ ... - .-·': . 
Cambiando 2x por Cn(X) en la definición anterior; obterie'rd~s-li ri~ción 

de arco ordenado en de A a Ben Cn(X). Notemos que ü~ ar~co'.\jrdenácloClé 
A a Ben 2x o Cn(X) es, en particular, .un arco de A a.-·Bel1{~x,p.~r{C,.;(X}, · 
según sea el caso. · • - · · · · ·,, > -;_~·:·.,·,:;2-'. .",. >· 

;., ¡~, - .: t. ' 

Con respecto a la existencia de arcos ordenados én 2·Y, ~ri ¡53'.;?reó'rerna 
1.8] se demuestra el siguiente resultado. · ·: ··.·-·· ,•: 

Teorema 1.37. Si A, B E 2x, entonces e:i;iste un arco· ord.~nad~ ·d_e A': a B 
en 2x si y sólo si A =!= B, A e B y A intersecta a cada comp~nente de B. 

Como consecuencia del resultado anterior, si A y B E C(X); A =!= .B y 
A C B, entonces existe un arco ordenado de A a B en ·C(X). En otras 
palabras, en los hiperespacios 2x y C,.(.Y) siempre podemos hablar de arcos 
ordenados. Utilizamos este resultado en el siguiente teorema, ·para ver que 
todo continuo posee subcontinuos propios y no degenerados arbitrariamente 
pequeños. 

Teorema 1.38. Sean X un continuo, x E X y € > O. _Entonces existe un 
subcontimto no degenerado S de X tal que x_ ES e B.(x). 
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Demostración. Sea a: (O, l] ,--+ C(X) un arco ordemi.do.de {x} a X en 
'C(X). Como a és continua en cero; existe.6 > O t-al qiié si t.;< ci, entonces 
H(a(t), n(O)) < €. Tomando t- ~ ~. tenen10s cg1e S J=.a(tfe:BfC-~l({x}). 
Por tanto, S es un subcontinuo no degenerado dé•X·_-tal•qi:u(x. ES y S e 
N(€,{x}) = B{(x). ,.-: _:,, ,.· • 

El siguiente resultado es una observación bast~~te .se'ri~ma c:leJa :noción 
ele arco ordenado~ La enunciamos aquí porque :será-:utiÜzaclél):-~Il'-frecuenciá 
en los capítulos que vienen. ' :·:.: ·· ·::.,, ·' ' 

Teorema 1.39. Supongamos que J: X --+ J (X) _es uria"furi~ión' '1/'que A. 
y B E 2x son tales que existe un arco ordenado á, d~ A' 'a:·B én ·2x. Si 
J(A) = f(B), entonces j(D) = f(A) para todo D E a. , · ·· 

Demostración. Si D E n, entonces A e D e B. Luego, f(A) _e f(D) e 
J(B) = f(A), por lo que f(D) = J(A). • 

De acuerdo con el Teorema 1.37, si I( y A son.elementos de 2x tales que 
I< e A y cada componente de A intersecta a I<:, entonces existe un arco 
ordenado de I< a A en 2x. En general es posible- encontrar un subconjunto 
cerrado A/ de A para el cual existe un arco ordenado de I( a l'vl, según se 
muestra en el siguiente teorema. 

Teorema 1.40. Supongamos que J( y A E 2x y que K e A. Considerernos 
el conjunto: 

1\.f = LJ{C e X: C es una componente de A tal que C n K #- 0}. 

Entonces Al E 2x, J( e 1\.f e A y cada componente de J'vl intersecta a J(. 

Demostración. Para ver que J( e 1Vl, tomemos un elemento x E J(. En­
tonces, X E .4, por lo que existe una componente de e de A tal que X E c. 
Naturalmente, X E CnI< por lo que e e 1\1. Luego X E Al y, de esta nrnnera, 
I< e 1\1. Esto prueba, además, que 1\1 #- 0 pues K es no vacío. Ahora bien, 
como cada uniendo que forn1a al conjunto Al está contenido en A, resulta 
que Al también está contenido en A. 

Probaremos ahora que 1\J es cerrado en ,Y. Para esto, tomemos un punto 
x E Cl(i\1). Entonces, existe una sucesión {xn}neN en ivl tal que lim Xn = x. 

. _ n-+oo 
Dada n E N, supongamos que Cn es la componente de A tal que Xn E Cn y 
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c,.nK=/= 0.·Por.l~ compacidad de C(X), existen unasJíJ5~~e¡ió1il'{án·Z}mel'I 
de {Cn}nEN tal que Cn,. -:-+Ca para algún subcontinl1o Ca{<l~'ceX;i¡:>o(los. 
teoremas 1.15 y 1.24, tenEJffiOS que X E Ca e A y Có nI('.:~,' 0; ,Sea e 
la componente de A que contiene a Ca. Entonces C ni<.~. 0, ''por· lo que 

. X E c e ivl. Esto prueba que i\I es cerrado en X. . 

Supongamos ahora, que D es una componente de Al. Entonces D C A 
por lo que existe una componente C1 ele A tal que D C C 1. Ahora bien si 
x E D, entonces x E i\l, por lo que existe una componente C 2 ele A tal que 
X E C2 y C2 n K =!= f/J. Notemos que C2 e i\l. Como X E C1 n C2 y tanto C1 
como C 2 son componentes de .-l, resulta que C 1 = C 2 , así que C1 n J( =!= 0 y 
C 1 e i\I. Por tanto, C 1 = D, ya que D es una componente de lvl. Entonces 
D n K =¡6 0. Esto termina la demostración. • 

Notemos que, si en el teorema anterior, suponemos que K y A E Cn( .... Y), 
entonces la conclusión es obvia. Supongamos ahora, que tenemos dos suce­
siones {An}neN y {En}neN en 2X tales que An -:-+ A y En -+ B. Si existe un 
arco ordenado de An a Bn en 2x, para cada n E N, es natural preguntarse si 
también existe un arco ordenado de A a E en 2x. Como consecuencia del si­
guiente resultado, la respuesta al problema anterior es afirmativa si pedimos 
que la sucesión {En}neN sea decreciente. 

Teorema 1.41. Supongamos que {An}neN y {Bn}neN son dos sucesiones en 
2-' tales que An -+ A y Bn -+ B. Supongamos, además, que {Bn}neN es 
decreciente y que para cada natural n, toda componente de Bn intersecta a 
A,,. Entonces cada componente de B intersecta a A. 

Demostración. Tomemos una componente C de B. De acuerdo al Teorema 
1.25, E = nneN Bn. Entonces, dada n E N, sucede que C C Bn por lo que 
existe una componente Cn de En tal que Ce Cn. Por hipótesis, CnnAn =¡6 0. 
Ahora bien, como C(X) es compacto, existe una subsucesión { Cn,. }meN de 
{Cn}neN tal que Cn,. -+ Ca, para algún subcontinuo Ca de .... Y. Tenemos 
entonces que Cn'" -:-+ Ca, An.. -:-+ A, C e Cn,. y Cn,. n An.. =F 0 para 
cada rn E N. Entonces, por los teoremas 1.15 y 1.24, sucede que C e Ca y 
Can A =F 0. Ahora bien, como C,,,. e En,. y Bn,. -:-+ B, sucede que Co e B 
aplicando de nuevo el Teorema 1.15. Como C es una componente de B, 
resulta que C = Co. Luego C n A =¡6 0. • 

Terminamos la presente sección con el siguiente resultado: 



l. 7. EL HIPERESP.4.610 F~(X) 25 

Teorema 1.42. Supongamos que k EN y que A es un subcontinuo no ·dege­
nerado de .)\:. Entonces, existen k subcontinuos no degenerados y ajenos dos 
a dos A 1 , .42 , ••• , Ak de A. ivlás aún, s·i B E 2x es tal que B n A c:¡6 A, enton­
ces podemos escoger los conj?Lntos A1, .42, ... , Ak de manera que A; n B = 0, 
para cada i = 1, 2, ... , k. 

Demostración. Como A es conexo y no degenerado, y AnB c:¡6 A, podemos 
tomar k puntos distintos ci 1 , a 2 , •.• , ak en A - B . • -\.firmamos que 

1) existe E> O tal que 1V(.:, {a1 ,a2 , •• . ,ak) n B = f/J y, para cada i,j E 
{l, 2, ... , n} con i .,.¡,. j, sucede que B,(a;) n B,(ai) = í/J. · · 

Para ver esto notemos que .Y - B es subconjunto abierto de )( tal 
que {ai,a2, ... ,ak} ex: - B. Por el Teorema 1.27, existe Eo >O tal que 
2V(Eo, {a1 , a 2 , ••• , ak}) e )( - B. Además, como los puntos a¡, a 2 , ••• , ak 
son distintos, existe .:1 > O tal que B,, (a¡) n B,, (ai) = r/J para cada i,j E 
{l, 2, ... , n} con i .¡: j. Es claro que€= mín{Eo, i::i} satisface 1). 

Dada ·i E {l, 2, ... , n} tomemos un arco ordenado a;: (O, l] -+ C(X) de 
{a;} a A. Por el Teorema 1.26, U; = { K E C(X): K e B.(a;)} es un 
subconjunto abierto en C(X). Además {a;} E U;, por lo que existe Ó; >O tal 
que Bó, ( {a;}) e U;. Por la continuidad de a; existe /i > O tal que si t < -y;, 
entonces H(a;(t), {a;}) < c5;. Hagamos t; = '.:{f- y A;= a;(t;). Entonces los 
conjuntos .41 , A 2 , ••• , Ak cumplen lo que se pide. • 

1.7 El Hiperespacio Fn(.X) 

Como Fn (.\.") e 2x, la restricción ele la métrica de Hausdorff en 2x a F,, (_,\'.') 
hace de éste un espacio métrico. Observemos que la función f: )( -+ F 1 (.Y) 
definida para cada x E x: como f(x) = {x} es un homeomorfismo. Por 
tanto, F 1 (X) es una copia de X contenida en F,. (X). En en esta sección 
mostrarenws que Fn (.Y) es un continuo. Para esto, requerimos de una serie 
de resultados iniciales. 

Teorema 1.43. Supongamos que (,Y1, d1), (,.\"2, d2), ... , ( ... Yn, dn) son' espa­
cios métrico.s. Consideremos la función p: CTI?=i X;) x (TI~ 1 X¡) -+ (O,=) 
definida para x = (x;) y y = (y;) en TI~ 1 X; como · · · 

p(x, y) = máx{ d;(x;, y;): i = 1, 2, ... , n }. 

Entonces, p es una métrica en n;::1 ,\'.';. 



-,. : . ·.;·- ' 

26 ·c.4.PÍ'.j.ULO 1.·~ 1~0CIONES FUNDAMENTALES 
- ---. _:> - ;~: .. _\-: .· . ·>- ';- - ·, . - - -

Demostración. Tomemos dos elementos x ·,:;, (x;) y y = (y;) en TI7=1 X;. 
Como d;(x;, y;) 2::· O para cada i = 1, 2, ... , n, entonces p(x, y) ;::: O. Además 
p(x, y) =O si y sólo si d;(x;, y;) =O· para cada i = 1, 2, ... , n. Esto sucede si 
y sólo si ·x; = y; para cada i = 1, 2, ... , n. Por lo tanto p(x, y) = O si y sólo 
si x =y. Como d;(x;, y;) = d;(y;, x;) para cada i = 1, 2, ... , n, tenemos que 
p(x, y) = p(y, x). Sea z = (zi) E TI7=1 X;. Entonces: 

p(x;y) = máx{ d;(x;, y;): i = 1, 2, ... , n} 
$ máx{ d;(x;, z;) + cl;(z;, y;): i = 1, 2, ... , n} 
::; máx{ d;(x;, z;): i = l; 2,. ~., n} + máx{ d;(z;, y;): i = 1, 2, ... , n} 
= p(x, z) + p(z, y). 

Esto prueba que p es una métrica en IT7=1 )(;. • 
A·la métrica p definida como en el teorema anterior, se le conoce como la 

métrica producto. En el siguiente resultado vemos cómo el hiperespacio 
. Fn(X) se relaciona con el espacio xn con la métrica producto. 

Teorema 1.44. Consideremos la función f: xn -+ ;,p~ (X)· definid.a para 
(x1,x2, ... ,xn) E xn, como f(x1,x2,. .. ,xn) = {xiix2i~'.··':',:i~}:·E~tonces 

~:~::t:::;ó:.s:r;y:c::~~Y), entonces ·.z ·~.{ii,:z~_,}{f .. {~:}~~f~~·~]'~'.~: Si. 
· k = n tenemos que f(z1, z2, ... , zk) = Z. Si,k < n;'líadeffdó'zk:i=i:".7.zk+2 = . 

~~~;:y:~t~a~1 obtenemos que f (zi. z2, ... ,·z~)' :;,:;~.:~~~f:tMp~~~~-~.·.~~e I é~ 

Para ver que f es continua, sean z = (z1;2;~,t:·:·:;·i~);1:.~:lfi~~~FY.~·~·;- O. 
Buscamos ó > O tal que si p(x, z) < ó entonces H(j(x)/f{zff;<}:'.:Hacemos 
Ó = €, si X = (X¡, X2,. •• , Xn) E Xn es ta[ que p(x;'..z)'ft<!;i;Jresulta ,que 
d(x;, z;) < € para toda i ;== 1, 2, ... n. Como :¡;; Ef(x).~y'z;'{é(~J,(;;); '.t'enemos 
que f(x) e N(€, f(z)) y f(z) e N(€, f(x)), así que;H(f(x)}f(z))t.<· i y fes 
continua. :·;,,;, :'.}: · ···· .. : ·. · • • 

', . . _. . .i , .. ' ,' ~" ?-~~,·.:::~~~:~ff~<.,~',~~:;<>:(~('' 
Corolario.1.4.5 . . El hiperespacio Fn(X) esuncimtinu'i;i';;1!.'::;:(- ' 

Demostra~ión. Óomo J~ es continuo, ent~~;~s·.ii·~;t~~~ié~'1~:~s,~ Por tanto, 
ele acuerdo .COIÍ el: teorema anterior,. Fn(Xf es ,•la\imagén ''co'ntinua ele un 
continuo: Luego, Fn(X) es un continuo: ··· · . , .· ·· ···"· ·•• :~::: ;< ·•· .. · • 



l. 7. EL HIPERESPACIO FN(X) 27 

Recordemos que el hiperespacio 2x siempre es conexo por trayectorias. 
En el siguiente teorema, vemos que esta propiedad no se preserva en el hi­
perespacio F,. (X). Para probar dicho resultado, utilizaremos una serie de 
propiedades sobre conexidad local. Recordemos primero que un espacio to­
pológico Y es localmente conexo si para cada punto p E Y y cada subcon~ 
junto abierto U en Y tal que p E U, existe un subconjunto abierto y conexo 
F en Y tal que p E V e U. 

Teorema 1.46. Toda. i1nagen continua de un continuo localmeiite conexo, es 
un cont·in'llo localmente conexo. 

Teorema 1.47: Si A es cerrado en F 71 (..-Y) y localmente conexo; entónces 
LJ A es localmente conexo. 

Teorema !AS: Los ~ontinuos localmente conexos son conexos pÓ~· trn.yectoc 
rías . 

. -\manera de referencia, una prueba del Teorema 1.46 se ericuentra_en (54; 
Corolario 8.17]. El Teorema 1.47 aparece en (25, Lema 2.2], mientras_ que el 
Teorema 1.48, se encuentra demostrado en (55, Teorema 31.2]. 

Teorema 1.49. El hiperespacio F,.(.Y) es conexo por trayectorias si y sólo 
si .Y es conexo por trayectorias. 

Den1ostración. S11pongan1os que F,. (X') es conexo por trayectorias. Sean 
a .. b E X. Como {a} y { b} E F,. (X) y éste es conexo por trayectorias, existe 
nnu función continua a: (O, 1] -+ F,.(X) tal que a(O) = {a} y a( 1) = { b }. Por 
el Teorema 1.46, .1vt = a([O, 1]) es un continuo localmente conexo. Entonces, 
pot· el Teorema 1.4 7, AJ = U .1\1 es localmente conexo. :\Iás aún, como .1\/t es 
un continuo y {a} E .1\.1 n C(X), por el Teorema 1.34, AJ es un subcontinuo 
ele .Y. Por tanto, por el Teorema 1.48, i\J es conexo por trayectorias. Como 
a y b E ,\l existe una función continua /3: [O, 1] -+ 1\l tal que /3(0) = a y 
.B( 1) = b. En vista ele que 1\f e .Y, /3 es una trayectoria ele a a b en )(. Esto 
muestra qne .Y es conexo por trayectorias. 

Ahora supongamos que .X es conexo por trayectorias. Entonces .)( 11 es 
conexo por trayectorias y, por el Teorema 1.44, F.,(X) es la imagen con­
tinua ele un espacio conexo por trayectorias. Luego, F,. (.Y) es conexo por 
trayectorias.· • 



.· ·. -,·--

28 

·,•. "" ·.:: .. ·., '.·.·:·· 
·· .. -.... -:, :··.··.~'.:1·· . :· ... ::.\ __ '..::·;: .... ·:·:,_,_:- .. >'"·::\~::' .·· ... 

cAPÍTuLc51 ::c.·i~d¿;roN"Es:FuNb.4.ivIENT..4.LE:s 
- .,_ ._,_; : •:.:·::-. :{.' ·.:.- ~ -· : ·_, .. ; :_~--~- ·_ . ' ':-' -·, : ' . ·. ;. ' - ' 

A continuación• mostrarem.os C!úe"i·~I1 la:toJ)()l~~ía;~~ ,~~et.~r¡~,l~~. abiertos·.· 
básicos de conexos,•.soii cci'nexos;en'f',¡(X):> Estei;res'tdtado•'aparece en (50, 
Lema l]. !'., ::• ,; .. ••: i·.•·· ·· ·'. <'.~' • <'¡~/(:>· 

~=~~~;:u! ·!iº;:;8J:R~~:OB~:l\r:1,%~,~~·.;,.c ~~~ .·:~h~~~~~~§t~f~.~i:¿~;'~;;; . 
de Fn(X). . . . . 

Demostración. Hagamos C = (C1, C2, ... , Cm} Fn. Notemos que si I< E.C, 
entonces K E Fn(X) y satisface las condiciones I< e LJ~~ 1 C; y K inter­
secta a cada c.. Fijemos un elemento .-!. E C y sea B E C. Entonces 
A = {x1, x2, ... , Xr} y B = {y¡, Y2, ... , Ys} para algunos r, s :::; n. Dada 
i E { 1, 2, ... , m.} se tiene que A n C; # 0 y B n C; # 0. Por tanto, existen 
ji E { 1, 2, ... , r} y k; E { 1, 2, ... , s} tales que x;., Yk; E c •. Consideremos 
D = { Xji, x;o, ... , x;m} y E= { Yk,, Yk2 , ••• , Ykm }. Notemos que D tiene a lo 
más rn elementos, así que DE Fn(..-\'.'). Además D e A. De manera similar, 
tenemos que E E Fn(X) y E e B. 

Afirmamos que 

1) existe un subconjunto conexo JC de C que contiene á A y D.' 

Si D = A, entonces {A} satisface 1). Supongamos, por tanto, ·que D <;;A. 
Sean x 1, E A - D y u E { 1, 2, ... , m} tales que x 11 E. Cu.;. Definimos una 

. función 
f: {x;1}x {xh} X··· X {xim} x C.;~ F,.(X) 
' • - - ' < _··· 

pará cada e E Cu, como 

J(xj,, Xj,,. '., x;'"; e) = { xJ,, x;~; . .'.,x;;;., ~ f 
•.Notemos cÍuéla ill1~ge0. de,f es:tá con~enicla~nf:· tvIAf.a,ún; J escoritinua. 

Para ver ést(); tomémos'ull punto-¿ E C~'y séa € >"oJ Si'b' E e,;' es tal que:. 
- e;- o.t:· ;·-'",'(~ ,·~~;J"•>"'Í> (''. .. ,, '• ¡·. • • -, .",'~;·...; •'' J • 

)·Jcc~):; ~~~; p: ,:x;:.r.'~):c:i:;;,·;;;j~/>:.·;;;.~ :b)) .:<···~ 
entonces; porJadefi,nición.'depen .eLTeoremaL43,te~emos que d(c, b) <e, 

· por lo que:. ::_. · · .e 
·, .. - • '. ., • .. ó.. •. . 

H ((xj.,Xj2 , •• ., Xj'", e), (x;., X]2, ••• , Xj'", b)) < e. 
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Esto .muéstra.:qu~.ii:~ fl1nc:iÓn j;~s'coñiirúia_ .. Por tanto, si:. 

' ........ ······' .. ' ·&í•''.~<ffrxj,}f?<~{i~i[-;~i¿),)( {f i~:}. ?< C'1L) • 

~~:~~~~:?t~~;·¡w~;l!!~ilf lf~f~~'.:'.!;·""··"""d"c'º de 

por lo que D U {xt; }E A 1. ,Es~~--~~·~;~f;a.'c[~~ Á1 es uri subconjunto conexo de 
C que contiene a D y a D U {x¿;}; Si ~D U {xt,} = A, enconces A 1 satisface 
1). ' 

Supongamos que D U {xt,} ~A. Entonces existe Xt 2 E A - (D U {ii:t,} ). 
A.plicando el argumento anterior a x12 obtenemos un subconjunto conexo A 2 

de C que contiene a Du {x11 } y a Du {x1.,xt2 }. Si DU {xt¡,xt;}:==•·A, 
entonces A 1 U A 2 es un subconjunto conexo de C que contiene a A y D, con 
lo cual 1) se satisface. · 

Continuando con este proceso, y en vista de que A e~ finito/'ob.tene­
rnos un nún1ero finito de nún1eros naturales ti. t 2 , ••• t1, así como un número 
finito ele subconjuntos conexos A 1 , A 2 , ••• , A1 de C ele manera que A = 
{.r:i1':i:12,····xim•x1 1 ,x1,, ... ,xt, }, A1 contiene a D y.D .. uJxt,} y, para 
cada k E { 2, ... l} sucede que Ak contiene a D U {x1,, x 1,, • •• Xt•-• } y a 
Du { Xt, ,x1,, ... x 1• }, Entonces, A 1 UA2U · · ·U.A1 es un subconjunto conexo 
ele C que contiene a A y D. Esto termina la prueba de 1). 

De manera similar se prueba que: 

2) existe un subconjunto conexo L el~ C;qu~contierie á B y E. 
,-, . '.···· •: .\,· •' ,.- .. ' 

'h .. ' ... > ;;;.···_:,.,.!/ , .. 
. -.. ora mostraremos que:, ·:-• !:; .·:···· ~· :/;:> fr. 

3) existe un subconju11tÓ'c~~e~9 ~Fci.~ c;:'c1\.le'contiene a D y E. 

Para probar~sto; 'c¿~si~:J~~~I'~~J~~;{~'~u~~iÓ~1: . . 
':}. . ,. '.· .- - -:~> ',, : ~ -·' 
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definida para cada e E C1' .como:'' ' 

.01 (e, :XJ,i ~<' ;-:j,,;f~:{ é,:xj;.:: ,>, 7:"i:.J<· ...... 

Notemos que la imag~n-.d~-~~'~¡tá:26f1~enicl~'en:'.·c. Aderiúis,~efectuando 
una prueba similar a la i·ealizada'.'p'fi.ra,';f /_bbfeÍi~hicis ci~é·'g 1 éS, .. úD:a función 

:~:~::::j:~:~.3li~~l~f :~rt~r(s~;122:~';1:~. e~~~:: 
y, como Yk, E C1, ·~.; ~~é~.:~~~~ .1:'1 taIIlbiéri contie.!1e a {y.í;,; Xjo ,• .. ; , Xjm}. 

Ahora considei,en1'(;~1~-f~iriciÓn: 
';;·:·-' 

92: {yk;~}.xf Cdx;,{xj~} )<> · >x {x3.;.}~ Fn(X) . 

definida par~· :~~d~/-~ E• d;1~J~~()J~' }_ :• · '· .. · 
02(~k,·;·~; 'xj~•; ·:. ;:f3~:) ={y.í;, ,'e, xj~, .. : ,x3 ... }. 

Entonces, la imagen ~e g~ está donfénÍ~a ~n C y 92 es continua. Además: 

es un subconjunto conexo de C, que contiene a los conjuntos { Yk., x3,, ... , xim} 
y { Yk,, Yk,, Xj,, ... , Xj., }. Procediendo de esta manera, construimos subcon­
juntos conexos 8 3 , 8 4 , ••• , Bm de C tales que, para cada i E { 3, 4, ... , m }, B; 
contiene a { Yki, Yk,, ... Yk,_,, Xj,, . .. , Xj,. } y { Yk,, Yk,, ..• Yk,, X};+i • .. .- , Xjm }. 
Por consiguiente 8 1 U82 U· · ·U8m es un subconjunto conexo de C que contiene 
a D y E. Esto prueba 3). 

De las afirmaciones 1), 2) y 3) concluimos que C8 =X:. Ü .CU M es un 
subconjunto conexo de C que contiene a A y B. Notemos que_C = LJ8 ec Cs. 
Por tanto C se puede escribir como una unión de conexos, en.donde todos 
ellos tienen al elemento A. Luego, C es conexo. • 
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1.8 . El· Hiperespacip Cn(X) 
Como en el caso de Fn(X); se·:tiene que C,.(X) C 2-'. Así que la restricción 
de la métrica de 2x a Cn (X) hace. de éste, un espacio métrico. En [53, 
Teorema 0.8] se demuestra que C(X) es compacto, y en [53, Teorema 1.12] 
que C(.\'.") es conexo por trayectorias, independientemente de si X es conexo 
por trayectorias. Esto neis permite generar nuevos hiperespacios, por ejemplo: 

C(2-') ={A E 22
-": A es conexo}, 

2C(X) = {A e C(X): A es cerrado y no vacío}, 

C 2 (X) = C(C(X)) = {A E 2ccx>: A es conexo}, 

F,.(C(X))= {A E 2CCXJ: A ti.ene a lo más n elementos}. (1.1) 

Utilizando el hecho de que C(X) es conexo por trayectorias, probaremos 
en esta sección que Cn()t) es un continuo conexo por trayectorias; para cada 
n > l. Para esto, necesitaremos también de~ los sigúi(:!ntes resultados. 

Lema 1.51. El hiperespacio Fn(C(X)) es .,;,n ~ubco.;,,junto de 2c(X) que es 
conexo por t·rayectorias. . . 

Demostración. La primera parte se sigue' d~ la igualdad (1.1). Par~ mos­
trar la segunda parte, notemos que, como C(X) es conexo por trayectorias, 
por el Teorema 1.49, Fn(C(X)) es conexo por trayectoria§, · • 

Recordemos que cr: 2 2 -" -+ 2x es la función unión. 

Lema 1.52. cr(Fn(C(X))) = Cn(X). 

Demostración. Sea A E cr(Fn(C(X))). Entonces .4 E )x' y existe l3 E 
Fn(C(X)) tal que a(B) = .4. Como l3tienea16Il1ás:nelementos, entonces 
A tiene a lo más n componentes. Así que A.ECn(X),;C,.~ ..••.. • . 

Ahora supongamos que A E Cn (X) y sea~ Qi; p;i~ ... , C,/,~us componen­
tes. Hagamos A = { C 1 , C 2 , .•• , Ck }. Entonces A•.e·\Fn(C(X)), pues es un 
subconjunto de C(X) con a lo más n elementos: <:;orno á(AL= .-1, tenemos 
que A E a(Fn(C(X))). . ) . . ~::: . ;:.· •.. º .. . • 

Teorema 1.53. El hiperespacio Cn(X) ~~ tin.conÚn~o ~cmexo por trayecto­
rias, para cada n > 1. 
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Demostración. Sean> l. Como C(.Y) es:tm continuo entonces Fn(C(X)) 
es un continuo. Por el Lerila t.51, Fn(C(-Y)) es conexo por. trayectorias 
y, por el Lema·l.52, tenemos que a(Fn(C(X))) = C,.(X). Combinando lo 
anterior con el Teorema 1.33, resulta que crlFn(C(X)): Fn(C(.Y))--+ Cn(X) es 
una función continua y suprayectiva. Por lo tanto, Cn( ... Y) es un continuo 
conexo por. trayectorias. • 

En el siguiente resultado, veremos que los arcos ordenados en 2x que 
inician en un elemento de C,.(.\), se quedan contenidos en Cn(.Y). 

Teorema 1.54. Sean A y C E 2X y a un arco ordenado. de A a C en 2x. 
Si A E Cn(X), entonces a e C,.(X). .· · 

Demostración. Sean BE a y /3 el subarco de a con.puntos extremos A y 
B .. Es claro que f3 es un arco ordenado de A a Ben 2x.·, Por el Teorema 1.37, 
A intersecta a cada componente de B. Así, si L es .una componente de B, 
existe una componente I< ele A tal que K C L. Esto implica.que B tiene a lo 
más el mismo número de componentes de A y, por lo tanto, ai C C,.(.X). • 

Como una aplicación del teorema anterior, vemos ahora que todo subcon­
tinuo no degenerado de .Y se puede aproximar por elementos de C,.(...-Y). 

Teorema 1.55. Si n 2'.: 2, S E C(X) es no degenerado y € >·O, entonces 
existe A E C,.( ... Y) tal que A tienen co·mponentes, al menós una.de ellas es 
degenerada y H(.4, S) < €. 1Vlás aún, si B E Cn-i(X) ~s tal qiiii'B ~ S, 
entonces podernos suponer que B C A. · .< ·,:c,·: ·, ·· · 

Demostración. Tomemos un arco ordenado a de B a s•e~··2x·: Por el teo­
rema anteior, a e C,._ 1 (X). Como a es continua en l; existe ó > O tal 
que si lt - ll < ó, entonces H(a(t), a(l)) < €. Podemos súponer, sin per­
der generalidad, que ó < 2. Sean t 0 = 1 - ~ y Ao = a(t0 ). Entonces, co­
mo a es un arco ordenado y t0 < 1, resultá que B c. A 0 ' :~. S. Además, 
H(Ao, S) = H(a(to), a(l)) < t:. Supongamos que A 0 tiene rn componentes. 
Entonces m s; n - 1 y, en vista ele que -40 ~ S, podemos tomar n ..- rn pun­
tos am+1,am+2, ... ,a,. en S- Ao. Hagamos _4 = Ao U {am+l•ªTl1+2,·· .,an}· 
Entonces, como {aT11+1,aT11+2, ... ,an} e S, tenemos,qu.e:·.··· ... 

A= A.o u {a,,.+l, ªTl1+2, ... 'an} e N(€, S) us·=Üv·.c~, S). 
Por otro lado, como Ao e A, tenernos que S<d'F/a·,.Aóf·c N(t:, A). 

Entonces H(A, S) < €. Es claro que A .satisface el re~to·éie::)as condiciones 
que se piden. ': ·_;.•• . · • 
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De acuerdo -~~n'.: el~Te~r~ri1a :j_34; -<7¡c2(;'.') ,: c,2 (.~) .;;:qc~Y)/ está. biéri. 
definida.· En el siguiente. Í:estil tado, ·presentamos: <loS ;versiones ~imra. Cn (X)·. 

del Teorema, 1.34.' · />,•:.(:·_,-\::'' {·•· ?'. >, {I _f;'i;t •.;?: <,_,,~¡!,:;:Z{'.füI< :·, ..... -
Teorema 1.56.' Si A es' un:sú.bco·ritinuo'deC;,()0:.YAr,i'(¡{-Y)j6f/J; entonces. 
a(A) E C(X). i'vlás atln,'~i~Aes;un subcó·ntin:uo:de'2·'S•;,y Á(1CJ-n(X) # f/J,. 
entonces a(A) E Cn(X). ·· . . ;;: .. <' 

. , . ' 

Demostración.· Como Cn(X) es .. un continuo contenido en 2x, entonces A 
es un subcontinuo ele 2x así que, por el Teorema 1.34, a(A) E C(X). 

Supongamos ahora que A es un subcontinuo de 2x tal que AnCn(X) # f/J. 
Tomemos un elemento J< E A n Cn(X) y supongamos que a(A) tiene al 
menos n + 1 componentes. Entonces, por el Teorema 1.35, cada componente 
de a(A) intersecta a J<. Luego, I< tiene más de n componentes. Como esto 
es un absurdo, tenemos que a(A) posee a lo más n componentes. • 

1.9 Modelos Geométricos 

Existen continuos para los cuales sus hiperespacios se pueden determinar 
mediante un modelo geométrico. Por ejemplo, si .)C = (O, 1), entonces C((O, 1)) 
es el triángulo en !R2 con vértices (O, O), (O, 1) y (1, 1). Una manera de 
mostrar esto, es considerando la función f: C((O, 1]) -l- !R2 definida para cada 
intervalo (a, b] E C((O, 1)) como f ([a, b)) = (a, b). Es claro que f es inyectiva. 
:'\o es difícil probar que f es continua. Por tanto, fes un homeomorfismo en 
su imagen, el cual es el triángulo anteriormente descrito. 

Si.'\ es la circunferencia unitaria S 1 , entonces es conocido ciue un modelo 
geométrico para C'(S 1 ) es el disco unitario (ver (39, Ejemplo 5.2)). En la 
Sección 5 del libro (39) se muestran los modelos geométricos de los hiperes­
pacios de otros continuos, sencillos de describir. A continuación daremos una 
descripción del modelo geométrico del hiperespacio C((O, 1]}. Para esto in­
troducimos la siguiente notación. Si .'\ es un continuo y A es un subcontinuo 
de X, definimos 

C(A,X) ={BE C(X): A e B}. 

Kotemos que, en el modelo geométrico del hiperespacio C((O, 1)) tenemos que 
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l. C( {O}, [o,·1])_ c¡Ueda represe11tado•por:e:'1]dJ;,:e{;:ir¡~~;;fu·l~·2ufo~s-extre~ 
mas son'los'puntos'(O, O) y (0,.1). Diclío cónjÍ.iri(o•e~i'iüii;árco ordeñado 

de· {o} _'\ ¡o, ~i;en gc¡?,:111> __ .:-.;_¿ .. "_'.n%-:~i'.'.-;t-~;hff~'~i:·t~1;:J"~:W;l;)f:;::F}~ .-- -
2. C ( { l}, [O, _l]) está représentaclo -p()r:~y1,~y51_o'c1f;!.l_~y:i•fogul°"~~~):(>s' e~tremos -

son los puntos (0;1}.y. (1,l};{•J)ich(>.~()Íl.j"!-ín_tg\és/un':'ai,co'órd_énado,de 

{ 
1

} ª ¡o, 1 J-. ~n e e ¡o, ~l ). -~--k}:~;~,t~;:;.:_}-~~A;fi~".~lI~t-;~~f ":~1~t-:~ili',J;:!~~l~_;-i{~_. 1)f:;jl~-\, · ·- _-- -_. 
3. F 1 ((O, 1]) est<í. representado pcmel ladodel\tri!;inguló cü:y;os:extrerrios son 

{0,0) y·(l,l). . . , .. ,·. ,_.;· "'·:· .... -.-;_::;;'.·, "" ·¡· : .. ~---~,:~_._.;, ':.'/-·~-->-·.,- . 
;: .. ,,.. .·,: 

4. El conjunto (O, l], como elemento de. C([O, 1]), está ~~pr~s~~tado por el 
vértice (O, 1) del triángulo. · -

Encontrar modelos geométricos para el hiperespacio 2x de un continuo 
X, es un problema bastante complicado. En (53, Teorema 1.95) se demuestra 
que 2x contiene un cubo de Hilbert, esto es, un espacio homeomorfo a (O, 1)00

• 

l\viás aún, en (53, Teorema 1.97) se prueba que cuando)( es localmente conexo, 
2x es un cubo de Hilbert. 

En cuanto a la determinación ele modelos geométricos para el hiperespacio -
Fn(X) se sabe, por ejemplo que F2([0, 1)) es un triángulo, que F 2 (S1 ) es una 
banda de Moebius. También se tiene un modelo geométrico del hiperespaciO 
F2(..-\'.') de un continuo X homeomorfo a la letra T. Para más información al 
respecto, remitimos al lector a [5], (3], (7), (3-l], (35], (43) y (52]. 

En cuanto a la determinación de modelos geométricos para Cn(.X), en 
(37, Lema 2] se prueba que el hiperespacio C2 ((0, 1]) es homeomorfo al cubo 
(O, 1)4 • También en (37, Lema 3) se demuestra que C 2 (S 1 ) no es homeomorfo a 
C 2 ([0, 1]), pero no se tiene un modelo geométrico para el hiperespacio C2 (S 1 ). 

En la sección anterior vimos que la función a¡F.(C(X)) : Fn(C(X)) ~ 
Cn(..-Y) es continua y suprayectiva. Por tanto, uno podría preguntarse si los 
hiperespacios Fn(C(X)) y C,.(X) son homeomo1·fos. Si X= [O, 1], entonces 
el modelo geométrico de C 2 ((0, 1)) es el cubo (O, 1) 4 , mientras que el modelo 
geométrico de C([O, 1]) un triángulo el cual, a su vez, es homeomorfo al cua­
drado (O, 1)2. R. i\folski probó en (52) que F 2 ([0, 1]2) es homeomorfo a (O, 1)4 • 

Por tanto, los hiperespacios F 2 (C((O, 1))) y C 2 ((0, 1]) son homeomorfos. Sin 
embargo, si X= S 1 , entonces F 2 (C(S 1)) y C 2 (S 1 ) no son homeomorfos, en 
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vista ele que F 2 (C(S 1
)) r:s hOmeomorfo a F 2 (C((O, l])) y de que C 2 (51 ) no es 

homeomorfo a C2([0, l]). 
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Capítulo 2 

Funciones Especiales 

2.1 Introducción 

En este capítulo presentamos algunas clases de funciones,. ·así como algunos 
resultados con respecto a ellas. Varias de estas clases. son estudiadas en (24], · 
sobre todo en lo que concierne a las relaciones entre ellas. En: este .trabajo. 
sólo enunciaremos los resultados que más adelante serán de. utilidéJ.d>) , 

A lo largo de este capítulo y, a menos que dig~rnos expÜ~it~rrient~. lo 
contrario, supondremos que la letra f representa una función continua y 
suprayectiva e11tre los continuos .Y y Y. 

2.2 Funciones Abiertas 

Cna de las clases más importantes en Topología de Conjuntos es la.que se. 
describe a continuación. 

·.; ' 

Definición 2.1. Decúrws que f es abierta si para cada subconf1;,ntO abierto 
U de .\, se tiene que f (U) es abierto en Y. · 

En algunos casos, para determinar si una función es abierta ·es más fácil 
analizar su comportamiento en sus puntos y no diÍ:ectarriente en los abiertos· 
del espacio. Esto se realiza con ayuda de la sig11ientc nOció1L· . · . 

Definición 2.2. Decimos que f es interior en el punto p E X, s(f(p) E 
Int)·(/(U)) para cada subconjunto abierto U e)( que contiene a p. 

37 
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de su dominio. 

Demostración. Supongamos que fes abierta.; s~~n ~ ·e:JGY:·J·É .. '...~ ab.ierto 
tal que :i: E U. Entonces f(x) E J(U) = Intl'·(f (U)). Ahora supongarnÓs que 
f es interior en cada punto ele su dominio. Sea U un subconjunto abierto en 
X. Tomemos un punto y E f(U) y sea x .E U tal que f(x)':;= y: Como f es 
interior en x, sucede que y E Inty(f(U)) e f(U). Luego f(Ú) es abierto y, 
por lo tanto, f es abierta. · · · • 

En el siguiente resultado presentamos una caracterización de la noción de 
función abierta, en términos de sucesiones. .. ,0:.:.; ·¡,~: '' 

~».~> 
Teorema 2.4. Las siguientes afirmacio.nes ~r.in eqtiiv~lentes: 

i) f es abierta. . .. · . . .•· .· :' ./i';¡:;·~-;~~--·~~,},i~f '•' 
ii} Para cada punto y E Y iJ cada suées:ión Ji;,i};;~rii' énY que converge a 

y, tenemos que ¡-1 (y) e lím inff'.'..1 (y~)-t) •.. ·. ' . 
. : ,¡ ~ ·~::.:: ~ .. -. > ' • ' ._ ••• : 

iii} Para cada punto y E Y y cada sucesión.{Yn}heN~ e~ y.que converge-a 
y, tenemos que ¡-t(Yn) ~ ¡-1 (y). .i·',.: ~;./·<·-.:,.-- --~-~"' . 

Demostración. Supongamos que f es abiertá:,TÓinemos un ptiiito y e Y y 
una sucesión {y,,},,eri en Y que converge a yiSean x E:f"".·l (y) :y e·> O. Como 
f(B.(x)) es un abierto en Y que contiene a y y lírn Yn =y, resulta que.existe 

n~c:c>- -.. ,._, .·'. 

N E N tal que Yn E f (B,(x)) para cáda n '2:'. ¡V, Luego B.(x) hJ-: 1(y1l) :fi 0 
para cada n 2:: N. Por consiguiente x E lím inf ¡-1.(vnr Esto'riulesfra que i) 
=> ii). > 

. - ·_ - .. ' '. . ·', 

Supongamos ahora que i·i) es ciert.o. TÓ~ell1oslln puntó; E Y }una su­
cesión fon}neN en Y que con vergé a y. f'or)i) y elTeoréma i.21\ terienios que 
lím sup ¡-1(yn) e ¡-:1 (y) e lím.inff-:-.1 (y;.). P?r tazito J::(y;:;:),;~_;jj 1 (y). 
Esto prueba,, que ii) => iii).• '. . • :>~;):.;~: '-{/;;,;,,~~¡.< . 

Supongamos; por último .que• ii'i) :es. cÍefto;••TÓ;iiE!hi()i'<,~~~~Ü~t¿'<i:\:, ·~Y. 
Si f no es interior en x, entonces existe ;1ri; abiertó'0'e~',Xi{tal_ ciú-¡;; x .. e; U 
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y y = f(x) f/= Inty(J(U)). Entonces; f(x) E Fry(J(U)) por lo que. existe 
una sucesión {Yn}ner1 en Y que converge a y tal que Yn E Y -f (U) para 
cada n E N. Entonces, ele la hipótesis se tiene que ¡-1 (Yn) -+ ¡- 1 (y). En 
particular ¡- 1(y) = lím inf ¡- 1(yn), por el Teorema 1.20, existe una sucesión 
{x,.}neN en .Y que co1n·erge ax tal que Xn E ¡- 1 (yn) para cada n EN. Como 
U es abierto en X, existe rn. E N tal que Xrn E U. Luego Ym = J(xm) E J (U). 
Esto es una contradicción. Por tanto, f es interior en x y, por el Teorema 
2.3, f es abierta. • 

2.3 Funciones Monótonas 

En esta sección, estudiaremos, someramente, a la clase de las funciones cuyas 
fibras son conexas. 

Definición 2.5. Dec-irnos que f es monótona si para cada y.E.Y, :Se tiene 
' . .-·~. '\ ... -... 

que ¡- 1 (y) es conexo. .,, .•... ;:r; .. 

Como mostrarnos a continuación~ para las ftincidÜ~sirll.6~6~6I1~,. no ~Ólo 
la preimagen de cada.plinto es. coriexci; isirio. taml:Íié~. hi.'p~eimag~n' .de. cada 
subcontinuo. ·· ·· · .··- ·· · .. · ·.·· ·. ..,., ..... _.'-" ·•· .. · ·· ·· ' :: ····-·.·::>·. ·· . ·· 

-· 
Teorema 2.6. f es monótona si y Úlo si para cada'L E(::'({~)'; ~Lc?T,,iunto 
¡- 1 (L) es conexo. 

Demostración. Supongamos que f es monótona y que existe L E C(Y) tal 
que ¡-1(L) no es conexo. Entonces, existen H y K E 2'' tales que HnK = 0 
y HU K = ¡- 1 (L). De esto resulta que L = J(f- 1(L)) = J(H U K) = 
f(H) Uf (J<). Notemos que f(H) n f (K) = 0. Para ver esto, supongamos 
que existe un punto y E f(H) n f(I<). Entonces existen a EH y b E I< tales 
que y= f(a) = f(b). Como y E L, resulta que ¡- 1 (y) C ¡- 1 (L) =HUI<. 
Sean H 1 = ¡- 1(y) n H y K 1 = ¡- 1 (y) n K. Entonces ¡- 1 (y) = H 1 u K 1 • 

Xotemos que H1 y 1<1 son cerrados en Y y H1 n I<1 = 0. Además H 1 =I= 0 
pues tiene al punto a, y /(1 =I= (/) pues tiene al punto b. Esto implica que H 1 y 
l\

0

¡ forman una clisconexiún de ¡-1(y). Como esto contradice el hecho de que 
f es monótona, resulta que f(H) n f (K) = 0. En vista de que f es cerrada, 
f(H),J(K) E 2''. Por tanto, f(H) y j(K) forman una disconexión de L, lo 
cual contradice que LE C(Y). Así concluimos que ¡- 1(L) es conexo. 
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Ahora supongamos que, para cada L E C(Y), el conjunto J-'- 1 (L) es 
conexo. Sea y E Y. Como {y} E C(Y), se tiene que ¡- 1 (y) ::¡-1 ({y}) es 
conexo. Por lo tanto f es monótona. • 

2.4 Funciones Confluentes 

..-\ continuación haremos un pequeiio estudio de una clase de funciones que 
contiene a la clase de las funciones abiertas y a la de las funciones monótonas. 

Definición 2. 7. Decirnos que J: .'( -+ Y es confluente, si para cada subcon­
t-inuo Q de Y, se tiene que J(K) = Q para cada comvonente K de ¡-1 (Q). 

Como consecuencia del Teorema 2.6, tenemos que las funciones monótonas 
son confluentes. En (54, Teorema 13.14] se muestra que las funciones abiertas 
son confluentes. Una prueba detallada ele este resultado puede encontrarse 
en (24, Teorema 2.3.3]. Los recíprocos ele las afirmaciones anteriores no son 
ciertos. En (24, Ejemplo 2.3.1] se muestra una función confluente que no es 
abierta, y en (24, Pág. 44], una función confluente que no es monótona. 

A continuación mostramos que la confluencia se preserva bajo la compo­
sición ele funciones. 

Teorema 2.8. Si las funciones continuas y suprayectivas f: )( -+ Y. y 
g: Y ~ Z son confluentes, entonces g o f: .Y -+ Z es confluente. 

Demostración. Sean L E C(Z) y K una componente de (gof)- 1 (L). Como 
(g o f)(K) e L, entonces g(f(K)) e L, así que J(K) e g- 1(L). Además, 
f(I<) es conexo, por lo que podemos considerar la componente Yo de g-1 (L) 
tal que f (I-() e Yó. Notemos ahora que K es un subconjunto conexo de 
¡- 1 (ró), por lo que podemos considerar la componente I<o de ¡- 1p·ó) tal 
que J( e K 0 • Como f y g son confluentes tenemos que (g o J)(K0 ) = 
g(j(I{0 )) = g(Yó) = L, así que Ko e (gof)- 1 (L). Tenemos entonces que Ko 
es un subconjunto conexo de (g o ¡)- 1 

( L) que contiene a la componente I< 
ele dicho conjunto. Luego, K = 1(0 • Por tanto, (g o f)(K) = (g o J) (Ko) = L. 
Esto prueba que g o f es confluente. • 
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2.5 Funciones Casi Interiores 

Introducimos ahora la. clase ele las funciones casi interiores que, por su nombre 
mismo, estcí, en cierta forma ligada con la clase de las funciones interiores. 

Definición 2.9. Decirnos q11.e f es casi interior en un punto y E Y, si 
para cada conjunto abierto U e .'\ que contiene a una componente de ¡- 1 (y), 
se tiene que y E Int1- (! (U)). Diremos que J es casi interior, si J es casi 
interior en cada punto de Y. 

A continuación mostramos la relación entre las funciones. interiores y las 
casi interiores. 

Teorema 2.10. Si y E Y y fes interior en .cada p·unt/J def- 1 (y),•~~tonries 
J es casi interior en y. ·· · 

Demostración. Sean I< una componente de f.;... 1 (y) y U un abierto en X 
tales que I< e u. Tomemos un punto X E !<. Notemos que X e¡- 1(y), así 
que fes interior en x. Luego f(x) E Inty(f(U)). • 

El recíproco del resultado anterior es falso. Para ver esto consideremos, 
en IR2

, los continuos Y = (-1, l] x {O} y X= Y U ({O} x (O, 1]}. Definimos 
f: X --+ Y como la identidad en Y y como la constante (O, O), para cada 
punto en {O} x (O, 1]. Entonces, es fácil ver que fes casi interior en y= (O, O} 
y no es interior en el puntoº (O, 1) que pertenece a ¡-1 (y). Combinando los 
teoremas 2.3 y 2.10, tenemos el siguiente resultado: 

Teorema 2.11. Las funciones abiertas son casi interiores. 

La función que construímos en el ejemplo anterior es monótona y, además, 
casi interio1·. A continuación, mostraremos que las funciones .monótonas son 
casi interiores. 

Teorema 2.12. Si J es monrítona, entonces J és casi:iri.terior. 

Demostración. Sea y E Y. Como fes monótcma)'elconj~nto ¡-1(y) es 
conexo. Sea U un abierto en X tal que .1- 1 (y) e U.~Pór:Teorema 1.10 se 
tiene que y E Int1 .. (J(U)). Entonces, J es casi interior.' , • 

Ahora bien, si y E Y y {y,.},.eN es una sucesión en ·Y .tal C¡ue lím Yn =y 
n-+oo 

entonces, por el Teorema 1.21, lím sup ¡- 1 (yn) e ¡-1 (y), así que lím sup 1-1 (yn) 
intersecta a algunas componentes ele ¡- 1(y). Cuando lím sup f7' 1 (y~) inter­
secta a todas las componentes de ¡-1 (y), obtenemos que f es casi interior y 
viceversa. Probamos esto en el siguiente resultado. . 
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Teorema 2;13. La.función fes ·casi interior en y .E Y si y sól~ s/para 
cada sucesión {y;,}neN en } " tal que lím Yn = y se tiene que el conjunto 

.- · n-oo · · · ':_ 
líms~1pj~1 (y,.) intersecta a cada componente de ¡-1 (y). 

Demostración. Supongamos que j es casi interior en y. Sean I( una com­
ponente de ¡-1 (y) y {y,.}nel'I una sucesión en Y tal que lím Yn = y. Para 

n-+<X> 

cada rn E N hagamos U,,. = 1V( ;!;, I<). Como f es casi interior, tenemos que 
y E Int}'(J(Urn)) así que, para cada ni E N, existen un abierto Vm C Y tal 
que y E i';n C J(Um) y un número natural 1Vm tal que si n ~ 1V,,., enton­
ces Yn E Fm. Observemos que si 1V2 :S 1V1, tomando 1V~ con 1V1 < 1V?., se 
tiene que si n ~ 1V2, entonces Yn E Vi!· En esta situación, podemos reem­
plazar 1V2 por 1V?_. Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer 
que 1V1 < 1V2 < · · · . De esto se sigue que {YNm }meN es una subsucesión 
de {y,.}neN tal que YNm E i-;.. C J(U,,,.). Luego, para cada m E N, existe 
XNm E ¡- 1 (y,vm) n Um. 

Consideremos la sucesión {xNm }meN de elementos en _,y y sea {xNmk heN 
una subsucesión convergente al punto x E ,y. Por el Teorema 1.14, Cl(Umk) ~ 
I<. Además limxNm = x y XNm E Clx(Um>). para cada k E. N. Lue-

k~oo k k .• 

go, por el Corolario 1.16, x E /{. Como x,vmk E j"'" 1(YNmk); se tiene que 
x E lím sup ¡-1 (y,.) n K. · 

Ahora supongamos que si lím Yn = y, entonces lím sup ¡-1(y,.) intcr-
n-+oo 

secta a cada componente de ¡- 1 (y). Sea U un abierto en .,Y: que contiene a 
una componente K de ¡- 1(y). Notemos que y E f(U). Si y rt. Inty(f(U)), 
entonces y E Fr}'(f(U)), así que existe una sucesión {Yn}neN en Y - J(U) 
tal que lírn Yn =y. 

n~oo 

Por hipótesis existe z E lím sup ¡- 1(yn) n I<. Por tanto; existen una 
subsucesión {nkheN de {n},.eN y puntos x,." E ¡-1 (y,."), para cada k EN, 
tales que lím x,.. = z. Como U es un abierto y z E I< i:::. U; existe k 0 E N tal 

k-oo ·· , 

que x,..
0 

E U. De esto se sigue que Yn•o = J(xn.
0

) Ef(U),.lo cual contradice 
el que Yn•o E Y - J(U). Por lo tanto, y E )nty(f{[f)) .. y.con esto queda 
demostrado el teorema. , , ..•. , .. ;·": ......... - • 

Considerando el Teorema 2.12, en (24, Ejernplo'2.2;3{s~h'iuestra que exis­
ten funciones casi interiores que no son abiert·as y,' cón.siderando el Teorema 



.:};::~/f:;·¡~~(:(.?,·~~~f/;~C·.'··,"·" 

· :·.~-~'. ·. ;~~~.f :- · ._;·::~~~~·~;.i~~:);.~1}~./~~;-.'r/· ;~. 7 

.. ·' • • 

2:6>'· fuivciblvEs'i1iciiF!~4.s:· " · . ,- '< ., .:- ~·.~ ·~··_ :·,'-:'_, ~·-,?-/~-:-. .'?:;~~.·~;"-~-~:-ll'' ~_,,' <~~<~~: .,;,. -.. : 

·· 2: 1Ü ·~~··· ri4;~Ej;~;i~··2.).~fr~~:e existen runciones c;asi illteriores. que ,nº son·. 
riionótón:a5·~ ~J'.Co-rrio:\ve1:im1ós más: adelante, las, fuiieiones ·casi interiores son 
• co~fluei:tteiü (~~r~T~c);,eni¡t. 2;1S f . . . . . . . 

.. . · '.··~·:; ·~t? '·:;:'.:,;:;.·~-"' -~. -
··~ ,_ 

2~6 Ftiriciohes •Ligeras 
Recordemos que un espacio topológico y· es totalmente disconexo si todas 
sus con1ponentes son conjuntos de un sólo punto. En contra parte con las 
funciones 111onótonas, en donde se requiere que las fibras sean conexas, tene­
mos a las funciones ligeras, en donde pedimos que las fibras sean totalmente 
disconexas. 

Definición 2.14. Decimos que fes.ligera si para cada y E Y, se tiene que 
¡- 1 (y) es totalmente disconexo. 

Es fácil ver que existen funciones ligeras que no son monótonas, así como 
funciones ligeras que no son abiertas. Tomemos, por ejemplo, la función 
f: [O, 1] -+ (O, l] definida como sigue 

{

2x, 
f(x) = -2x + 1, 

2x- l, 

si x E (0, tJ, 
·. . [ i l] . 

SI X E :¡, 2 , 
. . ¡1 1 SI.X E 2,1. 

Notemos que f es ligera pero no es abierta ni monótona. La función f 
tampoco es confluente, pues si Q es el arco que une los puntos (O, 4) y (O, 1), 
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.·.. . ·.·, · ··.t}1[~~1fijf.;·~~¿';::~f'.~!{?~,"~;'{'~l!~}::.g;:,•,%1fü:~·;t~~<lWf:-.'~¡",{'c-:>.' •. -..•. -· · .. 
entonces A··= ·{(t, O)} esli,nil'coinponent~'cie•Jf;;--:nQf~~l:~~:~:J(A)''.Y,•Q.-Corno 
anunciamos que las funciones éá:sifüit'é~foreslson\'Coñftú'entes,' la fonción'.J Iio 
es casi interior. Veamos:ahora••é[i~e',e~i~teii:fü'hcioíí'~s :'irio'ñói:onas:qtie· nci son 
ligeras. Consideremos la funci~n-J:' [Ü;•1r:-:"-:¡)[O, i] dcfinidéi. como:.· . 

f (x) ~ f t_ ,, ;~:·~ ~ iº: !): •. 

Es fácil ver que fes monótona y, como el conjunto ¡-1 (t) = [~, ~] no es 
totalmente disconexo,J no es ligera. Notemos que I no es abierta. 

Observemos ahora que la funciónJ :. [O, 1] 7 [O, 1] dada por 

J(:i) ~ ··{2x, .. •. ,_ .. si x .E [O, ~Ji .. · . -2x +2,' si x E [t, 1]. 
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es abierta yli~era, pero no monótona. 

Por íiltimo mostraremos que existen funciones abiertas que no son ligeras. 
Para esto, sean X = [O, 1] x [O, l], }' = [O, l] y f: X --+ Y definida como 
f(x, y) = y. Es claro que f es abierta. Aclenuí.s ¡-1 (p) == [O, 1] x {p} para 
cada p E Y, así que f no es ligera. 

~ : .. ~ ' .. 

En el siguiente teorema mostramos una serie de con.clicicmes bajo las cuales 
una función ligera es abierta. ··',.'. · · :: "~; 

Teorema 2.15. Sean f: X--+ Y y g: Y -+,.Z(func/ó~~~\'~Ó~Ún,iLas,y supra­
yectivas, definidas entre continuos. Si. g: es ligera; y/g''off:'es.•casi interior, 

entonces g es abierta. . · .. · · ... · \ r ;.,/;;¡:'· \l?~w(~l{:Í.~~~'.~l,rJ,!~;;i~;,;¡J{~};/,'''.':· \_ . 
Demostración. Sean y e. Y y U;. un.abi_erto ~n:y1;J~les_q1fe.y:e: U.:;Hagamos 

:~:~:::~::::7;:::·.[cj~~l=~f :iel{~~~~if K~~f ;í¿·c~i 
K e ¡-i(y) (: ¡-1 (g-1 (g(y)))""r~i.(1~1(i)f"'.~i(~ ~ f)-1(z). 

'.• · .. ·'.' - .. 

Sea¡.;_-, la componente de (g o n-1 (z) tal que K e K'. Entonces g(J(K')) = 
(gof)(K') = {z}, ele aquí que f(K') e g"'" 1 (z). Como 9.es ligera y J(I<') es un 
subcontinuo, tenemos que f (1<') es un conjunto dé un sólo punto. Notemos 
que {y} = f(K) e f(K'), así que f(I<') = {y}. Luego K' e ¡-1(y). Como 
I<' es conexo, I< n J<' =/= 0 y I< es una componente de ¡-1 (y), tenemos que 
1~· 1 e K. Luego l( = K' y 1) es cierto. 

Tomemos una componente I< de ¡- 1 (y). Por 1), I< es una componente 
de (g o n-1 (z). Como K e ¡- 1(y) e ¡- 1(U), ¡-1(U) es un abierto en X, 
y g o J es casi interior, tenemos que z E Intz((g o f)(J- 1 (U))). Como J 
es snprayectiva, J(J- 1 (U)) = U, así que z E Intz (g(U)). Por lo tanto ges 
interior en y. De esta n1anera, por el Teorema 2.3, g es abierta. • 

En [54, Teorema 13.3], se demuestra que toda función continua entre 
espal:ios métricos compactos se puede escribir como la composición de una 
función monótona, seguida de una función ligera. Formalmente, tenemos el 
siuguiente resultado: 



·<·. '.,,··· 
>\:~~~·:.: .;'}.:{..". -:::'::,/; :> 
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Teorema 2.16. Si X y Y son espacios me~i-i~os:,g~·k~~~~~;';1J{/,.~~ ; Y 
es una función continua y suprayectiva; entonces eXisten Un é~pácio métrico 
compaetó i\tl, una función monótona h: X --+ i\I y '~na fú'nci6n lig{ra b; J.H-+ 

· Y· tales que I = g o h. · ·.,,.. ·" · ·".'.: ":'.·.·. :< ., ··:• .· .. ··.:'.·. ·· 
'·":· 

Bajo las condiciones del teorema anterior!:·sl:he;> casiinte~io~;•ehtonces . 
g resulta ser abierta. A continuación probanios este resÚltaéJ.o: 

Teorema 2.17. Si f es casi interior, ent~i;c~r~xisten.un:,:~~~ti~Zo:Xluna 
función monótona h: X --+ Al y unajuricióri Úge;.a. y 'abiei-ta '¡/' Ú _;, Y 
tales que f = g o h. . · . .,: _; · .. · ·' · .· '; /¡': •; .0,;~,' • 

Demostración. Por el Teorem~ ~~16 e;iS~~~ un e~pa~io.léf~i~b~c¡mpacto 
i\tl, una función monótona h :. :.'{;6;'1Vf:y ,t,lna~función' llg~~a~.9\'Ai·'-+ Y tales 
que f = g o h. Ento.nées; 1\tl~s}'ufi·J::ont;ini() y¡·:p_c)r::'el)Te'Orem'a 2.15, g es 
abierta. · : ,:. .•·': : :•·:>';.: ''\:) •::\.< :_:·> .. :-.'·'"' .. :·.;.:.> }~'.•J:.:i:,c •_:.• · · · • 

,. :·.. ··~· ·.:·{~:/·-': """""·' :J··; 

Estanio~ ahbra'.;ieii''.'é:oh<li'c'i6z'iksá~···p~~b¿ri~{¡eJ<f~·:ri.i'ri~i6ries• casi interiores 

son confluentes. ••· . .., · · ";.-' '.·,·'''. T> 
Teor~m,a 2.18; Sif es casi interior, .entonces./ es confluente. 

Demostración. Por el Teorema 2.17, f se puede escribir como la composi­
ción ·c1eun~ función monótona con una función abierta. Como las funciones 

- -monótonas y las funciones abiertas son confluentes y la confluencia se pre­
., ·serva bajo composición (Teorema 2.8), tenemos que fes confluente. • 

Veamos ahora que la composición de funciones casi interiores es una fun­
ción casi interior. 

Teorema 2.19. Sean f: .'\ --+ Y y g: Y -+ Z funciones continuas y su­
prayectivas, definidas entre cont·inuos. Si f y g son casi interiores, entonces 
g o f es casi interior. 

Demostración. Sea z E Z. Supongamos que U es un abierto .en .Y que 
contiene a una componente J( de (g o J)- 1 (z). Como g(J(K)) = {z}, sucede 
que J(K) e g- 1 (z). Sea K' la componente de g- 1 (z) tal que f(K) e .K'. 
Notemos que K e ¡-1(f(K)) e ¡-:-1(1<1

) e f- 1 (g- 1 (z)) =· (g o f)- 1 (z). 
Por tanto, si J-( 11 es la componente ele ¡-1 (1( 1

) tal que J-( e K'', entorices 
J-(11 e (g o f)- 1 (z). Como K es una componente ele (g o J)- 1 (.Z),,resulta que 



2: í'.. · FúNcioNÉs º"'-LY- ~,jo 

K" = K. L~égo J<:es una éomponente de r- 1(K'). P~r•~l Teorema 2.18, 
es confluente así que:f(K) ==1<'. 

Dados y E JC y x E K tales que f(x) =y, llamemosl<y a la componente 
lle ¡- 1 (y) tal qué x E Ku· Notemos que K n Ky =/= 0 y Ky C ¡- 1(y) C 
¡-1 (K') e (g·o f)- 1 (.z), así que Ku e K e U, pues K es una componen­
te de (g o f)- 1 (z). Como f es casi interior, se tiene que y E Int}'(J(U)). 
Entonces, K' e Int}-·(f(U)). Como g es casi interior, Intdf(U)) es un 
abierto en 1·· y, puesto que I<' es una componente de g- 1 (z), resulta que 
z E lntz(g(Int}'(J(U)))). Como g(Int}'(f(U))) e g(f(U)), tenemos que: 

_ Intz(a(Intdf(U)))) e Intz(g(f(U))) = Intz((gof)(U)). 

Por lo tanto, z E Intz ( (g o f)( U)) y g o f es casi interior: • 
2.7 Funciones OM y MO 

A continuaeión consideramos las clases de las funciones qiie se pueden escribir 
como la composición de. una función monótona seguida de una función abier­
ta, así como aquella formada por las funciones: que: se. pueden escribir como 
la composición de una función abierta seguida'de una función monótona. 

--···;.-.:,.e_-:>'" ·•. •-, 

Definición 2.20. Decimos que f: X -+.Y es~·-qivI,. si ed:isten un continuo 
:\I, una función monótona h: X -+ Al y una'junción abierta g: lvl -+ Y 
tales que f = g o h. O;,;' 
Definición 2.21. Decimos que f: X .:'.'./y e; MO, si existen un continuo 
,\J, una función abierta h: X. -+ 1\ry:J1:nd fv.néión monótona g: ;\I-+ Y 
tales que f = g o h. . ·. · . · · · . 

El siguiente resultado e~ ur.ia _rf:lformulación del Teorema 2.17. 

Teorema 2.22. Las funciones casi interiores son Oi'vl. 
.' .. > .... -

Como consecuencia; "se tiene el siguiente resultado: 

Teorema 2.23. Sif es' MO, entonces f es OM. 
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4s ;Q.l~J~;~n 2 .. -i.1~:D~~Jg~~~W~~~iGL4Les 
Demostración. Si fes MO,ci~t~I1.~l['.J~~:'.~;~;~~~~~,~~t~)¡/~1·~'b'i~~ta.y··g.es 
monótona. De acuerdo con los-teoremas 2:11 y 2.12; li:'y'.g.:soncasi interiores. 
Entonces, por el Teorema 2.19, la composición g oh es ·c¡;g¡ inté.rior:: Luego, 
por el Teorema 2.22, f es OM: · ' · · • 

En [24,.Ejemplo 2.6.7], se muestra una función OM que no es iVIO. Tam­
bién en [24, Ejemplo 2.5.2.2], se muestra una función confluente que no es 
Oi'vl. En vista del Teorema 2.23, dicha función no es i'vIQ, 

A continuación probaremos el recíproco del Teorema 2.22. Por. tanto, la 
clase ele las funciones casi interiores es igual a la clase ele. las funciones Oi\.I. 

.Teorema 2.24. Las siguientes afi:rrnaciones son equivalentes.' 

i) f es casi interior,. 

ii) f es OM. 

iii) f es la composic'ión de una función monótona seguida de una función 
ligera y abierta. 

Demostración. La implicación i) => ii) se probó en el Teorema 2.22. Su­
pongamos que i'i) es cierto. Entonces f es la composición ele una función 
monótona h seguida ele una función abierta g. Por los teoremas 2.11 y 2.12, g 
y h son casi interiores. Luego, por el Teorema 2.19, la composición f = g oh 
es casi interior. Entonces, por el Teorema 2.17, fes la composición de una 
función monótona seguida ele una función ligera y abierta. Esto prueba que 
i-i) => iii). Aho1·a supongamos que i'ii) es cierto, entonces f = g o h, donde 
h es monótona y g es ligera y abierta. Por el Teorema 2.12, h es casi inte­
rior, y por el Teorema 2.11, g es casi interior. Luego, por el Teorema 2.19, 
concluimos que f es casi interior. • 

Como una consecuencia inmediata de los teoremas 2.13 y 2.24 se tiene el 
siguiente resultado: 

Teorema 2.25. f es OJ\·I si y sólo si para cada y E Y y cada sucesion 
{Yn}neN en Y tal que lím Ym = y, el conjunto lím sup f- 1 (ym) intersecta a 

cada componente de f~í(';'). 



T~rminamos. est~ C:~pítul¿ riierú!ionarido qué la noción ·.dé. confl~encia se 
debe a J. J. Charato11ik, quién la definió E!n [8];. Los resiiltaclos cié esta 
sección se pueden exiéontrar en artíctilos como [48] y [49) .. Otros trabajos que 
cmrdene destacar son [41) y'[51)'. . .. 
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Capítulo 3 

Las Funciones Inducidas 

3 .1 Introducción 

Durante este capítulo, supondremos que la letra f representa una función 
continua definida entre los continuos ,Y y Y. Notemos que si A E 2x, enton­
ces el conjunto /(.4) E 2Y por ser la imagen bajo una función continua de 
un conjunto compacto y no vacío. Si además, pedimos, por ejemplo, que A 
teuga a lo más un determinado número finito de puntos o de componentes, 
entonces el conjunto f(A) posee la misma propiedad adicional impuesta en 
A. Por tanto, dacio n E N, tenemos bien definidas tres funciones: 

.-\sí pues, 2f(A) = f(A), Cn(/)(A.) =/(A.) y Fn(/)(A) = J(A) para cada 
A Pn 2-', C,.(X) y Fn(X), respectivamente. Notemos que Cn(/) = 2'lcn(XJ 
Y F,.(f) = 211Fn(X) = C,.(J)IFn(X)• ·· . 

El objetivo principal de este trabajo consiste en determinar si una propie­
dad que satisface /, la siguen satisfaciendo sus :funciones inducidas 2I, 
C,.(J) y Fn(f). El recíproco de esta situación también es de nuestro interés. 
En otras palabras, si P es una propiedad que satisface una función (por 
ejemplo ser inyectiva, ser suprayectiva, ser cerrada, etc.) y consideramos las 
condiciones: 

(1) JE P, 
(2) 21 E P, 

(3) Cn(/) E P, 
(4) F,.(J) E P, 
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entonces, para cada i,j E {1,2,3,4} con i '/: j, nos interesa'saber si la 
implicación ('i) => (j) es cierta. De no ser así, es ele nuestro interés el conocer 
propiedades adicionales, ya sea sobre f o sobre los continuos X y Y, bajo 
las cuales la implicación resulte cierta. Estas situaciones las reflejaremos a lo 
largo ele este trabajo. En las siguientes secciones, trataremos el caso en que 
Pes la propiedad ele ser inyectiva, continua y suprayectiva, respectivamente. 

Existen una buena cantidad ele artículos en los que se estudian las rela­
ciones entre una función f y sus correspondientes funciones inducidas 21 y 
C(f). Por cuestiones de espacio y tiempo, no nos es posible presentar todos 
los resultados que se conocen al respecto. Hemos optado por presentar en 
la bibliografía, una lista, lo más completa posible, ele todos los artículos que 
encontramos en los que se discute este tema. Podemos destacar, por ejemplo, 
los escritos por H. Hosokawa (29], (30], (31), (32] y (33], quien fue el primero 
en presentar un estudio sistemático al respecto. Posteriormente el tema fue 
tratado por J. J. Charatonik y \V . .J. Charatonik, quienes tanto individual­
mente como en conjunto han publicado (10], (9], (14], (12], (13], (15], (11], 
(17], (16], (20], (22], (21] y, junto con A. Illanes publicaron (18]. 

En (9] se presenta una descripción bastante completa de los resultados 
conocidos, en el tema en cuestión. Otros artículos que conviene mencionar 
son (36] y (26]. 

Con respecto a la relación entre una función y ,sus funciones. inducidas 
Fn(J) y Cn(J), paran > 1, la situación es bastante distinta: A la fecha han 
aparecido una muy poca cantidad ele ellos. Destacamos (19], que ha sido uno 
de los artículos base para la elaboración del presente trabajo. , 

3.2 Funciones Inyectivas 

En el siguiente teorema, mostramos que lainyectivicl~d',tle\f .es equivalente 
a la de sus funciones inducidas. , :'.: ::·:};, ':icl:{;':: ''''.,'·': ,,, , , 

Teorema 3.1. Las siguientes ª~1?'aéio~~~.s~~~~~{)~;l~~t~~-
i) f es inyecti~d; iÚ)'•c~(j) 'es,inyectiva,' 
ii) 21 es {nyectiva, iv) FnU) e~ inyectiva. 
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Demostración.. Si fes inyec.tiv.a y A, BE 21 son tales que 21(A) = 2l(B), 
entonces f(A) = f(B). Por tanto, ¡- 1(J(A)) = ¡-1 (J(B)) y, como f es 
inyectiva, resulta que A = B: Esto muestra que 21 es inyectiva. En vista de 
que la restricción de una función inyectiva es inyectiva, las implicaciones ii} 
=> ·ii·i} y iii) ==>- iv) son. ciertas. Supongamos ahora que Fn(f) es inyectiva 
y sean a y b E X tales que J(a) = J(b). Entonces {a}, {b} E Fn(X) y 
F,.(J)({a}) = Fn(J)({b}). Como Fn(J) es inyecth·a, tenemos que {a}= {b} 
y, por tanto, a = b. ·Esto prueba que J es inyectiva. • 

3.3 Funciones .Continuas 

Con respecto~"~" i~:cbntinuidad, tenemos el siguiente resultado. 
' . ;;¡_.;_·. · ... ~ 

T~orerri:a: 3.;: ·.i.~s" ~iguientes afirmaciones son equivalentes: 
. ~. . : . . ' ' . ' ' . >: ' . 

i) f es continua, 
ii) 21 es continua, 

iii) Cn (!)···es .contirma, 
iv) Fn U) es. continua. 

: .·. 
Demostración. Supongamos que f es continua y sea € > O~ Como f es· 
uniformemente continua, existe ó > O tal que si dx(x, y) < ó, entórices 
dy(J(x), j(y)) < €. Sean A y B E 2x tales que H(A, B) < ó. Veamos 
que H(21(A), 2l(B)) = H(f(A), J(B)) < €. Sean a' E J(A) y a E A tal 
que f(a) = a'. Como A e N(ó, B) tenemos que existe b E B tal que 
clx(a, b) < 8. Luego, dy(f(a), f(b)) = dy(a', J(b)) < e. Por lo tanto a' E 
'\i(e, f(B)), de donde f(A) e iV(e, j(B)). De manera similar se prueba que 
f(B) e N(e, j(A)). De lo anterior se tiene que H(21(A), 21(B)) < € y, 
entonces, 21 es continua. 

Como la restricción de una función continua es, de nueva cuenta, una 
función continua, las implicaciones ii} => iii) y iii) => iv) son ciertas. Supon­
gamos ahora que F,.(f) es continua. Sean e> O y x E )•C. Como {x} E Fn(X), 
existe ó >O tal que si H({x},B) < ó, entonces H(Fn(J)({x}),Fn(f)(B)) < 
e. Sea. z E X tal que dx:(x, z) < ó. Notemos que H({x}, {z}) < ó, así que, 

Como dy(J(x), J(z)) = H( {f(x)}, {f(z)}), tenemos que fes continua.. • 
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Ahora bien, comcH?stan1os suponiendo que fes una función continúa, por 
el teorema anterior,''resulta que las funciones inducidas 21; Cn(f) y FnCf) · 
siempre'son contiÍÍllas; · 

. ·,: . 

3.4 Fúncio:hes Suprayectivas 

En esta sec~iÓ;~, mostramos que la suprayectividad de f eq~ivaléa.la ele 21 ),­
la ele F,.(J); péro no a la de Cn(f). Comenzamos con el siguiente resultado. 

Teorema 3.3. Consideremos las siguientes· afi-rmaciorie~¿;. . :; 

i) f es suprayectiva, 
ii) 21 es suprayectiva, 

iii) Cn(f) es su;ray~c.tiva,>; 
iv) Fn (f) es supfayéciiv'a;' . ~ .. 

Entonces i), ii) y iv) son equivalentes y iii) im;Ú-ca i); ú).~ Ív).· ~' 
Dem.ostración. Supongamos que f es suprayectiva.•S;ci B ~~2~. Como 
f es continua y suprayectiva, A = ¡- 1 (B) es un subconjl!nto céi-racio.:Y no 
rncío ele X. De aquí que A E 2x y 2f(A) = f(A.) =B. Esto p~íiébá que.21 
es suprayectiva. · ~;.'.O'< .. ···' · 

Supongamos ahora que 2/ es suprayectiva. Sea E E 'F,i.(YJ. ::Ef1to;:¡~\ 
ces B = { b1 , b2 , ••. , bk }, para algún número natural k $. n'. Como. 21·. es 
suprayectiva, existe C E 2x tal que 2f(C) = B. Entonces f(9)t;;.::·É y, . 
para cada i = 1, 2, ... , k, existe a; E C tal que j(a;) = bj.·•Es·'cJaro'.:que' 
A= {a¡,a~ •... ,ak} E Fn(X) es tal que FnCf)(A) =B: Pór tanto, Fn(f) es 

suprayec ti va. . ~)-{':·.<·:~~;'.'.:: ·~Úr:.·-;·;-.f~·: ~::·~-·" 
Supongamos que Fn (!) es suprayectiva y sea y E Y. cC>Ui()' {:Ítf:E:f':{~·), 

existe A E Fn(X) tal que FnCf)(A) ::: {y}. Luego, si x E .A se tfone'.que ·.·· 
f(x) =y. Esto prueba que f essuprayectiva. · ., ·:··:· .· ..• 

.;.).-

Tenemos por lo anterior que las afirmaciones i), ii) y iv) son e~~i~~l~~tes.·· 
i'\otemos que la misma demostración efectuada para ver que 'iv) implica'i), 
se puede realizar para ver que iii) implica i). Por la equivalencia entre'.i) J·i·i) . 
y iü), resulta entonces que iv) implica cualquiera de ellas. · · · · "• 

A continuación veremos que, para n = 1, la afirmación. i) .~ iii) del 
teorema anterior, no es cierta. 



3.5. 

Ejemplo 3:4' Exis~e.'l.mafundón s'.ü.prayectiva f tal que C(J) no es supra;: 
yectiva; 

Justificación: Consideremos X = [O, 2rr] y Y la circunferencia unitaria en 
el plano !R2 • Sea f: X -+ Y la función definida como f (t) = (cos t, sent). 
Notemos que si p = (1, O) E Y, entonces f(O) = f(2rr) =p. :Vlás aún, para 
3; E X, f(x) es el punto en Y tal que la longitud del arco que va de p a 
f (x), en el sentido contrario al ele las manecillas del reloj, es x. Por tanto f 
es supl'ayectiva. 

-º -i-x-~-,,, -~~o' 
y 

Sea B el subarco en Y que contiene a p y tiene como puntos extremos 
a (O, 1) y (O, -1). Entonces B E C(Y) y no existe un subcontinuo A de 
X tal que C(J)(A) = J(A) = B. Para ver esto, notemos que ¡-1(B) = 
A 1 u .42 , donde A1 = (O,~] y A2 = (2rr - ~, 27r]. Además C(J)(-4 1) # B 
y C(J)(A2 ) =? B. Por tanto, de existir tal elemento A, por su conexidad, 
resulta que .4 e -4 1 o bien A e .42. Luego f(A) es un subconjunto de f(A 1 ) 

o ele f(.-t 2 ). En cualquier situación f(A.) =?B. Esto muestra que C(J) no es 
supra.yectiva. • 

Notemos en el dibujo anterior, que A 1 y .-1.2 son las componentes de ¡-1 (B) 
y que ninguna. de ellas satisface que su imagen bajo f es B. Esto nos da la 
clave para obtener un teorema similar al anterior, con respecto a la función 
Cn(J). Discutiremos esto en el siguiente capítulo. 

3.5 Homeomorfismos 

Recordemos que toda función continua y biyectiva de un espacio compacto 
a un espacio ele Hausdorff, es un homeomorfismo .. ·Por tanto, toda· función 
biyectiva y continua. definida entre continuos, es un homeomorfis.mo.· De 
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acnerdo con e'sto; y los·· re~ul~adÓ~ pres~~t~cl~~:;~n··lris sJc"cióhe~; anteriores, 
ténemos el siguiente teorema. · t. , · . 

Tea.rema 3;5. Las siguientes>~¡;.r,/iiü:/o~~~ts~~/~q~i~.~le~t.es: 
.,.,,v·-,~· ··t'.~··!~;z~.' - :::'J./.; 

. i) ·. · / es.· un homeo~orfis;b,''ij:··(fdi)~1b~Z(j)C~; u;~. ho~eomor:fi.smo, 
ii) 21 ·es .·un homeomorflsmo;fZ.f~{•(u) 'F,,i.(ff.es un homeomorfismo. 

' ·.; .,' ·.·-:' .. •e(,''.'..,:, '''.•,·,~-'~·1/)':··:, :·;3~;~·; •'·.:' -.: ·. • 

Demostración. Por lo~ teoréri1ak 3.i; :f2 y 3.3, la biyectividad y .continui­
rlad de J, equivale a la biyectividad

0

y coritinµidad de 21 y Fn(f). Además, la 
biyec:tividacl y continuidad de Cn(f) equi\,ale a la biyectividad y continuidad 
de f. Por tanto, las afirmaciones i), ii) y i-u) son equivalentes y; además iii) 
=> i). . 

Resta probar que i) => iii). Supongamos, portante, que f es unhomeo­
morfismo. Entonces f es inyectiva y continua. Luego~ poi: los teoremas 3.1 y 
3.2, C .. (f) es inyectiva y continua. Para mostrar que C,.(f) es suprayectiva, 
sea BE C,.(Y). Entonces, BE 2Y y B tiene a lo más n componentes. Como 
f es un homeomorfismo, A = ¡-1(B) es un .elemento de 2" con a lo n1ás 
n componentes. Además C,.(J)(A) = f(A) = f(J- 1 (B)) =B. Esto prueba 
que C,.(f) es suprayectiva. Por tanto, Cn(f) es un homeomorfismo. • 



Capítulo 4 

Funciones Débilmente 
Confluentes 

A partir ele este mornento, estudiaremos en cada capítulo una clase particu­
lar ele funciones continuas. Posteriormente, veremos si cuando una función 
pertenece a una ele estas clases, sus funciones inducidas también pertenecen 
a dicha clase. 

El último p<Írrafo ele la Sección 3.4, motiva la siguiente definición. 

Definición 4.1. Una función J: x: -+ Y continua y suprayectiva entre los 
continv.os .Y y Y es débilmente confluente, si para cada subcontinuo B 
de Y, se tiene que j(A) = B para alguna cornponente A de ¡- 1 (8). 

A continuación veremos que las afirmaciones i} y iii) del Teorema 3.3 son 
equivalentes, cuando J es débilmente confluente. 

Teorema 4.2 ((19, Proposición l]). La función inducida Cn(J) es suprayecc 
tiva si y sólo si f es débilmente confluente. 

Demostración. Supongamos que f es débilmente confluente. Sean B E 
C,.(Y) y B 1 , B 2 , ••• , Bk sus componentes. Como f es débilmente confluen­
te, para cada i = 1, 2, ... , k existe una componente A; de ¡-1 (8;) tal que 
J(A;) = B;. Si A= LJ7=i A;, entonces A E C,.(X) y Cn(J)(.4.) = J(A.) = B. 
Esto prueba que Cn(f) es suprayectiva. 

Supongamos ahora que C,.(f) es suprayectiva. Entonces, por el Teorema 
3.3, f es suprayectiva. Sea B un subcontinuo ele y, Si ·B = Y, entonces )( 

51 
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. es una componente de ¡- 1 (Y) tal que f(X) = B. Supongamos,· po~ tanto, 
que B i= Y. Fijemos un punto b1 E B y tomemos n ~ 1 púntos clisÜntos 
b2 , b3, ... , bn en Y-B. Sea C = BU{b2}U· · ·U{b11 }. Notemos que CE Cn(Y). 
Como C 11 (!) es suprayectiva, existe A E C .. (X) tal que C 11 (f)(A) = C. 
Dacia. i E {2, 3, ... , n} consideremos 1111 punto ai E A .tal que J(ai) = b; y 
sea A; la componente ele A tal que a; E A;. Entonces J(.4;) = {b;} para 
cada ·i E { 2, 3 ... , n }. Como C 11 (j)(.-l) = C, necesariamente J(Ai) = B . 
.-\hora bien, si L es la componente ele ¡-1 (B) que contiene a .4 1 , entonces 
B = f(A1) e f(L) e B, por lo que j(L) = B. Esto prueba que f es 
débilmente confluente. • 

Como consecuencia del teorema anterior, tenernos. el siguiente: 

Ejemplo 4.3. Dada n EN, existe una función suprayectiva f tal que C .. (!) 
no es suprayectiva. 

Justificación. Con~ideremos la función f del Ejemplo 3.4;• Notemos que 
f no es débilmente confluente, así que, por el Teorema"4.'.?; C .. (J) no es 
suprayectiva. · · · · ·• 

En vista del Teorema 4.2, si f es débilmente conflu~nté~ntonces, en par­
ticular, C(f) es suprayectiva. Es natural preguntarse si C(f) es débilmente 
confluente. En el siguiente ejemplo respondemos lo anterior.en negativo. 

Ejemplo 4.4. Dada n E N, existe una función débilmente confluente f, tal 
r¡ne las fnnciones 21, Cn(f) y Fn(f) no son débilmente confluentes: 

Justificación. Para mostrar esto, recordemos que si A es un subcontinuo 
ele un continuo Z, entonces C(A, Z) = { K E C(Z): A e K}. Consideremos 
en !R.2 los continuos: 

X= ({-1} x (-1,l))U((-1,1] X {O})U ({l} X (-1,l]) 

y 
Y= ([-1,0] X {O}) U ({O} X [-1, l]). 

Notemos que x: es un continuo homeomorfo a la letra H, mientras que 
Y es un continuo homeomorfo a la letra T. Por tanto, dados dos puntos p y 
q E .)( el arco de p a q en x:, que denotaremos por pq, está determinado de 
manera iínica. Las mismas consideraciones las haremos en Y. 



Antes de da~ la función f: X -t Y, consideraremos t~n'os puntos especiales 
en X y en Y. En· X, consideremos los puntos a1 = (--:-1,l); a2 =-(1,1), 
b1 = (_:1,0); b2 = (0,0), b3 =(~,o), b.1 = (1,4), c1 ~ (_:1,-1), d 1 = 
(-1,,-t), d2_= (±,o), d3 = G,o), e¡= c-4,0), e2 ~ (1,0), Z¡ = (4,0), 
y g 1 = (1,...::1). En Y, consideramos los puntos a =·(-,-1,0), b = (0,0), 
e= (o, -i), d =(o,-±), e= (o, 4), = = (o, -j) y g.= (o, 1). 

La función f se define por pedazos, ele la siguiente manera: 

l. f restringida al arco en _"\, qne une los puntos a; y b1 , es un homeomor­
fismo de dicho arco al arco en Y, que U11e los puntos a y b de manera· 
que J(a¡) =a y J(b 1 ) = b; · 

2. f restringida al arco en X, que une los puntos e¡ y b1 , es un home~mor:.. 
fismo ele dicho arco al arco en y;. qtie une los puntos e y, b de manera 
que f(c 1) =e y f(d1) = d; '• - . < ·· ~'/á<' 

3. f restringida al arco en X, que une lós bílntÓ{b1}: ~1c·e~ u'ii',h8~~~Il1or-: 
fismo ele dicho arco al arco en Y;;.que une !Os puntos. b :Y'.e de-; manera 
que f(e

1
) = e; - · . - _ - ' -

"/ . .;'.f{.·-·.:--'. 

4. f restringida al arco en X, que une los puntos e¡ y Z¡,eS uÍíhonieomor­
fismo de dicho arco al arco en Y, que une los puntos e y z, de manera 
que J(b2) = b, f(d2) = d y f(z1) = z; 

5. f restringida al arco en )\:, que une los puntos z 1 y e2 , es un homeomor­
fismo ele dicho arco al arco en Y, que une los puntos z y e de manera 
que f (d:i) = d, f(b3) = b y f (e2) = e; 

6. f restringida al arco en _y:, que une los puntos e2 y g 1 , es un homeomor­
fismo de dicho arco al arco en Y, que une los puntos e y g, ele manera 
que f(g 1 ) = g; 

'·: ' ·'···;. . . 

7. f i·estringida al arco en X, que une los puntos e2 y b4 es ~'nho~eoinor~­
fismo ele dicho arco al arco en Y, que une los puntos,;~ :Yi"b 'de _mánera 
que f(b

4
) = b; •-•.--,-_,•;,·.:;z:;.,;co-: ,/-•' •;-

8. la función f restringida al ~reo ~n ~Y.·ciii'¡ Ü1ie·iibsÍ~h~f~~f·g]ji'J·J'-.-~{~n 
homeomorfismo de dicho arco _al .arco.~en~Y1'.q~'é ~une:los:'!'>úntd¡¡ li· y: á, 
de manera que J(a2) =a. "·, ~:;. •;;,> •;::. _;; •." -. •;-·· 
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Rep~esentando la función f como se indica en la figura siguiente, es fácil 
convencerse de qtie-es débilmente confluente. 

"' O:! 

I 
~ 

!/ 

e 

b, 1--~-1-~~f---+--+--+-1-i•2 
el ,b:! el-;: =1 cla ba 

~~~~~~~---t b 

d, d 

= 

ª' !/1. e 

Consideremos el siguiente subconjunto de C(Y) 

B = F1(ad) U C({d}, dg). 

Es claro que F 1(ad) es un arco en F 1 (X) con extremos {a} y {d}. Por 
otro lado, C( {d}, dg) es un arco ordenado de {d} a dg en C(Y). Además 
F 1 (o.d) n C( {d}, dg) = { {d}}. Por tanto, B es un subcontinuo de C(Y). 
_.\ continuación. describiremos al conjunto C(J)- 1 (B). Para esto, hagamos 
.-1 1 = cl1d2 y A2 = cl3 e':! u g 1b4. Notemos que .4 1 es un arco, mientras que 
.-12 es un continuo homeomorfo a la letra T. Consideremos, en C(..-Y), los 
siguientes conjuntos: 

A1 = F1(a1d1), Á3 = C( {d2}, A1), A5 = F1(d3b3), • 
A2 = F1(b2d2), Á4 = C({dt},.41), AG =C_({d:J},.42)-

Notemos que los conjuntos Ai. A 2 , A 3 , Ai, A5 -y As son· continuos. i\!Iás 
aün, A 1 n A 4 = {{di}}, por lo que A 1 U A 4 es un continuo. Además, (A1 U 
A 4) n Á3 = {A1} y. (A1 u Á4 u A 3) n A2 = { {d2} }. Esto muestra que C1 = 
A 1 U A2 U Á3 U A 4 es un continuo. Notemos también que A 5 n As= { {d3}} 
por lo que C2 = A.5 U As es un continuo. Hagamos C3 = F 1 (b4 a 2 ) y notemos 
que C3 es un continuo. Además C1 , C2 y C3 son ajenos dos a dos. Es fácil ver 
que G'(f)- 1(8) = C1 uC2 UC3 . Por tanto, Ci. C2 y C3 -son las componentes de 
C(J)- 1 (B). Notemos ahora que: 



C(J)(C1) = Fi(ad) uC({cl},de) :¡!: B, 
C(J)(C2) = F 1 (db) u C( {d}, dy) :¡!: B, 
C(J)(C3) = Fi (ab) :¡!: B. 

Por tanto, C(f) no es débilmente conHucnte. 

Gl 

La misma función fes tal que 21 y Cn(f) no son débilmente confluentes. 
Para ver esto, consideremos la misn1a familia B definida anteriormente. En­
tonces Bes tanto un subcontinuo de 2)" corno un subcoutinuo ele Cn(V). Para 
describir las componentes de (21)- 1 (B) consideremos las siguientes familias 

61 = { K E 2·"·: K ·= {x1,x2}, Xi E d1b1 1 X2 E b2d2, f(:i;¡) = J(x2) }, 
62 = { K E 2x: K = {x1, x2}, xi E dib1, X2 E d3b3, f(x¡) = f(x2) }, 
63 = {K E 2x: K = {x1,x2}, xi E b2d2, X2 E d3b3, f(x1) = J(x2) }, 
64 = { I< E 2x: K ={xi, x2} 1 Xi E aib1, X2 E b.1a2, J(x1) = f(x2) }, 
65 = { I< E 2x: K = {x1, x2, X3}, X¡ E d1b1, x2 E b2d2, X3 E d3 b3 , 

f (x1) = f(x2) = f (x3) }, 
_,· ,·· 

Notemos que los conjuntos anteriores son conexos y, además: 

· B1 uB{lJB3 

'"D1 = {Ke2x:>K= K1 U I(2,K1 EA.i.K2 E A3}: 
'"D2 = {K E2X:d(e¡ e K CA¡}, ' 
'"Da={KE2X:e1d2CKCA1}; · .. •' ·.·. 
'"D4 = {K E 2x:K = Ki u K2,1<1 E,2~-::. d~e2c f{¡ e d:¡b4, 

K2 E C( {e2}, e2g1)}. .. .. . . . .. 

Notemos que 'D1,' 'D2 y '"D3 son conexos.:~_.\C1err{á~¡J_4[E~ v 1:·n C1 :¡!: 0; 
por lo que C1 u 'D1 es conexo. También. tcriemos '(1i1¡; 1J2 n (Ciü V¡) :¡!: 0 
y '"D3 n (C1 u '"D1 u '"D2 ) :¡!: 0. Por .. tanto, B 6 =~Cf\JV 1 uv~<up3 es'.conexo. 
Notemos, adenuis, que. '"D-1 es conexo)~ dae2 e:C2 rlV~·:·'¡)o'r ló'quéB7 ~'C:iÚV4 
es conexo. ·· :_._e"-:>.· .. -,.::. !>:,•_:_'.-.'_:::-~{:~ .'°':,yép-¡._~F.; · · :;·"· :·-.-'-.-'- · -

Hagamos 6a = C3 y se~ e una co~Ú>oi{e.nti·~2,g)"i21 t~/_;~t~~6eé·~ ~'~i' 
para alguna i E { 1, 2, 3, 4, 5, 6, T, 8} ;~ o biei1 ·• Co e' 2.'1.i .Í.J 2:-h .. ··En· cúalqúier 

' . . . . . . '··- ' ~ ' ' ' ' 
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situación, no es difícilverqué 21(C) =/: l3. ~u~go,'.21 'no es débilrnente 
confluente. _ Poré tanto;-:no ·existe ningím subcontinuo A ele 2x, tal que 
2l(A) = {21(A.) :_ AE A} = {f(A) :_A E A} =B. De-manera que tampo­
co existe ningím subcontinuo A ele Cn(X) con las mismas propiedades. De 
modo que Cn(f) no es débilmente confluente. -

Consideremos ahora el siguiente subconjunto de Fn(Y) 
. ' 

Bo = Fi(ad) U Fn({d},c[g) 

en donde Fn({d},dg) = {I< E Fn(Y): d e.ICC dg}. Notemos que 5 0 es 
un subcontinuo de Fn(Y). Utilizando las ideas anteriores se puede probar 
que ninguna componente C de (F,,(J))- 1 (50 ) es tal que Fn(J)(C) = 6 0 • Por 
tanto, Fn(f) no es débilmente confluente. ·· • 

Con respecto a la confluencia débil entre _las ·funeiones inducidas y la 
función en cuestión, tenemos el siguiente resultado; 

Teorema 4.5. Si 21 es déb·ilmente confluente, entonces f es débilmente con­
fl-uente. 

Demostración. Sea B E C(Y). Notemos que F 1 (B) es un subcontinuo de 
2}·. Como 21 es débilmente confluente, existe un componente A de (21)-_1 (F1 (B)) 
tal que 2l(A) = F 1(B). Consideremos el conjunto A= LJA. Por ei'Teorema 
1.31, resulta que A E 2x. Afirmamos que: -

1) J(A) =B. 

Para ver esto, tomemos primero un elemento y E f(A). Entonces;·existe 
a E A tal que y= f(a). Tomemos un elemento I< E A tal que a E i<. Como 
21(A) = F 1 (B), tenemos que 21(!<) = f(I<) = {b} para algún elenÍento 
b E B. Pero y= f(a) E f(K), así que y= b. Esto muestra que y E B, por.lo 
que f (A) e B. -

.-\hora supongamos que b E B. Entonces {b} E F 1 (B) y co~o 21(A):,;,, 
F 1 (B), se tiene que existe I< E A tal que 21 (I<) ==' { b }. Tomemos un elentento 
a E K. Como I< e A, tenemos que a E A Además, J(a) E J(I<) ==' {bf por·· 
lo que /(a) = b. Esto muestra que b E f(A), Por tanto, B e f(A). Con esto. 
concluimos que f(A) =B. - .· · · -
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Afirmamos•ahora que: 

2) si Ces una componente de A, entonces f(C) = B. 

Para ver esto, sea C una componente ele A. Es claro que f(C) e B. Por 
tanto, si J(C) =F B, entonces existe uu punto q E B - J(C). De acuerdo con 
1), ¡-t(q)n.4 # í/J. Por tanto, C y ¡- 1 (q)nA son dos s11hconj11ntos cerrados, 
ajenos y no vacíos ele A . .-\dermís, C es una componente ele A, 111ego, ningún 
subconjunto conexo de A intersecta tanto a C como a ¡- 1 (r¡) n .4 .. -\sí q11e, 
de acuerdo con el Teorema 1.3, existen dos subconjuntos cerrados, ajenos y 
no ...-aeíos H y ¡~- ele A tales que A = HU K, C e H y ¡-t(r¡) n A e K. 
Consideremos ahora los conjuntos: 

1i ={DE A: D n H # ©} y IC ={DE A: De I<}. 

Por el Teorema 1.26, 1i y IC son subconjuntos cerrados en A. Como H y J( 

son ajenos, tenemos que 1i y IC también son ajenos. Es claro que 1iU/C e A. 
Ahora bien, si D E A, entonces D e A = Hu I<. Si D e J(, entonces D E /C, 
de lo contrario, D n H =F 0. Luego D E 1i u /C. Esto muestra que A = 1i U /C. 

Ahora veremos que 1i y IC son no vacíos. En efecto, como { q} E F 1 (B) = 
2f(A), existe DE A tal que 2f(D) = {q}. Entonces De ¡- 1 (q) n A e I<. 
Luego D E /C. Esto muestn\ que IC =F 0. Fijemos ahora un punto x E C. 
Como C e JI, tenemos que :1; E JI . . ..\clenuí.s C e A = LJ A, luego existe un 
elemento E E A tal que :i: E E. Luego .r E En H por lo que En H ~ 0. 
Esto prueba que E E 1i y, por tanto, 1i =F ©. . 

Como consecuencia de lo anterior, los conjuntos 1i y IC forman.una dis­
conección del conjunto conexo A. Como esto es un absurdo, córicluin16s c[ue· 
J(C) =B. Esto prueba 2). . · · 

Para \-el" que f es débilmente confluente, fijemos una cor~p~~Eate e de 
A y sea L la componente ele ¡- 1 (B) que contiene a C. Entonces f(L) e B 
y, aderm'ts, por 2), B = J(C) e J(L) por lo que J(L) =B .. , . . • 

En la demostración del teorema anterior podemos sustitl.~ir 21 por Cn(J) 
o por Fn(f) y el teorema corresponclinte sigue siendo cierto. ·Cornbinando 
esto con lo anterior, tenemos el siguiente resultado: 
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Teorema· 4.6 .. La. confluencia débil de cua¿squiera de las funcio~L 21, 
Cn(f) y F,.(f) implica la conjltLencia débil de f, pero no al :revés. · 

El resto de las relaciones entre la confluenda débil enii:c !él. "rtmciÓn f y. 
sus funciones inducidas 21, C,.(f) y F,.(f) permanece aím sin resol:v~r:: · 

El Teorema 4.5 apareció inicialmente probado ele man~~a,cllfe~e'r1te, 'en . 
[20, Proposición 6.10). En [:20, Teorema 7 .2) se presénta ·una geúé~'aliza~ión · •· 
del mismo. La demostración que aquí presentamos sigue el esqúe~<~ clescrito . 
en [39, Teorema 77.6). · .. ':·:· .. ·: > . · . 



Capítulo 5 

Funciones Monótonas 

En este capítulo, estmliarcmos la 1·elación entre la n10notoneielael ele una 
función y la ele sus funciones indueidas. 

Teorema 5.1. Las siguientes afi:rmac-iones son equivalentes: 

i) J es monótona, 
'ii) 21 es ·monótona, 

i-ii) C,.(J) es monótona, 
iv) F,.(J) es monótona. 

Demostración. Demostraremos primero, que i), ii) y iii) son equivalentes 
y luego probaremos la equivalencia entre i) y fo. Supongamos que f es 
monótona. Entonces f es continua y, por el Teorema 2.6, f es débilmente 
confluente. Entonces, por los teoremas 3.2 y 4.2, C,.(f) es continua y su­
prayectiva. Supongamos ahora que L E C,.(1'). Sean I:, = C,.(¡)- 1 (L) 
y L 1, [-¿, ... , Lk con k ~ n, las compouentes ele L. De acuerdo al Teo­
rema 2.6, ¡- 1 (L;) es conexo para cada i E { 1, 2, ... , k }. Por tanto, si 
C = LJ~=t ¡- 1 (L,) = ¡- 1 (L), entonces C E C,.(X), C,.(J)(C) = J(C) = 
J(J- 1 (L)) = L y C tiene exactamente k componentes. Pa1·a cada B E C, 
sea.: 

C,.(B,C) ={DE C,.(X): Be De C}. 

Tomemos un elemento B E C. Como C E C, por el Teorema 1.39, tenemos 
que C,.(B, C) e .C. ~!<is aün, C,.(B, C) es conexo. Para probar esto, tomemos 
un elemento BE C. Sean DE C,.(B,C) y ¡- 1 (L;) una componente de C. 
Entonces D C C y f(D) =L. Como Li C L, existe x E D tal que J(x) EL;. 
De aquí que D n ¡- 1 (L¡) f: ©. Esto muestra que cada componente ele C 
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intersecta a ·D. Entcince~,·por él·Teoi·eina·l.3T,·é~is¡e·uria.rc~ orde1iaclo a 0 

de Da C en 2:'. En vista de que ao(O) ~ D E C,;(X); por el Tiiore¡1ui. L5e!, 

no C'Cn(X). rvráS ª~~1;:~~ F 1~·<.f' C). por tanto: :_·· <.r };- ·-~:<~F: ,.·' . 
. ·, >:?.' ~--~'C~(J3;C) = · lJ ·.~o. . ' : . 

DECn(B.,C) ''e'· . ·.:.<.· · i 

es une~ uniól1de tb~e~osÚ11~ ticihen ·,ii_'¡)üfnto c'.e1~coiÜ1lit~·f:L~~t~· .dn(J3, C) 
es· conexo. ; -.· · :2/-~? 

Sea .1\.1 = Uaec Cn(B, C). Entonces NI c:C. i\Ús a.1·1~,:_si"}3 E :e, entonces 
C,.(f)(B) = f(B) = L, por lo que B e f~1 (Lt;=:!'(J:Luégó";B/E Cn(B, C). 
Por lo tanto B E M y así .1\.1 = :C. Esto: implica que .l: es una unión de 
conjuntos conexos que tienen en común ·a·· c.·. Luégo; :C es· conexo. Esto 
prueba que C,.(f) es monótona. · · · · · · 

Ahora supongamos que Cn (J) es monótona. Entollc.es~- en particular,· 
C,.(f) es continua y suprayectiva. Luego, por los teoremas 3,2 y 3.3, f y 21 
son continuas y suprayectivas. Tomemos un elemento B E 21~· y Sea ·1W = 
f- 1(B). Como i\J E 2x y f(ivl) = ¡(f-1(B)) = B, pués.:péssúprayectiva, 
resulta que AJ E (21)- 1(B). Afirmamos que: '·' ·>- •'-• < · '·' 

;-, ;-;; ,. 

1) parn cada Q E (21)- 1 (B), existe un arco ordenado .B¿ de Q a·!W en 2x. 
:\·Iás atm, PQ e (21)- 1(B). . ... 

Para vei· esto, sea Q E (21)- 1(B). Entonces f(Q) = B, por.lo que Q e 
¡- 1 (B) =!H. Sea C una componente de !1'1. Mostraremos que Q n C =/= (/). 
Como C e M, entonces J(C) e J(AI) = B = J(Q). Por tanto si z E J(C) 
existen k E C y q E Q tales que J(k) = f(q) = z. Como Cn(f) es monótona 
y{:::} E C',.(Y), se tiene que :C = Cn(f)-1({z}) es un subconjunto conexo de 
Cn(.\). Luego, :Ces un subcontinuo ele Cn(X). Adem<Í.s, {k} E :C n C(X). 
Ltwgo, por el Teorema 1.56, tenemos que a(.C) = Ur:ec I< es un subconjunto 
conexo de _'( que contiene a k y a q. 

Veamos que a(:C) e 1\J. Sea x E a(:C). Entonces, existe I<o E :C tal, que 
X E Ka. Como J(I<o) = {z} e B, tenemos que Ko e ¡-1 (B) =;= AJ, Por. 
tanto, :e E ,\,J. Esto prueba que a(:C) f=. i\J. Tenemos entonces que u·(:C) es 
un subconjunto ele i'vf que intcrsecta a la componente C de 1'1 en el punto. 
k. Luego a(.C) e C. En vista de que q E a(..C), resulta que q E C. Por tanto, 
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q E Q ne, así queQ Óc4,0. Ento~ces, ,por~l Teore~a L37; 
ordenado .BQ cleQa,M en 2·';. Comoj(Q) .;,.¡(M), . · 
tiene.que .BQ··c(2~)~~-(B);· psto pníeba· l). y, entonces: 

QE(:?f)-l(B) . ·.. . · • 

es una ·unión he conjuntos conexos que tienen en c¿rni.í~ ~leni~nto ,M. 
Lu~go, _(2f):.: 1 (B) ~s conexo. Esto prueba que 2I·eS_n1ó'Ilófo~a<·\~.0 • ••• 

Supongamos ahora que 21 es monótona. Entonces, 21 es, en particular, 
continua y snprayectiva. Luego, por los Teorenias 3.2 y 3.3, J es continua. 
y suprayecth;a.. Tomemos un punto y E Y. Como 21 es monótona, resulta · 
que A = (21)- 1 ({y}) es conexo. Por tanto, A es un subcontinuo de 2x. Si 
A E A, entonces f(A) = {y}. Tomemos un punto a E A y notemos que 
f( {a}) = {y}. Esto muestra que A n C(X) =/= (i). Luego, por el Teorema 1.34, 
a(A) = UKeAK E C(.\). :\'eternos que si x E a(A), entonces x E K para 
alguna K E A. Luego K e ¡-1 (y). Por tanto, a(A) e ¡- 1 (y). Por otra 
parte, si x E ¡- 1 (y), entonces J(x) =y, por lo que 21( {x}) = {y}. De aquí 
que x E a(A). Esto prueba que ¡- 1(y) e a(A) y, como la otra ·contención 
también es cierta, resulta que ¡-1 (y) = a(A). Entonces, ¡- 1 (y) es conexo, 
por lo que f es monótona. 

De lo anterior tenemos que la.s afirmaciones i), ii) y iii) son equivalentes. 
Ahora mostraremos que las afirmaciones i) y iv) también lo son. Supongamos 
primero que F71 (f) es monótona. Si f no es monótona, entonces existe y E Y 
tal que ¡- 1(y) no es conexo. Luego, es posible encontrar H y J( E 2x tales 
que H n J< = (i) y ¡- 1 (y) =Hu K. Sean: 

A 1 ={A E F,.(X): A e H}, A2 = {A E Fn(X): A e J( }, 

B = { A E Fn ( .\) : A e ¡-1 (y), A n H =/= (i) y .-l n ]{ =/= 0 } . 

Notemos que Ai. A 2 y l3 son subconjuntos de Fn(J)- 1( {y}), Como H =/=. (i), 

podemos tomar un punto h E H. Luego {h} E A 1 • Esto muestra que A 1 =/= (/): 
De manera similar, se prueba que A2 =/= 0. Notemos que 'si n = 1 entonces, 
en vista de que J-l n J< = 0, tenemos que B = 0. Si n =/= 1 entonces; tomándo 
un punto h E H y un punto k E I<, resulta que {h, k} E B, por lo que B.=/= 0 .. 
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Corrio H y K son ajenos, resulta que los elementos A1, A2·y'B ~ó;~ajenos 
<losa dos. Por el Teorema 1.26, tenemos que A1 y A2 son cerráclos, eriFn(:.-Y). 
Observemos que, por el mismo teorema, Bo = {A E Fn(X):-A,hH·# 0}, 
B 1 = {A E F,.(X): A n K :/: 0} y B2 = {A E Fn(X): AC:f-c 1(y)} son·. 
cerrados en F,.(X), así que, B = B0 n B 1 n B 1 es cerrado' en F,1 (~\:");:,,. _ 

Hagamos A= A 1 u A 2 y veamos que F 11 (f)- 1 ({y})·==: AÚ:.l3,::s(;!a::;-1 E 
F,.(J)- 1 ( {y}). Entonces J(A.) ={y}, por lo que A cf:::-: 1 (iJ)éHL.J/\'., Luego 
A e H, A e f\_- o A intcrsecta tanto a Jl.corno a K. En':_cualqufer caso, -

• ~ ., J ~ • ~· ••• •• . -t E A U B. ·:- ,-. .- · '· - -, 
. · .. ·/;~. ,_ ~ :·:>~ :- ' . 

S11pongamos ahora que A E A u B. Si A E _Á,, entonce~fA. :·e J;',¡(.Y) 
y A e Hu K = ¡- 1 (y), así que,. Fn(f)(A) = j(A) =·{y}. Por lo tanto, 
A E Fn(J)- 1 ({y}). Si A E B, entonces A E .F.i(X) yA cH,1.Ji(" ~f.:,. 1 (y), 
así que, Fn(J)(A) = J(A) = {y}. Por lo tanto, A E FTi(J).;_1({y}) y, así, 
coucluimos que F,.(J)- 1 ({y}) = Au B. · · 

.-\horn bien, si n = 1, entonces B = 0 y Fn(f)-:- 1 ( {y}) = A 1 U .,<h. De 
esto se sigue que A1 y A2 forman una disconexión.de Fn(f)-1({y}), lo cúal. -
contradice que F 71 (f) es monótona. · -

Si n :/: 1, entonces Fn (J)- 1 ({y}) =A u B, así que en este caso la clisco~e­
xió11 la forman A y B. Como también esto es uná contradicción, concluimos 
que J es monótona. . · - - . 

.-\hora supongamos que fes monótoÍla y.sea BE F,."(Y). Entonces B = 
LIJ1, Y2, ... , Ym} con m $ n. Para ~acla\ E: {1; 2,.,; ,-m }; seá A¡ = f-:.1(y¡). 
Hagamos .-\ = ¡-1 (B). Entonces · · · ·: · · 

A ~r•cn)~r·(¡2{t,;J'~Qi-•c"" ='Q"• 
Sea 

·_ .· . ~ 3:~<<.;} 

A= { J( E.F,1 (X): Icc·A yf( n,.4~~'0";aracacla:i E { 1;2, ... , m} }. 
- .. . . ' ".. ' ;·: . . '~ ·- . ~. .~' ';J "} "" .. ~.. . . . 

Observemos que A~~ (A1;-42,::. ;~4~~>)n': VE!am~~ que FnU)~ 1 (B) =A 
Si J( .E_ F-n(f)-: 1 (B), ·entonces K e -¡-.1 (B). ·= :rL Sea· i E { 1, 2, ... , m }. 
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Como J(K)= B, existe x E K tá.l que J(.7.:)=11;: LUego, x e¡-1(y¡) =A;, 
así que K n A; :;6 0. Porlo tanto, K E A. Por ot1;0 lado', si 'K E .A; ento1ices 
¡.;:e A =J-1(B). Luego, Fn(f)(I<) =.JU·()= B; así·cíúe KEI,;(J)-1(B). 
Por lo tanto concluimos que Fn(J)- 1 (B) =A. >. ·' -::~· · · 

Como f es monótona, cada conjunto A; es :co1;exzj:. '_Entonces,. por el 
Teorema 1.50, A es conexo. Esto prueba que Fn (!) -'l (B) es conexo y, por lo 
tanto, F,. (!) es monótona. · ·· · • 

Con respecto al teorema antcrio1·, la l'quintlencia entre las afirmaciones i) 
y ü) aparece inicialmente probada en (32, Teorema 3.2], mientras que la de i) 
y iü) apm·ece en (19, Proposición 3]. Hasta donde sabemos, la equivalencia 
entre las afirmaciones i) y iv) aparece en este trabajo por primera vez. 
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CapítL1lo 6 

Funciones Abiertas 

En este capítulo consideraremos la clase de las funciones abiertas y veremos 
sn relación con las funciones inducidas. Como en el capítulo anterior, supon­
dremos que la letra n representa un número natural y la letra f una función 
continua y suprayectiva entre los continuos )( y Y con métricas dx y dy, 
respecti varnente. 

Teorema 6.1. f es abierta S'i y sólo si 21 es abierta. !vlás aún si C(J) es 
abiertci, entonces f es abierta. 

Demostración. Supongamos primero que 21 es abierta y sea U: ún. sub­
conjunto abierto en _\.". Tomemos un punto y E f (U) y sea p .E U. tal que 
f(p) = y. Consideremos la familia u = {A E 2X: A e U}. 'Por el Teorema 
1.26, U es abierto en 2x y, como 21 es una función abierta, 21(U) es un sub­
conjunto abierto de 2 1·. Como {p} E U, tenemos que {y} =.21({p}) E 21(U). 
Por tamo, existe e > O tal que B?Y ({y}) e 21 (U). 

~Iostraremos que B¿·(y) e f(U). Para esto tomemos un punto z E Bt(y). 
Notemos que {z} E B;' ({y}) e 2l(U), por lo que existe A E U tal que 
2l(A) = {z}. Tomemos un elemento a E A. y notemos que J(a) E J(A) = {z}, 
por lo que f(n.) = :::. A.clerrn:is, como A E U, resulta que A. e U, por lo que 
r1. E U. Entonces z = J(a) E J(U). Esto prueba que B¡'(y) e J(U) y, por 
consiguiente, J(U) es una vecindad de cada uno ele sus puntos. Luego, J(U) 
es abierto en Y y, de esta manera, f es abierta. La prueba para C(J) es 
sin1ilar. 
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Stipougamos ahora que f es abierta. Sean U un abierto en 2x y B E 
2f(U). Entonces existe A E U tal que 2f(A) =B. Como U es abierto en 2'", 
existe e > O tal que B?~" (A) e U. Dado p E A, en vista. ele que fes abierta, el 
conjuuto f(B;'.(p)) es un abierto en Y que contiene a f(p). Por tanto, existe 
61, > O tal que BJ~p(J(p)) e f(B;'(p)). Tenemos entonces que las familias 
U 1 = {B;'(p): p E A} y u~= {BJ~p(J(p)): p E A} son cubiertas abiertas 
ele los conjuntos compactos A y B, respectivamente. Por tanto .existen dos 
subconjuntos finitos ...J. 1 y A:¿ ele A tales que A est<1 contenido en ·1a unión de 
los conjuntos de la forma B;' (p), con p E A 1, y E est1í. contenido en la unión 
de los conjuntos de la forma BJ~p(J(p)) con P.E ...J.2 . Uniendo los elementos de 
A 1 ·'· los de A2, obtenemos un n1'unero natural n y puntos p 1, p 2 , • •. , Jln E A 
talL•s que: 

(6.1) 

y 

Be B'{ (J(p¡)) u E'{ (J(p2)) u ... u Br (J(pn)). 
PI P2 . _. · . -_- Pn 

(6.2) 

Sea ó == mín {óµ,, óµ,, ... , c5µ
0
}. Mostraremos que Br (B) e 2f(U). f>ara 

esto, tomemos un elemento E E Br(B)»Sea:D = f'-:1(E);yr1otelll6~ que D 
es un elemento de 2x tal que 21 (D) =. f(D) =" E. Afirrriárnos_qu;e: · 

1:.::'',':, u~t:•::::~o~C q:e~:~:):•l,~~~:c(r;;J~J!i~\,J~1f :- ·~(6,B), 
existe b E B tal que cl1,(y, b) < c5. AdemáS;.por\(6.~2);e~isteºie.-{1.,2,/::;n} 
tal que b E B{ (J(p;)). Entonces, por la clesigualclai{del"triángulo y:la·elec-
ci<'>n de 6, se tfene que: · .. ··. , :; > ' '.'.</ :~:' ': • .... : ··. 

dl'(y, f(p;)) ::; dy(y, b) +d1,(b, j(p;)) < J'+"c5;~ 5: 2c5p;: 

Entonces, de acuerdo a la elección de c5L t~n·~!Il¿¿ qu~ ; E BJ~Pi (f (p;)) C 

J(B;'(p;)). Por tanto, existe uy E B{(p;) tálcíuej(uy)~ y. Tenemos enton­
ces que, para cada y E E, existe ·uy E E;' (p;) tal que f(uy)=é y. 
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_-\hora tomemos un.índice ·i E {1,2, ... ,n} y noternos:que:f(pi)):: Be·· 
N(ó,E) e N(r52 p;, E), por lo que existe un punto 'V; E E, tal que dl'{v;;:¡(p;))<. 
2r5Pi. Entonces 'V; E B~~Pi (J(p¡)) e J(B;' (p¡)), por lo que e;::iste'•X¡ E B;' (p¡), 
tal que f(x;) = u;. Consideremos el conjunto: · ····' · · · · 

K = Clx({uy E X: y E E}) U {x1;.l:2,. '..,x;l}>' 
Por construcción, I< es cerrado y: 

e B<' (Pi) U B<' (p2) U · ' ·U B<' (Pn) 
= N(e, {p¡,p2, ''. t'Pn}) . 
e .N(2e, {pi, P2; .•. , Pn}) 

y {uy E X: y EE} c.N(e,' {p.i; ~;, )·; PnH· Entonces, porel Teorema L5; 

Clx({uy E ¿{'0 ~t~}j;?c: 'CL.'l:(N(e, {p1 ,p2, ... "p,;})) . 
. C N(2e, {P1,p2, ... ,Pn}). 

Por tanto,K e ~V(2e, {p1,p2, ... ,p~}) e JV(2e,A.), p~es {p1,p2, ... ,p;.} e 
.4. Tomemos ahora un punto a E A Por (6.1), existe i E {l; 2, ' .. ,n} tal q;,te' 
a E B;' (p¡). Entonces: . 

dx(a, x;) $ dx(a, p¡) + dx(p¡, x;) <e+ e= 2e. 

Como x; E K, sucede que a E N(2e, K). Por tanto A e N(2e, J<). Eso 
prueba que K E B~;" (.4). Ahora bien, como f es una función cerrada: 

J(J<) f(Clx({uy E X: y E E})) Uf({x1;X2, ... ,xn}) 
Cll'(J({uy E X: y E E})) U {u1,v2, .. . un} 
Cll'({y: y E E}) U {u1,V2, .. :·un} 
Cl\""(E) U {v1, V2, ••. Vn} 

Eu{v1,u2, ... vn} 
E 

pues {v¡, V2, ... Vn} e E. Esto prueba 1). ' 

Tomemos un elemento K, como se establece en 1). Como_B~;" (A) e U, 
tenemos que K es un elemento de U tal que. 21([() =E. LuegOE E 21(U). 
Esto prueba que B'( (B) e 21 (U). Por. tanto, :21(U) .es una secindad de cada 
uno ele sus puntos, o equivalentemente, 21 és a!J.ierta:. · • 
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· CorolarÚ;<6~2. Si C(f) es abierta, entonces 21 es abierta. 

Demost;~~Íón. ·Si C(J) es abierta ento1;ces, por el teorema ii.nterior, f es 
abierta. Luego, por el mismo teorema, 21 es abierta. · • 

El Teorema 6.1 aparece originalmente probado como sigue. Prin1ero, en 
(31, Teorema 3.2], H. Hosokawa utilizando el Teorema 2.4 hizo ~·er que si f 
es abierta, entonces 21 es abierta .. Posteriormente, en (32, Teorema •1.3], H. 
Hosokawa presenta una prueba nu1s clara del resultado anterior, utilizando de 
nuevo el Teorema 2.4. A.dermis, hace ver que si 21 o bien C(J) son abiertas, 
eHtonces f es abierta. En (24, Teorema 3.5.4], se presenta una demostración 
alten1ativa del Teorema 6.1. En este trabajo, hemos optado por probar 
dicho resultado, siguiendo el esquema propuesto en (39, Teorema 77.4] el 
cual, además ele presentarse en términos más simples, no requiere del uso del 
Teorema 2.4. 

Con respecto a las funciones inducidas f, Cn (!) y Fn (!) y la propiedad 
ele ser abierta, en (19, Teorema 5] se prueba el siguiente resultado. 

Teorema 6.3. Si Cn(f) es abierta, entonces f es abierta. 

En este capítulo mostraremos que si Cn(f) es abierta y n ;::::: 2, entonces 
f es un homeomorfismo. Pensamos por supuesto, que f no es . una función 
coHstante. Notemos que este resultado, junto con el Teorema 6.1.extiende. 
Pi teorema anter·ior. .-\demás, con ayuda del mismo, resulta que cualquier 
función abierta y no inyectiva f, es un ejemplo ele una función ·abier.ta tal 
que ninguna función Cn(f) es abierta, paran 2:: 2. :'.' :· -. 

' .; 

Para probar el resultado anteriormente enunciado, .es suflciente con.mos-
trar el siguiente teorema. ·.:. :.'_, '.~- .~.:i-. ·~.'..~~~ .. ~ ::" -- ~ >> ·· 

~ --~,~--· 

Teorema 6.4. Paran 2:: 2, si Cn(f) es abierta 1JY:]ei/no.',dej¡en'é.,:ado, en-
tonces f es ·inyectiva. .· · ·.·· .:'.':' .. -;:. '.'r: .:·~'.:,_ ·. ~·:' ::: '·: > · 

Demostración. Haremos la prueba eri'. do~i~~~~,:~;:grj~~~f ~~;~ 711<~ :2·f 

luego, para n 2::·3. .·- .. ;· ''i;~f!E~i'.fl;:"~:'.~;tJ;-.;ii~,~~f:~;~,0f.:is:¡;~f'~}~'"!;\ '. . 
Caso I. Supongamos que n ='.'2:y: que}f; no'.és •·uiyectn:a: .. ·:!· ~ntorices 

existen p, q E X y z E Y tales que P,'i=''c/:y'.'f(p};,~~f(qjX='='~,:;se~1;;f.> O tal 
que B;' (p) n E;' (q) = 0. Hagamos P.='={p;l]}"y_rioteri1oá.q~e:P E G'2(X).De 



:· .:.":"f((::.: 

~j~1~~.':_-,~· .; 

Ahora tomemos un índice i E {l, 2, ... , n} y notemos c¡~1e Jcb~fE B e 
N(ó, E) e N(62p,. E), por lo que existe un punto v; .E E; talque di;CuáJ(p¡)) < 
26p,· Entonces 'V¡ E BJ~p' (f (p¡)) e J(B~' (p¡)), ¡)orlo.que existe xi $,B;' (p¡),. 
tal c¡ue f (x¡) = u¡. Consideremos el conjunto: · · · · · 

f\.- = Clx({tty.E X: y E E}) lJ {x1, 

Por construcción, I< es cerrado y: 

{xi' X2, ••. 'Xn} e , B;' (p¡)U E;'º(¡;~) U.·.'. u E;' (p,;) 
.iy(€,{p¡/p2,:;.:; p;;}) 

: C Jv(2e; {p1, P2,. ~', Pn}) 

y {uy E X: y E E} (:N(e;•kp·f~~;;~;·. }, p~}): Entorices: por el Teorema 1.5; 

Clx( {u~ ~:~~>t~:~·~ i});:¿f. btx(~V(~; {~1, P2, ... ,pn})) 
: ·' ••. ·.· '.< : ic N(2€, {pi, p:i, ... , Pn}). 

Por tanto,f<.cA(2~·.:.{;f,~;;. :· ,pn}) e N(2e,' .4.), pues {p~,p2, ...• Pn} e 
.4.. Tomemos ahora ún puntó a. E A. Por (6.1), existe i E {l, 2,.,., n} tal que 
ci E B;' (p¡). El1torices: · · · · · 

dx(a, x¡)'5: dx(a, p¡) + dx(p¡, x¡) < e+ e = 2e . 

. · Como ;;i E K; sucede que a E N(2e, I·C). Por tanto A.e 1V(:Í¡;~K)~ Eso 
pruebá que I< E Bir (A). Ahora bien, como f es una funciói{cerrada: 

J(K) J(Clx( {1ty E X: y E E})) U J({x1, x'.¡, . . :, , xn}) 
= CL..,.·(J({uu E}(: y E E})) U {U1.,1j2, . . ·.v~·} . 

Cll'({y: y E E}) u {v1,V2,~; .vn}. . 
Cli-(E) U {v1,V2, .. .'Un} 

E U {v1, V2, ... Vn} 
E 

pues {v1, V2, ... vn} e E. Esto prueba 1). 

Tomemos un elemento J<.:, como se establece en .1) ... Como Bi;" (A) e U, 
tenemos que K es un elemento de U tal que 2f(K) .= .z:;. Luego E E 2f(U). 
Esto prueba que B'( (B) e 2f(U). Por tanto, 2f(U) esÍuia \"ecindad de cada 
uno de sus puntos, o equivalentemente, 21 es abierta.:} · • 
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acuerdo con el Teorema 2.3, C 2 (f) es intérior en P.• LuegO, para el abierto 
Bf2 <X> (P) que tiene a f.', resulta é¡lle:; ; 

-
·. {z} = C2(f)(P) e.I1üc;{1:r(Ci(i) (B~~<{?(J'?))). 

·. . . ·. ) ··, > .. ,- . :·.=.:,_e<~~·; : ::-. ( <:. :.· ··: . 

De esto se sigue que existe r51 :> O tal que:: .. '\·· 

.C',(l") .· ·. •> > >' ;b:C~l >'.) 
B.s, ({z})C,C2(/J(E/.. ;~,, ..• (Ef.)}:·· (6.3) 

Como Y es un espa~io no clegeneradÓ>eX:iste 6 S.:, O ·tal. que t5 < 81 y 
8f(z) =F Y. ;'{oternos que Bf2 <1'> ( {z}) .C 8,fi2 <1

')( {z} )así que, por (6.3), 

(6.4) 

Por el Teorenia 1.38 existe un subcontinuo S· r10·' dégeneraclo, tal que 
z E S e Br(z). Como S es ce1Taclon en Y y B}(z) es un subconjunto 
abierto y propio ele Y, sucede que S <;; Bt(z). Por tanto~ podemos tomar un 
punto w E B,f (z) - S. Es claro que 

So= SU {w} E Bf2 <YJ({z}). 

De acuerdo con la contención (6.4), So E C 2 (f) ( Bf2 <XJ (P)) . Por tanto, 

existe .-!5 E 3¡'o(X) (P) tal que f(A.5) = S 0 • Como So tiene dos componentes, 
entonces A• también tiene dos componentes. i.Yiás aún, una componente As 
ele .-!:' satisface que f(A 5 ) = S y, la otra componente de As, tiene como 
irnagen al punto w . 

.-\hora bien, como H(A.5, P) <E, tenemos que 

A.5 C N(E, P) = B;" (p) U 8;" (qr 

En vista ele que .-15 es un subconjunto conexo ele A" y ele que B;" (p) n 
B<"(q) = 0, podemos suponer que A.3 e B;"(q) . 

.-\hora bien, por el Teorema 1.42, existen dos subcontinuos ajenos v no 
degenerados Su, S12 ele S. Entonces, S1 = S11 US12 E Bf2 <

1'l( {z} ). Aplic~ndo 
de nuern (6.4), tenemos que existe B 1 E 8f2 CXJ(P) tal que f(B 1) = S 1. De 
nueva cuenta, resulta que 8 1 tiene dos componentes B 11 y 8 12 . !VIás aún, 
dada una componente Bu ele 8 1 tenemos que 
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Bli e B 1 e N(E, P) ·=B;Y(p) u s;Y(q) 

y, como los conjuntos B~' (p) y B;'(q) son ajenos, sucede que B 1; ~;tá. ~onte~ 
nido en B;'(p) o bien en B;'(q). 

Por otrn lado, como p E P C N(E, B 1), resulta que B 1 n B;'(p) :¡6 0. 
Similarmente, B 1 n B;'(q) :¡6 0. Por consiguiente, una componente de--B 1 · 

intersecta. a B;'(p) (y, poi· tanto, se queda contenida en B;'(p)), y Ja.otra 
componente de B 1 intersecta a B;'º (q) (y, por tanto, se queda contenida en 
l3;'º(r¡)). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que B11 e B¡"(p) y que 
f(/311) = S11· 

Sea A= .-t .• U B 11 • Notemos que .4. E Bf2 <X>(P) y qu'e 

C2(J)(A) =J(A) =J(As U Bu)= SU Su>'.": S. 

Como C 2 (J) es abierta, para f: >O, se tiene qu'e•s E Int (c2 (J) (nt'2 <xJ(A))) . 

Luego, existe Jk >O tal que Bf,,'<h(S) e C2 (J) ( Bf2 <XJ(A)). 

Como 5'11 e S, existe un arco ordenado etk en C 2 (Y), de S11 a S, más 
aún, del Teorema 1.54, se sigue que Ctk es un arco ordenado en C(Y), con 
o:k(O) = S 11 y ak(l) = S. De la continuidad de Cl!k en 1, se tiene que existe 
f-lk > O tal que si lt - ll < µk entonces H(ak(t), S) < ÓÁ:, así que, tomando_ 
t - t+µ., < 1 · lt· (t ) E Bª2 <n(S) k - '.! , iesu a. que ak k •h . 

Hagamos Sk = ak(tk) U {zk}, donde zk E S - Sk. Oh.servemos que 
.C.h E B,f:2 <n(S). Luego, existe Ck E Bf2 <XJ(A) tal quef(Ck)~Sk Sean Cf 

k 

y et las t.:omponentes de Ck. Sin perder generalidad podemos suponer que 
j(Cf) = {zk} y que J(C~) = Ok(tk)-

Consideremos las sucesiones: 

{Cfheri Y {C~heN·. 

Entonces podemos elegir una sucesión k 1 « k2 ·< ... en N, tal que Ct' --+ Cf, 
para i E {l, 2}. De lo anterior se sigue que . 

Cf' u C#~ ~ C? U cg. 
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Por el Teorema l.14y .con~ideré\ncÍo qu~· ~i~Ii t = O, ~e tiene que 
.· ~:-'- "·.,;~'·',/·-¡~;:,"' .. o.!_• ~~.o·."·'.'."J·;" ·.• k-:+-_CIO •".::·· .:: .,; 

e~· ucf; ~Cz (;v(L;~-t~)) ~ ¿;¡ C1v(L,Bu))~A. ü Bu~ 
y por lo tanto C~· u C~· ~ As u B 11 . Dé lo anterior, se sigue que 

As U B 11 = C? U cg. 
Como en ambos lados de esta última igualdad tencn1os umon de continuos 
ajenos, tenernos que As = C? y Bll = cg o bien, As = cg y Bu = C?. 
En el primero ele estos casos, se tiene que C~· -+ C? = A., de aquí que 
{zk•} = f(C~·) -+ f(A._.) = S, lo cual es una contradicción debido a que S 
es no degenerado. En el otro caso, tenemos que C~· -+ C? = B 11 , entonces 
{zk•} = J(C~·) -+ J(B 11 ) = Su. Como Su es no degenerado, también lo 
anterior es un absurdo, así que con esto, concluimos que f es inyectiva. 

Caso II. Sea n > 3 y supongamos que f no es inyectiva. Entonces, 
existen p, q E X y z E Y tales que f(p) = f(q) = z. Como Y es no de­
generado, ton1emos z2 E Y tal que z =/= z2 y r E )( tal que J (r) = z2. 
Sea Eo >O tal que Bi~(z) n Bi~(z2 ) = í/J. Como fes continua en p,q y r, 
existen cí1 ,cí2 y 83 >O tales que J(B{,(p)) e B{¡,(z), f(BJ~(q)) e B{¡,(z) y 
J(B{, (r)) e Bi~(z2). Sea ó = mín{cí1, 62, cí3}. Como C,.(J) es interior en 

{p, q, r }, existe E¡ > o tal que Bgn(Y) ( {z, z2}) e CnCf) ( Bfn(X) ( {p, q, r})). 

Sean E= mín{Eo,Ei}, Yt E Bt(z), y Y2,y3, ... ,y,. E Bi'(z2). Entonces, 
{y1,y2,· ... ,yn} E Bf"P'l({z,z2}). De lo anterior se tiene que existe A= 
{.1:1, X2, •• ., :1:n} E Bf"(X) ( {p, q, r}) tal que CnCf)(A) = {y1, Y2, .•• , Yn}· ·Sin 
perder generalidad, podemos suponer que f(x;) =y; para cada ·i E {l, 2, ... , n}. 
Comof(B{(p)) e Bi"(z)yf(B{(q)) e B¡'(z),setieneque{x2,:r3, .... 7:n} e 
B{(r) y :i: 1 E B{(p) o x 1 E B{(q). En cualquiera de los casos A ~ 
Bf" (:\) ( {p, q, r}). Con esta contradicción concluimos que f es inyectiYa. • 

Corolario 6.5. Supongmno.s que n 2:: 2. Si f es tal que :v es no degenerado, 
entonces Cn(f) es abierta si !J sólo si f es homeomorfismo. 

Demostración. Si Cn (!) es abierta, del teorema anterior se sigue que f es 
inyectiva. Corno C,. (!) es continua y suprayectiva, por los teoremas 3.2 y 3.3, 
tenemos que fes continua y suprayectiva. Por tanto, fes un homeomorfismo. 
Por otra parte, si f es homeomorfismo entonces, por el Teorema 3.5 Cn(f) 
es homeomorfismo. En particular, Cn(f) es abierta. • 
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Hasta donde sabemos, el resultado anterior aparece aquí por primera vez 
y agradecemos al doctor A. Illanes por su ayuda en la obtención del mismo. A 
continuación estudiamos la relación entre las funciones f y Fn(f) con respecto 
a la propiedad de ser abierta. Empezamos con el siguiente resultado. 

Teorema 6.6. Sea f: "" -7 Y una función entre cont-inuos, continua y 
.rn.prayectiva. Si a. E X y Fn (!) e.s interior en {a.}, entonces f es interior en 
(1,, 

Demostración. Sea U e .\: un abierto tal que a E U. entonces {a} E 
(U)p,., el cual es un abierto en Fn(X). Como F11 (f) es interior en {a}, se 
tiene que {f(n)} = F 11 (f)({a}) E lnt(Fn(J)((U)p .. )), luego, existen subcon­
juntos abiertos \,··1, \12, ... , \';n de Y, tales que {f(a)} E (1'1, \/2, ... , V,n)F .. C 
F,.(f)((U)F .. ). Haciendo V= V1 n V2 n · · · n \/"171 tenemos que \t" es un abier­
to en Y tal que f(a) E V. Veamos que V C f(U). Sea y E V, enton­
ces {y} E (\")p .. e (Vi, \'2, ... , Vm)F., C FnCf)((U)F .. )- De aquí que existe 
A E (U)F .. tal que f(A) = Fn(J)(A) = {y}. Entonces A C U, por lo que 
{y} = f(A.) e f(U), luego, y E f(U). Esto muestra que V C J(U) y, en 
consecuencia que f(a) E Int(f(U)). Por lo tanto f es interior:en a. • 

Corolario 6.7. Si FnCf) es abieTta, entonces J es abierta. 

Demostración. Tomemos un punto· a E X:. Por el Teorema 2.3, Fn(f) es 
interior en {a}. Entonces, fes interior en a, segün el teorema anterior. Luego 
f es abierta, aplicando de nuevo el Teorema 2.3. • 

~atemos que, en la prueba del teorema 6.6, podemos cambiar Fn(f) por 
21 o por C,.(f). Por tanto, el hecho de que alguna de las funciones 21, Cn(f) 
o F,.(f) sea interior en {a}, implica que f es interior en a. Este resultado, 
para el caso de 21 y C(f), fue probado inicialmente en [16, Teorema 4.2]. 
Como se ve en la prueba del Corolario 6.7. esto implica que si alguna de las 
funciones 21, C 11 (J) o Fn (f) es abierta, entonces f es abierta. 

Teorema 6.8. Sea f: )( -+ Y una función suprayectiva, continua entre 
cuntimJ.os. Entonces f es abierta si y sólo si F2 (J) : F 2 (X) -+ F 2 (Y) es 
abierta. 

Demostración. Supongamos que f es abierta. Tomemos .~ E .F2 (X). Si 
A = {p}, entonces F 2 (J)(A) = {z}, donde z = f(p). Sea 8 > O,. como 
p E B{(p), se tiene que z E lntf(BJ''(p)), así que existe € > O tal que 
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Bt(z) e f(B{(p)) . . Sea E E B[2 P">({.::}). Si B tiene un sólo punto z 1 , 

tenemos que z 1 E B;' (z), luego, existe x E B{ (p) tal que f(x) = z 1 , entonces 
{:i;} E B[2 CX)(A) y F 2 (J)( {x}) = {zi} = B. Si B tiene dos puntos .:: 1 , .::2 , 

entonces zj y z2 E Bi'(z),·luego, existen x 1 y ::i:2 E Bj''(p) tales que f(x1) = .::1 
y f(x 2 ) = .::2, así que {x1,x2 } E B[2 <X>(.-t) y F 2(J)({x1 ,x2}) =B. Con esto 
concluimos que B[2 <n({z}) e F 2 (J)(B[2 <X)(A)), y por lo tanto F 2 (J) es 
interior en el punto A. 

Si A = {p, q}, tenernos dos casos. 

Caso l. f(.4) = {z1, z2}. Sin perder generaliclacl, podemos suponer que 
f(p) = z 1 y f(q) = z2. Sea o > O. Como p E B{(p), q E B{(q) y f es 
abierta, del Teorema 2.3, existen €1, €2 > O tales que Bi~(z¡) e f(B{(p)) 
y Bi~(z2 ) e f(B{(q)). Sea€ < mín{€i. €2}, tal que B{(z1) n B¡'(z2 ) = 0. 
Tomemos B E B[20'>( {z1 , z2 } ), ele aquí que B = {y1 , y 2 }. Además, podemos 
suponer que Y1 E B{(z¡) y Y2 E B{(z2), luego, existen X¡ E Bf (p) y x2 E 

B{(q), tales que f(x 1) = Y1 y f(x2) = Y2· Como {x1,x2} E B[2 <X>({p,q}) 
y F2(J)({xi.:i:2}) = B, concluimos que B[2 C)')({z1 ,z2}) e F 2 (J)(B[2 <X)(.4.)), 
de aquí que, en este caso, F 2 (J) es interior en .4. 

Caso 1 l. f(A) = {.::}. Sea o> O. Como f es abierta, existen €1 y €2 > O 
tales que Bi~(z) e f(Bf(p)) y B~(z) e f(B{(q)). Sea€= rnín{€1,€2} y 

tomemos B E Bt°°"11'J ( {z} ). Si B = {.::1, =2}, entonces z 1 y z2 E Bi"(z), luego, 
existen x 1 E B{(p) y x2 E B{(q), tales que J(x 1 ) = z 1 y f(x 2 ) = .::2 . Como 
{x1,x2} E B[2 <X)(A) y F2 (J)({xi,x2 }) = B, se tiene que B[20'>({z}) e 

F2 (J)(B[2 P:>(A)). De la misma. manera. se tiene que si B = {zi}, entonces 
B[2 CYJ({z}) e F 2 (J)(B[2 <X>(A)) así que, también en este caso concluimos 
que F 2 (f) es interior en .4. 

Por tanto, F2(J) es abierta. 

Si F2 (f) es abierta, por el Corolario 6.7 se tiene.que fes abierta. • 

Si en la prueba del caso II. del Teorema 6.4 escribiri1os Fn (f) en lugar de 
Cn(f), obtenemos la demostración· del siguiente teorema: 

·Teorema 6.9. Paran ;:::: 3, si Fn(f) es abierta y Y es no degenerado, en­
ÚJnces f es inyectiva. 

ESTA 'TESIS NO Si•V.,J: 
DE LA BIBiLlOTECA 
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'corolari~ 6.10. Sea f: X.-.:+ Y suprayectivdy coi¡.ti.;¡_~'aJ'~dra n~ 3,<F.,:,(f) 
es ab·iertu. si y sólo si I es homéamorfismo'. '.? · ''"·' e/: " 

Demostración. Si Fn (f) es abierta, po~ el '.Te~i~nia 6.9j~~· inyectiva, como 
f es supra.yectiva y contiima, ~e tiene· e¡ lle e15' mi Ilomeo~1orfismo. Si. f es 
homeomorfismo, por el Teorema 3.5, Fn(f) es homeomorffsmo y por lo tanto 
es abierta. • 

En (29, Ejemplo 3.2] H. Hosokawa da un ejemplo ele una función abierta 
f tal c¡ue C(f) no es abierta. Posteriormente, en (32, p. 244] H. Hosoka­
wa pri.•senta otra función con las mismas propiedades. En esta ocasión, es 
bastante m<ÍS sencillo ver que tal ejemplo satisface lo que se pide. En (19, 
Observación 9] se menciona que una modificación simple del ejemplo en (32, 
p. 244]. nos da una función abierta f, tal que Cn(f) no es abierta paran 2:: 2. 
En (24. Ejemplo 3.5.5) se puede encontrar una justificación detallada de este 
resultado. De acuerdo con 6.1, la misma función f ele H. Hosokawa es tal que 
21 es abierta, pero C(f) no lo es. A continuación exhibirnos dicha función. 

Ejemplo 6.11. Existe una función abierta f: .)( -+ Y tal que Cn (f) no es 
abiertn, para ninguna n E N. y Fn(J) no es abierta paran ;::: 3 . 

. Justificación. Sean 

X = ((O, 1) X (O, 1)) u cr-1, O] X ¡:....1, O]) y Y= (O, 1] x (O, 1]. 

Definimos f : X -+ Y, como f((x, y)) = (!xi, lyl). Esta función es continua, 
pues en cada coordenada tenemos una función continua. Si x E )( y U es un 
abierto tal que 2: E U, entonces no es difícil convencerse de que existe 8 > O 
tal que B'f' (f (.7:)) n Y e f(U), Así que, fes interior en cada x E X, luego, f 
es abiei·ta. Como f no es inyecth·a, del Teorema 6.4 se sigue que paran :;::: 2, 
C,.(f) no es abierta, y del Teorema 6.9, se tiene que Fn(f) no es abierta para 
ll ::::: ;~. .• 

De acuerdo con el Teorema 6.1, la función f del ejemplo anterior es tal 
que 21 es abierta pero no C(f). 

' '· 

En (22, Teorema 1] se pruelja elsigllienté re.sultado. 

Teorema 6.12. Si C(J) es' abierta y ~y es localmenteconexo, entonces f es 
nwnótona. 
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Ahora bien, por el Teorema 6.5, si Cn(J) es abierta para:¡¡:;;:: 2 ento~­
ces, en particular, f es mónótona. Por tanto, .podeinos.extei1der .éL.·teorema 
anterior y obtener. el siguiente resultado.- .,. · · ·. ;•., i • · ·'· 

'.·. \: :··, ·'~l.;:;') 

Teore.ma 6.13. ( (19, Teorema 10]) Si X es local1ne'nie,(:,ori.e~o'y; pá;aá.l~un~. 
n EN, la función C,.(J) es abierta, entonces I es ·mo·nóioná);\;~:> C· ' 

En (22, Teorema l], \V .. J. Charatonik muestra ~u~l~~t~~6i~j(~~·fií6t1ó~cmas ··. 
V abiertas CUVO dominio es un continuo heredÚ'ariaffi'enteilocaÍme~te'conexo; 
~on homeom~rfismos. Combinando este resultado'cor{'losit'i:!Üí;~Jlas'6:fy 6.13, 
obtenemos el siguiente corolario. '•>:; :·~ :'/> ~;.~?-:,;, '.:V·:':,;;;, ' 

Corolario 6.14. ( (19, Corolario 48]) .Si -\: es ?,é;Jdi~~%~rn~~t~'.'zo~~·irn~nte 
conexo y para. alguna n E N, Cn (!) es ab~erta;: entonces/ es _un .fiomeomor­
ji.smo. 
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Capítulo 7 

Funciones Confluentes 

Ahora estudiaremos la relación entre la confluencia de una función, con res­
pecto a la de sus funciones inducidas. De nueva cuenta, la letra f represen­
tará una función continua y suprayectiva, definida entre los continuos ,y y Y. 
Recordemos que f es confluente si para cada subcontinuo L de Y y cada 
componente K de ¡- 1 (L), resulta que f(K) = L. Si suponemos que, en la 
definición anterior L es un arco, entonces tenemos la noción de confluencia 
por arcos. Si, en su lugar, pedimos que L sea un subcontinuo conexo por 
trayectorias de Y, entonces decimos que fes confluente por trayectorias. 

Es claro que si f es confluente por trayectorias, entonces f es confluente 
por arcos. A continuación veremos que dichas nociones son equivalentes. 

Teorema 7.1. Si f es confl-uente por arcos, ~ntohces I es confluente por 
trayectorias. 

Demostración. Sean L un subcontinuo conexo por trayectorias de Y y K 
una componente de ¡- 1 (L). Fijemos un elemento k E.K. Entonces f(k) EL, 
Además, ciada l E L - {f(k)} existe una trayectoria de J(k) al en L. Como 
Y es un continuo, dicha trayectoria contiene un arco f3L ele f(k) a. l er:i. L. 
Notemos que k E ¡- 1(.BL), por lo que podemos tomar la componente A.L dé. 
¡- 1 ({3L) que tiene a k. Entonces AL es un subconjunto conexo de-f.:.._1 (L) 
que intersecta a la componente I< de ¡- 1 (L) en el punto k. Luego AL .e I< 
y, como f es conexo por arcos, f(AL) = PL· Entonces 

U f(.4.L) = LJ,BL =L. 
IEL IEL 
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-- ·' . 
Como UieL-AL e J(, concluímos que f(K) =L.· • 
Ahora bien, con respecto a las funciones inducidas, en este capítulo co­

menzaren~os viendo que la confluencia ele alguna de las funciones 21, C 11 (f) o 
F,.(f) implica la ele f. Posteriormente veremos que si f es cofluente, entonces 
2/ y C 11 (f) son confluentes por arcos y, por tanto, confluentes portrayectorias 
ele acuerdo con el Teorema 7.1. Más aím, cuando Y es localmente conexo, 
veremos que 21 y C,.(f) son confluentes. Estos resultados, para 2/ y C(f) 
respectiva1nente, aparecen probados originalmente en (32] y, en cada caso, 
daren10s la referencia al mismo. 

El siguiente resultado, para las funciones 2/ y C(J), aparece de~ostrad~ ' 
en [32, Teorema 6.3]. - - - -

Teorema 7.2. Si alguna de las funciOn~s 2f, C11(!) o F~(f) es c/i;fiii,~~t~, · 
entonces f es confluente. ._ -

Demostración. Supongamos que C;.(J)es<confiÚ.ente y s~a Bun s~bconÚ­
nuo de Y. Tomemos una componente D de J-- 1 (B) y notemos que F 1 (B) es ~n 
subcontinuo de C 11 (Y). Más aún, F 1(D) es un subcontinuo de Cn(X) tal que 
Fi (D) e C,.(J)- 1(F1 (B)). Entonces, si V es la componente de e;, (f)- 1 (F1 (B)) 
que contiene a F 1 (D), por la confluencia de C 11 (!), resulta que C 11 (J)(V) = 
Fi(B). Consideremos el conjunto Do = a(V) = LJV. Como F1(D) e V n 
Fi(X), por el Teorema 1.34, D 0 es un subcontinuo de_,,'(. 

'.\Iostraremos ahora que f(D0 ) = B. Para esto, tomemos· primero un 
punto y E !(Do) y sea a E Do tal que y = f (a). Entonces existe un elemento 
.-l E T> tal que a E A. Por tanto, f(A) = C 11 (f)(A) = {b} para algún pllnto 
b E B. Luego, y= f(a) E f(A) = {b}, por lo que y = b E B. Esto prueba 
que J(Do) e B. Supongamos ahora que b E B. Entonces, {b} E F 1 (B) = 
Cn(J)(T>) por lo que existe A E V tal que f(A) = {b}. Tomemos un punto 
n E A y notemos que a E Do y f(a) E f(A) = {b}, por lo que f(a) ='= b~ EstÓ 
muestra que Be f(D0 ). Por tanto, f(D0 ) =B. ·· _· 

Consideremos un punto x E D y notemo~ que {x} E F 1(D) pór. lo q~e: 
{x} E V. Luego, {x} e a(T>) = D 0 • Por tanto, De _Do. Esto:pruebcl.,tjue 
D 0 es un subconjunto conexo de ¡-_1(B) que contiene a la comp()ne-iite D de 
¡- 1 (B). Luego D = Do y, por lo que demostramos en él párrafo anter;ior, 
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f(D) =B. Esto pruebaque f ~sconfluente. La demostracióJ~aja'21;ypa~a 
Fn(f), es similar.· · · ~;: .. ·· ' '· -::• 

Para probar que si f es confluente, entonces las func~o.i1·j~/i~d~bfdas 2.r v . ·. 
C n (J) son confluentes por arcos, utilizaremos el Teornma>L4o: )Re~cirdemo~s · 
que dicho enunciado es Ób\·io en el caso en que. los élemeritos:·'l{":'y.;4.:qtiese · 
definen en dicho teorema, se encuentran en c,;(X).· Támbiér{'~néce.sit~renÍos · 
el siguiente resultado ele la Teoría de Conjuntos. · ··~ ;,; c•/<··S~··,:·.'L!',:::.·.:;':.: :·; 

:/'..-:· ·:-~~:,·; ·2'- -, 

Lema 7.~. Sea g: Z-+ IV una funC'ión definida éntTé'los~co.;;_júntOs°'Z y l·V. 
Si .-1. e Z y B e IV, entonces: \ ::~.~ ''\ ': . - · . , · 

g(g- 1(B)nA) ;=B~~'.c(IS.·:;:r.::< •. : 
Demostración. Notemos primero q~e g:-:'· 1 (EffnÁ.; é: BS1(B)'y g-::_ 1 (B) n A· e 
A, por lo que < . ,, ~.:.::· '::.).~;<¡~} :> \~'.y (; -" 

'',_ ·:· :._:··. . .,.. ·:;·>:·, :·'';· 

Pam ~' l:~:~~~~=~:ó::H~;@J~~~[~if i ~(i)~¡~). · ~ntonoos 
existe a E A tal que b= g(a). Notemcii>que a E g:::C1 (B)í]Áestalciueg(a) = b. 
Por tanto, b E g(g- 1(B)nA). Estopruebá cille.1{n§(.A,),C;g(!f:;1 (B)nA.). • 

El siguiente teorema, para 21 y C(J),' se én~~:n~~~::grJb~d~ :originalmente 
en [32, Len1a 6.1]. · ,- .;.' 4 < · 

:.' ,: . : ' 

Teorema 7.4. Si f es confluente, entonces 21 y e;.(/) sÓn confluentes por 
arcos. 

Demostración. Probaremos el resultado para 21. Sean L un arco en 2Y y 
K. una componente de (21)- 1 (1:.). Tomemos un homeomorfismo a: [O, 1]-+ .C 
y hagamos .4 = o:(O) y B = a(l). Es claro que 21(K.) es un subcontinuo 
de L. Tomemos dos puntos O ~ s 0 ~ s 1 ~ 1 tales que a([s0 , s 1]) = 21(K.). 
Mostraremos que BE 21(K.). Para ver esto, supongamos que no es así. En­
tonces, s 1 < l. l\'otemos que (21)- 1 (8) e (21)- 1 (1:.). Por consiguiente, K. y 
(21)- 1 (B) son dos subconjuntos ajenos, cerrados y no vacíos de (21)- 1 (1:.). 
Además, como K. es una componente ele (21)- 1 (1:.), ningún subconjunto co­
nexo de (21)- 1 (1:.) intersecta tanto a K, como a (21)- 1 (B). Entonces, por el 
Teorema 1.3, existen dos subconjuntos cerrados y ajenos K.0 y K. 1 de (21)-1 (.C) 
tales que (21)- 1 (.C) = K.o u K. 1 , K. e K.0 y (21)- 1(B) e K. 1 • . 
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Ahora bien, como JC0 es un subconjunto compacto de 2x, .resulta que 
21(JC0 ) es un subconjunto compacto de 2\', De acuerto con esto y la conti­
nuidad ele a, el conjunto .J = {t E (O, l]: a(t) E 21(JC0 )} es cerrado en (O, 1] 
y, por tanto, compacto. Además (s0 , si] e J, por lo que J =/= 0. 'Entonces 
podemos considerar a t 0 = máx J. Notemos que B 0 = a(t0 ) E 21(JC0 ) y, 
como B = a(l) </:. (21)(JC), tenemos que s 1 ::; t 0 < l. Además existe K E JC0 

tal que J(K) = 21(J<) = B 0 • Entonces J( C ¡- 1(B0 ). ConsidereII}osahora el 
conjunto 

Al = LJ{ C e X: C es una componente ele ¡-1 (Bo) tal que .e'; K =/= 0}. 

Por el Teorema 1.40, iV! E 2X, K C 1VI C ¡-1 (B0 ) y cada componellte de 
i\1 intersecta a. K. Entonces, existe un arco ordenado f3 de J<a 1VI en 2-~;.de · 
acuerdo con el Teorema 1.37. Notemos que B 0 = f(K) e f(ivf).•C:.Bd,.por 
lo que J(M) = Bo. Luego, f3 e (2l)- 1 (Bo), por el.Teorema 1:39. Eritó11ces, 
f3 e (21)- 1 (.C) = ICo U IC 1 y, como f3 es conexo y tiene,alelerriento JCde'JC0 ; 

resulta que f3 e IC0 • En particular, 1Ví E JC0 • <.: ~·. ·:: .. ;,:.' . 
':::" 

Ahora bien, dada t E (t0 , l], definimos .Ct = a([t0 ,i]);·'it ==i,O:(.c;)dLJ ..Ct 
y Bt = G(t). Notemos que f (M) = B 0 = a(t~) e Lt; poi io'C¡úeM 'CiJ"" 1 (L~) 
y podemos considerar al conjunto . . ". .. ·;i :.:. :... ••. . . 

. -.. ~-·· :'..: ~'· :.:.:::~ .·.~~2·, _,. _:~·-~-,:~,,- :L·:: 

i'dt = LJ{c e X: Ces una componente d~j~1í(it)~{8.('~J.e):rÓ1v[, =!=.©},,• 
·_ ,.·- ··.:>-~< :I::><¿~·/.-</:;~ ~;.:,·:·!~}.;-::\<~(. _::~ :·~ ~- -·~·:!~-~< :/_···._·-. . -. 

Aplicando de nuevo el Teorema 1.40, teriemos;qué·1W¡'E'.2X/Mc ~Mt e• 
¡- 1 (Lt) y cada componente ele Mt interse~ta a ~vl;:<\finrúi.riios que:'/:. · · · 

- ' ... · ........ ,;, .. _ .... '" .·;· _, .. 

1) si C es una componente de Mi. entonces J(C)e~ u~á:'~(;iflp~neiite de . L¡. . . . ·,. .'. ·'.· '·:.'.'--.. _ .. ~· , .. , < .. 

Para ver 1), sea Cuna componente de 1Vft. Entonces, Ces tina-componente 
ele ¡- 1(Lt) tal que C n l'vl '# 0. Por tanto J(C) es un subcontinuo de Lt . . Sea 
D la componente ele Lt tal que J(C) e D. Entonces Ce f-:-' 1 (D) por lo que 
si E es la componente de ¡-1 (D) que contiene a C, por la confluencia de f, 
resulta que J(E) = D. Ahora bien, como D e Lt, tenemos que C e E e 
¡- 1(D) e ¡- 1 (Lt)· En vista ele que Ces una componente ele ¡-1 (Lt), sucede 
que E = C. Luego j(C) = f (E) = D. Esto prueba 1). 
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' ., ., ·. 

Definamos I<i ~ f-:- 1 (B1 ) n 'i"\-ft. Afirrnamosahoraque 
.,, • ••• ",": ;'"··- '. - r • .". • .:: 

2) K 1 =A 0 y cada co!nponente de .. M 1 i11ter:secta a1<1 • 
. ,. ' . . ·- - - . . -.. · .. ; ' 

Para ver 2), tomemos una cor'nponente Cde 1'iz;.iEntonces,',Bor l)/f(C)es 
una componente de L 1 = a(.Ci). Adenui.s B 1 es un elernéÍltodel suhcontinuo .C1 
de 2)'. Entonces, por el Teorema 1.35, f(C)riB~\:;6.0. Luegci C,nf-:-1 (B1)4 0. 
Por tanto ··. : /·. ···i;! :><::zr.:..'~.:~,[; ''.ft+:;:·< .. 

0 =? e n 1~ 1 e B1). e -~'{tHt~{c~t·t.~'.{~i':~tn~f!;;:/&~;¿ : ··. :· · 
Esto prueba que Ki =? 0'. Además;.µriip1\Iit9 clí:i;p;Q:f:';::-J.C§irj.!~.;a :;;,u vez, 

un punto ele C n K 1 pues Ces uir subcorijúntO de :1Vf1f:J;ue'g6;: CO.Kt4 0 y 

2) se cumple. . ·. . . ·~ ·,,·;·i;.:.;~,~·~;f f~l·}~:"ttt~;:·;j[}1!·~~¡';;,J~)· .·~~·};f{;r.·L> , . 
Tenemos entonces. que K¡- es. ;Un' sübconjunto';cerrado 'y no :vacío de .. X tal 

que K 1 e ¡-1 (Li)· Afirmamos ahora;(¡i:{~4;éfr s,!~5y;·.,: ' .. ·; ,;. . .· ··· .. · .. 
. ~:-::,_,:,- > ):., ·:,~¡:~~-;"d>.'/ ... );h;_; .;::;· .' ·,.· 

Para ver 3), tomemos un punto 6·€(:S~; .. Cc:nno B 1 e L 1 , existe una compo­
nente D de Li tal que b E D. Notemos que Bo E .C1 así que, por el Teorema 
1.35, sucede que D n Bo =? 0. Tomemos un punto b0 E B 0 n D. Como 
f(AI) = B 0 , existe un punto a E !VI tal que f(a) = b0 • Notemos que a E iVI1 

pues Al e 1\11• Sea C la componente de. ,"\/1 tal que a E C. Entonces, por 1), 
f(C) es una componente ele Li. Como b0 = f(a) E J(C) n D y D es una 
componente ele Lt. resulta que f(C) =D. Por tanto, b E D = f (C) C f (1W1). 
Esto prueba 3). · .. 

Afirmamos ahora que 

4) f (Ki) = Bi. 

En efecto, por~liérriafs y 3), sucede que 

.. , ·L,,_··~,~·::5'/i~f:l,l1i.~1 f1: ~c~'Ii) =_ ~1 : • , ••... ,. . • .. 

Tenemos entol11:es';;que/<,1;.§;(~!)7,:(B1 ) .¡:iara5ada t .. E(t0 /1]'. Sup()ngamos 
ahora quetysE (tci~\l] scin~ale::;.éiiie s::; t'. Entonces, (t0,s]c (t0 ,t] por loqí.ié 
Ls;:::: a((tc),sj)~ca((t~¡tj)';.;;·;i:~.:Esto'in1'p!icá. que .Ls•'f"'? a(.C~) e a(.i1)·,.; Lt, 

' ·: ,",, ,·:·· .· .• .'. "\" ::.·> .: '.;• -~ ... ·.~-·,. :<· -~, .. : •' ,· ', ... '.'. ·.· :·:: ~· .. ~·i:-··:7:· .· ... ,· . -

... 
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porlo que ¡- 1(L 8 ) e ¡- 1(Lt)· Tomemos ahorami punto x.É lJ;;;}Ent::>°riC:~s> 
existe una componente C1 de ¡-1(Ls) tal que X E Cr y C1 í)f1"\f;/I= vL Por 
tanto, C 1 e ¡-1 (L,) y existe una componente C2 de ¡- 1 (L'Ó taLq{1e':p{cC2:. 
?\otemos que r/J # C 1 n Me C 2 n M por lo que C2 e 1\I¡:·:Entó.nces; x:e 111h 
y con esto probamos que kl .• e A/1 • · :·· "'·,:: !"',: é'> ;:.:'. .. ' · .. ·'.: · ::r\ .~'"··:/(;·.Y;.> .. :;~::·.·.~:.,_: 

Consideremos ahora una sucesión decreciente { tn} ,;~r1 ~Ü~1\k~'~~'0[16\ t~, 1] 
tal que tn --¡. to. Dada n E N, hagamos .Cn = Ct([to;·tn])/,Li{ #:.u(.C;;} ,;,'U .Cn, 
B,. = a(t11 ) y I<,. = ¡- 1 (Bn) n iHin· Afirmarnos qt~e "':::· 

5) Ln -+ Bo y iVltn -+ ivl. 

Para ver esto, notemos que [t0 , tn] -+ {t0 }. Entonces .Cn = Ct([t0 , tn]) -+ 
{Ct(ta)} = {Ba}. Luego, por la continuidad de la función unión (Teorema 
1.33), Ln = u(.Cn) --¡.u( {Ba}) = Bo. Así pues, Ln-+ Bo. Para ver la segunda 
parte ele 5), notemos que, por lo que demostramos en· el párrafo anterior, 
{Altn }neN es una sucesión decreciente en 2x. Entonces, por el Teorema 1.25 
si Afo = nneN AJ,.,, entonces i'vltn --¡. l'vlo. Además, en ;_,ista de que 1vl C 1vltn 
para cada n E N tenemos, por el Teorema 1.15, que 1Vl e 1W0 • 

tvlostraremos ahora que i'vlo e AJ. Para esto, tomemos un punto x E 
1Ha = nneN i'vlt ... Dada n E N, X E J1'Ítn así que existe una cómponente Cn de 
¡- 1 (Ln) tal que x E C 11 y C 11 nAI # 0. Por la compacidad de C(X), existe una 
subsucesión {C',..,.}meN de {C'n}nel'l tal que C 11"' --¡. Co, para algún elemento 
Ca E C(X). Notemos que J(C11"') e Ln ... , J(Cn.,.) --¡. J(Co) y Ln"' -+ Bo. 
Entonces, por el Teorema 1.15, J(C0 ) e B 0 • Luego, Ca e ¡-1 (Ba). Ahora. 
bien, X E Cnm y Cnm n Al # r/J para cada m E N, por lo que X E Ca y 
Can,\[ =f l/J, de acuerdo con el Corolario 1.16 v el Teorema 1.24. Tomemos 
un punto z E C 0 n Al. Entonces existe una componente D de J:--1 (B0 )t'alque . 
= E D y D n I< -:¡6 0. Notemos que z E D n C0 y como D es una componente· 
de ¡-1 (Bo), necesariamente Co e D. Por tanto, X E Co e D e· l\lf, así!que· 
:z: E Al. Esto muestra que .iVJ0 e 1Vl y, entonces 11'! = 1Vfo. 

- - •• -"> -. 

Para simplificar la notación, dada la compacidad de 2x, supongamC>~ 
0

que 
la sucesión { I< n }neH converge a un elemento I<o E 2x. En vista de que 
K,. e i\11 .. para cada n E N, por 5) y el Teorema 1.15, sucede-que 1<0 e i'vl. 
Ahora bien, como la sucesión {AJ,n}neN es decreciente y, de.acuerdo con 2), · 
cada componente de i\11n intersecta a I<,, tenemos, por el Teorema ·1.41, que 
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cada compomente .de·i\!l intersecta a 1<0 . De esta manera, de acuerdo con el 
Teorema 1.37, existe ·un arco ordenado 'Y ele I<o a 1YJ. Afirmamos'qtie: 

6) ~¡e JCo . 

. Para ver esto, notemos que, como I<n -+ I<o resulta que f(I<n) ~ f(I<0 ) • 

.-\.hora bien, ele acuerdo con 4), J(I<n) =En para cada n e·N:Aélen-ÍC\s, como 
t,. -+ t 0 , por la continuidad ele a tenemos que En~ á(t~)·~.a(to) ,;;, B 0 • 

Luego, f (Ko) = B 0 • Tenemos, de esta manera, que f(I<0 ). =: [(.ivl) ;== B 0 así 
que, utilizando el Teorema 1.39; 

'Y e (2l)- 1 (Bo) e (21)-1 (.C) = x:;u JC;. 

Entonces, por la conexidad de 'Y y el hecho de' ~Ü~ J<>~~·;~ri <~le~eritci de 
'Y que pertenece a JC0 , resulta que 'Y e JC0 • E~ particúlá:r,.f<~,E JC0 •. i 

Ahora bien, de acuerdo con 4), 

Kn E (21)- 1 (Bn) C (21)- 1 (L)= ~0 UJC1 • 
Si para. algún número natural n resulta que I<n E JCo, entonces a(tn) 

En = f(I<n) E (21)(JCo), por lo que tn E J. Entonces to = má.x J;::: t,.. Esto 
contradice el hecho ele que tn > to. Por tanto, I<n E JC1 para cada n E N. 
En vista ele que IC1 es cerrado, tenemos que K 0 E IC1. Hemos demostrado 
así, que I<o es un elemento en JC0 n IC 1 • Esto contradice el hecho de que los 
conjuntos IC0 y Kt son ajenos. 

De lo anterior tenemos que B E (21)(JC). una p~ueba similar hace ver que 
A E (2f)(JC). Por tanto, (2f)(JC) es un subcontinuo del arco L que contiene a 
sus dos puntos extremos. Luego, (21)(JC) =L. Esto prueba que 21 es conexo 
por arcos. La demostración para Cn(f) es similar. • 

Combinando los teoremas 7.1 y 7.4, tenemos el siguiente resultado. 

Teorema 7.5 ([32, Corolario 6.2]). Si f es confluente, entonces 21 y 
Cn(f) son confluentes por tra.yectorias. 

Para ver que cuando Y es localmente conéxo•~>J>es•confluente, enton­
ces las funciones inducidas 21 y C,. (!) son confiuentés/ utilizaremos los dos 
teoremas que enunciamos a continuación. 
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Teorema. 7.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

i) .Y es localmente conexo, 

ii) 2x es localme_nte conexo, 
. . . 

iii) C,;(X) es localmente conexo. 

Teorema 7. 7. Si )( es localmente conexo entonces, para cada. subcontinuo • 
A de X, ex·iste un<L sucesión decreciente {An}neN en C(X) tal que A,; es . 
localrnente conexo, para cada. n E N, y A,. -7 A. 

.- :. ,, • "! • ·/. ' 

-~ manera de referencia, una demostración del Teorema 7:6,.;p~·-~a>~ := 1,· 
puede verse en (53, Teorema 1.135]. La prueba ele qué las:afii-in'aciónes. i) 
y iii) ele dicho teorema son equivalentes, se encuentra en'.'[46i ·;:reorerila'3:2]. 
Una prueba. del Teorema. 7.7 a.parece en [40, p. 260]. En~ (32/Téorémi 6,3}, 
H. Hosokawa demuestra el siguiente resultado, para e_l_cásó':ii:~'l:)· ,·. · 

Teorema 7 .8. Si Y es localmente conexo, entonces las sig'IJ.Í~nt~~ dflrmacia­
nes .son equivalentes: 

-i) f es confluente. 

·i·i) 21 es confluente. 

·iii) e,. (1) es confluente. 

Demostración. Para ver que i) -7 ii) supongamos que f es confluente. 
Sean ,C un subcontinuo de 2Y y IC una cornponentc ele (21)- 1 (.C). Como 
Y es localmente conexo, por el Teoren1a 7.6, 2Y es localmente conexo. En­
tonces, por el Teorema 7. 7, existe una sucesión decreciente { Ln }neN de sub­
conrinuos localmente conexos ele 2)', tal que Ln -7 .C. Por el Teorema 1.25, 
L = nueN .Cn. Entonces, dada n E N, tenemos que .C e L 11 , por lo que 

IC e (21)- 1 (,C) e (21)- 1 (.C11 ), 

de donde podemos considerar la componente /C11 de_ (21) -'- 1 (.C11 ) tal que K C 
ICn. Notemos que 

. . . 

K e K,.+1 e (21)-1(.C,,+i) S (21).:.:1(.Cn) 



. ' 

así que 1Cn+1 n/Cn =/= 0 y, ~orno ICn es una componente de (21)--' 1 (.C~), r~slllta 
que ICn+l e ICn. Entonces {ICn}neN es Unasucesión decreciente porlo qüe si 
/Co = nneN ICn, por el Teorema 1.25, JC71 ...::+ /C0 • 

.-\hora bien, como IC e ICn para cada n E N, por el Teorema 1.15, IC e IC~. 
Por otro lado, cada elemento .Cn es localmente conexo. Entonces, por el 
Teorema 1.48, cada .Cn es conexo por trayectorias. Luego, por el Teorema 
7.5, 2l(JC11 ) = .Cn. Además, en vista ele que /C11 -'+ IC0 , tenemos que .Cn = 
21(/Cn) ...::+ 21(JC0 ). También es cierto que .Cn ...::+.C. Por tanto 21(JC0 ) = .C y, 
por consiguiente, /C0 es un subconjunto conexo de (21)- 1 (.C) que intersecta 
a la componente IC de (21)- 1 (.C). Luego /C0 e JC. Esto muestra que JC = JC0 

y, además, 21 (JC) = 21 (JC0 ) = .C. Entonces 21 es confluente. 

Combinando lo anterior con el Teorema 7.2, resulta que las afirmaciones i) 
y i·i) son equivalentes. De manera similar podemos ver que las afirmaciones 
i) y iii) son equivalentes. Entonces también las. afirmaciones ii). y iii) lo 
son. · ·<.,', '•'» ,,, • 

Ahora veremos que, en el teorema anteri8~; l'~. hipótesis de que Y es 
localmente conexo es esencial. '\ , , ,,, ', , , 

. ¡, ·-:~ -,:.;. ¿·,.; .;-.,~: .. ~ ·" -~~:,: -;_.\ ~ 

Ejemplo 7 .9. Existe una función confluente/:'}{/; Y ial q'ÍJ.e las funciones 
21 y CnCf) no son confluentes. ' :j' '..'" ]/ ;, 

Justificación. En el plano IR2 , expresad~ ~ri:.c;ord~ri:ad¡{;, polares, conside-
remos los siguientes conjuntos. ' · /' ·.',.:: •: . . c.{. '· 

-41 = { (r, e); 

Y= Si' U B1 üB2if defin:amOs'f :·~x':l¿ ·~: c{C,fui);/(r; O)''# .. (i-', W); para cada 
(r,O) 'E X.Considerenú:>s en Sy;'·!Os punfosw1=\(1;7r);bi1 '=(1;'ií ~ ~), 

. : :.- ~" .... ,, ' .. '\. ·'~ ·_, ~'. 
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u2 = (1, Ti+~), ·u1 = (1', 1r-t) ; v2 = (1, ;·+J )::NQtc~1o~q;1~siX; >==wu1 
y L2 = u2w, entonces l(L1) = l(L2) = t- AdemásJ(w~1) =d(v:i;w)·=' L 

X 

Para ver que f es confluente, sea A t\11 subcontinuo .de. Y: Notemos que 

i) A es un arco contenido en B 1 U B2. 

ii) .-l. es un arco contenido en S}' e; bien A ==,s.,;. 
-iii) A es h~meomorfoaB1 lJS;;o)i.Bd.usy~ 
iv) A e~ homeomoi·fo·a Y. 

En el caso i), com8 !.A;~~ éó1~e;.o :>; .·s1 (i B~ = 0, resulta que A e B 1 o 
A .e B2. SÍ.1pongamos 'que A e' B 1 : Entonces existen s; t E (1, 2] tales que 
s $ t y que · , : · 

A={<~. B): B·=·7ISe~(1~~ )·y r E[s,t] F.· 
Luego: 

¡-1(.4) = { (r, B): (} = isen (
1 

·~ r) y r E [s, t]}. 
Por tanto, ¡-1(A) es un arco conte1{iclo en.A 1• De la nÍisma manera se 

tiene que si A C B 2 , entonces ¡-1 (A) es un arco contenido en A 2 • En.ambos 
casos ¡-1 (A) es conexo y ¡(J- 1(A)) =A. 
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En el caso ii), supongamos primero que A=¡!: S)'· Si (1, O) ¡¡t A, entonces 
existen s,t,,E (0~2rr)'ú\les qlle s ::;:; t y A {(l,B).: a e[sit]}: Eritonces 

¡-
1

(A) =:=:f~ uc;~~-,:··c·l··:·º·· ~d_.:;.~'}< · 
¿~. ¡,~:: ::·,;;·¿._·~/-\: : ' ' . -. ' . ·' . 

c¡~'((ha);{},tE:H.ür y C2~ {(l,B): ~E[7r-l-•f;+HJ.· 
A~{e~~~{t~~"~6~j~1i~J~~- C{y C2 son conexos y ~jenos .. ~~r:_tant~, son las 

co1Tl.ponentes_de'/c-:1 (4).'Note'mos que f(C1) :,;, J(C:?) ~ A.:i:-\hora~bien, si 
(1, O) e A, eil:tónces existeri' p y q e (O, 2r.] tales qué.p::;:; q y (¡lie ···· .. · _ 

-'"·· ·- -:>,~;. :(/:' 
A= {(1,B): ()E (O,p]} U {(l,B): ·a E (q,2r.J}."''"' - •· 

- ' • • - •,·,. • ' :": j -;~·- ' ' - • "," 

Entonces ¡-
1
(A) = D1UD2 , :onde . : . ,- ·;.'. ~.-·'.>->·,.~;:•· .. ··· 

D 1 = { (i, B): a E [o, 2]} u,.{(~; h= (l~~:[;.;6 2; 2rr]} 
. - .. ' .- '•,., . -, . ---.. :·.';'-- :_;,·.,.;· .. ·.'-~.:~-,_<"·.'-.~>·\··:;:f;._:'- ::~-::-"·. ·:-·:::- - ', 

y 
. _,,-

D2 = {(l,B): BE [~,;+ ~] r, 
Además D 1 y D 2 son: conexos y ajenos.· Por tanto, son las componentes 

de ¡- 1 (A). Más aún, /(D1) = f(D2 ) ~A. Por último, si A= Sy entonces 
¡- 1 (A) = Sx y f(Sx) =A. Supongamos ahora que A satisface iii). Si A es 
homeomorfo a B 1 u S)'• entonces existe 1 < t :5 2 tal que A y ¡-1 (A) quedan 
determinados de la siguiente manera 

A= {cr, B): a= r.sen ( 
1 
~,.) y 1 < r :5 t} u Sy, 

¡-1 (A) = { (r, B): () = ~sen (-
1
-) y 1 < r :5 t} U Sx. 

2 1 - r 

Entonces ¡-1 (A) es un continuo homeomorfo a A 1USx y ¡(f-1(.4)) =A. 
De manera análoga si .-1. es homeomorfo a B 2 U Sy, entonces ¡-1(A.) es un 
continuo homeomorfo a A.2 U Sx cuya imágen, bajo f, es A. Supongamos, por 
último, que A satisface iv). Utilizando argumentos similares a los anteriores, 
sucede que ¡- 1 (.4) es un subcontinuo de,\:, homeomorfo a Jy y cuya imágen 
bajo f es A. Tenemos, por tanto, que la imágen de cada componente de 
¡- 1(A) es, en cualquier situación, igual a .4. Entonces, f es confluente. 
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Ahora veamos que 21 no es confluente. Coiivenimos en que si ¡.;_· es un 
subcontinuo ele .Y o bien ele Y, y [( 'es un arco' con puntos extremos x y 
y, entouces I< = xy. Si J( está ·contenido en Sx o bien en Si,. convenimos, 
además, en que el arco xy esti'i recorrido en el sentido de las manecillas del 
reloj. En cualquier situación, denotaremos por l(xy) a la longitud del arco 
:i:y. 

Consideremos, en C(Y), los siguientes conjuntos 

y 

Y3 =Y~ U C(wv¡, L1).~,d~(1J2~,L2), 
en donde C(wv1 , L 1 ) = {K E C(SY.): wv1 é: ¡.( e L 1 } y, análogamente, 
C(v:iw, L2) = {K E C(S1-): v 2 w e K e L2}- Nó es difícil ver, que los 
conjuntos C(tL'V¡, L¡) y C(v2 w, L 2 ) son arcos-en C(Sy·). Por consiguiente, 
dichos conjuntos son subcontinuos ele C(Sy). 

:'\otemos ahora que cada elemento de Y 1 , Y2 y Y 3 es un arco en Y. Afir­
n1an1os que: 

. . 

1) los conjuntos Y 1 y y 2 son co~exos y }'3 es .un. subcontinll.6 ele C(S;.:). · 
• : '< _: • '.'' ·'·'' • •• ; ·; ••• -'"'·~~· ;' •• - ..... •• 

Para ver esto, consideremos el ~imto E!~tremo z ='(2,?!'s~~(¿\))~d~·B1 
y definamos, en B1, un orden< comó sigue: X< y s(ysólo;si:zx'.c; iy. 
Definamos ahora g: [O, oo) ~ Yi ·como g(t) = ;.;;.2·,'dó~Cie''r~r~· -e_s"'eLúriic.ó 
elemento de Y1 tal que r 1 <,,, r 2 y l(zr¡) = t. Diremos qlle :;.i''és': el'ipdmer' 
punto extremo ele r 1r 2. Notemos que g es inyectiva, pÚes srg(t~}'=~::'_g(t2 ); 
entonces r1r2 = 9(t1) = g(t2) = s 1s2, l(zr¡) = t1, l(zsi) =',t~;'rí:"<: r~ y 
si <: s:i. Entonces, r 1 = s 1 y, por tanto, t1 = .t2 . · • .\hora ·veam.C>s :que g 
es suprayectiva. Sea r 1r 2 E Y 1 y, sin percler .. generalidad, 511pong~imos que 



r 1 <.: r 2 • Entonces, si t = l(zr¡) sucede c¡ue g(t) =/1 r 2 • Por 
biyeétiva. 
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tanto-g es 

·Para· ver que g es continua, sea e > O. Supongamos ,que t, s E [O;oo) 
: son tales que lt ·-si < e. Hagamos g(t) = r 1 r:i y g(s) ·= s1s2. Sin perder 
generalidad, podemos suponer que t $s. Entonces dR~(r¡,s1 ) < l(r1 s¡) <:e. 
Tenemos entonces, que g(t) y g(s) son dos arcos en B 1 con la misma longitud 
y tales que la distancia entre sus primeros puntos extremos es menor que 
e. Entonces H(g(t), g(s)) < e. Esto muestra que g es continua. De manera 
similar podemos ver que g- 1 es continua. 

De lo anterior tenemos que g es homeomorfismo y, en consecuencia, Y 1 es 
conexo. Análogamente se demuestra que Y2 es conexo. La prueba de que Y3 
es conexo también es similar. En efecto, para el punto w = (1, 7r) definamos, 
como antes, una relación de orden <w en Sy como sigue: x <w y si y sólo si 
wx e wy. Supongamos que l(wu2) = p y notemos que p = 27r - ~- Definamos 
ahora g: (O, p] -+ Y3 como g(t) = r1 r2, donde r1r2 es el único arco en Y3 tal 
que r 1 <w r 2 y l(wr1) = t. Una prueba similar a la anterior, hace ver que g 
es un homeomorfismo. Por tanto, Y3 es un subcontinuo de C(Sy ). Además. 
Y3 intersecta a los subcontinuos C(wvi, L1) y C(v2w, L2) de C(Sy) en los 
elementos L 1 y L 2 , respectivamente. Luego Ya es un subcontinuo de C(Sy) 
y, así, 1) se cumple. 

Afirmamos ahora que: 

Para ver esto, tomemos un elemento I< E y3. Entonces I< es un arco 
xy en S.,- recorrido en el sentido ele las manecillas del reloj. Sea {xn}nel'I 
una sucesión de puntos en B 1 que converge al punto x. Para cada n E N, 
sea XnYn el arco de longitud ~ contenido en B1 y tomado en el sentido de 
las manecillas del reloj. Es fácil ver que la sucesión {xnYn}nel'I de elementos 
de Y 1 , converge al arco K = xy. Por tanto I<: E Clccn(Y1). Entonces Y3 e 
Clqn(Y1). Ahora bien, si K E C(wv1, Li)UC(v2w, L2) entonces, también es 
posible encontrar una sucesión {XnYn}neN de elementos de Yi. que converge al 
arco K, ele manera que las sucesiones {xn}neN y {Yn}neN convergen al punto 
extremo de K diferente de w. Esto muestra que C(wv 1 , L 1 ) U C(v2 w, L 2 ) e 
Clccn(Yi). Como también es cierto que Y 1 e Clccy¡(Y1 ), tenemos que Y 1 U 
Ya e Clccn(Y1). 
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Ahora sea I< E Clccn(Y1). Entonces existe una suces1on {xnYn}nell en 
Yi que con\·erge a [{. Note1nos que para cada n E N, XnY,. es un subconjunto 
del conjunto co1upacto B 1 U S)'· Por tanto I< e B1 U S)'· ;\Iás aím, c:omo 
cada arco Xn!Jn tiene longitud ~, sucede que I< es un continuo con longitud 
finita. Luego [{ e B 1 o bien I< e S\·. En el primer caso, resulta que I< E Y 1. 
Con respecto al segundo caso noten1os que si a lo más un níunero finito ele 
los elementos de la sucesión {xnYn}neN intersecta al conjunto P = {(r, O) E 
B 1 : B = "o IJ = -7T}, entonces la longitud de I< es ~ y, por consiguionte 
I< E Y:'1• Si, por el contrario, una infinidad ele elem-entos de la sucesión 
{:i:,,y,. }ri,::1 intersecta al conjunto P, entonces I< E C(wv1, Li) U C(v2 w, L2). 
Por cornsiguiente, K E Y3. Esto muestra que Clccn(Y1) e Y1 e Y 3 y, de esta 
n1anera, :2) es cierto. 

De manera similar se prueba que Clccn(Y2) = Y2UY3. Ahora bien, como 
Y1 y Y2 son conexos, tenemos que ClccnCY1) y Clccy¡(Y2) son subcontinuos 
ele C(Y). Dichos continuos contienen al continuo Y3, así que: 

Y= Y1 u Y2 u Y3 = Clccn(Y1) ~ Clccn(Y2) 

es un subcontinuo de C(Y). Consideremos ahora, los siguientes subcoriJuntos 
de C(X): 

X1 = { K E C(X): K e .4.1 y l(J(K)) = ~}• 

X2 = { [( E C(X): K e A2 y l(J(K)) = ~}. 

La prueba de que .-1:'1 y X2 son conexos es análoga a la ele que Y 1 y Y:i son 
conexos. Afirmamos que: · 

Para ver esto, sea I< E (2f)-1 (Y 1 ). Entonces existe 1H E Y 1 tal que 
J(K) = 1VJ. Como 1VI E Y 1, tenemos que 1W = m1m2 e B1 y l(1W) = ~' De 
la construcción ele X y Y se tiene que ¡-1(B1) = A 1. Además f es inyecthra 
en .-11, de aquí que K = ¡-1(J(K)) = ¡-1(1W) e ¡-1(B1) = A 1. Como 
f(K) = M, entonces l(J(I<)) = l(1W) = ~- Puesto que JVJ es un arco, [(es 
también un arco. Por lo tanto K E X 1, así que (2f)-1(Y1) e X 1 • Ahora; sea 



- ' •/ 

_, - -~- - .. ,.,. - ' . 

,-,', . ··,.y~-.~·.~···:· 
J( E X1. Conio,K E C(X) y J("C Ai;s1i¿ecie ci~eféK} e;c(Y) yf(K)CB¡. ' 
Además, ·LU(I<)). = ~ •.. así que· f(I<) e;Y1' Eritoríi:es'K;E: (:21)~ 1 (Y!)}y,•· por 
tanto,.X1 ,e (2f)- 1(Y1). Esto,priieba:3); , ·.,.,) ·:·· > ~.y:~,~~','~"':>'.? .• ·.· • 

. c21í~;,;,r~6~i.h";'.~:::1~::f~~:~1.~~;~~~J~-~{f~l~~~;~A{¿•tou1ac 
S1 = { (1,B): B E (-.2; 2)}, : ,S2 ;""'.{ (liB};JJ,E (2, T)}; · ... ,,, ·~- .. ;- _:: -. :·· <·· -·~·-:_._ ~--1 . ::--:· ./!:"'''.<'<_'?,\ .. t ... '.~_<,\·.~ .. -~;:::;,~ .. :~:?~;~_::';·~>;,_7'.·:;,:-._,.:":' ·: 

'· . . Ri=:= {c1;B): B E:H- :¡.ff]h 'cR~'=:{(l;e):/e.~.[~;ff+t]}i 

. R'Z#'Iit)~j ~ : JI~---'.(!l ¡ : . '~¡,: ;})~~H'.~\; ¡t»if 1i'.i } 
R1 = {(1, él): BE [T - 8 , 2 ]}, Rs =:{(1,_B):,B eJT, 2 + s]}. 

Definamos, en X, P1 = (1, ~). P2 = (1; 2:~);c11'?f:;".(1;;~ c;;..:-k), q2 = (1, ~ + k), 
q3 = (1, 3; - k), q.¡ = (1, :r; + k)· Notemos queJ(p1) =:=f(P2) = w. Consi­
deremos ahora,los siguientes subconjuntos; de 25~ :· •/:· · .~ 

así como: 

'R.0 = {I< E 25-": KnS1 :J=0§'.i~~2#·0}·, 
'R.1 = {K E 25-": KnR1·=F l/J yK:n R3-:/: l/J}, 
'R.2 = {K E 25-": K nR2:#·0,Y Í<h R 4 -:/: 0}, 
'R.3 = {K E 25-": K nRs'#.1/J j Í< n R1-:/: 0}, 
'R..¡ = {I< E 25

-" :·I<nR~=F l/J y K n Rs-:/: l/J}' 

S 1 = {K E C(~~':): ICC ~~ y,l(J(K)) := ~}u C(Rs, Ri) U C(Rs, R.¡), 

: .= {:: ~t~H~~!;4;~'.:;;;~~g~}~(~.H.l u C(R,, R,)' 

S.1 = {K'eni:J(K) ==wu1}u{K.E:n2:'f(K) ~u2w}, 
Ss = {x4p~,p2x3;x~p1, Pixl}, " . 
S6 = {K E 'R.3 ;¡(K) E C(wv1, L¡)J, .. ·.· 
S 7 = {ICE 'R.4 : J(K) E C(v2w; L2)}, 
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endondexl= (1, f -=t), X2 == (l,~ + n, X3 = (1, 3
; - t) Y X.¡== (1, :~..- + t). 

· Hagamos, por: tUtimo.: · · · 

. . . . . . . .-1:'3 =S~ u.S2 u S3 u S.1 u Ss u S5 u S1. 

c-\~n~rnmo~qtle: ; .. 

4) (2()_.~ (;3) := x3. 

Parn ver esto, sea K E S 1 • Entonces J(I<) E C(S}') )~l(J(K)) = ~­
Aclem<1s, como I< e Si. resulta que Pi.P2 ¡:J. K, por laque w ¡:f. Ints~(J(K)). 
Por tanto J(I<) E Y 3 . Esto muestra que S1 e (21)-1 (Y3 ). De maiiera sirriila1', 
resulta que S:i u S3 e (21)- 1 (Y3 ). Es claro, además, que S4 U Ss·U S~ u S7 e 
(21)- 1(Y3 ). Por tanto, .-1:'.3 e (21)- 1 (Y3 ). . . . 

Supongamos ahora, que K E (21)- 1 (Ya). Entonces J(I<) es'un subcorÍ­
tiirno de Sy con longitud ~ o f(K) E C(wv 1 , L 1) U C(wv2 , L 2 ). Supongamos 
que w ¡:f. f(J<). Entonces P1.P2 ¡:f. K. Por tanto K e Si U S2. Si K es 
conexo, entonces I< E S 1 U S 2 • Por otro. lado, si /\.- no es conexo entonces 
K E Sa U S5 U S 7 . Ahora, supongamos que w E f (K). Entonces f (K) = wu 1 

o bien f(J<.:) = u2w. Si I< ¡:J. S 5 entonces, en vista de que al menos uno ele p 1 

y P2 se encuentra en K y l(K) = t. sucede que f\.- E 'R.1 un.2. Luego, I< E S.t. 
Esto prueba que (21)- 1 (Y3 ) e X;1• Luego, 4) se cumple. 

Notemos que: 

(21)- 1 (Y) = (21)-1(Yi) u (2l)-1(Y2) u (21)-1(Ya) =Xi u X2 u. Xa.· 

. ..\hora bien, las respectivas pruebas de que Cl2 Y (Y1) = Y1UY3 y Cl2 Y (Y2) = 
Y2 U Y3, se pueden adaptar para demostrar que · · · 

y 

Cl2x (X2) = .-1:'2 U S2 U {x2p;,'p2xa}~ 
De lo anterior, se sigue que .-t'1 US1 U {p¡Xi, X.¡P2} y X2 Ü S2 U {x:¡p¡, P2X3} 

son subcontinuos de 2x. Claramente se tiene que · 
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(.-1:'1 u S 1 u {p1x1, x-1P2} )n(.-1'2 u S2 u {x2p1, p2x3} ))n(S3 u S-1 u Sa u S7) = 0. 

Supongamos ahora que I< E Cl2 x (S3 u S.1) u S 6 u S7. Entonces, como 
S 3 U S 4 U S 6 U S7 e (21)- 1 (Y3) n 25 -" y el conjunto (21)- 1 (Y3) es compacto, 
resulta que R.- E (21)- 1(Y3 ). Además, (21)- 1 (Y3 ) e 25 -" por lo que J( E 25 -". 

Ahora bien, si I< es el límite de una sucesión en S 3 y suponemos que p 1 , p2 !/:; 
I<, entonces I< es el línüte de una sucesión de conjuntos disconexos, en donde 
algunas componentes están contenidas en S 1 y otras en S2 • Luego, I< posee 
la misn1a propiedad. Como cada elemento de dicha sucesión tiene longitud ~ 
y su irnágen es un subcontinuo de S 1-, al pasar al límite, dichas propiedades 
se preservan. Por tanto, I< E S 3 • 

Supongamos ahora, que I< es el límite de una sucesión de elementos en 
S 3 y que alguno de p 1 y p 2 está en K. Como J( E (21)- 1(Y3 ), resulta que 
f(I<) = wu 1 o bien u 2w. En vista de que los elementos de la sucesión que 
converge a I< son disconexos y que cada uno de ellos está contenido en la 
unión de un arco en Sx de longitud ~ y su arco antípodo, al pasar al límite, 
tendremos que I< E 7?..1 U 7?..2. Entonces I< E S4. 

Hemos hecho ver que Cl2x (S3 ) e S 3 U S 4 • Notemos ahora; que 

S-1 = (n 1 n (2l)- 1 (wui)) u (n2 n (2l)- 1 (u2 w)). 

Por tanto, S 4 es cerrado en 2x. Por consiguiente, el conjunto S 3 U S 4 es 
cerrado en 2x. De manera similar se prueba que los conjuntos S 6 y S, son 
cerrados en 2x. De esta manera, los conjuntos Co = .-1'1 U S1 U {p¡X¡, x 4p2}, 
C1 = X 2 U S2 U {x2p1,p2x3} y S3 u S 4 U S 6 u S, son cerrados, ajenos dos 
a dos y su unión es (21)- 1 (Y). Por consiguiente, si C es una componente 
de (21)- 1(Y), entonces C = C0 , C = C1, o bien C e S3 u S 4 u S 6 u S 7 (se 
puede demostrar que, de hecho, S 3 U S 4 U S 6 U S 7 es conexo. Sin embargo, 
para efectos de la demostración, esto no es necesario). Ahora bien, en el 
primer caso, tenemos que 2l(C) = 21(C0 ) = Y 1 UY3 "/=Y. En el segundo caso, 
resulta que 2l(C) = 21(C1 ) = Y 2 U Y 3 "/= Y. Finalmente, en el tercer caso 
21(C) e 21(S3 u S.1 U S6 u S7) = Y3 "/=Y. Por lo tanto 21 no es confluente. 

Veamos que C(J) no es confluente. Para esto, definimos Y = Y 1 U Y 2 U 
Y 3 como antes. Siguiendo la misma demostración para 21, manteniendo la 
notación, resulta que S 3 = S 4 = S 6 = S; = 0. Por consiguiente: 



100 CA.PÍTULO 7. FUiVCIONES CONFLUENTES 

1 . - . - . - -'-':.·:_<> :,·.:·:·. 
C(J)- (Y)= (,.-1:'¡ U S1 U {P1X1,X.iP2}) U (X2 U S2 U {x2p1,P2:i:a}); 

Por consiguiente, Co =Xi US1 U {p1X1, x.1P2} Y C1 = X2US2Ú{~:11i,;2:1;3} 
son las componentes ele C(J)-1 (Y) y, como antes, la imagen bájo. C(J) ele 
cada una de ellas no es Y. Luego, C(J) no es confluente. 

Supongamos ahora que n > l. Para ver que Cn(f) no es confluente, 
consideremos el continuo Y como antes y, siguiendo la prueba para el caso de 
21, respetando la notación, consideramos ahora los elementos de S 3 , , S 6 y S 7 

que estén contenidos en Cn (_'(). Entonces, resulta que si Ces una componente 
de Cn(J)- 1(Y), entonces C = C0 , C = C1 o bien Ce S3 u S,1 u S 6 u S7 , y en 
cualquie1· situación, su irmigen bajo Cn (J) no es Y. • 

En [19, Teorema 18] se Demuestra el siguiente resultado: 

Teorema 7 .10. Sean f: X 4 y- una función continua entre continuos, y 
n 2: 3. Entonces Cn (J) es confluente si y sólo si J es monótona. 

Observemos, que paran 2: 3 este resultado prueba que)a fonción Cn(f) 
en el Ejemplo 7.9 no puede ser confluente, pues es claro qÜef no: es mo.nótona. 
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Capítulo 8 

Funciones OM 

Eu este capítulo veremos la clase de las funciones OJ.VI y su relación con las 
funciones inducidas. Como hemos venido suponiendo, 1: _,y ~ Y represen~ 
ta una función continua y suprayectiva entre los continuos . .,Y·. y 1'.'"'::En (32, · 
Teorema 5.2] se demuestra el siguiente resultado. · · · · 

Teorema 8.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:.: .. _ 

i) f es una función Ofvf. 

ii) 21 es una función Oi'vl. 

iii) C(J) es una función 01Vl. 

A l.o largo del capítulo, probaremos algunas de las implicaciones esta­
blecidas en el teorema anterior. Para tal efecto, necesitaremos del siguiente 
resultado. . . 

Lema 8.2. Si p E Y y K es una componente de !-=1 (~), "ént~n;ées: 
-.- ••••• A 

i) 2K es la componente de.(2f)- 1 ({p}jque ~ont~~11"~:~_}<,);/ir 

,,
1 ~~'~ ~ '" oompon=« de c.,~>~~s;j(~~IJ;~~~ff ~"~'~,r:,:~~ '""º 

Demostración. cóñ16·f (K). = .. {¡:i};:tenefuo5'.:Cíl1!FI~i·eXQiíf.f)"'°. 1 ( {ii} ) .. sea:. 
C la componente de·C,.(J)- 1 ({p}) ta(.cj"úe~'.l<\E c::Ncítemosque·•C· es un 
subcontinuo ele C,.(X) tal que K e>C n, C'(X)>E!'ltonces, por el Teorema 
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1.34, a(C) = U .. iec A es conexo. Acleriiáses élaro. c1ue a(C) cJ.-1(p) ·y, como 
K es una componente ele ¡-1 (p) y K Ci:r(C), resulta: que A" =i:r(C)'. 

.. ' '. '--· '' 

Veamos que Cn(K) = C. Tonwmcis primero un elemento e· E Cn(K). 
Como C e K, entonces J(C) e J(K) = {p}, así que C E C;,(f)-:- 1 ({p}). 
Esto muestra que C,.(K) e Cn(J)- 1 ({p}) y, como Ces la com.poÍ1ente de 
C,,(J)- 1 ({p}) y C comparte con C,.(K) el elemento I<, resulta.qtíeC,,:(K) e 
C. Tomemos ahora nu elemento CE C. Entonces Ce a(C) = J-(¡ por lo qne 
CE C,.(K). De esta manera Ce Cn(K) y, por consiguient.e!·C71,(K).= C . . 

Lo anterior termina la demostración para el caso de Cn(f). La respectiva 
pr11eba para 21 es similar. • 

En el caso de Fn (J) tenemos el siguiente resultado.' 

Lema 8.3. Si p E Y y]-( es una componente de ¡- 1 (p) entonces, para cada 
n EN, Fn(K) es una componente de Fn(J)- 1 ({p}). 

Demostración. Como J(K) = {p}, tenemos que Fn(K) e Fn(J)- 1 ({p}}. 
En vista de que F,.(J<) es conexo (Corolario 1.45), podernos considerar la 
componente C de Fn(f)- 1({p}) tal que F,.(K) e C. Notemos que Ces un 
subcontinuo de 2x tal que F 1 (K) e C n C(X). Entonces, por el Teorema 
1.34. u(C) = U .. iec A es conexo. Además, es claro que K e a(C) e ¡-1(p) y, 
como I< es una componente de ¡- 1 (p) y]( e a(C), resulta que K = u(C). 
Por tanto, si A E C, resulta que A E F,.(X) y A e u(C) = I<. Luego, 
.-t E F,.(K). Esto muestra que Ce Fn(K). Por tanto C = Fn(K). • 

Utilizando los lemas anteriores, podemos probar el siguiente resultado. 

Teorema 8.4. Si alg1ma de las funciones 21, Cn.(f) o Fn(f) es OJ\11, entonces 
f también lo es. 

Demostración. Sea A E {21, Cn(J),Fn(J)} y supongamos que A es OM. 
Tomemos un punto y E Y y una sucesión {Ym}meN en Y tal que J!~00Ym =y. 

Entonces la sucesión { {Ym} }meN converge a {y}. Sea ]-( una componente .de 
¡- 1 (y). Definimos ahora K. como sigue: si A = 21, hacemos K. = 2K; si 
A = Cn(f), entonces K. = Cn(I<); finalmente, si A = Fn(f), consideramos, 
que K. = Fn(I<). En cualquier situación IC e 2K y, de acuerdo con. los lemas 
8.2 y 8.3, K. es una componente de A - 1 ({y}). 
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Je n HÍn sup A- 1({ym}) ,6 Ql: 
Tomemos un elemento L en esta intersección; ·Entonces, L E IC y, por 

el Teorema 1.20, existen una subsucesión {y.,:,r heN ele {Yrn }meN y elementos 
I<r E A- 1 ({y,,.r}) para cada r EN, tales que la sucesióii {Kr}reN converge 
a L. Mostraremos ahora que L e lím sup ¡-1 (um)· Tomemos entonces un 
punto x E L. En ,·ista de que {Ym,}reN es una subsucesión de {Ym}rneri. 
basta con demostrar que, para cada r E N, exi:;te un punto Xr E ¡-t(Ymr) 
tal que la sucesión {:i:r}reN com·erge ax. En efecto, corno L = lím inf I<" 
por el Teorema 1.20, existe una sucesión {xr }retl que converge ax en donde, 
dada r E N, sucede que Xr E I<r. Luego f(xr) E J(I<r) = {Yrn,}, por lo que 
Xr E ¡-L(y,,.J como se quería. Esto prueba que x E lím sup ¡-t(Ym). Luego 
L e lím sup ¡-L(y,,.). Ahora bien, como IC e 21<, tenemos que LE 2K. Por 
tanto, L e J(. Por consiguiente, K n lírn sup ¡-t (Ym) =I= 0. De esta manera, 
aplicando de nuevo el Teorema 2.25, f es Oi.VI. • 

Supongamos ahora, que fes Ü;\.L Entonces f = hog para alguna función 
monótona g y una función abierta h. Por tanto, 21 • = 2h o 29. Como g 
es monótona, por el Teorema 5.1, la función 2Y es monótona, y como h es 
abierta, por el Teorema 6.1, la función 2h es abierta. Por tanto, 21 es OlVI. 
Tenemos entonces el siguiente resultado: 

Teorema 8.5. Si f es OAI, entonces 21 es Oi\11. 

Ahora bien, si f es OM y escribimos f = h o g, entonces CnCf) = 
Cn(h) o C,.(g) y, por el Teorema 5.1, Cn(g) es monótona. Sin ,embargo, 
por el Ejemplo 6.11 , existen funciones abiertas fo tales que ninguna de sus 
funciones inducidas Cn(fo) es abierta. Por tanto, no podernos asegurar que 
Cn(h) es abierta y proceder como antes. En [32, Teorema 5.2]. H. Hosokawa 
utilizó el Teorema 2.25 para hacer ver que si f es OM, entonces C(J) es OM. 
En e:;te trabajo, no presentaremos esta demostración y pr.eferimos remitir al 
lector a la referencia anterionnente dada. 

En el caso de Fn(J) tenemos el siguiente res1;1ltado. · 
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·Demostración. Como f = h o g cong monóto~1a y h abierta, 
F;(f) = F2(h) o F2 (g), por el Teorema 5.1, F2(g) es morióton~l., 

entonces 
y poi· el 

Teorema 6.8, F2(h) es abierta. Luego, F2(f) es Q;\L ·• . · • 
Paran 2:: 3 no podemos proceder de la misrirn m<~nera, pues ~cii: el.Ejemplo 

6.11, existen funciones abiertas f tales que Fn(f) no es ábierta;·.·así que no 
se puede asegurar que F,.(h) es abierta. Paran = 2, vemos a· coútinuación 
que si J es O~·I, entonces G'2 (J) es OM. Posteriormente, mostraremos ccin un 
ejemplo que el resultado anterior 110 se cumple para n 2:: 3 .. · . · · . ·· 

Teorema 8.7. Si f es Oi'vf, entonces C2(J) es O!vl. 

Demostración. Por el Teorema 8.1 tenemos que la funéiÓri Qcf) es O~I. 
Afirmamos que: 

1) si P E C(Y) y {Pm}rneN es .una sucesión en C(Y) ~al que Pm -+ P 
entonces, para toda componente E de ¡-1 (.P) sucede que 

(lím sup C(J)- 1 (Pm)) n C(J)- 1(P) n C(E) =fa 0. 

Para ver 1), recordemos que las funciones Ol.VI son confluentes. Por tanto 
fes confluente, así que f(E) = P y E E C(J}-1(P). Sea JC la componente de 
C(j)- 1 (P) que contiene a E. Como C(J} es OM, por el Teorema 2.25, existe 
A E JCn lím sup C(J)- 1 (Prn). En vista ele que JC C C(J)- 1 (P), tenemos que 

A. E (lím sup C(J)- 1 (Pm)) n C(J)- 1 (P). 

~lostraremos ahora, que también A es un elemento de C(E). Para esto, 
sea D = a(JC) = Uaex: B. Como E E JC n C'(X), tenemos por el Teorema 
1.34, que Des nn subconjunto conexo de X. Además D C ¡-1 (P). Por tanto, 
D =E, pues E es componente de ¡-1 (P) y E e D. Ahora bien, como A E JC, 
entonces A e D = E. Luego, A E C(E) y 1) se cumple. 

Afirmamos ahora, que: 

2) si P y Q E C(Y), E y F son componentes ele ¡- 1 (P) y de ¡-1(Q), 
respecth:amente y si {P,,,}meN y {Qm}meN son sucesiones en C(Y) 
que convergen a P y a Q, respectivamente, entonces existen A E 
C(E) n C(f)- 1(P) y B E C(F) n G'(f)- 1 (Q) tale~ que A u B E 
lím sup C2(f)- 1 (P,,. U Q,,.). 
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Poi· 1), existe un elemento 

A E (iím sup C(J)- 1 (Pm)) n C(J)- 1 (P) n C(E). 

Por tanto; existen' una subsucesión {rndkerr ele: {m}ffieN y.el~mentos Ak E 
C(J)~ 1 (Pm,) tales que Ak---+ A. Observemos qlle' {Qm.'heN es,ünasubsuce­
sión ele {Qm}meN. asÍ' que Qm. ---+ Q. Otra vez,: por<la afirmación 1), existe 
un elemento .· ,,~. ::, , · 

:5~;;r· .:. /:" 

BE (lím sup C(J)-:-1 (Qm.)) nd(f):::t(Q)nC(FV;;. 
Por tanto, . existen tina subsu¿esióÍt · '{;;ií.}})~~ '°d~ .'{ro'¡'}~¡~· :/ eféme.I1t6s 

Bk, E C(J)-L(Qm.,) tales qÚ,e Bk~ -+1;J. \ •: ·\,/ ·· .· ... : · · 
: , - ·. . ,: :': - ·. : ·- 7:; .">!:," . :;.-·>,~.('·?~:;' 7/)('.,:~~\i:':·~.\·~·--: >;~:\~-, ~- ~~< .- .. :~: .: ·_-.><~) · .. ·:}·.~ 

Consideremos : la,subsúcesión, { :p;;.-,;~ Fiií'i ,dé;~{P~~ }.l:eN y'. la·· subsucesión 
{Ak,}reN de {Ai.:l'i.:el'i~ Entonces se\ti~rie):1ue;,.:;:ii:~ .UB.i<.::~ :14. uB y que. 

. >·Á' Jj3uF~·,<~.;77;:tJfif~;~:('~f~:·~-\.:t.<Y:.~. ·· ·.· .. 
J ( t ·.·· .. · ··., k~) , {(. k~),. :' /J : kr) '>\ mk., CJmk, ) .•. 

Por lo tanto,>Á u' .B\ ~: 1Í~:.~~~;:9n~~)?.l.{:P::~ J··Q;;:;) ·~· ¿on éstó, quedá 

d••::~.:d:,::.:::;;~~~~¡fJ~tf g~~~z~~~'c,iY,¡; •" uh.,d6~p6ne.,, 
ele C2(J)-l(P) y {P=}~eN i.~I1á:'sucésiÓn eri C2(Y)'tal qué;,P..;.:.~.·P,;Mosira-

., ... _. remos que: 

X:'.~Ú~ sup&2(1)~i(Pm) i= 0_ 
Para esto, fijemos un elemento D. E ÍC y consid~remos dos éasos. Primero 

supongamos que Pes disconexo. Como PE C2(Y); sucede que P tiene justo 
dos componentes R 1 y R 2 • Es claro que P = R 1 U R 2. Como f(D) = P, 
tenemos que D no es conexo. En vista de que ·D E C 2 ( .. Y), sucede que D 
también posee justo dos componentes Dt y D2. Además, D = Dt U D 2 y, sin 
perder generalidad, J (Dt) = Rt y f(D2) = R2. 

Como la sucesión {Pm}meN converge al subconjunto disconexo P pode­
mos suponer, sin perder generalidad, que cada elemento Pm es disconexo. 
Por tanto, como Pm E C 2(}"), el conjunto P,,. posee justo dos componentes 
Rf' y R2. Entonces Pm = Ri U RJt y, siu perder generalidad, podemos 
suponer también que Rín ---+ R1 y que R~.r ---+ R 2 • Sean Et' la componente ele 
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,J-l(R1) que contiene a D 1 y E 2 la componente de ¡-1(R2) que contiene a 
. ~D2 : Haciendo Do= E 1 U E 2 se tiene, por la confluencia de f, que f(D0 ) =P. 

Corno D = D 1 U D 2 e E 1 U E 2 = D 0 y D intersecta a cada cornponentc ele 
· D 0 , existe un arco ordenado A en 2x, ele D a Do. Además, por el Teorema 

1:54, tenernos que A e C 2 (.\:) y, por el Teorenia 1.39, A e C 2 (f)-:- 1(P). 
Como D E A n JC resulta que A e JC. En particular Do E JC . 

.-\plicando la afirmación 2) a los conjuntos R 1 y R2, las compoilentes 
Et y E2 y las sucesiones {Rí"}meri y {R2'}mel'I. tenemos que existen A1 E 
C(E1 ) n C(J)- 1(R1) y .. ·h E C(E2) n C(J)- 1(R2), tales que 

..-l.1 u A2 E lím sup C2(f)- 1 (R;" u R:n = lím sup C2(f)- 1 (Pm). 

Sea D' = ....l.1 U ..42. Entonces, J (D') = P y D' = ..41 U A2 e E1 U E2 =Do . 
.. -\cle111ás, cada componente ele Do intersecta a D, por lo que existe un arco 
ordenado l3 en 2x, de D' a D 0 • Por un argumento análogo al efectuado antes 
pai·a el arco ordenado A, obtenemos que l3 e JC. Por tanto: 

D' E JC n lírn sup C2(J)-1 (Pm)· 

Esto termina la prueba en el caso en que P es disconexo. Supongamos 
ahora que P es conexo. Como D E C 2 (.\'."), resulta aue D tiene a lo más 
dos componentes D 1 y D 2 . Además, podemos considerar las componentes 
Et y E2 de ¡- 1(P) que contienen a D 1 y D2, respectivamente. Notemos 
que si D es conexo, entoncPs D 1 = D 2 y E 1 = E 2 • Ahora bien, como f es 
confluente, f(E1) = f(E2 ) =P. Sea Do = E 1 UE2 • Entonces, D = D 1 UD2 e 
E 1 u E2 = Do y, considerando un arco ordenado de D a Do podemos ver, 
coni.o lo hicimos antes, que Do E JC. 

Notemos ahora, que cada conjunto Pm posee a lo más dos componentes 
Rm y Sm. Dada la compacidad ele C(Y), existen subsucesiones {R771 • heN y 
{Sm• heN de {Rm}meN y {S,,.}mer1, respectivamente, tales que ~. -+ R y 
S,,.. -+ S con R, S E C(}·'). Como Pm = Rm U Sm y Pm -+ P, entonces 
R=" U Sm" -+ P. Como también Rm• U Sm• -r RUS, tenemos que RUS = P. 
De aquí que Re P y ¡- 1(R) e ¡- 1(P). 

Tomemos un punto y E R. Corno J(E1 ) = P, existe x E E 1 tal que 
f(x) = y. Entonces, x E ¡-1 (R). Sea E la componente de ¡-1 (R) tal que 
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x E E. Entonces, E es un subconjunto conexo de 1- 1(P) que intersecta ala 
componenteE1 de J- 1(P) en el punto x. 'Por tanto, E e E 1 • Análogamente, 
existe una componente F ele ¡- 1 (S) tal que F e E2 . .-\plicanclo la afirmación 
2) a los conjuntos R y S, las componentes E y F y las sucesiones {R"'• heN 
y {S";•heN, tenemos que existen A E C(E) n C(f)- 1 (R) y B E C(F) n 
C(f)- 1 (S), tales que: 

D' =A. U BE lím sup C2(/)- 1(Rm• U Sm.) = lim sup C.2 (f)- 1 (Pm.). 

Además, por el Teorema 1.19, lím sup C2(J)- 1 (Pm.) e lím sup C2 (f)- 1 (Prn)· 
Por tanto D' E lím sup C 2 (f)- 1(P"'); Notemos, además, que 

J(D') = f (Au B) ,,;;,j(A) Üf (B) ~.Rus :~,P : 
~. . / • . .. ·~·.¡ .... ..:. . ' . . ·~ . : ." .- . . . - ·'' . . 

', 'd:.;.:: ~ . ,;:;::" ' -· ;· .~,:. : .. :~~ ~-:': _-. {::_;_ :--:. :':': <::· ":-.··; y 

·~~~~;;::~d~~ .;~;;p~,*~~[~fila.~~~~~,~~Y~,tx:~:u~: 
B e JC. Por lo tanto D' e JC n lím s~p Ci(Í)7-~(P;~):yY.:~¡·¿teorema queda 
den1ostrado. . ·- ·· · · · · "·:.::·"'•=''/i0 ,'.' • '· • •· · · "''.• • 

Para ver que el resultado anterior no se puede ~xtencl~f\ih~-furi'ciones ·· 
inducidas Cn(f) con n ;::: 3, utilizaremos el hecho de que las funcione's abiértas 
son OM. En efecto, si f: X -+ Y es una función abierta'e i,{:·:x:4 :,y es la 
identidad en X, entonces lx es monótona y f = fo lx .es la co'rriposición. de 
una función monótona con una abierta. Luego, f es-Oi:"YL · · , · 

Ejemplo 8.8. Existe una función 01\tl J: X -t Y tal que· ni·'n!Tu~afunción 
Cn(f) es Olvl, para n ;::: 3. , , . 

Justificación. Consideremos, en el plano JR2 , los conjunfos X= (-1, 1] x 
(O, l] y },. = [O, 1] x [O, 1]. Definimos f: X -t Y como j(x, y) = (lxl. y), para 
cada (x, y) E .V:. En vista ele que f es una reflexión con respecto al eje de las 
ordenadas, f es abierta y, por tanto, ÜÑL 

Consideremos a.hora los siguientes subconjuntos ele .X 

A__¡= {-1,0} X (0,lj y .4.1 = {O, l} X (O, 1]. 
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Consideremos, adermís, el snbconjunto .B = {O, l} x (O, 1] de Y. Es claro 
que f(A_¡) = /(....\. 1) = B, por'lo que A-1 y A; E Cn(/)-1(B). Notemos, 
ade1mis, que Cn(f)- 1 ( {O} x (O, l]) ={O} x (O, 1]. Por tanto, si A E Cn(/)- 1 (B) 
y A tiene al menos 3 componentes, entonces An({-1} x (0,1]) y An({l} x 
[O, l]). Como consecuencia ele esto, tenemos que: 

C,.(f)- 1 (B) n BfnCXJ(A_¡) = {.•L1} 
•. . 

Por consiguiente, A_ 1 y A 1 son puntos aislados de Cn(/)-: 1 (B). Entonces, 
si hacemos K = Cn(/)- 1 (B) - {A 1 , .•Li}, resulta que Clcn(f)-'(BJ(K) =X. 
Por tanto, K es cerrado en Cn(f)- 1(B). Observemos que si A E K, entonces 
{O} x (O, 1] e .4., A n ( {-1} x (O, 1]) # f./J y A n ( {l} x (O, l]) # .f./J; Luego 
A e .--!._ 1UA. 1 y cada componente de A_ 1U.4. 1 intersecta a A. Por consiguiente, 
existe un arco ordenado A en Cn(X) de A a A1 U A_1. Eri vista de que 
J(A) = /(.·L1 u Al), por el Teorema 1.39, resulta que A e je;:. Esto muestra 
que K es conexo por trayectorias. • ·•·. 

,'.• 

Ahora bien, C,.(J)- 1 (B) = {..-L 1 } u {A¡} U K, y la unión és-ajena: Por 
tanto, {.·L1}, {.-l.1} y K son las componentes ele Cn(/)-1(B)''.,Conside.remos 
t>l conjunto { ,.~ 1 , n::_

1
, ••• , ~=i}. Notemos que: · , ::- - - . 

{ 
1 3 2(n - 2) +1 }•·• 

:2(n - 1)' 2(n - 1)' · · ·' 2(n - 1) · 

es el conjunto de los puntos medios de los intervalos [,..'._ 1 ~ !-:'.:.i] con i ·E 
{O, L 2 .... , n - 2}. Sea·. {x,,. }meN una sucesión estrictamente creciente de 

elementos en el intervalo abierto (O, 2(,.1..i¡) , tal que J,í:!1= x,.;, = -2 cn:_l)" Para 
cada m E N y cada k E {O, 1, ... , n - 2}, hagamos: ·· · · 

- 2k+l b - 2k+1 ··+· . 
llm(2k+l) - 2(n-l) - Xm, . m(2k+l) - 2(n-:l) .. Xm 

y consideremos el siguiente subconjunto:·de :B: 

Bm = ({O} X (8 [ám('.!k+Ú• b.m(2ki1¡i)··· ·)'.U({!} ~-(O, 1]) 
· k=O . . ·. ;. · 
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Observemos que cada Bm tien.e n corriponentes,.y que la sucesión {BmhneN 
converge a B. De acuerdocon el Teorema 2.25, para ver que Cn(f) no es ·una 
función OM, basta demostrar que JC n lím sup Cn (J)- 1 (Bm) = 0. En efec­
to, si A E lím sup Cn.(J)- 1 (Bm), entonces existe una sucesión {Am.heri en 
Cn(X) tal que Amk -+A y J(A,,..k) = B,~~ <para cada k E N. Notemos que 
Bm• = J(Am.) ::-+ J(A) y, como túnbién B,,.> -r B, sucede que J(A) = B. 
Por tanto A E Cn(J)- 1 (B). · 

1 

1 

I~~ 
1 
-1 

º1 1 ! 
X o y 

Dada k E N, tenemos que Bm. tiene n componentes y n - 1 de ellas 
están contenidas en {O} x (O, 1]. Además J(Am.) = Bm•' así que Am• tiene 
n componentes. Más aún, como Cn(J)- 1 ( {O} x [O, 1]) = {O} x [O, 1], n - 1 
componentes de An• esttí.n contenidas en {O} x [O, 1] y la componente ele An• 
que falta es {-1} x [O, l] o bien {l} x [O, l] .. -\.hora bien, en vista de que la 
sucesión {Am• heri es convergente, dicha sucesión es de Cauchy. Por tanto 
existe N E N tal que H(Am, .. . ·lm,) < ± para cada k y r E N. Entonces, dacios 
k. r E N, si una componente ele A"'• es { 1} x [O, 1], entonces dicho conjunto 
también es una cornponente de Am,. Tene1nos entonces, que { 1} x [O, lj es una 
componente ele A"'• para casi toda k E N. Entonces, {1} x [O, 1] C Am• C 
.-1. 1 para casi toda k E N y, por el Teorema 1.15, {1} x [O, 1] e A e .4 1 • 

Finalmente, como A E Cn(f)- 1 (B), tenemos que A= .4. 1 . Luego A 'l. JC y, 
por lo tanto, Cn(J) no es O:\I. • 

Cabe mencionar aquí, que con el Teorema 8. 7 y con el· Ejemplo 8.8 se 
muestra por primera vez, un resultado ní.lido para C(J}, que no se puede 
extender a Cn(J) paran 2: 3. · 
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