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Introduccion

El trabajo que desarrollaremos estd enmarcado ‘en la Teorn de Contmuos
¢ Hiperespacios. Un continuo es un espacio métrico, compacto cbne\o y
cou mas de un punto. Los hiperespacios de un contmuo X ¢
ocuparemos en este trabajo, son los siguientes:

2¥ = {4 C X: A es cerrado y. no'vacio’
v, para cada n € N, .

Cn(X) = { A €2%: A tiene a lo mds n élq_i;nponent;ﬂe\s }

Fo(X) = {4 €2": 4 tiene a lo mds o puntos }.
Dichos espacios, considerados con la métrica de Hausdor[f, resultan ser
continucs. Por tanto, si f: X — Y es una funcidn continua y suprayecti-
va entre los continuos X y Y, podemos considerar las funciones inducidas
2128 S5 2V Co(f): Cu(X) = Co(Y) ¥ Ful(f): Fa(X) = Fo(Y) de f en
donde, 2/(4) = f(A), Ca(f)(A) = F(A) y Fu(£)(4) = F(A), para cada
A €2V, 4 e Ch(XN) y A e Fa(X), respectivamente.

En este trabajo, el problema que nos interesa es el siguiente: dada una
propiedad sobre funciones, queremos saber si el hecho de que alguna(s) de las
funciones f, 2f, C.(f), F.(f) posea dicha propiedad, implica que el resto de
ellas también la tiene. En caso de que tal cosa no suceda, nos interesa conocer
coudiciones adicionales, ya sea sobre la funcidén o bien sobre el dominio y/o
¢l contradominio de la misma, bajo las cuales la respuesta al problema en
cuestion sea afirmativa.

Histdricamente, este problema empezd a estudiarse de manera sistemdtica
por H. Hosokawa en [29], [30] [31], [32] ¥ [33], articulos en los cuales se basa



parte de este trabajo. T&mbién ha sido de ‘graxxt‘ipteféis:pa‘ra‘ J. J: Charatonik
v W. J: Charatonik, quienes han aportado’una gran cantidad de’ articulos’
relacionados con este tema, como por ejemplo, [9];-(14], {15], [16], [18], [19].

En el 2001, se cscribié (24} en el tema de las funciones inducidas, con-
‘templando principalmente resultados cue aparecen en [29], en donde sélo
se discuten las funciones inducidas 2f v C(f). En el trabajo que aqui pre-
sentamos se incluyen las pruebas de algunos resultados que en [24], sélo
se mencionan. Tamnbién, presentamos algunos contraejemplos, que en [24]
aparecen sin justificacién. Por otra parte, en este trabajo contemplamos las
funciones inducidas Fo(f) y Cn(f) incluyendo, tanto resultados de [19], [16],
[46] asi como algunos que aparecen acui por primera vez.

Los requisitos necesarios para la lectura de este trabajo son; conocimien-

tos bdsicos de las propiedades fundamentales de compacidad, conexidad y

continudad. Hemos tratado en la medida de lo posible, que este trabajo sea

autocontenido, asi que en el Capitulo 1 incluimos una serie de resultados

‘bésicos sobre la Teoria de Continuos e Hiperespacios que necesitaremos en
los capitulos posteriores.

En el Capitulo 2 hacemos un breve estudio sobre las funciones abiertas,
mondtonas, confluentes, casi interiores, ligeras, OM, ¥ MO. que serdn las
que utilizaremos a la hora de encontrar relaciones entre las funciones f, 2/,
Co(f) v Fo(f) con respecto a alguna de estas propiedades. En el Capitulo
3 resolvemos el problema en cuestién cuando consideramos la propiedad de
ser una funcidén inyectiva, suprayectiva y continua, respectivamente.

A partir del Capitulo 4, nos centramos en una propiedad especifica y con-
sideramos el problema a tratar, con respecto a dicha propiedad. Por ejemplo,
en el Capitulo 4, tratamos la propiedad de ser débilmente confluente. Vemos
que la confluencia débil de las funciones inducidas, implica la confluencia
débil de la funcidén f y que, en cada caso, el reciproco de la afirmacién ante-
rior no es cierto. En el capitulo 5 resolvemos el problema para las funciones
mondtonas, demostrando que si alguna de las funciones f, 2/, Co(f) y Fu(F)
es monotona, entonces el resto de ellas también lo es. En el resto de los
capitulos, consideramos las funciones abiertas, confluentes y OM, respectiva-
mente.
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La cantidad (le articulos que se han escrlto sobre el’ problema que nos
interesa, es tan grande que, en un trabajo de esta. mdole, es 1mp051b1e abar--
carlos todos. Hemos incluido en la Bibliografia, varios de los articulos cue
enconiramos y que tratan este tema. ‘ - .

Agradecemos finalinente, la gran ayuda de parte clel Dr. Alejandro Illanes
Mejia, en la obtencidén de varios resultados, como por e_]emplo, Los Teoremas
6.4, 6.8 ¥ 6.9.




viii

INTRODUCCION



Indice General

i
Agradecimientos . : : iii
Introduccién ; - v
7.1" Nociones Fundamentales 1
11 Introduceidn L. oL L L L0 L0 L L L s e 1
1.2 "El Teorema del Cable Cortado ™. . . . .0 .. .. ... .. ... "2
1.3 Espacios Métricos y Nubes . . . . .. . . . ... e oo 3
1.4 Coutmuos....................' ....... L. 4
1.5 Hiperespacios . . . .. . . . .. e e e e L S
1.6 El Hiperespacio 2% .. ... .. e e e e ST
1.6.1 Convergencia en 2V . . . Y L. 8
1.6.2 Limite Superior y Limite Inferlor B T e, 10
1.6.3 La Topologia de Vietoris . ... . . . .. oL s I
1.6.4 La Funcidén Unidn . . . . .. o0 0000 o000 L. 20
1.6.5 Arcos Ordenados . . . . . .. . .0 o 0L L oo ot 22
1.7 El Hiperespacio F,(X) . . . .. . .. .. .. .. oo 023
1.8 El Hiperespacio C,(\) . . . . . e e e i e e e e R )
1.9 Mlodelos Geométricos . . . . . . B A i 33
2 Funciones Especiales L o 37 8
2.1 Introduccidén . . . . . . ... e e e e e e e e e e el L 3T
2.2 Funciones Abilertas . . . . . .. . L0 oL 0oL S3T
2.3 Funciones Mondtonas . . . . . . . ... oL 0L b L 390
2.4 Funciones Confluentes . . . . . . .. . .. . . . .. o0 40
2.5 Funciones Casi Interiores . . . . . .. . .. ... .. 0000 4l



31
32
3

o 9 o oa

“Funciones-Abiertas
" Funciones

‘Funciones OM.

2.6 Fuxlcid}ieé'Ligel'z\s
2.7 Funciones OM y MO

. Las Funciones Inducidas
Introduccidén . . .. .o oL oL L oL Lo )

Funciones Inyectivas
Funciones Continuas
Funciones Suprayectivas
Homeomorfismos -

3.5

‘Funciones Débilmente CpnAﬂiyuentes

“Funciones Mondtonas & .

INDICE GENERAL

71
83 -

101



Capitulo 1

Nociones Fundamentales

1.1 Introduccion

En el presente capitulo estableceremos las nociones y resultados fundamen-
tales sobre las que se basa este trabajo. Comenzaremos con una serie .de. -
nociones de la Topologia de Conjuntos y, posteriormente, escribiremos:los.

conceptos y resultados bdsicos de la Teoria de Continuos que necesitarémbs.

En Topologia de Conjuntos es comin decir que un espacio es dege'n.erado s
si posee s6lo un punto. En caso contrario, decimos que dicho- espacxo es no i
degenerado. : .

Dado un espacio topoldgico X' v un subconjunto 4 de X, los 51mbolos”
Cly (), Inty(A) ¥y Fry(A) denotardn la cerradura, el interior y:l .frontera.
de 4 en X, respectivamente. Omitiremos los subindices cuando del conte\to,? '
sea claro cudl es el espacio en el que estamos trabajando.

Aunque suponemos que el lector estd familiarizado con las nocxone ‘fun-
damentales de Topologia cde Conjuntos, a continuacién mencxonaremos una.- -
serie de propiedades que constantemente utilizaremos.

1. Si X es un espacio métrico, A C X, y = € ClI(4), entonces e\
sucesion {an }aen de elementos de 4 que converge ax

1

Toda funcidén continua definida entre espacxos metrlcos ¥y compactos es i
uniformemente continua. ]




(%}

3. Toda funcién continua ¥ blvecmvd (leﬁmda de un’
‘un espacio de Hausdorff, es un homeomorﬁsmo.'

En este trabajo utilizarernos con f'recuencm cspacxos quc ‘contienen’ arcos

“que unen cualesquiera dos de sus puntos A contmuauon precns'xmos éstoen -

las siguientes definiciones.

Definicién 1.1. Sean X un espacio topol()cho U P q e ‘\ Deczmos que‘una :

trayectoria de p a ¢ en X es una funcidn continua cv: {0, 1] —: A tal que
a(0) = p y a(l) = q. Si « es, ademnds, inyectiva, entonce.s dectmos que o es
un arco de p a g en X. :

Definicién 1.2. El espacio .X es conexo por trayectorxas (respectwa-

mente, conexo por arcos) si para cada par de puntos p y ¢ € X existe una_

trayectoria (respectivamente, un arco) dep a q en X.

Es claro que todo espacio conexo por arcos es, a su vez, CONexo por trayec-:
torias. En [23, Teorema 9.B.4] se prueba que si X es un espacio de Hausdorff,:
entonces toda trayectoria de un punto p a un punto ¢ en X contiene un ar-.
co de p a g en .X. Por tanto, en un espacio de Hausdorff las nociones de,‘ .

conexidad por trayectorias y conexidad por arcos coinciden.

St «: [0,1] — X es una trayectoria o bien un arco en X, con frecuencia
1dent1ﬁcmemos la funcién con su imagen en X. Asi pues, ¢ €« swmﬁca que
a(t) para alguna ¢t € [0, 1].

’ 1.2‘ AEl Teorema del Cable Cortado

En esta. seccxou presentamos unos de los resultados auxiliares mas impor-
tantes de la- Teorla. de Continuos. Nos refererimos al Teorema del Cable
= C’orta.do que enunciamos a continuacidn.

.Teoxjema 1.3. Sea Y un conjunto compacto y de Hausdorff. Supongamos
que B y C son dos subconjuntos cerrados y no vacios de Y tales que ningun
subconjunto conezo de Y intersecta tanto a B como a C. Entonces ecristen
dos subconjuntos cerrados y ajenos H y K de Y tales queY = HUK, B C H
y CC K.

Una demostracién del teorema anterior puede verse en [39, Teorema 12.9).

io_compacto a

'C'.LinthLo 1. I\OCIONES FUNDAMENTALES -



1.3. ESPACIOS METRICOS:Y NUBES 3

1.3 Espaci"o'sfil'\/‘_ié'frl"c'c‘)s, y Nubes

Si X es un espacio niétrico, x e .\ + €> 0 entonces, como es usual, denota-
remos la bola abierta de radio € con centro en x como B¥(z). Cuando el
contexto sea lo suﬁcxennemeute claro, el conjunto anterior se denotard sim-
plemente como B(z):

En adelante, cuando hablemos de un espacio métrico .\, supondremnos
que su métrica es d, y cuando pudiera haber confusidn, distinguiremos di-.
cha métrica por dy. Si X es un espacio métrico ¥ 4, B C .X, entonces la
distancia entre 4 y B, denotada por D(:l, B), se define como D(A, B) =
inf{d(a,b): a€ Ay be B}. Si 4y B son compactos, entonces existen a € A
v b€ B tales que D(A, B) = d(u,b). . o

En esta seccidn utilizaremos las bolas en un espacio métrico X' para mos-
trar una manera natural de engordar a los subconjuntos de X chha noc1on
serd de gran importancia a lo largo de este trabajo. . : :

Definicién 1.4. Sean A un subconjunto de N y e€:>.. O . Diremos que la"
e-nube (o la nube de radio ¢) de 4 en X, es el COTLJUTZ

N(e,A) = {z € X: eristea € A tal que rl(a, )<

En el siguiente resultado escribimos una serle de propledacles elementales
cle las nubes en X. ; : :

Teorema 1.5. Se(m'A;
i) AC N -4),
i) N(e, A) = Uae,, B (a),
i) Si 0 < 6 < e, entonces N (4, .-1) c N(e, A);
w) N (o, _—1) U» N(e, .—1) -N(maz{ci e}, A);
p) Sz A C B entonces N(e, 1) C N(e B),
- 1}1')" \«(e, A) u N(e' B) = N(e, AU B),
‘vn) Cl(N(e, A)) C- zV(’e, .-1) ‘

y B "szibéonjuntOS de X ye>0. E7it0"°e‘§




L NEH

Demostracxo
chstancn a. s

N(:S, A), existe @ € A tal que d(a,z) < § < €. Luego, :1: e‘

w) 'Si x i€ N(J,A)U N(e, A), existe ¢ € A tal que d(a :z) < 6 0 bxen
d(a,z) < e. En cualquier caso d(a, ) < midx{d, e}, y asi z € N(max{5, e}, 4).
Ahora bien, si z € N(mdx{4, ¢}, 4), existe a € 4 tal que d(a,z) < ma\{(S €}.
Luego d(a, 1:) <dod(a,xz) <e asique z € N(5, A)U N(e, 4), -

v) Si x € N(e A), entonces existe a € A tal que d(a :1:) < €. Como i
a € A C B tenemos que z € N{e, B).

vi) Como A € AUB y B C AU B, por v) se tiene que 1\’(5 A) C
N(e, AUB) y N(¢,B) C N(e,AuB) Luego N{e, A)UN(e; B) < Ne, AUB)..
P01 otro lado, si z € NV(e, AU B), existe z € A U B tal'que d(z,z) < e.-Si-

€ A, entonces z € N(¢,A), ysi =z € B, entonccs ‘T € N(e B) En cualquler
caso tenemos que z € N (e, A) U N (e, B). . ;

vii) Supongamos que x € Cl(N (e, A)). Entonces B (:z) N JV(e, .—1) # 0.
Tomemos un punto a € B.(z) M N (¢, A). Como a € N(e;A), existe b€ A tal
que d(a,b) < e. Luego d(z,b) < d(z,a) + d(a, b) <e + ¢ = 2¢. Esto prueba
que z € N(2¢, 4). L n

Del incise ii) se sigue que N (e, A) es un abiertoen .7f.‘

1.4 Continuos

En la presente seccién daremos la nocién de continuo y, ‘a su vez, mostraremos
dos resultados que utilizaremos con frecuencia en este tra.ba_]o

Definicién 1.6. Un continuo es un espaczo metrzco, compacto, cone.z:o, no-
vacio y no degenerado. : : . :




B 4 CON’TI\/UOS

Deﬁnlclon 1 7 Un subcontxnuo cle n contznuo J\’ es:un subconjunto no
uuc:o, cerrac/o Y- con. w0 de N .

Noterios que, a’ dlferencm de los contmuos los subcontmuos pueclen ser
degenerados. S )

En {54. Lema 3. 2] se dcmuestra que todo espacio de Hdusdorﬁ' que. es lai."
immagen continua de un espacio métrico ¥y compacto, es: met 'lzclble" De este",
resultado se sigue mmedxatdmente el sxgulcncc teorema

Recordemos que una funcién f: (\ — Y entre, lo espacios:
v Y es cerrada si para cualquler subcon_]untO‘
f(C) es cerracdo en Y . :

Teorema 1.9. S'I, f-"A

’ errada, a.51 que F(X—

-U.C F=Hp).
De esto se sigue que f(\ U) - f(.\ —f 1(p))w Y —-f(X" "‘ (p)) Y -—
f(X =U) c f(U). Ahora bien, p-€ Y — f(X —f7! 1 ' -U)
es un abierto de Y, conclunnos que pe Inty(f(U)),' ]



6 CAPITULO 1. NOCIONES FEUNDAMENTALES

1.5 Hiperespacios

En un continuo podemos hablar de clases de subconjuntos que’ comparten
caracteristicas en comun. Por ejemplo la clase de los subcon_]untos abiertos,
la clase de los subconjuntos conexos, etc. Los h'l.perespaczos de un continuo
X\ son familias de subconjuntos de .\, cuyos elementos satisfacen: una o varias-
propiedades topoldgicas especificas.

A continnacién definiremos los hiperespacios que trataremos en este tra-
bajo. En lo que resta de este capitulo, la letra .\ representard un continuo.
Dacdo un niimero natural n, consideramos las siguientes familias: ‘

2¥ = {A4C X:Aes cerrado y no vacio },
Co(X) = [A€2¥: Atienealomasn componentes}
Fo(X) = {4Ae€2X: Atienealomdsn puntos}

Notemos que, para cada. n-€ N, se tiene lo swmente '

Fu(X) € Cu(X) € Crsa(X)s Fu(X) € Fana(X).

’Observemos que, ‘como X es métrico v no degenerado, los subconjuntos de
un.sélo punto son cerrados, asi que 2 tiene mds de un elemento. Ademis,
para nn. =1, C(X) es el hiperespacio de los subcontinuos de X, el cual
en adelante denotaremos como C(X). En la siguiente seccién veremos una
manera de darle una métrica a los hiperespacios 2¥, C,(X) ¥ F,(X), bajo
la cual resultardn ser continuos.

Los hiperespacios 2V v C(X) han sido extensamente estudiados, princi-
palmente desde 1922, con los trabajos de L. Vietoris. Los libros [33] y [39]
tratan fundamentalmene sobre el estudio de estos dos hiperespacios. Remi-
timos al lector a dichos textos para un estudio detallado de los mismos.

Los hiperespacios F£,(.X') fueron introducidos en 1931 por K. Borsuk y
S. Ulam en [5]. En dicho articulo al hiperespacio F,(.\') se le conoce co-
mo el n-ésimo producto simétrico de X. Otros articulos en los que se
estudian dichos espacios son, por ejemplo, [4], [3], [25] ¥ [52]. En 1969 C.
Vincent Lovetro, Jr. escribié su tesis de maestria [42] sobre estos hiperespa-
cios. En México también se han realizado investigaciones en torno a dichos
hiperespacios. Hemos de destacar [6], [34], [38], [43], [44], [50], [27] ¥ [7].



1.6, EL HIPERESPACIO 2%

Los hiperespacios C,(X') han sido estuchdclos prmcxpalment Apor S \«Iacnas:" -

en [46], [47] ¥ [45]. En [2] se realiza un estudio-bastarit
piedades principales de C,(X). Otro ‘Il‘tIClllO eu eli
hiperespacios es [37].

‘ lado de las pro-
Jue:se estudxan;'e‘stoVS'

1.6 El Hiperespacio 2%

En esta scccién mostraremos una manera de: dmg!m eiuna’ metuca al ‘hi-
perespacio 2%V, de un continuo dado . Pma Cth conslderemos 1a funmou
2V % 2V 5 [0, 20). definida como:

H(A, B) = inf{e>0: A C N(e, B)y BC N(e, 4) ).
En [53, Teorema 0.2] se prueba que H es una métrica para 2N, - A di-

cha funcién se le conoce como la métrica de Hausdorff. En adelante
pensaremos que 2 posee la topologia inducida por la métrica de Hausdorff.

Como la métrica que acabamos de definir estd dada en términos de la
métrica d en X, deberfamos escribir Hy. En este trabajo escribiremos H para
referirnos a ella v, utilizaremos los subindices sélo si hay lugar a confusién.

En [54, Corolario 4.6] se prueba que si d y e son dos métricas-en: 1\ que,
inducen la misma topologm en X, entonces las métricas Hy v H, inducen la
misma topologia en 2%. Por tanto, la métrica de Hausdorff:sélo depende de
la topologia en X . ‘ TN TN

Intuitivamente, dos clementos de 2V se encucntran cerca uno del otro si
estdn muy “empalmados”. En el siguiente teorema. formdhza.mos lo anterlor

Teorema 1.11. Sean A y B€2¥ ye> 0. Entonces, H(/-l ‘B). < € si y sdlo
st A C N(e,B) y BcC N(e, A). . . :

Demostracién. Consideremos el conJunto

E={6>0: ACN(&B) vBCN(&A)}

Notemos que H(A, B) = inf E. Supongamos que H(4 B) < ¢. :Entonces
existe g € E tal que H(A4, B) <'e¢g < ¢.-Por el . Lema 1.5, inciso zzz}, se tiene
que A C N(ep, B) € Ne. B) yBC '\'(eo.A) C N(e, A4).




8 CAPITULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES

Ahora supongamos que 4 C N(e, B) vy B C N(e, A). Consideremos la
familiaC = { N (6, 4): § € (0,¢) }. Dada b € B, existc a € A tal que d(a, b) <
e. Tomando §g > 0 tal que d(a,b) < 5 < €, tenemos que b € N(dp, A) €
C. De lo anterior resulta que C es una cubierta abierta para B. Como
B es compacto, existen d;.62,...,0, € (0,¢€) tales que B < UL, NV (6;, 4).
Sea v = mix{é;,d2,....9, }. Entouces 1 € (0,¢) y B € N(mn,), por
el inciso ¢u) del Teorcma 1.5. De manera andloga obtenemos que existe
v2 € (0,€) tal que A C N(7vs, B). Tomando v = méax{v, 72} se tiene que
AcC N(v,B)y BC N(v,A). Luego, v € E. Porlo tanto A(4, By =inf E <
v < €. ) o u

En el sxnuxente resultado mostramos una sencilla aplicacién del resultado
ant;cx ior.

Teorema 1.12 Se‘an:_-l y B e 2¥ ye > 0. Si B C J\f(‘e, A), e‘ryztonces
H(AUB,; A) <. ’ : I

.. ‘Demostracién. Notemos que A U B C N(e, A). Ademds A € AUB C
N (e, AU B). Entonces, por el teorema anterior, H{(AU B, 4) < e. |

En [53, Teorema 0.8] se prueba que 2% es compacto v, en [53, Teorema

1.9}, que 2 es conexo por trayectorias, independientemente de si X es conexo
por trayectorias. Por tanto, el hiperespacio 2% de un continuo {que bien
podria no tener arcos) siempre es un continuo que contiene arcos.

Como 2V es un continuo, podemos construir el hiperespacio de los sub-
conjuntos cerrados y no vacios de 2. Denotaremos a dicha‘familia por 22%
Asi pues: i :

2*" = { A< 2¥: Aes cerrado y no vacio’ }

Consideraremos que 22" posee la métrica de Ha.usdorﬁ' Hg, 1nduc1da or :
la métrica de Hausdorff A en 2V. : ‘

1.6.1 Convergencia en 2V

Ahora que tenemos una métrica en 2 v, podemos con51dera1 e concepto usual :
de convergencia de sucesiones.

Definicién 1.13. Diremos que la sucesion - {A,, HEN “eni2
elemento A € 2% si para todo € > 0 existe N € N'tal'que
cada n > N. : :
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El smlbolo .-l i A mdlcara. que la sucesm 1

{ A Yaen converg ‘a’d,con.
xespccto a: la metrlca de Hausdorﬁ' : ; i Sl

En el qlgmente 1esult¢1do clado un element 2N mostramos una
manera bastante natuml de encontmr una 5uccsxon que com'erge a eqte ‘punto.

Teorema 1.14. 5% -1 e 2¥ {en},.en es una Stcesion zle n,u.mems posztwos
tal que converge a cem, entonces la sucesion {Cl(l\/'(e,., A))},.eN converge al
‘punto . : . :

Demostracién. Dada n € N hagdmos Ao Cl(N(en,.-l)) y.sea e >.0.
Como ,llun €, = 0, existe NV G N tal que- €n < £ pam cacda nn.> iV. .-\hora
bien, si 2 = NV, entonces, por el mc1so z) del Teorema 1. 5, 4 c N(en,A) C
An € Ne, Ap ) Por otra parte, “de- acuerdo con' los incisos - zzz) Y uu) del
Teorema 1.5, 4, C /\’(°en, .—1) C JV(e, A) Entonces H(An,.—l) < e, segun el
Teorema 1.11. )

Eu el siguiente resultado mostramos que la coxlvelgencm”es preservada
bajo contenciones. : :

Ap = -lyB - B con.AyBe‘)“' Si A, < B; para casi todan,'entonces
Ac B -

Demostracidn. Sea a € 4. Dada ek = % > 0, COr‘lf‘/\.?:EjN,
que sin > N, ent:onces H(An,A) < %,

dla, z) < %. Como .—l,. C Bn se tiene que z = B D

tal que cl(.., br) < . De lo anterior resulta que; d(
.. Como ,l\uu ¢, = 0 se tiene que hm bk ='a, de’es
e

pues B es cerrado.

rema anterior.

Corolario 1.16. Sea {A,}nen una sizbeéio’n éri"
A€ 2Y y sea {a,}nen una sucesion en X tal qu

a, € A, para casi toda n, entonces a e -l

A continuacién mostraremos que la convelgenma en 2

es preservada bajo
uniones finitas. 2 :
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‘Teorerna 1. 17. Seunﬁ{:l,,}ne“ I/A_{B,,},.EH dos sucesiones.en 9"_~'tales que__
‘A Ay By —)B cori. »BE"‘\ Entonce.sA UB,;—>.-lUB : ’

Demostracxon. 81 € >0, _entorices existe iV € N-tal que H(.—l,,,:l) < €'y
H(B,,B) < ¢ para cacla 7> N: De esto se sigue que A, U B, C 1V(e, A)u
N(e,B) = N(e, A UB) y. "HUB C N(e, AL U Ne, By) _1\/(5,.-1 UB)
segiin el inciso vi del Teorema 1 5. Luego H(4, UB,,AUB) < e, ‘segiin el
Teorema 1.11. . o ]

1.6.2 Limite Superior y Limite Inferior

Ahora mostraremos otra manera de hablar de la convergencia en 2-¥, pen-
sando que los elementos de 2 son subconjuntos de X. Para establecer esta
nocién, necesitamos de los siguientes conceptos. : :

Definicién 1.18. Sea {.—ln}neﬂ una sucesion en 2%, Diremos que el hmltel
inferior y el limite superior de la sucesidn, denotados por: lim inf A4; 3 ]
lim sup A4, respectivamente, son los conjuntos:

lim inf A, = {z € X: para toda € > 0, Bo(z) N A, % 0 para
lim sup A, = {z € X: paratodae>OB(:L)ﬂA ;é(Dp ra
' de nimeros n}

a nﬁmdad 7

El sxgulente resultado nos da algunas propled
i lumtes inferior 'y superior.

ntales ‘de’ los
Teorema 1.19. Sea {4,}uen una sucesion eh;?“j’.“ﬁhtoncés: L
i} lim inf 4,, € lim sup A,; e - g
it) lim inf A4, y lim sup A, son cerrados en,_\
uz) lim sup A, #0 v :

“’) Sl {-'lnx }kEPI
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: Demostracxon.i z) 81 L€ lim'inf —1,,, entonces_parar toda. €; >'0' se tiene
que B(z) N A, # 0 para casi toda’ n:-En parmcular esto sucede para una
infinidad de nimeros 7. Por lo tam:o T € lxm sup A :

it) Sea A = lun inf A, .Siz e Cl(.—l), existe una sucesién {zn}nen de
clementos en - tal que nlgxole:r,. ="z. Dado ¢ > 0, existe N € N-tal que si
n > N, entonces d{z,,z) < €. En otras palabras, z, € B(x) para cada
n > N. Sea § > 0 tal que Bs(zy) C B(z). Como zx € A, se tiene que
Bs(xx) N A, # 0 para casi toda n. Luego B¢(z) N 4, # @ para casi toda n.
Por lo tanto x € 4. Esto prueba que lim inf 4, es cerrado. La prueba de
que litn sup 4, es cerrado es similar.

i) Como 2 es compacto, existe una subsucesién {A4,, tien de {An}nen
tal que A,, — .1 para algin 4 € 2%, Seanz € A y e > 0. Como Ay, — 4,
cxiste ko € N tal que si & > ko entonces H(4,4,, ) < e. De esto se sigue
que, para cada k > kg, existe by € A,, tal que d(z,bt) < €. Por lo tanto
B (z)N A, # @ para una infinidad de mimeros n. Asi que z € lim sup 4,.

iv) Sea z € lim inf 4,. Entonces para todo ¢ > O se tiene que B.(z)NA4, #
0 para casi toda n. Como {4,, }xen es una subsucesién de {A,}nen resulta
que Be(z) N A,, # 0 para casi toda k. Por lo tanto z € lim inf A4,,.

Siz € lim sup 4,,, entonces para toda € > 0 se tiene que B.(z)N4,, #0
para una infinidad de nimeros k. Luego, B, (z) M A, # 0 para una infinidad.
de nimeros n. Por lo tanto z € lim sup A,

w») Sea N, € N tal que 4, C B, para cada n > Nl. Siz € liminf 4, ¥
€ > 0, entonces existe No € N tal que B (z) N A, # 0 para cada n = N,.
Tomando N = max{V,, Nz} resulta que B.(z) N B, #.0 para cada n >
:N. Luego z € lim inf B,. La prueba de que lim sup .fl,l ot hm sup B, es
similar. o e

En cl siguiente resultado vernos una manera . équii}alenté cle escribir el
limite mfeuor el limite supenor en termmos de sucesmnes en X.




Teorema 1. 2‘
: mos los szguzen_te

20 {-’I'n}nen en J\ tal que :1:,, .A_,, ‘
5= {d‘é Xz ezisten una subsuce.szon {nk}keu de {7l}n€N y puntos

Ty € A pam cada k € N, tales que lzm. 1 Tn, —»:1.}

Entonces; lim inf —1 =L y limsup'A,=8.

" Demostracién. Veamos que lim inf 4, = L. Sea = € lim mf -1 Por la
compacidad de A,, para cada n € N, podemos tomar un punto G Ap tal
que d(z,z,) = D({z}, A,). Sea € > 0. Como z € lim inf-4,, existe V.€ N
tal que Be(z)N A, # 0 para todan > V. Tomemosn > N ya € Be(z)NA,.
Entonces d(z, x,) < d(z,ad) < ¢, por lo que ’}in;o:z,. =xy, deaqui, z € L.

Supongamos ahora que 2z € L. Entonces existe {Zo}nen € X tal que .
limz, =z y z, € A, para todan € N.. Dado '€ > 0, e\lste N € N tal que 51 L

n—oco

n > N, entonces d(zn, ) < €. Luego B(z)NA, #0 para cada n=N, pues
2z, pertenece a dicha interseccién. Por lo tanto, x € hm 1nf A

Ahora veamos que limsup 4, = S. Seaz € lml' sup zA,,. E}ntonces, para -
€ = 1 existe un conjunto infinito J, € N, tal que By(z) N .4, # 0 para toda
n € Ji. Tomando n, € .J, existe z,, € B (x) N A,,: Parae = % existe un
conjunto infinito Jo» C N, tal que By (z) N A, # 0 para toda n € J2. Como
J» es infinito, podemos tomar ns € J; tal que ny > n; ¥, ademds, un punto
Zp, € Bi(z) N A,,. Con este proceso construimos una subsucesién {ng }ren
de {n},,eﬂ Y puntos z,, € A, , para cada & € N tales que d(z,,,z) < %
Como lnm { = 0, concluimos que Jf";’”"k =z ¥, por lo tanto, z € S.

Ahora, si € S, entonces existen una subsucesién {n;}ren de {n}nen ¥
puntos z,, € 4,,, paratodak € N, tales que klxm Ty, = . Dadae > 0, existe
K e N tal que si kK > K, entonces d(zn,,z) < €. Asique B(z)NA,, #0
para un nimero infinito ‘de niameros k. Por lo tanto, x € lim sup 4,, C
Iiin sup 4,, de acuerdo con el inciso iv) del Teorema 1.19



que: f pot
:lun sup f,~ (yn) < v 1(y

: ,Dernostramon. Sea z € lim sup f“(_/,,) Entonccs por 'el Tcmema 1.20,
existen una‘subsucesion - {ng}ren de {n}.en v'puntos ZTpy € FTHin, ), Para

cada 'k € N; tales que luu 1 Ty, =T Luego. hm 'J,, hm f(z',,k) = f(z) ¥,
como lun YUny = Y, sucedc que f(z) =y. A51 que z e f- 1('y) e [ ]
c— o0 .

A continuacién mostramos la manera de ha.blar de converg‘encia de una
sucesién en 2%, en texmmos ‘del limite inferior y el l1m1te superlox.

Deﬁnlcxon 1....... Sea {A,,},,EN una sucesion en 2N, Dzremos q'ue la suceszon
converge en con_]untos a-un elemento Ae2X ;Y. escnbzremos lzmA =4,
st

hm mf .-1 = lxm sup An = .-1

En-el 51gulente resultado vemos que la convergencxa de una sucesmn en 2
, con respecto a la métrica de Hausdorff, es equxvalente al la. c i
en conjuntos de dicha sucesidn. g

'-) ,\

Teorema 1.23. Sea {4,}.en una sucesion de elementos en X -
la sucesidn converge si y sélo si converge en conjuntos. :

Demostracién. Supongamos que A, — A para algiin elemento 4 € 2¥. De
acuerdo con el Teorema 1.19, inciso Z), basta probar que lim sup 4, C 4 C
lim inf 4,. Para ver esto, sea a € lim sup 4,. Entonces, por el Teorema
1.20, existen una subsucesién {ng}ren de {n}nen y puntos a,, € A, para
cada & € N, tales que ;}H&a"" = a. Como 4,, — 4, del Corolario 1.16

tenemos que a € 4. Esto prueba que lim sup 4, C A.

Ahora tomemos a € A y veamos que a € lim inf A4,,. Sea ¢ > 0. Como
A, — 4, existe V € N tal que si n = N entonces H(A,, A) < €. Luego,
para cada n > N, se tiene que a € A C N(e, A,). De aqui que, para cada
n > N, existe a, € 4, tal que d(a,a,) < €. Entonces B.(a) N 4, # 0 para
toda n > N, por lo que ¢ € lim inf A,. Esto prueba que A C lim inf A, v,
por consiguiente, limA,, = A.
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Ahora supou amos que hmA .—l De acueérdo con’ e Tememd 1.19,
incisos i)y 4i), im sup A, es un subcon_lunto ceneu:lo vin
Luego, 4 € 2%, Sea é > 0. Debemos probar que’ E\lSt N
H(A4,, A) < e para toda n > N. Afirmamos que i

- Para probar 1, supongamos, por el contrario, que para toda x\[ € N existe
*n = M tal que A, & N(e, ). Entonces, si M| = 1 existe n; > Al tal que
Ap & N(e, d). Si My = ny + 1 existe ny = Mo tal que A,,, & N(e, 4).
Si My = np + 1 existe ng > Ay tal que A,, & N(¢ .4). Continuando este
proceso, construimos una sucesion creciente {ng}ien de nimeros naturales
v puntos zx € 4,, — N(e,.4) para cada £k € N. Como X es compacto, la
sucesion {zx}ren tiene una subsucesién {zy,, }men qQue converge a un punto
z € X. Entonces, por el Teorema 1.20 y el inciso iv) del Teorema 1.19,
z € lim sup A,, C lim sup 4, = 4. Esto prueba que x € A.

Ahora bien, para cada m € N se tiene que zx, € X — N(¢, A) ¥y, como
X — N(e,A) es cerrado en X, sucede que z € X — N(¢, A). Por lo tanto
z & A. Esto es una contradiccién que proviene de haber supuesto que 1 es
falso. Por consiguiente, 1 se cumple.

Para probar 2, sea U = {Be(a): ¢ € 4}. Como A C |J,e, Bgla), la
familia U es una cubierta abierta de A. De la compacidad de A existen
puntos ay,as,...,ax € 4 tales que 4 C U,=1 B; (a:). De esto, se sigue que
Ac N(5,{araz,...,a:}). Ahora bien, paracadaie {1,2,...,k} se tiene
que a; € lim inf 4, pues lim inf A, = 4. Entonces existe A; € N tal que
Bz(a;) N A, # 0 para todan > M.

Sea Ny == max{ My, Mo, ..., M }. Tomemos nt > Ny y sea a € A.-Como
A cC N {anas...,ac}), existe i € {1,2,... k} tal que a € Bg(a:).
Ademas, podemos tomar un punto z € Bg (a,)n.»l,,, pues n > M. Ent.onces,
por la desigunaldad del tridngulo, d(a,z) < d(a, a;) +.d(ai,z): < e, de donde
a € N(e; A,). Por tanto A C Ne, A3) v, asi;?2-se cumple :

Ahora bien, si NV = ma\{Nl, Ng} entonces, por 1 v 2, resulta que 4, C
Nie,4) vy 4 C N(e,.—l,,) para-cada.n > 1\' Ex_xt}onces,.por el Teorema 1.11,
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-tenemos que H(A,,, A) < e Esto prueba que A — A [

s El resulr.ad a.nterlor se utlluara con frecuen01a a lo largo de este trabajo,
B prcscmchendo mcluso (le la respectlva referencm A continuacién mostramos
B una aphcacxon del nnsmo o

'Teorema 1. 4 Sean A B e ‘7'\ Yy {-l"},,em, {B }neN sucesiones en 2N tales
; que -1 — -1 v By - B Sz .-1,.ﬂB ;é 0 para casz toda n, entonces ANB # 0.

Demostracxon. Sed N'e N tal que sx7n > N entonces A, N B, # 0. Para
cada n > N tomemos un: punto a; -l n 'B,.De la compacidad de X,
existe una subsucesion {an, }ren de'{ que converge a un punto a.€ X.
Entonces, por el Teorema 1 20,a e up A, N'lim sup B, = 4N B. Por
lo tanto, AN B # 0. " AT ~ »

A continuacién mostraremos que; t:od‘ ucesxon decrecxente en 2V es con-
vergente y, ademas, es. ba.stante sencxllo calcular el hmlte de dlcha. sucesién.

Teorema 1.25. Supongamos que {4"},,EN es -una ‘sucesion decreciente en
2¥. Entonces An — [Npen #n-

Demostracién. Hagamos A = (),cy Ar. Mostraremos que limsup A4, <
A C liminf 4,. Tomemos entonces un elemento z € limsup A, y un niimero
natural m. Mostraremos que z € Cl(-,,). Para esto sea ¢ > 0. Entonces
B (z) M A, # 0 para una infinidad de niimeros n. Por tanto, existe n > m
tal que B.(z) N -'l # 0. Como 4, C An, resulta que B.(z) N 4,, # 0. Luego
xz € Cl(A,n) = A.,. Como esto es cierto para cada natural m, tenemos que
&2 € A. Ahora supongamos que xz € A. Dadae > 0, es claro que = € B, (z)NA4,
para cadan € N. Por tanto £ € liminf 4,,. Esto termina la demostracién. B

En el siguiente teorema vemos cémo, a partir de un abierto en X, es
posible construir abiertos en 2.

Teorema 1.26. Sea U C X y conszderemos los con]untos

’H—{Ae?" ACU} y .1c"=.j

St U es cerrado (respectwamente, abzerto)_ .
cerrados (respectwamente, abiertos) en 2N,
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‘ Demostracxon. Supongamos que U es cerrado en X Q consnderemos la suce-
sién constante {Bn}aen donde B, = U, para cadan € N Sea A€ Clax (H).
Entonces, existe'una sucesién {An}.en en H; tal que 4, -1._\otemos que
A, — A4, B — U v 4, C B, para todan e N pues An e ’H Luego, por el
Teorema 1. 1a, se tiene que A C U. De aqux que 4 '€ ’H ¥, p01 lo tanto, H es
ccrraclo en 2X S

Ahora sea A € Clax (K). Entonces, existe una sucesién {4, }r.em en K tal

“que A, — 4. Notemos que A, = 4, B, — U y A, N B, # 0 para toda

n-€ N, pues A, € K. Luego, por el Teorema 1.24, se tiene que AnNU #0.
De aqm que Ae IC y, por lo tanto, K es cerrado en 2V

. Ahora, supongamos que U es ablerto en X. Entonces, X —U es cerrado
en X y'

—’H—-{Ae9“ A(ZU}-—{AE"’\ An(A U);é(()}

Por lo que acabamos de probar, .." "’H es cerrado y, por tanto ’r'-L es abxerto
en 2% De manera similar conclulmo

. es abierto en 2 y A€ ’H asi que existe € > 0 tal que B€ : (A) ‘< H. Sea
a € N(e, 4). Por el Teorema 1.12, 4U {a} € B2" (A) ‘Entonces AU{a} € H,

asi que AU {a} C U En partlcular acl. [ ]
Terminamos la presente subseccién con el siguieﬁ}te‘res‘ultadd
Teorema 1.28. Supo'n.gamos que .41, Az, A ‘sb'n' e'l‘e/m.en‘.t'bs de 2%, ajenos

dos a dos.” ' Entonces, . para cada € >0, e:mste 6 >0 tal que 6.< € y los
conjuntos N(§, A1),V (6, 4s),.. N(J Ay son ajenos’ ‘dos’a dos.
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: Demostramon.. Sea ¢ > O. Por la normalldad cle X exlsten ablertos Uy,
'U.,,.. ,Un en"X, ajenos. dos’ a. clo a.les que. Ayl para cada i €
{1,2,..: ,n} Ademds, dada i € {1 » ) ‘ex ste 8; >0 tal que 1\"(6 i, Ai) C
U;, de acuerdo con. el teorema’ 'mténo : Sea d = min {61, 62, On, £}. En-
tonces los con_;untos 1\’(6 Al),N(J : N(<5, An) son 'uenos dos a dos.

1.6.3 ‘La Topologla de "Vletorls

En esta subseccxon veremos como, A p de’la topologla de _\ podemos
definir una r.opologla. Ty en 2% \f[ostraremos, ademas que Ty c01nc1de con
la topologia 7y en 2%, mducxda por’la: métrica de’ Hausdorff Para esto, si
Uy U,Us...,U, son SubCOl’l_]untOS de 1\, cleﬁmmos T = {1,.,,...,n} vy
consideramos los conjuntos: o s S : :

I‘(U)—{Ae’)"" -lcU}, : :'./\:(&)":{Aeo-\ AnU;é(D}

¥

(0’1,0'2,...,D'n)={Ae‘7" ACUU yAﬁUf#(Z)paracadazG[}

i=1-:}

Entonces, de acuerdo a las respecm
tenemos el siguiente resultado..

Teorema 1.29. Supongamos que U U,
conjuntos de X. Hagamos U/ = {JT

o) T(U) = (W,
i) A(U) = (-\,’;{J? &

AC,U}=
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ii). , SRR . : , S
_(X,U)-—{Ae"".ﬁAc \'uU,.-m_\;ém y .-lﬁU;aéQ)}
={d'e2¥: AnU;éQ)}
= AU):
iii).

i=1

k_{-xeo" 4c (U(ZnU

, paracadaié] v An(W n}_,J)laé(D'paracada] 61—1,',, .

Notemos que U, (ZNU;) = Z.n L_J,_1 Z ﬁ I'V v (I/V Vi). =
wn Uj_l(V) = W N Z. Observemos tamblen ‘que AN U; # 0 para cada
i€ l,y ANV; # 0 para cada 7. € 1,5, si'y sélosi AN(ZNU;) # 0 para cada
ze],.y.—ln(IVﬂv),-Q)paracada]EI Deaqulque

(ZNULZNUs,...,ZN Uy, anl,wnvz,.. an,,.)—

={A€°“ .-lCZr"IIVAﬁU #0 paracada i€ In,
ANYVY; #0 paracada JEI }

—{-169‘\ ACDVVAOU #= 0 paracada. zEI,.}ﬂ
{AG"" -lCZvAﬂV # @ para cada JGIm}

—(Ul,Ug,.. U)r'l(Vl,I/o,..., Vin) .



L topologza de Vietoris.
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Cb’nsidéremos ‘ahora las familias "~

{’(Ul, Us,. U') ' U es abxerto en X para cada. i }, .
k{vF(U) U es abierto en X }U {A(U) U S ab erto en X }:

Eu [.34 “Teorema 4. a] se prueba que B'es una ba para una. topologla
cen 2V, ¥ que S es una subbase para Ty. Allal topologxa -rv se le llama

Teorema 1.30. Si Ty es la topologia en 2 9‘ znduczda por la metmca de Ha.us-
dorff H, entonces Tv = 1y1.

Demostracién. Sea U un abierto en X. Entonces F(U), A(U) € 7v. Ademais,
por el Teorema 1.26, I'(U) v A(U) € 7u. Esto prueba que todo. abierto
subbdsico de (2%, Ty-) es abierto en (2% TH) Por tanto, todo abierto basico
en (2, 1) es abierto en (2V,7y) ¥y de aqm que TV C TH-: :

Supongamos ahora que 4 € 2¥ v e>0. \/Ios_t;raremos que e*clst.e Uy € Ty
tal que 4 € Uy € B (A). Como la famlhar{ B: v(a.) a € 4A} es ‘una. cublerta.

abierta del compacto 4, existen as, as,
Sea U, = <B“(a1),.. B3 (a,,)>”*}
t € I,. Por tanto, A€ L{4 Sllponga

BeUsfec Usit

i=1 "~ . TagA

H(-\ By <e.

\Supongdmos ahora que C. e 32 sea U 0 tal que B& ;E(C) Cy-.b" ,
B’\ (A). Por lo que acabamos de-demostar e‘clste L(c €'y tal que C. E L(c - o
3 (C). Luego: Sl :
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" Esto prueba que Bz (-1) es ablerto en (9‘\ ) Tv) Por tal 1to' T ~Cj‘v n

De acuerdo a lo anterior, podemos pensar que un abier bd::lCO en 2V es

-una bola abierta alrededor de un punto de 2-Y, con® respect' ‘la‘métrica de
Hausdorff, o bien un elemento de la forma (Ul,Uz, R U e en- donde cada
. conjunto U; es abierto en _Y. Fren .

Como FL(X) y Cn(X) son subcon_]untos de 2‘\ tenemos que, para la
topologia de Vietoris en estos lnperespacms, los ablerto:. bdsicos son de

la forma F,(X) N U1, Us,...,Un) ¥ Ca(X) N (Ul,Ug,..., Umm), respecti-
vamente. De aquf en adelante, chchoa abiertos basicos se. escnblran como
U1, Uz, ..., Un)p, ¥ (U0, Uz, ..., Un)¢,, para simplificar un poco la nota-
cién. ) e

1.6.4 La Funcién Unién

Como sabemos, en un espacio topolégico, la unién arbitraria de subcon-
juntos cerrados no necesariamente es cerrada. Enseguida veremos: que, en
un continuo X, la unién de cerrados es cerrada si se pide que la fami-
lia. formada por dichos subconjuntos sea cerrada en 2. Recordemos que
22% = { A < 2V: A es cerrado y no vacio } posee la metnca H, inducida por
la métrica de Hausdorff H en 2X,

Teorema 1.31. Si A € 2% ’, entonces el conjunto UAeAA es.un cerra.do J'
no vacio en X.

Demostracidén. Sea B = [, , 4. Como A 7# 0, existe A e A; \Iotemos
que A # 0 v, ademds, 4 C B. Por tanto B ;é 0. Para: probar que B es
cerrado en .\, sea b € Clix(B). Entonces existe una’ sucesion, {
B tal que hmb = b. Para cada n € N, existe 4, e .A ta.

Ap, — A, para algin A € A. Tenemos entonces que An,‘ —>

¥ bn, € A4, para cada k € N. Luego, por el Corolarlo
tanto b € B y, de esta manera, B € 2N, RO

: Deﬁnxcxon 1 3" La. funcxon unién: es la unczon. o: 92 -'—> 2¥ dada por
; D
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“Alo largo de este traba]o la. letra. o, representara. la func1on umon

Teorema 1.33. La. funcwn oes contznua.

Demostracién. Sean Ay Be 22° y e > 0. Supongdmos que Hz(.A B) < e.
Tomemos un punto a € o{.4). Eutonces existe 4'€" Atal que a € A. En vista
de que A C N(e, B), existe B € B tal que H(A, B) <'e. Luego, A C N(e, B)
por lo que existe & € B tal que d(a,b) < e. Notemos que b € o(5), asi que
a € N(e,0(B)). Esto muestra que o(A) C N(¢;,o(B)). 'De manera similar
se prueba que o(B) € N(e, o(A)). Por tanto, H(a(A),a’(B)) < € y, de esta
manera, ¢ es una funcién continua. S , : (]

En el 51gu1cnte resultado vemos un caso. espe 'a.l en el que la unién de un
elemento de 22°, es un elemento de C(J\)

Teorema 1.34. Si A € 22% es conezo y .AﬂC(X) 0, "eﬁionces o(A) €

C(X).

Demostracién. De acuerdo al Teorema 1.31, o(-A) € 2. Supongamos que
o(.A) no es conexo. Entonces existen H y K € 2V talesque o(A) = HUK y
HNK = 0. Sea B € ANC(X). Como B C og(A) es conexo, podemos suponer
que BCH. SeanH={Ae A:ACH}yK={Acec A:ANK #£0}.
Por el Teorema 1.26 tenemos que H y K son cerrados en 2X. Ademds H # 0
pues B € H. Si X = 0, entonces A C H. Luego, o(A) C H y, por lo tanto,
K = @, lo cual es una contradiccion. Asi que £ # . Como H y K son
ajenos, resulta que H N K = 0. Veamos que HU K = A. Por definicién
HUK C A. Si A € Ay suponemos que A & H, entonces A4 ¢ H. Luego,
B# AN(c(A) - H)Cc ANK. Porlotanto AN K # 0y A€ K. Delo
anterior resulta que H y K forman una disconexién de .A. Como esto es una
contradiccidn, tenemos que o(A) € C(X). o |

Ahora establecemos una propiedad interesante de. los elementos de un
subcontinuo de 2%, con respecto a las componentes.de su, union.

Teorema 1.35. Sean K un subcontinuo de 2~ y K E IC’:' E’ntonces “cada
componente de o(K) intersecta a K. : :

Demostracién. Supongamos que existe una componente de: o'(}C) t:a.l que
CNK = (. Notemos que K y C son dos subconjuntos cerrado -no vacios de
o(K). Ademés, como C es una componente de o(K), no exlste un subcomunto
conexo de o(K) que intersecte tanto a C como a; I\ Luego por el Teorema
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* 1.3, existen dos elementos ajenos 4 v B € 2V, tales que o(K) = AUB; K 'C A
v C ¢ B. Hagamos Ky = {L € K : LCA}V/CI—{LEIC LﬁB#(D}
Por el Teorema 1.26 tenemos que Ky y K, son cerrados en 2%, \Iotemos que
K € K,, por lo que Kp # 0. Ademds, tomando un punto ¢ € C y un_ elemento
L € K tal que ¢ € L, resulta que ¢ € LN -B. Por tanto, C € K, y de aqui que
K\, # 0. Ahora bien, es claro que X = Ky UK, v, como A y B son ajenos,
tenemos que KoMK, = . Esto muestra que Ky ¥ K| forman una disconexidn
del conjunto conexo K, lo cual es una contradiccién. L

1.6.5 Arcos Ordenados

Terminamos esta seccién, introduciendo una de las herramientas mds im-
portantes de la Teoria de Hiperespacios. Nos referimos a la nocién de arco -
ordenado, que definimos a continuacidn: i AT

Definicién 1.36. Sean 4 y B € 2% tales que A C B. Dzremos que: un arco; -
ordenado de 4 a B en 2V, es una funcidn continua a: [0,1] — 2% tal'que . -
a(0) =4, a(l) =B, ysi0< ¢ <t2 <1, entonces a(tl) o '

X

Cambiando 2% por C,(X) en:la cleﬁmcwn antenor, obtenemos-:l nocidn.
de arco ordenado en de A a B en' C,(X). Notémos que un'a
AaBen2YoC,(X)es, en partlcular un arco de A a B el
segin sea el caso. : g’

Con respecto a la existencia de arcos ordenados en 2
1.8] se demuestra el siguiente resultado. {

Teorema 1.37. Si 4, B € 2N, entonces ez‘zste un arco: ordenado deA-a. B .
en 2% si y sdlo si A % B, A C B y A intersecta a cada componente de B

‘Como consecuencia del resultado anterior, si 4 y B.€ C(A~);~‘A # By
A C B, entonces existe un arco ordenado de A a B en"C(X). En-otras
palabras, en los hiperespacios 2% y C,(X) siempre podemos hablar de arcos
ordenados. Utilizamos este resultado en el siguiente: teorema, para ver que
todo continuo posee subcontinuos propios y no defrenerados arbltrarxamente
pequenos. -

Teorema 1.38. Sean X un continuo, r € X v €50 E'ntonces ea:zste un,
subcontinuo no deyenerado S de X tal que z G S' C. Bz
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H(a(t),a(O)) < e Tomando t —‘,,, tenemos’ que.
Por tanto, S es un subcontmuo no. devenerado de

N(e, {z}) = B ().

El siguiente resultado es una obsenauon ba.
de arco ordenado. La enunciamos aqm porque .ser utlllza.da on_frecuencla.
en los capitulos que vienen.

Teorema 1.39. Supongamos que f: X — f(X) es una 'fu cion.y’ que A
y B € 2% son tales que existe un arco ordenado’ a; B en 2" Sz’
f(A) = f(B), entonces f(D) = f(4) para todo’ D E @l

Demostracién. Si D € o, entonces &4 € D C B Luego f(A) C f(D) C
f(B) = f(A), por lo que f(D) = f(A). L

De acuerdo con el Teorema 1.37,si Ky A sonﬂelekment:os dé 2% tales que
I C A y cada componente de A intersecta a K, entonceskbexiste un arco
ordenado de K a .4 en 2¥. En general es posible encontrar un subconjunto
cerrado N/ de A para el cual existe un arco ordenado de K a M, segin se
muestra en el siguiente teorema. ;

Teorema 1.40. Supongamos que K y 4 € 2% y que K < A. Consideremos
el conjunto:

M = U{C C X:C es una ‘com;vuon‘en'te de A tal que CN K -7’- 0}.

Entonces M € 2%, K € M C A y cada componente de M intersecta a K.

Demostracidén. Para ver que K C M, tomemos un elemento z € K. En-
tonces, £ € A4, por lo que existe una componente de C de A tal que = € C.
Naturalmente, z € CNK por lo que C C M. Luego z € M y, de esta manera,
K < M. Esto prueba, ademas, que M # 0 pues K es no vacio. Ahora bien,
como cada uniendo que forma al con_]unto A estd contemdo en A, resulta
que M también estd contenido en A.

Probaremos ahora que A es cerrado en X. Para esto, tomeémos un punto
x € Cl(M). Entonces, existe una sucesién {Zn}nen en M tal que Jlim z, = z.
Sasd= =]

Dada n € N, suponﬂamos que C, es la componente cle A tal que :41:,1 eChy




: teoremas 1:15 y 1.24, tenemos que z € Co*
la componente de. A que contiene a Cp. Entonces C n
“xe C <M. Esto prueba que A/ es cerrado en ]\ :

Supongamos ahora, que D es una componente de z\[ Entonces D C.A
por lo que existe una componente C) de A tal que D'C C;. ‘Ahora: bien si-
z € D, entonces T € M, por lo que existe una componente C, de A tal que
T €Cay Con K 5 (. Notemos que C; C M. Como z € C) NC> y'tanto C;
como C; son componentes de A, resulta que C) = Cs, asi que C1 N K # 0.y
C, C M. Por tanto, C} = D, ya que D es una componente de M. Entonces
DN K # 0. Esto termina la demostracién. : [ |

Notemos que, si en el teorema anterior, suponemos que K y 4 € C,(X),
entonces la conclusién es obvia. Supongamos ahora, que tenemos dos suce-
siones {An}nen ¥ {Bn}nen en 2V tales que 4, — 4 y B, — B. Si existe un
arco ordenado de A,, a B, en 2%, para cada n € N, es natural preguntarse si
también existe un arco ordenado de 4 a B en 2¥. Como consecuencia del si-
guiente resultado, la respuesta al problema anterior es afirmativa si pedimos
que la sucesién {B,}nen sea decreciente.

Teorema 1.41. Supongamos que {An}nen ¥ {Bn}nen son dos sucesiones en
2N tales que A, — A y B, — B. Supongamos, ademds, que {Bp}nen es
decreciente y que para cada natural n, toda componente de B, intersecta a
A,. Entonces cada componente de B intersecta a A.

Demostracién. Tomemos una componente C' de B. De acuerdo al Teorema
1.25, B = (\,en Bn. Entonces, dada n € N, sucede que C C B, por lo que
existe una componente C, de B, tal que C C C,. Por hipétesis, C,NA, # 0.
Ahora bien, como C(.X) es compacto, existe una subsucesién {C,,, }men de
{Cp}nen tal que C,, — Cp, para algin subcontinuo Cy de X. Tenemos
entonces que Ch,, — Co, A,,, = A, C C Cp,, ¥ Ch,. N An,. # 0 para
cada m € N. Entonces, por los teoremas 1.15 y 1.24, sucede que C < Cp ¥
CoN 4 # 0. Ahora bien, como C,,, C B,,, v B,, — B, sucede que Cp C B
aplicando de nuevo el Teorema 1.15. Como C es una componente de B,
resulta que C = Cp. Luego C M A 5 0. ]

Terminamos la presente seccién con el siguiente resultado:
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Teorema 1.42. Supongamos que k € N y que A .es un subcontinuo no dege-
“nerado de X .- Entonces, ezisten k subcontinuos no degenerados y ajenos dos
ados Ay, As, ..., A de A. Mds atn, si B € 2V es tal que BN A # A, enton-

ces podemos escoger los conjuntos Ay, Aa, ..., Ax de manere que A; N B =0,
para cada i =1,2,...,k.
Demostracién. Como A es conexo y no degenerado, y ANB # 4, podemos
tomar k puntos distintos a,as,.-.,ar en 4 — B. Aﬁlmamos que

1) existe € > 0 tal que N(e, {al, c.,ax)N B =0y, para c"lda ’L,J E'

{1,2,...,n} con i # j, sucede que B (ai) N Bla;) = 0. :

Para ver esto notemos cque X — B es subconjunto H.bIEI‘tO de X tal
que {a;,az,...,ax} € X — B. Por el Teorema 1.27, existe ¢, > 0 tal que
Neg, {ar,aa,...,ar}) € X — B. Ademds, como los puntos a,,as,...,ax

son distintos, existe ¢ > 0 tal que B, (a;) N B¢, (a;) = ¥ para cada %,7 €
{1,2,...,n} con i # j. Es claro que ¢ = min{eo, €, } satisface 1).

Dada ¢ € {1,2,...,n} tomemos un arco ordenado «;: [0,1] — C(X) de
{a;} a2 A. Por el Teorema 1.26, U; = {K € C(X): K C Bc(a;)} es un
subconjunto abierto en C(X). Ademds {a;} € U;, por lo que existe §; > 0 tal
que Bs,({a;}) C U;. Por la continuidad de «; e‘{iste i > 0 tal que si t < 4,
entonces H (o;(2), {a.,}) < ;. Hagamos t; = 4 y A; = a;(¢;). Entonces los
conjuntos Ay, 4a,..., Ax cumplen lo que se pxde n

1.7 El Hiperespacio F,(X)

Como F,(X) € 2%, la restriccién de la métrica de Hausdorff en 2¥ a £, (X))
hace de éste un espacio métrico. Observemos que la funcién f: X — F(X)
definida para cada = € X como f(z) = {z} es un homeomorfismo. Por
tanto, Fy(.X) es una copia de X contenida en F,(X). En en esta seccién
mostraremos que F,(X) es un continuo. Para esto, requerimos de una serie
de resultados iniciales.

Teorema 1.43. Supongamos que (X, dy), (Xo, da),. .., ()(,,,dn) son' espa—

ctos métricos. Consideremos la funcicn p: ([Tin, Xi) x (I_L_1 .«‘{) — [0 oo) ‘
definida para = = (z;) y y = (v:) en [[in, Xi como

plx,y) = mdz{di(zi, yi): i = 1,2,.7..',1}.}.; o

Entonces, p es una métrica en [, X;:.
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'Demostracxon. Tomemos ‘dos’ elementos z= (:z:,) yy= (y,) en H 1‘\

Como d;(xi,y:) =:0:para’ cada i=:1,2; . I ny entonces p(:L, y) = 0. Ademads
plz,y) = 0 si ysélo’ si‘d; (z,,y,) = 0 para cadai ='1,2,...,n. Esto sucede si
y'sélo siz; = y; para’ cacla 2i=1;2,.. 5 n. Por lo tanto p(z,y) = 0 si y sélo
si z = y. Como d; (z,,J,) = d;(yi;x;) para cada i = 1,2,...,n, tenemos que

“plz, y) = p(y,z) Sea z.= (..,) (S I-L_l X;. Entonces:

o(z;y) = zi\{ dﬁ(‘:z,l,yl)y." =1 i2,0. . ,‘n}

< max{ d; (zi, z:) + d; («,y,) i= 1,_, Sieym}
"< max{di(z;, z)ii= l,_,r.;.». ,n} + ma\{d (zi;9):1=1,2,...,n}

- pz,2) + p(z, y)

Esto: prueba. que pes: una metnca. en H;—1

“A’la métrica P definida como en el teorema ant;erlor se le conoce como la

... métrica producto.. En el siguiente resultado vemos como el hiperespacio
F (.\) se relacxona con el espacio X™ con la metrxca pro uct TS

Teorema 1.44. Consideremos la funcion f: _Xn R, (X
=z, T, 00, 70) € X, como f(T, %, .- Z‘n) = {x"
' f-es continue y suprayectiva.

k ='n tenemos que f("l,Zo, A
- = z, = z; obtenemos que f(Zl,az,. ;
suprayectiva. : g

Para ver que f es continua, sean. z
Buscamos ¢ > 0 tal que si p(z, z) <6 entonces H(f(
6 = ¢ si x = (Ty,22,..7,%n) € X" es tal que [J(:z:
d(:n,,‘.,) < € para; toda 1=1,2, . .n Como :z:1 e’ff(:t)

, -Por tanto,
magen continua de un
G a

Demostracmn. ComoA es contmuo entonc
de acuerdo ‘con- el .teorema anterior, . Fj, (4\)
-“ continuo. Luego ‘Fn(X) es un countinuo.
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Recordemos que el hiperespacio 2 siempre es conexo por trayectorias.
En el siguiente teorema, vemos que esta propiedad no se: preserva en el hi-
perespacio F,(X). Para probar dicho resultado, utilizaremos una serie de
propiedades sobre conexidad local. Recordemos primero que¢ un espacio to-
poldgico Y es localmente conexo si para cada punto p € ¥ y cada subcon- .
junto abierto U en Y tal que p € U, existe un subconjunto abierto Y. conexo
VenY talquepe V C U.

Teorema 1.46. Toda imagen continua de un contznuo localnmnte conexa, es
un continuo localrnente conexo.

Teorema 1.47. Si .A es cermdo en F, (J\) J localmente nnez 5

entonces
U.A es localmente conezro. " S

: Teorema 1: 4
rias.

Los contznuos localmente conez‘os son: cone.zos por trayecto-

A manera de referencia, una pr ueba clel Teorema 1. 46 se encuentraen [04
Corolario 8.17].  El Teorema 1.47 aparece en [25; Lema 2.2], mlentras que el
Teorema 1.48, se encuentra demostrado en [oo Teorema 31.2].

Teorema 1.49. El hiperespacio F,(X) es conezo por trayectorzas si y solo
st X es conezo por trayectorias.

Demostracidn. Supongamos que F,(X) es conexo por trayectorias. Sean
a.b € X. Como {a} y {b} € F,(X) y éste es conexo por trayectorias, existe
una funcién continua «: {0, 1] — Fo(X) tal que (0) = {a} y «(1) = {b}. Por
el Teorema 1.46, MM = ([0, 1]) es un continuo localmente conexo. Entonces,
por el Teorema 1.47, AL = | J M es localmente conexo. MAas aiin, como M es
un continuo y {a} € M N C(X), por el Teorema 1.34, M es un subcontinuo
de .X. Por tanto, por el Teorema 1.48, M es conexo por traycctorias. Como
a ¥y b € M existe una funciéu continua 8: [0,1] — Af tal que B(0) = a y
B(1) = b. En vista de que A/ C X, 3 es una trayectoria de z a b en X. Esto
muestra que X' es conexo por trayectorias.

Ahora supongamos que X es conexo por trayectorias. Entonces X" es
conexo por trayectorias y, por el Teorema 1.44, F,(X) es la imagen con-
tinua de un espacio conexo por trayectorias. Luego, F,,(X) es conexo por
trayectorias. . n




de X, y quem < n.f:Entonces (Cl, Ca, i ,Cm)Fnesun ;subcanjjdv'iz:l.f.o conero
de Fa(X). LI T

Demostracmn. Hagamos C = (C,Ca..., ,,,)F . \Totemos que si K- €.C,
entonces K € F,(X) y satisface las condiciones &' < U2, C;i v K inter-
secta a cada Cj. F1Jemos un elemento 4 € C y sea B € C. Entonces
= {z1,T2,...,%,} ¥ B = {y1,y2,...,¥ys} para algunos r,s < n. Dada.
i€ {1,._,. ..,m} se tiene que ANC; # 0y BNC; # 0. Por tanto, existen
jie{1,2,...,tr}y ki€ {1,—,...,8} tales que z;,yx, € C;. Consideremos -
D = {le, Tjyy ooy Tjm } Y £ = {Ykys Ykar - - +» Y }- Notemos que D tiene a lo
mads m elementos, asi que D € F,(X). Ademds D C A. De manera similar, ~
tenemos que E € F,(X) y F C B. )

Afirmamos que

1) existe un subconjunto conexo X de C que 'co’htie‘n'efé.' A"y'Db. s

Si'D = A, entonces {4} satisface 1). Supong amdsﬁt por ta‘nt‘by, ‘quézD C AL
-Sean T, '€ A-D y uwe {1,2 ,m} tales: quc Ty e Oy Deﬁmmos una‘
V,func1on i1 el

e ) > L) x{m,m}xc —>‘F(X),_7

L pam cada c E C’u, como




un. producto de

1).

Supongamos que D U {:z:,l} A Entonces existe z,, € A = (DU {:1:,1})
Aplicando el argumento anterior a z,, obtenemos un subconjunto conexo A2 :

de C que contiene a DU {z:,} ¥y a DU {&,Tea}. Si DU {zs, 2} _
entonces A; U A, es un subconjunto conexo de C que contlene a A v ‘D con
lo cual 1) se satisface. ~ ’

Continuando con este proceso, y en vista de que A es- ﬁmto i obt;ene-
mos un nimero finito de ntimeros naturales 1, £z, . . . £, asi como un-ntmero
finito de subconjuntos conexos A, As, ..., A de C-de 'manera que 4 =
{ i Tjase e s Tjpas Tty Tar - -+ » Tey }» A1 contiene a:D.y. D UA{z,} y, para
cada & € {2,...0} sucede que A; contiene a. D'U {‘-’Bc{,x:;,- iz _} vy a
DU{z,%e,, ...z, }, Entonces, A UA;U---UA es un subconJunt:o conexo
de C que contiene a A y D. Esto termma la. prueba. de 1)

De manera similar se prueba. que:

2) existe un subcon_]unto cone\o L d dhltiyé;i_e aB v E.

.-\hor'w. mostraremos qu

3) exlste un subconjunt ~de C.que contxene a D y E.



DAMENTALES

fectua.ndo . '

una prueba similar a ld a func10n‘

continua. En vista de
tenemos que: :

Entonces, la unagen de esta on emda en C y 92 ‘es contmua Ademas

B” = gZ({ykl} x Cz x {Ijs} Xosenx {z.im})

es un subconjunto conexo de C, que contiene a los conjuntos {Ykys Tjar oo s T b
¥ { Ykis Ykas Tigs - - -+ Tj }- Procediendo de esta manera, construimos subcon-
juntos conexos B3, By, ..., B, de C tales que, para cada € {3, 4,. o m} B;
contiene a { Yry, Ukzs -+ - Ykie3 Tdir -+ o2 Tjm + Y { Ukes Ukas -« - Ukis Tjiga s~ 251 T be

Por consiguiente B;UBQU - -UB,, es un subconjunto conexo de C que contlene :
a Dy E. Esto prueba 3). i '

De las afirmaciones 1), 2) y 3) concluimos que Cg = IC U C UM es un
subconjunto conexo de C que contiene.a A y B.. \Jotemos que’ C = UJgecCs-
Por tanto C se puede escribir como una unién de’ cone\os ‘en donde todos
ellos tlenen al elemento A Luego C es conexo. R e n
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e 8. EL HIPERESPACIOCN(-Y)
o C’ (X )

‘Como en el caso de F (\), se’ tlene que ‘Cn(X) C 2. Asi que la restriccién
de la métrica-‘de 2V a Cr(:\')rhace. de:éste, un espacio métrico. En [33,
Teorema 0.8] se demues’tra" que C (X)) es compacto, ¥ en [53, Teorema 1.12]
que C(X) es conexo por trayectorias, independientemente de si .\’ es conexo
por trayectorias. Esto nos permlte generar nuevos hiperespacios, por ejemplo:

'1 8 El Hlperespac

Cc(2¥) = {A €2 A es conexo },
20N — {A [= C(‘\) A es cerrado y no vacio },
C}(X)= C(C(X)) = { A€ 2°™: Aes conexo},
Fa(C(X) = {A e ‘>C(“) : A txene a lo més n elementos} (1 1)
Utxhzando el hecho de que C(X) es conexo por trayectonas probaremos

"en esta seccién que Cr(X) es un continuo cone‘co por- trayect;orxas para cada‘
n > 1. Para esto, necesitaremos tamblen de Ios wul ntes resultados

Lema 1.51. El hiperespacio F,, (C(‘\)) es un: .subcon]unto de 9C(“)‘ que es
conezo por trayectorias. ST Gl

Demostracién. La primera parte se sngue de'la 1gualdad (1 1) Para mos-
trar la segunda parte, notemos que, como C(}x) es conexo por tra»ectomas,’
por el Teorema 1.49, F,,(C(X)) es cone\o por trayectona.s S : u

Recordemos que o: 22¥ — 2V es la func1on umon ;
Lema 1.52. o(F,(C(X))) = Cn(X). :

Demostracién. Sea A € o(F,(C(X))). Eutonces 4 e ”2 ’y'e\xste B €
Fo(C(X)) tal que o(B) = A. Como B tiene a lo m elementos, entonces
A tiene a lo mds n componentes. Asi que A €, Chn (}\)

Ahora supongamos que 4 € C’,,(X) y se ;sus componen—
tes. Hagamos A = {C,,C5,...,Ck }. Entonces .A - (C(A)) pues es un
subconjunto de C(X) con a lo mais n-el >¢ 7 (A):= .-l tenermnos
que A € o(FL{(C(X))). ) m

Teorema 1.53. El thereapaczo C’ (J\) LP un _ontmuo conezo por trayecto-
rias, para cada n > 1. :
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Demostracxon. Sea. n > 1. »Como C(J\’) es.un contmuo entonces F.(Cc(x)
es un continuo. Por el Lema. 1.51, F, (C'(\)) es. conexo. por: trayectorias
v, por el Lema-1.52; tenemos que .o(F,(C(X))) = 'Cr(X)." Combinando lo
anterior con el Teorema 1.33, resulta que o|r,(c(x): Fa(C(X)) — Cr(X) es
una funcién continua‘y supravectwa. Por lo tanto, C,(X) es un continuo
conexo por. trayectorias. S [}

En el siguiente resultado, veremos que los arcos ordenados en 2V que
inician en un elemento de C,(.\), se quedan contenidos en Cj, (‘\’)

‘ ‘Teorema 1.54. Sean A y C € 2V y o un arco ordenado de A a C en 2V,
! SiAe Cn (X)), entonces a C Cr(X). s S

Demostracién. Sean B € o ¥ 3 el subarco de a con puntos extremos A y

‘B. Es claro que 3 es un arco ordenado de 4 a Ben 2% -'Por el Teorema 1.37,

A intersecta a cada componente de B. Asi, si L es una componente de B,
existe una componente K de 4 tal que K C. L. Esto 1mphca que, B tiene a lo
‘' mas el mismo nimero de componentes de A y, por lo’ tanto acC C{X) =

Como una aplicacién del teorema anterior, vemos ahora que todo subcon-
tinuo no degenerado de .X se puede aproximar por elementos de C, ()L)

Teorema 1.55. Sin > 2, S € C(X) es no degenera.do y € 0 ‘entonces
existe A € Cp(X) tal que A tiene n comnponentes, al menos una: de ellas es
degenerada y H(4,5) < €. Mds atn, si B € C,._l(_"(') es; tal_que B c S,
entonces podernos suponer que B C A.

Demostracién. Tomemos un arco ordenado « de B a S en 2.7 Por el teo-
rema anteior, o« C C,_1(X). Como « es continua en-1; e ste 6 .> 0 tal
que si |t — 1] < 8, entonces AH{a(t), (1)) < e. Podemos: suponer, sin per-
der generalidad, que § < 2. Sean tp = 1 — £ y g = oz(to) Entonces, co-

b3

mo « es un arco ordenado y ¢ < 1, resulta que B C ‘Ap:C+5. Ademds,
H(Ap, S) = H{(a(ts),a(l)) < e. Supondamos que Aptiene m componentes
Entonces m < n — 1 y, en vista de que 4p €S, podemos tomar n — rm pun-
tOS Qmat, @me2,---,Qn e .S — Ag. Hagamos A= 4o {a,,..,.l,am.,.o, S.,@n}.
Entonces, como {@m+1, Gm+2, - - .,an} c S, tenemos que

A= 43U {am+lybam+2_! ) an} C N(e S) u:S. V(E, S)
Por otro lado, como: Ag . C A, tenemos que SSCiN(e, 4p)C N’(e A).

Entonces H(A, S) <-e Es claro que A satnsface»el e: e-las. condiciones
que se piden. n




1. 9

De- ééﬁérdo’ on’
definida..-En ‘el:si
del Te01e111a 1 34

Teorema '1.56 lSz_.A
o(A) e C(X).: 1\/[as ain
entonces o(A) € Cn »(-\')

Demostracxon. Como C (_\) es. un: contmuo contemdo en ‘)‘, cntonces A
es un bubcontmuo de 2¥ asi que, por el Teorema 1.34, o(A) € C(.X).

Supongamos ahora que ‘A es un subcontinuo de 2V tal que ANC,(X) # 0.
Tomemos un elemento X € AN C,(X) y supongamos que o(4) tiene al
menos n + 1 componentes. Entonces, por el Teorema 1.35, cada componente
de o(A) intersecta a K. Luego, K tiene mds de n componentes. Como esto
es un absurdo, tenemos que o(.4) posee a lo mads nn componentes. |

1.9 Modelos Geométricos

Existen continuos para los cuales sus hiperespacios se pueden determinar
mediante un modelo geométrico. Por ejemplo, si X =[0,1], entonces C([0, 1})
es el tridngulo en R® con vértices (0,0), (0,1). y (1,1). Una manera de
mostrar esto, es considerando la funcién f: C([0, 1]) — R2'definida para cada
intervalo {a,b] € C([0, 1]) como f([a,bd]) = (a,b). Es claro que f es inyectiva.
No es dificil probar que f es continua. Por tanto, f es un homeomorﬁsmo en
su imagen, el cual es el tridngulo anteriormente descrito.

Si X es la circunferencia unitaria S!, entonces es conocido que un modelo
geométrico para C'(S!) es el disco unitario (ver [39, Ejemplo 5.2]).. En la
Seccién 5 del libro [39] se muestran los modelos geométricos de los hiperes-
pacios de otros continuos, sencillos de describir. A continuacién daremos una
descripcién del modelo geométrico del hiperespacio C([0, 1]).” Para esto in-
troducimos la siguiente notacién. Si .X es un continuo y 4 es un subcontmuo
de .Y, definimos :

C(A4,X) = {B e C(X): ACB}

Notemos que, en el modelo geometrxco del h1perespac1o C([O 1]) tenemos que o
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0

-son los puntos (0;1).¥
{1}a[0.1]en C([O 1])

3. Fl([O 1]) estd 1epr se
(0,0) ¥ (1,2).

4. El conjunto [0, 1], como elemento de C([O 1]), esta. T
vértice (0, 1) del trxangulo ‘ i

Encontrar modelos geométricos para el hlperespamo 2" de un’ contmuof

X, es un problema bastante complicado. En [53, Teorema 1:95) se demuestra
que 2% contiene un cubo de Hilbert, esto es, un espacio homeomorfo a [0, 1]°°.
Mds atn, en {53, Teorema 1.97] se prueba que cuando X es localmente conexo,
2% es un cubo de Hilbert.

En cuanto a la determinacién de modelos geométricos para el hiperespacio :

F,,(X) se sabe, por ejemplo que F>([0, 1]) es un tridngulo, que F2(S!) es una
banda de Mo&ebius. También se tiene un modelo geométrico del hiperespacio

F5(X) de un continuo X homeomorfo a la letra T. Para mds informacién al

respecto, remitimos al lector a 5], [3], [7], [34], [35], [43] ¥ [52].

En cuanto a la determinacién de modelos geométricos para C,r(X), en :
[37, Lema 2] se prueba que el hiperespacio C2([0, 1]) es homeomorfo al cubo

[0, 1]*. También en [37, Lema 3] se demuestra que C2(S') no es homeomorfo a
C. ([0, 1]), pero no se tiene un modelo geométrico para el hiperespacio C2(S?).

En la seccién anterior vimos que la funcién oyr,cxy @ Fa(C(X)) —
Cn(X) es continua y suprayectiva. Por tanto, uno podria preguntarse si los
hiperespacios F,,(C(X)) y Ca(-X) son homeomorfos. Si X = [0,1], entonces
el modelo geométrico de Ca([0, 1]) es el cubo {0, 1]¢, mientras que el modelo
geométrico de C ([0, 1]) un tridngulo el cual, a su vez, es homeomorfo al cua-
drado [0, 1]2. R. Nolski probé en [52] que F»({0, 1]?) es homeomorfo a [0, 1]*.
Por tanto, los hiperespacios F»(C([0,1])) » C2([0, 1]) son homeomorfos. Sin
embargo, si X' = S!, entonces F2(C(S')) ¥ C2(S!') no son homeomorfos, en
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vista de que Fq(C(S‘)) oS homeomorfo a’ Fg(C([O 1])) y de que. Cg(S‘) no’ es .
. homeomorfo a C’z([O 1] i ) _ BRI '
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CAPITULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES.
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Capitulo

Funciones Especiales

2.1 Introduccién

En este capitulo presentamos algunas clases de funciones,: asi cOrho 'alguhbsf
resultaclos con respecto a cellas. Varias de estas clases son: est:uclxada.s en-[24],

sobre todo en lo que concierne a las relaciones entre ellas.” En este traba.]o',;.’ :

sélo enunciaremos los resultados que mds adelante: serdn de ‘utilidad

A lo largo de este capitulo y, a menos que cllgamos e‘<pllC1 arnente 10',
contrario, supondremos que la letra f representa una: funcxon contmua y“ :
suprayectiva entre los continnos X y Y. Tk :

2.2 Funciones Abiertas

Una de las clases mds importantes en Topologia de ConJuntos es: la que se. -
describe a continuacién. 5

Definicién 2.1. Decimnos que f es abierta st para, cada subcon]unto bzerto
U de X, se tiene que f(U) es abierto en Y. '

En algunos casos, para determinar si una funcxon es abxerta es mas fa.ml FI

analizar su comportamiento en sus puntos y no dxrectamente en los ablertoa_‘
del espacio. Esto se realiza con ayuda de la stﬂulente nocién:: :

Definicidn 2.2. Decimos que f es interior en. el punto p € 1\ st f(p) E'i S
Inty-( f(U)) para cada subconjunto abierto U C X que contzene ap. :
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en el 51guxente resultaclo

Teorema 2.3. fes abzerta siy'sdlo'siies interior en cada uno-de los puntos
de su domzmo L T R

Demostracxon. Suponndmos que f es ablelta Se'm T & X X ixbierto
tal que = € U. Entonces f(z) € f(U) = Inty (f(U)). .-\hora supongamos que
f es interior en cada punto de su dominio. Sea-U.un subcon_]unto abierto en
X. Tomemos un punto y € .f(U) v sea z € U tal'que:f(z)'= y: Como f es
‘interior en z, sucede que y € Inty(f(U)) C f(U) Lue"o f(U) es abierto y,
por lo tanto, f es abierta. ]

Enel siguiente resultado presentamos una caracterxzacxon de la nocién de
funcién abierta, en términos de sucesiones. . :

: Teorema 2. 4 Las szguzentes aﬁmaczones on equw

z) f es abzerta

zz) Para cada punto y E ¥ L cada sucesion-{yn

N en Y:‘_qu‘ef}con‘uérge a
-y, tenemos que f l(y) = llrn mff 1(y o -

zu) Para cada punto y € Y y cada. suceszon {¥n}nen Ue COnverge:a ..

v, tenemos que f~'(y.) — fHy). "

Demostracién. Supongamos que. f es abierta Tomemosv'un punt Yy e Y

una sucesién {yn}nen €n Y que converge a y:'Sean z €'f7 l(y) ve> 0. Como' -

f(Be(z)) es un abierto en ¥ que contiene ayy: llm 1 Yn = y, resulta que, e‘cxste

N € N tal que y, € f(B.(z)) para cada > N Luevo B (:1:) 1(yu)f# 0
para cada n > N. Por consiguiente x & hm mf f l(y,,) Esto muestra que’ z) .
= ii). .

Supongamos ahora que i) es Ciértb'. !
cesién {yn}nemen Y que converge a y. Poj

lim sup f~Yyn) € f7N(y) C lnn mff
Esto prueba que 21.) = uz)
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f(:c) ¢ Inty(f(U)) Entonces f(:z:) S F’r‘y(f(U)) por Io que. existe
una sucesién {yYntnernen Y que converge a y tal que y, € Y:— f(U) para
~cada n € N. Entonces, de la hip6tesis se tiene que f~(yn) = Ff~ (y). En
“particular f~'(y) = lim inf f~'(y,), por el Teorema 1.20, existe una sucesién

{#n}nen en X que converge a x tal que x, € f~!(y.) para cadan € N. Como
U es abierto en X, existe /. € N tal que z,,, € U. Luego y,, = f(xzm) € fF(U).
Esto es una contradiccion. Por tanto, f es interior en x y, por el Teorema
2.3, f es abierta. |

2.3 Funciones Mondétonas

En esta seccidn, estudiaremos, someramente, a la clase de las funcxones cuyas
fibras son conexas. :

Definicién 2.5. Decimos: que f es monotona st para. cada Y€ Y‘ se}tzene
que f~'(y) es conezo. -

la preimagen de cadaipu
bubconmnuo, :

Teorema 2.6. f es monotona. szhy solo si-para Vcada. L E C'(Y

el vc}og_y:zlﬁtbf S
f~YL) es conezo. AR

Demostracién. Supongamos que f es monétona y que existe L'e C(Y") tal
que f~'(L) no es conexo. Entonces, existen Hy K € 2¥ talesque FNK =0
vy HUK = f~!(L). De esto resulta que L = f(fY(L)) = fF(HUK) =
J(H)U f(K). Notemos que f(H)N f{(K) = 0. Para ver esto, supongamos
que existe un punto y € f(H)N f(K). Entonces existena € H y b € K tales
que y = f(a) = f(b). Como y € L, resulta que f~Y(y) < f~Y(L) = HU K.
Sean H, = f~Yy)N H v K, = f~'(y) N K. Entonces f~!(y) = H, U K.
Notemos que A, v K, son cerrados en Yy H; N K, = 0. Ademas H, # 0
pues tiene al punto a, ¥ K, # 0 pues tiene al punto b. Esto implica que H; y
L'y forman una disconexién de f~'(y). Como esto contradice el hecho de que
f es monétona, resulta que f(H)N f(K) = 0. En vista de que f es cerrada,
f(E). f(K) € 2Y. Por tauto, f(H) v f(K) forman una disconexién de L, lo
cual contradice que L € C'(Y'). Asi concluimos que f~!(L) es conexo. :
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.-\hora supongamos que, ‘para’ cada L € C(Y) el con_]unto T l(L) es
‘conexo. -Sea’y € Y. Como {y} € C(Y), se tiene que’ f~ l(J) = f l({y}) es
conexo. Por lo tanto f es mondtona. [ ]

2.4 Funciones Confluentes

A continuacién haremos un pequeiio estudio de una clase de funciones que
contiene a la clase de las funciones abiertas y a la de las funciones monétonas.

Definicién 2.7. Decimos que f: X — Y es confluente, si para cada subcon-
tinuo Q de Y, se tiene que f(K) = @Q para cada componente K de f~'(Q).

Como consecuencia del Teorema 2.6, tenemos que las funciones monétonas
son confluentes. En [54, Teorema 13.14] se muestra que las funciones abiertas
son confluentes. Una prueba detallada de este resultado puede encontrarse
en [24, Teorema 2.3.3]. Los reciprocos de las afirmaciones anteriores no son
ciertos. En (24, Ejemplo 2.3.1] se muestra una funcién confluente que no es
abierta, y en [24, Pdg. 44}, una funcién confluente que no es mondétona.

A continuacién mostramos que la confluencia se preserva bajo la compo-
sicién de funciones.

Teorema 2.8. Si las funciones continuas y suprayectivas f: X — Y. y.
g: Y s Z son confluentes, entonces go f: X — Z es conﬂuente : oo

-Demostracién. Sean L € C(Z) y K una componente de (go f)~!(L). Como

(ge fFYK) < L, entonces g(f(K)) < L, asi que f(K) C g~'(L). Ademis,
f(K) es conexo, por lo que podemos considerar la componente Y, de g~ (L)
tal que f(K) C Yp. Notemos ahora que K es un subconjunto conexo de
S~ 1(Yo), por lo que podemos considerar la componente K, de f~!(Y¥p) tal
que K C K. Como f y g son confluentes tenemos que (g o f)(Kp) =
g(f(Kp)) = g(Yo) = L, asi que Ky C (go f)~'(L). Tenemos entonces que Ko
es un subconjunto conexo de (g o f)~!(L) que contiene a la componente K
de dicho conjunto. Luego, K = Kj. Por tanto, (go f)(K) = (go f)(Kp) = L
Esto prueba que g o f es confluente.
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2.5 Funciones Casi Interiores

Introducimos ahora la clase de las funciones casi interiores que, por su nombre
mismo, estd, en cierta forma ligada con la clase de las funciones interiores.

Definiciéon 2.9. Decimos que f es casi interior en un punto y € Y, si
para cade conjunto abierto U C X que contiene a una componente de f~'(y),
se tiene que y € Inty- (f(U)). Diremnos que f es casi interio'r, st f es.cast
interior en cada punto de Y. B :

A continuacién mostramos la relacién entre las fun<:1ones mtenorea y hs
casi interiores. .

Teorema 2.10. Siye Y y f es interior en“,'czbquf'pu‘n;o; de ‘f‘
f es casi interior en y. ; e e

Demostracién. Sean K una componente de f 1(y) y U un ablerto en X
tales que K C U. Tomemos un punto z € K. Notemos que = € f~(y), ast
que f es interior en z. Luego f(z) € Inty (F(U)). ]

El reciproco del resultado anterior es falso. Para ver esto consideremos,
en R?, los continuos ¥" = [~1,1] x {0} ¥y X = Y U ({0} x [0, 1]). Definimos
f: X — Y como la identidad en Y y como la constante (0, 0), para cada
punto en {0} x [0, 1]. Entonces, es Ficil ver que f es casi interior en y = (0, 0)
vy no es interior en el punto’(0,1) que pertenece a f~!(y). Combinando los
teoremas 2.3 y 2.10, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.11. Las funciones abtertas son cast interiores.

La funcidon que construimos en el ejemplo anterior es monétona 'y, ademds,
casi interior. A continuacién, mostraremos que las funcxones monotonas son
Cdil mteuores . N . ‘

Teorema 2.12. 5% f es mondtona, entonces f e.s ca.sz nterzor

Demostracion. Sea y € Y. Como f es monotona
conexo. Sea U un abierto en X tal que. f“(y) (319}
tiene que y € Inty-(f(U)). Entonces, f.es casi 1nterlor :

‘o'nJunto F'(y) es
qurema '1.10 se
‘ n

Ahbora bien, si y € ¥ y {yn}nen €s una sucesién enY ta.l que hm 1 Yn =Y

entonces, por el Teorema 1.21, lim sup f~!(ya) C f~1(y); asi que hm sup f~ (yn)
intersecta a algunas componeutes de f~!(y). Cuando lim sup f7!(y;) inter-
secta a todas las componentes de f~!(y), obtenemos que f es ca51 interior y
viceversa. Probamos esto en cl siguiente resultado.
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- Teorema 2: 13 La funczan f es casi mterwr en y = Y solo ‘si: para,

cacla suceswn {J,,},.GN en }" tal que 11m L Yn =y se tzene que el con]unto

11m sup f“(y,,) intersecta a cada componen,te de i l(J)

o Demostracxon. Supongamos que f es casi interior en y. Sean K una com-

_"_p‘onentéde'f"‘(y) ¥ {Un}ren una sucesién en ¥ tal que nlin;oul = y. Para
.7 'cada m € N hagamos U,, = NV (L, K). Como f es casi interior, tenemos que
-y € Inty (f(U,n)) asi que, para cada m € N, existen un abierto V,, C ¥ tal
que y € V;, € f(Uy) y un niimero natural N, tal que si n > IV,,, enton-
ces y, € V5. Observemos que si N, < NV, tomando N} con N < iV} 2
tiene que si n > V], entonces y, € Va. En esta situacién, podemos reem-
plazar N, por NVj. Por tanto, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que NV} < N» < ---. De esto se sigue que {Yw,, }:men € una subsucesién
de {Yn}nen tal que yy.. € Vin C f(Um). Luego, para cada m € N, existe
TNm € T W ynw) NUnm

Consideremos la sucesién {Zy,, }men de elementos en X y sea {a:Nmk }een
una subsucesién convergente al punto 2z € X. Por el Teorema 1.14, Cl{Uy,,) —
K. Ademads kllma:N,,,‘= = Iy TN, € Clx(Um), para cada k- € N. Lue-

t—r00 - e .
go, por el Corolario 1.16, z € K. Como TN, e~f‘,‘(y,ymk’),~se tiene que
z € limsup f7(yn) N K. B R

Ahora supongamos que si limy, = y, entonces lim sup f~}(y.) inter-
n—o0 B .
secta a cada componente de f~!(y). Sea U un abierto en-X que contiene a
una componente K de f~!(y). Notemos que y € f(U). Si vy & Inty(f(U)),
entonces y € Fry(f(U)), asi que existe una sucesién {yn}nen en Y — f(U)
tal que limy, = y.
n—oo

Por hipétesis existe z € lim sup f~'(y.) N K. Por tanto,  existen una
subsucesién {r}ren de {n}.en ¥y puntos z, € f~ ‘(y,,k), para cada k£ € N,
tales que lxm N Zp, = 2. Como U es un abiertoy z € K cC U '1ste ko € N tal

que Z,, e (J De esto se sigue que y,, = f(:rn‘o) = f(U), lo cual contradice
el que y,,, € Y — f(U). Por lo tanto y € :Inty (f(U)) y:con esto queda
demostracdo el teorema. R i

Considerando el Teorema 2. 12, en [94 E_)emplo 3] se muest;ra. que exis-
ten funciones casi interiores que no son ablertas v, con51derando el Teorema




..'2_ 6 Func1ones ngeras

‘Rccordemos ‘que un ebpacxo topologlco Y es totalmente disconexo si todas
sus componentes son conjuntos de un sélo punto. En contra parte con las
funciones mondtonas, en donde se requiere que las fibras sean conexas, tenc-
mos a las funciones ligeras, en donde pedimos que las fibras sean totalmente
disconexas.

Definicidén 2.14. Decimos que f es ligera si para cada y € YV, se tiene que
F~Yy) es totalmente disconezo.

Es féacil ver que existen funciones ligeras que no son monétonas, asi como
funciones ligeras que no son abiertas. . Tomemos, por ejemplo, la funcién
f:10,1] — [0, 1] definida como sigue - : '

2z, - sizel0,i],

f@)={ —-2c+1; sx z €[4 il

2z =1, si’ :1: G [.,,1]

Notemos que f es ligera pero no es abierta ni monotona. La func1on f
tampoco es confluente, puessi Q es el arco que une los puntos (0, 2) y) (0 1),




{ ‘mo otonas que no ‘son
1] clcﬁm(ld COulO‘ SRR

Csizel[L, 2],
...VSI,‘T € [5, 1]'

=

1 2 1
3 3

Es fécil ver que f es monétonay, como el conjunto f7!1(3) =[}, %] noes”
totalmente disconexo,.f no es ligera. Notemos que f no es abierta.

-




Por ultlmo mostraremos que exlsten funciones ablertas que no son ligeras.
Pma esto, sean X =7[0,1]x [0,1], ¥ = [0,1} ¥ f: X .— Y definida como
‘f(x,'v) = y. Es claro que f es abierta. —\demas f 1(p) [O 1] x {p} para
cada p € Y7, asi que f no es ligera . s

Teorema 2.15. Sean f

yectivas, definidas entre contznuos
entonces g es abierta.. i

ntinuas y supra- -
si interior,

K Cf 1(J) c f (g“v‘ (9(7))))

Sea K' la componente de (go f)~(=) tal que I\ (- K’ Entonces g(f(I ) =
(go fY(K") = {=z}, de aqui que f(K') C g7'(=). Como g es ligeray f(K') es un
subcontinuo, tenemos que f(K') es un conjunto de*un sélo punto. Notemos
que {y} = f(K) C f(K’) asi que f(K') = {y}. Luego K’ C f~!(y). Como
K’ es conexo, K N K’ # ® y K es una componente de f~1(y), tenemos que
R’ C K. Luego K = I\ v 1) es cierto.

Tomemos una componente X de f~'(y). Por 1), K es una componente
de (g o f)~!(2). Como K < f~Yy) € f~YU), f~'(U) es un abierto en X,
v go f es casi interior, tenemos que z € Intz({(g o f)(f~YU))). Como f
es suprayectiva, f(f~Y(U)) = U, asi que z € Intz (g(U)). Por lo tanto g es
interior en y. De esta manera, por el Teorema 2.3, g es abierta. .

En [54, Teorema 13.3], se demuestra que toda funcién continua entre
espacios métricos compactos se puede escribir como la composicién de una

funcién mondétona, seguida de una funcién ligera. Formalmente, tenemos el
siuguiente resultado:
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Y tales qﬁe f = go h

B-Uo la: condiciones del teorema anterlox
g resulta. ser abierta. A continuacidén proban‘

: Teorema 2.17. Si f es casi znte:zor,‘
funcion mondtona h: X — l\[ v una
tales que f = g o h.

que f=
ablerta

) Demostracxon. Por el Teorema 2.17, f se puedé escribir como la composi-
o cién: de una funcién mondtona con una funcién abierta. Como las funciones
‘monotouds v las funciones abiertas son confluentes y la confluencia se pre-
“i-serva bajo composicién (Teorema 2.8), tenemos que f es confluente. ]

Veamos ahora que la composicién de funciones casi interiores es una fun-
cidén casi interior.

Teorema 2.19. Sean f: X — Y y ¢:' Y — Z funciones continuas y su-
prayectivas, definidas entre continuos. Si f y g son cast interiores, enton.ces
g o f es casi interior.

Demostracién. Sea z € Z. Supongamos que U es un ablerto en \ que‘
contiene a una componente K de (g o f)~(z). Como g(f(K )) = {z}, sucede .
que f(K) C g~!(z). Sea' K' la componente de g~!(z) tal que f(K)y . K -
Notemos que K C f~Y(f(K))-cf~HK') € f~H(g7'(2) =(gof)~ l(’)
Por tanto, si K" es la componente de f~!'(K’) tal que K C K”, entonces
K" c (go f)~!(z). Como K es. una componente de (go f)"(z),gresulta que




! T{edtébr_ha.é.is;

Daclos yeE K’ y re K tales que f(a,) =y, 11amemos I\,J ala componente
de f7'(y) tal que # € K,. Notemos que K NK, # 0y K, C f'(y) C
UK € (go £)~!(2), asi que K, C K C U,‘pues K es una componen-
te de (g o f)~'(z). Como f es casi interior, se tiene que y € Inty (f(U)).
Entonces, K’ C Inty-(f(U)). Como g es casi interior, Inty(f(U)) es un -
abierto en Y y, puesto que A’ es una componente de g~!(z), resulta que
2 € Intz(g(Inty (F(U)))). Como g(Inty(f(U))) € g(f(U)), tenemos que:

Intz (g_(xnty (f(U)))) < Intz(g(f(U))) = Intz((g © S)(V))-

Por lo tanté, z € Intz((go f)(U)) ygofes casi interior. : [

2. 7 Func1ones OM y MO

A continuacién consxderarnos Ia.s clases de las func1ones que se pueden escribir
como la composicién de una funcién mondtona’ segulda de una funcién abier-
ta, asi como aquella formada por las funciones, quese; pueden escribir como
la composicién de una funcién abierta segu1da ‘de una funcxon mondtona.

st ensten un continuo

Definicién 2.20. Decimos que f: X —> Y ‘es
na funcwn abzerta g+ M =Y -

M, una funcién mondtona h: X'—r‘l‘\[‘"
tales que f = go h. e

Y. es MO, si eristen un continuo. -
na funcién mondtona g: M = Y

Definicién 2.21. Decimos que f:~,‘\'
M, una funcion cbierta ’h.: .\’ —+ M
tales que f = go h. :

El sné,mente resultado es 1 na eformula.cxon del Teorema 217, -

Teorema 2. ‘)2 Las funcz n

casz znterzmes son O\I. .
Como consecuencn se: txene el swmente resultado

Teorema 2 ‘>3 : Sz f» es’ \IO entonces f es O\I




por el Teorema. 2.22, f es. O\I

"En [24,. Ejemplo 2.6. l] se muestra una funcxon O\I que ‘no.es MO Tdm—
-« bién en .[24, Ejemplo.2.5.2.2], se muestra una funcién conﬁuente que no es
L O\I En vxst;a del Teorema 2.23, dicha funcién no es \IO

.—\ contmuacxon probaremos el reciproco del Teoremd 2 2 Por tanto la
clase cle las funciones casi interiores es xgual a‘la clase de las funcxones ONM.

f»Teorema 2. 24. Las szguzentes aﬁ'rmaczones son equwalentes. AE
: i)- f es casi intérior,x

ii) f es OM.

1.21.) fesla composzcwn de una funcwn monotona seguzda de una funcw'n
lzgera y abierta. SRR

Demostracién. La implicacién i) = i) se probé en el Teorema 2.22. Su-
pongamos que i) es cierto. Entonces f es la composicién de una funcién
mondtona A seguida de una funcién abierta g. Por los teoremas 2.11y 2.12, ¢
y h son casi interiores. Luego, por el Teorema 2.19, la composicién f = goh
es casi interior. Entonces, por el Teorema 2.17, f es la composicién de una
funcién mondétona seguida de una funcién ligera y abierta. Esto prueba que
i1} = ii1). Ahora supongamos que 7ii) es cierto, entonces f = g o A, donde
h es mondtona y ¢ es ligera y abierta. Por el Teorema 2.12, i es casi inte-
rior, y por el Teorema 2.11, g es casi interior. Luego, por el Teorema 2.19,
concluimos que f es casi interior. ]

Como una consecuencia inmediata de los teoremas 2.13 v 2.24 se tiene el
mguxente resultado:

-+ Teorema 2.25..f es OM si J solo si-para cada y € Y y cada sucesidon
“{Un}tnen en Y tal que lz_{n Yn =y, el conjunto hm sup f l(Jm) intersecta a
- m o0 .

: - cada componente de f~'(y).




Los resultaclos ‘de’ esta
[49] Otros trabajos que

seccion se pueden ‘encont ar'en artlculos cormo
conviene destacar soin: [-11] [al]
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Capitulo 3

Las Funciones Inducidas

3.1 Introduccion

Durante este capitulo, supondremos cue la letra f representa una funcién
continua definida entre los continuos X y Y. Notemos que si 4 € 2¥, enton-
ces el conjunto f(A) € 2Y por ser la imagen bajo una funcién continua de
un conjunto compacto y no vacio. Si ademds, pedimos, por ejemplo, que 4
tenga a lo mas un determinado niimero finito de puntos o de componentes,
entonces el conjunto f(A) posee la misma propiedad adicional impuesta en
A. Por tanto, dado n € N, tenemos bien definidas tres funciones:

212X 52V, Cu(f): CalX) = Ca(Y),  Falf): Fu(X) — Fa(Y).

Asi pues, 2/(4) = F(A4), C.(fYA) = F(A) ¥y Fro(f)(4) = f(A) para cada
Aen 2V, Cu(X) y Fa(X), respectivamente. Notemos que Cr(f) = 27|¢. (x)
¥ Fulf) = 2 paxy = CulAlraey)- P

El objetivo principal de este trabajo consiste en determinar si una propie-
dad que satisface f, la siguen satisfaciendo sus funciones inducidas 2/,
Cu(f) v Fu(f). El reciproco de esta situacidén también es de nuestro interés.
En otras palabras, si P es una propiedad que satisface una funcién (por
ejemplo ser inyectiva, ser suprayectiva, ser cerrada, etc.) y consideramos las
condiciones:

feP, (3)Ca(f)EP,
feP, (4) Fu(f)eP,

51
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entonces, para cada 7,7 € {1,2,3,4} con ¢ %7, nos interesa saber si la
implicacién (i) = (j) es cierta: De no ser asi, es de nuestro interés el conocer
‘propiedades adicionales, ya sea sobre f o sobre los continuos X vy ¥, bajo
las cuales la implicacidn resulte cierta. Estas situaciones las reflejaremos a lo
_largo de este trabajo. En las siguientes secciones, trataremos el caso en que
P es la propiedad de ser inyectiva, continua y suprayectiva, respectivamente.

Existen una buena cantidad de articulos en los que se estudian las rela-
ciones entre una funcién f y sus correspondientes funciones inducidas 2/ y
C(f). Por cuestiones de espacio y tiempo, no nos es posible presentar todos
los resultados que se conocen al respecto. Hemos optado por presentar en
la bibliografia, una lista, lo mds completa posible, de todos los articulos que
encontramos en los que se discute este tema. Podemos destacar, por ejemplo,
los escritos por H. Hosokawa [29], [30], (31], {32] ¥ [33], quien fue el primero
en presentar un estudio sistemdtico al respecto. Posteriormente el tema fue
tratado por J. J. Charatonik y W. J. Charatonik, quienes tanto individual-
mente como en conjunto han publicado [10}, [9], (14], [12], [13], [15], {11],
{171, [16], [20], [22], [21] ¥, junto con A. Illanes publicaron [18].

En [9] se presenta. una descripcién bastante completa de los resultados'~
conocidos, en el tema en cuestién. Otros articulos que conviene mencionar
son [36] ¥ [26]. L

Con respecto a la relacién entre una funcién y sus funciones inducidas
Fa(f) ¥ Cu(f), para n > 1, la situacién es bastante distinta:, A'la fecha han
aparecido una muy poca cantidad de ellos. Destacamos [19], que ha sido uno
de los articulos base para la elaboracién del presente trabajo. e ’

3.2 Funciones Inyectivas

En el siguiente teorema, mostramos que la’inye

d:de f es equivalente
‘a la de sus funciones inducidas. S .

i) . f es inyectiva,
1) 27 es inyectiva,
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Demostracién. Si f es myectlva v A, B E 2/ son tales que 2f(A) = 2f(B),
entonces f(A) = f(B):- Por:tanto, FTHFD)) = FRYA(B)) y, como f es
inyectiva, resulta que A = B: Esto muestra que 2/ es inyectiva. En vista de
que la restriccién de una funcién inyectiva es inyvectiva, las implicaciones ii)
= 44i) y #it) = ¢v) son.ciertas. Supongamos ahora que F,(f) es inyectiva
v sean a v b € X tales que f(a) = f(b). Entonces {a}, {b} € FR(X) ¥

EF.(H{a}) = F, (f)({b}) Como F,(f) es inyectiva, tenemos que {a} = {b}
v, por tanto, a = b Esto prueba. que f es inyectiva. .

3.3 FuriCiOne‘s‘ Continuas

: Con respecto ontmuldad tenemos el siguiente resultado

i) . f es continua, i) Cn (f) es.
i) 2 es continua, w) Fp (f) es; contmua.

Demostrac1on Supongamos que f es contmua. y sea’e >. 0 Como £ es"
uniformemente continua, existe § > 0 tal que si dx(z,7) <" 6 entonces.
dy(F(z), f(¥)) < €. Sean A y B € 2% tales que H(A{ B) <. 6. Veamos
que H(2/(4),2/(B)) = H(f(A), f(B)) < e. Seana’' € f(A) ya € A tal
que f(a) = a’. Como A C N(J, B) tenemos que existe b € B tal que
dx(a,b) < 8. Luego, dy(f(a), f(b)) = dy(a', f(b)) < e. Por lo tanto a’ €
N(e, f(B)), de donde f(A) < N(e, f(B)). De manera similar se prueba que
F(BY < N{e f(A)). De lo anterior se tiene que H(2/(A4),2/(B)) < ey,
entonces, 2/ es continua.

Como la restriccién de una funcién continua es, de nueva cuenta, una
funcién continua, las implicaciones i) = iii) ¥ #4i) = iv) son ciertas. Supon-
gamos ahora que F,,(f) es continua. Seane > 0y z € X. Como {z} € F,(X),
existe § > 0 tal que si A({x}, B) < 8, entonces H(F,(f)({z}), Fa(f)}(B)) <
€. Sea z € X tal que dx(z,z) < 6. Notemos que H({z}, {z}) < 6, asi que,

H({Uf @1 {F@Y) = H(F =D, 7(=2D) = B (B D FaDHD) < e

Como dy (f(z), f(2)) = H({ F@}{ f(gj}), tenemos que f es continua. W
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.-\hora blen como stamos supomendo que f es una funcmn contmua por_"
‘_el teorema: “anteric resulta ‘que las funcxones mducnclas 27/, C’,,(f) Falf)
snempte son contml S! o e R

3 4 Funmones Suprayectlvas A

. En esta secc1on, mostramos que la supravectlvldad (le f equxvale ala de 9’ v
la de Fn (f), pero no a la de Cn(f). Comenzamos con el 51g1uente resulnado

: Teorerna 3 3 Consideremos las siguientes’ aﬁrmaczones

i) - f es suprayectiva, i) Cn(f) | es sup
z'z') 2/ es suprayectiva, w) F, (f) es supra‘ ctiva

€s supra.yect:xva

Supongamos ahora que 2/ es suprayectiva. . Sea B E F (Y,)ﬁ
ces B = {b[,b'),.. ,be}, para alglin nimero nat;ural lc < n_: ‘Co

para cada i =
A= {al,(lg,...
supravectiva.

existe 4 e FL(X) tal que Fu (f)(.-l) {y} Luego, st :z: e.-A'
f(x) = y. Esto prueba que f es. suprayect;wa

Tenemos por lo anterior que las aﬁrmacxones %), ii) y iv) son equw‘xlentes _
Notemos que la misma demostracién efectuada para ver que 7v): 1mp11ca 1)y
se puede realizar para ver que iit) implica 7). Por la equivalencia entre’ z), “Ag)
v 1%i), resulta entonces que zv) implica cualquiera de ellas. S

A continuacién veremos que, para n = 1, la afirmacién i) = %ii) del.
teorema anterior, no es cierta. ST e
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,"E_]emplo 3.4 : E:m.ste 'lu'na uncton suprayectwa. f tal que C'(f) no es. sup'ra-, :
: Jectwa. i e ; :

;‘_”Justzﬁcaczon Conslderemos \ = [0 ‘77r] ¥y Y7 la circunferencia umtana en
“-el plano R?. Sea frXo— Y la funcién definida como f(t) = (cost,sent).
\‘otemos que si.p = (1,0) €Y, entonces f(0) = f(27) = p. Mais aiin, para
2 €°X, f(x) es el punto en Y tal que la longitud del arco que va de p a
< fx), en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, es . Por tanto f
es suprayectiva.

Y

Sea B el subarco en Y que contiene a p y tiene como puntos extremos
a (0,1) y (0,—1). Entonces B € C(Y) y no existe un subcontinuo A de
X tal que C(f)(A) = f(A) = B. Para ver esto, notemos que f~!(B) =
Ay U Ay, donde 4, = [0,3] v 42 = [27 — §,27]. Ademids C(f)(4,) # B
v C(f)(A2) # B. Por tanto, de existir tal elemento A, por su conexidad,
resulta que 4 C A, o bien 4 C A,. Luego f(4) es un subconjunto de f(4,)
o de f(A1). En cualquier situacién f(4) # B. Esto muestra que C(f) no es
suprayectiva. ]

Notemos en el dibujo anterior, que A, y -, son las componentes de f~!(B)
v que ninguna de ellas satisface que su imagen bajo f es B: Esto nos da la
clave para obtener un teorema similar al anterior, con respecto a la funcmn .
CL(f)- Dlscumremos esto en el sxguxente capltulo : '

3.5 Homéomoi‘ﬁsmos

Recordemos que toda funcién continua y bxvectwa de un espaclo compacto
a un espacio de Hausdorff, es un homeomorﬁsmo Por' tanto,’ toda funcién
bivectiva ¥ continua cdefinida entre continuos,-es un homeomorﬁsmo De




FUNCIONES 'IND:UCVIVDAS

cf.;ii?f:iUch_'s L

anterlores,

equwa_le’ntés.‘ L

Demostracién. Por’ los teore 5y 3:273 ’
dad de f, equivale a la b1vect1v1dad v contlnmdad ‘de ‘>f v Fy (f) Ademas, la =
bivectividad v continuidad de C, (A equlvale a la biyectividad y continuidad
de f Por tanto, las afirmaciones %), zz) Y iv) son equwalentes y, ademas zzz) ‘

Resta probar que ) = 177). Supongamo:. por tanto, que f es un homeo—‘
morfismo. Entonces f es inyectiva y continua. Luego, por los teoremas 3.1y
3.2, C,(f) es inyectiva y continua. Para mostrar que C,.(f) es suprayectwa
sea B € C,(Y). Entonces, B € 2¥ y B tiene a lo mis n componentes Como
f es un homeomorfismo, 4 = f~!(B) es un elemento de 2% con a lo més
n componentes. Ademds C,(f)}(A) = f(A) = f(f~1(B)) = B. Esto prueba
que Cn(f) es suprayectiva. Por tanto, Cr(/f) es un homeomorfismo. a



Capitulo 4

Funciones Débilmente
Confluentes

A partir de este momento, estudiaremos en cada capitulo una clase particu-
lar de funciones continuas. Posteriormente, veremos si cuando una funcién
pertenece a una de estas clases, sus funciones inducidas también pertenecen
a dicha clase.

El ultimo parrafo de la Seccién 3.4, motiva la siguiente definicidén.

Definicién 4.1. Una funcién f: X — Y continua y suprayectiva entre los

continuos X y Y es débilmente confluente, si para cada subcontinuo B
de Y, se tiene que f(A) = B para alguna componente A de f~'(B)..

A continuacidén veremos que las afirinaciones ¢) y iiZ) del Teorema 3.3 son
equivalentes, cuando f es débilmente confluente.

Teorema 4.2 (19, Proposicién 1}). La funcidn inducida C,(f) es supraJec-
tiva st y sélo si f es débilmente confluente.

Demostracién. Supongamos que f es débilmente confluente. Sean B €
Co(Y) ¥y B,Ba, ..., , Br sus componentes. Como f es débilmente confluen-
te, para cada 7 = 1,‘2,‘. , k existe una componente A; de f~1(B;) tal que
F(A) = B Sio A=, A,, entonces A € C(X) y Ch(F)(A) = f(A)
Esto prueba que C,(f) es suprayectiva.

Supongamos ahora que C,{(f) es suprayectiva. Entonces, por el Teorema
3.3, f es suprayectiva. Sea B un subcontinuo:de Y 81 ‘B —‘Y ‘entonces X

37
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.feq una component(_ de f~1(Y") tal que f(X) = B Supongamos por tanto }
i que B # Y. Fijemos un punto b € B y tomemos n'—-1 puntos “clistintos
“baiby, .. bpenY —B.Sea C = BU{bo}U -U{bn}- Notemos que C € C,(Y).
Como C,.(f) es suprayectiva, existe 4 € C,(X) tal'que Cx;(f)(4) = C
Dada i € {2,3,...,n} consideremos un punto a; € A tal que fla) = - b;
sea A4; la componente de A tal que a; € A;. Enton(.es FEA) = {6:} para
cada i € {2,3...,n}. Como C’,,(f)(-l) = C, necesariamente f(4;) = B.
-\hoxa bien, si L es la componente de f~!(B) que contiene a .4,, entonces
B = f(4d,) € f(L) ¢ B, por lo que f(L) = B. Esto prueba que f es
débilmente confluente. - ‘ Lo ]

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el éiguiehte

Ejemplo 4.3. Dada n € N, eziste una funcidn suprayectwa f tal que Cn(f)
no es suprayectiva. , :

N 6:témos que
Ca(f) n0 es
b -

Justificacion. Consideremos la funcién " f del EJ
f no es débilmente confluente, a51 que, por el Teorem,
suprayectiva.

En vista del Teorema 4.2, si f es débilmente ééﬁﬂﬁénte entonces; en par-
ticular, C(f) es suprayectiva. Es natural preguntarse: si C(f) es débilmente
confluente. En el siguiente ejemplo respondemos lo anterior. en negatlvo

Ejemplo 4.4. Dada n € N, eziste una funcidon débilmente conﬂuente f, tal
que las funciones 27, Co(f) y Fu(f) no son débilmente confluentes.

Justificacién. Para mostrar esto, recordemos que si 4 es un subcontinuo
de un continuo Z, entonces C(4,Z) = {[\’ EC’(Z): A cC K} Consideremos
en R? los continuos: B

=({- 1} x[-L,1hu([-1,1] x {0}) U ({1} x [—1 1])

= (['-1 0] x {0}) L ({0} x [—-1, 1])

Notemos que X es un continuo homeomorfo a la letra H mlentras que
¥ es un continuo homeomorfo a la letra T. Por tanto, dados dos puntos p'y
7€ X el arco de p a ¢ en X, que denotaremos por pq, esti determmaclo de
manera inica. Las mismas consideraciones las haremos en Y.




-\ntes de da.r la’ functon f. X'—=Y, conmcleralemos unos puntos especxa.les

-en .\ .y en-Y. En Ny consideremos - los pum:os ap (= 1 1)pians =5(151),
t.. by = ( 1 O), by = (0 0) by = (6’0) bl = (1,2) Cl ( 1, —-1), (11 =
(Lo d = (L0), d = (3,0)) e = (=40 e = (1,0), 5 = (4,0).
LY (1, —1) En Y, consideramos los puntos a:= (=1,0), b = (0,0),
"c_(o—1),d_(0—)e_(0. ~_(0—) g—(Ol) :

“La funcxon f se define por pedazos, de la’ 51guxeute manera

1. f restringida al arco en .\, que une los puntos ayy bl, es un homeomor— )
fismo de dicho arco al dl(.O en Y, que une los puntos ayb de manera‘ -
que f(a) =ay f(b) = RN i

. f restrmglda. al arco en X, que une los puntos cl y bl, es un homeomor—

[V

fismo de dlcho arco al arco en' Y}
que f(ei) = e; |

4. f restringida al arco en .\, que une-los puntos eill Yy z‘i,_ 1omeomor—
fistno de dicho arco al arco en Y, que une los puntos e \ ‘., de manera.
que f(b2) = b, f(d2) =d y f(z1) == : ‘

5. f restringida al arco en X, que une los puntos z; y ez, es un homeomor-
fismo de dicho arco al arco en Y7, que une los puntos. z ¥ e de manera
que f(ds) =d, f(bs) =by flex) = e;

6. f restringida al arco en .X, que une los puntos ez v- ;ql,‘es un homeomor—, I
fismo de dicho arco al arco en Y, que une los puntos e v g, de manera :
que f(g) = g; : e

homeommﬁsmo de chcho arco “al 'arc e
de manera que f(az) = a.
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Represent;ando la. funcnon f como se mdlca en la ﬁgura sxgulente es facxl
: convcncerse cle que es debllmente conﬁuente e : - :

Sy UL T s as’ . - o g

by ,,,f +e
- by - S— p—t—— €2 T
€1 by di: 1 dsby - a S
diy oo R [ R o : o
o R S g s : i e

Consideremos el siguiente 'subconj;un‘t:o de C(Y?)
B = Fi(ad) UC({d}, dg)-
- 'Es claro que Fi(ad) es un arco en F1(X) con extremos {a} y {d}. Por
otro lado, C({d},dg) es un arco ordenado de {d} a dg en-C(Y). Ademds
Fi(ad) N C({d},dg) = {{d}}. Por tanto, B es un subcontinuo de C(¥").
A continuacién. describiremos al conjunto C(f)~'(B5). Para esto, hagamos
AL = dide ¥ As = dsea U g1by. Notemos que .4, es un arco, mientras que
> es un continuo homeomorfo a la letra T. Consideremos, ‘en”C(X), los
siguientes conjuntos: SR AR

-Al = Fl(aldl), A:; = C({dg}, r’ll), A' = Fl(dab;;), .
Az = Fi(bada), As =C({d1}, 41), Ao —C({ds},Az)

Notemwos que los conjuntos A, Aq, Az, Ay, Aa y .As son’ contmuos ‘Mas
atin, A, N A; = {{d{}}, por lo que A, U A, es un continuo. Ademds, (A; U -
AD N Az = {A,} y (A U A UA3) N As = {{d2}}. Esto muestra que C; ‘= °

AU AU A3U A, es un continuo. Notemos también que As M. Ag:= {{d3}}
por lo que C; = A5 U Ag es un continuo. Hagamos C3 = F)(bsaz) y notemos -
que C3 es un continuo. Ademds C;, C» y C; son ajenos dos a dos. Es fécil ver-
que C(f)~Y(B) = C, UCyUCs. Por tanto, Cy; C» y C;-son las componentes de K
C(f)~'(B). Notemos ahora que: T ’
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C(fH(C) = Fi(ad) UC({d},de) # B,
C(f)(C2) = Fi(db) U C({d}.dy) # B,
C(f)(C3) = Fi(ab) # B.

Por tanto, C(f) no es débilmente confluente.

La misma funcién f es tal que 2/ v C,,(f) uo son débilmente confluentes.
Para ver esto, consideremos la misma familia 5 definida anteriormente. En-
tonces BB es tanto un subcontinuo de 2 como un subcontinuo de C,(¥"). Para
describir las componentes de (27) 71 () consideremos las siguientes familias

{K e2V: K= {z,z3}, =, € d1by, x2 € bady, f(z,) = f(x2) },

B =

By= {K €2V: K ={z,22}, z, € d1b1, 2 € dabs, f(z1) = f(z2) },
By= {Ke2V:K = {z,22}, z1 € badz, T2 € dabs, f(z1) = f(z2) },
By= {Ke2V: K ={xz1, 22}, 21 € a1by, 22 € byas, f(21) = f(z2) },
,BS = {f( e oN, = {Il,z‘o .’1.’3}, z, € diby, T2 € bads, 3 € dabs,

S=) = f(xz) = f(ls) 1

. '\Iotemos que los conJuntos a.nterlores son conexos vy, ademas:

f, : (27)~\(F1(ad)).

. Definanos_aho

1doC 1\ C A }
Z'-I\ "‘I\lU[\g,I\l E

\otemos ademais, aue. D. es con'
es conexo.

Hagamos B = C3 v sea C und componente dem(_
para alguna i € {1,_,3 4,3, 6 T, 8} 0 bxen
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i sn:uacmn, ‘no'es “dificil ver que 7f(C) # B Lueﬂo, 2/ no ‘es ’deblln‘lént’,e

“confluente:: .Por: tant;o, -no-existe: ningin subcontmuo A de 2%, tal que

2f(A) = {”f(-l) ‘A €AY = {f(4) :'A € A} = B.: De manera que tampo-

" co existe ningiin subcontmuo A de Cr(X) con las mlsmas propxe(lades De
moclo que C (f) no es debllmente confluente.

ConSIdexemos ahora. el siguiente subcon_]unto de F (Y)

Bo = Fi(ad) U Fa({d}, dJ'}"

én donde Fo({d},dg) = {K € F,(Y):d €. 1\ C dJ} \ot;emos que By es
un subcontinuo de F,(Y). Utilizando las ideas anteriores se puede probar
que ninguna componente C de (F,,(f))_l(Bo) es tal que F.(f)(C) = By. Por
tanto, F,(f) no es débilmente confluente. A n

Con respecto a la confluencia débil entre las™ func1ones inducidas y la
funcién en cuestidn, tenemos el siguiente- resultado

Teorema 4.5. Si 2/ es débilmente conﬂuente, entonces f es debzlmente con-
Auente.

Demostracmn Sea B € C(Y). Notemos que Fl(B) es un subcontmuo de

. Como 2/ es débilmente confluente, existe un componente A de (2/)~ 1(F1 (8))
tal que 27(A) = F(B). Consideremos el conjunto A = J.A. Por el Teorema E
1.31, resulta que A € 2¥. Afirmamos que: : s

1) f(A) =B

Para ver esto, tomemos primero un elemento y € f(A4). Entonces; existe - -
a € A tal que y = f(a). Tomemos un elemento K € A tal que a € K. Como o
2f(A) = F(B), tenemos que 2/(K) = f(K) = {b} para algin’ elementoff. i
b € B. Pero y = f(a) € f(K), asi que y = b. Esto muestra que y € B por lo f-_ e
que f(4A) C B. o ST

Ahora supongamos que b € B. Entonces {b} e Fl(B) y como 2f(A_) S
F(B), se tiene que existe K € A tal que 2f(K) = {b}. Tomemos un eleménto Sl
a € K. Como K C A, tenemos que a € A. Ademads, f(a) € f(K) = - {b} por "
lo que f(a) = b. Esto muestra que b € f(A) Por tanto, B C f(A) Con~esto S
concluimos que f(A) = S o . ) : -
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Afirmamos ahora que:
2) si C es una componente de A, entonces f(C) = B.

Para ver esto, sea C una componente de 4. Es claro que f(C) € B. Por
tanto, si f(C) # B, entonces existe un punto g € B — f(C). De acuerdo con
1), f~Hq)N A # 0. Por tanto, C y f~1{(¢) N A son dos subconjuntos cerrados,
ajenos y no vacios de 4. Ademsdis, C es una componente de A, luego, ningin
subconjunto conexo de A intersecta tanto a C como a f~!'(q) N 4. Asi que,
de acuerdo con el Teorema 1.3, existen dos subconjuntos cerrados, ajenos y
no vacios H v K de A tales que A = HURKN, C C Hy fF7Y ()N 4 cC K.
Comnsideremos ahora los conjuntos:

={De A: DN H # 0} ¥ K={DeA: DcCK}.

Por el Teorema 1.26, H y K son subconjuntos cerrados en A. Como H y K
son ajenos, tenemos que H y K también son ajenos. Es claro que HUK C A.
Ahora bien, si D € A, entonces D C A = HUK.Si D C K,entonces D € K,
de lo contrario, DN H # §. Luego D € HUK. Esto muestra que A = HUK.

Ahora veremos que H y K son no vacios. En efecto, como {¢} € Fi(B) =
2/(A), existe D € A tal que 2/(D) = {¢}. Entonces D C f~(g)n A cC K.
Luego D € K. Esto muestra que K # Q. Fijemos ahora un punto z € C.
Como C C H, tenemos que x € H. Ademds C C A = J A, luego existe un’-
elemento £ € A tal que v € E. Luego x € E N H por lo que E n H 7 (D-‘ i’
Esto prueba que E € H ¥, por tanto, H & 0. S

Como consecuencia de lo anterior, los conjuntos #H y A forman una chs-_f
coneccion del conjunto conexo .A. Como esto es un absurclo concluimos que' :
f(C) = B. Esto prueba 2). SR

Para ver que f es débilmente confluente, ﬁJemos und com
A v sea L la componente de f~'(B) que contiene a: C Entonces f(L) c B
¥, a.dcmds por 2), B= f(C) C f(L) por lo que f(L) =4

Eu la demostracién del teorema antervior podemos sustituir: 2/ por Cn(f)
‘o por FL(f) v el teorema correspondinte sigue siendo c1e1to "Combmando
esto con lo anterior, tenemos el siguiente resultado: B
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~ Teorema 4. 6 La confluencia débil de cuale.squzera de lasifunczones 2’ FERKURI

Ca(F) y Fu(f) implica la confluencia débil de f, pero. no. al re‘ és.

El resto de las relaciones entre la conﬁucncm débil entie la funcidn-
sus funclones inducidas 2/, C,(f) v Fa(f) pexmanece alin sm resolve

El Teorema 4.5 aparecid inicialinente probaclo cle maner
[20, Proposicién 6.10}.. En [20, Teorema 7.2] se plesenm un
del mismo. La demostracién que aqui plesentamos 51gue e] 'csqu m
en [.39 Teorema T77.6)].

(llferente,
1/ac10n-’?x
clescntoﬂ_ :
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Capitulo 5

Funciones Mondtonas

En este capitulo, estudiaremos la velacidn entre la monotoneidad de una
funcidén y la de sus funciones inducidas. )

Teorema 5.1. Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:

i) f es mondtona, i1t) Cn(f) es mondtona,
i1) 2/ es mondtona, iv) Fy(f) es mondtona.

Demostracién. Demostraremos primero, que ),i) 3 4ii) son equivalentes
v luego probaremos la equivalencia entre ¢) y iv. Supongamos cque f es
mondétona. Entonces f es continua y, por el Teorema 2.6, f es débilmente
confluente. Entonces, por los teoremas 3.2 y 4.2, Ch(f) es continua y su-
pravectiva. Supongamos ahora que L € Cp(Y). Sean £ = C,(f)~!(L)
v Ly,Ls,..., Ly con k& < n, las componentes de L. De acuerdo al Teo-
rema 2.6, f~'(L;) es conexo para cada i € {1,2....,%k}. Por tanto, si
C = U, fH (L) = f~YL), entonces C € Cn(XN). Cu(F)(C) = f(C) =
fUfYL)) = L y C tiene exactamente k componentes. Para cada B € L,
sea:

Cn(B,C)={D e C,(X): BCc DcCC}.

Tomemos un elemento B € £. Como C € L, porel Teorema 1.39, tenemos
que C.(B,C) C L. \as ain, C,(B, C) es conexo. Para probar esto, tomemos
un elemento B € L. Sean D € C,(B,C) v f~Y{L;) una componente de C.
Entonces D C Cy f(D) = L. Como L; C L, existe z € D tal que f(z) € L;.
De aqui que DN f~Y(L;) # 0. Esto muestra que cada componente de C
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. es.una. unién.
Loes cone\o.,,‘

: Sea M= UB [,C (B, C) Entonces :
C.(f)(B) = (B) = L, por lo que B Cfr 1,(7L
Por lo tanto B € M y asi M =" L. Esto mpl L-que L esiuna' umon de:
conjuntos conexos que tienen en - comun a. C Luego, C .es cone\o Esto.
prueba que C,(f) es mondtona. S N o

Ahora supongamos que Cr(f) es mondtona. Entonces en partlcular, '
C'.(f) es continua y suprayectiva. Luego, por los teoremas 3 ¥.3. 3, f y 2/
son continuas y suprayectivas. Tomemos un elemento ‘B e 2 '_‘y sea M=

F~YB). Como M € 2¥ y f(M) = f(f~H(B)) =
resulta que M € ("f)“(B) Afirmamos que:

1) paracada Q € (2/)~!(B), existe un arco ordenad Bao de Q a '\/[ en ’)"
Mads ain, Bo <€ (21)-Y(B). s :

Para ver esto, sea Q € (2/)~1(B). Entonccs f(Q) = B, por lo que Q -
f~Y(B) = AL. Sea C una componente de '\[ \rostraLembs que QN C # 0.
Como C C M, entonces f(C) C f(M) = = f(Q). Por tanto si z € f(C)
existen & € C ¥ g € Q tales que f(k) = f(q) = z.. Como C,(f) es monétona
v {z} € C.(Y"), se tiene que L = C,,(f)"'({z}) es un subconjunto conexo de
Ca(X). Luego, £ es un subcontinuo de C,(X). Ademds, {k} € £ N C(X).
Luego, por el Teorema 1.56, tenemos que o (L) = | ez K €s un subconJunto
conexo de X que contiene a k ¥y a q. .

Veamos que o(L) C Af. Sea 2 € o(L). Entonces, existe. Ko € £ talque :
z € Kp. Como f(Ko) = {z} C B, tenemos que Ko C f~ 1(B) =

‘M. Por:

tanto, x € M. Esto prueba que o(L) C Af. Tenemos entonces que o'(/.',) esi o
un -.ubcon)uuto de M que intersecta a la componente C de A en el punto T

k. Luego o(L) € C. En vista de que ¢ € g(L), resulta que ¢ e C Por tanto,



’ "'Lucvo (‘)f)"(B) es conexo. Esto prueba que 2/ eg monotona :

qe Q N C asi que’ Q C #, Entonces, I,)b;,.él Te;oi'ém 1237,
ordenado’: 6Q de'@. e "Como f(Q) = f(z\[) “por el Te
o tlenc que By CH2LY

Supongdmos ahora que 2/ es mondtona. Entonces ‘7f es, en partlculdr,
continua y suprayectiva. Luego, por los Teoremas 3.2 y 3.3, f es continua
¥ suprayectiva. Tomemos un punto y € Y. Como 2/ es mondtona, resulta -
que A = (2/)~'({y}) es conexo. Por tanto, A es un subcontinuo de 2. Si
A € A, entonces f(A) = {y}. Tomemos un punto a € A y notemos que
f({a}) = {y}. BEsto muestra que ANC(X) 7 0. Luego, por el Teorema 1.34,
o(A) = Ugea i’ € C(X). Notemos que si z € o(A), entonces x € K para
alguna A € A. Luego K C f~(y). Por tanto, ¢(A) c f~!(y). Por otra
parte, si £ € f~!(y). entonces f(z) = y, por lo que 2/({z}) = {y}. De aqui
que T € o(.A). Esto prueba que f~!'(y) C o(A) ¥, como la otra contencién
también es cierta, resulta que f~!(y) = o(.A). Entonces, f~!(y) es conexo,
por lo que f es mondtona.

De lo anterior tenemos que las afirmaciones %), 72) y ¢77) son equivalentes.
Ahora mostraremos que las afirmaciones 7) y iv) también lo son. Supongamos
primero que Fy,(f) es mondétona. Si f no es mondtona, entonces existe y € ¥
tal que f~'(y) no es conexo. Luego, es posible encontrar H y K € 2+ tales
que HN K =0y fF Y (y)= HU K. Sean:

A ={AeF(X):ACH}, A:={AeF.(X):ACK]},

—{AeF(w.Acf*@LAnH¢0v4nK¢0}

Notemos que Aj, A2 ¥ B son subconjuntos de F, (f)"({y}) Como H.# 0
podemos tomar un punto b € H. Luego.-{h} € Ay Esto muestra’ que Ar# 0.
De manera similar, se prueba que:. A, # @. Notemos que sin = 1 enr.onces,
en vista de que A N K =0, tenemos que B.= Q. Si n-7.1 entonces ‘tomando’
un punto A € A y un punto Ak & K, resultd que {h, l.,} € 5' p01 lo que B. # (D
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Como H v I\ son ajenos, resulta que los elementos .Al, A> ‘y.B'son dJellOS‘,,‘

“dos‘a dos. Porel Teorema 1.26, tenemos que-4; y A, son cerrados en F (X)
Ohscnemos que, por el mismo teorema, By = { A€ F, (‘\’ T LYy,
={de F(X):ANK £ 0}y By= {4 € F,(X)¢
c(‘na(los en F, (X)), asi que, B= By N B; N Bl es ceuado én F, (

: Hagamos A = A, U A; y veamos que F,.(f) 1({J}
E ()" ({y}). Entonces f(A) = {y}, por loque-A-C fz!(y
A C H, A C K o4 intersecta tanto a H como a K 3 aso,
A€ AUB. : # B

Supongdmos ahora que A € AU B Sl A e,,
y AC HUK = f~\(y), asi que, Fn(f)(A) = F(A) = {y} :
A€ Fo(f)"t({y}). Si A € B, entonces 4 € F,(X)ydcC HUK = f “1(y),
asi que, Fo(f)(4) = f(4) = {y}. Por lo tanto A €" F (f) 1({y}) v, asi,
concluimos que F,(f)"Y({y}) =AU B. : .

Ahora bien, si n = 1, entonces 5 =0y F, (f)“({y}) A1 U.A2
esto se sigue que A, y A, forman una chsconexxon de Fn(f) l({J}) lo cuo.l e
contradice que F3,(f) es mondtona. . Sk e

Sin # 1, entonces F,,(f)7!'({y}) = AU B, asi que en este caso la discone-
xién la founa.n Ay B. Como tamblen esto es una contra.chccxon conclulmos ’
que f es monotona ! g L

~Ahora supongamos quef es‘ix}bn’é‘tpn_j sea BE F (Y) kEntonces B,.—» ‘
{v1, 92, ..., ym} con'm < n. Para cada ? : :

Hagamos A = f~!(B). Entonces -

a=r@ =y I



' Como f(I\) = B e\lste ze !\ r.al que f(':,), i Lueno x G f 1(y,) _ -l,,

casi que KN A 5% (Z) Por 1o tanto, K€ A.-Poriotro hdo s
KA =FTN(B). Luego, F, (FUK) = f([\) ="
Por lo-tanto conclulmos que Fn(f)~1(B) = Al

N €. Ajentonces
yasique K € E‘ll(f)?‘l'(B)' -

" Conio 'f es . .mondtona, cacla coujumo A oes co‘n'e\o', Entonces, por el
Teorema 1.50, A ¢s conexo. Esto prueba que F (f) 1(B) es: conc\o ¥, por lo
“tanto; ‘F,(f) es mounétona. SRR | |

Con respecto al teorcina anterior, la equivalencia entre las afirmaciones i)
v ii) aparece inicialmente probada en [32, Teorema 3.2}, mientras que la de i)
v iii) aparece en [19, Proposicion 3]. Hasta donde sabemos, la equivalencia
entre las afirmmaciones ¢) y iv) aparece en este trabajo por primera vez.
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Capitulo 6

Funciones Abiertas

En este capitulo consideraremos la clase de las funciones abiertas y veremos
su relacién con las funciones inducidas. Como en el capitulo anterior, supon-
dremos que la letra n representa un numero natural y la letra f una funcién‘ .
continua y suprayectiva entre los continuos X y Y “con métricas dy y dy, .
respectivamente.

Teorema 6.1. f es abierta si y sélo si 2/ es abierta. Mds aun s C'(f) es
abierta, entonces f es abierta. : Sl

Demostracién. Supongamos primero que 2/ es abierta.y sea. U un;sub-
conjunto abierto en X. Tomemos un punto y € f(U) y sea'p €- U ‘tal que
F(p) = y. Considerenmos la familia &/ = {4 € 2%: 4 c U}. Por el Teorema.
1.26, U es abierto en 2V vy, como 2/ es una funcién abierta, 2/(1{) ‘es un sub-
conjunto abierto de 2. Como {p} € U, tenemos que {y} = 9f({p}) € 27 (U).
Por tanto, existe ¢ > 0 tal que B2 ({y}) < 21 (U).

Mostraremos que B} (J) C F(U). Para esto tomemos un punto z € BY (y).
Notemos que {z} € B "({¥}) < 2/(), por lo que existe 4 € U tal que
2/(A4) = {z}. Tomemos un elemento a € -4 y notemos que f(a) € f(A4) = {z},
por lo que f(a) = z. Ademds, como 4 € U, resulta que 4 C U, por lo que
a € U. Entonces z = f(a) € f(U). Esto prueba que BY (y) c f(U) ¥, por
consiguiente, f(U) es una vecindad de cada uno de sus puntos. Luego, f(U)
es abierto en Y y, de esta manera, f es abierta. La prueba para C(f) es
similar.



“ Supongamos ahora que f es ablerta Sean L{ un ablerto en 2% vy B e
. ’f(L() Entonces existe 4 € U tal que 2/(4) = B: Como U es abierto en 2V,
existe € > 0 tal que B.,z (A) € U. Dado p € 4, en vista de que f es abierta, el
"~ conjunto f(BY{(p)) es un abierto en ¥ que contiene a f(p). Por tanto, existe
8, > 0 tal que B, (f(p)) € f(BX(p)). Tenemos entonces que las familias
Uy = {BX(p):p € A} y U = {BY; (f(p)): p € A} son cubiertas abiertas
de los conjuntos compactos A y B, respectivamente. Por tanto existen dos
subconjuntos finitos A; v 4. de 4 tales que A estd contenido en’la uniéu de
los conjuntos de la forma B (p), con p € 4,, v B estd contenido en la unién
de los conjuntos de la forma B.};p(f(p)) con p € A,. Uniendo los elementos de
A4, v los de 4,5, obtenemos un niimero natural n vy puntos py, P2, ..., Pn € <
tales que:

ACBXp)UBN(p2)U---U B;"(pn) o (61)
B By, (f(p))U B,,” (f(pz)) u- ,_u Ba, (f(pn)) 62
Sen § = min {Jdp,:6pss--.,0pn} l\/Iostraremos ue B2’ (B) 7c 2f(u) Para_‘, S

~ esto, tomemos un elemento E E BzY (B) ‘Sea'D; .;‘_l(E) Y- notemos que:D.

es un elemento de 2V tal que °f(D) = fv(‘D

dl que b€ BY (f(p,)) Entonces, por l
cion de 4, se tiene que:

Entonces, de acuerdo a la elecmon cle 6 ,‘cen mos que 'y E‘ 2,;” (f(p,)) (-
F(BX(pi)). Por tanto, existe u,: E B" (p.) tal que’ f(uy) =y Tenemoa enton-
ces que, pa.za cada. Y€ E exlste u_, 6 B (p,) tal que f('u.y) =y.
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“Ahora tomemos un. indice i € {1,2,..., n} .y notemos que’;

' N(& E) C N(82;: £), por lo que existe un punto v; € E, tal -qiie’ "y (i <
. Entonces v; € Bls, (f(p:)) € f(BS (ps )) por lo- qﬂe i i€’ B“ (p.), i

al que fz:) = v Con51dcren10:. el conjunto: : i

I(=Ci-({uJ X JEE})U{.’E[,IO,.

Por conbtruccxon K es cermdo y:

B pou B () U -UBS ()
N(€1 {pl P2 . )pn}) Lo D
ApLp2 o pa})

p,,}) Entonces, por el Teorema 1. a

cz.\({uy €eX:y€eE}) c CCLeN (e {prspas - ,pn}))

’ : e I\r(‘)e {php"r"':pn}) -

Por tanto, £ . 'V("e {pl,pé,.--,pn}) C N(2¢,4); pues {P1,>P",

4. Tomemos ahora un:punto a € A. Por (6. 1) existe z € {1, 2, .. .,n} tal que’
a € BX(p:). Ent;once; , - !

y {uy €

dx (a z;) £ dx (a i) +dx(pi, i) <€ +e= )5

Como z; € K, sucede que a € N(2¢, K). Por tanto 4 C 1V(7e I\) Eso
prueba que K € B.,‘ (4). Ahora bien, como f es.una. funcién cerrada:

F(Cix({u, € X: y € E})) Uf({:rl,'ro S, Tat)
Cly(f({uy e X:y € EN)U {Uhvo, ..U}
Cly({y: y€ BEY) U {vy,v2, . lwp} 0 7

Cl) (E)U{Ll,'llg,. 'Un} S -
Eu{vi,va,...v.}

E

f (1\")

pue‘s'{'ul,' va,...un} C E. Esto prueba. 1)

Tomemos un elemento K, como se establece en 1) Como Bge (—1) C U,
tenemos que A" es un elemento de U/ tal que 2/(K).= E.Luego E € 2/ (U).
Esto prueba que B (B) C 25(U): Por tanto, 27 (U).es, una \ecmda.d de cada
uno de sus puntos, o equnalentemente 7f es ablerta-
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_Corolarlo 6.2 S(. C(f) es abl.erta, entonces 2’ es abzerta

‘-~Demostracxon. 51 C'(f) es abierta entonces por el teorema a.ntenor f es
al)xeltd Luego, por el mismo teorema, 2/ es abierta. ’ e .

El Teorema 6.1 aparece originalmente probado como sigue.  Primero, en
[31, Teorema 3.2], H. Hosokawa utilizando el Teorema 2.4 hizo ver que si f
cs abierta, entonces 24 es abierta. Posteriormente, en [32, Teorema 4.3], H.
Hosokawa presenta una prucba mas clara del resultado anterior, utilizando de
mievo el Teorema 2.4. Ademads, hace ver que si 2/ o bien C(f) son abiertas,
entonces f es abierta. En [24, Teorema 3.5.4], sc presenta una demostracién
alternativa del Teorema 6.1. En este trabajo, hemos optado por probar
dicho resultado, siguienclo el esquema propuesto en [39, Teorema 77.4] el
cual, ademads de presentarse en términos mas simples, no requiere del uso del
Teorema 2.4.

Con respecto a las funciones inducidas f, Cn(f) y Fn(f) y la propiedad
de ser abierta, en [19, Teorema 5] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 6.3. Si C,(f) es abierta, entonces f es abzerta.

En este capitulo mosttalemos que si Cp(f) es abierta y.n: > 2, entonces
f es un homeomorfismo. Pensamos por supuesto, que 'f no'es-una funcién
constante. Notemos que este resultado, junto con el Teorema:6.1. e\tlende
el tcorema anterior. Ademds, con ayuda del mismo, resulta que cualqmer ‘
funcidn abierta y no inyectiva f, es un ejemplo de una funr.l n- ablerta. ta.l
que ninguna funcién C,(f) es abierta, para n > 2. - y '

Para probar el resultado anteriormente enunc1ado,
trar el siguiente temema. .




Ahora tomemos un indice ¢ € {1,2,.. ., n} ¥ notemos que f(
N(S, E) € N(82;: E); por lo que existe un punto v; € E; tal que d)'(
26,.. Entonces v; € B".s,, (F(p:)) CF(B¥(p:)); porilo que existe z;"
tal quc flz) = v;. ConsxclcmmOs el (.onJunto ; i

K = C'l,\-({u.y

Por conbtruccmn I\ es cerraclo A5 S

g Cl,\‘(l\ (6, {Ph p27 S yPn}))
IV(‘)G {p17 P"; .. 1pﬂ})

.Pa}) C N(2€, 4), pues oiipe

: '-,;,pn} c:'
: Por (6 1), existe i € {1 2 ’.,n} tal que‘

A. Tomemos aho
a € B" (p.) Entonce

'v,)'< d\(a p,) +dy (p,,x,) <e+e= 2e.

R Como z; e A sucede que @ € N (2¢, K). Por tanto A JV(,e;K) Eso e
k prueba que Ke BZE\ (4). .-\hora bien, como f es una’ funcxon cerrada:; s’

f(Clx({uy € X yEE}))Uf({xh
Cly(f({uy € X: yEE}))U{vh ,
Cly({y:y € E}) U {v1,va,%: v}
Cly(EYu{vy,vay...ua} .~ s
EU{v,va,...un} i

f (1\")

U

pues {vy,va, ...

e
3
v
N
i
_l"'l
t
. er
o]
ko]
"
=
I
T
&
C

Tomemos un elemento K, como se estable_ce en 1) Como B e (-1) cu,
tenemos que K& es un elemento de L/ tal que.2/(K) = E. Luego E € 2/(U).
Esto prueba que B} (B) c 2/(U). Por tanto; >f(u) es una vecmdad de cada
uno de sus puntos, o equivalentemente, 2/ es ablerta :



acuerdo con el Temema 2 3 C’o(f) e
,BC (‘\)(P) que txene

{}—

o i : (6 3)
Como ) es' un’ cspacxo no (legencrado 3 0:>i0stal; que 5 01y
BJ () # £ Y. \"otemos que B ({ }) C BC O9(4=z }) a.sx que por (6 ‘3)

BE((2)) < Galf) (BC <"’(P>) G 4),?-

P.ol- el Teoremia 1.38 existe un subcontinuo _‘S; no dégeheradb,’ tal ‘une' ‘
z € § C Bf(z). Como S es cerradon en Y y B} (z) es un subconjunto
abierto y propio de Y, sucede que § € BY (z). Por tam:o ‘podemos tomar un
punto w € B} (z) — S Es claro que

So = SuU {w} € B “’)({z})

De acuerdo con la contencién (6.4), So € Ca(f) (Bzcz('\‘)(P)). Por tanto,
existe 4% € Bf'"(‘\')(P) tal que f(A4%) = S5. Como Sp tiene dos componentes,’
entonces ~A* también tiene dos componentes. Mads aiin, una componente A;

de A* satisface que f(d;) = S ¥, la otra componente de A%, tiene como
imagen al punto w.

Ahora bien, como H (4%, P) < ¢, tenemos que

AT C N(e, P) = BX(p)u B;\’(Q)'

En vista de que A, es un subconjunto conexo de A° y de que BYX (p) N
BX(g) = 0, podemos suponer que A, C BX(g).

Ahora bien, por el Teorema 1.42, existen dos subcontinuos ajenos y no
degenerados Siy, S12 de S. Entonces, S| = S5,US12 € BC v )({ z}). Aplicando
de nuevo (6.4), tenemos que existe B! € B (P) tal que f(BY) = Sy: De
nueva cuenta, resulta que B! tiene dos componentes By, y Blo Mds. atn,
dada una componente B); ce B! tenemnos que ' ’
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Buc B' C (e, P) = PUBS @)

¥, como los conjuitos B‘\ (») v BX (g) son <1Jenos sucede aue’ ‘By; estd conte="
“nido en BX(p) o bien en B‘\'(q) s o

Por otro lado, como p € Pc N (e, Bl ). resulta que Bl NBX(p) # (0 ‘
Similarmente, B' N BX(¢) # 0. Por consiguiente, una compouente ‘de-B! -
intersecta a BN (p) (v, por tanto se queda contenida en:B} (p)) ‘yv:laotra
componente de B! intersecta a B“ (¢) (3, por tanto, se queda contemda en
BN (q)). Supongamos, sin pelcllda de generalidad, que By, < B'\ (p) ¥ que-.
f(Bu) = 5.

Sea 4 = ;U B,;. Notemos ciue Ae ng(.v)(P) y qué b

Cz(f)(4) = (A) = (A UBu) ; ) I
Como Cy(f) es ablerta, para L > 0, se tlene que S e Int (Cg(f) (BC" ’\)(A)))
’Lueno, C\ISCG Sx >0 tal que B,; 2() )(S') (- Cz(f) (Bc (‘\)(A))

Como Su < S, existe un arco ordenado oy en Cz(Y), de Sn a5, més
atn, del Teorema 1.54, se sigue que c es un arco. ordenado en C(Y) con -
x(0) = S11 ¥ ax(1) = §. De la continuidad. de cax en.1, se tiene que existe
tx > 0 tal que si |t — 1| < pi entonces H (o (t),S) < GL, asi- que tomando f
b = % < 1, resulta que ax(te) € BC"(} )(S) ¥ :

Hagamos Si = cau(tx) U {z*}, donde z¥ € § — SL'i Observemos que'
S € B,,(: (¥ )(S) Luego, existe Cx € Bc‘ ’\)(4) tal que f(CL) =S Sean c¥
» C% las componentes de Ck. Sin pexder generalicdad podemos suponer que -

F(CE) = {2} v que F(CE) = anlts).
Consideremos las sucesiones:

{Cl }I-en )’ {Cz}kEN~-

Entonces podemos eleglr una sucesién kl < kz <. ‘en N tal que C"’ —CP,
para i € {1,2}. De lo anterior se sigue que o : B

clucy = c° U cg.‘




-~
~!

¥ por lo tanto C"’ U C'z' e A, U B“ Dc To antenor, se's‘ig‘ue"qﬁe"
) -—1 UB“—C',_UCO ’

Como en ambos lados de esta iiltima igualdad tenemos unién de continuos
ajenos, tenemos que A, = C? y By = C9 o bien, 4, = C§ y By, = C).
En el primero de estos casos, se tiene que Cf~ — C? = 4,, de aqui que
{zkr} = F(CE) = F(A,) = S, lo cual es una contmrhcuon debido a que S
es no degenerado. En el otro caso, tenemos que Ck" — C? = B,,, entonces
{2*} = f(C¥") — f(B11) = Si1- Como S;, es no degenerado, también lo
anterior es un absurdo, asi que con esto, concluimos que f es inyectiva.

Caso Il. Sea n > 3 y supongamos que f no es inyectiva. Entonces,
existen p,g € XN v z € Y tales que f(p) = f(q) = =. Como Y es no de-
generacdo, tomemos z; € Y tal que z # 2z, y r € X tal que f(r) = z,.
Sea ¢p > 0 tal que B} (z) N BY "(22) = 0. Como f es continua en p,q y T,
existen 01,02 y 63 > O tales que f(B; (p)) €. - BE(z), f(B& '(q)) € BX(z) ¥
F(BE(r) € BY(22). Sea § = min{d,,d2, b3} ‘Tomo Cin(f) es interior en

{p,q,7}, existe ¢, > O tal que Bn"(y)({z, 23}) C:Culf) (BJ "(x)({p,q,r})).

Sean € = min{eg, €1}, Y1 € BY(2), ¥ Y2:¥3.:--,yn € BY(z2). Entonces,
{y1,¥2,.--,yn} € BEO )({3,22}). De lo anterior se tiene que existe 4 =
Ca(X .
{1, T2,..., 20} € Bj ( )({p, q,7}) tal que Cpo(f)(A) = {y1,¥2: ... Yn}.- Sin
perder generalidad, podernos suponer que f(z) =y paracadat € {1,2,...,n}.

Como f(B" () © BY (=) y f(B(q)) < BY(2), se tiene que {z2, x3, ...:c,,} C
BN(r) v z, € B§ (p) oz, € Bf(q). En cualquiera de los casos 4 ¢
Bg"(\)({p,q, r}). Con esta contradiccidn concluimos que f es inyectiva. W

Corolario 6.5. Supongamos que n > 2. 5i f es tal que Y es no degenerado,
entonces C,(f) es abierta si y solo si f es homeomorfisino.

Demostracién. Si C,(f) es abierta, del teorema anterior se sigue que f es
inyectiva. Como C, (f) es continua y suprayectiva, por los teoremas 3.2 y 3.3,
tenemos que f es continua ¥ suprayectiva. Por tanto, f es un homeomorfismo.
Por otra parte, si f es homeomorfismo entonces, por el Teorema 3.5 C,(f)
es homeomorfismo. En particular, C,(f) es abierta. -
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Hasta donde sabemos, el resultado anterior aparece aqui por primera vez
y agradecemos al doctor A. Illanes por su ayuda en la obtencién del mismo. A
continuacién estudiamos la relacién entre las funciones f v F,(f) con respecto
a la propiedad de ser abierta. Empezamos con el siguiente resultado.

Teorema 6.6. Sea f: N — Y una funcidn entre continuos, continua y
suprayectiva. Sia € X y Fo(f) es interior en {a}, entonces f es interior en
. : .

Demostracién. Sea U C X un abierto tal que a € U. entonces {a} €
{L7Yf,, el cual es un abierto en Fn(X). Como F,(f) es interior en {a}, -se
ticne que {f(a)} = F.(f){({a}) € Int(Fr(fY(U)F,)), luego, existen subcon-
juntos abiertos Vi, Va,..., Vi, de Y, tales que {f(a)} € (Wi, Va,.. ., Viu)r, C
FAAHU)YE,). Haciendo V' = Vi NV N ---NV, tenemos que V. es un abier-
to en Y tal que f(a) € V. Veamos que V C f(U). Sea y € V, enton-
ces {y} € (VYp, € (1, Vo, ..., Vindr, © Fo(F)((U)r,). De aqui.que existe
A e (U)r, tal que f(A) = Fo(f)(A) = {y}. Entonces 4 C U, porlo que
{y} = f(A) € f(U), luego, y € f(U). Esto muestra que V.. C f(U) y, en
consecuencia que f(a) € Int(f(U)). Por lo tanto f es interiorien a.

Corolario 6.7. Si F,(f) es abierta, entonces f es abierta. ;

Demostracién. Tomemos un punto - a € X. Por el Teorema'2.3, F,(f) es
interior en {a}. Entonces, f es interior en «, segiin el teorema anterior. Luego
f es abierta, aplicando de nuevo el Teorema 2.3. ) ' [ ]

Notemos que, en la prueba del teorema 6.6, podemos cambiar F, (f) por
2/ o por C,.(f). Por tanto, el hecho de que alguna de las funciones 2/, C,(f)
o F.(f) sea interior en {a}, implica que f es interior en a. Este resultado,
para el caso de 2f y C(f), fue probado inicialmente en [16, Teorema 4.2].
Como se ve en la prueba del Corolario 6.7, esto implica que si alguna de las -
funciones 24, C,.(f) o F.(f) es abierta, entonces f es abierta.

Teorema 6.8. Sea f: X — Y una funcidn suprayective, continua entre

continuos. Entonces f es abierta si y sdlo si Fo(f) : Fa(X) — F3(Y)) es
ubierta. : i L

Demostracién. Supongamos que f es abierta. Tomemos A ng(X) 51
A = {p}, entonces F3(f)(4) = {z}, donde z = f(p). Sea. § >0, como' -
p € Bg(p), se tiene que z € Intf(Bg(p)), asi que existe ¢ > 0 tal que
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BY (z) c f(B (p)) Sea B € BF"(‘ Y({z}). Si B tiene un sélo punto z,
tenemos que z; € ‘BY (z) luego, existe z € Bj*(p) tal que f(x) = z1, entonces
{z} e BF(\)(A) ¥ Fg(f)({:z.}) = {z;} = B.-Si B tiene dos puntos zy, za,
entonces 2y y z2 € BY (z),"luego, existen 2, y T2 € B3 (p) tales que f(z,) = z,
y f(z2) = =2, asi que {'1,1,7,9} € BN () v Fo(f)({.zl z2}) = B. Con esto

concluimos que Br°(”({ ) < Fo(f)(BF(\)(A)), v-por lo tanto Fa(f) es
interior en el punto A. .

Sid= {p,q} tenémos dos casos.

Caso I. f(4) = {‘.1,~2} Sin perder Gencmhdad podemos suponer que
F®P) = 21y flq) = z2. Sea d > 0. Como p € B} (p), ¢ € Big) v Sfes
dblcrta, del Teorema 2.3, existen €;,e2 > 0 tales que Bﬂ(..l) C f(B (p))

v Bl (22) C F(B3(q)). Sea ¢ < min{e, e}, tal que BY (21) N BY (z2) =
Tomemos B e BFY )({zl z2}), de aqui que B = {y1,y2}. Ademds, podemoé
suponer que vy € BY (21) v y2 € B[ (22). luego, existen =, € Bf'(p) y z2 €

B{(q), tales que f(z1) = y1 y f(z2) = y2. Como {z1,z2} € B ({p,q})

v Fg(f)({a,l, z2}) = B, concluimos que B )({..1,22}) cC Fz(f)(B&(’\)(A)),
de aqui que, en este caso, Fa(f) es interior en 4. :

Caso I1. f(4) = {z}. Sea d > 0. Como f es abierta, existen ¢; y €2 > 0
tales que BY,(2) C F(B¥(p) y BY(2) C F(Bi(q)). Sea ¢ = min{ei, 2} v
tomemos B € B ({z}). Si B = {21, 2.}, entonces z, y 22 € BY(z), luego,
existen z, € B (p) v w2 € B{(q), tales que f(z)) = 21 v f(z2) = z2. Como
{z1, 22} € BIEFY(A) y B(f){z1,22}) = B, se tiene que BEM({z}) ¢
Fo(f)(BF (- ¥)(4)). De la misma manera. se tiene que si B = {z:}, entonces

Bf"(y)({ D c Fg(f)(B,f"(‘\')(.'—l)) asi que, también en este caso concluimos
que Fa(f) es interior en .

Por tanto, F»>(f) es abierta.

Si F£>(f) es abierta, por el Corolario 6.7 se tiene. que f es ablerta |

) 81 en la prueba del caso I1. del Teorema 6.4 escribiros F (f) en lugar de
2. Chn (f :obtenemos la demostmuon del siguiente teorema:

‘ATeorema 6 9 Para n > 3, si F,,(f) es abierta y ¥ es no degenerado, en-

- tonvces F - es inyectiva.

ESTA TESIS NO SALY
DE LA RIBLIGTERECA



. _'Corolano 6 10. Sea f A -—) Y.
: »es ‘abierta sty solo st f es homeomorﬁsmo

. Demostracxon. Si Fj, (f) es ablexta por el Teorema 6.9 f es mvectna, como
f es suprayvectiva y continua; se tiene: que es‘un homeomorﬁsmo Si f es
homeomorfismo, por el Teorcma. 3 5, Fu(Sf) es homeomm fismo v por lo tanto

- es abierta. : ) n

En [29, Ejemplo 3.2] H. Hosokawa da un ejemplo de una funcién abierta
f tal que C(f) no es abierta. Posteriormente, en (32, p. 244] H. Hosoka-
wa presenta otra funcién con las mismas propiedades. En esta ocasidn, es
bastante més sencillo ver que tal ejemplo satisface lo que se pide. En [19,
Observacién 9] se menciona que una modificacién simple del ejemplo en [32,
p. 24:], nos da una funcién abierta f, tal que C,(f) no es abierta paran > 2.
En [24. Ejemplo 3.5.5] se puede encontrar una justificacién detallada de este
resultado. De acuerdo con 6.1, la misma funcién f de H. Hosokawa es tal que
2/ es abierta, pero C(f) no lo es. A continuaciéon exhibimos dicha funcién

Ejemplo 6.11. Eziste una funcion abierta f: X — Y tal que C, (f) no es o
abierta, para ninguna n € N. y F, (f) no es abzerta para n > 3. :

Justificacién. Sean

-\’=([0,11 (0.1 U (-1, 01x[—1 on v or — .1 t[oi]

‘Definimos f : X — Y, como f((:r: y)) = (|:1:| Iyl) Esta funcxon es cormnua,
pues en cada r;omclendcla tenemos una funcién continua. Siz € X y U es un
abierto tal que x € U, entonces no es dificil convencerse de que existe 6 > 0
tal que BE(f(x))NY < f(U), Asi que, f es interior en cada z € X, luego, f
es abierta. Como f no es inyectiva, del Teorema 6.4 se sigue que paran > 2
C.(f) no es abierta, ¥ del Teorema 6.9, se tiene que F,,(f) no es abierta para

n > 3. -l

De acuerdo con el Teorema 6.1, la funcidén f del ejemplo anterior es tal
que 2/ es abierta pero-no C(f) :

En [22, Teorema 1] se. prueba. el sxgmente resultado

Teorema 6.12. Si C(f) es abzcrta v .X es localmente cone:z.o, entonces f es
mondtona. I s R




.-\.hora. b1en por el Teorema 6 5, sii C (f
ces, en partlcular, f es monotona Por _tanto,. podemos

conezo y para alguna n € N . Cha (f) es abi rt et

n-Homeomor-
fismno. TR SR
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Capitulo 7

Funciones Confluentes

Ahora estudiaremos la relacién entre la confluencia de una funcién, con res-
pecto a la de sus funciones inducidas. De nueva cuenta, la letra f represen-
tard una funcién continua y suprayectiva, definida entre los continuos X y Y.
Recordemos que f es confluente si para cada subcontinuo L de Y y cada
componente K de f~!(L), resulta que f(X) = L. Si suponemos que, en la
definicién anterior L es un arco, entonces tenemos la nocién de confluencia -
por arcos. Si, en su lugar, pedimos que L sea un subcontinuo conexo. por
trayectorias de Y, entonces decimos que f es conﬂuente por trayectorzas

Es claro que si f es confluente por travectorias, entonces f es conﬂuente
por arcos. A continuacién veremos que dlcha.s nocxones son equnaleutes

Teorema 7.1. Si f es confluente por arcos, entonces f es conﬂuente por
trayectorias. e

Demostracién. Sean L un subcontinuo conexo por trayectorias de Y.y K
una componente de f~'(L). Fijemos un elemento 4'€ K. Entonces f(k) € L. =
Ademss, dada [ € L — {f(k)} existe una trayectoria de f(k) a{en L. Como*
Y es un continuo, dicha trayectoria contiene un arco 8. de f(k) a len L.
Notemos que k& € f~!(8.), por lo que podemos tomar la componente .—1[, de: -

F~'(BL) que tiene a k. Entonces -, es un subconjunto conexo de.f7}(L)
que intersecta a la componente K de f~!(L) en el punto k. Luego AL C I(
y, como f es conexo por arcos, f(A4,.) = 3,. Entonces

U f(AL) = U.BL = L.

leL el

83
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Como U,EL AL c I\ concluxmos que f(K) = ]
" Ahora’ bxen, con respecto a las funcwnes 1nduciclas, en este capitulo co-
* menzaremos viendo que la confluencia de alguna de las funciones 24, C,(f) o
F,(f) implica la de f. Posteriormente veremos cue si f es cofluente, entonces
2/ y C,(f) son confluentes por arcos y, por tanto, confluentes por trayectorias
de acuerdo con el Teorema 7.1. Nas atin, cuando ¥ es localmente conexo; -
vercmos que 2/ y C,(f) son confluentes. Estos resultados, para 2/ y C(f).
respectivamente, aparecen probados orlgmalmente en [32] v, en cada caso, .- .-
daremos la referencia al mismo. T ’

El siguiente resultado, para las funcxones ‘>f Y C(f), aparece d me
en [32, Teorema 6.3].

Teorema 7.2. Si alguna de las funcwn 5 21 Cn(f) an(f)
entonces f es confluente. o R N

Demostracién. Supongamos que C (f) es confluente y sea B un subcontl- -
nuo de ¥. Tomemos una componente D dé f=1(B) y notemos que. FI(B) es un
subcontinuo de Cn(Y). Mis atin, Fy(D) es un subcontinuo de Cn(X) tal que
F\(D) C Ca(f)~"(F1(B)): Entonces, si D es la componente de Cn (f)~ 1(F(B))
que contiene a Fy(D), por la confluencia de Cn(f), resulta que Cn(f)(D) =
F\(B). Consideremos el conjunto Dy = o(P) =|JDP. Como Fl (D) c 'D n-
F1(X), por el Teorema 1.34, Dy es un subcontinuo de X. :

Mostraremos ahora que f(Dp) = B. Para esto, tomemos prlmero un
punto ¥ € f(Dp) ¥y sea a € Dy tal que y = f(a). Entonces e\xste un‘elemento-.
- € D tal que a € 4. Por tanto, f(A) = Cu(f)(4) = {b} para algiin‘punto -
b€ B. Luego, y = f(a) € f(A) = {b}, por lo que y = b € B. Esto.prueba .
que f(Dg) C B. Supongamos ahora que b € B. Entonces, {b} '€ Fl(B) =
Cu(f)(D) por lo que existe A € D tal que f(A) = {b}. Tomemos un- punto .
a € Ay notemos que a € Dy ¥ f(a) € f(A)= {b} por lo que f(a) =b. Esto:
muestra que B C f(Dy). Por tanto, (DD) = : .

Consideremos un punto z € D.y notemoq que {z} e Fl(D) por o-qu
{z} € D. Luego, {z} € o(D) = Dy Por tanto D C Dg: Esto; prueba que
Dy es un subconjunto conexo de f‘l(B) ‘que.contiene a-la componente D.de
f~Y(B). Luego D = Do ¥ p01 lo* que demostramos en el parrafo anteuor,




Pa.ra. probar que si f es conﬂuente entonces las funcxox
Cn (f) son conﬂuentes por arcos, umhzaremos el Teoremj

g(A). Entonces
tal que g(a) = b.

en (32, Lema 6.1].

Teorema 7.4. Si f es conﬂuente, entonces 2f y C,','(f) son confluentes por
arcos. o :
Demostracién. Probaremos el resultado para 2/. Sean £ un arco en 2¥ y
K una componente de (2/)7!(£). Tomemos un homeomorfismo «: [0,1] — £
v hagamos 4 = a(0) vy B = «(1). Es claro que 2f(X) es un subcontinuo
de £. Tomemos dos puntos 0 < so < s; < 1 tales que a([sq, 51]) = 2/(K).
Mostraremos que B € 2/(K). Para ver esto, supongamos que no es asi. En-
tonces, s, < 1. Notemos que (2)~1(B) < (2f)~'(L). Por consiguiente, K y
(2f)~1(B) son dos subconjuntos ajenos, cerrados y no vacios de (2/)~!(L).
Ademds, como K es una componente de (2f)~!(£), ningiin subconjunto co-
nexo de (27)"!(L) intersecta tanto a K como a (2f)~'(B). Entonces, por el -
Teorema 1.3, existen dos subconjuntos cerrados y ajenos Koy K de (9f)“([,)
tales que (7f) L) =Ko UK, KC Ky v (20)"Y(B) C K.
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"~ Ahora bien, como Ko es un subconjunto’ compacto de 2%, resulta que
2f(Kp) es un subconjunto compacto de 2¥. De acuerto con esto 'y la conti-
nuidad de ¢, el conjunto J = {¢t € [0,1]: a(t) € 2/(Ko)} es cerrado en [0, 1]
¥, por tanto, compacto. Ademdis [sg,s;] C J, por lo que J # 0. Entonces
podemos considerar a tp = max J. Notemos que By = a(ty) € 2 () v,
como B = a(l) ¢ (2/)(K), tenemos que s; < t5 < 1. Ademds existe ¥ € Ky ..
tal que f(K) = 2/(K) = By. Entonces K C f"‘(Bo) Consu:leremos a.hora el
c_onjumo .

M= U{C C X: C es una componente de f~'(Bp) tal que C n I\ # 0}

Por el Teorema 1. 40 Me2¥, KcMcf Y By cada component_e de5 i

Mintersecta a K. Entonces, e\lste un arco orclenado ﬁ de K a: 1\/.[ en ‘7‘ ;
" acuerdo con el Teorema 1.37. e
lo que f(AL) = Bg. Luego, 8 C (27)~(Bo), por. el Teorema 1z 39
B < (2/)~(L) = KoUK, y, como 3 es conexo y tiene. al’ elem n
resulta que 8 C Ko. En particular, M € Ky.

Ahora bien, dada t € (to, 1], definimos Ct = a([to ])
v By = o(t). Notemos que f(M) = By = a(to) ‘CoLeip
y podemos considerar al conjunto

’\f: , U{C _.\’: C es una componerﬂ:e'de

1) si C .es una componente de 1\/[t, entonces f(C')
: Ll N

Para ver 1), sea C una componente de 1\[, Entonces C es una componente
de f7Y(L,) tal que CN M # Q. Por tanto f(C) es un subcontinuo de L,.. Sea
D la componente de L, tal que f(C) C D. Entonces C C f~1(D) por lo' que
si E es la componente de f~!(D) que contiene a C, por la confluencia de f,
resulta que f(EF) = D. Ahora bien, como D C L., tenemos que C C E C

F~YD) C F~Y(L,). En vista de que C es una componente de f“(Lt) sucede.
que £ = C. Luego f(C) = f(E) D. Esto plueba. 1). ’



Deﬁnamos I\l =f 1(Bt) N ‘VL Aﬁrmamos hora que

’ ‘7) IQ ;é @ y cadd componente de 1 f

or- 1) f(C) es 7
‘o del ‘subcontinuo’ L, .

“H(B)#D.

una componente de L, = O'(Lg) “Ademsds B, es
de 2Y. Entonces, por el Teorema 135, f(
Por tanto .

2) se cumple

: Tenemos entonces que K
que K, c f7Y(Ly). Aﬁrmamos

3) B. C f(M.).

Para ver 3), tomemos un punto be B, Como By C Lt, existe una compo-
nente D de L, tal que b € D. \Jotemos ‘que By € L. asi que, por el Teorema
1.35, sucede que D N By # 0. Tomemos un punto by € By N D. Como
f(M) = By, existe un punto a € M tal que f(a) = bg. Notemos que e € M,
pues M C M,. Sea C la componente de Af; tal que a € C. Entonces, por 1),
f(C) es una componente de L;. Como by = f(a) € f(C)N D v D es una
componente de L., resulta que f(C'),— D. Por tanto, b€ D = f(C') - f(w[,)
Esto prueba 3). )

Afirmamos ahora que |

4) f(K) = Bt

En efecto; porifél ;'Lgma - 3)

‘sucede que -

'ZTenemos ento (B,) para c ‘e : Supongamos
‘ahora'quety.s foi1 s]:C [to, t] por 1o que o
Ls= cf([to,S]_ - ([t (C ) Ly):
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por lo que f~'(L,) € F~'(L.). Tomemos ahora un punto »
existe una componente C) de f~'(L;,) tal que z € Cp y Gl

tanto, C, € f~!(L,) vy existe una componente Cz de f~ l(LL) t
Notemos que @ # C, N M C Cp, N M por lo que Cs C ALy
¥ con esto probamos que A, C Af,. .

Consideremos ahora una sucesién decreciente {£,;},en.6
tal que t, — to. Dada n € N, hagamos L = a([to;" tn])
B, =a(ty) y K, = f~Y(B,) N'M,,. A\ﬁrmamos que:

53) Lp — By y, Ml —> M.
Para ver esto, notemos que [tg, ta] —* {to}."Entonces L, = a([to, ta]) —
{a(te)} = {Bo}. Luego, por la continuidad de la. funcién unién (Teorema
1.33), L, = o(L,;) - o({Bo}) = Bo. Asi pues, L,;’= By. Para ver la segunda
parte de 3), notemos que, por lo que demostramos en el parrafo anterior,
{M, }rhew s una sucesion decreciente en 2V, Entences, por el Teorema 1.25
si Mo = (V,en M, , entonces M,, — Mp. Ademds, en vista de que M C M,
para cada n € N tenemos, por el Teorema 1.15, que M < M.

Mostraremos ahora que Mp C M. Para esto, tomemos un punto z €

Mo = V,en Me,. Dada n € N, z € M,, asi que existe una componente C, de

F7HLy) talquex € C,, y CanNM # 0. Por la compacidad de C(X), existe una
subsucesion {Ch,, }men de {Cr}nen tal que Cn,, — Co, para algin elemento
Co € C(X). Notemos que f(Cn.) C Ln,, f(Cn,) = f(Co) ¥ Ln,, = Bo- =
Entonces, por el Teorema 1.15, f(Co) € By. Luego, Co C f~1(Bo)- Ahora
bien, ¥ € Cp,, v Cn.. "M # 0 para cada m € N, por lo que =z € Cp 'y
Con M £ 9, de '1cuerdo con el Corolario 1.16 y el Teorema 1.24. Tomemos: -
un punto z € CoN M. Entonces existe una componente D de f=1(Bp): tal que‘
:€ Dy DN A # 0. Notemos que z € DN Cpy y commo D es una comp o
de f~Y(By), necesariamente Co < D. Por tanto, z € Co C D’ C J\/[ 'as Elue
x € M. Esto muestra que My C M y, entonces M = Mp. -

Para simplificar la notacién, dada la compacidad de 2 supongamos que'
la sucesién {K,}nen converge a un elemento Ky €:2%. En vista.-de que:
K, C M,, para cada n € N, por 5) v el Teorema 1.15, sucede que Ko ‘c M.
Ahora bien, como la sucesién {M,, }.en -es decreciente y, de acuerdo con ‘7)
cada componente de M, intersecta a K, tenemos, por el Teorema 1. 41 que‘




cada compomente de 1\/[ mtersecta a ‘K. De ‘esta umnera, cle acuerdo con el
'Teorema 1 3/ . exxste un’arco ordenado v de Ko a M. ,Aﬁrmamos que y

6) "‘/C ’Co

Para ver esto, notemos que, como 1\,, — K resulta que f(K’ ) —) f(I\o)

~Ahora bien, de acuerdo con 4), f(K,) = B, para cada'n € N L\clemds .como
“ty — tg, por la continuidad de o tenemos que B, = a(t,;)
Luego, f(Kp) = Bp. Tenemos, de esta manera, que f(I\o)‘
que, utilizando el Teorema 1.39;

v < (1) (By) © (°f>-‘(b)

Entonces ‘por la conexidad de v v el hecho ‘de;qu I “es un:'eleme‘r‘inta'lde"
'y que pertenece a K, resulta que v C /Co En

Ahora blen de acuerdo con 4),

Kae (@) (B (°f)"(z:) = Icounl.;.i
Si para algin ndimero natural n resulta que K€ ICO, ent'.onces a(t,,)
= f(¥n) € (27)(Ko), por lo que t, € J. Entonces t; = méax J > t,. Esto
contradxce el hecho de que t, > to. Por tanto, K, € K, para cada n € N.
En vista de que K, es cerrado, tenemos que Ky € K;. Hemos-demostrado

asi, que Ky es un elemento en Ky M K;. Esto contradice el hecho de que los
conjuntos Ky v K son ajenos. : :

De lo anterior tenemos que B € (2/)(K). Una prueba similar hace ver que
A4 e (2)(K). Por tanto, (27)(K) es un subcontinuo del arco £ que contiene a
. sus dos puntos extremos. Luego, (2/)(K) = L. Esto prueba que 2/ es conexo
por arcos. La demostracién para Ch(f) es similar. i .

.Combinando los teoremas 7.1 ¥ 7.4, tenemos el 51gu1ente resultado.

Teorema 7.5 ([32, Corolario 6.2]). Si f es conﬂuente, entonces 27 y
-~ Ca(f) son confluentes por trayectorias. i :

Para ver que cuando Y es localmente- cone*co y
ces las funciones inducidas 2/ y C,,(f) son conflue
teoremas que enunciamos a continuacién:

chon‘fl'uente, enton-
tilizaremos los dos
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Teorema 7. 6 Las szguzente.s aﬁrmaczanes son: equwalentesw
: z) .\. es localmente cone:z:o, k
zz)v"“' es localmente conero,
zu} C,,(.\) es localmente conezo.

"’,Teorema 7.7. 8i X es localmente conezo entonces, para cada .subcor;tz7zuo: :
‘A de X, existe una sucesién decreciente {An}tnen en C(,\) tal que A,, es;:
loculmente conezo, para cadan € N, y 4, — .

A manera de referencia, una demostracién del Teoren'i
puede verse en {53, Teorema 1. 133]

Teorema 7.8. SiY es localmente conezo, entonces las siguientes aﬁrmaczo—-
nes son equivalentes: - ‘

i) f es confluente.’
" ii) 2/ es confluente.
'iii) C.(f) es confiuente.

‘Demostracién. Para ver que z) — 7Z) supongamos que f es confluente.
Sean £ un subcontinuo de 2¥ y K una componente de (2f)~!(L£). Como
Y es localmente conexo, por el Teorema 7.6, 2¥ es localmente conexo. En-
tonces, por el Teorema 7.7, existe una sucesion decreciente {L,}nren de sub-
conrinuos localmente conexos de 2V, tal que £, — L. Por el Teorema 1.23,

L = {\,.zn £n. Entonces, dada n € N, tenemos que £ C L,, por lo que

K< @)L < (D)~ H(£La),

de donde podemos considerar la componente }C,, de (9f)‘1(£,,) t:al que K C
Kn. Notemos que . L :

K €Kit € ()7 (Lnst) € €



asi que IC,..H n}C #£0y, como’ /C ‘es una componente de ("’f)“(lln) result
Cque K © Ky “Entonces {K. },,Em es una’ ‘sucesion. clecrec1ent:e por lo que’si
: ﬁ/Co = Nhen Kns p01 el Teorema. 1.25, IC,. = ICO g

+ Ahora b1en como IC C IC,, para ca(la ne N por el Teorema 1.15, IC C lCo
P01 otro lado, cada elemento £, es localmente conexo. Entonces, por el:
Teorema 1.48, cada L, es conexo por traycectorias. Luego, por el Teorema
7.5, 2/(K,) = Lp. Ademass, en vista de que X, — Kp, tenemos que £, =
27 (K,) — 27(Kp). También es cierto que L, — L. Por tanto 2/(Kp) = L v,
por consiguiente, Kp es un subconjunto conexo de (2f)7!(L£) que intersecta -
a la componente K de (27)7'(L£). Luego Ky € K. Esto muestra que IC /'Co :
v, ademds, 27 (K) = 2f(K,) = L. Entonces 2/ es confluente.

Combinando lo anterior con el Teorema 7.2, resulta que las aﬁrxhaciones z)
v ii) son equivalentes. De manera similar podemos ver-que las aﬁrmacxones
i) y ii7) son equivalentes. Entonces tamblen las’ aﬁrmacmnes zz) 'y i) lo
son. : L

Ahora veremos que, en el beorema a.nte i
localmente conexo es esencial. :

Ejemplo 7.9. Eziste una funcién conﬂue
2/ y C, (f) no son confluentes.
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up = (1,,. + ,,) o= (1 w_.‘x

v Ly = usw, entonces l(L ) = I(L2)

i) A es un arco contenido en Bl L_J Bg

n) -1 es un arco contemdo,en Sy

L E:n el caso 1) com
o Ac By, Supongamo que
s < ty que L

~-Luego:

YA = {(r, 0): 0= Zr-sen (1 —~ > iy :T‘:‘e[sv’,t]} 8
Por tanto, f~!(A) es un arco contenido en. -11 De la ﬁilsmé manera se

tiene que si A C B», entonces f~!(A) es un arco contenido en A,. En ambOS‘ i
casos fT1(A) es conexo y f(fH(A)) = A. :



Ademas D, y Ds son: cone‘cos y ajenos Por tanto -son las componentes
de f~1(A). Mas adn, F(D1) = F(D2) =4, Por iltimo, si A = Sy entonces

F7HA) = Sx y f(Sx) ='A. Supongamos ahora que A satisface iii). Si A es
homeommfo a B U Sy, entonces existe 1 <'¢ <2 tal que Ay f71(A) quedan
determinados de la siguiente manera - :

A= {‘(‘r,@): 6 ='7rs'e'x.1n (1 i 1') yl<r< t} U Sy,

-r) y1<r§t}USx.

FA) = {(r, 0): 0 = sen (1i

2

Entonces f~!(A4) es un continuo homeomorfo a A, USx.y f(f~1(4)) = A.

De manera ansloga si 4 es homeomorfo a B, U Sy, entonces. f~'(4) es un

continuo homeomorfo a A>,U Sy cuya imdgen, bajo f, es 4. Supongamos, por

tiltimo, que A satisface iv). Utilizando argumentos similares a los anteriores,

sucede que f~!'(A) es un subcontinuo de X, homeomorfo a X y cuya imdgen

bajo f es A. Tenemos, por tanto, que la imdgen de cada componente de
~1(A4) es, en cualquier situacidn, igual a -i. Entonces, f es confluente.
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Ahora veamos que 2/ no es ‘C‘onﬁuente Conv enlmos en que si K es un-
subcontinuo ‘de..X o bien'de Y,y K es un arco con puntos extremos z y
1, entouces I = zy. Si [\ estd coutemdo en S',\- o bien en Si- convenimos,
acdemads, en que el arco zy estd recorriclo en el sentido de las manecillas del
reloj. En cualquier situacién, denotaremos por [(xy) a la longitud del arco
xy. e TR LY :

Counsideremos, en C(Y), los siguientes conjuntos

Va =4 U C(wvl,Ll)\U C,( 2, Lg)

en donde C(wvl, 1) = {K € C(Sy): jy . C I\’:"C" Ly} v, andlogamente,
C'(vaw, La) {K € C(Sy): ww Cc K'C L')} No es dificil ver, que los
conjuntos C(zuvl, 1) ¥ C(vaw, L) son arcosen: C(Sy) Por consxgulente,
dichos conjuntos son subcontinuos de C’(Sy-)

Notemos ahora que cada elemento de yl,ya
manaos que:

3 ys es un arco en Y. Aﬁr-‘

' Deﬁndmos ahom g: [0,00) = y1 como g(f)
elemento de YV tal que ry <; 12 y I(zr) =
punto extremo de 7. Notemos que g.e€s myectwa, pue
entonces T2 = g(t) = g(t2) = s192, l(::vl) = tl, l(zsl)
51 <. . Entonces, r; = s, ¥, por tanto, t, = t5." Ahor \eam s'que g
es suprayectna Sea 7y € ) v, sin perder. oenerahdad supon amos que, B




Entonces, 51 t l(z-rl) sucede que g(t)

: : Para’ ver'que g es continua, sea € >:0.-Supongamos.que t,s € [0,00)
":-son tales' que |t — s| ‘< e -Hagamos g(t) = 7 72 ¥y g(s)-= 5152. Sin perder’
generalidad, podemos suponer que ¢ < s. Entonces dz=(ry,51) < U(r151) <€
" Tenemos entonces, que g(t) y g(s) son dos arcos en By con la misma longitud
y tales que la distancia entre sus primeros puntos extremos e€s menor que
e. Entonces H(g(t),g(s)) < e. Esto muestra que g es continua. De manera
similar podemos ver que g~! es continua.

De lo anterior tenemos que g es homeomorfismo y, en consecuencia, YV, es
conexo. Andlogamente se demuestra que ) es conexo. La prueba de que )}
es conexo también es similar. En efecto, para el punto w = (1, #) definamos,
como antes, una relacién de orden <, en Sy como sigue: z <, ¥ si y sélo si
wz C wy. Supongamos que [(wuz) = p y notemos que p = 27 — L. Definamos
ahora g: [0, p] — V4 como g(t) = ri72, donde 72 es el unico arco en YV} tal
que 7y <4 72 ¥ {(wr) = t. Una prueba similar a la anterior, hace ver que g
es un homeomorfismo. Por tanto, 3 es un subcontinuo de C(Sy). Ademads.
YV} intersecta a los subcontinuos C(wv,, Ly) y C(vew, Lz) de C(Sy) en los
elementos L, y L4, respectivamente. Luego )3 es un subcontinuo de C(Sy)
v, asi, 1) se cumple.

Afirmamos ahora que:
2) Cley (1) = U Vs,

Para ver esto, tomemos un elemento K € )j. Entonces K es un arco
zy en Sy recorrido en el sentido de las manecillas del reloj. Sea {z,}.em
una sucesién de puntos en B, que converge al punto z. Para cada n € N,
sea r,y, el arco de longitud % contenido en B; y tomado en el sentido de
las manecillas del reloj. Es ficil ver que la sucesién {z,¥.}nen de elementos
de ), converge al arco K = zy. Por tanto K € Clgvy(J4). Entonces Vj <
Cleyy(Jh). Ahora bien, si K € C(wwv,, L,)UC(vaw, Ly) entonces, también es
posible encontrar una sucesién {Z,y, }nen de elementos de )y, que converge al
arco K, de manera que las sucesiones {z, }nen ¥ {¥a}nen convergen al punto
extremo de K diferente de w. Esto muestra que C(wvy, L,) U C(vaw, Lg) C
Cleyy(Jh). Como también es cierto que Y, C Clc(y)(yl) tenemos que yu
Y3 C Clepy (). :
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Ahora sea K € Clgyy(V1). Entonces existe una sucesiéon {z,yn}nen en
V1 que-converge a K. Notemos que para cada n € N, z,1, es un subconjunto
del conjunto compacto B, U Sy Por tanto K C B, U Sy. Mas atin, como
cada arco x,y, tiene longitud 1 3, sucede que K es un continuo con longitud
finita. Luego iK' C B, o bien K C S,-. En el primer caso, resulta que K € Y,.
Con respecto al segundo caso notemos que si a lo mds un nimero finito de
los elementos de la sucesion {x,yn}aen intersecta al conjunto P = {(r.0) e
By: 0 = wof = —x}, entonces la longitud de K es l, , Por consiguicente
I € Y. Si, por el contrario, una infinidad de elcmentos de la sucesién
{20 ¥}z intersecta al conjunto P, entonces K € C(wvy, L) U Cvaw, Ly).
Por consiguiente, K € V;. Esto muestra que Clenyy(Jh) € V1 € Vs y, de (.sl:a.
manera, 2) es cierto. :

De manera similar se prueba que Clg(yy(d2) = V2UV;. Ahora bien, como }
Y1 ¥ V2 son conexos, tenemos que Cleyy (D) ¥ Clc(y)(yg) son subcontmuos, »
de C(Y"). Dichos continuos contienen al continuo Vs, asi que: :

YV =1UN2U Y = Clop)(Q1) U Cleinh (Vo) .

es un subcontinuo de C'(Y). Consideremos ahora, los sxguxentes subcon_juntos
de C(X): S
}

La prueba de que ¥, y A son cone\os es analotra. a 1a. de que yl y y, son
conexos. Afirmamos que: e

P {I\’ e C’(.«\’): K C -41 y l(f(lf))

Mlb—“loll—l

X = {K e C(_.\’)} K CAzy l(f(K))

3) @271 = A

Para ver esto, sea K € (2f)7!(J))). Entonces existe M € ) tal que

S(K) = M. Como M € Y, tenemos que M = mymo C B, y (M) = L. De
la construccién de X y Y se tiene que f~!(B1) = A;. Ademsds [ es mvectwa ;
en A;, de aqui que K = f~'(f(K)) = f~Y{M) € f~YB1) = A,.. Comao. '

f(K) = M, entonces [(f(K)) = (M) = ,l,. Puesto que M es un arco, K es
también un arco. Por lo tanto K € X, asi que (27)~1(3)) Xl Ahora, sea




‘ Ke xl ComoI\ € G’(\’)yI\ A

Ademss," l(f(I\’)) = 2, ‘asiique’ f(K):€
v.,tanto X1 (of)—l(yl) ‘ Esto,prueba.3

’ Deﬁnamos en .3\ = (1,5_,) Do = (1, 2) qii=
cgr="(1,Z=1), qs= (1,% + }). Notemos qu
deremos ahora los siguientes subcon_]unto de:

={1<ezsx\:'

= {KE9S":
Rz—{KG‘)s"':; ta
{Ke"s":.KﬂR -‘-Q)yKnR—#(D}
K0 (DyKnRB#@}

asi como:

}i-— {$4P2,P2$3y$°flyplxl} -
Sg = {K ER3UFK) e C(wvly 1)}‘;
i S-‘-— {I{ E R4 f(I\) [ c('Ug’lU Lo)}



gs - i' ; . CAPITULO 7. FUNCIONES CONﬁLc}ENrES

Paxa ver eqto, sea I\ € S,. Entonces f(I\) e C(Sy) v l(f(I\)) =1
Ademsds; como K C Sy, resulta que p;,p> € K, por lo que w: & Iut‘.s,, (f(K))
Por tanto f(K) € V;. Esto muestra que S C (‘7f)"(y3) De'manera ‘similar,
resulta que S, U S3 € (21)~! (). Es claro, ademds, que S4 u S— USsUSy . ‘
(27)74(3%3). Por tanto, X3 C (2/)7(I%3). A '

Supongamos ahora, que K e (27)~'(Y3). Entonces f(I() es’un subcon—
tinuo de Sy con longitud § o f(K) € C(wwv,, L)) U C(wva, La). Supongamos.
que w & f(K). Entonces p;,p2 ¢ K. Por tanto K C 5, U S5.-Si K es
conexo, entonces I € §; U S,. Por otro lado, si ' no es conexo .entonces
K € S3U SsU S7. Ahora, supongamos que w € f(K). Entonces f(K) =wu,
o bien f(K) = uw. Si K ¢ S; ent’.onces en vista de que al menos uno de py.
¥ P2 se encuentra en K y [(K) = £, sucede que K € Ry UZR2. Luego, I( € S;.
Esto prueba que (‘7f)"1(y3) C X, Luecro 4) se cumple.

Notemos que:

@NH~HY) = (27)~ 1(3’1) U ("’)_’(3’0) uEHTIO) = Xx U Xz u Xs

Ahora bien, las respectivas pruebas de que Cloy (,)71) —' luys y ClQY (yz)
Va U Vs, se pueden adaptar para demostrar que . :

Clq\ (X)) =xU Sl U {plznmpo}

czz\ () =2 52 u {zzm,pzxs}

De lo anterior, se SIgue que X, U.Sl u {pl:z:l, 2‘41)2} v Xo USg U {-Lzl)hpzwa}
son, subcontmuos de 2X; Claramente se tiene que .’ s
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(trus U {mz,zip PO U Sg U {I'zpl,lel»'a}))ﬁ(Sa USiUSgU S7) =0.

Supongamos ahora que K € Clyx(S3 U S;) U Sg U S7. Entonces, como
S3 US; USgUSy C (21)"1(V3) N25% y el conjunto (27)~!(Vs) es compacto,
resulta que K € (29)~'(¥3). Ademds, (27)~1(J%) c 25% por lo que K € 25x
Ahora bien, si K es el limite de una sucesién en S; y suponemos que p;,p: &
K, entonces K es el limite de una sucesién de conjuntos disconexos, en donde
algunas componentes estdn contenidas en S| y otras en S». Luego, K posee
la misma propiedad. Como cada elemento de dicha sucesién tiene longitud %
¥ su imagen es un subcontinuo de Sy, al pasar al limite, dichas propiedades
se preservan. Por tanto, K € &S;.

Supongamos ahora, que K es el limite de una sucesién de elementos en

83 y que alguno de p, y p2 estd en K. Como K € (2/)~'()%s), resulta que

F(K) = wu, o bien u,w. En vista de que los elementos de la sucesién que

converge a K son disconexos y que cada uno de ellos estd contemdo en la

unién de un arco en Sy de longitud 1 3 Y su.arco antlpodo a.l pasar al limite,
tendremos que K &€ 721 U R.. Entonces K € Sy.

Hemos hecho ver que Clgx (S;,) C S3U 54 \'otemos a.hora, que
= (RN (27) N (wur)) U (R2 N (27) 7 (uaw)) .

Por tanto, S; es cerrado en 2. Por consiguiente, el conjunto Sz U S; es
cerrado en ‘7'\' De manera similar se prueba que los conjuntos Sg y S7 son
cerrados en 2%. De esta manera, los conjuntos Cp = X, U S U {p171, Zap2},
C, = A US, U {zap1,p2x3} ¥ S3 U Sy U Sg U S7 son cerrados, -ajenos dos
a dos y su unién es (27)~1()). Por consiguiente, si C es una componente
de (27)~'()), entonces C = Cp, C = C;, o bien C C S3 U S; U Sg U Sy (se
puede demostrar que, de hecho, §3U S, U S5 U S; es conexo. Sin embargo,
para efectos de la demostracién, esto no es necesario). Ahora bien, en el
primer caso, tenemos que 2/(C) = 2/(C;) = M1 UYVs % V. En el segundo caso,
resulta que 2/(C) = 2/(C,) = VU Y3 # V. Finalmente, en el tercer caso
2f(C) € 2/ (S3 U S, U S US7) = V3 # V. Por lo tanto 2/ no es confluente.

Veamos que C(f) no es confluente. Para esto, definimos Y = yl'u yg“
Y3 como antes. Siguiendo la misma demostracién para 2/, mantemendo la
notacién, resulta que Sz = Sy =S =87= (Z) Por consiguiente:
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son las componentes de C'(f)“(y)
cada una de ellas no es V. Luego, C(f) no es conﬂuente

Supongamos ahora que n > 1. Para ver que C,(f) no ‘es’ confluente,
considerernos el continuo Y como antes ¥y, siguiendo la prueba para el caso de:
2/, respetando la notacién, consideramos ahora los elementos de Sz;", S5y S
que estén contenidos en C,(.Y). Entonces, resulta que si C es una componente
de C,(f)~'()), entonces C =Cy, C =Cy 0o bien C C S3 U S, U Sp U S7, v en
cualquier situacién, su imdgen bajo C,(f) noes V. =

[19, Teorema 18] se Demuestra el siguiente resultado:

Teorema 7.10. Sean f: X — Y una funcion contznua entre contmuos, Yy
n > 3. Entonces C,(f) es conﬂuente siy solo si f es monotona : :

Observemos, que para n.>> 3 este resultado prueba. que 1a'funcxon Ch (f)
en el EJemplo 7.9 no puede ser confluente, pues es claro que f no ‘es monotona
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Capitulo 8

Funciones OM

En este capitulo veremos la clase de las funciones OVI y.su relacwn con. la.s i
funciones inducidas. Como hemos venido suponiendo, f: X Y represen-
ta una funcién continua y suprayectiva entre los contmuos X

Teorema 5.2] se demuestra el siguiente resultado

Teorema 8.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) f es una funcion OM.
i) 27 es uﬁa funcio’n OM.
1.1.1) C(f) es una funcion OM.

; A lo 1<1rﬂo del capxtulo, probaremos aldunas de la.s 1mphcacxones esta-
,blemdas en el teorema anterior. Para’tal efecto necesxtaremOS del 51gu1ente

C la componente-de’ C,.(f)“l({p}) ta “ue
subcontinuo de C,(X) tal'que: K

Entonces," por‘el Teorema’
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1 34 a(C) = U 1ec Aes conexo. ‘\demas ‘és clar _,que o-(C) C f“‘(p) como‘ :

o © /K es una componente de f~ 1(p) y. 1\ C a(C), ‘rebultd que 1\ ‘ ,a(C)

o Veamos que Cn(K) = C. Tome‘mos prlmero un elemento C c C' (1\)

Como C C K, entonces f(C) C f(K) = {p}, asi que C € Ca(H)T U
Esto muestra que C,(K) € Co(F)~({p}) ¥, como’'C es:la’ componente de
C.(F) ' ({p}) ¥ C comparte con C,(K) el elemento K, resulta que Cn(K) C
¢. Tomemos ahora un elemento C € C. Entonces C C ¢(C) = K, por lo qne
C' € Cu(K). De esta manera C C Cy (K)'y, por con51gu1ente,_ C (I\)»—- C.

Lo anterior termina la demostracién paxa el co.so cle C (f) La respectiva
priueba para 24 es similar. i , |

En el caso de F,(f) tenemos el sxgulente resultado :

Lema 8.3. Sipe Y y K es una componente de f- 1(p) entonces, para cada
n € N, F,(K) es una componente de F,(f) ' ({p}): :

Demostracién. Como f(K) = {p}, tenemos que F,(K) C FL(f)~"Y{p}).
En vista de que F,,(KX) es conexo (Corolario 1.45), podemos considerar la
componente C de F,(f)~'({p}) tal que F,(K) C C. Notemos que C es un
subcoutinuo de 2% tal que F1(K) € € N C(X). Entonces, por el Teorema
1.34. 0(C) = U, ec 4 es conexo. Ademads, es claro que K € o(C) C f~'(p) v,
como K es una componente de f~!(p) y K C o(C), resulta que K = o(C).
Por tanto, si A € C, resulta que 4 € F,(X) ¥y A4 C ¢(C) = K. Luego,
A € Fo(K). Esto muestra que C C F,(K). Por tanto C = F,,(K). [ ]

Utilizando los lemas anteriores, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 8.4. Si alguna de las funcwnes , Ca(f) o Fio(f) es OM, entonces
[ también lo es. ;

Demostracién. Sea A € {2f,Cn(f),"F,.(f)} v supongamos que A es OM.
Tomemos un punto y € Y y una sucesiéon {ym}men en Y tal que lim vy, = y.
Entonces la sucesién {{ym}}men converge a {y}. Sea K una componente .de

F~Y(y). Definimos ahora X como sigue: si A = 2/, hacemos K = 2K; i

\ = Cn(f), entonces K = C,(K); finalmente, si A = F,(f), consmlera.mos.{'gl o

que K = F,(X). En cualquier situacién £ C 2% v, de acuerdo con. los lemas’.
8.2 y 8.3, K es una componente de A7 ({y}). . EONE
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En vista cle que A es O\I po el Teorema. ene;ixéls.»dlkle;;

Kn lun Sup A-l({ym}) ’;e (o

Tomemos un elemento L en esta interseccién.. Enl:onces L. e K y, por
el Teorema 1. 20, existen una subsucesién {ym., }ren ce {J,,,},,,eu v elementos
K€ A" '({ym.}) para cada r € N, tales que la sucesién {K,},en converge
a L. Mostraremos ahora que L C lim sup f~!(yn). Tomemos entonces un
punto £ € L. En vista de que {¥m, }ren ¢s una subsucesién de {ym}mnern,
basta con demostrar que, para cada r € N, existe un punto z, € f~ (ym,)
tal que la sucesién {x,}.en converge a . En cfecto, como L = lim inf K.,
por el Teorema 1.20, existe una sucesién {z,},en que converge a = en donde,
dada r € N, sucede que z, € K,. Luego f(z,) € f(K,;) = {ym.}, por lo que
zr € 7 (Ym,) como se queria. Esto prueba que z € lim sup f~!(y.). Luego’
L C lim sup f~'(y¥m). Ahora bien, como K C 2%, tenemos que L € 2¥. Por
tanto, L C K. Por consiguiente, K Nlim sup f~!(yn) # 0. De esta manera,
aplicando de nuevo el Teorema 2.25, f es OM. . Cm

Supongamos ahora, que f es OM. Entonces f = hog para alguna funcién
mondtona g y una funcién abierta h. Por tanto, 2f ‘= 2" 0 29. Como ¢
es mondétona, por el Teorema 5.1, la funcién 29 es mondtona, y como h es
abierta, por el Teorema 6.1, la funcién 2" es. ablerta Por: tanto, 2/ es OM.
Tenemos entonces el siguiente resultado: .

Teorema 8.5. Si f es OM, entonces 27 es OM'

Ahora bien, si f es OM y escribimos f =h.o. g, _entonces Chn (f)
Cn(h) o Cu(g) v, por el Teorema 5.1, Cp(g) es mondtona.. Sin embargo,
por el Ejemplo 6.11 , existen funciones abiertas fp:tales que ninguna de sus
funciones inducidas C,(fo) es abierta. Por tanto, no podemos asegurar que
Cn(h) es abierta y proceder como antes. En [32, Teorema 5.2], H.. Hosokawa
utilizé el Teorema 2.25 para hacer ver que si-f:es OM; entonces C(f) es OM.
En este trabajo, no presentaremos esta demostracién y prefenmos remitir al
lector a la referencia anteriormente dada.

En el caso de F,(f) tenemos el siguiente resultado.:
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ma 8 6. 51 f es. Oz\/[ entonces Fo(f) es. Oz\/[ [

Demostracxon Como f = hogcon'yg monotona v

h, a xerr.a., entonces
’ ’Fz(f) = F(h) o F3(g), por el Tecorema 5.1, Fo(_t]) es monotona., y por el
< Teorema 6.8, F>(h) es abierta. Luego, Fa(f) es O\[ B |

P"l.l‘d n 2 3 no podemos proceder de.la misma ma.nera. pues por el, EJexnplo
6.11, existen funciones abiertas f tales que Fn(f) no es dblei a;rasi*que no
se puede asegurar que F,(h) es abierta. Para n = 2, vemos a conmnuacxon
que si f es OM, entonces Cy(f) es OM. Posteriormente, mostmr mos con un -
ejemplo que el resultado anterior no se cumple para n > 3

Teorema 8.7. Si f es OM, entonces Ca(f) es OM.

Demostracién. Por el Teorema 8.1 tenemos que la func Sn
Afirmamos que:

1) siP. € C(Y) ¥ {Pmn}men es una sucesién en C’(Y) tal que' P — P‘~
entonces, para toda componente E de f“(P) sucede que S

(It sup C(f)f‘ (Po)) ACUY(P) N C(E) £ 0.

“Para ver 1), recordemos que las funciones OM son confluentes. Por tanto
fes confluente, asi que f(E) = Py E € C(f)"!(P). Sea K la componente de
C(F)~'(P) que contiene a E. Como C(f) es OM, por el Teorema 2.23, existe
Ae Knlimsup C(f) " (P,n). En vista de que X < C(f)~}(P), tenemos que

A€ (limsup C(f)"HPL)) NC(H(P).
Mostraremos ahora, que también .4 es un elemento de C(F). Para esto,
sea D = g(K) = Uger B- Como £ € KN C(X), tenemos por el Teorema
1.34, que D es un subconjunto conexo de X. Ademas D < f~!}(P). Por tanto,

D = E, pues E es componente de f~}(P)y E < D. Ahora bien, como 4 € K,
entonces .1 C D = E. Luego, 4 € C(E) ¥ 1) se cumple.

Afirmamos ahora, que:

2)siPyQ e C(Y), Ey F son componentes de fTY(P)y de f- He),
respectivamente y si {P,,‘},,,Em M {Qm}meN son.-sucesiones en. C(Y’)
que convergen a P y a @, respectwamente entonces existen A . €~
C(EYN C(f)“(P) vy B € C’(F) ﬂ C(f)"(Q) tdles que AU B €
lim sup C"’(f) (Pru U Qm) L 2 < : e ! .




Pox 1), e‘clst"

o —1 E‘(hm sup C(f)“‘(Pm)) n C(f)“(P) n C'(E)

Por tanto, e\1sten una subsucesnon {mu}ren de {m}meN y elementos Ak e‘
C’(f)‘l(P,m) tales que .4x — A. Observemos que' {ng}keN es’una subsuce— .

sién de {Qn }men, asi-que ka — Q Otra v
un elemento : :

Por tanto, e\1sten una subsucesxon
By, € C’(f)‘ (Q,,.,") tales que Bk =

Ahora bxen pam pr

de Co(f)~YW(P) y: {Pm} =y una’'sucesién’en Cz(Y “tal quei P, < P \/Iostra-,
remos que: i

}Cﬁhm sup Cq(f)_‘(P ) —*‘0 o

Para esto, fijemos un elemento D e ot ¥ consxderemos dos casos. Pmmero
supongamos que P es disconexo: Combo P. € C')(Y), sucede que P tiene justo
dos componentes R, v R». Es claro que P = R, U R;."Como: f(D) = P,
tenemos que D no es conexo. En vista de que:D € C2(X), sucede que D
también posee justo dos componentes D, y Ds. Ademas, D = Dl U Ds y, sin
perder generalidad, f(D,) = Ry f(Dz) ="Ro. )

Como la sucesién { P, }men converge al subconjunto disconexo P pode-
mos suponer, sin perder generalidad, que cada elemento P,, es disconexo.
Por tanto, como P,, € C2(}"), el conjunto P, posee justo dos componentes
RT* v R3*. Entonces P, = R U RF* y, sin perder generalidad, podemos
suponer también que B® — R; y que RY* —» R,. Sean E; la componente de

;por:latafi macnon 1), e\xste i
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s .(Rl) que contiene a D, v Ey la componente de f- 1(R ) que contlene a ;

Dy Hacxendo Dg = E, U E, se tiene, por la confluencia de f, que f(Dg) =

fComo ‘D=DUDs C E;}U E>s= Dy v D intersecta a cada componente clc‘

i Dy, existe un arco ordenado A en 2¥, de' D a Dg. Ademads, por el Teorema
7.1:34, tenemos que .4 C C3(X) ¥, por el Teorema 1.39, A C Cg(f)“(P)
- ',‘Como ‘D € AN K resulta que A C K. En particular Dy € K. :

.-\pllcau(lo la afirmacién 2) a los conjuntos Ry y R, las componentesr
E{ ¥ E. y las sucesiones {R7}uen v {RJ}men, tenemos que existen .—11

C(EY) ﬁC(f)_‘(Rl) v Ao € C(ER) nc(f)_l(Rz) tales que : -

AU 4y € lim sup Co(f) YR U RY) = lim sup Co(f) "N P).

Sea D’ = AU A,. Entonces, f(D') =Py D' = 4,UA; C ELUE,; = Dy
Ademsds, cada componente de Dy intersecta a D, por lo que existe un arco
ordenado B en 2V, de D’ a Dy. Por un argumento andlogo al efectuado antes
para el arco ordenado A, obtenemos que B C K. Por tanto:

D' e Knlim sup Co(f)" 1 (Pn).

Esto termina la prueba en el caso en que PP es disconexo. Supongamos
ahora que P es conexo. Como D € (C,(X), resulta aue D tiene a lo mds
dos componentes D; v D,. Ademads, podemos considerar las componentes
E, y Es de F7'(P) que contienen a D, y Da, respectivamente. Notemos

que si D es conexo, entonces Dy = D, y E = E,. Ahora bien, como f es
confluente, f(E,\) = f(E»2) = P.Sea Dy = E,UFE,. Entonces, D = D,UD, C
E{ U Es = Dy vy, considerando un arco ordenado de D a Dy podemos ver,

como lo hicimos antes, que Dg € K.

Notemos ahora, que cada conjunto P, posee a lo mds dos componentes
R ¥ S;m. Dada la compacidad de C(Y"), existen subsucesiones {Rm, }xen ¥
{Smtren de {Rm}tmen ¥ {Sm}meri, respectivamente, tales que R,,, = Ry
Sm, —+ Scon RS € C(Y). Como P, = RpnUSm ¥ P — P, entonces
R, USmk — P. Como-también R,,, USn,, — RUS, tenemos que RUS = P.
De aquique RC Py fYR) C f"(P)

Tomemos un punto ¥y € R. Como f(E,) = P, existe z € E, tal qué ;
f(®) = y. Eutonces, z € f~!(R). Sea F la componente de f~!(R) tal que
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z €E. Entonces E' es un subcon.mnto cone\o de f l(F’) que intersecta a.la
 componente’ E1 de f~!(P)'en el punto . ‘Por tanto, E'C E|. Anélogamente,
- existe una componente F de f~'(S) tal’ que F'C E5. Aplicando la afirmacién
2).a:los conjuntos R y S, las componentes £ y F y las sucesiones {Rm, }ren
¥ {Su., Yren, tenemos que existen A G C(E) N C’(f)“(R) y BeC(F)n
C(f)“(S), ales que:

f D""—f .4 U B 3 lx’ni sup Co(f)‘l(R,,,k U Sm,) = lim sup Ca(f) ™ (Prn,)-

: Ademas, por el Teoremd 1.19, lim sup C3(f) ™' (£m,) C lim. sup C'z(f)‘l(Pm)
,Por tanto D! € 11m sup Cz(f)"(P )J \otemos a.demas que

son O\I En efecto, si f .\ — Y es una funcién abierta‘e
identidad en X, entonces 1x es mondtona y f = folx esl
una funcién mondtona con una abierta. Luego, f es OM:

composicion de .+

-

Ejemplo 8.8. FEziste una funcion OM f: X

— Y tql":qluer',,.pz'n:guﬁ'avﬁ‘m‘cio’n
Cn(f) es OM, para n > 3. ~ E

Justificacién. Consideremos, en el plano R2, los comuntos .\ = [ 1,1} x
[0,1] ¥ ¥ = {0, 1] x [0, 1]. Definimos f: X — Y como f(z,y) = (|z],v), para
cada (z,y) € X. En vista de que f es una reflexién con re:pecto al eje de las
ordenadas, f es abierta y, por tanto, OM.

Consideremos ahora los siguientes subconjuntos‘de X -

A ={-1,0}x[0,1] y A, = {0,1} x [0, 1].
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) Consxderemos ademss, el snbconjunto B = {0 1} x [O 1] de Y. Es claro
que f(A4_1) = f(-4,) = B, por'lo que A_i'yiA; € Cn(f)~'(B). Notemos,
ademds, que Cp (f)"‘({O}x[O 1]) = {0} %[0, 1] Por tanto, si 4 € Cn(f)~Y(B)
v - tiene al menos 3 componentes; entonces AN ({=1} % [0 1) v AN ({1} x
[0, 1]). Como consecuencia de esto, tenemos que:

Cu(N)7H(B) N B 'f').(f?—,!)._;= {41}

Ca(HN™HB) nB"" "’(4 ) = {4,}.

Por consiguiente, A_, y 4, son puntoq alslados de C, (f)‘l(B) Entonces :
si hacemos K = C,,(f)~1(B) — {4,, 41}, resulta que Clc”(])—l(g)(lc) =K
Por tanto, K es cerrado en C,(f)~!(B). Observemos que si A €., entonces’
{0} x [0,1] < A, An({-1} x[0,1]) # @ y 4N ({1} x[0,1]):5 0. Luego
A C A_jUA, vy cada componente de A_;U.A, intersecta a-4. Por con51gu1ente,
existe un arco ordenado A en C,(X) de A a A4; U A_;. En vista de que-
F(A) = f(A,UA,), por el Teorema 1.39, resulta que A C /C Esto muestra. .
que KC es conexo por trayectorias. ; » : ©

Ahora bien, C,,(f)"Y(B) = {A 1 Ju{4} UKy ‘lé ﬁnio _]enaPor L
tanto, {A_1}, {4 } v K son las componentes de Cr (f)"1 B onsideremos
el conjunto { 2} . Notemos que: o

T—l’nl""’nl s

1 3 2(n = 2) -i—“’1' \:

20n - 1) 2(n—1)""""" ‘7(n—-1) _

es el comunto de los puntos medios de los. mter»a.los [n_l, n':l] coh e

{0,1.,2...., . — 2}.:Sea {Ty }men -una sucesién, est;nct;amente creciente de

elementos en el mtervo.lo abierto (O, 2—(-,;-__—1)) “tal que hm .7:,,,
.Idd m E N ¥ cacla. ke {0 1,...,n— r’} hagamos

=, 2(n_l).Para

2k+4-1
am(ZL.,.l) = 3(n—1) — Tm,

Y consxclelemos el s1gu1ente subcomunto de- B

= ({0} x <U [c’m("l\.+l)) bm(2k+l)] :

Ak=0:

U@} x 0,1
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Observemos que cada Bm tlene n componentes, v que la sucesién {B,,,}meN'
converge a B. De acuerdoicon el Teorex_na. 2.25, para ver-que Cr(f) no es'una
funcién OM, basta demostrar’ que ‘KM lim sup C, (f) '(Bm) = 0. En efec-
to, si A € lim sup Cu(f)~}(Bm), ‘entonces’ xiste.una sucesién {Am. ren en’
CL(X) tal que Amk =AU —&,,,L) B,,,L ‘para’ ‘cada k € N. Notemos que
B, = f(4dm) — f(A) ¥y, coino tamblen B,,,k —) B ‘sucede que f(4) =
Por tanto 4 € Chn (f)“(B) :

’ S
trey11]—
CCH]

(o]
freaNn}[iecandf
O > t T i

X Y

Dada & € N, tenemos que B, tiene n componentes y n — 1 de ellas
estdn contenidas en {0} x [0,1]. Ademids f(A4,,) = Bm,, asi que 4,,, tiene
n componentes. Mds atn, como C,(f)~'({0} x [0,1]) = {0} x [0,1], n — 1
componentes de 4,, estin contenidas en {0} x [0, 1] ¥ la componente de A4,
que falta es {—1} x [0, 1] o bien {1} x [0, 1]. Ahora bien, en vista de que la
sucesion {4, }ren es convergente, dicha sucesién es de Cauchy. Por tanto
existe V € N tal que H(A4pm, . 4, ) < § para cada & y 7 € N. Entonces, dados
k.r € N, si una componente de 4,, es {1} x [0, 1], entonces dicho conjunto
también es una componente de 4,,,. Tenemos entonces, que {1} %[0, 1] es una
componente de -,, para casi toda & € N. Entonces, {1} x {0,1] C 4,,, C
A, para casi toda & € N y, por el Teorema 1.15, {1} x [0,1] € 4 C 4,.
Finalmente, como 4 € C, (f)“(B) tenemos que A = A4,. Luego A & K y,
por lo tanto, C,(f) no es OM. o u

Cabe mencionar aqui, que con el Teorema 8.7 y.con 'e‘l"' EJemplo 8.8 se
muestra por primera vez, un resultado va.hdo para C’(f), que no se puede
extender a C,(f) para n > 3. . - A
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