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Introduccion.

El presente trabajo se encuentra situado enuna rama de la. Topologla de Con—
juntos UHamada Teoria de Continuos.  Un. continuo’ es un‘ ebpacu) metrl(.o X
que a su vez es compacto y conexo. Los therespa ios.de studiaremos - -
son las familias ; i e

= {A C X : Aescerrado y.no vacio}

<

C(X) = {A E 2¥ A es conexo},

a los que se les da la llamada métrica de Hausdorff.

El estudio de los Hiperespacios aparece alrededor de 1900 con los trabajos
de Hausdorff y Vietoris. La métrica de Hausdorff fué definida por Pompiu
en 1903 y retomada por Hausdorff en 1906 en un contexto mds general, que
incluye a los hiperespacios de un continuo. Esta métrica aparece también en
el famoso libro de Hausforff [23], publicado en 1914, en el cual se define por.
vez primera el concepto de topologia usando vecindades. Recordemos que la
nocién de espacio métrico fue definida por Frechet en 1906.

Entre 1920 y 1930 se determinaron una buena cantidad de resultados
con respecto a la estructura fundamental de los hiperespacios. En 1922, por
ejemplo, Vietoris probé en [41] que 2% es compacto y, en 1931, Borsuk y
Mazurkiewicz probaron en [6] que 2V y C(X) son conexos por trayectorias.
En 1942 aparecié el articulo {30} de J. L. Keley, en el que se habla de una
gran cantidad de tépicos de la Teoria de Hiperespacios. En dicho articulo
se introduce, por primera vez, la nocién de funciéon de Whitney, considera-
da hoy en dia como una de las herramientas mds importantes en esta drea.
También en este articulo se establecen, por primera vez, las propiedades fun-
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damentales de los continuos hereditariamente indescomponibles y se.define
-una propiedad, bajo la cual los hiperespacios son contraibles. Esta propiedad
se conoce, hoy en dia, como la propiedad de Kelley

"La propiedad de Ielley ha resultado ser, por si misma, de grzfn interés, en
,."buena parte, debido a su belleza. En 1977, por ejemplo, aparece un articulo
“de R.'W. Wardle [42] dedicado exclusivamente al estudio de dicha propiedad.
En él, se establecen varios resultados que han sido importantes y objeto de
estudio, en aras de encontrar generalizaciones a los mismos. MNds adelante
en el capitulo 3, presentamos una serie de resultados obtenidos por J. J.
Charatonik en el aiio de 1983, que generalizan los de R. W, Wardle.

Otra propiedad importante es la de suavidad. Histéricamente, dicha no-
cién se definié para una clase de continuos llamados abanicos y, posterior-
mente, se extedidé a la clase de los continuos llamados dendroides. Después
G: R. Gordh Jr. la generalizé para la clase de continuos que contienen pun-
tos de unicoherencia hereditaria y, finalmente, T. Maékowiak la definié para
_ cualquier continuo [33]. o

La intencion de este trabajo es estudiar, tanto la propiedad de-Kelley,
como el concepto de suavidad como fue definido por T. Macékowiak. ‘Con
respecto a la Propiedad de Kelley, en el capitulo 2, presentamos una serie
de propiedades fundamentales de la misma, asi como formas equivalentes
de escribirla. También vemos su relacién con algunos tipos de continuos 'y
mostraremos una serie de funciones, definidas en términos de un continuo X,
cuya continuidad equivale al hecho de que X posee la propiedad de Kelley.

En el capitulo 3 mostramos una serie de resultados que involucran la
preservacion puntual de la propiedad de Kelley. Dichos resultacdos se derivan
del problema de encontrar una clasificacién de las funciones continuas que
preservan la propiedad de Kelley. En el capitulo 7 hacemos un estudio de la
clase de los continuos tales que todos sus subcontinuos poseen la propiedad
de Kelley.

En cuanto a la suavidad, seguimos bdsicamente el mismo modelo anterior.
Primero, en el capitulo 4, presentamos una serie de propiedades fundamenta-
les de la misma, asi como formas equivalentes de escribir dicha propiedad. En
este mismo capitulo vemos que, una serie de resultados cdados en términos



" de la propiedad de Kelley, permanecen vilidos en el contexto.de:la suavi--
dad. Mostramos, incluso, una funcién definida en-términos:de un‘conr.inuof
X, cn\'a. continuidad equivale al hecho de que .\ es suave. En el capitulo a,
estudmmos la preservacién de la suavidad bajo funciones continuas.

‘En el capitulo 4 vemos, tamnbién, como la nocién de suavidad se relaciona
con la propiedad de Kelley. En el capitulo 6 mostramos que la suavidad de los
"hiperespacios del continuo Y implica la propiedad de Kelley en X. También
probamos que la suavidad del producto cartesiano .X' x Y7, de los continuos
X ¥ Y implica que tanto X como Y tienen la propiedad cle I\ellev.

Este trabajo es autocontenido en la medida de lo posible. Suponemos
que el lector esta familizarizado con los conceptos bésicos de la Topologia de
Conjuntos, principalmente con los resultados fundamentales sobre espacios
métricos, asi como los de compacidad, conexidad y continuidad. En cuanto a
los resultados bidsicos de la Teoria de Continuos, en el capitulo 1 presentamos
una buena cantidad de ellos. En la mayoria de los casos no incluimos las
demostraciones de los mismos, pero indicamos en dénde se puede encontrar
una prueba de ellos.

La cantidad de articulos que se han escrito sobre la propiedad de Kelley,
as{ como sobre la suavidad de un continuo, es tan amplia que es imposible
abarcarlos todos en un trabajo como lo es una Tesis de Licenciatura. Sin
embargo, en la bibliografia, se indican todos los articulos que se encontra-
ron en los cuales se estudian dichas nociones, en algunos casos de manera
importante 3, en otros, como auxiliar para la prueba de otros resultados.

Quisiera resaltar que una buena parte de las ideas que se presentan en
este trabajo, fueron sugeridas por mi asesor el Dr. Gerardo Acosta Garcia y
por el Dr. Alejandro Illanes Mejia.
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Capitulo 1

Nociones Fundamentales.

1.1 Introduccion.

El presente trabajo estd enmarcado en el drea de la Topologia de Conjuntos-
llamada Teoria de Continuos e Hiperespacios. En este capitulo describiremos ' -
los conceptos fundamentales para el desarrollo del mismo. Es preciso decu'.
que algunos resultados que enunciaremos sin demostracidén, se encuentran.
probados en [37]. En cada caso daremos la referencia pertmente.

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio metrzco no degenerado c
y compacto.

Mientras no se diga otra cosa, la letra X representara a-un;continug
métrica d. Ademads, convenimos en llamar.a un espacio no dege i
ma4ds de un punto. De otra manera, diremos que es degenerado

Definicién 1.2." Un subcontinuo de X es un subconjunto no va.czo,

cerrado' :
y conexo de \ :

Observemos que un subcontinuo puede ser degenerado, lo cual no sucede
con los continuos. Esta es la diferencia esencial entre estos dos conceptos.

1.2 Hiperespacios de un Continuo.

1.2.1 El Hiperespacio 2%

En Topologia de Conjuntos entendemos que un espacio es un conjunto con -
una determinada topologia. Ademads, es comin llamar hiperespacios a aque--

1
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NOCIONES FUNDAMENTALES.

llas farmlms de subcomuntos de un‘espacio’
. pledades topologlcas pdrtlcula [ =F ]
posee a’su vez una topologla"q
del espacm dado S

Un hxpereqpamo qu
es el-de los subconjun

Es fdcil.ver que’la famllxa "'\ slcne ma
veremos una’‘manera’ ‘de asignarle lllld. topologla a9’
‘prlmexo Id smmente deﬁmcxon

; ‘Deﬁnxcxon 1. 3 “Sean A € 2N ye > 0. Bntonces,
; conjunto D T e 2

JV(e,_-l) ={z € X: eziste a 3 A ta.l que d(a :z:) < e,}.

) Dados un espacio métrico Y, un punto a E Y. y un nimero e > 0 deno—

taremos por By (e, a) a la bola abierta de radio ¢ con.centro en a. “Cuando el
“contexto sea lo suficientemente claro, denotaremos By (¢, a) sunplemente,pqr

B(e,a). Si A es un subconjunto de Y, utilizamosla notacién cly-(A4) s inty (A4)

v.fry-(A), para referirnos a la cerradura, el interior y la ftontem de A en Y,

respectivamente. EEREIS

En el signiente teorema enunciamos una serie de propiedades élem'enqalés ‘
de las nubes sobre los elementos de 28 Por su‘simplicidad, la. prueba del"
mismo se omite. - : el whl )

Teorema 1.4. Sean A, B C' E X y €, 5 > 0 E‘ntonceS' :

si A c B entonces N (e_ A)»C: 1\1'(5 B),
N(e, A) u: N(e B) \"(e, A U B)

S"*.‘\?*N




L !'mdxcamos una propxedad adlcxonal de H, que se uclhza
cuenma en este trabajo, por‘lovque no sera necesan

2. HIPERESPACIOS DE.UN. CONTINUO

3(eya) = IV(e {a}) por la primera propie-
AC 1\’(5, {a}) ¥y por el teorema anterior,
S o . n

ar una"‘meti‘lca‘en 24 se obtxene por medio de la
[0 oo) deﬁmda, para A v B € 2%, como

Ademis,
ante’ fre-
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; ma\{el,e} Entonces,
B c N(e,4) C N(ea,d) ¥y A C "V(Eo,B) Por lo:tanto, el:conjunto’con el
cual definimos H (.4, B) es:no- vac1o v, c'omo esta a.cotddo mferlormente ‘por
el niimero 0, H esta b1en cleﬁmda i S

similar, existe ¢; > 0 tal que .-l c 1\1 (61,‘3): Seales =

b) H(—l B) > :0‘ pues es el 1nﬁmo de unﬂcon_]unto de nuineros mayores
que 0. : i g :

Com06>0y0 mf{e>0 .-lC '\/(e B)'
‘que existe ¢ > 0 tal que ¢ < 5 'y B C N(e A):
b € N(§, A). Entonces, existe a €= .tal que’ d(a,‘
que B(4,b) N .4 # 0. Por lo tanto; b G cl 4
similar se demuestra que AcC B i

f) H(A4, B) < H(A,C) + H(C B)



HIPERESPACIO

"N (e, C) y C c N(e, A)}

= IN(8,B) y:B,c N(4,C)}

4.V (e, C),C.c N(e, .—l),

CN(@.CYY .
6>0:ACN(c+6,B)y B CN(e+5,A)}

inf{ N> 0 AcC JV(,\ B) y BC N()\,A)}

H(A,B). ~

H(A,C)+H(B,C

Por lo tanto, H es una metrlca en 2-¥ S

Para ver la segunda parte del enuncxa.do sean | 4 B € 2~",y €> 0. Supon-
gamos que H(4, B) < €. Como H(A,B) = 1nf{77 : ‘N’(n, B) Y B C
: 1V(r),A)} exlste 0 < 7 < € tal que A c JV(n, B)

que:

es una familia de abiertos en X que, a su.vez, constituye una cubierta abierta
de A. Para ver esto tltimo, sea a € A."Como A C N (¢, B), existe b € B tal
que d(a,b) < e. Sea 0 < § < € tal que d{a,b) < 6. Entonces a € N(6, B).
Esto muestra que L{ es una cubierta abierta de 4. Ahora bien, como 4 es

compacto, existen 81,082,...,0, con 0 < §; < ¢, paracadai =1,2,...,n tales
que A < UL, N, B). Sea 8o = max{ dy,...,0, }. Notemos que, para cada
ie {1,2,...,n},setiene que N(8;, B) C N (b, B), por lo cual A C N (6, B).

Ademds 0 < §p < € y de, este modo, hemos probado que existe 0 <:8p < €
tal que 4 C N(dp, B). De la misma manera, existe 0 < ¢ < € tal que
B C N{(eg, ). Entonces si tomamos ¢’ = max{dy, €}, sucede que 0 < §" < ¢,
4 c N(¥,B) y B C N(§, A). Luego, por la definicién de H, tenemos que
H(A4, B) < § < ¢. Esto termina la prueba de este teorema. |



6 - - ... .CAPITULO 1. NOCIONES FUNDAMENTALES.

‘A-la:funcién H se.le Hama la métrica de Hausdorff. Observemos que H
estd definida en términos de la métrica d de .X. Deberiamos entonces escribir
Hyg, en lugar de H. A menos que entren en juego dos métricas, o que el

~contexto no sea lo suficientemente claro, la métrica de Hausdorff se denotard o

“simplemente por H. Las mismas consideraciones las haremos con la forma de
denotar las nubes de elementos en 2. En {37, Teorema 4.6] se prueba que .
‘la topologia v en 2V, inducida por la métrica de Hausdorff, es la misma si.se
tienen métricas equiv alentes de Y. )

Cabe mencionar que 2% es compacto, lo cual se demuestra en [38, Teorema.f S
0.8]. M4ds adelante se probari que 2% es conexo por trayectorias (ver Teorema:. ...

1.61). Entonces, 2 es un continuo Y podemos hablar del hiperespacio def»;
2N el cual se define como: - : ;

1:2.2 El Hlperespacm .C’(X)

subcontinuos de 4\ chho hxpere e ue sezdenotara por C( Y), se’ deﬁne o
como: , . «

2%: A'es conexo }.-

Notemos que X € C(X) y que la restriccién a C(X) de la métrica de

. Hausdorff definida para 2%, hace de C(X):un espacio métrico. En [38, Teo-
rema 0.8] se puede ver la prueba de que C(:X) es compacto. Mds adelante
probaremos que C(X) es conexo por trayectorias (ver Teorema-1.60): Luego
C(X) es un continuo y podemos hablar de sus hiperespacios, los cuales son:




1.3. CONVERGENCIA

' 20(‘V) { A C C'( \) A es cerrado y no vac1o}

1.3 Convergenma en 9

- Dado un espacio métrico Y, la notacién ('y,,)n cY: 1nd1cara. que (Yn)a €S una
sucesién en Y. En vista de que 2% es un espacio métrico, podemos hablar de
la convergencia de una sucesién en 2%, utilizando la definicién usual.

Definicién 1.8. La sucesion (A,). C 2~ converge a un elemento A € 2X
si para todo € > O existe N € N tal que H(A,, A) < € para cadan > N.

Si (A,)n converge a A escribimos 4,, — A. Utilizando la nocién anterior
es sencillo demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.9. Sean (A,)a, (Ba)n C 2% tales que An — Ay B - B para_
algunos A, B € 2%, Entonces Ap U By — AU B. .o :

Notemos que, en la definicién anterior,. estamos pensando que los ele- Lo

mentos de la sucesiéon (4,), son puntos de 2 Otra manera de: hablar ‘de’
convergencia en 2%, se obtiene pensanclo’ que ada elemento deila: sucesién -

(A.)n es un subconjunto de X. A continuacién’ mostraremos la forma de
hacer esto. :

Definicién 1.10. Sea (A,,),,-c 2«" E _b'n‘ces‘r:»

liminf 4, ‘{‘11‘6‘ X pa.ra cada € > 0 eziste JV € N ta.l qu' :
‘ B(e:z:)ﬁA 031.n>N'}

: {:z: E \ para cada € > 0, existe .J C N 'Lnﬁnzto, =
tal que B(e,z) N A, # 0 para cada ne. J}

lim s‘up“.k—‘&-,,,

son el hmxte 1nfer10r y el limite superior de (A,l)n,' Te.spectzvamen.te



cribimos lim A, = A. En [3: ; Teorema ER 11] se’ prue noclones de

convergenma. dadas en las definiciones 1.8 y 1.12 son equlvalentes

Teorema 1.13. Sean (An), C 2N y 4 € 2V, E’ntonces An ‘—-) , siy so’lo st

HmA, = A.

De esta manera, y este trabajo no es la excepcién, podemos usar a conve-
niencia las nociones anteriores de convergencia. También, en este trabajo serd
conveniente utilizar una nocién equivalente a los limites superior e inferior en
términos de sucesiones. Antes de presentar dicha equivalencia, recordemos
que si (Y, e) es un espacio métrico, 0% A C Y y y € ¥ entonces la distancia
del punto y al conjunto A esta definida como

D(y, A)=inf{e(y,a):a€ A }.

Si el conjunto A es compacto, entonces:
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D(y, A) = mm{ e(y, q) a€E A}

ipor Io que existe ao € A tal que D(y, A)= d(y, ao) ‘Este resultado se utllxzara ‘
. con bastante frecuencia en el capltulo . En pa.rtxcular ta.mblen se: usa en la
'demostracxon del siguiente teorema‘ : IR

. Teorema 1.14. Si (da)n C 2“‘,.entqnces.

1 z € liminfA,, siy solo s' e.
Y T, € Ay, parae toda n'€: N
2. z € limsupApn si ’!/f?lo'l”
ny < ng < --- Yy puntosx

Demostracién. Primero veamos el-incis

(=) Sea z €'lim i‘xifAk,',.“»Par“a_g:ad t;vbmemas"( Th G‘A,, ‘de manera

que

d(z» zn)

Vamos a demostrar que :z:,l - T Tomemos € > O y N & ‘N ta.les que
B(e,z) N 4, # 0 para todo n = V. Entonces; para cada n => IV, podemos
elegir a, € B(e,z)M4,. Por tanto d(z, a,.) < €. Por la forma en que tomamos
‘a Za, sabemos también que d(z,z,) < d(x,an). Asi podemos’ concluir que'

" d(x,T,) < € para todo n = N. Luego z, — z.

(<) Sea (zn)n una sucesién en X tal que z, — = y zn € A,, para toda ‘
n € N. Veremos que z € lim inf A,,. Sea € > 0. Entonces existe /V. € N tal que
z, € B(e,z) para toda n = V. Por tanto B(e, z) N A, 5# ) para toda n > NV,
lo cual nos dice que z € liminf 4,

~Ahora veamos el inciso 2.

(=) Sea z € limsup 4,,. Sabemos que para todo ¢ > 0 existe un sub-
-conjunto infinito J de N tal que B(e,z) N A4, # 0, para todon € J. En
particular, cuando € = 1, existe J; C N infinito tal que B(1,z)MN A4, # 0 para
todo n € Jy. Por lo tanto, para n, € Jy, podemos elegir z,, € B(l,z) N A,,.
También, para € = I, existe J; C N infinito tal que B(%,z‘) N A, # 0 para
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 1 T, € B(L,IL) M 4,,, para cada k € N \Iotemos que cl(:z: an)
‘ — 0, podemos concluir cue =, — z.

tamblen que a € 'lim supB B Por lo tanto, a€- A ﬁ B SR



L son. ubzertos o bten cerrados en 2 si U es abzerto o cprrado en .\ respectz-
' 'uamente . :

. }Demostramon Supongamos que U es cerrado y veamos que H y K también
lo son: Supongamos que (B,), C 2% es la sucesién constante U. Para ver que
H es cerracdo, sea A € clox(#H) . Entonces; A € 2V y existe (4,), € # tal
que A, — 4. Como A4, € H, resulta que A, C U, para toda n € N. Entonces
Apn — 4, B, - U y A, C By, para toda n € N, asi que, por el Teorema.
1.153, A C U. Luego A € H, lo cual prueba que H es cerrado en 2%

Ahora veamos que K = clox (/C) Sea A € clox (K) . Entonces 4 € 2V y ‘
existe (4p)n € K tal que A, = A4 Entonces Ay AiB, = Uy A;NB, #0
para toda n € N. Por tanto, de. acuerdo con el Teorema. 1 1/, Aﬁ U # 0 Asi

>"acabamos de probar,
"De forma andloga se

\otemos que _\ = U ‘es’
— H es cerrado en 2N Luecro “H-es‘abierto en: 2’
prueba. que i

¥ K ={Ae2¥ zm‘U’_'m} ={Ae2¥iAacx-U}
es cerrado en 2¥. Luego K es abierto en 2Xy la’ prueba termina. k n

Termmdmos esta seccién mostrando una sencilla aplicacién del resultado
.anterior. Notemos el uso de la segunda parte del Teorema 1.7.

Teorema 1.19. Dado A € 2V tal que A C U con U abierto en X, existe
€ > 0 tal que N(e, A) C U.
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Demostracxon Consxcleremos la familia H = {K. e ‘7’\ S K cUY. Pode-.
mos observar que A € H y que H es abierto en 2%, segiin el teorema anterior.
‘Entonces, existe € > 0 tal que B(e, ) C #. Mostraremos que N(e, 4) C U.

Para esto, sea a € N{e, 4) v consideremos el conjunto B = AU {a}. Vamos a

probar que B € B(e, ). En efecto, si b € B entonces b = a o bien b € A. En

cualquier situacién resulta que b € N(e, A1). Esto prueba que B < N(¢, A).

Ademds A C N(e, 4) € N(e, B), pues A € B. Por tanto, B € B(e A) v

entonces B € H. Esto implica que B C U, de donde a € U =

1 4 La Elncién Unidn.

- En esta seccwn definiremos la funcién unidén, la’ cual' nos sera utxl mas ade-
‘lante; especmlmente en el capitulo 6. Para definir: esta funcxon supongamos
'pnmero que: L € 72, V. consxderemos el conjun o :

siun ubconjunto no

unién en. "2

. Teorema,l.z ‘

Demostracién. Dada amilia; & {4}. Clara-
mer}tg a(.A) o

,Teorema 1 2... Sz Le C(?.") y[, a} C(l\ Y#£0, e o :_cAelé_"a(L’). € C(X).
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:Demostracxon Sea L con las caracteristicas mencionadas y supongamos
o que o(L) & C(X). Entonces, (L) no es conexo, por lo cual existen M, K €
2% tales que MU K = o(L) ¥y M N K = 0. Tomemos un elemento B &€
L N.C(X).-Como B-es un subconjunto conexo de la unién de los conjuntos
ajenos AL y K, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B C M.
Conﬁlderemos ahora las familias:

H={AeLl:AcM} y K={AeLl:ANK#0}

Por el Teorema 1.18, H y K son cerrados en 2. Ademds, H # @ pues
~tiene a B. Tomemos un elemento b € K. Como K C o(L), existe A € L tal
‘que b € A. Entonces AN K # @ y, por consiguiente, A € K. Esto prueba
que X # 0. Si existe un elemento 4 en H N K, entonces, como A N K #'0

‘podemos tomar un punto = en dicha interseccién. Ahora bien, A C-M asi .
que z € M. Luego, z € M N I. Esto contradice el hecho de que AL y K son .

ajenos. Por tanto, H y K son ajenos.

Notemos que H UK = £ ya que, por definicion HUX C L y, si’ t;omamosi, .
AeLyAec H, entonces 4 € HUK. Si 4 & H, entonces A ¢ 1\/1 Como-t
A C o(L) = MU K resulta que AN K 3% (. Luego 4 € K y, por.lo‘tanto,
A € HUK. Esto muestra que X y K forman una separacmn de L lo cual es
‘una contradiccién. De esta manera, o(£) € C(X). e .

" De -acuerdo con el resultado anterior, si £ € C?(X), entonces U(C) €
C'(\) . Esto muestra que ojc2(x): C*(X) — C(X) estd bien definida. A
“dicha funcién se le conoce como la funcién unién en C?(X).:

15 "Elementos de Continuidad.

" En'la presente seccién daremos algunos resultados de Continuidad y. Topo-
"logia de Conjuntos los cuales utilizaremos durante todo este trabajo Y que,
“aunque bien conocidos, es bueno mencionar y tener presentes. -\demas intro-

duciremos el concepto de semicontinuidad superior e inferior. A contmuacnon :
- presentamos dos resultados sobre funciones continuas. : o

Teorema 1.23. Supongamos que X y Y son espacios métricos y-que Y .es
compacto. Sea f: X —'Y una funcién. Entonces, f es continuaen a € X si



»_»'Demostracmn (=>) Sea(ay)n:una sucesiéon en= X tal. que Ay i 3
"ﬁy para alglin.punto'y €Y. Como fes: contmua en’ a tenemos que f(an) =
(n) P01 lo tant:o fla)=1y: : R

(<=) Supongamos, por el contrario, que f no es continua en a & \X.
Entonces existe € > 0 tal que, para todo § > 0, existe b € B(d,a) tal que
~ F(b) € B(e, f(a)). Ahora, si tomamos 6, = » con n € N, existe b, € B(L,q)
tal que f(b.) € Ble, f(a)). Ya que (f(bn))n es una sucesién en Y, que es
- compacto, existe una subsucesién (b,,)r de (ba). tal que f(b,,) — v para
algin ¥ € Y. Ahora bien, por la forma en que construimos la sucesién (b,),

tenemos cue b,, — a. Entonces, por hipdtesis, y = f(a). Pero entonces -

F(bn,) — f(a) asi que existe & € N tal que f(b,,) € Ble, f(a)), lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto f es continua en a. |

Teorema 1.24. Supongamos que X y Y son espacios mélricos y que Y es
compacto. Sea f: X — Y wna funcién. Entonces, f es continua ena € X si
para toda (an)n C X tal que a, — a eziste una subsucesion: (a,.,,‘),c de (a,,),.
tal que f(an,) — f(a).

Demostracién. Supongamos, por el contrario, que f no es contmua en a.
Sea e la métrica de Y. Notemos que existe ¢ > 0 tal que, parad, =j;‘; con

"7 € N, podemos elegir un punto b, € B(L,a) tal que e(f(a),f (b)) =€
Como b, — a, por hipétesis, existe una subsucesién (b, )i de (b,,),. tal: que
f(ba,) — f(a). Por tanto, existe iV € N tal que e(f(a), f(bn,)) <& para todo
k > NN, lo cual contradice lo que habiamos supuesto ‘Esto- prueba que f es
continua en a. L

‘Definicién 1.25. Sea f: X — Y una funczon. entre 1o spacios: métricos
(X,d) y (Y, e). Se dice que f es unlformement

0, exziste 6 >0 tal que st 'y € .\ v d(:z: vy < 8,-entonces.e(f(x

La prueba. de sxguxent;e resultado e encuentraen [20, Teorema 3. A'17]

Teorema 1 6 .51 f es. wna funcwn contmua de.un espaczo,metru.o y com-
: pacto A, a un espacw metrzco B, entonces f:es umformemente contmua
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) El resultado anterior tiene como consecuencia el hecho de que toda fun- -
c¢ién continua, definida entre continuos, es uniformemente continua. ‘Por tan-:

to, para dicho tipo de funciones, las nociones de continuidad ¥ continuidad.

uniforme son equivalentes. En el presente trabajo utilizaremos con frecuencxa o
este resultado, sin dar siquiera la referencia al teorema anterior. -

A continuacién diremos como, a partir de dos sucesiones en un espacio
métrico y compacto, podemos encontrar dos subsucesiones comergentes de :
éstas, que posean el mismo conjunto de subindices.

Teorema 1.27. Sean (ap)n v (bn)n dos sucesiones en el espabio bmirétr"ico Yy
compa.cto . Entonces ezisten una sucesidn de nimeros naturalesn, < mg <
ny < - y puntos a,b € X tales que an, —> a y by, — b.

Demostracion. Como X es compacto, existe una subsucesion (an, )k de
(an)n tal que a,, — a para algiin a € X. Ahora bien, para la sucesién (b, )«
en el compacto X, existe a su vez una subsucesidn (b, )i tal que b,,, — b
para algin b € X. Hemos encontrado una‘sucesién de nimeros naturales
gy < ks < Ty < -+ ¥ puntos a,b € X‘ tales que a,;, —ay bn, — b W

En el resto de la_seccién supond

0os quefX,y Y son continuos con
"'metrlcas d y e, respectlvamente. ; o )

Deﬁrucxon 1. 28 Deczmos que una fur cz ‘

1. semxcontlnua 1nfer10rmente SC’) en Ty G;.\ s'ﬂ para todo e >0
eziste una vecmdadU de:z tal que f(:co) C N(e (=) pa todo:r E U,

2. semicontinua superlormente (SC') en: :1:0 E X st
ezzste una vecmdadU de :z:o tal que f(:l:) < N(e f(:ro))

X

Diremos que Fi X — 9’

punto de X.

Teorema 1.29. Una funczon f
f esSCJSC en xo.

H(f(z), f(lo)) <e



g s NOCIONES FUNDAMENTALES.

La:prueba-del'siguiente teorerna‘se sigue directamente de las respectivas

O e:z:zste 6 > 0 tal que :para‘ L
= f(:z;) ‘tal. que e(J, z) <€l

‘ Teorema 1.31. Sea f: X — 2V,

2 fesSC enxzoec X siy solo s1. 11'
(Zn)n en X que conuerge a :z:o

(=) Supongamos que f es SC en zp € X v tomemos (zn
‘ZTnp — xo. Probaremos que dados z € f(fg) y €. 0, existe: IV
B(e, z) N f(zn) # 0 para todo n > N. Porla semlcontlnmda
abemos que existe d > 0O ta.l que f(a:o) C N(e, (:L)) para toda.

.existe ¢ > 0 tal que para toda § > 0 existe z € B(J,’zb);ta q

N(e, f(z)). Entonces cuando §, = L con-n € N, existe z, € B(l,':z:g) tal -
que f(zo) & N(e, f(zn)). Por lo tanto, para cada n € N podemos elegir
un punto z, € f(zo) — N(e, f(zn)). También, por la compacidad de"f(zo),
existe una subsucesién (2, )x de (zn)n que converge a algiin punto z, € f(zo)
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c‘.li:mfiihff(é,,’,‘)‘, por lo cual zo' €
' € N tal que B(,,,zo) n

- Por_ construccién z,, -
“lim inff(z,.,:);fDe.‘ est_'

Sea XSy
tonces la funczon f LY 52X es SC’

-:‘Demostracxon. Notemos primero que la funcién - f~! estd bien.definida,
pues f es continua y suprayectiva. Seany € Y y (yn)n C Y tales que yp '~ y.
En vista del Teorema 1.31, basta mostrar que limsup f~¥(yn)'C f_l(y) Sea
z € limsup f~!(y,). Entonces, por el Teorema 1.14, existen una sucesién
de nmimeros naturales n; < n; < --- y puntos z,, € f~!'(yn.), Para cada
m € N, tales que z,, — z. Por tanto y,,. = f(zn.) — f(z). Como tambien
Yn,. — Y, tenemos que f(z) = y. Por tanto, x € f~!(y) y el teorema queda
demostrado. =

Definicién 1.33. Sea X un espacio topoldgico. Un conjunto Gs en X es
un subconjunto A de X, el cual es igual a una interseccidn de una cantidad,
a lo mds numerable, de abiertos en X. Si ademds cly(A) = X, decimos que
A es un conjunto Gs-denso en X.

Ahora mencionaremos, sin prueba, un resultado que se encuentra en {31,
Corolario 4, p. 72]. Para una demostracién detallada, se puede consultar [1,‘
Teorema 2.13]. L T v = ‘ : '

Teorema 1 34. Sean XY cont'muos Y. f A = 2Y una funczon semzcontz-
nua por. ar*rzb ) Entonces ff'es contmua en un conyunto G,; denso en ]\
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1.6 Las Funciones Indu(iivd'é

Supongamos que f: X — Y es una funcxon contlnua ntre;lo
y Y. Para cada A4 € C(X) consxderemos el conJu o:

CUHA) = (fl@): ae: Ayl L

Notemos que C(f)(4) = f(A), la imagen de_A. Como la 1magen contmua.

de un continuo es un continuo, tenemos que C(f)(—l) ‘€ C(Y). Por tanto,
la-asociacién anterior define una funcién C(f): C(X) — C(Y) que se llama
“funcidén inducida por f. Como uno suele esperar, la continuidad de f im-
‘plica la de C(f). Este resultado se prueba a continuacién. En tal suponemos

" .-que los continuos X v Y poseen métricas d y e, respectivamente.

Teorema 1.35. Si f: X — Y es continua, entonces C(f) es continua

‘Demostracién. Sea ¢ > 0. Como f es una funcién uniformemente- contlnua, S

existe § > 0 tal que si d(a,b) < &, entonces e(f(a), f(b)) < ¢. Sean A, B ef,ft

C(X) tales que H(A B) < 6. Mostraremos que H(C(f)(A4), C(f)(B)) <€

0, lo que es .lo mismo, que C(f)(A) < N(e, C’(f)(B)) y que
N(e C(f)(A))

C(B) <

Para mostrar la prlmera cont:encmn sea ¢ € C(f)(A) Entonce existe
a € A tal que f(a) = c. Como 4 C N(4, B), se tiene que-a €’ N(6 B) Por
tanto, existe b € B tal que d(a,b) < &, lo que implica que,.e(f(a), f(b)) < e.
De esta manera, si ¥y = f(b), entonces y € C(f)(B) es talique.e(c,y) < e.
Por tanto, c € N(e, C(f)(B)) vy concluimos que C(f)(4) < N(e, C(f)(B)).
Andlogamente se demuestra que C(f)(B) C N(e, C(f£)(A)). Luego, C(f) es
uniformemente continua y, por consiguiente, también es contmua

El resultado anterior nos permite considerar la. funcxon C’2(f) C*(X) —
Cz(Y) inducida por. C(f) Notemos que para Ae C2(X):

| _L.wcz(f)k(A) —;{ C(f)(Av

Ademas, la funcxon C2(f) también: es coritir

Supgngamo
espacios-topoldgic
ahora que:- .




1.7. FUNCIONES DE -WHITNEY.. . - = - BT 1

‘es compacto, conexo y no vacio }-

C(Z) = {.-l c Z A es compacto cone\o y no vauo}

Suponemos aqm que C’(Y) A C(Z) poseen la topologia de Vietoris ([26,
‘Definicién 1.1]). No es nuestra intencién estudiar dicha topologia. Unicamente
cliremos que es una topologia en C(Y') que es igual a la topologia inducida
por la métrica de Hausdorff en C(Y'), en el caso en que Y es métrico ({26,
Teorema 3.1]).

Notemos ahora que podemos hablar de la funcién inducida C(H:CY)—
C(Z) en donde, para cada A € C(Y), C'(f)(A) = (A) A contmuacwn
enunciaremos un Teorema sin prueba . T S

Teorema 1.36. Si f: Y — Z. és.una funcwn'contznua entre los espaczos
compactos, conezos v Ha.usdorﬂ'Y v Z, entonce -l L) =
C(Z) es contznua.

El dnico luga.r e ste trabajo en donde se
a.nterlor, es en el Teoreme. 2.25. R

17 'Funéit‘)nes de Whitney.

En esta secciéon presentamos una de las herramientas mds importantes de
la Teoria de Hiperespacios. Nos referimos a las funciones de Whitney. En
1932 H. Whitney construyo, en un articulo completamente ajeno a la Teoria
‘de Hiperespacios ([43]), una funcién w: 2% — [0,00) con una serie de pro-
piedades. Posteriormente, en el afio de 1942, J. L. Kelley ({30]) utilizd, en
el contexto de los Hiperespacios, dos propiedades de la funcién definida por
Vhitney . A partir de ese momento, la existencia de dichas funciones ha si-
do de gran utilidad en la Teoria de Hiperespacios y, practicamente cualquier
articulo correspondiente a esta drea, utiliza dichas funciones. Este trabajo
no es la excepcién. - :

Deﬁnlcxon 1.37. Una funcién de Whitney en 2V es una funcidn contznua.
w: 2Y — [0, 00) tal que:
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funcién de '\Vlutue) en C(X ) ‘
en 2%, entonces la restriccién d
en C(‘\)

\Totemos q
0< u.(-l) < 1

nos permitiran probar ‘teorema: ] a’ bple ad de Kelley
Supondremos que f: X — Y es. una unc1on contmua y: supravectwa entre .
los continuos X y Y. - : k R
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1 8 1 Func1ones ‘Confluentes.

Ceimos, ‘ques f: es conﬁuente st pare cada subcontinuo K de Y Yy cada compo-
“nente Alde f"(l\) se tiene que f(A) = K. Cuando se pide en cambio que
“al menos una componente A de f~'(K) satisface que f(A) = K, se dice que
I es; debllmente confluente.

Observemos que toda funcién confluente es débilmente confluente. La
nocién de funcidén confluente aparecié definida por J. J. Charatonik en el
afio de 1964 en [7]. En vista de que la diferencia entre las nociones de
funcion confluente y funcién débilmente confluente radica en que el conectivo
universal es cambiado por el conectivo existencial, uno pensaria que la nocién
de funcién débilmente confluente también se debe a .J. J. Charatonik. Esto no
es asi. Dicha nocién aparece, por primera vez, en 1971 en [32], v se le atribuye
a A. Lelek. Ambos tipos de funciones han resultado de gran importancia en
la Teoria de Continuos. En su momento J. J. Charatonik confesé que no
considerd de importancia el estudio de las funciones débilmente confluentes.
Hoy en dia una buena cantidad de sus articulos involucran dicha nocién.

Ahora daremos una versién puntual de las funciones confluentes.

Definicién 1.41. Una funcidn f: X — Y es confluente relativa a un
punto a € X si para cada subcontinuo @ de Y tal que f(a) S Q, la compo— :
nente C de f Y Q) tal que a € C cumple que f(C) = .

,

.:Teorerua 1.42. Una funcidon continua y suprayectiva f:

- ¥ oes '@n‘:
v ﬂuente sty solo st es confluente relativa a cada punto de ‘\ IR

‘ Demostrac1on (<) Sean Q € C(Y") y C una componente de f~ I(Q)Y.'f., e-
“remos que f(C) = Q. Para esto, sea a € C. Notemos que a € fT}{Q):’Sea:
C. la componente de f~!'(Q) que contiene a a. Como f es confluente en g,
tenemos que f(C,) = Q. Si demostramos que C, = C, entonces esta. parte
de la demostracidén quedaria terminada. Ahora bien, como a € C C f l(Q)
ya€C,C fYQ), se tienen las siguientes contenciones

CoCCUC, C fF7HQ) y cCccCcucC, < f- 1(Q)

Mads atin, como C y C, son son subconjuntos conexos de X que contlenen :
a a, el conjunto C U C, es conexo y también contiene a a. Por tka'ntq,‘d,e la
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1 ‘de funcién
: conﬁuente Notemos que,. mlcntra - la confluen-
cia'se-da en términos de los punte el cl pre '
de los puntos de la imagen.

'Deﬁn1c1on 1.43. Sea’f

(Q), resulta que f(C) = Q

f \éé.‘cénﬂuente en cada punto

“Teorema 1. 44. f es conﬂuente siy 56l
-de Y . -

o Demostracxon. (=) Tomemos un. punto ¥ € Y, 'un subcontmuo QdeY t'.ali
que y € Q y una componente C de: f~ 1(Q):.Como f es conﬂuente, resulta
“roque f(C') = Q. Por tanto, f es confluente en y. -

(<) Supongamos que @ es un subcontinuo de ¥ y que C es una com-
ponente de f~!(Q). Tomemos un punto y € Q. Como f es conﬂuente en Y,
resulta que f(C) = Q. Por tanto, f es confluente. :

Notemos que, por los teoremas 1.42 y 1.44, f es confluente relativa a cada
punto de X si y sélo si f es confluente en cada punto de Y. En (.uanto auna
relacién local entre las nociones anteriores, tenemos el 51gu1ente teoremd

Teorema 1.45. S5¢ f es confluente en un punto y € Y, entonces f es con-
fluente relativa a cada punto del conjunto f~'(y). :

Demostracién. Sean a € f~'(y), @ € C(Y) con f(a)'. Q : C.la compo-

nente de f~1(Q) tal que a € C. Es claro que f(a) =:

iva a cada
[ |

Q. En particular f(C) = @. Esto muestra que. f es. conﬁ
punto de f~(y).

En la parte (3) de [8, p. 377}, J. J. Charatom ¢s claro que
el reciproco del teorema anterior es cierto. Como mostrmmos en el siguiente
ejemplo, esto no es asi: S ; < .

IOCIONES FUNDAMENTALES. =~ =
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. 1.8.. CONFLUENCIA

un punto Y E: Y tal que f es confluente relativa’ \a cada punto

.23

X oYy
el.conjunto.

“(_/) mzentras que f no. ‘es confluente en y.

: ,Justnﬁcac1on. Sean J\--—- o, 1] yY =[0,2]. Deﬁmmos a .Y como -
sigue L ‘ S CO
I . v f(’L) Sl.’LE[O,g_’,
v 4—z, size[} 1]

. recxproco del Teorema 1.45 es vdlido..

\otemos que . manda el intervalo [2 1] en el mtervalo [;, 3] de manera

qué f( ) = 5 ¥ f(1) = 3. Consideremos ahora, en X, el punto z = l v,en Y, el
punto y = L. Enconces f“(y) = {z}. Supongamos que Q es un subcontmuo
detY talquey = f(z) € QyseaC la componente de f~Y(Q) que tiene a z. Si

L ¢ Q, entonces C = Q, asi que f(C)=Q.Si : € Q, entonces fF~YQ) posee
a lo mas dos componentes, dependiendo de si el punto 5 estd en @ o no. Por
tanto, C = Q o bien C = Q U [%,1]. En cualquier situacién tenemos que
f(C) = Q. Esto muestra que f es conﬁuente relativa a cada punto de f~!(y).

Consideremos ahora el subcontinuo K = [0,1] de Y. Entonces y € K ¥y
= {1} es una componente de f~'(K) tal que f(D) = {3} # K. Por tanto,
f no es confluente en y. 7 |

Notemos que la funcién anterior no satisface 1a. SIguxente cond1c1on

* (*) para cada subcontinuo @ de Y tal que Y € Q Y. cada. componente C de
f~HQ) resulta que C'N f‘l(y) # 0. '

En el siguiente resultado mostramos que, ba.]o;l ondicién’ anterior, el

j $6lo si f satzsface
(%) y f es conﬂuente relativa a cada’ punto del con]unto f‘l(y)
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‘Demostracién::De acuerdo conlos teoremas 1. 40 v 1.47, basta ver que si
“f- es confluente ‘en y, entonces - f satlshce (*). Tormemos entonces un sub- .
_continuo . @Q de Y tal que ¥ € Q ¥y una componente C de f~!(Q). Como f
es confluente en y, tenemos que f(C) = Q, asi que y € f(C). Por tanto,

Ccnfiay #F 00 =

1.9 Funcmnes Ablertas.

Definicién 1.49. Sea f X -—) Y una funczon continua y suprayectiva. De-
cimos que f es.abierta si pa.ra ‘cada’ abierto: A de ,\ se: ttene que f(A) es
abierto en Y : - :

En [37, Tgo 3
Teoreyma'All'..‘SVO 4
Ahora daremo
Deﬁn1c1on 1.51. Sea: f —> Y una funcwnr ontznua;y sufraJectzva De- -

cimos que F es 1nter10r en un punto ade X, cada uecmdad ‘abierta
U de a en X, se tzene que. f(a) € mty(f(U))

El swuxente resultado relacxona las nocxones antenores

Teorema 1.52. Una'funcio’n.‘continua,y S'upzjayect a f —) Y es abierta
st y solo .si es i'nterior,en’ cada punto de' X. e S
‘Demostracién. (=) Seana € Xy U una vecmdad abxerta de a- Como f‘es :
abierta, tenemos que f(U) es abierto y f(a) ests: clar m ‘n en 1nty(f(U)) ~
Por lo tanto, f es interior en cada punto de Y : ‘

(<) Ahora sea U un abierto en X. Veremos que f(U) es ablerto enY.
Para esto tomemos un punto y € f(U). Entonces: existe u € U tal que
f(u) =y. Como U es-una vecindad abierta’ deuy f es mterlor en -u, resulta
que y = f(u) € inty(f(U)). Esto.prueba que" f(U) . C ‘inty (F(U)) v, como
también la otra contencién es vilida, tenemos:que f(U) es abiertoen Y. @
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1 10 : Fun ﬂlones Mondétonas.

Deﬁn1c1on.
Deczmos ‘que:f.

Sea. f X — Y wuna funcion contznua Yy sup'laJectwa
onotona si f~'(y) es conezo, para cada y €Y

: ::El siguiente

,ESulcado:aparece probado en [37, 'Teorema 13.1.:>]

as: funciones mondtonas son:confluent

s 'qu.e f(p) E Q, la imag de Q ba]o f, es coneza.
' AComvo éonééc_

, cxa mm vdxata del Teorema 1.55 tenemos el sxg xente re-
" sultado. . .

Teorema1.57. Una funcion continua y suprayectiva f: X — Y es.mondtona
=51y s0lo st es Tnondtona en cada punto de X. o

1.11 Arcos Ordenados y Conexidad
por Trayectorias.

En esta seccién introduciremos otra de las herramientas bdsicas de la Teoria
de Hiperespacios. Nos referimos a la nocidn de arco ordenado. ‘Asi como en
el caso de las funciones de Whitney, lo que realmente importa de un arco
ordenaclo es su existencia, asi como el hecho de que satisface las propxedades'
que enunciaremos mas adelante. Dichas propiedades nos permiten, a su-
vez, probar que los hiperespacios de un continuo dado X, son conexos por
trayectorias (sin importar que X lo sea).
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kDeﬁHICIOH 1.58. Sean—p,qe Y. Una trayectorla de'p a'qg
funcion continua h: [0,1] — Y tal que A{0) = p y h(1)":
h es-inyectiva, enlonces h es un arco de pagenY.: Decz

cada p.q € Y, existe una tral/ectorza (7espectwamente, ‘un arco) d P
Y. Si Y es un continuo, decimos que ¥ es hereditariamente conexo por
trayectorias si cada subcontinuo de Y es conero por t'raJectomasF

Notemos que todo arco de p a ¢ en Y™ es una trayectoria de p a. 'q en Y 51 g
Y es un continuo, entonces toda trayectoria de pa g en ¥ contiene un.arco de
pagenY (ver [20, Teorema 9.B.4]). Por tanto, en un continuo, las nociones
de conexidad por trayectorias y conexidad por arcos son equivalentes. - -

Notemos también que, para cada p € Y, la funcién constante p es'una.
trayectoria de p a p en Y. M4ds ain, es facil convencerse de que si e:'ciste_“u’na :
trayectoria de p a ¢ en Y, entonces también existe una tra.yectoria‘de“q'a"p L
en Y. Ademds, si existen trayectorias de p a q, v de ¢ a r en' Y, entonces -
también existe una trayectoria de p a r en Y. Por consiguiente, el 'coneCCarse :
por trayectorias en Y, define una relacién de equlvalenma en - Y :

1.11.2  Arcos Ordenados.
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:(respectn amente,
resultado.

Teorema 1. 60. C’(X) es. conezo‘por tlaJectomas

Demostracidn. Sean -l B € C(_\) Como Ac \ existe un.
de 4a X en C(X). De la misma manera, existe un arco. ordenado_de BaXxX
en C'(X). En vista:de que conectarse por trayectorias deﬁne una relacxon de
equivalencia, existe una trayectoria de 4 a B en C(X). " =

Teorema 1.61. 2% es conezo por trayectorias.

Demostramon Sean A, B € 2V y C una componente de Al Como AC X,
:‘existe un arco ordenado Ac: I — C(X) de C a X. Ahora bien, para cada
t € I, definamos A(t) = 4 U Ac(t). Entonces A: I — 2% es una trayectoria
de 4-a X en 2¥. En efecto, A(0) = AU A(0) = AUC = Ay A1) =
AUA(1) = AUX = X. Sélo falta probar que \ es continua. Para esto, sean
te€ Iy (th)n C I tales que t, — t. Por la continuidad de A¢g, resulta que
Ac(tn) — Ac(t) v, por el Teorema 1.9, A(t,) = AUAc(%,) — AUAc(2) = A@2)-
Esto muestra que A¢ es una trayectoria de 4 a X en 2. Procediendo de
manera similar, existe una trayectoria de B a X en 2. Como conectarse por
trayectorias cdefine una relacién de equivalencia, existe una trayectoria de 4
a B en 2. Esto termina la demostracién. .

En vista de que, en un continuo, las nociones de conexidad por trayecto-
rias y conexidad por arcos son equivalentes, los resultados anteriores implican
que, para cualquier continuo X, los hiperespacios 2V y C(X) contienen.un
arco (sin importar si X contiene un arco o no).

Como consecuencia del siguiente resultado, en. todo cohti'nuo' ‘podemos
cncontrar subcontinuos de cualquier t:a.mano de acuerdo a una. funmon degv
Whitney. : -

tal gque A C B y /.L(B) =t.
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. Demostracxon Sea A: I — C’(]\) unarco. orclenado de A ‘a Vs t =
{ee(A); (X)): Notemos que (po© /\)(0) = /.L(/\(O)) = /.L(.‘-l) vi(uio A)(l) =
(A1) = p(X). Por tanto g0 'es una funcxon conmma de I sobre (L(A4), n(X 9}
" asi que, por el Teorema del Valor Intermecllo existe s'€ 'tal que (,uo/\)(s)
t. Sea B = A(s). Entonces, B es-un- subcontmuo de X:taliqueid C .B'y
wn(B) =t. : : o

A COIltllllld.ClOn mostxdmos que Sl un dl’CO ordeuado en

n-2Y empieza en un
elemcnto (le C(x\) entonces; esta, en y<T: lldacl -en C( \’) T

_‘Teorema 1 63 Si /\ es un arco’. ra.'enado en ‘7“ tal que ,\(0) € C’(X),
v.entonces A(t) € C(‘\") para toda t G I '

‘ Demostracxon. Sea t € [0,1]. Consideremos el conjunto £ = {A(s) &€
“C(X):s €0,t]}. Como A es continua, entonces £ es un subcontinuo de 2.

Ademds A(0) € LN C(X), de manera que podemos aplicar el Teorema 1.22 y

obtener que o (L) € C(J\’) Ya que A es un arco ordenado, A(s) C A(t) para
' toda. s € [0,t]. De aqui que ,\(t) o(L). Por-tanto /\(t) €. C'(X) ..

Terminamos la seccidén con el siguiente resultado. <

de]\ yqueUes

. Teorema 1.64. Supongamos que A un subcontmuo p'ro
2 ‘B_ entonces

un abierto en X tal que A c U. Si B €. C(X) e
eviste K € C(B) tal que AC K C U. :

Demostracién. Consideremos la familia L{ {L €
el Teorema 1.18 sabemos que Uf es abierto en- C(X I
€ > 0 tal que Be(x)(e, 4) € U. Sea A: I — C(X) un arc
B. Como A es una funcién continua, existe § > 0 tal- qt
HC(‘\)(/\(t) 1\(0)) = HC(\)(/\(t),:l) < €. Tomemos to = . ="
Como tg > 0 ¥ A es un arco ordenado, sucede que A C K. C "B Por tanto
K es un subcontinuo de B. Ademds, como [to| < & entonces H(A(to), .-1) <€,
por lo que:

K = Ato) € Bogvy(e, A) cU.

De esta manera, K C U. ) o =
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1.12 Conjuntos Separados.

Recordemos que- los subconjuntos 4 y B de un espacxo topologxco Y, ‘estdn
separados si : : .

ANcly(B) =clx(4) NB= 0.

En lo sucesivo, el sunbolo Y = }ll}g mdxcaxa. que Y1 y Yo son dos sub-
conjuntos no vacios de Y .y separados tales” que Y =Y u Y2, El swulente
xesulta.clo se prueba en [37, Proposxcmn 6.3].

Teorema 1.65. Supongamos que Y es un espacio topologzco conezo SiC es
un subconjunto conexo (respectivamente, cerrado) de Y tal que Y —C = A|B,
entonces los conjuntos CUA y CUB son conezos (respectivamente, cer'radas).

Como consecuencia del resultado anterior, si X es un continuo y C es
un subcontinuo de X tal que X — C = 4|B, entonces los conjuntos AU C
v B U C son subcontinuos de X. Este resultado se utilizara con bastante
frecuencia en los siguientes capitulos

Definiciéon 1.66. Sean Y un espaczo topologzw conero y p € Y. Deczmos? '

que p es un punto de corte de Y st el COTl]‘U.TLtO Y — {p} noes conezo ‘ SHR

: Si X es un continuoc.y p'es un.punto de corte de X, entonces X' ‘—'{p} ="
" -A|B. En vista de que el conjunto {p} es cerrado, los subconJuntos A 'viBide:
"X son abiertos en X Adema,s ‘como A y B estin separaclos, resulta que A
v B son ajenos.

"En {37, Teorema 6.6] se muestra que todo continuo posee al menos dos
puntos que no son de corte. Mds atin, el [37, Teorema 6.17], se prueba que
el arco es el unico continuo que posee justo dos puntos que no son de corte.
A continuacidn, escribimos dichos resultados en forma de teoremas

Teorema 1.67. Sean X un continuo y p un punto de corte ‘de' X, §i:"
— {c} =U|V.
~entonces. ezzste un punto que no es de corte en U Y. otro en V

Teorema 1.68. Un. contznuo J\ es un arco 5 y solo sz .\’ tzene ezactamente
" dos puntos que no son de corte. = .. R s Bt T
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1.13 Continuos Descomponibles e
Indescomponibles

A continuacién, presentamos una manera de clasificar a los continuos::~
Definicién 1.69. Decimos que X es:

1. descomponible si existen dos subcontmuos propzos .—l v B de A tales
que X = AU B, :

2. xndescompoxuble si-no:es descom.p ’mble, '

e

&

. heredxtarlamente descomponlble (respectwamente, heredxtana-
‘mente: 1ndescompon1ble} si.todo subcontinuo. no degene'rado de X
es descomponible (respectwamente, indescomponible). :

A primera vista, pareceria que todo continuo puede escribirse como:la’ -
unién de dos de sus subcontinuos propios. Esto no es asi. En [37,.1. 10] ‘poric
. ejemplo, se construye un continuo indescomponible y, en [37, 1.23] se m estra“f"[ o
como obtener un continuo hereditariamente indescomponible. En {37, 9] se
construye otro continuo indescomponible, llamado el continuo de. Knaster..
Dicho continuo, que denotaremos por K, tiene la propiedad de que todos'sus -
subcontinuos propios y no degenerados son arcos. Ademds contiene ‘ur'i_"ﬁ,ni_co
punto p con la propiedad de que todo arco en K que contiene a p,.lo tiene. .
como punto extremo. Decimos que p es el tunico punto eztemo de’ K:Todas!.
estas afirmaciones se mencionan aqui sin demostracién pues mas adelante
se utilizardn sélo para motivar unos resultados.

En el siguiente teorema vemos que los continuos mdescompombl :
caracterizados por la propiedad de que todos sus. subcontmuos pl‘OplO tlenen:' L
interior vacio. : :

Teorema 1.70. X es mdescompomble S y solo sz tados sus ‘ ubcontznuos'
propios tienen interior vocio. RO :

intx(4). Esto contrddlce la. hlpotéms ‘de” que r.odos los subcontmuos proplos N
de X tlenen interior vacio. Por tanto, X es mdescompomble; .
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(=) Suponga.mos que exlste un® subcontmuo pl‘OplO A “de" X r.al que
mt\ (A4) # 0. Consideremos el conJunt:o .\ A SiPX =4 es conexo, ‘entonces
cly (X — A) es un subcontinuo:de: X" : Como: mt‘\-(‘l) —‘v.\ —cly(X— A),
resulta que clxy (X — 4) es un subcontlnuo proplo de A por conmgunehte

X —AUCl\(.\ —-A)

es la unién de dos de sus subcontmuos propxob. Como esto es una contra-
diccién, resulta que .\ — A no es conexo. Entonces existen dos subconjuntos
abiertos, ajenos y no vacios H y K de X tales que X'— A = H U K. Por el
Teorema 1.65, 4 U A y AU K son subcontinuos pl‘OplOS de X Por tanto:

X=(xX-— A)u4=(HUK)UA:(AUH)U(AUK)

es la unién de dos de sus subcontinuos propios. Como esto es una contradic-
cidén, resulta que J\ es mdescompomble ~1 EEE SRS [ |

Corolario 1. 71. A es descomponzble st y solo si eziste un subcoritinuo propio
de X con: mterzor T0 vacto.

1 14 ConeXIdad Local y en Pequeno.

n ':nocmues de suavxda.d y la propledad de Kelley.

AEn ebta seccxon mtroducmlos los conceptos de conexidad local y de conexidad
. en pequeno que, como veremos -mas “adelante, estan relacxonados con las

Definicién 1. 1‘7 Un espacw Y es localmente conexo:e
cada abierto U de Y tal que p-€ U, eziste-un ab'l,e'rto
pe VC U. Se dice que 'Y’ es localmente conexo St
sus puntos.

Definicién 1.73. Un espacw Y es conexo ren peq
cada abierto U de Y tal que p € U, existe’ un.a. 'u
que p € VV C U. :

Observemos que la conexidad local en un punto, implic: ‘céhe\idad en
pequefio en dicho punto. El reciproco de dicha aﬁrmacmn 10 es cierto; En
(24, Figura 3-9, p. 113], se muestra un continuo que es conexo en-pequeiio en
un punto y no localmente conexo en dicho punto. Ademds, en-{24,/ Teorema
3-11} se prueba que, globalmente, la nociones anteriores son equivalentes. Por



,ablevntlua viene de la oracién. connected im klemen, con’ la q

' 6 >0 tal que st € B(J, p), e:z:zste E < Y one:z:o, c ]

verse en [‘70 Teorema 2.E. 9]

en cada uno de sus puntos‘ :

Es comun abnevxar la e\presxon cone*co en pequeno» o
' se conocen
a estos espacios en los textos- de_habla inglesa. A coutmuacxon probaremos :
una equivalencia de la cone\'idad en pequeﬁo. : : e

Teorema 1.74. Un espacio Y es citk en un punto p € ) si Yy salo si parair
cada abierto U de Y con p € U, eriste un subconjunto abzerto Vde Y -tal
quep € V C U y, para cada q € V, eziste un subconjunto conexo A tal que
pge AcCU.

Demostraciéon. (=) Sea U un abiertode Y talque p € U. Como Y es ciken
‘P, existe una vecindad conexa V' de p con p € V' C U. Por tanto, p € inty.(V)

el cual es un abierto y p € inty (V) € U. Ahora, sea g € inty (V). \’otcmos';,lk -
que V" es un conexo que contiene a {p,q} ¥y esté contenido en U. :

(<) Sea U un abierto en ¥ con p € U. Por hipétesis existe un abierto A .
en Y tal que p € A C U y, para todo ¢ € 4, existe un subconjunto conexo
C, tal que p,g € C; € U. Tomemos V' = |J 4 Cy- Como V es la unién ‘de
conjuntos conexos que tienen en comiin al punto p, tenemos que V es cone'<o.
Notemos que A4 C V' y que A es un conjunto abierto que contlene a.p. Por
tanto, p € inty-(V). Finalmente, como V = | heaCa ¥y Cg C U para. cada.
¢ € 4, tenemos que V' C U. Esto concluwe la demostracwn S .

Una manera de redactar el teorema a.nterlor, en términos de epsxlones v
deltas, es la que se exhibe a contmuamon

Teorema 1.75. Un espacio Y es: czl.. en' p si y solo st para ca.da e > 0 ezzste

Terminamos la presente secc1on, enuncnando una‘m lente de-
con51derar la conexidad local. Una demostracién de dicho resiltado ‘puede

Teorema 1.76. X es localmente conezo ;
abierto de X es abierta en X' :




15 ALG UNOS CONTINUOS ESPECIALES. 33
1. 15 Algunos Continuos Especiales.

En esta seccxon presentamos una serie de continuos que utilizaremos muy
frecuentemente en las siguientes secciones. Tales continuos servirdn en unas
ocasiones como contraejemplos y, en otras, nos serian de ayuda para ejem-
plificar ciertos conceptos. Cabe sefialar que en lo sucesivo, cada vez que
nos refiramos a un continuo introducido en esta seccidn, utilizaremos en la
medida de lo posible, la notacién como aqui se establece.

1.15.1 Abanicos.

Consideremos, en R?, los puntos p = (0,0) y pe = (1,0). Para cadan € N
sea p, = (1, 1). Dado n € NU {0} sea pp, el segmento de recta de p a pn. El
abanico armdnico estandar se define como el continuo

A = U PPn-
neNU{0}

Notemos que la sucesién de arcos (ppp)n € C(As ) converae al arco ppyg,
"que llamaremos la pata lzmlte de A;. .

i El término abanico_ armdnico se suele utilizar para referirse a cualquier

- -espacio homeomorfo al abanico armdnico estandar.’ Mientras el contexto sea

lo'suficientemente claro, en este trabajo, por abamco armomco entenderemos
al abanico arménico estiandar. :

Consideremos ahora el conjunto’L = [1,2] x {0}.' Al continuo:
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1 subcont.muo P de 'S,
lo llamaremos la pata alargada de S o Consu';leremos a.hora el continuo

Cv —SUR

donde R es un arco con puntos extremos (1,sen(l)) y (0,—1) de manera
que SN R = {(1,sen(1)),(0,—-1)}. A Cv se lo conoce como el circulo de
Varsovia. Notemos que existe una funcién continua y suprayectiva g: S —
C'v, a saber, la que identifica los puntos (1,sen(1)) y (0,—1) de S.

1.15.3 Peines y Seudopeines.

Consideremos, en R?, los coxuuntos Ag =1[0,1] x {0}, B = {0} x [0 1] ara' :
cadamn € N, sea 4, = [0 1] x {1}. Al continuo: :
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P=(4UB)U (U 4,,

: uEN .

se se llama el peine armdnico estandar. En este tral)aJo, a’ P Io llamaremos

simplemente como el peine. Hdo'amos A= A B ag = (1,0), bg = (0,0) \,
para cadan €N, sean a, = (1,1) y b= (0 l) '\otemos que

TR

(1) 4 es un subcontinuo de P;

(2) para cadan € N, 4, es un-arco en P que une los puntos Qn ¥y b,l de P
v, aclemaq, AN A= {b,.} B e

(3) los arcos Al 5 : :
(4) A, — .40 € C(A), a,, s ao' c

Las proplechdes antenores de"
generales y que, en c1erta. forma, se’ comportan como P

1 -2
B 52 A “?2
; ~ .
b, 4 a a
5” An : %n
50 Ao ag



~1: 16. GOLPES EN LA FRONTE 4

‘Deﬁn1c1on 1 77 Unj’.seudopej@ne,, es;un iycoir_?.pzhuoffl”, ‘tal.que- o

donde A y cada A, .satzsfrzcen las condzczon.es (1) (-l) cambzando P por P

Por supuesto, €l peine es un caso especial de un seudopeine. -El problema
de la determinacion de seudopeines en un continuo, a sido de’interés para A.
Illanes quien, en [25, Teorema 2] probé el siguiente teorema:

Teorema 1.78. Supongamos que X es un conitinuo hereditariamiente conezo
por trayectorias y no localmente conezo. Entonces, X contiene un seudopei-
ne. o

Para un seudopeine P, si c €4, para alguna n € N, denotamos por a,c
al arco dea, acen P;. En [90, Lema 4] se prueba el siguiente resultado

: Teorema 1. 79 Suponga.mos que': '

es un seud_opeiné.fSi T}L,E;N“,yZV E.—ln — {an}, entonces:
— {c¥ {eH) U (Pe —an)

es una separa.cio’ﬁ'cle;Ps — {e}o
1. 16 Golpes en la Frontera.

" En esta seccién menc1onamos, sin prueba, uno de los teoremas m4s lmpor-
tantes de la teoria de continuos. Nos referimos al Teorema de:los Golpes

en la Frontera, que nos dice que las componentes de un subconjunto de un’ R

continuo llegan hasta su frontera.

Teorema 1.80. Sean X un continuo y E un subcon]unto propzo y 'n.o 'uaczo
de X. Si K es una componente de E, entonces cly (I\) O fr,\-(E) 7é 0

4m
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Una demostracxon cde este resultado, puecle verse en [34, Teorema. a 6]
Con’ ayudaide este teorema, se puede probar la existencia de arcos ordenados
en 2% 'bajo las condiciones que previamente se indicaron. También con a.vuda .

“de. este resultado, se prueba que todo continuo posee subcontmuos propios .
. no»degenendos, afirmacién que, en una primera mscancm parece evidente. .-

3

 1 17 Composantes e Irredu(:lblhdad

: En esta seccion; 1nt:roduc1remos ldS nocmnes
“asi.como la de’ ureducﬂ)lhdad ~\51mlsmo
) fundamentales ‘que involucran estas nociones:

e composan

2. ’X»'es irreduci

C 8 pes un punto de irred
v algin otro punto de’ ‘\

De acuerdo a la deﬁmcxon anterlor, "X 1o es 1rreducxble entre DY q 51 v B
s6lo si existe un subcontinuo propio.de X que contiene tanto’a p comoia q. o
En {24, Teorema 2-10] se prueba~ el siguiente resultacdo. ;

Teorema 1.82. Si X es un contznuo Yy p,q e Xy entonces x\ '
subcontinuo irreducible entre p y q.

Notemos, por ejemplo, que el arco X [0 1] e
puntos O y 1. El abanico estdndar, por eJemplo no es;
seno de L. es irreducible entre el punto- (1, sen(l)
pata limite. El circulo de Varsovia, por otro Iado‘ nc

Definicién 1.83. Sean X un continuo'y'p
sante de p en X es la unidén de todos losisubcontin
contienen a p .

PTODIOS. dver X que
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»Por' taxito p ‘un punto de 1rre(luc1b111dad de (\ sx v solo si K(.X, p) X.

L(lS compoqantes dé un continuo estan caractemza.clas de cierto modo
(lepenchen(lo de si el continuo es. desco:npomble o 1ndescompomble, como se
. muestra en el siguiente reault:ado

Teorema 1.84. S1 X es un co'ntznuo, entonces.

1) cada composante de X es un subcon]unto conero y denso en X;
2) el complemento de cada composante es. conexo;

3) si X es descomponible, entonces X tiene exactamente una o tres. com-.
posantes. Mds precisamente, si X no es irreducible;, entonces X 'es
la dnica composante de X, mientras que si X es zrreduczble, dzgamos
entre los puntos p y q, entonces X, K (J( p) v I\(X q) son 'la.s um.cas
composantes de X;

4) st X es indescomponible, entonces X tzene una cantzdad no: numerable
de composantes, todas ellas son a]ena.s “dos:aidos; y tienen mterzor
vacio.

A manera de referencia, 1) aparece prob do
de [24], 2) en el Teorema 11.4 de [31] -3
los teoremas 11.15 y 11.17 de [31] :

reX. Entonces eriste una suceszon (:z:,.),, en .Y tal 7
“neN, x, ¢ K(X,z).
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‘Demostracxon. Sea le una composante de N dlferente de o= "K(X, :L)
En vista de que Kies clenso enX, existe un’punto x, '€ B(l z)NK,. Como X
tiene una ‘cantidad no numerable de composantes, existe una composante Ky
de X .diferente de & v de K. vAphcando ahora la densidad de K5, existe un
punto z» € B(}, z). De manerasimilar, podemos encontrar una composante
K5 diferente de K, K| v Ks v un punto x3 € B(J,:z:) Procediento de esta
manera, encontramos una sucesién (z,)n en X —K que converge a z, de forma

quesin,m € N y n # m, entonces , y ¢,, s€ encuentran en composantes
distintas de X . ]

A continuacién aplicamos las propiedades de las composantes, para dar
una demostracién sencilla del hecho de que los continuos conexos por trayec-
torias son descomponibles. Recordemos que en el contexto de los continuos,
la conexidad por arcos es equivalente a la conexidad por trayect:orias.

Teorema 1.86. Si un continuo X es conezo por trayectorzas, entonces X es
descomponible.

Demostracidén. Si .X es indescomponible entonces, por ‘€l Teorema. 1 84,
posee una cantidad no numerable de composantes." "Entonces podemos con-
siderar dos puntos p y g en composantes distintas de*X: Como X es conexo
por arcos, existe un arco A de pa ¢ en-X. En'vista de que Py ¢ se encuentran
en composantes distintas, tenemos que A = X. -Entonces' X es un arco y, por

tanto, un continuo descompomble Esta conr.rachccxon termma. la prueba del
teorema. ] R RN o |

1.17.1 La Estructura del Cornplernento de una
Composante.

Supongamos que K (X, p) es la composante del punto p de X. Nuestra inten-
cién es analizar el conjunto F = X — K (X, p). De acuerdo con la propiedad
2 del Teorema 1.84, F es conexo. Como yva hicimos ver, F es no vacio si y
sélo si p es un punto de irreducibilidad de X. Pensemos pues, que p es un
punto de irreducibilidad de X. Entonces F es un subconjunto conexo y no
vacio de X. (Es F cerrado? En general la respuesta es negativa v, para ver
esto, basta con pensar que X es indescomponible. Entonces F' es la unidn

de las composantes de X diferentes de K (X, p) vy, por el Teorema 1. Sa, F no -
es cerrado.
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‘Supongamos que B es el continuo de I\naster (ver [37, 29])) y que pes el -
tinico punto extremo de B. Sea A4 un arco tal que AN B. =:{p}: Entonces el
continuo .X = AU B es descomponible, peroc no hereditariamente descompo-
nible, pues contiene al continuo indescomponible B. El'circulo'de Varsovia
es un continuo hereditariamente descompomble y no 1rreduc1ble Por tanto,
posee sélo una componente. : :

En el siguiente teorema mostramos que si X es herechtarmmente debcom- :
ponible, entonces el complemento de las composantes es cerrado..

Teorema 1.87. Si X es un continuo hereditariamente descomponzble en—~
tonces el conjunto X — K(X,p) es cerrudo para cada p en X..

Demostracion. Sea p € X. Hagamos F = X — K(X,p). Si-p no es un g
punto de irreducibilidad de X, entonces FF = 0 y, por tanto, F es cerra,clo,~

Supongamos, entonces, que p es un punto de irreducibilidad de X y.que F

no es cerrado. Entonces existe z € cly(F) — F. Fijemos un punto w E”F' e

Como x ¢ F, entonces z € K (X, p), asi que existe un subcontinuo pI‘OplO A
de X tal que z,p € A. T

Por el Teorema 1.82, existe B € C(X) tal que B es irreducible'"é'rit.ré\'

r y w. Como X es hereditariamente descomponible, en particular B es" .

descomponible. Por tanto, existen dos subcontinuos propios C y D de B
tales que B = C U D. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que’
x € C. Notemos entonces que w € C pues B es irreducible entre =z y w y.
C es un subcontinuo propio de B. Por tanto, w € D y, por la ' misma razén,
z ¢ D. También sucede que w ¢ A pues w € F'. Por tanto w ¢ AUC. Como
X — D es un subconjunto abierto de X que contiene al punto z'€ cl‘\(F)
existe z € (X — D)n F.

Ahora bien, como 4N B # 0, resulta que 4 U B es un subcontinuo
de X. Ademas p,w € AUB y X es 1rreduc1ble entre w'y. p Portanto,
X = AU B. En particular z € AU By, como z ¢ Dy sucede que € AUC.
Entonces 4 U C es un subcontinuo: proplo de X qu‘ ‘tiene .apy z. De aqui
que = € K(X,p) C X — F Esto contradlce el hecho de’ que z'E” F Por lo
tanto, F es cerrado en .\ - : : |

; Supongamos ahora que X es. un:continuo: heredltarlamente descompom-
- .ble. Por el teorema dntenor el complem nto de cada composante es cerrado




K (‘\1,0) = {0, 1), asi que ¢\1 - K (.\1,0) = {1} es cerraclo en .\’ g
X es el contmuo seno de ; yp= (1 sen(l)) entonces X'

zrredumbzlulad de X. Sea. F ..\ - \’(I\ p) SL emste un punto y e Fital que '
X es cik eny, entonces F = {y}. VR

Demostracién. Supongamos que F # {y}, entonces t;omemos un’. puntOA
z € F.— {y}. Sea € > 0 tal que = & B(e,y). Como X es cik en v, existe una
vecindad conexa G de y cont:emda. en B(%,y). Afirmamos que..”

1) z¢ clx(G).

"Para ver.1) notemos.

P(‘)Vrfta‘n‘l;‘q,v 1)
2) ¢i§(G)‘¢ F.

Para ver esto supongamos por ‘el coutrarlo, que existe un punto.a’ € -
cly(G) — F. Entonces a € K (X, p); por lo que existe un subcontinuo propio
Ade X tal que a,p € A. Como a € cl,\ (G) M A resulta que cly(G)U A esun '
subcontinuo de .X' que contiene a p y y." En vista de que y € F sucede que’
X = clx(G) U A. Ahora bien, como X es irreducible entre p y =, tenemos
que z ¢ A. Ademads, por 1), z & cly(G) . Luego = ¢ cly(G)U 4 = X:"Esto
es un absurdo que prov1ene de haber supuesto que-2) es falso. Por tanto, 2)
de cumple.

De acuerdo con 2)

KX,p) =X —F CX —clx(G).
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F cB.

Notemos que X y cada conJunt:o de un solo ui
"Para el continuo seno de % su pata limite; que

" sus composantes, es terminal.

~Ahora demostramos formalmente, que sx el comple
‘sante es cerrado, entonces es terminal. ;

Teorema 1.90. Supongamos que X es un é:ontznuov que
“trreducibilidad de X tal que el conjunto F = A - K (X;,p)
Entonces F es terminal en X. : B

Demostracién. Para ver que F es terminal en J\ sea Bi€&: C(X ‘
BNF #0y B¢ F. Mostraremos que F C B. Tomemos entonces’ un punto .
meF yseany € BN Fyaxz € B— F. En vistade que z.€ K(A p), existe
un subcontinuo propio C de X tal que p,z € C. Como z € BN C; tenemos
que B U C es un subcontinuo de X que contiene a p y y. Dado ' que y:€ F
tenemos que X = BUC. Entonces m € BUC y como X es irreducible entre
m y p, resulta que m & C. Luego, m e B Esto prueba. que F B y, por
tanto, F' es terminal en X.

En el 51gu1ente resulmdo resumlmos los teorern

. cornpomble
‘entonces
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(1) F es un subcontznuo termznal en' X

(2) Si c:rz.ste un pun.to Yy E F tal que .\ es czk en.y, ent 7

Cabe’ senahr que el teorema anterior aparece por pnmexa vez : _
rema 3.1]. En este trabajo, hemos separado la demdstracién: probando las
partes que son posibles de corroborar sin necesidad de suponcr que el contx-
nuo en cueaclon es hereditariamente descomponible. -



Capitulo 2

La Propiedad de Kelley.

2.1 Introduccién.

En este capitulo presentaremos la nocién de la propiedad de Kelley, que
se define en todos los puntos de un continuo. Asimismo, veremos algunos
resultados badsicos sobre esta propiedad, ademis de una versién local de ella.
Ads adelante mostraremos, entre otras cosas, que los continuos localmente
conexos tienen la propiedad de Kelley. Posteriormente presentaremos una
equivalencia de dicha propiedad, en términos de sucesiones, y después, en
la Seccidn 2.5, una ligera variante de la propiedad de Kelley, definida para
los subconjuntos cerrados de un continuo. La mayoria de los resultados que
aqui se presentan, se encuentran probados en [1]. En cada caso daremos las
referencias pertinentes.

En la literatura han aparecido una serie de funciones cuya continuidad
equivale al hecho de que el dominio de definicién posee la Propiedad de Kelley.
En las secciones 2.6'y 2.7, presentaremos algunas:de ellas.

2.2 Deﬁﬁimq

Alo lar«ro del pres
“mptnca d

Definicién 2.1. :Déczmos’que ‘{ iiene la pfoi:)iedad de Kélley st para cada
€ > 0, existe § '=-6(e)-> 0°tal que para cualesquiera dos puntos a y b de X

45
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.con d(a; b) < 6 -y para cada subcontmuo -l de !\ que contenga al punto a,"
eziste un subcontmuo B deX tal quebe B y H(A,B) <e. ‘ : :

Esta nocién fue introducida en 1942 por J. L. I\ellev en'e artlculo [30]’
“ En dicho trabajo, la propiedad anterior se establecié como’ la~* ‘propiedad
3.27. Algunos articulos hacen referencia a dicha propiedad como J. L. Kelley:
originalmente la enuncié. Hoy en clia es bastante comun utilizar.la expresién
“propiedad de Kelley”en lugar de “propiedad 3.2" . Para. mmplxﬁcar, otros‘
articulos suelen utilizar la expresién “propiedad K”.

La definiciéon anterior puede parecer un tanto desagradable. Lo que in-
formalmente nos dice es que si un punto se encuentra en un subcontinuo
dado, entonces cualquier otro punto cercano a él, también se encuentra en
un subcontinuo que estd cercano al subcontinuo dado‘ En otras palabras,
la propiedad de Kelley establece una cierta preservacién de cercania entre
puntos y subcontinuos.

Si a es un elemento de un subcontinuo A de X 'y b se encuentra muy
cerca de a, uno podria pensar que mediante un arco ordenado de {b} a X
en C(X), siempre se puede encontrar un subcontinuo B de X que contiene
a b y se encuentra tan cerca de A como queramos. Para el abanico arménico
Ay (ver seccién 1.10), es fécil convencerse de que ésta es la situacién. Sin.
embargo, para el abanico armoénico con pata alargada A;,, la situacién no es
asi.

Notemos que para el punto py == (1, 0), la pata alargada £ v un-punto de
L, que se encuentre muy cercanoc a Po; no es posible encontrar un subcontinuo
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B-de 4, que contenga a dicho punto y que esté cerca de L, en vista de que,
mientras £ crece “hacia la derecha”de pg, todos los subcontinuos que tienen
al punto cercano, crecen “hacia su izquierda”. En términos de la métrica de
Hausdorff, los subcontinuos que contienen al punto se van alejando de L.

Asi pues, mientras que el abanico arménico tiene la propiedad de Kelley,
el abanico armdnico con pata alargada, no la tiene. Procediendo de forma
similar, nos podemos convencer de que: el continuc: seno de- L, tiene la- pro-.
piedad de Kelley, mientras que el continuo seno de: —, con pata alargadd, no

la tiene.

Los eéjemplos anteriores tambien nos indican que pequefios cambios en un
continuo que tiene la propiedad de Kelley, pueden ser: suﬁc1entes para des-
truir esta propiedad (en vista de que las respectxvas patas alargada.s, pueden
considerarse tan pequefias como sea necesa.rxo)

También notemos que, en la definicién anterior, . el numero:6 depende del
niimero €. A continuacién presentamos una versién punbual ‘de; la propxedad
de Kelley, en donde se involucra un nimero é el cual ‘en esta ocasion, depende
tanto de ¢ como del punto dado. - : it

Definicién 2.2. Decimos que X tiene la propledad de: Kelley. en un
punto a € _\ si para cada € > 0 eriste 5 = (e, “be
d(a,b) <d ysia € A € C(X), entonces’ ez‘zate
be By H(4,B) <e.

La nocidén anterior se le atrlbuve a R VVardle, g
en 1977, en [42, II], considerado el primero en el que se’ clesarroll

I egﬁﬁclio '
- sistemadtico de ld. propiedad de Kelley.

Lo que uno espera de las definiciones antenores, es’ que la propledad
“de Kelley dada por puntos, equivalga a la propiedad de. Kelley en’ forma
global. Esto es verdadero y a continuacién escribimos dlChO resultado como
- un teorema.

Teorema 2.3. X tiene la propiedad de Kelley si y solo st .(’_.t'ien‘é dicha
- propiedad en cada uno de sus puntos. - « R

Mds adelante daremos una varlcmte de la propxeda.d de Kelley y luego
mostraremos un resultado que tiene como consecuencna el teorema anterior.



48

- Cabe senalar que en [4‘7 yROEW
,antemor es c1erto PR

En el swutente teorema mostramos que 16
,propledacl cIe Kellev cn su versxon local ;

,

‘Teorema ....4 Sea. f — Y un Immeommﬁsm
Y. SiX: tiene la plopzedad de Kelley en-un- punto a
la propzedad de Kelley en f(a). : RE T

Demostracmn Sea € > 0. Como f es continua,. por el Teorema 1.35;1a
funcién C(f) es continua. Entonces existe eg > 0 tal que:si 4;B. € C(]\’)
v H(A4, B) < e, entonces H(C{f)(A), C(f)(B)) < e. Como X tiene la’pro- :
piedad de Kelley en a, para eg, existe 5o > 0 tal que si b € B(d,a)'y
a € A € C(X), entonces existe B € C(.Y) con b € B tal que H(4, B) < ep.:.

.En vista de que f es abierta, el conjunto f{B(dg,a)) es un abierto en'Y que -
tiene a f(a). Por tanto, existe § > 0 tal que B(6, f(a)) C f(B(do,a)). Tome-
mos un punto y € B(J, f(a)) ¥ un elemento @ € C(Y’) tal que f(a) € Q. Sea -

- b € B(do,a) tal que f(b) = y. Notemos que A = f~!'(Q) es un subcontinuo de. :
X tal que a € 4. Entonces existe B € C(X) tal que b€ By H(A4, B) '<'e'o.‘
Notemos que L = f(B) es un subcontinuo de Y tal que y = f(b) E L
Ademas, por la eleccxon de €g, resulta que

H(Q,L) = H(f(A), f(B)) = H(C(f)(A), C(f)(B)) <€

Esto muestra que Y tiene la propiedad de Kelley en f(a). - u

Recordemos que una propiedad P es topoldgica, o bien un invariante
topoligico, si cada vez que un espacio Z tiene dicha propiedad, cualquier
espacio homeomorfo a Z también tiene la propiedad. Combinando los dos
ultimos resultados, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.5. La propiedad de Kelley es un invariante topoldgico.

Naturalmente estamos interesados en determinar condiciones; -bajo las
cuales, una funcién continua y suprayectiva f preserva la propiedad de Kelley..'
Por supuesto, si pedimos que f sea abierta e-inyectiva, entonces . es.un -
homeomorfismo v, por el teorema anterior, f preserva la propxedad de Kelley
MaAs adelante veremos que es suﬁcxente con pcdlr que f sea; ablerta por :
ejemplo. . : ‘
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2.3 Conexidad y Propiedad de Kelley

‘En esta: seccién probaremos que si un continuo es localmente conexo en un
punto, entonces posee la propiedad de Kelley en dicho punto. Mostraremos,
ademnds, el resultado andlogo con respecto a la conexidad en pequefio. Fi- .
nalmente veremos qite un continuo con la propiedad de Kelley es conexo en
pequeio en cada uno de sus puntos de corte (ver Definicién 1.66).

Teorema 2.6. Si X es localmente conezo en un punto a € X, entonces X
tiene la propieded de Kelley en a.

Demostracién. Sea € > 0. Tomemos un abierto y conexo V de X tal que
a € V C B(%,a). Como V es abierto, existe § > 0 tal que B(d,a) C V.
Consideremos b € B(5,a) y A € C(X) con a € A. Mostraremos que existe

B € C(X) con b € B tal que H(4,B) < e¢. Tomemos B = clx(V)UA. -

Notemos que cly (V) y A son subcontinuos de X que tienen al-punto q,
asi que B es un subcontinuo de X. Ademds b € B y, por el Corolario 1.6,
cly (V) € B{e,a). Por tanto :

B =clx(V)U A C Ble, a) u A C 1\’(5, A)

Por otra parte, 4 C B C N(e, B) De: esta manerl
H(A, B) < ¢, lo cual termina la prueba :

odemos concluxr que -

Combinando este result.ado con el siguiente re-

sultado.

-Corolario 2.7. Los contmuos localmente’co os:tienen la propiedad de Ke-
ley. R,

Ahora bxen, con respecto ue-abreviamos
“corne “cik”, tenemos eI"lgu e

Teorema 2.8. Sz (\ es cikenun punto a de X ‘entonces X-tiene la propzedad'
de KelleJ en a. T S S ey

‘Demostracién. " La prueba de este fesultado es una variarit_‘e ;d'e‘léb.frdada,,erik‘
el Teorema 2.6. Sea € >"0. De acuerdo con el Teorema 1.74, existe un abierto .

V' de X tal que'a € V. C B(§,a) y, paracada b € V, ‘existe un- subconJunto,

conexo C de X tal'que a,b € C € B(§,a). Como V es abierto,-existe'§ >0
tal que B(d,a) C V. Tomemos un punto b € B(d,a) y A€ C(X).con a:€'A.



SB0. e e ff: :;CAPI"TUL‘Q2..;-'L;4"~'PROPIED D'DE KELLEY.~

\otemos que.b € V,asi que ‘existe un- subconjunto
a,b € C C B(5,a). Sea B = clx(C) U A..No

H(A, B) < €, lo cual termina la prueba

Es claro que si X es un continuo con la propxeclad de Kelley en.un punt.o a,
entonces a no tiene por que ser un punto de conexidad. en pequeno ‘ni mucho
menos un punto de conexidad local. Por ejemplo, el- abamco arménico tiene
la propiedad de Kelley en todos sus puntos, en particular en aquellos que se
encuentran en la pata limite cuando se le quita.el (0,0), en donde el continuo
no es ni localmente conexo, ni conexo en pequefio. . Esto.muestra que’ los:
respectivos reciprocos de los teoremas anteriores no son c1ert.os

Observemos que el punto (0,0) en la pata hmlte del abamco armo ico-
4y, es un punto de corte de A,. Como mostramos a contmuac __n,s un’ punto’
, donde X tiene la propiedad de Kelley, es de corte en A ent

orlg;malmente en [3, Teorema 2.1].

pe X. SL p es un punto de corte de X, entonces X ‘es czk: en. p

Demostracién. Supongamos que ¢ > 0. Por el Teorema 1.75, ba.sta probar'f
que existe § > 0 tal que si z € B(4,p), entonces existe £ C X' conexo,
con p,z € E C B(éo,p). Como {p} es un punto de corte de X, existen dos
subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios P y @ de X tales que X = {p} =
Pu Q. Deﬁna.mos

PoPUG v @ =QUl

-Por:el Teorema 1 65, P 'y @ son subcontmuos de X -Tomemos puntos
T € Py yo € Q: " Sea €7>70 tal’ que; B(el,:z:o) faid 20N Poclernos suponer,‘ i
sin’ perdlda de generdhdad que € :<.€p ‘Procediendo: de la m ma manera,.
tenemos: que ‘existe. 0 < €. <: 60, tal que B(Eo, Jo) c Q : E
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Como P U B(eo,p) es un abierto en: \ tal que P* C P u B(eo,p), por el
Teorema 1.19, existe e3 > 0 tal que N(es, P*) C PuB(eo,p) De nueva cuenta’_‘ '
’ podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que €3 < €o. Procedxendo de :
la misma manera, existe 0 < ¢4 <. ¢ tal que N(es, Q") C QU B(eo,p)

Sea € = mln{ €1, €2, €3, €4 }. Es claro que € < .

_-\hora bien, como X tiene la Propxedad de Kelley en p, entonces_.e_}yi_ste}.
0 < &1 < € tal que para cada z € X con d(z,p) < &; existe D € C(X) con: ..

z €D tal que H(D,Q") < e..De la misma manera, existe 0 < d2 <€ tal
- que para cada z € X con d(z,p) < &2, existe D' € C(X) con x € D' tal
que H(D', P") < €. Sea § = min{d,,d2}. Entonces, para cada x &€ X con
d(z, p) < & existen D, D’ € C(‘\) con z € DN D’ tales que H(D QY<ey
H(D', P*) <e.
: Tomemos = € B(J p) - {p} Podemos suponer, sin perder generalidad,
que z € P. Tomemos D &€ C’(X) ‘conz € Dy H(D,Q") < €. Entonces
Q" C N(e,D) y, como ¥ €:Q. C Q" C. N(e, D), existe a € D tal que
d(a,yp) < € < €p. Luego.a € B(eo,yo) C Q y, por Io tanto, DnNnQ@ #0.

Como D — {p} C PUR, entonces .

—{p}=(PN(D- {P}))U(Qh (D - {P})) = (PnD)U(QﬁD)
Ademds PND v QN D son abiertos en D y z '€ Rﬂ D. Entonces PND # Q.
Miés aiin, QN D # 0, y los conjuntos PN D y @ N D son ajenos, pues
PNQ = 0. Luego, PN D y QN D son una separacién de D — {p}. Por tanto,
aplicando el Teorema 1.65, tenemos que £ = (PN D)U{p} es un subcontinuo
de X. Notemos que p,z € E. Ahora veremos que E C B(ep, p). Para esto sea
e € E. Sie = p, es claro que e € B(eg, p). Si e # p, entonces e € PN.D. Como
H(D,Q") < ¢, entonces D C N(e,@"). Ahora bien, NV (e, Q") C (QUB(eg, p)),
por lo que D C @Q U B(eo, p)- Luego, e € QU B(e,p). Como e € Q, pues
e€ Py PNQ = 0, resulta que e € B(¢,p). Esto prueba que E C B(e,p) ¥y
termina la demostracién del teorema. [

Corolario 2.10. Un continuo con la propiedad de Kelley es cik en cada uno
de sus puntos de corte.

2.4 Propiedad de Kelley con Sucesiones

En esta seccidén, presentamos la forma cldsica de enunciar la propiedad de
Kelley en términos de sucesiones. En la literatura, dicho resultado aparece
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tporiprimera vez-en [11; p.' 7T4d], sin demostracién. En otros articulos se: ha',:\v' o
,f";utlhze.do esta eqmvalencxa, y en ninguno de ellos aparece una prueba del,f'~ o
fmlsmo M4ds atin, por conveniencia, la equivalencia aparece en mas'deuna’ -

'xocasmn como la definicién de la propiedad cde Kelley, en cuyo caso los autores -

simplemente omiten la definicién original dada en términos de ep51lones v? PREI

al lector a [1, Teorema 2.7] en donde se da una demostracién del mnsmo”

“deltas. En este trabajo no presentaremos una prueba, y optamos por referu"-

Teorema 2.11. Para a € X, las siguientes afirmmaciones son equwalenteS‘ o

1. X tiene la propzedad de erlley en a.

2. Para todo A e C(]\) con a E A Y para toda sucgszon'v(
‘que an —' a, existe una sucesion (.4,1),. en C'(.\)
cadanGN v An —>4 i

En el artlculo 12, Observamon 1] aparece, sin prueba
cién de la propiedad de Kelley en términos de sucesxone
mencxonamos v probamos dicho resultado. :

Teorema 2.12. Para a € X, las siguientes aﬁrmacwnes son equwalentes-

. X tiene la propiedad de Kelley en a.

2. Para cada € > 0, cada 4 € C(X) con a € A y para toda sucesidn
(@n)n en X tal que a, — a, existe una sucesion (An), en C(X) tal que
an € Ap, para cada n € N y, s (A, )x es una subsucesion de (Ap), tal
que A,, — Ao, para algin Ay € C(X), entonces H(A, Ap) <e.

‘Demostracién. (=) Seane >0, 4 € C(X) con a € A y (a,), una sucesién

en X tal que a, — a. por el Teorema 2.11, existe (A,), C C(X) tal que

€ A,, paracadan € N, y A,, — A. Entonces si (4,, )x es una subsucesién

i dp (An)n, tal que 4,, — 4, para algiin 4y € C(.\), se tiene que Ao =AYy,
por tanto, H(A, 49) =0 < e

(<) Supongamos que X no tiene la propiedad de Keilev é’x.i' aJFE}lﬁonées
existe € > 0 tal que, para cada § > 0, existen a; € B(5,a) ¥, _«A.‘;ve C(X) con"
a € A;s tal que, para cada B.g C’(}{) con as € B sucede ue. H(B AJ) > e

Tomemos n € N y sea 6, = - . Entonces: e\lsten a,,1
C(X) con a € A, tal que B R



acla la compacxdad de C(X) podemos suponer,:sin pelder generahdad
que 4, — 4 para algiin subcontinuo A de X.: .-\.phca.ndo 2 para el nimero §
el subcontinuo A de X que tiene a a, y la sucesién (an)n-en' X que converge
a a, se tiene que existe una sucesién (B,), en C(X) tal que a,l € B, para
cada n € Ny, si (Bn,)x es una subsucesién de CBn)n, que converge a algin
subcontinuo B de X, resulta que H(4,B) < § :

Cousideremos una subsucesién (By, )« de (B,,),l que cbnvérge;}a‘ un sub-
continuo B de X'. Notemos que la subsucesién (An;)x. de“(A;,),,‘ converge a
A, Por tanto, existe /N € N tal que si & > IV, entonces H(B,.k,B) <ty
H(A,,,4) < §. Notemos entonces que, para un elemento k: > N, B,,k es un

subcontinuo de X' que tiene al punto a,, ¥, ademas ‘f'j’ ] i, o
H(Bn,,Any) < H(B,.k,B)+H(B A)+H(A An,‘)
< E+§+E

E.

Como esto contradnce (*), tenemos que X tiene la propxedad de Kelley
en a. : L ]

"‘2 5 Una Varlante de la Propiedad de Kelley.

—\hom mostrdremos una manera natural de hablar tanto de la propiedad de
- Kelley en un subcomunto cerrado de un continuo dado, como de la propledad

Sl de Kelley en los puntos de dicho subconjunto.

- Definicién 2.13. Sean X un continuo y A € 2¥. Decimos que X tiene la
propiedad de Kelley en un punto a € A si para cada € > 0, eziste

Deﬁnlcxon 2. 14 Sean X un con.fmuo Y A E ‘)‘\ Deczmos que X tzene la

para cadaa € A .ybe X con cl(a b) < 6 y para todo I\ € C(.«\) ‘cona € K,
eriste' L € C(.(Y) con b € L tal que H(I( L) < €.
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) ,\ tlene la prople- T

propiedad de Kelley en A sz y solo sz '_,
punto de A. 5

Demostraczon (=>) Es mmedlatd

En particular, si damos &,
que d(an,b,,) < d,. Adema.s exlste Ix G‘C’(\’) on"a <

(*) para cada L E"C(

para algun par de puntos ra.' b
punr.o Uy SE- encuentra en A;

resulta. que'a. E A

Ahora blen como C(X) es compacto, poclemos suponer que la\_
(Kp,.)m converge a un elemento Kp e C’(A) Notemos 'que @n,,
Ko y an,, € K,,, para cada m E N Ent;onces por el Corolano 1. 16‘_
que a € K. B T e

Como X tiene la’ propxedad de Kelley en el punto ade A )
§d > 0 tal que siz € X y J € C(X) satisfacen que: d(:z: a). -
entonces existe W € C(.\) con z. € A/[ tal que H(J M) < '

Debido a que an,, = d.¥ b,, b sabemos Jpor Ia contmuld"n.d de la
funcién d, que d(a,,,,bn,,) — d(a b),‘,\.h\hora bien d(an., bn.) <" —...’ para .
cada m € N, asi que d(a,,m, b,,m) = O Por tanto d(a b) = 0.y de aqui: que
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a = b E.sto muestra que b,,m —) ‘a. Por tant'.o, '
d(bn,", a) < 6 para. cacla m 2 1\«1

g para cada- m >N Tomemos 1V
JUesun subcontinuo de X que ‘contiene a a‘
ccon b,,, € L talque H(Ko, L) < §. Luegp,

nm

 H(K,,L) < H(Kn., K'o‘)f

al punto bn
lo' tanto, X" ‘tiene. la

Hemos encontrado un subcontmu !
v es tal que H(A,,,L) <'e. Esto contradic (*)#Po
propiedad de Kelley en 4.

Notemos ahora que el Teorema 2.3 es una consecuencia inmediata del
teorema anterior. En efecto, X tiene la propiedad de Kelléy*_si y sélo si X
tiene la propiedad de Kelley en cada elemento 4 € C(X) v, por el teorema
anterior, esto equivale a decir que X tiene la propiedad de Kelley en cada
punto de cada subcontinuo de X. Esto es, que X tienela propledad de Kelley~
en cada uno de sus puntos.

2.6 La Funcién c«.

En esta seccién estudiaremos una funciédn, la'cual esti bastante ligada ala
propiedad de Kelley. Para cada a € X definimos

ax(e) ={Ae€C(X):ac A ,}‘ ' | (2.1)

A ‘menos que entren en juego varios continuos, acordaremos llamar a
_cex (a) simplemente por a(a). En el siguiente teorema veremos que. la a.socxa—v
.cion anterior define una funcién a: X — C?*(X).

Teorema 2.16. Dado a € X se tiene que a(a) € C?*(X). Mds aun, a(a) es’
vconezo por trayectorza.s . .

vDemostracmn Sea ¢ € X. Por definicién a(a) c C( \’)' .'—\dehlzi‘s;;a-(a)' es
‘no vacio; pues X e a(a) \ol:emos que: LR SRS
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A, B € a(a.) Tomemos un arco orclenado AT — C(;\) ‘de
que M) C a(a) En efecto, si C' € ,\(I) entonces existe t’ E

‘a € A. Esto muestra que existe una trayectoria de’.
manera similar, existe una trayectoria de B a X en a(a
por trayectorias define una relacién de equwalencm,,

antenor

Teorema 2.17. Sz

Como D, T e F, sucede que A es una tra.vectorxa ‘de A a.' X en F:De manera .
similar, podemos construir una trayectoria de. Ba-X'en F. ilwsta. de que
conectarse por travectorias define una relacxon de equwalencna .7—' es conexo
por trayectorias. L |




1.31, basta probar que lim sup a(an) < a(a) Sea A E'llm sup a(a.,,) Entonces
Ael(X)y por el Teorema 1:14, exlsten una‘sucesién de'niimeros naturales
ny < na < --- ¥ puntos A, € alan,); pam toda k€N, t.ales que An, — AL
Entonces tenemos que an, —* a, An, Ay ank An para; ‘toda % € N Por
lo tanto, podemos concluir que a € A lo:! cua.l sxgmﬁca. que ,‘1 € a(a). Por
tanto, limsupa(a,) C afa). ~ Sl

El siguiente teorema relacmnafla connmuldad d

‘ p'r'gpie’dad ‘de
I\ellm en X (el dominio de ‘@) S

Teorema 2.19. Dado a E_ X:las® on' equivalentes:

A . 1. a_eé;’SCJ- en

e A, 3 \ tzene :la propzedad de Kelley en.a.

s Demostracm‘n. Veamos que 1 implica 2. Por el Teorema. 18 tenemos que -
“eees SC en a. Como estamos suponiendo que « también es: SC en.a sucede
‘que ¢ es continua en a, de acuerdo con el Teorema 1.29. SR

La prueba de que 2 implica 1 se dio también en el Teorema 1.29." -

Para terminar la prueba, veremos que las afirmaciones 1:y-3 son. equi-
-alentes. Para ver que 1 implica 3, sea (an)n C X tal que a, — a. Por.el -
Teorema 1.31, ax(a) C liminfa(a,). Entonces, para un elemento A° e a(a), :
existe (An)n C C(X) tal que A, —+ A y A, € a(a,) para todo n €N Luego
por el Teorema 2.11, podemos concluir que X tiene la propledad de I\elley
en a. ~ ‘

Ahora veamos que 3 implica 1. Seae > 0. Entonces existe 6 = 6(a e) > 0
tal que, para todo b € B(d,a) y todo A € a(a), existe: B € «a(b) tal que
H(A, B) < e. Es decir, existe § > 0 tal que'para todo b € B(é,a): se tiene
que a(a) C N(e, a(b)). Por tanto, podemos conclmr que o es SC’ en'a'y asi
queda demostrado el teorema. : R |
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- Por! el Teorcm'm 1. 34 toda funcxon semxcontmua por d[‘l‘lbd es continua

Ten un. conJuntO Gs-denso. .-\phcanclo este resultado a‘la fUIIClOn o, resulta

que existe un subcon_lunto Ade X que es G,,-clenso ¥y, ademas, o es continua

en cada punto de . De acuerdo con la equivalecia entre las partes 2 y 3 del

- Teorema 2.19, lo anterior implica que X tiene la propiedad de Kelley en cada

punto de A. De esta manera, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.20. Todb continuo tiene la propiedad de Kelley en un conjunto -

) 05 denso

2. 7 Contlnuos Homogéneos.

El Teorema 2.20, nos permite exhibir una nueva clase de contlm

s quie ;’;‘o‘se‘én g
la propiedad de Kelley. - L Sl

 Definicién 2.21. Un espacio topoldgico Y es homoge eo sz para cada. par

de puntos p,q € Y eziste un homeomorﬁsmo - }’ tal que f(p) =q.

La circunferencia es un ejemplo de un contmuo homogeneo ‘Es’ conocndo
que cualquier continuo que a’ su.vez es un grupo topoldgico, es también
homogéneo. Otros continuos homogéneos son mds complicados de describir. -
Para un estudio sobre esta clase importante de continuos, referimos al lector
a los articulos [40] y [33]. En relacién con la propiedad de Kelley, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.22. Los continuos -homogéneos tienen la propiedad de Kelle_/

Demostracién. Sean X un continuo homogéneo y p € X. De acuerdo al
Teorema 2.20, X tiene la propiedad de Kelley en un punto ¢ € X. Como
X es homogéneo, existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(g) = p.
Entonces, por el Teorema 2.4, X tiene la propiedad de Kelley en p. Por
tanto, por el Teorema 2.3, X tiene la propiedad de Kelley. : a2

En [42, Teorema 3.1] se muestra el siguiente resultado.

Teorema 2.23. Los continuos hereditariamente zndescompambleb tienen la
proptedad de Kelley.

Una prueba detallada del mismo, puede verse en [1;‘-Técrema4.8].
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2.8 Continuos no Meétricos.
La proplcdad de I\ellev ha sido considerada para contmuos que no txenen

por que ser metncos En dicha situacién, pensamos que si A es: un, espac1o
compacto, conexo'y v Hausdorff entonces : :

C(_\) {4 - X: A es compacto, cone\o y no vac1o}

posee la topologm de Vietoris ([26, Deﬁnlcmn 1 1]) La deﬁmcxon queda
“expresada entonces como sigue. S

: Deﬁnicién 2.24. Supongamos que X es un espacio compacto, conezro y.
Hausdorff. Decimos que N tiene la propiedad de Kelley si para cada
L .punto p € X, cada subconjunto compacto y conexo K de X conp € K y
- cada ‘abierto U en C(X) con K € U, existe un abierto U en X conp € U tal -
. que si g € U, entonces eziste un subconjunto compa.cto y conexo L 'de X con
rqge L yLel.

La nocién anterior fue establecida por W. J. Charatonik en [16]. Endicho
articulo, el autor menciona que los Teoremas 2.18 y 2.19 permanecen validos -
si suponemos que X no es métrico y que, para ver esto, es suficiente con usar"
redes en lugar de sucesiones. En [34] I. Lon&ar también estudia la propiedad ~
de Kelley para espacios no métricos v, utilizando limites inversos de siste- -
mas inversos o-dirigidos, hace ver que los Teoremas 2.18 y 2.19 permanecen
vilidos sin necesidad e suponer que X sea métrico. Utilizando estas mlsmas
ideas, I. Lonéar generaliza el Corolario 2.7 para continuos no métricos.

En las secciones 3 y 4 de [16], W. J. Charatonik prueba que existe.un -
continuo no métrico y homogéneo, que no posee la propiedad de Kelley. Por :
consiguiente, en el Teorema 2.22, la hipdtesis de metrizabilidad es esencial.

2.9 Retracciones.

En [42, Teorema 2.9], R. Wardle prueba que las retracciones preservan la
propiedad de Kelley. Una prueba detallada de este resultado puede verse e_h o
{1, Teorema 4.11]. Recordemos que, si ¥ y Z son espacios topoldgicos y Z.C
Y, entonces un retracto de Y en Z es una funcién continua.r: Y — Z tal
que 7z es la funcién identidad. A la funcién r se le llama una re’tracc;iké'nl;de, :
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Y.en Z. .-\ contmuacx n."m
de. I\elley, sin;

‘Teorema:2: 5,:([16 eorema . 2. 8]) Supon_jamos que 7\ es un espacw S
compacto,” cone:z:o Yy Hausdor_/_’f 5i°X tiene la propiedad. de Kelle1 J Y' es un‘f,:
retracto de .\ entonces Y tzene la propiedad de Kelley. : :

oner que el contlnuo en cuestxon es metrlco

Demostracxon. Sed T J\ -5 Y una retraccién de X en Y. Tomemos un -
punto p en'Y; un subcoxuunto compacto ¥ conexo K de Y ‘tal-que p €K
¥ un abierto &/ en: C(Y") .tal que ¥ € U. Por el Teorema: 1.36,; la ‘funcién + -
inducida C(r): C(X) — C(Y) es continua. Adernds, para cada. A E C(Y) Y

C(f)( Ay =r(4) =

entonces existe un subcon_]unto compacto y cone\o L de Jf tal que g€ L E V.

Sea U =V NY y notemos que U es abierto en Y. Supongamos ahora que
¢ € U. Entonces existe un subconjunto compacto y. conexo-L de X tal que
q € L € V. Luego, (L) es un subconjunto compacto y conexo.de Y tal que
q € r(L) € U. Esto prueba que Y tiene la propiedad de Kelley. . |

210 » >Funciones Refinables.

En esta. seccién introducimos las funciones refinables v su relacxon con la
propiedad de Kelley. o

Definicién 2.26. Decimos que la funcion continua: g._;Y ‘—>' 'Y eri.tre lbs e

continuos .«\ J Y es refinable si para cada € > 0 eziste una funcwn contmua_

Mas adelante veremos que las funciones conﬂuentes pres
dad de Kelley (Corolario 3.5). Por cuestiones de” tlempo no nclulmos en
este trabajo una demostracién del Teorema 2.27. - '
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2.11 Tres Funciones Especiales.

En esta seccién se presentardn tres funciones, definidas a partir de un con-
tinuo X, éuya continuidad’ equivale a que X posea la propiedad de Kelley.
Recordemos que la letla I representa el intervalo cerrado [0, 1] de la recta real.
Consxdera.remos que. ;: es:una func10u de \Vlutnev normahzada en C’(.\’)

....11 1

- “Par: a. cad (a;

A.e a(a) ,u(A) - t }

; Informalmcnte hablando, F reune a todos - aquellos elementos de. a(a)‘
‘que “miden”¢."

La funcién F), fue definida en [30] por J. L. Kelley. En dicho articulo se
prueba que si X tiene la propiedad de Kelley, entonces F), es continua. En
1977, R. Wardle observé en [42] que la continuidad de F, implica que X tiene
la propiedad de Kelley. Este resultado aparece probado por S. B. Nadler, Jr.
en el libro (38, Teorema 16.14], publicado en 1978. Posteriormente, en [1] se
hace un tratamiento diferente de la funcién F),. Primero se prueba que £,
siempre es semicontinua por arriba, y después se ve que la semicontinuidad
por abajo de Fj, es equivalente a la propiedad de Kelley en X.

En el presente trabajo enunciaremos sin prueba, los resultados de [1] n
dando en cada caso la referencia correspondiente.

Teorema 2.28 ([1, Teorema 3.1]). Fu(a,t) = a(a) n u'l(t)
(a.t) € X x 1.

: ;fsemzcontmua. por“ ‘_ rrzba

.Teorema 2.31 ([1 Teorema 3. 5]) {Un co
Kelley en un’ punto a € X st y solo 'St la
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Corolario 2.32 ([1, Corolario 3. 1]) Un contznuo X tzene la opvz;éd,izzdvdé ‘

Kelley si y sélo si la funcion F,, es continua.

Con ayuda de la funcién F), podemos ver, que los cont;muos 11ered1tar1a~
mente indescomponibles tienen la propiedad de Kellcv Notemos que si X es
hereditariamente indescomponible ¥y A, B € C(X\X') son tales que ANBF#0,
entonces A4 y B son comparables. En efecto, si esto no es asi, entonces hacien-
do C = AUB resulta que A y B son dos subcontinuos propios de C. Luego, C
es descomponible, lo cual contradice el hecho de que X es hereditariamente
indescomponible. : -

Teorema 2.33. Si X es hereditariamente indescomponible, entonces X tiene
la propiedad de Kelley. :

Demostracién. Consideremos un elemento (a, t) € X x I y una sucesidén
(@n, ta)n en X x I tal que (an,t,) —* (a,t). Mostraremos que F), es continua
utilizando el Teorema 1.23. Supongamos, por tanto, que Fu(an,tn) — A
para algin A4 € C?(.X). Veremos que A = F,(a,t). Para esto, tomemos un
elemento A € A. Como A = liminf F,(an, t,), existe una sucesién (4,), en
C(X) talque 4, — A y, paracadan € N, 4, € F,(aa,ts). Como A, — Ay
la funcidén u es continua, sucede que ¢, = p(A,) — u(A4A). También es cierto
que t, — t asi que u(A4) = t. Por otra parte, como A, — 4, an - —ay -

a, € A, para cada n € N tenemos, por el Corolario 1.16, que a e .4 »Luego‘ N

A € F,(a,t). Esto prueba que A C F,.(a,t).

Paxa mostrar la otra (,ontenmon, supongamos a.hora qu'

&
Como ta.mblcn t,,k — ¢, resulta que p(B) =t, asi que u(B) = /.L(A)i'
entonces que A ¥ B son dos elementos comparables y tales que u(A) = p.(B)
Luego 4 = B. Entonces 4 € A y con esto F,(A,t) C A. Tenemos entonces
que Fy(a,t) = A. Luego, por el Teorema 1.23, F, es contmua v, por el
COI‘O]dI‘lO 2.32, X tiene la propiedad de Kelley. e -
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2. 1>1’2 J;La Func1on F‘ :

: Otra. funcxon que cumple con'las antes ,mencxonadas propledades es Ia. llamada ~

(IR e C(X) AC K
Fi(A = {{ C eC( ) c
Como en la seccién anteridr,fv o1
los resultados correspon(llentes a’ la.
‘referencxa apropiada.

’La telccra funcxon vque veremos, es la llamddd funcxon L,‘, deﬁmda en [1] por
G Acosta. Para cada (A4,t) € C(X) x [ deﬁmmos



” e

iy se.enun- B
I‘referencxa. :

de Kelley en un punto ae€X, ‘en
‘para todo (A4,t) € a(a) x I..

Corolario 2.41 ([1 Corolarlo 3 4])'

Recordemos que una contracc1o 16
funcién continua i :'Y x I Y para. la cudl existe un punto Yo e ¢ )
h(y,0) =y v h(y,1) = yo, para cada. y €Y. En t:a.l sxtuacxon decxmos que el
- espacic-}” es contraible.

El resultado anterior, combinado con la propiedad 1 enunciada previa-
- mente, indica que si X tiene la propiedad de Kelley, entonces la funcién L,
es una contraccién en C(X). En particular, esto implica que el hiperespacio
C'(X) es contraible. Originalmente J. L. Kelley definié esta propiedad con
el propdsito de dernostrar que es una condicidén suficiente para garantizar la
contractibilidad de C(XX) (y también la de 2). Posteriormente, han apare-
cido una serie de articulos en donde la propiedad de Kelley juega un papel
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lmpOltante Hov en dia, esta propleclad es Lnteresante por si mlsma Cabe“ Lo
mencionar que la propiedad de Kelley no-es una condicién necesaria para =

garantizar la COntl‘dCtlblllddd de C'(X). En la pédgina 64 de [1], se prueba que "
si X es el continuo seno de L con pata alargada, el cual no tlene la propledad :
de Kelley, entonces el luperespamo C(.\’) es (.ontuuble

Terminamos el presente capitulo menmonando dos resultados,'que 1nyo- )
lucran a la propiedad L,.

Teorema 2.42 ([1, Teorema 3. 13]) Sz para cualquterfunczon de: PthtneJ L
normalzzada w: C(XN) — 1, la funczon L“ es contznua S :
propiedad de KelleJ :

de Kelley si y solo st la funcién L,, ‘es contznua, pa.ra. cimlquzer fu'h.cwn de,
Pthtney normalizada C( X)— 1. . . : ‘ '
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CAPITULO 2. LA PROPIEDAD DE KELLEY.



Capitulo 3

Preservacion de la Propiedad
de Kelley.

3.1 Introduccion.

En [38], S. B. Nadler, Jr. preguntd si se puede dar una clasificacién de las
funciones continuas que preservan la propiedad de Kelley. Dicha pregunta es_v_"
tan general que, a la fecha, sélo se tiene una pequeiia lista de ellas (por eJem-j'-,,.w :
plo la.s retra.ccnones v las funmones reﬁnables de’ acuerdo con Ios teoremas o

respecto a la prebervdcxon puntual de la propxedad d
secuencia de los resultados de dicho articulo, se obtlenen algunos teorema.sf' i
anteriormente conocidos, que involucran la preserva.cxon globa.l ‘cle a prople-j, o
dad de Kelley. ’

3.2 Preservacién Local.

En la Definicidn 1.41 .presentamos una versiéon local de la -fconﬂuencna con’
respecto a los puntos del dominio en el cual se encuentra deﬁn'da una func1on .
\Ias adelante, en la Definicién 1.43, hicimos algo 51m11ar, per respecto

» los puntos de la imagen de la funcién en cuestlon Ambas noc1ones se :
utxludxan en esta seccion. R R S : :
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Supongdmos ahora que f ‘\ — Y es una func1on contmua v ‘suprayec-
‘tiva entre los continuos X v Y Pp I Teorema 1.35, la'funcién inducida
L C2(F): C*(X) — C*(Y') también es ontinmia.: Ademas, podemos considerar

las funciones ax : X — CZ( X) y o Y 2y C2(Y) en donde, para cadax € X
vecaday el SR R

Teorema 3.1 ([8 Propo A /gfgma :a-r_ztérior conmuta en un
punto z E ‘\ e.sto es, : ) . :

) —’av(f(x))
Sty solo st-la fu'n.czon f es conﬂue'n.te relatwa ax.

Demostrdcxon. (<) Por definicién C’z(f)(a,\-(:z:)) = {C(fH(A): A€ ax(z)}
vay(f(z)) = {B € C(Y): f(z) € B}. Para mostrar que dichas familias
son -iguales, tomemos primero un elemento B € C2?(f)(ax(z)). Entonces
B = C(f)(A) para algiin 4 € ax(z). En vista de que z € A, tenemos que -
f(z) € B. Por tanto, B es un subcontinuo de ¥ que contiene a f(x). Entonces -
B € ay(f(z)). Por tanto, siempre sucede que C?(f)(ax(zx)) c 'ay(f(a:)).

Ahora tomemos un elemento B € ay (f(z)). Consicderemos la componente
A de f~1(B) que contiene a =. Notemos que A € cx(z): Como f es confluente
en x, se tiene que f(A) = B. Ahora bien, C(f)(A) = f( -&) de donde B =
C(FYA). Esto muestra que Bec(C? (f) (a,\ (:z)) :

Lo anterlor concluye la primera parte de la pl‘ueba.
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(=) Pdra. ver que f es conﬂuente relatna azx, sean B € C(Y') con f(x) €
) B. Notemos que B € ay(f(z)). Sea C.la componente de f~!'(B) tal que
‘2 € C. Notemos que f(C) C B..Como B € ay(f(z)) = C?>(f)(ax(z)), existe
A€ ax(zx) tal que B = C(f)(A) = f(A). Notemos que 4 es un subconjunto
" conexo de f~!(B) que contiene a’'z. Como C es la componente de f~'(B)
que contiene a z, resulta que A C C. por tanto, B = f(4) € f(C). En vista
de que la otra contencién tamblen es \dllda, tenemos que f(C) = B. Por lo
tanto, f es confluente en z. . o [ ]

Combinando los teoremas 3.1 ¥ 1 42, tenemos el siguiente resultado que
aparece en la literatura por pumera vez. en [-19 Teorernd 4, 9] Y, posterlor-
mente, en [8, Corolario 1]. EV :

Corolario 3.2. El diagrama antei‘ibr-~‘c¢)‘n_m . [corfi‘ﬂu'enté.

tiene la propiedad de Kelley en un punt;o a -en
propiedad de Kelley en el punto f(a). R

pleda.d de Kelley (ver Corolario 3.5).
nes confluentes no preservan la propiedad de I\ellev en su Ve

serva la proptedad de Kelley, en su version local

\Justxﬁcacxon. Consxderemos, en R?, los conJuntos»

—{( 1, o>}u{(
B ={(. o>}u{ (- =&

“asf como a los segmentos de recta del punto (0 O) a los puntos de B. Sean Xo
el continuo que se obtiene uniendo dichos se«rmentos de recta y )\ = (\OUAS,
donde A; es el abanico arménico. . G
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10—

Deﬁnamos ahora una funcién f: X — R? de la siguiente manera:

(=, v) si (z,v) € A,
f(z y) {( —z,~y) si(z, y) € Xo..

Hawamos Y f(X) Con51deremos, en Y el arco ppo que une los puntosi'
p = (0,0) ypo =(1,0). Notemos que ¥ = XDUA,, en donde Xo es el c
que se obtiene nmendo los segmentos de recta del punto p 3
B Ademids f(A4,) = A; y F(Xo) = X§.

t‘:‘muol
los punt s'de- " -

Para hacer ver que f es confluente, tomemos un subcontmuo I\ ‘de- Y :
Supongamos que p € K. Entonces K estd contenido en ppp — {p} en K
los arcos pp, de s o bien en uno de los arcos que une al punto:p;con} un -
elemento de B’. En la segunda y tercera situacién, tenemos que. f7 1(I\) es -
conexo. Por tanto, f(f~'(K)) = K. En la primera situacién, f 7! (K). posee .-
dos componentes K1 y K. Una de dichas componentes, digamos Ky .coincide

con Ky la otra se obtiene reflejando K, sobre el eje de las absc1sas Por‘”
tanto, f([\l) = f(¥K2) = K. :

Supongamos ahora que p € K. Entonces:
K= (I\ NA) U (K nX{,)

Notemos que f7}HK N A4;) = K ﬁ A,,‘mlentras que: f ‘(I\ N'XY}) es un
subcontinuo de Xp que-tiene al piunto:(0, 0), cuya imagen bajo f es K N Xj.

Por tanto, f~}(K) es conexo, asi que f(f 1(}’\)) =K. -Esto prueba que f es
confluente. 0 Lo FRERPE T
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No es dificil convencerse de que .X tiene la propiedad de Kelley en el
punto a = (4,0). Ahora bien, ¥ no tiene la propiedad de Kelley en f(a) =
a, escencialmente por que .X} es un abanico arménico con pata alargada
contenido en Y y que contiene a f(a). En efecto, si para cada n € N hacemos
an = (%, —-,—“), entonces (a,)n s una sucesién en Y~ que converge a f(a) y tiene
la propiedad de que no es posible encontrar una sucesién (4,), en C(¥Y’) con
a, € 4,, paracadan € Ny 4, — 4, en donde A es el segmento de recta en

Y que une los puntos f(a) 3 po- |
Si en el ejemplo anterior, definimos a, = (—3 —) para cada n € N,
entonces (an), es una sucesién en X' que converge al punto a = (—4,0) ¥

tiene la propiedad de que no es posible encontrar una sucesién (4,), en C(,\)
tal que a, € A,, paracadan € N, y 4, — A, en donde A es el arco en X
que une los puntos (—1,0) » a. Por consiguiente, X no tiene la propiedad de
Kelley en el punto a, que pertenece al conjunto f~!(f(a)). Como veremos a
continuacidn, esta condicidn es justo la-que destruwe la preservacién local de
la propiedad de Kelley. : Gn

Teorema 3.4 ({8, PropoSiéic‘oh 2]). Sea f: X = Y una funcidn continua
y suprayectiva entre los continuos X y Y. Supongamos que f . es confluente
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en un: punto Jo (= } _/ que _\ tzene la pr pzedad de Kelle_/

s i e
l(JO) Entonces Y'tzene‘ la’ propzedad de KelleJ en yo i" e S

. on mducula. toj¢)) ,C(‘\') —r
. C(Y) es continua, de acuerdo’ con-el- Teorema 1.35. Por tanto existe €1 > 0
“tal aue, pma cada. I\ L € C(/\) con H(I\ L) < €1, se tlene que.

H(C(F)(K), C(f)(L)) <e

Notemos que f~1(y) € 2. Como X tiene la propiedad de Kelley en cada
“punto de f~!(yo). por el Teorema 2.15, resulta que .X tiene la propiedad de
“Kelley en f~*(yo). Por tanto, para €, > 0, existe §; = §;(€,) > 0 tal que para
cada a € f~Yyo) ¥y x € X con d(z,a) < §, y cada K € C(X) con a € K,
existe L € C(X') con z € L tal que H(K,L) < ¢;-

Por el Teorema 1.32 la funcién f~! : ¥ — 2X es SC. Por tanto, pa-
‘ra &y, existe un subconjunto abierto U-en Y tal que yo € U y f~(y) C
N (61, f~Ywo)) para toda y € U. Sea § >0 tal que B(d,yo) < U. Mostrare-
.‘mos que J satisface la definicién de que .Y tiene la propiedad:de Kelley en’
Yo- :

Seany € Y talqued(y,y) <dy P e C(Y)conyy € P. Como f es supra-
vectiva, existe z € X tal que f(z) =y. Es claro que z € f~'(y). Notemos que
Y € B(d,y0) C U, asi que f~(y) € .N(61, f (o). En particular tenemos
que € N(J,, f " (yo))- Por tanto, existe o € f~ (o) tal que d(z, zo) < ;.

Es claro que f(zg) = %o € P, por lo qué Zo € fél(P). Esto nos permite
cousiderar la componente K de: f~1(P) tal que z5.€ K. Como f es confluente:.

en Yo, se txene que f(K) =P »\hora blen, f(I{)‘ —'C(f)(I\) por lo cual N

CHU) =

7 con la eleccién de €1, resulta que H(C(f)(K) C(f)(L)) < €5 '
Hagamos Q = C(f)(L). Notemos que Q es: un subcontmuo de Y7 tal que
y = f(z) € Q ¥, también: o MR




H(P Q) = H(C(f)(I\) C(f)(L)) <€

" Por t'mto, Y tiene la propxedad de I\cllev en yo.. o ’ (]

Comio consecuencia el teorema antcrlor, tenemos el sxgulente resultado
que originalmente aparece probado en el artxculo [-L Teorema 4.3] y, poste-
" riormente, en [8, Corolario ‘7] o ~ S

Corolarlo 3.5. Sea f: X — } una funczon contmua Y suprayectwa entre
los continuos X y Y. 8¢ X tiene la propiedad de KelleJ Y f es conﬁuente
enton.ces Y tiene la pmpzedad ‘de Kelley.

: Demostracmn. Sea y € Y. De acuerdo con el Teorema 1.42, f es conﬁuente
relativa a cada punto de Y. Entonces, por el Teorema 1.43, f es confluente en
- y. Como X tiene la propiedad de Kelley, en particular X tiene la propiedad
.de Kelley en cada punto de f~!(y), segin el Teorema 2.3. Entonces, por. el
teorema anterior, ¥ tiene la propiedad de Kelley en y. Aplicando de nuevo
el Teorema 2.3, resulta que Y tiene la propiedad de Kelley. Sl »

bt

Recordemos qhe la funcién f: X — ¥ del Ejemplo 3
guientes propiedades:r -

3 .éatiéface las si-

1. es conﬂuente ‘en un punto yo 1S Y
2. X no tlene la propxedad de I\ellev en uno de los puntos de f 1(yg),

3. Y no tlene la propledacl de I\elley en Jo
Por tanto, en el Teorema 3. 4 la hlpot:esns de que el continuo .\ debe tener
la propiedad de Kelley en cada punto de f~!(yo) es esencial. Ahora, mostra-

remos que existe una funcién f:‘.Xi_—f Y_- con las siguientes propiedades:

1. no es confluente en un punco yo €Y,

W

X tiene la propiedad de I\elley en cada punto de f~ (o),

3. Y no tiene la propxgclz_ld_- gle Kglley en yo.




: conﬂuente en el punto yo t:
en R2, el conjunto

as{ como los scgmentos de recta del punto (0 ;+0).a los puntos. de B Sean ‘\1
cl coutinuo que se obtiene uniendo dlChOS segrnento de recta y 4\ = 1\1 UAs,
donde 4, es el abanico arménico. g : :

Consideremos la funcién f X — R? que se define en el Ejemplo 3. 3 L
Notemos que el continuo ¥ = f(X) es el mismo que se consxdera en el S
ejemplo mencionado. L L

En esta ocasién .Y tiene la propiedad de Kelley. Consn:leremos los puntos
yo = (3,0) ¥ a = (—4,0). Notemos que f(y) = f(a) = o Como’ mostramos - -
en el Ejemplo 3.3, Y no tiene la propiedad de Kelley en yp. No'es dxflcxl‘
convencerse de que f es confluente en el punto y de X, Ahora blen, f no ik
es confluente relativa en a, pues si Q es el arco en ¥ que une. los puntos yo-'f;”';

v {1,0). Entonces la componente C de f~!(Q) que tiene al punto aes {a}

vy f(C) # Q. Supongamos que Q es el arco en Y que une los pun os:
(1,0). Entonces la componente C de f~'(Q) que tiene al punto‘a es a}
f(C) % Q. Por tanto, f no es confluente en el punto y, de Y.
como X tiene la propiedad de Kelley, en particular, tiene:la: prop1 cl'ld‘ :
Kelley relativa a([30]) cada punto de f~!(y).

Ahora bien, de acuerdo con los Teoremas 1.50 y 1.54,.tan L EIONeS s
abiertas como las monétonas son confluentes. Por tanto,’s XY es |




=]
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una funcién continua y suprayectiva, por el Corolario 3.5, ‘basta con pedir
que f sea abierta o mondtona para que se preserve la propiedad de Kelley.-
En el Teorema 3.8 veremos que basta con pedir que f sea"abierta para que .
se preserve la propiedad de Kelley en su versmn local “Para probar este

resultado, requerimos del siguiente teorema:

Teorema 3.6 ([8, Proposicién 3]). Sea f: X' =Y una funcidn continua
y suprayectiva entre los continuos X y Y. §5¢ X tiene.la propiedad de Kelley '
en un punto a € X y f es interior y conﬂuente relatwa caec X, entonces Y
tiene la propiedad de Kelley en f(a). S

Demostracién. Sean B € C(Y) y
f(a). Mostraremos que existe (B, ),, C C(Y
cada n € N. Afirmamos que: :

1) existen una sucesién (cn)n en’ 4\
ne N, .

Para mostrar lo anterior, para cad

e 0 = mintate ) 2 €




Veremos que ¢, — a. .
inty(f(B(€,a))), y como b f(a), eunonce R ‘existe ‘N G N ta que b ‘e
int,(f(B(e, a))) C f(B(e, a)) para todan > ‘IN.iDe modo que, para cadan >
N, existe x:, € B(e,a) tal que b, = f('zn) Entonces" d(c,,,a) <! d('z.,,,a) <€’
para toda n > NN. Por tanto ¢, —a. .

Coun csto, podemos ver que 1) se satisface.

Como X ticne la Propiedad de Kelley en el punto a, para la- sucesién
(€a)n, garantizada en 1), y la componenteA de f~!(B) que tiene al punto
@, resulta que existe (Ag)nxn C C(X) tal que 4, — 4 v ¢, € 4, para cada
n > N De acuerdo con la continuidad de la funcién inducida C(f) (Teorema

1.35), tenemos que f(A,) — f(A). Ahora bien, como f es confluente en q,
resulta que f(.1) = B. Entonces f(d,) = B

Consideremos (Bn)n C C’(Y) definida por ‘B, f(A,,) Notemos que
B, - Byb, € B, para cada n e N."Esto muestra que Y. txene la propiedad
de Kelley en f(a.) BRI T .

La clemostracxon del teorema antenor, ,s',igue‘ “ squema. propuesto en

[8, Proposicién 3], en: el cual’ la aﬁrmacxon 1) 'antenormente enunciada, se
establece sin prueba.’ 3

Combinando los resultadoé ante‘ Ofé' 'ghiente’ teorema.

Teorema 3.7 ([8, Corolario 3]) Seaf X =Y una: funczon, contznua y
suprayectiva entre los conlinuos X Y "Sz:f-"es zntenor Yy conﬁuente en un

punto a € X y, sila funcidn cx: X - C'Q(_v\) es contznua en a., entonces el
siguiente diagrama: oo

| C?"(/\’) e, c"(Y) Sl

x 4 v

conmuta en a y la funcién ay.:Y — C*(Y) es continua en f(a).
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'Demostracxon Como f es conﬁuente xelatlva. aa, por el Teorema 3 1, el
clngrama conmuta. También, como la funcién cy es continua en a sabemos,
‘por el Teorema 2.19, que .Y tiene la propiedad de Kelley en a. Ademds, por
“hipétesis, f es interior y confluente relativa a a. Entonces, por el Teorema
3.6, Y tiene la propiedad de Kelley en el punto f(a). Por tanto, aplicanco de
~nuevo el Teorema 2.19, concluimos que la funcién cy- es continua en fla). W

~ Supongamos ahora que f: X — Y es una funcién continua y suprayectiva
entre los continuos .X y Y. Si f es abierta, entonces por el Teorema 1.32, f es
interior en cada punto de X. Ademads, por el Teorema 1.50, f es confluente de
donde, aplicando ahora el Teorema 1.42, sucede que f es confluente relativa
a cada punto de X. Tenemos entonces que f es interior y confluente en todos
los puntos de X. Por tanto, como consecuencia inmediata del Teorema 3.6,
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.8 ([8, Corolario 4]). Sea f: X —}‘Y una funcion continm'z,‘y
suprayectiva entre los continuos X y Y. St f es abierta y X tiene la propiedad :
de Kelley en un punto a € X, entonces Y tzene la propzedad de Kelley» en . .-

nos lo muestra el E_]emplo 3.3.

A continuacién veremos que las hlpote51
les. Para esto, notemos que la funcmn dad
siguientes condiciones: S

1. es confluente y, por tanto, confluente relativaal punto.a’ (3,0);

2. no es interior en a; :
3. X mene la. propledad de Kellev en a-"'
4. Y no tlene la. propledad de I\elley en: f(a)

Por ta to en el Teorema 3.6, la h1potesxs de que f debe ser mterwr
en’aes esencial.’ ‘Ahora, mostraremos que la hlpote51s de que f debe ser
confliiente relativa en a también es esencial. En otras palabras; mostraremos
-la existencia de una funcién f: X — Y con las siguientes propiedades:



78 CAPITULO 3. -PRESERVACION DE LA PROPIEDAD DE KELLEY.

un punto a

1. no.es.confluente relativa

LV

."es‘interioren ¢

) propledad cle I\ellev en a.,
<k ) “‘no; txene la propledad de I\ellev en f(a)

- Para ver csto, consideremos el contmuo seno de 1, que denotaremos por X,
ast como el circulo de Varsovia, que denotaremos por Y. Sea f: X — Y la
funcién que identifica los puntos (1,sen(1)) ¥ (0, —1) de X. _\'otemos que si
P es la pata limite de X, entonces f(P) = P. No es dificil convencerse de
que f es interior en el punto ¢ = (0,0) de la pata limite de .X. Ademds, f
“no es confluente en a. Para ver esto, consideremos el arco, K en Y, que une
los puntos @ = f(a) y (4,sen(2)). Notemos que la componente Q de f~1(K)
cue contiene al punto a, es el arco en X que une los puntos a 3 y (0, —1). Mas
aun, f(Q) = Q € K. Esto muestra que f no es confluente en a. Ahora bien,
el continuo X tiene la propiedad de Kelley en a, mientras que ¥ no tiene
la propicdad de Kelley en a = f(a), escencialmente porque Y contiene un
continuo seno de % con pata alargada que, a su vez, contiene a f(a). Para -
mostrar esto, consideremos el subcontinuo K de Y antes descrito y tomemos
una sucesién (an)n en Y — P que converge a f(a). Entonces, no es posible
encontrar una sucesién (4,), en C(Y") tal que a, € A,, para ca.da n E N vy
A, — K. Por tanto, Y no tiene la propiedad de Kelley en f(a) A

Uno podria preguntarse si la propiedad de Kelley puntua.l es: pr

en la direccién opuesta, esto es, si el reciproco del teorema 3. 6 o blen{del"f‘y" :

Teorema 3.8 es cierto. La respuesta es negativa y la 1lustmmos en’ el stguxente FO
ejemplo: : SR

Ejemplo 3.9 ({8, Ejemplo 2]). Exziste una fun'éibn abierta fi X —)Y de ‘__‘: 
“un.continuo X a un:continuo Y tal que Y tiene la propiedad de Kelleyenun .
punto yo, y X no tiene la pmpzedad de Kelley en ningin punto de f 1(yo) B

Justificacién. CoxlSlderemos en R? los puntos p = (—1,0), ¢ = (1, 0),-yo =
(0,0) v, para cada n € N, hagamos p, = (0,1) y ¢go = (O —1). Dadan e, N
sean ppn y-qqn los segmentos de arco de p a p, y de ¢ a ¢n, respectlvamente. )
" Supongamos que pq, PYs Y qYo son los segmentos de arco de.p a g; de p a yo '
y de ¢ a-yo, respectivamente. Definamos - el
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= qyo U (U (I(In) : (3.1)

nelN

: 1\ —) Y como sxgue

si -,(:I.My) € Y
(—o.—v) si(z.v) € b

’”f,‘(i,’,j y) = {

q=01.0

Notemos que si (z,y) € Y, entonces f(z,y) es el punto simétrico en R2,
con respecto a yg. No es dificil ver que f es una funcién abierta. Ademads,
Y tiene la propiedad de Kelley, pues es un abanico arménico. En particular,
Y tiene la propiedad de Kelley en yg. Mostraremos ahora que X no tiene la
propiedad de Kelley en el punto yo que se encuentra en f~!(yo). En efecto,
la sucesién (pn). en X converge a yp v tiene la propiedad de que no existe
una sucesién (A,), en C(.X) tal que p, € 4,, paracadan € N, y 4, — qgyo-
Esto termina la justificacidn. |

Notemos que la funcién f del ejemplo anterior hace ver que el reciproco del
Teorema 3.8 no es cierto. Asimismo, dicha funcién hace ver que el reciproco
del Teorema 3.6 no es cierto. En efecto, como f es abierta es, en particular
interior en yp. Como las funciones abiertas son confluentes y, las funciones
confluentes son confluentes relativas a todos los puntos de su dominio, tene-
mos que f es confluente relativa a yo. Ademads Y tiene la propiedad de Kelley
en g, mientras que X' no tiene dicha propiedad en o.

ESTATESIS NO SALE
NE LA BIBLIOTECS



80 CAPITULO 3. PRESERVACION DE LA PROPIEDAD DE KELLEY.

3.3 Homogeneidad Generalizada.

El articulo [8] termina mostrando una aplicacién de los re::ultados anteriores
a la nocién de homogeneidad generalizada.

Definicién 3.10. Sea AL wuna clase de funciones continuas deﬁnzda.s e'n.tre
continuos. Decimos que un continuo X es M-homogéneo, si para cada par
de puntos p yq en X, eriste una funcidn continua y suprayectiva f: X — X
tal que f € M y f(p) =gq.

Por cjemplo si A es la clase de las funciones ablertas tenemos a los B
continuos abierto-homogéneos. )
Notemos que si A es la clase de todos los homeomorfismos, entonces obt.e- o
nemos la nocién usual de continuo homogéneo. A contmuacxon presentamos i
una generalizacion del Teorema 2.22. e

Teorema 3.11. Los continuos abierto- h.omoyeneos tzenen la propzeda.d de -
Kelley.

Demostracién. Sean .X un continuo abierto-homogéneo y p € X. Dé'acuer-
do al Teorema 2.20, X tiene la propiedad de Kelley en un punto.g.€ X.
Como X es abierto-homogéneo, existe una funcién abierta f: X — X tal
que f(gq) = p. Entonces, por el Teorema 3.8, X tiene la propiedad de Kelley
en p. Por tanto, por el Teorema 2.3, X tiene la propiedad de Kell_ey. |

En el articulo 8], J. J. Charatonik pregunta si los contmuos conﬂuente—
homogéneos tienen la propiedad de Kelley. Dicha prevunta fue contestada. en
negativo por H. Kato en el articulo [29]. Posteriormente, A Illanes mostré en
[27] un continuo mondtono-homogéneo que no txene la propledad de Kelley.

Sea A una clase de funciones continuas (por eJemplo, deAfuncxones abier-
tas. débilmente confluentes, confluentes, monétonas, etc). Decimos que "M
preserva la propiedad local de Kelley si para cada f € M, si el dominio de
f tiene la propiedad de Kelley en un punto, entonces el contradominio de
f tiene la propiedad de Kelley en la imagen de dicho punto.: Terminamos
este capitulo comentancdo que una prueba similar a la dada en el teorema
anterior, se puede realizar para demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.12. Si M preserva la propiedad local de Kelley, entonces ‘todo
continuo M-homogéneo tiene la propiedad de Kelley.



Capitulo 4

Suavidad.

4.1 TUn Poco de Historia.

En este capitulo haremos un estudio del concepto de suavidad de un continuo.
Dicha nocién, histdricamente, se definid para la clase de continuos llamados
abanicos ([9]). Posteriormente se extendid para la clase de continuos llamados
dendrotdes ([10]). Mads adelante, G. R. Gordh, Jr., extendid dicha nocién
para la clase de continuos que contienen puntos de unicoherencia hereditaria
({22}). Recordemos que un continuo .X es hereditariamente unicoherente en
un punto p € X si para cada par de subcontinuos 4 y B de X con p € -
A N B, resulta que A M B es conexo. Los dendroides son, por definicién,
continuos hereditariamente unicoherentes en todos sus puntos. Por tltimo,
T. Mackowiak generalizd la nocidn de suavidad, dada por G. R. Gordh, Jr.,
para la clase de los continuos ([33]).

Aunque hoy en dia la nocién de suavidad, introducida para los abanicos,
es bastante comiin, en este trabajo nos centraremos en la nocidn de suavidad
como la definié T. Madékowiak. Como veremos en este capitulo, dicha nocién
estd relacionada con la propiedad de Kelley. También veremos que existen -
una serie de resultados, dados en términos de la propiedad de Kelley, que
permanecen vilidos en el contexto de la suavidad y que existe, incluso, una
funcién semicontinua superiormente, cuyva continuidad es equnalente ala
suavidad del continuo.
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4.2 Propiedades Fundamentales.

A lo largo de este capitulo, la letra X denotard un continuo con m

Definicién 4.1. Decimos que X es:_

1. suaveen un punt:o p € X. con res ecto 'a
cada (zn)n C X que converge .
eziste (I\,,)n C. C(.\);con P

X.

I(X) = {pe X.Xes suave enp}
L(X) {peX:iXes localmente conexo enp}, .
K((X) {pe X: - X tlene la propxedad de. I\elley en p }

De acuerdo con el Teorema 2.11,-,51 X es suave en p, entonces X
propiedad de Kelley en p. En otras palabras, I(X) ¢ K(X). Mis
mostraremos que I(X) € L(X). Como ya hicimos ver, existen conti:
tienen la propiedad de Kelley-en puntos donde el continuo no es 1o«
conexo. Por tanto, el que (\ teuo'a. la pxopledad de I\elley en p: nc, )
que X es suave en p.

Para probar que I(J\’) C L( \’) 1necesttamos de la’ sxguxente nocn

Deﬁn1c1on 4 2. Dada un’ subconjunto G' de Xy un punto o) G G’ el
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. ’Notembs rque::
(4.1)
\ iyls dedG‘que contie-

‘\ las szguzentes

tal que N Cc U C V.

4) Para cada subcontinuo N de i‘\’is_: npes
V' de X tal que N C V| e?is'f,-efk, nsub
intx(K) c K c V. o -

Demostracién. Para ver que 1) = 9), supongamos que "X es’ suave en p'
y sea G un conjunto abierto de X con p € G. Tomemos ‘un ‘punto’z €
cly (X — C(G,p)). Entonces existe una sucesién (z,), en’ X C(Gp) que
converge a r € X. Sea R un subcontinuo de X tal que p,z: € R.“Hagamos
C'= X — G. Mostraremos que RNC # 0. Para ver esto.notemos que, por la
~suavidad de X" en p, existe una una sucesién (R,), en C(x\) con p, :r,. E R,.,
pa.ra. cada n € N, tal que R, — R. . ;

Ahora bien, dada n € N, tenemos que z, X - C(G P):, EntonceS‘ ‘
R, N C # 0. Ademas como G es abierto en X y. R,. —) R tenemos;: por el,, :
Teorema 1.17, que RN C # 0. Esto muestra, que z e _7\ - C’(G p), lo cual R
implica que X — C(G, p) es cerrado. ST P

Para probar que 2) = 3), supongamos que: para cada a.blert:o G' de X con_'.‘
p € G, el conjunto C(G, p) es abierto. “Tomemos un subcontinuo V. de X con' -
p € N y un abierto V de X'tal que' N.C V. .Hagamos U ‘= C(V;p). _kComo
hicimos ver, U es un subconjunto:conexo de’' V. Ademads; por hipétesis; U, s




4\7 C G < Cl,\'(G) c V Ademas, por hxpotems e\1=t.e un subcomunt.o dblerto““i
v (one\o U:de: X tal que N ¢ U Cc G. Si tomamos Ix cli. (U) tenemos -
“(1ue 1\ es un subcontmuo de X tal que

N C U C iney (CIX(U)) =intx(K) c K kcl.k\y'(U)PC cl,\-(ké,);’c’ V o

. “ .-\51 pues, N < mt;\(I\) CKcCcWV.

: \Iostraremos por tltimo, que 4) ='1). Sean z€'X y'(:c,,)n X tales
“que &, — z. Supongamos que M-es un subcont' -de” X con p,z €. M.
Mostraremos que existe (M), C C(X) tal que- M, 1\/[ ¥ D, :z:,l "\/[,,, para
cacld ne N Para _esto, dada. n € N consxdere 'os la’ fan :

/ ‘Por el Teorem'l 17 J\/l e ’

.. mds. cercano a M, con respect
M€ /\/l,, :al que .

ad Vmas i e intx (.
N'_‘entonces‘ ; e mt,\ (Ix) - K

Por tanto, existe -V e N t;\l quie si'7:




H(M,,,M) <' H(A..\[) <e

';para toda n > N. Esto pxueba que A[ S ,\[ ‘ : "

La demostracién que acabamos de dar, sigue bdsicamente el esquema
mostrado en [35, Teorema 3.1], con excepcién de la prueba de que 4) = 1),
‘que aqui se presenta en términos bastante mds elementales. Agradecemos a
A: Illanes su ayuda en la obtencidén de la misma.

Corolario 4.4 ([35, Corolario 3. 2]). I(X) C L(X).

Demostracion. Sean p € I(X) y V un subconjunto ablerto en .«Y tal que
" 'p~ € V. Entonces V es un subconjunto abierto en X que contlene ‘al'sub-
continuo {p} de X que contiene a p. Entonces, por la’ equxvalencxa ent.re las
: aﬁrmamones 1)y 3) del Teorema 4:3, existe un subconjunto ablerto y conexo
s U en: X tal que {p}c U c V. Entonces pe L(k) :

. Consideremos el abanico arménico con pata alargada A;,; Seang = (2,0),

Po = (1,0) v, para cada n € N, p, = (1,1). Supongamos ¢ que L=1[1,2]x {0}
es la pata alargada de A,,. Entonces ¢ € L(X) v, ademds; g ¢ I(X) pues nio
es posible encontrar una sucesién (A,), en C(‘\) con la propledad de que
4, Pn € Ap, paracadan € N, vy 4, — L. Por tanto, el que un continuo sea
localmente conexo en un punto, no 1mp11ca que el conmnuo es suawe en dlChO
punto. : N IR §

En restimen, tenemos que Ias sin'uient'es contenciones son ciertas:

con,e.'z:o
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Demostracién. (=) Si I(.\’) = ‘\ entonces, po )
I(X) € L(X). Como también es cierto que L(X) <'X; sucede que L(.\) = X"
Entonces, .X es localmente cone\o .

(<) Supongamos que X es localmente conexo y sean p € .\’, N e C(X)
conp € N v IV un abierto en X tal que N C V. Si U es la componente de
I que contiene a IV, tenemos que N C U C V. Ademads, por el Teorema
1.76, U es abierto en X. Entonces, por la equivalencia entre las afirmaciones
1) ¥y 3) Teorema 4.3, X es suave en p. En otras palabras, p € I(X). Esto
prueba que X C I(X). Como la otra contencién también es cierta, tenemos
que [(X) = X. |

4.3 Una Caracterizacion de la Suavidad.

La nocién de suavidad puede expresarse en términos de epsilones v deltas,
de l'x siguiente manera: : :

Teorema 4.6. X es suave en el punto P E 1\ si-y solo si para toda € > 0,
‘existe § > 0 tal que si'z,y €X son tales qie d(z y) <6y K€ C’(x\) es. tal
_quex,p € K entonces existe L.€; C(X) con y p e Liy H(I{ L) < e :

Y. D E L sucede que H(I\ L) > e
Por tanto, si d, = ;, conn € N, exlsten TnyYn

Sn yun K, € C(X), con z,,p € Ky, tales que pz
Y, P € L, se tiene que H(I\,,, L)) > e

geuneralidad podemos suponer que T, 5
1.16). :

Adetnds H(K,,, L,,) = € para todo L,., € C(.»\) con yn,,p € L,., y ya que S
Yn. € B(6n,,T,,) observemos que v, — x5 también. Por lo tanto, P To € Ixo -
¥ Yo, — To. Por lo cual, existe (Ln,)r C C(X) tal que PiVYn, € Ln,. para toda :
reNyL, — K. v
Como K,, — Ko, entonces par ,-f; \1ste ™ € N tal que H(K,,,_,I(D) <
para cada v = r y ya que L, -+ Kp, para § existe rz € N tal que o

[MLY

2



‘4.4, “EL CONJUNTO:S(P)

: lo cual es una contradlcmon
: mostrada. :

(<=) Sean E ./\ (.’Ln),,
s Debemos probar que e\lste
““cada n € N:tal que, I\n ——> I(

En efecto, para cada n E

H(K, K,?

donde

M, = {A e C(X) p,:c,. e A}
del Teorema 2.17. Por lo que p,z, € K, para. toda. n E N

Veamos que I\n - K, para esto sea ¢ > 0. Por hlpote51s e*uste S>> O
tal que si z,¥ € X son tales que d(z,y) < J, existe “L'e . C(X) con Y, peL
v H(K,L) < ¢, como =, — z, para 6 existe [V, €. N-tal que zn € B(6, x)
para toda n > N;. Por lo tanto, para todo m >. [V existe B, & C(X)
con z,,p € B, tal que H(K, ,,) < €, de acuerdo-con’ la propledad de K,
tenemos que H (K, RK,) < H(K, B,) < e Por lo cual K, — K,y de este
modo termina la prueba. A Lo =

4.4 El Conjunto S(p).

Dado un punto p € X, con51deremos el conJunto

Sp)={z e X: .X es suav S e p respecto a 1:}

Por deﬁmcmn, .\ es suave en p
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Comblnando esto.con el Corolario 4.5 5, tenemos que si p.€ 4\’ es tal que

Sp).=X, entonces X es localmente conexo en p. Supongdmos ahora que

pe X es tal que S(p) # X. ;Qué podemos decir acerca de la estructura del
conjunto S(p)?-En esta direccién tenemos’el 51gulente teoremd :

" Teorema 4.7. Sea p E \’ Six & S(p) entonces ez‘zsten ('l:,.),l ‘:_A’ 'iy‘ ¥
‘~L € C(X) con las siguientes propiedades::: . e

1) p,:LELy:r,.—>l,

d) pma nznguna. subsuceswn (:1:,l s

Por el Teorema. 2017, My esxun-subcon_lunto cornpact;o,d C(X).
; C\lSte My e J\/l‘ ta.l que L : - .

‘,—H(L 1\/! )'_ mxn{H(L A): Ae My }

_.’Notemos que (M), es una sucesién de subcontinuos de X tal que p, up € Ma,
para cada n € N. Entonces, M, no converge a L. Por tanto, existe ¢¢ > 0
“tal que, para cada IV € N, existe n = N tal que H(M,, L) > ¢. Luego, para
Ny = 1, existe n; > NV, tal que H(My,,, L) > €. Para N> = n; + 1, existe
ny = Np tal que H(M,,,L) > €. Procediendo de esta manera, es posible
 encontrar una sucesién de nimeros naturales n, < ng < --- < N < --- tal
que H(M,, ,L) > €, para toda k£ € N.

Dada £ € N hagamos z; = u,,. Entonces z; - z. Esto muestra que
la sucesién (zx)r en X y el subcontinuo L de X satisfacen la condicién 1)
del teorema. Para ver que también satisfacen la condicidén 2), sea (x4, ), una
subsucesién de (zy)x, ¥ supongamos que es posible encontrar una sucesién
(Ls)r en C(X) tal que p, Tk, € L,, para cada r € N, y L, — L. Entonces,
para g > 0 existe 7o € N tal que H(L;y, L) < €g. Notemos que L,, € M,.," s
asi que, por la definicién de A[m 1esulta que

H(z\/l,,kro, ) < H(L,.O,L) < €p.



5. LA FUNCION Fp.

Sin cmb'ugo el nimero nk,_ fue constrmdo" e‘

'4.5

La Funcion F,.

Recordemos que la férmula (2.1) de la Seccién 2.6 define ,ur‘xja_.funcién a: X —
C?(X). que es semicontinua superiormente, y cuya continuidad’equivale al
hecho de que .\ tiene la propiedad de Kelley, de acuerdo a los Teoremas 2.18
y 2.19, respectivamente. En esta seccién, dado un punto p € X, definiremos
una funcién Fp: X — C?(X) que resultard ser semicontinua por arriba y,
cuya continuidad equivale al hecho de que X es suave en p.

Si p € X definimos, para cada z € X . :
F(z)={K € C(X):p,z € K}. (4.2)

Asi pues, F), asigna a un punto de z € X la familia de todos los subcontinuos
de X que contlenen a py az. Notemos que F,(2) = F en donde F se define

.como en la férmula (2.2) de la Seccién 2.6. Entonces, por el Teorema 2.17,
Fy(z) € C?(X) ¥, ademas, F,(x) es conexo por trayectorias para cada € 4\
Esto muestra que F}, es una funcxon de X en C?(X).

La funcién F,: X — C*X) fue definida por W. J. Charatomk en la
Seccién [ de [17]. Posteriormente, se consideré en:[13]. ‘A’ 'ontmuamon,
escribimos las propiedades bisicas de dicha funcién.

Teorema 4.8 ([17, Proposicién 1]). Para cada p €

Demostracién. Sean z € X, y (z.) € X tales que T, <> . Tomemos un_
elemento K € limsup Fp(z,). Por el Teorema 1.31, basta probar‘que K &
F,(z). Ahora bien, por el Teorema 1.14, existen-una‘sucesién n; <ns <.

dc numeros naturales y elementos L; € F (znk), para. cada lc € N, tales que
Ly — K. Como z,, — = ¥ p, Tn, € Li, para cada’k’ e N, por el ‘Corolario
1.16 tenemos que p, z € K. Entonces K € F (:7:) y;ide’ este modo conclulmos
que Fj, es semicontinua por arriba.

Teorema 4.9 ([13, Teorema 7]). La funcwn F es SC en un. punto z€eX
st y sdlo st x € S(p). ;

funcién F, es
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Demostracién. (=) Sean (zn), C X tal que :z:n ﬁ z'V sea’ I( e C(.\') tal
que p,z € K. Notemos que K &€ Fp(z). Como F, es SC en :z:, por el Teorema’
1.31, Fp(x) C liminf Fy(z,). Entonces K e hm inf Fy(zn).v; por el Teorema
1.14, existe (Kn)n C C( X) tal que A, € F, (:c,,) para cadan € Ny Kn— I\
Por tanto, .\ es suave en p con respecto a z. ;

(+=) Sean (zp) C X tal que z, = T ¥y I\ .E F (:r) Por hlpotesxs existe
una sucesion (Kp), € C(X) tal que K, — ,:Ln € K,, para cada
7 € N. Entonces K, € F,(z,), para cada - ‘N v, por el Teorema 1.14,
K € liminf Fp(z,). Por lo tanto F; (:1:) < hm mfF'(:z:,‘) De esta manera, por

- el Teorema 1. 31 Fyes SCenz. : ]

Combinando los teoremas ‘ahtéribrt_’as &
diata, los siguientes resultadOS'

nemos,. Como’ consecuencia inme-

Corolario 4.10 ({13, Corolar10‘8])‘ La[

gwn‘F,;‘_:e's ‘continua en un punto
'ze\szysoloszJJES(p) i :

s continua si y sélo

Tenemos por tanto, el swmente resultaclo

Corolario 4.12. Para cualquier contznuo J\ ‘yun punto cualgquier
el conjunto S(p) contiene un subconjunto Gs-denso de

especialmente en el caso en que S(p) # X. En efecto, si S(p)
no requerimos los resultados de esta seccién para mostrar_ qu
un subconjunto Gs-denso de X' pues, en esta qxtuacmn, S(p)

¥, como es abierto en X, es un conjunto Gs de X. Luego; S(p) ‘é un’ onjunto
Gs-denso de X. !
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4.6 Suavidad Puntual.

En esta seccién mostraremos la nocién de suavidad puntual, asi como una
serie de resultados fundamentales, con respecto a esta nocién. Recordemos .
que, para un punto p de X definimos :

Sp) = {:z, e X: \ es sua\e en p con respecto'a. :z:}

Ahora blen 51 ﬁ'amos u

(4.3)

ave>en . e X st
Ww (:z:) £ 0. Deczmos, ademas,‘que .\ -es puntualmente suave st lo es en
. cada uno de sus puntos. L i U _

Teorema 4 14. Todo continuo suave es puntualmente sua've

Demostracién. Supongamos que X es suave. Tomemos ‘un punto z € X
Como X es suave, existe un punto p € X tal que X es suave en p. Entonces
X es suave en p con respecto a z, o lo que es lo mismo, = € S(p). Entonces,
por la férmula (4.3), p € VW (z). Esto muestra que W (z). 7#.0. Como esto
sucede para cada punto de X, tenemos que .\ es puntualmente suave. ]

Utilizando los conjuntos ¥ (x) para cada =z, podemos cardctemzar al con-
junto I(X), de los puntos iniciales de X. : i

Teorema 4.15. §i X es un continuo, entonces’

.Sl ahora p - ﬂxe\. tV(z) Entonces
z € X, obxeanI(.\) ,
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: Dtlllzanclo‘ el Corolarlo 4. 1‘2, tenemos el 51gulente teorema.

.jTeorema 416 ([13 Corolano -30]). El conjunto de’ p'u.ntos en los: ';ud‘les‘
;,\ ‘es puntualmente Suave, contiene un subconjunto G.; densa en ,\ .

Demostracxon. Consideremos el conjunto P = {z € X W’(:L') ;ﬁ 0y cle los
puntos-en donde X es puntualmente suave. Elijamos p € X. Afirmamos que
S(p) € P. Para ver esto, tomemos un punto z € S(p). Entonces, por (4.3),
p € W(z). Luego, W(z) # 0 y, por consiguiente, = € P. Esto muestra que
S(») c P. Utilizando esto y el hecho de que S(p) contiene un conjunto Gs-

denso en X (Corolario 4.12), resulta que P contiene un subconjunto Gs-denso
en \. ]

4.7 Conexidad en Pequeno y Suavidad.

En esta seccién presentaremos algunas relaciones entre los conceptos de co-
nexidad en pequeifio (cik) y suavidad. Para esto, consideremos el conjunto .
v P(X)={pe‘Y:Xescikenp}

Como mencionamos en la Seccién 1.14, L(X) P(X) yien geneml dicha - -
contencién es propia. Ademds, por el Corola.rlo 44T (X) LX), Por lo‘ :
'xnteuol se tiene el sxguxente teorema S

Teorema 4.17. I(X) Cc P(X).

ural preguntarse ‘si i
0 entonces J\

También notemos que para el con;unto '.S(p) €s'n
" p & S(p)- En el siguiente tecorema vemos que,
es cik en p.

Teorema 4.18. Sip € S(p), entonces p e P(X)

Demostracién. Si p ¢ P(X), entonces existe un ablerto U,de X tal que' :
p € U v, ademds, no existe una vecindad conexa de’p contemda en U Equl- s
let"utf‘lllente ningin subconjunto conexo de U que contlene ap,lo tiene-en ;-

su interior. En vista de que p € U, podemos con51derar la componente C. de”
U tal que p € C. Entonces como sabemos, p ¢ mt,\-(C’) as que.p € fr\(C)
Por lo tanto, existe (z,), € X — C tal que z, — p. ;

Como p € S(p), para el subcontinuo K {p} de
sucesién (r,), que converge a p, existe (I\n),,v c C(X)”,tg).l qu




- en ‘vista de que K, = K

RENE CONE\ID‘-\D EN PEQUENO Y SUA\VIDAD ‘

para cada n.€ Ny 1\,, ,—_)«I\ -\hora. blen :como; U es un:abiert
. contiene a K, por el. Teorema 1,v19 e\lste > 0. tal que '\l(e K
xiste. m € N’ “tal que A (K
K, < N(e, Ix) C U..Como’ PEKny C esla component' de:
a p, sucede que K, < C. P01 1o cual z,, E C. Como esto es
podemos conclulr que p e P(:z:)

Utilizando los’ conJuntos S(p) para cada punto p, pod' aracterlzdr al
conjunto P(‘\) en’una forma parecida a la° dada en: el Teorema 4 la ‘

Teorema 4.19. Sz X 'es un_continuo, entonces

P(X) = =N S<p)

pEX

Demostracién. Supongamos prirnerob que r € P(X) y tomemos. un punto
p € X. Mostraremos que x € S(p). Para esto, sean (z,), C X talquez, - x
Ly K € C(X) con p,z € K. Dada n € N consideremos la familia’ o

M, —{AIGC(X) :Ln,mEA/[}

Por el Teorema 2.17, M,. es un subconjunto compacto de C(X) Entonces
- existe M, € M, tal que : L L )

CH(Mn, {z}) = mm{ H(A {:z:}) A e M, }

- Ahora veamos que M, — {x}. Para esto sea ¢ > 0. Como .X es normal,
existe un subconjunto abierto U en X tal que z € U C clx(U) < Ble, z).

. Como X es cik en z, existe una vecindad conexa V" de z tal que xz € V C U.
Hagamos A = cly (V') y notemos que

A C el (U) € Ble,z) = Ne, {:z:})

_Entonces cada punto de 4 se encuentra a dxstancm menor que ¢ de z. Luego, '
A=} C N{e, A). Por con51gulente, HA {z}) < € :

Como =, — =z, e\xste N € N tal q'be Ty E V para cada n > N Esto.
implica que =, z, € A pala cada RE>EN o"lo que es’ lo mlsmo que A€
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te-on ema.

En {13, Proposxcnon 31] ‘se aﬁrma que

L(x) =) 5(p) S (4.4)
pEX

De ser cierta dicha afirmacién entonces, por el Teorema 4.19, sucederia que
P(X) = L(X). Como senalamos en la Seccién 1.14, un continuo puede tener
puntos de conexidad en pequeiio que no son de conexidad local. Por consi-
guiente, la igualdad (4.4) es falsa. La forma correcta de calcular (,cx S(p)
es como se indica en el Teorema 4.19. Como consecuencia de este resultado
tenemos el siguiente teorema, que responde la pregunta de si p € S(p).

Teorema 4.20. Sea un continuo X y un punto p € X. Entonces p € P(X)
si y sélo sip € S(p).

Demostracién. Si p € P(X) entonces, por el teorema anterior, = S(:z:)
para cada z € X. En particular, p € S(p). Sl, por otra parte, p 6 -S(p)
entonces, por el Teorema 4.18, p € P(X). : |

En el siguiente resultado vemos que en-los.conti 2scomponibles
(Deﬁmc1on 1.69), el conjunto S(p) es el complemento” e omposante de p

n X, denotada por K(.X,p). Remitimos al-lec .17 para las
nociones y resultados bésicos sobre composa es o

Teorema 4.21 ([13 Observaélovnf3‘3]) -
entonces 3 iR P

es 'mdesco‘mpa‘,m‘b‘l'e'"y_p € X,

SUAVIDAD. - -
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-Demostramon., Veamos primero. que ‘\ - I\(\’ p) C S(p) Sea. zeX -
K (X, p): Entonces X es irreducible entre p y z. Para. ver que'z € S(p) sean
‘ (:z:,,)u C'X tal quez, —+ z,y G € C(X) con p,z € G.: En “vista' de que X
es. 1rreduc1ble entre p ¥y z, tenemos que G = X. Dada n e N el ‘conjunto
G, = X es.un subcontinuo de X que tiene a p y =, 'y, ademas la suceswn
~(Gn),., asi formada, converge a G. Luego, = € S(p). :

: —\hora. veamos que S(p) € X — K(X,p), o bien K(X 'p) C X — S(p) o
: Tomemos xr € K(X,p). Entonces existe un subcontinuo propio’ G de X.. tal” -
" que'p, '€ G. Por el Teorema 1.85, existe una sucesién (x,)n en XL K(X;p)
tal que z, — z. Por tanto .X es irreducible entre p y cada w,. Ahora .bien,
st z € S(p), entonces existe una sucesién (Gp)n en C(X) tal que G, — G -
VYD, xTn € Gy para cada n € N, Notemos que, paran € N, X es’ 1rreduc1ble

. entre py z,. Por tanto G, = X y, entonces G,, — X. Por otro Iado G - G,
asi que G = X. Esto contradice el hecho de que G es un subcon_]unto propio.

" de X. Por tanto, z € X — S(p). S m

Como consecuencia del teorema anterior, tenemos el sicuiente resultado

I..Corolario 4.22. Los continuos indescomponibles son puntualmente suaves.

: “Demostracién. Supongamos que X es indescomponible y tomemos un pun-
2 to z € X. Veremos que VW (z) # 0. Para ver esto supongamos, por el con-
“trario, que W(z) = 0. Tomemos un elemento p € X. Si z € S(p) entonces,
“rpor (4.3), p € ¥ (z). Como esto es imposible, tenemos que z € X — S(p).
De acuerdo con el Teorema ??, X — S(p) <€ K(X,p). Luego, z € K(X,p).
Esto muestra que z € N (.X,p) para cada p € X. En otras palabras, todas las
composantes de X tienen en comun al punto z. Esto contradice el hecho de
que las composantes de .\ son ajenas dos a dos (parte 4 del Teorema 1.84).
Por consiguiente, W' (x) 7% 0 v X es puntualmente suave. |

4.8 Propiedad de Kelley y Suavidad.

Recordemos que

K(X)={pe€ X: X tiene la propiedad de Kelley en p}

<

P(X)={pe X: Xescikenp}.



Esro muestra una
el siguiente’ resultado

(4.7

Demostracién. Sean z € I\ (X) Y.p€ P(I\’) Sean (za)n < X tal que .
zp, -z y K € C(X) con p,z K. Como ‘X tiene la propiedad de Kel]ey en .
z, existe (Ln), € C(X) tal que Zn. =3 “Lp s Ly — K, \'otemos que

. hm me

'pGKﬁ

asi que, por el Teorermna 1.14; existe una sucesién (p,,),. en X tal que p,. —) p v
Pn € Ln, paracadan e N. Ahora b1en como pE P(A) por eltTeorema 4 19

Dcl(ld n € N, sea I\ = L LJ 1\/[ En v1sta de que pn €
que [\ n @S Un subcontmuo de X Ademds ‘p :

- Esto prueba qL;é

El qwulente teorema est‘.ablece la relacwn entre la propleda(l de Kelley v
la suav 1dad C :




zeP(;\)

Equivalentemente, S(z) = X, para cac_la.‘,x PX), és ecir, X' es;suave en
todos sus puntos de conexidad en pequefio. e i SR

Recordemos que un dendroide es un contmuo conexo’ ‘por trayectorlas y
hereditariamente unicoherente. Que un continuo X sea unicoherente quiere
decir que siempre que X sea igual a la unién de dos subcontmuos de X, sean
éstos A y B, entonces sucede que AN B es conexo. :

En [21], S. T. Czuba estudié la clase de los dendroides ¥ su relac1on con
la propiedad de Kelley. También, en [21, Corolario a] S. T Czuba probd el
siguiente resultado,

Teorema 4.26. Los dendroides con la propiedad de Kelley so'n suaves.
Combinando los teoremas 4.25 y 4.26 tenemos el 51gu1ente result.ado

Teorema 4.27. Los dendroides con la propiedad de Kelley posee'n un punto'
de coneridad en pequernio. . :

En general uno podria considerar el problema de la car'a‘c‘tetizacién' de los
continuos con la propiedad de Kelley que poseen un’punto’de.conexidad en
pequeiio. De acuerdo con el Teorema 2.10, todo continuo con la propiedad
de Kelley que contiene un punto de corte, posee un punto (Ie conexidad en
pequeiio.

Terminamos el capltulo most;rando que: Ia contencxon inversa.de (4.7) no
es cierta en general. - [ : :

Ejemplo 4.28.7»Emste.un{covjr‘zt“zfri;lm X tal que

p). | — K(X).
Npep(X) o Joi
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Justificacién. El contlnuo X se construlra en R2, Convemmos ue v € 
R?, entonces el siinbolo ‘uwv.denota el segmento de linea de u a v: Consxde-' .
remos ahora los puntos p = (0,0),a = (3,0,6 = (,,,0),c = (1 0) y,spara.

cada n € N, sean ¢, = (1, 2,,) .sean a,, b, € qc, de manera. que su prlmera- L

coordenada es } v ,‘,, 1espect1vamente Sea:

"_¥~/# gcU (U qbap U bajasne U a'zn+102,_-+ib_)-
»‘ ' - n€M L i : -

2 propxedad de que bg,. € Bo,, para cada natural’ T

: {q} U (X — qo). t\demas para cada p € P(X) es sencxllo vet‘que be S(p)
Por. tanto, b estd en la interseccién de todos’ los conJunt;os de la forma S(p)

con p € P(X) y b no estda en K(X). ' : IR ‘-
bl
<
g b ¢
a b, .
(7} b C

§

]
<o
3]

P={0.0)



Capitulo 5

Preservacion de la Suavidad.

5.1 Introduccion.

En esta seccién mostraremos que las funciones monétonas preservan la sua-
vidad. Dicho resultado se demostré primero en el articulo [17, Corolario 1] y,
posteriormente en el articulo [13, Corolario 15]. En el primer caso se presen-
ta una demostracién topoldgica del mismo y, en el segundo, la prueba es un’: -
tanto mads conjuntista. En este capitulo presentamos ambas demostraciones.

5.2 Primera Demostracién. .

Supongamos que X' es un continuo y sea p € X. En el capitulo anterior
definimos una funcién F£,: X — C?(X) que es semicontinua por - arriba y,
cuya continuidad, equivale al hecho de que X sea suave en p. (ver teoremas 4.8
y 4.11). Como dicha funcién depende del continuo X, podemos suponer que
F[X, p] es una notacién extendida de F,,. De esta manera, si f: X — Y es una
funcién continua y suprayectiva y, ademas, p € X y g € Y, entonces podemos
considerar las funciones F; = F[X,p] v F, = F[Y,q]. También podemos
considerar la funcidn inducida C?(f): C*(X) — C?(}") v, por consiguiente,
tenemos el signiente diagrama:

cr(x) S0 oy
] I
x L5 ¥ »

99
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Teorema 5.1. Sea f. ,\ = ) “una funcwn contznua y supm.yectzva. entreA
los continuos X y Y. Consuleremas puntos'p €. .\ y q € Yde tnaneraque

q = f(p)- Entonces el di grama; antemor conmuta sz ‘st f es: monotona
en p. G v :

Demostracidén.

para céclil'
_;,suponddmo Vi
una componente de f l(Q) dlferente a’ ‘la‘que tlene a.l punto p. Notemos
,’,,ahom que i :

y

Qe{LeC(¥):q f(z)e L}. .

S Pelo por el contrario @ ¢ {C(f)(K): Ke C(X)yp,x e K} puesto que
s suponemos que lo estd, entonces Q@ = C(f)(K) para algin K € C(X) con

“tp,x e K, estoes, Q@ = f(A) pero K C f~YQ), entonces como K es conexo

oy f“(Q) no lo es, tenemos que K esta contenido en una componente conexa
de f~1(Q) la cual tiene a ambos puntos (p y =), lo cual es una contradiccién,
por lo tanto es cierto que Q € {C(f}K) : K € C(X) y p,z € K} lo cual,
a su vez, es una contradiccién a nuestra hipdtesis. De esta manera podemos
afirmar que f~'(Q) es conexo, y asi mismo, que f es monétona en p.

(<=)Supongamos ahora que f es monétona en p. Para ver que el dlavrarna. T
anterior conmuta, sea z € X y consideremos que A es el término 1zqmerdo, e
de la igualdad (3. 1) mientras que B es eI tel mino derecho de dxcha_lrrual lad. S

Por lo tanto C(f)(K) e C(Y) esto'es; C(f)(!\) =
Ademads ya que C(f) (1\) = f(I(), entonces f(p
" lo tanto C(f)(K)EB »




5.2. PRIMERA DEMOSTR ACION

: 1,’,1,0,17 '

Ahora tomemos L e B, ‘entonces q,f(:c) e L e C(Y) Corno f es
mondtona. relativa a p, entonces K = f“(L) es cone\o Y ademas es. ce-
rrado por la continuidad de f, por tanto A = F7Y(L) es un continuo de X
con p,z. € K. De este modo, L = f(K) = C(f) (1\) estd en"A, concluyendo
asf la demostracién de este teorema. o T .

Ahora mencionaremos un resultado, el cu'xl ‘nos da una* condxcmn ‘para
que una funcién definida entre continuos, preserve’la suavidad: en la: imagen
de un punto. Mads adelante daremos otra prueba de este resultado, el cual
aparecié probado primero de esta forma en [1/]

Teorema 5.2 ([17, Corolariol]). Sean .\ un continuo suave ‘en un punto
py f: X =Y una funcion continua y suprayectiva de X en un cont'muo Y‘
Si f es mondtona en p, entonces Y es suave en f(p). : :

Demostrac1on Por el Corolano 4.11, basta ver que la fu'

cadaneN .-l —_>A

supra.vect:wa tenemos que paracadan € ¥ podemos tomar un' punto :z:,l
tal que f(zn) = yn. Como X es compacto, existe una subsucesién’ (z:,,k)k de
(z.), la cual converge a algiin punto = € X.:Observemos que f(:z,,k) = Yny*:
Ahora bien, como f es monétona relativa a p, el dlagrama del Teorema 5.1
conmuta, asi que para cada £ € N tenemos que: : o

Fo(yn,) = Fo(f(xnk)) = C*(F1(2n,))- (5 2),

Ademds, como T,, — z, entonces por la continuidad de f, tenemos que'
f(zn,) — f(=). Pero f(znk) = ’Jnk y Ia sucesién (yn,) converge:a Vi por lo
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que

Fo(y) = Fo(f(‘l,)) =C*? (Fl(a,)) ' S (0 3)

Como X essuaveen p, cntonces por el Corolario 4.11, Fl es continua, por

lo cual Fy(zn,) — Fl(z,) Ta.mblen, en vista de que f es continua, la funcién -
mclucxdd C (f) es contmua, y por la misma razdn la inducida de C(f), o sea

té conclu1r

ajilo ual ﬁnalmente, nos per"

o que Y es’suave en f(p)

: \‘5‘*3 | Segunda demostra01on.

En esta secci6n trabAJaremos los resultados de [13], los cuales nos relacionan
la suavidad de un continuo X'en uno de sus puntos y la Propiedad de Kelley
‘enun. punto. A continuacién presentaremos un Teorema que nos da una
telacién bastante curiosa entre una funcién f definida sobre un continuo X'y
S(p) para algin punto p € X. Pero antes, recordemos un resultacdo que nos:
: sx.rvu‘a. para demostrar, dicho Teorema:

Teorema 5.3. Sean A, B C X y f: X —= Y una fuynciénv.sypifay'eé;ti‘vd."i'
Entonces; f(A) — f(B) = f(A - B). ' e :

Demostracidn. Sea y € f(A) — f(B). Entonces: exlste ‘a A tal que
y = f(a) ¥y ademas, notemos que a ¢ B (pues de’lo. contrarlo y,e f(B) lo
que seria absurdo). De manera que a €4 — B Y 7 Sf (s

-Por tanto f(A4) — f(B) c f(A — B).

tanto f(z) = y: AhOld. blen, por Ia conmutat1v1dad del dlagrama, tenemos S ;
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: X — Y una funcidn

Teorema 5.5. .S'ea fi .X —> Y una funcwn continua'y suprayectz'ua entre los
continuos X Y Y Si f es monotona. en un punta P E Xy entonces

Y f(X -Sm) c S(f(p)) ;

compacto, existe tina
entonces f(z,,) — /(). peto f(zn,,) g
‘t;o f(:r)—y, esto esz e f~ 1(y) = s

el Ademas ~como of es- rnonotona en py f(p) € Q, a] tomarr K = f- 1(Q)
' _tenemos que "K' es conexo y.ya que ademds es cerrado en un compacto, K es
un subcontmuo en X, tal que p,z € K (f(p),y € Q) También, ya que = €



{04t CAPITULO 5. PRESERV«\CION DE LA SUAVIDAD.

“(_/) (- S(p), entonces existe una sucesion de subcoutmuos (1'\,.,), de J\ tal -

que T,,p € K, para cadal€ Ny K, — K. Asisi definimos Q;,, = SO,
tenemos que @Q,, es un subcontinuo de ¥y 1/,,,, Fp)e Q,,, Y como K,,, =+ K
C(f) es continua, entonces C(f)(K,,) — C(f)(K), asi-que por definicién

‘de C(f), Qn — Q, con yu,, f(p) € Qu, lo cual'es una contradiccién. Por lo -

tanto se cumple la contencién relativa a los complementos lo cual termina
esta prueba. N B T L u

A continuacidn presentaremos. la segunda demostracién del Teorema 5.2

Corolarlo o 6. Sean X un contzn.uo suave en unpun o

es, ¥ es suave en f(p)

Observemos que esta prueba es digamos mds topolégica, mientras que la
primera requiere de un hecho algebraico como lo es el hecho de que el dia-
grama del Teorema 3.1 conmute. El siguiente corolario aparece por primera
vez en el articulo de T. Mackoviack [35, Teorema 6.2], aunque nosotros lo

probaremos justo como lo plantea el articulo [13], en el resultado 16. Dicho |

corolario, afirma que la imagen de los puntos iniciales de X bajo una funcién
continua, suprayectiva ¥ mondtona f, estd contenida en el conJunto de los
puntos iniciales de f(X).

Corolario 5.7. Sea f : X — Y una fun.czon contznua, suprayectz'ua E

rnondtona. Entonces

f(I(X))CI(f(X))

tenemos que Y es suave en f(p) —’y
modo la demostracién.
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54 - Contraejemplos.

E En esta seccién, presentaremos ejemplos, los cuales muestran que las mclu-, .

siones:

ASEN €Y = FIX =S
SUF() € Y = (X = S(0))
(X)) € FU(X))

no sxempre suceden, que ld monotoneidad de f a un punto es necescula. en"

el Teorema:5. 5 y.que los conjuntos F(S(») v S(f(p)) no son compara.bles

. Todos los ejemplos se dardn en el plano R?. Dados a,be. R? convemmos en_

denotar por ‘ab al segrnento de recta que une a los punt‘.os a'y.b.

E_]emplo 5 8 Ezzsten dos continuos X y Y, un punto P ‘e X funczo’n R

mondtona [+ X ~ Y tal que [(S®)) € ¥ ~F(X~S() yf(s(p)).s: S(f(p)

V ,Just:ﬁcacxon Sean p (0,0), a = (2,0), b =.(1, O),
cada n G N sean an = (2, 4,,—_;;) y b = (1, 4,,) Deﬁmmos

Y—pbu (U pb Ubna,.)

nEN

X =acUY
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‘DeAﬁm'moq f ‘\ —'Y" como la 1dent1dad en Y. {
ac. Esto es, 51 T € ac, entonces f(z) = a. Por. tanto,, ,
"1(0.) = ac.-Esto muestra que f es mondtona.: =

.. “Ahora bien. para mostrar que f(S(p)) ¢_ Y f(¢\ — SN yif :
*.S5(f(p), es suficiente con hacer ver que a € f(S(p)) Nf(X— S(p)) =S(f(p))-.
‘Para mostrar que a € f(S(p)), notemos que ¢ es un elemento de "X tal que’
flc) = a. Afirmamos que ¢ € S(p). Para mostrar esto,sea . 4:€.C(.X) tal"
que - p.c € A v sea (¢p)n € X tal que ¢, — ¢. Como p,c €4 resulta que
pelUae C A. Ademds, si tomamos e > 0 tal que Bx(¢,¢) C ac—{a} entonces,
como ¢, — ¢, existe N € N tal que ¢, € Bx (¢, c) para cada n = N. Luego
¢p € ac— {a} C A paracadan > N. Definamos A, = X paracadan < N y._.
A, = A para cada n > V. Entonces 4, es una sucesién de subcontinuos de
XN talque p,c, € 4, paracadan € N, y 4, — 4. Esto prueba que c € S(p).
Por tanto, a € f(S(p)).

Para ver que a € f(.X — S(p)), notemos que a es un elemento de X
tal que f(a) = a. Ademads a ¢ S(p) en vista de que (a@n). €s una sucesién
en .\ que converge a a y tiene la propiedad de que‘no-existe una sucesién
(An)n © C(X) tal que p, a, € A para cada n € N.y 4, = pa. Finalmente, -
para ver que a € S(f(p)) basta con hacer notar que f(p) = p Yy que, por lo
que antes probamos, a € S(p) = S(f(p)). : : Lo -
Ejemplo 5.9. Ezisten dos continuos X y Y, un punto pe .\’ y una funcion
continua y suprayectiva f: X — Y tal que g Y - f(‘\’ S(p),
I((X) Z FUX) ¥y S(F(P) € f(SP))- : :
Justificacién. Utilizando los mismos punto que: deﬁnlmos en ‘el ejemplo
anterior, sea

Supongamos f: X —>',_Y;j'e 1entras que f es. un

armonico que tiene p01 vert;lce axf.(1

S(Ufp) =Y.

(o para probar ‘que. S(fp)): g

Ahora bien, en wsta cle que S(f(p)) =Y
: (A - S(p)) es ‘no: vacto lo cual se’

— f(X — S(p)), basta con: ver qu
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logra haciendo ver.que X — S(p) es no vacio. .En efeéto,‘es facil Qe;‘ ‘quev
S(p)—(\ —Pb)U{P} Ast “que 5(7))#0 ' L .

Notemos ahora que I(‘\ ":pb P01 tanto, f(I(‘\)) = }’ = f(p)a~
Luego, f(p) ¢ f(X)). P01 ‘otro: lado ’ ‘como S(f(p)) = }’ftenemos que
f(p)EI())—I(f(;\)) ; ’

. (‘Y —

Ahora bxen como S( Voi=-(X = pb)'U {p} tenemos qu )=
Y, resulta

_f(p)a)u{f(p)} Por tanto, a ¢ f(S’(p)) En vista de que‘S(
que a € S(f(p)). S . ,

una funcidn
es tal que

Ejemplo 5.10. Ezzsten dos continuos X y Y, un punto
: contmua y suprayectiva. f: X —'Y que no es monoto

LY = f(X - S(p)) < S(f(p))

plo y, adicio-
Cnalmem:e, definimos d = (2, 0) para cada n. G N, ,,) Consxdene—

-mos ahora

.4

Observemos 'que
Xcy Deﬁnimos

1. feesla i‘c_le‘nit‘iglacll en X'
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q
, 4
——— °
P X b -
3
2.

- manera que f(dn) =":a},

3. firdo €S un homeomorﬁsmo del arco bdo }rli ‘al’arco ba, de manera‘que

f(do) = a.

Notemos que f no es mondétona en p, pues @ = pa es un subcontinuo de
Y que tiene a f(p) ¥ f71(Q) = pa U {d} no es un conexo. Ahora bien, como
S(p) = X, tenemos que Y — f(X —S(p)) = Y. Por tanto, si ¥ — f(X —S(p)) C
S(f(p)), sucede que S(p) = S(f(p)) =Y. Esto indica que Y es suave en p, lo
cual es falso. Por tanto, ¥ — f(X — S(p)) € S(f(p)) a



Capitulo 6

Suavidad y Propiedad de
Kelley en Hiperespacios.

6.1 Introduccidn.

En esta seccidon se describiran en detalle, los resultados que se encuentran
en el articulo [18], asi como una parte de los del articulo {14], en donde
se generalizan los resultados del anterior. En [18] W. J. Charatonik y W.
Makuchowski demuestran que, para cualquier continuo X, la suavidad de
alguno de sus hiperespacios,C(X) o bien 2, implica que X tiene la propiedad
de Kelley. Asimismo se demuestra que, para cualesquiera dos continuos X y
Y, la suavidad de su producto cartesiano X' x Y implica la propiedad de Kelley
en X y Y. En [18] J. J. Charatonik y A. Illanes generalizan el concepto de
hiperespacio de un continuo y, postenormeme, muestran que los resultados
anteriores permanecen vilidos en este contexto.

6.2 Generalizacion de Hiperespacios.
Dado un continuo X y un subcontinuo P de .X, denotaremos por C(P, X) al

subconjunto de C(X) cuyos elementos son todos los subcontmuos de }\ que :
contienen a P. . : R

Teorema 6.1. Para cada subcontinuo P de X, tenemos: que C(P, 4\) ‘e
C?*(X). JVIas atn, C(P, .\) es _conezo por tra_/ectorzas
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Demostracxon. Es claro que: P € C(P, 4\), asi que C(P,X) es no’ vacio. o
Tomemos ahora’ un” elemento K "€ clgx)(C(P, X)) Entonces existe una’
sucesion (I\,,),1 en C(P, XY tal'que K, — K. Luego K '€ C(X).y P.C K ’
para caca natural.n. porlo que, de acuerdo con el Teorema 1.15, PiC:K.
Esto muestra que C(P,; X)) es cerrado en C(X). Ahora veremos que C(P, X)'
es conexo por trayectorias. Tomemos un elemento KN € C( ,‘\) y.sea:\un

~ arco ordenado de K- a X en C(X). Entonces P C K C A(t) para’ cada’ it €.
[0,1). Luego, A C C(P, X). Por consiguiente, cada elemento de C (P, X)) se
puede conectar con X mediante una trayectoria en C (P, X'). Esto 1rnplxca que
C(P, X) es conexo por trayectorias. En particular, C(P, X) es’ cone\o "l

Si P = {p} para algin punto p de X, clenotaremos a C(P, ‘\) snmplemente
‘como C(p, X). Notemos que C(p, X) es la consmtuvente de.p-en X (\ er
Definicién 4.2). 4

Una manera, natural cle generahzar un: poco la nocién'de hlperespacxo v

Cn{X)={A€2¥:4 tienealomasn C6iﬁﬁoneﬁ£§s}

e

Fa(X) = {A € 2N A tiene a lo més n puntos} : :
con la topologia 1nduc1da por la metrxca. de Hausdorff la.s mlsmas, ‘

(.oucldemcmnes cada con_lunt;o de la forma C(P X) es un hlpei:espamo de.V
,.\—' k -

ducida por la métrica de Hausdorﬁ H para X. Una deﬁmclon que nos serd’
de gran utilidad es la siguiente:: S
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.. ;. Notemos que Fl(‘\) c C’(X) Mis adn, todo arco ‘ordenado en ‘7'\ ‘que
. empieza’ en un element;o de C(z\), estd contemdo en’ C( X} de acuerdo con .

; ’H(\) Y, a.dema.s todo arco ordenado en 2%, que empzeza en’ un element
H(X) estd contenido en H(X).

A manera de ejemplo, tenemos también que el hiperéspa'éio"C" (X)"'ést:é.
completo, mientras que F(X) y C(P, X) no lo estan, en vista de que los ;
arcos ordenados en 2V que empiezan en un elemento de F,(X)° no’ estan'yi"
contenidos en F,(.X) ¥, ademds, Fy (X) no esta contenido en C'(P, X)

2 H-
En el siguiente resultado mostramos la relacién entre la sua.vxdacl de un
hiperespacio que estd completo y la propiedad de I\elley

que fH(J\’) es suave en un elemento P € H(X).

Sea € > 0. Como #(X) es suave en P, existe § >0 l:al
son tales que H(A,B) <dy A€ C’('H(\)) con Py A
‘B € C(H(X)) tal que PB € By H*B, A) <
podemos pensar que & < §

Sean a,b € X tales que d(a,b) < § y A € ‘
existe B € C(b, X) tal que H(4, B) <e. Para esto onslclera.remos dos casos

Supongamos primero que P ¢ —l Entonces c(p; \) n. C’( —l) 0. Para ;
ver esto supongamos que, por el contrarlo ‘existe un elemento C en dicha
interseccién. Entonces P ¢ C C A, de. donde P C 4. En vista de que esto
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L ;\Jt.nos Podemos suponer, por- cons
C'(.-l) es’ mayor que €. De esta. m ‘

1) si P' € C'(P, X))y A € C'(A)

o, Consnclexemos, en 2V, arcos ordenados:/\l', /\2 v A;, cle {a} a A de -1 a X
vide P a X, respectivamente. Sea .A —-',\1 N2 WU A;. Como A € AN Ag Yy

N € A3N (AU A2), resulta que A es un element.o de C(2V). Mds aiin, \; U\,

“es nn arco ordenado de {a} a X en 2V En vista de que H(X) estd completo,

- {a} € H(X), de modo que Ay U'A\s C H(X). De la misma manera, como
P e H(\X), tenemos que Az C ’H(.\’) Por tanto, AcC H(A) :

'b} son clos clementos de ’H(X) tales :

De lo anterior, tenemos qu; {a} :
, ?E C(’H(X)) Y. P, A € A Entonces, .

que H({a}, {b}) = d(a,b) < 8. Mis i
por la suav1dad de H(/\) en .
Hi(A, B) < & £

Consideremos ahora el con.]i'
2) By es un subconjunto p
Para ver esto, notemos que

de B y, si P € By, entonces ‘P, E N’(‘
A'e ,\1 Esto contradice 1) Luegv‘

Supongamos ahora que Co es A_la
Sea C = clz(Co) . Afirmamos que -
3) CNfrs(N(5, M) #0.

Para ver esto, notemos que Cg es u
v no vacio 5y del (_ontmuo B ‘Entonce
Notemos que:

1]

CAfra(Bg)
C ﬂclB(Bﬂ N
CﬁBmcIB(N

£

3

g_
“Cncls(NV (£, M
CNfra(N (5, A

N nsk



H(K, Ag) < H(K,L) + H(L, R) + H(R, Ap) < % + g + § =e
Tenemos entonces que KX es un elemento de C'(P, X) y 4g es un elemento
de C(A) tales que H(K, 45) < e. Esto contradice 1). Por tanto, K & \j.
Supongamos ahora que K € A,. Entonces L € N(§, A1), contradiciendo el
hecho de que L € fri (WV(§, A1) . Por tanto K ¢ A, ¥, de esta manera, resulta
que K € Aa. Luego

ACKCN.(g'L).

Definamos ahora B = |JC. ‘Como {b} e C N C(X), porel Teorema. 1.22,
resulta que B e C(J\’) Ademas b E B: L c' B Por tanto S

- Hemos pro

€ C. Luego B C N(e, A).
Por consiguient PR

Supongamos ‘ahora P .C A:Afirmamos ":clu'é“ '
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1) 0(_4) c’H(\’)': o

Para ver esto, sea'Af; E C(.—l) | !

ordenado A de {r} a M en 2 En v15ta. de qil ’H( ¢ mpleto, resulta L
que {z} € H(X) ¥ por con51gmente A H(EXN)En® partlculdr A[ € ’H(.\ )» '
!-_sr.o plueba 4). : . -

\otemo> que {a} {b} son dos elementos de. ’H( \) tales que H({a} {b}) =
d(a, by < 6.°Mds atdn, por 4), C(A) € C(H(X))y, ademds, P,A.€ C(A). En-
tonces, por la suavidad de H(X) en P, existe B € C(H (X)) talque P, {b} € B -
Y H2(C(A4),B) < § < e Hagamos B'= |JB. Como {6} € BN C(X), porel

- Teorema 1.22, tenemos que B € C(X). Ademds b € B. Afirmamos que

5) H(A,B) <e.

-~ Para ver esto, tomemos un punto z € 4. Entonces {z} € C(A) C N(e, B)
por lo que existe By € B tal que H(By, {z}) < e. Notemos que By C B por
lo que {x} C N(e, By) C N{(e, B). Por consiguiente, z € N (¢, B) y, de esta
manera, 4 C N (e, B). Supongamos ahora que L € B. Como B C N(e, C(A))
existe g € C(A) tal que H(Ag, L) < €. Luego L C N(e, Ag) C N(e, A).
Hemos probado que L C N(e, A) para cada L € B. Por tanto, B C N(e, A).
Por tanto H(4,B) < e.

Por lo tanto, concluimos que X tiene la propie}dad“de Kell'ey. -

Ahora bien, ya que los hiperespacios 2% y C(X) eétén completos, el si-
guiente resultado es consecuencia: inm'ediata del teorema anterior.

Corolario 6.6 ([18, Teorema 1]) Si el h.zperespaczo 2¥ o0 C(X) es suave,
entonces X tzen.e la propzedarl de Kelley ’ .

6. 3 Espac1os,Producto.

A contmuacxon presentaremos el segundo resultado del Articulo[18 Teorema :

"ﬁmto I 14\ como:

dn;;,,\'.-((zi')‘{, (yi)i) = E" \—(;ﬁl S
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“;'rados, es suave, entonces cada uno X‘J Y ‘tLenen la propzedad de Kelley

Vi _"Demostracxon Supongamos que X X Y es suave en el punto (p, q) Fx_]emos
s'unpunto ¢ € Y — {q} y sea &g = ﬂ%"—”l Para ver que X tiene la propiedad
“'de Kelley, sea ¢ > 0. Por la suavidad de X x Y, existe § > 0 tal que si

(@1, 01), (T2,92) € X x ¥ satisfacen que p((z1, 1), (T2,10)) < 6 v si A €
CC(X x YY) es tal que (p,q),(z1,11) € 4, entonces existe B € C(X x Y') ‘tal.
“que (p,q), (2, y2) € By H(A, B) < %. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que § < £ < %, S S ey

Sean z € X, y € Y, tales que dx(z, V) < 6 Y K¢ C(a: X) \/Iostraremos‘

que existe L € C(y, }\) tal que H(I\ L) :<e. ~Afirmamos qu sl

1) existe un’ subconjunto ﬁmto Z
cada ke K E\lste i€ {1

Para ver esto notemos que la fam111a L( =

.. cubierta abierta del conjunto compacto K Entonces, exlsten Z1y 22,4 I R —
= K tales que K C Ut_‘ B (%, z:) . Tomemos ahora un'punto . e K Entonces
existe 1 € {1,2,...,n} tal que k € B’ (.,, z,) ‘Esto prueba 1).

Ahora bien, dado i &€ {1,2,... ,n} sea S

P= (X x {ah U ({=} x ¥) U (K x {g).

Es claro que P; es un subconjunto cerrado y no vacio de X x Y. Como los
conjuntos X x {¢} y {z:} x Y son conexos y tienen en comiin al punto (z;, g),
resulta que (X x {g})U ({z:} x ¥") es conexo. Dicho conjunto y el conjunto
conexo K x {¢'} tienen en comun al punto (z;,q'). Por tanto, la unién de ellos
es conexa. Esto muestra que P; es conexo. Notemos que (p, q), (=, Q) (zi;q")

¥y (z,q') estin en P;. Ademas

p (v, @), (. q)) = d'\'(}z!vx) 'f‘:,‘.iyf(i’.?l)

)
=—';_)-< d. -
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(v. 9", (p, 7)EQiy H(P.,Q)<
’) 'AxY(g’[\ X{Q})nl \><)( ,_\’X {q})

p((rmy, ma), (o, q)) < £ Enconces, por la de51
que p((k, q'), (z0,9)) < €. Por otra parte,

Consideremos el conJunto K Hink % : Notemos que
(v, ¢") € Qi. Ademids (z,q') € K:x" q} v p((y,q) (z, q)) < 6< . Entonces -
(¥, ¢) € Nxxy (5 K x{q¢ }) Luego (v, ¢') € K;; 'Sean Cila componente de
K; que contiene a (y, q ) v ’cl,\-gy(C) Entonces L. C Q, c N'ny(q i P)

\otemos cue K es un: sub on_]unt:o propio y no vacxo de Q~ Para. ver .
esto, tomemos un punto & e K Bntonces ) . ’

A (pr "‘)

p((p, q) (k ‘I)

Por tanto, (p,q) € N\ xy(q K x{q'}). En partlcular {
entonces que C; es una componente del subconjunto pro‘
2:. Luego, por el Temema . 80 podemos tomar
L:N fl’Q_ ([\,) . : :

+5 >e

Como %7 € L;. ,C N)\xy (4,
p(Tm) < 5. '
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Luego

kLuego

es decir, T7 € 1\, Como Ki
fro,(K) . Esta contradlccxo
: (f.,,w.,) L

Supongambs qué e
‘nada. Notemos que:-

~p(x—.-,‘Wi)
entonces ﬂ*—'—- < £

De'lo anterxor tenemos que :1,1 es.un, punto‘de - (L ) ta.l que.

,\'(:Ll, ~,,) < -. (6.1)

Consideremos ahora el conjunto: -

=7 (Ll) U ﬂ'(L‘)) U---0U ’T(Ln)

Dada i e {1,2,. ,n} 7(L;) es un subcontinuo de X. Ademds, (y,¢') & L; -
por lo que y € w(L; ) Esto muestra que Les un subcontmuo de .\ que tienea -~
1. Haremos ver que H(K, L) < e. Para esto, supongamos pnmero quele L.
Entonces ! € w(L;) para algunai.€ {1 2 ,n} Luego exlste - € Y tal que -
¢, ?!") € L;. Como: S

L; < N\'x) ( Rig S {q })
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Capitulo 7

Propiedad de Kelley
Hereditaria.

7.1 Introduccion.

En este capitulo estudiaremos la clase de los continuos tales que todos sus
subcontinuos poseen la propiedad de Kelley. Diremos que tales continuos
tienen la propiedad de Kelley hereditaria. Esta nocidén fue introducida en
[1}] v, posteriormente, estudiada en forma sistematica en el articulo [3]. En
lo sucesivo, describiremos en detalle algunos resultados de [3]. El m&s im-
portante de ellos es el Teorema 7.5, en el cual se caracterizan los continuos
hereditariamente localmente conexos, en términos de la propiedad de Kelley
hereditaria generalizando, de esta manera, un resultado de S. Czuba.

7.2 Definicién y Ejemplos.

Definicién 7.1. Un continuo X tiene la propiedad de Kelley heredita-
ria st cada subcontinuo de X la propiedad de Kelley.

Es claro que si .\ tiene la propiedad de Kelley hereditaria entonces X
tiene la propiedad de Kelley. Recordemos que el abanico armdénico 4, tiene
la propiedad de Kelley. Como A4; contiene un abanico armdnico con pata
alargada, resulta que A, no tiene la propiedad de Kelley hereditaria.. El

continuo seno de L1, por otro lado, tiene la propiedad de Kelley hereditaria.

T

Notemos que si X es un continuo que contiene una copia homeomorfa
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del cuadrado [0 1]2, entonces X no ticne la’ propledad de Kellev heredltarla, :
_pues en dicho cuadrado podemos encajar una copia de un abanico arinénico:
Daria entonces la impresién de que todos los continuos con la propledad ‘de.
Kelley hereditaria son flacos, es decir, tienen dimensién 1. 'Esto no.es asi
pues, en vista de que los continuos hereditariamente indescomponibles tie-
nen la propiedad de Kelley , dichos continuos tienen la propiedad de Kelley
hereditaria. Ademads, en [3] R H. Bing probé que existen continuos heredita- .
riamente indescomponibles de cualquier dimensién. Luego, exlsten contlnuos
cou la propiedad de Kelley hereditaria de cualquier dxmensnon

Supongamos ahora que X es un continuo y que P; es.un subcontmuo de
X. Recordemos que P; es un seudopeine en X si P txene la forma.

(7:1)
en donde
a) 4es un subcontmuo de Y'"
b) . s un a.rco en X que une los puntos a, y b, de

‘son aJenos dos dOS’ &

b —>bo’€Agyao¢bo

y Ps es un seudopeme en: J\ entonces P, no tze
hereditaria.

arcos. Por mnto exlste un arco a: [0 1] — 40 de ap'a bo




3 jm

- es. una- separam n de By — {b .} \'[a.s atin, ‘an € Dpn _
un subcon_]unto conexo de P, — {b, } Luecro D;c a.,.b

Como ¢ = a(3) € o([0,3]) y la sucesién D —-) oz([O,s]) e\xste una
sucesiéon (cn)n en P tal que ¢, € D, para‘cada-n &N, y.cn:—3¢ :Entonces, .

por 1), ¢n € anb, — {ba} para cada n > V. Por. tanto cla.da n = JV podemos '

hablar de los subarcos a,c, v cnb, de a,,bn
Consideremos el conjunto

Z =AU (U ;nb,;) .

n>N

Como cpb, C anb, - AgC A C Zy A es cerrado en F;, resulta que Z

es cerrado en P;. Es claro que Z # 0. Ademas cada conjunto ¢,b, es conexo
e intersecta a A en b,. Luego Z es conexo. Por tanto, Z es un subcontinuo
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de P,. De donde, z tlene la propleclad de Kelley en ¢ v, como (cn)n>N es una
sucesién en Z tal que ¢, — c'y los subcontinuos a([O, ) ¥ a([3,5]) de Z° .
contienen a ¢, existen dos stcesiones (£, Yazv ¥ (Fr)nzwn de subcontimios de

Z tales que ¢, €. E,NF,, paracadan > N, E, — a([O, Ny Fo— a([d, 3]) :

Una demostracién similar a la realizada para ver que 1) es c1erto, se. puede :

efectuar para mostrar que existe M > 1V tal que: F,.UE - a,,b —{bx} para: . o

cada n > Al Afirmamos que:

2) existe . > M tal que. nmtruno de Ios “onj
contenido en ld unlon cle los otro

En efecto como ao

tal que:. o
CTL2]Y
pananna ([13]) -
Ademads, como F, —+ a([%, ]) E e a([O, 3]), cn :—> co y an SN e*clste -
m > M tal que H(Fm,a([é, 3])) <6, H(Em,a([0,1]) <6, d(cm,co) <8y

d(tm,a0) < 6. Luego ao € ([0,3]) & N(8, En) ¥ do € a([3,3)) < "N (S, Fm).
Por tanto, existen w €F}, tal’ que d(u; do) <d y v E Em tal que: d('v a.o) < 6 -

Sl An = Crn, entonces:

d(ag, co) < d(ao,am) —+ d(am, co) = d(aop, am) + d(cm,co) < 6 + 6 = ‘76

luego co € B(26,do) ﬂa([O, i, contradlmendo (? 3) .Ahora blen si am E E,,.

es una contradlccxon
tm € Fn. Por tanto, a,, € amcm —(Fnu F,,,)

Si u € E,, entonces, como En c N(J a([O, d])), : : a([0,§])ﬂ 5
B(4. u). De esta manera: o Gotee T

dGa, do) <_d" S

U= Cnp. Por tanto
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dleo, do) < d(Co, em) + dlcm, do) = dleo, e) + (1, do) < 8 +o=20
Luego ¢y € B(26, do) r‘na([O, 3]), Contmdxcxendo (7. 3) Por tanto u ¢ amcm‘

v, de esta manera u € Fp, (E,,x u a,,,c,,,) De manera sumlar Ye!

demostrar que v € E,, — (F,,, U amc,,,) Esto plueba ‘7)

Tenemos entonces cue E‘,,,,F v a,,,cm son tres subcontmuo )
ambm que tienen en comin al punto ¢, y satisfacen que mnrruno de. estos
tres conjuntos estd contenido en la unién de los otros-dos. Como esto es
imposible de realizar en un arco, tenemos que P; no tiene la propxedad de

Kelley hereditaria. |

7.3 Resultados Fundamentales.

En esta seccidon mostraremos que los continuos conexos por trayectorias que
tienen la propiedad de Kelley hereditaria, son hereditariamente descomponi-
bles. Para esto, necesitaremos del siguiente resultado, el cual nos presenta. -
una manera de detectar puntos de conexidad en pequeifio en un continuo .con: "
la propiedad de Kelley hereditaria.

Teorema 7.3 ([3, Teorema 2.3]). Sea X un continuo,z;oiz;ld'

que A # {p} Sea B = AU, ComoB—{P}—— (A _)"{J(’Y—{p}), N
cd(A-{phn(r—-{p}) cAn(y—{p})) =0, (4 = {p})ﬁ c(v:={p}):C
A-{pH)Nv=0, A—{p}#0y~v—{p} #0, tenemos que p es.un punto’de-
corte de B. Por hipétesis, B tiene la propledad de ‘Kelleyv. - Por:el: Teorema'
2.9, B es cik en p.

Para ver que A es cik en p, sea €. > 0 Como B.es cikien
subcontinuo M de B tal que ; L

) exlste un -

p € ‘mtB(N[) C
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H . capiino.

" Por tanto 4 es cik en p. ) ; ,
Teorema 7.4 ([3, Teorema 2.4]). Si X es un continuo conexo por trayecto-

rias y con la propiedad de Kelley h.eredztana, entonces X es hereditariamente
descomponible.

Demostracién. Como X es conexo por trayectorias, por el Teorema 1.86,
X' es descomponible. Para ver que X es hereditariamente descomponible,
sea A4 un subcontinuo propio y no degenerado de X. Si 4 es conexo por
trayectorias entonces, aplicando de nuevo el Teorema 1.86, tenemos que A es
descomponible. Supongamos, por tanto, que A no es conexo por trayectorias.
Entonces existen dos puntos p,g € A tales que ninguna tmvectorla de p'a q
en X estd contenida en 4 .

Como X es conexo por trayectonas, X es también cone\o por, 0S¢
Luego existe un arco 7: [0 1] - 1\ de pag.] rotemos que 'y no.es subconjtlnto B

Entonces Yo
de /() v .—& n 'Yo

conexo. V de ‘tal’ que 'y(tl) ‘erinta(V): C V < U Entonces clA(V) es un
subcontinuo propio de-A con: mterlo‘ ‘no-vacio y, por el Corolario 1.71, ‘Aes
descomponible. Esto prueb'l que X es heredltarlamente descompomble n
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7.4 El Teorema Principal.

Recordemos que un continuo X es hereditariamente localmente conezo si cada

“"uno de sus subcontinos es localmente conexo. En vista de que los continuos

localmente conexos tienen la propiedad de Kelley (Corolario 2.7), tenemos
que los continuos hereditariamente localmente conexos poseen la propiedad
de Kelley hereditaria. Notemos, ademnds, que todo continuo localmente cone-
X0 es conexo por trayectorias ([37, Teorema 8.23]). Por tanto, todo continuo
hereditariamente localmente conexo tienen la propiecad de Kelley hereditaria
¥ es conexo por trayectorias. A continuacidén, mostraremos cue el reciproco
de dicha afirmacién también es cierto. Denotaremos por [ al intervalo [0, 1]
de la recta real. Recordemos que si 4 es un subcontinuo de X y p € A4,
entonces KN (A, p) es la composante cle p en A (ver Definicién 1.83). Recorde-
mos también que un subcontinuo F de - es terminal en 4 si para cualquier
subcontinuo B de 4 que intersecte a F resulta que £ C Bo BC F.

Teorema 7.5 ([3, Teorema 1.1]). Un continuo X es hereditariamente
localmente conezo si y solo si X tiene la propiedad de Kelley hereditaria y X
es conero por trayectorias.

Demostracién. Supongamos que X es conexo por trayectorias y tiene la
propiedad de Kelley hereditaria. Entonces, por el Teorema 7.4, X es he-
reditariamente descomponible. Para demostrar que X es hereditariamente
localmente conexo, mostraremos primero que X es hereditariamente conexo
por trayectorias y, posteriormente, que .X es localmente conexo. Para tal.
efecto, analizaremos la estructura de los complementos de las composantes'
de ciertos subcontinuos de .X.

Supongamos que p,g € X son tales que p # g. Por el Teorema 1 82
existe un subcontinuo A de X irreducible entre p y gq. Definamos:

={yeA: Aes 1rreduc1ble entre p y y}

Observemos que F == A — K(.—l )y que g€ F mlentras que p; ¢ F. 1\/Ia5
ain, 4 es hereditariamente descomponible y, ‘por consiguiente, es posible
aplicar el Teorema 1.91 al subcontmuo A De eqta manera, F’ satisface Ias
siguientes propiedades :

i) F es un subcontinuo terminal en A4,
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i) si existe y. 6 F tal que -\ es 011\ en y, entonces F = {J}

.—\ﬁx mamoa que

1) F= {q}-'

Para [)I'Obdl' esto qupongdmos por el contrano, que F #£ {(1} Entonces,
por i), £ es un subcontinuo no decreuerado de: A y, por ii), -l no es cik en
niguno de los puntos de F. Como X es cone\o por trayectorias o, equivalen-
temente, cONeXo por arcos existe un arco ol 4\ de p a'q en X'. Por la con-
tinuidad de o y el Teorema 1.87, resulta. 'que el conJunto {terl:a)e F}
es cerrado en el intervalo compacto I Adem ”dxcho con_]unt.o tiene a 1. Por
tanto, podemos considerar: S

to—mm{t eI a(t) EF}

Sea 29 = «a(tp). Como p ¢ F, tenemos’ qu to >0 Con51derando un arco |
ordenado de {zo} a «([0, %)) en C(X), es p051b1 ‘enicontrar 7y € [0,¢) tal
que diam(c([r1, %0])) < 1. Notemos que c(7y) ¢ F. ﬁrmamos que

alfris o) 2 A (7.4)

En efecto si, por el contrario, a([rl,to]) C 4 entonces a([r1,t0]) esun
subcontinuo de A que intersecta a & en el punto a(tp). Como F es terminal
en 4, tenemos que «([ri, ]) € F o bien F C «a({r;,t]). En el primer caso
sucecde que a(r,) € F, lo cual contradice la definicién de t5. En’ el segundo
caso, como F es un subcontinuo no degenerado de 4, existe u € F — {20}.
Luego u € a({r1, t]) por lo que existe ¢t € [r1, to] tal que «(¢) = u. Notemos
que «(t) € F asi que, por la definicién de g, sucede que ¢ = ¢g. Entonces
u = (t) = a(to) = xo. Esto es una contradiccién. Por tanto (7.4) es cierto.

De acuerdo con (7.4), existe s, € [r1, to] tal que z; = d(sl) € af(l)—
En vista de que el conjunto {¢ € [s1, to]: a(t) € .-1} es compacto ¥ no vacxo, ,
pues tiene a fg podemos conslderar- - e L .

,'mln{t e [sl,to] a(t) € A}

Sea z; = oZ(tl)‘ Como z ¢ A, tenemos que t1 > sl Notemos que
a([.sl, tl]) es un arco en. ‘\ con” zl como ‘uno’ de sus puntos e\cremos v tal




7 4 EL TEOREA'IA PRI NCIPAL

_que cx([sl,tl]) n —l = {:rl} Entonces, por el Teorema. 7.3, 4. es: c1k en z;- v"‘
como: .—1 no es cxk en mncruno de Ios puntos. ‘de’ F, resulta que :c1 gé E Luevo T

que 52 < tg Constderemos a.hora

y sea Tz = o(tz). De nuevo, por el Teorema. 7. 3 A es cxk en :1:2 por lo que .
ty < tg. Como ta > s2 > T2 > £, entonces t, < t2, por lo cual to — 22, < t°, :

En general supongamos que T1:T2;:+«3Tny S1; 32,‘. .

un arco ordenado de {zo} a a((tn, to]) es p051ble encontrar Tn+1 E (tn,
que diam(e([Th+1, to])) < n+1 1
mediante una prueba similar a la dada para ver que (7 4) es c1ertov
demostrar que

» a(["‘n+1: to]) Z A,

Spa < tp- Con51deremos ahoxa -

v sea :z:,,_,_l = a(tn_H
en $n+1 Por tanto.
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b) (tn),1 es estrlctament;e crecxent '(tn) € a([sn,to]) C a([r,.,tg]) pard

vcacla n € N

c) .-l es: c1k en;x,,

a @(;;,;, ;;;15;3‘:[ :

a(tn) ‘para ada n E N

y;a(tn) &A= F para cacla. neN.

De acuerdo con a) v b), d(a(t,.), a(tg)) < - para cada n € N. Por tanto
'Vn(t,,) = a(to). Como la sucesién (tn)n es estrictamente creciente y acotada

~’superiormente, entonces es comergent;e Mostraremos ahora que t, — .

Para esto, supongamos que ¢, — £. Como o es continua, por el Teorema.
1.23, a(t,) — a(£). Entonces a(€) = «(to) y, como « es inyectiva, f _.‘.to De"
-esta manerva, t, — tg-

Ahora bien, como F # {q} existe un punto y € F — {z0}. Ademds como
F es un continuo, por el Teorema 1:82, existe un subcontinuo C de F que es
irreducible entre vy y zp. Como X es hereditariamente descomponible y C €
C(X), tenemos que C es descomponible. Entonces existen dos subcontinuos
propios D y E de C tales que C = DU E. Notemos que DN E # 0. Ademds,
sin perder generalidad, podemos suponer que o € D. En vista de que C es
irreducible entre zg v ¥, v de que D es un subcontinuo propio de C, tenemos

que y € E — D. De manera similar, resulta que zg € D — E.

Notemos que (z,)n €s una sucesién en A que converge a Zp- Ademds D "'_
es un subcontinuo de 4 que tiene a zp v A tiene la propiedad. de I\ellev en- -
zg. Por tanto, existe (Dp)n C C(A) tal que D,, — D y z, €D, para’ cada ‘,.‘t g

ne N

Ademds como t, —-> to tenemos que. [t,.,to] s {to} -Entonces, por la con-
tinuidad de C(o) (Teorema 1.35, resulta que a([tmto] = {o(te)} = {z0}:
También D, — D por lo que, para 5, existe IV e N tal que H(a([tn, to]); {:z:o}) <.

¢ v H(D,.D) < & para cada n > N
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L Suponcra.mos ahora que para alguna n > 1\’ resulta, que Dn n F # Q.. :. :
- Entonces, como F es terminalen A y D, € C(4); tenemos que D, cC Fo bien

F'c'D,. En el primer caso, resulta que x, = a(t,) € F lo cual contradxce .
la. segunda. parte ‘de d). En el segundo caso_ tenemos, en’ partlcular, que’
.y €D, c.N(, D), asi que existe ¢y’ € DﬁB(é ). Por taito DnB(o, J) ;é 0
= 0 pam cacla n> N

Conslderemos ahora el con_]unto ;

Més-ain, comoc da'c
e[t b)), ‘r,esplt.,a,que‘ :

Jun o D es ‘conexo e mt:exsecta. al conJunto cone*co .

n>N B : .
es conexo. Dicho conjunto intersecta al conjunto conexo C en zo, asi que Y
es conexo. Tenemos entonces que Y es un subcontinuo de X. Entonces Y
tiene la propiedad de Kelley. Por tanto, tomando un punto.dy.€ DN E y una
sucesién (dn)n>n in Y tal que dp — do ¥y d, € D,, para cada.n > N, existe
(En)asy € C(Y) tal que d, € E,, para cada nn > N’ vy En— E.

Como E, — E, para § > 0, existe M > IV tal que H(E E,\,) < 2.
Nostraremos ahora que: S ]

Ear C Y a([tN:‘tOJ)

Como

tenemos que .E'MOB( 2 o #,
B(z, zo) 7 0. Tomemos un-pun
para algin punto e €. E y d(

(XY
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~esto es d('ro, e)

(7.8).

De’ acueldo conu(/ S), a:o ‘a(tg) € FEa porilo que F. & “Ear.. Ahora
bien, por construccién, Y-— A C a(tx, to]) Ademds Ey © Y Entonces, por
(7.8), Ear 0 (¥ —4)y = Q) ‘Luego  Ear € A. Si Ear0 C 54 0 entorices, en
particular Ey, M F # 0. Como F.esterminalen 4y F & EM, tenernos que
E,. € F. Luego d,, € F de-donde D,, M F 7% 0. Esto contradice el hecho de
quc D,.n F =0 para cada n > N. Por cons:guxente, EM n C =0, de donde

ﬁb »pruéba

AI C lv(za
ue. d(y, b) <

tam‘.o

Entonces a € DN B(6 v), contradlmendo (7 1) Esto prueba ;)

Ahora podemos demostrar que \ es heredltarlamente conexo por trayec-
torias. Para esto sean A € C(X) ¥ p,q € A con p # q. Por el Teorema 1.82,
existe un subcontinuo B de A que es irreducuble entre p y ¢g. Probaremos
que B es un arco haciendo ver que cada punto 2 € B — {p,q} corta a B.
Tomewmos entonces un punto z € B — {p, g}. Aplicando de nuevo el Teorema
1.82, podemos encontrar subcontinuos C' y D de B tales que C es irreducible
entre pv £y D lo es entre ¢ y z. Por lo tanto C U D es un subcontinuo de
B que contiene a p y q, de donde C U D = B. : :

Afirmamos que C N D = {z}. Para ver esto syupongamo's que,- pdr el:

contrario, existe y € C N D — {z}. Aplicando 1) a C, p y = se.sigue que T'es . )

el inico punto en C tal que C es irreducible entre p y z. Por lo tanto C. no es
irreducible entre p ¥ y. Asi que existe un subcontinuo propio K delC tal que:
p», ¥ € K. Aplicando de nuevo 1) a D, ¢ y z se sigue que z es el inico-punto
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- cle ‘D tdl que D es 1rreducxb1e entre q y Entonces D no es irreducible ntre;” :
’q v 'J y-existe un subcontmuo prop10 L de D tal que y, q (] L

Como A es un subconcmuo prop1o cle C que tienea p y C es 1rreducxble‘ o
entre py z, tenemos que * € K. De manera similar, como L es un subcontmuo
: pxoplo de' D que tiene a g ¥ D es irreducible entre ¢ y z, resulta’ que z'¢ L.
.+ 'Luego, z ¢ K U L. Sin embargo, como K v L son subconjuntos conexos que
_tienen a y, se sigue que K U L es conexo. Entonces K U L es un subcorntinuo
‘de B que tiene a p y ¢q. En vista de que B es irreducible entre dichos puntos,
resulta que N'UL = B. En particular z € AU L. Esta contradiccién muestra
que CND = {z}. '

Ahora bien, como B = C U D, entonces:

B-{z}=(C—{zhuU(D—{a}). e
Mis aidn, pEC‘:‘{z} qu’— {:z:} )

cuw hnhw wnccnw—un—o

<

(¢ - {x}) n cl.\(D - {w}) cDbn (C - {x}) = 0

Por tanto, los conjuntos C — {z} y D — {z} forman una separacmn de

— {z}. Esto muestra que = es un punto de corte de B Tenemos entonces
que cada punto de B — {z} corta a B. Luego, B tiene a lo mas “dos - ‘puntos
que no lo cortan. Como, por el Teorema 1.67, B tiene. al, ‘menos dos _puntos
que no lo cortan, resulta que B tiene exactamente dos: puntos - que no lo’
cortan. Luego, por el Teorema 1.68, B es un arco. Entonces,—l es cone\o,"
por trayectorias, pues B es un arco de p a g en 4. Esto muestra. que X es
hereditariamente conexo por trayectorias. : :

Supongamos ahora que .\' no es localmente conexo. . Entonces,  por éi ‘
Teorema 1.78, X contiene un seudopeine Y. De acuerdo con el Teorema 7.2;
Y no tiene la propiedad de Kelley. Esto contradice el hecho de que X mene', '
la propiedad de Kelley hereditaria. Por tantn, X es localmente cone‘co

Hemos probado que todo continuo hereditariamente cone.\'o porv_trayec-‘ '
torias y con la propicdad de Kelley hereditaria es localmente.conexo. : Por.
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“"; prol)o en [34] que el lbesultad e ongmuo no

€ atxsface sit X e
. métrico. SR
Recoulemos que \una ,dendnta es un dendrmde localy ,cone\o En
[37, Corolario 10.6] se pruebd que todo subcontinuo de una: clenclnta, es una .
dendrita. Por tanto, las dendritas son continuos heredltarmmentc localxnente
‘conexos, por lo que tienen la propiedad de Kelley heledxtal ia.

En (1] se pregunta si los dendroides con la propiedad de I\ellev heredltarla
son dendritas. Este resultado se sigue del hecho de que los dendroides con la
propiedad de Kelley son suaves (Teorema 4.26). En 1993, V. Neumann-Lara e
[. Puga-Espinosa cdieron otra demostracién del problema anterior, utilizando
la nocién de puntos orilla. El resultado se muestra en [39]. Utilizando el
Teorema 7.5 podemos presentar una demostracién mds del mismo. En efecto,
si X es un dendroide y tiene la propiedad de Kelley hereditaria, entonces X es
un continuo conexo por trayectorias con la propiedad de Kelley hereditaria.
Luego, por el Teorema 7.5, X es hereditariamente localmente conexo. En
particular X es localmente conexo. Luego, X es un dendroide localmente
conexo o, equivalentemente, una dendrita. '

A continuacién resumimos lo anterior en el siguiente teorema:

Teorema 7.6. 57 X es un dendroide, entonces X tzene la. propzedad de Kelley
hereditaria st y sélo st X es una dendrita. S

En las siguiente seccién sélo se mencionardn algunos res ultaclos sin. prueba
los cuales se encuentran en el articulo {3].

7.5 La Propiedad de Kelley y los oo odos.

o En el articulo {3] se presentan otros resultados que relac1onan a la propiedad
de Kelley hereditaria. Por cuestiones de tiempo, en este trabajo, presentare-
mos sin prueba algunos de ellos dando, en cada caso, la referencia respectiva.
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7.5. LA PROPIEDAD DE KELLEY Y LOS éo-'ézjoé;*

‘Definicién 7.7. Dada n € N, deczmos que un’ contznuo Xes un n-odo
(respectwamente, un oc-odo) si X' contiene un .subcontznuo B llamado el
corazdén de X, tal que el conjunto X — B tiene al menos n componentes
(respectwamente, un numero infinito de componentes) Dectmos que X es
atriddico si no contiene 3-odos.

En el siguiente resultado, se involucra la estructura de un continuo cque
tiene la propieclad de Kelley pero no la propiedad de Kelley hereditaria.

Teorema 7.8 ([3, Teorema 5.1]). S un. continuo X tiene la propiedad de
Kelley pero no la propzedad de Kelley heredztana,, entonces .X conliene un
co-odo.

Como consecuencia de este resultado tenemos el siguiente corolario .

Corolario 7.9 ([3, Corolario 5. 2]) Cada continuo atriédico con la, p'ropze- ,
“dad de Kelley, tiene la propiedad de Kelley h.eredztarza P R

Ahora bien, de acuerdo con el Teorema ‘7.2‘2, 1os on o ogeneos : :
tienen la propiedad de Kelley. Combinandoest »:resultado con el corolario .
_anterior, tenemos el siguiente teorema. : ’

“Teorema 7.10 ([3, Teorema 10.1]). Los contmuos atrzodzcos y homogeneos
tienen la propiedad de Kelley hereditaria. .

Recordemos que los solenoides son continuos homogéneos con la propiedad-
de que todos sus subcontinuos propios y no degenerados son arcos. Por
tanto, los solenoides tienen la propiedad de Kelley hereritaria. Ademds, son
atriédicos. En {3, p. 161] se pregunta si el reciproco de la afirmacién anterior
es cierto. Al respecto, sélo se conoce que si X es un continuo homogéneo con
la propiedad de Kelley hereditaria y X countiene un arco, entonces .X es un
solenoide y, por tanto, es atriddico. Dicho resultado aparece probado en [4,
Corolario 3.8]. Por consiguiente, tenemos el siguiente resultado

Teorema 7.11. Sea X un continuo homogéneo que contiene un arco. Enton-
ces X tiene la propiedad de Kelley hereditaria si y solo si X es un solenoide.
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