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Introducción 

El problema de clasificar objetos que poseen una misma característica 
topológica, pero que se comportan de manera distinta desde el punto de 
vista analítico, geométrico o algebráico, es algo muy común en la Matemática. 
Por ejemplo, dada una superficie real X conexa y orientable, es interesante 
e importante conocer cuantas estructuras complejas no equivalentes acepta 
dicha superficie. Este problema, conocido corno problema de moduli, tiene su 
origen en los trabajos de G. F. B. Rlemann (1826-1866). 

Un primer paso para resolver el problema de rnoduli se encuentra en la 
teoría de espacios de Teichmüller. 

Oswald Teichrnüller na.ció el 14 de junio de 1913 en Nordhausen, Alema
nia.. En 1943 los nombres de todos los miembros de su pelotón en el Ejército 
Na.z.i ingresaron a la lista de extraviados en el frente oriental en la Unión 
Soviética. 

La obra conocida. de Teichmüller comprende 34 artículos cuyas versiones 
originales se encuentran en Oswald Teichmüller: Collected papers ((Tei82]) y 
una biografía. corta, escrita por W. Abikoff, aparece en (Abi86]. 

La teoría de espacios de Teichmüller posee una enorme importancia ya 
que tiene aplicaciones en diversas áreas de la Matemática, como por ejem
plo, variedades complejas e hiperbólicas; grupos fuchsia.nos, kleineanos y de 
Lie; formas a.utomorfas; análisis complejo; geometría a.lgebráica y diferencial; 
dinámica. compleja.; teoría ergódica; ecuaciones diferenciales y topología en 
dos y tres dimensiones. 
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VI INTRODUCCIÓN 

Este trabajo pretende ser una introducción a la teoría de espacios de 
Teichmüller y describe la construcción de dichos espacios en el caso tanto de 
superficies de Riernann corno de grupos fuchsianos que no contienen elemen
tos elípticos, utilizando transformaciones casiconformes. Dicha construcción 
se generaliza para el caso de grupos fuchsianos que contienen elementos elípti
cos (ver [IT92] y [Gar87]). 

Para entender la antes mencionada construcción, es importante estudiar 
con cierto detalle algunos aspectos de la teoría general de superficies de Rie
mann, grupos fuchsianos y transformaciones casiconformes. Por esta razón 
este trabajo se divide en tres capítulos: en el primero se encuentran las defini
ciones y resultados básicos de superficies de Riemann y grupo de transfor
maciones cubrientes, así como el enunciado del Teorema de Uniforrnización 
y algunas de sus consecuencias. Una breve recopilación de resultados sobre 
grupos fuchsianos constituye al segundo capítulo. Algunos de estos resulta
dos son utilizados constantemente en las construcciones incluidas en el tercer 
capítulo, en el cual se describe a las transformaciones casiconformes y a los 
espacios de Teichmüller antes mencionados. 

Las demostraciones que son bien conocidas se omiten y en cada caso se 
señala las referencias bibliográficas para que el lector interesado acuda a ellas. 

La lista de referencias bibliográficas no intenta ser exhaustiva y sólo in
cluye suficientes pistas para iniciar el recorrido de este hermoso laberinto que 
Teichrnüller construyó para todos. 

Eisa Puente Vázquez 

Abril de 2002, Cuernavaca, Morelos. 
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Capítulo 1 

Superficies de Riemann 

Dios mueve al jugador, y éste a la pieza. 

¿Qué Dios detrás de Dios la trama empieza?. 

-Jorge Luis Borges-

La noción de superficie de Riemann surge de manera natural en la solu
ción al problema de continuación analítica. Sin embargo, ésta no es su única 
virtud ya que la teoría de superficies de Riemann es un punto de encuentro 
para diversas áreas de la Matemática, entre ellas, variedades complejas; gru
pos de Lie¡ análisis; geometría y topología algebráicas. Cabe resaltar que el 
estudio profundo de superficies de Riemann compactas de género uno, lla
madas curvas elípticas, es absolutamente central en la teoría de números. 
Este hecho tiene como paradigma a la demostración del Último Teorema de 
Fermat escrita por Andrew \Viles. 

En este capítulo proporcionamos un tratamiento general de superficies de 
Riemann. En§ 1.1 enunciamos la definición mas común de estos objetos, dada 
por H. Weyl cerca de 1955, y proporcionamos algunos ejemplos. Continuamos 
en § 1.2 con la definición y los resultados sobre el grupo de transformaciones 
cubrientes de un recubrimiento universal que utilizaremos posteriormente. En 
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2 CAPÍTULO l. SUPERFICIES DE RIE1VIANN 

§ 1.3 enunciamos algunos resultados de topología algebráica que facilitarán 
la comprensión de la fuerza que posee el Teorema de Uniformización, el cual 
simplifica de manera extraordinaria el estudio de superficies de Riemann. 

1.1. Definiciones y ejemplos 

Una superficie real topológica X es un espacio topológico Hausdorff, con 
una base numerable de conjuntos-abiertos y tal que cada punto x E X tiene 
una vecindad homeomorfa a un abierto de JR2 • 

Sea X una superficie real conexa con una familia{(</>;, U;) : j E J}, donde 
J es un conjunto de índices, que satisface las siguientes condiciones: 

(i) Cada U; es un subconjunto abierto de X y X= U;eJ U;. 

(ii) Cada </>; es un homeomorfismo de U; sobre un subconjunto abierto 
Vj e <C. 

(iii) Si U; n Uk ,¡, 0, entonces la función de transición 4'1<; = </>1< o </>j 1 : 

</>;(U; n Uk) -t </>1<(U; n Uk) es un homeomorfismo holomorfo, es decir una 
función conforme, entre los conjuntos abiertos </>;(U; n Uk) y </>1<(U; n Uk) en 
<C. 

Observamos que cada función de transición satisface las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann y, por lo tanto, preserva orientación. 

Cada pareja (</>;,U;) se llama carta coordenada. La condición (iii) se 
conoce como compatibilidad analítica y al sistema A = {(</J;, U;) : j E J} 
se le denomina un atlas complejo en X. Decimos que dos atlas complejos A 1 

y A 2 en X son analíticamente equivalentes, si toda carta de A 1 es compa
tible con toda carta de A,. Se puede probar que la equivalencia analítica es 
una relación de equivalencia y cada clase de equivalencia se denomina una 
estructura compleja sobre X. 

Definición: Una superficie de Riemann es una pareja (X, E) donde 
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X es una superficie real cone..xa y E es una estructura compleja sobre X. 

Por el teorema de clasificación de superfices (ver capítulo 1 de [Mas91]) 
se tiene que toda superfice compacta, conexa y sin frontera es homeomorfa 
a una esfera con gasas. Este número g se llama el género de la superfice y es 
el único invariante topológico. Esto implica que toda superficie de Riemann 
compacta tiene un género asociado y a este tipo de superficie de R.iemann le 
llamarnos superficie cerrada de género g. Una superficie de Riemann que no 
es compacta se llama superficie abierta. 

Ejemplos: 

(a) El plano complejo C: 

Definimos una estructura compleja sobre C por medio del atlas que con
siste de una sola carta coordenada dada por la función identidad id : C -t C 
y el abierto C. 

(b) Sea X una superficie de Riemann y Y e X un dominio, es decir 
un subconjunto abierto y conexo de X. Entonces, Y tiene una estructura 
compleja natural que la convierte en superficie de Riemann. Dicha estructura 
se obtiene al considerar Ja restricción del atlas de X a Y, esto es el atlas 
formado por las cartas cf> : U ~ V en X tales que Un Y =f 0. 

En particular, todo dominio D e C es una superficie de Riemann. 

(c) La esfera de Riemann C: 

Como conjunto C = Cu { oo}. Dotarnos a C con la topología generada por 
los conjuntos abiertos usuales de C y por los conjuntos abiertos de la forma 
V U {oo}, donde V e C es el complemento de algún subconjunto compacto 
de C. Con esta topología, e es un espacio topológico homeomorfo a 5 2 (ver 
capítulo 1 de [JS87]). 

Construyamos ahora una estructura compleja sobre C. Sean U, C, 
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U2 = C" U {oo}. Definimos </>1 : U1 -i- C por </>1(z) = z y </>2: U2 -i- C por 

</>2(z) = {~· s~ z E C" 
O, s1 z = oo 

Es inmediato que </>1 y </>2 son homeomorfismos. Obtenemos que U1 n U2 = 
e- i= 0 y la función de transición </>21 : e· -i- e· está dada por <1>20<1>1 1(z) = ~ 
que es biholomorfa en C". 

Entonces, las cartas </>¡ U; -i- C, j 
compleja sobre C. 

1, 2 determinan una estructura 

(d) Ahora construimos una familia de superficies de Rlemann: 

Sean W1, W2 E e linealmente independientes sobre lR, es decir Im ( ~) i= 
O. Al conjunto A = Zw1 $ Zw2 = {nw1 + mw2 : n, m E Z} se le llama la 
retícula generada por w1 y w,. 

Definimos una relación de equivalencia en C declarando que z, u E C 
son equivalentes módulo A si y sólo si z - u E A. Al espacio de clases de 
equivalencia C/ A se acostumbra llamarle un toro. 

Sea 71" : C -i- C/ A la proyección canónica. Dotamos al toro C/ A con 
la topología cociente inducida por 71". Se sabe que con esta topología 7í es 
continua y abierta y el toro es una superficie real conexa. 

SeaK = {rw 1+sw2 : r, s E [O, l]} e C. Como K es compactoy7í¡K: K -i

C/ A es suprayectiva, obtenemos que C/ A = 7í(K) es un espacio topológico 
compacto. 

Para construir una estructura compleja sobre el toro, procedemos de la 
siguiente manera: 

Sabemos que cualquier V e K abierto tiene la propiedad de que cua
lesquiera dos puntos distintos en V no son equivalentes módulo A. Entonces, 
como U = 7r(V) es abierto, la función 1í¡v : V -i- U es un homeomorfismo. 
Esto implica que su inversa 7rjV1 : U -i- V es una carta coordenada compleja 
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en el toro. 

Sea A = { ( 7r(V), 1r¡V') : V e K es abierto } el conjunto de cartas obtenidas 
de esta manera. 

Consideremos cualquier función de transición que tenga sentido <Pw,v = 
1r¡~ o (rr1-v1 

)- 1 : 7r1y1 (7r(W) n rr(V)) --+ 7r~(rr(W) n 7r(V)). 

Para cada z E 7r¡v1 (7r(W) n7r(V)) se tiene que 7r(<f>w,v(z)) = (rr1y
1
)-1 (z) = 

7r(z), es decir, <Pw,v(z) - z E 1\.. 

Dado que 1\ es un subconjunto discreto del plano complejo y que </>w,v es 
continua en IC, entonces <Pw,v(z) = z + a, donde a E IC es constante en cada 
componente conexa de 7r¡v1 (rr(°l'V) n 7r(V)). 

Esto implica que toda función de transición que tenga sentido es analítica. 

Concluimos que A define una estructura compleja sobre el toro IC/ A. 

1.2. El grupo de transformaciones cubrientes 

Sean X y Y superficies de Riemann. Una aplicación continua f : X --+ Y 
es holomorfa si para cualquier par de cartas coordenadas 4>1 : U1 --+ V1 en X 
Y 4>2: U2--+ Vi en Y, tales que /(U1) ~ U2, la función 4>2o/o(ef>1)-1 : V1 --+ V2 
es holomorfa en el sentido usual. Decimos que f es un biholomorfismo si es 
una biyección y tanto f como ¡-1 : Y --+ X son holomorfas. 

Definición: Diremos que X es conformemente equivalente a Y si 
existe un biholomorfismo f : X --+ Y. 

Se puede probar que la equivalencia conforme es una relación de equiva
lencia entre superficies de Rlernann y denotamos por [X] a la clase de equiv
alencia de la superficie de Rlernann X. 

Dado g ;::: O, el conjunto 1'vl9 de todas las clases de equivalencia [X], donde 
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X es un superficie de Riemann cerrada de género g, se llama el espacio de 
moduli de género g. 

Definición: Sea X una superficie de Riemann. Un automorfismo de X 
es un biholomorfismo g : X -t X. 

La clase de todos los automorfismos de X forma un grupo bajo la com
posición de funciones, con la función identidad como elemento neutro, y lo 
denotamos por Aut(X). 

Decirnos que una transformación suprayectiva y holomorfa p : Y -t X es 
una aplicación cubriente si para todo x E X, existe una vecindad abierta 
U e X de x tal que p- 1 (U) = U;eJ Vj, donde {V; : j E J} es una familia 
de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos de Y, J es un conjunto de índices 
que no depende del punto x, y PIV; : V; -t U es biholomorfa para todo j E J. 
Al conjunto p- 1 (x) se le llama la fibra de p sobre x. 

A la terna (Y,p, X) le llamamos un recubrimiento de X y decimos que Y 
es una superficie cubriente de X. A la aplicación cubriente p también se Je 
llama la proyección de Y sobre X. 

Cuando Y es simplemente conexa, decimos que (Y, p, X) es un recubri
miento universal de .-Y, que Y es una superficie cubriente universal y nor
malmente se le denota por .-Y. 

En el caso de superficies de Riemann se sabe que siempre existe un re
cubrimiento universal y que es urnco salvo homeomorfismos que preservan 
fibras (ver capítulo 1 de [For81]). 

Ejemplos: 

(a) Seap: <C-t e· definida por p(z) = exp(z). Entonces, (<C,p,<C") es el 
recubrimiento universal de la superficie C-. 

Si z E e·, entonces existe w E <C tal que z = exp(w) y Ja fibra de p sobre 
z es el conjunto exp- 1(z) = {w + i21l'n: n E Z}. 

(b) Sea p : ll:lI -t []) - {O} definida por p(z) exp(i27íz). Entonces, 
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(llll,p, []) - {O}) es el recubrimiento universal de la superficie]!)) - {O}. 

(c) Sea p: e• -t IC" definida por p(z) = zk, donde k E N y k ~ 2. En
tonces, (e•, p, C") es un recubrimiento, pero no es el recubrimiento universal. 

Dado a E C" podernos elegir b E e• tal que bk = a. Corno z t-t zk es 
un homeornorfisrno local, sabernos que existen Va, U e IC" abiertos tales que 
b E Va, a E U y p¡v0 : Va -t U es un horneornorfisrno. 

Sea w = exp ( 2;;;) _una raí-: k-ésima primitiva de la unidad. Entonces, 
los conjuntos V; = w'Va para j = O, 1, · · · , k - 1 son ajenos dos a dos y 
PIV¡ : V; -t U es un horneomorfisrno para toda j. Esto implica que p-L(U) = 
u:.:~ V;. 

( d) Sean 7" E llll, A e IC la retícula generada por { 1, 7"} y p : IC -t IC/ A la 
proyección canónica. Entonces, (IC,p,C/11.) es el recubrimiento universal del 
toro IC/ 11. (ver ejemplo (d) en la sección anterior). 

Definición: Sean (Y, p, X) un recubrimiento y f : Y -t Y un biholo
rnorfismo tal que p o f = p. Entonces, diremos que f es una transformación 
cubriente del recubrimiento (Y, p, X). 

El conjunto de todas las transformaciones cubrientes de un recubrimiento 
(Y, p, X) forma un grupo bajo la composición de funciones, con la función 
identidad corno elemento neutro, y lo denotamos por Cub(Y/X). 

Observemos que Cub(X/X) :5 Aut(X). 

En los capítulos 5 de [Bea84], 2 de [IT92] y 9 de [Rern91] el lector encon
trará una demostración del siguiente resultado. 

Teorema 1. 

(1) Todo elemento de Aut(C) es de la forma z t-t ~.donde a, b, e, d E IC 
con ad - be = l. 

(2) Todo elemento de Aut(IC) es de la forma z t-t az + b, donde a, b E IC 
con a# O. 

-¡ 
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(3) Todo elemento de Aut(D) es de la forma z o-+ :;:;:~, donde a, b E C con 
lal2 - Jbl 2 = l. Esta forma es equivalente a z o-+ e;o ¡"::¿, donde (} E lR, a E D. 

(4) Todo elemento de Aut(IHl) es de la forma z o-+ ~;:;:~,donde a, b, e, d E IR. 
con ad - be = l. 

Observamos que a Aut(C) se le llama grupo de Mobius; a Aut(C) se le 
conoce como grupo afín y a Aut(IHl) se le llama grupo proyectivo real especial 
y se le denota por PSL(2, IR.). 

Un hecho interesante es que existe un biholomorfismo C : llll ~ [l) dado 
por z t-t ;:¡:;, cuya inversa C : [l) ~ llll está dada por z t-t i ~:'.::. A C y C se 
les llama transformaciones de Cayley. 

Definición: Dos elementos f y g de un grupo G son conjugados en G si 
existe un elemento h E G tal que f = hgh- 1 • 

Se puede probar que la conjugación define una relación de equivalencia 
en cualquier grupo. 

Lema l. Sean D, D' e C dominios y J D ~ D' un biholomorfismo. 
Entonces, Aut(D) 9! Aut(D'). 

Demostración: Sea <I1: Aut(D) ~ Aut(D') definido por <I1(g) = jg¡- 1 • 

Dado que la composición de biholomorfismos es un biholomorfismo, obte
nemos que <I1 está bien definido. 

Sean g, h E Aut(D). Entonces, gh = gidDh = g¡- 1 fh. 

Obtenemos que it>(gh) = fghf- 1 = fgf- 1 fhf- 1 = (fgf- 1 )(fhf- 1 ) 

<I1(g)it>(h). Esto implica que if> es un homomorfismo de grupos. 

Es claro que it>(g) = ido• si y sólo si g = idD. Por lo tanto, <I1 es un 
monomorfismo. 

Dada g' E Aut(D') definimos g = ¡-19 1 f. Entonces, g E Aut(D) y <I1(g) = 
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g'. Es decir, <I> es epimorfismo. 

Concluimos que <I> es un isomorfismo. • 
Una consecuencia muy útil del lema 1 es el siguiente resultado. 

Proposición 1. Aut(][])) '=!! PSL(2, IR). 

Demostración: Tómese f = C, la transformación de Cayley, en el lema 
anterior. • 

1.3. El Teorema de U niformización 

El teorema de la aplicación conforme de Riemann establece que todo 
dominio propio D e C simplemente conexo es conformemente equivalente al 
disco unitario ID>. 

Veamos la necesidad de que D no sea todo el plano complejo C en el 
enunciado del teorema de la aplicación conforme de Riemann. Supongamos 
que existe h : C -t ][]) holomorfa. Entonces, h es entera y acotada pues 
lh(z)I < 1 para todo z E C. El teorema de Liouville implica que h es una 
constante y, por lo tanto, no es inyectiva. Concluimos que C y ]])) no son 
conformemente equivalentes. 

Otro hecho interesante es que e y e tampoco son conforrnemente equi
valentes. En efecto, supongamos que existe un biholomorfismo h : C -t C, 
entonces h es suprayectiva y continua (por ser holomorfa). Dado que C es 
compacto, obtenemos que C = h(C) es compacto, lo cual es totalmente falso. 

Por último, observarnos que mediante un argumento análogo al del párrafo 
anterior, se puede probar que e no es conformemente equivalente a ][]). 

Una consecuencia sumamente importante del teorema de la aplicación 
conforme de Riemann es el llamado Teorema de Uniformización, el cual pro
porciona una hermosa y elegante caracterización geométrica y algebráica de 
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las superficies de Riemann simplemente conexas. Dicho teorema fué con
cevido, de manera independiente, por F. Klein y J. H. Poincaré hace cerca 
de 120 años. Poincaré y P. Koebe escribieron en 1907 las primeras demostra
ciones completas de este resultado. A continuación enunciamos el Teorema 
de Uniformización y sugerimos la lectura del capítulo 10 de [Ah173), el cual 

· está dedicado en su totalidad a demostrarlo. 

Teorema de Uniformización (Koebe-Klein-Poincaré). Sea ,y una 
superficie de R.iemann y (X, p, X) su recubrimiento universal. Entonces, X 
es conformemente equivalente a uno y sólo uno de Jos espacios e, e o [Jl. 

Observemos que dada una superficie de Riemann X, el Teorema de Uni
formización nos permite considerar a uno y sólo uno de Jos espacios e, e y [Jl 

como el recubrimiento universal de X. Dado que Ji)) y lHl son conformemente 
equivalentes, en el enunciado del Teorema de Uniformización y en cualquier 
resultado que sea consecuencia de él podemos intercambiar a [11 por JHL 

Una demostración del siguiente resultado se encuentra en el capítulo 2 de 
[IT92). 

Proposición 2. Sean X una superficie de Riemann y (X, p, X) su re
cubrimiento universal. Entonces, 

(1) para cualesquiera z, üi E X tales que p(z) = p( ÜJ ), e..xiste g E Cub(X /X) 
tal que g(z) = üi. 

(2) para todo z E X, existe una vecindad Ü e X de z tal que g(Ü)nÜ = 0 
para todo g E Cub(X/X) distinto de la identidad. En particular, la única 
transformación cubriente de p que tiene puntos fijos en X es la identidad. 

(3) Cub(X /X) actúa propia y discontinuamente en X, esto es que para 
todo K e X compacto, g(K) n K =/= 0 sólo para un número finito de g E 
Cub(X/X). 

Observamos que dados una superficie de Riemann X y su recubrimiento 
universal (X, p, X) se sabe (ver capítulo 1 de [For81]) que 7rt (X) ~ Cub(X /X), 
donde 7r1 (X) es el grupo fundamental de X. 

-~ 
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El siguiente resultado, que es consecuencia de la última observación y la 
proposición 2, deja de manifiesto que el Teorema de Uniformización simplifica 
enormemente el estudio de superficies de Riernann. 

Teorema 2. Sean X una superficie de R.iernann y (,Y, p, X) su recu
brimiento universal. Entonces, 

(1) X es conformemente equivalente a C si y sólo si X es conformemente 
equivalente a C. 

(2) X es conformemente equivalente a C si y sólo si X es conformemente 
equivalente a alguno de los espacios C, e· o C/ 1\, para alguna retícula 1\. 

(3) X es conformemente equivalente a lDi si y sólo si X no es conforme
mente equivalente a ninguno de los espacios C, C, e· o C/ 1\, donde /\. es una 
retícula. 

Una consecuencia muy interesante del teorema 2 es que, esencialmente, 
toda superficie de Riemann tiene corno superficie cubriente universal a lDI. 
Estudiaremos este hecho con mas detalle en el siguiente capítulo. 

· En el capítulo 2 de (IT92] se encuentra una demostración del siguiente 
resultado. 

Teorema 3. Sean X, Y superficies de Riernann, (,Y,p, X) y (Y, q, Y) los 
respectivos recubrimientos universales y f : X ~ Y una aplicación continua. 
Entonces, existe una aplicación continua J : ,y ~ Y tal que fo p = q o J. La 
aplicación J está determinada de manera única bajo la condición f(xi) = jji, 
donde x 1 E R, ih E Y y q(fj 1) = /(p(x 1)). Además, si fes homeornorfisrno, 
diferenciable u holornorfa, entonces fes también horneomorfismo, diferencia
ble u holornorfa. 

A la aplicación f se le llama un levantamiento de f. 
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1.4. 

CAPÍTULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN 

Superficies de Riemann representadas co
mo espacios cociente 

Otro hecho importante es que el Teorema de Uniformización implica que 
toda superficie de lliemann X se puede representar como el cociente de su 
superficie cubriente universal X por un subgrupo, con ciertas característi
cas, de Aut(X). A continuación describimos la construcción de dicho espacio 
cociente. 

Sean X una superficie de Riemann, (,Y, p, ,\'.") su recubrimiento universal 
y G .$ Aut(,Y) tal que, salvo la identidad, ninguno de sus elementos tiene 
puntos fijos y actúa propia y discontinuamente en X. Observemos que por 
la proposición 2 podemos tomar a G = Cub(,Y /X). 

Declaramos que dos puntos z, w E R son equivalentes bajo G si existe 
g E G tal que g(.z) = w. Se puede probar que esto define una relación de 
equivalencia en X y a la clase de equivalencia de z la denotamos por [z]. 

Al conjunto X /G = {[z] : z E X} se le llama el espacio cociente de X por 
G. 

Sea 7r : X~ ,"\'" /G la proyección canónica, es decir, 7r(z} = [z]. Dotamos a 
X /G con la topología cociente. Dado que X es conexo, que 7r es suprayectiva 
y abierta y que G actúa propia y discontinuamente en X, obtenemos que X /G 
es conexo y Hausdorff. 

Sea z E ,"\'". Por la proposición 2, existe una vecindad Ü: e X de z, la 
cual podemos suponer que es abierta, tal que g(Üz.) n Ü: = 0 para todo g E G 
distinto de la identidad. 

Por el Teorema de Uniformización, podemos considerar que X es C o C 
o ID>. En cualquier caso ,y es una superficie de Riemann. Esto implica que 
existe un homeomorfismo </>: : Ü: ~ v.' donde V; e e es abierto. 

Sean z = 7r(z} E X/G y U, = 7r(Ü.:) e X/G. Entonces, U, es abierto en 
,Y/G. 
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El hecho de que 7í es abierta y suprayectiva y la forma en que elegirnos a 
Ü:: implican que la restricción de 7í a ü,., 1íz : Ü;; -+ u. es un horneornorfisrno. 

Definirnos <P. : u. ~Vi por w >-t (t/>;, o rr¡ 1 )(w). 

Entonces, tP= es un horneornorfisrno por ser composición de horneornorfis
rnos. Este hecho y la manera en que elegimos a t/J¡ para cada z E X, implican 
que el conjunto A= { (t/>,, U.) : z E ,Y /G} es un atlas complejo sobre X /G. 

Concluirnos que ,Y /G es una superficie de Riernann. 

La forma en que se construyó al atlas complejo A y el hecho de que 1í 

es suprayectiva implican que 7í : ,Y -+ X /G es una aplicación cubriente. Se 
puede probar que la función f: X/G ~X definida por f([z]) = p(z) es un 
biholornorfismo. 

Esta discusión demuestra el siguiente resultado. 

Teorema 4. Sean X una superficie de Riemann, (X, p, X) su recubri
miento universal y G = Cub(X/X). Entonces, X/Ges una superficie de Rie
rnann que es conformemente equivalente a X. 
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Capítulo 2 

Grupos fuchsianos 

Busco un libro que diga cómo, luego otro que se titula asi, sigue un tercero 
llamado nada, es la fórmula del círculo sin fin. 

-Nacha Pop-

En el capítulo anterior quedó establecida la importancia que tienen tanto 
el disco unitario ID> como el semiplano superior lHl en el estudio de las superfi
cies de Riemann. Es por esto que dedicaremos este capítulo al estudio tanto 
de ambas superficies de Riemann como del grupo PSL(2, IR) = Aut(IHI) ~ 
Aut (ID>). 

Construimos explícitamente una métrica especial en ID> y otra en lHl en § 
2.1 y § 2.2, respectivamente, con las cuales ID> y lEI se convierten en modelos 
de la geometría hiperbólica plana. 

En § 2.3 y§ 2.4 analizamos desde el punto de vista geométrico y algebráico 
al grupo PSL(2, lR). 

Los llamados grupos fuchsianos son subgrupos distinguidos de PSL(2, IR) 
y en 1880 Poincaré fue el primero en estudiarlos de manera sistemática, a 
pesar de que algunos ejemplos particulares como el grupo modular y los 
grupos triangulares (ver § 2.5) ya habían sido objeto de investigaciones. 

15 
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Los grupos fuchsianos están profundamente relacionados con muchas áreas 
de la Matemática entre las cuales se encuentran geometría diferencial; teoría 
de números; teoría de Lie y teoría de la representación. 

Cada grupo fuchsiano tiene asociado un subconjunto de RU {oo}, llamado 
conjunto límite (ver § 2.6), el cual se utiliza para clasificar a los grupos 
fuchsianos en dos clases. 

En § 2.5 y § 2.6 damos un breve tratamiento general de gn1pos fuchsianos. 

2.1. La métrica hiperbólica 

En esta sección seguiremos las construcciones que Alan Beardon hace en 
(Bea83], (Bea84] y [Bea91]. 

Sea g(z) = ~, donde a, b E C y lal 2 
- lbl 2 = 1, un elemento del grupo 

Aut(D). Entonces, jg'(z)I = 1 -;-~1!,j\1 '. En particular, g'(z) ~O para toda z E D. 

Sea>. : IIJ)--+ (O, oo) dada por >.(z) = l-~•I'. 

Observarnos que >. es una función integrable en IIJ), ya que es continua, 
que no está acotada superiormente cuando lzl tiende a l. 

La función >. es invariante bajo el grupo Aut(llll) en el sentido establecido 
por el siguiente resultado. 

Lema l. Si g E Aut(llll), entonces >.(g(z)) = i:.t~lll para todo z E llll. 

Demostración: Sean g E Aut(llll) y z E IIJ). 

Entonces, >.(g(z))lg'(z)I = ( t-Jg~zlt') ( 1 -;-~fz'¡f) = >.(z). • 
Sea e : (O, 1] --+ llJ) una curva diferenciable a pedazos. La longitud hiperbóli-
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ca de e, denotada por e(c), se define mediante la fórmula 

e(c) = 1 A(z)\dz\, 

donde z = c(t). Dado que A(z) > O para todo z E W, entonces e(c) ~ O para 
todo c. 

El siguiente resultado es una consecuencia del lema l. 

Lema 2. La longitud hiperbólica es invariante bajo la acción del grupo 
Aut(W). 

Demostración: Sean g un elemento de Aut(IIJ)) y c: (O, l] -t IIJ) una curva 
diferenciable a pedazos. 

Definirnos e : (O, l] -t IIJ) por c(t) = g(c(t)). Dado que g es holomorfa y c 
es diferenciable a pedazos, entonces e es una curva diferenciable a pedazos. 

Sea w = c(t). Entonces, el lema 1 implica que 

e(g(c)) = k A(w)jdw\ = fo 1 

1 ;,~~~~~l\g'(c(t))\!(c'(t)\dt = 1 A(z)\dz\ = e(c) . 

• 
Para z, w E 11} considerarnos a la curva diferenciable dada por s(t) 

(1 - t)z + tw que une a z con w en IIJ). Denotemos por Cz,w al conjunto de 
todas las curvas diferenciables a pedazos que unen a z con w en IIJ). 

Observarnos que Cz,w #- 0 ya que s E Cz,w· 

Definirnos p: IIJ) x ID> -t lR corno p(z, w) = inf{e(c): c E Cz,w}· Entonces, 
p es una función bien definida y no negativa. 

Una consecuencia del lema 2 es que p(z, w) 
g E Aut(ID>) y para cualesquiera z, w E ID>. 

p(g(z), g(w)) para todo 
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En [Bea91] se encuentra una demostración de que la fórmula 

( ) 1 (11-zwl+lz-wl) 
p z, w = og ll - zwl - lz - wl 

es válida para todo z, w E lll>. En este mismo artículo Beardon demuestra el 
siguiente resultado, con el cual hemos llegado a uno de los objetivos de este 
capítulo. 

Teorema l. La función p es una métrica en lll>. 

A p se le conoce corno la métrica de Poincaré o métrica hiperbólica en lll>. 
Denotaremos por lll> al espacio métrico (lll>, p) y por Isom(lll>) a su grupo de 
isornetrías. 

Corno consecuencia del lema 2 y del teorema 1 tenemos el siguiente re
sultado. 

Corolario l. El grupo Aut(lll>) es un subgrupo de Isom(lll>). 

Como PSL(2, IR) ~ Aut(lll>), el corolario 1 implica que todo elemento de 
PSL(2, IR) es una isornetría de lll>. 

El siguiente argumento muestra que esta métrica especial p es distinta a 
la métrica euclideana d en lll>: 

Supongamos que la métrica p es igual a la métrica euclideana d. Sea Cr 
el círculo con centro en el origen y radio hiperbólico O < r < l. Entonces, el 
perímetro hiperbólico de Cr coincide con su perímetro euclideano. 

Sabernos (ver [Bea91]) que existe un elemento g de PSL(2, IR) tal que 
g(Cr) = Cn, donde Cn es el círculo euclideano con centro en el origen de 
radio R y r = log ~:'.:~-

Esto implica que el perímetro hiperbólico de Cr es igual a 47rsenh(r). En
tonces, 2rrr = 4rrsenh(r). Es decir, r = 2senh(r) lo cual es una contradicción. 

Una vez dada esta métrica hiperbólica en ID>, es natural preguntarse cuál 
es la topología que induce en ID>. El siguiente resultado resuelve esta cuestión. 
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Proposición 1. En lil> se cumple lo siguiente: 

(1) La clase de los círculos hiperbólicos coincide con la clase de los círculos 
euclideanos. 

(2) La clase de los discos abiertos hiperbólicos coincide con la clase de los 
discos abiertos euclideanos. 

(3) La topología hiperbólica coincide con la topología euclidea.:na.:. 

Una demostración de la proposición 1 se encuentra en [Bea.:91]. 

En el caso de la geometría euclidea.:na.:, sabemos que la trayectoria.: de 
longitud mas pequeña entre dos puntos cualesquiera es el segmento de recta 
que los une. 

En el caso de la geometría hiperbólica.: decimos que una geodésica es una 
curva diferencia.:ble c : [O, l] ~ [JI con la propiedad de que para cualquier 
par de puntos distintos z, w E c([O, l]), el arco de c que une a z con w tiene 
longitud p(z, w). 

Entonces, en la geometría hiperbólica las geodésicas juegan el papel de 
rectas. 

Describamos brevemente a las geodésicas en lIJ>: 

Si -1 < x < 1, entonces (ver [Bea.:91]) la geodésica.: entre O y x es el 
segrriento de recta que une a O con x. Recordemos que se puede cosiderar 
que las rectas son círculos de radio infinito. Entonces, el eje real es el único 
círculo euclideano ortogonal a la frontera.: de lil> que pasa por O y x. 

Utilizamos el hecho de que dados z, w E lil> distintos, siempre existe un 
a.:utomorfismo g de lil> tal que g(z) = w (ver § 2.4) y el hecho de que los 
elementos de PSL(2, lR) preservan ángulos, para concluir que las geodésicas 
en [JI son los arcos de círculos euclideanos ortogonales a la frontera.: de [JI (la 
cual se llama círculo al infinito y se acostumbra denotarla.: por C00). 

Resumimos estas observaciones en el siguiente resultado. 

___ --_. _-_ ... _'. 
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Teorema 2. Sean C el único círculo euclideano ortogonal a C= que pasa 
por z y w y e cualquier curva diferenciable a pedazos que une a z con w. 
Entonces, i(c) = p(z, w) si y sólo sic es el arco simple de e que une a z con 
w en llll. 

Al lector interesado en profundizar en el hermoso terna de la geometría 
hiperbólica plana y en dimensiones mayores le sugerimos consultar [Ver82]. 

2.2. El modelo del semiplano superior 

El hecho de que la transformación de Cayley C es un biholornorfisrno 
entre IIll y lll! nos servirá para construir una métrica especial en lHL 

Definirnos >.lll : lll! -t (O, ce) corno >.illl(u) = 1 ~f(Jll' donde u= C(z). 

Como C'(z) = (l~~>' =/= O para todo z E llll, entonces la función >.a es 
continu8: y por lo tanto integrable en lll!. 

De manera similar a como construimos p podemos definir una métrica 
hiperbólica PE : lll! x lll! -t IR, utilizando a la función >.E en lugar de >.. 

Denotaremos al espacio métrico (JHI, Plll) por IH!. 

El siguiente resultado es otra consecuencia del hecho de que []) es con
formemente equivalente a lHl. 

Teorema 3. Las superficies de Riemann lll! y [)l son isométricarnente 
equivalentes. 

Demostración: Sean Z¡' Z2 E [j) distintos. Si c E Cz.,z2' entonces e 
C(c) pertenece a Cw.,w., donde w; = C(z;) para j = 1, 2. 
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Concluimos que Pi1(C(z1), C(z2)) = p(zi, z2). Es decir, la transformación 
de Cayley C es una isometría entre IIl> y 1EL • 

Se puede probar (ver (Bea91]) que la transformación de Cayley C se puede 
extender a una biyección entre C00 y IR U {ex>}. Esto implica que círculos 
ortogonales a C00 se transforman bajo C en círculos ortogonales a IR U {ex>}. 

Esta observación junto con los teoremas 2 y 3 tienen como consecuencia 
que las geodésicas en lHl son los rayos abiertos ortogonales a IR junto con los 
semicírculos ortogonales a IR U {ex>}. 

En el capítulo 4 de (Rat94] se encuentra una discusión muy amplia sobre 
el modelo del semiplano superior. 

2.3. Isometrías hiperbólicas de ID> y de lHI 

Al igual que en el caso euclideano, nos interesa caracterizar por completo 
a las isometrías hiperbólicas de ID> y de 1EL 

Hemos mostrado ya que PSL(2, IR) :5 Isom(ID>) y de manera similar se 
muestra que PSL(2, IR) :5 Isom(lH!). 

El siguiente resultado implica que esencialmente PSL(2, IR) contiene a 
todas las isometrías hiperbólicas tanto de IIJ> como de IHL Una demostración 
de este resultado se encuentra en el capítulo 7 de (I3ea83]. 

Teorema 4. 

(1) Si h E Isom(lll>), entonces existe g E PSL(2, IR) tal que o bien hes de 
la forma h(z) = g(z) o de la forma h(z) = g(z). 

(2) Si h E Isom(lH!), entonces existe g E PSL(2, IR) tal que o bien hes de 
la forma h(z) = g(z) o de _la forma h(z) = g(-z). 
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2.4. El grupo PSL(2, IR) 

En esta sección analizaremos algunas propiedades geométricas y alge
bráica.s del grupo PSL(2, JR). Utilizaremos el modelo del semiplano superior 
lHI para realizar dicho análisis. 

Una manera de clasificar o distinguir a los elementos de un grupo de 
automorfismos de un conjunto, es caracterizar al conjunto de puntos que 
permanecen fijos bajo la acción de los elementos de dicho grupo. 

Además, el hecho de conocer explícitamente al conjunto de puntos fijos de 
una transformación dada facilita describir su comportamiento en vecindades 
de curvas que contengan a dichos puntos. 

Es claro que el conjunto de puntos fijos de la transformación identidad 
de PSL(2, JR) es todo el semiplano superior lHI. 

Teorema 5. Sea g E PSL(2, JR) distinta de la identidad. Entonces, se 
cumple una y sólo una de las siguientes afirmaciones: 

(1) g tiene un único punto fijo el cual se localiza en lRU {oo}. 

(2) g tiene exactamente dos puntos fijos y ambos se localizan en lRU { oo}. 

(3) g tiene un único fijo en lHI y ninguno en lRU {oo}. 

Demostración: Sabemos que ges de la forma z >-t ~:¡:~,donde todos los 
coeficientes son números reales y ad - be= l. 

Consideramos dos posibles ca.sos: 

(1) Si e = O, entonces g(z) = a•¡b y es inmediato que z1 
fijo de g. 

oo es punto 

Dado que ad = 1, entonces a, d # O y tenemos que considerar dos posibles 
situaciones: 
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(1.1) Si a # d, entonces g tiene otro punto fijo en z2 = ;i:a. 

(1.2) Si a = d, entonces a = ±l. En este caso g(z) = z ± b y el único 
punto fijo de g es z1 = oo. 

En cualquier caso, g tiene como má.ximo dos puntos fijos distintos los 
cuales se localizan en R U { oo}. 

(2) Si e# O, nuestro problema se traduce en encontrar los puntos z E JllI 

ti (a-d)±~ 
a es que z = 2 c • 

Analicemos entonces los posibles valores de (a+ d) 2 - 4, conocido como 
el discriminante de g, para caracterizar completamente a dichos puntos. 

Debemos considerar tres posibles casos: 

(2.1) Si (a+ d) 2 
- 4 = O, entonces g tiene un único punto en z = ª:;/, el 

cual se localiza en IR.. 

(2.2) Si (a+d)2-4 >O, entonces g tiene e.xactamente dos puntos fijos dis

tintos en z 1 = '.a-dl+~ y z 2 = (a-dl-~, los cuales se localizan 
en IRU {oo}. 

(2.3) Si (a+ d)2 
- 4 < O, entonces g tiene exactamente dos puntos fijos 

d . tº t d d (a-d)+i~ (a-d)-i~ 
lS lil OS a OS por Zt = 2c Y Z2 = 2c 

Observamos que z 1 E JllI y z2 = Z-1 E IL. • 
2.4.1. Clases de conjugación en PSL(2, IR) 

Otra manera de clasificar a los elementos de cualquier grupo se obtiene 
utilizando el hecho de que la conjugación es una relación de equivalencia en 
el grupo. 

Es claro que la transformación identidad sólo es conjugada a ella misma 
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en PSL(2, IR). Nuestro óbjetivo ahora es caracterizar a la clase de conjugación 
de un elemento g de PSL(2, IR) distinto de la identidad. 

Sean g 1 (z) = z + 1 y 9k(z) =!![-para k E IR y k #O, l. . 
Entonces, 9k E PSL(2, IR) para toda k # O. 

Un invariante bajo conjugación para estas transformaciones es el operador 
tr2 : PSL(2, lR) -+ (O, CXJ), el cual asigna a cada transformación z >-+ ~ el 
número (a+ d) 2 , es decir, el cuadrado de la traza de la matriz asociada ( ~ ~ ). 

Observamos que tr2 (gk) = (k + ~) 2 para k #O. 

Una demostración del siguiente resultado se encuentra en el capítulo 4 de 
[Bea83J. 

Teorema 6. Si g es un elemento de PSL(2, R) distinto de la identidad, 
entonces g es conjugada a 9k para alguna k # O. 

Sea G un grupo que actúa sobre un conjunto X. Decimos que Ges transiti· 
va en X si para cualesquiera x, y E X distintos, existe g E G tal que g(x) =y. 
Decimos que G es 2- t¡:ansitivo en X si para cualquier par de elementos dis
tintos (x1, x 2), (y1, y2) E X x X, existe un elemento g E G tal que g(x;) = Yi 
paraj = 1,2. 

Una demostración del siguiente resultado se encuentra en el capítulo 5 de 
[JS87]. 

Teorema 7. 

(1) PSL(2, R) es 1-transitivo en 1HL 

(2) PSL(2, R) es 2-transitivo en lR U {CXJ }. 

El siguiente resultado es consecuencia directa de los teoremas 5,6 y 7. 

Teorema 8. Sean f y g elementos de PSL(2, JR). Entonces, las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 
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(1) f y g son conjugadas en PSL(2, JR.); 

(2) tr2(!) = tr2 (g); 

(3) f y g tienen el mismo conjunto de puntos fijos. 

Utilizaremos al teorema 8 para concluir la descripción de las clases de 
conjugación en PSL(2, IR). 

Isometrías parabólicas 

Si g E PSL(2, IR) es distinta de la identidad, decimos que g es parabólica 
si g tiene un único punto fijo en IR U { oo}. 

Por el inciso (3) del teorema 8, toda transformación parabólica es conju
gada en PSL(2, JR) a la traslación g1. 

Isometrías elípticas 

En lo que sigue la palabra rotación. significa una rotación euclideana no 
trivial respecto al origen en C, es decir una función de la forma z i-+ ei0z 
para alguna O < (} < 2tr. 

Si f es una rotación, supongamos que existe n E N tal que ¡n = id, 
donde ¡n representa a la composición de f con ella misma n veces. Decimos 
que el menor número natural n con esta característica es el órden de f. Si no 
existe tal n, entonces la rotación tiene órden infinito. 

Se puede probar (ver [Bea91]) que si dos rotaciones son conjugadas en 
PSL(2, C), entonces tienen el mismo órden. 

Si g E PSL(2, IR) es distinta de la identidad, decimos que g es elíptica si 
g tiene un único punto fijo en lHI y ninguno en lR U {oo}. 

Observamos que toda transformación elíptica es conjugada en PSL(2, C) 
a una rotación. El órden de una transformación elíptica es el órden de dicha 
rotación. 
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Sea X una superficie de Riemann tal que X = !EI. Es importante obser
var que la proposición 2 del capítulo 1 implica que Cub(lHl/ X} no contiene 
elementos elípticos. 

lsometrías hiperbólicas 

En lo que sigue la palabra homotecia significa una homotecia euclideana 
no trivial en C, es deir una función de la forma z >--+ >.z para algún número 
real >. > l. Al número >. se le llama el factor de la homotecia. 

Se puede probar (ver [Bea91]} que dos homotecias z >--+ az y z >--+ f3z son 
conjugadas en PSL(2, JR) si y sólo si a/3 = l. 

Si g E PSL(2, IR) distinta de la identidad, decimos que g es hiperb6lica si 
tiene exactamente dos puntos fijos en IR U {oo}. 

Por el inciso (3) del teorema 8, toda transformación hiperbólica es con
jugada en PSL(2, JR) a una homotecia. 

Concluimos esta sección con el siguiente resultado que clasifica por com
pleto a los elementos de PSL(2, lR). Una demostración se encuentra en el 
capítulo 4 de (Bea83J. 

Teorema de Clasificación de lsometrías. Sea g E PSL(2, JR) distinta 
de la identidad. Entonces, 

(1) ges parabólica si y sólo si tr2 (g) = 4; 

(2) g es elíptica si y sólo si O < tr2 (g) < 4; 

(2) g es hiperbólica si y sólo si tr2 (g) > 4. 
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2.5. Grupos fuchsianos 

Dotamos al grupo PSL(2, IR) con la topología de la convergencia uni
forme. Esto significa que una sucesión {Yn}~=l e PSL(2, IR) converge a g E 
PSL(2, IR) si y sólo si {Yn}~=l converge uniformemente a g en subconjuntos 
compactos de JH[ (respectivamente en subconjuntos compactos de D). 

Decimos que un subgrupo G de PSL(2, IR) es discreto, si como subconjunto 
de PSL(2, IR) G es discreto, es decir, si G consiste sólo de puntos aislados con 
respecto a la topología inducida en G por la topología de la convergencia 
uniforme. 

Definición: Un grupo fuchsiano es un subgrupo discreto no vacío de 
PSL(2, IR). 

El siguiente resultado es una consecuencia de esta definición. 

Proposición 2. Sea G un subgrupo de PSL(2, IR). Entonces, los siguientes 
enunciados son equivalentes: 

(1) Ges un grupo fuchsiano. 

(2) No existen sucesiones de elementos de G distintos dos a dos que con
vergan en PSL(2, IR). 

Demostración: Supongamos que Ges fuchsiano y que existe una sucesión 
{9n};:'=1 e G de elementos distintos dos a dos, que converge a un elemento 
g E PSL(2, IR). 

Sabemos que g es de la forma z >-+ :;_::;:~, donde todos los coeficientes son 
números reales y ad - be = l. 

También sabemos que cada transformación 9n es de la forma z >-+ ~:;;~: , 
para algunos números reales an, bn, Cn y dn tales que andn - bndn = l. 

Podemos asignar de manera biunívoca la matriz ( ~ ~) a g y la matriz 
{ ~;: :: ) a 9n· 

- - ---¡ 



28 CAPÍTULO 2. GRUPOS FUCHSIANOS 

Consideremos la representación matricial de cada transformación g;; 1 , es 
decir la matriz ( !~ -;,~n ) . 

Como la sucesión { ( ~~ ~~ )}~=l converge a la matriz ( ~ ~), entonces Ja 
sucesión { ( !~ -;!n )}~=l converge a la matriz ( ! 0 -;,b). 

Observando que g- 1 (z) = !;.-_:ª, obtenemos que la sucesión {g;;- 1 }:';"= 1 

converge a g- 1 en PSL(2, IR). 

Por otra parte, sabemos que para todo número natural j la transformación 
gj 1 o 9;+ 1 es un elemento de G y que gj 1 o 9;+ 1 es distinta de Ja identidad, 
pues los 9; son distintos dos a dos. 

Observamos que la sucesión {g;;- 1 o 9n+i}:';"= 1 converge a g- 1 o g, es decir 
converge a la identidad. Corno la transformación identidad es un elemento 
de G, concluimos que G tiene un punto de acumulación. Esto implica que G 
no es fuchsiano, lo cual es una contradicción. 

Hemos probado que (1) implica (2). 

Supongamos que ocurre (2) y que G no es fuchsiano. Entonces, G no es 
discreto. 

Esto implica que G tiene al menos un punto de acumulación en PSL(2, IR). 

Entonces, existe una sucesión de elementos de G distintos dos a dos que 
converge a un elemento de PSL(2, IR). Esto contradice (2). Por lo tanto, G es 
fuchsiano y hemos probado que (2) implica (1). • 

Una familia {S0 : a E A} de subconjuntos no vacios de un espacio 
topológico X, con índices en un conjunto A, se llama localmente finita si 
para todo subconjunto compacto K e X se cumple que S 0 n K # 0 sólo 
para un número finito de índices a E A. 

Para x E X el conjunto Gx = {g(x) : 9 E G} se llama la órbita de x bajo 
G y el conjunto Gx = {g E G: g(x) = x} se llama el estabilizador de x bajo G. 

Dado que x E Gx y que id E Gx, entonces ambos conjuntos son no vacios. 

- -1 
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Como G., es un grupo bajo la composición de funciones, con la identidad 
como elemento neutro, se le llama el subgrupo de isotropía de x. 

Sabemos (ver capítulo 2 de [Kat92]) que si un grupo G actúa propia y 
discontinuamente en un espacio topológico X, entonces la órbita de cualquier 
punto x E X bajo Ges localmente finita. De aquí se sigue que si G actúa propia 
y discontinuamente en X, entonces Gx es un subconjunto discreto de X y el 
órden de G., es finito para cada x E .X. 

El siguiente resultado es una caracterización alternativa de los grupos que 
actúan propia y discontinuamente en un espacio topológico X. 

Proposición 3. Sean X un espacio topológico y G un grupo. Entonces, 
los siguientes enunciados son equivalentes: 

(1) G actúa propia y discontinuamente en X. 

(2) para todo punto x E X, existe una vecindad V e X de x tal que 
g(V) n Vi= 0 sólo para un número finito de g E G. 

Demostración: Supongamos que G actúa propia y discontinuamente en 
X. Esto implica que Gx es discreto y que G., es finito para todo x E X. 

De aquí se sigue que para todo punto x E X, existe una vecindad V e X 
de X tal que V nGx = {x}. 

Supongamos que existe una sucesión {Yn}~=l e G de elementos distintos 
tal que 9n(V) n Vi= 0 para todo n EN. 

Entonces, la sucesión {Yn(x)}~=l e X converge a un punto y E V, donde 
V denota a la cerradura topológica de V. 

Sea K = {y,g1(x), g 2 (x), ···}.Entonces, K es un subconjunto compacto 
de X que contiene a una infinidad de puntos de Gx. Esto contradice que Gx 
es localmente finita. 

Por lo tanto, g(V) n V i= 0 sólo para un número finito de g E G y hemos 
probado que (1) implica (2). 
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Ahora supongamos que ocurre (2) y que G no actúa propia y disconti
nuamente en X. 

Entonces, existe z E X tal que Gz no es localmente finita. Esto implica 
que e..xiste K e X compacto tal que g(z) E K para una cantidad infinita 
de g E G. Es decir, Gz no es un subconjunto discreto de X. Entonces, existe 
zo E X tal que Zo es un punto límite de Gz. 

Sea vV e X abierto tal que z,z0 E vV. Obtenemos que g(vV) n vV # 0 
para una cantidad infinita de g E G, lo cual contradice (2). Por lo tanto, 
G actúa propia y discontinuamente en X. Con esto hemos probado que (2) 
implica (1). • 

Las demostraciones de los siguientes resultados se encuentran en el capítu
lo 2 de [Kat92]. 

Lema 3. Si w E lHl y K e !H[ es compacto, entonces el conjunto E = {g E 
PSL(2, IR) : g(w) E K} es compacto. 

Lema 4. Sean G un subgrupo de PSL(2, IR) que actúa propia y discon
tinuamente en !H[ y z E lHl tal que z es punto fijo de algún elemento de G. 
Entonces, existe una vecindad vV e lHl de z tal que ningún otro punto de vV 
es punto fijo de algún elemento de G distinto de la identidad. 

Una consecuencia de los lemas 3 y 4 es el siguiente resultado, el cual 
caracteriza a la acción de un grupo fuchsiano en IHl. 

Teorema 9. Sea G un subgrupo de PSL(2, IR). Entonces, los siguientes 
enunciados son equivalentes: 

(1) G es un grupo fuchsiano. 

(2) G actúa propia y discontinuamente en lHL 

Demostración: Supongamos que Ges un grupo fuchsiano. Sean z E lHl y 
K e lHl compacto. 

Definimos E = Gz n K. Entonces, E {g E G g(z) E K} {g E 
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PSL(2, IR) : g(z) E K} n G. 

El hecho de que G es discreto y el lema 3 implican que E es finito. Es 
decir, Gz es localmente finita. Esto prueba que (1) implica (2). 

Ahora supongamos que G actúa propia y discontinuamente en IH[ y que G 
no es fuchsiano. 

Como G no es fuchsiano, Ja proposición 2 implica que existe una sucesión 
{gn}~=• e G de elementos distintos dos a dos tal que converge a id E G. 

Sea z E IH[ un punto fijo de algún elemento de G. El lema 4 implica que 
existe una vecindad W e IH[ de z tal que ningún otro punto de l-V es punto 
fijo de algún elemento de G distinto de la identidad. 

Este hecho y dado que {gn(z)}~=• e IHJ: es una sucesión de puntos distintos 
a z que converge a z, implican que existe N E N tal que si n ;:::: N, entonces 
Yn(z) E W C W. 

Es decir, Gz intersecta a l-V en una infinidad de puntos. Como l-V e IH[ es 
compacto, esto contradice (2). Por lo tanto, G es fuchsiano y hemos probado 
que (2) implica (1). • 

Como consecuencia del teorema 9 tenemos el siguiente 

Corolario 2. Sea G un subgrupo de PSL(2, IR) tal que Gz es un subcon
junto discreto de !H[, para todo z E IH!. Entonces, G es un grupo fuchsiano. 

El corolario 2 nos permite dar varios ejemplos de grupos fuchsianos: 

(a) Los subgrupos de PSL(2, IR) generados por un elemento hiperbólico, 
parabólico o elíptico (de órden finito) consisten solamente de la identidad y 
de elementos hiperbólicos, parabólicos y elípticos , respectivamente. 

Como la órbita de todo punto z E IH[ bajo estos grupos es un subconjunto 
discreto de !H[, el corolario 2 implica que estos grupos son fuchsianos. 

Un ejemplo concreto son los subgrupos generados por z >-+ .Az, con .>- > 1 
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yzt-+z+l. 

(b) Consideremos el grupo que consiste de todas las transformaciones 
de la forma z t-+ ~. donde todos los coeficientes son números enteros y 
ad- be= l. 

Este grupo se conoce como el grupo modular y se denota por PSL(2, Z). 
Observando que Z es un subconjunto discreto de IR se puede probar que la 
órbita de todo punto z E J8[ bajo el grupo modular es un subconjunto discreto 
de IHI. Entonces, el corolario 2 implica que este es un grupo fuchsiano. 

El grupo modular es el grupo fuchsiano mas estudiado. Para una dis
cusión muy amplia e interesante sobre este grupo recomendamos la lectura 
del capítulo 6 de (JS87] y el capítulo 5 de (Kat92]. · 

(c) Consideremos el grupo generado por las reflexiones en los lados de un 
triángulo hiperbólico cuyos ángulos son °'' f3 y 'Y· 

Es claro que la órbita de todo punto en IEl bajo este grupo es un subcon
junto discreto de IHI. El corolario 2 implica que este es un grupo fuchsiano. 

Los grupos generados de esta forma se llaman grupos triangulares o de 
tipo (0<, {3, -y) y en el capítulo 10 de (Bea83] se discute ampliamente sobre 
ellos. 

(d) De manera similar al ejemplo (c) se puede mostrar que el grupo gener
ado por las reflexiones en los lados de un cuadrilátero hiperbólico es fuchsiano. 

(e) Si G es un grupo fuchsiano, es claro que cualquier subgrupo de G 
también es fuchsiano. 

2.6. Modelos fuchsianos 

Sea X una superficie de Rlemann tal que (IHI, p, X) es su recubrimiento 
universal. 
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Sabemos (ver proposición 2 del capítulo 1) que Cub(IHI/ X) es un subgrupo 
de PSL(2, IR) que actúa propia y discontinuamente en lHL Esto implica que 
Cub(IHI/ X) es un grupo fuchsiano. 

Diremos que Cub(IHI/ X) es un modelo Juchsiano de la superficie de Rle
mann X. 

Todo modelo fuchsiano Cub(IHI/ X) tiene asociado un subconjunto no vacío 
de lllI, llamado región fundamental, el cual es un subconjunto abierto F de JH[ 
tal que: 

(1) g(F)nF = 0 para todo g E Cub(JH[/ X) distinto de la función identidad. 

(2) JH[ = LJ{g(F) : g E Cub(IHI/ X)}. 

(3) La frontera de F tiene medida de Lebesgue igual a cero. 

Se puede probar (ver capítulo 3 de [Kat92]) que a todo modelo fuchsiano 
se le puede construir una región fundamental conexa y convexa, llamada 
región de Dirichlet. 

Las condiciones (1), (2) y (3) implican que podemos considerar que la 
superficie de Rlemann X ~ IHI/Cub(IHI:/ X) es el conjunto F con los puntos de 
la frontera de F identificados bajo la acción del grupo Cub(JH[/ X). 

En la introducción de este capítulo mencionamos que cada grupo fuch
siano tiene asociado un subconjunto de IR U { oo}. Antes de aclarar este he
cho, necesitamos los siguientes resultados, los cuales están demostrados en el 
capítulo 2 de [Kat92]. 

Lema 5. Sean G un grupo fuchsiano, ;; E lHI y {gn}::"=t una sucesión de 
elementos distintos de G. Si {gn(z)}:;"= 1 tiene un punto límite w E CU oo, 
entonces w E IRU {oo}. 

Proposición 4. Sea G un modelo fuchsiano de una superficie de Rlemann 
X cerrada de género g ~ 2. Entonces, para todo w E IR U { oo}, existe una 
sucesión {Yn}::"=t e G tal que la sucesión {Yn(z)}::"=t e lHI converge a w, para 
todo z E lHL 
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Sea G un grupo fuchsiano. Para cada z E JE[ definimos /\., = {w E C : 
w es punto límite de Gz}. 

Al conjunto 11.(G) = U{A. : z E JE[} se le llama conjunto límite de G. 

El lema 5 implica que A{G) <;;;;; IR U {oo} para todo grupo fuchsiano G. 
Una característica muy interesante del conjunto límite de un grupo fuchsiano 
queda establecida en el siguiente resultado. 

Teorema 10. Sea G un grupo fuchsiano. Entonces, A{G) es invariante 
bajo G. 

Demostraci6n: Sea w E 11.{G). Entonces, existe z E JE[ y una suces1on 
{9n}~=L de elementos distintos de G tales que la sucesión {gn{z)}~=I converge 
a w en JllI. 

Entonces, para cualquier g E G se cumple que 99n9-I E G y la sucesión 
{99n9- 1 (g(z))}~=L converge a g(w). Es decir, g(w) E 11.(G). • 

Decimos que un subconjunto Y de un espacio topológico X es perfecto si 
es cerrado y no tiene puntos aislados. 

Teorema 11. Si A(G) contiene mas de dos puntos, entonces o bien 11.{G) = 
IR U { oo} o /\.{G) es un subconjunto de lR U { oo} perfecto y denso en ninguna 
parte. 

En el capítulo 3 de [Kat92) se encuentra una demostración del teorema 
11. Una consecuencia de este resultado es que 11.(G) siempre es un conjunto 
cerrado. 

Diremos que un grupo fuchsiano Ges de la primera clase si A{G) = IRU{oo} 
y que es de la segunda clase si /\.{G) e lR U { oo }. 

Ejemplos: 

(a) Sea Gel grupo generado por la transformación hiperbólica z >-t 2z. Es 
claro que A 0 = {O}. 
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Si z E !E[ y es distintinto de O, entonces Gz = z U {2i z : j E Z}. 

Para encontrar los puntos límite de esta órbita, observemos que las únicas 
sucesiones de elementos distintos de Gz convergentes son {2iz}fa,1 y {;7-}~ 1 • 
La primera converge a oo y la segunda a O. Esto implica que Az = {O, oo }. 
Concluimos que A(G) = {O,oo} y Ges de la segunda clase. 

(b) Si G es el grupo modular PSL(2, Z), entonces se puede probar (ver 
capítulo 4 de [Kat92]) que A(G) = JR U {oo}. Es decir, el grupo modular es 
un grupo fucbsiano de la primera clase. 

Si ges un elemento de PSL(2, JR) distinto de la identidad, denotamos por 
Fij (g) al conjunto de puntos fijos de g en IHl U JR U { oo}. 

Por el teorema 5, sabernos que Fij(g) consiste de a lo mas dos puntos 
distintos en JR U {oo} o consiste de un punto en !E[. 

Lema 6. Sean G un grupo fuchsiano y g un elemento de G distinto de 
la identidad. Si fes un elemento hiperbólico de G, entonces se cumple una y 
sólo una de las siguientes situaciones: 

(1) Fij (!) = Fij (g). 

(2) Fij (!) n Fij (g) = 0. 

Demostración: Dado que f es hiperbólica, entonces tiene exactamente 
dos puntos fijos en lRU {oo} y f(z) = T para alguna.>,> l. 

Conjugando a f por una transformación apropiada de PSL(2, IR) podemos 
suponer que Fij(J) = {O,oo}. 

Supongamos que no ocurre (1) ni (2). Entonces, Fij (!) n Fij (g) consiste 
sólo de un punto. 

Observemos que si g fija a O, entonces necesariamente g fija a oo. Por lo 
tanto, Fij (!) n Fij (g) = { oo}. 
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Entonces, g(z) = T para a, b E R distintos de cero. 

Sean A= ( ~ t) y B = ( ~ ~) las representaciones matriciales de f y g, 

respectivamente. 

Para cada n EN definimos 9n = g¡-ng- 1¡n. 

Entonces, Yn E G y tiene asociada a la matriz Cn 
(~ ab(l~¡kl). 

Como .>. =f. 1 y ab =f. O, entonces las transformaciones 9n 1 y por lo tanto 
las. matrices Cn, son distintas dos a dos. 

Dado que.>.> 1, entonces la sucesión {Cn}~=L converge a la matriz C = 
CA "n. 

Es decir, la sucesión {Yn}::"=i e G converge a la transformación z H z+ab, 
la cual pertenece a PSL(2, IR). Entonces, la proposición 2 implica que G no 
es un grupo fuchsiano, lo cual contradice nuestra hipótesis. 

Concluimos que o bien ocurre CD o (2). • 
Una demostración del siguiente resultado se encuentra en el capítulo 2 de 

[IT92]. 

Teorema 12. Sea X una superficie de Riemann cerrada de género g ;::: 
2. Entonces, Cub(IHr/ X) consiste únicamente de la identidad y elementos 
hiperbólicos. 

Sea G un grupo y H cualquier subgrupo de G. El conjunto {g e G : gHg- 1 = 
H} se llama el normalizador de H en G y se denota por Nc(H). 

Concluimos este capítulo enunciando algunas propiedades algebráicas de 
los grupos fuchsianos (ver el capítulo 5 de [.1S87] y el capítulo 2 de [Kat92]). 

Teorema 13. Sea G un grupo fuchsiano. Entonces, los siguientes enunci
ados son verdaderos: 
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(1) Si G es abeliano, entonces es cíclico. 

(2) Si G no es cíclico, entonces el normalizador de G en PSL(2, R) es un 
grupo fuchsiano. 

(3) Cualquier elemento elíptico de G tiene órden finito. 
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Capítulo 3 

Espacios de Teichmüler 

No sea tonto. La bandera es imposible, de modo que no puede estar 
ondeando. Es el viento lo que ondea. 

- Douglas R. Hofstadter-

Dada una superficie de Riemann X, la teoría de espacios de Teichmüller 
estudia a las distintas estructuras complejas con que se puede dotar a .Y. Exis
ten varias maneras de definir al espacio de Teichmüller de X (ver [IT92]). En 
este trabajo seguimos el camino que requiere del concepto de transformación 
casiconforme en X. 

Para llegar a dicho concepto, presentamos en § 3.1 la definición y algunas 
propiedades de las transformaciones conformes entre dominios de C. Con
tinuamos en § 3.2 con la ecuación de Beltrami y algunos resultados sobre la 
existencia de soluciones de dicha ecuación. 

Una vez definidas las transformaciones casiconformes en superficies de 
RJemann en § 3.3, estaremos en posición de describir la construcción del 
espacio de Teichmüller de X en § 3.4. 

En§ 3.5 hacemos lo propio para modelos fuchsianos. Este trabajo concluye 
con un teorema que nos permite identificar al espacio de Teichmüller de una 

39 
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superficie de Rlemann compacta con aquel de su modelo fuchsiano. 

3.1. Transformaciones casiconformes de do
minios planos 

Existen varios caminos que llevan a la noción de transformación casicon
forme en un dominio D e C (ver (Ahl66] y (LV73]). 

Por considerarlo el mas intuitivo, seguiremos en § 3.1.1 el camino geo
métrico. En § 3.1.2 presentamos una definición analítica de dichas transfor
maciones, la cual nos llevará a plantear la ecuación de Beltrami. 

3.1.1. Definición geométrica de casiconformalidad 

Dados dos dominios D, D' e C y un homeomorfismo h : D -+ D' que 
no es analítico, nos interesa en encontrar una manera de cuantificar lo que 
la transformación h se desvía de ser conforme. Una forma de lograr esto 
consiste en analizar el cambio bajo homeomorfismos de algún invariante con
forme. El invariante conforme que consideraremos es el llamado módulo de 
un cuadrilátero. 

Sea e un círculo en C y h C -+ C un homeomorfismo. Al conjunto 
h(c) e C se le llama curva de Jordan. Si D e Ces un dominio cuya frontera 
es una curva de Jordan, decimos que D es una región o dominio de Jordan. 

Una pareja (C; zi, z2 , z 3 , z4 ) que consiste de un dominio de Jordan C y 
de Cuatro puntos distintos Z¡, Z2, Z3 y Z.¡ que Se )ocaJizan en la frontera de C 
en .este órden con respecto a la orientación positiva de la frontera de C, se 
llama cuadrilátero. 

Diremos que los arcos (z1, z2 ), (z2, Z3), (z3 , z4) y (z.a, z1) son los lados del 
cuadrilátero y que los puntos zi, z2, z3, Z.¡ son los vértices del cuadrilátero. 



3.1. TRANSFORf.IIACIONES CASICONFORf.lfES DE DOMINIOS PLANOS41 

A menos que sea necesario especificar los vértices del cuadrilátero, deno
taremos a (C; z 1 , z2, z3, z4) simplemente por C. 

El siguiente resultado es el primer paso hacia una definición geométrica de 
casiconformalidad. Una demostración se encuentra en el capítulo 4 de (IT92]. 

Proposición 1. Sea (C; Z¡' Z2, Z3, Z4) e e un cuadrilátero. Entonces, exis
te un homeomorfismo h : C --+ R, donde R = [O, a] x (O, b] es un rectángulo 
en e, tal que h es holomorfa en e y h(z1) = o, h(z2) = a, h(z3) = a+ ib y 
h(z4) = ib. Además, el cociente ~no depende del homeomorfismo h. 

Al cociente ~ se le llama m6dulo conforme del cuadrilátero C y lo deno
tamos por M(C). 

Observamos que la definición de módulo de un cuadrilátero implica que 
M((C; z2, Z3, z4, z1)) = ~ = ./\.f((C; Z4, z., z2, Z3)) y que M((C; z3, z4, z 1, z2)) = 
~ = l\tf((C; Z¡, Z2, Z3, Z4)). 

Si (C; z 1 , z2, z3, z4) es un cuadrilátero y h: C--+ Ces un homeomorfismo 
que preserva orientación, entonces consideramos a h(G) como un cuadrilátero 
con vértices h(z1), h(z2 ), h(z3 ) y h(z4). 

Una consecuencia de la proposición 1 es el hecho de que el módulo de un 
cuadrilátero es un inverante conforme, es decir, si f es una transformación 
conforme, entonces M((G; z., z2, z3, z4)) = M((f(C); f(z1), f(z2), f(z3), f(z4))). 

Dado un dominio D e C denotamos por Co al conjunto de todos los 
cuadriláteros G e C tales que C e D, donde C denota a la cerradura 
topológica de C. 

Definición geométrica de casiconformalidad: Sean D, D' e C do
minios y h : D --+ D' un homeomorfismo que preserva orientación. Diremos 
que h es una transformación casiconforme del dominio D si existe una cons
tante K ~ 1 tal que M(h(C)) $ K M(C) para todo G E Co. 

Se puede probar que el ínfimo de estos números K coincide con el valor 
de Dh (ver§ 3.1.2). 
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Observarnos que la definición geométrica de casiconforrnalidad puede ser 
dada también en términos de los módulos de dominios anulares o de módulos 
de familias de trayectorias en un dominio D (ver capítulo 1 de (Leh87]). 

3.1.2. Definición analítica de casiconformalidad 

Una forma de dar una definición analítica de casiconformalidad se basa 
en el concepto de continuidad absoluta. 

Sea g : (e, d] ~ lR una función. Decimos que g es absolutamente continua 
en (e, d), si para todo e> O existe ó >O tal que ::S;eJ lg(d1) -g(c;)I <e, para 
todo sistema finito o numerable de subintervalos ajenos dos a dos (c1 , d;) e 
(e, d) de longitud total L;eJ(d1 - c;) menor que ó. 

Observarnos que toda función absolutamente continua es continua. 

Decirnos que una función u : IC ~ lR es absolutamente continua en rectas 
en un dominio De IC, si para todo rectángulo cerrado {x+iy E D: a :5 x :5 
b, e :5 y :5 d}, la función x t-t u(x + iy) es absolutamente continua en [a, b) 
para casi todo punto y E (c, d) y la la función y 1-t u(x +iy) es absolutamente 
continua en [c, d) para casi todo punto x E (a, b). 

Una función f : 1C ~ 1C dada por J(x + iy) = u(x + iy) + iv(x + iy) es 
absolutamente continua en rectas en D, si tanto u corno v son absolutamente 
continuas en rectas en D. 

Se sabe (ver capítulo 7 de (vVZ77]) que si una función fes absolutamente 
continua en rectas en D, entonces las derivadas parciales J. y ¡, de f están 
bien definidas, son finitas y medibles en casi todo punto de D. 

Definición analítica de casiconformalidad: Sean D, D' e C dominios 
y h : D ~ D' un homeomorfisrno que preserva orientación. Diremos que h es 
una transformación casiconforme del dominio D si se cumple que: 

(1) h es absolutamente continua en rectas en· D; 

-~- ______ . ___ ._-
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(2) existe una constante O $ k $ 1 tal que lhz(z)I $ k\hz(z)I para casi 
todo punto z E D. 

Con esta terminología, hacemos K =*y decimos que hes K-casiconforme 
en D. Al ínfimo de los números K tal que h es K-casiconforme en D se le 
llama la dilataci6n máxima de h en D y Ja denotamos por D,.. 

Observamos que se puede probar que la definición analítica que hemos 
dado es equivalente a la definición geométrica de casiconformalidad de § 
3.1.1 (ver c'.'pítulo 4 de [IT92]). 

A continuación enunciamos algunos resultados sobre transformaciones 
casiconformes entre dominios planos. Las demostraciones se encuentran en 
(Ahl66], capítulo 4 de [IT92] y (LV73]. 

Proposición 2. Sean D, D' e C dominios y f : D-+ D' una transfor
mación K-casiconforme. Entonces, se cumple lo siguiente: 

(1) f es conforme en D si y sólo si f es 1-casiconforme en D. 

(2) fz(z) ,¡.O para casi todo z E D. 

(3) ¡-1 : D'-+ Des una transformación K-casiconforme en D'. 

(4) si h : D' -+ C es una transformación K-casiconforme, entonces la 
composición g o f : D -+ Ces una transformación K K-casiconforme de D. 

(5) si h : D -+ C y g : D' -+ C son transformaciones conformes, entonces 
la composición g o fo h- 1 es una transformación K-casiconforme. 

Observamos que el inciso (5) implica que la K-casiconformalidad es un 
invariante conforme. 
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3.2. La ecuación de Beltrami 

Sean f : D -+ D' una transformación K-casiconforrne. Por el inciso (2) 
de la proposición 2, existe E e D Lebesgue medible tal que el complemento 
Ec de E en D tiene medida de Lebesgue cero y el cociente µ¡(z) = ~ 
está bien definido para todo z E E. 

Se puede probar utilizando teoremas estándar de análisis real y complejo, 
que la función z >-+ µ¡(z) es Lebesgue medible en D y cumple que 

D¡ -1 
supes{lµ¡(z)i: z E D} .:=; D¡ + 1 < 1, 

donde supes denota al supremo esencial. 

La función µ¡ : D -+ IC se conoce como la dilatación compleja de f en D. 

Denotamos por L 00 (D) al espacio de Banach complejo que consiste de 
todas las funciones complejo valuadas, rnedibles y acotadas definidas en D. 

Sea Bi(D) = {g E L 00 (D) : llBlloo < 1}, donde llBlloo = supes{lg(z)i : 
z E D}. Entonces, µ¡ E B 1 (D). 

Diremos que µ E B 1 (D) es un coeficiente de Beltrami en D y que la 
ecuación diferencial f:. = µJ. es una ecuación de Beltrami. 

Observamos que si f es conforme, entonces la función µ se anula idénti
camente y la ecuación de Beltrami se convierte en la ecuación de Cauchy
Riemann f:. = O. 

Para describir la construcción de espacios de Teichmüller necesitaremos 
los siguientes resultados sobre existencia de soluciones de la ecuación de Bel
trami en el caso en que D = IC y D = JE.I. Omitimos las correspondientes 
demostraciones y el lector interesado las puede encontrar en el capítulo 4 de 
[IT92]. 

Teorema 1. Sea µ E B,(IC). Entonces, existe un homeomorfismo h : 
e -+ e tal que la restricción de h a e es una transformación casiconforme 

_______ ... _· 
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en C, cuya dilatación compleja coincide con µ. Además, h está determinada 
de manera única por la normalización h(O) =O, h(l) = 1 y h(oo) = oo. 

Diremos que el homeomorfismo h que existe por el teorema 1 es la trans
forrnaci6n µ-casiconforrne canónica de e y la denotamos por h". 

Teorema 2. Sea µ E B 1 (IH!). Entonces, existe una transformación ca
siconforme suprayectiva w : JH[ --+ JH[ cuya dilatación compleja coincide con 
µ. Además, w se puede extender a un homeomorfismo de ll:lI U 1R U {oo} en 
si mismo y está determinada de manera única por la normalización w(O) = 
O, w(l) = 1 y w(oo) = oo. 

Diremos que la transformación w que existe por el teorema 2 es la trans
forrnaci6n µ-casiconforrne canónica de ll:lI y la denotamos por w". 

3.3. 'Transformaciones casiconformes de su
perficies de Riemann 

Sean X y Y superficies de Riemann, (,Y, p, X) y (Y, q, Y) los correspon
dientes recubrimientos universales. Por el Teorema de Uniformización, pode
mos suponer que }( = e o x = e o x = ll:lI y que :Y = e o Y = e o 
Y=ll:lI. 

Consideramos un homeomorfismo h : X --+ Y. Por el teorema 3 del 
capítulo 1, sabemos que existe un levantamiento h.: X--+ Y de h y que h. es 
un homeomorfismo. Diremos que h es una transformación K -casiconforrne 
de X si h. es una transformación K-casiconforme de X. 

Observamos que una función J : C --+ C es una transformación K
casiconforme si f es la transformación canónica K-casiconforme ¡K (ver 
teorema 1) compuesta con una transformación de :'vlobius. 

Dado que las transformaciones casiconformes de dominios planos son in
variantes conformes (ver proposición 2), la definición de transformación ca
siconforme de una superficie de Riemann no depende del levantamiento h.. 

--------·-·-
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3.4. Espacios de Teichmüller de superficies 
de Riemann 

Sean X y Y superficies de Riemann, (X,p, X) y {Y, q, Y) los respectivos 
recubrimientos universales y denotamos por I al intervalo [0,1]. 

Diremos que dos homeomorfismos f¡, h : X --+ Y son horno tópicos si y 
sólo si e..xiste una aplicación continua h : X x I --+ Y tal que h(·, O) = f¡ y 
h(·, 1) = h- Decimos que la aplicación hes una homotopía entre f 1 i h-

Observamos que dados una homotopía h entre f 1 y h y el levantamiento 
f 1 : X -t Y, entonces las transformaciones h,: X--+ Y definidas por h.(x) = 
h(x, t) para O ::S t ::S 1, se pueden levantar de modo que obtenemos una 
homotopía entre f 1 y el levantamiento !2: X -t Y. 

Consideremos una superficie de Riemann X fija. A cada transformación 
casiconforme f : X -t Y, donde Y es una superficie de Riemann, le asociamos 
la pareja (Y, f). 

Declaramos que dos parejas {Y1 , fi) y (Y2, h) son equivalentes si y sólo 
si la transformación h o ¡ 1-

1 : Y1 --+ y;, es homotópica a una transformación 
conforme de Y1 en Y2. 

Denotamos por (Yi, f 1 ) ~ (Y,, h) al hecho de que (Y1 , !t) y (Y2, h) son 
equivalentes. Entonces, ~define una relación de equivalencia entre las parejas 
(Y,!). A la clase de equivalencia de la pareja (Y, J) la denotamos por [Y, f]. 

Con esta notación darnos la siguiente 

Definición: Sea X una superficie de Riemann. El espacio de Teichmüller 
de X es el conjunto T(X) = {[Y, J]}. 

Observamos que [X, id] E T{X) y a esta clase se acostumbra llamarle el 
punto base de T(X). 

Ejemplo: 
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Supongamos que X= C. Por el teorema 2 del capítulo 1, sabemos que 
X=C=X. 

Si [Y, J] E T(C), entonces J: C --t Y es una transformación casiconforme 
de C. Se sabe (ver capítulo 4 de [IT92]) que toda transformación casiconforme 
de C es homotópica a id. Esto implica que (Y,!) E [C, id]. Por lo tanto, 
T(C) = [C, id]. 

3.5. Espacios de Teichmüller de grupos fuch
sianos 

Sean X una superficie de lliemann tal que X = IHJ: y G = Cub(IHJ:/ X) un 
modelo fuchsiano de X. Entonces, Ges un grupo fuchsiano (ver§ 2.6). 

Si G es abeliano y no trivial, por el teorema 13 del capítulo 2, sabemos 
que G es cíclico. 

Entonces, G = {9n n E Z} para algún 9 E PSL(2, IR) distinto de la 
identidad. 

Sabemos (ver teorema 5 del capítulo 2) que 9 tiene a lo mas dos puntos 
fijos distintos z 1 , z2 E IBI o que g tiene un único punto fijo en lllL 

Esto implica que G - {id} fija a lo mas dos puntos distintos zi, z2 E lHI o 
que G - {id} fija a un único punto en lHL 

Si G no es abeliano, entonces existen g 1, 9 2 E G, ambos distintos de la 
identidad, tales que 9192 #- 9291· 

Esto implica (ver página 25) que cada Yi es parábolica o es hiperbólica 
para j = 1, 2, 3. Debemos considerar entonces dos posibles casos: 

(1) 9i es parabólica para j = 1, 2, 3. 
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Sea(; E R U {oo} el único punto fijo de 9i· Como 9 1 no conmuta con 92 

ni con 93 y 92 no conmuta con 93 , entonces ( 1 # (2 , ( 1 # ( 3 y ( 2 # ( 3 • 

(2) 9; es hiperbólica para alguna j E {1, 2, 3}. 

Sin pérdida de generalidad, su ponemos que j = l. Sean (,, ( 2 E R U { oo} 
los dos puntos fijos distintos de g 1 • 

Sea ( 3 E C un punto fijo de g 2 • Por el lema 6 del capítulo 2, obtenemos 
que (1 # (3 Y (2 # (3. 

En ambos casos, concluimos que el conjunto de todos los puntos fijos de 
los elementos de G distintos de la identidad consiste al menos de tres puntos 
distintos. 

Dado que PSL(2,R) es 2-transitivo en RU {oo}, podemos suponer que 
O, 1, oc son puntos fijos de algún elemento de G distinto de la identidad. 

Sea f : X -+ Y una transformación casiconforme, donde Y es otra super
ficie de Riemann tal que Y = IHL 

Entonces, el levantamiento J : lfil -+ Iill de f es la restricción a ]H[ de una 
transformación casiconforme F : C -+ C. 

Por el teorema 2, J está determinada de manera única por la norma
lización ](O) = O, f (1) = 1, ](oo) = oo. 

Con esta notación, diremos que J es el levantamiento canónico de f res
pecto a G. Este levantamiento canónico induce un monomorfismo de grupos 
ib¡: G-+ PSL(2, R) dado por 9 >--+ fgj- 1

• 

Entonces, dados una superficie de Riemann X y un modelo fuchsiano G 
de X, existe un grupo fuchsiano G = <I> ¡(G) isomorfo a G. 

Una demostración del siguiente resultado se encuentra en el capítulo 5 de 
[IT92). 

Proposición 3. Sean X una superficie de Riemann y [Y1 , Ji], [Y2 , f 2 ] E 
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T(X). Entonces, [Yi., Ji] = [Y2 , h] si y sólo si <I> ¡, = <I> ¡,· 

Denotamos por Can(C) al conjunto de transformaciones casiconformes 
canónicas de C. Sea F(G) el conjunto de todas las f E Can(C) tal que fG]- 1 

es un grupo fuchsiano. 

El espacio de Teichmüller reducido del grupo Ges el conjunto T=(G) = 
{<I>¡: f E F(G)}. 

Observamos que podemos pensar a Ti(G) como el conjunto de grupos 
fuchsianos que obtenemos al deformar (conjugar) el grupo G por transforma
ciones casiconformes canónicas de C. 

Sean w 1 , w2 E F(G). Declaramos que w 1 es equivalente a w,, y lo denota
mos por w 1 ~ w 2 , si y sólo si w 1 (x) = w 2 (x) para toda x e IR. 

Es inmediato que ~ define una relación de equivalencia en F(G) y deno
tamos por [w] a la clase de equivalencia de la transformación w. 

Definición: El espacio de Teichmüller del modelo fuchsiano G es el 
conjunto T(G) = {[w] : w E F(G)}. 

Observamos que el espacio de Teichmüller T se puede definir de la misma 
manera para cualquier grupo fuchsiano (ver (Gar87]). 

Proposición 4. Sean X una superficie de Rlemann compacta de género 
g 2: 2, G un modelo fuchsiano de X y f; : X-+ Yj (j = 1, 2) transformaciones 
casiconformes. Entonces, <I> ¡, = <I> ¡,si y sólo si f 1 (x) = f 2 (x) para todo x e IR. 

Demostración: Supongamos que <I> ¡, = <I> ¡, = <I>. 

Sean x E 1R U { co} y Zo E lHI. 

Entonces, por la proposición 4 del capítulo 2, sabemos que e.xiste una 
sucesión {gn};:"= 1 e G tal que la sucesión fon(zo)};:"= 1 e JH[ converge ax. 

Se puede probar (ver capítulo 2 de (IT92]) que la sucesión fon};:"= 1 con-
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verge local y uniformemente en lll[ a una función constante c. 

Dado gue par3!_ j = 1, 2 se cumple que (Ji o gn)(zo) = (<I>(gn) o /;)(z0 ), 

entonces ft(x) = h(x). 

Como esto ocurre para todo x E lRU {oo}, concluimos que f 1 = ]2 en lR. 

Ahora supongamos que f 1(x) = f2(x) para todo x E lR. 

Entonces, para todo g E G se cumple que <I>¡,(g)(x) = <I>¡,(g)(x) para 
todo punto x E lR. 

Dado que <I> ¡, (g) y <P ¡. (g) son transformaciones de Mobius y que lR tiene 
al menos un punto límite, entonces <I> ¡, (g) = <I> ¡, (g) para todo g E G~ 

Esto implica que <I> ¡, = <I> ¡.- • 
El siguiente resultado es una consecuencia de las proposiciones 3 y 4. 

Teorema 3. Sean X una superficie de Riemann tal que X = lll[ y G un 
modelo fuchsiano de X. Entonces, T(X) se identifica con T;(G) como con
juntos. Además, si X es compacta de género g 2: 2, entonces T(X) está iden
tificado con T(G) como conjuntos. 

Demostración: Sea 0: T(X) ~ Tl(G) dado por [Y, J] >-+ <fl¡. 

La proposición 3 implica que 8 está bien definida y es inyectiva. 

Para cada f E F(G) sea G¡ = <P ¡(G). Entonces, f se proyecta a la trans
formación casiconforme f : X ~ Y, donde Y = IFJ./G¡. Esto implica que J 
determina un punto [Y, f] E T(X). 

Por lo tanto, 8 también es suprayectiva y hemos identificado a T(X) con 
T;(G) como conjuntos. 

Si X es compacta de género g 2: 2, el resultado es inmediato de la proposi-
ción 4. • 



3.5. ESPACIOS DE TEICHMÜLLER DE GRUPOS FUCHSIANOS 51 



52 CAPÍTULO 3. ESPACIOS DE TEIGHMÜLER 



···---·-·-·· -·-···-··- --··--··-·---.-·----··-···-···-·-·-¡ 

Bibliografía 

[Abi86] Abikoff, 'vV.: Oswald Teichmiiller. The Mathematical lntelligencer, 
vol. 8, no. 3. Springer-Verlag, New York, 1986. 8-16 y 33. 

[Ahl53] Ahlfors, L. V.: Complex analysis. McGraw-Hill, New York, 1953. 

[Ahl66] Ahlfors, L.V.: Lectures on quasiconformal mappings. D. Van Nos
trand, Princeton, 1966. 

[Ahl73] Ahlfors, L. V.: Conforma! invariants: Topics in geometric func
tion theory. McGraw-Hill, New York, 1973. 

[Bea83] Beardon A. F.: The geometry of discrete groups. Graduate Texts 
in :Mathematics, 91. Springer-Verlag, New York, 1983. 

[Bea84] Beardon, A. F.: A primer on Riemann surfaces. Lecture Note 
Series, 78. London Mathematical Society. Cambridge University Press, 1984. 

[Bea91] Beardon, A. F.: An introductíon to hyperbolic geometry. Ergodic 
theory, symbolic dynamics and hyperbolic spaces. T. Bedford, M. Keane y 
C. Series, editores. Oxford University Press, 1991. 1-33. 

[Ber72] Bers, L.: Uniformization, moduli and Kleinian groups. Bulletin of 
the London Mathematical Society, 4, 1972. 257-300. 

[FK80] H. Farkas H. y Kra l.: Riemann surfaces. Graduale Texts in Math
ematics, 71. Springer-Verlag, New York, 1980. 

53 



54 BIBLIOGRAFÍA 

[For81] Forster, O.: Lectures on Riemann sv.rfaces. Graduate Texts in 
Mathernatics, 81. Springer-Verlag, New York, 1981. 

[Gar87] Gardiner, F. P.: it Teichrnüller theory and quadratic differentials. 
John Wi!ey and Sons, New York, 1987. 

[IT92] Irnayoshi, Y. y Taniguchi, M.: An introdv.ction to Teichmiiller 
spaces. Springer-Verlag, Tokyo, 1992. 

[JS87] Jones, G. A. y Singerman, D.: Complexfunctions: an algebraic and 
geometric viewpoint. Cambridge University Press, Cambridge, 1987. 

[KF70] Kolmogorov, A. N. y Fomin, S. V.: Introdv.ctory real analysis. 
Dover Publications, New York, 1970. 

[Kat92] Katok, S.: Fuchsian groups. The University of Chicago Press, 
1992. 

[Leh87] Lehto, O.: Univalent Junctions and Teichmiiller spaces. Graduate 
Texts in Mathematics, 109. Springer-Verlag, New York 1987. 

[LV73] Lehto, O. y Virtanen, K.: Qv.asiconformal mappings in the plane. 
Springer-Verlag, 1973. 

[Mas91] Massey, vV.: A basic cov.rse in algebraic topology. Graduate Texts 
in Mathematics, 127. Springer-Verlag, New York, 1991. 

[R.at94] Ratc!iffe, J. G.: Fov.ndations of hyperbolic manifolds. Graduate 
Texts in l\tlathematics, 149. Springer-Verlag, New York, 1994. 

[Rem91] Remmert, R.: Theory of complex fv.nctions. Graduate Texts in 
Mahematics, 122. Springer-Verlag, New York, 1991. 

[Tei82] Teichmüller, O.: Collected papers. L. V. Ahlfors y F. vV. Gehring, 
editores. Springer-Verlag, Berlin, 1982. 

[Ver82] Verjovsky, A.: Introducción a la geometría y variedades hiperbóli
cas. Notas del curso impartido en la Sexta Escuela Latinoamericana de 

-------~ 



55 

Matemáticas. CINVESTAV, OEA, UNAM, IPN, CONACyT y SEP. Morelos, 

México, 1982. 

(vVZ77] Wheeden R. y Zygmund A.: !vfeasure and integral. An introduc
tion to real analysis. Marcel Dekker Inc., New York, 1977. 

······-·······----¡ 



Nire aitaren etxea 
defendituko dut, 
otsoen kontra, 
sikatearen kontra, 
lukurreriaren kontra. 
justiziaren kontra, 
defenditu 
eginen dut 
nire aitaren etxea. 

Ga1duko ditut 
aziendak, 
sol.oak, 
pinudiak; 
ga1duko ditut 
korrituak 
errentak 
interesak 
baina nire aitaren etxea 
defendituko dut. 

Harmak kenduko dizkidate, 
eta eskuarekin defendituko dut 
nire aitaren etxea; 
eskuak ebakiko dizkidate 
eta besoarekin defendituko dut 
nire aitaren etxea; 
besorik gabe 
sorbaldik gabe, 
bularrik gabe 
utziko naute, 
eta arimarekin defendituko dut 
nire aitaren etxea. 

Ni hilen naiz, 
nire arima galduko da, 
nire askazia galduko da, 
baina nire aitaren etxea 
iraunen du 
zutik. 

-Gabriel Aresti-
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