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Introduccién

En esta tcsis presentamos una prueba del teorema de Perron-Frobenius y su apli-
cacién a las cadenas de Markov. Los elegantes resultados obtenidos por Perron en
1907 para matrices cuadradas con entradas positivas estdn sintetizados en el teorema
de Perron. Este teorema afirma que si 4 es una de tales matrices entonces su radio
espectral p(A4), que es ¢l midximo de los médulos o valores absolutos de los valores
propios de 4, es positivo y es de hecho un valor propio algebraicamente simple de
A; mdas adn, es el tnico valor propio de A de médulo maximo. Ademis el vector
propio que genera el espacio propio asociado a p(A) puede escogerse con todas sus
coordenadas positivas. En consecuencia, hay un 1inico vector propio positivo asocia-
do a p(A4) cuya suma de coordenadas es 1; a este vector se le llama vector de Perron
de A. Finalmente el teorema de Perron asegura que el limite cuando m ~ oo de la
sucesién de matrices {p(.4)~1.4™} existe y es una matriz L de rango 1 cuyas colum-
nas son todas iguales al vector de Perron de A. En consecuencia L ¢s una matriz
estocdstica por columnas y es esta \iltima parte del tecorema de Perron la gue tiene
mayor relevancia en el estudio de las cadenas de Markov en probabilidad.

La generalizacién del teorema de Perron a cierta clase de matrices con entradas
no negativas se debe a Frobenius (1912). Frobenius introdujo la nocién de primitivi-
dad: una matriz cuadrada es primitiva si es no negativa, irreducible y tiene un 1inico
valor propio de médulo méaximo. El teorema de Perron-Frobenius asegura entonces
que las afirmaciones del teorema de Perron son vilidas para las matrices primitivas.

La prucba del teorema de Perron-Frobenius que presentamos aquf no es la mds
corta posible, pero en cambio, es muy ficil de entender ya que se requieren sélo
los conocimientos adquiridos en los primeros 3 6 4 semestres de la licenciatura en
Matemadticas o Actuarfa. De hecho, pensando en que sea de alguna utilidad a aquellos
alumnos de la carrera de Actuaria que toman los cursos de Probabilidad sin haber
tomado el de Algebra Lineal I1, decidimos hacer la tesis autocontenida.




Asf, en el capitulo I presentamos los conceptos bdsicos de espacios con producto in-

terno y matrices unitarias necesarios para comprender el teorema de la triangulariza-
cién unitaria de Schur. Este importante teorema se presenta al final del capitulo 1I,
después de los conceptos bésicos de valores y vectores propios y diagonalizabilidad
de una matriz cuadrada. En este capitulo también introducimos la nocién de radio
espectral y algunas de sus propiedades que utilizaremos después.

En el capftulo III, que es la parte central de esta tesis, presentamos la prueba del teo-
rema de Perron-Frobenius. Para ello necesitamos introducir nuevos conceptos como
son los de normas vectoriales y matriciales, el del limite de una sucesién de matrices,
el de la grifica dirigida de una matriz y los de matriz irreducible y matriz primitiva.
Cabe aclarar que este tema no forma parte de los cursos de Algebra Lineal que se
imparten en las licenciaturas de la Facultad.

Finalmente, en el capitulo IV presentamos la aplicacién del teorema de Perron-
Frobenius a la resolucién de algunos de los problemas que surgen en el estudxo de
las cadenas de Markov.




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Productos internos

A lo largo de este trabajo F denotari el campo de los niimeros reales o el ca.mpo de
los nimeros complejos.

Definicién 1.1.1 Sea V' un espacio vectorial sobre F'.. Una fqncién < ot >: VXV o
F es un producto interno si para todo x,y,z € V y para todo c € F_se cumplen:

i) <zyz>2 0; <zyz>=0siysélosiz=0
i) Sez+y, 2> =c< T,z >+ <Y, >
iii) <z, y>=< y, T >.

Ejemplo 1. Sea V = F™", Para z = (21,Z2,...,Zn)y ¥ = (¥1,¥2,---3¥n) en’V,

< z,y >= 3 1, iy es un producto interno llamado candnico u ordinario. 2
Cuando F = R se le conoce como producto punto y cuando F = C como ';

producto hermitiano candnico.

Ejemplo 2. Sea V' = M, el espacio de las matrices n % n sobre F. Para 4, B €V,
< A,B >= tr(B*A4), donde B* es la matriz transpuesta conjugada de B, es
un producto interno. Este producto generaliza al del ejemplo anterior ya que

tr(B"A) = zi(B'.-l)i.' = zi 2,- B‘fj.ﬁij,’ = Ei z:j—';‘iﬁ'

Ejemplo 3. Sea V = M, el espacio de las matrices {columnas) n x 1 sobre F
y sea @@ una matriz invertible en M,,, entonces < X,Y >=Y"Q*QX es un
producto interno en V. Se identifica la matriz 1 x 1 del segundo miembro con su

unico elemento. Cuando Q es la matriz unidad, este producto es esencialmente
el mismo del ejemplo 1.

Ejemplo 4. Sea V el espacio vectorial de las funciones continuas de valor complejo

en el intervalo [0, 1], entonces < f,g >= _['ol f(t)g(t)dt es un producto interno
en V.




1.1 Productos internos

Ejemplo 5. Si < -,+ > es un producto interno en un espacio vectorial V y r > 0,
podemos dcﬁmr otro producto internoen V. medxante laregla (z,y) =r < z,y >
para cualesquier z,y € V.

Ejemplo 6. Sean V y W espacios vectoriales sobre F y T : V — W una trans-
formacién lineal inyectiva. St < -,- > es un producto interno en W, podemos
definir un producto interno en V' mediante la regla (z,y) = < T(z),T(y) >
para cualesquier x,y € V. El ejemplo 3 es un caso particular de esta situacién.

Las principales propiedades de un producto interno estdn contenidas en el siguiente
teorema.

Teorema 1.1.1 Sea V un espacio con producto inierno < -, >. Para cualesquier
z,Y,z € V y cualquier ¢ € F se satisfacen:

a) <z,cy+z2>=c< T, Y> + < T,z2>

b)) <z,y>=0paratodoy €V siysdlosiz=0
¢) <z, <zTy> y>=|<z,¥y> 2

d) |<z,y>P <z, z><y,¥v>.

Demostracidn.

a) < x,cy+z>=<cy+ 2, :z:>—-c<y,:c>+<z x>=c<y,z>+<z,:c>
cx,y>+<x2z >,

b) Supongamos gue < xz,y >= 0 para todo y € V eniohéels < x,z’S—‘O de‘ dbidé
z = 0. Inversamente, si x = 0, < 2,y >=< c:c,y >- c < :c,y > pam toda -
c € F; entonces < z,y >=0 para todoy € V.. : - :

c) <z, <xT,y> y>—-—<z,y><.-:,u>—|<:z:,y>|2 L S
d) Si y = 0 la afirmacidn se cumple por.b). Si "y 9‘: 0 defm:moa () =
< z+ty,z+1ty > para t € R Entonces

p(t) = <:c,a:>+t<:r:,y>+t<y,a:>+t <y,y>
= <y,y>t2+2Re<:c,y>t+<:z:,z>

Este es un polinomio de 22 gmdo con coefwtentes reales y por cémo se definid,

no puede tener raices reales szmples, ‘por la tanto su dtscrzmmante no puede ser
positivo. Entonces 2

L (2Re,<,;;'yf>)?,r 4<me><py>=0,
.de donde, S T
(Re <z, y>)2 <<z z2><y,¥y>.

4




1.2 Longitud o norma de un vector

Cama ésta es’ci rto par ‘e V en particular,

<z,y> y>) <<:¢:,:z:><<:z:,y> Y, <T,YS> Y>>,
de donde par c),

(I<x,y>|2)2 I<zmy>P<zz><yy>.

Si < z,y >= 0 la afirmacidn es obvia. 5i < x,y ># 0, la efirmacidn se obtiene
dividiendo enire | < z,y > 3. O

La desigualdad en d) se llama desigualdad de Cauchy-Schwarz. Observemos que en
ella se da la igualdad si y sélo si z y ¥ son linealmente dependientes:

Supongamos que z y y son linealmente dependientes, esto es, £ = ay para algiin @ E‘
F, entonces

[<zy>2 = |<any>P=<opy>Tanv> =<ayy><yay> "

= @<ay,y><y,y>=<ay,ay >< y,y >=< a:,x >< Y Y >
Inversamente, supongamos que la igualdad se cumple. Si < =,y >— 0 entonces
<zr,z>=00<y,y>=0,es decir,z=00 y =0, de donde z y y son lmealment.e;
dependientes. Si < z,y >7# 0 entonces

(Re<z, < z,y >y >)?

(Re(THTS <z,y. >»* (Re| < z,y> )%

por lo que
(2Re < z,w >)% —

Entonces el polinomio p(t) =< z + tw,z + t‘il) >con t eR tiene una rafz real doble
¢, por lo que z + cw = 0, y por lo tanto, Tr=—-c< zTY > Y,esto es, T y ¥y son
linealmente dependientes. L ’ ’

1.2 Longitud o norma de un vector

Sabemos que para todo vector x € R? la longitud o norma de z, denotada por || z ||,
estd determinada por || z ||= \/Z% + z3. Entonces nos resulta natural generalizar el
concepto de norma de un vector en un espacio con producto interno arbitrario de
acuerdo con la siguiente definicién.




un espacio con
roducto interno

Deﬁmcnén 1.2. 1 Sea V un espacio con producto intern

‘ € V' definimos la
norma (o longitud) de = mediante | z ||= ,’/< T T >, X

Como es de esperarse, las propiedades de Ia longltud en’

se satisfacen en general,
como se muestra en el sxgunente teorema. R

Teorema 1.2.1 Sea V un espacio con producto mtem Entoncea para toda z,yE€EV

y para todo c € F se cumplen:
JNzl=0;lzll=0siysilosiz=0"
i) lezll=lel- I =il o

#i) fz+ylI< z || + 1l v | (desigualdad del tridngulo).

Demostracidn.
i) y ii) son inmediatas. Probaremos iii).

hz+y|? CTHYTHYSP=<T,T >+ <Y T>+ < T Y> + <Yy, ¥ >
Izl?+2Re <z, y >+l y Pl = I* +2| < =9 > |+ llyll2

< fzP+2hzl-Nyll+holP=U=zi+Np? O

Definicién 1.2.2 Sea V un espacio con producto interno. Un vector z € V es un -
vector unitario si || z ||= 1.

Para cualquier vector no nulo z en un espacio con producto interno se t:ene que "—“
es un vector unitario. .

1.3 Ortogonalidad y ortonormalidad de vectores-en un
espacio con producto interno

Recordemos que para el producto puntoen R?2 6 B3, <z,y> =z -]l ¥ || cosé
donde 8 es el dngulo (0 < 6 < 7) entre z y y. Esta ecuacién implica la desigualdad
de Cauchy-Schwarz ya que |cosf| < 1. Ademdas z y y son perpendiculares si y sélo si
cos@ = 0, es decir, si y sélo si < x,y >= 0. Entonces nos resulta natural generalizar
la nocién de perpendicularidad a un espacio con producto interno cualquiera.

Definicién 1.3.1 Sean V un espacio con producto interno y x, y € V. Los vectores
x y y son ortogonales si < z,y >= 0. Un subconjunto S de V es ortogonal st
cualquier par de elementos distintos de S es ortogonal. Finalmente, un subconjunto
S de V es ortonormal si S es ortogonal y estd formado por vectores unitarios.

Ejemplo 1. Los vectores (z,¥), (—y,z) en R2 son ortogonales con respecto al pro-
ducto punto.




‘en un espacio con

1.3 Ortogonalidad y ortonormalidad ‘de vector
e LT T e ! ; producto interno

Egemplo 2. La base canémca en;: F" es un conJunt.' ortonor al con respecto al
producto interno canénico. i

Ejemplo 3. La base canénica en Mn es un con_]unto ort.onorma.l con x'especto al
producto interno dado en el ejemplo 2..

Teorema 1.3.1 Sea V un espacio con producto ulterno Y ‘sea S un con]unto ortoga-

nal formado por vectores no nulos en V. Entonces S.es lmenlmente mdepend:ente.
Demostracidn.

Sean x1,T2,... Tn elementos distintos en S y supéngase que pam al,az,

0= Za,z,. .

i=1

,anEE

Entonces para cuelguier j, 1 £ j < mn,

n n
0=<0, z; >=< Eaizi,xj >= Zai < X3, TF; >=aj " Tj "2

i=1 i=1
puesto que < zi,x; >= 0 para i # j. Como z; # 0, tenemos que aj = 0. Por lo
tanto, S es linealmente independiente. jm]

Las bases ortonormales desempefian un papel importante en los espacios con pro-

ducto interno. El siguiente teorema muestra que a partir de un subconjunto finito

linealmente independiente de vectores en un espacio con producto interno, podemos

encontrar una base ortonormal del subespacio generado por dicho subconjunto. El

proceso para encontrar una base ortogonal del subespacio es conocido como proceso

de ortogonalizacién de Gram-Schimidt. Una vez obtenida una base ortogonal, sélo es
\ necesario normalizar los vectores de dicha base.

Teorema 1.3.2 Sea V un espacio con producto interno y sean y1,42,. .. ,¥yn vectores
linealmente independientes cualesquiera de V. Entonces se pueden construir vectores
ortogonales z1,T2,... ,Zn en V tales que para cada k= 1,... ,n el conjunto

{z1,22,... yzx}
sea una base del subespacio generado por y1,Y2,+.+ 1 Yk-
Demostracién. IR
; Primero, sea T1 = y1. Los otros vectores estdn entonces dados inducti ,'. de la -
] siguiente forma: :
Supdngase que T1,ZT2,... ,Tm (1 < m < n) hayaen sido elegidos dc modo que pam
cada k = 1,... ,m, {z1,%2,... ,Zx} es una base ortogonal para el subespac‘lo de V
) generado por Y1,¥2,... ,¥kx- Para oonstruxr el stgu:ente vector zm+1, sea’; g

& cymims
Tmt+l = Ymil — Z W:ﬂk (1.1)

k=1

7




Mat: ices iux'xitarias

Entonces Trn+1 g 0, ya quc en caso’ contmno ‘Ym+1 €s.una mbmactén lineal de
Z1,T2,... yTm ¥ por lo tanto’ una combmaczdn lmeal de y;,yz U0y Ym. Ademds, si
1 € §j < m, entonces IR ; . i

< Ym+41, Tk >
< Tm+1,Tj > E —-—ﬁ‘z— < Tk, Tj; >
k=1 |

= < Ym+1: &5 > — < Ym+1,T5 >= 0.

< Ym+1: L5 > —

Luego, {Z1,%2,... ,Tm+1} €5 un conjunto ortogonal gue consta de m -+ 1 vectores no

nulos en el subespacio generado por y1,Y2,- -« s Ym+1. Por el teorema 1.8.1, {z1,x2,...,
Zms1} es una base para este subespacio. Asti los vectores T1,%2,... ,Tn pueden cons-

truirse uno tras otro de acuerdo con (1.1). O

1.4 Matrices unitarias

Definicién 1.4.1 Una matriz U € M, se llama unitaria’si U'U I En caso de
que U € My (R), se dice que U es ortogonal real Foi

Ejemplo 1. La matriz U =

es ortogonal real.

una’'matriz unitaria.

S

tes:

Teorema 1.4.1 Sea U € M. La's:,s:fé erités" afu-" ? f., son eg
1) U es unitaria. R LT .
2) U es invertible y U* = U™,
9 UU-=1.

4) U* es unitaria.

5) Las columnas de U forman un conJunto artononnal.
J 6) Los renglones de U forman un con]unto o onormal.

7) Para todoz € C*, || Uz ||I=| z ||.




1.4 Matrices unitarias

Demostracién.

Dado que una matriz gue liene inversa izquierda o derecha es invertible y su inversa
es tnica, 1), 2) y 3) son equivalentes. La eguivalencia de estas afirmaciones con 4)

se sigue de que (U)* =U. .
Considerando la multiplicacién de matrices y denotando por U' la i-ésima columna
de U (1 < i < n), el enunciado U"U = I significa que
iNeprd 0 sijs#i
Y 7d = (U U)ss =
(U)U_(UU)IJ_{I 8i.‘i=i
Es decir, las columnas de U forman un conjunto ortonormal respecio al producto

interno candnico y por lo tanto 1) y 5) son eguivalentes. Similarmente 4) y 6) son
equivalentes.
Si y := Uz y U es unitaria entonces || y ||*= y"y = z°U*Uz = z'Iz = z°z =

Il |13, esto es, 1) implica 7). Para el reciproco, consideremos primero el caso n = 2.

Suponiendo 7) y tomando = = ( (])‘ ), encontramos que 1l = z*z = y'y = z* U Uz =

1

1 y dado que (U*U)* = U*U (U*U es hermilica o autoadjunta), U*U debe tener
la forma ; ‘; donde a es el producto interno de la segunda columna de U y

la primera columna de U y @ es el producto interno de la primera columne de U y

la segunda columna de U. Tomando = = i oblenemos que 2 = z*x = y'y =

(U*U)11. Similarmente, tomando = = ( 0 , concluimos que (U*U)22 es también -

z*U"Ux = 2+ (a + @) y tomando = = ( : ) obtenemos que 2 = 2 + i(a — @), de

donde a +a@ = 2Rea = 0 = 2{Ima = a — @, por lo que a = 0 y entonces U*U = I,
esto es, U es unitaria.

Consideremos ahora el caso n > 2. Sean A = U*U y = € C* lal que todas sus
componentes distintas de i y j (i < j) son cero. Entonces

T Az = aiTizi + Q5TTG + Qi TT; + a5iTiEy :
— N — a;  ajj £ ) )
= Iy 5 . N
(m =) (& o) (& L
lo cual se reduce a la condicion z°U*Uz para todo z € C? y UU = :“ Z;J )
¥ 3
Por el caso anterior, ( :" :’-’ = I € Ma. Dado que i y j son arbitrarios,
i G55 . :

concluimos que cada submatriz principal de 2 x 2 de A es I € My, La dnica matriz
que satisface esla propiedad es A = I € M, y dado gque el caso n = 1 es obvio,
concluimos que 7) implica 1), lo cual completa la prueba. . O

Observamos que la inversa de una matriz unitaria y el producto de matrices unitarias
son también matrices unitarias. En efecto, A € M, es unitaria si y sélo si . A~} = A*.

9




1.4 Matrices unitarias. '

Asf, si A es unitaria entonces (A‘i)_1,= (Ab')“1
entonces (AB)~! = B~14~1 = B*A" = (AB)".

Definicién 1.4.2 Una matriz B € My es unitariamente eq
si existe una matriz unitaria U € M, tal que B=UAU. Si U
ortogonal), entonces B es ortogon»almgnte“e(;uivalenté a’l

valente a 4 € My
(y por tanto

10




Capitulo 2

Diagonalizacion

2.1 Introduccién

Sabemos que todo operador lincal T sobre un espacio vectorial V' de dimensién 7 se
puede representar por medio de una matriz n x n. Més aiin, si 8 es una base ordenada
de V v A = [T)5, entonces el conjunto de todas las matrices que representan a T" con
respecto a alguna base ordenada de V es el conjunto de todas las matrices similares
a A, a saber, el conjunto

{5"'AS|SeM, es invertible}.

Inversamente, si A € M,,, entonces A induce un operador lineal T4 sobre cualquier
espacio vectorial V' de dimensién n, en particular, A induce un operador lineal L4
sobre F" definido por L4(z) = Ax para todo vector columna z € F* y A es la
matriz que representa a L4 con respecto a la base candnica de F". Asf pues, es lo
mismo trabajar con operadores que con matrices.

En este capitulo intentamos representar al operador T' por una matriz especialmente
sencilla. Como los cdlculos que involucran a las matrices diagonales son sencillos (por
ejemplo, la nulidad, el rango y el determinante de una matriz diagonal son muy ficiles
de calcular), lo que buscamos es una base ordenada ¥ = {v;,... ,v5} de V tal que
[T), sea diagonal, digamos

A o
D= ..
0 An

Observamos que [T), = D si y s6lo si T(vx) = Mve paral < k< n.Si 8y Ason
como en el primer pirrafo, esto equivale a encontrar una matriz invertible § € M,,
tal que S™1AS = D. De hecho, S debe ser una matriz de cambio de base, a saber,
la que transforma coordenadas en 7y en coordenadas en S, esto es, S = [1V]£. Obser-
vamos que las columnas de S forman una base de F* y que S~ AS = D si y sélo si
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-2.2 Valores y vectores propios

AS = SD siy sélo siparal € j<nla J-ésxma columna de ASesla j-¢ésima columna
de SD, esto es, AST = (AS)I'= (SD)’ = AJSJ Lot

‘ vEn lo sucesivo trabajaremos con matrices en luga.r, de operadores.

2.2 Valores y vectores proi)ioS"'

Definicién 2.2.1 Una matriz A € M,, es dxagonahzable st es similar a una ma-
triz diagonal.

Como veremos mas adelante, no toda matriz A es diagonalizable. Luego, estamos

interesados en encontrar condiciones necesarias y suficientes para que una matriz A
sea diagonalizable.

Definicién 2.2.2 §i A € M,, un valor propio de A. es un escalar A € F para el
que existe 0 # x € F™ con Az = Az. Si A es un valor propio de A, entonces cualguier

03 x € F" tal que Az = Az se llama un vector propio de A asociado al valor
propio A.

Los valores y vectores propios se llaman también valores y vectores caracteristicos.

Teorema 2.2.1 Sea A € My. Entonces A es diagonalizable si y sélo si eriste una
base B8 = {z1,... ,2,} de F™ formada por vectores propios de A. De hecho, si A es
similar a la matriz diagonal D, entonces los elementos de la diagonal principal de
D son los valores propios de A.

Demostracién.

Si A es diagonalizable, eziste una matriz invertible S tal que D = S—1AS es una
matriz diagonal. En el dltimo pdrrafo de la seccidn anterior vimos gque las columnas
de S son una base para F™ formada por vectores propios de A con valores propios
los elementos de la diagonal principal de D. )
Inversamente, si 8 = {z,...,zn} es una base de F™ tal que Ax; = Aix; para
1<i<n, sean S = [z1,... ,2n] la matriz cuyas columnas son T1,... ,Tn ¥

M 0
D= ‘e
0 An

Entonces S es invertible y S~1AS = S"‘[Az;,... ,A::n]

_wl[All‘Il;.v:.‘ 4 Anzn] =
S™1SD = D. Luego A es diagonalizable. O T

Definicidén 2.2.3 SiA € M, y A esun dﬁlof_ jziopq

de ..4 e espacno propxo de
A asociado a A es el conjunto Ej = {z € F*| Az

Az}
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2.2 Valores y vectores propios

io de' A, entonces

Observamos que siA € .A/t,l y A es un valor
' ’ | (A =2z = 0} = N(A — AI)

E,\—{::GF"[A:::—A::

por lo que E)j es efectwa_mente ur

El siguiente resultado proporciona un método para calcula.r los valores propios de
una matriz. :

Teorema 2.2.2 Sean A e‘M,,

uiente afir_vndk:ianes ‘son equiva-
lentes: : AR T

1) X\ es valor propio de A.
2) A — Al no es invertible.
3) det(A— AI) =

Demostracidn.

Por la observacidn anterior, A es un valor propio de _4 si y sdlo si: A'(A AI) # {0}.
Sabemos gque esta condicién es equivalente a que la matriz A AT no sea invertible
y a que su determinante sea 0. O

Ya que )\ es un valor propio de A si y s6lo si det(A — AI) 0, o bien, si y sélo si

det(A] — A) = 0, podemos construir la matriz = — A con elementos polinémicos y
considerar el polinomio

T —an —-aiz e —ain
—asg) I—aop ... —azn P L |
det(z] — A) = . . . . = z" 4 términos de menor grado
—Gni —Qn2 oo T — Qnn.

Los valores propios de A son los escalares ) e F tales que det(z\l — A) = 0, esto
es, son las raices o ceros del polinomio det(zI = .4) en’F. Esto muestra que A tiene

a lo mds n valores propios dxstmtos. Es xmporta.nte ‘aJa.xj ‘que A puede carecer de
valores propios. : e

Definicién 2.2.4 Si A € M,, el polmomm fA(:z:) dei(le— A) se llama el poli-
nomio caracteristico de A. . R

Lema 2.2.1 Las matrices smulares tienen ‘el mismo
Demostracidn.
Si B = P~1AP, entonces

det(xI = BY-.

linomio caracteristico.

‘detP"’ det(zI A) ~detP
~det(:x:I A)
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:2.2'Valores'y.vectores- pfopios ’

'los va.lores propxos ‘de A son'1 y 2. :
. o 3 6 6 SRR G :
: Ahora, - I = 1 2 2 tiene rango. 2‘y nulidad .1, por lo que
1 25 3 e PR
S4LY :
B, = N(A — I) es unidimensional. El vectdr S ¥ es un vector propxo :
A ;
asociado a 1, por lo que B} estd generado por este vector. )
Por otro lado, A — 2I = 1 10 27'1.) Vtien‘e también rango 2 y nulidad - -
-1 =5 =4"/) " B R A

1, por lo que B3 = N(A— 2I) es tambiéh unidimensional. El vector | 1 )
-2 .
es un vector propxo asocmdo a 2, por lo que F» esté generado por este vee- -

457V .3

tor. Observamos que |- <1’ ) y ( 1 son lmea.lmente mdependxentes :Sm
o -3 N2 PROSRINGE

embargo, .4 no es dlagona.llzable pues no emste una base de

vectores propios. de A .

fo mada por.




11.2.2 Valores y vectores propios

propxos lmea.lmente xndepen i

ciados a1, por lo que E) estd generado
por ellos.. B e .

Por otro !ado, .4 ,tiéne Tango 2 y nulidad 1, por lo que

ropio asociado a 2, por

atriz'invertible

een la diagdnal

principal de D aparccen los valores propios de A contando u- multxplxcxda,d

como raices de_fa(x) ¥y que las columnas de P son.la ‘base de vectores proplos
de A. .

Definicién 2.2.5 El espectro de una matriz A € My, es el canJunta de todos Ias
valores propios de A en C.

Definicién 2.2.6 El radio espectral p(A) de una matnz Ae M,. es p(A)
maz{|{A\] : X es un valor propio de A}.

6 -3 -2 : S :
Ejemplo 1. Sea A = 4 -1 -2 ) . El polinomio caracteristico de A es fa(zx)
10 -5 -3

= (z — 2){z + 3)(z — 1), por lo que el espectro de A es el conJunto {1 2 —3} y
el radio espectral de A es p(4) = 3.

? —01 ) El polinomio caracterfsuco deAes fA (z) :

= (z — 1)(z + 1), por lo que el espectro de Aes el conJunto
espectral de A es p(A4) = 1.

Ejemplo 2. Sea A4 = ﬂ;.:z+1

}»y el radxo :

Observamos que si A es cualquier va!or propio de A entoncos A= p(A), mas atn,
hay al menos un valor propio X para el cual |A| = p(A)‘ : R

15




2.3 Diagonalizabilidad

2.3 Diagonalizabilidad

En la seccién anterior vimos que no toda matriz es diagonalizable. En esta seccién
damos un criterio para determinar si una matriz puede ser diagonalizada. Comen-
zamos con ¢l siguiente resultado. .-
Teorema 2.3.1 Sean A € My, y M,A2,... , A valores propios distintos de A. Si
T1,T2,... Tk son vectores propios de A tales que Ax; = Aiz;, 1 < 1 < k, entonces
{x1,x2,... ,Tx} es linealmente independiente.

Demostracidn.

Procedemos por induccion sobre k. Supongamos que k = 1. Entonces z1 # 0 pues x;
es un vector propio de A. Luego {z,} es linealmente independiente.

Supongamos vdlido el teorema para k — 1 vectores propios, donde k —1 > 1, y que
tenemos k vectores propios x1,x2,... , Tk correspondientes a distintos valores propios
A1y A25- o0 3 Ak Queremos demostrar gque {x1,T2,... ,zx} es linealmente mdepend:en-
te. Supongamos que se tienen ay,a3,... ,ar € F tales gque .

a1z +axrs+ ...+ apx =0 RIS (2.1)

Multiplicando por A ambos lados de la ecuacion (2.1) ablenemos

a1 Az +asdzxy +... + ar Az = a1 171 + 02A21‘2 +y + ak)\k:z:k 0 (2.2)

Multiplicando ambos lados de la ecuacidn (2.1) por. z\k obtenemos

aj Ay + agz\k1:2 + oo + akAkzk = 0

(2.3)

Restando la ecuacidn (2.3) de la (2.2) tenemos que : :
ai(Ay — Ag)zy + az(Ae — Ag)xe + ...+ ak—l()\k-x - 4\k)-'=k—x =0

Por la hipdtesis de induccidn, a1 (A — ) = aa(ha =) =... = ak_l (Ak_l —Ak) =0
Y ya que Ay, Az, ..., A son distintos, ay = a2 = ... = ax_) = 0. Asf la ecuacidn (2. 1)
se reduce a axzy = 0. Como zx # 0, a = 0; por lo tanto, a; = az =...=ax = 0. .

Corolario 2.3.1 Sea A € M,. Si A tiene n valores propios d:stmtas entonces A es
diagonalizable.

Demostracidn. :

Supongamos que A tiene n valores propios distintos A1, A2,... B An ¥y sean x1,Ta,...,
zn los vectores propios de A tales que Az = A\iz; para 1 € i € n. Por el teorema
anterior, {€),Z2,... ,Zn} es linealmente independiente y por lo tanto es una base de
F™ formada por vectores propios de A. Entonces A es diagonalizable. 0O

Ejemplo. Sea 4 = ( __24 _;1 ) El polinomio caracteristico de 4 es f4(x) =

z(z — 4) y por lo tanto los valores propios de A son 0 y 4. Por el corolario
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‘2.8 Diagonalizabilidad

ant{efior',"A.es_‘diagonélizab] -En’ efecto, el vector -columna ( ; ) genera al

espa.cxo propxo de A asocxado a 0 el vect.or columna' (_2) genera al espacio
propxo de A asocna,do a4 y { ( ) ( } es‘ la base que dxagonahza a
A . : B

La condicién suficiente para la dxagonahzabxhdad dada en’ el corola.rxo a.nt.e_nor no’
es necesaria, como lo muestra el ejemplo 3 de la seccnén antenor. .

Supongamos que A € M, es diagonalizable y que Al,Ag,...’,Ak con k < 1 son
los valores propios distintos de A. Entonces existe una matr:z‘; mvgx'txble‘s (cuyas
columnas son una base de F" formada por vectores propios de A) tal que

Mnh
STlAS =D = .
eI
donde J; es la matriz identidad de mj; x mj;. Observamos que:
1) Por el lema 2.2.1, fa(x) = fp(z) = det(z] — D) = (z — X1)™ -« (T — Ax)™*.

2) Paral < j £ k, dimBy; = dimN(A — );I) = dimN (D — X;I) = mj, ya que las
matrices similares tienen la misma nulidad y el mismo rango y la matriz D — A;T
tiene m; ceros en la diagonal principal.

Esta relacion entre la dimensidén de cada espacio propio y la multiplicidad del valor
propio correspondiente como rafz del polinomio caracteristico nos proporcionard un
criterio para determinar cuindo una matriz dada es diagonalizable.

Definicién 2.3.1 Sea A un valor propio de una matriz A € M, cuyo polinomio
caracteristico es f(x). La multiplicidad algebraica de X\ es el mayor entero
positivo m para el que (x — A)™ es un factor de f(x).

4 6 6
Ejemplo. Para la matriz A = 1 3 2 vimos en la seccién anterior que
-1 -5 .-2 ’

su polinomio caracterfstico es fa(z) = (z — 1)(z — 2)2. En este casd los valores

propios A; =1 y X, = 2 tienen multlphcldades algebra:cas 1 y 2 respectiva-
_mente. : .

Definicién 2.3.2 Sea A un valor iJi'opiov dc una hititriz"A € M. La multiplicidad
geométrica de X es la dimensidn del espacio propio” Ex"asociado a .
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2.3 Diagonalizabilidad

4 6 6
Ejemplo. Para la matriz A = 1 3 2 vimos en la seccién anterior que
-1 -5 -2

los espacios propios E) y E- asociados a los valores propios A1 =1y A2 = 2
son unidimensionales, por lo que ambos valores propios tienen multiplicidad
geométrica 1.

Teorema 2.3.2 Sean A € M,, y A un valor propio de A de multiplicidad al_qebrmca
m, entonces 1 < dimE) < m.

Demostracidn.

Sea {z1,T2,... ,zp} una base ordenada de E) y sea B = {Z1,T2,.++ 1 Zp, Tpt1s+++:1Zn} -
una extensidn a una base ordenada de F*. Consideremos el operador L 4 definido so-
bre F™ por La(z) = Az y sea B = [Ls)s. Ya que x1,%2,... ,Tp son vectores propios

de A correspondientes a A
_( B1 B2
B= ( 0 B; )’

donde By = AI, y 0 es la matriz cero.
Como A y B son similares, por el lema 2.2.1 tenemos que

falz) = det(zl — A)
= det(z] — B) B :
— :!:I,, -— B; —Bz
= det ( 0  zlhi,—Bs )

= det(zlp — By) - det(zln-p — Ba).

Sea g(x) = det(zIn-p— B3) el polinomio caraclerfstico de Bi. Claramente, det(zIp—
By) = (z — A)P. Por lo tanto fa(x) = (z — A)Pg(z), de modo que la multiplicidad
algebraica m de A\ es al menos p. Pero ditnEy = p, por lo quel < dimE\x <m. 0O

Lema 2.3.1 Sean A € My, A1, A2,... , M\ los valores propios distintos de A y W =
Exn + Exy + -+ + Ex, . Entonces dim W = S5 | dimE,,.

Demostracion.
Para 1 < i < k, sea B; una base ordenada de E\; y sea f = (B1,B82,.-.,8%) la
sucesion ordenada de las bases. Claramente, B genera el subespacio W = Ej), +

Ey; 4 ...+ E,,. Falta ver que 8 es linealmente independiente. Cualquier relacidn
lineal entre los vectores en B tiene la forma wy +wa+...+wg = 0 con w; € Ex; para
1 <1< k. Sialginw; #£ 0, se tiene una relacién de dependencia lineal entre vectores
propios de A asociados a valores propios distintos, lo que contradice al teorema 2.8.1.
Luego w; = 0 para cadai = 1,... ,k. Ya que w; es una combinacidn lineal de vectores

en la base B;, se ve que sdlo se tiene la relacidn lineal trivial entre los vectores en 8.
[m]

Teorema 2.3.3 Sean A € M, y A\1,22,... , ¢ los valores propios distintos de A en
F. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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2.4 El teorema de triangularizacién unitaria de Schur

i) A es diagonalizable.

ii) El polinomio caracteristico de A es fa(z) = (x—A1)T ---(T— X)) ydimE,, =
di para i=1,... k.

iii) dimEBs, + ... + dimEs, = n.

Demostracion.

En la discusidn anterior a la definicion 2.3.1 observamos que i} implica ii). Si el
polinomio caracteristico fa(x) es producto de factores linecles, como en ii), entonces
dy +...+dx = n. En efecto, la suma de los d; es el grado del polinomio caracteristico
y ese grado es n. Por tanto ii) implica iii).

Supongamos que tenemos iii). Por el lema 2.3.1 tenemos que F* = E), +...+ E,,,
es decir, los vectores propios de A generan F". 0O

Observemos que la equivalencia entre i) y ii} proporciona un criterio para la diago-
nalizabilidad. En efecto, A € M, es diagonalizable si y sdlo si f4(z) se descompone
en un producto de factores lineales y para cada valor propio A de A el nimero de
factores de fa(z) de la forma (x — A) es n— rango(A — AI). Segiin el teorema 2.3.2
esto siempre ocurre para las raices simples de fa(z), por lo que s6lo debe verificarse
para las raices miltiples.

7 -2 -4
Ejemplo. Para la matriz A = ( 3 0o -2 vimos en la seccién anterior que su
6 -2 -3

polinomio caracteristico es fa(x) = (z — 1)2(z — 2) y que los espacios propios
E), y E» correspondientes a los valores propios 1 y 2 tienen dimensién 2 y
1 respectivamente, por lo que A es diagonalizable. En efecto, como FE; estd

1 2 2
generado por { 31, ( o ) } y E; por 1 }, juntamos las bases de E;
0 3 2
1 2 2
y E2 para formar la matriz invertible P = ( 3 01 ) que es la matriz de
0 3 2

cambio de base para la cual P! AP es diagonal.

2.4 EI] teorema de triangularizacién unitaria de Schur

Concluimos este capftulo con un resultado de fundamental importancia por su uti-
lidad, a saber, que cualquier matriz A € M, es unitariamente equivalente a una
matriz triangular superior cuyas entradas en la diagonal principal son los valores
propios de A en un‘orden prescrito.

Teorema 2.4.1 (Schur). Dada A € M, con valores propios A1,Az,...,An €n
cualquier orden prescrito, eziste una matriz unitaria U € M, tal gue U*AU =
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2.4 El teorema’de triangularizaci:(in unitaria de Schur

T = (tij) es triangular superior con entradas en la diagonal principal tii = Xi,

i=1,...,n. Mas atin, si A€ M,(R) y A1,X2,... , Ay € R, entonces U se puede
ger real y ortog L

Demostracion.

La prueba es algoritmica y consiste en una sucesidn de reducciones.

Sea uy € C* un vector propio de A asociado a )\, y de norma 1. Extendemos u) a una

base ortonormal {uy,w2,... ,wn} de C*. Sea Uy la matriz unitaria cuyas columnas

son, de izquierda a derecha, uy,ws,... ,wn. Ya que la primera columna de AU; es

AMuy y los renglones de Uy son w,Wz,... ,Wn, donde la barra indica la conjugacion

compleja, un simple cdlculo muestra que la matriz Ut AUy tiene la forma

. M x
UjAU; = 0 A )
Por el lema 2.2.1, la matriz Ay € My, tiene valores propios Az,... ; n. Sea uz €
C*-! un vector propio de A; asociado a Az y de norma 1. Repitiendo el praceso
anterior, obtenemos una matriz unitaria Us € My_; tal que

- A * .
U2A1U2=( 02 vsz)
Sea V2 = ( (1) 32 ) Entonces Va es unitaﬁary par lo tarrljtq también lo es Uy Va.
Ademds VgyUp AULV; tiene la forma ' .

A1 * Aox *
VU3 AU V, = ( 0 UsAUs ) = 1] OAz A

Continuando este proceso de reduccion, oblenemos matrices unitarias U; € Mg_ ;41
parai=1,...,n —1 y matrices unitarias V; € M, parai=2,... ,n~1. La matnz
U=U1VoV3-:- V. es unitaria y U* AU tiene la forma deseada.

Si todos los ualores propios de A € My, (R) son reales, entonces los vectores pro-

pios correspondientes se pueden escoger con coordenadas reales y por lo tanto U es
ortogonal real. O

Como consecuencia del teorema de Schur obtenemos el siguiente resultado que nos
serd 1itil en el siguiente capitulo.

Teorema 2.4.2 Si A1, Az,...,Ax son los valores propios distintos de A € M,. en-.

tonces para cualguier m € N AT AZY o s AT son todos Ias valores propws (no
necesariamente distintos) de A™.
Demostracidn.

Sean A1, A2, ... , A los valores propios distintos de A con mult:pbczdades algebrmcas
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A™m 4y T™ ttenen los mismos valores propios.  Luego A1 ,Az ) Ve “son: todos las ’
ualores propios de A™. O - AR

Corolario 2.4.1 Sean A € M,z ym €N, entonces p(A"'
Demostracidn. :

k), l)\l < p(A). Por lo tanto, |/\ | = l)\J|"‘ = p(A)"? y para todo

1Aif™ < p(A)Y™. Como AT AF,..., AP son iodos Ios valarea propws Jde AT se st_que
que p(A™) = p(A)™. = - :
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Capitulo 3

El Teorema de Perron-Frobenius

3.1 Normas vectoriales

Definicién 3.1.1 Sea V un espacio vectorial sobre F. Una funcién || |1 V = R es
una norma vectorial si pare todo z,y € V y para todo ¢ € F se cumplen:

iJlzll= 0;llzjl=0 siysélosiz=0
i) ezl =lelllz |
ii) flz+ylf <zl + Nyl

Una norma vectorial es entonces una generalizacién de la familiar longitud Eucli-
diana en cl plano o en el espacio y nos pernnte habla.r de “tamano" Y ‘.‘cercanfa” en
un espacio vectorial arbitrario. b : JONOEN

Lema 3.1.1 Si|| - || es una norma uectonal enV; entonces para tado a:,y € V

llzll—llyll

Demostracidn. - o s ey
Por iii), | z |l=li =z — y+y II < IL=llyl=siiz—yl.
Andlogamente, ||y || — 1| z I < Iy )= ll z~yll.
O M

A continuacién da,;hés algunos ejemplos de normas vect

jales: "En‘ el capftulo‘ 1 vimos
el primero de ellos i

Ejemplo 1.°8i <. -'> es un producto interno’en 'V, entonces Hzll=<z,z>}
es una: nor a vectorial,:llamada la norma vect.ona.l inducida por el producto
mterno. : :

‘En los ejemplos 2a 5, V=Cc* y zEV.
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3.1 Normas vectoriales

Ejemplo 2. La norma £ esté. dada por

EJemplo 5. La norma £oo estd dada por
Iz lloe = max{lxxl.-u Jzal}

Ejemplo 8. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre F y 8 = {v1,v2,
‘+esyvn} es una base ordenada de V, sabemos que la funcién [-]g : V' - cr

da.da por
Eot 8
T2
ls =1 .
i :
parav = 3 @, Tiv;, es un xsomorﬁsmo de Vi en, C" Entonces, sil).- |l es
cualquier norma en C*, || vl MNls i || (21, T2y ,.'z,.)‘

|| es una
normaen V. : :

las func:ones contmuas del
‘F|'fes cont.mua}
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s 3.1’ Normas vectoriales

E_]emplo 9. La norma L,, estei dada. por

1l =

Si V es un espacio con producto interno, una nbi'ni - '[|-definida sobre V estd
inducida por el producto interno si y sd]o si satx ace la ley 1 paralelogramo, es
decir, que para cualesquier z,y € V, ; ; i

(uz+yu’+uz—yu’) —Ilkxll’

Vemos que la norma £, del ejemplo 5 a.ntenor no estd mducxda por un producto

interno, pues para n = 2 y para £ = (1,0), y =" (0,1)' no se satlsface la ley del
paralelogramo. B

Ademas de medir el “tamaifio” de un vector y determinar si dos vectores éstéh “cerca”

uno del otro, las normas se pueden usar para medir la convergencia de una. sucesxén‘
de vectores. W T

Definicién 3.1.2 Sea V un espacio vectorial sobre F y sea || - || una norma vectonal
en V. Decimos que la sucesidn {v(k)} de vectores en V converge a un vectorv. € -V
con respecto ala norma || - || si y sélo si || vy—v || 0 cuando k= o y escnb:mos

1i = X .
Jim vy =v con respecto a |||

—_—
V) o Y

Observamos que el limite de una sucesién {v(k)} de vectores en: V con respecto a
una norma || - || dada estd bxen deﬁmdo. En efecto, si :

ey
S QR |

entonces ’ e
fvgy —v -2 0

¥y por lo tanto

I = v li=ll v = vy + vw —-v N=lw - - vy Il + I um v|— 0 cuando k -+ co.
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3.1 Normas vectoriales

Luego, v =u.

Nos preguntamos ahora si es posible que una sucesién dada de vectores converja
con respecto a una norma y no converja con respecto a otra. Como veremos ensegm-
da, esto no puede ocurrir en un espacio vectorial de dunensxén ﬁmta. :

Recordemos que una funcién f : F* — R es uniformemente contxnua en'A C Fn
si para todo ¢ > O existe § > 0 talquesi s, u € A y [[z—u |25 6 entonces

If(z) — f(u)l <«

Lema 3.1.2 Sea || - || une norma en un espacio vectonal v sobre F y scan vl,
vV2,... yUm € V vectores dados. La funczén g: F™ — R definida por S
9(z1, T2, -+ Tm) = 1 + Tovo F oo Ty ([

es una funcién uniformemente contmua.
Demostracidn.,

Seanz =3 2 zivi yy = Z"=1 Yivi, donde z;,y; € F paral <

luzn—uyul

1921, 22,0+ Zm) = 9(W1, V20 s ym)]

mllggx o II 11<m<°5nlx: —ul

Sea ¢ = mmaxigicm [l v; ]| Corna algun 1 :
nadae que prabar), c> 0. Luego

;E O i(en caso cantrarw, g >0‘ y' no hay

lg(z1,Z25- - s Tm) — g(y¥7y217

Entonces, para que Ig(:;:l,zz,_‘
& 0 '
Corolario 3.1.1 Cualqu:er no
Demostracidn.
Basta con tomar v; = e‘ en el g
para todo z = (T1,T2y.... ,a:m) € F"‘

Teorema 3.1.1 Sean VV un_espacio” veclorial de. dimensidn. ﬁmta sobre F y B =

{vy,v2,... ,vn} una base ordenada de ‘V L8if1i f »V — F. son Junciones que satis-
facen:
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3.1 Normas vectoriales

a) fi(v) >v0 para tbdb"u ’E'V::'f.'(u : 0 si'y sdlo st-v‘-— 1]

b) f,(av) = |a|f,(v) para tada a €F y todo v e v

¢} fi (v(a')) es contmua en F" dond zl‘, .’L'z,... ,:c,.) €EF y

v(z) = Z1in + zzvz +

entances e:msten Cm,CM e R"‘ tales que para cualqmer veV,

o Cmfx(v) < fz(v) < CMfl(”)

Demostmcuﬁn.

Sea S ="{z € F" s || z ||2 = 1} Ia esjera umtarw ysea h: S — R la funcién dada
por
' 1 (v(z))
h(z) =
n(@)’

donde v(x) = z1v1 + ...+ Tnvn. Ya que v(z) = 0 si y sdlo si £ =0, por a), h estd
bien definida en S; de hecho, h(z) > 0 para todo = € S. Por c), h es continua en S
que es un compacto en F™. Luego, por el teorema del valor mdzimo y minimo (ver
[1] pag. 180), h alcanza su mdzimo Cpy y su minimo Cp, en S y ambos son positivos.
Por lo tanto, para todo T € S,

Cmf1 (v(@) < £2(v(@) < Curhi(v(@)-
Probaremos que las desigualdades anteriores valen para cualquier x € F™. Por a),
valen para z = 0. Siz # 0, entonces F- € S y v(-”;"'n:) = “;I—bv(z); luego, por b),
valen también para x 7% 0. Finalmente, como 8 es base,.cualquier vector v €V es de
la forma v = v(z) para algin x € F*. Por lo tanto, para cualquierv €V,
Cmfi(v) < f2(v) < Carfi(v). O

Corolario 3.1.2 Sean [} - ||, y || - |3 normas en un espacio vectorial V de dtmen-
sidn finita sobre F. Entonces czristen constantes positivas Cyy v Cu tales que para
todov € V,

Crmllvia<llvllg < Cumilvlla-

Corolario 3.1.3 Si|j- ||, vy |l - Il son normas en un espacio vectorial V de d:men-'
sidn finita sobre F y si {v)} es una sucesidn dada de vectores, entonces ;

— v
v(k) . v si y sdlo st v(k) ","’,

Demosiracidn.

Por el corolario 8.1.2 ezisten Cm y Cur. en R“’ talea que todo k € N

vII

Cmll vy —v i, <1 Vi) — Y il g < CMIl U(k)

Por lo tanto, || v(k) —vllyj —0si iy sdlo si || v(k) —v "B —o. o
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Definicién 3.1.3 Dos normas uectonales son equlvalentes si cada vez que la suce-
sion {vy} converge a un vector v con respecto a’una norma, tambzén converye av
con respecto a la otra norma. . s -

El corolario 3.1.3 muestra entonces que en un &pacio vectorial de dimensién‘ﬁnita. ‘

sobre F todas las normas son equivalentes. En particular, todas las normas en‘]Rf":é
C" son equivalentes a la norma £, donde || z ||, = max{]x;l,. .oy ]:z:,ll}. Asf,

T(x) "_"’ xz siysélosi ",“‘”l E

si y s6lo si (z())i — zi cuando k — oo. Es decir, la sucesién de vectores {:l:(k)} en
R® 6 C* converge a z con respecto a cualquier norma si y sélo si la sucesién de las
i-ésimas componentes de {z()} converge a z; para todoi=1,... ,n. .

En un espacio vectorial de dimensién infinita, dos normas distintas pueden no ser
equivalentes, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Considérese la sucesién {f(x)} de funciones en C[0, 1] {f [0,1] — F[f
es continua} definida por

Je(z) =0, o<z<%
Fr(z) =2z~ k), <z &
fr(z) =2(~ k=z+2L%), F<z<%
Jr(z) =0, 7;5:551
para k= 2,3,...

Para la norma L, se tiene que ) :
1
I Fe n1=f If(k)(t)ldt=f |2(I.:t—k:)ldt+/ I2(~k3e + 28 Blae =
2/ (ede k:)dt+2/ - Int+2k=)dt—-%—+0 i k= oo.

Pa.ra. la norxna. L2 se txene que

(u f(k) u )

Lf(k) (t) lzdﬁ

f 4(&%2 Z 21:—’: + k)de + / 4(k3t2 487t + 4k)dt
i ,

‘3

.1 Normas vectoriales
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Por lo. tanto, ||'f(k) ||2
tleneque LT -
I F9 oo = max{nfm(z)u ze (o, 1} = |f(k)(-23—k)| = fos () = k¥ = o0

‘st k—)oo

3.2 Normas matriciales y radio espectral

Dado que M.. es un espacio vectorial de dimensién n?, podemos usar cualquier norma
vectorial sobre C*° para medir el “tamafio” de una matriz. Sin embargo, M, ademds
de ser un espacio vectorial, tiene definida una operacién natural, la multiplicacién de
matrices. La definicién de una norma matricial permite no sélo medir el “tamafno”
de una matriz, sino relacionar el “tamaiio” de AB con los “tamaiios” de A y de B.

Definicién 3.2.1 Una funcidn j||- ||| : Mn — R es una norma matricial si para
toda A, B € M, y para todo c € F se cumplen:

i) Al 2 0; 1Al =0 si y sdlo si A =10
i) liedlll = el 114l
i) |14 + Bill < [IlAll + B

) 4Bl < 141l NiBiI-

Claramente, toda norma matricial es una norma vectorial. Por otro lado, sélo algunas
de las normas vectoriales introducidas en la seccién anterior son normas matriciales
al definirlas sobre AM;, como veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1. La norma ¥¢; definida para 4 € M, por
n
Hally = 37 lasl
ij=1
es una norma matricial. En efecto,
i) Al = Xl laisl 205 |lA4]), =0si y sé]o siA=0
i) |ledlly = Z:‘,j: feai;l = 2-,,-—1 le] |’-"u| =l 2,,,-.:1 la;

iii) |14+ Bl, = E.J_l laij + bijl < Z.J 1(laii) =+ 1bisl)
7 loisl = HAT o+ B, S

’v) “‘43”1 = Zi.]=1 | zk_l alkkal < 2:,_7, /
(Ztems lainl) (e |bm,|) = nAuquul.

= |} l}All;-
il +
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- 8.2 Normas matriciales y radio espectral

E.)emplo 2. La norma 82 deﬁmda. para A € M, por

liall, = ( 2 |a.,|2)
es una norma matricial.

Ejemplo 3. La norma matricial mgxima suma de columnas se define para A €
M, por

ANl = ‘mﬂx ,E Ia.'jl-
EJemplo 4. La norma matricial méxxma ‘suma de renglones se define para A €
My por
, ,mAmg° =,gg,ag;2|a,-,-|f

E_]en)plo 5. Una norma vectona.l que no es una norma matncxa.l es.]la norma £oo
deﬁmda para A € M,. por e :

‘Si consxderamos la matnz A = («1 e 4€v‘M2V'éntonces 42224, || A llo=1,

u A2 floo =l 24 flo = 2| A ||°°= 2y pof Yo tanto no se cumple que || A2 [loo
s 14 12 e S

Probamos enseguida que una norma matricial se puede transformar en otra por
medio de una similitud dada.

Teorema 3.2.1 Si ||} - |i| es una norma matricial sobre My y siS e 1\4,1 es una
matriz invertible, entonces [[| - |||s definida para A € Mn por :

Hlallls = llis=1 A4S

es una norma matiricial.

Demostracidn. i
Las propiedades i), ii) y iii) se verifican factlmente para lll ||| Pam la prop:edad tu)
lenemos que
Il4Bllls. = [IIS~*ABS||| = III(S'IAS)(S'IBS)Hl
= IIIS"ASIII lIlS'lBSlll = lIlAIIIsIIIBIHs-

Las normas matncxales proporc:ona.n cotas pa.ra el wpectro de una matrxz.

29




' Teorema v3‘.2.2, S :

Demostmc:én . i

Por la"definicidn de rad:o espectml (defm:c in2.2.6). ezzste un ualor propio A\ de
A'tal ‘que |\ = p(A). Sea 'z un vector: propio de ‘A asociado a A, entonces Az =
Az.-y . T #0. Sea B € M, tal que todas- sus calumnas son iguales al vector propio
z, entonces AB = 2B. Si ||l ||l es cualqu:er norma matrzcml entonces

AHIBNL = IIAB]|| = IllABlII < IIIAIII mailil

Por lo tanto, . :
I =p(4) < IIlAllI- =

Lema 3.2.1 Sean A€ M, y ¢>0, entonces eztste una norma matnczal 1R ]|] tal
que p(A4) < |14]l] < p(A4) + e ' .
Demostracion.

Por el teorema de Schur, eziste U € M, unitaria tal que A U'AU es una matnz
triangular superior cuyas entradas en la diagonal prmctpcl on Ios ualores propios '
A2 A2,.-- s An de A (en C). Supongamos que

Ay dia ..l ‘dlAn'*
0 A2 cee dzn;

o
(=]
>
3

y para t > 0, sea

Entonces

2 /7 M dl 2 -.‘.:. ‘dl ": i_l ' 2 0
: t Py Jeo dant t- :
DADI = O o n

D, = R
(0 Lgm
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3.2 Normas matriciales y radio espectral

Observamos que los resultados a.ntenores muestran que p(A) xnf{|]|A||| ||| Hl es
una norma matricial}.

Recordemos que dada 4 € My, se define . A™ = 4™~ 14 para todo m € N. En
el siguiente capftulo estaremos interesados en determinar el “Ifmite” (si existe) de la
sucesién de matrices {4* : k € N}.

Definicidn 3.2.2 Sean L, A1, A2, As, ... matrices en My, xp. Se dice que la sucesién
Ay, Az, A3,... converge a la matriz L, denominada el limite de la sucesién, si para
cada par de indicesi yj,conl <i<nyl<j<plas ién de nii 03 plejos
(A1)ij, (A2)ij,... converge a Lij. En este caso escribimos limpy 100 Am = L.

Recordemos que el limite de la sucesién de nimeros complejos {2 : m € N} se
define como

"}i_l'n Zm —( lxm Re{zm)) +1( hm Im(zm)).
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Ejemplos:

Demastmcuin. ; : :
Para cuanuter par de md:ces z y J con 1

o V\»'n ; . 'A i P
Jim [(vBAm)ij]x=‘ ,,{‘_’.%o [g%#(“‘““

= 3 Bu{ Jim [(Amesl}
B k=1 L e
n . N |
= > " BuLsj
k=1
= (BL)ij. ~ SRS
Por lo tanto, Yimpm—yoc BAm = BL. Andlog te, lim AnC=LC ‘jl:l .

Corolario 3.2.1 Sea 4 € My, y sea limpy_,00 A™ = L. Entonces pam cualqmer -
matriz invertible Q € M,, se tiene que limy,o,00(QAQ™1) = 1

Demostracidn. L
Dado que (QAQ™)™ = (QAQ'NQAQ™Y)...(QAQ™ 1)

teorema anterior, obtenemos que

hm [(Q_4Q-l)m] _ llm (QA"‘Q‘I) =Q( lim-‘A'")Q

v QA‘"",Q",» usa‘nd.a:'el

En esta seccién estamos interesados en ca.ractenza.r las ma. ri E M,. ta.les que

limg— 00 AF = 0.

Lema 3.2.2 Sea A € M. SijllAll| < 1 para alguna norma matrwtal {1-1ll, entonces
lim A% = 0.
k—oo

Demostracidn.

St LAl < 1, ya gue |}]A*|]] < (l|Al))*, entonces |||A*|]] — O cuando k — oo, es
decir, A¥ — 0 con respecto a la norma |||+ |||. Dado que todas las normas vectoriales
sobre M, son eguivalentes (corolario 3.1.8), debe ocurrir gue A* — 0 con respecto a
la norma || - |, esto es, todas las entradas de A tienden a cero cuando k — co. OO
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Demostmctén. :
Si A es convergente, pnm cualguier vector pmpw :c de A

de donde A es

Demostracidn, ; E Syt
Sea \ un valor propio de A tal que p( ) |;iento lor, pro'p'io“de Ak y
por lo tanto p(A)" lA]" k ) .

Seane >0y A = (p( 4) +=) 1A. S Ales ‘un valor, propw_de A, entonces’ e:mste un
vector no nulo z tal que Nz = Az = (p(A) +€)"} Az de dande A:: = (p(A) “+ €)AT.
Luego (p(A) + €) es un valor propio de Ay por Io tanto :

(p(A4) + )N = I(P(A) + A< P(A)-
Entonces |A\] < (p(A) +€)~1p(4) < 1, por lo gue p(A)<lyAes convergente.

Ya que limi—ooll|4%||| = 0, existe N € N tal que (p(A) =+ e)_kmA"[Il A%< 1
para todo k > N. Luego, para todo k > N,

ILA*IE < p(a) + .

Por o tanto, limeL,oofllA¥II1E = p(4). O

3.3 Matrices no negatlvas y matrlces posxtxvas :

F=1,...,r.

ii) B-es posxtxva, a bxe
1,000,

i) A>2B si A— B>0
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¥ 3.8 Matrices no negativas: y-ma! rices positivas

iu)A>BsiA-B>o

Observamos que > es un orden parcxal en M,.V yquee compatible con las operacxo— )
nes usuales de suma y multlphcac'é' MiiEn
resultados. :

pare todo i, j =1,...,n, de dande, 0 < AC’ < BC Analogamente, BC < BD. ]

Corolario 3.3.1 $i0< A< B, entonces 0 < A”‘ < Bm para todo meN.
Demostracidn. : N
Por induccidn sobre m. O

Lema 3.3.2 Si A >0, a:>0y:n5£0, entoncesAz:>
Demostracidn.

Sabemos que existe k € {1,...,n} tal quc :t:;c > 05 En onces’ para toda i=1,...,n,

(Azx); = Za,,a:_, = a,k:z:k F
J=1

pues a;x > 0. O

Definicién 3.8.2 Sea A € Mpxr. La’ matnz
componentes de A es |A| = [laj;|].

Ejemplo. Sea la matriz A = ( 1:-4: _0,, ")," élitonces'l.ﬁ‘;

Lema 3.3.3 §i A,B € My, entonces |A'
Demostracum.

Corolario 3.3.2 §id € M,., entonces AT
Demostracidn.

Por induccidn sobrem. 0
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Lema 3.3.4 Si lA[ < |B|, entonces II:
Demostracidn.
Dado gue laij| < |bij| para toda :,
de donde, [| All, < || Blil,. O

Teorema 3.3.1 Sean A, B e M,.. Sz |.4
Demostmczdn.

pare todo m'e N. Entonces, hactendo m

: ::;)I’;te:‘nAe:'r'no‘ai 'qﬁe‘
p(A) < p(lA) < p(B). O R

Corolario 3.3.3 Sean A,B € M;,. .S‘zO<A< ]

Lema 3.3.6 Sea .4 € M,, tal gue A > 0. Si la suma de renglanes de A es canstante, :

entonces p(A) = |[}-AHlee-
Demostracidn. : B L T

Por el teorema 3.2.2, p(A) < [|[|Allos = max1<,<,. 23_1 laijl. Sila suma'de renglones
de A es constante, entonces £ = [1,1,... ,1]‘ es un vector propio de A con ualor
propio ||[Al]ls. Luege |||Allle < p(4) ¥ por lo tanto p(A) = |[|A{ljes. O

Teorema 3.3.2 Sea A € My, tal que A = 0. Entonces

1<‘< Za,, < p(A) < ma&x Z;a,-_,-.

Demostracidn.
Sea o = mincicn Z_,-, aij y construyamos una mairiz B tal gque 0 < B < Ay

2_.,__1 bjj = « para todo i = 1,... ,n de la siguiente manera. Si'a = 0, entonces

= 0.
Sz a > 0, entonces hacemos b;; = ¢:m,.,(2k_1 a,k) Se sigue dc la definicidn
de a que 0 < b;; < a;j para todo i, = 1,... ,n y un simple cdl tra que
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: 8.83:Matrices no negativas'y matrices positivas

i= b,J = « para todo i= 1
Aplicando el lema 3.39.6 a B y el carol

'l

Por lo tanto,

s, Za.-j < p(4) < max Z:au‘-

Corolario 3.3.4 Sea 4 € M, tal gue A > 0. Si 2_,_1 aj; >0 para todoi = 1,... ) Ty
entonces p(A) > 0. En particular, p(4) > 0 si A> 0.
Demostracidn.

Si 23-‘_1 aij > 0 para todo i = 1,... ,n, entonces p(A4) = mm1<,<n 2_,—1 aij > 0. O

Podemos generalizar el teorema anterior mtroduc:endo algunos paramctros lxbres
para obtener el siguiente resultado. . . .

Teorema 3.3.3 Sea A € M, tal gue A > 0. Entonces pam cualqmer vector positivo
z € C" se tiene gque .

< < =5 aijx;.
e & ,Z_?“'"x’

Demostracidn. - :

Se sigue del lema 2.2.1 y de la deﬁmcufn 2.2.6 que p(S‘lAS) ‘p(A) cuando
S € My, es invertible. Sea S = diag(z1,T2,...,2s), la matriz dza_qonal que tiene
G T1,T2y... T €11 SU dmganal principal y supongamos que z; > 0 para. todo i. En-
tonces S~1AS = [aijziT] ] > 0 Por el teorema 3.5.2,

n
1xsnii_<1:xn jz—;-aijxj?i—l ‘S p(S"lAS) =rla) = 19925 Z aiyzizg

Por lo tanto,

i :
= T < < max .
154%n 7 gai’z" < p(4) 1<i<n o3 Za,,x,
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3.4 El teorema de Perron para matrices positivas

Corolario 3.3.5 Sean A € M, yx € R" tales que A 20y z > 0. Sia,8 20
satisfacen ax < Az < Bz, entonces @ < p(A) € B. Si ax < Az, entonces a < p(A);
si Az < Bz, entonces p(A) < B

Demostracion.

Si ax < Az, entonces para todo i =1,... " az,- < 233:1 aij T Por lo tanto,

as 121:5, = Z aiyzs < o4).

Si az < Az, el razonamiento anterior muestra que e:ctste oz’ > a tal que'a’'z < Az,

En este caso, p(A) = o > a. Se procede analogamcnte para’ las. cotas superiores.

Corolario 3.3.6 Sea A € M,, tal que A es no negatwa. S: A t:ene un vector propio

positivo, entonces su correspondiente valor propio es p(A), es dec:r, si Az = Az,
x>0y 420, entonces A = p(A).
Demostracion.

SiA20,z>0y Az = Az, entonces A\ 2 0 y Az < Az < Az, Pero entonces
A < p(A) € X por el corolario anterior. O

3.4 EIl teorema de Perron para matrices positivas

En esta seccién presentamos los elegantes resultados obtenidos por Perron en 1907
para matrices positivas. Comenzamos con un resultado técnico del cual se deduce el
primer resultado importante para matrices positivas.

Lema 3.4.1 Sea A € My, tal que 4 > 0. Si Az = Az, z # 0 y |A] = p(A), entonces
Alz| = p(A)|z] ¥ |z| > 0.

Demostracion.

Seay = Alz] - p(A)lz|. Dado que p(A)|z| = |Miz| = |Az| = |Az| < |Allz] = Alz], se
tiene que y > 0. Ahora, como |z| > 0 y || # 0, el lema 3.9.2 asegura que Alz| > 0.
Por otro lado, ya que A > 0, el corolario 8.3.4 garantiza que p(A) > 0. Asi, siy=0
entonces Alz| = p(A4)|z] y |z] = p(A) 2 Alz| > 0. Si y # 0, de nuevo por el lema
8.3.2, Ay > 0. Sea =z = Alz| > 0, entonces 0 < Ay = A(A|z|—p(A4)|z]) = Az—p(A)z,
de donde p(A)z < Az. Usando el corolario 3.3.5 obtenemos la contradiccion p(A) <
p(A). Luegoy=0. O

Teorema 3.4.1 Sea A € M, tal que A es positiva. Entonces p(A) > 0 y es un valor
propio de A. Mds ain, eziste un vector positivo = tal que Az = p(A)=z.
Demostracidn.

Exziste un valor propio A de A tal que |A\| = p(A) > 0 y un vector propio ;é 0.

asociado a A. Por el lema anterior, el vector requerido es |z|. O
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3.4 El teorema de Perron para matrices ﬁositivas

Lema 3.4.2 Sea A € M, tal que A > 0. St.4z—Az,z;é0y|Al
eriste 0 € R tal que e~z = |z| > 0.
Dermostracidn. s RO -

De la hipdtesis y el lema anterior sabemos gque |A:z:| |Az| = p(A)|z| = Alz| v
|z| > 0. Entonces, para cada k=1,...,n, . )

p(‘A)V,": entonces

n

lzakpzﬂl = Eak,l:z:,,l = Z laxpllzpl = Z lakpTpl-

=1 pr=1

Como se da la igualdad en la desigualdad del tridngulo, los complejos no nulos axpp
(p=1,...,n) deben estar en el mismo rayo en el plano complejo. Si denotamos su
argumento comiun por 8, entonces e_""akpzp = ak,,[z,,[ > 0 para todo p =1,...,n.
Como A > 0, e ¥z, = |zp| > O paratodop=1,... ,n,dedonde e~z =jz| > 0. O

Teorema 3.4.2 Sea A € My, tal que A es positiva. Entonces |A| < p(A) para todo
valor propio A # p(A).

Demostracion.

Tenemos que |A| € p(A) para todo valor propio A de A. Supongamos que |\ = p(A),
Az = Az yz £ 0. Sea w = |z| > 0. Por el lema 3.4.2, w = =%z para algin 6 € R.
Luego Aw = Ae~ 0z = e~ Az = e~z = Ae~ ¥z = Aw. Pero entonces A = p(A)
por el corolario 3.3.6. O

El teorema anterior nos dice que si A es una matriz positiva, entonces p(4) es el
wnico valor propio de .4 de mdédulo o valor absoluto estrictamente mayor. El siguiente
resultado muestra que p(.4) es un valor propio de multiplicidad geométrica 1. De
hecho, veremos mds adelante que su multiplicidad algebraica también es 1.

Teorema 3.4.3 Sea A € My, tal que A > 0. Si w y = son vectores distintos de cero
tales que Aw = p(A)w y Az = p(A)z, entonces existe a € C tal que w = az.
Demeostracion.

Por el lema 3.4.2, ezxisten 6y, 62 € R tales gue ez > 0 y e~%2w > 0. Sean
p=e"2 g=ew, g =minmcicngip;! ¥y = q— Bp. Dado que p;B < g; para
todo i = 1,...,n, se tiene que r 2> 0 y al menos una coordenada de r es 0, asi que
T ¥ 0. Por otro lado, por el lema 8.4.1, Ar = Aq — BAp = p(A)g — Bp(A)p = p(A)r;
ast que si r # 0, entonces r = p(A)~ 1.4r > 0 por el lema 3.8.2. Luego r = 0, q=PBp
yw= pe—ithi—82 ;. O

Corolario 3.4.1 Sea A € M, tal que A > 0. Entonces eziste un umco vector x tal
que Az = p(A)z, x>0y . ,zi=1.

Demostracidon. FRESE
Por el lema 38.4.1, existe un vector w > 0 tal que Aw.= p(A)
propio asociado a p(A) tiene dimensidn 1, el vector z =
requerido. O

Como cl espacw
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3.4 El teorema de Perron para matrices positivas

Definicién 3.4.1 El vector de Perron de una matriz positiva A es el tinico

vector propio asociado a p(A) que es positivo y cuya suma de componentes es uno.
A p(A) se le llama la rafz de Perron de A.

En el siguiente capitulo estaremos interesados en el comportamiento de las potencias
A™ de una matriz 4 cuando m — oo. El siguiente lema es esencial para obtener los
resultados necesarios sobre lfmites de matrices no negativas. Observamos que; todas
las hipétesis se satisfacen si 4 > 0 y A = p(A4).

Lema 3.4.3 Sean 4 € M,, A € C y x,y vectores tales que Az = Az, A‘y = Ay v
z'y = 1. Si definimos L := zy', entonces:

ae) Lz ==z

b) L™ =L para todo m € N

c) AL = LA™ =AML para todo m € N

d) L{A—AL)=0 ‘

e) (A—AL)™ = A™ — A™L para todo m € N :

f) todo valor propio distinto de cerov de A — }\L es bvalakr‘pro'p‘ia de A.

Si ademds suponemos que A # 0 es ualor prop:o de A de mult:plzczdad geométrica 1,
entonces:

g) X no es valor propio de A — AL; es "decir; Al — (A AL) es invertible.

Finalmente, si suponemos que X es el tnico-valor propio de A con |A] = p(A) >0,
y si ordenamos los valores propios de A deimodo gque M} < |X2| < ... < |Ana] <
{An] = |A] = p(A), entonces: B e PR '

h) p(A ~ AL) < [Aq1) < p(4) :
)T =L AT A= L™ > Lsi m, = oo.
Demostracion.

Las afirmaciones b), ¢) y e) se prueban por mducctdn (DeJamas las pruebas aI lector
interesado).

f) Si p # 0 es un valor propio de A= AL
w # 0, entonces por d), 0 =L(A — AL)w
tanto Aw = (A — AL}w = pw.
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3.4 El teorema de Perron para matrices 'po;iti\v'ash

g) Supongamos que para algun vector w #
vector propio de A. Luego, por hipdtesis,
entonces dw = (A — AL)w = (A — AL)a:r = a)a: =
ye que A #£ 0, w# 0.

h) Usando f), g) y la hipdtesis, conclutmos quc p(A AL) <' | n= l < |Al = p( 4)
i) Yogque A"lA—-L=X"1(4- AL), por h), i o
A(ATIA — L) = p(AT} (A~ AL)) = l)\_ll

p(A— ALY =p(A) I p(A - AL) < 1.

Entonces, usando e) y el teorema 8.2.4, oblenemos que (A“A L)"‘ = A‘"‘(A""
AML) = (A"14)™ « L'— 0’ cuando m — oo. .0

Teorema 3.4.4 Sea A € My, tal gue A > 0. .5': Az = p(A):c, A‘y = p(A)y, z> 0
y>0, zty =1y L =zxyt, entonces

(o am =1

Demostracidn.
Las hipdtesis del lema 3.4.8 se cumplen si X = p(A)
y = (z'z)"'z, donde = es el vector de Perron dc 4‘

z:es el vector de Perron de A y
El resultado se sxgue de t) D

Corolario 3.4.2 Sea 4 € M,. SiA>0, entoncea L
metriz positiva de rango 1.

Demostracidon. ’
Sean = y y los vectores dados en el teorema antenor. St

= llm,,;_.w(p(.4) 'A)"" es una

z=| "7 1. ¥v=(une. ).
entonces

L = xy

Por lo tanto, L >0 y rango'L =

Teorema 3.4.5 Sea A € M, tnl que.
de multiplicidad algebraica 1, esto es, p(A) €s una raiz sxmple del polinomio carac-
teristico pa(t).
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3.4 El teorema de Perron para matrices positivas

Demostracidn.

Por el teorema de triangularizacion de Schur (teorema 2.4.1), podemos escribir
A=UAU", donde U es unitaria, A es triangular superior con entradas p,p,... ,p,
Ak41y--+ » M en la diagonal principal, p = p(A) es un valor propio de multiplici-
dad algebraica k > 1 y los valores propios \; son tales gque |\i| < p(A) para todo
i=4k+1,...,n. Entonces, usando el corolario 3.2.1 y el hecho de gue |X\ip™?| < 1
para k+1<i<n, obtenemos

1 m
.. *
. : -1 m B 1 b
L= ”if_?lw(P(A) A) = Ulimpooo Aks1p U
Anp~t
1
. *
1 -
= U . u
(4]

donde la entrada igual a 1 en la diagonal principal estd mpetida;k.u‘eqeé y la entrada -
igual a cero estd repetida (n — k) veces. La maliriz tﬁan'guldr superior en la iltima
ezpresidn tiene rango > k y como por el corolario nntenor rango L = 1, entances
k = 1. Por lo tanto p(A) es una raiz simple de p,;(t) : i

Resumiendo, obtenemos:

Teorema 3.4.6 (Teorema de Perron) Si Ae M,,y ‘
a) p(A) >0

> O, entonces:

b) p(A) es un valor propio de A -

ple

e) {A] < p(A) para todo valor. propw
de mdédulo mdzimo

) [p(A)-1A)™ = L si m— oo, donde L
y>0yzty=1. .
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/3.5 Matrices irreducibles

Ejemplo. - Consideremos la'n_mtriz, positiva -

a2 1
a=(45 2)
En este caso pa(t) = (t —8)(¢+4); entonces los valores propios de A son A, =8

"y Ag = =4, por lo que p(A) = 8 > 0, p(A) es un valor propio algebra.lcament.e
simple de A’y es el 1inico valor propio de A de médulo méximo. :

. Vemos que los vectores positivos

N

satisfacen Az = p(A)z , Ay = p(4)y, =ty = 1 y que
H

L= :z:y' = .
3

3.5 Matrices irreducibles

Estamos interesados en generalizar los resultados de la seccién anterior a las matrices
no negativas que son con las que uno se topa usualmente en la practica. Sin embargo,
sin mas hipétesis adicionales, no podemos ir mas alld del siguiente resultado.

i e

[<EETE]

W=

[

Teorema 3.5.1 Sea A € M,. Si A 2 0, entonces p(A) es un valor propio de A y
eriste x > 0, ¢ # 0 tal que Az = p(A)zr.

Demostracidn.

Para cada € > 0, definimos A(e) = [aij + €] > 0. Denotamos por z(e) al vector de
Perron de A(e), entonces z(e) > 0 y

n

S ae)i=1.

i=1

Dado que el conjunto de vectores {z(¢) | ¢ > 0} estd contenido en el compacto

{zlz € C*, || = 1< 1}, eriste una sucesidén mondtona decreciente: €1,€2,... €0n

limg_o0 €x = 0 para la cual eziste limg_o0 z(ex) = z. Como z(ek) > o para todo~
k € N, entonces = limg_,oc 2(ex) = 0; pero ; :

Foeim 5 (p 0) = i (E0) = i

luego = # 0. Por el teorema 8.8.1, p(A(ek)) > p(A(ek.H)) .. 2 p(A) para

todo k € N, asf que {p(A(ck))} en 68 una sucesidn de numeros reales mondtona
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/. 3.5 Matrices irreducibles

decrecien'te. Por lb tdﬁto "eziste limgy o0 p A(ei,)) 2 p(A). Ahora,

- Az = hm A(ek)z(ek) = hm p(A(sk)):c(ek) kl)m p(A(ek)) lxm :r:(ek) = pzx.

E’ntances p es un valor propio de A asoc:ado ez, por Io que p S p(A). Luego
p=p(4). O

Para una matriz no negativa arbitraria A, el valor propio p(A) se llama la rafz
de Perron de A. Sin embargo, no existe la nocién de vector de Perron, ya que el
vector propio positivo asociado a p(A) cuya suma de coordenadas es 1 puede no estar

dnicamente determinado, como lo muestra el primero de los ejemplos sencxllos ‘que :

damos a continuacién (comparar con el teorema 3.4.6).

Ejemplo 1. Sea A la matriz no negativa ( (1) (1) ) Entonces p(A) = 1 es un valor -

propio de 4 de multiplicidad geométrica y algebraica 2 y A tiene a cada. vector
positivo como vector propio asociado a p(A4).

Ejemplo 2. Sea 4 la matriz no negativa 8 g') . En este caso p(A) 0 es un

valor propio de multiplicidad geométrica 1 y maultiplicidad algebrmca 2 y no.: -

existe ningin vector propio positivo asociado a p(A4).

Ejemplo 3. Sea .4 la matriz no negativa 1

no existe.

Definicién 3.8.1 Una matriz P € M, es una matriz de permutac:én 88 ezac-

tamente una entrada en cada renglén y cada columna es :gual a1 v todas Ias demds
entradas son cero.

010 '
Ejemplo. La matriz P = ( 1 0 0O ) es una matriz de permutacién.
0 01

Claramente, una matriz de permutacién P es aquella que se obtiene de la matriz
identidad por medio de una sucesién finita de intercambios de renglones o columnas.
Luego, una matriz de permutacién P es unitaria y por lo tanto ortogonal, esto es,
Pt = P~1, Mds aun, las matrices de permutacién m&s sencillas son las matrices
elementales E que se obtienen de la matriz identidad I por un solo intercambio de
renglones o columnas. De hecho, observamos que intercambiar los renglones i y j de
I equivale a intercambiar las columnas i y j. Luego, la transformacién de similitud
A o E'AE = E-1AF = EAE ticne el efecto de intercambiar los renglones i y j de
A, asf como las columnas i y j (ver [4] pag. 20 6 [2] pag. 142). Como cualquier matriz
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Ejemplo 2. La matriz A =

b) n > 2 y ezisten unam

reonl<rs<
n—1 tales?que P‘AP

Ejemplo 1. La inptn
: es»reddciblg ya que para'la matriz de

1:1 1
se tieneque P*tAP=| 0 1 1 J}.
001

Observamos que si | A} > 0, entonces A no es reducible (pues no hay forma de obtener
una submatriz de A cuyas entradas sean todas cero) y si 4 es reducible, entonces
debe tener al menos r(n — r) ceros, para algunar=1,... ,n.

. 00
permutacién P = 01
10

Definicién 3.5.3 Una malriz A € M, es irreducible si no es reducible.

01

Ejemplo 1. La matriz A = 10 ) es claramente irreducible.

1.1 v G
Ejemplo 2. La matriz A = ( 191 ) es irreducible pues no tiene suficientes

=

ceros.

Deseamos caracterizar la xrreduc:bxhdad de una matriz en térxmnos de su gré.ﬁca
dirigida. Para ello mt.roduc:mos las ‘siguientes definiciones.

Deﬁmc:én 3.5.4 Una gréfica dlrxglda I consta de un conjunto ﬁniﬁb_no vacio
= {Py, Ps,...,P,}, cuyos elementos son los vértices de T, y un subconjunto F.C
V x V, cuyos elementos son las flechas o aristas dirigidas de T'. Si Py Pjie Viy.
(P, Pj) € F, entonces hay una flecha P; = Pj. El vértice P; se llama' el vértu:c

inicial de a y el vértice Pj, el vértice final de a.
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3.5 Matrices irreducibles

Definicién 3.5.5 Sean P, PJ. vértices de una.grdfica dirigida T. Un camino di-
rigido de longitud m de F; a P; enT" es una sucesién de m flechas a1, 02, .+ ,0m
que salisface:

i) el vértice inicial de o1 es P; :
i) para 1 <k < m — 1, el vértice final de oy es el vértice inicial de a4
iii) el vértice final de am es Pj.

Definicién 3.5.6 Una grdfica dirigida T es fuertemente conexa. si para cada par
de vértices distintos F;, P; en T hay un cammo dirigido de Iongxtud fzmta de P.
PjenT. s

Pj si y sdlo si ai; #0.
. . 11

Ejemplo 1. Si A = 11 entonces

I(4) =

es fuertemente conexa. s

07101 :
Ejemplo 2. Si A = 1.0 1% cntonces
110 s

; 'r(A)f—

es fuertemente conexa.
o -0 2.0 . ;
Ejemplo 8. Si A={-:0 0 0- } entonces
: : 340
ra= B

Py
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.5 Matrices xrreducisles

no es fuertemente conexa pues, por cjemplo, no hay. forma'de ir del vértice P,
al vértice P;. i

Supongamos que el enuncmdo ha atdo prabado para m = q.;Entonccs

(A1) = Z(A")ikAkj #0
k=1
si y sélo st para al menos un valor de k, (A% v Arj son ambos distintos de. cero.
Esto es equivalente a tener un camino de P; a P de longitud g y uno de P, a P; de
longitud 1, y esto pasa si y sdlo si hay un camino de P; a P; de longitud ¢+ 1. O

Corolario 3.5.1 Sea A € M, no negativa. Entonces A™ > 0 si y sdlo si para cada

par de vértices P;, P; en I'(A) hay un camino dirigido de longitud m de FP; a Pj en
r(4). 4

Corolario 3.5.2 Sea A € M, no negativa. Entonces T'(A) es fuertemente coneza
si y sdlo si (I +.A)"~1 > 0.

Demostracion.

La matriz (I+ A" = I+ (n—1)A+ ("71)A%+...+ n=1) A" > 0 siy sélo si para
cada par (i,j) de indices con i # j al menos uno de las términos A, A2,... , A"}
tiene una entrada positiva (i,7). Pero por el teorema 3.5.2 esio pasa si y sdlo si
eziste un camino dirigido en I'(A) de P; a Pj. Esto es equivalente a que ['(A) sea
fuertemente conezxa. jm] :

Teorema-3.5.83 Una matriz no negativa A € M,, es irreducible si y sdlo si
I+ A4)yt>o0.

Demostracidn. :
Probaremos que A es reducible si y sdlo si (I + A)*~! tiene al menos una entrada
igual a cero. Supongamos que A es n:duczble y que para alguna matriz de permutacion
P tenemos que

.4=P‘( )P=P‘.ZP,

donde B,C,0 y D son las matrices de bloque dadas en la definicién 3.5.2.
Observemos que A2, A3,... , A"~ tienen todas el mismo blogue de ceros de (n—1) X1

46




" 3.5 Matrices irreducibles
en la esquina inferior izquierda éomé A. Entonces T .

(I + PtAP)"—1 = (P!I + A P)" 1 P"(I + A)"—IP
P'[I+(n—1)A+( ) +...+(n )A"—l

y todos los términos entre los corchetes tienen un blogue de ceros ‘de (n—r)xren
la esquina inferior izquierda. Luego (I + A)"~! es reducible y no puede tener todas
las entradas distintas de cero.

Inversamente, supongamos que para algin par de indices (p,q) con p # q la entrada
(p,q) de (I + A)"~! es cero. Entonces sabemos gque no hay un camino dirigido en
T'(A) de P, a F,. Partimos el conjunto de vértices {P1,... ,Pn} de T(A) en dos
subconjuntos, a saber, sea S) = {P; | P; = P, o hay un camino en I'(A) de F; a Fy}
y sea S, tal gue Sa contiene todos los vértices de T'(A) que no estdn en Sy. Entonces
S1US: = {P,...,Pn} vy P, € S; # 0, luego S2 # {P1,...,Pn}. Si hubiera un
camino de algin vértice P; de S2 a dlgin vértice P; de S, por la definicion de S,
habria un camino de P; a Py y entonces P; estaria en S)1. Luego no puede haber
caminos de ningin vértice de S a ningin vértice de S1. Ahora, renumerando los
vértices de modo que S = {Pl,. .. ,P,} y S = {P,..H,.. . P,.} y tomando P como
la matriz de permutacidn correspondiente a esta renumeracidn obtenemos

(I +Ay"?

B
o g , Be My, 0€Mu_rxr

A= PlAP =
Por lo tanto A es reducible. O

Resumiendo obtenemos:

Teorema 3.5.4 Para una matriz no negativa A € M, son equivalentes las siguien-
tes afirmaciones:

a) A es irreducible.
b) (I + A" >0.

c) T(A) es fuertemente coneza.

O

Ejemplo 1. La matriz A = (

S
O -

) es. ibxr-i-edl'n‘:iblerpu_es -

L @+ap
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es fuertemente conexa.

Ejemplo 2. La matriz B '=\(

CaeBR=|{ 112 |>

y v';‘, . .

P . »

i Py

es fuertemente conexa. i .
10 0N o fh
Ejemplo 3. La matriz C= 1 1. 0] esreducible pues

1.1 1 A S

no es fuertemente conexa.
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3.6 El teorema de Perron-ﬁobenius”para matrices irx:edui:ibléé no negativas

3.6 - El teorema de Perron-Frobenxus para matrlces irre-
ducibles no negatlvas e

Comenzamos esta seccién con los siguientes dos resultados sencillos.

Lema 3.6.1 Sean A € My, y A, A2,... ,An los valores propios de A (incluyendo
multiplicidades). Entonces A1 +1,22+1,... , Ap +1 son los valores propios de I + A
y p(l + A) <1+ p(A). Si A >0 entonces p(I + A) =1 + p(A).

Demostracidn.

Si A es un valor propio de A de multiplicidad algebraica k, entonces A es una raiz de
multiplicidad k del polinomio caracteristico pa(t) = det(tI — A). Pero entonces A+1
es una raiz de multiplicidad k de paij(s) = det[sI — (A + I)] ya que det(tlI — A) =
det(tl — A+T —~TI)=det[(t + 1) — (A+1)}. Luego Ay +1, A2 +1, ..., Ap+1 son
los valores propios de I 4 .4 y por lo tanto

= ; < ; = .
AT+ 4) 1’2.»"5’5."" +1 < @gllz\.! +1=p(4)+1

Ahora, si A > 0, por el teorema 8.5.1, existe x > 0, = # 0 tal que Az = p(A)zx; asi

(I+Az=z+ Az =z 4 p(A)z = (1 + p(A))z. Por lo tanto p(I + .4) = 1+ p(A),
siA>20. O

Lema 3.6.2 Sca 4 € M, tal que A >0 y A*¥ > 0 para alguna k = 1, entonces p(A)
es un valor propio de A algebraicamente simple.

Demastracidn.

Sabemos que si A1, Az,... , Ay son los valores propios de A, entonces M5, 2%,... Ak
son los valores propios de A¥ (teorema 2.4.2) y que p(A) es un valor propio de A
(teorema 3.5.1). Asi que si p(A) es un valor propio multiple de A, entonces p(A)* =
p(A*Y (corolario 2.4.1) es un valor propio miiltiple de AX, lo cual no es posible pues
p(A%) es un valor propio simple de A* segin el teorema 8.4.5. O

Ahora podemos ver qué tanto del teorema de Perron se generaliza al caso de las
matrices no negativas irreducibles. La generalizacién se debe a Frobenius.

Teorema 3.6.1 (Teorema de Perron-Frobenius) Sea A € M,. S$i A es irre-
ducible y A > 0, entonces:

a) p(A) >0
b) p(A) es un valor propio de A
c) eziste un veclor £ € C* tal que x > 0 y Az = p(A)x

d) p(A) es valor propio de A algebraicamente (y por lo tanto geométricamente) sim-
ple.

Demostracidn.
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a) Si A es irreducible entonces A no puede tener un renglén de ceros, de donde - -
Y j=1@ij > 0 para todoi = 1,... ,n. Por lo tanto, por el corolario 3.3.4, p(A) > 0.

b) Si A = 0 entonces p(A) es un valor propio de‘A por el teorema 3.5.1.

c) El mismo teorema garantiza que existe z = 0, = # O tal que Az = p(A)z. Entonces
(I + A)z = (1 + p(A))x, de donde (I + A)"~1z = (1 + p(A))"*~'z. Ahora, como
A es irreducible, (I + A)"~1 > 0 por el teorema 3.5.3. Luego, por el lema 3.3.2,
tenemos que z = (1 + p(A))!~"(I + 4)*~ !z > 0.

d) Si p(A) es un valor propio muiiltiple de A, entonces 1 + p(A) = p(I + A) es
un valor propio mailtiple de (I + A) segun el lema 3.6.1. Pero (I + A) 2 0 e
(I + A)""! > 0 por el teorema 3.5.3, entonces 1 + p(A4) debe ser un valor propio
simple de (I + A) por el lema 3.6.2, y por lo tanto p(A) es un valor propio de A
algebraica y geométricamente simple. 0O

Definicién 3.6.1 El vector de Perron de una matriz irreducible no negativa
A es el dnico vector propio positivo asociado a p(A) cuya suma de componentes es
1.

Cuando A € M,, es positiva, el teorema de Perron afirma que p(A) es el dnico valor
propio de .4 de mdédulo mdximo. Cuando A es no negativa, puede haber mds de un
valor propio de médulo maximo (ver ejemplo 2, pag. 51), pero en este caso A debe
tener una forma especial y estos valores propios deben aparecer en un patrén muy
regular, como lo muestran los siguientes resultados, cuyas pruebas omitiremos.

Teorema 3.6.2 Sea A € M, irreducible y no negativa. Supongamos que el conjunto
\ S = {dn = p(A);An-1.+.. yAn—k+1} de valores propios de mddulo mdzimo p(A4)
tiene eractamente k elementos distintos. Entonces cada valor propio A; € S liene
multiplicidad algebraica 1 y

2zip
S={e * P(4) p=0,1,...,k _1}a

esto es, los valores propios de mddulo mdzimo son precisamente las k-ésimas raices
de la unidad por p(A). Mds aun, si A\ es cualguier valor propio de A, entonces e¥5%),
es un valor propio para todo p=0,1,... ,k—1. O

i Segiin este teorema, si A es irreducible no negativa y tiene k > 1 valores propios de
j médulo méiximo, entonces cada valor propio no nulo de A cae sobre una circunfe-
y rencia con centro en 0 en C que pasa por exactamente k valores propios de 4, todos
igualmente espaciados alrededor de la circunferencia. En particular, & debe ser un
) divisor del nimero de valores propios no nulos de 4.

50

. e s




3.6 El teorema de Perron-Frobenius para matrices irreducibles no negativas

Teorema 3 6.3 Sz A es una matrtz lrreduc:ble no ne_qatwa 'y A t:ene L ‘> 1 valores
propios de mddulo manma, entoncea e.nste una matnz de permutac:dn P tal gque

0 Aip 0
papt—| i 0
: 0. 00l

donde los k blogues de ceros de la diagonal principal son matnéés cuadradas y los
blogques A;,; mostrados no son necesariamente cero. En parltculnr, tadas las entradas
ai; de la diagonal principal de A son cero. B

Como consecuencia de este teorema obtenemos el sig‘uiente‘ result'ado.‘

Corolario 3.6.1 Si A € My es irreducible no negativa y alguna entrada en la
diagonal principal de A es no nula, entonces p(A) es el dnico valor propio de A de
mddulo mdzimo. o]

Concluimos esta seccién con algunos ejemiplos. El primero muestra que la afirmacién
reciproca del corolario anterior es falsa y el tercero mnuestra que para una atriz no
negativa reducible los valores propios de médulo méximo difieren de los del teorema
3.6.2.

011
Ejemplo 1. Consideremos la matriz irreducible no negativa A = 1 01 )

110
cuyo polinomio caracterfstico se factoriza como p4(x) = (z+ 1)?(z — 2). Luego
p(A) = 2 es el tinico valor propio de A de mdédulo maximo. Mds atn, el vector

cuyo polinomio caracterfstico es pp(z) = = — 1. Luego p(B) 1y

rafces ctbicas de la unidad, 1, —§ + aC' iy —3— 3251', son los tres val
(4
(3

ores
propios de B de médulo méiximo. El vectox‘ de Perron de B es % %)
limm—ee(0(B) "} B)™ no existe. .

11
de Perron de A es (3,1, 1) ylimmooe(p(4)?4)" =4 1 1
11

1

1

1

Ejemplo 2. Consideremos la matriz irreducible no negativa B = (

~oo~
,.o»-c

Ejemplo 3 Sean Cla mat.nz n’reducxble no neganva ( 1 ) B la matriz del

e_)emplo anterior y A ( ) El polmomxo caracterfsticode A espa(x) =

ro(z)ps (::) = (z?~ 1)(:1:3 —1). Luego los valores propios de A son %1, —§+ 41
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3.7 Matrices primitivas

y —5 - £t, todos ellos de médulo maximo. En este caso, p(A4) = 1 es de multi-
plicidad anebralca 2, no hay vector de Perron y limp—yec (2(A) 1 A)™ no existe.

3.7 Matrices primitivas

Como veremos en el siguiente capitulo, el resultado del teorema de Perron que se
aplica mas frecucntemente es el inciso f) o teorema 3.4.4. De hecho, la tinica hipétesis
que falta para poder aplicar el lema 3.4.3 al caso de las matrices irreducibles no
negativas es la condicién de que el radio espectral sea el énico valor propio de médulo
mdximo. Ya que A = ( g g‘) es un ejemplo de una matriz irreducible no negativa
con dos valores propios de mdédulo mdximo y para la cual limgo,e0 A™ no existe,
vemos que nccesitamos restringir atin mdés la clase de matrices con la que estamos
trabajando. Desde luego, el procedimiento mas econémico es suponer exactamente
lo que necesitamos.

Definicién 3.7.1 Una matriz no negativa A € M, es una matriz primitiva si es
irreducible y tiene sélo un valor propio de mdédulo mdzimo.

El siguiente resultado acerca del lfmite se obtiene ahora directamente del lema 3.4.3
con la misma prueba que para el teorema 3.4.4.

Teorema 3.7.1 Seac A € My, no negativa y primitiva. Enlonces

. -1 - .
Aim (p(4)T A" =L >0

donde L = zyt, Az = p(A)z, Aly = p(A)y, z>0,y>0yaly=1. O

0 1.1

Ejemplo. La matriz irreducible no negativa A = 1.0 1 considerada en el
110

ejemplo 1 de la seccién anterior es primitiva. El lim, 0 (p(4) "1 4)™ se calculs
usando el teorema 3.7.1.

Finalmente, hemos generalizado todo el teorema de Perron para matrices positivas a
la clase de matrices primitivas no negativas. Sin embargo, queda aiin el problema de
determinar cudndo una matriz dada es primitiva sin recurrir al cdlculo explicito de
sus valores propios. La siguiente caracterizacién de primitividad permite dar varios
criterios.

Teorema 3.7.2 Sea A € M, no negativa. Entonces A es primitiva si y sdlo si
A™ > 0 para algin m > 1.

Demostracidn.

SiA>0yA™ > 0, entonces de cada vértice P; de la grifica d:ngxda I‘(A) de A
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3.7 Matrices primitivas

a cada vértice P; hay un camino dirigido de longitud m, de acuerdo con el coro-
lario 3.5.1. Luego, T'(A) es fuertemente conexa y por el teorema 3.5.4, A es irre-
ducible. Por el lema 3.6.2, p(A) es un valor propio de A algebraicamente simple.
Sean A1, Ma,... s An = p(A) los valores propios de A. Como en la demostracidn del
lema 3.6.2, tenemos que AT, AD,... , AT = p(A)™ = p(A™) son los valores pro-
pios de A™. Aplicando el teorema de Perron a A™, tenemos que p(A™) es un valor
propio de A™ algebraicamente simple y es el tnico valor propio de A™ de mddulo
mdzimo, de tal forma gue los valores propios AP, AP,... AT, de A™ satisfacen
|AP?] < p(A™) para i =1,...,n — 1. Por lo tanto, |Ai| < p(A) parai=1,... ,n—1,
de donde p(A) es el vinico valor propio de A de mddulo mdzimo y consecuentemente,
A es primitiva.

Inversamente, si A es primitiva, entonces limy,oo(p(A)"1A)™ = L > 0 seqin el
teorema 3.7.1, por lo que para algin m > 1 se debe tener que (p(A)~1A)™ >0. O

Si A es una matriz primitiva, el minimo entero positivo k tal que A* > 0 se llama
el indice de primitividad de A y usualmente se denota por -y(A). Los siguientes

resultados, cuyas prucbas omitiremos, proporcionan cotas superiores para y(A).

Teorema 3.7.3 Sca A € M, no negativa. Entonces A es primitiva si y sdlo si
Anf=n+2 50, O

Teorema 3.7.4 Sea A € M, no negativa tal que todas sus eniradas en la diagonal
principal son positivas. Entonces A es primiliva si y sélo si A®! > 0. [m]

Teorema 3.7.5 Sea 4 € M, no negativa con d entradas positivas en la diagonal
principal, donde 1 € d < n. Entonces A es primitiva si y sélo si A2*~4-1 >0, O

Ejemplo 1. Sea A = ((1) i ),entoncesZ:v(A)=n2-—2n+2=2n—d—1.

011 .
Ejemplo 2. Sea.A=(1 0 1),eutonces3='y(.4)<4=2n,—d—‘-1<5=
0.1 1 .

n? —-2n+2,

.Ejemplo 3.: Sea“A’

" muestra que la ota' y(A) <n L +2
matrices cuya diagonal principal es nula
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3.7 Matrices primitivas

Comentarios finales: Si sc desea comprobar si una matriz no negativa A € M,
es irreducible o primitiva y n es bastante grande, es recomendable usar el teorema
3.5.3 o el teorema 3.7.3, respectivamente. En cualquier caso, el nimero de multipli-
caciones a efectuar se reduce considerablemente si la matriz en cuestién (I + A4 6
A, respectivamente) se eleva al cuadrado repetidamente, hasta que la potencia re-
sultante exceda el valor critico (n — 1 6 n? — 2n + 2, respectivamente). Esto se debe

al hecho de que si 4 > 0 y A¥ > 0 para algin k € N, entonces A™ > 0 para todo
m 2 k.
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Capitulo 4

Cadenas de Markov

4.1 Procesos estocdsticos y cadenas de Markov

Un proceso estocdstico tiene como finalidad predecir el estado de un objeto que esté
restringido a estar exactamente en uno de ciertos posibles estados en un instante
dado cualquiera, pero que cambia de estado de alguna manera aleatoria.

Desde un punto de vista no matemadtico, un proceso estocdstico es cualquier pro-
ceso probabilistico, es decir, cualquier proceso que se desarrolla en el tiempo y es
controlado por leyes de probabilidad.

Definicién 4.1.1 Un proceso estocdstico estd compuesto por un espacio de es-
tados E, un conjunto de indices T y las relaciones de dependencia de un conjunto
de variables aleatorias X, (t € T).

El espacio de estados E es el conjunto de valores que toma cada variable aleatoria
X

El conjunto de indices T se asocia con el tiempo y puede ser T = (0,1,...) en
cuyo caso decimos que el proceso es de tiempo discreto, o bien T = [0,00) en donde
decimos que el proceso es de tiecmpo continuo.

Normalmente, la probabilidad de que un objeto se encuentre en un estado particular
en un instante dado depende de factores como:

1. el estado en cuestién

2. el instante en cuestién

3. los estados anteriores en los que estuvo el objeto
4. los estados en que se encuentran otros objetos.

Sin embargo, si la probabilidad de que un objeto que est4 en un cierto estado cambie
a otro estado distinto depende tnicamente de los dos estados (y .no de otros fac-
tores), entonces el proceso estocdstico se llama proceso de Markov. Esto se expresa
formalmente en la siguiente definicién.
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4.1 Procesos estocdsticos y cadenas de Markov.~

Definicién 4.1.2 Un proceso de Max-kov s un proceso estocastu: ,con Ia prapte-“ :
dad de que, dado el valor de X, Ios valares de X. :
los valores de X,, para u < t.

Definicién 4.1.3 Una cadena de Markov es u
nidmero de estados posibles es finito.

En términos formales, la propiedad de Marko
Pr{Xny1 = j|Xo = do,..+ y Xnoi = inc1; Xn

para todon € T y todo ix € E. -
Frecuentemente el espacio de estados de una. cadena’de Markov se ethueta con los
enteros no negativos {0,1,2,...} y se dxce que X,. e encuentra en el estado i i

= 1.

Definicién 4.1.4 La probabilidad de'transxcxén de un phso eé la pr';abn!ul:dad
de que Xpi) esté en el estado i dado que X, estd en el estado j y se denota por
P"’""H, esto es,

Pyt = Pr{Xpq1 = i|Xa = j}.

En gencral, las probabilidades de transicién son funciones no sélo de los estados
inicial y final, sino también del tiempo de transicién, es decir, de n. Cuando estas
probabilidades son independientes de la variable de tiempo n, decimos que la cadena
de Markov tiene probabilidades de transicién estacionarias.

Dado que la gran mayoria de las cadenas de Markov tienen probabilidades de tran-
sicién estacionarias, limitamos nuestra discusién a este caso y entonces P"'""' = Fy;
es la probabilidad de que el estado cambie de j a i en un paso. Podemos arreglar
estos nuimeros en una matriz

Poo Pol P02 * e

P Py P ...

P=| Py Py Py ...

y decimos que P es la matriz de Markov 6 matriz de probabilidades de tran-

sicién de la cadena de Markov. La (j + 1)-6sima columna de P es la distribucién

de probabilidad de los valores de X, dado que X, = j. Como el mimero de estados

es finito, entonces P es una matriz cuadrada finita cuyo nimero de renglones es igual
al nimero r de estados. Claramente, las cantidades P;; satisfacen las condiciones:

a) P;j = 0 para todo i, =0,1,2,...
b) Y i_oFij=1paratodoi=0,1,2,...
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4.1 Procesos estocdsticos y cadenas de Markov

Un proceso de Markov estd completamente definido una vez que su matriz de pro-
babilidades de transicién P y su estado inicial X son especificados.

El andlisis de una cadena de Markov consiste esencialmente en el célculo de las
probabilidades de las posibles realizaciones del proceso y para ello es primordial el
célculo de las matrices de probabilidades de transicién de n pasos P" = (P");j,
donde (P");; denota la probabilidad de que el proceso vaya del estado j al estado
i en n transiciones. Formalmente (P");; = Pr{X;in = i|X;n = j}. Como estamos
tratando solamente con procesos que ticnen probabilidades de transicién estaciona-
rias, entonces (P°");; no depende de m.

La propiedad de Markov nos permite expresar (P");; en términos de P;; como

T
(P™)ij = D Pie{ P sy
k=0
donde

oy, J 1 sii=3j
r ),,—{ 0 siiti
Vemos que el cdlculo de (P");; se puede hacer con la multiplicacién de matrices, es
decir, P" = P. P"~!, En otras palabras, las probabilidades de transicién (P");; son
las entradas de la matriz P?, la n-ésima potencia de P.

Ejemplo 1. El modelo de la urna de Ehrenfest. Este modelo matemadtico cldsico
describe la difusidn de particulas a través de una membrana. Supongamos que
se tienen dos contenedores .1 con k bolas y B con 2a — &k bolas. Una bola es
scleccionada aleatoriamente (todas las selecciones son igualmente probables)
del total de las 2a bolas y movida al otro contenedor. Cada seleccién genera
una transicién del proceso. Claramente, las bolas fluctiian entre los dos con-
tenedores con un movimiento promedio de la urna con mayor concentracién a

la otra.
Seca Y;, el mimero de bolas en la urna A4 en el estado n y definamos X,, = Y, —a.
Entonces {X,} es una cadena de Markov sobre los estados i = —a,—a +

1,...,-~1,0,1,... ,a. Calculemos las probabilidades de transicion P;;. Vemos
que j puede tomar los valores i + 1,1 — 1.

Sij =4+ 1, entonces Xy = 1, Xpyy = i+ 1,3, = Xp+a = i+a,
Yn+1 = Xn41 + a = i+ 1+ a. P es la probabilidad de cambiar de i + a
bolas en el contenedor A a tener i + 1 + a, esto es, Pi; = 2“—",_,?1 = “2—:‘.

Sij=i—1,entonces X;, =%, Xpn41 =1i—1, ¥y =i+a, Yo =i—1+4a. By
la probabilidad de cambiar de i -+ a bolas en el contenedor A a tener i — 1 -a.
En este caso, P;; = s,
Resumiendo

Hosijg=141,
T2 osij=i-1,
(4] en cualquier otro caso.
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4.2 Aplicacién del teorema de Perron-Frobenius a las cadenas de Markov

- Ejemplo 2. Unacadena de Markov para una cola discreta. Los consumidores llegan
por un servicio y se forman en una fila de espera. Durante cada periodo de
tiempo, un solo consumidor es atendido cuando hay alguien en la fila. Si no
hay consumidores en la fila, entonces no se realiza ningin servicio durante este
periodo. (Por ejemplo, un sitio de taxis en el cual un taxi llega en intervalos
fijos de tiempo para dar el servicio. Si no hay nadie esperando, entonces el
taxi parte inmediatamente.) Suponemos que el nimero de consumidores que
llegan durante el n-ésimo periodo es una variable aleatoria &, cuya distribucién
es independiente del periodo y estd dada por Pr{k consumidores llegucn en
un periodo de servicio} = Pr{&, = k} = ax para k£ = 0,1, , donde ax = 0

Yy S Roex = 1. También asumimos que £, £2,... son va.rxables aleatorias
indepcndientes. El estado del sistema al principio de cada periodo se define
como el nimero de consumidores en la fila esperando el servicio. Si el presente
estado es 7, entonces después del lapso de un periodo el estado es

_Ji—-1+¢ siiz21,

¢ sii=0,
donde § es el nimero de nuevos consumidores que han llegado en este periodo
mientras un solo consumidor fue atendido. En términos de variables aleatorias,
podemos expresar cl proceso como

X1 = (Xn —1)" + &5,

donde ¥+ = maz{Y, 0}. As{, la matriz de probabxhdades de transxcxén se puede
calcular facilmente y obtenemos .

4.2 Aplicacién del teorexn' de Péfrbn—Frobenius a las
cadenas de 1\/Iarkov o s

Lema 4.2.1 Si A es un valor propw de t
A, entonces |A| < 1.
Demostracidn. :
Sea A un valor propio de A. Por el teo ma 8. 22, p(.4) NAlL = 1 y como
1Al € p(A) entonces || < 1. (w1

matriz de probabilidedes de transicid:

Teorema 4.2.1 Toda matriz de pmbabzlz adcs de tmns:c:én tiene a 1 como valor
propio. . :
Demostracidn.
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4.2 A;A)l‘icaciévrrx:dte ‘teoréma de Perron-Frobenius a las cadenas de Markov

Sea A € M, una matriz de pmbabiiidr;des de transicién y sea u = eR" el

er

(=

vector columna en donde cada coordenada es 1. Entonces Alu = u, de donde 1 es un

valor propio de A' y como A y A! tienen los mismos valores propios entonces 1 es
valor propio de A. O

Este teorema muecstra que se ha alcanzado la cota superior en el lema anterior; es
decir, si .4 es una matriz de probabilidades de transicién, entonces p(A4) = 1.

Definicién 4.2.1 Si alguna potencia de una matriz de probabilidades de transicién

contiene iinicamente elementos posilivos, entonces la matriz se llama matriz regu-
lar de transicién.

El teorema 3.7.2 nos dice que si .4 es una matriz regular de transicién, entonces A
es primitiva.

Definicién 4.2.2 Un vector v € R® es un vector de probabilidad si v = 0.y
Sihmvi=1.

Lema 4.2.2 El producto de dos matrices de probabilidades de transicidn en My es
una matriz de probabilidades de transicién en My. En particular, cualquier potencia

de una matriz de probabilidades de transicidn es una matriz de probabilidades de
transicidn.

Demostracidn.

Sean A, B matrices de probubilidades de transicién en My. Entonces (AB)ij =

S k=1 AikBkj = 0 dado que Ajx, Bij = 0 para 1 < k < n. Ademds Y 1., (AB)i; =
na (Tha AnBy) = Tio (Sha4nBi) = Spo (Bo Sk, 4as) =

3 R=1Brj = 1. Por lo tanto AB es una matriz de probabilidades de transicién.
o

Lema 4.2.3 El producto de una matriz de probabilidades de transicién por un vector
de probabilidad es un vector de probabilidad.
Demostracicn.

Sean A una matriz de probabilidades de transicidn y v un vector de probabilidad. -
Entonces (Av); = 3 F_, Aixvk = 0 dado que A, vk = 0 paral < k < n. AdemaS'

=1 (Ek_l Alk”k) = k=1 (2.:1 A:'-"k) = EL.. (”k 2-..1 Atk) = Zk—l vk =
1, por lo que Av es un vector de probabilidad. :

Teorema 4.2.2 Sea A € M, una matriz reqular de transigidn.r_rEntonéels:

a) la multiplicidad de 1 como valor propio de A es 1 ‘ v

b) existe imgp_00 A™
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4.2 Aplicacién del teorema de Perron-

obenius®a’las cadenas de Markov

c) L =limp 00 A™ es una r;zaiﬁz.d p babilidades' de:

d) AL=LA=L

e) las columnas de L son idénticas, de hecho, cada columna-de L es'igual al vinico
vector de probabilidad v que es ltambién un vector propio correspondtente al valor
propio 1 de A : .

f) para cualquier vector de probabilidad x, limp—oo(A™z) = v.
Demostracidn.
a) Por el teorema 4.2.1, p(A) = 1 es valor propio de A. Como ademds A es no

negativa y pimitiva (y por tanto irreducible), aplicando el inciso d) del teorema

de Perron-Frobenius (teorema 3.6.1), tenemos que 1 es un valor propio de multi-
plicidad 1.

b) Como A es primitiva y no negative, el resultado se sigue del teorema 9.7.1.".

c) Segin el lema 4.2.2, A™ es una maltriz de probabilidades de traﬁsik:i'dri, asi’fqtié '
cada elemenio de A™ es no negativo para todo m € N. Por tanto, para 1l <4,j <
n, : ) R

. Lij= lim (A™);; 2 0.
Ademds, para 1 < i< n, ; S :

S L= Z( lim (A"‘),_,) = Jim (Z(A'").,) = 15n°°(1) =1 ‘

=1

Luego L es una matriz de pmbabzhdades de transtcufn.

d) De acuerdo con el teorema 3.2.3,
AL=A( lim_4A™) = lim (AA™) = lim A™=L.
m—o0 M—00 = OO
Andlogamente, LA= L.

e) Como AL = L, de acuerdo con el inciso d), cada una de las columnas de L es un
vector propio de A correspondiente al valor propio 1. Ademds, de acuerdo con el
inciso ¢), cada columna de L es un vector de probabilidad. Se sigue entonces de a)

que cada columna de L es igual al Wnico vector de probabilidad v correspondiente
al valor propio 1 de A.

f) Sea x cualquier vector de probabilidad y definase y := Lz. Enionces, por el lema
4.2.8, y es un vector de probabilidad y por el inciso d), Ay = ALz = Lz = y. '
Por lo tanto y es también un vector propio gue corresponde al valor propio 1 de
A. Entonces, de acuerdo con ¢l inciso ¢), y=v. 3
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4.2 Aplicéciﬁn del teorema de Perroh-ﬁab.eﬁius a las cadenas de Markov

Definicién 4.2.3 El vector v del inciso e) del teorema anterior se denomina vector
de probabilidad fija (o vector estacionario) de la maitriz regular de transicién
A.

Ejemplo 1. En 1995 una investigacién municipal del uso de la tierra mostré que
el 10% de la tierra del municipio era urbana, el 50% no cstaba utilizada y el
40% estaba destinada a usos agricolas. Cinco afios después una investigacién de
actualizacién revelé que el 70% de la superficie urbana habia permanecido ur-
bana, 10% se habfa convertido en no utilizada y el 20% se habfa transformado
en superficie agricola. De la misma manera, 20% de la superficie no utilizada
se habia convertido en urbana, 60% habfa permanecido no utilizada y 20% se
habfa convertido en superficie agricola. Finalmente, la investigacién del 2000
mostré que el 20% de la superficie agricola se habia convertido en no utilizada,
mientras que el 80% permanecié agricola. Suponiendo que las tendencias indi-
cadas por la investigacién del 2000 continuén, calcularemos los porcentajes de
las superficies urbanas, no utilizadas y agricolas en el municipio en el 2005 y
los porcentajes eventuales correspondientes.

Podemos describir la situacién anterior como una cadena de Markov de 3 esta-
dos, donde los estados son los usos de la ticrra, haciendo que los estados uno,
dos y tres sean respectivamente el uso urbano, el no utilizado y el agricola.
Vemos que el vector de probabilidad que indica la probabilidad inicial de estar

0.1
en cada uno de los estados es P = 0.5 y la matriz de transicién es
0.4
07 02 0
A=1{ 01 06 02 }.
0.2 0.2 0.8

Los porcentajes de las superficies urbanas, no utilizadas y agricolas en el mu-

0.44
y los porcentajes eventuales de las superficies correspondientes son las coorde-.
nadas de limmooe AA™P. La matriz A es regular pues

0.51 0.26 0.04
A%2=1 0.17 0.42 028 | >0.

0.32 0.32 0.68

0.17
nicipio en el 2005 son las coordenadas del vector AP, donde AP = ( 0.39 )

Entonces, segiin el teorema anterior, limy,., oo A™ es una matriz 'L en la que
cada columna es igual al Gnico vector de probabilidad fija para 'A. Este vector v
. m . - . RS . N
estalque (A—I)v =0.Siv= | v2 | vemos que (4—TI)v = 0 nos proporciona

v3 N .

el




el siguiente sistema de ecuaciones lineales © '

~0.3v; + 0.2v2
0.1v; — 0.4vp + O.Zpa i
0.2v; + 0.2v3 — 0.2v3

Resolviendo el sistema, encontramos que { '3 } es una base para el espa-
5

0.2
cio de soluciones de este sistema, de donde el vector v es 0.3 |.Entoncesa
0.5
largo plazo esperamos que el 20% de la tierra utilizada sea urbana, el 30% no
esté utilizada y el 50% se destine a usos agricolas.

Ejemplo 2. En 1990 la industria automotriz determiné que el 40% de los america-

nos posecdores de autos conducia autos grandes, 20% conducia autos de tamaiio
mediano y el 40% conducia autos pequefios. Una segunda investigacién en el
2000 mostré que el 70% de los duefios de autos grandes de 1990 atn poseia
autos grandes cn el 2000, pero el 30% habia cambiado a autos de tamaifio me-
diano. De aquellos que poseian automdéviles de tamafio mediano en 1990, 10%
habfa cambiado a autos grandes, ¢l 70% seguia teniendo autos medianos y el
20% habia cambiado a autos pequeiios en el 2000. Finalmente, de los duefios
de autos pequeiios de 1990, el 10% poseia autos medianos y el 90% poseia
autos pequenos en en el 2000. Suponiendo que esta tendencia continte, deter-
minaremos ¢l porcentaje de americanos que posceran autos de cada uno de los
tamarnios en el 2010 y los porcentajes eventuales correspondientes.

Podemos describir la situacién anterior como una cadena de Markov de 3 esta-
dos, donde los estados son los tamaifios de los autos, haciendo que los estados
uno, dos y tres scan respectivamente el tamafo grande, mediano y pequefio.
Vemos que el vector de probabilidad que indica la probabilidad inicial de estar

0.4
cn cada uno de los estados es P = 0.2 ¥y la matriz de transicién es
0.4
0.7 01 0
A= 0.3 0.7 0.4
¢ 02 09

Los porcentajes de americanos que tendrén autos grandes, medianos y pequeiios

en 1985 son las codi‘dehéﬂé# del vector ‘AP, donde AP.=:[-0.3. |-y los por-
R O N\ R AR
centajes eventuales de los tamafios correspondientes son las coordenadas de
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4.2 Aplicdéi.én del teorema de Perron-Frobenius a las cadenas de Markov

1im,,,;.°° ‘A™P. La matriz A es regular pues

0.52 0.14 0.01
A%2=| 042 0.54 0.16 | >0,
0.06 0.32 0.83

por.lo que limy, 0 A™ es una matriz L en la que cada columna es igual al

vector de probabilidad fija para A. Este vector v es tal que (A — I)v = 0. Si
v

v= vz vemos que (A — I)v = 0 nos proporciona el siguiente sistema de
v3

ecuaciones lineales

~0.3v; +0.1v, = 0
0.3v; —03v2 4+ 0.1v3 = O
0.21)2 - 0.1‘03 = 0.

0.6
Entonces a largo plazo esperamos que el 10% de los americanos poseerin autos
grandes, 30% conducirdn autos medianos y 60% tendrdn autos pequefios.

0.1
Resolviendo el sistema, encontramos que el vector buscado es v = ( 03 )

Ejemplo 3. Una unidad de traumatologia de un hospital ha determinado que al

momento de llegar al hospital el 30% de sus pacientes es ambulatorio y el 70%

debe guardar cama. Un mes después de su llegada, el 60% de los pacientes

ambulatorios se ha recuperado, 20% permanecce ambulatorio y 20% ahora debe

\ guardar cama. Después del mismo lapso, 10% de los pacientes encamados se

ha recuperado, 20% ahora es ambulatorio, 50% permanece encamado y el 20%

ha muerto. Determinarcmos el porcentaje de pacientes que se recuperan, son

ambulatorios, estin encamados y han muerto un mes después de su llegada,
asf como el porcentaje eventual de pacientes de cada tipo.

Podemos describir la situacién anterior como una cadena de Markov de 4 esta-

dos, donde los estados son la situacién de los pacientes haciendo que los estados

uno, dos, tres y cuatro sean respectivamente el estar sano o recuperado, el ser

ambulatorio, el guardar cama y el estar muerto. Vemos que el vector de pro-

babilidad que indica la probabilidad inicial de estar en cada uno de los estados

0
0.3 . .
es P = o7 y la matriz de transicién es

] 0

) 1 06 01 O

_ 0 02 02 0

A=10 02 05 0 |"
0.0 021
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4.2 Aplicaciéh del teorex;na de Pérron-Frobenius a las cadenas de Markov

Los porcentajes de los esfados de los pacientes un mes después de su llegada son
. E 0.25 ' .
0.2

las coordehgdas del vector AP, donde AP = 0.41 y los porcentajes even-

0.14 !

tuales de los estados correspondientes son las coordenadas de lim,— o AmP,

Sin embargo, no podemos aplicar el tecorema 4.2.2 porque A no es regular ya

1 .
que la primera columna de A* es g para todo k € N. Sin embargo, A es
0 ; :
diagonalizable, pues si
1 0 2 -11
_| o0 —-1.:18
Q= 0.0 -2 -9
0°1..1 2

entonces Q es invertible con i;li'ersa:v,

e - TR

" o1 0
Q=10
o
y asf .
Sl 00 0
i 0412700 0
D_Q‘éq‘ 0.0 06 0}
: 00

Por lo tanto

LT m_ 3 ) _1‘ _ s . -1
| Jm am = i (QDQ)™ = @ lim, D™)Q™ -

e 4 .
_ [ (s § 13
- o=t —% 0
. o '425 —35 0

)

'
[-N-NoN-

D00~ . 000~ OO~
YO Cem OO0 =OO0O
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4.2 Aplicacidx; del tebré‘x\'x‘la"de Pér'x;bx;;h'obéhius ‘a’las cadenas de Markov

deldbnde : 2

(5330 os B
m - p—
r}‘-‘féo‘,‘? 'P=| 5000 o7 | =t o |-
¥ 31
0% &1 0 3L

Entonces ‘a largo plazo esperamos que el 23% de los pacientes que llegaron al
hospltal xmcxalmente se recuperen y el 90% restante muera.

Ejemplo 4. Un Jugador principia un juego de azar colocando una ficha en el casillero
2 (marcado salida), de acuerdo con la siguiente figura

Salida
2

Gana
1

l Pierde

Se lanza un dado y la ficha se mueve un cuadro a la izquierda si se obtiene
1 6 2 y un cuadro a la derecha si se obtiene 3,4,5 6 6. Este proceso contintia
hasta que la ficha llega al cuadro 1 (en cuyo caso el jugador gana el juego) o
al cuadro 4 (en cuyo caso el jugador picrde el juego). ;Cudl es la probabilidad
de ganar este juego?

Podemos describir el juego anterior como una cadena de Markov de 4 estados,
donde los estados son los lugares donde se encuentra la ficha (1,2,3,4). La
matriz de probabilidades de transicién es

1 2 00
_foo Lo
A=lo02 00

00 %1

Como en cualquier juego, una vez que se gana o se pierde, se termina el juego;
traduciendo esto en términos de cadenas de Markov, esto quiere decir que una
vez que se llega a los estados 1 6 4 se permanece indefi mdamente en dicho
estado respectivamente.
El vector de probabilidad que indica la probabilidad inicial de estar en cada uno
0 ;
(]i y la respuesta a la prébabi}idad de ganar cste
o Sk
juego la proporciona la primera coordenada de lim,;_jo, A™P. Sin embargo,
como en el ejemplo anterior, no podemos aphcar el teorema 4.2.2, pero A es
- diagonalizable, pues si

de los estados es P =

- ]‘ :
2 A1 6vV2

&>
|
~o

|:l o

o
N

N

<@

+l-l

Nl

| 9LE
3

N3]

Q=

00 O =
HO OO
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Por lo tanto

de donde

Entonces la probab%lidad de ganar el juego es 3. o :
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