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Introducción. 

En esta tesis presentamos una prueba del teorema de Perron-Frobenius y su apli
cación a las cadenas de Markov. Los elegantes resultados obtenidos por Perron en 
1907 para matrices cuadradas con entradas positivas están sintetizados en el teorema 
de Pcrron. E:->tc teorcu1a afirina que si A es una de tales 1natrices entonces su radio 
espectral p(A), que es el máximo de los módulos o valores absolutos de los valores 
propios de A, es positivo y es de hecho un valor propio algebraicamcnte simple de 
A; n1ás aún, es el único valor propio de A de 1116dulo máximo. Además el vector 
propio que genera el espacio propio asociado a p(A) puede escogerse con todas sus 
coordenadas positivas. En consecuencia, hay un único vector propio positivo asocia
do a p(A) cuya sun1a de coordenadas es 1; a este vector se le lla1na vector de Perron 
de A .. Finahncnte el tcorc1na de Perron asegura que el líinitc cuando m ~ oo de la 
sucesión de matrices {p(A)- 1 Am} existe y es una matriz L de rango 1 cuyas colum
nas son todas iguales al vector de Pcrron de A. En consecuencia L es una matriz 
estocástica por colun1nas y es esta última parte del teorema de Perron la que tiene 
n1ayor relevancia en el estudio de las cadenas de Markov en probabilidad. 

La generalización del tcorc1na de Pcrron a cierta clase de matrices con entradas 
no negativas se debe a Frobenius (1912). Frobenius introdujo la noción de primitivi
dad: una 1natriz cuadrada es prhnit.iva si es no negativa, irreducible y tiene un único 
valor propio de n1ódulo 1náximo. El tcorcn1a de Perron-Frobenius asegura entonces 
que las afinnacioncs del tcorcn1a de Perron son válidas para las matrices primitivas. 

La prueba del teorema de Perron-Frobenius que presentamos aquí no es la más 
corta posible, pero en ca1nbio, es n1uy fácil de entender ya que se requieren sólo 
los conochnicntos adquiridos en los primeros 3 ó 4 semestres de la licenciatura en 
Matemáticas o Actuarla. De hecho, pensando en que sea de alguna utilidad a aquellos 
alumnos de la carrera de Actuaría que toman los cursos de Probabilidad sin haber 
tomado el de Algebra Lineal II, decidimos hacer la tesis autocontenida. 
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Ast, en el capitulo 1 presentamos los conceptos básicos de espacios con producto in
terno y matrices unitarias necesarios para comprender el teorema de la triangulariza
ción unitaria de Schur. Este importante teorema se presenta al final del capítulo II, 
después de los conceptos básicos de valores y vectores propios y diagonalizabilidad 
de una matriz cuadrada. En este capitulo también introducimos la noción de radio 
espectral y algunas de sus propiedades que utilizaremos después. 

En el capítulo III, que es la parte central de esta tesis, presentamos la prueba del teo
rema de Perron-Frobenius. Para ello necesitamos introducir nue'\."OS conceptos como 
son los de normas vectoriales y n1atriciales, el del línúte de una sucesión de matrices, 
el de la gráfica dirigida de una matriz y los de matriz irreducible y matriz primith-a. 
Cabe aclarar que este tema no forma parte de los cursos de Algebra Lineal que se 
imparten en las licenciaturas de la Facultad. 

Finalmente, en el capítulo IV presentrunos la aplicación del teorema de Perron
Frobenius a la resolución de algunos de los problemas que surgen en el estudio de 
las cadenas de ~larkov. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Productos internos 

A lo largo de este trabajo F denotará el campo de los números reales o el caznpo de 
los números complejos. 

Definición 1.1.1 Sea v" un espacio t1ectorial sobre F. Una/unción<·,·>: VxV -t 
F es un producto interno si para todo :z:, y,;; e V y para todo ce F. se cumplen: 

i) < :z:,x >;::: O;< x,x >=O si y sólo si x =O 

ii) <ex+ y,:: > = c < x,;; > + < y,:: > 

iii} < :z:,y >= < y,:z: >. 

Ejemplo l. Sea V = F". Para :z: = (:z:1,.:r2, ... ,:z:,.), y = (yi,y,,, ••• ,y,.) en V, 
< x, y >= E~1 :r¡U¡ es un producto interno llamado canónico u ordinario. -, 
Cuando F = R se le conoce como producto punto y cuando F = C como 
producto hermitiano canónico. 

Ejemplo 2. Sea V= M,. el espacio de las matrices n x n sobre F. Para A,B e V, 
< .4, B >= tr(B" A), donde B" es la matriz transpuesta conjugada de B, es 
un producto interno. Este producto generaliza al del ejemplo anterior ya. que 
tr(B" A) = L;,(B" .4)¡; =E; L;j B¡j.4j; = E; E; B;;.4ji• 

Ejemplo 3. Sea V = Mnxl el espacio de las matrices (columnas) n x 1 sobre F 
y sea Q una matriz invertible en M,., entonces <X, Y >= YªQ"QX es un 
producto interno en V. Se identifica la matriz 1x1 del segundo miembro con su 
único elemento. Cuando Q es la matriz unidad, este producto es esencialmente 
el mismo del ejemplo l. 

Ejemplo 4. Sea V el espacio vectorial de las funciones continuas de valor complejo 
en el intervalo [0, 1], entonces < /, g >= J0

1 f(t)g(t)dt es un producto interno 
en V. 

3 
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'.:-..;;; .~-1.i Productos internos 

Ejemplo 5. Si < ·, · > es un producto interno en un espacio vectorial V y r > O, 
podemos definir otro producto interno en V mediante la regla (x, y) = r < x, y> 
para cualesquier x, y E V. 

Ejemplo 6. Sean V y IV espacios vectoriales sobre F y T : V -+ W una trans
formación lineal inyectiva.. Si < ·, · > es un producto interno en W, podemos 
definir un producto interno en V mediante la regla (x,y) = < T(x),T(y) > 
para cualesquier x, y E V. El ejemplo 3 es un caso particular de esta situación. 

Las principales propiedades de un producto interno están contenidas en el siguiente 
teorema. 

Teorema 1.1.1 Sea \/' un espacio con producto interno < ·, · >. Para cualesquier 
x, y, z E V y cualquier e E F se satisfacen: 

a) <x,cy+z>=c<x,y>+<x,z> 

b} < x, y >=O para todo y E \T si y sólo si x =O 

e) < x, < x, y> y>= 1 < x, y> 12 

d} 1<x,y>12 :S< x,x >< y,y >. 

Demostración. 

a) < x,cy + z >= < cy + z,x >=e< y,x > + < z,x > =:' c< y,x > + < z,x > = 
e< x,y > + < x,z >. · 

b} Supongamos que< x,y >=O para todo y E V, entonces <·x,x :>;=O de donde 
x = O. Inversamente, si x = O, < x, y >=< ex, y.>,,,; e < :i:, y·:>. pom ·todo 
c E F; entonces< x,y >=O para todo.y E V. · 

c) < x, < x,y > y>=< x,y > < x,y >= 1 < x,y > ¡2 • 

d} Si y = O la afirmación se cumple por b}. Si y ~ O, definimos p(t) 
< x + ty, x + t.y > poro t E R. Entonces 

p(t) < X, X > +t < x, y > +t < y, X > +t2 < y, y > 
< y, y > t 2 + 2Re < X, y > t+ < X, X > 

Este es un polinomio de 20 grado con coeficientes reales y por cómo se definió, 
no puede tener raíces reales simples; por lo tanto su discriminante no puede ser 
positivo. Entonces 

(2Re.<_x,y >).2 :-4 < x,x >< y,y >:SO, 

de donde, 
(Re< x,y >)2 :S< x,x >< y,y >. 

4 
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-1.2 Longitud o norma de un vector 

Como ésto- es ci~rl.o-im~:iodo x;t-:·e: V, en particular, 

(Re< x:; < ~.t~ ~<~)~ k<-~,x: >< < x:,y > y, < x:,y > Y>, 

de donde por e), 

(1<x,y>12)2 :5 I < x:,y > 12 < x:,x; >< y,y > · 

Si < x:, y >= O la afirmaci6n es obuia. Si < x:, y >~ O, la afirmaci6n se obtiene 
diuidiendo entre 1<x:,y>12 • O 

La desigualdad en d) se llama desigualdad de Cauchy-Schwarz. Observemos que en 
eUa se da la igualdad si y sólo si x; y y son linealmente dependientes: 
Supongamos que x; y y son linealmente dependientes, esto es, x; = ay para algún °' E 
F, entonces 

1 < x;,y > 12 1<ay,y>12 =<ay, y>< oy,y > -< oy,y >< y,ay > 
a< oy,y >< y,y >=< ay,oy >< y,y >=< x:,x: >< y,y >. 

Inversamente, supongamos que Ja igualdad se cumple. Si < x:, y >= O entonces 
< x:, x: >=O o < y, y >=O, es decir, x: =O o y= O, de donde_ x; y y- son linealmente 
dependientes. Si < x;, y >~O entonces 

. . . . . 

(Re < x:, < x:, y > y > )2 (Re(< x:, Y > < x:, Y >))~ ~ 'c:nel ~ x:, Y > 12)2 
(1<x;y>12)2 ;;:;, 1.¿·x:,'iÍ>12 < ::;,,x; >< y,y > 
< x,x: ><:<'x:, iÍ> v.< x:/1/ >Y>. 

Haciendo w = < x:, y > y, tenemos que-

( Re < x:, w >)2 ::-e: ~"x; ~< S;,,; ::.. -
por lo que 

(2Re < x:,w >)2 -4-< ;.;,x ><w,w >=O. 
Entonces el polinomio p(t) =< x + tw, x; +t.;., > co~ t E- lR tiene una raíz real doble 
e, por lo que x; + cw =O, y por lo tanto,- x; = -e < x:,y > y, esto es, x; y y son 
linealmente dependientes. 

1.2 Longitud o norma de un vector 

Sabemos que para todo vector x; E R 2 la longitud o norma de x:, denotada por 11 x; 11, 
está determinada por 11 x; 11= ylx:1 + x;ª. Entonces nos resulta natural generalizar el 
concepto de norma de un vector en un espacio con producto interno arbitrario de 
acuerdo con la siguiente definición. 

5 



1.3 Ortogonalidad y ortonormalidad <i~:vecto.?e!l''.en un espacio con 
· · · · · ·'.''')/'producto interno 

Definición 1.2.1 Sea V un espacio con producto i,:;ter;{o.'P.;~:x_E V definimos la 
norma (o.longitud) de x mediante 11x11=· :,/< x,x >; · .. .,. ·· 

Como es de esperarse, las propiedades de Ja longi:tud·:~~:n~~-·~¡,·~atisfacen en general, 
como se muestra en el siguiente teorema. ' , , · 

Teorema 1.2.1 Sea V un espacio con producto inté..rio.:Entonces para todo x, y e V 
y para todo c e F se cumplen: · · · 

i) 11 :z: 112: O; 11 :z: 11= O si y sólo si x =O 

ii) 11 = 11= !el• 11 X 11 

iii) 11:z:+y11:511x11+11y11 (desigualdad del triángulo}. 

Demostración. 
i) y ii) son inmediatas. Probaremos iii). 

11 :z: + y 112 < :z: + y, :z: +y >=< x, :Z: > + < y, X > + < X, y > + < y, y > 

11:z:112 +2Re < :z:,y > + 11Y112:511:z:112 +21 < :z:,y > I+ 11Y112 

:5 11X112 +211:Z:11•11Y11+11Y112= (11:Z:11+11Y11)2. 0 

Definición 1.2.2 Sea V un espacio con producto interno. Un vector :z: e V es un 
vector unitario si 11 :z: 11= l. 

Para cualquier vector no nulo x en un espacio con producto interno se tiene que Tfzn' 
es un vector unitario. 

1.3 Ortogonalidad y ortonormalidad de vectores en un 
espacio con producto interno 

Recordemos que para el producto punto en R2 ó R3, < :z:, y > = 11 x 11 · 11 y 11 cosO 
donde O es el ángulo (O :5 O :5 7r) entre :z: y y. Esta ecuación implica la desigualdad 
de Cauchy-Schwarz ya que lcosOI :5 l. Además :z: y y son perpendiculares si y sólo si 
cosO =O, es decir, si y sólo si< :z:,y >=O. Entonces nos resulta natural generalizar 
la noción de perpendicularidad a un espacio con producto interno cualquiera. 

Definición 1.3.1 Sean V un espacio con producto interno y x, y e V. Los vectores 
x y y son ortogonales si < :z:, y>= O. Un subconjunto S de V es ortogonal si 
cualquier par de elementos distintos de S es ortogonal. Finalmente, un subconjunto 
S de V es ortonormal si S es ortogonal y está formado por vectores unitarios. 

Ejemplo l. Los vectores (:z:, y), (-y, :z:) en IR2 son ortogonales con respecto al pro
ducto punto. 

,.,,,,-·· -:,.~::-~-----...... .;,;,..;,;,....; 
__ __::.....:....__~ __ :._,:._;_. 
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1.3 Ortogonalidad~ ortonormaÍidad de.vect()res e~ un espacio con 
· · · · ·· · · · · ... .,., · '·.producto interno 

. . . •'• - . . 
- e _\ ·: . _.,_-., 

Ejemplo 2. La base canónica en pn i.s un conjunto or~Cl~brIÍial con respecto al 
producto interno can6nic0. · - · · · - · 

Ejemplo 3. La base canónica en Mn es ·un conjunto ortonormal con respecto al 
producto interno dado en el ejemplo 2. 

Teorema 1.3.1 Sea V un espacio con producto interno y sea S un· conjunto ortogo
nal formado por vectores no nulos en V. Entonces S. es· zineal,,.ente .independiente. 
Demostraci6n. · 
Sean x 1 , x2, ••• , Xn elementos distintos en S y sup6ngase qUe para a1; a2, ... , o.n E F 

n 

O=¿a,x,. 
i=l 

Entonces para cualquier i, 1 ::; i :5 n, 
n n 

O=< O,x; >=< ¿a;x;,x; >= Lª' < x;,x; >=a; 11x;112 

i=l i=l 

puesto que< x¡,x; >=O para i # j. Como x; #O, tenemos que a; =O. Por lo 
tanto, S es linealmente independiente. O 

Las bases ortonormales desempeñan un papel importante en los espacios con pro
ducto interno. El siguiente teorema muestra que a partir de un subconjunto finito 
linealmente independiente de vectores en un espacio con producto interno, podemos 
encontrar una base ortonor1nal del subcspacio generado por dicho subconjunto. El 
proceso para encontrar una base ortogonal del subespacio es conocido como proceso 
de ortogonalizaci611 de Gram-Schmidt. Una vez obtenida una base ortogonal, sólo es 
necesario nonnalizar los vectores de dicha base. 

Teorema 1.3.2 Sea V un espacio con producto interno y sean y¡, Y2, ••• , Yn vectores 
linealmcn1.e indc¡>endientes cualesquiera de V. Entonces se pueden construir vectores 
ortogonales x1, x2, •.• , Xn en V tales que ¡Jara cada k = 1, ... , n el conjunto 

{x1,x2,. .. ,xk} 

sea una base del subespacio generado por y¡, y2, ••• , Yk· 
Demostración. 
Primero, sea x1 = Y1. Los otros vectores están entonces dados inductivam~té de la 
siguiente fornia: 
Sup6ngasc que xi, x2, ... , Xm (1 ::; Tn ::; n) hayan sido elegidos de. modo que para 
cada k = 1, ... , Tn, {xi, x2,. .. , Xk} es una base ortogonal paro el subespacio de V 
generado por y1,!J2, ••• , Yk· Para constniir el siguiente Vector Xm+lt sea, 

. - ·-- - - -- -

m < !1m+1,:i:1: > .' 
Xm+l = Ym+l - L 11 X 112 Xk 

· k=I k 

(1.1) 

7 

.,,.- . c,,-.~e:--·~-_,.,....._,~..,._-'---'-

_'.~- -·-"- ~~~~-~---~ 



< .. > ·.~·-:.~-: .· 

Entonces :z:m+1 ,¡. O,· ya que en caáo contrario !1m+1. ~~:~na combinaci6n lineal de 
:z:1,:z:2,. .. ,x~ y por lo tanto· una combinaci6n.·lineal 'de.yi~·!h,,. .. t'Ym· Además, si 
1 S j S m, entonces ' ·~ 

m < Yrn+f,Xk > 
< vm+•·"'; > - 2: 11 112 < "'k·"'; > 

k=l Xk 
< Xm+l1Xj > 

< Ym+1,Xj > - < Ym+i,x; >=O. 

Luego, {x1, :z:2, ... ,xm+t} es un conjunto ortogonal que consta de m+ 1 vectores no 
nulos en el subespacio generado pory1, y2, ... , Ym+t· Por el teorema 1.9.1, {x1, x2, ... , 
Xm+l} es una base para este subespacio. Así los vectores xi, x2, .•• , Xn pueden cons
truirse uno tras otro de acuerdo con (1.1). O 

1.4 lVIatrices unitarias 

Definición 1.4.1 Una matriz U E Mn se llama unitaria· si U"U = I. En caso de 
que U E Mn(R}, se dice que U es ortogonal real. 

Ejemplo l. La matriz U = 
1 1 )' ~ 73 •.·· .· ·. 
~ _. :ta .. ~ . -.~·-~-~-~ -!1,1atri:~ unitaria, más aún, 

-75 73 .. 
· es ortogonal real. ' .- ... 

Ejemplo 2. Paia (Je R, 1..: ni;,,triz Ú:7 (;i~: -:,,:~(] ) es también una matriz 

ortogonal. real. 

Ejemplo 3. La matriz U = ( O ~ ) ·~una: m~¡ri;. u~itaria. 

Teorema 1.4.1 Sea U.E Mn· Lassiguie~te: ~¡;,maciones son equitJalentes: 

1} U es unitaria. 

B} U es invertible y u• = u-1. 
s) uu· = r. 
4) u· es unitaria. 

5) Las columnas de U forman un conjunto ortonormal. 

6} Los renglones de U forman un ¿,nju~t~ o~~n¿rmal. 
7) Paro todo :z: E C", 11 U:z: 11=11 :z:.11· 
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1.4 Matrices unitarias 

Demostraci6n. 
Dado que una matriz que tiene inversa izquierda o derecha es invertible y su inversa 
es única, l}, 2) y 3) son equivalentes. La equivalencia de estas afirmaciones con 4) 
se sigue de que (U")• =U. 
Considerando la multiplicaci6n de matrices y denotando por U' la i-ésima columna 
de U (1 :5 i :5 n), el enunciado u·u = I significa que 

si j #- i 
si j = i 

Es decir, las columnas de U forman un conjunto ortonormal respecto al producto 
interno can6nico y por lo tanto 1) y 5) son equivalentes. Similarmente 4) y 6) son 
equivalentes. 
Si y:= Ux y U es unitaria entonces 11 y 112 = y•y = x"U"Ux = x"Ix = x•x = 
11x112 , esto es, 1) implica 7). Para el recíproco, consideremos primero el caso n = 2. 

Suponiendo 7) y tomando x = ( ~ ) , encontramos que 1 = x•x = y•y = x"U"Ux = 

(U"U)u. Similarmente, tomando x = ( ~ ). concluimos que (U•U)22 es también 

1 y dado que (U"U)" = u·u (CJ"U es hermfüca o autoadjunta}, u·u debe tener 

la forma ( ~ ~ ) donde a es el producto interno de la segunda columna de U y 

la primera columna de U y a es el producto interno de la primera columna de U y 

la segunda columna de U. Tomando x = ( ~ ) obtenemos que 2 = x•x = y•y = 

xºU"U:z: = 2 +(a+ a) 1J tomando X = ( ~ ) obtenemos que 2 = 2 + i(a - a), de 

donde a+ a= 2Rea =O= 2ilma =a - a, por lo que a= O y entonces u·u = I, 
esto es, U es unitaria. 
Consideremos ahora el caso n > 2. Sean A = u·u y X E C" tal que todas sus 
componentes distintas de i y j (i ::; j) son cero. Entonces 

x•Ax 

(X¡ x; ) 

lo cual se reduce a la condici6n x"U"Ux para todo x E d' y U"U = (·a;; Di; ) . 
Cji ªJj 

Por el caso anterior, ( a¡¡ a¡; ) = I e M2· Dado que i y j ·son arbitrarios, 
Oji Gjj . 

concluimos que cada submatriz principal de 2 x 2 de A es I E M 2 • La única matriz 
que satisface esta propiedad es A = I E Mn y dado que el caso n = 1 es obvio, 
concluimos que 7) implica 1), lo cual completa la prueba. O 

Observamos que la inversa de una matriz unitaria y el producto de matrices unitarias 
son también matrices unitarias. En efecto, A E Mn es unitaria si y sólo si A-1 =Aº. 
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Así, si A es unitaria entonces (A-1 )-1 = (A•)-1 = c.4.-1)'•' Si A y B son unitarias 
entonces (AB)- 1 = B-lA-1 :: B"A" = (AB)".· . . . <.<· 
Definición 1.4.2 Una matriz B E Mn .es unitariame~te'equiValente a A E Mn 
si existe una matriz unitaria U E Mn tal que B = U~ AU .. Si. U., es iea((y por tanto 
ortogonal}, entonces B es ortogonalmente equivalell.t.C ·~·A·' '..e: . ·.;:'.''. , . · 

Ejemplo. Las matrices A= ( :!1 ~·., ~ }/B ~ (·~:{·~ )g )•so~ unitaria-

0 o ¡'· ·; ::(<ó ;º)~ ·~~·)· .·" 
.· ..... •••7>>:72'• .··:· ,· 

mente equivalentes. En efecto, Ja matriz f];= , -~r.~:~>· es unitaria con 

adjunta U" = ( i i ~) y un slmple cB.lc~lo m;,,estr..:que B =U" AU. 
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Capítulo 2 

Diagonalización 

2.1 Introducción 

Sabemos que todo operador lineal T sobre un espacio vectorial V de dimensión n se 
puede representar por n1edio de una matriz n x n. Más aún, si f3 es una base ordenada 
de V y A= [T)13, entonces el conjunto de todas las matrices que representan a. T con 
respecto a alguna base ordenada de V es el conjunto de todas las matrices similares 
a A, a saber, el conjunto 

{s-1 AS 1 S E Mn es invertible}. 

Inversan1cnte, si A E M,u entonces A induce un operador lineal TA sobre cualquier 
espacio vectorial V de dimensión n, en pa.rticula.r, A induce un operador lineal LA 
sobre F" definido por LA(x) = Ax para todo vector columna x E F" y A es la 
matriz que representa a LA con respecto a la base canónica de F". Así pues,· es lo 
mismo trabajar con operadores que con matrices. 

En este capítulo intentamos representar al operador T por una matriz especialmente 
sencilla. Como los cálculos que involucran a las matrices diagonales son sencillos (por 
ejemplo, la nulidad, el rango y el determinante de una matriz diagonal son muy fáciles 
de calcular), lo que buscamos es una base ordenada 'Y= {v1 , ••• ,un} de V tal que 
[T]., sea diagonal, digamos 

( 

>-1 
D= 

o 

Observamos que [Th = D si y sólo si T(vk) = AkVk para 1 :5 k :5 n. Si /3 y A son 
como en el primer párrafo, esto equivale a encontrar una matriz invertible S E Mn 
tal que s-1 AS = D. De hecho, S debe ser una matriz de cambio de base, a. saber, 
la que transforma coordenadas en -y en coordenadas en /3, esto es, S = [lv]~. Obser
vamos que las columnas de S forman una base de pn y que s-1 AS = D si y sólo si 
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2.2-Valores y vectores propios 

AS = S D. si y sólo si para 1 :5 j :5 n la j-ésima columna de AS es la j-ésima columna 
de SD, esto es, ASi = (AS)i·= (SD)i =>.;Si. 

En lo sucesivo trabajaremos con matrices en lugar de operadores. 

2.2 Valores y vectores propios 

Definición 2.2.1 Una matriz A E Mn es diagonalizable si es similar a una ma
triz diagonal. 

Como veremos mas adelante, no toda matriz A es diagonalizable. Luego, estamos 
interesados en encontrar condiciones necesarias y suficientes para que una matriz A 
sea diagonalizable. 

Definición 2.2.2 Si A. E Mn, un valor propio de A es un escalar).. E F para el 
que existe O # x E Fn con Ax = >.x. Si).. es un ualor propio de A, entonces cualquier 
O # x E F" tal que Ax = >.x se llama un vector propio de A asociado al valor 
propio>.. 

Los '-alares y vectores propios se llaman ta1nbién valores y vectores característicos. 

Teorema 2.2.1 Sea A E _.\;fn. Entonces A es diagonali:able si y sólo si existe una 
base fJ ={xi. ... ,xn} de F" formada por vectores propios de A. De hecho, si A es 
similar a la matriz diagonal D, entonces los elementos de la diagonal principal de 
D son los valores propios de A. 
Demostración. 
Si A es diagonalizable, existe una matriz invertible S tal que D = s-lAS es una 
matriz diagonal. En el último párrafo de la sección anterior vimos que las columnas 
de S son una base para F" formada por vectores propios de A con valores propios 
los elementos de la diagonal principal de D. 
Inversamente, si /3 = {xi, ... , xn} es una base de F" tal que Ax; = >.;x; para 
1 ~ i :5 n, sean S = (x¡, .... ,xn] la matriz cuyas columnas son X¡, ... ,zn y 

Entonces Ses invertible y s- 1AS = s-1 [Ax¡, .•. ,AxnÍ =,·s-:1[>.1x1;· •• _. ,>.nxn] 
s-1sD =D. Luego A es diagonalizable. O -

Definición 2.2.3 Si A E Mn y).. es un valor_prop,Ío_de A, el espa;,io ·propio de 
A asociado a ).. es el conjunto E;..= {x e F" J ·A:zi,;,,, >.x} _ - -
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> ··2·;2 Valores y vectores propios 

< -- "·. .::::~:.:,-··--~:/t;~;:-:<'./·~::~_. 
Obsen-amos que si A E Mn y X es u,n valor P~.:>pio de A, entonces 

E;.= {x E F" J Ax - .\x= O} ;,;;,{x'e; P,:.¡' (A- >.I)x =O}= N(A- >.I) 

por lo que E;. es efectivamente un'subespacié:i"c:léF". 
,. ':·,;;· 

El siguiente resultado proporci;,~;., ~;,-;;;étodo para calcular los valores propios de 
una matriz. :- .. ' ;~' 

Teorema 2.2.2 Sean A E Mn y >.:'e F .. Las siguientes afirmaciones son equiua
lenles: 

1) >. es t1alor propio de A. 

2} A - >.I no es inuertible. 

3} det(A - >.I) =O. 

Demostración. 
Por la observación anterior, >. es un ualor propio de A si y sólo si N(A- .\1) ~ {O}. 
Sabemos que esta condición es equiua/enle a que la matriz A - >.I no sea inuertible 
y a que su determinante sea O. O 

Ya que>. es un valor propio de A si y sólo si det(A - >.I) = O, o'bien, si y sólo si 
det(.\J - A) = O, podemos construir la matriz xi - A con elementos polinómicos y 
considerar el polinomio · 

det(xl -A)= 

x- au -a12 
-a21 x- ª22 

= xn + términos de menor grado 

Los valores propios de A son los escalares >..E F tale$ que det(.\J - A) = O, esto 
es, son las raíces o ceros del polinomio det{xi-'- -4) en F. Esto muestra que A tiene 
a lo más n valores propios distintos. Es importante.seÜalar que'A puede carecer de 
valores propios. · 

Definición 2.2.4 Si A E Mn, el poÚnomia J~(:z:) .~.· det{xI -A} se llama el poli-
nomio característico de A. . · ' · 

- - ·.::,- ' 

Lema 2.2.1 Las matrices similáres Ú~~é~ el,;_,.-~~Ó:_i>olino~io característico. 
Demostración. - ::..'.' 
Si B = p-1AP, entonces · 

'', ·\>: 1 ' " 
det(xI - B) det(iI C.: P-;, AP) 

. . = '· det(P~~ (xi;:... A)P) 
detP-1 :det(xi- A). detP 

det(xI - A). O 
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. ,• ;,;: .·:,, 

'~-:'}( .. '. .-": ,--.' ':><: ~;;:~· 

Ej•m:;:;;:,t~i•g,¡=f ·$:, f '.;ycT~1;,~;;:;l]Il*~ ~,,: :·,':.,. 
discriminante ~ negativo; Luego A DO tiene ~ores prop.ios reales; 

Ejomp>• :•c';,~c~ (RqJ_:,''Ji) .;~ ... L. ~+fu"~..;~ .. JA(>) 

= ·I .:..:1 '. x .:::.. 3 .. .:::.2 I ,,;, x 3
.:..: 5;,2 + Sx - 4 = (x ~.l)(x 2)2~·con lo que 

. 1 . : . 5 X + 2 ' ::'. · 

:::::r; ~r;p:s(de f sor y f) tiene rango 2· y··nulidad 1, por lo que 

-1 -5 -3 

E 1 = N(.4 - I) es unidimensional. El vector ( _!
3 

) es un vector propio 

asociado a 1, por lo que E( es;á g"¡;ner~o )ºreste vector. 

Por otro lado, A - 2I = _\ _:
5 
~4 tiene también rango T y(n .. u_:

1

i

2

da)· d 

1, por lo que Ei = N(A- 2I) es también unidimensional. El vector. 

::r~:::::~:~::P~:eªTIºS :· Cf) :: l:e::::t:n::::e:::e::.v;~~ 
embargo, .4 no es ·diagonalizable pues no existe una base de· RJ. fü~mada por 
vectores propios de A. · · · · · · 

Ejemplo 3. Sea A = c~.~2 .:=~)_-El polinomio característi~ci~~:A es ;A(:z:) 

:1 ~~:: .. ::~·l~~~~iG~~~~l~~·{~g~:;~.::: 
2, por lo que E1 e5 bidimensional. i,i,,¡ véc~~~:;,.. (1} y e~ }~on .vectores 
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2.2 Valores y vectores propios 

propios linealmente indep.;~dientes . .;,goclados a 1, por lo que E 1 está generado 
por ellos. · . . , •. . ·. .· :, 

Por otro lado, A- 2I,,;; ( ~ ,::::; · ..• =~) tiene rango 2 y nulidad 1, por lo que 

e, ~. unW>m-folloL El .:.Züfo~ "" 7°'~·~"!~ 7~~ • Z PO< 

: ::.:':::~;:ra ).(1)'°( l)} ~~·:s·~~ ro..;... 

::r ~::::::i:;:::
9

s:i::: ap:r~: ::~(A f f ªgºn)al~.~:.~:l~r···.L;invertible 
o o 2 .• :•.•,' ,,·,· .. :· ... 

P tal que p-l AP = D es P = ( ~ ~ r ) . O~servemos .~u~ ~~·la diagonal 

principal de D aparecen los valores propios de A contando·· su :multiplicidad 
como raíces de J.,i(x) y que las columnas de p son la base de vectores propios 
de A. - .• 

Definición 2.2.5 El espectro de una matriz A E Mn es el conjunto de todos los 
valores propios de .4 en C. 

Definición 2.2.6 El radio espectral p(A) de una matriz A e Mn es p(A) = 
max{l>-1 : >. es un valor pro]Jio de .4}. 

Eje1nplo l. Sea A= ( ~ =~ ::::; ) . El polinomio característico de A es JA(x) 
10 -5 -3 . . 

= (x - 2)(x + 3)(x - 1), por lo que el espectro de A es el conjunto {l, 2, -3} y 
el radio espectral de A es p(A) = 3. · ' 

Ejemplo 2. Sea A= ( ~ ~l ) . El polinomio característic~ de-,! es /A(:Z:) =.x2+1 

= (x - i)(x + i), por lo que el espectro de A es: el conjunto {i,-'i} ;Y el radio 
espectral de A es p(A) = l. · · · 

Observamos que si>. es cualquier valor propio de A, entonc<!l;\>-r:::;;,pCA); más.aún, 
hay al menos un valor propio>. para el cual.1>-1 ==·p(A).. · · ' · 
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2.3 Diagonalizabilidad 

2.3 Diagonalizabilidad 

En Ja sección anterior vimos que no toda matriz es diagonalizable. En esta sección 
damos un criterio para determinar si una matriz puede ser diagonalizada. Comen-
zamos con el siguiente resultado. .. . 

Teorema 2.3.1 Sean A E Mn y ,\¡, >-2, •.• , Ak valores propios distintos de A. Si 
x1, x2, ... , Xk son vectores propios de A tales que A.x¡ = A¡x¡, 1 :5 i :5 k, entonces 
{x1,x2, ... ,xk} es linealmente independiente. 
Demostración. 
Procedemos por inducción sobre k. Supongamos que k =l. Entonces x 1 #O pues x 1 
es un vector propio de A. Luego {x1} es linealmente independiente. 
Supongamos válido el teorema para k - l vectores propios, donde k - l ;;:::: 1, y que 
tenemos k ttectorcs propios x1, x2, ... , Xk correspondientes a distintos valores propios 
A¡,>.,, ... , Ak• Queremos demostrar que {x¡, x2, ... ,xk} es linealmente independien-
te. Supongamos que se tienen a¡, a2, . .. , ak E F tales que " 

(2.1) 

llfultiplicando por A ambos lados de la ecuación (2.1) obtenemos 

a1Ax1 + a2Ax2 + ... + akAXk = a1>-1x1 + a2.>.2x2 + ... + akAkXk ,=O (2.2) 

llfultiplicando ambos lados de la ecuación (2.1) por Ak obtenemos 

a1AkX1 + a2.\kx2 + ' .. + UkAkXk = o' 
Restando la ecuación (2.3} de la (2.2} tenemos qu·e 

a1(>-1 - Ak)x1 + a2(>-2 - ,\k)X2 + ... + ªk-1(>-k-1 -'.>.k)Xk-1 =O 

(2.3) 

Por la hipótesis de inducción, a1(>-1-.\k) = a2(>-2-Ak) = ... = ªk-1(.\k-1-Ak) =O 
y ya que A¡, >-2, ••• , Ak son distintos, a¡ = a2 = ... = ªk-1 =O. Así la ecuación {!l.1} 
se reduce a ªk"'k = O. Como Xk # O, ªk = O; por lo tanto, a1 = a2 = ... = ak = O. O 

Corolario 2.3.1 Sea A E Mn. Si .4 tienen valores propios distintos entonces A es 
diagonalizable. 
Demostración. 
Supongamos que A tienen valores propios distintos >..1, .X2, ••• , An y sean x1, x2, •• . 1 

Xn los vectores propios de A tales que Ax; = A¡x¡ para l ::; i ::; n. Por el teorema 
anterior, {x1,x2, ••• ,xn} es linealmente independiente y por lo tanto es una base de 
F"' formada por vectores propios de A. Entonces A es diagonali:able. O 

Ejemplo. Sea A = ( ~4 -;,
1 

). El polinomio característico de A es /A(x) 

x(x - 4) y por lo tanto los valores propios de A son O y 4. Por el corolario 
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2.3 Diagonalizabilidad 

ante~ior, A es d}agon:'1i~abl~~ ~.;, ef~ct<>! el ~e~tor cohmma ( ~ ) genera al 

espacio propi() de A ~oci~Ó a O~ el vecto~ c(){\lnín'a { ! 2 .) genera al espacio 

propio de A asociado a 4 y { ( ~ ) ; ( ~2) Les )~ base que diagonaliza a. 
A. .• •. 

La condición suficiente para Ja diagonalizabilidad dada· en el corolario. anterior no 
es necesaria, como lo muestra el ejemplo 3 de Ja secci6ii anterior. 

Supongamos que A E Mn es diagonalizable y que .>.¡, .>.2, ••• , >.k ··con. k < n son 
Jos valores propios distintos de A. Entonces existe una matriz:invertible S (cuyas 
columnas son una base de F" formada por vectores propios. de A) ta:J que 

s-1 AS = D = 
( 

.>.111 

donde I; es la matriz identidad de m; x m;. Observamos que: 

1) Por el lema 2.2.1, fA(x) = fv(x) = det(xl - D) = (x - .>.1)m1 • • • (x - >.k)m•. 

2) Para 1 ::; j ::; k, dimE:i.; = dimN(.4. - >.;I) = dimN(D - >.;I) = Tn;, ya. que las 
matrices similares tienen la misma nulidad y el mismo rango y la matriz D - >.;I 
tiene Tn; ceros en la diagonal principal. 

Esta relación entre la dimensión de cada espacio propio y la multiplicidad del valor 
propio correspondiente como raíz del polinomio característico nos proporcionará un 
criterio para detern1inar cuándo una matriz dada es diagonalizable. 

Definición 2.3.1 Sea .>. un valor propio de una matriz A E Mn cuyo polinomio. 
característico es f(x). La multiplicidad algebraica de .>. es el mayor entero 
positivo m para el que (x - .>.)m es un factor de f(x). 

Ejemplo. Para la matriz A = ( ~ ~ ~ ) vimos en Ja sección anterior que 
-1 -5 '-2 

su polinomio característico es !A(x) = (x- l)(x -2)2 • En este caso Jos i.'B.lores 
propios .>.1 = 1 y .>.2 = 2 tienen multiplicidades algebraicas 1 y 2 respectiva
mente. 

Definición 2.3.2 Sea.>. un valor propio de una matri:i:·A e'M;; .. La :multiplicidad 
geométrica de .>. es la dimensi6n del espacio propio· E,.: tis"oeiado a >.. 
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2.3 Diagonalizabilidad 

Ejemplo. Para la matriz A ·= ( ~ ; ~ ) vimos en la sección anterior que 
-1 -5 -2 

los espacios propios E1 y ~ asociados a los valores propios .>.1 = 1 Y .>.2 = 2 
son unidimensionales, por Jo que ambos valores propios tienen multiplicidad 
geométrica l. 

Teorema 2.3.2 Sean A E Mn y .>. un valor propio de A de multiplicidad algebraica 
m, entonces 1 :5 dimE>. ::; m. · 
Demostraci6n. 
Sea {x,, x2, ... , xp} una base ordenada de E>. y sea fJ = {xi, x2, ... , xp, xp+» .•. , Xn} 
una =tensi6n a una base ordenada de F". Consideremos el operador LA definido so
bre F" por LA (x) = Ax y sea B = [L.4],,. Ya que x1, x2, ..• , Xp son vectores propios 
de A correspondientes a .>. 

B= ( ~1 
donde B1 = >.Ip y O es la matriz cero. 
Como A y B son similares, por el lema 2.2.1 tenemos que 

det(xI-A) 

det(xI- B) 

det ( xip - B1 -B2 ) 
O xin-p-Ba 

det(xip - Bi) • det(xin-p - B3). 

Sea g(x) = det(xin-p - B3) el polinomio característico de Ba. Claramente, det(xip
Bi) = (x - >.)P. Por lo tanto fA(x) = (x - >.)Pg(x), de modo que la multiplicidad 
algebraica m de >. es al menos p. Pero dimE>. = p, por lo que 1 :5 dimE>. :5 m. O 

Lema 2.3.1 Sean A E Mn, >.1, .>.2, ••• , Ak los valores propios distintos de A y IV = 
E>., +E>., + ... +E"·. Entonces dim nr = L~=l dimE>.,. 
Demostración. 
Para 1 :5 i ::;; k, sea {J; una base ordenada de E>., y sea fJ = (fJ1 , f12, ••• , fJk) la 
sucesión on.lenada de las bases. Claramente, f3 genera el subespacio lV = E>. 1 + 
E>.2 + ... + E>. •. Falta ver que fJ es linealmente independiente. Cualquier relaci6n 
lineal entre los vectores en fJ tiene la forma w 1 + w 2 + ... + Wk = O con w¡ E EA, para 
1 :5 i :S k. Si algún w¡ ~ O, se tiene una relación de dependencia lineal entre vectores 
propios de A asociados a valores propios distintos, lo que contradice al teorema 2.3.1. 
Luego w¡ = O para cada i = 1, ... , k. Ya que w¡ es una combinación lineal de vectores 
en la base /3¡, se ve que sólo se tiene la relación lineal trivial entre los vectores en /3. 
o 

Teorema 2.3.3 Sean A E Mn y >.1 , >-2, ••• , Ak los valores propios distintos de _4 en 
F. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
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2.4 El teo~ema de triangularización unitaria de Schur 

i) A es diagonalizable. 

ii) El polinomio caracterlstico de A es f A (x) = (x- .>.1 Jd1 • • • (x- >.k)d• 11 dimE;,.1 = 
d; para i = l, ... , k. 

iii) dimE;,. 1 + ... + dimE~. = n. 

Demostración. 
En la discusión anterior a la definición 2.9.J obseroamos que i) implica ii). Si el 
polinomio caracterlstico fA(x) es producto de factores lineales, cama en ii), entonces 
d 1 + ... + dk = n. En efecto, la suma de los d¡ es el grado del polinomio caracteristica 
11 ese grado es n. Por tanto ii) implica iii). 
Supongamos que tenemos iii). Por el lema 2.9.1 tenemos que F" = E;,.1 + ... +E~., 
es decir, los vectores propios de .. A generan F". O 

Observemos que la equivalencia entre i) y ii) proporciona un criterio para la diago
nalizabilidad. En efecto, A E Mn es diagonalizable si y sólo si fA(x) se descompone 
en un producto de factores lineales y para cada valor propio.>. de A el número de 
factores de /A(x) de la forma (x - >.)es n- rango(A - >.I). Según el teorema 2.3.2 
esto siempre ocurre para las raíces simples de fA(x), por lo que sólo debe verificarse 
para las raíces múltiples. 

Ejemplo. Para la matriz A = ( ; ~2 =~ ) vimos en la sección anterior que su 
6 -2 -3 

polinomio característico es fA(X) = (x - 1)2 (x - 2) y que los espacios propios 
E 1 y E, correspondientes a los valores propios 1 y 2 tienen dimensión 2 y 
l respectivamente, por lo que A es diagonalizable. En efecto, como E1 está 

generado por { ( ~ ) , ( ~ ) } y E, por ( ~ ). juntamos las bases de E 1 

y E, para formar la matriz invertible P = ( ~ ~ i ) que es la matriz de 
o 3 2 

cambio de base para la cual p-l AP es diagonal. 

2.4 El teorema de triangularización unitaria de Sch.ur 

Concluimos este capítulo con un resultado de fundamental importancia por su uti
lidad, a saber, que cualquier matriz .4 E Mn es unitariamente equivalente a una 
matriz triangular superior cuyas entradas en la diagonal principal son los valores 
propios de A en un ·orden prescrito. 

Teorema 2.4.1 (Schur). Dada A E Mn can valores propios .>.,, .>.2, •.• , An en 
cualquier orden prescrito, existe una matriz unitaria U e Mn tal que U* AU = 
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Schur 

T = (t;;) es triangular superior con entrodas en la diagonal principal t;; = .>.;, 
i = 1, ••• ,n. Jifas aún, si A"e Mn(IF!!) y .>.i,.>.2, ••• ,.>.n E lR, entonces U se puede 
escoger real y ortogonal. 
Demostración. 
La prueba es algorítmica y consiste en una sucesión de reducciones. 
Sea u1 E e' un vector propio de A asociado a .>.1 y de nonna l. Extendemos u1 a una 
base ortonormal {ui,w2, •.• ,wn} de e'. Sea U1 la matriz unitaria cuyas columnas 
son, de izquierda a derecha, u1, w2, ... , Wn. Ya que la primera columna de AU1 es 
A1 u1 y los renglones de Ui son u 1 , w2, ... , wn, donde la ban-a indica la conjugación 
compleja, un simple cálculo muestra que la matriz Ui AU1 tiene la fonna 

UºAU - ( .>.1 * ) 1 1 - O Al 

Por el lema 2.2.1, la matriz Al E Mn-1 tiene valores propios .>.2, ••• , An· Sea u2 E 
cn-1 un vector propio de At asociado a .>.2 y de nonna l. Repitiendo el proceso 
anterior, obtenemos una matriz unitaria U2 E Mn-1 tal que 

U2A1U2 = ( ~ _;
2

) 

Sea V 2 = ( ~ i
2 

) • Entonces V2 es unitaria y por lo tanto también lo es U1 l-'2· 

Además V 2" Ui AU1 l'2 tiene la fonna 

)=( 
Continuando este proceso de reducción, obtenemos matrices unitarias Ui E Mn-i+l 

para i = 1, ... , n - 1 y matrices unitarias V¡ E Mn para i = 2, ... , n - l. La matriz 
U = U1 V2 V3 · · · Vn-t es unitaria y Uº AU tiene la fonna deseada. 
Si todos los valores propios de A E /vfn(IR) son reales, entonces los vectores pro
pios correspondientes se pueden escoger con coordenadas reales y por lo tanto U es 
ortogonal real. O 

Como consecuencia del teorema de Schur obtenemos el siguiente resultado que nos 
será útil en el siguiente capítulo. · · 

-· .. 
Teorema 2.4.2 Si .>.i,.>.2, ••. ,.>.k son los valores propios distintos de.A.E.Mn en
tonces para cualquier Tn E N, ,\yi, ,\~, ... , ,\ji son todos los· valores propios (no 
necesariamente distintos) de A"'. 
Demostraci6n. 

· .. _-
~ -;: 

Sean .>.i. .>.2, ••• , >..k los valores propios distintos de A con m~ltiplicid~d~s algebraicas 
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ni, n2, ••• , nk respectiuamenté. J>or el teorema de ;~h~r existe U E M,; 
que 

'' «,· .·.: '( >-1 

•u·Au~T:=• •. ··.·• 0 

unitaria tal 

es triangular superior y cada >.; • apa;.,;ce repetido ti; veces en su diágonal principal. 
Ya que U es unitaria, u·= u-1 y por lo tant~. ,. 

( 
>-\." * ) u•AmU=Tm= 
o >.¡;> 

donde cada >.¡n aparece repetido n; veces e,; la ·diagonal prlncipal: Pór 'el lema !Ul.1, 
A m y Tm tienen los mismos valores propios. Luego >..yi, ,\!{' ,··. · •• , A¡:1 son· todos los 
valores propios de Am. O 

Corolario 2.4.1 Sean A E Mn y m EN, entonces p(Am) ;== p(A)".'. 
Demostración. .- _, ~-- , .-
Sean >-i. >.,, ••• , >.k los valores propios distintos de A. De acuerdo con' za definici6n 
de radio espectral, existe 1 ::; j ::; k tal que l>-;I ='= p(A) y ·partÍ -todo·:; # j (1 ::; i ::; . 
k}, i>-d ::; p(A). Por lo tanto, l>-jl = l>-;lm = p(A)m y para todo i:#:.j, l>-f'I = 
¡>.;¡m::; p(A)m. Como >-1,",>-!{', ••• ,Xf: son todos los valores propios deAm se sigue 
que p(Am) = p(A)m. O 

/"'" '·-;;-;"";,'!:'";~·:.:-:.".': ... ,-~= .... -·----..... 
;._'~:-.. ·· 
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Capítulo 3 

El Teorema de Perron-Frobenius 

3.1 Nor1nas vectoriales 

Definición 3.1.1 Sea V un espacio vectorial sobre F. Una función 11 · 11: V--+ IR es 
una nornta vectorial si para todo x, y E V y para todo e E F se cumplen: 

i} 11 X 11 ~ O; 11 X 11= o si y sólo si X= o 

ii} 11 = 11 = !el 11 X 11 
iii} 11 X+ Y 11 :5 11 X 11 + 11 Y 11. 

Una norma vectorial es entonces una generalización de la familiar longitud Eucli
diana en el plano o en el espacio y nos permite hablar de "tamafio" y "cercanía" en 
un espacio vectorial arbitrario. -

Lema 3.1.1 Si 11 · 11 es una norma vectorial en V;· entonces para 'todo x, y e V, 

j11xll-:-llvllj~n7~:~u~,,, 
D 

; _,-, :· .. :.:. ·,<¿ , -
emostmcion. . .•':"····:c1·".-.:-._,,;· '··<" .. .'':.:::·.-,...,>;:_ / .. -.... , _ -

Poriii}, 11x11=11x-y+y11 :5Ux"yJl.-:1-.'ll vll;.dé;dond" 113' lk-U y 11:::; 11x-y11. 
Análogamente, 11 y u - u X U!:; 11 %~ill:')~~o~1?:·~~n,{~!·l 11'.''"" - u vn 1 ~ 11 X - y 11 . 
o · :·· ;''.::·,:,.""'·'··;~:·,,:·,.cv.':·ct:':'·:··;,'.:•·.:. · · · 

A continuación damos a1gJ1i~;eje,;.pl,;~'de~orJi~~é~i~ri.;.i~; Eli el capitulo 1 vimos 
el primero de ellos: ·'':>:(:e';;:,,,,, :··: ;·,;· · ';.'"'' 

. ._: .. ~·_:..:· :;::':-:..-, .. _.~:;;--~,...'~~:·:·-:·-.,~··::'.:··-.. -: :;~~----- .:-;:.:~::,;·::,:·:,:::; _:. ' . l. 

Ejemplo l. Si.<.·,·:.:> es'un·productointerrio en' V, entonces 11x11 = < x, x >• 
es unauorina·vectoda!,Jlamada la norma vectorial inducida por el producto 

· intEirno."~ ---, -- ~e,.·-----·-~·<~,-_, - -- ,...~.- - -

En los ejemplos 2 a 5, V= C" y X e v. 
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3.1 Normas vectoriales 

Ejemplo 2. La norma l 1 está dada ;por 

11.; lh = l~1I + .. ·· + lxnl 

Ejemplo 3. La norma l2 (o nori;:i:..,:·eucl,id,iai.19·'..Stá dada por 

11 ~11/~''(1;{,~.-f .. ' •. ·•.·· l;n12 ) !. 

Observamos que ..Sta: norm~. es l;,, l~d.i~id:;;'. por el producto interno canónico. 

- . .. . . 
' . ' : .l. . 

11"' 11p = cf.:1x,1Pr, p;;:: 1 
i=l 

Ejemplo S. La norma l 00 está dada por 

Ejemplo 6. Si V' es un espacio vectorial de dimensión finita sobre F y f3 = {vi,""' 
.•• ,vn} es una base ordenada de V, sabemos que la función [ · ]11 : V-+ C" 
dada por 

¡.¡,~ (I) 
para V = I::j'.., :i:;v;, es un isomorfismo de v. en C" .. Entonces, sin • u es 
cualquier norma en C"' 11 V 1111 11 [v]¡¡ 11 = 11 .C:i:1; x2, ... ; Xn)' 11 ;.,. una 
norma en V. 

En los ejemplos 7 a 10, V es el espaci~ vectorl~.d~'Íod.~ i:';r~.;;ones continuas del 
intervalo [a,b] en F, es decir, V= C[d,b],;;,; {f·.•Ja;b]~¿·Plf;es continua}. 

Ejemplo 7. La norma Li está dada por,:{.·. 

Ejemplo 8. La norma ~ está dada por 

, : ¡, . : ' l. 

1111'2 = CL lf(t)(2 dt). 
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3.1 Normas vectoriales 

Ejemplo 9. La norma Lp es:á dada. por 

. .•.· ·. ·i·· 

11/llp = Cf11Ct)IP<lt)p; p~l 

Ejemplo 10. La norma L 00 está dada por 

11f1100 = max{l/(x)(I :ie [a,bJ} 

Si V es un espacio con producto interno, una norma·· 11 • 11 definida· sobre V está 
inducida por el producto interno si y sólo si ·satisface .. Ja.ley del paralelogramo, es 
decir, que para cualesquier x, y E V, - . · . 

~ (11 X +Y 11 2 + 11 X - Y 112
) =U X 112 -Í-11 Y 11 2

·, 

. . - . 

Vemos que Ja norma e00 del ejemplo 5 anterior no está inducida por un producto 
interno, pues para n = 2 y para x = (1, O),. y·= (O, 1) no se satisface la ley del 
paralelogramo. 

Además de medir el "tamaño" de un vector y determinar si dos ,·ectores _estáll .°"CCrC3." 
uno del otro, las normas se pueden usar para medir la convergcnci~ de_UnO: suCeSión 
de vectores. · 

Definición 3.1.2 Sea V un espacio vectorial sobre F y sea 11 • 11 una nonna vectorial 
en V'. Decimos que la sucesi6n {v(kj} de vectores en V converge a un vector u .. e V 
con respecto a la nonna 11 • 11 si y s6lo si 11u(k)-u11-t O cuando k -too ¡j escribimos 

kl.!_,~ "Ck) = u con respecto a 11 • 11 

ó 

Observamos que el limite de una sucesión {u(k)} dé vectores· en v·con respecto a 
una norma 11 • 11 dada está bien definido •. En efecto, si .. 

- ..• y· . ,,·(k)· . ....:..._11·11· .. "·· "Ckl IHI · · ·. "• . 

entonces '·· '.· '', 

11 "CkÍ :;.: ~ 11-:4 O cuando 
• ·-c-'.o • o -.~~ .... 

k-t 00 11 "Ckl - "JI-¿ O y 

y por Jo tanto 

11 u - " 11=11 u - "Ck) + "Ck} - .; 11!511 u.::_ "<kÍ .11 + 11 "(k} - u 11--+ O cuando k -t oo. 

24 

_{~·-··_.·_ "::;=:-.:__"·_""'_"". -_-_--_-__ --_-__ -:==~:_-::_-_---.. -----.. -.. ~--~--. -'-""'."".-":"'.".'.'.'" .. -... "." ... -:--===~."' .. =._=_"""'.-= .. -.~-~~---~--~------~ 



3.1 Normas vectoriales 

Luego, v = u. 

Nos preguntamos ahora si es posible que una sucesión dada de vectores converja 
con respecto a una norma y no converja con respecto a otra. Como '_'ér~mos ensegui
da, esto no puede ocurrir en un espacio vectorial de dimensión finita. 

Recordemos que una función f : pn -+ lR es uniformemente continua· én A C pn 
si para todo E > O existe 6 > O tal que si x, u E A y 11 x - u 112::5 6 · entonces 
lf(x) - /(u)I ::5 E. 

Lema 3.1.2 Sea 11 · 11 una nonna en un espacio uectorial V sobre F y aean vi, 
112, ••• , Vm E V uectores dados. La /unci6n g : F"' -+ lit definida por 

g(x1, x2, ... , Xm) =11 .0::1 v1 + x2t12 + ... + XmVni 11 
es una Junci6n uniforme1nente continua. 
Demostroci6n. , 
Sean x = :Ei,!.1 X¡tl¡ y y= :Ei,!.1 y¡u;, donde x;,yi E F paro 1_::5 i ::5 m.· Enton_ces 

lg(xi, x2,. .. , xm) - g(yi, y2,. · · , y,,.)I l 11 x 11 - 11 Yll 1 

:s; 11 x -y __ 11~11:f,cxi- !f1)tiil\ · 
- . '. t=l 

m :- .: .. - ;::·:··-;.-

::;. L lxi -:- Y;I u Vi 11 
,' i=l ·' ·: . . -- . :- . 

::5 m ~.ax (l;,i - Yil 11 Vi 11 ) 
_-· ___ l~s=::;m _, 

Sea e= m max1<i<m 11 v¡ 11· Como ·álgún '!i ;i_o (en caso controrio, g =O y no hay 
noda que probar),-;,> O. Luego 

. . 

lg(xi. x2, ... , Xm) - g(yi, Y2• • • • , Ymll , ::5 :5 1~~ lxi _:_ Yil 
.· ::5)i: 11 (:i:1;,x2!;.: ,x,:,,)- (yi,y7, ..• ,ym) 112 · 

Entonces, paro que lu(xi.x2,;~; ;~..i)·~!/cili.t;,;:.'.;;y;,,)I <E bastd con elegir 6 = 
~ .. o . · .. - ·:-;:·~· ··=-

Corolario 3.1.1 Cualquier no_~ª .• ·~·1,1·.·,.l_I ~~-Í<'j'ei;,~¡Í¿nn~C,,.e~te ;,,;nti~ua. 
Demostraci6n. ~ : _ . ...,-~,, , ; . ..,. .. , , ,'.'..~f' .. " ~<· .. _ ...... . ... , 

Basta con tomar Vi= e; en el_:lema•s:1.2·y;obseiuar _qu_e 11x11= g(x1,x2, ••• ,xm) 
paro todo x= (x1,x2, ••• ,xm) 'e F"1.-.<:.o.__ .. , ••.. · '"'· 

Teorema 3.1.1 Sean V un ~~;;ft;;,J;~t~';.I~J''de ~¡,;.~~~id;. finita sobre F y {3 = 
{vi.v2, ... ,vn} una base ordenada de:v. Si 1i; h: V' -t F son funciones que satis-
fe= . . 
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3.1 Normas vectoriales 

a) f;(v);::: O para todo v E V;J;(v),;,, O si y ~ólo si v =O 

b) f¡(av) = larlf;{~) para tod~ ~E F y todo V e V 

c) f;( v(:r.)) es contfoua e~ pn, do~d~ x ~ (x1,:z:2, ••• ,xn) E F" y 

v(:z:) = X¡V¡ + X2V2 + .. :,+-XnVn, - , -
-, , . -

entonces existen Cm, c}lf"E Ri:- ta/~s que para cuaiquÍer V E V, 

Demostración. 
Sea S = {x E Fn 
por 

Cmf1(v) :5 h(~) :5 CMf1(v). 

11 x lb = l} la esfera unitaria y sea h: S-+ R. la función dada 

h(v(x)) 
h(x) = ( ) , 

f1 v(x) 

donde v(x) = x1v1 + ... + XnVn• l'a que v(:z:) =O si y sólo si x =O, por_ a), h está 
bien definida en S; de hecho, h(x) > O para todo x E S. Por c), h es continua en S 
que es un compacto en F". Luego, por el teorema del valor máximo y mínimo (ver 
[1} pag. 180}, h alcanza su máximo CM y su mínimo Cm en S y ambos son positivos. 
Por lo tanto, para todo x ES, 

Cmfi(v(xJ):::; h(v(xJ):::; CMfi(v(xJ). 

Probaremos que las desigualdades anteriores valen para cualquier x E F". Por a), 
valen para x =O. Si x ~O, entonces K ES y v(K) = Jdrr;;v(x); luego, por b), 
valen también para :z: ~O. Finalmente, como fJ es base, cualquier vector v E V es de 
la forma v = v(x) para algún :z: E F". Por lo tanto, para cualquier v E V, 

Cmfi(v) :5 f2(v) :5 C¡.tf1(v). O 

Corolario 3.1.2 Sean 11 • llo y 11 • ll¡¡ normas en un espacio vectorial V de dimen
sión finita sobre F. Entonces existen constantes positivas Cm y 0.\t tales que para 
todo v E V', 

C,..11v11 0 :5 11 V ll¡¡ :5 CMll V llo• 
Corolario 3.1.3 Si 11 • llo y 11 • llp son normas en un espacio vectorial y ,de dimen
sión finita sobre F y si { V(k)} es una sucesi6n dada de vectores, entonces 

"(k) --¡¡:¡¡::-+ v si y sólo si "(k) ~ v: 
Demostración. 
Por el corolario 3.1.2 existen Cm y CM en~ tales,que paro-todo _k-e N 

Cmll V(k) - V 11 0 :5 11 V(k) - V llp :5 Cúll V(k) .:.: ~ 11 0 • 

Por lo tanto, 11 V(k) - v 11., - O si y sólo si 11 "Ck) - v llp - O. O 
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Definición 3.1.3 Dos normas vectoriales son equi""lentes si ~a:a v~z que la suce
si6n { V(k)} converge a un vector u con re~peCto. a '.Uná. norTna~· tambiérl cof'Íverge a v 
con respecto a la otra nonna. 

El corolario 3.1.3 muestra entonces que en un c8pacio vectorial de dimensión finita 
sobre F todas las normas son equivalentes. En particular, todas las normas en lR" · 6 
C" son equivalentes a la norma loo, donde 11 x 11 00 = max { lx1 !, ... , lxnl }· Así, 

"'Ckl ~ x si y sólo si "'Ckl -¡¡:¡¡:+ x 

si y sólo si (x(k)li -t X¡ cuando k -too. Es decir, la sucesión de vectores {xckJ} en 
R" ó en converge a x con respecto a cualquier norma si y sólo si la sucesión de las 
i-ésimas componentes de { X(k)} converge a Xi para todo i = 1, ... , n. 

En un espacio vectorial de dimensión infinita, dos normas distintas pueden no ser 
equivalentes, como lo muestra el siguiente ejemplo. 

Ejemplo. Considérese la sucesión {f(k)} de funciones en C(O, l] = {! : (O, l] -t Flf 
es continua} definida por · 

fk(x) =O, 
fk(x) = 2(kix - ki), 
fk(x) =2(-kix+2k!), 
fk(x) =O, 
para k = 2, 3, ... 

Para la norma Li se tiene que 

OSxSÍ 
í sxs :f.; 
fkSxs¡. 
¡¿:5x:51 

11 h.;¡, il. 1 :1¡ . 1 
11f(k)111 = l!(k)(t)ldt = l2(k>t - k>)ldt + 12(-k•t + 2k2}ldt = 

o . i 6 

h.;¡, il. 1· 1t il. 1 1 2 (k•t-k>)dt+2 (-k•t+2k•)dt=-1 -:-+0 
i ·.. . . 6 2k• 

si k-:-+ oo. 
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·, :,·' 

Por Jo tanto, 11 f(k)l¡2 ~-: ~ p~;; todo'~: ~Glll~en~I!• para !~norma Loo se 
tiene·que 

11 f(k) 11 00 = max {lfckl(:z:)J : :z: E [O, 1]} = l!ckl (2~) 1 ~ f(k) (2~) = kÍ --+ oo 

si k __¡:OO. 

3.2 Normas matriciales y radio espectral 

Dado que Mn es un espacio vectorial de dimensión n 2 , podemos usar cualquier norma 
vectorial sobre C'12 para medir el "tama.fio" de una matriz. Sin embargo, Mn además 
de ser un espacio vectorial, tiene definida una operación natural, la multiplicación de 
matrices. La definición de una norina matricial permite no sólo 1nedir el "tamaño" 
de una matriz, sino relacionar el "ta1naiio" de AB con los "tamaiios" de A y de B. 

Definición 3.2.1 Una función 111·111 : Mn --+IR es una norrna matricial si paro 
toda .4, B E Mn y para todo e E F se cumplen: 

i) lllAlll 2: O; lllAlll =O si y sólo si A= O 

U) lllcAJll = Jcl llJ.4111 

iii) JllA + BllJ $ llJAlll + lllBJIJ 

iv) lll-4BIJI $ llJ.4llJ lllBlll· 

Claramente, toda norma matricial es una norma vectorial. Por otro lado, sólo algunas 
de las norn1as vectoriales introducidas en la sección anterior son normas matriciales 
al definirlas sobre .Mn, como veremos en los siguientes ejemplos. 

Ejetnplo l. La norma l1 definida para A E Mn por 

n 

llAIJi ¿:: Ja;;I 
i,j=l 

es una norma matricial. En efecto, 

i) llAlh = Ei.;=l Ja;;J ;:: O; llAll1 =O si Y sólo si A~ O. 

ii) JlcAlh = Ei.;=1 Jca;;I = Ei.;=1 Jcl Ja;;I = Jcl Ei'.;=1 Ja;;I = Jcl llAlh. 
iii) JIA + Bl11 = Ei'.;=1 Ja;; + b;;J $ Ei',;;..1 (la;;J + Jb;;I) = Ei'.;=1 Ja;;I + 

Eíd=1 lb;;I = llAlh + llBlh· ·.•. ' .. '. . . .•· .. 
iv) llABlh = Ei.;=1 1 Ek=l a;kbk;I :;; EiJ.i..;1·1~ikb~~{:;; Ei.;.~,,;;;..1 la;kbmil ,;;, 

( Ei:k=1 la;kl) ( Ei:m=1 lbm;I) = llAlhllBlli· ' ·' · 

28 



3.2 Normas matriciales y radio espectral 

Ejemplo 2. La norma i2 definida para A E Mn por 

n ! 
llAlb = ( 2:: la;;f) 

ij=l 

es una norma matricial. 

Ejemplo 3. La norma matricial máxima suma de columnas se define para A E 
Mn por 

Ejemplo 4. La norma matricial máxima suma de renglones se define para A E 
·Mn por 

n 

lllAllloo = mµ L la;;I· 
l~•:S:n i=l 

Ejen1plo 5. Una norma vectorial que. no·;,s·una norma matricial es la norma loo 
definida para A E Mn por ' · . 

llÁll"° == ·n¡~ la;;I· 

Si consideramos la matriz A= ( i i') .e M 2 entonces .42 = 2A, 11Alloo=1, 
11 A2 lloo = 11 2A lloo = 211 A lloo= 2 y por lo tanto no se cumple que 11 A 2 lloo 
$ 11A11;,. 

Probamos enseguida que una norma matricial se puede transformar en otra por 
medio de una similitud dada. 

Teorema 3.2.1 Si 111 • 111 es una norma matricial sobre Mn 11 si S E Mn es una 
matriz invertible, entonces 111 • llls definida para A E Mn por 

es una norma matricial. 
Demostración. 

lllAllls = 111s-1 ASlll 

Las propiedades i}, ii) 11 iii) se verifican fácilmente para 111 • lll· Para Í~ propiedad fo} 
tenemos que 

lllABllls 111s-1 ABSlll = 111cs-1 AS)(S"'."1 BS)lll 
:$ .. 111s-:-1 ASlll lllS::' BSlll ·~ lllAlllslllBllls·. o 

Las normas matriciales proporcionan cotas para el esp.ectro de una matriz. 
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Teorema 3.2.2 Seá 111 • 111 ~u~lqüÍer norma :;natrlcia{s¡ A e Mn, ~ntonc~s 

· p(A) :5 lllÁlll· 

Demostraci6n. . . , 
Por la·dcfinici6n de radio espectral {definici6n 2:'J.6}existe un valor propio.>. de 
A tal que l.>.I = p(A). Sea :z: un· vector propio de. A· asociado a .>., entonces A:z: = 
>.x ¡¡ x ,P O. Sea B e Mn tal que todas 'sus éolumnas son iguales al vector propio 
x, entonces AB =>.B. Si 111 • lll es cúalquier ·norma matricial, entonces 

l.>.l lllBlll = 111.>.Blll = lllABlll :5 lllAlll lllBlll· 

Por lo tanto, 
l>-1 = p(A) :5 lllAlll· O 

Lema 3.2.1 Sean A E Mn y <>O, entonces existe una norma matricial 111 • lll tal 
que p(A) ::; lllAlll ::; p(.4) + <. 
Demostración. . .. 
Por el teorema de Schur, existe U E Mn unitaria tal que LI. = u• AU ·es una matriz 
triangular superior cuyas entradas en la diagonal principal . son. los. válores propios 
>.i, .>.2, •.. , >-n de A (en C.). Supongamos que 

y para t > O, sea 

( 

t2 
De= 

o :) 
Entonces 

º.).(~· 
t" . o o 

t-2 
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3.2 Norlllas matriciales y radio espectral 

('¡' td12 
u .. ) e· o 

) t 2>-2 t2d2 n t-2 

o .. tn.>.n t-n 

p . t-1d1 2.;. :.t1-:nd1 n 

.v 
>-2 • t 2 -nd:i n ... 

. o ·o . ·.>.,;< 

Haciendo t > O sufici~~t¡";.,ente grande; pode,;;o~ ~.,;,~d~ l~ s;,~~ de todos los m6dulos 
de las entrodas fuero de la.diágonál de·D,L!.:.D¡ 1 'y'hacer dié.ha suma menor que E. 

Entonces lllD,L!.:Dt:1 111 1 ·::; p(A) +·"· paro·t sÚficientémerite gronde. 
Definimos 111 • lll : 0 Mn ·.:.+·JR por .; .... : :/·· 

1118111 •;;;·111nicu~'/i~(l)t:1 111/••. 
para toda B E Mn •. Ya qu~ U.és Únitaria, : ·.; '.'<c•. ~~ .:. 

' ... ,_ -. ·.,·.,-·,~;e:'=.·· .. ----~~·;_:¡"';:;<~--·~.::·· ·.::;~,-~'.- <:i- ~i>··- ~-./:-:-· -21 -· 
lllDt(U :8,C/l.0,.t .111; .'.'7'·11.l~f!~•.) .,J3~U,l)t;}llli · 

Luego, por el t~,.;,m;¡ s.e:'1;·Tfl:. ill 'e~·;,,:;,¡ ;'i;;;;;;.a: ;:;¡atri~i~1: Esta. norma satisface 
lllAlll ::; p(A) +"¡}ara t suficientemente 'grande.'; •O :;'.•·· 

··.> -. 

Observamos que los resultados anteriores muestran qu.¡; p(A) =inf{lllAlll : 111 • lll es 
una norma matricial}. 

Recordemos que dada A E Mn, se define Am = Am-lA para todo m E N. En 
el siguiente capítulo estaremos interesados en determinar el "límite" (si existe) de la 
sucesión de matrices {Ak : k EN}. 

Definición 3.2.2 Sean L, A1,A2, Aa, ... matrices en Mnxp· Se dice que la sucesi6n 
A1, A2, .43, ... converge a la matriz L, denominada el límite de la sucesión, si para 
cada par de (ndices i y j, con 1 ::; i :5 n y 1 :5 j ::; p, la sucesi6n de números complejos 
(A1);;, (A2);;, ... converge a L;;. En este caso escribimos limm-+<>0 Am =L. 

Recordemos que el límite de la sucesión de números complejos {zm : ni E N} se 
define como 
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Ejemplos: 

('''( 
•• 7"~:l3);: .<-a.5l.m. )··.·.· · ;• · · (·º 5·) Si Am ;:: :. entonces : ,,!~.,.:, ~"\"."' ' i , 0 . 

Si B;,. • { ~.'..7') ~~tÓ~~.is · . ,,!~~~"\,~~~~¡~. 
Teorema 3.2.3. SeanL,Ai~A2, ,;.~ti-ice~ én'.M,i~~',Íale'sg~elinim-+óoAm =L. 
Entonces para éuálesqÚierB E ·Mrxn ·iJ C .E M~;.~ 'se tiénti'. que.'' 

,:,, Hni'BAm ~ BL y ml-+i .. J;,oo''A. ~(Jf;.'¡,Q: 
m¿oo · -:~.~;·_. 

Demostraci6n. .,, , ,,, .. · 
Para cualquier pár de índices i y j con.l !:;; i :5 r y 1 ~ j.$.p; 

- .: .. - n .. _. .:." ... · - ~-

.J~00[(BAm)i;] .J0i
00 

[:E~ik(-4m)k;] 
' k=l ' ' 

E Bki{ .J~00[(Am)kj]} 
k=l 

n 

¿s;kLk; 
k=l 

(BL)¡;. 

Por lo tanto, lirnm-+oc BArn = BL .• 4nálogamente, lirnm-+oo AmC = LC • . ·O · 

Corolario 3.2.1 Sea .'1 E M,, y sea !ilnm-+oo Am = L. Entonces para cualquier 
matriz invertible Q E Mn se tiene que limm-+oo(QAQ-1)"' = QLQ'"1 • · 

Demostract'ón. ..·: , · 
Dado que (Q.-iQ-1)"' = (Q.4Q-1)(QAQ-1 ) ••• (QAQ- 1 ) == .QA~Q-1 , usando el 
teorema anterior, obtenernos que 

lirn [(QAQ-1 )""] = lim (QAmq-1 ) = Q( lirn Am)Q~~;;;; QLQ-1 • O 
m-+oo m-t-oo m-+oo .. ·.. , "'; .--,..·.· ... -:·. -

En esta sección estamos interesados en caracterizar las m"-trices A E Mn tales que 
lirnk-oo Ak = O. ' ' 

Lema 3.2.2 Sea A E Mn. Si JllAlll < 1 para alguna norma matricial 111-111, entonces 

lirn Ak =O. 
k-+oo 

Demostraci6n. 
Si lllAlll < 1, ya que lllAklll ~ ClllAlllJk, entonces JllAklll -+O cuando k-+ oo, es 
decir, Ak-+ O con respecto a la norma 111 • lll· Dado que todas las normas vectoriales 
sobre Mn son equivalentes (corolario 3.1.9), debe ocurrir que Ak-+ O con respecto a 
la norma ll · 11 00, esto es, todas las entradas de Ak tienden a cero cuando k-+ oo. O 
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·:;,..;:,_·.·· 

3.3 Matrices no negá.Úvas ·y m~tricéS .positivas 
. · . . }'.": ·: .. i , .. ::<_ . -

Definición 3.2.3 Se dice que A e .Mn es convergente sÍ li~k,C~ A~~~ O. 
' ' . .·. '. _,,.:·,·; . ._,. :" . ,· . 

Teorema 3.2.4 Sea A e .Mn. Entonces A es com1eryente si y'161a· si p(A) < l. 
Demostraci6n. .. ·• . .• ~ • · : . ·, ·. . . • · .· 
Si A es contJergente, para cualquier tJector propio x de A Í:on ·valor .. propio >.; ·Akx = 
>.kx-+ o cuando k-+ =·Luego l>.I < 1 para todo tJalor propio'>..de·A y por lo.tanto 
p(A) < l. ·. : : . , , . , . . . . 
Si p(A) < 1, por el lema 9.2.1, existe una norma mat':"iciallll • llL.tal qtié lll-4111 < 1, 
de donde A es contJergente. O /.< .. j,·•.•\':\•: '':;.\:C:.' ·•·:... ·, 

Corolario 3.2.2 Sea 111·111 una norma matricial:.·e_Ji~~~~s paro toi:la A e . .Mn, 
:: ~· . 

p(A) =;HT71~~~rn1~1llt:~·2f.. ;> ·: 

Demostraci6n. . . _ .. ' :.- .. , ,,_; :~?_"-.~~~';?;~ ~~~/..·· . ,. ! .... :~;:·· .--.... _. '::: • . • ·_' ~.:'; 
Sea ). un tJalor propio de A tal que p(A) ,;,;. l>.li entoncés >.~,· eS~tJalor propio. de Ak y 
por lo tanto p(A)k = l>.lk = l>.k¡:s; p(Ak)'~ lllA~lll>Lueyo, pará todo k e N, 

. ··~¿ij:~;:¡;ii~¡¡'¡('··•.>' ·:: .. 
Sean E > O y A= (p(A) +~¡-1 Á .. Si >. es··~~ ·v~l~r propi; de Ji. entonces · eicisté un 
vector no nulo x tal que >.x = Ax = (p(A) + <)-1 Ax; de donde, Ax = (p(A) + E)>..x. 
Luego (p(.4) + <)>. es un tJalor propio de A y por lo tanto. · · 

(p(A) + <) l>.I = l(p(A) + <)>.I :5 p(A). 

Entonces l>.I :5 (p(A) + <J-1p(.4) < 1, por lo que p(A) < 1 y A es contJergente. 
Ya que limk-oclll-4klll =O, existe N e N tal que (p(A) + <)-klilAklll = lllAklll < 1 
para todo k;::: N. Luego, para todo k;::: N, 

lllAklllt :5 p(A) +E. 

Por lo tanto, limk-oolllAklllt = p(A). O 

3.3 Matrices no negativa5. y matrices positivas 
. . 

Definición 3.3.1 Sean A,B e .Mnxr(R).·Se>dic~ que: 

i) f! es no negativa, o bien B ·;~ ~. •si b;j ;::: O para todo i = 1, .•• ~ n y todo 
J = 1, ... ,r. -

ii) B es positiva; o bien Be';.. o,:·si .b;j > O para. todo i ::, 1, ••• , n· y todo j = 
1, ... ,r. 

iii) A ;::: B si A - B ;::: O. 
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···-,. ,, .. 

. '· ." ·. •' . ·: '·:, /e'~ 

,.:.~::-/ :~;-_; -~: ~ 
iv) A > B si A - B > O. · . , ;( .. c. . 

Observamos que 2:: es un orden p,;;.;ial en Mn~r y qüe ~~ .;oniÍ)aÚblé con' las operacio
nes usuales de suma y multiplicación en M,i. En p¡u1;icular; probamos los siguientes 
resultados. · · · · · ::: .".)? ·:< · ......... · ·:·.·.:.·. ' "::.·: " · ' · · 
Lema 3.3.1 Si o:;; A:;; By O:;; C~D/~~tcJ~~esO~~ói;,lw. · 
Demostración. ' -~ " . :,~--· · .... -· · " 

Dado que O:;; a¡k :;; b¡k y O :5 Ckj p,,,;. t~do i, J; k;, l, ;. ~ '; n, se ti~ne:que 
·. n .,, -.- .. :··>": ··n ·. · -

Q :;; :E a¡kCkj :;; :E b¡kCkj :. 
k=l " k=l" 

para todo i, j = 1, ... ,n, de donde, O:;; AC:;; BC. Análogamente, BC:;; BD: O 

Corolario 3.3.1 Si O:;; A:;; B, entonces O:;; Am·:;; Bm para tódo m EN. 
Demostración. 
Por inducción sobre m. O 

Lema 3.3.2 Si A> O, x 2:: O y x ~O, entonces A:z:.».O; 
Demostración. __ ·, --· :.· ·. : 
Sabemos que e:z:istc k E {1,. .. , n} tal que :Z:k >O. Entonces para todo i = 1, ..• , n, 

. ·-· ' '_ ~- - ' . . - ·, 
n . k-1 -, -,_~- n··-=- -

(Ax)¡ = :E a;;:z:; = a;k:Z:k + L ~;;:z:; + L a;;:z:; > O 
j=l . j=~- j=k+l 

pues a;k > O. O 

Definición 3.3.2 Sea A E Mnxr· La·matriz.de los.vDJorés absolutos de las 
componentes de A es IAI = [la¡jl]. · · -.. _. -

Ejemplo. Sea la matriz A = ( i .:-;i o ··) .. ··:·····. ·.. · .. ····(· ··J2 o) 
-2· ·~~~()~c"'.'l~I= ···s· .2 · ·. 

Observamos que 1-41 es una matriz no.negati'\:,;,·¡:i;i;:a,;~.~álqui.ér rnÍi.triz A e Mnxr· 
_,.,,.;: ,.- .. -

Lema 3.3.3 Si A,B e Mn, entonces IABl:51--'.':l IBI.'>»' 
Demostración. . . · ':.-_- · · :;>'.::_:~--::-~-<~~-~ ~·-t·--t-·'.-:: 
Para cualquier par de {ndices i; j ='1;;; . .,.i·,:9·.; tiene·;¡¡,¡;·.:. 

:,'." ,-_ ', ~- ·:::· <>::::; __ ::. ~-:\>· t ·: ~;·.".'_ ·~_-.. ::· :::. 
IABI;; = 1 f:a,kbkjl ':;; f:'.1~ii.l!~~;1 ;c1Á1JBI);; .. o 

k=l .. ~~~-;/;/_,·'.., ·:;"-' .. :. '-;:.~: .-~, 

Corolario 3.3.2 Si A e Mn, ento;.cesJ.4m1,·~ IAI~ p.¡;:.¡ todo me. N. 
Demostración. "· · 
Por inducción sobre m. O 
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·,__' ·:---. . _·_ ~~. ·~ ·;:, __ , ,,' ' :· "-~,.:. ·t.;~.·:~: ; '.- ' 
Lema 3.3.4 Si IAI::; IBI, entonces ll:A 11 2 ::;ICBll;,:;~; ; ;; O · · · · · 
Demostraci6n. . . ., :. ,. :.; ..... :,,;e·. -:-•: ; .:.: ... ,, .. ·; ,.··· 

2
·.' ·· 

2 
Dado que la;;I ::; lb;;I para todo i,j ~-1,. '."'•/':• se ti~i;e q~-~·L!~ l°;i;I ·::; LiJ lbí;I , 

:::::~·3'.lsA ~:2: ~1 ~~~·cn:nce~ 1i~;n2'61fj~;~l·;;¡1d~:)~.;['r·;. :;:•.. ·. . 

Como consecuencia de estos sencillos. ~.,,;cif;.dós obted~~~;;'¿,, .;1.> { 
Teorema 3.3.1 Sean A,B E Mn. Si IAl~Bi·)~t~n~~ p(Ál~ p(IAI) .S; p(B). 
Demostración. . .- . ___ ';:··<::{- < _ ,~, .,- ... '-" t ~.' ; ,. _ ., . _ 
Por los corolarios S.S.2 y S.S.1, IA".'I ::; IAlm.!:; B'!!- para;fodo .m. E N. Luego, por los 
lemas S.S.5 y S.S.4, ,/ ~¡~{~:;¡\; .;:·~· :.': ... ; > . 

11 Am 1'2 = 11 IA''.'l ll~ !i; 11 l-4Í"'., 11~ !:;Jl'É;'.'JI;; 
para todo m E N, de donde 

~iJ~: :~X;>(~ :.~.:i·\,:-\)/&: ~-:·; ·~;('~T·_·: :>:~/<ji-~--~.' 
11Am112' :;; lllAI~ 112',,:5; 11 B';':ll2'.;; 

para todo m E N. Entonces, haciendó m -'4. o6i'pi;'~ :ei ~r;;la};;;; ·s:2.2, óbtenemos que 
p(A) :5 p(IAI) ::; p(B). O }:' :',;,, ,;{ .. , : 

Corolario 3.3.3 Sean A, B E • .\.in. Si O ::; A ::; Ei;' eni";,'llc~s p(A) ::; p(B): O 

Lema 3.3.6 Sea A E Mn tal que A <::: O. Si la suma i~"renglones de A es constante, 
entonces p(.4) = 111-4llloc· 
Demostraci6n. 
Por el teorema S.2.2, p(A) :5 lllAllloo = maxt$i;!;n EJ=t laúl· Si la suma de renglones 
de .4 es constante, entonces x = [l, l, ... , l]' es un vector propio de A con valor 
propio 111-4.llloo· Luego lllAllloo :5 p(A) Y por lo tanto p(A) = lllAllloo• O 

Teorema 3.3.2 Sea A E Mn tal que A 2:: O. Entonces 

Demostraci6n. 
Sea a = mint;!;i;!;n L:J=1 a;; y construyamos una matriz B tal que O ::; B S A y 
Ej=1 b¡; = a para todo i = 1, ... , n de la siguiente manera. Si' a = O, entonces 
B=O. 
Si a > O, entonces hacemos b;; = aa;; ( E~=l a;k )-

1
• Se sigue de la definici6n 

de a que O ::; b;; ::; a;; para todo i,j = 1, .•• ,n y un simple cálculo muestra que 
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. _.. . ',·'. : .. ~.: :·:.::.:': =<~:,':-:. ' :/:> 

L,'J=1 b;;=orparatodoi=1,: •• -;·;.;-;_ -•- _,.,._. _, _ 
Aplicando el lema 9.3.6_ a By el corolario_'9.3.3_obtenemos ·-

···:.:<-~;~·-.. :".'~:_.·~·<:·~-; :\-.. ::; ;~,' ·~~ .... -,_-:_ ::' _' 

or= -,,.;µibbi;=m;ox Llb~;I =lllBllloo :,"-· .. ,-:.:_, ~7;~-~~ -~=t ·-: :-.~. -.·. tS•:::~. j~l 

n 

l~~nEa¡; 
- - j=l 

p(B) ~p(A): 

Finalmente, por el teorema• 9:_!!:.'l; _:, : 

Por lo tanto, 
n n 

1!r-~ Lª•; ~ p(A) ~ ,'!!_f't- Ea;;. O 
-

1
-" j=l -

1
-" j=l 

Corolario 3.3.4 Sea .4 E Mn tal que A~ O. Si L,'J=t a;; > O para todo i = 1, ... , n, 
entonces p(A) > O. En particular, p(A) > O si A > O. 
De1nostración. 
Si L,'J=1 a;; > O para todo i = 1, ... , n, entonces p(.4) 2! min1::;i;Sn 'L,'J=t a;; > O. O 

Podemos generalizar el teorema anterior introduciendo algunos parámetros libres 
para obtener el siguiente resultado. 

Teorema 3.3.3 Sea A E -~n tal que A 2! O. Ento~¿es ¡}i,n, cÚalquier vector positivo 
X E en se tiene que 

Demostración. 
Se sigue del lema 2.2.1 y de la definición 2.!J.6 que p(S-1 AS) = p(A) _cuando 
SE Mn es invertible. Sea S = diag(x1,x2, ... ,xn), la matriz diagonal que tiene 
a X1, x2, ... , Xn en su diagonal principal y supongamos que Xi > O para todo i. En
tonces s-1 .4S = [a;;x;x¡1] 2! O. Por el teorema 3.3.!J, 

Por lo tanto, 

- - 1- 'n 1 n 

m_in - L a¡;x; ~ p(A) ::; m¡..x - L a;;x;. O 
t::;a:s;n X¡ i=l l:S•:Sn Xi i=l 
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3.4 El teorema de Perron para matrices positivas 

Corolario 3.3.5 Sean A E Mn y x E R" tales que A 2!; O y x > O. Si a, fJ 2!: O 
satisfacen ax :5 Ax :5 fJx, entonces á :5 p(A) :5 fJ. Si ax < Ax, entonces a < p(A); 
si Ax< fJx, entonces p(A) < fJ. 
Demostraci6n. 
Si ax S Ax, entonces para todo i = 1, ... , n,. ax¡: S Ej=1 _a¡;::c;.· Por lo tanto, 

1 n 
a :5 ~n - L a;;x; :5 p(A). 

lS•~n Xi i=l 

Si ax < .. 4x, el razonamiento anterior muestra que existe o! >. á tal que a':r: S Ax. 
En este caso, p(A) 2!; o/ > a. Se procede análogamente pó.:a.·las cotas superiores. 
o 

Corolario 3.3.6 Sea A E Mn tal que A es no negatiua; Si A· tiene un vector propio 
positivo, entonces su correspondiente valor propio es p(A);' es decir,· si Ax = >.x, 
x > O y A 2!; O, entonces >. = p(.4). 
Demostración. 
Si A 2!; O, x > O y Ax = >.x, entonces >. ;:: O y >.x :5 Ax :5 >.x. Pero entonces 
>. :5 p(.4) :5 >. por el corolario anterior. O 

3.4 El teorerna de Perron para matrices positivas 

En esta sección presentamos los elegantes resultados obtenidos por Perron en 1907 
para inatriccs positivas. Comenza.1nos con un resultado técnico del cual se deduce el 
primer resultado importante para n1atrices positivas. 

Lema 3.4.1 Sea .4 E Mn tal que .4 >O. Si Ax= >.x, x #-O y i>-1 = p(.4), entonces 
Alxl = p(A)lxl Y lxl > O. 
Demostración. 
Sea Y= Alxl - p(.4.)lxl. Dado que p(A)lxl = i>-llxl = i>-xl = IAxl :5 IAllxl = Alxl, se 
tiene que y ;:: O. Ahora, como lxl 2!; O y !xi # O, el lema S.S.2 asegura que Alxl > O. 
Por otro lado, ya que .4 > O, el corolario S.S.,/. garantiza que p(A) > O. Así, si y= O 
entonces .4lxl = p(A)lxl y lxl = p(.4)-1 Alxl > O. Si y #- O, de nuevo por el lema 
S.S.2, Ay> O. Sea z = Alxl >O, entonces O< Ay= A(Alxl-p(A)lxl) = Az-p(A)z, 
de donde p(A)z < Az. Usando el corolario 3.S.5 obtenemos la contradicci6n p(A) < 
p(A). Luego y= O. O 

Teorema 3.4.1 Sea A E Mn tal que .4 es positiva. Entonces p(A) > O y es un valor 
propio de A. 111ás aún, existe un vector positivo x tal que Ax= p(A)x. 
Demostración. 
Existe un valor propio >. de A tal que ¡>.¡ = p(A) > O y un vector propio· x #; .o 
asociado a >.. Por el lema anterior, el vector requerido es lxl. O 
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Lema 3.4.2 Sea A E Mn tal que A > O. Si .4x = >.x, x ,,¡,O-~ 1~1-= p(A), entonces 
existe e E lR tal que e-iBX = lxl > o. 
Demostraci6n. 
De la hipótesis y el lema anterior sabemos que IAxl 
lxl > O. Entonces, para cada k = 1, .•• , n, 

!>.xi p(A)lxl 

1 i:: OkpXpl :5 i:: Okp,Xpl = i:: lakpllxpl = i:: lakpXpl• 
p=l p=l p=l p=l 

Alxl !/ 

Como se da la igualdad en la desigualdad del triángulo, los complejos no nulos akpXp 
(p = 1, ... , n) deben estar en el mismo rayo en el plano complejo. Si denotamos su 
argumento común por 8, entonces e-iBakpXp = akplxpl >O para todo p = 1, ... ,n. 
Como A> O, e-iBxp = lxpl > O para todo p = 1, ... , n, de donde e-iBx = lxl >O. D 

Teorema 3.4.2 Sea A E .'vfn tal que .4 es positiva. Entonces ¡>.¡ < p(A) para todo 
ualor propio >. ,,¡, p(.4). 
Dernostración. 
Tenemos que i>.I :5 p(A) para todo ualar provio >. de A. Supongamos que !>.i = p(A), 
Ax= >.x !/X# o. Sea w = lxl >o. Por el lema s.4.2, w = e-iOx para algún e E R. 
Luego .4w = Ae-;ox = e-iO Ax = e-iB >.x = >.e-i8 x = >.w. Pero entonces >. = p(A) 
por el corolario 3.3.6. O 

El teorciua anterior nos dice que si ~4 es una 1natriz positiva, entonces p(~4) es el 
único valor propio de A. de 1nódulo o valor absoluto estrictamente mayor. El siguiente 
resultado muestra que p(A) es un valor propio de multiplicidad geométrica l. De 
hecho, veremos más adelante que su multiplicidad algebraica también es l. 

Teorema 3.4.3 Sea A E .''vfn tal que A > O. Si w y z son vectores distintos de cero 
tales que Aw = p(A)w y .4z = p(A)z, entonces existe °' E C tal que w = az. 
Dcrnostración. 
Por el lema 3.4.2, existen 81, 02 E R tales que e-iOiz > O !/ e-i82 w > O. Sean 
p = e-;o, z, q = c-i02 w, /3 = rnin15;5n q;p¡ 1 y r = q - fJp. Dado que p¡fJ :5 q¡ para 
todo i = 1, ... , n, se tiene que r 2:: O y al menos una coordenada de r es O, así que 
r ~ O. Por otro lado, por el lema S.4.1, Ar= Aq - fJAp = p(A)q - fJp(A)p = p(A)r; 
así que si r # O, entonces r = p(A)-1 Ar > O por el lema 3.9.2. Luego r =O, q = fJp 
!/ w = /3e-i(B1-B>lz. D 

Corolario 3.4.1 Sea A E Mn tal que .4 >O. Entonces existe un úni<:o vector,x tal 
que .4x = p(.4)x, x > O !/ :'L~1 x; = l. 
Demostración. 
Por el lema s.4.1, existe un tJel!tor w > O tal que Aw = p(A)w. Como el espacio 
propio asociado a p(A) tiene dimensión 1, el vedar X= CE~,;.¡w,¡;)-1w és eluei:tor 
requerido. D · ·· · 
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3.4 El teorema de Perron para matrices positivas 

Definición 3.4.1 El vector de Perron de una matriz positiva A es el único 
vector propio asociado a p(A) que es positivo y cuya suma de componentes es uno. 
A p(A) se le llama la raíz de Perron de A. 

En el siguiente capitulo estaremos interesados en el comportamiento de las potencias 
A"' de una matriz A cuando m--+ oo. El siguiente lema es esencial para obtener los 
resultados necesarios sobre limites de matrices no negativas. Observamos. que tod.as 
las hipótesis se satisfacen si A> O y.>.= p(A). 

Lema 3.4.3 Sean A E Mn, .>.E C y x,y vectores tales que Ax ='.>.3:, A'y =>.y y 
x'y = l. Si definimos L := xy', entonces: 

a) Lx = x 

b} L"' = L para todo m E N 

c) AmL =LA"'= .>.mL para todo m EN 

d} L(A - .>.L) =O 

e) (A- .>.L)"' = Am - .>."'L para todo m EN 

f) todo valor propio distinto de cero de .4. - ·.>.L es valor ·propio de .4. 

Si además stlponemos que.>. ,PO es valor propio de A.de multiplicidad geométrica 1, 
entonces: 

g) .>. no es valor propio de A - .>.L; es decir, .>.I -'-°(.A- .>.L) es invertible. 

Finalmente, si svponemos que .>. es el único valor prapio de A con !.>.! = p(A) > O, 
y si ordenamos los valores propios de A de modo que !.>.d ::; !.>.2! ::; ... ::; !.>.n-1! < 
!.>.ni = 1>.I = p(A), entonces: · · · · 

h} p(A - .>.L)::; l>.n-11 < p(A) 

i) (.>.- 1 A)"'=L+(.>.- 1A-L)"'--1-Lsim:~o6 •. 
Demostración. ,., 
Las afirmaciones b), c) y e) se prueban por.inducci6n. (Dejamos las prue.bas al lector 
interesado). ' 

a) Por hip6tesis, Lx = (xy')x = x(y'x) = x(x'l/l' ~ :i:(I)', ,,,;x(l) ~·~,> 
d} De b} y e) se sigue que L(A - .>.L) ;, Ljf;--~L2 ~ ~.I?-: .>.L ~o; 
f) Si µ ,P O es un valor propio de A - >.L y CA ;:::·Ú)~ ;;,,µ,',; ~aC,:.. algún vector 

w ,¡.O, entonces por d}, O= L(A - .>.L)uí= L'µ.w ==''µLui>Luegá':Lw ~O y por lo 
tanto Aw = (A - >.L)w = µw. . ·· ·· · . ·· · · · · 



g) Supongamos que para algún 11ector w .,¡. O, (A -,-.ÁL):,¡,·,;,;:·.Xw. i>t;rj}, w es un 
11ector propio de A. Luego, por hip6tesis;'w ~ a:z: paro·'algún"o ,¡.:cr .. E C. Pero 
entonces >.w =(A - >.L)w =(A - >.L)ax = a>.:z: -:.>.a:Í:,,,; O, lo cuales imposible 
ya que>.# O, w i' O. · ·. · · ··· ··,: .. · · " . 

h) Usando J}, g) y la hip6tesis, concluimos que p(A..,. >.L) S l~~~il <. 1-"L~ p(A). 

i) l'a que >.-1.4-L = >.-1 (A->.L), por h}, 

p(>.-lA-L) = p(>.-1(A- >.L)) = ¡>.-1¡. 

p(A - >.L) = p(A)-1p(A- >.L) < l. 

Entonces, usando e) y el teorema 3.2.4, obtenemos que (>.- 1A-'L)m = >.-m(Am-
>.mL) = c>.-1.4.)m - L ~o cuando m ~OO. o . 

Teorema 3.4.4 Sea A E Mn tal que .4 > O. Si A:z: = p(A)x, A'y = p(A)y, :z: > O, 
y> O, :z:'y = 1 y L = :z:y', entonces 

Demostmción. --·;~' -,: , -. -. ·. -
Las hip6tesis del lema s.4.3 se cumplen si>.= p(A);· :z: ·es 'el 'Vector de Perron de A y 
y= (:z:1::)-1 z, donde z es el 11ector de Perron de _4<;cEI resultado se sigue de i). O 

- ,:: __ ,: - .: .': 

Corolario 3.4.2 Sea .4 E Mn. Si A> O, entoncesL=limm:...+00(p(.4}-1 A)m es una 
matriz positiva de rango 1. , 
Demostraci6n. 
Sean :z: y y los 11ectores dados en el teorema._ anterior .. Si· 

entonces 

Por lo tanto, L > O y rango L = l. . O 

y' = (yi, !f.!,··· , Yn) 

... 

XtYn 

"'2Yn 

Xn!ln 

Teorema 3.4.5 Sea A e Mn tal_ que·A.·; ·a. Entonces p(A) es un 11alor propio 
de multiplicidad algebraica 1, esto es, ·p(A) es una raíz. simple del polinomio carac-
terístico PA(t). · 
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3.4 El teorema de Perron para matrices positivas 

Demostraci6n. 
Por el teorema de triangularizaci6n de Schur (teorema !l.4.1), podemos escribir 
A = U Ll.U*, donde U es unitaria, A es triangular superior con entradas p, p, ... , p, 
Ak+i. ••• , >-n en la diagonal principal, p = p(A) es un valor propio de multiplici
dad algebraica k ~ 1 y los valores propios .>.; son tales que ¡.>.¡¡ < p(A) para todo 
i = k + 1, ... , n. Entonces, usando el corolario 9.!l.1 y el hecho de que l.X¡p-1 I < 1 
para k + 1 :5 i :5 n, obtenemos 

u•--{ * r L = ,,!!_¡n""(p(A)-1 A¡m 
Ak+lP-1 u· 

o 
AnP-1 

~ u(' * Ju· 1 
o 

o 

donde la entrada igual a 1 en la diaganal principal está repetida k. veces y la entrada 
igual a cero está repetida (n - k) veces. La matriz triangular superior en ·la última 
expresión tiene rango 2=. k y como por el corolario anterior rango,'L = 1, entonces 
k = l. Por lo tanto p(A) es una raíz simple de PA(t). O · 

Resumiendo, obtenemos: 
'. ·: .... 

Teorema 3.4.6 (Teorema de Perron) Si A e Mn y A > O, entonces: 

a) p(A) >O 

b} p(A) es un valor propio de A 
. .. , .. ' 

c) existe un vector x E C" tal que x > O ~ Ax = p(_,i):r; 

d} p(A) es valor propio de A algebraicam~ñ.if,jy ,Jó~ lo 'tanto geométricamente) sim-
ple .',·,;'. .,,., ·.·.;·~'.. · · 

e) i>-1 < p(A) para tado valorpropi~ .>.'4~(.A);'~t~ ~; p(A) es.~Í ;,nico valor propio 
de m6dulo máximo . ·.' '-''•e"- ;., '·'''' - . . . . . ,...,·. ·'.·~"·-. 

f) [p(A>-1 A¡m -+ L si ni -+ oo, donde L ;,, xy', Áx = p(Á)x, Á.iy = p(A)y, x > O, 
y> O y x'y =l. ·· · 



3.5 Matrices· irreducibles 

Ejemplo. Consideremos la ~atriz positiva. 

A=(326 ;). 

En este caso PA(t) = (t-8){t+4); entonces los va.lores propios de A son>., = 8 
y >.:i = -4, por lo que p(A) = 8 >O, p(A) es un valor propio algebraica.mente 
simple de A y es el único valor propio de A de módulo máximo. 
Vemos que los vectores positivos 

satisfacen .4x = p(A)x, .41y = p(.4)y, x•y = 1 y que 

L=xy'=(! ~)· 
3.5 l\.'.Iatrices irreducibles 

Estamos interesados en generalizar los resultados de la sección anterior a las matrices 
no negativas que son con las que uno se topa usualmente en la práctica. Sin etnbargo, 
sin mas hipótesis adicionales, no podemos ir mas allá del siguiente resultado. 

Teorema 3.5.1 Sea A E .Vln. Si A ::! O, entonces p(.4) es un valor propio de A y 
existe x ~ O, x ;!< O tal que Ax = p(A)x. 
De111ostración. 
Para cada < > O, definimos A(<) = [a;; + <] > O. Denotamos por x(<) al vector de 
Pcrron de A(<), entonces x(<) > O y 

n 

L::x(E)¡ =l. 
i=l 

Dado que el conjunto de vecto1-e.s {x(<) 1 E > O} está contenido en el compacto 
{xlx E C',11x111:5 1}, existe una sucesi6n mon6tona decreciente,Ei,<2,. •• con 
limk-+oo <k = O para la cual existe limk-+oo x(<k) = x. Como ,x(<k) > O para todo 
k EN, entonces x = limk-+ooX(<k) ~O; pero 

"Í:,x; = "Í:, ( lim x(<k)i) = lim ("Í:,x(Ek);) = lim 1=1, 
i=l i=l k-oo k-oo i=l k-+oo 

luego x # O. Por el teorema 3.9.1, p(AC<k)) ~ p( A(<k+I)) ~ ••• ~ p(A) para 

todo k E N, as( que {P( A(<k))} keN es una sucesión de números reales monótona 
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decreciente. Por lo t.~nto ;,,,;st~Iimk.:...,~p(A(Ej;,))~.i .;¡j ~~ p(A). Ahora, 

Ax= lim A(ek}x(ek) = Ji·~ p(AC~l:))~(ek) == Uni p(Á(~k)), . . Jim x(ek) = px. 
k-+oo . , ,. k--too · . · .·. . .. k-+oo k-+oo 

Entonces p es un valor propio d;, A aso~iad~ a·~. por lo: que p :5 p(A). Luego 
p=p(A): O 

Para una matriz no negati\'a arbitraria A, el \'alor propio p(A} se Harria la raíz 
de Perron de A. Sin embargo, no existe la noción de vector de Perron, ya que el 
\'ector propio positivo asociado a p(A) cuya suma de coordenadas es 1 puede no estar 
únicamente determinado, como lo n1uestra el primero de los ejemplos sencillos que 
damos a continuación (comparar con el teorema 3.4.6). 

Ejemplo l. Sea A la matriz no negati\'a ( ~ ~ ) . Entonces p(A) = 1 es un valor 

propio de A de multiplicidad geométrica y algebraica 2 y A tiene a cada vector 
positivo como \'ector propio asociado a p(A). 

Ejemplo 2. Sea .4 la matriz no negativa ( g ~ ) . En este caso p(A) = O es _un 

\'alor propio de multiplicidad geométrica 1 y multiplicidad algebraica 2 Y. no 
existe ningún \'ector propio positi\'o asociado a p(A). 

Ejemplo 3. Sea .4 la matriz no negati\'a ( ~ ~ ) . En este caso los valores. propios 

de A son 1 y -1. Luego p(A) = 1, pero I - ll = p(A). Además; uro;.,:..."" Am 
no existe. · · 

. - .~ .· -··, " 

Definición 3.5.l Una matriz P E ."'In es una matriz de perniutai:ión si exac
tamente una entrada en cada rcng/6n y cada columna es igual'a' l'y todas las demás 
entradas son cero. 

Ejemplo. La matriz P = ( ! g ~ ) es una matriz de permutación. 

Claramente, una matriz de permutación P es aquella que se obtiene de la matriz 
identidad por medio de una sucesión finita de intercambios de renglones o columnas. 
Luego, una matriz de permutación P es unitaria y por lo tanto ortogonal, esto es, 
P' = p-l. Más aún, las matrices de permutación más sencillas son las matrices 
elementales E que se obtienen de la matriz identidad I por un solo intercambio de 
renglones o columnas. De hecho, observamos que i11tcrca1nbiar los renglones i y j de 
I equivale a intercan1biar las columnas i y j. Luego, la transformación de similitud 
A -+ E' AE = E-1 AE = EAE tiene el efecto de intercambiar los renglones i y j de 
A, así como las columnas i y j (ver (4] pag. 20 ó (2] pag. 142). Como cualquier matriz 
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de permutación P es un producto d~ este tipo ~~ llla~ric"5 el~IIl~~~al~, ¡;. transfor
mación de similitud A --+ pt AP = P-:.1 AP intercambia o permúta los renglones y 
las columnas de A en la misma ma~e~a.. · · · . ·•··· . · 

Definición 3.5.2 Una matriz Á E M~ es ~~d~~lbk' ~i; t~i~n; '.· 
a) n = 1 y A = O, o bien, 

b} n;::: 2 y existen und ;ndtrlz de pennll~~;,;2~~:~.f}¡~'t·d;gJ~ entero r con 1 ~ r ~ 
n - 1 tales. q~~P'AP, ~"(~- ~}~'.l°c.h~~;~,~~;'. f ~ Mn~r; CE Mr,n-r Y 

O E Mn-r,r·~.·~~ .m.~try~,,c~ro:·;·:,.'.. _:_;:·: '< '•·~~;- -· 

Ejemplo l. La ~:t~iz A~ (·.g ·~ ~; ~ cl;.;~lfjnt~reducible. 

Ejemplo 2. La matri~ .¡\. = { ~ .. ·~ l J C.: reducible ya que para la matriz de 

permutación P = ( ~ ! g ) se tiene que P' AP = ( g ~ ~ ). 

Observarnos que si IAI > O, entonces A no es reducible (pues no hay forma de obtener 
una submatriz de A cuyas entradas sean todas cero) y si A es reducible, entonces 
debe tener al menos r(n - r) ceros, para alguna r = 1, ... , n. 

Definición 3.5.3 Una matriz A E Mn es irreducible si no es reducible. 

Ejemplo l. La matriz A = ( ~ ~ ) es claramente irreducible. 

Ejemplo 2. La matriz A = (. ~ 
ceros. 

i ~ ) es irred_ucible pues no tiene.suficientes 
1 1 . 

Deseamos caracterizar la irreducibilidad de una matriz en términos de su gráfica 
dirigida. Para ello introducimos las siguientes definiciones. 

Definición 3.5.4 Una gráfica dirigida r consta de un conjunto finito no vacio 
V= {P1,P2,. .. ,Pn}. cuyos elementos son los vértices de r, y un subconjunto F C 
V X V, cuyos elementos son las flechas o aristas dirigidas de r. Si·P;;P; E V y 
(P;, P;) E F, entonces hay una flecha P; 2t P;. El vértice P; se llama el vértice 
inicial de a y el vértice P¡. el vértice final de a. 
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3.5 Matrices irreducibles 

Definición 3.5.5 Sean P;,P; tJértices de una gráfica dirigida r. Un camino di
rigido de longitud m de P; a P; en I' es una sucesi6n de m flechas oi, <>2, ••• , <>m 
que satisface: 

i) el tJértice inicial de <>1 es P; 

ii) para 1 ::;; k :::; m - 1, el tJértice final de Ok es el tJértice inicial de °'k+l 

iii) el tJértice final de <>m es P;. 

Definición 3.5.6 Una gráfica dirigida r es fuerte~ente co;,.exa si para cada par 
de tJértices distintos P;, P; en r hay un camino dirigido de longitud finita de P; a 
~=~ .. 
Definición 3.5. 7 La gráfica dirigida de A e ,M;¡, d~notada po;:. ·r(A), es la 
grcífica dfrigida con vértices {Pi. P2, ... , Pn} tal que hay una flecha enT'(A) de P; a 
P; si y s6lo si a;; ~ O. · · · ·. · ' · 

Eje111plo l. Si A = ( i i ) entonces. 

es fuertemente conexa. 

Ejemplo 2. Si A= ( ! r ~') enton~es 
I'(A) = 

es fuertemente conexa. 

Ejemplo 3. Si A = ( ~ ~ g ) entonces 

r(A)= 
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no es fuertemente conexa pues, por ej~mpÍ~; ria h'a;;. ro;;ri;.:'d~ i/ del vé~tic~ P2 
alvérticeP3. <, .··:,-::·.·<~.~--(~'.'..:·~.:·> 

Dado que queremos extender el teorema de P~6~·a·'cieii:.;.'~1as,e,·de'matrices no 
negativas, en lo sucesivo nos restri~gi~~lri.09 __ a-.~~~-~~il'.'~,d.~ -~~~-r-;;i~-~/.:.-.:> · 

Teorema 3.5.2 Sea A e Mn no negati~a ~ s~n J'%; P; ~".!~ti~~;~,'.·r'(A). Hay. un 
camino dirigido de longitud m de P; ci P; en I'(A) si y s6lo ·si (Am)ij 'Í'. O •. 
Demostración.. · · · '... ' ... ·· ·· ., <. -
Haremos la prueba por inducci6n sobre m; El enunciado.: es válid~ para m· l. 
Supongamos que el enunciado ha sido probado para m = q. Entonces 

n 

(A•+');;= L(A9);kAk; =FO 
k=l 

si y s6lo si para al menos un valor de k, (A•);k y Ak; son ambos distintos de cero. 
Esto es equivalente a tener un camino de P; a Pk de longitud q y uno de Pk a P; de 
longitud 1, y esto pasa si y s6lo si hay un camino de P; a P; de longitud q + l. O 

Corolario 3.5.1 Sea .4 e Mn no negatíua. Entonces Am > O si y s6/o si para cada 
par de vértices P;, P; en I'(A) hay un camino dirigido de longitud m de P; a P; en 
I'(.4). o 

Corolario 3.5.2 Sea A e Mn no negativa. Entonces I'(A) es fuertemente conexa 
si y s6/o si (I + .4)n-t > O. 
Demostración. 
La matriz (I +.4)"-1 = I + (n-1).4+ ("2 1).42 + ... + (~:DAn-l >O si y sálo si para 
cada par (i, j) de indices con i =/= j al menos uno de los ténninos A, A.2 , .... , An-t 
tiene una entrada positiva (i,j). Pero por el teorema 8.5.2 esto pasa si y s6lo si 
existe un camino dirigido en I'(.4) de P; a P;. Esto es equivalente a que I'(.4) sea 
fuertemente conexa. O 

Teorcma-3.5.3 Una matriz no negativa A E Mn es irreducible si y s6lo si 

(I + .4)"-1 > O. 

Demostración. 
Probaremos que A es reducible si y s6lo si (I + A)"-1 tiene al menos una entrada 
igual a cero. Supongamos que A es reducible y que para alguna matriz de permutaci6n 
P tenemos que 

C) P-P1A-P. D - ' 
donde B, C, O y D son las matrices de bloque dadas en la definici6n 3.5.2. 
Observemos que A2 , A3 , ••• ,.An-l tienen todas el mismo bloque de ceros de (n-r) xr 
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3.5 Matrices irreducibles 

en la esquina inferior izquierda com~ A. Entonces 

(I + pt AP)n-i = (P'[I + A]P)n-i = P'(I + A)n-i P 

P'[r+ (n- l)A + (n; l)A2 + ... +e:= D.Jn-l]p 

y todos los términos entre los corchetes tienen un bloque de ceros ,de (n - r) x r en 
la esquina inferior izquierda. Luego (I + A)n-l es reducible y no puede tener todas 
las entradas distintas de cero. 
Inversamente, supongamos que para algún par de índices (p, q) con p # q la entrada 
(p, q) de (I + A)n-i es cero. Entonces sabemos que no hay un camino dirigido en 
r(A) de Pp a Pq. Partimos el conjunto de vértices {Pi, ... , Pn} de r(A) en dos 
subconjuntos, a saber, sea Si = {P; 1 P; = Pq o hay un camino en r(A) de P; a P 0 } 

y sea S 2 tal que S2 contiene todos los vértices de r(A) que no están en Si. Entonces 
Si U S2 = {P,, ... ,Pn} y P 0 E Si # 0, luego S2 # {Pi, ... ,Pn}· Si hubiera un 
camino de algún vértice P¡ de S2 a algún vértice Pj de S11 por la definición de Si, 
habn"a un ca111ino de P¡ a P 9 y entonces P¡ estarla en 51. Luego no puede haber 
caminos de ningún vértice de 5 2 a ningtín vértice de 5 1 • Ahora, renumerando los 
vértices de modo que S¡ = {P¡, ... ,Pr} y S2 = {Pr+i, ... ,Pn} y tomando P como 
la n1atriz de permutación correspondiente a esta renumeración obtenemos 

.4 = P'.4P = ( ~ ~), BE Mr. O E ,'vín-rxr· 

Por lo tanto A es reducible. O 

Resumiendo obte11en1os: 

Teorema 3.5.4 Para una matriz no negativa A E Mn son equivalentes las siguien
tes afinnaciones: 

a) A es irreducible. 

b} (I + A)"-1 > O. 

c) r(A) es fuertemente conexa. 

Ejemplo 1. La matriz A = (, º~ 011 ,011, ,) es, irreducible pues 

'( 3 (I + A)2 = ',,. ~ , t ~) >,0 
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3.5 Matrices irreducibles 

y 
' r(A) = 

es fuerte1ncnte conexa. 

( o~ Ejemplo 2. La matriz B ~ · 
1 o) " 
O l . . es i.·rred·u~ible pues 
o o ·: .. 

y 
r(B) "= 

7.··. P.12 
P1 

"'-' Pa 

es fuertemente conexa. 

( l~ºº) . Ejemplo 3. La matriz C = 1 O.. esrcducibl;, pues 
1 1 . 

(1 + C)2 == CI !' ~) ~ o 

y 

no es fuertemente conexa. 
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3.·6 El teorema de Perron-Frobenius para matrices irreducible& no' negativas 

3.6 El teorema de Perron-Frobenius para matrices irre-
ducibles no negativa5 . 

Comenzamos esta sección con los siguientes dos resultados sencillos. 

Lema 3.6.1 Sean A E Mn y >.,, >-2, ... , An los 11alores propios de A (incluyendo 
multiplicidades). Entonces >-1+1, .>.2+1, .•. , An + 1 son los 11alores propios de I +A 
y p(I +A) :5 1 + p(A). Si A;:::: O entonces p(I + .4) = 1 + p(A). 
Demostraci6n. 
Si >. es un 11alor propio de .4 de multiplicidad algebraica k, entonces >. es una raíz de 
multiplicidad k del polinomio característico PA(t) = det(tI -A). Pero entonces>.+ 1 
es una raí: de multi¡Jlicidad k de PA+1(s) = det(sI - (A+ I)] ya que det(tI - A) = 
det(tI - A+ I - I) = det[(t + l)I - (A+ I)]. Luego >., + 1, >.2 + 1, ... , An + 1 son 
los valores propios de I +A y ¡Jor lo tanto 

p(I +A) = m;ix i.>.; + ll :5 m;ix i>-;i + 1 = p(A) +l. 
1s1:;n t:;rsn 

Ahora, si A;:::: O, por el teorema 9.5.1, existe x;:::: O, x ,¡,O tal que Ax= p(A)x; así 
(I + .4)x = x + .-1x = x + p(A)x = (1 + p(.4))x. Par lo tanto p(I + .4) = 1 + p(A), 
si .-1;:::: O. D 

Lema 3.6.2 Sea A E ,V!n tal que A ;:::: O y .4k > O para alguna k ;:::: 1, entonces p(.4) 
es un valor propio de A algebraicamente simple. 
Demostraci6n. 
Sabemos que si A1,A2, ... ,An son los ualorcs propios de .. .41 entonces A~,A~, ... ,.X~ 
son los 11alores propias de .-1k (teorema 2.4.2) y que p(.4) es un 11alor propio de A 
(teorema 3.5.1). Así que si p(A) es un 11alor propio múltiple de A, entonces p(A)k = 
p(Ak) {corolario 2.4.1) es un t•CL/or propio múltiple de .4k, lo cual no es posible pue8 
p(.4.k) es un 11alor propia sim¡1/e de Ak según el teorema s.4.5. D 

Ahora podemos ver qué tanto del teorema de Perron se generaliza al caso de las 
matrices no ncgath-as irreducibles. La generalización se debe a Frobenius. 

Teorema 3.6.1 (Teorema de Perron-Frobenius) Sea A E Mn. Si A es irre
ducible y A ;:::: O, entonces: 

a) p(A) >O 

b) p(A) es un 11alor propio de A 

e) existe un 11ector x E C" tal que x > O y Ax = p(A)x 

d) p(A) es valor propio de A algebraicamente (y por lo tanto geométricamente) sim
ple. 

Demostración. 
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3.6 El teorema de Perron-Frobenius para matrices ·irreducibles no negativas 

a) Si A es irreducible entonces A no puede tener un rengl6n de ceros, de donde 
E'J=1 a¡; > O para todo i =· 1, •.• , n. Por lo tanto, por el corolario 9.9.4, p(A) > O. 

b) Si A~ O entonces p(A) es un valor propio de A por el teorema 3.5.1. 

c) El mismo teorema garantiza que existe x ~ O, x '# O tal que Ax = p(A)x. Entonces 
(I + A)x = (1 + p(A))x, de donde (I + A)n-lx = (1 + p(A))n-lx. Ahora, como 
A es irreducible, (I + A)n-l > O por el teorema 3.5.9. Luego, por el lema 9.3.2, 
tenemos que x = (1 + p(A)) 1-n(l + .4)n-lx >O. 

d) Si p(A) es un valor propio múltiple de A, entonces 1 + p(A) = p(I + .4) es 
un valor propio múltiple de (I + .4) según el lema 9.6.1. Pero (I + A) ~ O e 
(/ + A)n-l > O por el teorema 3.5.3, entonces 1 + p(A) debe ser un valor propio 
simple de (I +A) por el lema 3.6.!!, y por lo tanto p(.4) es un valor propio de A 
algebraica y gco1nétricamente simple. O 

Definición 3.6.1 El vector de Perron de una matriz irreducible no negativa 
A es el único vector p1YJpio ¡Jositivo asociado a p(A) cuya suma de componentes es 
1. 

Cuando A E ."'1n es positiva, el teorema de Perron afirma que p(A) es el único valor 
propio de A de módulo máximo. Cuando A es no negativa, puede haber más de un 
valor propio de módulo máximo (ver ejemplo 2, pag. 51), pero en este caso A debe 
tener una forn1a especial y estos valores propios deben aparecer en un patrón muy 
regular, co1110 lo n1uestra11 los siguientes resultados, cuyas pruebas omitiremos. 

Teorema 3.6.2 Sea A E ."'1n irreducible y no negativa. Supongamos que el conjunto 
S = {>-n = p(A), >-n-i. •.. , >-n-k+i} de valores propios de m6dulo máximo p(A) 
tiene exactamente /; elementos distintos. Entonces cada valor propio ..\¡ e S tiene 
multiplicidad algebraica 1 y 

2=.lJ! S={e • p(.4):p=0,1, ... ,k-l}, 

esto es, los valores propios de 111.ódulo máximo son prec(samente las k·ésimas raíces 
de la unidad por p(A) .• ~fás aún, si.>. es cualquier valor propio de A, entonces e~.>. 
es un valor propio para todo p = O, 1, .•. , k - l. O 

Según este teorema, si A es irreducible no negativa. y tiene k > 1 valores propios de 
módulo máxiino, entonces cada valor propio no nulo de A cae sobre una circunfe .. 
rencia con centro en O en C que pasa por exactamente k valores propios de .4., todos 
igualmente espaciados alrededor de la circunferencia. En particular, k debe ser un 
divisor del número de valores propios no nulos de A. 
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Teorema 3.6.3 .Si A e~ una matriz _irreducible no n~g~ti~a y A ¡iene k > 1 valores 
propios de m6dulo máximo;· entonces existe una matriz de- pe"1Íútaci6n P tal que 

PAP' = ( ! 
Ak,1 

Ai,2 

o 
o 
o 

o 

donde los k bloques de ceros de la diagonal principal son rnatri'ées cÜadrodas y las 
bloques A¡.; mostrados no son necesariamente cero.· En parti'?uliir; todas las entradas 
a;; de la diagonal principal de A son cero. · 

Con10 consecuencia de este teoren1a obtenemos el siguiente result8.do. 

Corolario 3.6.1 Si .4 E Mn es irreducible no negativa y alguna entrada en la 
diagonal principal de .4 es no nula, entonces p(A) es el único valar propio de A de 
m6dulo máximo. O 

Concluimos esta sección con algunos ejemplos. El primero muestra que la afirmación 
recíproca del corolario anterior es falsa y el tercero 1nuestra que para una matriz no 
negativa reducible los valores propios de módulo máximo difieren de los del teorema 
3.6.2. 

Ejemplo l. Consideremos la matriz irreducible no negativa A = ( o~ º11 º11) 

cuyo polinomio característico se factoriza como p_4 (x) = (x+ 1)2 (x-2). Luego 

:~~e~r:n::l.::c;l~:~~)p:o:::~~(:~A7~:~:: ::m(o~ Mr r)n .. el vector 

1 1 1 

Ejemplo 2. Consideremos la matriz irreducible no negativa B = ( ~ g ! ) 
cuyo polinomio característico es PB(x) = x 3 - l. Luego p(B) = 1 y las tres 
raíces cúbicas de la unidad, 1, -! + :i(}i y -! - :i(}i, son los tres valores 
propios de B de módulo máximo. El vector de Perron de B es Cl, t. ll y 
limm-+oo(P(B>-1 B)m no existe. · 

Ejemplo 3. Sean e la matriz irreduc.ible DO negativa. ( ~ ~ ) ' B la matriz del 

ejemplo anterior y A = ( ~ ~ ) . El polinomio característico de A es PA (x) = 
pc(x)pB(x) = (x2 -l){x3 -l). Luego los va.lores propios de A son ±1, -!+:i(}i 
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3. 7 Matrices primitivas 

y -~ -:q.i, todos ellos de módulo máximo. En este caso, p(A) = 1 es de multi
plicidad algebraica 2, nó hay vector de Perron y limm-->oc(P(A)-1 A)m no existe. 

3. 7 lVIatrices primitivas 

Como veremos en el siguiente capitulo, el resultado del teorema de Perron que se 
aplica mas frecuentemente es el inciso f) o teorema 3.4.4. De hecho, Ja única hipótesis 
que falta para poder aplicar el lema 3.4.3 al caso de las matrices irreducibles no 
negativas es la condición de que el radio espectral sea el único valor propio de módulo 

máximo. Ya que A = ( ~ ~ ) es un ejemplo de una matriz irreducible no negativa. 

con dos valores propios de m6dulo n1áximo y para la cual limm-+oo Am no existe, 
vctnos que ncccsitan1os restringir aún 1nás la clase de inatrices con la que estamos 
trabajando. Desde Juego, el procedimiento mas económico es suponer exactamente 
lo que necesitamos. 

Definición 3.7.1 Una matriz no ncgatit'a A. E Mn es una matriz primitiva si es 
irreducible y tiene sólo un valor propio de módulo rnáximo. 

El siguiente resulta.do a.cerca del limite se obtiene ahora directa.mente del lema 3.4.3 
con la misma prueba que para el teorema 3.4.4. 

Teorema 3.7.1 Sea A E Mn no negativa y primitiva. Entonces 

.,!!_i;i
00

(p(A.)-1 A)m = L >O 

donde L = xy'' Ax= p(A)x, A'y = p(A)y, X > o, y.> a· y x'y = l. o 

Ejemplo. La matriz irreducible no negativa A = 1 O 1 considerada. en el (
o 1 1) 
1 1 o 

ejemplo 1 de la sección anterior es primith-a. El limm_,oo(P(-4)-1 A)m se calculó 
usando el teorema 3.7.1. 

Finalmente, hemos generalizado todo el teorema de Perron para matrices positivas a 
la clase de matrices primith'aS no negath'aS. Sin embargo, queda aún el problema de 
determinar cuándo una matriz dada es primith-a sin recurrir al cálculo explícito de 
sus valores propios. La siguiente cara.eterización de primitivida.d permite dar varios 
criterios. 

Teorema 3.7.2 Sea A E Mn no negativa. Entonces A es primitiva si y sólo si 
Am >O para algún m ~l. 
Demostración. 
Si A ~ O y Am > O, entonces de cada vértice P; de la gráfica dirigida r(A) de A 
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3. 7 Matrices prhn.itivns 

a cada vértice P; hay un camino dirigido de longitud m, de acuerdo con el coro
lario 3.5.1. Luego, r{A) es fuertemente conexa y por el teorema 3.5.4, A es irre
ducible. Por el lema 3.6.2, p(A) es un valor propio de A algebraicamente simple. 
Sean >.i, >-2, ... , An = p(A) los valores propios de A. Como en la demostraci6n del 
lema 3.6.2, tenemos que >-r,>-ll',··· ,>.;;> = p(A)m = p(Am) son los valores pro
pios de .4"'. Aplicando el teorema de Perrona Am, tenemos que p(Am) es un valor 
propio de .4m algebraicamente simple y es el único valor propio de .4"' de 'tTl6dulo 
máximo, de tal forma que los valores propios >iyi,>i;n, ... ,.>.~ 1 de .4.m. satisfacen 
l>-l"i < p(Am) para i = 1, ... ,n - l. Por lo tanto, i>-;I < p(A) para i = 1, ... ,n - 1, 
de donde p(A) es el único valor propio de A de módulo máximo y consecuentemente, 
A es prirnitiva. 
Inversamente, si A es primitiva, entonces limm-00 (p(A)- 1 A)m = L > O según el 
teorema 3. 7.1, ¡>orlo que para algún m;::: 1 se debe tener que (p(A)-1 A)"' >O. O 

Si A es una matriz primitiva, el mínimo entero positivo k tal que Ak > O se llama 
el índice de primitividad de A y usualmente se denota por -y(A). Los siguientes 
resultados, cuyas pruebas 01nitire1nos, proporcionan cotas superiores para 7'(A). 

Teorema 3. 7.3 Sea A E Mn no negatfoa. Entonces .4 es primitfoa si y sólo si 
A.n~-2n+2 >O. O 

Teorema 3.7.4 Sea A E Mn no negativa tal que todas sus entradas en la diagonal 
principal son ¡Jositívas. Entonces A. es primitiva si y sólo si A"- 1 > O. O 

Teorema 3. 7 .5 Sea .4 E Mn no negativa con d entradas positivas en la diagonal 
principal, donde 1 :;:; d:;:; n. Entonces A es primitiva si y sólo si A 2n-d-l > O. O 

Ejemplo l. Sea A = ( ~ ~ ) , entonces 2 = 7{A) = n 2 - 2n + 2 = 2n - d - l. 

Ejemplo 2. Sea A = ( ~ ~ ~ ) , entonces 3 = 7(A) < 4 = 2n - d - l < 5 = 

n2-2n+2. 

(
o 1 . l)' . . 

Ejemplo 3. Sea A = "l: O 1 ." ~ ~nton~es 2 = 7(.4) < 5 = n 2 - 2n + 2. 
, ~·é.L,O ./ '."' . 

Ejempio 4. sea'éA'~ tf ~'i!t}J.;Lt~nc~ 5 = 7{A) = 'n2 - 2n + 2, lo que 

muestra.quc:la'cotá 7(A) $ n2 - 2n+ 2 es la mejor cota superior posible para 
matriceS cuya 'diagonal principal es nula. . . . 
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3. 7 Matrices primitivas 

Comentarios finales: Si se desea comprobar si una matriz no negativa A E Mn 
es irreducible o primitiva y n es bastante grande, es recomendable usar el teorema 
3.5.3 o el teorema 3.7.3, respectivamente. En cualquier caso, el número de multipli
caciones a efectuar se reduce considerablemente si Ja matriz en cuestión (I + A ó 
A, respectivamente) se eleva al cuadrado repetidamente, hasta que la potencia re
sultante exceda el valor critico {n - 1 ó n 2 - 2n + 2, respectivamente). Esto se debe 
al hecho de que si .4 ;:::: O y Ak > O para algún k E N, entonces Am > O para todo 
m;e::k. 

54 

·-----·-------· '"----~~~--



Capítulo 4 

Cadenas de Markov 

4.1 Procesos estocásticos y cadenas de l\l[arkov 

Un proceso estocástico tiene como finalidad predecir el estado de un objeto que esté 
restringido a estar exactamente en uno de ciertos posibles estados en un instante 
dado cualquiera, pero que can1bia de estado de alguna manera aleatoria. 
Desde un punto de vista uo n1at.cmático, un proceso estocástico es cualquier pro
ceso probabilístico, es decir~ cualquier proceso que se desarrolla en el tiempo y es 
controlado por Je~·es de probabilidad. 

Definición 4.1.1 Un proceso estocástico está compuesto por un espacio de es
tados E, un conjunto de índices T y las relaciones de dependencia de un conjunto 
de variables aleatorias X 1 (t E T ). 
El espacio de estados E es el conjunto de ualores que toma cada variable aleatoria 
x,. 
El conjunto de indices T .•e asocia co" el tiempo y puede ser T = {O, 1, ..• ) en 
cuyo caso decimos que el ¡1roceso es de tiempo discreto, o bien T = [O, oo) en donde 
decimos que el ¡1roceso es de ticn1¡Jo continuo. 

Normalmente, Ja probabilidad de que un objeto se encuentre en un estado particular 
en un instante dado depende de factores como: 

l. el estado en cuestión 

2. el instante en cuestión 

3. los estados anteriores en los que estuvo el objeto 

4. los estados en que se encuentran otros objetos. 

Sin embargo, si Ja probabilidad de que un objeto que está en un cierto estado cambie 
a otro estado distinto depende únicamente de Jos dos estados (y no de otros fac
tores), entonces el proceso estocástico se llama proceso de Markov. Esto se expresa 
formalmente en Ja siguiente definición. 
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Definición 4.1.2 Un proceso de Markov es un proceso estocástic~ c:On la propie
dad de que, dado el valor de X., los valores _de Xá paras >.t:·son independientes de 
los valores de Xu para u < t. - ··~,~ ~ , : :. · -· ': : ': ', · · -. ·.· 

Definición 4.1.3 Una cadena de Markov e~-;,;,;.:~~ce~o :~'.Jl.ia~k:;'~~ el que el 
número de estados posibles es finito. :: ···~·-~·cC'r,:· :_'·~:.: ., • 

En términos formales, la propiedad de M..;kov .~e ex;~;,.;:Jl~~~ ; , ' .. 

. ·,,· 
para todo n ET y todo Ík E E. . ... ~·:.~: · ::::: .... ·. , 
Frecuentemente el espacio de estados de. una,cadená de.Markéiv se.etiqueta con los 
enteros no negativos {0,1,2, ... } y se dice·:·que Xn:Se encuentra.·en'·e1 estado i si 
Xn =i. 

Definición 4.1.4 La probabilidad de transición de un paso es la probabilidad 
de que Xn+I esté en el estado i dado que Xn está en el estado j y se denota por 
P¡'j'n+l, esto es, 

P¡j'n+I = Pr{Xn+l = ilXn = j}. 

En general, las probabilidades de transición son funciones no sólo de los estados 
inicial y final, sino tan1bié11 del tiempo de transición, es decir, de n. Cuando estas 
probabilidades son independientes de la '-ariable de tiempo n, decimos que la cadena 
de Marko'' tiene probabilidades de transición estacionarias. 
Dado que la gran mayoría de las cadenas de Markov tienen probabilidades de tran
sición estacionarias, limitamos nuestra discusión a este caso y entonces P¡'j'n+l = P¡; 
es la probabilidad de que el estado cambie de j a i en un paso. Podemos arreglar 
estos nún1eros en una matriz 

P10 Pu 
P = P20 P21 

( 

Poo Poi 
... ... ) 

y decimos que Pes la matriz de Markov ó matriz de probabilidades de tran
sición de la cadena de l\'larkov. La (j + 1)-ésima columna de Pes la distribución 
de probabilidad de los valores de Xn+I dado que Xn = j. Como el número de estados 
es finito, entonces Pes una inatriz cuadrada finita cuyo número de renglones es igual 
al número r de estados. Claramente, las cantidades P;; satisfacen las condiciones: 

a) P;; ;:: O para todo i, j = O, 1, 2, ... 

b) LÍ=o P;; = 1 para todo i =O, 1, 2, ... 
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4.1 Procesos estocásticos y cadenas de Markov 

Un proceso de Markov está completamente definido una vez que su matriz de pro
babilidades de transición P y su estado inicial Xo son especificados. 
El análisis de una cadena de Markov consiste esencialmente en el cálculo de las 
probabilidades de las posibles realizaciones del proceso y para ello es primordial el 
cálculo de las matrices de probabilidades de transición de n pasos pn = (P");;, 
donde (P");; denota Ja probabilidad de que el proceso vaya del estado j al estado 
i en n transiciones. Formalmente (P");; = Pr{Xm+n = ilXm = j}. Como estamos 
tratando solamente con procesos que tienen probabilidades de transición estaciona
rias, entonces (P");; no depende de m. 
La propiedad de Markov nos permite expresar (P");; en términos de P;; como 

donde 

r 
(P");; = Í::: P;k(P"-1)k;, 

k=O 

(Pº);; = { ~ si i =i 
si i # j 

Vemos que el cálculo de (P");; se puede hacer con Ja multiplicación de matrices, es 
decir, P" = P · pn- 1 • En otras palabras, las probabilidades de transición (P"};; son 
las entradas de la matriz pn, la n-ésitna potencia de P. 

Ejemplo l. El modelo de Ja urna de Ehrenfest. Este modelo matemático clásico 
describe la difusión de partículas a través de una membrana. Supongamos que 
se tienen dos contenedores A. con k bolas y B con 2a - k bolas. Una bola es 
seleccionada aleatoriamente (todas las selecciones son igualmente probables) 
del total de las 2a bolas y mo,·ida al otro contenedor. Cada selección genera 
una transición del proceso. Claramente, las bolas fluctúan entre los dos con
tenedores con un inovimicnto pron1cdio de la urna con mayor concentración a 
la otra. 
Sea Yn el nú1nero de bolas en la urna A en el estado n y definamos Xn = 'l'n - a. 
Entonces {Xn} es una cadena de Markov sobre Jos estados i = -a, -a+ 
1, ... , -1, O, 1, ... , a. Calculen1os las probabilidades de transición P¡;. '\'emos 
que j puede to1nar los valores i + 1, i - l. 
Si j = i + 1, entonces Xn = i, Xn+l = i + 1, l';¡ = _"J{n + a = i + a, 
Yn+l = Xn+1 + a = i + 1 + a. P;; es Ja probabilidad de cambiar de i +a 
bolas en el contenedor .. 4. a tener i + 1 +a, esto es, P¡; = 2ª-J!+a) = ª2-;i. 
Sij = i-1, entonces .. Yn = i, .. Yn+l = i-1, Yn = i+a, Yn+l = i-l+a. P;; es 
In probabilidad de cambiar de i + a bolas en el contenedor A a tener i - 1 +a. 
En este caso, P1; = ~;a.ª. 
Resu1niendo 

P.;;= 
{ 

a-i 

l!i 
2a o 

si j = i+ 1, 
si j = i-1, 
en cualquier otro caso. 
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4.2 Aplicación del teorema de Perron-Frobenius a las cadenas de Markov 

Ejemplo 2. Una cadena de Markov para una cola discreta. Los consumidores llegan 
por un servicio y se forman en una fila de espera. Durante cada periodo de 
tiempo, un solo consumidor es atendido cuando hay alguien en la fila. Si no 
hay consumidores en la fila, entonces no se realiza ningún servicio durante este 
periodo. (Poi- ejemplo, un sitio de taxis en el cual un taxi llega en intervalos 
fijos de tiempo para dar el servicio. Si no hay nadie esperando, entonces el 
taxi parte inmediata1ncnte.) Suponemos que el nú1ncro de consun1idores que 
llegan durante el n·ésilno periodo es una variable aleatoria ~n cuya distribución 
es independiente del periodo y está dada por Pr{k consumidores lleguen en 
un periodo de servicio} = Pr{~ .. = k} = ªk para k =O, l, ... , donde ak <:=:O 
y L~o ak = l. Tan1bién asu1nin1os que {1, {2,... son variables aleatorias 
independientes. El estado del sistema al principio de cada periodo se define 
co1no el número de consurnidorcs en la fila esperando el sen.·icio. Si el presente 
estado es i, entonces después del lapso de un periodo el estado es 

4.2 

. {i-1+{ 
J = e .. 

si i ~ 1, 
si i =O, 

donde ~ es el número de nuevos consumidores que han llegado en este periodo 
tnientras un solo consutnidor fue atendido. En términos de variables aleatorias, 
pode1nos expresar el proceso co1no 

Xn+l = (Xn - l)+ + ~"' 
donde y+ = max{Y, O}. Así, Ja matriz de probabilidades de transición se puede 
calcular fácilmente y obtenemos 

e ªº o o 
.. ) a1 a1 ªº o ... 

P= a2 a2 a1 ªº 
a3 a3 ª• a¡ 

•. 

Aplicación del teore1na de Perron-Frobenius a las 
cadenas de l'viarkov . 

Lema 4.2.1 Si A es un valar propia de ·;,.:Ía inatriz de probabilidades de transici6n 
A, entonces IAI::; l. · '· .,,., 

Demostración. , . · , . · 
Sea A un valor propia de A. Por ei teorema 3.!J.!2, p(.4) ::; lllAllh = 1 y como 
IAI :5 p(A) entonces IAI ::; l. O ' 

-

Teorema 4.2.1 Tuda matriz de ·probabilid~-des de transici6n tiene a 1 como valar 
propia. 
Demostración. 
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( 
~~- ) E =n el Sea A E Mn una matriz de probabilidades de transición y sea u = "'" 

vector columna en donde cada coordenada es l. Entances A'u =u, de donde 1 es un 
valor pro¡1io de A' y como A y A' tienen los mismos valores propios entonces 1 es 
valor propio de .4. O 

Este teorema muestra que se ha alcanzado la cota superior en el lema anterior; es 
decir, si .4. es una matriz de probabilidades de transición, entonces p(A} = l. 

Definición 4.2.1 Si alguna potencia de una matriz de probabilidades de transición 
contiene únicamente elementos positivos, entonces la matriz se llama matriz regu
lar de transición. 

El teorema 3.7.2 nos dice que si .4. es una 1natriz regular de transición, entonces A 
es prin1itiva. 

Definición 4.2.2 Un vector v E Rn es un vector de probabilidad si ti ;;;: O y 

:Li':.1 "i =l. 

Lema 4.2.2 El producto de dos matrices de probabilidades de transición en Mn es 
una matriz de probabilidades de transición en Mn. En particular, cualquier potencia 
de una matriz de probabilidades de transición es una matriz de probabilidades de 
transición. 
Demostración. 
Sean A, B matrices de probabilidades de transición en /vfn. Entonces (.4B);; = 
Lk=l A;kBk; ~O dado que A;k. Bkj ;;;: O para 1 :5 k :5 n. Además ¿;;:,.1 (AB);; = 

¿;;:,., ( Í:k=l A;kBk;) = Lk=l ( ¿;;:,., A;kBkj) = Lk=l ( Bkj L~t A;k) = 
Lk=I Eh; = l. Por lo tanto AB es una matriz de probabilidades de transición. 
o 

Len1a 4.2.3 El producto de una matriz de probabilidades de transición par un vector 
de probabilidad e.• un vector de probabilidad. 
Demostración. 
Sean .4 una matriz de probabilidades de transición y v un vector de probabilidad. 
Entonces (Av); = Í:k=l A;kVk ~ O dado que .4;k, Vk ;;;: O para 1 :5 k :5 n .. Además 

:Li':.1 ( Í:k=l A;kVk) = Í:k=l ( :L::..1 A;kVk) = Í:k=l ( Vk :Lf=t A;k) = LÍ:=l Vk = 
1, por lo que .4v es un vector de probabilidad. O 

Teorema 4.2.2 Sea A E Mn una matriz regular de transición. Entonces: 

a) la multiplicidad de 1 como valor propio de A es 1 

b} existe limm-+oc .4"' 
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c) L = limm-+oo·4m es una matriz de p;:;,b~bÜÍdades'de tfansicÚ;. .. . . . . . -· ~ -- . ' .. ' 

d) AL= LA =L 
- . 

e) las columnas de L son idénticas,. de hecho, cada columna de L es igual al único 
vector de probabilidad v que es también un vector propio correspondiente al valor 
propio 1 de A 

f} para cualquier vector de probabilidad x, limm-+oo(Amx) =v. 

Demostración. 

a) Por el teorema 4.2.1, p(A) = 1 es ualor propio de A. Como además A es no 
negatiua y pimitiva (y por tanto irreducible}, aplicando el inciso d} del teorema 
de Perron-Frobenius (teorema 9.6.1}, tenemos que 1 es un valor propio de multi
plicidad l. 

b} Como A es primitiva y no negativa, el resultado se sigue del teorema 9. 7.1 .. 

c) Según el lema ,¡.2.2, Am es una matriz de probabilidades de transición, as( qu~ 
cada elemento de _4m es no negativo para todo m EN. Por tanto, para 1 ~ i,j ~ 
n, 

Además, para 1 ~ j ~ n, 

~ L;; = .[f-. ( lim (Am)~;) = lini (.[f-.(Am);;) = Hin (1_ )_ =il. .L...J ¿_, m-+oo m-.oo L.J m-+oo 
i=l i=l i=l 

Luego L es una matriz de probabilidades de transici6n. 

d} De acuerdo con el teorema 3.2.9, 

AL= A( lim .4m) = lim (AAm) = lim Am+l =L. 
m-oo m-+~ m-~ 

Análogamente, LA = L. 

e) Como AL = L, de acuerdo con el inciso d}, cada una de las columnas de L es un 
vector propio de A. correspondiente al valor propio l. Además, de acuerdo con el 
inciso c), cada columna de L es un vector de probabilidad. Se sigue entonces de a) 
que cada columna de L es igual al único vector de probabilidad v correspondiente 
al valor propio 1 de .4. 

f) Sea x cualquier vector de probabilidad y definase y:= Lx. Entonces, por el lema 
4.2.3, y es un vector de probabilidad y por el inciso d}, Ay = ALx = Lx = y. 
Por lo tanto y es también un vector propio que corresponde al valor propio 1 de 
A. Entonces, de acuerdo con el inciso e), y = v. O 
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Definición 4.2.3 El vectorv del inciso e) del teorema anterior se denomina vector 
de probabilidad fija (o vector estacionario) de la matriz regular de transición 
A. 

Ejemplo l. En 1995 una investigación municipal del uso de Ja tierra mostró que 
el 10% de Ja tierra del municipio era urbana, el 50% no estaba utilizada y el 
40% estaba destinada a usos agrícolas. Cinco años después una investigación de 
actualización reveló que el 70% de la superficie urbana había permanecido ur
bana, 10% se había convertido en no utilizada y el 20% se había transformado 
en superficie agrícola. De la mis111a manera, 20% de la superficie 110 utilizada 
se había com·ert.ido en urbana, 60% había permanecido no utilizada y 20% se 
había convertido en superficie agrícola. Finalmente, la investigación del 2000 
1nost.r6 que el 203 de la superficie agrícola se había convertido en no utilizada, 
niicntras que el 80% permaneció agrícola. Suponiendo que las tendencias indi
cadas por la in,·cstigación del 2000 continuén, calcularemos los porcentajes de 
las superficies urbanas, no utilizadas y agrícolas en el municipio en el 2005 y 
los porccutajes eventuales correspondientes. 
Podemos describir la situación anterior con10 una cadena de l\Iarkov de 3 esta
dos, donde los estados son los usos de la tierra, haciendo que los estados uno, 
dos y tres sean respcctiva111ente el uso urbano, el no utilizado y el agrícola. 

:::·:::ªq:::Jd:e:::re:::::::b;i:ad(qgr)•di:a
1
:a :,:::::::::n~~:::~ :: estar 

0.4 

( 

0.7 
A= 0.1 

0.2 

0.2 o ) 
0.6 0.2 . 
0.2 0.8 

Los porcentajes de las superficies urbanas, no utilizadas y agrícolas (en 0~~ !(1)u

nicipio en el 2005 son las coordenadas del vector AP, donde AP = 0.39 
0.44 

y Jos porcentajes eventuales de las superficies correspondientes son las coorde
uadas de limm-.oo A. m P. La matriz A es regular pues 

( 

0.51 
A 2 = 0.17 

0.32 
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el siguiente sistema de ecuaciones lineales 

-0.3u1 + 0.2u2 ' 
O.lu1 - 0.4v2 + 0.2u3· 
0.2v1 + 0.2u2 - 0.2u3 : 

o 
- 'o 

o. 

Resolviendo el sistema, encontramos que { ( ~.).} es una base para el espa-

cio de soluciones de este sistema, de donde el vector v es 0.3 . Entonces a 
( 

0.2) 

0.5 
largo pla2o esperamos que el 203 de la tierra utilizada sea urbana, el 303 no 
esté utilizada y el 50% se destine a usos agrícolas. 

Ejemplo 2. En 1990 Ja industria automotriz determinó que el 40% de Jos america
nos poseedores de autos conducía autos grandes, 203 conducía autos de ta1naño 
n1cdiano y el 40% conducía autos pcqucfios. Una segunda investigación en el 
2000 mostró que el i0% de los dueños de autos grandes de 1990 aún poseía 
autos grandes en el 2000, pero el 30% había ca1nbiado a autos de tan1año tne
diano. De aquellos que poseían auto1nóvilcs de tamaño mediano en 1990, 103 
había cun1biado a autos b'Tandcs, el 703 SCb.,_tía teniendo autos 111cdianos y el 
20% había can1biado a autos pequeños en el 2000. Finaln1cntc, de Jos duefios 
de autos pcqucfios de 19!JO, el 10% poseía autos n1edianos y el 90% poseía 
autos pequeños en en el 2000. Suponiendo que esta tendencia continúe, detcr-
1ni11are1nos el porcentaje de americanos que poseerán autos de cada uno de los 
tainaños en el 2010 y los porcentajes eventuales correspondientes. 
Podeiuos describir la situación anterior co1no una cadena de ?vlarkov de 3 esta
dos, donde los estados son los tan1años de los autos, haciendo que los estados 
uno, dos y tres sean rcspcctiva111cnte el tamaño grande, inediano y pequeño. 
Vemos que el vector de probabilidad(q~~in)dica la probabilidad inicial de estar 

en cada uuo de Jos estados es P = 0.2 y la matriz de transición es 
0.4 

( 

0.7 

A= º¡.} 
0.1 
0.7 
0.2 

O~l). 
0.9 

Los porcentajes de americanos que tendrán autos grandes, m(ed~~~o)s y pequefü:>s 

en 1985 son las coordenadas del vector AP, donde A. P. = · 0~3. ·.y Jos por-
0.4 

centajes eventuales de Jos tamaños correspondientes 'so.n las coordenadas de 
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4.2 Aplicación del teorema de Perron-Frobenius a las cadenas de Markov 

limm-+ooAmP. La matriz A es regular pues 

( 

0.52 0.14 
A 2 = 0.42 0.54 

0.06 0.32 

0.01) 
0.16 >o, 
0.83 

por lo que limm--+oo Afn es una matriz L en la que cada columna es igual al 
vector de probabilidad fija para A. Este vector v es tal que (A - I)v = O. Si 

v = ( ~~ ) vemos que (A - I)v = O nos proporciona el siguiente sistema de 

ecuaciones lineales 

-0.3u1 + O.lu2 O 

0.3v1 - 0.3u2 + O.lv3 O 

0.2v2 - O.lv3 O. 

Rcsoh-iendo el sistema, encontramos que el vector buscado es v = 0.3 . 
( 

0.1) 

0.6 
Entonces a largo plazo esperamos que el 10% de los americanos poseerán autos 
grandes, 303 conducirán autos 111cdianos y 60% tendrán autos pequeños. 

Ejemplo 3. Una unidad de traumatología de un hospital ha determinado que al 
momento de llegar al hospital el 30% de sus pacientes es ambulatorio y el 70% 
debe guardar cama. Un mes después de su llegada, el 60% de los pacientes 
ambulatorios se ha recuperado, 203 permanece ambulatorio y 20% ahora debe 
guardar ca111a. Después del 1nisn10 lapso, 10% de los pacientes encamados se 
ha recuperado, 20% ahora es nn1bulat.orio, 50% permanece enca1nado y el 20% 
ha muerto. Deterinina.rc1nos el porcentaje de pacientes que se recuperan, son 
an1bulatorios, están cncau1ados y han muerto un mes después de su llegada, 
así co1110 el porcentaje cvcnt ual de pacientes de cada tipo. 
Pode1nos describir la situación anterior co1no una cadena de 1farkov de 4 esta
dos, donde los C8t.ados son la situación de los pacientes haciendo que los estados 
uno, dos, tres y cuatro sean respectivamente el estar sano o recuperado, el ser 
ambulatorio, el guardar catna y el estar muerto. \'en1os que el vector de pro-

:a:l:a(d :~: i)ndica la probabilidad inicial de estar en cada uno de los estados 

O. 7 y la n1atriz de transición es 

o 

A= ( ~ 
0.6 
0.2 
0.2 
o 
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4.2 Aplicación del teorema de Perron-Frobenius a las cadenas de l\farkov 

Los porcentajes de los ~tados de los pacientes(un0~;s)después de su llegada son 

las coordenadas del vector AP, donde AP = g,¡1 y los porcentajes eve_ n-

0.14 
tuales de los estados correspondientes son las coordenadas de limm-+oo Am P. 
Sin embargo, no podemos aplicar el teorema 4.2.2 porque A no_ es regular ya 

que la primera columna de Ak es ( ~ ) para todo k E N. Sin embargo, A es 

diagonalizable, pues si 

Por lo tanto 

u 
u 
u 

o 2 -11 

) llmm-~ ( ~ o -1 is· 
o -2 -9 
1 1 2 

o 2 -11 )U o o 
o -1 18 1 o 
o -2 -9 o o 
1 1 2 o o 
JI l! 

O· . . o o 
o o 1 ~ . . 
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o 
1 
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o 

n 
o 
o 

o 
o 

0.6 
o 

(0.6)m 

o 
o 
o 

0.1 

o -
o 
o 

)· 

o (0.1)m }U 
u l " o 

) l 1 _•1 .!a o 
~ -.J. o .. 
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de donde 

''lim AmP= 
'm-t-oo l!D(:::) (I) 

Entonces:a largo plazo esperamos que el Po% de los pacientes que llegaron al 
hos~ital inicialmente se recuperen y el ~%restante muera. 

Ejemplo'..i. Un jug~dor principia un juego de azar colocando una ficha en el casillero 
2 (marcado salida), de acuerdo con la siguiente figura 

1 G~na 1 Sa~da 1 
3 

1 Pie¡de 1 

Se lanza un dado y la ficha se inueve un cuadro a la izquierda si se obtiene 
1 6 2 y un cuadro a Ja derecha si se obtiene 3,4,5 6 6. Este proceso continúa 
hasta que la ficha llega al cuadro 1 (en cuyo caso el jugador gana el juego) o 
al cuadro 4 (en cuyo caso el jugador pierde el juego). ¿Cuál es la probabilidad 
de ganar este juego? 
Podetnos describir el juego anterior co1no una cadena de l\1a.rkov de 4 estados, 
donde los estados son los lugares donde se encuentra la ficha (1,2,3,4). La 
n1atriz de probcs.bilidadcs de transición es 

A= ( ~ 
l 
3 
o 
2 
3 
o 

o 
l 
3 
o 
¡ ~) 

Coino en cualquier juego, una vez que se gana o se pierde, se termina el juego; 
traduciendo esto en térn1inos de cadenas de l\1arkov, esto quiere decir que una 
vez que se llega a los estados 1 6 4 se permanece indefinidamente en dicho 
estado respectivamente. 
El vector de probabilidad que indica la probabilidad inicial de esfar en cada uno 

de los estados es P = ( ~ ) y la respuesta a la probabilidad de ,ganar este 

juego la proporciona la primera coordenada de limm-+oo A m P. Sin embargo, 
como en el ejemplo anterior, no podemos aplicar el teorema 4.2.2, pero A es 
diagonalizable, pues si 

Q~u 
o ~-?'72 _, ) 4+6:;12 
o •2?2 ~ o 
1 ~ ,2 

-3+'72 3+:;12 
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entonces Q es invertible cOn invcrSa 

( 

1 l t 
q-1 = .··g .··J2.· .. · i 

. o .V2 .. -1 

y así 

Por lo tanto 

de donde 

Entonces la probabilidad de ga¿ar el juego es ~· 
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