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Prefacio 

En la vida diaria existen circWJStancias que se pueden presentar, las cuales 
están fuera de nuestro control. Asimismo existe la posibilidad de que al re­
petir ciertas situaciones controlables se obtengan situaciones distintas. Estos 
casos que se pueden analizar a través de la probabilidad. 

Una de las tantas aplicaciones de la teoría de la probabilidad se encuen­
tra en las matemáticas actuariales, por lo cual el objetivo principal de este 
trabajo es presentar los aspectos más relevantes del cálculo actuaria! funda­
mentado en la teoría probabilística. 

El objeto de la matemática actuaria! lo constituye el estudio cuantitativo 
de las operaciones de seguro (y financieras, en general), a fin de optimizar 
las decisiones sobre las magnitudes que intervienen en ellas, teniendo en 
cuenta que las citadas operaciones se llevan a cabo por un ente asegurador 
(o financiero) que desarrolla su actividad en un entorno económico-social. 

El aspecto aleatorio se presenta, en la matemática actuaria!, en diferentes 
grados. Por ejemplo, en el estudio de los fenómenos actuariales (superviven­
cia y mortalidad) surgen problemas de elaboración y e<>timación de modelos 
de naturaleza estocástica. 

La teoría del riesgo es esencialmente un caso especial de la teoría conocida 
como procesos estocásticos, la cual ha tenido un rápido desarrollo en años 
recientes y constituye una gran rama de la teoría de la probabilidad. 

El presente trabajo, involucra la unificación de notación y la especifica­
ción de la relación del cálculo estocástico con los conceptos que son de interés 
para las materias relacionadas con el cálculo actuaria!. De esta forma, se ha­
ce una redacción detallada de los principales resultados, así como algunas 
demostraciones o bibliografía, para que la tesis pueda usarse como mate­
rial didáctico en los cursos impartidos en la Facultad. Se incluyen también 
ejercicios resueltos al final de cada capítulo. 

iü 



En el primer capítulo se estudian las bases de la teoría axiomática (Kol­
mogorov) de la probabilidad con el objeto de introducir al lector en este 
tema. En dicho capítulo se revisan conceptos y resultados que serán de uti­
lidad para el desarrollo posterior del trabajo. Se comienza con una breve 
descripción de la teoría de conjuntos para definir el espacio de probabilidad 
y así llegar al concepto de variable aleatoria, desarrollando su'> características 
más importantes. Posteriormente se hace una generalización de los resulta­
dos expuestos en el caso unidimensional. Se finaliza este capítulo con una 
introducción a los procesos estocásticos, dando una descripición de algunos 
tipos de procesos. 

En el capítulo dos se determinan las funciones biométricas utilizando los 
conceptos relacionados con la teoría de variables aleatorias, partiendo de la 
variable aleatoria que denota la duración de la vida de una persona. De esta 
manera, se construyen relaciones entre las probabilidades de supervivencia, 
muerte y la fuerza de mortalidad. 

En el capítulo tres se revisan los principios básicos de la economía del 
seguro, mediante la teoría de la utilidad. Se proporciona una introducción a la 
teoría del riesgo individual y del riesgo colectivo, desarrollando algunos mode­
los de distribuciones relacionados con el número y el monto de los siniestros, 
especificando las razones de su utilización. 

Finalmente, en el capítulo cuatro se concluye con el estudio de la probabi­
lidad de ruina, la cual se basa en los capítulos desarrollados con anterioridad. 
En esta parte se analizan los modelos de riesgo colectivo a tiempo discreto 
y continuo a largo plazo, mencionando el primer excedente debajo del nivel 
inicial y la máxima pérdida esperada {reclamaciones). 

Para la lectura del presente trabajo son necesarios conocimientos básicos 
de cálculo diferencial e integral, de probabilidad, de teoría del seguro y de 
ser posible, de procesos estocásticos; aunque se ha tratado de que el mate­
rial expuesto sea autocontenido. Si el lector posee conocimientos previos de 
probabilidad y procesos estocásticos puede omitirse la lectura del capítulo 
uno. 

iv 



Capítulo 1 

Elementos de la teoría de la 
Probabilidad 

L1 Introducción 

Este capítulo tiene el objetivo de dar una introducción a la teoría axiomática 
de la probabilidad, que servirá de base para construir algunos de los prin­
cipales resultados que serán de gran utilidad en los capítulos posteriores de 
este trabajo. 

1.2 Conjuntos y clases de conjuntos 

Los conjuntos juegan un papel importante en la probabilidad, ya que su 
objeto de estudio es una colección de hechos cuya característica común es 
que son posibles resultados de un mismo experimento. Un conjunto es una 
colección de objetos llamados elementos. Un subconjunto B de un conjunto 
A es otro conjunto cuyos elementos tambien son elementos de A. 

Ejemplo 1.1 Seo. A el conjunto de las letras del abecedario y seo. B el con­
junto de las vocales. El conjunto B es subconjunto de A y se denota por 
Be A. 

• 
1 



Definición 1.1 Una clase de subconjuntos de un conjunto A es cual­
quier colecei6n de subconjuntos de A. 

• 
Ejem.plo 1.2 Sea A = { H, T} entonces una clase de subconjuntos de A seria 

C = {{H,T},{T},t/>} 

• 
Definición 1.2 Una u - álgebra :F es una clase de subconjuntos de un es­
pacio n que cumple: 

(a) n E:F 

{b) Si A E :F entonces Aº E :F 

(e) Si Ai,A2, ... eF-~~ Ü.A.e.r 
;_,_i=l 

- ::_:,__:;: . . )::- ·,· ·-· . ,- ' 

El siguiente tCC:.~ema d0: i8: caraderizáéión de una u - álg~bra: 
' - • ·-<o)' > ~-~' - . ' . . 

Teorema 1.1 Si:F. ~ú'-6.i.g'elira'~~: . ' .... ,·.;-

(a) tP E :F 

{b) Si Ai,A2,;;~,A;.~;_.;~~ Ü AiE::F y- ñ Ai E :F 
:·:~·;, .:;-; -'~~;:.'... -ci··.:1 . i=l 

(e) Si. Ai, A2, .• '. e':F _entonces n •A; E :F · 
.- -.:1=1 .. -

Demostración. 

(a) Usando el h~o de ~ue ti>= ne y.por (b) de I~ Definición 1.2 
se cumple que-if> E :F. 

2 
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(b) Por el inciso anterior y por (e) de la. Definición 1.2 se tiene que 

y así, 
n . 

LJ.A; = A1LJA2LJ ... LJA..LJ<1>U<1>LJ ... E :F. 
P=l 

Además se cumple que 

ºAi= (QAf)º 
y utilizando. (b) y (e) .d~ la. Definición 1.2 se demuestra. que: 

n .. 

r;)Ai E .1:-. 
~l 

'' 'e'::·- ' 
' : . . . 

(c) Ocupando (b) :Y Ce) del~D~cl6n 1.2 se tiene que 
·co 

LJAf E:F,. 
i=l 

Aplicand~ a. l~ anterl~r {b)á~ l~;DefhllclÓn 1.2 se cumple que 

. :'(~~)º;~;,. . 
y como 

se concluye que: 
co . . 

nA;·e:F. 
i=l 

• 

3 



Teorelll8. 1.2 Stf!JO. C una clase no vacía de subconjuntos de un espacio n, 
entonces exi.ste una única u-álgebra :F en n, que cumple con las siguientes 
propiedades: 

1. :F2. e 
e. Si F es cualquier u - álgebra :F en n, tal que si :F"2 C entonces 

F2.:F 

Demostración. 
Primero se denlostrará la existencia. Dicha existencia se satisface, pues 

por ejenlplo, 'P(íl) es la q - álgebra más grande en n que contiene a todos 
los conjuntos de C. 

Sea :F la clase de todos los subconjuntos que contienen a C, definida como: 

:F=n.rt 
teT 

donde .1't representa a las u - álgebras en n que contienen a todos los 
conjuntos de C, y T es un conjunto de índices. 

A continuación se denluestra que :F es u - álgebra: 

(a) n e :F ya que n e .rt, para toda t e T. 

(b) Si A e :F entonces A e .rt, para toda te T; 
y como .1't es u - álgebra entonces Aº E .?'t, para toda t e T, 
concluyéndose que Aº e :F. 

(c) Si Ai, A2, •.. e :F entonces Ai, A2, ... ,e .rt, para toda t e T; 

por lo que Ü As e .1't (pues .1't es u - álgebra). 
i=l 

Lo anterior implica que ü As e :F. 
i=l 

Por lo tanto :F es u - álgebra, es decir, la intersección de u - á lg ebras 
es u - álgebra. 

4 



Enseguida se demostrará la Unicidad: 

Sean :F* y :F tales que : 

i) :F2 e 
ii) Si :Fi2 C entonces :Fí.2 :F 

iii) :F*2 e 
iv) Si Fi2 C entonces Fi2 ;F*. 

Como :F 2 e por i) y li.d~ás :F*;;? e por iii) 
entonces por ii) se tiene que · · · 

:F*;J. :F. 

Por otro 18.do :F*;;? e por iii>'. y F 2 e por i) 
entonces iv) implica que 

De (1.1) y (1.2) se sigue que :F = :F*, por lo tanto :Fes única 

Observación. 

(1.1) 

(1.2) 

• 
En el teorema anterior a :F se le llama la mínima u - álgebra generli.da 

por C y se denota por u(C). 

Definición 1.3 Sea f! = R, la u - álgebra de Borel denotada por B(lR), 
es la m(nima u - álgebra que contiene a todos los intervalos de la forma 
(-oo,:z:). Si BE B(JR), B es llamado Boreliano o conjunto de Borel . 

• Observación. 
De esta manera, si 

e•= {(-oo,:z:): :z: E JR}, 

entonces, u cc•)contendrá intervalos de la forma [:z:, oo) obtenidos por com­
plementación. 

5 



También contendrá. intervalo8 de la forma: 

(-oo,:z:] 

[:z:,y] 

{:z:,oo) 

(:z:,y) 

(:z:,y] 

ñ(~oo;:z:+~). 
s:c:l . , , · 

< :-oe>· y] n[:z:, 00 > 
= .·· <-oo,·:z:1~.· 

cf; ~) n {-oo, y) 

. ñ.(:z:, y+.!:.) 
tP=i'· n 

con:z:<y 

con:z:<y 

con:z: <y. 

Tuorema 1.3 Sea Z la czáse·de los intervalos abiertos en lR, entonces se 
cumple que: 

u(Z) = B(JR). 

Demostración. 
Primero se probará. la siguiente contención: 

u(Z) !;;;; B(JR). 

Sea (:z:, y) E Z, ·entonces por la observación de la. definición anterior se tiene 
que 

(:z:, oo) E B(JR), 

además 
.(:z:,y) == (:z:,oo) ne-oc, y) con :z: <y. 

Por (b) del Teorema 1:1 se o~ que 
{:z:,y) E B(JR), 

y así 
Z!;;;; B(JR). 

De esta forma por (2) del Teorenia 1.2 se demuestra que: 

u(Z) !;;;; B(JR). 

6 
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Ahora se probará la inclusión contraria. Para, ello, basta.demostrar que 

e !;u(I) 

donde e es la clase de los in~e.:v..los del~ forma'(-6o;x); ya. que por (2) del 
Teorema 1.2, este hecho bllplicSrla que · , · · , , 

.···_' 

u(C) !; d(Z)' '' ·' , · 

don::au~~~. =~~C. Dicho intervalo pu~e -l2t~ como 
.: . ~ ·~ ~· ~: "/ :_.:·.;.~>::.~ i 

(-oo,x)~ LJ(-'-n;x); 
·, n=l 

donde (-n, x) E Z y por (é) de la nefurlci~n 1.2 se tiene que 

()O ' ' ' 

LJ(-n;x) E u(Z) 
n=l 

y por lo tanto: 
e !;u(Z). 

• 
De igual forma se puede probar que u(.r) = B(JR) cuando :Fes cualquier 

clase de intervalos. 

1.3 Probabilidad 

Se considera aleatorio aquello que bajo las mismas circunstancias no tiene 
un resultado único. Se entiende como experi:mento cualquier procedimiento 
capaz de generar resultados observables. Se pueden encontrar experimen­
tos tales que al repetirse bajo las mismas condiciones controlables presenten 
siempre el mismo resultado, los cuales reciben el nombre de experim.entos de­
terministas o bien aquellos que pueden presentar resultados distintos. Estos 
últimos se conocen como experimentos aleatorios. 
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La probabilidad es la matemática de la incertidumbre. Existen diversos 
fenómenos en los cuales se puede aplicar la probabilidad tales como apuestas 
de juegos, seguros, demografía, líneas de espera, entre otros. La probabili­
dad es una función, definida sobre conjuntos de resultados, conocidos como 
eventos. A continuación se dará la definición axiomática de probabilidad de 
Kolmogorov, así como algunas propiedades básicas. 

Definición 1.4 Se define como espacio m.uestral n al conjunto de todos 
los posibles resultados de un experim.ento aleatorio. 

• 
Definición 1.5 Un evento es un elemento de una u-álgebra definida sobre 
un espacio muestral n. 

• 
Observación. 
Dado un espacio muestra! n, puede formarse cualquier colección de sub­

conjuntos de n, llamada clase de eventos. Si dicha clase de subconjuntos 
den satisface (a), (b) y {c) de la Definición 1.2, se le llama u - álgeúra de 
subconjuntos de n, o simplemente, u - álgeúra de eventos. 

Ejemplo 1.3 Se lanza una moneda honesta al aire, entonces el espacio 
muestral es: 

n = {águila, sol} 

cuya mínima u - álgebra es 

:F= {{águila}, {sol}, {águila,sol}, 0}, 

y algunos eventos asociados a este espacio son: 

A 1 = { águila,sol} 

A2 ={águila}. 
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Definición 1.6 Sea n el espacio muestrn.l asociado a un experimento alea­
torio y :F una u-álgebra de subconjuntos defl (eventos). Unaj'uncidn. de 
probabilidad (o medida de probabilidad} P es una función P : :F-. [O, 1) 
que asigna a cada evento A de :F un número P(A) llamado la probabilidad 
de A tal que: 

(a) P(A) 2': O 

{b) P{n) = 1 
(e) Si Ai. A2 , ••• E :F tal que A; n A; = cp, parn toda i ,,¡. j entonces 

P (QA•) = tP(A,) 

• 
F.stas propiedades junto con las de u - álgebra {ver Definición 1.2} son 

ta.m.bién lla.m.adas axiomas de Kolgomorov. 

Teorexna 1.4 Sea :F una u - álgebra de subconjuntos de un espacio n y 
sean A, B E :F. Sea P una funci6n de probabilidad definida sobre :F, entonces 
P satisface lo siguiente: 

(a) P(Aº) = 1 - P(A) 
{b) P(cp) =O 

(e) Si A s;; B entonces P(A) :5 P(B) 
(d} P(ALJB) = P(A) +P(B) -P(AnB) 
(e) P(A-B) = P(A) -P(AnB) 

Demostración. 

(a) Se sabe que n = ALJAº y por (e) de la Defuñción: 1.6 se tiene 
que 

1 = P{n) = P (ALJ .. é)= P(A) +'.P(Aº}, 

por lo tanto: 
P(Aº) = 1 - P(Á.). 
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(b) Debido a que</>= n°, utilizand~ (a) de eSte Teorema y (b) de la 
Definición 1.6 se demuestra que: 

P(</>) ,;;,p(nc') = i- P(~) =O . 

. ·. ·• ··.·:. -'·:.--' é'-- .·"·'e __ ._·-:,_·_·-.-·:'"' -:-- _ 

(c) Como A s;;; B enk.n~ B ¡>.Uec1.;.Sei: E,;,Crito como 

';B.==~~GJ(,a'flAº), 
lo cual implica que.:··.·.· •: ·,: 

. ~<~>.~~'.e xu (B n Aº)) . 
Como A y (.Bri:A.c::·j:~n conJuntos ajenos, por (a) y (c) de la 
Definición 1.6 sé sigite qué! 

PCJ3> ·==~<A> + p (B n A~}~ P(A); 

de donde, P,(A)~ P(B);, 
,· -.: .. -:·. ,. 

( d) Debido ~ 'l~~,( 
A.uB ~(1'1nA.0)LJA y B=(AnB)U (AºnB); 

y por (~) de laDefunciÓn l~6 se tiene <i~e •·. 
(1.3) 

1·' y 

P(B) =P(Ans);rP(1ih~).: (1.4) 

/:_ ·.· - <" : . ~/~. De 1.4 se obtiene que 

p (AºnBJ==A<B>:--c'.i-~c1n~). 
y sustituyend~ 1.5 en 1.3 se d~u~r~ <¡;:,,.,: 

(1.5) 
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(e) Se sabe que: 

A= (AnB)LJ(AnBº); 
aplicandC: (e) .de la Dclinición 1.6 se obtiene lo siguiente 

Debido a que 

se concluye que: 

P(A - B) = P(A) - P (A n B) . 

• 
Definición 1.7 Un espacio de probabilidad. es una terna (0,.1=',P(•)) 
donde: 

O: es el espacio muestml. 
:F: es una u - álgebra de subconjuntos de o. 
P( •): es la funci6n de probabilidad definida sobre F. 

• 
Ejemplo 1.4 Sea O = {2, 4, 6, 8, 10, 12} 

.1='= {O,tf>,A,B}dondeA = {2,4,6,8},B = {10, 12}; 
y sea: 

P(E) = Cardinalidad de E 
... ·. 6 

entonces P(A) =t,P(B) =.~; 
y así (0,.1=',P) e8 un.espacio de probabüidad. 

• 
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1.4 Variables aleatorias 

En la probabilidad el objeto de estudio es un experimento aleatorio. Será de 
interés preguntarse por funciones que asignan un número real a los elemen­
tos del espacio muestra!, dichas funciones se llaman variables aleatorias. Se 
comenzará con el concepto de imagen inversa. 

Definición 1.8 Sean n y n· dos eonjuntos y sea X : n --+ n•; para todo 
Aº s;; n• se define la im.agen. inversa de Aº bajo X denotada por x-1 ( A") 
conw: 

• 
TeorelllB 1.5 Sean n y n• dos conjuntos y sea X : n --+ n• entonces la 
imagen inversa preserva todas las relaciones entre conjuntos, es decir: 

(a) x-1 (n') = n y x:--1 (0) 7 0 
{b) Si Aº s;; n• entonces , . 

x-1 (..4°0
) == ¡x'-1 (A")Jª 

. .·: .. 

(e) Si A; s;; n~ para ~ t ET, ~"nces 

x-: (nAi):· ~·Ax-1<A;> 
tET: . teT, 

y 

' x-':J.'(u A;) .• ~ u x-t(A;) 
teT .... teT . . -' . 

{d) Si A· s;; B" s;; n•,ento~ X:--1 (Aº) s;; x-1 (B") 

12 



Demostración. 

(a) Utilizando la Definición 1.8: 

x-1 cn•) = {w IX(w) e n•} = n 

y 

x:--1 (0) "={~IX{w) E0}=0. . , , .. 
: '.. ". :, 

{b) Sea. w E x-1 (A~)º por:1ap~~it5~1:8 se cumple que: 

..... li_c~f~ c.4.·>º 
lo anterio~ es eC¡uivalent~ a decir que 

si y sólo_si 

si y sólo si 

{e) Sea. w E X:--1 ·e rl At'). por _la DdinÍción 1 .. 8 se tiene que: 
teT . . . .. 

xcw>en.A; 
.teT 

' . :.-, -, . : 

lo anterior es eq~vá.lente a' ded:l' que 
. . . 

X(w) E A;: paratoda t ET, 

si y sólo si 
w E x-1 (A;) para toda t E T, 

si y sólo si 
w E n x-1 (A;:). 

teT 
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Sea w E x-1 (U Ai) por la Definición 1.8 se tiene que: 
teT ' 

xcwreLJA; 
. . tA{I' 

lo anterior es eqllival;,nte a 'á~J q~~. : 
X(w) ~At· p~~ al~a te T, 

si y sólo si 
w E: x-1(~)p~~~at e T, 

si y sólo si 

(d) Por la Definición 1.8 se tiene que: 

x-1 (A•) = {w IX(w) e A•} 

y 
x-1 cB·) = {w IX(w) e B.} 

Como A• ~ B•, se cumple que 

{wlX(w) E A•}~ {wlX(w) E B•}, 

y por lo tanto, 

• 
DefiniciÓn 1.9 Sea :F unau-álgebra,de eventos y sea X: n-+ IR se dice 
que X es :F-medible si: · 

x- 1 {(-oo,c]} = {w E !llA'."(w) :5 e} E :F, para toda e E IR 

• 
14 



,. . 

Definición 1.10 Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad. X es una va­
riable aleatoria si X es una funci6n :F -medible. 

• 
Teorema 1.6 Sea X : n-+ 1R. y :F una u-6.lgebra de subconjuntos den. X 
es :F -medible si y s6lo si x-1 (B) E :F, para "toda B e B{JR.). 

Demostración. 
{Ver Clarke, 1975; página 35) 

• 
Observación. 

De acuerdo al teorema anterior, X es una variable aleatoria si y sólo si 
x-1 (B) E :F, para toda BE B{JR), es decir x-1 {B) <;;;;:F. 

EjeDlplo 1.5 Se define la funci6n indicadora del conjunto A <;;;; n como: 

{ 
1 siweA 

IA(w)~ O. siwl/.A . 

La imagen inversa de la funCi6n indicadora IA está dada por: 

.···:<·{•.·<p siOl/.B,ll/.B 
~ic.Eh'=.' AC:. ··.~ oe s, 1 <!- B , 
... · ..... A:. si O l/. B, .1 E B 

· . . n .si O E B, 1 E B 

con B E B. As<, la funci6n indicadora de un evento A es una variable 
aleat.oria, ya que IA1 (B) E :F, para "toda BE B(JR). 

• 
De acuerdo a la caracterización proporcionada por la observación anterior, 

como x-1(B) E :F y Px : :F -+ (O, 1], se puede obtener la probabilidad 
del evento x-1{B). 
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Definición 1.11 Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad y X una variable 
aleatoria definida sobre dicho espacio. A la función Px: B-. (O, 1] definida 
por: 

Px(B) ';"' P[x-1 (B)], B E B, 

se le llama la distribución de j;~ba.buidildde X. 

Ejemplo 1.6 La distribucldri. d;; ~b;,.¡,llidacl de I..4. estd dada por: 

si O <fi B, 1 <fi B 
si O EB, 1 <fi B 
si O <fi B, 1 E B 
si O E B, 1 E B 

• 

• 
Definición 1.12 Se define la ;fu:nci6n de distri.bu.ción. Fx : lR--> [O, 1] de 
la variable aleatoria X, como: 

Fx(x) = P({X:;;; x}] = P[x-1(-00,x]] 

• 
Observación. 
La definición anterior puede ser vista en términos de la Definición 1.11 

de la siguiente forma: 

Fx(x) = P[x-1(-00,:z:]] = Px[(-oo,x]]. 

La función de distribución Fx es la restricción de B a. Z, donde Z es la 
clase de conjuntos de la. forma. (-oo, x]. (Ver ClarkC, 1975; página. 45) 
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Ejemplo 1. 7 Sea X una variable aleatoria que pUede tonw.r los valores 1, 2, 3 
con las siguientes probabilidades: · · · 

1 
P[X=l] = 5; 

. : 2 .• . < 2 
P[X=2] =-··y··P[X=3] = -; 

',>.·' . 5 ..... ; ·:,·· . 5 

enwnces pam cualquier valor: de B 'e B(R)s~ úciie que la distribucWn de 
probabilidad de X está dada par: ,·: . . · .'1 :0c 

{·< •. 2\ :> 2 
Px(B) = SI13(l) t s:fs(2).+ 5Is(3) 

y la funci6n de distrib~ón d~')cy'~;/> ' \ 

• 
Teorel'.llB. 1. 7 Sea X una variable aleatoria en (n, :F, P) y Fx ·la funci6n de 
distribuci6n de X, entonces: 

{a) Fx es no decreciente. 

{b) Fx es continua por la derecha. 

(e) lim Fx(x) =O y lim Fx(x) = 1 
:r:--oo 

Demostración. 
(Ver Clarke, 1975; página 46) 

• 
Proposición 1.8 Se.a X u~ variablé aleatória en (n, :F, P) y Fx lafuncit1n 
de distribución de X,. e~: · · · 

,- -:' -·~. ~- -· ... -:~ 

(a) P(~.~ xi:;; b);'~ Fx(b) - Fx(á) 

(bJ P(x·;.x> ~1 '.:.,F.\'.(~> · 
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Demostración. 

(a) Note que: 

{X $b}= {X$ a}LJ{a <X$ b}. . . 
Utilizando el hecho de que los conjuntos {X$ a} y {a< X$ b} 
son ajenos, y por (e) de la Definición 1.6 se tiene que 

. P(X $ b) = P(X $ a)+ P(a <X $ b). 

De lo anterior y por la Definición 1.12 se concluye que: 

P(a < X $ b) = Fx(b) - Fx(a) . 

(b) Ocupando (a) del Teorema 1.4 se tiene que: 

P(X > :z:) = 1 - P((X > :z:)ª) = 1 - P(X $ :z:) 

y por la Definición 1.12 se concluye que: 

P(X > :z:) = 1 - Fx(:z:}. 

• 
Definición 1;13 X e8 una variable aleatoria discreta si su imagen toma 
valores en un conjunto a lo más numernble. 

• 
Definición 1;14 Se define la función de densidad {o función de probabi­
lidad) de una variable aleatoria discreta X como: 

/x(:z:) = P[X = :z:] 

que cumple con las siguientes propiedades: 

(a) ix(:z:) ~O 

{bJ :E 1x<x;) = 1 . 
i=l 

(e) fx(z;) = Fx(:z:;) - ,.~+ Fx(z; - h}, 

donde Fx representa la función de distribución de X. 

• 
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Definición 1.15 Sea X una variable aleatoria discreta con fv.nci6n de den-
sidad fx(x). Se define el valor espera.do de X como: · 

E(X) = Exfx(x) 
., 

• 
Ejemplo 1.8 Sea X una variable aleawria que puede tmnar tlnicamente los 
valores -2, O, 1, 4 con las siguientes pmbabilidades 

P(X = -2) = 0.1, P(X =O) = 0.4, P(X = 1) = 0.3 y P(X = 4) = 0.2 

El valor espemdo de X estd. dado por: 

E(X) = -2(0.1) + 0(0.4) + 1(0.3) + 4(0.2) = 0.9 

• 
Definición 1.16 Se dice que X es una variable aleaWria absolutamente con­
tinua si existe unafv.nci6nfx:lR-+ JR.+, continua, que cmnple con lapmpie­
dad de que paro cualquier conjunto e de ntlmeros reales satisface: 

P {X e C} = J fx(x)dx 
e 

La funci6n f x(x) es llamada la fv.nci6n de densidad de la variable aleatoria 
X y satisface las siguientes propiedades: 

(a) fx(x) ~O 

{b) J fx(x)dx = P(X e (-00,00)) = 1 

(e) fx(x) = ~ Fx(x) 

• 
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Definición 1.17 Sea X una variable aleatoria continua con función de den­
sidad fx(x) se define el valor esperado de X COTTW: 

E(X) = J xfx(x)d.x 

si y sólo si: 

j xfx(x)d.x < oo. 

• 
Ejemplo 1. 9 Sea X una variable aleatoria éontinua cuya función de densi­
dad es: 

fx(x) ={ 
El valor esperado de X es: 

2x 
o 

1 

o<x<l 
en otro caso;· 

E(X) = /x(2x)d:é = ~ 
o . 

• 
Lema 1.9 Sea X una variable.aleatoria absolutamente continua, entonces: 

E(X) = i P(X > x)d.x -1 P(X < -x)d.x 
o o 

Demostración. 
(Ver Ross, 1989; página 256} 

• 
A continuación se enunciará un resultado conocido como la ley del esta­

d!stico inconsciente. 
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Teorema 1.10 Si X es una variable aleatoria con funci6n de densidad f x(x), 
entonces paro. cualqui~ fu.nci6n real g se cum:ple lo siguiente: 

si y s6lo si: 

y 

si y s6lo si: 

E(g(X)) = L g(x)fx(x), si X es discreta 
{z:fx(z)>O} · 

L g(x)fx(x) < oo; 
{z:fx(z)>O} 

E(g(X)) = ] ~(x)fx(x)dx, si X es continua 

J g(x)fx(x)dx < oo. 

Demostración. 
La prueba se hará suponiendo que X es una variable aleatoria continua; 

la demostración en el caso discreto es análoga. 
Por el Lema 1.9 se tiene que para cualquier función g, 

E(g(X)) = J P(g(X) > y)dy - j P(g(X) < -y)dy 
o o 

j j fx(x)dxdy - J . j fx(x)dxdy 
O {z:g(z)>it} . O {z:g(z)<-11} · 

g(o:) : :::,: '-g(z) . 

j j dyfx(x)dx";_ >}:' ·. I dyfx(x)dx 
{z:g(z)>O} o {O::~(z).<o} . o · 

j g(x)fx(x)dx + j ,g(x)fx(x)dx 
{z:g(z)>O} {z:g(z)<O} 

j g(x)f(x)dx. 

• 
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Teorema 1.11 Sean X una varÚzble aleatoria, a1 .y a2constantes, y 9i. 92 
fu:nci.ones tales que 91, 92 : IR -:IR, entonces se cumple .que: 

(a) E [a191(X)] = a 1E l91(X)] . 

{b) E[a1] =a1 . . 
(e) E [a191(X) + a292(X)] ,;;;' a!É r01(X)] + a2E [92(X)] 
{d} Si91(X) ~ 92(X) .··~toru#)E(g¡(x)] ~ E[g2(X)]. 

Demostración. 
Se demostrará únicamente cua,x;cl() 'X es. una variable aleatoria discreta. 

(a) Sea h(X) = a 191 (X), ~tili~d~ ~l Teo~emal.10 se tiene que: 

(b) 

E[h(X)] . L h(X)fx(x) 
{:o:f(o:)>O}. 

= · ... L, . Ót191(X)fx(x) 
~{:o:f(o:)>O} 

6'i (E · 91(X)/x(x) . 
. . {.;,,f(o:):>ri} . 

°'1 E §~cxYúcx> ~ c:t1E (gi(X)J, 
{=f(o:)>O} .·. 

'. <-'~ ·-:-: ~.: ... •.-~ -
y, por lo tanto· 

. -.. -~ 
' , . e -.; • -~ .''' \ < . . ";" , - '' 

Análogmmmte, ~tilizaildo d;T~r~a. deÍ\,;ad!~ico inconsciente 
se tiene que ·. .· · · · · . . · 

:-··.· 

· E(a1) · E. (ai)fx(x) 
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y por (b) de la Definición 1.14 se concluye que: 
,: : '. 

E(a1),,;, a¡; 

Efj(X)] 
. <=ti>t~(~\/x'~~) ..•... · ·.·· • 
s~.· (áíu~(X)+a2g2(X)) fx(x) 

{.:,:f(z)>;o} .•· 

. °'•~ <4l2J}1;()()f x(~) + ~2<z:~>O}g2(X)/x(x), 
y, así por. el Teor...D.i.·üO. ~.dc~uestr.;_ q~e: • · 

(d) Por hipót.,;.is ...;,ti~~;ci~~ ~{ex)~ ~d(x),.:. 
y, además 00~0 /x(;,) ~o Se curnpl~ lo sigÚicmte 

'. .:~.<- _:e__. . .. ·." . :.•' -· -,;- . . .·' ' ... ·, ' .. 

<=~Jfh(x)Jj¡(xr~.<~~~>!l~(X)fx(x). 
Utilizand~ el·T~Jem~l-¡O, y por lo anterior se c~~cluye que: 

E [g1(X)] :SE [g2(X)]. 

La demostración en el caso continuo es análoga. 

• 
Definición 1.18 Se define el r-ésiTnO m.mnento si existe de X, r ~ 1 
como E(Xr). 

• 
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Observación. 
Utilizando el Teorenia del estadístico inconsciente se tiene que: 

{ 

~ x'"f(x) Si X es discreta 

E(X'"). = {""~"' .. )>0·.· .} · . I x'"f(x)d:r: Si X es continua. 
-oo· .· 

Definición 1.19 Suponya que X es una variable aleatoria con E(X) = µ • 
Paro. cualquier entero.poSitiva k ·se define: 

E [CX-µ)"] 
el cual se denomina nunnento central de orden k de X. 

• 
Observación. 
Pe.re. cualquier variable aleatoria. X, el momento central de orden 1 es O, 

porque: 

E (X - µ) 1 = E(X) - µ=O 

Adeniás si la distribución es simétrica. respecto a µ y si existe el momento 
central de orden k, con k impar, entonces el valor E (X - µ)" será O. 

Definición 1.20 Sea X una variable aleatoria. Se define la varianza de X, 
denotada por var(X) como: 

var(X) = E((X - E(X))2
) 

Teorema 1.12 Paro. cualquier variable aleatoria X se cumple que: 

var(X) = E(X2 ) - (É(X))2 

24 
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Demostración. 
Sea E(X) = µ,entone.;.. se tiene que: 

var(X) E[(X-µ) 2] 
E[(X2 - 2Xµ + µ 2

)] 

E(X2 ) _: 2µE(X) + E(µ2 ) 

E(X2)-µ2. 

• 
Ejemplo 1.10 La varianza de la ooriable aleátoria X, definida en el Ejemplo 
1.9 se calcula de·la siguiente manef.a.··•·se··.vw qmi: 

entonces 

El segundo momento está da.do por: 

E(X
2

) =:; j x 2 (2x)dx = ~· 
.e •. •.o.· . ·. 

por lo que la varian:ia de X ~: . 
1 . 4 1 

var(X) = -
2 

- - = -; 
·.·. ·.. 9 18 

• 

Teorema 1.13 Sean X una variable aleatoria, a y b constantes, entonces: 

var(aX + b) = a2 var(X) 

25 



Demostración. 
Sea E(X) = µ. Por la Definición 1.20 y por (a) y (b) del Teorema 1.11 

se tiene que: 

var(aX + b) E [(aX + b- aµ-b)2] 
E [(aX - aµ) 2

] 

a 2E[(X-µ)2
] 

a2var(X). 

• 
Definición 1.21 La ;función generadora de momentos de la variable 
aleatoria X denotada por Mx(t) se define como: 

Mx(t) = E[eX•] 

• 
Observación. 
Se llania la función generadora de momentos porque todos los momentos 

de X pueden ser obtenidos sucesivamente derivando Mx(t), si existen las 
derivadas en una vecindad alrededor del cero, y evaluando en t = O, es decir: 

dK 
dtKMx(t) lt=O = E(XK). 

Ejemplo 1.11 La Junci6n generadom de momentos de una variable aleato­
ria X cuya función de densidad está dada por: 

{
e-"' X> 0 

fx(x) = O en otro caso. 

se calcula corrw: 

Mx(t) = E[ex•] = J e""e-"'dx = j e<t-1>"'dx. 

o o 
Esta integral será finita sólo paro valores t ""< 1, por lo que se concluye que: 

Mx(t) = 1 =t· 

• 
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Teorema 1.14 Sea X una variable aleatoria con funci6n de densidad y ge­
neradora de rnoment.os fx(::c) y Mx(t) respectivamente, con la primera y 
segunda derivada alrededor del cero, ent.onces se cv.Tnple que: 

(a) Mx(O) = 1 

{b) ~ log(Mx(t)) lt=0 = E(X) 

(e) ~log(Mx(t)) lt=0 = Var(X) 
{d} log(Mx(t)) = E(X)t + ~Var(X)t2 + ... 

Demostración. 
Se demostrará únicll.lllente para cuando que X es. una variable aleatoria 

continua; la demostración en el caso discreto es equivalente~· 

(a) Utilizando la Definición 1.21 y el Teorema 1.10 se tiéne que 

E(eO(Xl) = ] e0<~> fx(:x)d::c = ] fx(:x)d::c 

<· ' .· .-~ _· . : 

y por (b) de la Definición 1.16 ...;.c:lemuestra que: 

Mx(O) =l. 

(b) Note que 
d ·>.· ~Mx(t) 
dt log(Mx(t)) lt=0 = Mx(t) lt=<> · 

Ocupando (a) de .,;.,ié Teorema en el denominador y la observación 
de la Definición 1.21 se cumple que: 

~Mx(t) 
Mx(t) lt=0 = E(X). 

(e) La segunda derivada del logaritmo de Mx(t) está dada por: 

á2• (~Mx(t)) Mx(t) - (~Mx(t))2 

. dt2 log(Mx(t)) lt=0 = (M(t))2 .. ·. lt=0. 
. ·. . .. (1.6) 
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Ocupando (a) de este Teorema y la observación .de la Definición 
1.21 se tiene que , . . · · ·. 

á'-· .··.. .. . . .·· ···. ' ·.··. 
dt; log(.l\i(x(t)) I~ = E(~2) - {E(X))2 

_ ..... ···.': ': . . -·: :.- _,.. ·. ·. 

y así por el Teoremal.12 se .demuestra que: < _·· 
. ._ :''d2 ·\' ·'\~;: _ _..,- ... · .. : ;. . 

. dt2 l()g{Mx{t)) lt=0 = Var(X). 

{d) Ocupando la serl~de Maclaurln: 

log(Mx(t)) ~ f: (,t.-log(Mx(t)) lt=0) t;k -1 kl 

~Mx{t) I ~Mx{t) - {~Mx{t)) 2 I 2 
Mx{t) t=0 + 2{Mx{t))2 t=0 t + ··· 

Por la observación de la Definición 1.21 y (a) de este Teorema se 
tiene: 

log(Mx(t)) = E{X) + ~ {E(x2) - {E{X))2) t2 :+ ... 
y así por el Teorema 1.12 se demuestra que: 

. 1 
log{Mx{t)) = E{X) + 2 Var{X)t2 + ... 

• 
Definición 1.22 La,fu:nci6n caracterlstica de la variable aleatoria X de­
notada por 'Px(t) se define de la siguen.te manera 

'Px(t) = E[eux], 

donde i es el mlmen> que satisface la ecuación x 2 + 1 = O. Utilizando la 
fórmula de Ettler 

eitz = cos tx + isentx, 
se puede calcular la función carocteristica como: 

'Px(t) = E[costX] +iE[sentX]. 

• 
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Teorema. 1.15 La.función caracterlstica \Ox(t) cumple con las siguientes 
propiedades: 

(a) \Ox(O) = 1 

{b) lr,ox(t)I ~ 1 

(e) \Ox(-t) = \Ox(t) 

Demostración. 

(a) Por la Definición 1.22 y por (a) el Teorema 1.14 se tiene que 

\Ox(O) = E(e'DX] =E (1], 

y, así por.(b) .del Toorerria 1.1l se demuestr;,. que: 

, .. ' ''.',< \Ox(O) ="t. ·. 

(b) Utilizando.la D~cióh i.22'.k.iiene que 

·. ,l~µil)l=i :l:~t:iJc] 1 ~ l~e•iz fx(z) I · 
Por la d~igualde.dd~ tn~gufo se obtiene que 

<l~eitz~x(z)I ~ ~ ie'izfx(z)I, 

como fx(z) ~O, 
' ' ' 

L l~'izfx(z)I =:' L leitzl fx(z). 
' ' ' 

Además por el Teorema 1.10 se tien~ que 
";·,-...... 

E le.,.,1 fx(z), E [le'izlJ 
E(l], 

y, finalmente por (b) del Teorema 1.11 se concluye que: 

l\Ox(t)I ~ i. 

29 



(c) Utilizando la Definición 1.22 se tiene que 

'Px(-t) = 2::>-''"'fx(x). 

Como 
e-•tz = cos(-tx) + isen(-tx), 

y, por ser el coseno una función par, y el seno impar se tiene que 

e_..., = cos(tx) - isen(tx). 

De lo cual se obtiene que 

entonces, 

¿er.zfx(x) 

L:eitzfx(x). 

Así por el Teorema 1.10 s~ tie;,.e que.' 

.· L:e1'"'JX(:i;):;; 'Px(t) 
z .. . 

y, por lo tanto: 
'Px(-t) = 'Px(t). 

• 
Ejemplo 1.12 La función camcteristico. de una variable aleatoria X cuya 
función de densidad está dada por: 

f ( ) { 
e-.>.~ X = 0,,1, ... 

X X = o"' en otro caso. 

Se calcula cerno 

00 >.."" _. 00 ·e ">..)"" 
tp (t) = ¿eitze-""- =e-.>. L_e __ . =e-:"" (eª"""] 

x :z:=o xi . :z:=o·: ·x!: · · ' 

por lo que se concluye que: 

• 
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A continuación se darán algunos ejemplos de distribuciones de probabili­
dad discretas y continuas. 

1.4.1 Distribuciones de probabilidad discretas 

Distribución Uniforme discreta 

Definición 1.23 Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad y {A1, •.. A,.} ~ :F 
un conjunt.o de eventos tales que P(A1 ) = ... = P(A,.). La variable aleatoria 
discreta definida C01TW X(w) = i, para toda w E A, , se denomina variable 
aleatoria uniforme discreta en {1, 2, ... k} y su funci6n de densidad está dada 
por: 

fx(x) = { .~ x=l, .. ,k 
en otro caso. 

Su media y varianza son: ... 

E(X]= K:l 
Su función generadora de momentos es: 

·· _ .:.!_ [et(K-1) _ 1] 
Mx(t) ~ K . ·et--: 1 •·.· 

y su función cara.Cterística es: 

_ :.!_ [eit(K-1) _ 1] 
'Px(t) - K . e« - 1 · 

Distribución Bernoulli 

• 

Definición 1.24 Sea (f!, :F, P) un espacio de probabilidad y A e· :F un even­
to de probabilidad p, cuya ocurTencia se denomina éxito en la observaci6n 
del fen6meno ·aleatorio. La variable alea.tori.a definida conw 

X( ) _ { 1 si w E A 
w- O siw'l.A 

se denomina variable aleatoria Bernoulli con parometro p. 
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Su función de densidad est<i dada por: 

{ 
'p si X= 1 

fx(x) = 1 - p si x =O 

• 
Su media y varianza son: 

E[X]=p y Var[X] =p(l-p); 

su función generadora de momentos es: 

Mx(t) = (1 - p) +pe' 

y su función característica es: 

'Px(t) = (1 -p) +pe«. 

Distribución Binomial 

Definición 1.25 Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad y A e :F un even­
to de probabilidad p, cuya ocurrencia se denoTnina éxito en la observación 
del fenómeno aleatorio. Suponiendo que se realizan n observaciones indepen­
dientes del fenómeno, la variable aleatoria que toma como valor el númen? 
de veces que se obtiene el éxito entre las n observaciones independientes, se 
denomina variable aleatoria Binomial con pard.metros n y p. Su función de 
densidad está dada por: 

Su media y varianza son: 

E[X]=np y 

x=O, ... ,n 
en otn? caso. 

Var[X] = np(l - p); 

su función gen.;adora de mom~tos es: 

Mx(t)~ &,e• +.(1- p))R 
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y su función característica es: 

'Px(t) = ((1 - P) + pe"r. 

Distribución Geométrica 

Definición 1.26 Sea (O, :F, P) un espacio de probabilidad y A E :F un even­
to de probabilidad p, cuya ocurrencia se denomina éxito en la observación 
del fenómeno aleatorio. Suponiendo que se realizan observaciones indepen­
dientes del fenómeno, la variable aleatoria que toma oomo valor el número de 
veces que se debe observar el fenómeno hasta que se obtiene el primer éxito 
se denomina variable aleatoria Geométrica con parámetro p. Su funci6n de 
densidad está dada por: 

fx(x) = { p(l ~ p)"' x=0,1, ... 
en otro caso. 

Su media y varianza son: 

E[X]=.!. 
p 

y 

su función generadora de momentos: 

1-p 
Var[X]=--; 

p2 

;: .• . · . ·.·. ·.· pe'. 

. Mx(t) ·"."'. 1 - (1 - p)e' 

y su función característica es: 
1-p 

'Px(t) = 1-' pe«'. 

Distribución Binomial negativa 

• 

Definición 1.27 Sea (O, :F, P) un espacio de probabilidad y A E :F un even­
to de probabüidad p, cuya ocurrencia se denomina éxito en la observación 
del fenómeno aleatorio. Suponiendo que se realizan observaciones indepen­
dientes del fenómeno, la variable aleatoria que toma oomo valor el número 
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de /raro.sos que se observan hasta que se obtienen .exactamente K éxitos se 
denomina variable . aleatoria BinÓmial . negativa eón parámetros . K. y p. Su. 
fu.nción de densidad está dada par:. · · 

ixcx><i{(I<t:-P1'1 ~P>z :. :t~ ~~-
• 

. · · K(l-p) 
Var(X] = ; 

p2 

y su función característica.es: 

[ 
1-p ]K 'Px(t) = 1 - pe« 

Distribución Poisson 

Definición 1.28 Sea (n, :F, P) u.n espacio de probabilidad y X u.na variable 
aleatoria definida sobren . La vari.Oble aleatoria X que tiene la siguiente 
fu.nción de densidad: 

f(x)= e zrx=,, ... > 
{ 

-:>.:>." O 1 .X O 
x O en otro caso. 

se denomina variable aleatoria Poisson con parámetro >.. 

Su media y varianza son: 

.É[X]=.X y Var[X] = .>.; 
su función generadora de momentos es: 

Mx(t) = e(:>.(e•-1)) 

y su función earacterística es: 

'Px(t) = e(:>.(e"-1)). 
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1.4.2 Distribuciones de probabilidad continuas 

Distribución Uniforme continua 

Definición 1.29 Una variable aleatoria continua X que toma valores en 
un intervalo (a, b), -oo < a -;:::: b < oo, se dice que tiene una distrilru.ci6n 
Uniforme continua en el intervalo (a, b), si su función de densidad está dada 
por: 

fx(x) = { 

Se escribe X ~ U(a, b). 

Su media y varianza· son: 

·E[X)~ a+b 
. 2 y 

__!_ 
b-a 
o 

a<x<b 
en otro caso. 

(b a)2 

Var[X) = ----· 
·. 12 • 

su función gener~C>ra de mom&.tos. es: 

. '<~x(t~~;7b~e:,-> 
y su función· cara.Cterística ·es: 

etb - eto 
'Px(t) = it (b - a) 

Distribución Exponencial 

• 

Definición 1.30 Una variable aleatoria continua X que toma valores en un 
intervalo (O, oo), se dice que tiene una distribución Exponencial conpan1me­
tro O < ,\ < oo, si su función de densidad está dada por: 

fx(x) = { 
x>O 

en otro caso. 

Se escribe X ~ exp(,\). 

• 
35 

.... ~~ ............. ---""""'~ 
"·-~.e-o...,__..;:..~,._, ___ -···-· ---



Su media y varianza son: 

E[X]=_!_ . . A y 
1 

Var[X] = A2 ; 

su funciói;i generácÍ.ori.. de momentos es: 
>Mx(t)~~ 
· .·. .·• .A-t 

y su función Ca.racterlstica es: 

.· . ·<A • 
'Px(t)= A.-itº 

Distribución Normal· 

Definición 1.31 U~ variable ale.atoria continua X que tom.a valores en los 
reales se dice que tiene • uná. di.Stribución Normal con parámetros µ y a2, 
-oo < µ < oo, O < a2 < oo; . si su función de densidad está dada por: 

... :~: ,,. 

· fx(x) = ~e-H9>2 -oo < x < oo . 

Se escribe X':'"' N(µ, 0-2): 

Su media y varianzi.. son: 

E[X]=µ y Var[X) =u"; 
. ; . . 

su función generado~a ~fo momentos es: 

Mx(t) = ~(,a+~) 

y su función característiCa. es: 
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Distribución Ganuna 

Definición 1.32 Una variable aleatoria continua X que toma valores en un 
intervalo (O, oo), se dice que tiene una distribución Gamma con parámetros 
s y)1.; s,:>.. >O, y se escribe X - Gamma(s,:>..). Si su función de densidad 
está dada por: 

x>O 
en otro caso. 

dond~ r(p) es la función Gamma, que viene dada por: 

r(t) = j u•-1cudu 

para toda t > O. 

Su media y ~~son: 

E[X)=~ 
:>.. 

·º . 

y Var[X) = s2 ; 
:>.. 

su función generadora _de momentos es: 

. .-( :>.. ··)" 
Mx(t) "'.", :>..-:-t _ 

y su función característi~_es:. · 

'Px(t) = ·-(~)· 
:>..-it 

Distribución .Ji - cuadrada 

• 

Definición 1.33 Una variable aleatoria continua X que toma valores en un 
intervalo (O, oo), se dice que tiene una distribución Ji-cuadrada con n grados 
de libertad, n > O, y se excribe X - x!-
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Si su función de densidad está dada por: 

x>O 
en otro caso. 

• 
Su media y varianza son: 

:BrX-1 ;,,;;¡ y Var[X]=2n 

su función generadora de In~~ciito5 es: 

Mx(t).= [ 
1 Ji 

l-2t 

y su función característica es: 

[ 
1 ] lí 

'Px(t) = 1 - 2it 

1.4.3 Variables aleatorias conjuntas 

En muchos experimentos es necesario considerar las propiedades de dos o 
más variables aleatorias simultáneamente. La distribución de probabilidad 
conjunta se denomina distribución bivariada en el caso de dos variables. A 
continuación se introducirá a este tipo de distribuciones y más adelante se 
desarrollará y se extenderá al caso en el que se tengan n variables aleatorias. 

Distribución bivariada 

Definición 1.34 La función de distribución de las variables aleatorias X y 
Y se define como: 

Fx,y(x, y) = P [X ::;: x, Y :5 y]. 

• 
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Tuorema 1.16 La función de distribución con,junta de X, Y satisface paro 
todo x, y E IR: 

(a) Fx,y(-oo,y)~ O, 
Fx,y(x, -::-00)7" O.· 
y Fx,y(oo;oo) = 1, 

(b) Si x, $. x2':y .y1 . $. 112 1 enumces:. 

F' [x1 < * $. ;;, ;, < Y !:; Y2L = · Fx,y(x2, 112) - Fx,y(x2, Y1) 
-'Fx;y(Xi.Y2) + Fx,y(X¡, y¡). 

''• 

(e) Es rontinua por la ~. 'eii_i:a:da argumento. 
Demostración. 

(a) Utilizando la D~ci~n 1::J4~ tien.;<¡u~ 
Fx,y(-~.~) - :,;[X:~~oo,Y~y] 

= ··E_·· [{*'~t~o0} (]{Y $.y}] 

!' [0(1{1'" !:;y}]· 
P[0)'. . 

y por (b) del Teorema, lAse ~~cluye que: 

' . , .. ·.,.: ' 

La demostración de Fx,Y(;,~oo}= éJ'esa.náloga a k anterior. 
Ahora, utilizando la Dcli.nició'n l.34, > , 

Fx,y(oo,oo) = P [{xs a'.o}f1{Y~·oo}]= P[n] 

y por b) de la Defuúción ¡.6 se oo~cl~~ que: 

F~,y(oo,cic) =l..· 
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{b} Primero se probará la siguiente igualdad de conjuntos: 

{z1 <X S,z2lrl{y1 <Y S Y2} 
. - -: : .. '. -, 

= [{xs z2}h{ir~fh}]'~;[{-*s z1}LJ{Y S Y1}] . 
. -- . - . -. ' ·-·~· -- - -. . . . 

. -··~;:: ":: :, ' . '.~._ 

Nm. ~~{X s~:~~~;?í~\7f 1:~ r~,; !h}] · 

Por propiedades d.;, cclajrui't.:is ~ ~pl;,'ri ¡.:;,;., sigÜientes igwildades: 
:-·;;·:,,_) ,, 

= [{xs z2}f}{XS~1}~]R[f{;§'y2f(1{~·~u1}º] 

:H::~~i$1~;~[~:1~ilf ~t~~ 
De lo anterior se ti;;ne <Ju~ : · ; '.:l >' 

P[{~1 l:'..X:~~~)(úti~Y·$; Y2}] 

= P [[{XS z2}(i{Y~y;}Lt[{* S zi}LJ{Y S Y1}]], 
.... _.,_ ... ; - . "" 

y utilizando (e) del Teorem.;, 1.4 lii tiltiina·~resi6n es equivalente 
- .·.·. ·, _·.:;-·,·-·-·, -

a: 

P.[{A"~ z~}.h {rs y;}] 
-P [[{X$ z2}rüy;;~,l] Á [{~ Sz1}LJ{Y$ Y1J]] 

== P'[{~)~·~?{(J{~ ~ Y2}] .. · .. ; 
-P [[{X$ zi}í71{~'.5:~;~011~_S!/2J]Ü[{x's;2ln{Y $y2}n{Y $ Y1}] 

··--~ > --:-;; • •• :· - .- -
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Por hipótesis se tiene que X1 S X2 y Yt S Y2, lo cual implica 
que: 

y 

y así, se llega a: 

{X S x1} c{XSx2} 

{Y Sy1}C {~~~2}; 

{X ~ :z:1} r1{x,:':; x2} ~ {XS X1} 
y 

Utilizando 10 anteri~r¡¿;;;ti~~:~~e! 

'·····~·[{~·~~2}(l{Y s Y2}] 

-P [[{X Sx1}0.f#::::;:~}h{YS Y2}] LJ [{x S x2}n{Y S Y2}n{Y S Y1}] 
. .. A'P'[{~sx2}(l{YS Y2}] . . ...•. .. 

-P [[fx :s ;j1ÚJ{Y S-y:}] u [{x s x2}8{Y s ?11}]]. 
Y, por (d) del Teorem .. 1.4 se ti~ne que)o antérÍo~ ~igual a: 

P [¡x s ••I ~;1{::t~~h¡¡~;~~\Y~ ~1] 
+P [[{x sx1}n{x~ ~2}] p)[{'.%~'.~~l("1{Y~ Y1l]] 
= P [{X~ x2} n{~ ~ Y2l]---'.P [{i;~"x~}.Q{YS Y2}] 

-P [{x S x2}n{Y ~ Y1}]'+; [{;f~,~~tr5fr:s Y1}) • 
y así, por la Definición 1.34 se concluY..;9.'i'f ·)(.·' .· 
P [x1 < X S x2, Y1 < Y ~ Y2] = . F.~)(~~.·~~) ~ K:~(x2, Y1) 

.-Fx,y(x1i?h)':f: Fx,Y(;,,1, Y1): 
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(c) Por demostrar que: 

lim+Fx,y(a;y) = Fx,y(a,b). 
11-+I> .. 

Por los d~ iÍlclsos a:iiterlores sé tiene que: 

P[XS a,b.!:\r!;;y]'.;',2'·'F)y(~,y)-Fx,y(a,b) -Fx,Y(-oo,y) +Fx,y(-oo,b) 
. : ;;e.= >Fx,l-(a, y) - Fx,Y(O:, b). 

Aho~a;: bi~ c~a.Ild~ y varía, aproximándose a b desde la derecha, 
el e'V~tO [X:::;; ~;b· <Y:::;; y] tiende al vacío, y sucede qu'e 

lim (Fx;y(a;y)- Fx,y(a,b)) 
11-b+.. --. .. . . 

,,~+P[X Sa,b <YSy] 

P[0) . 

O, 

por lo tanto: 
lim'FxY.(a,y) = Fxy(a,b). 

11-'1+ .-·.· • . ~ 

El caso para x el' ~ál.~g~. 
• 

Definición 1.35 Sean X· y y dos viiriables aleatorias discretas, se define la 
funci6n de densidad cOri.Junta de X y Y C:Omo: 

. Jx;y(x,y) = P(X= x,Y= y) 

que cumple con lci.s sifiUie3iles propiedades: 
,·. ,_, 

(a) fx,v(x, y)·~ O 

{b) L:Efx,y(x,y) = 1 
., 11 
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Definición 1.36 Se dice que dos variables aleatorias X y Y tienen una dis­
tribucWn conjunta absolutamente continua si existe una función f continua 
definida sobre el plano xy tal que pam cualquier subconjunt.o A del plano, 

P [(X, Y) E AJ = ! f fx,y(x, y)dxdy 
A 

La función f es llamada función de densidad conjunta de X y Y, y satisface 
las siguientes propiedades: 

(a) fx.y(x,y) 2::: O 

(b) J j fx.Y(x,y) = 1 

lP ' 
(c) 8z8i1Fx,y(x, y) =fx,Y(~, y) 

' . 

Definición 1.37. si._deftne la funa6ii. d~ densidad ma'!}Ínal de X como: 

fx(x) 'if,1;:;:(~.~)~.siX ~discreta 
ti 

fx(x) ·· =, f !x.~(:i:,y)~y si X es continua 

Andlogamente se define la funcicfu de densidad ma'!}Ínal de Y. 

• 

• 
En el siguiente teorema se enunciarán algunas propiedades de la función 

de distribución conjunta: 

Teorema 1.17 Sean X y Y variables aleatorias con función de distribución 
conjunta Fx,y(x,y), entonces se cumple: 

(a) Fx(x) = ~ Fx.y(x, y) 

(b) Fy(y) = .. ~ Fx,y(x, y) 
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Demostración. 

(a.) Utilizando la. Definición 1.12 se sigue que: 

Fx(x) P(X:.,;x] 
P(X:.,; x,Y < oo] 

P [11~(X 5x,Y <y)] 
lim P [X 5 x, Y < y] 

11-.00 

11~ Fx,y(x, y). 

(b) La. demostración es análoga al inciso anterior; 

• 
Definición 1.38 Si X y Y son variabzés. ~~ri~ C()i,. fu:nción de densidad 
conjunt.a fx,y(x, y) entonces paTO. cUaztjüier Jurici611.11eCtorial real g:IR2-+ R, 
se cumple lo siguiente: · · ~ . · · 

E(g(X, Y))= 1:2:9(~,y)};}tf;;) ;~X y Y son discretas, 
11 ·, . ( .·· -... _,.·:· ... : ~.· 

-. ' - , :._º :.:· -·-<-: :~ : .· -- .' 
si y s6lo si: 

Eb~(~,y).{;,y(x,y) < oo; 
11· . .. . . . 

y 

E(g(X, Y))= l lg(;,~y)fx,Y(~, y)dxdy si X y Y son continuas 

si y s6lo si: 

] ]u(x, y)fx.~(~, y)dxdy < oo. 

• 
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Definición 1.39 Sean X y. Y variables aleatorias, para. las cuales existen 
sus esperanzas y varianzas. Se define la covarianza de X y Y COTIW sigue: 

Cov(X,Y} = E[(X-E(X)} (Y-E(Y))]. 

• 
Proposición 1.18 Sean X y Y dos variables aleatorias, para las cuales exis­
ten sus esperanzas y varianzas, entonces: 

Demostración. 

Cov(X,Y) 

Cov (X, Y) = E(XY) - E(X)E(Y} 

E [(X - E(X)} (Y - E(Y}}] 
E [XY - XE(Y) - E(X)Y + E(X}E(Y)] 
E(XY} - E(XE(Y)) - E(E(X)Y) + E(E(X}E(Y)) 
E(XY) - E(X)E(Y) - E(X)E(Y) + E(X}E(Y) 
E(XY) - E(X)E(Y). 

Definición L40. Sean X y Y dos variables aleat.Orias, si sucede que: 

Cov (X, Y}~(), 

entonces se dice que X y Y son no co~ci.cionadtis. 

; .' .. ·,.·::. ·:::: ·. 

• 

• 
Proposición 1.19 Sean X ;y Y vaf.iabl~ Q.zeatorias con varianza< oo, en-
tonces se cumple qúei · · · : •. · -~ - ~ · 

Var(X+Y)~§J~¿~)·~~~,:.(Y) + 20~ (X, Y} 
- '·.:· .''-· -~· _-,":,_): --

Demostración. . . . ... •< .. ,_ .,,. ... , -. :· 

Utilizando lá. Definici6ri 1.20 5e tiéné que. > 
' . ~,o;.'. ' ; . · ·.·' ~ '· C',• •· \'-e:· ,- e·· . 

v ar ex+ Y} . E([{x.* K) ..::.:ipcx ~ Y)J2
] . 

E [(X+Y}2 ..:.:2(.X+:-Y)E(X+Y) + [E(X + Y)]2]. 
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Utilizando (a),(b) y (e) del Teorema 1.11 

Var(X+Y) E[X2 ] + 2E[XY] + E[Y2
] -;- 2E[X]E[X] - 2E[X]E[Y] 

-2E[Y]E[X] - 2E[Y]E[Y] + (E[X])2 + 2E[X]E[Y] + (E[Y])2 

(E[X2] - (E[X])2
) + (E[Y2

] ~· (E][Y])2
) + 2 (E[XY] - E[X]E[Y]). 

Finalmente aplicando las Definicion;;.. 1.20 al lad~ ¡,;,qtrlerdo y al lado derecho 
se concluye que: · 

Var (X+ Y} = Vár(X)+ .V ar(Y) + 20ov(X, Y). 

• 
Definición 1.41 Sean X y Y . variables aleatorias entonces se definen los 
momentos conjuntos de orden. n + k ·eomo: 

mn,k =E [X"Y"'] 

donde n y k son enteros positivos. 

• 
Definición 1.42 Sean X y Y variables aleatorias entonces la fu.nci6n gene­
ro.dora de momentos con:fu.nta de X y Y denotada por Mx,y(ti. t 2 ), se define 

• 
Observación. !''_·,_':· 

Se llama la función generadora de mo~ént;:~{~onjunta porque todos los 
momentos de las variables aleatorias X y.•Y:·puedén 8er obtenidos sucesi­
vmnente derivando en una vecindad 'a.kededc;r·.del: origen a MXY(ti. t 2 ) y 
evaluando en t, =O para toda i, es ·decir:···:·· ., · 

- .·· .. ;~ .. .-' ' -
ª'*k . . . . . 

8 tno.kMx,y(ti. t2) le1=0,t2=<> =.mn,k', 
¡U'-2 . ··'" : .· . 

46 



Definición 1.43 Sean X y Y variables aleatorias entonces la función =rac­
teristi= conjunta de X y Y deTWtada por 'Px,y(ti. t 2 ) se define como: 

'Px,y(ti. t2) = E[e•{t1X+t2Y)] 

• 
Observación. 

Así como a través la función generadora de momentos conjunta se pueden 
obtener todos los momentos conjuntos de las variables aleatorias X y Y, lo 
mismo sucede con la función caracteristica conjunta. Esto puede lograrse 
mediante la siguiente relación: 

Independencia 
Muchas veces al trabajar con dos o más variables aleatorias es de interés 

saber si existe alguna relación entre ellas, es decir qué tanto influye una en 
la otra, para ello se estudiará el concepto. de independencia entre variables 
aleatorias. 

Definición 1.44 Dos variables X, Y son independientes si paro A, B s;; IR. 
se tiene que: 

• 
Observación. 
La definición anterior implica que X y .Y son variables aleatorias inde­

pendientes si fx,y(x, y) =fx(x)fy(y). 

Teorema 1.20 Sean las :,;¡,,riables aleatorias X, Y con función de densidad 
conjunta fx,y(x, y);entorU:es:x 1Í Y son independientes si, y sólo si, e.:ásten 
dos funciones g(x) y h(y) .~·negativas tal que fx,y(x, y) = g(x)h(y). 
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Demostración. 
Suponga que X y Y son variables aleatorias contfu.uas;· la demostración 

en el caso discreto es análoga. 
Como·x·yy san independientes entonces. 

fx,Y(x, y) = fx(x)f~(y), - . 
donde fx(x) y fy(y) son las marginales de X y Y respectÍ~ente. 

Por {a) de la Definición 1.14 y si · 

fx(x) = g(x) y fy(y) = h(y), 

entonces se tiene que existen dos tmicione8 g(~) y_h(y) no negativas tal que 

fx,Y(X, y) = g(:c)h(y). 

Ahora se demostrará la inclusión contraria.. 
Se tiene que 

... fx,y(x, y) = g(:c)h(y). 
. . . 

Utilizando la Définición 1.37 

y 

fx(x). j fx,y(x, y)dy 

· lg(x)h(y)dy · 

fx(:c) = g(:c) lh(y)dy 

fy(y) jfxy(x, y)d:c 

] ~(x)h(y)dx 
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fy(y) = h(y) j g(x)dx; 

multiplicando (1. 7) y (1.8) 

fx(x)fy(y) .· (h(y)l g(:i:)d:J:)(g(x)lh(y)dy) 

h(yjg(x) f o(x)dx]h(y)d~ 
h(y)g(x)º,fifo<x;~,(y)dydx 

h(y)g(x> J]1xiCx, ~)dydx 
h(y)g(x) 
fx.~(x,y). 

(i.8) 

• 
Teorema 1.21 Sean X y Y variables aleatorias independienres entonces se 
CUTnple tjue: 

E(XY) =E(X)E(Y) 

Demostración. 
Se demostrará únicamente cuando X es una variable aleatoria continua. 
Utilizando el Teorema 1.38 se tiene 

E(XY) E Exyfx,y(x, y) 
JI 

¿¿xyfx(x)fy(y) 
- ----- -- - ---

JI 
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L:xfx(x) LYÍY(Y) 

"· E(X)E(Y). 

La demostración en el caso.diácreto es.análoga. 

• 
Observación. 
En el caso de que X y:Y:· sean:variables aleatorias independientes, se 

cumple que: · 6m/~Jc, ;:j t'o ..• · 
y por lo tanto, ' - .... ~)-:···-.~/}~~·-~:' >,,' 

Var (X +Y),: Var: (X)+ Var (Y). 

Definición 1.45 Sean X· y Y .. variables aleatorias, con funci6n de densi­
dad conjunta fx,y(x, y) y funciones de densidad marginales fx(x) y fy(y), 
respectivamente. Se define la función de densidad de la variable aleatoria 
condicional de X dado. Y corno: 

( 1 ) 
fx,y(x, Yo) 

fx¡y x Y= Yo = fy(yo) 

si ÍY(Yo) > o. 

• 
Definición 1.46 Sean X y Y dos variables aleatorias, se define el valor 
esperado condicional de g(X) dado Y = y como: 

E(g(X) IY =y) = Lg(x)fx¡y (x IY ), si X es discreta 

siempre y cuando: 
2::;g(x)fx¡y(xly) < =; 

" y, 

E(g(X) IY= y)~ j;ca:>J~¡Y..(3: ly)dx, si X es continua 
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siempre y cuando: 

J 9(x)fx¡y(x ly)d:z: < oo. 

• 
Teorema. 1.22 Sean X y Y variables aleatorias,- 91, 92 funciones de una 
variable y e una constante entonces: 

(a) E [o1 (X) IY = y] es una funci6n de Y Y E fo1 (Y) IX = x] es fun-
ción de X. . 

(b) E[o1(X) + 92(X) IY =y]= E[o1(X) IY= y]+ Efg2(X) IY =y] 
(e) E[g1(X)92(Y) IY =y]= 92(Y)E [o1(X) ¡y_;;. y] 
{d} E[clY=y] =e - - . 

· Demostración. 

(a) Por la Definición 1.46 se tiene que: 

E (g(X) IY = y],;,,Jg(x)fx¡y(x ly)dx . 

. ' .· .. 
Utilizando la DeÍinición l.45 ,;;,- obtien": que 

j9cxfr~1~C~ly)dz, - '..J:Jc;fi~¡:,~~) y) ck 
-00 '· 

- f:c~) l9~x)fx,Y(x, y)dx, 
'• ·- - -00 ,.- ' 

de donde se sigue que 

E[g(X) IY= y]~ h~y);l~(x)f;c,y(x,;)dx. 
, -.~oo->'~' , ,·.-,. -

Por lo tanto la ecuación anterior dmi-iuCstr;;; que E(9(X) IY = y) 
es una función de y. - · - - '· ·. 
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(b) De acuerdo a. la. Definición 1.46 se tiene que 

E[g1(X) +02(X) IY =y] = l (91(:¡:)+02(~))/x¡y(x ly)clx 

- J o,1(x)fx1~(:ij~)~+;Jo2(~)/x1;, (x ly)dx, 
"··-.··. 

y así, por la ecuación anterior y por la. ~~¿h 1:46 ~ ~onch1ye 

;~1cx) + 02(x) 1v = yJ =E Í91(x) 1Y: ==·ti+:~~;c.:f) 1;"=.Y1. 
(c) Utiliza.ÍJ.do la. Definición i.46 se sabe qu~· ;',: :»·:;·:. < ·'•. . 

E[g1(X)g2(Y) IY =y] = Jo1(~);~(~ú~,::c~l~)dx 
00 

92(Y) j 91(x)fx1l'(x ly)dx, 

y por la Definición l.46 se· dem~estra. que 

E ¡g¡ (X)g2(Y) IY = y l = 92(y)E [91 (X) IY =y¡ . 

(d) De acuerdo·a:la. Definición 1.46 se tiene que 

.E[clY=y] = J cfx¡y(xly)dx, 

y así, por las Definiciones 1.45 y 1.37 se concluye que 

e J fx¡y (x IY )dx 
cjoo fx,y(x, ~)di& . 

.:.00 fr(y) . . 

f 
e( )··.···Joo .• ~L.~. (~, y)dx 

y y · .. ,· ., . 
-oo ' .·e ., .... 

fY-(y)fy(~) 
c. 
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El caso continuo es análogo. 

• 
Definición 1.47 Sean X y Y variables aleatorias entonces la varianza con­
dicional de X dadO Y se define Com.o: 

Var(X IY =y);,; E[(X - E(X IY))2 IY] 

; \ .. _:, ·,· ' "..'·.:: e.,_;• .. . • 

Proposición 1.23 Sea:ri'X .. y.Y;11ariablea.aleatonas entonces: 
• 

Var(X IY ::~),,;,;;;'[x~1J.].:...·cE[XIY])2 
. Demostración. . ' ;J.>.·. . :. · ·." 

Utilizando la Definición 1.47}'~ tiene que: 

Var(X IY =y) .,;, E[(X '- E(X IY))2 IY] 
= E [X2 -:-.2XE(X IY) + [E(X IY)]2 IY]. 

Aplicando (b) , (e) y {d) del TeoremS: 1.22 se obtiene que 

Var(X IY =y)= E [X2 IY] - 2E [X IY] E [X IY] + [E(X IY)]2
, 

y así, la ecuación anterior deinuestra que 

Var(XIY =y)= E (X2 IY) -{E[XIY])2
• 

• 
Teorema 1.24 Sea X, Y variables aleatorias con/uncí.in de densidadfx(x) 
y fy(y), respectivamente ambas con espero:nzafinita entonces: 

(a) E(X) =E [E(X IY =y)] 

{b) Var(X) =E [Var(X IY)] + Var [E(X IY)] 

Demostración. 
La prueba se hará cuando X y Y son variables aleatorias continuas; la 

demostración en el caso discreto es análoga. - · 
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(a) Por el Teorema 1.10 se.tiene que 

E [E(X IY ==y)] = 1 E(X IY =y )fy(y)dy, 

y utm7Ja.IlcJ.o la peflmcÍón .U6 

E[E(XIY =y)] f(jxfx¡y(XIY = y)dx) Jy(y)dy 

j /xfx1y(XIY = y)Jy(y)dxdy. 

Por la Definición 1.45 se ti~ne 

J J xix1y(XIY=y)JyCy)dxdy JJ :z:fx,Y(x,y) Jy(y)dxdy 
. fy(y) 

j J :z:fx,y(x, y)dxdy 

J :z:J ÍXY(x; y)dydx 

j :z:fx(x)clx, ·•· 

y así, se concluye que: 

E(X) = E(E(X IY = y)). 

(b) Por la Proposición 1.23 se tiene que 

E[Var(X IY)] = E[E(X2 IY)]-E[(E(X IY))2
], 

y, utilizando (a) de este Teorema se obtiene que 

E(Var(X IY)] = E(X2 ) - E[(E(X IY))2]. (1.9) 

Por otra parte, por el Teorema 1.12 se tiene que 

Var[E(X IY)] = E[(E(X IY))2] - [E(E(X IY))]2, 

aplicando (a) de este Teorema se sigue que 

Var[E(X IY)] = E[(E(X IY))2] - (E(X))2 • (1.10) 
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{e) Sumando {1.9) y {1.10) y por el Teorema 1.12 se concluye que: 

Var(X) = E[Var(X IY)) + Var[E(X IY)) 

• 
En la siguiente sección se generalizará el estudio a uri número finito de 

variables aleatorias. 

Distribuciones Multivariadas 

Definición 1.48 Un vector aleatorio es un vector {X1; X2, .•• , Xn) donde X., 
i = 1, ... , n es una variable aleatoria. , 

• 
Definición 1.49 La función de distribución mUzt~vari.ada del vector aleato­
rio: 

se define cmno: 

Fx1,X2.--.Xn (xi, X2, ... , Xn) ~ p [Xi ::;: xi; X2 :::; x2; •.. , Xn :::; Xn] 
'" ., - . . . . ,~ .. ~~-:- ' • 

Teore1I1a 1;25 -Lafenci~ dJ;diitn~~k.,,~ui~riada del vector aleo.torio: 

''x~ CX1,X2,:'.'.:,x~) ,, 
satisface: ,· . . -->· -~-:·,:-.. <·;~. -.. ·/- _-~ · 

(a) Fx1 ,x2 , ••• ;n{-oo,x2, ... ,:i;nf;;;,, Ó,~ .. , 
Fx1.,x2 ••. ..x .. (x1, z2, ••. ,~Oc,~~., X~) ~O,·~·' 
Fx,,x2, ... ,Xn (x1, x2; '.º'xn'-1, """'.OÓ) _=O, , 

(b) Fx,y(oo, ex>, ••• , cxi) = 1 

Delllostración. , 
La demostración es a.nál()ga a: la d~l Teorema 1.16. 

• 
Definición 1.50 Sea {Xi,X2,: .• ;Xn) un vector aleatorio donde x, es una 
variable aleatoria discreta paro todo_ i, , se -define la función de densidad mul­
tivariada de {Xi, X 2, ... ,X;.) c0rno: 

fx1 ,X2, ... ,xn(Xi,X2, ... ,x~)·,;_, P-(X1 = Xi,X2 == X2, ... ,Xn = Xn) 
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que cumple con las siguientes propiedades: 

(a) fx1,x., ... ,xn(xi,x2, ••• ,x.,);;::::: O 

(b} E E··· E fx,,x2 •... ,Xn (xi. X2, ... , x.,) = 1 
=1 Z2 a:.. 

• 
Definición 1.51 Se dice que las variables aleatorias Xi. X 2 , ••• ,X., tienen 
una distribuci6n conjunta absolutamente continua si exi,ste una fu.nci6n f 
continua definida sobre todo IR" tal que paro cualquier subconjunto A de IR", 

p ((Xi. X2, ••. , x .. ) E AJ = J J ... J fx,,x., .. ..xn (:z:1, X2, ... , x.,)d:z:1d:z:2 .•. d:z:., . 
A 

La fu.nci6n f es llm'TWda fu.nci6n de densidad conjunta del vector aleatorio, 
y satisface las sigu.ie!'lLes propiedades: 

(a) fx1.x2~.;.xn(:Í:1,x2, .•• ,x.,);;::::: O 

(b) JJ ... Jf.X,jf,¡;"·~n(xí,x2, ••• ,x.,)d:z:1d:z:2 ... d:z: ... = 1 
A;;;: : ':'"');',/.':.>/.. ; : . ·. · ... . 

(e) BziBzo-.,;,.;. Fx¡;x;;::.,x,;Jxi; x2, ••• , x;.;) = /x1·,x2, ... ,Xn (x1, x2, ••. , x..) 

• 
; . ' . . . 

fx;(x;) =LE.~: E E ... LÍx1,x2, ... ,xn (xi, X2, •.. , x.,), 
Zl, ·.z:i , Z'•-1 zi+1 Z'n 

si X; es discreta paro tOcla i, y; · 

fx;(x;) = j j ·:: j J ,;. j j Íx1,x2, ... ,Xn (xi, :z:2, ••• , x.,)d:z:1d:z:2 ..• d:z:;-1d:z:;+l···dxn 
-00-00 

si X; es continua paro toda i. 

• 
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En el siguiente teorema se mostrará la relación entre la· función de distri-
bución conjunta y las funciones marginales! · 

Teorema 1.26 Sean Xi, X 2, ... ,X.& varilibleS aleatorias con funci6n de dis­
tribución conjunta Fx1 ,x., ... ,x" (xi, :z:~, ;,~·; ~~),' ~nces se cumple: 

Fx, (:z:,) = .,~ Fx1.x2, .. x,_1x:,~1:.;,x~ (;c1::1~;·;.;; ~-~1; :Z:a+1, •.. , Zn) para toda i. 
' ~-> e -': 

Demostración. 
La demostración es análoga ~ lá d~ Teorema 1.17. 

·- - .. ,._ -.·_¡, • . - .. -.. 
Teorema 1.27 Si Xi, X2, ... , Xn s~~ ,;ariJiles aleatorias con funci6n de den­
sidad conjunta fx1.x2 .. ~.xn(:z:1, :z:2, ... ';:z:~) entonces para cualquier funci6n vec-
torial real g se cumple lo siguiente: · · 

. ' . 

E(g(X1, X2, ... , Xn)) = L L ... Lg(X1; X2, ••• , Xn)fx1,x2, ... ,xn(:Z:i, :z:2, ... , Zn), 
:Zt ~ Zn 

si X, es dis_creta para toda i, si y s6lo:si: 

LL···LB(Xi,X2, •.. ,X~)fx1.X2 •... ,xn(:z:i,:z:2,••.,:z:n) < oo; 
:l:t Z'2 Zn 

y 

E(g(X1, X2, ... , Xn)) ~ ] J ºº'. ]u(JC¡, X2, ..• , X~)fx1,x2,, . .,x" (:z:1, :z:2, •.. , x .. )d:z:1d:z:2 ... d:z:n 
-oo· 

si x. es continua para toda i, si y s6lo''si:' 

l J :·· J g(X1, X2, ... , Xn)f ;~.X2,--,Xn (:z:~, Z2, ... , Zn)d:l:1d:z:2 ... d:z:n < oo. 
-oo -oo -oo - '"" 

Demostración. 
(Ver Karr, 1992; página 116) 

• 
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Proposición 1.28 Sean Xi. X2, ... ,X,. variables aleátorias entonces se cum­
ple que: 

Var (tx.)· = tv~r·(~~)+2 ¡: ~fov(X;,X;) 
-.=1 •=l .. · ·-,... • < .. 3 .. 

Demostración. ··r:·' ·> 
(Ver DeGroot, 1988; J>ághía 206) 

• 
Definición 1.53 SeanX1 ; i 2 ;

0 

••• ;'Jc,. v~,¡td,i~ ti.leatori.as entonces se definen 
.-.:·- :,,> .. · .·n ... : -·:.-:· .. ·. 

los rrwmentos conjúntos de orden E k; como: 
~ - i:czl - . -

m.k.., ••• ,,... =E [ x:• xf' ... x:;-] 
donde k1, ••. , kn son enteros positivos. 

• 
Definición 1.54 Sean Xi, X2, ... , Xn iJari.ables aleatorias entonces lafv.nci6n 
genemdorn def7Wm.entos conjunta deX:i,X2, .•. , Xn denotada por Mx,, ... .x"(ti, .. , tn) 
se define como: 

• 
Observación. 
Se llatna la función generadora de momentos conjunta porque todos los 

momentos de las variables aleatorias Xi, X 2, .•. , Xn pueden ser obtenidos su­
cesivamente derivando en una vecindad alrededor del origen a Mx,, ... ,x" (ti, .. , t,.) 
y evaluando en t; = O para toda i, es decir: 

8R 
atk' a."2 atkn Mx,, ... ,Xn (ti, .. , tn) l«=O = ffik,, ••• ,kn • 

1 UC..2 ••• n 

donde: 
n 

R = Lk;. 
i=l 
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Definición 1.55 Sean Xi, X 2, ..• , Xn variables alea.Wrias entonces lafunci6n 
caracteristica conjunta de Xi,X2, ... ,Xn derwtada por 'Px,,: .. .xn(ti, •. ,tn) se 
define conw: 

donde: 
i =v'-I. 

• 
Observación. 

Se pueden obtener los momentos de las variables aleatorias Xi, X2, ... , Xn, 
usando la relación: 

( 8t"'8ta: 8tkn 'Px1 , ••• ,xn(t¡, .. ,tn)) l•1=0 -4-- = m1ci .... ,k,,• 
1 2 ••• n . Ek, 

1. •-1 

Independencia Al igual que en el caso univariado muchas veces al trabajar 
con dos o más variables aleatorias es de interés saber si existe alguna relación 
entre ellas, es decir qué tanto influye una en la otra, para ello se estudiará el 
concepto de independencia entre variables aleatorias en el caso multivariado. 

Definición 1.56 Las variables X lt X2, .. ., Xn son independientes si paro cua-
lesquiem: 

se tiene que: .. 
P [X; E A;] :== n P [X E A;] 

'•=l 

• 
Observación. 
La definición anterior implica que.las variables X 1,X2 , •• .,Xn son inde­

pendientes si /x1 ,x2 , ••• ,Xn (xi,x2, .. ;, Xn) =Jx, (x1)/x2 (x2), ... , /(xn). 
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Tuorema 1.29 Sean las variables aleawrias Xi. X 2 , ••• ,X.,. con función de 
densidad conjunta fx,,x., ... .xn(xi.x2, ... ,x.,.),entonces X, y X; son indepen­
dientes si y sólo si, exi.sten n funciones reales g;(x;) paro toda. i no negativas 
tal que: . 

Demostración. 

n 

/x1,x2 •••• ,Xn (xi. x2, ... , x.,) = IT g;(x;) 
i=l 

La demostración es análoga a la del Teorema 1.20. 

• 
Tuorema 1.30 Sean X 1 , X 2 , ••• ,X.,. variables aleatorias independientes en­
wnces se cumple que: 

E (fix•) = ÚE(X;) 

Demostración. 
La demostración es análoga al caso bivariado. 

• 
Proposición 1.31 Sean X1,X2, ... , Xn variables aleatorias independientes 
confv.nci6n de densidad conjunta fx,,x., ... ,xn(xi.x21 ••• ,xn), si: 

n 

S=EX; 
i=l 

entonces: 
n . 

Ms(t) = II Mx,(t) 
i=l 

Demostración. . . : ... 
Utili2ando la Definición 1.21 y ef TCc:i~<7'1ª 1.30 se tiene que 

,"·e·-

Ms(t) E[é~ ;: '> <·, 
. - E[e<CX~+~~-l:°~;~~>J 

E[e•CX1)e<C~2); •• e•CXn)] 

_ ·• E[e•CX1))E[,;•cxo>J •. ;E[e•CXn)) 
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de donde se concluye que: 

n 

Ms(t) = II Mx.(t) 
i'=i:l 

• 
Definición 1.57 SeanX1 , X 2 , ••• , Xn variables aleatorias confunci6n de den­
sidad conjunta fx,,x., ... ,xn(xi.x2, ... ,xn)· Se define la función de densidad 
de la variable aleatoria condicional de Xk+1, ... , Xn dado Xi. ... , Xk corno: 

f ( 1 ) fx,.x ...... Xn (xi. X2, ••• , Xn) 
X.1r+1 •. -.X .. IX1, ... .X11 Xk+lt ••• ,Xn X1, u,Xk = fx1,u.~11(X1, .. ,x1c) 

siempre que fx,, ... ,x.(xi. •. , xk) >O paro todo (xi. .. , xk) e JRk. 

• 
Definición 1.58 Sean X, Yi, Y2, ... , Yn variables aleatorias con funci.6n de 
densidad conjunta fx,Y,,Y., ... ,Yn(x,y1,Y2.-... Yn)• Se define el valor esperado 
condicional de X dado Yi, }'2, ••• , Yn como: 

E(X IYi = Ylt l'2 = 712, •••• Yn = Yn) = Exfx¡y,_,Y:z, ... ,Yn (x IY1, ···• Yn) 

si X es discreta, siempre y cuando: 

Exfx¡y,_,y¡,, ... ,Yn (x IYi. ••. , Yn) < oo; 
. ., 

y 

E(X IYi = Y1, l'2.,;,, y~, •. ;, Y,..= Y~)==] XÍXIYi,Y,,, ... ,Yn (x IYi. .•. , y,.)dx 

si X es continua,· siempre y ciJ.ndo: 

j xfx¡~,,Y., ... ,Y~ (x IYi.···• Yn )dx < oo. 
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Teorema 1.32 Sean X, Yi, Y:,, ••• , Yn variables aleatorias con funci6n de 
densidad conjunta fx,Yi,Y,, ... ,Yn (x, Y1, Y2, ••• , Yn) entonces: 

(a) E [X] = E [E [X IY1, Y2, ..• , Yn]] 
(b) E [91 (X) IYi, Y2, ... , Yn] es una funci6n de Yi, Y2, •.. , Yn· 
(e) E [91(X) + 92(X) IYi, Y2, ..• , Yn] 

=E (g1(X) IY1, Y2, •.. , Yn] +E [92(X) IYi. Y2, •••• Yn] 
(d} E [91(X)g2(Y) IYi, Y:., ... , Yn] = 92(Y)E [91(X) IYi.Y2, ... ,Yn] 
(e) Si e es una consto.nte entonces 

E [e IY1, Y2, ... , Yn] =e 

Demostración. 

(a) (Ver Karr, 1992; página 226) 

La cleinostraci6n de los incisos (b), (e), (d) y (e) es 
Teorema i.22; ._ . · 

análoga a la del 

• 
DefinicitSn,1.~~ ~~~·~X• i; Y2; .,;; YT& variables aleatorias con funcidn de 
deTisidcid oonjuñta Jx;Y.;,~;:.:>;~ (x; y~, y2, ;.~. Yn). Se define la varianza condi­
cional de X dado Yi, Y:i; .~;;Yn ccmw: 

Var(X 1l'i.~.:.:·:;Y~>'~··.E Ü~ - E(X IYi. Y2, •.• , Y,.))2 IYi, Y:i, •.• , Yn] 
-·- .... _... "' > :,;¡ ~- .. ·~:- _.--:~->. 

,y ·} ·'··' :, -: '.'~ ,:·. :. _· • . ~·.:.: <- - . 

Proposiciói:i 1fa~; sedn• X, Yi. Y2 •••• ,Y,. variables aleatorias entonces 

Var(x¡l-¡;~.~.';,Y,.{,,; E (X2 IYi, Y2; ·'·· Yn] -(E [X 1Yi.Y2, ... , Y,.])2 

DemostracÍón. .. . . 
La: demClstraci6n es ~áloga a la de la proposición 1.23. 
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1.5 Procesos estocásticos 

En esta sección se presentan modelos de probabilidad para procesos que 
evolucionan en el tiempo de una manera probabilística. Tales procesos se 
llaman procesos estocásticos. 

Definición 1.60 Un proceso estocástico es una colecci6n de variables ale­
torias {X,},ET indexadas por el conjunto T. 

• 
Definición 1.61 Sea {Xi}teT unpTVCreso estoc.6.stico. Si cada variable alea­
toria toma valores en el conjunto E entonces a E se le llama espacio de 
estad.os del proceso. 

• 
Observaciones. 

l. Si w E !l y t ET son fijos entonces X,(w) E JR. 

2. Si ambos varían, entonces (w, t) >--+ X,(w) es un proceso estocástico. 

3. Si tes fijo, entonces w 1-> X,(w) es una variable aleatoria. 

4. Si única.mente w es fijo, entonces t >--+ X,(w) se conoce como una 
trayectoria o realizaci6n del proceso. 

Además cuando T < oo entonces el proceso estocástico es un vector 
aleatorio. El concepto de proceso estocástico es muy importante ya que 
algunas situaciones de la vida real se pueden modelar mediante procesos 
estocásticos. A continuación se describen los tipos de procesos estocásticos de 
acuerdo al conjunto de índices T y a otras formas incluyendo independencia. 

1.5.1 Tipos de Procesos Estocásticos 

Definición 1.62 Un proceso estocástico {X(t)}tET es un proceso a tiempo 
continuo si T es un conjunto no numerable. 

• 
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Definición 1.63 Un proceso estocástico {Xt},ET es un proceso a tietnpo 
discreto si T es a lo mds un cxmjunto numerable. 

• 
Los diferentes Íipos de procesos estocásticos se clasifican de a.cuerdo a las 

relaciones de dependencia entre las variables aleatorias que lo conforman, por 
ejemplo: 

l. Proceso con incrementos independientes. 

Se dice que un proceso estocástico tiene incrementos independien­
tes si 

t1 < t,, < .. . tn < ... E T, 

entonces 
x•J-• - x.J_3 y x.J - x.J-l 

son variables aleatorias independientes. 

2. Martingalas 

Se dice que un proceso estocástfoo {Xn} n=l.2,- con medias finitas es una 
martingalas, si para algún entero cualquiera n se .tiene que: 

E(Xn+l IX1 ,;, ·a¡, X2 = a2, ••. Xn = a,i) = an. -. . ' . ' 

Es decir, el valor esperado de Xn+l dados los valo~:~llSad.os'.Xo,X1, ... , Xn-l 
y el actual de Xn. es igual al valor actual de X~; · · · · 

Si 
E(Xn+1 IX1 =a¡, X2 = ~. ·:·~n ~ ~) :::; an 

entonces, se dice que { Xn} ,...1,2, .. e8 ima s~bmartingala. 
Ysí, 

entonces, se dice que {Xn}n=1,2, .. es una supermartingala. 
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3. Procesos Estacionarios 

Sea {XtheT un proceso estocástico tal que ti<:: t2 <ta< ... entonces 
se dice que {X•heT es \in pro~ est~ionario si. 

Fx,¡ ~,2 ; ... X,n (~¡·~·~?~. ~~,:;_ ~~)~~~ )f ;~~~-~e~+~,~~~tn+~_{Xi, X~~ ••• , ~n) con h > O. 
···, '·.-.··,;,. 

4. Proceso de ~kov···:~:(;·:-~:,::;:'.:".;' 
. . ,e·: ." ·,. '., -.> ··, ,' .· - , 

Sea {X•heT un p.:oceso .;;.tocásti~o tal que 
:. ,·· ·:'- - .· 

ti <t2< ta<····< tn < tn+1 

entonces se dice que {XtheT es un proceso de Markov si 

P(a ::5 Xtn+i ::5 blXt, = ai,Xt2 =a., ... ,X.,.= an) = P(a ::5 Xtn+i ::5 blXtn = an). 

Es decir, las variables aleatorias del proceso estocástico tienen la pro­
piedad de que dado el estado actual, los estados anteriores no tienen 
influencia en el futuro. 

A continuación se expondrá un tipo especial de proceso estocástico el cual 
será de gran utilidad en capítulos posteriores. 

1.5.2 Proceso Poisson 

Entre los modelos más usuales que se presentan en la teoría de la proba­
bilidad, se encuentra la conocida distribución de Poisson que se discutió 
con anterioridad. Si ahora se considera un intervalo de longitud variable (t 
variable), el número de ocurrencias será una función de t. Si las condiciones 
del experimento no se alteran al variar t, la media de la variable aleatoria 
X, que denota el número de ocurrencias en el intervalo {O, t), será >..t donde 
>..será el valor esperado de la variable aleatoria X. De esta forma se obtiene 
un proceso estocástico, el cual recibe el nombre de Proceso Poisson, cuya 
definición se presenta a continuación. 
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Definición 1.64 Se dice que el proceso {X(t)heT es un proceso Poisson si 
cumple las siguientes propiedades; para At suficiememente pequeña: 

(a) La probabilidad de que ocurro un evento en el imervalo (t, t + At) 
es>..At. 

(b) La probabilidad de que ocurron dos o más eventos ·en el mismo 
intervalo es cero. 

(e} Los números de acontecimienws en dos imervalos de tiempo dis­
junws son variables aleawrias independientes. 

• 
Ahora se calculará la función de densidad del Proceso Poisson. 
El evento de que en el tiempo (t, t + At) el nÚillero de ocurrencias sean, 

puede llevarse a cabo de dos maneras düerentes y excluyentes: 

l. Existen n ocurrencias durante un tiempo t y ninguna hasta t:l.t con 
probabilidad 1 - >..At. Dada la suposición de independencia, la proba­
bilidad conjunta es: 

Pn(t) (1 - >..At) 

donde Pn(t) es l!'- probabilidad den ocurrencias al tiempo t. 

2. Que hayan (n -1) ocurrencias al tiempo t, con probabilidad Pn-i(t) y 
ninguna en At. Nuevamente, dada la suposición de independencia, la 
probabilidad conjunta es: 

Pn-1(t)>..At. 

Lo anterior puede escribirse como: 

por lo que: 

Pn(t + t:!.t) = Pn(t) (1 :- >..At) + Pn-1(t)>..At 

Pn(t + At),;,,;; Pn~t) .:..:.·>..~tp~(t) + Pn-1(t)>..At 

Pn(t + At) - Pn(t) =. >..At CPn-1(t) - Pn(t)). 

Dividiendo entre At y to~áil.d~ cl límite cuando At -+ oo se tiene: 

p;.(~):=i>.. (¡J~_¡(t) -'Pn(t)) 
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que es una e<:uaci6n diferencial lineal con respe<:to a t . 
Si n = O la ecuación anterior se convierte en: 

p~(t) == -.>..Po(t),. 
donde la solución a la ecuacióh ruf~cli..J. a.D.tenor .;,,.., 

.· pc,(t{'if ié~At) . 
y debido a que Po(O) = 1, se tim;:~'qÜ¿'c ;,;;i; por lo que: 

.. ·· ;: i~~tr-t·~j~/'. '. · ·· · 
.. ' "· ·,. ' ~' ,; ' .":"~ 

(1.12) 

De manera análoga sin,;,, l. ~'bi,.jci;1~·a;hdici6n iniciftl de P1(0) =O, 
se tiene que: ' .'.' . :;.,: . . ·,(; ' ' 

p~(t)~ i:,\;~(t):.f.:·.\p0(t); 
además, por (t.12) se tiehe <Íu~:{ 

.. PHt)=--l~1(t}+;e-''" 
y así, lo anterior implica que . . 

. P~Ct) + >.p;(t)~ ú->.t . (1.13) 

Para resol~ la ecuación <lireren~i~ ailteriorse utilizara el método del 
factor integrante; el cual coÍisiste en bi.íscar üria fwici6n µ(t) denvable 

tal que ~< :>:''' · : · 
[}J(t)p1(t)J' '7µ(t)p~(tf+p1(t)¡.Í'(t).( < : .. (1.14) 

Para encontrar a;j.l(t) ~ íri~tiplic.i' (i:ia).~~''°µ(t) ~btertlélld~; 
· --. . . -_ '.::·_>:: . .,: ...... :·/ --~,'.(~. ·.-_ )~~;,!~- <~~-~h~~-":.t:'\_'-;:·'.'~f;;_~-~~~¡9:;·t,;: .. ~\; ~/!~~~~I:~.<:~:':?:_:~:~ii.~ ~ ... :. ·;; . 

,µ(t)p1 (t)+ .>.µ(t)p1(t) == .. .>.µ(t)e::, . • ::;.: :, . . ;/; • (1.15) 

Si la parte izquierda,~~ (i.'14)'.~~¡i¡¡~;~fafaj¡l·i~t~cÍa de 
1.15 se obtiene: '•:i> .. ': • .:.;. S· · ·' ··• <:. '·•: '\ 

. ·.; .- ·--.·: ·:·:;..:~:,:··· _.,., 
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pero para que se cumpla la igualdad anterior tiene que suceder que 
>.µ(t) = µ'(t), lo cual implica que µ(t) =e"''· 
Sustituyendo µ(t) en (1.15) se obtiene 

(e"'p1(t))' = >.e"'e-"' = >., 

e integrando con respecto a t, se sigue que 

e"'p1 (t) =>..t +.c. 

de donde: 
P1(t) = (>.t ~.e) e-"'~ 

Ocupando la condición inicial de quep1 (0) =O, se tiene que e= O, y así, 
,• .,., •,""'. ,·::t·,. .,. ' ';::.~ 

, Pi<í) .~>.te-"'. c1.16) 

Ahora se demostrará p.;~ inciii~iói.1' q\le! . . . '.••·· ... , ':-.._···· ' 

~>p~(i1 ¿(>.t~:t-.>.t ·. 

En el caso·d.;, ~\l~é~~:O ~l:)~~(ú2) 8e tiene que (a) 

:, :~·e~)= e-~~ 
(b) Si n == 1, pó~ (1.Í6) S<>. ob~i~~ ~~e: 

':- ::,· ; ' 

(c) Suponiendo que: 

.• Pn-1(t) ; (>.:;;~l D~.>.t, 
por (1.11) se tiene'q\lé: ' >, · 

p;_(t
0

) -=~Pn~~(t) ->.pn(t) 

y por la hipótes¡,; de ~dticci~I'Í: 
. , ··· .•... ·· (it);.-1 e>-• ·· 

Pn(t) =;o>. (n ~ 1)1 . ->.p,.(t); 
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de donde, 
( At )"-1 e-"'­

p~(t) + A~ .. (t) =A . (n _ l)! .. 

Multplicando pc:>r e"'- ambO.. nrlenbros· d~ la ecuación anterior se 
tiene: ··~··>'< /, '{~t)n-1 

(e p .. ~t)),".".,~(n--":1)! 
e integrando coO: r~o a'. t: 

~~n(t)~(~·~:;l ~+e. 
Bajo la condición inicial d~ ~u; Pn(O,f ~O se concluye que: 

,<> ·(~t)~é::,.At 
Pn(t)=;, . ni ·,.· • 

Definición 1.65 Sea {X(t)},eT un ¡,{jx;sdJ>.oisson/ y sean 

t1 < t2 < ta ~ .~. ~áñ::: : .. 
• 

los tiempos en que ocurneron los eventOs .dél pi-oceso entonces se definen los 
tiempos inter-arribos oom,o: 

Zn =tn-tn-1 

• 
Teorema 1.34 Sea {X(t)},eT un proceso Poisson, entonces las variables 
aleatorias Zn (los tiempos inter-arnbos} son independientes e idénticamente 
distribuidas exponencialmente. 

Demostración. 
Primero se demostrará la independencia. Debido a (e) de la Definición 

1.64 se tiene que las z, son independientes. 
Ahora se demostrará que las variables aleatorias Zn se distribuyen expo­

nencialmente. Sea t > O tal que: 

P(Zn > t) = p (X(tn-1 - t) - X(tn-1) =O) 
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debido a la homogenÍdad ~ tiene que 

P (X(tn-'1 - t) ...., X(tn-1) = O) = P(X(t) =O) 

pero 
P(X(t) =O) = Po(t) = e-.u, 

por lo tanto 
P(Zn > t) = e-.u.. 

Lo anterior puede escribirse co~o: 

P(Zn > t) ='.1- Fzn(t) = e-.u. 

por lo que: 

y así derivando la expresión .ant~o~ .. se sigue q~e: 
··.· iz,,(t)71e~~; 

lo cual comprueba queZn se ru.it,,;~~ye exp(.>.), 

• 
Definición 1.66 Sean {X(t)}.eT un proceso Poisson, y Zn los tiempos inter­
arribos entonces se define el tiempo de espera para que ocurran n even­
tos C01TW: n 

Yn=EZ;. 
i=l 

• 
Observación. 
La variable aleatoria Yn se distribuye gamma(n, .>.), ya que es suma den 

variables aleatorias independientes e idénticamentes distribuidas exp(.>.). 
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Capítulo 2 

Funciones biométricas 

2.1 Introducción 

En este capítulo se ilustrará el uso de la teoría de la probabilidad en el 
campo de aplicación más común de los actuarios: las técnicas actuariales. 
Se dará un breve desarrollo de las herramientas más poderosas que son las 
funciones biométricas, pero antes se definirán los conceptos de supervivencia 
y mortalidad. 

2.2 Probabilidad de Supervivencia 

Definición 2.1 Sea X la variable aleatoria que derwta la duración de la vida 
de unrecién nacido, entonces a la función: 

S(x) = P(X > x) x ~ O 

se le corwce corno ;funci6n de supervivencia. 

• 
Observación. 
La función S(x), también pueder ser interpretada como la probabilidad 

de que un recién nacido alcance la edad x. 

Lema 2.1 Sea X la variable aleatoria que derwta la duración de la vida de 
una persona entonces: 

S(x) = 1 - Fx(x) 
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Dem~stración. 
Utilizando la. Definición 2.1 y por (b) de la. Proposición 1.8 se demuestra. 

que: 

S(:z:) ;= P(X > :z:) ==l.~ P(X $ :z') ,,,,; 1 - Fx(:z:). 

• 
Teorema 2.2 La funci6n de supervivencia S(:z:) cumple las siguientes pro­

piedades: 

(a) S(oo) =0 

{b) S(O) = 1 

(e) S(:z:) es una funci6n no creciente. 

{d} S(:z:) es una funci6n continua. 

Demostración. 

(a.) Por el Lema. 2.1 y por (e) del Teorema. 1.7 se demueStra. que: 

S(oo) = 1-1 =O. 

(b) Por el Lema. 2.1 y por (e) del Teo~a i .. 7 se concluye que: 

(c) SeaÍl :z:1,:z:2 E R tal que :zi1· $· :z:2'c~D. X:i,ii:2 2:: O. Por (a) del 
Teorema.1.7._sucede·que: · .::,,,,; '- · 

.i;~~1):~ ~;(:z:2) 
y por. lo tanto, .:.!F~<;¡>.~:ii•{c;;>:· 

. . 

S(:z:1) ~ 1:...:: :P.ic;~) 2:: 1 _: Fx(:z:2) = S(:z:2), 

por lo que se concl\lye-qu.;S(~} .;~11.-fun'.clón ~o creciente. 
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(d) Sea g(x) = 1, como ges continua y por (b) del Teorema 1.7 tam­
bién·Fx lo es; entonces se tiene que 

S(:z:) = 1 - Fx(x) 

es. continua. 

• 
El teorema anterior permite verificar la intuición de que la probabilidad 

de que una persona sobreviva a la edad x es mayor a la de sobrevivir a la 
edad X + t , t > 0. 

En ocasiones se está interesado en conocer la probabilidad condicional de 
que una persona muera entre las edades x y x + z dado que ya sobrevivió a 
la edad x, dicha probabilidad se calcula como sigue .. Por la Definición 1.45 
se tiene que: 

· P( X< IX ) = P(x <X ::5 z,X >x) = P(x <X:::=;; z) 
"' < - z > "' P(X.> :z:) · P(X > x) · 

Utilizando (a) de la Proposición 1.8 en el numerador y la Definición 2.1 en 
el denominador se obtiene q'lle: . 

P (x <X ::5 z IX> x) 
Fx(z) - Fx(x) 

S(x) 
1 - S(z) - (1 - S(:z:)) 

S(:z:) 
S(x)-S(z) 

S(x) 

2.3 Probabilidad de Muerte 

Definición· 2.2 Suponga que el slmbolo (x) derwta una persona de edad x 
y sea X la variable aleatoria que representa la duro.ción de la vida de una 
persona entonces se define la variable aleatoria T(x) conw: 

T(x) =X-x, 

la cual representa el tie1'1'1.po futuro de vida de (x). 

• 
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Definición 2.3 La probabilidad de que una peniana de. edad x muen> dentro 
de los siguientes t años se define conw P(T(x) :5 t) y se denotá por .q., . 

• 
Definición 2.4 La probabilidad de que una persona de edad x alcance la 
edad x + t se define como P(T(x) > t) y se denota por .p.,. 

Cabe señalar que se hará la convención de que si t = 1, entonces: 

.q., q., 
. .• p., =·p., 

Comúntnente se conoce a q., como tasa de mortalidad. 

Proposición 2.3 .Paro. •P"f y.q., ~e.cumple la siguiente relación: 

é.q,,, = 1-.p., 

Demostración. 

• 

Utilizando las Definiciones 2.3 y 2.4, así como (b} de la Proposición LB, 
se concluye que: 

.q,,, = P(T(x) S t) = 1 - P(T(x) > t) = 1 -, p,,,. 

• 
Definición 2.5 La probabilidad de que una persona de ·edad X sobreuiva t 
años y muero. dentro de los siguientes u años se· define como 

P(t<T(x):5t+u) 

y se denota por c luq., • 

• 
Si u = 1 se hace la convención de que: 
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Teorema. 2.4 Para tq.,, tPz y t luq., se cumplen las siguientes propiedades: 

(a} tPo = S(t) 

(b} t luq., =t Pz -•+u p.,· 
/'. ) .ti!Bt scz+•> 
IC tPz_= sPo = S(z), 

(d} ,q., = 1 - s§:f!¡'l 
(e} t luq., = (.p.,)(uq.,....t} 

Demostraci6n. 

(a} Utilizando la Definición 2.4 s.; tiene que: . .• . . . 
~ ~'P(T(O} > t) 

y por las Definiciones 2.2 y 2.1 se concluye que: 
. ·re:' , ~ . -: - . 

tPo =P(X- O> t) = P(X > t) = S{t). 

{b} Utilizando la Definición 2.5 se tiene que: 

t luqz P(t < T(x} ::;;; t +u} 
= P(T(x) ::;;; t +u) - P(T(x)::;;; t),-' 

y utilizando la Defuüción 2.3 y la Proposición .2.3 se concluye que: 

t luqz t+uqz -, q., 
1 -.+u p., - {l-~ p;,,) 

(e} Por la Defuüción 2.4: 

,p;,, = P(T(x) > t,) 
P(T(O} > X+ t IT{O} > X) 
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de acuerdo a la Défbiici6n 1.45 se tiene que 

. P(T(O) > x, T(O) > X+ t) '. P(T(O) ::>X+ t) 
tPz = · . ··P(T(O) > x) ···. ·· = P(T(O) > x) . 

Usando lá DefiniciÓn 2.4 y por (a) de este' Teorema se concluye 

que: • tP~ =,~:;~=;,~~(~¡{:'. :: ... 
:·y:;,·~~.{::;,;.~i::~;\.~¿ :~1:0::·:·;-, ., ·~ 

( d) Utilizarido la Proposición 2.3 y~(C:}:de ·e<ste Teorema se tiene que: 
. - .. .. . '- . ·:>;· ·-· , .. , ,,,. - . .,.· -.-.. o'"\ ·:. ·. 

'·.~- '~ : .. . .. q~'.: l~~;~~~~t); 
(e) Por (b) y (e) de este Teor.kiO:: .. 

' ' ·' ,~ .. ;:;· .. :.,:, ::._ ';- ·, -

eluq,,, = tPz :...,.:..,p.;, · 
· ;.s(:&+t)· S(x+t+u) 

= ··· B(x) · - S(x) 

S(x +t) -S(x +t +u) 
S(x) 

(
S(x + t) _:_ S(x + t +u)) S(x + t) 

. S(x) S(x + t) 
S(x+t) (S(x+t)-S(x+t+u)) 

S(x) S(x + t) · 

Reagrupando términos y por el inciso (d) de este Teorema se con­
cluye que: 

S(x +t) (l - S(x + t+ u)) 
S(x) B(x :+ t) 

(tPz)(uqz+t) • . . . . 

• 
76 



2.4 Fuerza de Mortalidad 
Será. de interés calcular la probabilidad de que dado que una persona alcanzó 
la edad x, muera en un futuro cercano x+ Ax, la cual, usando la Definición 
1.45 se calcula como 

P( X < + A IX ) = P((x < X !',; x+ A x) ncx > x)). 
x < _ x ...,. x > x P(X > x) , 

utilizando (a) de la Proposición 1.8 en el numerador y (b) de la Proposición 
1.8 en el denominador, la expresión anterior.es equivalente a 

P(x < X !',; x+ Ax) 
P(X>x) 

Fx(x+ Ax) - Fx(x) 
1-Fx(x) 

Fx(:i:+6z)-Fx(z) 

Para A x cercana. a. cero se tiene : 

Fx(x+ Ax) - Fx(x) ~ lim Fx(x+ Ax) - Fx(x) = F'. (x) = f (x) 
Ax 6:-0 Ax . X X 

por lo que 

y por lo tanto: 

Fx(z+6z)-Fx(z) 

"' 
fx(x) fx(x) Ax 

~ 1-FxC=> = 1 - Fx(x); 

"'"' 

P(x <X< x+ 6 x IX> x) ~ fx(x) 6 "'. 
- .· 1-:: Fx(x) 

El resultado anterior proporciona. mía inter¡}reta.ción en términos de una. 
probabilidad condicional para. la fuIÍción que a. continuación se define. 
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Definición 2.6 Sea X la varia.ble aleatoria que deTWta la duración de la vida 
de una persona entonces se define la funci6n ;fuerza de mortalidad o tasa 
instantánea de m.ortali.dad µ(x) romo: 

fx(x) 
µ(x) = 1- Fx(x)· 

• 
Teorema 2.5 La Junci6n fuerza de m.ortalidad cumple las siguientes propie­
dades: 

(a) µ (x) = -:;,~)' 
(b) µ(x) 2: O 

Demostración; 

(a) Por. el Lema 2.1 se tiene que: 

.. S(x) == 1 - Fx(x) 

entonces, 
· ....:s(x) ~ '-:-(1...,: Fx(x)). 

Deri~d~ y l>or 11...prÓpied~·(cj ~;,,1a'. Definición 1.16 

······-S'(z):.;; ?xC~> ·;;/j;(x), 
. ~- _ <: , ,,,_ ·~.".<:,· .· .. ;7~::>:<·.~,~~~,,:s;:¡;~;:;_.:~-·¡/:~--~~·:·1~ 

y por la Definición 2.6. se. conclu:}-e qúe: . 

:;:> .. ·.·····) f';ic:z:)'. :•'• _:s'(:z:) 
µ.(x)== l '--Fx(x) .== S(x) · . 

(b) Por la propiedad(a) de l~D~~ióii\.'.l.6 se tiene que: 

fx(x) 2: Ó 

y por (c) delTeore~.;_ _1,7;, 
:·:>, -· 

O~ Fx(x) ~ 1 
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entonces 
1-Fx(:i:) 2!0 

y así de {2.1} y {2.2} se demuestra. que: 

fx(:i:} 
µ(:i:) = 1 - Fx(:i:} 2! O. 

·\.: 

(2.2} 

• 
El teorema subsecuente muestra. la relación que existe entre µ{:i:) ·y nPo:· 

> :- •• ~ '_: ·_: 

Teorema 2.6 La fuerza de mortalidad satisface las siguient.es relaciones: 

. ··-(a) np.; = exp{..,- J µ(y)dyj 
. ., 

(b) ,.;p.,= exp(-' j µ(:i: + s}ds} 
o 

Demostraci6n. 

{a.)-Por (a) del Teorema 2.5 

entonces, 

-S'(:i:) 
. µ(:i:) = S(:i:) 

d 
. µ(~) ~ - d:i: ~<f.{:i:)). ... . . ·. 

Integrando la expreáión a.llteri.;r d~·':i:;;: :i: .f. n~ sé obtiene 

..+n - ! µ(~}dy ín(S{:i: f n)) 7 hi(S(:i:)) 

de donde: . ' ., .. ,,··. ':i:+n 

S{:i:+n) f 
S{:i:) .- = exp(-. • µ(y)dy) • .. 
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Y así, por (e) del Teorema 2.4 se ~ncluye que: 

; ::. . z+ft. .. ~~> 

nPz = ~{-J µ(y)dy). 

"" 
(b) Haciendo el cambio de variables~ y~ x, en (a) de eSte Teorema 

se tiene que · · 
y=x+s y. dy=ds 

entonces, 
z+n n ¡ µ(y)dy=Iµ<~+s)ds 
z o 

y, por lo tanto: 

nPz = exp(-: lµ(x + s)ds) . 
. o 

• 
Los siguientes corolarios próporcionan una herrantlenta útil para especifi­

car la distribución. de la variable aleatoria X usando la fuerza de mortalidad. 

Corolario 2. 7 Sea X la. variable aleatoria que denota la dunu:i6n de la vida 
de una persona· entonces:'-'; ... · 

Demostración; 
Por (a) del Teorema 2.6 se tiene que 

~Po= exp(~] µ(s)ds), 
o . .e· 

y por (a) del Teorema 2.4 se da la siguiente relación 
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S(x) = exp(- Jµ(s)ds). (2.3) 

o 

Por el Lema. 2.1 se tiene que 

Fx(x) = 1-::-~<- jµ(s)ds); 
o 

y derivando esta. expresión se obtien~ que ·· ·· 

.FX(x) =,, ~(~Jµ(s)ds)µ(x). 
.. o. 

P~r (a) del Teorema. 2.6; se~¡~~ qu~: . 
.FX(x) =., Poµ(x) 

y por la. propiedád. (e) de.la. Definición 1.16 se concluye que: 
·.'·-' 

fx(x) =., Poµ(x). 

• 
Por último se encontrará la. función de densidad de T(x) en términos de 

µ(x).y ,p.,. 
Teorema 2.8 Sea X la variable aleatoria que denota la duración de la vida 
de una perso'?"', entonces la fv.nci6n de densidad de T(x) está dada par: 

ÍT(z)(t) =• p.,µ(x + t) 

Demostración. 
Por la. Definición 2.3 

P(T(x) ~ t) 
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y por ( d) del Teorema 2.4 fÍe tiene que 
S(x +t) 

FT(z)(t) = 1 - S(x) , 

entonces por la propiedad (c) de la Definición 1:16 

ÍT(z)(t) ~(z)(t) 
S'(x+t) 

S(x) 

( 
S'(x+t))S(x+t) 

S(x) S(x+t) 
S(x+t) ( S'(x+t)) 

S(x) S(x + t) · 

Por (c) del Teorema 2.4 y (a) del Teorema 2.5 se concluye que: 

ÍT(z)(t) =t p.,Íi.(x .+ t). 

• 
;::~ .:.,'d' .. 

Corolario 2.9 Se.a. X la variable ale.a.toria qU.é denota la duraci6n de la vida 
de una persona entonces: . · . ' · .... ¡ · 

d .. . · ..... ···•··•. dt(l-~p.,) =.p.,µ(xft) 

Demostración. .·-:·,::;~ 
Por la propiedad (c) de.la Defuncló~i:i6.y'.J.8. Definición 2.3 se cumple 

que '. : . . 
,:,_;oc·. ·/'.: d· 

ÍTCz>(t)= Fh~)(t) = dt. tq.,, 

y además por la Proposición 2'.3 se ~bÚen;> 
. d d; 
dt tq.,,= dt (l :-•P.:)'. 

Finalmente,. utilizando el. Teor~~a 2.8 se conclu~ que: 
d . 
dt (1 -. p.,) =t p.,µ(x + t). 

• 
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Teorema 2.10 Sea X la variable aleatoria que denota la duración de la vida 
de una persona, enion.Ces: · 

:C+n 
.: ~ .'f·.µ(y)dy = óo 

n-oo - . 
"'. 

Demostración. 
Primero se deinostrará. que: 

:~-, ·.(:·?.~-::t~<:S,:<~ .·~:Pz·.~~·~Q·. 
Por la Proposición 2.ayJ~·r)dinl~ión 2:~ se obtiene que 

•'.·.:~.":~(1 ;,;~~): . 
• ·' =»hliill (1-'P(T(:z:):::; n)) 

n~ .'.· 

· · =· n~{l - Fré2:>(n)), 

y utilizando (e) del TeoreD'.l;,. {T ~· c~~cl;,_;yé ~ue c 

1._.. ~ F~~>(n}= 1 -1 =O, 
R-t()() . . -~ ' 

'__..;.~. 

es decir, 
lirri ~ p., = o. 
n-oo 

Lo anterior conduce a las siguientes ignaldades: 

ln{ lim ',:,P;;,) = -oo 
n-oo _., 

lliii k(~~·j ~ -oo 
n-oo 

y finalmente, :--- - ··'-- - -. 
Jim <-'l:n(nv;;,)) = oo. 
.n~.:.C':_-.o ·<·---- ,-- . -

Por otra parte, utilizando (a) del Teorema 2.6 se tiene que: 

·z+n 

ln(nv:e),.: - J µ(y)dy 
. . . 

"' 
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y así, po:,. (2.4) se concluye que: 

z+n 

lim ( f µ(y)dy) = oo. 
"""""'°" 

"' 
• 

2.5 R.elación entre la función de superviven­
cia y la tabla de vida. 

En los problemas relacionados con las matemáticas a.ctuariales, juega un 
papel importante la duración de la vida humana. Las llamadas tablas de 
vida constituyen una manera conveniente de escribir la distribución de esta 
variable aleatoria. 

Definición 2. 7 Sea l 0 un grupo de recién nacidos donde cada uno de ellos 
tienen la mi.ama Junci6n de supervivencia S(x). Se.a I;(x) lafuncúin indicn­
dora para el sobreviviente j, es decir: 

I;(x) = { ~ 
Se define: 

si la persona j sobrevive a la· edad x 
en otro caso. 

41 

.C(x) = 2:I1(x) 
3=1 

COTTW el número de sobrevivientes a la edad x.· 

• 
Lema 2.11 La esperanza de que una persona ·del grupo lo sobreviva a la edad 
X es S(x), es decir: . 

E(I;(x)) = S(x) 
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Demostración. 
Calculando la esperanza de I;(x) se tiene que: 

1 ' 

E(I;(x)) EiJrJc .. ><i>, 
i=O:. . 

, 7 , OfrJC,;;>{O) + 1/rJ(:o){l) 
=, j;Jc;.;){1)': , 

como /rJ(:oJ{l) representa 18.pr?bapilidad de q\le una persona del grupo fo 
sobreviva a la edad x se i:xmclu~ 'qn,~!':'f ' , 

• 
Teorema 2.12 Sea X la v~rlable ~~~,~~ d~ta la duracidn de la vida 
de una persona y sea: , :, :,'-,, 

t .. ~E:c~c~});, 
que representa el número eSperrulo, de sobreviVientes a la edad X del grupo de 
los fo recién nacidos, entonce8: · · · , 

e .. '==loS(x) 

Demostración. 
Calculando la esperanza se tiene que 

lo lo 

e .. = E(C(x)) = E(EI;(x)) = LE(I;(x)), 
;-1 i=l 

y por el Lema 2.11 se concluye que: 

lo lo 

LE(I;(x)) ¿:s(x) 
i=l 

i=l 
·eciS(x). 

• 
85 



---- -------------------- -· ------- - --- -----

Corolario 2.13 Sea X la variable aleatoria que denota la durn.ción de la 
vida de una persona, _entonces: 

Demostración.· . . , . 

t'(x) 
µ(x)=--­
. t(x) 

Utilizando (a) del Teoreil1~ 2.5 Y, por el Teorema 2.12 se tiene que:_ 

S'(x) 
µ(x) = --; S(:z:) 

(~)' 
-~ 

Lo 

i~ 
-i,,, 

• 
Corolario 2.14 Sea X la variable aleatoria ¡ple cknota la duración de la 
vida de una persona_ entonces: · 

Demostración. 

·i.,;¡:.. . ..p,,,=-­
i,,, 

Por el Teorema 2.12 se tiene que 

i,,,+n ioS(x + n) 
--¡;- ioS(:z:) 

S(x+n) 
S(x) 

y por (e) del Teorema 2.4 se concluye que: 
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S(x+n) 
S(x) =,.p,.. 

• 
Observación. 
Bajo el supuesto de que las variables aleatorias I;(x) son mutuamente 

independientes e idénticamente distribuidas, se tiene que .C(x) tiene una dis­
tribución binomial con parámetros: n = lo y p = S(x). Sin embargo el 
teorema anterior no requiere el supuesto de independencia de las I;(x). 

Definición 2.8 Sea lo un grupo de recién nacidos donde cada uno de ellos 
tiene una funci6n de supenJivencia S(x}, sea 1;. (x) la funci6n indicadora para 
que la persona k del grupo lo muera entre las edades x y x + n es decir: 

I;.(z) = { 
0
1 si la persona k muere entre las edades X y X+ n 

en otro caso. 

Se define: 
#,. 

,.'D,. = ¿:r;.(x) 
k=O 

corno el número de muertes entre las edades X y X + n. 

• 
Lema 2.15 Lá ~ranz<i'·~ ~ una persona del !JnLpo lo muera entre las 
edadesx yx+n·es:: · 

·.· 'Jici;c;;))'~;~~>'2·:S(;;~"> 
Demostració11:> ... , ,,. >·. ·.· .. )·. 
Calculando la esperanzá·. se tiene que: 

.\ '• i· . . ' 

E(I;.(x)) 'E(Eifi.;c.;>(i)) 
. i==O 

- OÍJ,;é~){o) + lfz.;~,;,>(1} 
Jz,;(:)(1}. 
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corno fr;c,,,>(1} representa la probabilidad de que la k-ésima persona del grupo 
t 0 muera entre las edades z y z + n, utilizando la Definición 2.3 y por (a) de 
la Proposición 1.8, la expresión anterior es equiva.Iente a: 

P(z <X~ z+n) = F,,,(z+n) ..:..p,,,(z} 

y por el Lema 2.1 se concluye que: 

E(IZ(z)) (1 - S(z + n)) - (1 - S(z)) 
S(z) - S(z + n). 

• 
Teorema 2.16 Sea X la i;ariable aleatoria que denota la duración de la vida 
de una persona y sea: 

nd,,, = E(n'D,,,), 

el número esperado de Tnuertes entre las edades z y z + n, entonces: 

Demostración. 
Calculando la esperanza se tiene que: 

E [~~Z(z)] 
Lo 

2::E(JZ(z)), 

por el Lema 2.15 se sigue que! 

Lo 
E [S(z) -:::-§(z + n)) 

Lo 

_ (S(z) _-:-: S(z'+ n)) E 1 
- - ;_k=O 

(S(z}- S(z + n)}t0 • 
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Por el Teorema 2.12 se concluye que: 

( !=. - l.,+n) lo 
io lo 

e., -lz+no 

Cabe señalar que cuando n = 1 se hará la convención de que: 

n'D.,='D,,. Y nd.,=d., 
e.•,( ,:_,, 

• 

Teorema :2.1 T Sea X la variable ai'eaf.orla' ~ mide la duraci6n de la 'llÚ1a 

de una persona entonees: 

l.,µ(z) = lofx(z) 

donde fx(z) es lafunci6n de densidad de la variable aleatoria X. 

Demostración. 
Por el Teorema 2.12 se tiene que e.,= l 0 S(z), lo que implica que: 

e.,µ(z) = ioS(z)µ(z). 

Por el Teorema 2.4 se tiene que 

l.,Ji(z) =io(,;,Po)µ(:i:), 

y por el Corolario 2. 7 se demuestra ci11e: 

l.,µ(z) = lofx(z). 

• 
El siguiente teorema muestra la relación existente entre e., y µ(z). 
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Teorema 2.1s. ·.Sea X ·la váriable aieá.toriá que denof.a la duraciófi de la vida 
de una perso'TUÍ, entonéeS: · · . ' · · 

(a) e.,= eoeXi> {-jµ.(~)dy) 
(b) e-~~ e~éxp r~~r µ(y)dy\ ... ··. 

·. ·~- \.:. ·:z:" ·' ,.~. ) . ,,_, 

, :z+n: ·.J ·: .~>·-: ->·, 
(e) .,d.,= .f f,¡µ(y)dy • . .. 

Demostración. 

(a) P.;r (a}'ciei Teorema 2.5 se tiene que: 

entOnces, 

y 

lo que implica que: 

_ S'(x) = µ(x) 
S(x) 

d . 
- dx ln(S(x)) = µ(x)'. 

ln(S(x)) ,:;,, ~· jµ(y)dy, 
o· 

Por el Teorema 2.12 se concluye que: 

e.,=eoéxp{-lµ(y)dy). 
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Ahora se supondrá que se comienza con un grupo de personas de 
edad X denotado por e,,, entonces utilizando (a) del Teorema 2.5: 

·s1(x.+n) · : !·'·' 
S(x+n) .= µ(x+n) ·· 

entonces, 
- !m(S{x +n))'~ µ(x+n) 

y 
, , . "z+n 

ln(S(x *TI.)} ~ - f µ(y)dy; 

lo que implica que 

Por el Teorema 2.12 se deniueStra que: 

(b) Se sabe por el CorofuriC. :ha q\i;, · 

Jeuµ(~)dy 
- z .· -.,· ·~::.:" . ' 

y así, por el TeoreIDa 2.16 se concluye que 

ndz ·= l: - l:+n• 
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2.6 Esperanza de vida 

A continuación se enunciará la definición de la esperanza de vida, ta.m.bién 
llamada esperanza. completa. de vida de una persona de edad x, así como 
algunas propiedades. 

Definición 2.9 La esperanza de 'Vida de una persona de edad x, de-
1Wtada por ~ se define como: 

ll.,= E(T(x)) 

la cu.al expresa el número de años en promedio que le correspondeni vivir a 
una persona de edLid x.· . 

• 
Teorenia 2.19 Sea X la variable aleatoria que denota la duración de la vida 
de una persona de edad x tal que: 

entonces se cumple que: 

Demostración. 

lim t .... ., = o '· t-.oo -~ ~-. , 

Por la Definición 2.9 se.tien~ que:. 

ll.,==E(T(x)). 

Calculando la esperanza'. de T(xr y pcir.É:l Toorema ·2.s se obtiene que: 

o 
e., · i]tfi-c~í(i)tit • 

o 

~ J ~.p~µ(x + t)dt.' 
o 
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Utilizando el Corolario 2.9 se tiene 

~ jt :t(l-,p.,)dt 
o 

. ·100

.-. t.!!. p dt .. 
dtt "' , . o. . ... . ,. 

integrando por partes, 

= t(-.p.,) lo -J-tP.,dt = t(~tP.,) lo +] .p.,dt • 

• o .·• o 

Como: 

se demuestra que: 

lim ttp., =0, 
t-.oo 

,;, . ,..,·o ·.·~.:.., ¡.-··;;: ~' 

• 
Teorema 2.20 Seo. X la variable aleatoria. que denota la duraci6n de la vida 

de una persona tal que:. ~é({~;)~ 
0 

entonces se cumple que: 

.· ..... V ~r(~.(x~) ,f ~ ?JtP_~dt.-; .. <~:)2 .•....• 
Demostración.• 

. Primero se calculará.el seg.:.tldó mo~ento d.; la.váriable aleatoria T(x): . .. ··-··· · .. ,., . <". -·~;' '. '· .•,. ,.' " . -

E(T;(~n=Jt2~T(o:J(t)dt, 
o . 
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y por el Teoremá._2.~ 5e tiene que 

ECTa(x)(~ l t~(tP,,)~(x + t)dt. 
. o 

Ahora, d~ acuerdo .tl Coi;o~~2.,9.:"e obtiene que 

e integrando por partes_ 
··"··, 

,, - '~·~<l2cdis1~:-z:-t;~,,dt) . 
Además 

.,.;.;};:. ,:;~: . ,, ~ 

entonces 

E(T2(x)) =21 t.p,,dt. 
o 

Yasí, por el Teorema 2.19 se dem~estra que: ': 

Var(T(x)) = 2 f ttP~dt-; (~)2• 
. o . . 

• 
:Es importante señalar que la rudstencia de ~ depende de la distribución 

de la variable aleatoria X, la. cuál denota la duración de la vida de una 
persona. 

Definición 2.10 El número total. esperado de años muidos entre las 
edades x y x + n de los sobrevivientes del grupo inicial, se define por: 

nL,, ==' ju,,+tµ(x + t)dt + nt,,+n 
o 
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donde, el primer término cuenta los años vividos de aquellos quienes murie­
ron entre las edades x y x + n, y el segundo término cuenta los años vividos 
entre las edades x y x + n de los sobrevivientes a la edad x + n. 

• 
Teorema 2.21 Sea X la variable aleatoria que denota la duración de la vida 
de una persona entonces: · 

Demostración. 
Por el Corolario 2.13 se tiene que 

f.'_ 
µ(x+t)=-~, 

. . ' l:+• 
entonces 

lo que implfo~ que 

.,.L., =] tlz+tµ(~ + t)dt '+ 'ne.,+n -=] t(-l!'=+<)dt + nt-.... (2.5) 
o. --~ ---=· - o 

•· ,.,.,'·¡;-,-- -=~-~ ,,-';,~;,_---

Integrando por.partes a ft(-t:O+t)dt se obtiene 
º·.,.•·e:' ·, -.:;.·, •"' . .,. 

j t(-f!.,_;.~d(ij.z}i~.tif"}-~+•dt = -nl.,+n+ j l:+•dt. (2.6) 
o . " ' '. ,, . •'. . . 'o :: o 

Sustituyendo •<~-~~~}~~~.~':4 ~~ei,e .q~(" 
j t(-~+~)~t;rit.,+n ~ -~-~·+ jt .. +,dt + nt.,+n = j t.,+odt, 
o . ,_ ·' o o 

y así, Se ~muest~a que: 
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• Enseguida se dará un concepto. que relaciona nd., y nL,,,. 

Definición 2.11 Se define la tasa central de m.ortalidad sobre el inter­
valo (x, x + n) oorrw: 

j l.,+,µ(x + t)dt 
n1'nz=~º~~~~~~-

j e,,,+tdt 
o 

La tasa central de mortalidad es .la tasa promedio de muertes del grupo 
lo sobre el intervalo (:i:, x + ·n). · · · · 

• 
Teorema 2.22 Sea X. la variablé ;;ieD.t,orüJ, que denota la duraci6n de la vida 
de una persona, entonces: . 

Demostraci6~. ,.; ·• ··'''°· .... ··. . .. · 
Por el Corolario 2.13 se tiene que! 

,., .J.. ~·· .. R!.' 
µ(:i:+t)=-~. 
. l.,+• 

'] e.,+t,.¿;.; + t)dt 
o 

je.,+< (-~:::) dt 
o 

j -e'.,+,dt =-e..+<!~ 
o 
-i.,+n+i.,. 
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·' 

por lo que. 

j l,.+.µ(x ~ t)dt = l,. - l.,_ .. 

o 
Por otro lado por el Teorema 2.21. 8e tiene que: 

.;: . ·" n 

·.·ni~ "= '.f e .. +,dt 
.. O· 

De (2.7) y (2.8) se si~e que: :~ .. ;: · 
. ·n :" .. :·>:· .;· .... , :·/:, >: 

fi-¡¡L(:1i'+'.t)dt o· .. . · i,,;-"-.lo:+n 
nm:c= . n .,. nL~ 

•. fi.,~dt . 
. .. o •. 

Utilizando el Teo~ema 2.16 ~):oncluye que:·. 

i., .::_ e .. ~ · ;;,d., 
nL.,;... ~· nL., -. 

(2.7) 

(2.8) 

• 
Observación. 
Como antes en el <;880 de que n = 1 se ha.ce la siguiente convención: 

Definición 2.12 Sea X: la variable aleatoria que denota la duración de la 
vida de una personá; se define al núm.ero prom.edio de personas vivas 
de edad m.ayor o~ igual a X corrw: 

T., = l tf.,+tµ(x + t)dt 
o 
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Teorema 2.23 Sea X la variable aleawria que denota la duraci6n de la vida 

de una persona tal que: 

enwnces: 

T,. =]e .. +,dt 
o 

Demostración.' 
Por el Corolario 2.13 se tiene que: 

l~+• = ~l .. .f.iÍL(x + t), 

lo que implica que . · · 

T,. Jfl,.+tP.(X + t)dt 
o ' . 

j -te.,+tdt; 
o 

e integrando por partes, 

T,. -tl..+t '¡go -]-'-l..+tdt 

y así, se demuestra que: 

o 

,...- fün tlz+t + ¡"" lz+tdt 
t-oo 

o 

j l..+tdt 
o 

T,. = j l:o+tdt. 
o 

98 

• 



Observación. 
T.; puede ser interpretado como el límite de .,.L,,, cuando n tiende a infinito. 

Por último se enunciará una ielaciÓii ~te entre ~ y T., mediante el 
siguiente teorema. · ·-

- ' '·"·f:-
Teorema 2.24 Sea X la variable aleatoria qúe denota la dum.ci6n de la vida 
de una persona entonces: · · · · 

Demostración. 
Por el Teorema 2.23 se tiene que: __ __ 

-,~' -·-'~.; ··' ,-

::. -oc»· . . , · 
.· __ ._ .- .-. ', fi*dt - . .;., 

_ T,,,· · o .. - . - . · ···-¡ i,,,+< d.t 
i,,, =:= ~= .--¡;- ' 

' ' o 

y por el Corolario 2.Í4 

•·¡""° i:z:+tdt'· ___ ··¡·;;,, 
' .••. "'7; _· ;"" ' p,,,dt. 

'0.- Ot ' 

Utilizando el Teoremá. 2.19 8e'desmuestra que: 
T,,, o 
·2,,,=e,,,. 
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2. 7 Ejercicios resueltos 

1.-Completar la siguiente tabla: 

Solución: 
Primer renglón de la tabla: 
De acuerdo a la Definición 2.6 se tiene que: 

de donde se observa que 

µ(x) tanx 
sen(x) 
cos(x)' 

fx(d:) ~sen(~) y S(x) = cos(x). 

Utilizando el Lema 2.1 se c<:,nclu;Ye que: 

Segundo renglón de la t~bl~ 
Ocupando el Lema' 2.i y (e) de la Definición 1.16 se tiene que: 

Fx(x) = 1 - e-"' 
fi;(x) = e-"', 

y por la Definición 2.6 se concluye que: 

µ(x) =l. 

Tercer renglón de la tabla: 

100 



Utilizando el.Lema 2.1 y (e) de la Definición 1.16 se tiene: 

S(x)· 

fx(x) 

1 

l+x 
1 

{l+x)2
' 

ahora, por la Definición 2.6 se obtiene: 

1 
µ,.,= l+x· 

Por lo tanto la tabla queda de la siguiente furma: 

2.-Calcular la correspondiente función de supervivencia. En cada caso 
x~O. 

(a) µ(x) = Bd" B > O 

{b) µ(x) = k:z;n n > O 

(e) µ(x) = ~ a> O 

Solución: 

{a) Como 

e> 1 {Gompertz) 

k > O {Weibull) 

b >O {Pareto) 

] µ(y)dy ] Bd'dy 
o o 

B--e" I"' ln{c) ó 
·B 

- ln{c) (d"-l], 
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y utilizando (2.3) se tiene que: 

S(x) = e-r.!lcJ!c"-lJ. 

(b) Como 

] µ(y)dy 
o 

y utilizando (2.3) 'se obtiene que: 

S(x) = e-*1;-n+i. 
. . ' . . 

(c) Observe que 

1:~;;ydy 
o 

lµ(y)'fY 
o 

- ahl(b+x)I~ 
aln(b + x) - aln(b), 

por lo tanto, utilizá.ndo'(2.3) se tiene que: 

3.-Si 

calcular: 

's(x) e-01n(1>-+=)+oln(b) 

'e-•n(Cb+zi-•)+ln((b)") 

e- •n[(b+z)-•(b)"j 

(b + X)-G (b)° 

(1+ ~fº. 

[ 
X ] ~ S(x) = 1--

100 
0 :5 X :5100, 
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(a) 17p19 

(b) isqaa 

(e) 1SJ13q36 
(d)· µ(36) 
(e) E (T(36)) 

Solución: 

(a) Utilizando (e) del Teorema 2.4 se tiene que 

17p19 
8(19+ 17) 

8(19) 

(1 - A)~ 8 
100 - -

(1-t~)~-9· 

(b) Por (d) del Teorema. 2.4 se obtiene que 

16
q

36 1 
_ 8(36 + 15) 

8(36) 

1- {1-fJ;;)-! =.!. 
(1- i~)~ s· 

(e) Por (e) del Teorema. 2.4 se tiene que 

1s11aq36 (1sP36) (1aq s1) 

(
S(51)) el - S(13 + 51)) 
S(15) 8(13) 

{1-fk)~ (1- {1-~)3) 1 
(1-..&)! (1-...!1!.)5 =s· 

100 . _100 

(d) De (a) del Teorema 2.5 se sigue que 

µ(x) 
! [1- -ffi;] (~) 

[1- l~li 
1 

200 [1- 1~]' 
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por lo tanto: • . . ·1' . . . 1 
· µ(35) = 200 [1- ~] = 12s· 

(e) Utilizando. el Teorcmia 2.19, Y. por (e) del Teorema 2.4 se tiene que: 

E(T(36)] 

4.-Demostrár que: 

(a) fzl,,,µ,,, <O 

(b) -!zl,,,µ,,, =o 
(c) -Jzl,,,µ,,, :> O 

Soluci6n: 

(a) Se sabe que 

cuando . ;.-Jzµ;, < · µ~ • 
cuando. 

-cuándo 

-!zµ,,,= µ~ 

-!zµ,,, > µ~ 

por (a) del Teorema 2.5, y ¡x;rel T:'°~ª 2 .• 12 ~e tiene que 

:. '¡"c.i .. (:..Ji.¡)·G~;>Jc;;>)+~c·> f:. (-~:c;;> )) 
. .·_ ~; -:-; _,::' _-. - . . . . -. - - : . - - - . 
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por lo tanto 

Por otro lado 

d 
d.xµ(x) ~ (µ_(x)) 2 

por lo tanto 

! (~~~~;>)-(-~~~;>Y 
-{~s(x)) S(x) + [cífcS(x)]2 

(S(x))2 

-(~s(x>) 
S(x) 

d __ -
2 

-(~s(x)) 
dxµ(x) - (µ(x)) = S(x) ·- • 

(b) Por hipótesis se tiene que: 
d --- -

• d.x¡.i(x) :C: _(µ(:z:))2' 

lo que implica ·que 
d"- - -- .---
dxµ(x) - (µ(x))2 < º· 
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y por lo tanto de (2.10) se obtiene que 

Por la Definición 2.1 se ti'71:~ q~e S(x) >O, lo que implica que 

, '~ (:2f(:z:)}< O, 

por otro lado. lo > o, por l~ tá.i.to ~e 2.9 y de la expresión anterior 
se concluye que: · · ., · · · 

. d 
___ -.·-• dx~J:'°~x)._<;_O. 

( c) Por hipótesis se tiene que:" .. 

d '.•." . 2 
_·· dxµ(x) = (µ(x)) , 

lo que implica"que 

d . . . 
dxµ(x) - (µ(x)) 2 =O, 

por lo tanto de (2.10) se tiene que 

-(;t;s(x)) 
S(x) =O. 

Por. la Definición 2·.1 se tiene que S(x) >O lo que implica que 

por otro lado lo> O, por lo tanto de (2.9)y la expresión anterior 
se concluye que " " . 

d 
dx~~lf (x) = O. 
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( d) Por hipótesiS 6e tiene que: 
d _-- _- --

d:i:µ(:i:) > (µ(:i;))2. 

lo que implic&: q~.; · · 
d-,_ -

e d3:µ.(z) -:- (µ(:i:))
2 > O, 

por lo tanto de {2,10) se tiene que 

-(~s<:i:>) 
S(:i:) >o. 

Por la Definición 2.1 se tiene que S(:i:) >O, lo que implica que 

: (!2 ~(:i:)) >O, 

por otro 18.do lo >O; por lo_ tanto de (2.9) y la expresión anterior 
se concluye que ,,a_· _ .:_: 

. d3: l,.µ(:i:) > o. 

5.- Si la variable aleatoria T ti~kfün~ión de densidad dada por: 

calcular: 

(a) E[T] 
(b) Var[T] 

- ," '< .,-,,_-__ • 

t:r(t) ;,,{:'ce;· !i~!!:oc~- ' 

( c) · medilwa[T] 

Solución: 

{a) Debido a que T ~ exp(c) entonces se tiene que:· 

1 
E(T) =~· 
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(b) Como T,.., e:xp(c) entonces se tiene que: 
··.· ... · 1 

V~;(T) =&· 
( c) La mediana d~b~ ~át¡;.f~ ici ~igwente: 

1;·· Jm .·-2 ·. '.· .ce..:.'ddt 

de lo anterior se tiene que 

entonces 

-cm. 

por lo tanto 

6.-Si µ.,+t = t, t ~o., calcular 

(a) ,p.,µ.,+< 

(b) é'., 

Solución: 

o . 
... ~e:ce(; 

·=: ·-e-.=+:l, 

ln(!) 
2 

ln(l) - lD(2) 
-ln(2) 

lxi(2) 
ni=--. 

e 

(a) Utilizando (b) del Teorema:'2.6 ;;é tieÍle que: 

tPz = e(-l~(x +s)ds) 
e{7;¡~ds} = e-'i, 
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por lo que 
tP:z:µ.,+t = te-1i. 

(b) Por el Teorema 2.19 se obtiene que: 

O'¡"°.¿_' e.,= e-Tdt. 

o 

Debido a que la función de densidad de una variable aleatoria T 
con distribución normal(0/1) es la siguiente: 

fT. (t) = -¡oo - ~e-1idt, 
. - - v211" 

~--·"--oc:» 
~ . . 

y por ser una distribució¡{·~miétrica se tiene que: 
.,. ... :·. -: ::· 00 . 

e"., '== /A"if';,~e~'idt 
-- -- o., . - . 

- vif 1·t·2:Ji 
7.-El núlnero pro~edio de Bñas~~Vi~rn. e"i:itre las edades x y x + 1 del 

grupo de sobreviviente5 que ~unó'eD.tr.;'e8as edades, se denota por a(x) y se 
define como:. · 

. ,_ -1··; . 

. . ftl.,+.µ,.+tdt 
a(x) = _ol_-___ _ 

J l.,+tµ:z:+tdt 
o 

DemoStrar las siguientes relaciones: 

(a) a(x)d., = L,,, - i.,+i 

(b) T.,= E L.,+k 
/:=O 
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Solución: 

(a) Utilizando la Definición 2.10.en el nuniera.dor y (c) del Teorema 
2.18 en el denolcinador se obtiene que:_ · 

. ·'.t~<x) ;;;:_=:::~ 
'"'·'· r.;~ . ._~,· ·-~~e, '·~ 

y por el Teorema 2,i6•se dfilnue>traque 

·>:_i~(~)1j~'i~·~ l.,+1: 

(b) Utiliza.lldo el Teor;;;rr{.i- 2.21 si'.;'t:ie:..ie ii_u~ 

· . . To .)~'(t '- d<) 
]t.,;~dt, 
o 

y por el Teorema 2.23 se demuestra que: 

00 

T.,=¿L.,+1<· 
k=O 

8.-Considere la. siguiente función de supervivencia 

scx> '."' [1- ~r- º :::;; x :::;; w, °' > º· 
Calcular: 

(a) µ., 

(b) e°:a: 
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Solución: 

(a) Utilizando (á) del Teorema 2:s ~ cibtiene 'que: 

w::-:r: 

(b) Por el Teorema 2.19 y por- (e) ~"'1.~~a. 2.4 se tiene que: 

9.-Demostra.r que: 

y si 

,"'·¡.· ~7scx + t) dt.· 
o·--- ·-·S(:r:)-·,-. 

·"'¡-= [1 :...- ~]'" dt 
o [1.,:,_ ~]'" 

-=--1~=-w-!=[1- :r:~t]ª dt_ 
[1--,~]° o 

w-:r: 
a+1· 

!!_ tP: ==t P: [µ(:r:) - µ(:r: .+ t)]_ 
ª= 

3 10 
µ(:r:) = 100 - :r: - 250 - :r: pe.re. 40 < :r: < lOO, 

calcular 40pso. 
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Solución: 

Utilizando (e) del Teorema. 2.4 y por (a) del Teorema. 2.5 se obtiene que: 

8 
8 ,,, tP: 

8 S(z+t) 
8,,, S(z) 

~S(:z:) - ~S(z + t) 
[S(z)]2 

_1_ [~S(z) - ~S(z + t)] 
S(z) S(z) ·• ·. 

_1_ [8S(z+t) _ ~S(z+t)] e· S(z+t)) 
S(z) 8,,, S(z) S(z + t) 

S(z+t) [ ~ 8 -:"'>] 
S(z) S(x + t) - S(z) 

tP: [-µ(:z: + t) + µ(z)], 

entonces se cumple que: 

tP: = µ(z) - µ(z + t)" 
. . 

Para calcular 40p50. se utiliza. (a) del Teorema. 2.6, obteméndose: 

10.-Si 

calcular 

(a) ioLso 

(b) iomso 

4oPso e (-/uo_3 .. - • io ds) 
. 

50
.· •. 100--:s /250-s•· 

e (-2.596878) ""'7~4Si X lÓ-2 

e,,, = 100 - z para o ~ z ~ 100, 
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Solución: 

{a) Utilizando el Corolario 2.13 se tiene que 

-1 
µ(:i:) = 

100-:i:-t' 

entonces por el Teorema 2.21 se obtiene que . ·:. . . . 
10·· . .' 

10Lro =}(1fir{';;:; SO ...:. t) dt = 450. 
o . . . 

{b) De la Definición 2.11 se sigue.que 

10 
J {100 ;_ 50 - t)dt 

.. ·.O . .. . . . 
.1omro = 450 
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Capítulo 3 

Economía del Seguro 

3.1 Introducción 

En ocasiones, los planes de las personas se ven frustrados por algunas cir­
cunstancias que no se tenían contempladas, por lo cual no se desarrollan con 
total certeza. El seguro está diseñado para proteger a los individuos en con­
tra de las posibles consecuencias que se obtienen como resultado de eventos 
aleatorios. 

Cabe mencionar que el seguro está restringido a eventos aleatorios que 
pueden medirse en términos monetarios. De igual forma el seguro no reduce 
directa.mente la probabilidad de ocurrencia de algún evento, si no que es un 
mecanismo para reducir el efecto financiero adverso de los eventos aleatorios 
que impiden la realización de los planes futuros. 

La justificación económica del seguro es que contribuye al bienestar ge­
neral mediante el mejora.miento de la perspectiva de que los planes no se 
frustrarán por eventos aleatorios. 

3.2 Teoría de la Utilidad 

La teoría de la utilidad surge como necesidad de proporcionar diferentes 
puntos de vista en la toma de decisiones en la que se encuentra involucrada la 
incertidumbre. Se define el valor de un proyecto económico como un resultado 
aleatorio que será el valor esperado, sirviendo esto como una solución a este 
tipo de problemas, es decir, los posibles resultados aleatorios monetarios 
serán reemplazados simplemente por su valor esperado. 
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De acuerdo a este principio, una persona que tenga que tomar una decisión 
(tomador de decisiones) será. indiferente entre asumir la pérdida aleatoria X 
y pagar el monto E [X] para resarcir la pérdida económica. 

Este principio es inadecuado para algunas personas ya que depende del 
monto de la pérdida aleatoria y de la distribución de los posibles resultados 
de la variable aleatoria X. 

Muchas veces los tomadores de decisiones cstará.n dispuestos a pagar má.s 
que el valor esperado, ya que su posible pérdida aleatoria puede ser mayor. 

Sea w el monto de la riqueza de un tomador de decisiones medido en uni­
dades monetarias y sea u ( w) una función de utilidad estrictamente creciente. 

La transformación lineal 

es.equivalente a u (w). 
Una vez que se ha determinado la función de utilidad, se utilizará. para 

elegir entre dos alternativas, las cuales se denotará.n por las variables aleato­
rias X e Y. 

El tomador de decisiones' elegirá. X si. sucede que: 

E [u(w ~X)J>'.'E [u(w +Y)] 

o 

E [u(tll+x)J ';;;/E [u(w+ Y)]. 

Es importante mencionar que: 

1.- La teoría de la utilidad Será. elaborada bajo la suposición de la exis­
tencia de las preferencias de algún evento, así como su probabilidad de ocu­
rrencia. 

2.-La función de utilidad no será. determinada en forma única, pero las 
preferencias se preservan cuando la función de utilidad es un incremento 
lineal de la función original. 

Sea u(w) la función de utilidad original y sea: 

u'(w) = au(w) + b, a>O 
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un increm~to li~~ de ~ ( ,",,) y ~i; - · _ 

' E [u(X)) >.E [u(Y)) , 

entonces se tienen lM siguiente5 im.plic8ci0nes: -

,,:,-·j;)''.;tf;~~;!P}~~#~l.'='f,~,{f[~(Y)) 

:: .: ::: ::·: ~ _1_;;'.~:~:~~1~E!~;,~:~~--~7c~>1+ b _ -

·-"'- 'E(il'iiciic.iy1+b]f::2•;E(~E [u(Y) + b]} · 

si y Sólo ~i', ! 
-'E[a~(X)) +E [b] > E[au(Y)) +E [b] 

y por lo tanto: ·-
E[u'(X)) > E[u'(Y)). 

3:- Si la función de utilidad es lineal con pendiénte poaitiva, es decir: 

u(w) =aw+b, a'> O 

y si: 

E(X) = µ,,,, E(Y) _= ¡i~;-
entonces 

y 

E[u(X)] = E[aX +'.. b] ,;,, éi '.E [X] ~f E [b] = aµ,,,+ b 
·,· .. ·-.,:c)-1. 7:.t·_- .. .f:<_, ·\-s·,-> ; .. 

E[u(Y)] = E[aY+:bJ~ ;2_E[YJ.:j_"E[b) = aµ11 + b; 
y si además, 

· E [u(X))>E[u(Y)] i. 
se tiene que 

a E[X] +b>°aE[Y] +b 

y por lo tanto : . 
,;: ,·,: 

µ,,, __ >:_ µ,,, 

es decir, el principio del valt:lr esperado es consistente con la tranformación 
de la función de utilidad._ En este contexto E(X) = µ recibe el nombre de 
prima pura. o neta. 
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3.3 Seguro y utilidad 

Suponga que el tomador de decisiones tiene una propiedad la cual está ex­
puesta a ser dañada o destruida en el siguiente periodo y desea adquirir un 
contrato con una aseguradora. Dicha aseguradora emitirá pólizas las cuales 
serán una promesa de pago para el dueño de la propiedad, definida por un 
monto igual o menor a la pérdida financiera. Por otro lado el asegurado de­
berá hacer pagos llamados prim.as para protegerse contra el posible siniestro. 
Si dicha propiedad sufriera algún daño o destrucción durante el periodo de 
la póliza, se efectuará el pago del siniestro por parte de la aseguradora. 

El monto de la pérdida es una variable aleatoria denotada por X, con 
función de distribución conocida. 

La pérdida esperada para el siguiente periodo E(X) puede interpretarse 
como la pérdida promedio a largo plazo. 

Muchas veces con el fin de considerar cierta seguridad contra las posibles 
pérdidas, la aseguradora decide incluir gastos e impuestos entre otras cosas, 
cargándolos adicionalmente a la prima neta. 

Sea H la prima cargada dada por : 

H = (l+a)µ+c a> 0,c> O 

donde aµ se asocia a los gastos ocasionados por la pérdida y e a los gastos 
fijos. 

El dueño de la propiedad tiene una función de utilidad u(w) donde w es 
la riqueza medida en unidades monetarias. 

Si el propietario enfrenta un evento que lo puede llevar a la pérdida aleato­
ria, es indiferente entre pagar una prima G y asumir la pérdida: 

u(w - G) = E[u(w - X)]. (3.1) 

El lado izquierdo representa la utilidad que el propietario recibirá si decide 
asegurarse y el lado derecho indica que él asumirá la pérdida aleatoria. 

Si la función de utilidad del propietario es una transformación lineal: 

u(w)=bw+d, b>O 
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y se aplica el principio del valor esperado, utilizando (3.1) se tiene que el 
propietario adoptará o será indiferente en adquirir un seguro, cuando la uti­
lidad que el propietario recibirá si decide asegurarse es mayor que la utilidad 
promedio si decide asumir la pérdida, es decir: 

u(w - G) = b(w-G) + d ~ E[u(w - X)]= E[b(w -X)+ d] 

lo cual implica las siguientes desigualdades: 

b(w - G) + d ~ E[b(w - X)]+ E[d] 

si y sólo si 
b(w-G) + d ~ b[E(w -X)] +d 

si y sólo si 
b(w - G) + d ~ b[E(w) -E(X)] + d 

si y sólo si 

b(w-G) +d ~ b[w-µ] +d 

si y sólo si 
-G;:::-µ 

y por lo tanto: 
G::;;µ. 

es decir, el propietario decidirá comprar un seguro cuando el pago del seguro 
(prima) sea menor o igual a la pérdida esperada y asumir la pérdida en otro 
caso. Por lo que, en este caso, el monto máximo de prima que pagará será µ. 

Cabe mencionar que la función de utilidad no tiene porque ser lineal, sino 
que tB.I11bién puede ser cuadrática, exponencial, logarítmica o de cualquier 
otra forma particular. 

A continuación se mostrará la relación que existe entre la aseguradora y 
el asegurado con sus respectivas funciones de utilidad, para ello se requiere 
de las desigualdades de Jensen. 
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Desigualdades de Jensen 

Proposición 3.1 Sea X una variable aleatoria y u( w) una función de utili­
dad creciente, ron primera y segunda derivada: 

(a) Si u"(w) <O entonces E(u(X)) ~ u(E(X)) 

(b) Si u"(w) >O entonces E(u(X));;;?: u(E(X)) 

Demostración. 
Se analizará el caso u"(w) <O y u'(w) >O. 
Si E(X) = w existe, se considera la línea tangente a u(w) en el punto 

(µ,u(µ.)): 
y= u(µ)+ u'(µ)(w - µ) 

Debido a que u( w) es estrict8Dlente cóncava, su gráfica estará por debajo 
de_ la línea tangente, esto es, 

u(w) ~u(µ)+ u'(µ)(w - µ) 

para tod~ los valores de w. 

Si se reemplaza w por la variable aleatoria X y se toma esperanza a la 
desigualdad se tiene que: 

E[u(X)] ~ E[u(µ) + u'(µ)(X - µ)] 

lo cual implica las siguientes desigualdadeá: · 
'· ·.· ·:.: .::' _·· .. · .. 

E[u(X)] ~ E[u(µ)] + ':°'(µ)E(X - µ) 

si y sólo si 
E[u(X)] ~u(µ) +u'(µ)[E(X) - µ)] 

si y sólo si 
E[u(X)] ~u(µ)+ u'(µ)[O] 

y por lo tanto: 
E[u(X)] ~ u(E[X]). 

La demostración de la segunda desigualdad es análoga, _teniendo en con­
sideraci~n que si u"(w) >O entonces u(w) es estrict8Dlente convexa. 

• 
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. Si se supone que. el tomador· de decisiones tiene una función de utili~ . 
dad tal que u"(w) < O y u'(w) > O. Aplicando (a) de la Proposición 3.1 a 

u(w-G) = E[u(w-X)], 

se tiene que 

.. E[u(w:--:-X)] ~ u[E(w-X)] = u[E(w)-E(X)]:::;; ú(w-µ), 

es decir 

. u(w-.G) :51.1.(w.-:-cµ). 

Comc:;u•(.,¡,j :> Oentoncesu(w) es~iente,~J:'loque 

(w-G):::;; (w-µ) 
. . . - . - . . 

sumando '-w a ambos lados de la desÍgualdad se tiene que 

-G:;;~µ 

por lo tanto: .. 
G ;¡. µ 

con G > µ a menos que X sea constante. 

De lo anterior se puede concluir que si el tomador dé .decisiones tiene una 
función de utilidad u(w), será adverso al riesgo si y Sólo si u"(w)< o.· 

Sea 1.1.1(w) la función de utilidad de la asegUradoraj: w 1,;.ú:nivcl de_ riqueza 
medido en térzninos monetarios. · · .. .. ··/· • :'.:: · .. ·::· ;•':•·1·C.' ··"· ·· · ·: · .: · 

El mínimo valor aceptable de la prima cargada H ~Éí.i~ ~~ la. pérdida 
aleatoria X puede ser determinada por: 

1.1.1(w) = E[uicw:i;:w::;:;·x)]'~::· 'i'~ ·'·' ·. · (3.2) 

donde u 1(iu) es la utilidad de la aseguradora ai 'as~:·el rleSgo y:·. 
. . . . .~~ .. -;., :. ;-:.~·:·f>;·~:;{JS: .. ,:;·.--~·~~:r-.r~.-;·. '. -:~'6-~t~ .. -~ 

E[1.1.1(1JJ +H.-:-X)];, ,J;,¿>•• 

es la utilidad esperada de la asé~ii.dc:;ra ;;l.t~ID.ar el rl~go, esta ecuación 
representa la indiferencia al riesgo de la aseguradora. 
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Si la función de utilidad de la aseguradorau1 ( w) es tal que u" 1 ( w) < O Y 
uí(tti) ::> O,'entonces se puede aplicar la desigualdad de .JerÍsen~ éle lo CU:al se 
obtiene: ' · ·.: · ,., ,.,. . '· ' · .· · ' · 

E[u1(w+H-X)] 

de acuerd~.~ (:J.2) .se tfone que: 

:5 u1(E[w+H~X]) 
u1 (E[w]* E[HJ ;:-::'. E(X]) 
u1(w+H...:.:µ],' 

Como uí ( w) >; ,O entonces u 1 ( w) es crecient~, de donde se tienen las siguientes 
desiguBldad~::: .. ,,:: .: ·' · ·· · . 

';;,'-5,'w + H::._ µ 

si'! sólo si 
0:5H.-µ 

si y sólo si 
µ:5H 

es' decir, si sucede queµ :5 H, el asegurador será adverso al riesgo, donde 
H es la mínima prima cargada aceptable para pagar la pérdida X y µ es la 
pérdida esperada. 

Sea Gel máximo monto que el asegurado está dispuesto a pagar. Si sucede 
queµ :5 H :5 G, el contrato se puede llevar a cabo satisfactoriamente. 

3.4 Modelos individuales de riesgo a corto 
plazo 

Como se vió l ... teoría del riesgo requiere de un modelo probabilístico para 
las pérdidas potenciales. En esta parte se examinará uno de los modelos 
comúnmente utilizados. 

Sean Xi variables aleatorias independientes que denotan la pérdida del 
i-ésimo riesgo asegurado y sea n el número de riesgos asegurados, se define 
S como la pérdida aleatoria de este conjunto de riesgos, es decir, 
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En el modelo individual del riesgo no se reconoce el valor del dinero en el 
tiempo, se discutirán modelos cerrados donde el número de asegurados n es 
fijo y conocido al principio del periodo. 

3.4.1 Modelos de variables aleatorias para reclamacio­
nes individuales 

El asegurado contrata un seguro para un periodo de 1 año, si el asegurado 
muere dentro del año, la aseguradora le pagará la cantidad b y si sobrevive 
no se le pagará nada. 

Sea q la probabilidad de reclamación durante el año y sea X la variable 
aleatoria que denota el monto de la reclamación cuya función de densidad 
está dada por: 

{ 

1-q 

f(:z:) = 6 
:z:=O 
:z:=b 

en otro caso. 

y cuya función de distribución es: 

F(:z:) ={ 

oo , ::~· .. ' . ;. '"~ ~ ·.; ··~ T :.: .. :: . -
E cx1 = E ;;;¡(ii:f~:'oci:::: q) + bq = bq 

:z:c:O· : . 

y 

~·.·· ·::i~:""\··:'.:i.:~ ;,,'. . 

E [x2
] = f::i:2ic~)"."''02{i-q) + trq = b2q 

" · · , ···.~~;L~·~:{~4~\~~L-~~-/t~:~~<«_;_~Z; ;_,:-: 
V ar( X) = k [x2] ;:B~ [i]S b~q ~ b2q2 = b2q(l - q) 

Sea I la variable aleatori~ .~lt.i que ; (. 

· i(. ·.:)".C.:.·.·{ 1 .. :ési l;,., muerte ocurre 
· :z: - : Q : , en otro CllSO. ' 
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entonces la función de densidad de I(:z:) está d;wa por: 
r• : /"' • • "." • 

. . ..•.•. {.). q ~iI(:z:) = 1 
frez>(*) = .1 ;_ q si I(:z:) ='=O.' 

de tal modo que X puede verse de la siguiente forma: 

X=Ib 

donde b es la cantidad que se pagará si ocurre la. muerte. 

Si se considera que pueden ocurrir varias reclamaciones en un periodo de 
tiempo, por ejemplo, accidentes y enfermedades, se obtiene que el monto de 
reclama.ciones es también una varia.ble aleatoria. que depende del número de 
reclamaciones en el periodo. 

Sea. B el monto total de reclamaciones durante el periodo e I la. va.ria.ble 
aleatoria. indicadora. de que al menos una. reclamación ocurre. Entonces se 
puede escribir: 

X=IB. 

TeoreI11R 3.2 En el modelo X = I B se tiene que: 

y 

E(X) = µ.q 

y 
Var (X) = µ.2q(l - q) + u2q; 

donde 
µ. = E(B II ~ 1) 

y 
a-2 = ~ar(B II= 1). 

Demostración. . . : .;.'. é . , . , , 
Si en él Teorema. 1.24 se s.'istit~Ye Y~r' Y se obtiene: 

'. .; ·: __..'.'.'-_ ;-;-!_±:.-'.. ·?:..-. \•_' 

Var(X) = Vá~(~[X IIJ) +E(Var[X IIJ) 
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Primero se deIIl.ostra:rá. que E (X) = µq. Sean 
µ. = E(B II •,;; 1). 

y 
'·~== vdr(B (I;..;..i). 

·Calculando E(X (I =O) se tiene:· 

E(XII=O) =-:b~f;ir (x(I.=.~) ==·:~::><o)~ ¿:o =O 

es decir: 

E(X,II =O)=. O. 

Si I = 1 se tiene que X = B entonces: 

E(X II = 1)= E(B (I.= 1)·= I':· 

(3.4) 

(3.5) 

Las fórmulas (3.4) y (3.5) indican que E (X (I) es una. función dependiente 

deI 

por lo que: 

y así: 

E(X(I) =µ.I 

E(E((X (I)) . - E(µ.I) 
µ.E(I) 

= µ. E,xfr (x) ... 
µ.[0(1- q)] + l(q) 
µ.q 

E(X II) = µ.q. 

Ahora. se obtendrá. la. Var (X). Si X= O se tiene que I =O y: 

Var(X(I=O) E(X2 (I=O)-E2 (X(I=0) 

:Ex2 fx11(XII=0)-02 

:Ex2 x0=0 
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·-··- . 
..... ·----=· ........ "..;, .. , 

es decir: 
Var (XII = O) = O •. 

Si I = 1 se tiene qu.., X=;=' By ~~ás: 
. (3.7) 

Var (XII= 1) =.Var(B II= 1) = u2, .. 

. . ·. Var(XII,.,;l)=u2 .. (3.8) 
de (3.7) y (3.8) se o~ ~~e Va~(X II).;,,. :una funclón que depende de 
I . ; ... ~ .. •:;.t,.-.· ,.,, ..••• ,; ..• ,,,.. ·•··. . . . 

entonces: 

por lo que: 

> .Var(,X' ji),,,;, crI 

, ·" .. _,: •. - ~·¡ ~·. :.·- -

E('(~r (,X' II)) E (/:rI) 
u2E(X). 
u2q?··· 

E (Va'r (XII))·=· u2q; 
Obteniendo la varianza de (3'.6) .se tiene que: 

Var(E(XII)) 

es decir, 

Var(µI) 
µ2Var(I) 
µ 2 [E {I2) :-E2 (I)] 
µ2[(02(1- q) + 12(q)) - q2] 
µ2q(l - q), •.: 

Var (E (XII))==; 1:'2q(l.-::-.q) . . . 
entonces sustituyendo. (3.9) y (3.10). &;_. 3.3, ~ co~cl~~ .·que: 

. . . . ,··_ -

Var (X) =· Var (E(X ¡i'}) +ECVa~ (XII)) 
. ~. 1:'2qc1 '-;- q) + crq: 

. ·~ .. ' 
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3.4.2 Suma de variables aleatorias independientes 

En el modelo individual de riesgo, la aseguradora modela las recl8lllaciones 
como la suma de reclamaciones de los asegurados. 

Sean X e Y dos variables aleatorias y sea S = X+ Y, se calcula la función 
de distribución de S como: 

Fs(s) = P(S :$ s) = P(X +Y:$ s) 

Se aplica la fórmula de la probabilidad total y si se supone que X e Y son 
variables discretas se tiene que: 

Fs(s) = LP(X +Y:$ s IY = y)f;,(y) 
llS• 

Fs(s) = LP(X ~ s -y IY,,,; y)fy(y). (3.11) 
11S• , 

Si además se tiene que X e Y son indepeIÍdientes: 

F 8 (s) = ¿F.,(s -y)fy(y) 
11.S• 

y la función de densidad está dada por: 

fs(s) = Lf.,(s -y)fy(y) (3.12) 

Si se considera a X ~ Y ~ables continuas se tiene que Ia fÚncicSn de distrÍ­
bución y de densidad .están dadas por: . 

Fs(s) = j P(X ~ s - y IY = y)fy(y) 
o 

y si además, X e Y son independientes: 

F 8 (s) = jF.,(s - y)jy(y)dy (3.13) 
o 
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y la función de densidad está dada por: 

fs(s) = j f.,(s -y)Jy(y)dy (3.14) 
o 

Las ecuaciones {3.11) y {3.13) son llamadas la convolución de las funciones 
de distribución Fx(x) y Fy(y). 

Para determinar la función de distribución de la suma de más de dos 
variables aleatorias se puede usar el proceso de convolución iteratiV8.lllente. 

Para S = X 1 + X 2 + ... + Xn donde las X, son variables aleatorias inde­
pendientes, sea F, la función de distribución de i, y sea p(k) la distribución 
de X 1 + X2 + ... + X,. entonces se tiene que: 

FC2l F2 X p(l) = F2 X Fi 
p(3) Fa X p(2) 

p(4) F, X p(3) . 

p(n) Fn X p(n-1). (3.15) 

Ejemplo 3.1 Las variables aleatorias X 1 , X 2 , X 3 son independientes confen­
ciones de densidad definidas de la siguiente fmnw: 

fx,(o) ~ { 
0.4 six=O 
0.3 six=l 
0.2· six=2 
0.1 six=3 
o en otro ca.so. 

0.5 ··" 'si x·= O 
0.2 ::·,si x·= 1 
0.1 si x.= 2;3,4 ' 
O en otro caso. 
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y 

'{ 0.6 
[x3 ~x) ____ = · __ 0

0
.1_ six_,;,,2,3,4,5 

. en otro' caso. 

six=O 

Para calcular la función de densidad . y de distribución de la variable 
aleatoria S = X 1 + X 2 + X 3 J se utiliza (3.12) y (3.15), p0r lo que se obtiene 
que: 

/C2l(O) =/1(0)f2(0) ~ 0.4 x. 0.5 ~ .20 

¡<2>(1);,;,;'fi(l)f2(0) +-/{(O)h(Í);,;; o:ifx o.5 + 0.4 X 0.2 =o. 23 
~.-·~ .. , -~.:· t,::_· ·•' '/. ~:.::,··,· - . - ··., · .. .-.. . ,· 

y así sucesi~énte. 
Análogamente se·_ tiene que: . 

fs(O) = ¡<3>(o) = fa(0)/<2 >(o) = o.6 x 0.20 = .120 

¡C3l(l) = ¡C2l(l)fa(O) + ¡C2l(O)fa(l) = 0.23 X 0.6 + 0.20 X O= 0.138 

Para encontrar la función de distribución de la variable aleatoria S, se 
utiliza (e) de la Definición 1.14. A continuación se presenta la tabla resumida 
de los cálculos efectuados: 

X f,(x) f 2 (x) fa(x) f'~J(x) f'"'J(x) F,(x) F'~J(x) Fl"'J(x) 
o 0.4 0.5 0.6 0.20 0.120 0.4 0.20 0.120 
1 0.3 0.2 o.o 0.23 0.138 0.7 0.43 0.258 
2 0.2 0.1 0.1 0.20 0.140 0.9 0.63 0.398 
3 0.1 0.1 0.1 0.16 0.139 1 0.79. 0.537 
4 o 0.1 0.1 0.11 0.129 1 0.90 0.666 
5 o o 0.1 0.06 0.115 1 0.96 0.781 
6 o o o 0.03 0.088 1 0.99 0.869 
7 o o o 0.01 0.059 1 1 0.928 
8 o o o o 0.036 1 1 0.964 
9 o o o o 0.021 1 1 0.985 

10 o o o o 0.010 1 1 0.995 
11 o o o o 0.004 1 1 0.999 
12 o o o o 0.001 1 1 1 

• 
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Un método alternativo pe.re. encontrar la. distribución de la. suma. de 
varia.bles aleatorias es a. través de la. función genera.dora. de momentos o 
de la. función ca.ra.cterística.. Utilizando la. Proposición 1.30 se tiene que: 

(3.16) 

3.4.3 Aproximación de la distribución de la SUDla 

Otra. alternativa. pe.re. encontrar la. distribución de la. suma. de va.ria.bles alea­
torias es a. través del teorema. del límite central. Antes de enunciarlo se dará 
una. definición que es utiliza.da. en el teorema.. 

Definición 3.1 La sucesión {Xn} converye a X en distribución si: 

para toda t, donde Fx es continua. Se denota: 

Xn ~X. 

• Observación : 
Si X1, ... Xn son variO:bles al..S:toria.s inde¡}endientes tal que pe.re. toda. i se 

cumple: ·_ ,- '.-~, ·-

E [X;) = ¡,.'. y Var [X;)= u 2 

' 1 ' - .... ~~--

como, 
S=X1+X2+ ... +x;¡; 

se tiene 

E[Sj (.8 füi;rs~·fj[~;; ;t.•_:•• 
y ·-'. . ~;,-

Var [SJ = Var [f X;]\,~'f ~ar,[X;) ":' f:U2 = nu2. 
i==l . i=l . i=l 
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Teorema 3.3 Se.an Xi. ••. X., variables aleatorias independientes con: 

E [Xi],,;,, i,.. y Var [X~]= a2 

y 

entonces: 
S-E[S] =S-nµ. ..{{. Z 
.../V ar[S] ../ño" 

donde Z es una variable aleatoria con distribución normal (O, l). 

Demostración. 
(Ver Hoel;l971, página. 212) 

• 
Ejeniplo 3.2 Una compañía de seguros expide contratos de vida con plazo 
de un año cuyo benefici.o es de 1 y 2 unidades moneW.rias a individuos con 
probabilidades de morir de 0.02 o 0.10. La siguiente W.bla muestra el número 
de individuos n., en cada uno de las cuatro clases (k) creadas con un beneficio 
por la cantidad b.,, y una probabilidad de reclama.ci6n q., 

k q., b., n., 
1 0.02 1 500 
2 0.02 2 500 
3 0.10 1 300 
4 0.10 2 500 

La compañía desea recaudar, de esW. poblaci6n de 1, 800 individuos, una 
cantidad igual al 95 por ciento. de la distribw::i6n de las reclamaciones totales. 
M6.s aún, dese.a que la participaci6n de ro.da individuo sea proporcional a la 
reclarnaci6n esperada por ese individuo. La. parlicipaci6n del individuo con 
medW. E(X;) se.ria (1 + O)E(X;). El requisito del 95 por ciento sugiere que 
(} > O. Est,o. cantidad extra OE(X;) es la carga de seguridad (security 
loading) y (} es la carga relativa de seguridad (rolative security loading). 
Calcul.ar 8. 
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El criterio para calcular 6 es P(S -~- (1 + B)E(S)) = 0.95 en donde 
S = X 1 + X 2 + ... +_X1800 Lo cual es equivalente a obtener 

p (S - E(S) < BE(S) ) = 0_95 
v'Var(S) -:- vfVar(S) 

Utilizando el '.Zeorema 3.3,. se tiene que de la ecuación anterior se bus­
ca en las tablas de la N(O, 1) el cuantil que acumula 0.95 de probabilidad, 
obteniéndose: 

por lo que 

BE(S) = 1.645 
vfVar(S) 

6=1645~ • E(S) 

_ Ahora se necesita calcular E(S) 11 Var(S), paru ello utilizando el Teorema 
3.B se obtiene que: 

k q,. b,. µ,.=b1;q1; ut. = ~q,.(1 - q,.) n,. 
1 0.02 1 0.02 0.0196 500 
2 0.02 2 0.04 0.0784 500 
3 0.10 1 0.10 0.0900 500 
4 0.10 2 0.20 0.3600 500 

Por (a) del Teorema 1.1111 por la Obseroación que sigue al Teorema 1.B1 
se tiene que 

1800 4 

E(S) = E E [X;]= E n,.µ,. = 160 
i=l i=l 

11 
1800 4 

Var(S)=EVar[X,J=E n,.c{=256 
i1=11l 'i=l 

Por lo tanto se co11f1u11e que::: 

-B ,;;,-i.64sv;: ~ 0.1645 

• 
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3.4.4 Distribuciones para el número y monto de recla-

maciones 

Enseguida se discutirán las distribuciones que se utilizan para la modelación 
del número y el monto de las reclamaciones individuales en una cartera de 
pólizas. Es importante destacar que no todos los accidentes se convierten en 
reclamaciones, ni que la cantidad de reclamaciones es siempre de la misma 
forma que la cantidad del daño. Una reclamación generalmente no será 
realizada a menos que el daño tenga un impacto lo suficientemente grande 
para hacerla importante. 

El proceso de reclamación comienza con un accidente, pero el asegurador 
usualmente sabe acerca de éste cuando la reclamación se lleva a cabo. La 
mayoría de los aseguradores registran la cantidad de dinero para la cual son 
responsables y la cual pagan, en vez de registrar los importes del daño. 

De aquí se desprende el por qué se modelan los números de reclamaciones, 
a distinción de los números de accidentes y los montos de reclamaciones, en 
vez de los importes de los daños. 

Distribución del número de reclamaciones 

Será de interés estudiar las distribuciones del número de reclamaciones por 
las siguientes razones: 

l. Para obtener una comprensión mayor de la distribución de reclamacio­
nes; 

2. Para estimar el efecto de deducibles; 

3. Para calcular el costo de reaseguro por exceso; 

4. Para estimar el efecto en la solvencia de fluctuaciones aleatorias basadas 
en la experiencia de las reclamaciones. 

Las dos distribuciones comúnmente utilizadas para la modelación del 
número de reclamaciones son la distribución Poisson (Definición 1.28) y la 
distribución binomial negativa (Definición 1.27). 
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La. distribución Poisson tiene dos ventajas principales: 

l. Existe un único parámetro, es decir, la. media. de las reclamaciones 
determina. complet1UJ1ente las demás ca.ra.cterfsticas de la. distribución. 
De esta. forma. la. distribución del número de recl1UJ1aciones puede ser 
proyectada rápida y fácilmente. 

2. Es aditiva., es decir, si la. distribución de cada riesgo en una. cartera. 
de pólizas es Poisson e independientes, entonces el número de recla­
maciones en la. cartera. de pólizas es también una varia.ble Poisson, con 
parámetros la suma de las medias. 

Para. que se logre modelar el número de reclamaciones mediante una. va­
ria.ble aleatoria. Poisson, se deben cumplir las siguientes condiciones: 

'l. Las reclamaciones son independientes, es decir, el número de reclama­
ciones en intervalos de tiempo disjuntos son independientes entre sí. 

2. Sólo puede ocUZTir una. recl1UJ1ación en un instante de tiempo, es decir, 
la. probabilidad de que ocurran dos o más reclamaciones en un instante 
es casi cero. 

3. La probabilidad de que una. reclamación ocurra. en un intervalo de tiem­
po depende de su duración y no del tiempo en que ocurrió, es decir, 
si dos intervalos disjuntos tienen la misma longitud, la. probabilidad de 
que ocurra. una. reclamación será la misma. 

Al considerar las dos primeras condiciones, se tiene que enfatizar la. di­
ferencia entre los acontecimientos y las recl1UJ1aciones. Un acontecimiento 
puede generar un número de recl1UJ1aciones y con el objeto de modelar una 
distribución Poisson, las reclamaciones múltiples que provienen de un acon­
tecimiento deberán ser tratadas como una sola reclamación. 

La mayoría de los acontecimientos son casos independientes. Las ex­
cepciones tienen una tendencia a ocurrir uno al lado del otro y pueden ser 
tratados como un sólo a.contecim.iento. Si los acontecimientos figuran así, 
entonces las primeras dos condiciones conservan su validez. 
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La tercera condición parece ser válida en un a.rnbiente estacionario o cuan­
do la experiencia está. sujeta a las fluctuaciones estacionales, razonablemente 
estables a corto plazo. 

Algunas veces sucede que la distribución Poisson no se ajusta muy bien. 
Fsto es debido a que el número de reclamaciones no es realmente estacionario. 
En estos casos es conveniente utilizar la distribución Binomial Negativa. 

La distribución binomial negativa ta.rnbién tiene propiedades preservantes 
útiles. La suma den variables binomiales negativas independientes, cada una 
con pará.tnetros p y k, es una variable binomial negativa, con pará.tnetros p 
ynk. 

La mayoría de las veces en las distintas ra.rnas del seguro la varianza parece 
ser mayor que la media. En este caso, la distribución binomial negativa da 
un mejor ajuste. Cuando se trata del manejo de riesgos homogéneos, la 
distribución Poisson puede dar resultados satisfactorios. 

Distribución del monto de reclamaciones 

Debido a que el monto de las recla.rnaciones rara vez sigue formas sencillas, 
no existe una regla que sugiera un buen modelo con una sola distribución. Es 
cuestión de encontrar una distribución que proporcione un ajuste satisfactorio 
de acuerdo a la información obtenida. 

Un problema principal que a menudo se presenta es que la mayoría de las 
veces se desea un buen ajuste en los valores más grandes, donde se tienen 
datos mínimos. Puede haber un grado justo de confianza acerca de la forma 
de la curva en la cola inferior pero la forma de la cola es usualmente más 
bien vaga porque hay relativa.mente pocas recla.rnaciones grandes. Además, 
la presencia o ausencia de una recla.rnación grande puede tener un impacto 
significativo en las estimaciones de los paránietros de la distribución, al punto 
de que se da una falsa impresión de lo que realmente está sucediendo en dicha 
región. 

Cabe mencionar que el costo de una recla.rnación no siempre es conocido, 
y puede tomar muchos años conocerlo; de modo que al analizar la distribu­
ción del monto de recla.rnaciones en un periodo, no se puede lograr un buen 
ajuste. Por regla general, las pequeñas reclamaciones tienden a ser pagadas 
más pronto que las grandes. Esto puede introducir distorsión significativa, si 
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el volumen general de reclrunaciones no es constante. La mayoría de las dis­
torsiones provienen de la mezcla de reclamaciones nuevas y antiguas debido 
a que puede cambiar el proceso de reclamación. 

En las distribuciones del monto no existe un soporte fuertemente teórico 
para cualquier distribución particular de reclamación. La mayoría de las 
distribuciones no proporcionan un ajuste adecuado, posiblemente por las 
distorsiones que suceden al agruparse y por condiciones de la póliza como los 
excesos y las sumas máximas garantizadas. No obstante, dan una base para 
la cual el análisis formal puede comenzar. 

Entre las características más notables de las distribuciones del monto de 
reclamación destacan las siguientes: 

l. Son unilaterales, es decir, las reclamaciones negativas no existen. 

2. Son altamente asimétricas, es decir, el monto de las reclrunaciones tien­
de a acumularse en los lados de la distribución. 

3. Tienen una tendencia a agruparse alrededor de los valores más comunes. 

Las dos distribuciones comúnmente utilizadas para la modelación del 
monto de reclamaciones son la distribución lognormal y distribución Pareto 
que enseguida serán definidas. 

Distribución Log-normal 

Definición 3.2 Sen. (O, :F, P) un espacio de probabilidad y X una variable 
aleatoria absolutamente continua definida sobre dicho espacio. Se dice que X 
tiene una distribución Log-normal con parámetros -oo < µ < oo y u2 > O 
si su función de densidad está dada por: 

f ( ) - 1 _.1('••-e )' 
X X - 1/2'ruze 2 º t 

• 
La distribución lag-normal es una transformación logarítmica de la dis­

tribución normal. Informa acerca· del rango principal de los montos de las 
reclamaciones bastante· bien, excepto porque tiene una tendencia a bajar 
rápidrunente en los valores más @;..andes. 
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Distribución Pareto 

Definición 3.3 Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad y X una variable 
aleatoria continua definida sobre dicho espacio. Se dice que tiene una distri­
buci6n Pareto con parámetros a > O y k > O, si su funci6n de densidad está 

en otro ca.so. 

dada por: 

{ 

akª 

fx(x) = ij six> k 

• 
La distribución Pareto surge al considerar la probabilidad de que una 

variable aleatoria tome un valor superior a una x determinada. Deberá ser 
notado, sin embargo, que esta distribución no da un ajuste satisfactorio sobre 
el rango entero de las dimensiones del monto de la reclamación, al encontrarse 
restringido por el parámetro k. 

Es importante mencionar que existen otras distribuciones no tan comu­
nes como las anteriores con las cuales se puede modelar el monto de las 
reclamaciones. A continuación se dará mencionarán algunas de ellas. 

La distribución gamma (Definición 1.32) tiene buena flexibilidad, sobre 
el rango de los montos, pero análogo a la log-normal, tiene una tendencia a 
ser demasiado ligera en la cola. 

Una distribución con una cola más pesada puede ser obtenida por una 
transformación logarítmica. Al igual que con la log-normal, la distribución 
log-gamma es un buen modelo para ajustar la distribución correspondiente 
de la gamma para los logaritmos de los montos de reclamación. 

Distribución Log-gamrna 

Definición 3.4 Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad y X una variable 
aleatoria continua definida sobre 11,que toma valores en un intervalo (1,oo). 
Se dice que tiene una distribución Log-gamma con parámetros s, .>. > O, si 
su función de densidad está dada por: 

fx(x) = { 

y r(s) es la función Gamma. 

(Alnzr-1>.. 
r(a):" 

o 
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Distribución Weibull 

Definición 3.5 Sea (n, :F, P) un espacio de probabilidad y X una variable 
aleatoria continua definida sobren, que toma valores en un intervalo (O, oo). 
Se dice que tiene una distribución Weibull con parámetros a, 9 > O. Si su 
función de densidad está dada por: 

{ 
"'""'11-1 "' f3 fx(x) = 
0 

ª exp(-(o;) ) x>O 
en otro caso. 

• 
Las distribuciones Weibull y la exponencial (Definición 1.30), también tie­

nen el problema de tener colas ligeras, pero la ventaja es que tienen expresio­
nes simples y fáciles de manipular, para obtener algunas de sus características 
de interés. 

3.5 Modelos de riesgo colectivo para un pe­
riodo 

Para el modelo de riesgo colectivo se supone un proceso aleatorio que genera 
reclamaciones para un portafolio de pólizas. 

Sea S la variable aleatoria que denota la suma del monto de las reclama­
ciones: 

donde X; son variables aleatorias mutuamente independientes e idénticamen­
te distribuidas que denotan el monto de la reclamación i y N es la variable 
aleatoria mutuamente independiente de las X; que denota el número de re­
clamaciones producidas en un portafolio de pólizas en un periodo de tiempo 
dado. 
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3.5.1 Distribución de la suma. del monto de las 

reclamaciones 

Sea fx(x) la función de densidad de las X;, con k-ésimo momento alrededor 
del origen y función generadora de momentos dados. 

Utilizando el Teorema 1.24 se tiene que: 

pero 

Y así, 

por lo tanto: 

E [tx.] =E [E [tx. IN= n]] ; 
•=1 •=l 

E [tx,IN=n.] •-1 

E [tx•] 
a=l 

E [tx•] 
nE[X,]. 

E[NE[X,]] 

E[N)E[X1), 

(3.17) 

(3.18) 

donde el valor esperado de la suma del monto de reclamaciones es el pro­
ducto del valor esperado del monto de reclamaciones individuales y del valor 
esperado del número de reclamaciones. 

Calculando la varianza se tiene que: 

Var (~x.) = Var (E [~x, IN= n ])+E [var (~X;IN = n) ] 
(3.19) 

Como son independientes: 

Var (f,x, IN= n)· 
. •=:=1 

Var(tx•) 
=1 
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n 

¿var(X;) 
•=1 
nVar(X,). 

Srnrtituyendo lo anterior y (3.17) en (3.19) se obtiene que: 

Var(S) = µ~Var[N] + E[N](VarX) (3.20) 

El significado del resultado anterior es que la varianza. de la suma del monto 
de las reclamaciones es la suma de la variabilidad de los montos individuales 
de las reclamaciones más la variabilidad del número de las recla.niaciones. 

Calculando la función generadora de momentos de S se tiene: 

Ms(t) = E[e'8] = E[E[e'8 IN= n]] 

Como X, y N son independientes: 

y como las X, son independientes: 

lo cual implica que: 

como: 

ITE1[e~'L 
i=l 

n 

JJMx.(t) 
,i=l 

<.lkf.X<t»" · 

Ms(t)=E[M#(t)J;• 

E[M# (t)) .. :d.' É[elogM~Ctlj · 
E[eNlogMxCt>] 

M_;.,[log(Mx(t))) 
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entonces: 
M 5 (t) = MN[log(Mx(t))]. (3.21) 

Para calcuh..r la función ~e di;.tri~~ción 'de S se ocupará la f6nnula de la 
probabilidad to.tal: .·, __ .,_,.-:,,.: :.:.'! ·:::: :; 

Fs(x) 

·:<· -;..:¡,', -~-~~; .-::¿-',, 

, ~-.' ·:·:":'e;·,-¡:.>~Y.-~: :' ,· "·'~~::': ' L· .. 

Fs(x) ,;,;;; ElP(xi+ 'X2+':.·, + Xn :::;; x]P(N :== n) 
,;:;_:'. _,;•,.·n=0<•.··.)~':«~-,:.:. _., '··-"._~< ,;·:;:·_, < _._ 

ocupando la convol~~iÓ~ ire .tien'.;: 
P(X1 + X 2 + ... ~~~ !;; x) 7= F x F .X F x .. , x F(x) = pCnl(x). 

·. ·_ '"----:-=. ".¡'3..'~--::·.-:·:."~t·";.;~~~4.~_:;~·,,:_;_:)~,-"':~·::::··.r .;.::··:'.~:/:·~-.-_'<".·;::~ .:~-.:.:·,-· :..,-.-,, .. __ -,::::· - ,-,·: . .''.,, 
Se observa que .pC~>(,;,j '"8 10: n~~üna conV.:.lución cié F,. por lo tanto: 

·, _,, -- - ··~·" ,e - '-';.•,_; ·,<"::-.r,.~. , • 

00 

::.::•.i .. J:it:C:.: ,,,,;Fs(x) =·2:FC">(x)P(N = n) 
n=O 

Si las X1 tiene una distribución discreta con función de densidad: 
-.- --'·· 

-~ ::_" . fx(x) = P(X = x) 

entonces la . distribución del monto total de las reclamaciones es también 
discreta y la función de distribución está dada por: 

00 

fs(x) = L P(S = x IN= n)P(N = n) 
n=O 

00 

fs(x) = ElP(X1 + X2 + ... + Xn = x]P(N = n), 
,.n=O 

y por la fórmula de convolución se tiene que: 

140 



P(X1+X2+ ... +Xn= x) =f xfx f X ••• x f(x) = ¡Cn>(x). 

Se observa que r"(x) es, l,;;, n-'ésil:ria convolución de f, por lo tanto: 

"" fs(x)= ¿¡cn>(x)P(N = n). 
n=O 

Si la variable aleatoria X que denota el monto de las recl8.Illaciones tiene 
una distribución continua, entonces no se puede concluir que S, la variable 
aleatoria que denota la suma del monto de las recl8.Illaciones, sea t8.II1bilm 
continua; pero si P(N = O) > O, es decir, la probabilidad de que no haya 
ninguna reclamación es mayor que cero, S tiene una distribución mixta, esto 
es, tendrá. una función de densidad en cero y será. continua en otra parte 
(tendrá. un punto de acumulación en cero). 

3.5.2 La distribución del número de reclainaciones 

Distribución Poisson 

A continuación se dará. una definición; tomada de Aldous (1989), que servirá. 
de base para una posible selección de la distribución del monto de reclama­
ciones. 

Definición 3.6 Sen. v una medida. positiva en (O, oo) tal que: 

J min (1, x) v (dx) < oo, 
o 

dorule una medida. debe satisfacer (a) y (c) de la Definición 1.6. Se dice que 
W tiene la distribución Poisson compuesta si 

- J(i-e-"')v{dz) 
E [c8 w:J =e o , 

paro toda 9 >O. Se denota por W ~ POIS (v). 

• 
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Observación. 
De a.cuerdo a. la. definición anterior si Y tiene la. distribución Poisson 

(.>.), entonces Y tiene la. distribución POIS (.>.6,), donde 6, es la. medida. de 
probabilidad degenera.da. en i, o sea., 

{ 0
1 siiEA 

si i ~A 
IA(i). 

Ejemplo 3.3 Si X, son variables aletorias independientes e idénticamente 
di.atribuidas µ (µ es una medida de probabilidad en {O, oo)) y si N es una 
variable aleatoria, independiente de las X,, con di.strilruci6n Poi.sson (.>.) en-

N 
ronces L: X, tiene di.stribu.cidn POIS(.>.µ). 

i=l 
Para cmnprobar lo anterior, considere primero 

-BEXc -9EXc 
E e •-1 = E E e •-1 IN 

[ 
N ] [ [ N ]] 

pero cmno las X, son indepéndientes. e idénticamente di.atribuidas se tiene:. 

E [E [e-"E>•TiV]l ~' ~l~·[e~E1x']] 
= _E, [~1E[e--~X•)J 
" . 'E;,[é.M~c-8>>,'."] . 

E (ei:'lnMx(-9)] ... · 
MN- (l:n.Mx (.'..'.8)) 

y debido a que N ~ Poiss.:m(>.), ;e ti~ ~ 
MN {lnMx (-8)) 
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por lo tanto: 

Por otro lado 

• -.A j(1..:....-••)µ(dz) 
e .. · .. º ~ 

-"(! µ{dz)-r e-.. µ(dz)) 
e ·. . 
"e-'-"(lC..Mx(-8)) 

e-"CMx(.:...S)-1) 

por lo que 

N 
y as(, se demuestra que E X; se distribuye Poisson compuesta. 

i=l 

Observación. 
• 

Si N es una variable aleatoria que se distribuye Poisson (.>.) y {X;};eN 
es una sucesión de variables aleatorias independientes e idéntica.xnente distri­
buidas, entonces el monto de recla.xnaciones S tiene una distribución Poisson 
compuesta. 

Ocupando (3.18) y (3.20) se tiene: 

E[S] 

Var(S) µ~>- + >-<IL:l - µn 
µ~ >. + >.11-2 - >.µ~ 

>.¡:,;2· 
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Como la: función generadora de momentos de una Poisson es: 

MN(t) = e~<•'-1> 

y por (3.21) se tiene: 

Ms(t) = e~Ce';.CMx<l))-1) 
e~(Mx(t)-1). 

Si se supone que el parámetro de la diatribución Poisson, A, es una va­
riable aleatoria con función de densidad U(..X) , A > O y se considera la dis­
tribución condicional de N dado A = ..X, se distribuye Poisson con pará.metro 
.X, entonces ocupando la fórmula de la probabilidad total para conocer la 
distribución de N se tiene : 

P[N n] = j P[N = n (A= .X]U(.X)d .X 
o 

j e-~t" U(.X)d ..X. 

o .. 
Además como N (A tiene la distr_ibución Poisson(A), entonces 

y así, 

y 

E[N (AJ~ Var[N (A] =A 

· E[N) E(E[NlA)) .· 
'~[AJ; ,· 

Var(N) = .. "Í(ar(E[N IAJ} + E¿(Var[N IA)) 
>= yar[ÁJ+E[A].'.~~ 

La función generad~ra de moment~ eStá <i-.:..da J>or : 
' ·' .. - ., ... ~-~:.,~ .. ,-.,,~;t·,.· ' 

~[é~T 
E(E[etN IA)) · . 

. MA(é-'-1). 
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Distribución Binomial Negativa 

En el caso de que en la distribución del nÚIIlero de recl8Illa.ciones, la varianza 
exceda su media se recomienda usar la distribución binomial negativa. (Defi­
nición 1.27). Para encontrar la función de densidad de la variable aleatoria X 
se tiene que de acuerdo a la Detinición 1.45 se puede escribir de la siguiente 
forma: 

de donde 
P(X= r,N=n) = P(X=rjN =n)P(N=n). 

De aquí se sigue que la distribución de X, siendo N aleatoria, obtenida 
como distribución marginal a partir de la distribución conjunta es: 

P(X = r) 
00 

EP(X=r,N=n) 
n=O _ 

00 

EP(X = r IN= n)P(N = n) 
n=O 

La función generadora de momentos de esta densidad, media y varianza. 
están dadas por: 

MN(t) = (-p-)r 
1-qe• 

E(N) = rq 
p 

, rq 
Var(N) = p2 

Como N es una distribución binomial negativa. entonces S tiene una distri­
bución binomial negativa. compuesta, es decir, el pará.Inetro de Ses t8Illbién 
una variable aleatoria. 
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Utilizando la 'ecuá.ción 3.21 la función genera.dora de momentos está da.da 
por: 

Ms(t) 

Ocupando (3.18) y (3.20) se tiene que: 

y 

Var(S) 

E[S] 

µ~Var[N] + E[NJ(l'2 - µD 
µ~rq + rq (1'2 _ µ~) 

pz p 
rq rq2 µi 
-p1L2+--p2. 

3.5.3 Distribución del monto individual de reclaina.cio-
nes 

Como la función de densidad de la suma de los montos es calculada a través 
de convoluciones, generalmente se recomienda escoger una variable aleatoria 
de montos individuales cuyas convoluciones sean fáciles de calcular; de igual 
manera el monto de reclamaciones es positivo, por lo que se debe seleccionar 
una variable aleatoria que tome valores positivos. Una distribución apropia.da 
para esta situación es la distribución Grunma. 
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Sea X ~ Gamma( a, ,8), entonces, la n~ima convolución de X es una 
variable aleatoria Gamma (né.; ,8),' ya que: 

.M;(t)··~···c~, /3:)"' 
; . : ,8-t 

y utilizando (3.16) se tiene qu.iL.,lC.,2,\:~:::'.:' 
Ms(t) = M.~»(t) =·G~t)""' 

El siguiente teorema aproxima una variable aleatoria Gamma a través de 
variables aleatorias binomiales negativas. 

Teorema 3.4 Si las variables aleatorias Sk con k = O, 1, ... tienen una 
distribución birwmial negativa compuesta con pammetros r, p(k) y Juiici6n 
de densidad fx(x) para el rrwnto de reclamaciones, y si los pammetros de la 
distribución binomial negativa son tales que: 

q(k) = k'i 
p(k) p 

para k =O, 1, ... , donde q = 1 - p es una constante, entonces cuando k-+ oo 
se tiene que: 

sk ( E(Sk) ~gamma r, r) 

Demostración. 
(Ver Bowers 1997, página 391) 

• 
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3.6 Ejercicios resueltos 

1.- La paradoja. de San Petesburgo: considere un juego al a.zar el cual con­
siste en tirar una moneda honesta hasta que salga águila. La probabilidad de 
obtener un águila es 0.5 y los eventos son independientes. Sea N la varia.ble 
aleatoria. que denota el número de evento en el que se obtiene la primera 
águila. Su función de densidad está dada por: 

ÍN(n) =CD" n= 1,2,3, ... 

(a) Encuentre E(N) y Var(N). 
(b) Si se paga una recompensa de X= 2N, pruebe que la esperanza. 

de la recompensa. no existe. 

(c) Si esta recompensa. tiene una función.de utilidad u.(w) = logw, 
encuentre E[u.(X)]. 

Solución: 

(a.) Calculando la. esperanza. se obtiene que:·· 

Se tiene que: 

entonces, 

E[N] =·E~(.!).;. .. 
n=l 2 

- ~~=2 L..J2n 
n=l . ·' 

E[N2] 

Var[NJ ElN;f~- (E[N])2 

6;::_4=2 
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(b) Calculando_ la esperanza de X se tie~e que:. 

00 (1-)" E[X] ='= ~2" '2 =ex> 

de donde se concluye que la esperanza. de la recompensa no existe. 

(c) Utilizando el Teorema 1.10 se sigue que 

E[u(X)] E[logX] 
00 (1)" ~log2" '2 

f::n~2 
n=l 

log2f::;. 
n=l 

2log2 

2.-Si una función de utilidad es tal que u'(w) > O y u"(w) > O. Demostrar 
que G ::;; µ,es decir, cuando la prima que el propietario pagará por asegurarse 
es menor que la pérdida promedio si decide asumir el riesgo. Si esto sucede, 
entonces, se dice que un tomador de decisiones con preferencias consistentes 
a esta función de utilidad, es amante al riesgo. 

Solución: 

Aplicando (b) de la Proposición 3.1 a 

u(w - G) = E[u(w - X)], 

se tiene que 

E[u(w - X)] ~ u[E(w - X)]= u[E(w) - E(X)] ~ u(w - µ), 

es decir 

u(w "- G) ~ u(w ~ µ). 

Comou'(w) >o entori<:e,;u(w) e; <:reciei;:te-;~rlÓque 
(w-G)-~ (w~µ) .. ,-~ .. , ,, 
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.-

sumando '-w a ambos lados de la desig;,.aldad se tiene que 

-G~-µ, 

por lo tanto se demuestra que: 

G:;;µ. 

3.- Un administrador tiene una función de utilidad u(w) = klogw. Tiene 
un monto de riqueza w, w > 1, y enfrenta una pérdida aleatoria X que 
tiene una distribución uniforme en el intervalo (O, 1}. Demostrar que la prima 
máxima de seguro que pagará es: 

Solución: 

WW 
G=w---..,.--,..,--..,. 

e(w - l}w 10 

Utilizando el Teorema 1.10 se tiene que, 

entonces 

' 1' . 

E[~(~ -:-X)]' = .jklo~(w - x}dx 
' o,·.· .. ·•'· 

.. ·=i;t-k [l~g(w-1}~-:;1 -log(ww) + 1]. 

w-G· 

w-G 
w-G 

~[los(w-;),.-']-1 e~(w..;) e-1 

[Cw - 1r·-1r1 ~'."e-1. 

Por lo tanto la prima máxima de seguro que pagará es: 

G=w.- .' ww ; 
e(w -1)w-1 
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4. -La probabilidad de. que una propied8.d no sea dañada en el siguiente 
periodo es 0.75. La función de densidad de una pérdida positiva está. dada 
por: 

El dueñode lá. propiedad tiene i.ui8.Ítlrici6n dada por: 

uCw) ~~~-TA\; 
Cal~ular la pérdida esperad;,. y ia\,riiha ::J.~ ~o má.xillia que eÍ dueño de 
la propiedad pagará. .. 

Solución: 

La pérdida esperada está. dada por: 

E(X) = .75{D,) + .,25Jx~(~.o{e~~º1;) d:c = 25 
O· 

La prima de seguro máxüÜI>. qri~ ;,J ".:i~..fiod~ l,,;. propiedad pagará. se calcula 
utilizando {3.1), por lo que se tien~·.:;; ·~ <· ·,> ~. . 

- . ~~~~<;·\;'.~~~~:;·~:~::~·:~1.~~~7}'.~J:: .\~ji'.<tc,-~·-. 
'-.. ~, : 

u(w-G) -~~lJ}~.~~~tir:\-.l~ ... 
e-m(w-G) - .75 (_:_~-:-T:o)7+/-:-e:-'";o;o.25(0.01e-º·º'"') d:r; 

. ; , :" Y·" '.~;:.~r:~;·::~,< '·~", .. . . 

entonces 

G 
e TOO .7~ -fE·~S},(;?~>·f~~,coiz~·· 

o . 

. 75 + (.25)(.cn) je-<·01..,;,m)d:c 

3 
2' 

. O. . 

e&=:!, 
2 
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por lo tanto 

5.-0btener la media y la varianza de la variable aleatoria de reclama­
ciones X en donde q·= 0.05 y la variable aleatoria de reclft.Illaciones B está 
distribuida uniformemente entre O y 20. 

Solución: 

Se sabe que B ~ U{O, 20}, por lo que utilizando el Teorema. 3.2 se tiene 
que: 

µ=E(BII=l)~.10 

y 

. · · · : >·• ·:..""100···. 
u 2 = var (B II,,;,, l}= -.. -;· 

. . 3 

entonces se obtiene que • . -:. 

E {X) = {10)(0.05} = ~ 
y 

Var {X)= {10}2(0.05){1 - .05} + { 1~0 )(0.05) = 6.41 

6.-La probabilidad de un incendio en una cierta estructura en un tiempo 
determinado es 0.02. Si ocurre un incendio, el daño a la estructura está 
distribuido uniformente en el intervalo de O a su valor total a. Calcular la 
media y la varianza del daño del incendio a la estructura dentro del periodo 
de tiempo. 

Solución: 

Sean X e I las variables aleatorias que denotan el daño y la ocurrencia del 
incendio respectivamente. Entonces por hipótesis se tiene que X ~ U{O, a) 
y P [I = 1] = 0.02 entonces por el Teorema 2.21 se tiene que: 

µ = E(B II = 1) = ~ 
2 
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y 

·. a2 
~ =11ar(B II= 1) = -, 

.· . 12. 
por lo tanto, se obtiene que · 

y 

E[X}' = ~(0.02) 
O.Ola 

a 
·:100' 

var(x) = (1~r<b.02)(.9s) + ~;(0.02) 
: 1.66 (1ó-3)_a2 

7.-La variable aleatori;;, U tfoÜe la s~ente fun~ión generadora de mo-
mentos: · 

·-: ·!.· 1 .r~ , . l 
i-Mu.(t)';.;,(:1~2t)""'9 t < 2 

(a) umir Í"fun~ióii'iene.:..d~r;,,'d;. mom:mtos para calcular la media y 
· lavarl~''de'U.···· · ' ' 

(b) ·us~ Í~ a~~md,ri~ióri n~~al para calcular los valores Yo.os 
Yo.01 tal que P(U :>.y€) ;= ..,, .:. 

Solucióri'·: 

y 

(a) Calculando la primera y segunda derivada de la función gener&­
dora de momentos de U se tiene que: 

!Mu(t). = 1s(i-'-2tr1º 

;;
2 

Mu(t) . • = ~ a60(l ;_; 2t>-11 

Por la observación de la Dclinicióri..1.21 se' tiene que: 

E [X] -.·!!_·Af..u(t·)·· 1· " =. 18 
dt . , · .· t=O ·,-

E [X2
] = ;:2 ,\((u(t) lt=0 = 360, 
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por lo tanto: 

E[X] 
Var[X] 

18 
E [X] - E 2 [X] = 36. 

: :-, ' j '' .,:.· ·.·• -· 

(b) Utilizando el Teorenia. 3:3 se tiene que 

es decir: 

e = P[U>Ye] 
1:-'-P[U $Ye].· · · " [U~ 18 . Ye - 18] 
1-P --6-$--6-

P[u -18 ~y~ "'"'-18] = 1 _e 
. 6 - 6 . , 

y como ~-¡;18 .·.~ N(O, 1), se busca. en las ta.bles normales al número 
Ye que satisfaga. la. rela.ción anterior. 
caso 1) 
Si e = 0.01, entonces se tiene que ll!!-2r:18 = 2.326, por lo tanto 
Yo.01 = 31.956 · 
caso 2) 
Si e= 0.05, entonces se tiene que~ =.1.645, por lot.a.nto 
Yo.os= 27.87 

8.-Considere un portafolio de 32 pólizas. Pará ~a.· póliza. la. probabi­
lidad q de reclamación es ~ y B el monto del beneficio dado si ocurre la. 
reclamación tiene función de densidad da.da. por: 

fy(1 ) = { 2(1 - y) o < y <. 1 
y O en otro caso. 

Sea. S el total de reclamaciones del portafolio. Usar la. aproximación 
normal para. estimar P(S > 4). 
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Solución: 
Calculando la esperanza y la•Varia.nza de Y se tiene que: 

/

1'' , , , 1 

E(Y) ""., 2y(l - y)dy = 3 
o , 

Var(Y") -, -- E(Y:2) - [E(Y)]2 

i ,, 1 1 

5-:-9 = _18 

Del Teorema 3.2 se sigue_ que 

- <ecs> 

y 

Var(S) 
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Se necesita 
P(S > 4) = 1 - P(S S 4), 

y así, por el Teorema 3.3 se obtiene que: 

· .. [' 4 32]'' 
1-P ZS -: ' .jf¡ ' 

1 - p [,'? =:::; 2.5] 

1.::....· .9938 = '.00 62 

9.-Suponga que N se distribuye bin¡;mÍal coÍip~ámetros n y p. Expresar 
lo siguiente en términos de n,p,Pi.P2 y Mx(t).\ 

(a) E(S) 
(b) Var(S) 

{e) ~s(t) 

Solución: 

- . ' . . 

{a) Por el.Teorema 3.2 se tiene que: 

E(S) · = µ 1E(N) 
= p1np, 

(b) y 

Var(S) µ~V~r(N) +E(N) [1'2-P.n 
· p~npq +'np [~ - P~] 

n1Jii2.:... np~p~ : . 

{e) Como N se distribuye binom:i"1, 8u ~ción generadora de momen-
to$ está dadá P<>r ·· · ' · · --··· · · · · · 

M}[tJ ~ <~~t+qr, 
.. · .~ .. :.-.:·.:1:'.'.·-.'.~.·:·~;., "~<·.1 1

._·'.:, 

y utilizando (3.21) se obtiene' que ' 

MN [lcigMx(t)J = ~1~~fCt> + q)n = (pMx(t) + q)". 
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10.-

(a) Verificar que: 

:::
3 

logMx(t) lt=0 =E [(X - E,[X])
3

) 

(b} Usar (a) para demostrar que si B se distribuye gamma con pa-
rámetros a y ,B,entonces: · 

[. [ ª] 2a. E (S-E S]) = f33 · 

Solución: 

(a} Por 1.6 8<l tiene que: 

cP · .· .... ·. (~Mx(t)) Mx(t) - (;i';Mx(t))
2 

dt2 log(Mx(t)) = . (Mx(t))2 ' 

por lo que, 

d3 
dt3 log(Mx(t)) lt=<> 

~ [(~Mx(t)) Mx(t)- (c1iMx(t))
2

] 

dt3 (Mx(t))2 ' 

[ c:;Mx(t)) Mx(t) + (:tMx(t)) c:::2Mx(t)) 

( 
d ) ( d2 )] (Mx(t)) 

-2 dtMx(t) dt2~x(t) (Mx(t))4 

( [ Mx(t)~Mx(t) - (1f¿Mx(t))
2
] 2Mx(t)c1iMx(t)) 

(Mx(t))4 

Ocupando la observación del Teorema 1.21 se obtiene que: 

d3 
dt3 log(Mx(t)) lt=o E [ X 3 ) +E [X] E (X2

) (3.22) 

-2E [X] E (X2 ) - (E (X2
) - E2 [X]) 2E [X] 

E (X3 ). ~ 3E (X2 ) E [X] ..¡:. 2E3 [X]. 
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Por otro lado: 

E [(X - E [X])3 ) =.E [Xª - 3,X2E [X]+ 3XE2 [X] - E3 [Xl] ' 

utilizando {b) del TeoreIIla 1.Ú se ti~~ que: 

E [(X-E.[X])3 ] . E.[x~]~~.EJ¡~f.E[x2], (3.23) 
< *3E2 [X] E [X]~ E3 [X] . ·.· . . 

•.. > < '< > ~· ~t{ªJ.¡?2i~~~];1J;;~,~~:r [X], 
por lo tanto de .(3.22) y (3.23) se ~emuestra que: ••. · 

.::S log{~4·ct,>ri47.g[ci;8~[fDªl. . 
{b) Como S se clistribuyég~ll.cion;p~á.Ít'ietwsa y·{3,.d.tonces su 

función generadora de Illoment~. ~á dada, pÓr: 

·M~(:)l(~'~:)ª .. · 
: : f·.:·· ~':::::;\:'.:1·?~.-~-.:'.~b:.;'.·./..T:- i.' :- :.-f~ · 

por lo que,, 

. ! ffig(M.{;))::~~~~~1~~f ~)1~ 
<fl ':. .. ':~_.;·. ~~~-- ,'~·é-~ ···.~-., -.:~:/ :j: :~~::~-~ a;--~ ~-.. 
cts2log(~sJs))::7 ({3'-'.-'s)2· 

. :a·1ºi,c~s.(s){1.'f\~'c/32:s)ª la=o = ~ · 
y así, utilfaand.; (a) d.:;~~ ~j~lclo ~demuestra que: 

~~[(~ ~i~[S])ª) = ~. 
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Capítulo 4 

Introducción a la teoría del 
riesgo 

4.1 Introducción 

La vida moderna se cara.eteriza por diferentes clases de riesgo: algunos afec­
tan a todas las personas; algunos se restringen a los dueños de una propiedad, 
carros, etc.; mientras que otros son típicos para algunos individuos o para 
algunas ocupaciones especiales. Los accidentes correspondientes, pérdidas o 
reclamaciones ocurrirán súbita e inesperadamente pudiendo involucrar pérdi­
das financieras considerables. De lo anterior se puede notar que en cualquier 
actividad humana se encuentra presente el riesgo, el cuantificarlo de manera 
adecuada, así como la necesidad de evitar o remediar pérdidas financieras, 
ha propiciado el desarrollo de la ciencia actuaria!, en particular de la rama 
conocida como teoría del riesgo. 

En la práctica, sin embargo, se puede identificar a la teoría del riesgo 
como una aplicación de la teoría de la probabilidad a problemas de riesgo 
en los seguros. Lo que se conoce como probabilidad de ruina, se usa en las 
empresas del sector asegurador, principalmente por las entidades reguladoras, 
para medir el riesgo de incumplimiento financiero. Aunque también puede 
aplicarse para medir otros riesgos; por ejemplo, el riesgo de que una presa se 
quede sin agua. 
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La teoría del riesgo actuaria!, se ha desarrollado durante el último siglo, 
basándose para su desarrollo matemático en la teoría de los procesos esto­
cásticos, específicamente en los procesos Poisson para analizar los modelos 
de seguro no-vida. 

El propósito de este capítulo es presentar modelos matemáticos para la 
variación de los excedentes del monto de los aseguradoras sobre un periodo 
de tiempo. Por excedente se entenderá el exceso del fondo inicial y primas 
cobradas sobre las reclamaciones pagadas. 

Definición 4.1 Sea S(t) el proceso estocástico que denota el total de recla­
maciones pagadas al tiempo t, u es el excedente en reserva al tiempo O y 
c(t) denota las primas cobradas al tiempo t. Se define el proceso estocástico 
e:ccedente al tiempo t denotado por {U(t) : t 2: O} comn: 

U(t) =u+ c(t) - S(t) 

• 
Cabe mencionar que c(t) no es un proceso estocástico, sino determinista, 

por lo que se supondrá que c(t) = et, con e > O. En ocasiones es útil considerar 
que e= (1+8}µ, con E(W.) =µpara toda i, donde W. es el monto de la 
reclamación para el periodo i; esto es con el fin de prevenir posibles pérdidas 
que llevarán a la aseguradora a tener insolvencia económica en el pago de 
siniestros. 

De esta forma se puede observar que el excedente se incrementa lineal­
mente con pendiente e, excepto cuando una reclamación ocurre. En este 
tiempo el excedente tiene un cambio dado por la cantidad de la reclamación, 
como puede ser observado en la gráfica 4.1, es decir, si el excedente en reserva 
u al tiempo O, se ve aumentado o disminuido por un monto h, entonces la 
gráfica del excedente U(t) caerá h unidades arriba o debajo del nivel anterior. 

La siguiente gráfica muestra que el excedente puede llegar a tomar valores 
negativos en ciertos periodos de tiempo, lo que estaría diciendo que las primas 
cobradas al tiempo t y el excedente inicial al tiempo O son menores que el 
total del monto de reclamaciones. Se estará hablando del concepto de ruina, 
cuando el excedente sea negativo para algunos valores de t. 
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R.esultado típico del proceso excedente a tiempo continuo 

U(I) 

u / 
--------;,;;--

O.· T 1 , .•... ·· • T:T=°[l ucn _.;;.-:·'.""-:-----.,... 

(4.1} 

Las ideas anteriores son útiles pera desarrollar una medida de riesgo fi­
nanciero de una compañía aseguradora a través del cálculo de la probabilidad 
de ruina, pera ello se dará primero la definición de tiempo de ruina. 

Definición 4.2 Se define el tiem.po de ruina como: 

T = min {t : t ~O y U(t) < O} 

y si U(t) ~ O paro. tada t, entonces T = oo . 

Definición 4.3 Se define la función probabilidad de ruina como: 

1/J(u.) = P(T < oo) 

considerada como u.na funci6n del excedente inicial u. 
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Debido a que en· Iá práctica la utilidad de un modelo es requerida en 
un periodo de tiempo, este modelo está limitado a un horizonte realista de 
planeación en un periodo 'finito, es decir, se desea saber la probabilidad de 
ruina antes del tiempo t, la cuál está dada por: 

'l/J(u, t) = P(T < t) 

Sin embargo, el análisis se hará para la probabilidad de ruina sobre un 
horizonte infinito 'l/J(u), ya que sus cálculos son más sencillos y ésta es una 
cota superior para 'l/J(u, t). 

La probabilidad de ruina, con base en ese modelo, permite conocer la 
existencia de alguno de los riesgos involucrados. También es importante men­
cionar que los efectos de interés, gastos, dividendos, y el porcentaje según 
historial no son incluidos. No obstante, estos modelos proporcionan una ma­
nera de analizar el proceso de riesgo. En la práctica, serán complementados 
por análisis adicionales. 

En muchos casos, la suposición de que los montos totales de reclamaciones 
en periodos diferentes son variables aleatorias independientes puede ser poco 
realista. Por lo que se considerará un modelo autorregresivo para los montos 
del asegurador, tomando en cuenta la correlación entre las reclamaciones de 
periodos sucesivos. 

4.2 Modelo autorregresivo 

Definición 4.4 Sean W. variables aleatorias que denotan el total del monto 
de las reclamaciones en el periodo i, i = 1, 2, .. se define el modelo autorre­
gresivo de primer orden para las W; como: 

W; =Y;+ aW;-1 

donde !al < 1 y las Y; son variables aleatorias independientes e idénticamente 
distribuidas tal que E (Y;] < (1-a)c con e= (1+9)µ. Se supone que W 0 = w . 

• 
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Definición 4.5 Sea W, el modelo autorregresivo definido anteriormente, Sn 
el proceso estocástico que denota el total de reclamaciones pagadas para los 
primeros n periodos, u es el excedente inicial y c denota las primas constantes 
cobradas en cada periodo. Se define el proceso estocá.stico e:i:cedente en el 
periodo n, denotado por {Un : n EN U {O}} como: 

Un =u+nc-S,. 

• 
Definición 4.6 Sea el proceso estocástico a tiempo discreto: {Un : n E N U {O}}, 
definido anteriormente, entonces se define el tiem.po de ruina como: 

T=.min{n: Un<O} 

y si Un ;;::: O para toda n, entonces T = oo . 

• 
Definición 4. 7 Se:a {Un : n E N U {O}} el proceso estocástico excedente en 
el periodo n y W. el modelo auf;orregresivo de la Definición 4.4. Entonces se 
define la función probabilidad de ruina considerada una función del excedente 
inicial u como: 

;.b(u) = P(T < oo) 

• 
Proposición 4.1 Sea W. el modelo autorregresivo y Sn el proceso estocástico 
que denota el total de lás reclamaciones pagadas para los primeros n periodos, 
entonces: · 

. (a) W. ,;,,; ~+ aYi-1.+ ... + a•-1Y1 + a'w 

(b) Sn ~Y~+ \:_.._:yn-1 + ... + 1¡_'.';Y1 + a 1¡_ª;w 
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Demostración. 

(a) Por la Definición 4.4 se tiene que: 

.w. 
W.-1 
W.-2 

Yi+aW.-1, 
Ys-1 + aW.-2, 
Yi:..2 + aW.-3, ... ; 

sustituyendo w,_1 en W; se tiene 

W; Yi +a (Yi-1 + aW.-2) 
Yi + aYi-1 + a2W;-2· 

Ahora sustituyendo W;-2 en la expresión anterior 

W; = Y; + aYs-1 + a2Yi-2 + a3W.-3· 

Sustituyendo nuevamente W.-3 en la expresión anterior, y así su­

cesiVaJDente, se tiene. que: 

W. =Y;+ aYs:.:.1 + a2Ys-2 + a 3Ys-3 + .:. + a•-1w1 

pero 
-·w1 ::= Yi +aWo, 

_._.,.,_ ·''.1. 

por lo que 

W. Y; +.aY;.:'..1 + a~Y;::'.~ +a3Yi-3+ ... + a•-1(Yi + aWo) 
Y;+ ali:.::1 +: 0.2Y;.::2 +: a3Ys-3 + ... + a•-1 Y1 + a'Wo; 

y como Wo =
0
w, seconcluyeq~e:l 

~ .; '·:·{·· __ :: __ "~~~ · .. ·.-~ - - ' - ·-:_ 3 - . i-1 i 
W; =.Yi+aY;-1 +a Y;.,.2+a Yi-3+··· +a Yi +aw. 

(b) Como 

por el inciso anterior se tiene que: 

Sn = (Y1 +aw)+ (Y:. +~Y1 + a2w) +(Ya+ aY:i + a2Y1 +a
3
w) 
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=Y,.+(1:+a)Y~:..1; .. .:+c¡~::¡c~-¡: +é-:-1)Y1+ Ea'w. 
P=l 

1 - a2 1 - a" 1 - a" 
S,. = Y,.+ 1 _ a Y,.-1 + ... + 1 _ a Y1 +a 1 _ a w. 

• 
La proposición anterior establece que en el modelo autorregresivo la va-

riable aleatoria y¡ contribuye en ~ al total de reclamaciones. 

A continuación se definirá el coeficiente de ajuste para el caso del modelo 
autorregresivo. Esta definición es importante ya que más adelante servirá 
para dar una expresión aproximada a la probabilidad de ruina. 

Definición 4.8 Sea el proceso estocástico a tiempo discreto {U,. : n E N U {O}}. 
Se define el coeficiente de ajuste denotculo por R del modelo au.torregresivo 
como la solución m.ínima positiva (si existe) de la siguiente ecuaci6n: 

M( ~-e) (r) = 1, 

donde M denota la función genera.dom. de momentos de la variable aleatoria 
(~-e). 

• 
Proposición 4.2 El coeficiente de ajuste R en el modelo autorregresivo pue­
de ser calculado de la siguiente forma: 
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Demostración. 
De la Definición 4.8 se tiene que: 

1 = M(-P-;;-c)(r) =E [er(-P-;;-c)] =:'E (er~-rc] =E (er-P-;;e-rc]. 

Como e-re es una constante por el (b) del Teorema 1.11 · 

1 =E [er~]E~~-~)/:=:E k-P-;;J érc. 
;'.: . _'·-~~·~ ': '·~:~~:~>- :_ •' ,:_"":_ /"i: __ -_. -.: 1 / -- -. - _'. ,; • 

Aplicando la función logBritmcí : ·. • ' ' 

· º = 
1ºi,(~ ~ftJ~~~;!~i.;lf :I1i~~:¡t}~g C É [er-P-;; J) 

de donde, •;·•.• · 

'1og(i([ér~]j?~/~ 
y si· r = ii. se demuestra q\l~: · 

', -~',i;. :-- <::: 
~- ~: ... ~ 

log [E{li[i~a])] = & 

• 
Es importante hacer notar que R depende de la. distribución de las Y. y 

de los valores de a y c. 

Tuorema 4.3 Se.a el proceso estocástico a tiempo discreto {Un : n E N U {O}} 
entoflDl!S la probabilidad. de ruina en el modelo autorregresivo cumple: 

.:r.c > _ exp(-ii.u) 
.,,u,w - 1 

E[exp(-imr T < oo)] 

donde: 

Demostración. 
(Ver Bowers et al, 1997; página425) 

• 
166 



Corolario 4.4 Seo. el proceso estocástico a tiempo discreto {U,. : n E N U {O}} , 
definido en el mndelo autorregresivo, entonces la probabilidad de ruina en el 
modelo autorregresivo con O :5 a < 1 cumple: 

.;p(u) :5 exp(-Ru) 

Demostración. 
Primero se demostrará. que: 

Debido a que 
0:5a<l 

entonces se cumplen las siguie,;.tes des~aldades: 

si y sólo si 

si y sólo si 

si y sólo si 

Y como 

entonces se satisface que 

si y sólo si 

-'-1 <--:ª=so 

0<1-a=51 

_.1_>1 
1-a-

-ª->o 1-a- · 

-ª-W. >O 1-a "-

--ª-W,.<0·, 
1-a 
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si y sólo 'si 
a 

U,.-·
1

-aW,.·< U,.. 

y por. el Teorema ~:~. ~ .. d~u~8: que: . 
" - ': .. ·:.\. u .. < u ... 

Por la desigualdád anterior y. debido a que: 
. ', - .. , ...... ,· . 

se. tiene que 

de .. donde,· 

y por lo tanto; 

Utilizando (e) del Teorema 1.11 

··E. [e-.iIDn] >é.[e~~~] 
.. - ·-.- .- ;- -'-- ,-- ~~_,:"'.o,:"'.'-;.• .''."' 'e~~ --

si y sólo si 

si y sólo si 

1· ~·· .·<;'· •• 1 ~· 
E [e-RUn] )• i]J; [e-RUn] 
»-. < C::'L•.~ • _:·,~-- .... ,;, •• -~:,~ ~ ', 

;--.. ;;~' ..... . ': •· ··~·. 

.i·tj_¡f.{;;:;_):. ;: ~' -Rfi 

E [e~Ilun li;~/E [éRUn] ' 
por lo que se concluye que: 

. '';if,c;;.'. w) -~ ~(-Ru). 
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Después de haber visto el modelo autorregresivo se procederá al análisis 
del caso en el que se supone que las variables aleatorias que denotan el monto 
de reclamación son independientes e idénticamente distribuidas. 

4.3 Modelos con montos de reclamación in­
dependientes 

En esta sección, se discutirán los modelos a tiempo discreto y a tiempo 
continuo. 

4.3.1 Modelo a tiempo discreto 

Definición 4.9 Sea Sn el proceso estocástico que representa el total de re­
clam.aciones pagadas paro los n primeros periodos, u es el excedente ini­
cial y e denota las primas constantes cobradas en cada periodo. Se defi­
ne el proceso estocástico excedente en el periodo n a tiempo discreto 
{Un: n E NLJ {O}}, como 

Un =u+nc-Sn 

• 
Proposición 4.5 Sea el proceso estocástico a tiem:po discreto:{ Un : n E NLJ {O}},. 
Y sea: 

n 

Sn=EW. (4.2) 
<-1 

donde Sn es el total de. reclamaciones pagadas en el periodo n y W. son 
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que denotan 
el total del monto de. las reclamaciones del periodo i con µ. = E [W;] < e, 
entonces: · · · 

·U/.'==u+.(c-W1) + ... + (c-Wn) 

Demostración. · 
Utilizando la Definición 4.9 y sustituyendo (4.2) se tiene que 

n 

Un=u+nc-¿W., 
i=l 
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por lo tanto, reagrupando los térnünos se demuestra. que: 

U.,. =u+ (c-W1)+~--+(c.:_ W,.). 

• 
Definición 4.10 Sea el proceso estocástico a tiempo discreto {U,.: n EN U {O}}, 
se define el tiempo de ruina cmno: 

T = rnin {n: U,. < O} 

y si U.,. ~ O para toda n, entonces T = oo . 

• 
Definición 4.11 Se define la función probabilidad de ruina considerada 
una funci6n del excedente inicial u comn: 

;¡;(u) = P(T < oo) 

• 
La. siguiente definición proporcionará más adelante una cota. superior para. 

la. probabilidad de ruina. 

Definición 4.12 Sea el proceso estocástico a tiempo discreto {U,. : n e N U {O}}, 
se define el coeficiente de ajuste denotado por R como la solución mínima 
positiva (si existe) de la siguiente ecuación: 

Mw-c(r} = 1 

donde W es una variable aleatoria que denota la distribución común de las 
variables aleatorias W; y M es la función generadora de momentos de la 
variable aleatoria W - c. 

• 
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Proposición 4.6 El coeficiente de ajuste R puede ser calculado de la si­
guiente forma: 

Demostración. 
De la Definición 4.12 se tiene que: 

.1 = Mw.:..;,(r). 
·.·.~· :·.:,!5,. [~~~~-:re] ' 

como e_,.., es una constante por (á) del Tecirema 1.11 se obtiene lo siguiente, 
·':-·., 

1 ~ E [er~,E[e-'""] 
= e-""M~(r); 

Aplicando la función logaritmo a. ~ ~~¿n anterior 
- ~ ::(: :/, '~~·: ·_',-: '. 

y, por lo tanto: 

o - il;;g(;;:~.&f~c~5> 
log(e7~) +, log(Mw(r)), 

log(Mw(r)) =re. 

• 
Teorema 4.7 Sea el proceso es~tii::o.atiempodiscreto{U,.: ne NU{O}}, 
tal que: .. 

U,.=:U+nc- LW; 
i=l 

y W, son variables ~rlas i~ientes e idénticamente distribuidas, 
conµ = E [W;] :5 e entonees para u > O se cumple: 

tPCuL= · exp(-.R~ 
E[exp(-RU,¡; IT < oo)] 
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Demostración. 
Caso particular del Teorema. 4.3, ya que en la Definición 4.4 el coeficiente 

a=O. 

• 
Corolario 4.8 Sea el proceso estooáBtioo a tiempo discreto {Un : n E N U {O}}, 
tal que: 

n 

·un "".'u+nc-: ¿w, 
. · ....... • .. ·. i=l 

y W; son variables aleatoriCz.s irnJepen.dientes e idénticamente distribuidas, 
oon µ = E [W;] $ e entonces para u > O y UT < O se tiene: 

Demostración. 
Por hipótesis 

·.;¡;(u)< exp(~Ru) 

Ui'<O, 

y por ser el ood,iciente de ajuste se tiene que 

· íl>o, 
por lo que 

-RUi'>O 

entonces, 
exp(-RUi')> l. 

Por (e) del Teorema 1.11 

E[exp(-;:RUi' IT <;oo)] > 1 

y 
. . 1 . < 1 

E[exp(-J~ui' IT < oo)J 
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por lo que: 

-
--exp=_,_(-_;R:.;:.-u'"-")-'-. __ •. .• (. - ) < exp -Ru. 

E[exp( ~RU;y. IT < 6o )) 

Y así por el Teorema 4. 7 se concluye que~: 

;¡j(u) < exi>(-Ru). 

• 
En la sigUÍént~ p~oposi~iÓ~ ~ d~á. una aproximación al coeficiente de 

ajuste R. · , ' · ·· ' ·· 

Proposición 4.9 El coeficiente de ajuste R puede ser aproxima.do por: 

¡¡_-2(c - µ) d 
' q2 

dondeµ= E(W)·. y :u2 ~ vt:l.r(W). 
•e:.:-,;, 

Demostración. · 
Utilizando lá serie de Maclaurin: 

• . : • 00 : (~lo~(Mw(r)) lr=0) 
log(Mw(r)) ~ :L; :· ,• k! ,Je 

" :. Ki=l· , ,. .' 

( 

d .. . •': ). ·_.· . (~log(M~(r)) lr=0) 
= dr!og(Mw(r)) I~ "'. + , ··:· : : , 21 . r2 + ... ; 

entonces por el Teorema _L14.,.,_ 
•. :'é' •'.' .--'·':" 1·' 2· 2> 
!og(Mw(r)) = µr + 2u r .+ ... 

' ' 
y por la Proposición 4.6 se tiene, , · 

1 
re= log(Mw(r)) = µr + 2u2r2 + ... 
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Se puéde observar que 

y por lo tanto: 
-'-_2(c-µ) 
R u2 . 

• 
Ejemplo 4.1 La. expresión paro. el coeficiente de ajuste en el caso especial 
de que las W; tengan una distribución N(µ, u 2 ) puede ser calculada de la 
siguiente forma: 

La. función genemdom. de nwmentos de una N(µ, u 2 ) está dada por 

de donde 

Mw(r) = eµ.r+~, 

u2r2 
ln{Mw{r)) =µr+~;· 

Utilizando el Teorema 4.6 se tiene que: 

y, 

. 'u2r2 ·J . 

µr+-- =re 2 · .. 

r[(\;- e)+ u;r] =O. 

Despejando a r se concluye que: 

R= 2(c-µ) 
. ·q2 con e>µ. 

De lo anterior. se puede observar que cuando la distrilru.ción del monto de 
reclamación tiene . una distribución normal el resultado del Teorema 4. 6 se 
cumple exactamente. 

• 
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4.3.2 Modelo a tiempo continuo 

A continuación se formulará el modelo de ruina usando dos procesos ester 
cásticos, el proceso estocástico que denota el número de reclamaciones y el 
proceso estocástico que denota el total de reclamaciones. Modelando el pri­
mero por un proceso Poisson y el segundo por un proceso Poisson compuesto. 

Definición 4.13 Para un portafolio de seguros, se definen los siguientes pro­
cesos estocásticos: {N(t) : t 2: O} y {S(t) : t 2: O}, donde N(t) denota el 
número de reclamaciones y S(t) el total de las reclamaciones al tiempo t , 
tal que: 

N(<} 

S(t) = ¿x, 
i=l 

donde X; es el monto de la reclamación i. 

• 
Es importante mencionar que N(O) =O, además que S(t) =O siempre y 

cuando N(t) =O, es decir si no existen reclamaciones al tiempo t, tampoco 
habrá monto de reclamación en dicho periodo. 

De la definición anterior se puede observar que para t 2: O y h > O el 
proceso N(t + h) - N(t) es el número de reclamaciones y S(t + h) - S(t) es 
el monto de reclamaciones que ocurrieron durante el intervalo [t, t + h). 

Definición 4.14 Sea la variable aleatoria T; que denota el tiempo en que 
ocurre la reclamación i, se define la variable aleatoria tiempo entre eventos 
corrw: 

V;= T; -'.li-1 

en el caso de que i = 1 se tiene: 

V1=T1 

• 
En las siguientes gráficas se pueden apreciar las relaciones entre N(t) y 

S(t), se observa que el incremento en uno afecta el incremento en el otro. 
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R.esu.ltado típico de un proceso número reclamaciones 

i~-··. 
v.----

Resultado típico. de un proceso total de reclrunaciones 

5(1) 

T, 

176 



El proceso número de reclamaciones se analizará· mediante dos métodos 
los cuales son: 

(a.) El método global: 
El cual consiste en especificar la. distribución de la. siguiente varia.­
ble aleatoria [(N(t + h) - N(t)) IN(s)]pa.ra. todos:::;; t. 

(b) El método discreto: 
El cual consiste en especificar la distribución conjunta de los tiem­
pos entre eventos Vi., \12, •.. o equivalentemente la de T., T2, ... 

Se utilizs.rá el proceso Poisson donde los tiempos transcurridos entre re­
clamaciones son variables alca.torios independientes e idénticamente distri­
buidas. 

Definición 4.15 La definición del 71'létodo global de un proceso Poisson 
es romo sigue: 

e--"'(>.h)k 
P[N(t+h) -N(t) = klN(s) con s:::;; t] = k! pam k =O, 1, ... 

y satisface las siguierúes propiedades: 

(a) Tiene incrementos estacionarios, es decir, la distribución de: 

N(t + h) - N(t) 

depende de la longitud del intervalo y no de la localización de t. 
{b) Pa'IU algún conjunto de intervalos disjuntos { t 1 , t 2 , ••• , t,..}, los in­

crementos del proceso t,, ti+fu .•• son 11ariables aleatorias indepen­
dientes, es der.ir paro toda i, las tJariables aleatorias N(t¡ +h.) -
N(t,) son independientes. 

(c) La probabilidad de reclamaciones simultáneas es cero, es decir: 

lim P[N(t + h) - N(t) > 1] =O 
h-0 h 

• 
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Definición 4.16 La definición del método discreto de un proceso Poisson 
se puede hacer bajo el supuesto de que el tiempo tmnscurTido entre recla­
maciones Vi, V,., ... son variables aleatorias independientes e idénticamente 
distribuidas, cuya distribución es exponencial con parámetro .>.. 

• 
Proposición 4.10 Los métodos global y discreto del prooeso Poisson son 
equivalentes. 

Demostración. 
Primero se demostrará que el ml:todo global implica el método discreto." 
Utilizando (b) de la Definición 4.15 se tiene que: 

P(V.+1 > h IVi, ... ,V.)= P [v.+1 > h IN(s~ paras~ t = .. i;t"VJ] , 
es decir, la ocurrencia de los tiempos entre eventos {Vi, ... , V.} es análogo ~ 
número de eventos ocurridos al tiempo t 9• Por la Definición 4.15 se- llega a 
que 

P(V.+i > h (Vi, ... , V.) = P (N(t + h) - N(t) =O (N(s), paras ~ t] 
e-.v.(>.h)º 

01 
e->.h, 

Además la última expresión es la función de supervivencia en el proceso · 
Poisson. . .. , .... 

Utilizando (b) de la PropOsición 1.8, se éoncluye que: 
' ,'' ·.,._·., _, .- . '",. . . ·:-.··-,' 

P(V.+1~ h(\li, ... , V.) =.1-e-M. 

Ahora se demostrará,.qu~ el ~do discreto implica el método global. 
Se sabe que: 

p [N(t + h) -'N(t) = k IN(s), paras ~ t] = p [Tk ~ h y T,,; + vk+l > h] 
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donde: 

T1;=Vi+ ••. +V1; 

y las V. son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 
exponenciales con pará.t:netro k , T1; se distribuye gamma con parámetros .>. 
y k. 

Por lo que: 

h 

P [T1< $ h y T,. + V"+1 > h) = / P[T1; + V1;+1 > h ¡T,. =u) /7J.(u)du 
o 

Jh jh >."u"-le-"u 
= P [V1;+1 > h-u] f'.lJ.('c-')du = e-"(h-u) (k- l)I du 

o o 

"••·-:c;':;f ~~~~··;~¡~¡,;,~· 
por lo tan~:, . ..... . -. --,--<---·'-." -·-::~· ·:·~ 

p [;Ct ;~) '2;~'¡;; ~-~1~(i~·iLa:~ ::; t) = e-M (>.::t. 
A continuación se definirá el proceso Poisson compuesto. 

Definición 4.17 Se define el proceso Poisson compuesto CDmO: 

N(t) 

S(t) = ¿x, 
i=l 

• 

donde las X, son variables aleatorias independientes e idénticamente dis­
tribuidas con función de densidad fx(x), siendo independientes del proceso 
Poisson {N(t) : t;:::: O}. 

• 
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Observación. 
Si el proceso de suma de montos de reclamaciones {S(t): t ~O} es un 

proceso Poisson compuesto con parámetro>.. y función de densidad fx(x) de 
las variables aleatorias Xi dadoa, entonces S(t) cumple las siguientes propie­
dades: 

(a) Si t ~ O y h > O, entonces la distribución de S(t + h) - S(t) es 
Poisson compuesto con >..h y fx(x) dadas, es decir: 

"" ¡(l•>c ) 
P[S(t + h) - S(t):::; x IS(s) paras:::; t] = ~:::e-""(>..h)A: xk! x 

k=O 

donde¡~> es la k-ésima convolución de fx(x). 
(b) Para cualquier tiempo t, la probabilidad de que la siguiente re­

clamación ocurra entre t + h y t + h + dh , y que el monto de 
reclamación sea menor o igual que x, es e-M(>,dh) fx(x). 

(c) El proceso {S(t) : t ~O} tiene incrementos estacionarios indepen­
dientes, es decir, la suma de reclamaciones para intCI"VB.!oo de tiem­
pos disjuntos son variables aleatorias independientes y la distribu­
ción de cada uno depende solo de la longitud del correspondiente 
intervalo y no de su localización. 

(d) Si para S(t) con t fijo, S(t) tiene una distribución Poisson com­
puesta con parámetro Poisson >..t, de las fórmulas dadas en las 
ecuaciones (3.18) y (3.20) se tiene que: 

E(S(t)) = >-.tµ1 

y 
Var(S(t)) = )..tl-'-2. 

donde µ 1 y l-'-2 son el primer y segundo momentos de la variable 
aleatoria X; que denota el monto de reclamación en el periodo i. 

El proceso estocástico de excedente {U(t): t ~O} puede ser estudiado 
por su relación con el proceso de reclamación {S(t) : t ~O} el cual es un 
proceso Poisson compuesto. Con esta suposición se pueden desarrollar cotas 
superiores e inferiores para la probabilidad de ruina 1/J(u). 

Se supondrá que las primas pagadas e exceden loa valores esperados de la 
reclamación por unidad de tiempo, la cual es >.µ 1 • 
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Definición 4.18 Se define la carga relativa de seguridad por la ecuación: 

e = (1 + 8)> .. µ 1 

con(}> O. 

• 
Se puede observar que si(} :5 O ent.onces t/J(u) = 1, lo que significa que la 

ruina es certera. 

A continuación se dará. la definición análoga para el coeficiente de ajuste 
de la variable aleatoria S(t) - et. 

Definición 4.19 Sea t > O tal que et es el monto de las primas pagadas 
al tiempo t, y la distribución total del monto de reclam.acúmes S(t) es una 
variable aleatoria Poisson compuesta con número esperado de reclamn.ciones 
>.t. Se define el coeficiente de ajuste como la míz positiva más pequeña de la 
ecuaci6n: 

Ms(tJ-ct(r) = 1 

• 
Proposición 4.11 El coeficiente de ajuste R puede ser calculado de la si­
guiente forma: 

>.[Mx(r) - l] =re 

donde X es la variable aleatoria que denota el monto de mclamacidn del 
proceso Poisson compuesto. 

Demostración. 
Por la Definición 4.19 se tiene que 

1 Ms(t¡-ct(r) 
E [ er(S(t)-ct)] 

E [ erS(t)-n:t] 

E [erS(t)e-n:t] • 
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Como e-rct es una constante por (a) del Teorema 1.11 se tiene 

1 E. [erBCtl] E [é-rct] 
= E [e~s(~l] ~~ 

Msce>(r)e~rct. 

Lo anterior es equi~ente a ,,; · . ·· .: 

.~.-~:'.·~;)~-> ·:· .:."•' ,'... ,:::;.e•" • 

Ms(e>(r,)~:?:' =;='~-::~~~x(rl-lle-rct, 

y aplicando la función logaritmo; . 

O= l~g (é"~CMx(r)-llé'..:,.) ~log'(e::..~(Mx(r)-1>) +log (e-re<); 

por lo tanto: 
::'.,; 

A(Mx{r) '-.:: 1) ,,;; re. 

Observaci6n. 
• 

Si se sustituye c = (1 +B):Xµ1 en el resultado anterior se tiene la siguiente 
equivalencia: 

Mx{r) = {1 + 8)µ 1r +l. (4.3) 

En general, el coeficiente de ajuste es una función creciente de la carga 
relativa de seguridad. Enseguida se dará un ejemplo para ilustrar la obser­
vación anterior. 

Ejemplo 4.2 El coeficiente de ajuste si la distribuci6n del monro de recla­
m.a.ci.ones tiene una distribución exponencial con panimetro {3 > O se obtiene 
de la siguiente manera. La funci6n generadora de momenros de una e:r:po­
nencial esta dada por: 

{3 
Mx(r)= {3-r' 
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utilizando {4;3) se tiene que: 

de donde 

1 
(1+6) ·¡y+1 

o 

o 

-6(:1+ (1 +6)r= O, 

por lo tanto: 
- 6(:1 
R= (1+6) 

• 
TeoreDlll 4.12 Sea U(t) el proceso estocástico basado en que el prooeso es­
tocástico Poisson compuesto S(t) que denota el total de reclamaciones con 
e> :>..µ11 (es decir, la carga relativa de seguridad es positiva) entonces paro 
u ;:::: O se cumple: 

exp(-Ru) 
..P(u) = E[exp(-RU(T) IT < oo)] 

dorule R es el coeficiente de ajuste. 

Demostración. 
(Ver Bowers et al, 1997; página 426) 

• 
Corolario 4.13 Sea U(t) el proceso estocástico basado en que el proceso es­
tocástico S(t) que denota el total de reclamaciones y es Poisson compuesto 
con e> :>..·µ1 , es decir la carga relativa de seguridad es positiva entonces paro 
u ;:::: O se cumple: 

..P(u) < exp(-Ru) 

dorule R es el coeficiente de ajuste. 
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Demostración. 
Si T < oo entonces 

U(t) <O 

y 

· -:-U(t) > O • 

Por ser el coéficiente de ajuste se tiene que . 

R ::>O, 

por lo que 

-:-RU(t) >O, 

entonces 
, exp(-;-RU(t))> L 

Por (e) del Teorema 1.11 

lp[~(-RU(t)IT< 00)] >1 

y 

1 <1 
E[exp(-'"RU(t) IT < oo)] .. ' 

exp(-Ru) 
E[exp(-RU(t) IT < oo)] < exp(-Ru). 

por lo que: 

Y así, por el Teorema 4.12 se concluye que: 

1/J(u) < exp(-Ru). 

• 
Proposición 4.14 Sea X la variable aleatoria que denota el monto de re­
clama.ci6n, y = E R tal que Fx(=) = l. Dado T < oo, se cumple que 
U(t) > -m siempre y cuando el excedent;e poco antes de la reclamación haya 
sido positivo. Entonces se cuTnple que: 

1/J(u)=e-Ru 
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Demostraci6n. 
Por hipotesis: 

U(t) > -m 

-U(t) <m 
y por la. Definición 4.3 se tiene que: 

o< -U(t) <m. · 
Debido a. que R > O y por la. Definición 4.19 se tiene: 

O < -RU(t) < Rm, 

de donde, 

1 < e-JW.<tl.< eRm. 

Por el (c) del Teorema. 1.lf se obtiei:ie que:, 

1 <: E (e-JW(t) IT < oo) < e1-, 
de donde: 

y por 10 tant~. 
. . e-Ru ... · .. e-Ru .• 

1 ,:-;:: ~,~< E(e~~CtllT < oo)· 

Por el Teorema. 4.12 se tiené"qúe: 

concluyéndose que: 

'e-Ru 
1 <-- = e-R{u+m) < 'l/J(v.) 
. ..,eRnl 

e-R{u+n>) < 'l/J(v.). 

Y asi, J><:Ír e1, Q>rol8rio 4.13 se tiene que: 
>,o·-,·.·: e-R(u+m) < 1/J(u) < e-nu. 

~ ~terlór sugiere que una. buena. aproximación de 'lfJ(v.) es e-Ru, ya. que 
e-:&n 1:::1 O para. m lo suficientemente grande, lo que demuestra. la. proposición . 

• 
Se seguirá trabajando con el modelo a. tiempo continuo donde el proceso 

del monto total de reclamación S(t), es Poisson compuesto. 
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4.4 Primer excedente debajo del nivel inicial 

Se considerará el monto del excedente al tiempo cuando ca.e por primera 
vez debajo de su nivel inicial {lo cual nunca puede ocurrir). Como una 
aplicación, se encontrará una expresión simple para T/>(O), la probabilidad de 
ruina, si el excedente inicial es O. 

El teorema principal de esta sección es el siguiente: 

Teorema. 4.15 Paro. un proceso Poisson compuesto la probabilidad de que 
el excedente caiga debajo de su nivel original u y que después se encuentre 
entre (u -y) y (u -y- dy) cuando esf.o pase por primero. vez es: 

>. [ ( ] 1 - Fx(y) 
~ 1 - Fx y) dy = {l + 8 )µ.

1 
dy , y>O 

Demostración. 
(Ver Bowers et al, 1997; página 427) 

• 
Como una aplicación del Teorema 4.15, se observa que la probabilidad de 

que el excedente caiga debajo de su nivel original es: 

(1 +18)µ.1 J [l - Fx(Y)] dy = (1!8) 
o .. 

ya que: 

1(1- Fx(y)] dy =µ.1 •· 
o 

En el caso especlal de u~ O, es deck, Ctili;nd.o ;,e desea caI.;.tlar la proba­
bilidad de· qúe el excedente caiga debajo de su nivel original O, o de que la 
ruina ocurra, es 

. 1 · .. 
T/>(O) = (1 + 8) (4.4) 

Es notable que ,P(O) sólo depende de la carga relativa de seguridad y no 
de la forma específica de la distribución del monto de reclamación. · 
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Lema. 4.16 Sea L 1 una variable aleatoria que denota el monto de reclama­
ción ],ar la cual el excedente cae debajo de su nivel inicial por ·primero vez. 
La función de densidad para Li está dada por: 

Demostración. 

/L, (y) = 1 - Fx(Y), y > O 
µ¡ 

La. función de densidad para. L 1 es obtenida. dividiendo: 

por 

esto es: 

1-Fx(Y) 
(1+8}µ¡ 

1 
,P(O} = (1 + 8), 

f ( ) _ 1-Fx(Y) 
L1 Y - ' µ¡ 

y>O 

• 
El siguiente teorema. muestra. la relación entre la función genera.dora. de 

momentos de L 1 y la. función de distribución de la. varia.ble aleatoria. X que 
denota el ta.maño de las recla.ma.ciones. 

Teorema 4.17 L 1cumple la siguiente relación: 

1 
ML.(r) = - [Mx(r) - l], 

µ¡r 

donde Mx(r) denota lafunci6n generadora de mome~s de la variable alea­
toria X. 

Demostración. 
Utilizando la. Definición 1.21 se tiene que: 

;ML1 (r) =.:
1
-JerJI_ [1- Fx(y))dy, 

o 
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e integrando por partes se obtiene: 

,- ML'.S~>.~:1,[e~.[1-Fx(Y)llo+~¡e~fx(y)dy]. 
,,.,~, .. · ... '. .. . ,.. ~ .. '.,... . . . , 

Aplicando i,;s-propieclD<l:<;S de la nmclón de distribución, se concluye que: 
- - 1 ' 

ML1 (r) = - [Mx(r)-1]. µ¡r -

El consecuente ejemplo mostrará. una aplicación del Lema 4.16. 
• 

Ejemplo 4.3 Si la distribución del -monto de reclamaciones es exponencial 
con parám.etro (J, la función de densidad de L 1 se calcula de la siguiente 
forma: 

la esperanza y la función de distribución de una variable aleatoria expo­
nencial están dadas por: 

1 
E(X) = fj y Fx(x) = 1 - e-flr; , respectivamente. 

Por el Lema 4.16 se concluye que: 

ÍL1 (:z:) = f3 (e-fl"') · 

• 
4.5 La máxima pérdida esperada 

Definición 4.20 Se define la variable aleatoria .ná:z:inu¡ pérdida esperada. 
L, como: 

L=~~{S(t)-ct} 

es decir, es el m6:rimo excedente de la suma de las reclamaciones sobre las 
primas recibidas. 

• 
Observación. 
·si-S(t)....:. et= O para t =O, entonces L ~O. 
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TeoreIDD. 4.18 La funci6n de distribuci6n de L está dado. por: 

FL(u) = 1 -1/J(u) 

Demostración. 
Por la Definición 4.3 se sabe que 

1/J(u) = P[T < oo] 
= P[(min{tjU(t) <O, para toda t 2: O})< oo], 

lo anterior es equivalente a decir que: 

1-1/J(u) = 1-P[T> oo] 
= P [U(t) 2: O, para toda t]. 

Además por la Definición 4.1 se tiene que 

1 -1/J(u) = P [u+ et - S(t) 2: O, para toda t] 
= P [S(t) - et :::; u, para toda t] . 

El lado derecho de la últÍIIla. igualdad, debido a la Definición 4.20, 
análogo a calcular P(L ::5 u), lo cual demuestra que: 

1 -1/J(u) = P(L:::; u), u 2: O. 

es 

• 
Del teorema anterior se puede observar que el complemento de la proba­

bilidad de ruina, puede ser interpretado como la función de densidad de la 
variable aleatoria L. En particular, se tiene 

1 -1/J(O) = P(L ::5 O) 
= P(L=O), 

con L 2: O. En este caso, la máxima pérdida esperada es lograda al tiempo 
t=O. 

El resultado principal de esta sección es la siguiente fórmula explícita para 
la función generadora de momentos de L, la cual puede usarse para obtener 
información acerca de 1/J(u). 
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Teorel'.118. 4.19 Sea L la variable aleatoria que denota la máxima pérdida 
esperada. Entonces sv. función generadora de rTWmentos está dada por: 

M (r)- 8µ1r 
L - 1+(1+8)µ1r-Mxfr)' 

donde X es la variable aleatoria que denota el tamaño de las reclamaciones. 

Demostración. 
La demostración del teorema involucra la consideración de las veces que 

el proceso máxima. pérdida. esperada. supone valores altos. Un resultado de 
este proceso se presenta. en la siguiente gráfica.: 

Típico resultado del proceso tnáxima pérdida esperada 

En este caso un nuevo resultado alto es establecido tres veces después 
de esto. Cada. valor tiene probabilidad de 1 - ..P(O) de que no sobrepase los 
valores altos y una. proba.bilida.d de ..P(O) de que será arruinado. 

Si el resulta.do es sobrepasa.do la función de densidad del incremento de 
L puede ser representada. como suma de un número alea.torio de variables 
a.lea.torias, es decir, 
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L=L1+~+ ... +LN (4.5) 

donde L; es la. varia.ble a.lea.torio. que denota. el monto de recla.ma.ción por 
la. cua.l el excedente ca.e deba.jo de su nivel inicia.l por i-ésima. vez. 

Aquí la. va.ria.ble a.lea.torio. N es el número de resulta.dos máximos y tiene 
una distribución geométrica., con función de densidad da.da. por: 

P(N=n] [1 - ,P(O)] (,P(O)]" 

(
_l )n+l

0 8 
1+8 ' 

n=0,1,2, .. 

y su función genera.dora. de momentos: 

(4.6) 

Las va.ria.ble a.lea.tocias N, L 1 , L 2 , ••• son mutua.mente independientes y la 
función de densidad común de las L; está da.da en el Lema. 4.16. De a.cuerdo 
a. la ecuación 4.5 se tiene que la función genera.dora. de momentos de L es: 

1+8-ML1 (r) 

Además por el Teorema. 4.17 se tiene que: 

.8 8 
1+8-ML1 (r) = 1+8-[1/µ1r][Mx{r)-1]; 

lo anterior demuestra. que: 

ML(r) = 1 + {1+·8~::; ~ Mx(r) · 

• 
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Corolario 4.20 Sen. L la variable aleatoria que denota la máxima pérdida 
esperada. Ent.onces una expresión equivalente a la funci6n genera.dom de 
'TTUJTTlenúJs de L está dada por: 

M r __ 8 _ _ 1_( 8(Mx(r}-1] ) 
L( ) - (1 + 8) + (1 + 8) 1 + (1+8)µ1r - Mx(r) 

Demostración. 
Se tiene que: 

8 1 ( 8 [Mx(r) - 1] ) 
(1+8) + (1+8) 1+(1+8)µ1r-Mx(r) 
8 (1+(1+8)µ 1 r - Mx(r)) + 8 [Mx(r) - 1] 

(1+8) (1 + (1 + 8)µ 1r - Mx(r)) 

por lo tanto se da. la. equivalencia.: 

8 1 e 8(Mx(r)-1] ) 8µ 1r 
(1+8) + (1 + 8) 1+(1+8)µ1 r - Mx(r) = 1+(1+8)µ1r - Mx(r) . 

• 
Proposición 4.21 Sen. L la variable aleatoria qlie defiota la máxima pérdida 
de reclaTTW.Ciones, emonces: · · 

{a.) Si 1- .P(u) es la. función de distribución de la. varia.ble a.lea.torio. L 
la. cua.1 tiene un punto de a.cumula.ción en el origen y una. función 
de densidad continua. para. los valores positivos de u, entonces se 
cumple que: 

HL(r) = 1 - 1"(0} +] eur(-.P'(u}]du 
o 

(b) Se tiene que: 

/

00 

ur¡ 1 ] 1 ( 8(Mx(r}-1] ) 
e -.P (u) du = .(1+8} 1+(1+8}µ

1
r- Mx(r) 

o ' - - - -
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Demostración. 

(a) Por.tener un punt;, de acm;,.ul8.ci6n en u= O, se cumple lo siguien-
- te •>- ,·'t•,:::'-

M".(r) ~ e~~,<[,,'f O)+ j e"'"fL(u)du. 
; ,; ·'<- ,-<-• -- o 

Por el Teorema 4.lS /ccfdel Teorema 1.16 se tiene que 

por lo que Se conélri;e'·q_ii~-: 
. ,, ; , .. ~, 

ML(r) :::1 -,P(Ó} +,]~u~ [-1/1'(u)) du 
;•- ' ,";' ';i i:' "; o - " -

,,.,,--_, :-;···~ 

(b) Utilizando el inciso antériory (4.4) ~tiene que: 

ML(~>. j~ ~~\+t~~>t.z:~:[-:~:.<~>1 d.u 

'•• _•.~-···1~.l:'~~'.!/[:u~[-~'~~)) du; 

Y por el Córol~io 4.2o:~é~~{l~i~a que: 

(1 ~O) (1 +(:~)~~~ix(r)J -2 jeur [-.P'(u)) du 
- - o 
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El resultado anterior es importante ya que puede ser utilizado para ob­
tener una expresión para 1/J(u), para una familia de distribuciones especiales 
del monto de reclamaciones. Un ejemplo de dicha familia, es la mezcla de 
distribuciones exponenciales cuya función de densidad esta dada por: 

fx(x) 
n 

¿ A,,B,e-1'1•"' x > O 
i=l 

n 

,B, > O, A. > O y ¿A. = l. 
i=l 

Para ello se necesita el siguiente teorema. 

Teorema. 4.22 Se.a X, la variable aleatoria que denota el m.onto de reclamn­

ciones, con función de densidad de la forma fx(x) = EA..B,e-1'1•"' x >O, 
i=l 

entonces 

!""e-- [-1/l'(u)] du ='E e,; • . 
o i=t ri -_r 

con C;r, E JR. 

Demostración. 
Para demostrar este resultado se usará (a) de la Proposición 4.21, para 

ello es necesario calcular la función generadora de momentos del monto de 
reclamaciones, y para esto se tiene que: 

Mx(t) je=' fx(x)dx (4.7) 
o 

je"" E A.,B,e-i'1•"'dx 
o ~~ .. : . 

tA, je~,B,e-1'1•"'dx 
.•=l o 
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Sustitu~do (4.7) ~ (a) de la. ~posición 4.21 se tiene que 

je= [-,j,'(u)] d.;,.. 
o 

/J1(P~-r) 
E A.{3, TI {/3; - r) - TI {/3; - r) 

8 
•=l ;=1 ;=t ;,,.. . 

Al desarrollar el numerador de la. expresión anterior sé obtiene un polino­
mio de grado n, al igual que en. el denominador, por lo .que esta. expresión se 
puede descomponer en fra.cciones parcia.les obteniéndose de este modo que: 

loa .En C·r· 
eur [-t/J'(u)] du = .·· .-_'-'-

.' r,-r 
o - . . _,~1 . - . " 

donde ri. ... , rn son las raí~ del polinontlo dcl.'d~omina.dor. 
• 

Observación. 
El resulta.do del teorema. anterior se cumple si .. 

..P(u.) = Ec,e-r'u, 
•=1 

por lo que esta. expresión es la. probabilidad de ruina.. 
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4.6 Ejercicios resueltos 

1.-Considere el monto de las reclatnacioncs en los periodos n+l, n+2, ••. , n+ 
rn y se denota el total por S,..m; esto es, 

Sn,m = Wn+1 + Wn+2 + ... + Wn+m· 

El monto de reclamación para cada periodo es generado por el proceso 
estocástico descrito en el modelo autorregrcsivo. Demostrar lo siguiente: 

(a) 

m fn-i 

¿y .. _...¿ai+w .. ¿ai 
i=l j-0 i=l 

·~. ~~.:~:;i~l)) yn+i + (a~ ~71)) W.,. 

(b) Cuando rn .--> oo el tén'nillo final del lado derecho de la expresión 
en (a) converge.,; .. : · · 

áW~ 
1-a' 

siempre que lal < l. 
(c) 

E [Sn.m IW1 = Wi. W2 = W2, ••• , W., = Wn] 

[
rn(l - a) - a+ a"*1] ca·- am+l) 

(l -a)2 µ+ 1-a Wn 

donde. E(Y n+i) = µ. 

Solución: 

(a) Utilizando (b) de la Proposición 4.1 y sUStit~yerid~ n'.+-rn en lugar 
de n se tiene que · ·· · · " 

· l.:..a2 ·:·'·. ·1...:..ám ·:·.·x·'· .. 1-a"' 
y n+m + 1 '-'-a y ..+m-i + ··· -1- 1 - a y...¡.¡+ª 1 - a W., 
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1 - am 1 - a2 .. '· a - am+l 
l-a Yn+1+ ... + l-a Yn+m-l~Yn+m+ l-a Wn 

"' ·c1-aCm->+1)) Y,.+i + (ª.- aCm+1)). W~; (4.8) E 1-a . _- 1- ..... . 
i=l . ' .. - _.;: 

Por otro lado, como 

1-aCm-l+l) 
(4.9) 

1-a 

y 
a-aCm+1) 

(4.10) 
1-a 

ahora, sustituyendo (4.9) y (4.10) en (4.8) se tiene demÜestra que: 

m-i 

Sn.m = LYn+i L a1 + Wn :E a1 
i=l jc:O jcd _ .-.- , --~·.:_· 

. ~ c-:::>+1) yn+i + u~ ~:+Í>) Wn. 

' . 
--;_,__ --- - m . - ,~.' 

(b) Cuando m - oo en E a3 Wn se tiene que: 
, - i=l 

yaqueO<a<l. 

(e) Calculando la ruperanza se tiene· que: 

E [Sn,m IW1 = Wi, W2 = W2, ••• , Wn = Wn] 

E [~ c-la::l+l)) Yn+1+ (~ ~ ::-l)) Wn l 
~ el-- aCm-i+l)_) . . '(ª ,..-. aCm+l)) 
¿..;., 1 - a . E(Y n+>) + . 1 - a Wn 
i=l 
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2.-Sea {N(t): t;::::: O} un proceso Poisson con párá.Dietro :>..y p,.(t) está 
dada por P [N(t) = n] . '.;.:/ '' ,·:~ 1. · 

Demostrar que: 

(a) ;1;Po(t) = -.>.¡>o(t), 
(b) ;1¿p,.(t) = -.>.p,.(t) + .>.p,._1(t) 

Solución: 

(a) Sea. P,.(t) la probabilidad de que en el tiempo t hayan ocurrido n 
eventos, entonces P0 (t + At) es la probabilidad de que en el in­
tervalo (O, t + At) no ocurra ningun evento. Para que esto suceda 
tendría que pasar lo siguiente: que al tiem¡}o t no haya ocurri­
do nada y al tiempo t + At t81Dpoco, es<decir, en: términos de 
probabilidad sería: 

P0 (t + At) = Po(t)P0 (t + At). · 

Por lo que de acuerdo a la Definición 1.64. se tiene que: 
. , !, ~ ', . ' •' 

entonces, 

P 0 (t+At) = P0(t)(l~:>..Lit) 
='; Po(t) 7Po(t).>.At, 

Po(t + .tit)'-Fb(t) · -Po(t):>...ó.t 
P 0 (t+.l'.\t):..;;,Po(t) = . 

.ó.t . ··· .... , -Po(t):>.. 
lim ··Po(t+í::>.t) .:;_.P0 (t) .. •· 

.0.t--0 .ó.t. 
-Po(t):>.. . 
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y así, se demuestra que 

d 
dtP0 (t) = -Po(t)>.. 

{b) Sea Pn{t + At) la probabilidad de que en el intervalo {O, t + At) 
hayan ocurrido n eventos, esto puede suceder de dos formas: 

La primera de ellas es que existan n ocurrencias durante un tiem­
po t y ninguna hasta At, con probabilidad 1 - >.At. Dada la 
suposición de independencia, la probabilidad conjunta es: 

Pn(t) {1 - >..ó..t) . 

La segunda es que que hayan (n - 1) ocurrencias al tiempo t, con 
probabilidad Pn-1(t) y, una en At cuya probabilidad de acuerdo 
a la Definición 1.64 es >..ó..t. Nuevamente, dada la suposición de 
independencia, la probabilidad conjunta es: 

Pn-1 (t)>.At. 

Por lo tanto 

lim 
At-0 

Pn(t +.ó..t) 

Pn(t + At) - Pn(t) 
Pn(t + At) - Pn(t) 

.ó..t 
Pn(t + :.O.t) - Pn(t) 

.ó..t 

y así lo anterior demuestra que: 
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y así, se demuestra que 

d 
dtPo{t) = -Po(t)>.. 

(b) Sea Pn{t + At) la probabilidad de que en el intervalo {O, t + At) 
hayan ocurrido n eventos, esto puede suceder de dos formas: 
La primera de ellas es que existan n ocurrencias durante un tiem­
po t y ninguna hasta At, con probabilidad 1 - >.At. Dada la 
suposición de independencia, la probabilidad conjunta es: 

Pn(t) {1 - >.At) . 

La segunda es que que hayan {n - 1) ocurrencias al tiempo t, con 
probabilidad Pn-i(t) y, una en At cuya probabilidad de acuerdo 
a la Definición 1.64 es >.At. Nuevamente, dada la suposición de 
independencia, la probabilidad conjunta es: 

Por lo tanto 

Pn(t + At) -Pn{t) 
Pn(t + At) - Pn(t) 

At 
Pn(t + At) - Pn(t) 

At 

Pn-1 (t)>.At. 

Pn(t) {1 - >.At) + Pn-1(t)>.At 
Pn{t) - Pn{t)>.At + Pn-1(t)>.At 
-Pn{t)>.At + p~:_1(t)>.At 
'-Pn(t)>. + Pn-1{t)>. 

~P~(t)>. + Pn-1(t)>.. 

y así lo anterior d~~~tra que;~' 
. d .. · ..... · ,,'; • 

dtPn(t) = .C,.>.Pn{t)+>.Pn-1{t) n~ l. 
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3.-Usar la siguiente desigualdad 

e= > 1+ rx+!(rx)2 
·._ ... _,. ,, 2 r > O,x >O 

para demostrárque el coeficiente de ajuste para el Proceso Poisson compuesto 
cumple 10 siguiente: 

Sean !ii(x) ='e= y g 2 (x) =; 1 + rx + ~(rx)2 funciones de variable real y 
sea Xuna'vBriable·aleatOria.Como 

por hipótesis y por (d) d~l Te:arema 1.11..., sigue que 

~~<~}_5~'rn~~~~+~cr~>2]: 
Por la observación del~ Pro~iclÓ1/4.Úse tiene que.> 

- . • '~ . . ; '¡ . ' ' - . . • 

entonces - ''·'' --· _,_,. ____ --

.- .. 1 '• 
'· 8µ.1r:> 2r2JL2.!· 

Como r es el ooeficii..:íte''cl.e ,;justé por 10: Definición 4.19 se obtiene que 
r > O, por lo que -' 

y así, se concluye que 

.. 1 
. 8µ.¡ ?" 2rµ.2; 

. R < 28µ.1. 
/L2 
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4.-Suponer que(}=~ y 

fx(x) =:!e-a:.+ '!..e-7"' 
2 2 

x>O, 

calcular 

(a) 'Y que es el mínimo valor (distinto de cero) para el cual la función 
generadora de momentos existe 

(b) R para nn proceso Poisson compuesto 

Solución: 

(a) Primero se calculará la función generadora de momentos de X, 
para ello se utiliza la Definición 1.21 es decir, 

Mx(r) = ~je'""' (3e-3
"' + 7e-7

"') dx 

o 

~ j e'""'3e-a:z:dx + ~ l e...,7e-7"'dx. 
o o 

Debido a que j e'""'3e-a:z:dx se puede ver como una función ge­
o 

neradora de momentos de una variable aleatoria con distribución 
e:z:p(3) y análogamente j e'""'7e-7"'dx,se distribuye e:z:p(7), se tiene 

o 
que 

Mx(r) = !. (-3
-) + ! e~) . 2 3-r 2 7-r 

Como 'Y es el mínimo valor para el cual la función generadora de 
momentos existe, se concluye que 'Y = 3. 

(b) Para encontrar R se utilizará (4.3), antes de eso se calculará µ.1 • 

Por la observación de la Definición 1.21.se tiene que: 

d 3 1 7 ·.· 1 
;uMx(r) = 2 (3 - r)2 + 2 (7 - r)2 
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por lo que 
. 11. 11 5 
µ 1 = 23 +.27 ~ 21.· 

Ahora, sustituyend~ Mx(r), µ 1 y 9 en (4.3) se tiene que 

1 + (1 + ~)· .. c·•·-2..:·)·; ~ ~ [. ~ +-7-J 
...... · 5 __ : 21·_. ·:·2. 3-r 7-r ' 

.•. ·. }-\-.~(:t,3~r +7~r' 
(6 + 27:) (3 ''-'- r) (7 .;.:._ r) == 126 - 30r. 

parar se obtiene qu~ {;~~ ~},{f =·6}, {r = l} de donde se con-
cluye que R= L · · · · · .· · ·· 

'·'· 

1 
1 

5.-Suponga que la distribución delriióri.t~.ci~iec::lamación es discreto con 
fx(l) = i y fx(2) =~-Si R = ln2; éalcular 8. 

Solución: 

Por la Definición 1.21 se tiene.~tl,/~:}. . . . 
;, .•.... ;;;';:., .. :>:'·::;¡: :::· 3 

Mx(r) ='= 'L: e;,.,fx{x)~··-er.f.-e2r . 
. ,-:r:·:t:\,,: .... 4,'. . 4.· 

Calculando la primera derivada d.e Mx{r) ·y .haciendo r = O se obtiene que 

•:.:) .. :,,: .. · .. t;:.2J·:~.t~.-f ... 
Sustituyendo Mx(.,;) yµ¡ en' (4.3) se tien;, que •. 

' - 'i:t ; .... ~"·.' '. "'' ''" ' ... 
··1 3 : : ; 7 

¡er,+ ¡e~== {l + 8) ¡r + 1, 
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como R = In 2 = r se sigÚe que 

!.e1n2 + :!e2 1n 2 = {1+8) ! ln2 + 1 
4 ' 4 ' 4 ' 

entonces, 5 7 2 ~ (1+8)¡ln2, 

despejando 8 se concluye que · 
' ·: 10 ' 

8 = 71n2 '.'"""l. 

6.-Sustituir 
. r 2 r 3 

M~(r) = 1 + µ.1r + µ.22 + µ.3 5 + ... 

en ML1 (r) para calcular 

(a) ·E(L:i). 
{b) E(L~) 
.(e) Var(L 1). 

Soluci6n: 
Sustituyendo Mx(r) en el T~rema 4.17. se tiene que 

(a) 
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(b) Calculando la. segunda deriva.da de ML1 (r) se tiene que 

cP ( · .· 1 [2µ,. 6µ4r · ] 
dt2ML1 r)==- T+•41T··: ' 

1-'1 .. ·· • ·.: . .. · .. 

haciendo r = O se obtiene .q~e 

. •. 2 :.> 1 2"'3 :-~, . µ~ <• 
E(L1 ) = --:--, -'.=·-.. ' 

. :. 1-'1. 6 ' . ·. 3µ1 . 
,.,¡., 

(c) Utilizando el Teorema L12, ·se'conclúYe que 
.. .. . -.· ¡ • :.,~ .'" ~- ;':::·i :~,': 

Var(L~) ;=h.-:-.(~ )2 

3µ1 2µ1 

7.-Para N como en (4.5),demoStre'.r qÜ"' .· .· 

(a) E(N) = ~. 

(b) Var(N) = *· .. 
(c) Usar el result.üio del .;jerciCi~ anterior para calcular expresiones 

de E(L) y Var(L). · 

Solución: 

(a) Derivando l~· fwíci6~ generadora de momentos de N se tiene que 

d. 9er 
dtMN(r)= (1+9-er)2 ' 

y evaluando r ,.,;,, O, se sigue que . 

E(N) =.!.. 
9 ,.,. .·.¡ 

(b) Calculando el segundo momentO se obtiene que 

'cP · . · · 29e2r ; > . . 9er 
-MN(r) = . + -----.. 
dt2 

· · (1~+9::-er)3 (1+9-er)2
' 
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y evalua.rido .r = O, se sigue que 

. 2 1 
E(N2) = 62 + o• 

por lo tanto/se <l.iniu~~ q_tie · • 
·. 2 '.· ·l 2 1+9 

Var(N)=-+---=--. 
·. . 9~ • 9 ::: 9~ . 92 

(c) Utilizando el Teorema 1.24 se ti~EÍ ~Úe: 
E(L);,,, E. (N) E (L,), 

y por (a) del ejercicio anterfor y d~ este.teorema se obtiene que 

E (L):~ !6·,·.2~. , . . /J.1 

Nuevamente por el Teorema 1.24 se tiene qué 

Var(L) =E (N) Var (Li) + E2 (L,) Var(N), 

sustituyendo (a) y (b) de.este Teorema y, (a) y (e}° del ejercicio 
anterior en la expresión anterior se concluye que 

Var(L) = ~- ( 3';;1 
- (:,;J 2

) +(:;;)
2 

~ •• ; 9 
.· 

.. ..!_µ.3 - !(· /1.2.)· 2 +( .. •·,4·.<):2.!_¡ ( /J.2)2 !!.. 
39 /J.1 _ 9. 2µ.1· : · e_ 2µ.1' O: 92 

· ·· 2µ.1 62 

1 /J.3 . i (µ,, 1)2 .> - - .. ·. . 
3 9µ.1 .+ 4_, /J.16 • ' 

8. -Bajo ciertos sU:puiistos, la p~ob,;.brucle.cl de niina es 

1"(~) '7"_(o.~)e-¡~,;t".co.~>.e~~~{{o.{)e~7u •u~ o. 
Calcular 

(a) 9 

(b) R 
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---- --~~--------------- ---· -------·-·----------~------·-----·-···--·----

Solución: 

(a) Por la relación dada en (4.4) se tiene qui> 

1/J(O) = (0.3)e-2 "° + (0.2)e-4*0 + (O.l)e-7"° = .6 

de donde 

por lo que se obtiene que 

2 
9=3· 

(b) Utilizando la apraxünación de la Proposición 4.14 se tiene que 

-- (0.3)e-2u +-(0.2)e-4u + <?·i)e-7u ,,;; éRu, -
In [(0.3)e-2u + (0.2)e..:4;. + (ó:í)e-7u]='ln~-nú, 

de donde se conch1ye q\l~'.' •»•• __ ;;/:', _-; '. :, __ ,; 
R = In [(0.3)e-2u + «o.2)e-'-'4u :.¡:: (Ú)c7u] 

calcular 

(a) Mx(r) ,. 

(b) µ, 
(c) (} 

·:-': ·.·''_r_-~·:_.:~~~,:·:.;:'.:..;:;i1.: U'" 

(d) Expresiones para el Teorema 4.22 y para (a) de la Proposición 
4.21. ' 

(e) Una forma explícita para 1/J(u): 

Solución: 
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(a) Utilizando la Definición 1.21 se tiene que 

Mx(r), 

00 

Como J e'""'3e-azd:z: se puede ver como una función generadora 
o 

de momentos de una variable aleatoria con distribución exp(3} y 

análogamente J e'""'6e-azd:z: se distribuye exp(6), se tiene que 
o 

1 ( 3 ) 16 ( 6 ) Mx(r) = 9 3 - r + 18 6 - r · 

(b) Derivando Mx(r) se obtiene que 

por lo que· 

d. 3 1 16 1 
-Mx(r) = ---- + ---­
dL . 9 (3-r)2 3 (6-r)2 

. 11 16 1 5 
µ 1 ~39+335 = 27· 
'.;.· :··' ... 

(e) Para encontrar 8 se utilizará la Definición 4.18, es decir, 

5 
1 =3(1+8)27' 

de donde 
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(d) Por.la Proposición (4.21) y sustituyendo (a),(b) y (c) de este ejer­
cicio _se tiené que 

·. j eur[-1/>'(u)]du i --·( ~ [Mx<r> - 11 ) 
(1 + ~) 1 + (1 + ~)/,r - Mx(r)) 

o 
4 e [Mx(r) - 1] ) 
9 1 + f.¡r - Mx(r)) 

! ( [! (a!r) + ~ (~) -1] ) 
9 1 + f.¡r - ~ {a~r) + ~ {s~r) 

! ( [ 3{;~~Ít.tir) - l] ) 
9 1 + -/.¡r - aca~@~¡ 

4 -17~;:.=-,:)~!-=~~(6-r) 

9 zrca><s-r><s-r>~\~~<:-;,w~;::r>-27(-17r+54) 

4 27r 27 [10 - 3r] 
927r r 2 -6r+ 8 
4 10-3r 
9r2 -6r+s· 

Utilizando el Teorema 4.22 y el inciso anterior se tiene que: 

4:·10-3r 0 1r1 02r2 
9 r 2 -_6r + 8 = r 1 - r + r2 - r · 

Calculando las r.;¡ee,; dcl polinomio r2 - 6r + 8 se tiene que r 1 = 2 
y r2 =.4. Entonces, 

., · 4 10 - 3r 201 402 

9r2-6r+8 = 2-r + 4-r 

desarrÓUando el lado derecho se tiene que 

4 10-3r 8 4 
9r2-6r+8 = 9(2-r) + 9(4-r)" 

Por lo tanto ocupando la observación del Teorema 4.22 se concluye 
que 
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10.-Para el proceso de excedente, con los datos del ejercicio anterior, 
determinar 

(a) /L,(:i:) 
(b)E(L1) .· 
(c) Var(L1). 

Soluci6n: 

(a) Calculando la función de distribución de la variable aleatoria X 
monto de reclamaciones se obtiene que 

11 

Fx(Y) = j Ge--az + 1
: e~&:) d:c 

o 
11<0 ' . 11 

- .!: ¡· e. -a..d:i: .+ 16 ¡· ir6"'d:c 3 . . 3 
o . · : •o 

:i ~a.. í 6 -'&: 
1-: 9e . -- 18e . 

Por el Teorema 4.16, (b) del ejercicio anterior y, la expresión an-
terior se tiene que: e• ,., · '· '-· ' .• .:. · ' 

h,(11)= ;
2
; Ó~f~-L ~:e-s.:) · 

209 



27 1 11 27 16 11 
5933+s1s66 
1 
5 

(e) Para calcular la ~anz&.;prlmero s~ ~culará E [L~], ',,':" '·",-'' .. , •, .. _ , ... · .-. -· 

por lo tanto: 
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Comentarios 

El objetivo de esta tesis fue presentar una introducción a las matemáticas 
actuariales teniendo como herramienta principal a la teoría de la probabi­
lidad. Para ello se presentaron los resultados relacionados con las técnicas 
actuariales, en particular, las funciones biométricas, desde el punto de vista 
probabilístico. Tambien bajo el mismo enfoque se dió una introducción a la 
economía del seguro y a la teoría del riesgo. 

En la práctica las suposiciones teóricas que sustentan los modelos no se 
cumplen en su totalidad, así los modelos presentados para el cálculo de la 
probabilidad de ruina parten de supuestos idealizados y simplificados respec­
to a las variables que intervienen en el proceso de flujos de una compañía 
de seguros. Sin embargo, la realidad es mucho más compleja y para poder 
reflejar más fielmente esta realidad se recurre a las técnicas de simulación. 

Dado que es demasiado complejo el modelar una función de probabilidad 
para reflejar la posición financiera ele una compañia en un momento dado, por 
la gran cantidad de variables que intervienen para este cálculo, la simulación 
aleatoria nos provee ele una herramienta para estimar algunas características 
ele esta variable. 

Otra ele las alternativas sería utilizar el paquete XTREMES. Mediante 
el cual se pueden simular tiempos y probabilidades de ruina dentro de un 
horizonte fijo de tiempo. Para ello se le sugiere al lect0r consultar el li­
bro "Statistical Analysis of Extreme Values with Applications to Insurance, 
Finance, Hidrology and others Fields" (Reiss & Thomas, 1997). 

Un trabajo posterior podría ser construir un modelo que sirva para pro­
yectar esta posición financiera a corto y mediano plazo. Lo anterior, con base 
en las expectativas de desarrollo, políticas de administración e información 
histórica de las compafiías, además de las expectativas económicas del país y 
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los parámetros del mercado asegurador. Los resultados que arroje este mode­
lo permitirán conocer si la institución cuenta con una situación financiera que 
le permita ser solvente de acuerdo a sus propias expectativas de desarrollo y 
administración, y de acuerdo a la posible influencia de los factores externos. 

También se podrán identificar los posibles factores de riesgo que hacen 
más vulnerable a la institución, lo que le pernútirá tomar las medidas nece­
sarias para disminuir o eliminar dichos efectos de manera anticipada y contar 
a la vez con los recursos financieros necesarios para garantizar su solvencia a 
corto y mediano plazo. 

Por otra parte, las grandes catástrofes, sean de índole natural -como tre­
mendas inundaciones, fuertes terremotos- o causadas por el hombre -tales 
como crisis bursátiles o grandes pérdidas industriales, digamos, incendios 
provocados- son manifestaciones de eventos extremos. La posibilidad de 
ocurrencia de estos eventos entraña riesgos que las instituciones financie­
ras deben considerar. Puesto que, matemáticamente, los eventos extremos 
ocurren cuando un riesgo toma valores de la cola de su distribución, una 
rama de la Teoría de la Probabilidad que cobra gran importancia cuando se 
trata de modelar eventos extremos es la teoría de valores extremos. Esta 
teoría proporciona métodos que permiten cuantificar los eventos extremos 
y sus consecuencias de manera óptima desde el punto de vista estadístico. 
Esto hace que la teoría de los valores extremos sea particularmente útil en el 
área de Administración de Riesgos, donde, de acuerdo con la definición' de 
la Comisión Nacional Bancaria y de Valores, la Administración de Riesgos 
es el conjunto de objetivos, políticas, procedimientos y acciones que se im­
plementan para identificar, medir, monitorear, limitar, controlar, informar y 
revelar los distintos tipos de riesgo a que se encuentran expuestas las insti­
tuciones. El administrador de riesgos se encarga de estimar probabilidades 
de colas y altos cuantiles de distribuciones de pérdidas y ganancias; y de 
datos financieros en general. Es por ello que en Administración de Riesgos 
se busca modelar el riesgo de manera que se contemple la posibilidad de un 
resultado extremo. Así, un tema probabilístico de interés en las matemáticas 
actuariales, y no abordado en este trabajo, es el de la teoría de los valores 
extremos. 

1 Tomada de In Circular 14 73 del 17 de julio de 2000, de la Comisión Nacional Bancaria 
y de Valores 
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