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Prefacio

En la vida diaria existen circunstancias que se pueden presentar, las cuales
estdn fuera de nuestro control. Asimismo existe la posibilidad de que al re-
petir ciertas situaciones controlables se obtengan situaciones distintas. Estos
casos que se pueden analizar a través de la probabilidad.

Una de las tantas aplicaciones de la teoria de la probabilidad se encuen-
tra en las mateméticas actuariales, por lo cual el objetivo principal de este
trabajo es presentar los aspectos més relevantes del célculo actuarial funda-
mentado en la teoria probabilistica.

El objeto de la matem4tica actuarial lo constituye el estudio cuantitativo
de las operaciones de seguro (y financicras, en general), a fin de optimizar
las decisiones sobre las magnitudes que intervienen en ellas, teniendo en
cuenta que las citadas operaciones se llevan a cabo por un ente asegurador
(o financiero) que desarrolla su actividad en un entorno econémico-social.

El aspecto aleatorio se presenta, en la matem4tica actuarial, en diferentes
grados. Por ejemplo, en el estudio de los fenémenos actuariales (superviven-
cia y mortalidad) surgen problemas de elaboracién y estimacién de modelos
de naturaleza estocéstica.

La teorfa del riesgo es esencialmente un caso especial de la teorfa conocida
como procesos estocésticos, la cual ha tenido un répido desarrollo en afios
recientes y constituye una gran rama de la teorfa de la probabilidad.

El presente trabajo, involucra la unificacién de notacién y la especifica-~
cién de la relacién del cdlculo estocdstico con los conceptos que son de interés
para las materias relacionadas con el célculo actuarial. De esta forma, se ha-
ce una redaccién detallada de los principales resultados, as{ como algunas
demostraciones o bibliografia, para que la tesis pueda usarse como mate-
rial diddctico en los cursos impartidos en la Facultad. Se incluyen también
ejercicios resueltos al final de cada capftulo.
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En el primer capftulo se estudian las bases de la teorfa axiomética (Kol-
mogorov) de la probabilidad con el objeto de introducir al lector en este
tema. En dicho capftulo se revisan conceptos y resultados que serdn de uti-
lidad para el desarrollo posterior del trabajo. Se comienza con una breve
descripcién de la teorfa de conjuntos para definir el espacio de probabilidad
y asf llegar al concepto de variable aleatoria, desarrollando sus caracterfsticas
més importantes. Posteriormente se hace una generalizacién de los resulta-
dos expuestos en el caso unidimensional. Se finaliza este capftulo con una
introduccién a los procesos estocédsticos, dando una descripicién de algunos
tipos de procesos.

En el capitulo dos se determinan las funciones biométricas utilizando los
conceptos relacionados con la teoria de variables aleatorias, partiendo de la
variable aleatoria que denota la duracién de la vida de una persona. De esta
manera, se construyen relaciones entre las probabilidades de supervivencia,
muerte y la fuerza de mortalidad.

En el capftulo tres se revisan los principios bdsicos de la economfa del
seguro, mediante la teorfa de la utilidad. Se proporciona una introduccién a la
teorfa del riesgo individual y del riesgo colectivo, desarrollando algunos mode-
los de distribuciones relacionados con el nimero y el monto de los siniestros,
especificando las razones de su utilizacién.

Finalmente, en el capftulo cuatro se concluye con el estudio de la probabi-
lidad de ruina, la cual se basa en los capftulos desarrollados con anterioridad.
En esta parte se analizan los modelos de riesgo colectivo a tiempo discreto
y continuo a largo plazo, mencionando el primer excedente debajo del nivel
inicial y la méxima pérdida esperada (reclamacioncs).

Para la lectura del presente trabajo son necesarios conocimientos bésicos
de célculo diferencial e integral, de probabilidad, de teorfa del seguro y de
ser posible, de procesos estocdsticos; aunque se ha tratado de que el mate-
rial expuesto sea autocontenido. Si el lector posee conocimientos previos de
probabilidad y procesos estocédsticos puede omitirse la lectura del capftulo

uno.




Capitulo 1

Elementos de la teoria de la
Probabilidad

1.1 Introduccién

Este capftulo tiene el objetivo de dar una introduccién a la teorfa axiomética
de la probabilidad, que servird de base para construir algunos de los prin-
cipales resultados que serdn de gran utilidad en los capftulos posteriores de
este trabajo.

1.2 Conjuntos y clases de conjuntos

Los conjuntos juegan un papel! importante en la probabilidad, ya que su
objeto de estudio es una coleccién de hechos cuya caracterfstica comin es
que son posibles resultados de un mismo experimento. Un conjunto es una
coleccién de objetos llamados elementos. Un subconjunto B de un conjunto
A es otro conjunto cuyos elementos tambien son elementos de A.

Ejemplo 1.1 Sea A el conjunto de las letras del abecedario y sea B el con-
Junto de las vocales. El conjunto B es subconjunto de A y se denota por
B C A.




Definicién 1.1 Una clase de subconjuntos de un conjunto A es cual-
quier coleccién de subconjuntos de A.

Ejemplo 1.2 Sea A = {H,T} entonces una clase de subconjuntos de A serta
c={{H,T},{T},¢}

Definicién 1.2 Una o — dlgebra .7: es una clase de subconjunios de un es-
pacio S que cumple: :

(a) QeF
0 Si AeF entoncesAceJ-'

(c) Si Al,Ag,...GJ-' entonces. UA;G.F

El siglﬁgagke‘f' .
\ Teore’maoflr. 1 Si
(@) ¢ e J—'
(b) Si AI;A2
: (‘-‘) S"bAl,Azy

Demostracxon

(a) Usa.ndo el hecho de que ¢ Qc ¥ por. (b) de la Deﬁnicién 1.2
: se cumple que ¢ (S .7-'.




(b) Por el inciso anterior y por © de la Definicién 1.2 se tiene que
‘ UA. eF
y asf, o
Uai=aUJaU--UaaUsUsU- e =
Ademés: cmple que
(i (u A.c)

y utlhza.ndo (b) y (c) de la. Deﬁmcxén 1.2 se demuestra que:

(¢) Ocupando (5) y.(c) el
. Aplic'andt_‘)\a‘a.y‘l‘o ’antél'iéf: (
y como .

se concluye que:




Teorema 1.2 Sea C una clase no vacta de subconjuntos de un espacio S,
entonces existe una unica o —algebra F en 2, que cumple con las siguientes
propiedades:

1. F2C

2. Si F* es cualgquier o — dlgebra F en 2, tal que si F7*2 C entonces
F2F

Demostraciéon.

Primero se demostraré la existencia. Dicha existencia se satisface, pues
por ejemplo, P(S2) es la o — élgebra més grande en 2 que contiene a todos
los conjuntos de C.

Sea F la clase de todos los subconjuntos que contienen a C, definida como:

F=(*
teT

donde F; representa a las o — dlgebras en Q que contienen a todos los
conjuntos de C, y T es un conjunto de fndices.
A continuacién se demuestra que F es o — dlgebra:

(a) € Fyaqued € F, paratodat €T

(b) Si A € F entonces A € F;, para toda t € T
y como F; es o — dlgebra entonces A€ € F;, para todat € T,
concluyéndose que A€ € F.

(c) 8i A,,Az,... € F entonces A, Az, ..., € Fi, para toda t € T';
por lo que G A; € F, (pues F; es o — Glgebra).
=1

Lo anterior implica que fj A e F.
=1

Por lo tanto F es o —Vélgebra, es decir, la interseccién de o — 41g ebras
es o — dlgebra. ) ) )




Enseg'luda, se demostra.ré. la unicidad
Sean R y f'tal& que H
i) Foc. il
ii) SI}EDC entonoes .7-'13.7"
iii) A2 ¢C
iv) Si ]-’IDC entonoes .7-'13.7-"

Como F 2 C por z) y ademés .7-"3 C por iii)
entonces por ii) se tlene que’ : :

.7-*3.7-' ; ; ©@)

Por otro lado F*2 C por. zu) y .F D C por i)
entonces iv) implica que :

W.r:r -

(1.2)

De (1.1) y (1.2) se sigue éue .7-'= P, pdr lo tanto JF es tnica,
E |

Observacién.
En el teorema anterior a F se le llama la mfnima o — dlgebra generada.
por C y se denota por o(C).

Definicién 1.3 Sea 2 = R, la o — dlgebra de Borel denotada por B(R),
es la minima o — élgebra que contiene a todos los intervalos de la forma
(—oo,z). Si B € B(R), B es llamado Boreliano o conjunto de Borel.

|
Observacién.
De esta manera, si

C* = {(—o0,z) : z € R},

entonces, o C‘)oontendré intervalos de la forma [z, c0) obtenidos por com-
plementacién.




También contendré intervalos de la forma:

(=o0,2l
[.’t,’y] s conz <y
(:l:, °°) :
(= 9) conz <y
(=, 9]

con z < y.

Teorema 1.3 Sea 1' la cla"s'é?d‘e‘ los intervalos abiertos en R, entonces se

cumple que: L
o(Z) = B(R).
Demostracxén i
Primero se proba.ré. Ia. sxgmente contencién:
o(T) S B(R).
Sea (z, y) e 1' entonc&s por la observacién de la deﬁmcxén a.ntmor se tlene
que .
e (z:, oo) = B(]R), .

(z oo) ﬂ(—oo, y) con z < Y.
Por (b) del Teore.ma. 1 1 se observa que “’ e

(:c, y) E B(IR),

y asf ‘
1' c B(]R)
. De wta. forma. por (2) del Teorema 1.2 se demuestra que:
(D) S B[R).




Ahora se proba.ré, la mclusnén contrana. Para ello, basta. demostrar que
Ca(I) . :

donde C es la clase de los mtm'vnlos d a.yforma. (
Teorema 1.2, wte hecho n‘nphcax'fa que

60, 7); ya que por (2) del

donde o(C) = B(lR)

y porlo ta.ﬁtb:

C Co(Z).

De igual forma se puede probar que o(F) = B(IR) cuando F es cualquier
clase de intervalos.

1.3 Probabilidad

Se considera aleatorio aquello que bajo las mismas circunstancias no tiene
un resultado tinico. Se entiende como experimento cualquier procedimiento
capaz de generar resultados observables. Se pueden encontrar experimen-
tos tales que al repetirse bajo las mismas condiciones controlables presenten
siempre el mismo resultado, los cuales reciben el nombre de ezperimentos de-
terministas o bien aquellos que pueden presentar resultados distintos. Estos
iiltimos se conocen como experimentos aleatorios.
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La probabilidad es la matemética de la incertidumbre. Existen diversos
fendmenos en los cuales se puede aplicar la probabilidad tales como apuestas
de juegos, seguros, demograffa, lineas de espera, entre otros. La probabili-
dad es una funcién, definida sobre conjuntos de resultados, conocidos como
eventos. A continuacién se dar4 la definicién axiom4tica de probabilidad de
Kolmogorov, asf como algunas propiedades bdsicas.

Definicién 1.4 Se define como espacio ruestral 2 al conjunto de todos
los posibles resultados de un experimento aleatorio.

Definicién 1.5 Un evento es un elemento de una o—élgebra definida sobre
un espacio muestral S2.

|

Observacién.
Dado un espacio muestral 2, puede formarse cualquier coleccién de sub-
conjuntos de 2, Hlamada clase de eventos. Si dicha clase de subconjuntos

de Q satisface (a), (b) ¥ (¢) de la Definicién 1.2, se le lama o — &lgebra de
subconjuntos de 2, o simplemente, o — élgebra de eventos.

Ejemplo 1.8 Se lanza una moneda honesta al aire, entonces el espacio
muestral es:
Q = {dguila, sol}
cuya minima o — dlgebra es
F= {{dguaa'} » {301} ’ {dgl‘aaysot} » 0} ’
¥y algunos eventos asociados a este espacio son:
A= {@"ilaxsoz}

‘ Az = {dguila} .




Definicién 1.6 Sea 2 el espacio muestral asociado a un experimento alea-
torio y F una o —délgebra de subconjuntos de 2 (eventos). Una funcion de
probabilidad (o medida de probabilidad) P es una funcion P : F — [0,1]
que asigna a cada evento A de F un nimero P(A) llamado la probabilidad
de A tal que:

(a) P(A) =0

(b) P() =1

(c) Si A1, Az, .. €F tal que A;[A; = ¢, para todai s j entonces

P (U A.—) = 3> P(ad
i=1 i=1
-

Estas propiedades junto con las de o — dlgebra (ver Definicién 1.2) son
también llamadas axiomas de Kolgomorov.

Teorema 1.4 Sea F una o — élgebra de subconjuntos de un espacio  y
sean A, B € F. Sea P una funcion de probabilidad definida sobre F, entonces
P satisface lo siguiente:
(a) P(A°) =1— P(4)
() P(¢)=0
(c) Si A C B entonces P(A) < P(B)
(d) P(A|UB)=P(A)+P(B)— P(ANB)
(e) P(A—B)=P(A)— P(ANB)
Demostracién. .
(a) Se sabe que 2 = A|J A€ y por (c) de la Deﬁmmén 1 6 se tiene
que N
1=PQ)=P (AUAC) ' P(A) + P(Ac),

por lo ta.ntO'

P(A‘-‘)




(b) Debido a que dz Qc, ixtxhza.ndo (a.) de mte Teorema y (b) de'la
Deﬁmclén 1 6 ¢ se demustra. que Sl :

j P(AUB) P(A)+P(B)—P(AﬂB)v

.10




- (e) Se sabe que: - :
: A= (AﬂB)U(AﬂBC)
aphca.ndo (o). de 1a Deﬁnicidn 1. 6 se obtiene lo siguiente

P(A) P.(AnB) + P (AnBc)

Debido a que 7

: ;A_— B= AﬂBc,
se édncluyé due: .

P(A—B) = P(A) -P(AﬂB) )

Definicién 1.7 Un espacio de probabilidad es una terna (Q,F, P(e))
donde:

Q: es el espacio muestral.

F: es una o — d&lgebra de subconjuntos de 2.

P(e): es la funcidn de probabilidad definida sobre F.

||
Ejemplo 1.4 Sea 2 ={2,4,6,8,10,12}
F= {Q ¢, A, B} dondeA {2 4,6,8}, B = {10,12};
y sea: ‘, :
R o P(E') QIJMG——_ idad de E
entonces P(A) P(B -—3,',’ :
y ast (U F, P) es un espaczo de pmbabzhdad.
| |

11




1.4 Variables aleatorias

En la probabilidad el objeto de estudio es un experimento aleatorio. Seréd de
interés preguntarse por funciones que asignan un ndmero real a los elemen-
tos del espacio muestral, dichas funciones se llaman veriables aleatorias. Se
comenzaréd con el concepto de imagen inversa.

Definicién 1.8 Sean Q y Q* dos conjuntos y sea X : & — Q*; para todo
A* C Q*se define la imagen inversa de A* bajo X denotada por X~1( A*)
como:

XA ={we|Xw)e A"}

|
Teorema 1.5 Sean  y Q* dos conjuntos y sea X : 2 — 2* entonces la
imagen inversa pneserua todas las relacwnes entre conjuntos, es decir:

(a) X (@)= vX”‘(ﬂ)
(b) Si A* C Q entonces :

(d) Si A*~C B*cCQ entonces X"(A‘) C X"‘(B‘)

12




Demostracién.
(2) Utilizando la Definicién 1. 8 :
X“(Q‘) = {w [X(w) e S'l‘} Q

0) - ,{’;;,'|Vx@)feiib}’=°¢.‘

si y sélo ’s‘i>*~ : .

v w ¢ X" (A‘

siy s6losi ,
I X ; v w E [X—X(A-)]C

(e) Sea w e X‘1 (n A,) por la- Deﬁmcxén 1. 8 se tiene que:

X(w)'e nA:

lo a.ntenor es eqmvalente a decu- que

X(w)eA, pa.ra..todat ET

Csiysslosi o

i : w‘je X"’(A:) pard toda,t ET,

siysélosi . . o oo ’
R - w'e [ XA
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tET

"Seawe X1 U A') por la Deﬁ.mcxén 1. 8 se txene que:

si y sélo sl

si y s6lo si

(d) Por la Deﬁmcxén 1. 8 se tlene que' . B
X'I(A') ={w IX(w) € A'}

Y X"I(B‘) = {w |X(w) € B‘}
Como A* C B*, se cumple que ) :
{w|X(w)e A*}C {w|X(w) € B'},

y por lo tanto,
XA Xi_*(B’),-

Definicién 1.9 Sez F. una a'—d-lyebm de eventoa ysea X : Q2 — R se dice
que X es]-'—medxble [ I L

X*“{(—oo,‘l':]};%,{w GQ|X(w) < c} €F,. paratodaceR
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Definicién 1.10 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. X es una va-
riable aleatoria si X es una funcidn F. —medible.

Teorema 1.6 Sea X : @ — R y F una o—dlgebra de subconjuntos de 2. X
es F —medible si y sdlo si X'(B) € F, para toda B € B(R).

Demostracién.

(Ver Clarke, 1975; pégina 35)

Observacién.
De acuerdo al teorema anterior, X es una variable aleatoria si y sélo si
X~1(B) € F, para toda B € B(R), es decir X~1(B) C F.

Ejemplo 1.5 Se define la funcion indicadora del conjunto A © 2 como:

con B '€ B.: Ast, la.functdn zndwadom ‘de un evento A es wna variable
aleatoria, ya que I7'(B) € F, para toda B € B(R).
[ ]
De acuerdo a la caracterizacién proporcionada por la observacién anterior,

como X~YB)'e F 'y Px :F — [0,1], se puede obtener la probabilidad
del evento X“(B) - .

15




Definicién 1.11 Sea (2, F, P) un eapacw de pmbabilidad y X una variable
aleatoria definida sobne dicho eapacw A la funr:zdn Py :'B — [0,1] definida

Px(B) 'P[X"(B)], B e B,
se le llama la distribucion de probabilidad de X.

: .
Ejemplo 1.6 La d”t"bwén de probabilidad de I',{ estd dada por:
0 '}sz0¢B 1¢ B
P'AB) - PURE)] = "ﬁ%ﬁ;) NogE 155
' ’ - . si0€B,1€B
[

Definicién 1.12 Se define la funcién de distribucion Fx : R — [0,1] de
la variable aleatoria X, como:

Fx(z) = P[{X < z}] = P[X™'(—00,x]]

Observacién.
La definicién anterior puede ser vista en términos de la Definicién 1.11
de la siguiente forma: g .

Fix(z) = PIX™(—o00,a]) = P,;[(-oo, .—c]]._

La funcién de distribucién Fx es la m&icéiish’@e B aZ, donde Z es la
clase de conjuntos de la forma (—oo, z]. (Ver Clarke; 1975; pégina 45)
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Ejemplo 1.7 S&aX una variable aleatona. que puede tornar los valores1,2,3
con las siguientes pmbabdldades w .

Teorema 1. 7 Sea X una variable aleatoria en (2, .7-' P) y Fx laﬁtmzdn de
distribucion de X, entonces:
(a) Fx es no decreciente.
(b) Fx es continua por la derecha.
(¢) lim Fx(x)=0 y lim Fx(z)=1
Demostracién.

(Ver Clarke, 1975; pdgina 46)
]

Proposxcxén 1.8 Sea X una va.nable aleatona en. (Q .7-' P) y Fx la funcion
de dwtnlmczdn de X, entonces

o




Demostracién '
(a) Note que: o
{X<b} {X<a}U{a<X<b}

Utlhza.ndo el hecho de que los conjuntos {X < a}y {a. <X < b}
son ajenos;’ y por (c) de la Definicién 1.6 se tiene que -

, P(x <b)= P(X<a)+Pla<X<b).
. De lo ;ﬁtﬁor y por la Definicién 1.12 se concluye que: '
S Pla<X <b) = Fx(b)—Fx(a).

(b) Ocupa.ndo (a) del Teorema 1.4 se tiene que:

Lo P(X>z)—1—P((X>:c)c) =1—P(X <zx)

y por la Deﬁnicién 1.12 se concluye que:
P(X > z) = 1— Fx(z).
L]

Deﬁmcxén 1.13 X es una variable aleatoria discreta si su imagen toma
valores en un conjun.to a lo mds numerable.
. [ ]

Deﬁmt:ldn 1.14 Sedeﬁfw la funcion de densidad (o funcién de probabi-
lzdad) de una vana.ble aleatoria discreta X como:

fx(z) = P[X =a]
que cumple con las siguientes propiedades:
(a) fx(z)=0
() L fx@)=1.
(c) .fx(z:) = Fx(z;) — Bm _ Fx(z; —h),
donde Fx 1epresenta la j'unczdn de distribucidn de X.

18




Definicién 1.15 Sea X una variable aleatoria discreta con funczén de den-
sidad fx(x). Se define el valor esperado de X como:

E(X)=> =fx(z)

Ejemplo 1.8 Sea X una variable aleatoria que puede tomar inicamente los
valores —2,0, 1,4 con las siguientes probabilidades

P(X =-2)=01,P(X=0)=04,P(X =1)=0.3 y P(X =4) =02
El valor esperado de X estd dado por: )
E(X) = —2(0.1) + 0(0.4) + 1(0.3) +- 4(0.2) = 0.9
' |
Definicién 1.16 Se dice que X es una variable aleatoria absolutamente con-

tinua si eriste una funcién fx R — R, conti , que curnple con la propie-
dad de que para cualguier conjunto C de nimeros reales satisface:

P{XeC}= / Fx(@)dz
c

La funcidn fx(x) es liama.da la funcion de densidad de la variable aleatoria
X y satisface las sr.g-uzen.tes p1vpzedades'

(a) fx(z)>0.
b) f fx(:c)d:: P(X € (—oo, oo)) =1

() fx(@) =% Fx(z)

19




Definicién 1.17 Sea X una variable aleatoria continua con funczdn de den-
sidad fx(z) se define el valor esperado de X como:

B(X) = / zfx(x)dz

8t y solo si:
oo

/::fx(z)dx < oo.

—oo

Ejemplo 1.9 Sea X una vanable a.leatona cont-mua cuya funcion de densi-

dad es:
fx(z) {2z. o<:c<1

enAatm caso. :
El valor esperado de X es: L :

-]

Lema 1.9 Sea X una vaﬁal‘)lé,lt;lveato'ﬁébﬁbé"oluvtanwnte’ éordinua, entonces:
B(X) = / P(X > z)dz — / P(X < —z)dz
S0 ° S

Demostracian;
(Ver Ross, 1989; pigina 256)

A continuacién se enunciard un ruu.ltado conocido como la ley del esta-
dfstico inconsciente.
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Teorema 1.10 Si X es una variable aleatoria con funcion de densidad fx(z),
entonces para cualquier funczdn real g se cumple lo siguiente:

E@X)= Y 9@ fx(@), si X es discreta
. ) {==fx(=)>°} :
8i y sdlo si: SRR
I g(x).fx(z) < o0
{rfx(z)>°}
E(9(X)) = f : 'g(a,-)fx(:u)dx, si X es continua
st y solo si: . m
f 9(z) fx(z)dz < co.
—00
Demostracién.
La prueba se hard suponiendo que X es una variable aleatoria continua;
la demostracién en el caso discreto es andloga.
Por el Lema 1.9 se tiene que para cualquier funcién g,

E(g9(X)) fP(g(X) > y)dy—/P(g(X) < —y)dy

— / / fx(a:)dzdy—/,f".,' / fx(z)dzdy
0 {=g(z)>y} . .0 {rn(=)<—u} :
g(=x) :

(me@@>0} &
g(m)fx(m)dz+

=o@>0} : {a—g(=><0} o

oo

/ 9(z) £ (@)dz.

—o0
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Teorema 1.11 Sean X una ‘vanable alaztona, al v azconstantes Y g1, g2
funciones tales que g;,gg ]R - ]R enta‘n.ces se cumple que

(@) Elmai(X)] = C!xE fgx(x)]
() El]=ay - :
(c) Elaygi(X)+ awz(x)] ='c, B Lth(X)] + azE [qz(x)]
(d) Sigi(X) < gz(x) entonces " E|[ yx(X)] < E[.qz(X)]

Demostracidén.
Se demostrard umca.mente cua.n X es una vana.ble aleatoria discreta.

() Sea h(X) = algl(:;),]
B!

tl.hza.ndo el Teorema 1.10 se tiene que:

> h(X)fxcz)

{z'f (::) >D}

se tiene que

{rl(=)>°} : A
Sy fx(z), :
’ (z!(=)>°} B
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y por (b) de la. Deﬁmcxén 1 14 se concluye que:

Utilizando el Teo : 1.10, y por lo antenor se concluye que:
: "-E[sh(X)] < E[g(X)].
La demostracxén en el caso continuo es andloga.

Definicién 1.18 Se define el r-ésimo momento si eriste de X, r > 1
como E(XT).
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Observacién.
Utilizando el Teorema del wtadfstlco inconsciente se tiene que:

.'c" f(z) Si X es discreta
{2‘!(=)>0)

. f "f(:c)d:c ©'Si X es continua

B(XT) =

Definicién 1.19: Supong‘ que X es una variable aleatoria con E(X) =
Para cualquzer entem posttwo k" se define:

B[ -]
elcualsedemminizrhb?ﬁ‘erzt_d central de orden k de X.
T -

Observacnon.
Para cualquier vanable a.leatona X, el momento central de orden 1 es 0,
porque:

EB(X —p)'=B(X)—p=0

\ Ademss si la distribucién es simétrica respecto a g y si exxste el momento
central de orden k, con & impar, entonces el valor E (X — p)* sers 0.

Definicién 1.20 Sea X una variable aleatoria. Se define la varianza de X,
denotada por var(X) como:

var(X) = E[(X — E(X))?

Teorema 1.12 Para cualgquier variable aleatoria X se cumple que:

- var(X) = B(X?) = [BQOP
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Demostraclon ; T -
‘Sea B(X) = /.l,,entoncw sc tiene que.

E[(X — p)?
'E[(X2+2X#+#2)] :
: ‘B(X?)— 2pE(X) 4+ EB(?)
=B~

: va.r_(x )

E_]emplo 1.10 La vananza. de Ia vanable aleatona. X, deﬁmda en el Ejemplo
IQsemlctdadelaszgmentemanem Semdque.

Teorema 1.13 Seaﬁ X una vd.ﬁable aleatoria, a y b constantes, entonces:

var(aX + b) = a®var(X)
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Demostracién.
Sea E(X) = p. Por la Deﬁ.mcxén 1.20y por (a.) y (b) del Teorema. 1.11
se tiene que:
' E [(a.X-i—b—ap.—b)’]
B [(aX —ap)z] :
@B [(X — p)?]
a%var(X).

“var(aX +b)"

Definicién 1.21 La funcion generadora de momentos de la variable
aleatoria X denotada por Mx(t) se define como:

Mx(t) = Ele™]

Observacién.

Se llama la funcién generadora de momentos porque todos los momentos
de X pueden ser obtenidos sucesivamente derivando Mx(t), si existen las
derivadas en una vecindad alrededor del cero, y evaluando en t = 0, es decir:

dx
iR Mx(t) =0 = BE(X*).
Ejemplo 1.11 La funcion generadora de momentos de una variable aleato-
ria X cuya funcidn de densidad esté dada por:
_JeT z>0
Tx(z) = { 0 en otro caso.
se calcula como:

Mx(t) = Ele™] = / e“e"%dr = / et V=4g,
S ]

Esta integral serd finita sslo pam va.lones t‘< 1, por lo que se concluye que:
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Teorema 1.14 Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad y ge-
neradora de momentos fx(xz) y Mx(t) respectivamente, con la primera y
segunda derivada alrededor del cero, entonces se curmnple que:

(a) Mx(0)=1

®) ilog(Mx(i“)) le=o = E(X)

(c) Zx1og(Mx(t)) o = Var(X)

(d) log(Mx(t)) = E(X)t + iVar(X)t? + ...

Demostracion.

Se demostrard tinicamente para cuando que X es una va.nable aleatona
continua; la demostracién en €l caso discreto es eqmvalente. =

(a) Utilizando la Definicién 1. 21 y el Teorema 1. 10 se tlene que

E(e) = / @) fx(z)dz' / fx(z)d:c

y por (b) de la Ddimcxén 1 16 se demuwtra que:
- Mx(o) =1.

\ (b) Note que = : £ttt
| dt‘log(Mx(t)) oo = &2 20 o

Ocupando (a de wte Teorema en el denominador y la observacién
de la Deﬁmcndn 1 21°se cumple que:

'—Mx(t) _

(c) La segunda dmvada del logaritmo de Mx (t) esté dada por.

(&:Mx(9) Mx(t) — (ZMx ()’
(M@)o ‘,‘,°'
LT AT 1.6)

;”; 1og(Mx(t)) lemo =
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Ocupando (a) de este Teorema. y la, observacxan de la Deﬁmcxén
1.21 se tiene que

£ log(Mx(t» | o= E(XZ) = (E(X)f ~

. dt2

(d) Ocupando la. serie de Madamn .
(£ toa(Mx(®)) |‘=o)

3 (et

k=1
EMx(t) - SaMx(t) — (42" o
“Mx(t) o 2(Mx(8)?
Por la observaclén de la Definicién 1.21 ¥ (a) de este Teorema se
tlene.

: log(Mx(t)) =EX)+3 (E(X’) - (E(X))z) £+

log(Mx(t))

t? 4 ...

y asf por el Teorema 1.12 se demuwtra que: :
Iog(Mx(t)) =EB(X)+ —Vm-(x)t2 +

Definicién 1.22 La funcion caractertstica de la variable aleatoria X de-
notada por px(t) se define de la siguente manera

Px(t) = E[e*],

donde i es el numero que satisface la ecuacion z2 +1 = 0 Utilizando la
Sformula de Euler )

€® = costz + isentx,

se puede calcular la funcién caracterfstica como:

©x(t) = ElcostX] + iE[sentX].




Teorema 1.15 La funcion caractertstica px(t) cumple con las s;guzentes
propiedades:

(@) px(0)=1
@) lex®l<1
(c) px(—t) = px(t)

Demostracién.
(a) Por la Definicién 1.22 y por (a) el Teorema. 1 14 se tiene que .
‘Px(o) E[e"”‘] = E w,

se demuwtra que:

como fx(z) > 0 :

z |e""fx(-‘5)l = Z |e“’| fx(z)

Ademés por el Teorema 1. 10 se tlene que

| > Ie“’IAfx(z) B [Ie“’I] :

i = B,

¥, finalmente por () del Teorema 1 11 se concluye que:
ex (t)| <L
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(c) Utlhza.ndo la Definicién 1. 22 se tiene que

. ox(—t) = Ze""fx(-":)
Como ) o
e = cos(—tx) + isen(—tz),
24 por ser el coseno una funcién par, y el seno impar se tiene que
e = cos(tx) — isen(tz).

' De lo cual se obtiene que
) —itz _ iz

o €
entonces,
2o ix(z) = Z?‘;fx(z)
: ”=; Ee“’fx(m)
Asf por el Teorema 1 10 se tlene que ‘ .
L @ se®
y:, por lo fantd: o A i
\ R COR TN

Ejemplo 1.12 La funczdn camcterfstica de una vanable alea.tona. X cuya
funcion de densidad estd dada por: .
N A’ h "
3 - —!- = 0 1, ane
B fx(=) { 0” e‘notm caso, " -
Se calcula ccmo '

B S -azfe"» —e e

por lo Qu.e sevoqywluye que:

wx(t) = e*(=“-‘>




A continuacién se dardn algunos ejemplos de distribuciones de probabili-
dad discretas y continuas.

1.4.1 Distribuciones de probabilidad discretas
Distribucién Uniforme discreta

Definicién 1.23 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y {A,,. . Ax} C F
un conjunto de eventos tales que P(A;) = ... = P(Ax). La variable aleatoria
discreta definida como X(w) = i, para toda w € A; , se denomina variable
aleatoria uniforme discreta en {1,2,...k} y su funcién de densidad estd dada
por: .

ser={} Zakat

Su media y varianza son: . I

¥y su funcxén caracter{stlca es: .

1 feftte< 17
¢X(t)—-1? [ e"‘,—,—l‘, ]. .
Distribucién Bernoulli

Definicién 1.24 Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad y A € F un even-
to de pﬂobabtlzdad p, cuya ocurrencia se denomina éxito en la observacion
. del fensmeno aleatorio. La variable aleatoria definida como

1 siwe A
Xw) = { 0 siwgA
'se denomina variable aleatoria Bernoulli con pardmetro p.

31




- Su funcion de densidad' estd dada por:

fxt@) = {1’p 32237
Su media y varianza son:
E[X]= y Var[X] 1?(1 —p)
su ﬁmcxdn generadora de momentos es: N »
Mx(t) = (1—p) +pet
y su funcién caracterfstica es: ’ :

px(t) = (1 —p) + pe®.

Distribucién Binomial

Definicién 1.25 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y A € F un even-
to de probabilidad p, cuya ocurrencia se denomina éxito en la observacidon
del fenomeno aleatorio. Suponiendo que se realizan n observaciones indepen-
dientes del fenomeno, la variable aleatoria que toma como valor el nimero
de veces que se obtiene el ézito entre las n observaciones independientes, se
denomina variable aleatoria Binomial con pardmetros n y p. Su funcién de
densidad esté dada por:

Fx(z) = { (:)ﬂ’(lo—p)""‘ z=0,..n

en oilro caso.

Su media y varianza son:
E[X] =np . y" - Var[X] = np(l —p);
su funcxén genera.dora de momentos w. L

Mx(t)

f@e+a—mr
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y su funcién caracterfstica es:

x(t) = (1 —p) + pe*)™.

Distribucién Geométrica

Definicién 1.26 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y A € F un even-
to de probabilidad p, cuya ocurrencia se denomina éxito en la observacion
del fenomeno aleatorio. Suponiendo que se realizan observaciones indepen-
dientes del fenomeno, la variable aleatoria que toma como valor el nimero de
veces que se debe observar el fenomeno hasta que se obtiene el primer érito
se denomina variable aleatoria Geométrica con parémetro p. Su funcion de
densidad estd dada por:

Fx(@) = { p(l—p)* =z=0,1,..

0 en otro caso.
-
Su media y varianza son:
1 l1—p
E[X]=~=_ Var[X] = —=;
[, ] P y o (X1 p?

su funcién generadora de momentos: -

Distribucién Binomial negativa, =~ ©

Definicién 1.27 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y A € F un even-
to de probabilidad p, cuya ocurrencia se denomina éxito en la observacion
del fenomeno aleatorio. Suponiendo que se realizan observaciones indepen-
dientes del fenoémeno, la variable aleatoria que toma como valor el nimero
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de fracasos que se observan hasta que se obttenen. e:z:actam.ente K é:ntos se
denomina variable aleatoria Bmormal negacwa con panimet‘ms K 'y p. Su

Distribucién Poisson

Definicién 1.28 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable
aleatoria definida sobre . La uanable a.leatona X que tiene la siguiente
Juncion de densidad:

e—'»\ﬁ £=0,1,.. A>0
—_ T y 4y
fx(z) { 0.—: en otro caso.

se denomina variable aleatoria Poisson con pardmetro A.

Su media y varianza son:
- E[X]— Ay Var[X] = X;
su funcxén generadora. de momentos es:
o Mx(t) = e(=-1))
Yy su func:én caracterfstlca. es:

ox(t) = e(Ale-1)),
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1.4.2 Distribuciones de probabilidad continuas

Distribucién Uniforme continua

Definicién 1.29 Una variable aleatoria continua X que toma valores en
un intervalo (a,b),—0c0 < a < b < oo, se dice que tiene una distribucion
Uniforme continua en el intervalo (a, b), si su funcion de densidad estd dada
por:

a<z<b
en otro caso.

1
fx(z) = { b(—)a
Se escribe X ~ Ul(a,b).

Su media.yvarianzgl'son:'r' i
oBx=2Et Varlx] = =2

“su funcién generadora ,‘dé’,'rnomenvtos est

y su}ﬁmciéﬁ!ca:z‘ictérfz_‘xbtiga es:

oS

Distribucién Exponencial

Definicién 1.30 Una variable aleatoria continua X que toma valores en un
intervalo (0, 0o0), se dice que tiene una distribucién Exponencial con pardme-
tro 0 < A\ < oo, si su funcion de densidad estd dada por:

Ae™*= >0
Ix(z) = { o] en otro caso.

Se escribe X ~ exp(A).
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Su media y v_a.l.'ia.;;zaAsoné ‘
 EIX]=3 ,-,yi _ Varm

su funmén genaradora de momentos es:

ysu func:én ca.racterfstlca

Distribucién Nbrrhal

Definicién 1.31 Unq nable aleatona continua X que toma valores en los
reales se dice que tiene una distribucion Normal con pardmetros p y o%,
—oo<y.<oo,‘0<a'2 oo”szsufuméndedenszdadestddadapor"

—O <X <00 -

Se escribe X ~ N(p,0%).

Su media y varianza son

"""',E[‘Xfl ’=p_f y VarlX]=

su funcxén generadora. de momentos es: -

Mx (t) -;v'e(“'+L5")

y su funclén ca.racterfstlca. es

q:x(t) = e('.“f*‘?&)';
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) Distribucién Ganu:na

) Deﬁmclén 1. 32 Una variable aleatoria continua X que toma valores en un

'm.terualo (0, 00), se dice que tiene una distribucién Gamma con pardmetros

-8 YANi8,A >0, y se escribe X ~ Gamma(s, ). Si su funcion de densidad

estd da.da por:

Arza—lg=Ae
— e z>0
Fx(=) { 0 en otro caso.

donde ['(p) es la funcion Gamma , que viene dada por:
oo -

I"(t) —/ ut~le"du

. ; TR SRS R

Su médig& va.na.nzason

E[X] —;“-_ v LR ‘ Var[X]

Distribucién Ji — cuadrada )
Definicién 1.83 Una variable aleatoria continua X que toma valores en un

intervalo (0, 00), se dice que tiene una distribucion Jl-cuad.rada conn g-rudos
" de libertad, n > 0, y se excribe X ~ Xx2.
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Si su funcion de densidad ests dada por:

rTiled x>0
- e " en otro caso.

ar[X] =2n
su ﬁmcién:géxiéfaabr de mc mentosei . R

1—2t]"

¥ su funcién caracteristica es:

ox® = [1=25] :

1.4.3 Variables aleatorias conjuntas

En muchos experimentos es necesario considerar las propiedades de dos o
m4és variables aleatorias simultdneamente. La distribucién de probabilidad
conjunta se denomina distribucién bivariada en el caso de dos variables. A
continuacién se introducird a este tipo de distribuciones y més adelante se
desarrollard y se extenderd al caso en el que se tengan n variables aleatorias.

Distribucién bivariada

Definicién 1.34 La funcidn de distribucion de las variables aleatorias X y
Y se define como:

Fxy(z,y) =P[X <z,Y <y].




Teorema 1.16 La funczdn de dzstnbm:tdn con;mnta. de X,Y satisface para
todo x,y € R:

(a) Fx,y(—oo;y):;
Fxy(z, ,—"05) ’

Fxy(x2, w)—va(Iz, n) -
_FXY(Ily yz) + Fxy(z1, n1)-
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(b) Primeroc se probars la sxgmente 1g'ualdad de conjuntos:

 m<xsmMm<Y=w

Por p_ropiq%iades‘dve com

cw]
<=pUr <w]]

Y ; écpfesién es equivalente

s=aUesw]]

ol




Por hipétesis se tiene que x; < :1:2 Y < Y2, lo cual 1mphca
que: ‘
{X < z;,} C {X <:z2}

y

y asf, se llega a:

’—P[{X<zg}n{Y<

o [{X<zz}n{y<y1}]
yast, porla Deﬁmc16n1345e :
Plz; < X < =z, y1<YS‘.!I2]_

a




(c) Por demostrar que'

lxm va(a, y) Fx v(a, b)

va(a,b) va(—oo, )+ny(—oo,b)
ny(a,b)

hmP[X<a,b<Y<y]

; P[(b]
— .‘0, T

pdr l§ t@ﬁo:

"'Fx,yi(a,'b).:i .

El caso paxiéﬁc es a1

Definici6n 1.5 Sean Xy

Y dos vanables a.leatonas dwcretas se define la
Juncion de denszdad con_yun ’

deXchorno

xyv(x,y) P(X =z,Y=y)

que cumple con las szgutentes propiedades:

(a) fxv(x,y) 20
) Zfov(zy‘!l) =1




Definicién 1.36 Se dice que dos variables aleatorias X yY tienen una dis-
tribucion conjunta absolutamente continua si existe una funcién f continua
definida sobre el plano zy tal que para cualgquier subconjunto A del plano,

P(X,Y) € Al = / Fxr(z,y)dzdy
A

La funcion f es llamada funcién de densidad conjunta de X yY , y satisface
las siguientes propiedades:

(a) fxy(z,v)=0
(b) _Z _T Ixy(z,y) =1

Definici6n 1.87 Se define la funcion de densidad marginal de X como:

Andlogamente se define la funczdn de densidad maryginal de Y.
' =

En el siguiente teorema se enunciéré.n algunas propiedades de la funcién
de distribucién conjunta:

Teorema 1.17 Sean X y Y wvariables aleatorias con funcién de distribucion
conjunta Fx,y(z,y), entonces se cumple:

(a) Fx(z)= vli_.m;oFx.Y(x, v)
(b) Fy(y)= Jim Fx,y(z,v)




Demostracion.

(a) Utilizaﬁdo la Definicién 1.12 se sigue que:

' Fx(z) = P[X <z
: PX<=zY< oo]

= P [y_hx’xolo(x <zY < y)]
yli_xEoP[XSx,Y <.
lim Fxy(z,y)-
y—oo

(b) La demostracién es andloga al inciso anterior: .

Deﬁmcnén 1.38 Si X yY son. vanables a.lea.tonas con funczén. de densidad
) Vén veotonal real g’ R?>— R,

E(9(X,Y)) = Zzy(; W fxy(z,v) 5 X yY. “.*:Jon discretas,
=< , Y

8i y solo si:

- 229(3, y)fx,?(?y y)< o0;
- TRY) FE O TR

E(g(X,Y)) = / / o

8i y sdlo si:

2 ). fk,x(z, y)d:zdy 31. X yY son continuas

/ / y(:c,y)fxy(:v, y)dzdy < oo.

; —oo-—oo




Deﬁmcnén 1.89 Sean X Y Y ‘variables aleatorias, para las cuales eristen
sus esperanzas y varianzas. Se deﬁne la covarianza de X y Y como sigue:

CW(X Y) E[(X B(X)) (Y —E(Y))]-
=

Proposicién 1.18 Sean X yY dos variables aleatorias, para las cuales eris-
ten sus esperanzas y varianzas, entonces:

Cou (X,Y) = E(XY) — B(X)E(Y)

Demostracién.

E[(X — BEX)) (¥ — E())]

E[XY = XE(Y) — E(X)Y + E(X)E(Y)]

E(XY) — B(XE(Y)) — E(E(X)Y) + E(E(X)E(Y))
E(XY)— E(X)E(Y) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
E(XY) — B(X)E(Y).

Cov (X,Y)

DeﬁniciénliflO : Sean X yY .dos var-iab‘les‘ale‘zdtdﬁds, 8i sucede que:

2(X + Y)E(X + Y) + [E(X +Y))?].




: Utxhza.ndo (a) (b) y (c¢) del Teorema 1. 11 ) Dol .

| BIX?] + 2B[XY] + E[Y?] 2E[X]E[X] — 2E[X]E[Y]
—2EB[Y]E[X]— —2E[Y]E[Y] + (15'[X])2 + 2E[X]E[Y] + (E[Y])?
(817 — (BIX)?) + (BI¥?] = (B +2 (BX¥] - BIXIBY)) -

Finalmente aplicando las Ddimcxona 1 ’20 al lwdo mqmerdo y a.l lado derecho
se concluye que: ;

Var (X + Y)

Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X Y).
||

Definicién 1.41 Sean X y Y vanables a.leatonas entonces se definen los
momentos conjuntos de orden n-i— k oomo

m,,,k = E [X "Yk]
donde n y k son entems posttwos

Definicién 1.42 Sean X y Y wvariables aleatonas entonces la funcion gene-
radora de momentos conjunta de X yY" denotada por Mx y(tl, t2), se define

Mx,y(tl,tz) = E[e“x'“’y K

Observacién. :

Se llama la funcién generadora de momentos onjunta porque todos los
momentos de las variables aleatorias Xy pueden ser. obtenidos sucesi-
vamente derivando en una vecindad- a.lred lor d orfgcn a M xy(t1,t2) ¥
evaluando en t; = 0 para toda i, es decu"

aw-i-k

——8t’l‘at'2‘Mx“‘,(ti%‘tz)"lt’?%o-'t?;d mn,k :

ae




Definicién 1.43 - Sean X y Y variables aleatorias entonces la funcion carac-
terfstica conjunta de X yY denotada por ¢y (t1,t2) se define como:

‘Px,y(tls t2) = E[e‘(hX-HQY)]

Observacién.

‘Asf como a través la funcién generadora de momentos conjunta se pueden
obtener todos los momentos conjuntos de las variables aleatorias X y Y, lo
mismo sucede con la funcién caracteristica conjunta. Esto puede lograrse
mediante la siguiente relacién:

antk 1
atnatk‘Px Y(th t2) I¢1=0.l:=0> 1.""‘" = Mnk

Independencia

Muchas veces al trabajar con dos o més variables aleatorias es de interés
saber si existe alguna relacién entre: ellas, es ‘decir qué tanto influye una en
la otra, para ello se estudiard el con ’to de mdepdencla entre variables
aleatorias.

Definicién 1.44 Dos variables X Y son independientes si para A, B C R
se tiene que:

PWG&YemfPMeMPWEH

" Observacién. s
La definicién antenor unplxca que. X y Y son variables aleatorias inde-
pendientes si fx, Y(x: y)= fx(z)fY(y)

Teorema 1.20 Sean las vanables alea.tana.s X,Y con funcidn de densidad
conjunta fx,y(x, y),entonces Xy Y son independientes si, y solo si, existen
dos funciones y(-‘c) Y h(y) no neyatwa-v tal que fxv(z,y) = g(x)h(y).
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Demostraclon . :

Suponga que Xy Y son va.nabla a.leatonas contmuas, la demostracxén
en el caso dxscreto es a.né.loga« :

Como; X y Y son mdepend.lent@ entonoa

fxy(z,¥)= fx(m)fY(y), -

donde fx(:c) y fy(y) son las ma.rgmalw de X yY! mpectxvamenter
Por (a) de la Definicién 1.14 'y si R

Fx@ = 9(2) v fols) 1 ), i
'entonces se txene que existen dos funcxones g(a:) y h(y) no negatwas tal que
o e =d@e.

A.hora. se denloStraré. la. mclusxén contra.na_
Se txene que RS

‘--‘~fx.v(z, y) (::)h(:{)é »
Uhhza.ndo la Deﬁnicién 1.37. R

e = | f:c',v‘(:é{:z))iiy '

= / g(z)h(y)dy

& —00 -

Fx(@) =g<¢>;;f;;@ag', @

) = f i."fx‘;?(:’t,’\y‘)da:‘ .

i / g(z)h(y)dz

| —00
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fv(y) ) / g@)ds; (i8)

multlphca.ndo (1. 7) y (1 8)

@A = ((z(é/)j / g(z)dz) (g(z)» .["ﬂ(y)dy) |
= nae)
= fxv(my).
-
Teorema 1.21 Sean X yY wvariabl leatorias independientes entonces se
cumple gue:
E(XY)=E(X)E(Y)
Demostracién.

Se demostrar4 1inicamente cuando X es una va.rxable aleatoria continua.
Utilizando el Teorema 1.38 se tiene

Z Zwyfx Y(z, y)
Z Zmyfx(m)fy(y)

E(XY)




Z =fx (z) nyy (y)

E x) B (Y)

La demostracxén en el caso. dxscreto es’ amiloga_ i

ObservacnSn B
EnelcasodequeXy

" sean vai’iablmiieétdriaé independientes, se
cumple que: L

¥y por lo tanto, R
‘ ‘f'(x)aiva'r(Y).

Definicién 1.45 Sean X y Y vanables aleatona.?, con funcién de densi-
dad conjunta fxy(z,y) v funcwnea de densidad marginales fx(z) y fy(y),
respectivamente. Se define.la fun.czdn de densidad de la variable aleatoria
condicional de X dadoY . como ’

foY (z |!l =yo) = Ixf—‘;((?y;jﬂ

st fy(yo) > 0.
]

Definicién 1.46 Sean X -y Y dos variables aleatorias, se define el valor
esperado condicional de g(X) dado Y =y como:

E(g(X) IY = y) = Zg(z)fxly(z lv), siX es discreta

siempre y cuando:

Y, H E ' : Lo

E(g(x)kly"=‘y’)' z |y)dz, si X es continua




siempre y cuando: L
[ 9@ fxar (@ ly)dz < oo.
—0 . ) E .
|

Teorema 1.22 Sean X y'Y vana.bles a.leatonas, 91, gz funczones de una
variable y ¢ una constante entonces:

(a) E[.th(X) Y =y] es 1ma.funcufn deY yE[gx(Y) 1X = ] es fun-
cion de X.

() Elgy(X) + 92(X) [¥ = 3] = B2 () ¥ = 5/1 +E[oa(X) Y =]
(&) Bl ¥ =31 = s B 500 I =]
(@) Elc]Y =yl =c

" Demostracién.

(a) Por la Definicién 1.46 se tlene qu,‘

de donde se sigue que -
Elg0Y =y] =

Por lo tanto la ecuacxén a.ntemor_demuatra que E(g(X ) |Y = y)
es una funcién de y.’ R
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(b) De acuerdo ala Deﬁmclén 1.46 se tiene que

E[ﬂx(x)+92(x)|y y] / CXe ”z(z))fx.y(mly)dz by

E[gx(X)gz(Y)lY y]

I
‘3;
«
g
]
N
8
:;
X
l<
o~
8
Qi
E

y por la Ddimcn.’m 1 46 se demumtra que
E Iyx(X)gz(Y) IY Yl =20)E(X) Y = y]
(d) De a.cuerdo a la. Deﬁ.mcxén 1.46 se tiene que :

. E[cIY u=[ cfx,,,(,,.h,)dx,

y asf, por las Deﬁmcxonw 1.45 y 1.37 se concluye que :

f fxly(mly)dz = ¢
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El caso continuo es andlogo.

Definicién 1.47 Sea.-n. Xy Y va.rm.bles a.lmtonas entonces la varianza con-
d:czorwldeXdadoYsedeﬁrwoomo ;

Var(XIY y)—E[(k E(XIY))zlY]

|
Var(X|Y = y) ’ . :
: = »,E [X2 --2XE(X Y) + [E(X [Y)]2 IY]
Aplicando (b) , (c) ¥ (d) del Teorema. 1.22 se obtiene que e
Var(X Y =y)=E[X? |Y] —2E [X Y] E[X ]Y] + [E(X |Y)]2
y asf, la ecuacxén anterior demumtra que. . - : : : -
Var(X Y =y) = E [X? IY] — (E [x n’])2
]

Teorema 1.24 Sea X, Y variables a.leatonas con functdn de densidad fx(x)
y fy(y), respectivamente ambas con esperanza ﬁmta. entonces

(e) B(X)=E[B(X|Y =y)] e
(b) Var(X) = E[Var(X |Y)] + Var [E(X ]Y )]

Demostracién.
La prueba se hard cuando X y Y son vanabl@ a.leatonas contmuas, la’
demostracién en el caso discreto'es anéloga.. S : -




(a) Por el Teorema. 1. 10 se. txene que
BBX|Y =)l = / E(x IY—y).fy(y)dy,

y utxhza.ndo la. Deﬁmcldn 1 4

E f,zfx.y(x = y)dz) Fr(o)ay
- j f apxiy (XIY = ) fr(w)dsdy.
Por la Deﬁmc!én 1 45 se tiene
[ [t X 1= 0)pr(ramay

BIEXIY =)

Jxy(z,y)
/ 2 .—f_(ﬁ—f (y)d:z:dy

//zfxy(:c,y)dzdy
[= / Ty (@ y)dyde

. / zfx(z)dz -

y asf, se conclqye que:
- B(X) = BB(XY = ).
(b) Porla P;éi)osicidn 1.23 se tiene que

| BlVar(X|¥)] = BIE(X? V)] - BUEX ¥ )7,
y,utlhzando (a.) de este Teorema se obtiene que
» E[Var(X |Y)] = E(X?) — E[(B(X [Y))*]. (1.9)
Por otra parte, por el Teorema 1.12 se tiene que

 VarlB(X |Y)] = E(B(X |Y))’] — [E(B(X IY))]2
aplicé.:;dd (a) de este Teorema se sigue que :

VarlB(X V)] = BUB(X Y)Y — (BOF. (110)
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(c) Suxna.ndo (1.9) y (1.10) y por el Teorema 1.12 se concluye que:
Var(X) = E[Var(X |Y)] + Var[E(X 1Y)
=

En la siguiente seccién se generalizard el estudio a un ndmero finito de
variables aleatorias.

Distribuciones Multivariadas
Definicién 1.48 Un vector aleatorio es un vector (X;, Xz, ey Xp) donde X,
i=1,...,n es una variable aleatoria. )

RN R -
Definicién 1.49 La funcion de dt.stnbuadn multwanada del vector aleato-
Tio:

se define como:

Fx, Xz, X0 (T1, T2, . z 1, X Tgy sey Xn < zn]

'I‘e'dreinailf.25‘ La fu.nczdnd istribucion m.ultwanada del vector aleatorio:

sattsface. i ‘

(a) Fx;.Xa, .xn(—OO, zz,
Fx; X, X0 (Z1, T2, i
Fx1, 3,00 X0 (%1, T2y T

(b) FXY(OO) OOy eeey °°) = 1;

Demostracidon. :
La demostracién es a.ué.loga a la del Teorema 1.16.

Definicién 1.50 Sea (X,,Xg, ,X,.) “un vector aleatorio donde X: es una
variable aleatoria discreta para 'todo z, se deﬁne la funcion de densidad mul-
tivariada de (X1, Xz, i ,,) como:’ -

P[X1 -—$1,X2 -—$2,.. ,X —a:,,]

Fx1.%2,:05n (11: 3’2, -5 In
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que cumple con las giguientes propiedades:

(a) 'fxx.xz. 3»(51;32‘v «+Tn) 20

) EX. Efx,,Xa. X (1, T2y ey Tp) =1

=1 2
|
Definicién 1.51 Se dice que las variables aleatorias X,,Xa, ..., Xn tienen

una distribucién conjunta absolutarnente continua si existe una funcion f
continua definida sobre todo R™ tal que para cualquier subconjunto A de R™,

P (X1, X2y ooy Xn) € A] = /f /fx,.x,,....x.. (z1, T2, -y Tn)dT1dXs...d2

La funcion f es llamada ﬁl.nctdn de derwzdad conjunta del vector aleatorio,
y satisface las '__, ,' fﬂyz P

Definicién 1 52 Se deﬁne la functdn m.arym.al de X conw‘

in(xt) —ZZ - ZZ fo;.xz. .Xn(mlr:'-'zv- <1 Zn)s

F Tl T

5t X; esdwcn:ta.pam toda.z, y,r

oo oo

fx-'(-’ti)=//

00 —00 © |00 —00 ;=00 =00

si X; es contmu.a pam toda.z
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En el sxgmente teorema se mostrard la relaclén entre la, funcién de distri-
buclén conjunta y las funciones ma.rgmalw. 3

Teorema 1.26 Sean Xl,Xg, ...,X,.

2 les aleatonas con funcion de dis-
tribucion conjunia Fx, x;,. e (a:;, A

se cumple:
Fx, (-"7-) = hm FXx.Xa. X«—xX ‘ I.+1, iy Tp) pare toda i

Demostracion.
La demostracién m a.néloga a la‘del Teorema- 1 17.

Teorema 1.27 Si Xl,Xg,...,X,.
idad conj "fX: X (31132,
tonalrealgse‘, ,,"_lou_.,

E(g(Xh X2x esey Xn)) = ZE Zg(xlx X21 Soad] Xn)fxl,x,. .Xn(mh T2, .. )xn);

-’l-'n

son vanables alea.tonas con funcidén de den-~
'n) entonc'es para cualgquier funcion vec-

si X; esdtscmtapamtodaz, szysdlosl

Demostracmn
(Ver Karr, 1992; pégma. 116)
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Proposicién 1.28 Sea.n Xl,X2, X,; va.,ria’bﬂles'aledtarias entonces se cum-

ik = E [x{‘lxh...xkv-]
donde ky, ..., k, son enteros’ pq.fntwoa. -
SR =

Definicién 1.54 Sean X, X3, .. X,. variables aleatorias entonces la funcion
generadora de momentos con]unta deXl, Xz, vy Xn denotada por Mx,,... x,(t1, -y tn)
se define como:

' I I L2
MX],...,X.. (tly ory tn) =K [e“" ‘]

Observacién.

Se llama la funcién generadora de momentos conjunta porque todos los
momentos de las variables aleatorias X, X2,..., X,, pueden ser obtenidos su-
cesivamente derivando en una vecindad alrededor del orfgen a Mx,.....x., (€1, -+, tn)
y evaluando en ¢£; = 0 para toda i, es decir:

aR

MMX..".,X.. (t1;--1tn) femo = Mg,k

donde:

R=>3 k.

i=1
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Definicién 1.55 Sean X, X», ..., Xa variables aleatorias entonces la funcion
caractertstica conjunta de Xy, Xa,...,Xn denotada por @x, . x, (t1,-ta) se

define como: )
ity Xy
‘pxx.m.Xn(tlr wytn) =E [EEI ]

i=+/—1.

Observacién.
Se pueden obtener los momentos de las variables aleatorias X3, X2, ..., Xn,
usando la relacién:

(oo et tn) ) luma — = Tt
BT otk otk £y

4 =1

Independencia Al igual que en el caso univariado muchas veces al trabajar
con dos o m4ds variables aleatorias es de interés saber si existe alguna relacién
entre ellas, es decir qué tanto influye una en la otra, para ello se estudiaréd el
concepto de independencia entre variables aleatorias en el caso multivariado.

Definicién 1.56 Las variables X, Xs, ..., Xy, son independientes si para cua-
lesquiern:
Ay, Az, A CR

se tiene que:

PlX;: eAi]—f_[I"[XGA"]

Observacién. :
La definicién anterior 1mplxca que. 1as vanabla X1,X2, ..., Xn son inde-
pendientes si fix, x,,. ,x,.(zx,zz: Rre zn) —AfX; (%)fx,(xz), p. f(zn)




Teorema 1.29 Sean las variables aleatorias X, X3, ..., X, con funcion de
densidad conjunta fx, x,,.... 5. (%1, T2, ..., Tn),entonces X; y X; son indepen-
dientes si y solo si, existen n funciones reales g;(x;) para toda i no negativas
tal que: )
N n
FX1 X200 X (81, 2, vy Tn) = [ [ i)
Co i=1
Demostracién.
La demostracién es andloga a la del Teorema 1.20.
:, g |

: Xn va.ﬁa.bles aleatorias independientes en-

Teorema 1.30 Sean X, Xo
tonces se cumple que: :

=1

N
= (1) - [T=00
i=1
Demostracién. )

La demostracién es andloga al caso bivariado.

Proposicién 1.81 Sean X3,X,, ..., X;,, variables aleatorias ind: dientes

4

con funcion de densidad conjunia fx, x,,... X (T1, T2, -y Tn), Sic

n

entonces:

Demostracién. =
Utilizando la Definici




de donde se 'concluye que:

Ms() = [T M (®)

i=l

Definicién 1.57 Sean X, Xa, ..., X, variables aleatorias con funcion de den-

sidad conjunta fx, x,...x.(T1, T2, ..., Tn). Se define la funcion de densidad
de la variable aleatoria condicional de Xxy1, ..., Xn dado X3, ..., X como:

fX:.Xz ..... Xn(a"lrx& bt zVI)
fX;....,X.. (31, bt} xk)

I XiesrrenXnl X 10X (Thdely voey T [T1y 0y T ) =

siempre que fx,.. x.(Z1, .., Tx) > 0 para todo (x, .., Tx) € R,
||

Definicién 1.58 Sean ' X,Yi,Ys,...,Ya variables aleatorias con funcion de
densidad conjunia fx,v, ya...va(Z,¥1,Y2,..-:Un). Se define el valor esperado
condicional de X dado Y1, Yz, - Y, como:

E(X Ii,l = y.hy2 yz’ "'!yﬂ = yﬂ) = Ezfxl)ﬁ.ﬁ. “¥n (.'8 th"-! yn)
si X es discreta, szempre v cuando

mexm.y,. .,(zlyl,...,yn)<oo, .
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Teorema 1.32 Sean X,Yh),Y>, ...,Y,. vanables aleatorias con _funczén de
densidad conjunta Fx,v;vam.ve (T: Y1, Y2, - Yn) entonces:

(a) E[X] = E[E [X |Y1,Y2, -"’},n]] B

) E[g:(X) Y1,Yz, ..., Yn] es una funcion de Y1,Y2, ..., Ya.

(c) E{g1(X) +g2(X) 13, Yz, ..., Y]

=E [,gl(x) I},l) }’21 LRI} Yﬂ] -+ E[g2(x) l},ly 1’2, esey )’n] .
(d) E [gl(X)g2(Y) lYl’ Y2, }’n] = g2(Y)E [91(X) ll,lr Y21\-"$‘Yn]
(e) Sic es una constante entonces . )
' Elc|Y1,Ys ... Yol =c

Demostracxén

(a) (Ver Karr, 1992, pé.g'ma. 226)

Demostraclon :
La demostraclén es amﬂoga a la. de la propos:cxén 1 23.
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1.5 Procesos estocasticos

En esta seccién se presentan modelos de probabilidad para procesos que
evolucionan en el tiempo de una manera probabilfstica. Tales procesos se
llaman procesos estocésticos.

Definicién 1.60 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables ale-
torias {X;},., indexadas por el conjunto T'.

Definicién 1.61 Sea {X.},. un procreso estocdstico. Si cada variable alea-
toria toma valores en el conjunto E entonces a E se le llama espacio de
estados del proceso.

]
" Observaciones.

. Siwe Nyt e T son fijos entonces X, (w) € R.
Si ambos varfan, entonces (w,t) — X¢(w) es un proceso estocdstico.

Si t es fijo, entonces w +— X¢(w) es una variable aleatoria.

oM

Si nicamente w es fijo, entonces t —— X,(w) se conoce como una
trayectoria o realizacion del proceso.

Ademds cuando T' < oo entonces el proceso estocdstico es un vector
aleatorio. El concepto de proceso estocéstico es muy importante ya que
algunas situaciones de la vida real se pueden modelar mediante procesos
estocésticos. A continuacién se describen los tipos de procesos estocdsticos de
acuerdo al conjunto de fndices T' y a otras formas incluyendo independencia.

1.5.1 Tipos de Procesos Estocasticos

Definicién 1.62 Un proceso estocdstico { X (t)},.o es un proceso a tiempo
continuo si T es un conjunto no numerable.




Definicién 1.63 Un proceso’ estoctstico {Xi}ier €3 un proceso a tiempo
discreto si T es a lo mds un conjunto numerable.

Los diferentes txpos de procesos estocdsticos se clasifican de acuerdo a las
relaciones de dependencm. entre las variables aleatorias que lo conforman, por
ejemplo:

1. Proceso con incrementos independientes.

Se dice qﬁe un proceso estocéstico tiene incrementos independien-
- tes si
; <tz <. dp<..€T,

entonces
Xt;—: - Xt;—s Y Xt: - Xt:-l

son variables aleatorias independientes.

2. Martingalas

Se dice que un proceso wtocéstxco {J{,‘}n_1 2,..con medms ﬁ.mtas es una
martingalas, si para a.lgﬁn entero cua.lqmera n se txene que' :

n—l

entoncm, se dice que {)(,.}":‘l 2,..€S una submarl:mga]a.
Y sf,

E(X..+1|X1—a1,X2_a,2, Xn =an)>an

entonces, se dice que {){n}":_1 2. es una supermartnngala.




3. Procesos Estacxonanos

- Sea {Xg},er un proceso estocéstxco tal que t1 < tz < t3 < e entonces
se d.lce que {X,} eT es un proceso mtaclonano s

x‘“M(:nl,zg, ..,:c,.) con h > 0.

4. Proceso de Marko
Sea {X¢}¢ET un proc&o ’tocés

+ <t <ton

entonces se dice que {X¢} e un ‘proceso de Markov si

Pla < Xu.,, <b|Xe, = a1, Xty = Ggy eey Xty = an) = P(a < Xy < b{Xew = an).

Es decir, las variables aleatorias del proceso estocédstico tienen la pro-
piedad de que dado el estado actual, los estados anteriores no tienen
influencia en el futuro.

A continuacién se expondré un tipo especial de proceso estocdstico el cual
serd de gran utilidad en capftulos posteriores.

1.5.2 Proceso Poisson

Entre los modelos mds usuales que se presentan en la teorfa de la proba-
bilidad, se encuentra la conocida distribucién de Poisson que se discutié
con anterioridad. Si ahora se considera un intervalo de longitud variable (¢
variable), el nimero de ocurrencias serd una funcién de t. Si las condiciones
del experimento no se alteran al variar ¢, la media de la variable aleatoria
X, que denota el mimero de ocurrencias en el intervalo (0, t), serd At donde
A serd el valor esperado de la variable aleatoria X. De esta forma se obtiene
un proceso estocdstico, el cual recibe el nombre de Proceso Poisson, cuya
definicién se presenta a continuacién.
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~ Definicién 1.64 Se dice que el proceso {X (t)}teT es un prvoeso Pozsson si -
cumple las siguientes propiedades; para At suficient peq

(a) La probabilidad de que ocurra un evento en el mterua.lo (t t-- At)
es AAt.

(b) La probabilidad de que ocurran dos o mds eventos en el mismo
inlervalo es cero.

(c) Los nimeros de acontecimientos en dos intervalos de tiempo dis-
Juntos son variables aleatorias independientes.

Ahora se calcularé la funcién de densidad del Proceso Poisson.
El evento de que en el tiempo (£,t + At) el mimero de ocurrencias sea n,
puede llevarse a cabo de dos maneras diferentes y excluyentes:

. Existen n ocurrencias durante un tiempo ¢ y ninguna hasta At con
probabilidad 1 — AAt. Dada la suposicién de independencia, la proba~
bilidad conjunta es:

pn(t) 1 — AAY)

donde p,(t) es la probabilidad de n ocurrencias al tiempo .
2. Que hayan (n — 1) ocurrencias al tiempo ¢, con probabilidad p,—1(t) ¥
ninguna en At. Nuevamente, dada la suposicién de xndependencm, la
\ probabilidad conjunta es:
P"_.l(t)AAt.

Lo anterior puede escribirse como: .-

alt+ At) Pn(t) a

AAt) + pai(t)AAL

por lo que:

4-,(?) + paca(t)AAL

AAL (a-1(t) — Palt) -
lfmite cuando At — oo se tiene:

' sA (p;_l(t) Z palt)) (1.11)

pn(t -+ At) = pn(t) -




que es una ecuacién diferencial lineal con répecté at.:
Si n = 0 la ecuacién anterior se convierte en: .. :




pero para que se cumpla la igualdad anterior tiene que suceder que
Au(t) = g (£), lo cual implica que p(t) = e**
Sustituyendo u(t) en (1.15) se obtiene
(e¥pi(8)) = reMet =2,
e integrando con respecto a t, se sigue que v

e"‘pl(t) =')\t_+_c_ :

de donde:
‘ pl(t) = (At+c)e

Ocupando la condicién inicial de que p1(0) = 0, se tlene que ¢ = 0, y asf,

- (1.16)
Ahora se ‘demost;i-éré.




de donde, " K —M
Ph(0) + Apn(t) = ‘(’—1)!—

Multphcando por e ambos xﬁxenbros d> ‘la. ecuacldn anterior se

los tiempos en que ocurrieron los euentos del prucesa entonces se definen los
tiempos inter-arribos como:
Zn=tn— t,._; '
|
Teorema 1.34 Sea {X(t)},. un proceso Poisson, entonces las variables

aleatorias Z,, (los liempos inter-arribos) son independientes e idénticamente
distribuidas exponencialmente.

Demostracion.

Primero se demostrars la independencia. Debido a (¢) de la Definicién
1.64 se tiene que las Z; son independientes.

Ahora se demostrard que las variables aleatorias Z, se distribuyen expo-
nencialmente. Sea t > 0 tal que:

P(Zn > t) = P(X(tny — t) — X (tn_1) =0)
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debido a la homogen»idad‘se tiene que
P (X(t,,_‘ —t)— X(t.,_l) = 0) = P(X(t) = 0)

pero
P(x(t) = 0) =po(t) = &7

por lo tanto )
P(Z,. Sty =",

Lo anterior puede mmbu\se como: -

P(z,. > t) _;1 — Fz,_(t) =™

por lo que: )

Definicién 1.66 Sean {X @)} er un proceso Poisson, y Zy, los tiempos inter-
arribos entonces se define el tiempo de espera para gque ocurran n. even-

tos como: . -
Yu=)_ Z.
i=1

|
Observacién.
| La variable alcatoria Y;, se distribuye gamma(n, A), ya que es suma de n
g variables aleatorias independientes e idénticamentes distribuidas exp(}).
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Capitulo 2

Funciones biométricas

2.1 Introduccién

En este capftulo se ilustrard el uso de la teorfa de la probabilidad en el
campo de aplicacién més comin de los actuarios: las técnicas actuariales.
Se dard un breve desarrollo de las herramientas més poderosas que son las
funciones biométricas, pero antes se definirdn los conceptos de supervivencia
y mortalidad.

2.2 Probabilidad de Supervivencia

Definicién 2.1 Sea X la variable aleatoria que denota la duracion de la vida
de unrecién nacido, entonces a la funcion:
S(z)=P(X>z) =zz=0
se le conoce como funcion de supervivencia.
=
Observacion.

La funcién S(z), también pueder ser interpretada como la probabilidad
de que un recién nacido alcance la edad z.

Lema 2.1 Sea X la variable aleatoria que denota la duracion de la vida de
una persona enlonces:

S(z) =1 — Fx(x)
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Demostracxén. SO g ;
Utilizando la Deﬁmcxén 2 1 y por (b) de la Proposxcxén 1 8 se dernuetra.

que:

| s<z) P(X>z) —P,(x"s, z) ,=‘ﬁ‘1'—'Fx(;c).

Teorema 2.2 La ]unctén de supervi cia S(z) cumple las siguientes pro-
piedades:
(a) S(o0) =0
(%) 5(0) =1
(c) S(z) es una funcidn no creciente.
(d) S(z) es una funcidn continua.
‘Demostracién.

(a) Por el Lema 2.1 y por (c) del Teorema 1.7 ée dumtra que:

S(oo)—l—l-—-O..

8 ooncluye que. i

(b) Por el Lema 2.1 y por (c) del Teo

(c) Sean’ xl,:z:g [ ]R ta.l que ; : Ty, 3 0 Pdr (a) del

Utlhzando el I.ema 2. 1
S (~'b‘1)

por lo que se concluy que \ (:z: un funcxén no crecnente E




() Sea g(z) = 1 como g'es continua y por (b) del Teorema. 1 7 ta.rn—
bién Fx loes, entonces se tlene que oo

e S(:z:) =1- Fx(:c)
@scontmua
A -

El teorema anterior permite verificar la intuicién de que la probabilidad
de que una. persona sobreviva a la edad x es mayor a la - de sobrevivir a la
edadz+t, t>0.

En ocasiones se est4 interesado en conocer la probab:hda.d condicional de
que una persona muera entre las edades 'y z -+ z dado que ya sobrevivié a
la edad z, dicha probabilidad se calcula como sigue. Por la Definicién 1.45
se tiene que:

Pz<X< kz,;‘X >z) _Pr<X<z2)
P(X > z) T PX>zx)
iel: numeta.dor Y la Definicién 2.1 en

Px<XZ£z|[X>x)=

Utilizando (a) de la Proposicién 1.8
el denomxnador se obtxene que:

S(=)
1— S(z) — (1 — S(z))
S(=z)
= S —=S@)
- S()

2.3 Probabilidad de Muerte

Definicién 2.2 Suponga que el stmbolo (z) denota una persona de edad =
y sea X la variable aleatoria que representa la duracién de la vida de una
persona entonces se define la variable aleatoria T(z) como:

T(z) =X — =,
la cual representa el tiempo futuro de vida de (x).

73




Definicién 2.3 La probabilidad de que una pemorw. de, edad z ‘muera dentro
de los siguientes t arios se define como P(T(z) < t) y se denota por gz

Definicién 2.4 La probabilidad de que una>pe’1‘savia‘:de‘_gdad x alcance la
edad x +t se define como P(T(x) >t) y se denota porgpz

Cabe sefialar que se hard la convenclén dé ciue sit= 1, entonces:
R = gz
Rt i’tpz 7=“'P=
Cominmente se conoce a q;., como tasa de mortalidad.

Proposmlén 2.3 Pam gp,, y tq,., se curnple la siguiente relacion:
: » : Qz = 1 —t Pz

Demostracién. . . Co
Utilizando las Definiciones 2.3 y 2 4 asf como (b) de la Proposicién 1.8,
se concluye que: )

g = P(T(a:)'5 t) =1—P(T(x) > t) =1—Pr.

Definicién 2.5 La: probabilidad de que una peraona de edad - sobremva. t
arios y muera dentro de los siguientes u arios se deﬁne coma

Pt<T(z)< t +u)
y se denota por ;|ugx .

Si u = 1 se hace la convenclén de que

t |u¢h =t lqz -
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Teorema 2.4 Para 'tq:,‘gpz y t |.'.yq== vge‘éztmplen‘las siguientes propiedades:

(@) po=5(t) - -
(b) t lqu =t P:: —t+u Pz
() ipe = ni2 = S22
(d) g==1—-5

(e) ¢ quz = (tpz)(u‘IHt)

Demostracxén

(a) Utxhza.ndo 1a Deﬁ.m '6n 2 4 se txene.que.
pe P(T<0) e

y por las Definicio e y 2 1 se concluye que:

P(X-0> t) = P(X > ) —-S(t)

(b) Utlhza.ndo la Deﬁmcxén 2.5 se tlene que.

) "tluqz: = Pl<T(z)<t+u) . L
P(T(z)<t+u)-—P(T(:c) <t),

¥ utilizando la Deﬁnicién 23yla Proposxcxén 2 .3 se concluye que:.

ehds = crude—e q:
‘ 1=t P — (1 —t P:.-)
= Pz t+u Pz.

(c) Por la Definicién 2.4:

PET@ >0
P(T(0) > =+t |T(0) > z) -

e
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: de acuerdo a."bla. Déﬁxﬁciéh 1.45 se tiene que
- LP(T(0) > =, T(0) > z + t) i P(T(O) >ztt)
P =TT P@O) > ) SP(T(0)>2)

Usando la Deﬁmmén 2 4 y por (a.) de mte Teorema. se concluye

S S(@Ht+u)

o S(z) S(=)

Sz +E) - S +t+u)

e e S(x)

\ IR A (S(m+t)—s(:c+t+u) S(z +t)
ST S(z) S(:n+t)

S(z+t) (S(x+t)—S(z+t+u)

S(z) S(z+1t)

Reagrupando términos y por el inciso (d) de wte Teorema se con-
cluye ques .

R S(z+t) S(z+t4+u)
‘,".“,’?{" s@ . ¢ ECERh )
T (¢P==) (u‘I=:+¢)
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2.4 TFuerza de Mortalidad

Serd de interés calcular la probabilidad de que dado que una.‘petson'a alcanzé
la edad z, muera en un futuro cercano z+ A z, la cual, usando la Definicién
1.45 se calcula como

Plz< X <z+ Az)[WX > :c))
P(X > )

Pz<X <z+Az|X>z)=

utilizando (a) de la Proposicién 1.8 en el numerador y (b) de la Proposmxén
1.8 en el denominador, la exprexén a.nterxor es equivalente a -

Pz < X < :t:—*-‘A’a‘:) L. Fx(z+ & x) — Fx(x)
PX>z) 1— Fx(x)
) g ’ Fx(z+ax)—-Fx(z)

= 3
i-Fx(x) s

ax

Para A z cercana a cero se tiene :

Ex(z+ & x) — Fx(z) . Fx (z4+ A z) — Fx(::)
Ax A::—vo Az

x’(z) = Fx(z)
por lo que

Ex(ztaz)—Fx(x) o Ix@) fx(:yz:)'Az'_
1—Fx (=, - 1—1;‘:!:! - 1'—Fx(z),

y por lo tanto:

P(::<X<x+A::|X>x)M-‘fi(£F)}%

El resultado anterior proporciona una: mterpretacxén en términos de una
probabilidad condxcxonal pa.ra la ﬁmcxén que a continuacién se define.
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Definicién 2.6 Sea X la variable aleatoria que denota la duracion de la vida

de una persona entonces se define la funcion fuerza de mortalidad o tasa
instantdnea de mortalidad pu(x) como:

Ix(z)

“O = TG

Teorema 2.5 La funcién fuerza de mortalidad cumple las siguientes propie-
dades:

(a) (x) s(:)
@) uE@z0

Demostraclén.

: (a.) Por el Iema. 2 1'se tlene que:

: S(z) =1— Fx(a:)

. ,entonc&, :

: 21)
por (c) del Teorema 1.7,

;0<Fx(z)<1
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enhonca SR
1= Fx(x) >0 (2.2)

y asf de (2 1) y (2 2) se demuestra. que:

L A'_H(a;)=—f%zo.

El teorema. subsecu" te mumtra. la relacién que existe entre p(x) y nPsx-

Teorema 2 6 La ﬁberza'de mortalidad satisface las siguientes relaciones:

f #(y)dy)

~( b) nPs = exp(— f p#(x + s)ds)
Demostracxén. i

(a) Por (a) del Teorema 2.5

e =2E

entonces,

de donde:




-

Y asf, por (c) del Teorexna 2. 4 se concluye que.

s )dy)

(b) Haciendo el cambi6 de‘irarit_xb_ié 8 = v —:c,en (a) de este Teorema
se tiene que e G

entonces,

y, por lo tanto:
ot [t
L. A I TR
]

Los siguientes corola.nos proporclonan una herramienta 1til para especifi-
car la dxstnb cién de la variable alea.tona. X usando la fuerza de mortalidad.

Corolano 2. 7 Sea X la 'uamble a.leatona que denota la duracion de la vida

ix (z) ) = Pou(=)

Demostracton. : :
Por (a) del Teorema 2 6 se txene que .

y por (a) del Teorema 2.4 s.g'da: laf_s‘i"gru‘ié,nte:fél;a.cién
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S(x) = exp(— / n(s)ds). (2.3)

Por el Lema 2.1 se tiene que

Fx(@) = 1—exp(— [ ile)da)s

y derivando esta expresién se obtiene que

Fye(a) - p(s)ds)p(=)-
Por (a) del Teorema 2 6 ‘se sxgue que'

x(ﬂ:) =z Pol‘(-’”)

y por la propledad (c de la Deﬁmclén 1.16 se ooncluye que. :

fX(x) =z pops(x).
]

Por u.ltuno se encontraré la funcién de densidad de T'(z) en términos de
()Y ePer: £

Teorema 2.8 Sea X la variable aleatoria que denota la duracion de la vida
de una persona, ‘entonces la funcion de densidad de T'(x) estd dada por:

Fr(t) =¢ pp(z + 1)

Demostracién.’ .
Por la Definicién 2.3

Fre® = PT@ <1

t9x>
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y por (d) del Tébréxha. 2:4 se tiene que
’ L S(z +1)

S(z) °

entonces por la propxedad (c) de la Definicién 1.16
fT(z) (&) = Frgl®)

S'(z + 1)

S5(x) .

S'(xz 1)\ S(z+1t)

( S(@) ) S(z+1)
Sz +t) S'(z+1t)\

S(x) S(z+1)
Por (c) del Teorema 2.4y (a) del Teorema 2.5 se concluye que:

fT(::) (t) =t P.-:Il-(-"’ + t)

o Frn(t)=1—

" Corolario 2 9 Sea X la -ua.nable a.lea.tona qu.e detha la. du.m.cufn de la vida
de una persona entonces: :

3(1 —t P )
Demostracién. ST '
Por la propiedad (c) de la Deﬁmcx 1\.16 ,y‘la Definicién 2.3 se cumple
que e

: y ; d
f-r('z) ; (t) T dt =)

y ademds por la Proposxcxén .3 se obtlene R

: Tdt th dt(l :Pz) o
Fmalmente, utlhzando el Teorema 2 8 se concluye que:. -,

(1 Pz) = pz#(z + t)
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~ Por la Proposicién 23y

¥ utlhza.ndo(c) del Teo or

"I‘eorema 2.10 Sea X la vanable aleat.ona que de‘nota la dum.czén de la vida

de una persom, entonces

: ,P—‘-‘éo/#(y)dy o

Demostracxén
ane.ro se demostraré, que:

es decir, -

Lo anterior conduce a las sxgmentw 1gua.ldad&='
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y asf, por (24) se concluye que:

z4+n

Jim ( / w(y)dy) =

2.5 Relacién entre la funcién de superviven-
cia y la tabla de vida.

En los problemas relacionados con las matemdticas actuariales, juega un
papel importante la duracién de la vida humana. Las llamadas tablas de

vida constituyen una manera conveniente de escribir la distribucién de esta
variable aleatoria.

Definicién 2.7 Sea €o un grupo de recién nacidos donde cada uno de ellos

tienen la misma funcion de supervivencia S(z). Sea I; (:l:) la functdn zndwa~
dora para el sobrevivienie j, es decir:

Li(z) = 1 si la persona j sobremveala.eda,d:c
7 — 10 en otro caso. . - :

Se define:
2
£(z) =D " Li(=)

T
como el nimero de sobmmmentes a la. edad x.

Lema 2.11° La espemn.za de que una persona del gru.po £o sobreviva a la edad
x es S(x), esdeczr' e

E'(I (m)) = S(z)

e i e oo



Demostracién.
Calculando la esperanza de I; (:z:) se tlene que:

que 1\2presenta el nidmero eapem.do e s“‘bremmen.tes a la. edad:c del grupo de
los eo recién mczdos, entonces: b 3

eoS(z)

Demostracion. : f
Calculando la esperanza se txene que :

A
£ = B(£L(x)) = E(Z Ii(z) = > E(I;(x)),
=1 J=10 )
y por el Lema 2.11 se concluye que:

ZE(I (a:)) ——j ZS‘:!:)

F=1. bt f _7—-1

S(a:) Zl
i F=1

= £S(z).




Corolarid 2.18 ’Sea X la variable aleatoria que denota la duracion de la
vida de una persona, entonces: ' .

, p(z) =- e((j))

Demostraclén L .
Utilizando (a.) del Teorema 2 5 y por el Teorema. 2.12 se tiene que.'

Corolano 2 14 Sea. X la vana.ble aleatona. que demta. la duracidn de la
vida de una persona entonoes [

- E,_._,.,.
“?”. &

Demostracxén. : RS
Por el Teorema 2 12 se txene que

. . £oS(z +n)
Oz i EQS(z)
: Sz + n)

S(=)

y por (c) del Teorema 2.4 se concluye que:
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S(z+n) _ ‘
S(x) =n Pz -

Observacién.

Bajo el supuesto de que las variables aleatorias I;(x) son mutuamente
independientes e idénticamente distribuidas, se tiene que £(z) tiene una dis-
tribucién binomial con pardmetros: n = € y p = S(z). Sin embargo el
teorema anterior no requiere el supuesto de independencia de las I;(z).

Definicién 2.8 Sea € un grupo de recién nacidos donde cada uno de ellos
tiene una funcidn de supervivencia S(x), sea It (z) la funcién indicadora para
que la persona k del grupo €o muera entre las edades x y =+ n es decir:

Ii(z) = 1 sila persona k muere entre las edadesz yz+n
K ~ 10 en otro caso.

Se define: .
Lo
nDz = ZII:(::)
k=0

como el mzme;b de muertes entre las edades = y x + n.

Demostraclén
Ca.lcu.la.ndo la wpera.nza. se ti

2 ifne (z))

=0
: ,-'Of,,‘(,)(o) + 1f1,,(=)(1)
=" fl;(z)(l)

: 1,87
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como fr;(x)(1) representa la probabilidad de que la k-ésima persona del grupo
£ muera entre las edades = y x +n, utilizando la Definicién 2.3 y por (a) de
la Proposicién 1.8, la expresién a.ntenor es eqmva.lente a:r’

Pxz< X <z+n)= F,(a: + n) ’Fz(m)

y por el Lema 2.1 se concluye que:

B(Ii(=))

(1— S( +n)) — (1 — S(=))
S(z) — S(z +n). ‘

Teorema 2.16 Sea X la variable aleatoria que denota la duracion de la vida
de una persona y sea:
= E(nDx),

el nimero esperado de muertes entre las edades x y x -+ n, entonces:
ndz = &r — e=+n

Demostracién.
Calculando la esperanza se tiene que:

o PRI
BE(:D:) = E [Zj{,:(z)]

£o - .
= 2_EL@)],

por el Lema 2.15 sye{sigue que: B

E(.D-) =i




. Por el Teorema 2. 12 se concluye que:

e e:: £. n
E(npa:) = E_O - :;: )e()

&y — em.

Cabe séﬁalrar‘ que cuando n =1 se hard la convencién de que:

Teorema 2.17 Sea X la. vana.ble aleatona que mzde la. dumcuin de la vida
de una persona en.tonces

f:l‘(x) = eofx(z)
donde fx(:z:) es la funcion de densidad de la vanable aleatoria X.

Demostracién.
Por el Teorema 2.12 se tiene que Ez = eoS(z), lo que implica que:

() = LoS(z)p(z).

Por el Teorema 2.4 se tiene que

El siguiente teorema muestra la relacién existente entre €, y p(z).
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Teorerhé 2. 18 : Sea. X la. va.nable aleatona q'u.e denota. la. dwm.czén de la mda
de una person.a, entonces .

Demostracxon

(a) Por (a) ‘del Teorema 2.5 se tiene que'

=5 (‘:)’ = (z)

entonces,

J—Em(S(z»— (z),

‘ BI(S(I));'*"f py)dy, -
lo que implica qti.e;

@s@):-(e;;;,/,,z(y“)_d;);,

Por el ‘Teo'rema:2.12 se qongli;ye que:




..Ahora se supondré. que se comienza con un grupo de personas de

edad z denotado por £, entonces utlhzando (a.) del Teorema. 2.5:
S'(I-l—ﬂ) P S P T SRR L AIESY S

S (z+ n)

entonces, .

y asf, por el Teorexna 2 16 se concluye que

d _ez— ::+n

a1




2.6 Esperanza de vida

A continuacién se enunciard la definicién de la esperanza de vida, también
llamada esperanza completa de vida de una persona de edad x, asf como
algunas propiedades.

Definicién 2.9 La esperanza de vida de una persona de edad x, de-
notada por é. se define como:

8= E(T(=))

la cual expresa el ntimem de aiios en promedio que le corresponderd vivir a
una persona de edad TS

Teorema 2.19 Sea. X la -uanable alea.tana que denota la duracidn de la vida
de una’ persoruz de edad z ta.l qu.e.

entonces se cumple que. :

Demostracxén.




Utilizando el Corolario 2.9 se tiene ..

€z

mtegra.ndo por parta, K :

-'—t(—

Cofno:

se demuestra que:

Demostracxon. i :
-\ anero se calcular el se




'y por el Teorema 2.8 se tiéhé quxle SR

Ahora, de acuerdo alCor
e inbegra.nd‘t‘)‘pbr partes

Ademss’

entonces

: - 3 oyi‘u 5
Y asf, por el Teorema 2.19 se demuestra qu

o0

/ tw="t- @

Var(T(z)) = 2

Es irﬁpérta.nte sefialar que la exzstencxa de &, depende de la distribucién
de la variable aleatoria X, la cual denota la duracién de la vida de una

persona.

Definicién 2.10 El nimero total esperado de afios vividos entre las

edades x y x + n de los sobrevivientes del grupo inicial, se define por:

n

L= [ tereps(a + 1)t + il

o
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donde, el primer término cuenta los afios vividos de aquellos quienes murie-
ron entre las edades © y = + n, y el segundo término cuenta los anios vividos
entre las edades x y = + n de los sobrevivientes a la edad = + n.

Teorema 2.21 Sea X la variable aleatoria que derota la duracidn de la vida
de una persona entonces:

. uLz = / e::-i-tdt
o

Demostracién. B
Por el Corola.no 2 13 se txene que:’

entoncw

lo que xmphca que s

£, Ydt + nem. (2.5)

- . “" + ¥ ‘n '7,7 £ e
Integrando por partes a [ t(—£%,)diL se obtiene
o o

£ ‘ "
""dt = ‘“fTPzz+ri + / Lrqedt. (2.6)
AT o ' )

y iasf,; 'sé"démdétra'ique: o
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o nly = /ez+tdt'

. i | |
Enseguida se dard un concepto que relaciona nldz Y nlz.

Definicién 2.11 Se define la ta.sa ceniral de mortalidad sobre el inter-
valo (z,x +n) como: -
T losens(a + t)at
M = _°___n—___
J beqedt
°

La tasa central de mortalidad es la. ta.sa promedio de muertes del grupo
£5 sobre el intervalo (z,x + 'n) g

> denota la duracicn de la vida

Demostrac:én
Por el Corolano 2 3

1o que irﬁpii 5 que

' f £z+¢li(-‘5+t)dt = / Lrye (— ’“) dt

= / e;:-udt-——e:ﬁ 13

°
= —lrpn -+l
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por lo que

Por otro lado por el Teorema 2 21 se tlene que:

Observacién. -

Comoantwenelé:asodequen—lse

Deﬁmcxén 2 12 S
vida de una’persona,’

/ emp(z + t)dt = e, = e=+,. , @

(2.8)

hace la siguiente convencién:

X la ‘variable aleatoria que denota la duracidn de la
se deﬁmz ‘al nimero promedio de personas vivas

deedadmayoro:zgualaXcanw

T, = /t et + )dt
°
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Teorema 2.23 Sea X la variable dleatoria que denota. la

de una persona tal que:
lnn t&,_,_, =0

f e:l:+¢dt

Demostracién.’ e i e
Por el Corolario 2. 13 se txene que

entonces:

. e=+ti == =+:I‘-("’ + t)»

lo que implica que.

t z+¢#(w + t)dt

L

wwdt

e integrando por partes,’

Ty = —tlerel® — [ —tent
CL o ;

= —km tez‘fg + / Loredt 3

Al
~
!sh
¥
&

y asf, se demuestra que:

dunw'idn de la vida

!



Observamon
T puede ser mterpretado como el lfmxte de ,,L== cuando n tiende a infinito.

'Por ltimo se enuncxaré. una relacld exxstente entre e,, y T mediante el
siguiente teorema. : g

Teorema 2.24 Sea X la vana.ble q;w»’deyrwta la duracion de la vida

de una persona enlonces:

Dermostracién.

y porel Corolaﬁ6‘2.14

Utilizando el Teorema 2.19's
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2.7 Ejercicios resueltos

1.—Completar la siguiente tabla:

S(z) F(x) f(=z)

=23

tan z,

0<z<Z

e, >0

1- 52, 720

Solucién :
Primer renglén de la tabla:
De acuerdo a la Definicién 2.6 se tiene que:

p(z) = tanz
sen(x)
cos(z)’

de donde se observa que ]

Segundo renglén de la tabla.

Ocupa.ndo el Lema 2.1y (c) de la Deﬁnicién 1.16 se tiene que:

por la Deﬁmcxén 2. 6 se concluye'que
#(z) =1

Ter@:er renglén de 'lyt‘a.j'tabla:‘ L
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Utilizando el Lema 2.1 y (c) de la Definicién 1.16 se tiene:

T BT
S@) =172
: . 1
N o
ahora, por la Definicién 2.6 se obtiene:
_ 1
He =132
Por lo tanto la tabla queda de la siguiente forma:
S(x) F(z) f(=) oy
cos(z) 1 — cos(x) sen(x) || tanz, 0<xz <%
e T, >0 l—e™ ™ e = 1
e 1— 5z 220 e o

2.—Calcular la correspondiente funcién de supervivencia. En cada caso
z=>0.

(a) p(z)=Bc B>0 c>1 (Gompertz)
(b) plz)=kz n>0 k>0 (Weibull)
() u(@z) =32 a>0 b>0 (Pareto)

Solucién :

(a) Como
sy)dy = BcVdy
- ]
. . P 2 b

B :
et o) :[_c' —1];0
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) y utilizando (2 3) se txene que:
S(:::) =e 1—‘(—,[&—1]

(b) Comc:>

o j Hy)dy '4= / ky™dy

= ala(+z)—al(),

por lo tanto, utxhza.ndo (2 3) se tiene que:
S(E) — —aln(b-i-ﬂ-’)-{-oln(b)
= e—In(@+z)~")+Hn(®)")
e~ ln [@+=)=2()*]

(b4 z) (B)°

(45

3.—Si
X ,
S(z) = [1—T';')‘—0]’ 0 <z <100,
ca.lcuiar: 7 »
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(a) 17p19
(b) 15936

() 15|13 936
(d)- (36)
(e) E[T(36)]

Solucién : '
(a) Utilizando (c) del Teorema 2.4 se tiene que
S(19 + 17)
5(19)
(1 — Jo00 )
, a-#i
(b) Por (d) del Teorema 2.4 se obtiene que
5(36 +15)
S(36)
NCEE LY
(1 _ )‘; 8’

1T =

=8
9’
1593 = 1—

(c) Por (e) del Teorema 2.4 se tiene que

15|13¢]36 = (15Pas) (139 51)
S5(51) S(13 -+ 51)
5(15)) ( ~s@s)

(=)t ([ (s}
(-2t (1—3)%

(d) De (a.) del Teorema. 2.5 se sxgue que

oz 3_[1_—__]_(—_
¢ ) [1—1 ],;
W’
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por lo té_nto: .

o S(36)fs(36+t)at

.4,—Demos1:rgn. que:

(8) &bop, <0 cuando
(b) lepp. =0 cuando.- L. = pi-

(©) &, >0  cusndo . i > 43

Solucién ) '

(a') Se Sa,bé :qu'e : ;




)

Cal (A s@\ (—EgS(:z:)) S(z)+(-¢-.5'(z))
= 4O (TS *“s‘)[ —GE@r

por lo tanto .

Por otro lado ) S

E_( 256 (;‘%S(z) ’

—#(z) = (u<f})’ D =

 —(&s@) 5@+ [ES@ _ (£5@)”
o (8@ T (SE@)?
R =T ¢
por lo tanto . - T
—#(x)—(#(ft))2 ‘ _(ng_)l ~(2.10)

Por hipétesis se txene que Hx
: : - L
bt ——#(w) <.(#(z)) 2

lo que impliéé ‘que’

. %#(m)_ (”‘ (z))2< .




y por lo tanto de (2 10) se obtxe.ne que

por otro lado eo >0, por lo ta.nto de (2.9) y la expr&xén a.ntenor
..8e concluye que’ : .




. (@) Por hxpétesxs se. txene ques

F ;—u(z) > (ﬂ(z)) :

lo que implica que "

(P(-‘b‘)) >0,
" por lo tanto de (2 10) se tlene que

- (msw)

Por la Deﬁmcxén 2 1 se tlene que: S(z) > 0, lo que implica que

(zis@) >

por otro lado Eo > 0, por 1o a.nto de (2.9) y la expresién anterior
se concluye que, .

dx#(w)

iezu(z) >o0.

5.—Sila vanable aleatona. fu.nclén de densidad dada por:
)=
calcular:
(a) E[T]
(b) Var|T]
(c) mediana[T] -
Solucién : v . :
(a) Debido a qﬁé T~ exp(c) entonces se tiene quer
: ‘E(T) =<
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(b) Como T ~ mcp(c) entoncw se txene que.‘v

Var(T) = -1—

(c) La medxa.na debe satxsfacer lo sngiuente.

de 1o anterior se tiene qﬁe =

entonces ) ’
. e ‘=i 1n(_)

o= }1n(1)—1n(2)

_ = —In(2)

por lo tanto BT

L wE

m=
. c

6.~Si proge =1, t 20, caloular” .
(a) tPzHz+t
(b) éx

Solucxén IR

(a) Utxhza.ndo (b) del Teorema. 2 6 5o tiene que: .

| fﬂ(z+8)d8)

bt’Pz: ‘ =




- por lo que* .
-5

. . tpzllrz.;.c =te~ 7. _

(b) Por el Teorema. 2 19 se. obtlene que:

Debxdo a qu la flmcxén de denslda.d de una variable aleatoria T
con dJstnbucxén norma.l(O 1) es la sxgmente

7. —El n\imero promedxo de: - afios
grupo de sobrewwenta; que murié ‘entr
define como:,

dosentrelasedadwzyz-}-l del
as edades, se denota. por a(z) y se

o 'flz-#tl‘-zq»zdt

f la.-+:l‘=+zdt

Demostra.r las sxg‘ment& relacxon-
(a.) a(:c)d —-L —E,,.,.x
®) To= S Lovs
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Solucién : -

(a) Utxhzando la Deﬁmcnén 2 10 en el numm'ador y (c) del Teorema
2.18 en el denommador se obtiene que. : ) ‘

y por el Teorema 2.23 se demuestxja. que: -

N :
Tzf,= ZL:IH—I:-
=0 .

8.—Considere la.bs‘ig\ﬁente' funcién de supervivehcia.
= —_—-—l. < p <
S(x) ‘ [1“ w] : sz_u{, q>0, )

Calcular:

(a) pe -
(b) €
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Solucién :-

(a) Utilizando (a) del Teorema 2.5 se obtiene que:

w=z

(b) ‘Por el Teoréma 2.19 y(po; (a9 el Teorema. 2.4 seﬁgne que:

9.—Demostrar que:

2 pemp @) — a0, -

y si 3 10 ) .
' 0 para 40 < z < 100,

M) =155 =% T 20—=5
calcular 40Ps0. : :
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Solucién :
Utxhz:mdo (c) del Teorema. 2. 4 y por (a) del Teorema 2.5 se obtlene que:
2 _ 08+t )
8 P 3, S(@) L
249 5(z) — ——US(m 4 t)

B [s@)° R
1 [eEeig(z) — ﬁiﬂs@:q.t)
T 5@ 5@ - T

1 [oS(z+t) 25E8S@E+9)] S(z +t)
T S(@) % S (S(x +1)
_ 5(z+t)[8_sg;_+‘.l g%(’g] N

S |SE+1t) ~ S
= p{-plz+1t)+ ﬂ(z)] s

entonoas se cumple que:

P
u(z) — plz+ t)

Para calcular 40Pso. se utiliza (a) del Teorema. 2 6 obteméndose:

tPxr =

40Pso

10.—Si : S Des LB el h
£, =100 —z para 0 <z <100,
calcular D o

,(“) 10Lso
(b) 10ms0
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Solucidén :

(a) Utilizando el Corolario 2.13 se tiene que
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Capitulo 3

Economia del Seguro

3.1 Introduccién

En ocasiones, los planes de las personas se ven frustrados por algunas cir-
cunstancias que no se tenfan contempladas, por lo cual no se desarrollan con
total certeza. El seguro est4 disefiado para proteger a los individuos en con-
tra de las posibles consecuencias que se obtienen como resultado de eventos
aleatorios.

Cabe mencionar que el seguro esti restringido a eventos aleatorios que
pueden medirse en términos monetarios. De igual forma el seguro no reduce
directamente la probabilidad de ocurrencia de algiin evento, si no que es un
mecanismo para reducir el efecto financiero adverso de los eventos aleatorios
que impiden la realizacién de los planes futuros.

La justificacién econémica del seguro es que contribuye al bienestar ge-
neral mediante el mejoramicnto de la perspectiva de que los planes no se
frustrardn por eventos aleatorios.

3.2 Teoria de la Utilidad

La teorfa de la utilidad surge como necesidad de proporcionar diferentes
puntos de vista en la toma de decisiones en la que se encuentra involucrada la
incertidumbre. Se define el valor de un proyecto econémico como un resultado
aleatorio que serd el valor esperado, sirviendo esto como una solucién a este
tipo de problemas, es decir, los posibles resultados aleatorios monetarios
serdn reemplazados simplemente por su valor esperado.
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De acuerdo a este principio, una persona que tenga que tornar una decisién
(tomador de decisiones) serd indiferente entre asumir la pérdida aleatoria X |
y pagar el monto F [X] para resarcir la pérdida econémica.

Este principio es inadecuado para algunas personas ya que depende del
monto de la pérdida aleatoria y de la distribucién de los posibles resultados
de la variable aleatoria X.

Muchas veces los tomadores de decisiones estardn dispuestos a pagar més
que el valor esperado, ya que su posible pérdida aleatoria puede ser mayor.

Sea w el monto de la riqueza de un tomador de decisiones medido en uni-
dades monetarias y sea « (w) una funcién de utilidad estrictamente creciente.
La transformacién lineal

u*(w) = au(w) + b, a>0

es equivalente a u (w).
Una vez que se ha determinado la funcién de utilidad, se utilizard para

elegu' entre dos altematxvas, las cuala se denotarén por las variables aleato-
rias X eY.

El tomador de decxsxonm elegu‘é. X si sucede que:

Es importante mencionar que: '

1.— La teorfa de la utilidad serd elaborada bajo la suposicién de la exis-
tencia de las preferencias de algiin evento, asf como su probabilidad de ocu-
rrencia.

2.—La funcién de utilidad no serd determinada en forma iinica, pero las

preferencias se preservan cuando la funcién de utilidad es un incremento
lineal de la funcién original.

Sea u(w) la funcién de utilidad original y sea:

u'(w) = au(w) + b, a>0
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,un 1ncrexnento llneal de u (w) y s,-' :
i B [u(X )] > E [u(Y)]

E[au(X)] +E [b] > E[au.(Y)] + E [b]

' E[ (X)]>E[u'(Y)]

. 3 - Sx la. funcién de utxhdad es lineal con pend.\ente posxtxva,, es decu:'
u(w) -a.w+b a.:> 0.

Y si:r

, E(X) = p, E(Y)
entonces
E[u(X)] = E[aX + b]
Y E[u(Y)] = CaBY|+ BB —ap+b
y si ademds, R b v

se tiene que R o
’ ¢ E[X|+b>aE[Y]+b
¥ por lo tanto i

es decir, el principio del valor mpera,do es consistente con la tranformacién
de la funcién de utilidad. . En este. contexto E(X) = p recibe el nombre de
prima pura o neta.
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3.3 Seguro y utilidad

Suponga que el tomador de decisiones tiene una propiedad la cual estd ex-
puesta a ser dafiada o destruida en el siguiente periodo y desea adquirir un
contrato con una aseguradora. Dicha aseguradora emitird pdlizas las cuales
seran una promesa de pago para el duefio de la propiedad, definida por un
monto igual o menor a la pérdida financiera. Por otro lado el asegurado de-
berd hacer pagos llamados primas para protegerse contra el posible siniestro.
Si dicha propiedad sufriera algiin dafio o destruccién durante el periodo de
la péliza, sc efectuard el pago del siniestro por parte de la aseguradora.

El monto de la pérdida es una variable aleatoria denotada por X, con
funcién de distribucién conocida.

La pérdida esperada para el siguiente periodo E(X) puede interpretarse
como la pérdida promedio a largo plazo.

" Muchas veces con el fin de considerar cierta seguridad contra las posibles
pérdidas, la aseguradora decide incluir gastos e impuestos entre otras cosas,
cargédndolos adicionalmente a la prima neta.

Sea H la prima cargada dada por :
H=1+a)p+c a>0,c>0

donde apu se asocia a los gastos ocasionados por la pérdida y ¢ a los gastos
fijos.

El dueiio de la propiedad tiene una funcién de utilidad u(w) donde w es
la riqueza medida en unidades monetarias.

Si el propietario enfrenta un evento que lo puede llevar a la pérdida aleato-
ria, es indiferente entre pagar una prima G y asumir la pérdida:

u(w — G) = Efu(w — X))]. (3.1)

El lado izquierdo representa la utilidad que el propietario recibir4 si decide
asegurarse y el lado derecho indica que él asumiré la pérdida aleatoria.

Si la funcién de utilidad del propietario es una transformacién lineal:

u(w) = bw +d, b>0
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y se aplic;.i el principio del valor esperado, utilizando (3.1) se tiene que el
propietario adoptard o serd indiferente en adquirir un seguro, cuando la uti-
lidad que el propietario recibir4 si decide asegurarse es mayor que la utilidad
promedio si decide asumir la pérdida, es decir:

u(w — @) = b(w — G) +d = Elu(w — X)) = E[b(w — X) 4 d]
lo cual implica las siguientes desigualdades:

b(w — G) + d = Eb(w — X)] + Eld]

siysélosi . .
R " b(w—G)+d > bEW—X)] +d
si y sélo si ol - AR
i b(w— G) +d = b[E(w) —E(X)]+d
sy sélosi e
b(w — G) + d = blw — p] +d
si y sélo si ’ ’
—Gz—p
¥y por lo tanto:
G <p.

es decir, el propietario decidird comprar un seguro cuando el pago del seguro
(prima) sea menor o igual a la pérdida esperada y asumir la pérdida en otro
caso. Por lo que, en este caso, el monto méximo de prima que pagaré seré p.

Cabe mencionar que la funcién de utilidad no tiene porque ser lineal, sino

que también puede ser cuadratica, exponencial, logaritmica o de cualquier
otra forma particular.

A continuacién se mostrard la relacién que existe entre la aseguradora y

el asegurado con sus respectivas funciones de utilidad, para ello se requiere
de las desigualdades de Jensen.
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Desigualdades de J ensen

Proposicién 3.1 Sea X una variable aleatoria yu(w) una funciéﬁ de utili-
dad creciente, con primera y segunda derivada:
(a) Si u”(w) < 0 entonces E(u(X)) < u(E(X))
(b) Si v”(w) > O entonces E(u(X)) = u(E(X))
Demostracién.
Se analizaré el caso u”(w) < 0 y u'(w) > 0.

Si E(X) = w existe, se consldera la lfnea tangente a u(w) en el punto
(2, u()):

y = u(p) + v (p)(w — p)

Debido a que u(w) es wtnctamente oéncava, su gréfica estaré por debajo
de la lfnea tangente, esto es, ;

u(w) < () + () (w — )
para todos los va.lor& de w.

Si se reernpla.za w por la variable aleatoria X y se toma esperanza a la
deslgualdad se tiene que:

B0l < E[u(u) + u'(u) (X — )
lo cual xmphca. las sxgmentm dsxgua.ldad
| Bu(X)] < Blu(w)] + u’(#)E(X )

siysblosi - -

, E[u(X)] < U(u) +u (M)[E(X ) — o)

si'y s6lo si~
7 E[u(X)] < u(u) + u'(p)[0]

y por lo tanto:

- Elu(X)] < u(B[X])-

- La demostraclén dela segunda desigualdad es andloga, temendo en con-
sideracién que si u (w) > 0 entoncm u(w) es wtnctamente convexa..
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51 se supone que el tomador de decxsxon% tlene una funmén de utll.l-‘

dad tal que u” (w) < o y u (w) > 0. Aplicando (a) de la Proposxclén 31la A

‘u(w 6) = Blu(w — ),

se tlene que k

- Bluw - X)] <u[E(w X)l—u[E(w>—E(X)1<u(w u),

es decir -

w(w ’ G)<u(w u)

Como w'(x ) > 0 entonces u(w) es crecxente, por 1o que :

(w— G) < (w #)

S sumando Twa a.mbos lados de la dwxgualda.d se tlene que

pbr;lo‘t;arm;.b:i:: PRI
. Gzp -
con G > p a menos que X sea constante. . ..

- *De lo anterior se puede concluir que si el tomador de dec:slon&s txene una
funcién de utilidad u(w), serd adverso al naigo si y sélo 8i u (w) <0

Sea u; (w) la funcién de utilidad de la aseguradora y wl su mvel de rxqum:
medido en términos monetarios.

es la utilidad esperada de:la: asegura.dora toma.lj el nwgo, esta ecuacxén

‘representa la indiferencia al nago de la aseguradora. i
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si'y'solo sio T

Si la funcién de utilidad de la aseguradora u,(w) es tal que 7y (w) <0 y

vy (w) > 0, entoncm se puede apllcar la d&lgua.ldad de Je ée lo cual se
obtxene. . ; i

| E['ux(tlu+Hv—X)] < ul(E[w+H x])

se tiene que:

de acuerdo a (3.2)

" 0<H-p

p<H

es’decir, ‘si sucede Que p < H, el asegurador serd adverso al riesgo, donde
H es la mfnima prima cargada aceptable para pagar la pérdida X y u es la
pérdida esperada.

Sea G el méximo monto que el asegurado est4 dispuesto a pagar. Sisucede
que p < H < G, el contrato se puede llevar a cabo satisfactoriamente.

3.4 Modelos individuales de riesgo a corto
plazo

Como se vié la teoria del riesgo requiere de un modelo probabilfstico para
las pérdidas potenciales. En esta parte se examinard uno de los modelos
cominmente utilizados.

Sean Xi variables aleatorias independientes que denotan la pérdida del
i-ésimo riesgo asegurado y sea m el mimero de riesgos asegurados, se define
S como la pérdida aleatoria de este conjunto de riesgos, es decir,

S=X;+Xo+ .+ Xn
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En el modelo individual del riesgo no se reconoce el valor del dinero en el
tiempo, se discutirdn modelos cerrados donde el mimero de asegurados n es
fijo y conocido al principio del periodo.

3.4.1 Modelos de variables aleatorias para reclamacio-
nes individuales

El asegurado contrata un seguro para un periodo de 1 afio, si el asegurado

muere dentro del afio, la aseguradora le pagard la cantidad b y si sobrevive
no se le pagard nada.

Sea q la probabilidad de reclamacién durante el afio y sea X la variable .
aleatoria que denota el monto de la reclamacién cuya funclén de denmdad

estd dada por: TR
1—gq =0 " G
f@={ z=b .
0 en otro caso.
¥ cuya funcién de distribucién es: o

:n<0

Calculando la aperanza yla v
' o0

_Z

E[X]




ehtoynow}la funcxén de densxdad de T (a:) estd dada por :

g sil{zy=1
‘ll—lqv‘gi{(z)éo;f‘ -

de tal'mosdo que' X pueﬂe verse de la siguiente forixim . ‘
b X=1Ib

donde b es la cantidad que se pagard si ocurre la muerte.

Si se considera que pueden ocurrir varias reclamaciones en un periodo de
tiempo, por ejernplo, accidentes y enfermedades, se obtiene que €l monto de
reclamaciones es también una variable aleatoria que depende del mimero de
reclamaciones en el periodo.

Sea B el monto total de reclamaciones durante el periodo e I la variable
aleatoria indicadora de que al menos una reclamacién ocurre. Entonces se
puede escribir:

X =1IB.

Teorema 3.2 En el modelo X = IB se tiene que:

E(X)=pq
Y : ’
Var(X) =pq(1 —q) +0o%q; (3.3)
donde : D I
p=B(BII=1)
var (B|{I=1). .
Demostracién. ‘ £

Si en el Teorema 1.24 se sus

Var(X) = ‘;‘(;;r:(g[x“li])'{f:‘({/ar"[x iy
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Primero se demostraré que E (xX)= ;Aq Sean

“‘n—E(BlI—l)

Ca.lculando E(X II ) 1€
E(X|I=0)—szx|t.(xl 0) —Z-"’(O) EO =0

es decir: =

E, E(xu—o)_o._, S (3.4)
Si I—lsetlenequeX B entonces: o R
‘ B(X|I=1)=EBE(B|I= )— AN (35)

Las férmulas (3.4) y (3.5) md.lca.n que E X II ) w una funcxén dependxente'
de I

i - BX |I) = pI '
por lp que: :

- B(uD)
- uB (I) >
‘ 'll- Zz.fl (-’B)

: f'_n[o(l—q)1+1(q)»
"'f nq ; '

BEEX ).

y asf:

S E(x 1) = . - (36)
Ahora se obtendré. la Var (X ) Sx X = 0 se tiene que I=0 y:

Var(XlITO) = E(x2|1 0) — B*(X|I =0)
. B = Zzgfx" (xlI_o)_02

= ,zz x0=0
x
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es decir:

.(3.7)

@ 8)

entonces:

po.r lo que: i o W o ‘
B (Var (X 7 )) = o’q A (39
Obtemendo la va.na.nza de (3.6) se tlene que: . : : )

- Var(uI) i
#*Var(I) .
W [B(?) ~E2 ()]
2[(0"’(1 —a+ 12(!1)) = 92]
Iz q(l = q), ST :

Ver@oxim)

es decir,

(3.10)

125

funcxén que depende de .




3.4.2 Suma de variables aleatorias independientes

En el modelo individual de riesgo, la aseguradora modela las reclamaciones
como la suma de reclamaciones de los asegurados.

Sean X e Y dos variables aleatorias y sea S = X +Y, se calcula la funcién
de distribucién de S como:

Fs(s)=P(S<s)=PX+Y <s)

Se aplica la férmula de la probabilidad total y si se supone que X e Y son
variables discretas se tiene que:

Fs(s) = zp(x +¥Y<s IY = y)f:""('y)‘ .

Fs(s) ZP(X<3— Iy = y)fy(y) (3.11)

y<ss
Si ademsés se tiene que X e Y son mdepend.lentes

Fs(s) = S Fu(s— ) fr(w)

Rk y<s
yla funciyénv de denSidad estd dada por: R ;
o =R W@ e

Si se cons;dm‘a a X e Y va.nabla continuas se tiene que la. funcxén de d.lstn
buc16n Y de densxda.d estdn dadas por. :

 Fs(s) f P(x <s—y IY- - y)fy(y)
y si ademds,; X eY son mdepend;entes:

Foo) = [RG-frday @13
»;o'v . - .
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y la funcién de densidad estd dada i:)oi;:
fs(o) = [ fuls =) fr(u)dy (3.19)
[1]

Las ecuaciones (3.11) y (3.13) son llamadas la convolucién de las funciones
de distribucién Fx(z) y Fy(y)-

Para determinar la funcién de distribucién de la suma de mds de dos
variables aleatorias se puede usar el proceso de convolucién iterativamente.

Para § = X; + X5 + ... + X, donde las X; son variables aleatorias inde-
pendientes, sea F; la funcién de distribucién de %, y sea F®) la distribucién
de X; -+ X5 - ... + X entonces se tiene que:

F® = FBxFO=FxF

F® = [y xF®

FO = FyxF®,

F = F,x Feo-D, (3.15)

Ejemplo 3.1 Las variables aleatorias X1, X2, X3 son independientes con fur-
ciones de densidad definidas de la siguiente forma:

0.4 siz=0
0.3 siz=1
fx(z)=4 02" siz=2 ,
0.1 stx =3
0 ' en otro caso.

fxa(@) =9 071" s z'=2;3,4 "
.0 . -en otro caso..
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‘0.6 siz=0"
fxa(z) 0.1 siz=2,8,4,5 .
~ 0" "~'en otro caso.

Para calcula.r la funclén de densidad 'y de chstnbucxén de la variable
aleatoria S = X7 -- X2 '«"A‘X_S’ se utiliza (3. 12) ¥ (3.15), por lo que se obtiene

=0.23

Anélogamente se tlene que.‘ ]
 fs(0) = F®(0) = fa(O)f"’(O) = 0 6% 020 = .120

”f'@(l) = @ (1) f3(0) + £@(0) fa(1) = 0.23 x 0.6 + 0.20 x 0 = 0.138

Para encontrar la funcién de distribucién de la variable aleatoria S, se
utiliza (c) de la Definicién 1.14. A continuacién se presenta la tabla resumida
de los célculos efectuados:

z | @) | L@ ] @) [ 12@) | fO) | £ @) | FO@ [ FO(z)
0 04 0.5 0.6 0.20 0.120 0.4 0.20 0.120
1 0.3 0.2 0.0 0.23 0.138 0.7 0.43 0.258
2 0.2 0.1 0.1 0.20 0.140 0.9 0.63 0.398
3 0.1 0.1 0.1 0.16 0.139 1 0.79. 0.537
4 0 0.1 0.1 0.11 0.129 1 0.90 0.666
5 0 0 0.1 0.06 0.115 1 0.96 0.781
6 0 0 0 0.03 0.088 1 0.99 0.869
7 0 0 0 0.01 0.059 1 1 0.928
8 0 0 0 0 0.036 1 1 0.964
9 0 (] 1] 0 0.021 1 1 0.985
10 4] 0] 0 0 0.010 1 1 0.995
11 0 0 0 0 0.004 1 1 0.999
12 0 0 0 0 0.001 1 1 1
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Un método alternativo para encontrar la distribucién de la suma de
variables aleatorias es a través de la funcién generadora de momentos o
.de la funcién caracterfstica. Utilizando la Proposicién 1.30 se tiene que:

Mis(t) = Mo, (8) Moy (). Mx, (2).  (3.16)

3.4.3 Aproximacién de la distribucién de la suma
Otra alternativa para encontrar la distribucién de la suma de variables alea-

torias es a través del teorema del limite central. Antes de enunciarlo se dard
una definicién que es utilizada en el teorema.

Definicién 3.1 La sucesion {X,} converge a X en distribucién si:
Jim Fx,(t) = Fx(t)
para toda t, donde Fix es continua. Se denota:
Xa 2, X.
u

Observacién :

Si'X,. .X,. son vanables a.leatonas mdependxentw tal que para boda ise
cumple: . Lo

como,

se tiene .7 -0
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Teorema 3.8 Sean Xi,...Xn: vamblesaleatm'za.s 1ndepe1ui1.entes com:.

entoncea

\/ Var| [S]

donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal (0,1).

Demostracién.
(Ver Hoel;1971, pégina 212)
m

Ejemplo 3.2 Una compaiifa de seguros expide contratos de vida con plazo
de un afio cuyo beneficio es de 1 y 2 unidades monetarias a individuos con
probabilidades de morir de 0.02 0 0.10. La siguiente tabla muestra el nimero
de individuos nx en cada uno de las cuatro clases (k) creadas con un beneficio
por la cantidad by, y una probabilidad de reclamacion gx

k| qx by |

110021 | 500
210022 | 500
310101 300
4101012 500

La comparita desea recaudar, de esta poblacion de 1,800 individuos, una
cantidad igual al 95 por ciento de la distribucion de las reclamaciones totales.
Mdés ain, desea que la participacién de cada individuo sea proporcional a la
reclamacion esperada por ese individuo. La participacion del individuo con
media E(X;) serta (1 + 6)E(X,). El reguisito del 95 por ciento sugiere que
6 > 0. Bsta cantidad exira OE(X;) es la carga de seguridad (security

loading) y 6 es la carga relativa de seguridad (relative security loading).
Calcular 0.
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El criterio para calcular 6 es’ P(S:< <@+ G)E(S)) 0.95 “en donde
S =X+ X + ... + X1800 La cual es equwalente a obtener
P S — E(S) GE(S)
\/VariS \/!_/ar(S
Utilizando el Tleorema 3.3 se ttene q-ue de la ecuacion anterior se bus-

ca en las tablas de la N(0,1) el c til que ac la 0.95 de probabilidad,
bteniéndose: )
o i se: 0E(S)

N /.i_/ ar(S)
Y, )

E(S)

. Ahora se necesita calcular E(S) yVar(S), para ello utilizando el Teorema
3.2 se obtiene que:

= 0.95

== 1.645

por lo que

klge | bx| px=0bxqr | 0f = bzax(l—qx) | ns

1]002|1 |0.02 0.0196 500
2[0.02 |2 | 0.04 0.0784 500
310.10|1 |0.10 0.0900 500
410102 | 0.20 0.3600 500

Por (a) del Teoremna 1.11 y por la Observacién que sigue al Teorerna 1.21
se tiene que

E(S) = ZE[X]—anuk A160

=1

Var(S) ZVar [X] = Z 'nka'2 = 256

. i=l P =1
Por lo tanto se ooncluye q-ue. { 2

\/25 .
1 645-iga— 0 1645
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3.4.4 Distribuciones para el nimero y monto de recla-
maciones

Enseguida se discutirdn las distribuciones que se utilizan para la modelacién
del niimero y el monto de las reclamaciones individuales en una cartera de
poélizas. Es importante destacar que no todos los accidentes se convierten en
reclamaciones, ni que la cantidad de reclamaciones es siempre de la misma
forma que la cantidad del dafio. Una reclamacién generalmente no serd
realizada a menos que el dafio tenga un impacto lo suficientemente grande
para hacerla importante.

El proceso de reclamacién comienza con un accidente, pero el asegurador
usualmente sabe acerca de éste cuando la reclamacién se lleva a cabo. La
mayoria de los aseguradores registran la cantidad de dinero para la cual son
responsables y la cual pagan, en vez de registrar los importes del dafio.

De aquf se desprende el por qué se modelan los nimeros de reclamaciones,
a distincién de los mimeros de accidentes y los montos de reclamaciones, en
vez de los importes de los dafnos.

Distribucién del miimero de reclamaciones

Serd de interés estudiar las distribuciones del ntimero de reclamaciones por
las siguientes razones:

1. Para obtener una comprensién mayor de la distribucién de reclamacio-
nes;

2. Para estimar el efecto de deducibles;
3. Para calcular el costo de reaseguro por exceso;

. Para estimar el efecto en la solvencia de fluctuaciones aleatorias basadas
en la experiencia de las reclamaciones.

Las dos distribuciones cominmente utilizadas para la modelacién del
nimero de reclamaciones son la distribucién Poisson (Definicién 1.28) y la
distribucién binomial negativa (Definicién 1.27).
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La distribucién Poisson tiene dos ventajas principales:

1

Existe un vnico pardimetro, es decir, la media de las reclamaciones
determina completamente las demés caracterfsticas de la distribucién.
De esta forma la distribucién del mimero de reclamaciones puede ser
proyectada rédpida y fdcilmente.

Es aditiva, es decir, si la distribucién de cada riesgo en una cartera
de pélizas es Poisson e independientes, entonces el mimero de recla-
maciones en la cartera de pdélizas es también una variable Poisson, con
pardmetros la suma de las medias.

Para que se logre modelar el mimero de reclamaciones mediante una va-
riable aleatoria Poisson, se deben cumplir las siguientes condiciones:

1

2.

Las reclamaciones son independientes, es decir, el nimero de reclama-~
ciones en intervalos de tiempo disjuntos son independientes entre sf.

Sélo puede ocurrir una reclamacién en un instante de tiempo, es decir,
la probabilidad de que ocurran dos o més reclamaciones en un instante
es casi cero.

La probabilidad de que una reclamacién ocurra en un intervalo de tiem-
po depende de su duracién y no del tiempo en que ocurrié, es decir,
si dos intervalos disjuntos tienen la misma longitud, la probabilidad de
que ocurra una reclamacién ser4 la misma.

Al considerar las dos primeras condiciones, se tiene que enfatizar la di-
ferencia entre los acontecimientos y las reclamaciones. Un acontecimiento
puede generar un mimero de reclamaciones y con el objeto de modelar una
distribucién Poisson, las reclamaciones miiltiples que provienen de un acon-
tecimiento deberén ser tratadas como una sola reclamacién.

La mayorfa de los acontecimientos son casos independientes. Las ex-
cepciones tienen una tendencia a ocurrir uno al lado del otro y pueden ser
tratados como un sélo acontecimiento. Si los acontecimientos figuran asf,
entonces las primeras dos condiciones conservan su validez.
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La tercera condicién parece ser vdlida en un ambiente estacionarijo o cuan-
do la experiencia est4 sujeta a las fluctuaciones estacionales, razonablemente
estables a corto plazo.

Algunas veces sucede que la distribucién Poisson no se ajusta muy bien.
Esto es debido a que el mimero de reclamaciones no es realmente estacionario.
En estos casos es conveniente utilizar la distribucién Binomial Negativa.

La. distribucién binomial negativa también tiene propiedades preservantes
itiles. La suma de n variables binomiales negativas independientes, cada una
con pardmetros p y k, es una variable binomial negativa, con pardmetros p
y nk.

La mayorfa de las veces en las distintas ramas del seguro la varianza parece
ser mayor que la media. En este caso, la distribucién binomial negativa da
un mejor ajuste. Cuando se trata del manejo de riesgos homogéneos, la
distribucién Poisson puede dar resultados satisfactorios.

Distribucién del monto de reclamaciones

Debido a que el monto de las reclamaciones rara vez sigue formas sencillas,
no existe una regla que sugiera un buen modelo con una sola distribucién. Es
cuestién de encontrar una distribucién que proporcione un ajuste satisfactorio
de acuerdo a la informacién obtenida.

Un problema principal que a menudo se presenta es que la mayorfa de las
veces se desea un buen ajuste en los valores mds grandes, donde se tienen
datos mfnimos. Puede haber un grado justo de confianza acerca de la forma
de la curva en la cola inferior pero la forma de la cola es usualmente m4és
bien vaga porque hay relativamente pocas reclamaciones grandes. Ademés,
la presencia o ausencia de una reclamacién grande puede tener un impacto
significativo en las estimaciones de los pardmetros de la distribucién, al punto

de que se da una falsa impresién de lo que realmente esté sucediendo en dicha
regién.

Cabe mencionar que el costo de una reclamacién no siempre es conocido,
y puede tomar muchos afios conocerlo; de modo que al analizar la distribu-
cién del monto de reclamaciones en un periodo, no se puede lograr un buen
ajuste. Por regla general, las pequenas reclamaciones tienden a ser pagadas
m4és pronto que las grandes. Esto puede introducir distorsién significativa, si
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el volumen general de reclamaciones no es constante. La mayorfa de las dis-
torsiones provienen de la mezcla de reclamaciones nuevas y antiguas debido
a que puede cambiar el proceso de reclamacién.

En las distribuciones del monto no existe un soporte fuertemente teérico
para cualquier distribucién particular de reclamacién. La mayorfa de las
distribuciones no proporcionan un ajuste adecuado, posiblemente por las
distorsiones que suceden al agruparse y por condiciones de la péliza como los
excesos y las sumas méximas garantizadas. No obstante, dan una base para
la cual el andlisis formal puede comenzar.

Entre las caracteristicas m4s notables de las distribuciones del monto de
reclamacién destacan las siguientes:

1. Son unilaterales, es decir, las reclamaciones negativas no existen.

2. Son altamente asimétricas, es decir, el monto de las reclamaciones tien-
de a acumularse en los lados de la distribucién.

3. Tienen una tendencia a agruparse alrededor de los valores més comunes.

Las dos distribuciones cominmente utilizadas para la modelacién del
monto de reclamaciones son la distribucién lognormal y distribucién Pareto
que enseguida serdn definidas.

Distribucién Log-normal

Definicién 3.2 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable
aleatoria absolutamente continua definida sobre dicho espacio. Se dice que X
tiene una distribucion Log-normal con pardmetros —oo < g < oo y 62 > 0
st su funcion de densidad esté dada por:

Ixl@) = et o<z <oo

La distribucién log-normal es una transformacién logarftmica de la dis-
tribucién normal. Informa acerca del rango principal de los montos de las
reclamaciones bastante bien, excepto porque tiene una tendencia a bajar
répidamente en los valores més grandes. -
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Distribucién Pareto

Definicién 3.3 Sea (Q,F, P) un espa.cw de probebilidad y X una variable
aleatoria continua definida sobre dicho espacio. Se dice que tiene una distri-
bucién Pareto con pardmetros o > 0 y k > 0, si su funcion de densidad estd
dada por: ok
_ L st > k
fx(z) = & en otro caso.

|
La distribucién Pareto surge al considerar la probabilidad de que una
variable aleatoria tome un valor superior a una = determinada. Deberd ser
notado, sin embargo, que esta distribucién no da un ajuste satisfactorio sobre
el rango entero de las dimensiones del monto de la reclamacién, al encontrarse
restringido por el pardmetro k.

Es importante mencionar que existen otras distribuciones no tan comu-
nes como las anteriores con las cuales se puede modelar €l monto de las
reclamaciones. A continuacién se dard mencionardn algunas de ellas.

La distribucién gamma (Definicién 1.32) tiene buena flexibilidad, sobre
el rango de los montos, pero anslogo a la log-normal, tiene una tendencia a
ser demasiado ligera en la cola.

Una distribucién con una cola m4és pesada puede ser obtenida por una
transformacién logaritmica. Al igual que con la log-normal, la distribucién
log-gamma es un buen modelo para ajustar la distribucién correspondiente
de la gamma para los logaritmos de los montos de reclamacién.

Distribucién Log-gamma

Definicién 3.4 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable
aleatoria continua definida sobre Q2,que toma valores en un intervalo (1,00).
Se dice que tiene una distribucién Log-gamma con pardmetros s, > 0, si
su funcién de densidad esté dada por:

(AInz)*~'a
Fx(z) = { x‘(s):- z>1
e.o.c.

y I'(s) es la funcion Gamma.
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Distribucién Weibull

Definicién 3.5 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable
aleatoria continua definida sobre 2, que tomna valores en un intervalo (0, co).
Se dice que tiene una distribucion Weibull con pardmetros a,0 > 0. Si su
Juncion de densidad estd dada por:

fx(z) = { p%aa_—"exp(_(i)ﬁ) z>0

0 en otro caso.

Las distribuciones Weibull y la exponencial (Definicién 1.30), también tie-
nen el problema de tener colas ligeras, pero la ventaja es que tienen expresio-
nes simples y féciles de manipular, para obtener algunas de sus caracterfsticas
de interés.

3.5 Modelos de riesgo colectivo para un pe-
riodo

Para el modelo de riesgo colectivo se supone un proceso aleatorio que genera
reclamaciones para un portafolio de pélizas.

Sea S la variable aleatoria que denota la suma del monto de las reclama-~
ciones:

Svn=X1+Xo+ ..+ Xn

donde X; son variables aleatorias mutuamente independientes e idénticamen-
te distribuidas que denotan el monto de la reclamacién i y N es la variable
aleatoria mutuamente independiente de las X; que denota el mimero de re-
clamaciones producidas en un portafolio de pélizas en un periodo de tiempo
dado.
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3.5.1 Distribucién de la suma del monto de las
reclamaciones

Sea fx(z) la funcién de densidad de las X;, con k-ésimo momento alrededor
del origen y funcién generadora de momentos dados.
Utilizando el Teorema 1.24 se tiene que:

(£ blE-)

i=1 =1
pero

N ' n

- o= nE [WXIs] - (38.17)

E I:ZX-] = E[NEX]]

=1
= E[N])E[X)),
por lo tanto:
B[SN] = B[N, (3.18)

donde el valor esperado de la suma del monto de reclamaciones es el pro-
ducto del valor esperado del monto de reclamaciones individuales y del valor
esperado del mimero de reclamaciones.

Calculando la varianza se tiene que:

R S e =

i=1 i=1 i=1
(3.19)
Como son independientes: .

T Var, (EX- |N‘= ‘"-) i=:.Var (zXa
: ; ‘ s Ne=1

=1 ¢
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. i VGT(X.')

=1

nVar(X;).

Sﬁéﬁitﬁyehdo lo ‘anterior y' (3.17) en (3.19) se obtiene que:

Var(S) = piVar{N]+ E[N}(VarX) (3.20)

El significado del resultado anterior es que la varianza de la suma del monto
de las reclamaciones es la suma de la variabilidad de los montos individuales
de las reclamaciones més la variabilidad del mimero de las reclamaciones.

Calculando la funcién generadora de momentos de S se tiene:

Ms(t) = El[et’] = E[E[e'° |N = n]}

Como X 'y N son independientes:
‘ : E[ets IN =(n] ='E [e(tgltx‘)]

y como las X son 1ndependaentw . ‘

loic'ua.l implica que: TSP
My =EME@L
como: - T
“EMZ@)]. - = ‘f:’E['ehsM}'f‘?']' it
i . E[er‘Mx(t)]
M log (M (8)]
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entoxim:' ] o
: Ms(t) = MN[IOE(Mx(t))] _ - B2

Para ca.!cula.r la. funcxén de dxstnbucxén 'e S se ocupa.ré. la férmula de la
proba.blhdad tota.l. T :

una. d.\stn ucién discreta con funclén de densxda.d.
fx(@)=P(X=gz)

entohé&‘la;?distribucién del monto total de las reclamaciones es también
discreta’y la funcién de distribucién est4 dada por:

Si las X; tie

n=0

fs(z) = Z:P(s =zIN= n)P(N = n)

fs(:z:) Z[P(Xl + Xz + et Xn = :z:]P(N =n),

y por la férmula de convoluctén se txenc que:,
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P(X1+X2+...+Xn—:c)—f xf x F . x f(z) = f(")(z)

Se observa que 5 ‘“(z) es la n-&xma convolumén de f, por lo ta.nto. o

v fs(z) = Z f""(x)P(N =n).

n=0

Si la variable aleatoria X que denota el monto de las reclamaciones tiene
una distribucién continua, entonces no se puede concluir que S, la variable
aleatoria que denota la suma del monto de las reclamaciones, sea también
continua; pero si P(IN = 0) > 0, es decir, la probabilidad de que no haya
ninguna reclamacién es mayor que cero, S tiene una distribucién mixta, esto
es, tendrd una funcién de densidad en cero y serd continua en otra parte
(tendr4 un punto de acumulacién en cero).

3.5.2 La distribucién del miimero de reclamaciones
Distribucién Poisson
A continuacién se dard una definicién; tomada de Aldous (1989), que servird

de base para una posible seleccién de la distribucién del monto de reclama-
ciones.

Definicién 3.6 Sea v una medida posiliva en (0,00) tal que:
/min (1, z) v (dz) < oo,

donde una medida debc satisfacer (a) y (c) de la Deﬁnicién 1 6. Se dice que
W tiene la distribucion Poisson compuesta si

E[e®™] =e

para toda 6 > 0. Se denota por W ~ POIS (v).

- J(l—c"")u(d.:)’v '
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Observacién. ’

De acuerdo a la definicién a.ntenor si Y tiene la distribucién Poisson
(), entonces Y tiene la distribucién POIS (A\§;), donde 6; es la medida de
probabilidad degenerada en i, o sea,

sam = {3 disa
= IA(i). |

Ejemplo 3.3 Si X; son variables aletorias independientes e idénticamente
distribuidas p (i es una medida de probabilidad en (0,00)) y si N es una
variable aleatona, independiente de las X;, con distribucién Poisson ()\) en-

tonces Z X, tiene distribucién POIS(\u).
Para compmbar lo antenor, considere prirnero

dat ety

pero como las X; son indepéﬂdiehtesc idénticamente distribuidas se tiene:.

= E [eNlnMx(—o)] -,

‘ = MN (lnMx (—9))

y debido a que N ~ Poisson()), se tiene
My (In Mx (—6)) "= 200
T T S A M (20)-1)

S 1420




porlo,tdnta:m ol : T :
w .
E [e_a‘g‘x‘] = eA(MX(—O)—l).

' Por otro lado

B Y (Co e R
= P(Jrea o)
o e MATMx (=)
= MMx(-0)-1).
por_lb’quer

]

Y e . 5 - ~
o TO—e e _ [e-az x.] ;

N
y ast, se demuestra que >, X; se distribuye Poisson compuesta.
i=1

]
Observacidn.
Si N es una variable aleatoria que se distribuye Poisson (A\) y {Xi}ien
es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distri-

buidas, entonces el monto de reclamaciones S tiene una distribucién Poisson
compuesta.

Ocupando (3.18) y (3.20) se tiene:

ElS] = mBIN]
= A

HIA + Mpg — pi)
CHIAE g — Al

Var(S)
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" Como la funcién generadora de momentos de una Poisson es:
: T “Mpy(t) = ere D
y por (3.21) se tiene:. R )

Ms (t) e'\(":"(‘"x -y

= HMMx®-D),

Si se supone que €l pardmetro de la distribucién Poisson, A, es una. va-
riable aleatoria con funcién de densidad U(A) , A > 0 y se considera la dis-
tribucién condicional de IN dado A = ), se distribuye Poisson con pardmetro
A, entonces ocupando la férmula de la probabilidad total para conocer ln
distribucién de N se tiene :

n] = /P[N =nlA=AlUM) A

= /e o U()‘)dk.
]

Ademsés como N |A tlene la dxstnbucxdn Pozasan(A), entonces

PIN

- = BB A
T MA(e —1)
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Distribucién Binomial Negativa

En el caso de que en la distribucién del niimero de reclamaciones, la varianza
exceda su media se recomienda usar la distribucién binomial negativa (Defi-
nicién 1.27). Para encontrar la funcién de densidad de la variable aleatoria X
se tiene que de acuerdo a la Definicién 1.45 se puede escribir de la siguiente

forma:

de donde
P(X=r,N=n)=PX =r|N=n)P(N =n).

De aqui se sigue que la distribucién de X, siendo IV aleatoria, obtenida
como distribucién marginal a partir de la distribucién conjunta es:

' ';ip(x=r,1v=n)
om0 T

o SSP(X=r|N=n)P(N =n)

- % (") (L —p)"TP(N =n).

La funcién generadora de momentos de esta densidad, med.la y varianza
mtén dadas por:
(—2_Y
M (®) = (1 - q6‘>

E(N) = 51-:1 Var(N) =

'pz L
Como N es una distribucién binomial negativa entonces S txene una dxstn

bucién binomial negativa compuesta, es decir, el paré.metro de S es tambxén
una variable aleatoria.
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Utilizando li’ecdbbiégl 3.21 la funcién generadora de momentos ests dada

por: -
(i)

Var(S) = uiVarlN]+ ElN|(u — 1)
i+ = )

rq rq?u}
g+ 28,
p 2 p?

3.5.83 Distribucién del monto individual de reclamacio-
nes

Como la funcién de densidad de la suma de los montos es calculada a través
de convoluciones, generalmente se recomienda escoger una variable aleatoria
de montos individuales cuyas convoluciones sean féciles de calcular; de igual
manera el monto de reclamaciones es positivo, por lo que se debe seleccionar
una variable aleatoria que tome valores positivos. Una distribucién apropiada
para esta situacién es la distribucién Gamma.
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Sea X ~ ~ Gamma(c; ﬂ), entoncw, la n-&xma convolucién de X es una
variable aleatoria Gamma (na, ﬁ), ya que‘

y utilizando (3. 16) se txene qu

Mat) = MP @) = (=2 )m

El siguiente teorema aproxima una variable aleatoria Gamma, a través de
variables aleatorias binomiales negativas.

Teorema 3.4 Si las variables aleatorias Sy con k = 0,1,. tienen una
distribucion binomial negativa compuesta con pardmetros r, p(k) y funcion
de densidad fx(x) para el monto de reclamaciones, y si los panimetms de la
distribucion binomial negativa son tales que:

alk) _.4q
(k) ~ k

para k=0,1,..., donde g =1 — p es una constante, entonces cuando k— oo
se tiene que:

% ~ gamma(r,r)
Demostracién.
(Ver Bowers 1997, p4gina 391)
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3.6 Ejercicios resueltos

1.— La paradoja de San Petesburgo: considere un juego al azar el cual con-
siste en tirar una moneda honesta hasta que salga dguila. La probabilidad de
obtener un dguila es 0.5 y los eventos son independientes. Sea NN la variable
aleatoria que denota el mimero de evento en €l que se obtiene la primera

dguila. Su funcién de densidad estd dada por:
1 n
fN(n) = <—2-) n=1, 2, 3,...

(a) Encuentre E(N) y Var(N).

(b) Si se paga una recompensa de X = 2" , pruebe que la esperanza

de la recompensa no existe.

(c) Si esta recompensa tiene una f\mcnSn de utilidad u(w) =
encuentre Eu(X)].

Solucién :

(a) Calculando la esperanza se obtxene que:

BN = 53" O |

Se tiene que:

E[N2]Y: =

entonces,

log w,




(b) Ca.lcu.lando la. mpe.ra.nza. de X se tlene que:.

S @)

de donde se concluye que la esperanza de la recompensa no existe.
(c) Utxhza.ndo ‘el Teorema 1.10 se sigue que

Eu(X)] Ellog X]
_ oo " 1 n
= > log?2 (-2—
n=1
_ inlog2
n=1 2"
— 7
= log2> o
n=l

= 2log2

2.—Si una funcién de utilidad es tal que «/(w) > 0y v”(w) > 0. Demostrar
que G < u, es decir, cuando la prima que el propietario pagard por asegurarse
es menor que la pérdida promedio si decide asumir el riesgo. Si esto sucede,
entonces, se dice que un tomador de decisiones con preferencias consistentes
a esta funcién de utilidad, es amante al riesgo.

Solucién :

Aplicando (b) de la Proposicién 3.1a
w(w — @) = Efu(w — X))},
se tiene que
Blu(w — X)) > ulB(w — X)) = ulB(w) — EX)] > u(w — p),
es decir ’

u(w G) u(w [J.)

Como u/(w) >0 entoncw u(w) es creclente, por lo que
w-Bw=w

e




suméhdd —w é ambos lados de la desigualdad se tiene que
’ -G = —m
por lo tanto se demuestra que:
G <.

3.— Un administrador tiene una funcién de utilidad u(w) = klogw. Tiene
un monto de riqueza w,w > 1, y enfrenta una pérdida aleatoria X que
tiene una distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). Demostrar que la prima
méxima de seguro que pagaré es:

Solucién : : .
Utilizando el Teorema 1.10 se tiene que,

; —Vl’qg'(w",’) +1].

klog(w — G

o og ey 1]
entonces - S
W= G o elestw ] gty 1

Por lo tanto la pﬁma méxima de seguro qﬁ§ pagara ﬁ :,'

150 -




.- 4.—La prébabxhdéd de 'que: una i)ropxedéd no sea dafiada en el siguiente
) penodo es 0.75 La func16n de densldad de una pérdida positiva estd dada

z>0

Calcu]a.r la pérdida spera.da y 1a. prir
la propiedad pagaré. :

Solucién :

entonces

)
g
I

(VKA




por lo tanto 3
G =150In(3)
2 ;
5.—Obtener la media y la varianza de la variable aleatoria de reclama-

ciones X en donde ¢'= 0.05 y la variable aleatoria de reclamacxon&s B esté.
distribuida uniformemente entre 0 y 20.

Solucidén :

Se sabe que B ~ U(0,20), por lo que utiliza.m.:lovel Teorexna.32 se tiene
que: JIT PO D 2 :

entonces se obtiene que : . S i

B(X) = (,10)3(0.0_5)7 = ;% -

Var (X) = (10)%(0.05)(1 — .05) + ( )(0 05) = 6.41

6.—La probabilidad de un incendio en una cierta estructura en un tiempo
determinado es 0.02. Si ocurre un incendio, el dafio a la estructura ests
distribuido uniformente en el intervalo de 0 a su valor total a. Calcular la
media y la varianza del dafio del incendio a la estructura dentro del periodo
de tiempo.

Solucién :

Sean X e I las variables aleatorias que denotan el daiio y la ocurrencia del
incendio respectivamente. Entonces por hipétesis se tiene que X ~ U(0,a)
y P[I = 1] = 0.02 entonces por el Teorema 2.21 se tiene que:

a
p=EBU=1)=3
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) a?

o’—var(BlI-— 1) ——, )
por lo tanto, se obtiene que ' 5 - '
B [x1 —(0-62)'
‘0.01a, i

mentOS'

(b) Usar la. aproxxmaclén normd para calcular los valores moos Y
Yoor. tal que PU > ye) S

Solucxén :

(a) Calcula.ndo la pnmera ¥ segunda derivada de la funcién genera-
dora de momentos de U se tiene que:

%Mg(tj = ‘18'("‘1‘ - 2t)—1°




por lo tanto: ‘
Var x) = E[X] - E° [X] — 36.

(b). Utilizanido el Teorema 3. 3 se tlene que

es decir: ‘U iS 18 -
- S - yc—‘ :
< =1—
P[ G 6] ,1 = |
ycomo &SN (o, 1),sebuscaenlas tablas normalaalmimero

Ye que satxsfaga la relacién anterior.
. caso 1) - R
Sie'=0. 01 ent.onccs se tiene que W—ﬂ;—m-, =
: yoox—31 956 §
caso 2)

Si £ = 0.05, entonces se tiene que maog=18 '=1.645, por lo tanto -

8
- Yo.08 = 27.87 T

8.—Considere un porta.foho de 32 pélizas. Para cada péhza la probabi-
lidad g de reclamacién es -— y B el monto del beneficio dado si ,ocurre la
reclamacién tiene funcién de densidad dada por:

=J20-y) O<y<1.
- fy(y)—{ 0 en otro caso.

Sea S el total de reclamaciones del portafolio

. Usar la aproximacién
normal para estimar P(S > 4). S
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Solucxon

Calcula.ndo la wperanza y la vana.nza. de Y se tiene que.

Del Teorerha 3.2 se si@g@:’é@h@

B(S) =

32
Var(S) =

O

i
i
|
|



Se necesita E S
P(S>4)=1-P(S<4),

y ésf, por el Teérexna.‘3.'3 se obtiene que: .

9.—Suponga que N se distribuye bihomxai con pa.ré.metros n y p. Expresar

lo siguiente en términos de n, p, P1,P2 Y Mx(t)-
*(a) E(S) s

(b Var(s). .

(c) Ms(t)

Solucién S

(a) Por elTeorema 32 se tiene que:

PR (pe
y utilizando '(3,21) se obtiene qu
My [log Mx ()] =

R A AN o A AL TGP v T et




10.—

(a) Verificar que:

%long(t) 1@ =F [(x E[Xl)“]

(b) Usar (a) para demostra.r que si’ S se d.lstnbuye gamma. con pa:-
rdmetros a 'y ﬂ,eutoncm ) ;

EBlS- E[sn"‘]——_-{l

: Solucnén

- (a) Por 1. 6 e tiene que o

BgaR (—:Mx(t)) M) — (M)

‘;z?z‘“g(M (‘))‘~ T wxey
por lo que, i » -
s a [(&EMx®) Mx(t) = (EMx®)”
s log(Mx(t)) Ie_ = a5 (Mx(@)* -

- [(—‘—is—Mx(t)) M) + (iMx(t)) (%Mx(t))
—2 (50 (g 0) ] G

([Mx() e Mx(0) = ($Mx®)] 2Mx () EMx®))

. (Mx(1))*
Ocupando la observacién del Teorema 1.21 se obtiene que:

£ og(Mx(®) o = E[X]+EXIE x4 (3.22)

—2E[X] E[X?] — (B [X?] - E?[X]) 2F [x]
B [xa] —3E [xz] E[X] +2E3[x] E
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Por otro lado

: B [xsv— 3x2E ‘[X] + 31«{132 [X] E" [x]]

'E [(x E [X])s]

utlhzando (b) del Teorema 1 1l'se txené que‘
B [(X E [X])

(b) Como S se dxstnbuye ga.mma. on_ pardmetro: y B,éﬂtbﬁces su
funcién generadora. -de momentos ‘est& ‘dada por: G .

porloque,
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Capitulo 4

Introduccion a la teoria del
riesgo

4.1 Introduccién

La vida moderna se caracteriza por diferentes clases de riesgo: algunos afec-
tan a todas las personas; algunos se restringen a los duefios de una propiedad,
carros, etc.; mientras que otros son tfpicos para algunos individuos o para
algunas ocupaciones especiales. Los accidentes correspondientes, pérdidas o
reclamaciones ocurrirdn siibita e inesperadamente pudiendo involucrar pérdi-
das financieras considerables. De lo anterior se puede notar que en cualquier
actividad humana se encuentra presente el riesgo, el cuantificarlo de manera
adecuada, asf como la necesidad de evitar o remediar pérdidas financieras,
ha propiciado el desarrollo de la ciencia actuarial, en particular de la rama
conocida como tcorfa del riesgo.

En la préctica, sin embargo, se puede identificar a la teorfa del riesgo
como una aplicacién de la teorfa de la probabilidad a problemas de riesgo
en los seguros. Lo que se conoce como probabilidad de ruina, se usa en las
empresas del sector asegurador, principalmente por las entidades reguladoras,
para medir el riesgo de incumplimiento financiero. Aunque también puede
aplicarse para medir otros riesgos; por ejemplo, el riesgo de que una presa se
quede sin agua.
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La teoria del riesgo actuarial, se ha desarrollado durante el iiltimo siglo,
basédndose para su desarrollo matem4tico en la teorfa de los procesos esto-
césticos, especfficamente en los procesos Poisson para analizar los modelos
de seguro no-vida. :

El propésito de este capftulo es presentar modelos matemdticos para la
variacién de los excedentes del monto de los aseguradoras sobre un periodo
de tiempo. Por excedente se entenderéd el exceso del fondo inicial y primas
cobradas sobre las reclamaciones pagadas.

Definicién 4.1 Sea S(t) el proceso estocdstico que denota el total de recla-
maciones pagadas al tiempo t, u es el excedente en reserva al tiempo 0 y
c(t) denota las primas cobradas al tiempo t. Se define el proceso estocdstico
excedente al tiemnpo t denotado por {U(L) : t = 0} como:

U(t) = u+c(t) — S(t)
n

Cabe mencionar que c(t) no es un proceso estocéstico, sino determinista,
por lo que se supondr4 que ¢(t) = ct, con ¢ > 0. En ocasiones es 1itil considerar
que ¢ = (1 + @)u, con E(W;) = u para toda i, donde W; es el monto de la
reclamacién para el periodo ; esto es con el fin de prevenir posibles pérdidas
que llevardn a la aseguradora a tener insolvencia econdémica en el pago de
siniestros.

De esta forma se puede observar que el excedente se incrementa lineal-
mente con pendiente ¢, excepto cuando una reclamacién ocurre. En este
tiempo el excedente tiene un cambio dado por la cantidad de la reclamacién,
como puede ser observado en la gréfica 4.1, es decir, si el excedente en reserva
u al tiempo 0, se ve aumentado o disminuido por un monto h, entonces la
gréfica del excedente U(t) caerd h unidades arriba o debajo del nivel anterior.

La siguiente griafica muestra que el excedente puede llegar a tomar valores
negativos en ciertos periodos de tiempo, lo que estaria diciendo que las primas
cobradas al tiempo t y el excedente inicial al tiempo 0 son menores que el
total del monto de reclamaciones. Se estard hablando del concepto de ruina,
cuando el excedente sea negativo para algunos valores de t.
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Resultado tfpico del proceso excedente a tiempo continuo

: um

(4.1)

Las ideas. anteriores son ttiles para desarrollar una medida de riesgo fi-
nanciero de una compaiifa aseguradora a través del cdlculo de la probabilidad
de ruina, para ello se dard primero la definicién de tiempo de ruina.

Definicién 4.2 Se define el tiempo de ruina como:
T=min{t:t >0y U(t) <0}
y si U(t) = 0 para toda t, entonces T = oo .

-
Definicién 4.3 Se define la funcién probabilidad de ruina como:
: E Y(u) = P(T < o0)
considerada como una funcion del excedente inicial u.
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"~Debido a que en'la pr&tiéa‘ la utilidad de un modelo es requerida en
‘un periodo de tiempo, este modelo estd limitado a un horizonte realista de
planeacién en un periodo finito; es decir, se desea saber la probabilidad de
ruina antes del tiempo ¢, la cuél estd dada por:

1/"("’) t) =P(T <t)

Sin embargo, el andlisis se hard para la probabilidad de ruina sobre un
horizonte infinito 1(u), ya que sus célculos son m4s sencillos y ésta es una
cota superior para ¥(u,t).

La probabilidad de ruina, con base en ese modelo, permite conocer la
existencia de alguno de los riesgos involucrados. También es importante men-
cionar que los efectos de interés, gastos, dividendos, y el porcentaje segin
historial no son incluidos. No obstante, estos modelos proporcionan una ma-~
nera de analizar el proceso de riesgo. En la practica, serdn complementados
por anélisis adicionales.

En muchos casos, la suposicién de que los montos totales de reclamaciones
en periodos diferentes son variables aleatorias independientes puede ser poco
realista. Por lo que se considerard un modelo autorregresivo para los montos
del asegurador, tomando en cuenta la correlacién entre las reclamaciones de
periodos sucesivos.

4.2 Modelo autorregresivo
Definicién 4.4 Sean W; variables aleatorias que denotan el total del monto
de las reclamaciones en el periodo i, i = 1,2, .. se define el modelo autorre-
gresivo de primer orden para las W; como:

W; =Y;+aW;,

donde |a| < 1 y las Y; son variables aleatorias independientes e idénticamnente
distribuidas tal que E[Y;] < (1 —a)c cone = (1+0)u. Se supone que Wp = w.
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Definicién 4.5 Sea W; el modelo autorregresivo definido anteriormente, Sy,
el proceso estocdstico que denota el total de reclamaciones pagadas para los
primeros n periodos, u es el excedente inicial y ¢ denota las primas constanles
cobradas en cada periodo. Se define el proceso estocdstico excedente en el
periodo n, denotado por {U, : n € N{_{0}} como:

=u+nc—5S,

L
Definicién 4.6 Sea el proceso estocdstico a tiempo discreto: {U,, : n € N|J{0}},
definido anteriormente, entonces se define el tiempo de ruina como:

_ T;,»znm{n; U, < 0}
y st U, =2 0 para toda n, WT=OO .

Definicién 4.7 Sea {U, : n € N{UJ{0}} el proceso estocdstico excedente en
el periodo n y W; el modelo autorregresivo de la Definicién 4.4. Entonces se
define la funcion probabilidad de ruina considerada una funcion del excedente
inicial u como: . _
Y(u) = P(T < oo)
| |
Proposicién 4.1 Sea W; el modelo autorregresivo y Sy el proceso estocdstico

que denota el total de las reclamacmnes pagadas para los primeros n periodos,
entonces: : :

(a) W= Y +aY.—1 4.+ @Y 4 dfw
(b) Sn= Y.. + H’YH e =20y,

l—a.
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DemostracuSn

(a) Por la. Deﬁnicién 4.4 se tlene que' )

LW = Yi+aWior,
Wiy = Yisi+aWioo,

VVi—z =Yg +aWis,
sustituyendo W;_; en VV; se txene :

W; = Yi+a(Yim-+aWiz)
= Yi+aYia+ a?Wi_a.

Ahora sustituyendo W;_2 en 1a expresién anterior
W; = Yi+ aYiq + a?Yiiz + a*Wi-a.

Sustituyendo nuevamente Wj_s en la expresién anterior, y asf su-
cesivamente, se tiene que:

Wi =Yi+aYiii +a?Yia + o*Yiza + L+ a7,

pero

por lo que ‘ »
& ‘2 + aSY_3 + s + a"'l(Yl -+ aWo)
i +'013Y—3 + e a‘_l}’l + a Wo

®)

por el inciso a.ntenor se tlene que

-—(Yl’*'w)+(Y2+a}’x+aUJ)+(Ya+aY2+ Y1+aw)

T16a”




2)’,._2 + a& Y,._a + + a.""‘Yl + a w)

‘ Ocupando la bérié ‘geom:

1 1—a”

S,.—-Y+1 Y,...1+...+1 Y1+a.1_aw.

]
La proposicién anterior establece que en el modelo autorregresivo la va-
riable aleatoria Y; contribuye en ¥i al total de reclamaciones.

A continuacién se definiré el coeficiente de ajuste para el caso del modelo
autorregresivo. Esta definicién es importante ya que mds adelante servird
para dar una expresién aproximada a la probabilidad de ruina.

Definicién 4.8 Sea el proceso estocdstico a tiempo discreto {Un : n € N{J{0}}.

Se define el coeficiente de ajuste denotado por R del modelo autorregresivo

como la solucién minima positiva (si existe) de la siguiente ecuacidn:
Mz g =1

donde M denota la funcion generadora de mornentos de la variable aleatoria
&L —o).
—a

Proposicién 4.2 El coeficiente de ajuste R en el modelo autorregresivo pue-
de ser calculado de la siguiente forma:

o (22 -
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Demostracién.
De la Definicién 4.8 se tiene que:

1= My o) =E [« = E [e' ‘i-~"=] =E [e'a—‘i'ée-'?] .

Como ™™ es una constante por el (b) del Teorema 111 ©

Aplicando l‘a:‘f\mcién.lbgaxfxtmq
E o,=1og”(E i

de donde, :

|y sir = se demuestra qu

FeEl

Es importante hacer notar que B def)ende de la distribucién de las Y; y
de los valores de a y c.

Teorema 4.3 Sea el proceso estoctstico a tiempo discreto {U,, : n € N {0}}
entonces la probabilidad de ruina en el modelo autorregresivo cumple:

B, 0) = ——ZRCID)
Elexp(—RUz |T < o0)]
donde: . a N
Un=Un—1_aWn v u=Up
Demostracién.

(Ver Bowers et al, 1997; psgina 425)
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Corolario 4.4 Sea el proceso estocdslico a tiempo discreto {U, : n € NUJ {0}},
definido en el modelo autorregresivo, entonces la probabilidad de ruina en el
rmodelo autorregresivo con 0 < a < 1 cumple:

(1) < exp(—Ru)

Demostracion.
Primero se demostrard que:

U,. < Un-

Debido a que
0=sa<1

entonces se cumplen las giguigﬁfé “desigualdades:
' L s1<-a<0
siysélosi

0<l—a=xl

si y sélo si
1 N
. S
1—a—?l
si y s6lo si
a -
= 0.
1-,——a._0
Y como
W,=0,
entonces se satisface que - ;
. ‘a
>
’ 1—aW'f—0
siy sélo si .
2 W, <0
“a. "

e b A S TR LA



si y sélo si-

L U,;——l W,.<U,.
yporelTeorema.438edemuwtra que. T

U,.<U,.

a.ldad antenor y debxdo a que. -
A ) o R > 0 )

se tiene que - S S L RSO

de"dondéf it

y por 1o té.ht.d',‘  _ -

Utilizando (c) del Teorema. 111 8
E[ ~FDa

si y s6lo si

si y sélo si

por lo que se concluye qu ,
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Después de haber visto el modelo autorregresivo se proceders al anélisis
del caso en el que se supone que las variables aleatorias que denotan el monto
de reclamacién son independientes e idénticamente distribuidas.

4.3 Modelos con montos de reclamacién in-
dependientes

En esta seccién, sc discutirdn los modelos a tiempo discreto y a tiempo
continuo.

4.3.1 Modelo a tiempo discreto

Definicién 4.9 Sea S, el proceso estocdstico que representa el total de re-
clamaciones pagadas para los n primeros periodos, u es el ezcedente ini-
cial y ¢ denota las primas constantes cobrudas en cada periodo. Se defi-
ne el proceso estocdstico excedente en el periodo n a tiempo discreto
{U,, : n € N|J{0}}, como

Un=u+nc—S..

Proposicién 4.5 Sea el proceso estocdstico a tiempo discreto:{U, : n € N J {0}},'
y sea:

Sp= EW- (42) -
donde S, eseltotaldereclarnaczonespagadasenelpenodony“’,son
variables aleatorias independientes e idénti te distribuidas que denotan

eltozaldelmontodelasmclamaczonesdelpenodozoonp E{W)] < ¢,
entonces:

U,,--u.+(c—-W1)+ (e — W)

Demostraclén. :
Utilizando la Deﬁmcxén 4.9 ¥y sustituyendo (4.2) se tiene que

£ ‘U’(—-u+nc ZW,,

i=1
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por lo tanto, reagrupando los ténmnos se der'n“ustra. que:
Upo=u+(c=—=W)) +';;;’-F :(c"— Wa).
R .
Definicién 4.10 Sea el proceso estocdstico a tiempo discreto {U, : n € N|J {0}},
se define el tiempo de ruina como:
T=min{n: U, <0}
y si U, = 0 para toda n, entonces T = oo .
L

Definicién 4.11 Se define la funcién probabilidad de ruina considerada
una funcion del excedente inicial u como:

P(w) = PT < o0)
[ ]

La siguiente definicién proporcionard ma4s adelante una cota superior para
la probabilidad de ruina.

Definicién 4.12 Sea el proceso estocdstico a tiempo discreto {U,, : n € N J{0}},
se define el coeficiente de ajuste denotado por R como la solucién mtnima
posiliva (si existe) de la siguiente ecuacién:

Mw_c("‘) =1
donde W es una variable aleatoria que denota la distribucion comin de las

variables aleatorias W; y M es la funcién generadora de momentos de la
variable aleatoria W — c.
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Proposicién 4.6 El coeﬁctente de a_'mste R puede ser calculado de la si-
gmente forma. s .

log(Mw(r)) = rc

Demostraciéon. :
De la Definicién 4.12 se txene que'

como €™ ¢s una constante por(a) d Tedremé.}.ll ge‘obtiehe lo siguiente,

¥, por lo tanto: .

- t‘blbk—u+1w—z‘VVi

- : =1
y Wi son uan.ables aleatona.s :ndependzentes ‘e idénticar te distribuidi
con pr = E[VV;] <ec entorwespamu>0 se cumple:

exp(—Fu)

¢( )= E[exp(—RU— |7 < ool
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Demostracién.
Caso particular del Teorema 4. 3, ya que en la Deﬁ.mcxén 4.4 el coeficiente
a=0.
]

Corolario 4.8 Sen el proceso estoaistwo a tiempo discreto {U, : n € N|J {0}},
tal que: )

y W; son variables aleatorias zndependtentes e idénticamente distribuidas,
conp=FE[W;]<c entorwespamu>0yUT<Ose tiene:

¢(u) < exp(—Ru)

Demostracién. -
Por }npét&ms

3 U,. <0,
¥y por ser el coeﬁcnente de a_]uste se txene que .
B R > 0 V)
por lo que
“RUz>0

entonces, Sl ‘7‘;';;";

p exp(—RUz)> 1.
Por (c¢) del Teorema. 1. 11 i

E[exp(—ﬁti% [F<oo)>1

17

<1

| Ble(-Ruz[f < co)
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porr lo que: * ) R
exp(—Ru) =&
E[exp(—RUT lT < oo)]

< exp(—Ru)

Y asf por el Teoremin 4. 7 se concluye qu s

B < rp(~Fi.

. 1 En la sxgmente proposxcnén se daré una aproximacién al coeficiente de
aJuste R T

Proposxc:én 4 ] E’l ooeﬁczente de ajuste R puede ser aprozimado por:

2(c d
o2

;dondep. E(W),Cy P ~V¢‘;(W$.

Demostracxon

zog(Mw(r)) lrﬂ)
; k! ’,‘x

(%tog(Mw(r)) H)
[ 2:!

Log(Muw (1) = pr + 50"

y por la Proposicién. 4 6 se tlene, ,‘

Tre= log(Mw(r)) = y.r+ -4721‘ +
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Se puede observar que

EERE L re Spr 4zt

y por lo tanto: o
fz2le—n

Ejemplo 4.1 La expresién para el coeficiente de ajuste en el caso 7
de que las W; tengan una distribucién N(u,c?) puede ser calculada de la
siguiente forma:

La funcidn generadora de momentos de una N(u,o?) estd da.da por
Mw(r) = é"r"'eaﬁ:

de donde ;

r2 A

In (Moy(r)) = pr o+ 25

Utilizando el Teorema 4. 6 se tlene que::

o""'r
2

S ur +

[(u—c)-!——] =0.:
Despe]ando ar se concluye que: o

3 R= ?_(C;#l

conc>p.
~ag2 .

De lo antenor se puede observar que cuando la distribucion del monto de
reclamacion tiene una dwtnbuczdn normal el resultado del Teorema 4.6 se
cumple e:m.ctanbente
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4.3.2 Modelo a tiempo continuo

A continuacién se formulard el modelo de ruina usando dos procesos esto-
cdsticos, el proceso estocédstico que denota el mimero de reclamaciones y el
proceso estocdstico que denota el total de reclamaciones. Modelando el pri-
mero por un proceso Poisson y el segundo por un proceso Poisson compuesto.

Definicién 4.13 Para un portafolio de seguros, se definen los siguientes pro-
cesos estocdsticos: {N(t):t =0} v {S(t):t =0}, donde N(t) denoia el
numero de reclamaciones y S(t) el total de las reclamaciones al tiempo t ,
tal que:
N()
S(t) = EX.-
i=1

donde X; es el onto de la reclamacidn i.

.
Es importante mencionar que N(0) = 0, ademds que S(t) = 0 siempre y
cuando N(t) = 0, es decir si no existen reclamaciones al tiempo t, tampoco
habrd monto de reclamacién en dicho periodo.
De la definicién anterior se puede observar que para t > 0y A > 0 el
proceso N(t 4+ h) — N(t) es el mimero de reclamaciones y S(t + h) — S(t) es
el monto de reclamaciones que ocurrieron durante el intervalo [¢t,t + h].

Definicién 4.14 Sea la variable aleatoria T; que denota el liempo en que
ocurre la reclarmacion i, se define la variable aleatoria tiempo entre eventos
como:

Vi=T: —Ti

en el caso de que i = 1 se liene:
Vi=T

En las siguientes graficas se pueden apreciar las relaciones entre N(t) y
S5(t), se observa que el incremento en uno afecta el incremento en el otro.

N i e b N R
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i 018 procao mimero de reclamaciones se analxzaré. medm.nte dos métodos
los cuales son: :

(a.) El método global :

El cual consiste en especificar la distribucién de la siguiente varia-
ble aleatoria [(N(t + k) — N(t)) |N(s)]para todo s < ¢t.

(b) El método discreto :

El cual consiste en especificar la distribucién conjunta de los tiem-
pos entre eventos Vi, V5, ... 0 equivalentemente la de T3, T3, ...

Se utilizar4 el proceso Poisson donde los tiempos transcurridos entre re-
clamaciones son variables aleatorias independientes e idénticamente distri-
buidas.

Definicién 4.15 La definicién del método global de un proceso Poisson
es como sigue:

e~ M(AR)*

P[N(t+h) — N(#) = kIN(s) con s <] = =—¢

para k= 0,1,...

y satisface las siguientes propiedad
(a) Tiene incrementos estacionarios, es decir, la distribucion de:
N(t+ h) — N()

depende de la longitud del intervalo y no de la localizacién de t.

(b) Para algin conjunto de intervalos disjuntos {t,,13,...,t,}, los in-
crementos del proceso t;,t;,p, ... son variables aleatorias indepen-
dientes, es derir para toda i, las variables aleatorias N (t; + h;) —
N(t:;) son independientes. ’

(c) La probabilidad de reclamaciones simultdneas es cero, es decir:

Pma+m NO>1 _,
h—oO
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Definicién 4.16 La definicién del método discreto de un proceso Poisson
se puede hacer bajo el supuesto de que el t;empo transcurrido entre recla-
maciones Vi, Vs, ... son variables aleatorias dientes e idénticamente
distribuidas, cuya distribucion es exponencial oon. pardmetro .

Proposicién 4.10 Los métodos global y discreto del proceso Poisson son
equivalentes.

Demostracién.
Primero se demostrard que el método global implica el método discreto.
Utilizando (b) de la Definicién 4.15 se tiene que:

N(s)pm&sﬁt—z‘{,], :

P(Vi+l >hl“:'~-1W)?P[w+l>h
'j=1

es decir, la ocurrencia de los tlempos entre eventos {V4, ..., Vi} es a.nAlogo al
mimero de eventos ocumdos al tiempo t;. Por la Deﬁmcxdn 4.15 se llega a
que : e

P(Visa > AW, ...,V) = P[N(t+h)— N(t)=0 IN(s), pa.ra. s< t]
- e~ AP(\R)°

~Ah -

Ademsis la ult1ma expralén es la f\mcxdn de superwvencm. ‘en el proceso
Poxsson. : o :

Ahora se demostraré que el método d:screto unphca. el método global.
Se sabe que 2

P[N(t+h) N(t) k|N(s),paxa.s<t]—P[Tk<hka+Vk+1>h]
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donde:

Te=V1i+..+V

¥y las V; son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
exponenciales con pardmetro k , Tx se distribuye garnma con pardmetros A
y k.

Por lo que:

h
PlT<hy Ti+Vin >h]=/P[Tk+Vk.,.1 > h|Th = u] fry (w)du
o

h

N ,
k—1 5—A

= f [V»+1 > h u] fn(u)du. / —A(h—u))‘_”__e__udu
J ey (k 1)

A continuacién se deﬁnn'é. a procmo Poxsson compuesto.

Definicién 4. 17 Se deﬁne el pmoeso Potisson cornpuesto como:

N(t)

s(t) =D X:
=1

donde las X; son variables aleatorias ind dientes e idénticarnente dis-

tribuidas con funcion de densidad fx(a:), szen.do independientes del proceso
Poisson {N(t):t=0}.
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Observacién.

Si el proceso de suma de montos de reclamaciones {S(¢) : £ > 0} es un
proceso Poisson compuesto con pardmetro A y funcién de densidad fx(z) de
las variables aleatorias X; dados, entonces S(t) cumple las siguientes propie-
dades:

() Sit =0y h > 0, entonces la distribucién de S(t + h) — S(t) es
Poisson compuesto con M y fx(x) dadas, es decir:

PiS(t+h)—S(t) <z|S(s) para s <t] = f:e_""(z\h)"i’:ﬂ(x—2
k=0

donde f)(: ) es la k-ésima convolucién de fx (x).
(b) Para cualquier tiempo t, la probabilidad de que la siguiente re-
clamacién ocwrra entre t + h y t + h + dh , y que el monto de
reclamacién sea menor o igual que z, es e **(Adh) fx(z).
El proceso {S(%) : t = 0} tiene incrementos estacionarios indepen-
dientes, es decir, la suma de reclamaciones para intervalos de tiem-
pos disjuntos son variables aleatorias independientes y la distribu-
cién de cada uno depende solo de la longitud del correspondiente
intervalo y no de su localizacién.
(d) Si para S(t) con t fijo, S(t) tiene una distribucién Poisson com-
puesta con pardmetro Poisson At, de las fé6rmulas dadas en las
ecuaciones (3.18) y (3.20) se tiene que:

E(5(t)) = Aty

(c

~—

Yy

Var(S(t)) = Atpu,.
donde @, y p#, son el primer y segundo momentos de la variable
aleatoria X; que denota el monto de reclamnacién en el periodo i.

El proceso estocdstico de excedente {U(t) : t > 0} puede ser estudiado
por su relacién con el proceso de reclamacién {S() : £ = 0} el cual es un
proceso Poisson compuesto. Con esta suposicién se pueden desarrollar cotas
superiores e inferiores para la probabilidad de ruina ¥(u).

Se supondra que las primas pagadas ¢ exceden los valores esperados de la
reclamacién por unidad de tiempo, la cual es Ay,.
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Definicién 4.18  Se define la carga relativa de seguridad por la ecuacion:
c=(1+6)Ap,
con 6 > 0.

Se puede observar que si 8 < 0 entonces ¥(u) = 1, lo que significa que la
ruina es certera.

A continuacién se daré la definicién andloga para el coeficiente de ajuste
de la variable aleatoria S(t) — ct.

Definicién 4.19 Sea t > 0 tal que ct es el monto de las primas pagadas
al tiempo t, y la distribucion total del monto de reclamaciones S(t) es una
variable aleatoria Poisson compuesta con numero esperado de reclamaciones
At. Se define el coeficiente de ajuste corno la rafz positiva mds pequeria de la
ecuacion:

Ms()-a(r) =1

Proposicién 4.11 El coeficiente de ajuste R puede ser calculado de la si-
guiente forma:

AMx(r) —1}=rc
donde X es la variable aleatoria que denota el monto de reclamacién del
proceso Poisson compuesto.

Demostracién.
Por la Definicién 4.19 se tiene que

1 = Msg-a(r)

E [er(s(t)—d)]
E [erS(t)—rd]
E [ers®ert] .
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- Como e~" es una constante por (a) 'del Teorema v1.11' se tiene

: E [ers(:)] E [e—ra]
E [e's(‘)] e

- por lo tanto:

[
Observacion. .
Si se sustituye ¢ = (1 -+8)Ap, en el resultado anterior se tiene la siguiente
equivalencia:
Mx(r) = (1 + 0)pyr + 1. (4.3)

En general, el coeficiente de ajuste es una funcién creciente de la carga

relativa de seguridad. Enseguida se dard un ejemplo para ilustrar la obser-
vacién anterior.

Ejemplo 4.2 El coeficiente de ajuste si la distribucion del monto de recla-
maciones tiene una distribucion exponencial con pardmetro 8 > 0 se obliene
de la siguiente manera. La funcion generadora de momenios de una ezpo-
nencial esta dada por:

)

Mi(r) = 72—
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. utilizq.ndoy (4.‘3) se liene que:

(1+Q)%r+1 ‘

—opr a0
r[~08+(1+0)7] =

de donde : o
-8+ (1+6)r=0,
lo tanto: '
por 5__o8
T (1+6)

Teorema 4.12 Sea U(t) el proceso estoctstico basado en que el proceso es-
tocdstico Poisson compuesto S(t) que denota el total de reclamaciones con
¢ > Ay, (es decir, la carga relativa de seguridad es positiva) entonces para
u > 0 se cumple:

exp(—Ru)
¥() = Blep(—RU@) IT < o0)]

donde R es el coeficiente de ajuste.

Demostracion.
(Ver Bowers et al, 1997; pégina 426)
[

Corolario 4.13 Sea U(t) el proceso estocdstico basado en que el proceso es-
tocdstico S(t) que denota el total de reclamaciones y es Poisson compuesto
con ¢ > A, es decir la carga relativa de seguridad es positiva entonces para
u = 0 se cumple:

(u) < exp(—Ru)
donde R es el coeficiente de ajuste.
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Demostrac:én
Si T < 00 entoncm
U(p) <0

cn —U(t) > 0 .
Por ser el coeﬁclente de a_]nste se tiene que fo
' R > 0
por lo qué : . )
i ~RI020,
éntonoai i .
: ) (-—RU(t)) > 1. .
Por (c) del Teorema. 1.1 : v

N ', E[e:cé(—RU(t) IT < oo)1‘> 1

E'[mcp(—RU ® lT < °°)]

1 - . . porlo ¢71'ue:‘v' N
L _ exp(—Ru) < mcp(—Ru).

Hlon(—RU®) IT < oo -

Y asf, por el Teorema 4.12 se concluye que: :

¥(u) < exp(—Ru).

Proposicién 4.14 Sea X la variable aleatoria que denota el monto de re-
clamacién, y m € R tal que Fx(m) = 1, Dado T < oo, se cumple que
U(t) > —m siempre y do el excedente poco antes de la reclamacidén haya
sido positivo. Entonces se cumple que:

Y(u)Ze~
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Demostracién.
Por hipotesis:

U(t) > —m
—U@t)<m
y por la Definicién 4.3 se tiene que: ‘
0< —U(t)<m.” :
Debido a que R > 0 y por la Definicién 4.19 se tiene:
0< f—RU(t) < _Rm, o
de donde, ‘ A = 7

1< e"?”(‘) <eftm

Por el (c) del Teorema 1.11'se Gbtiene. que:’.. :
1 < E (e"’w(‘) |T < oo) < e""‘

de donde:

= e R < y(u)
concluyéndose q :
e < a,
Y asf, por el rola.no 4.13 se tiene que:
E : e~ Reutm) o y(u) < e~ BY.-
Lo anterior sugiere que una buena apraximacién de Y(u) es e R, ya que
e fim oy 0 para m lo suficientemente grande, lo que demuestra la proposicién.
. : |

iSe seguir4 trabajando con el modelo a tiempo continuo donde el proceso
" “del monto total de reclamacién S(t), es Poisson compuesto.
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4.4 Primer excedente debajo del nivel inicial

Se considerard el monto del excedente al tiempo cuando cae por primera
vez debajo de su nivel inicial (lo cual nunca puede ocurrir). Como una
aplicacién, se encontrard una expresién simple para 1(0), la probabilidad de
ruina, si el excedente inicial es 0.

El teorema principal de esta seccién es el siguiente:

Teorema 4.15 Para un proceso Poisson compuesto la probabilidad de que
el excedente caiga debajo de su nivel original u y que después se encuenire
entre (u —y) ¥ (v — y — dy) cuando esto pase por primera vez es:

1—Fx(y)

=t dy y>0
A+0)p 7’

A
[ — Fx(y)ldy =
Demostracién.
(Ver Bowers et al, 1997; pdgina 427)
|

Como una aplicacién del Teorema 4.15, se observa que la probabilidad de
que el excedente caiga debajo de su nivel original es:

1 3 UL e
T 0/ (L= Fx@ldy =753y
¥ya que: o

f [1— Fx(z))}ay =

"En el caso @pecxal déu= =0, es decu-v ‘cuando s dwea.calcular 1a proba-
bilidad de que el excedente cmga. debajo de su mvel ong;na.l 0, o de que la
nuna ocurra, es .

0
Es notable que 4/(0) sélo depende de la carga relativa de seguridad y no
‘de la forma especifica de la distribucién del monto de reclamacién.

(44)
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Lema 4.16 Sea L, una variable aleatoria que denota el monto de reclama-
cién por la cual el excedente cae debajo de su nivel inicial por primera vez.
La funcion de densidad para L, estd dada por:

— Fx(y)

f.(y) = 1

y, ¥y>0

Demostracxén
La funcién de densidad para L; es obtenida d.wudlendo
1— Fx(y)
QA+0)p -
por i )
¥(0) = (1 + 9)
esto es:

1—Fx(y)

ey (y) = R

y>0_ .

Fl siguiente teorema muestra la relacién entre la funcién generadora de
momentos de L; y la funcién de distribucién de la variable aleatoria X que
denota el tamaiio de las reclamaciones. :

Teorema 4.17 L,cumple la siguiente relacion:

Mg, (r) = ﬁ (M (r) —’1] R o

donde Mx(r) denota la funcidn generadora de momentos de la variable alea-

DemostracuSn
Utiliza.ndo la. Deﬁ.mclén 1 21 se txene que.

ML, (r) —;.—,/ e [1 - Fx(y)] dy,
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e mtegra.ndo por partfs se obtlene

Ead [i ' Fx(y)] E+xf e"’fx(y)dy] :

o

Aphca.ndo las prop d ad > d la. funcxdn de d:stnbucxén, se ooncluye que:

ML; (1‘) = [Mx(") —1].

El consecuente ejemplo mostraréd una aplicacién del Lema 4.16.

Ejemplo 4.3 Si la distribucion del monto de reclamaciones es exponencial
con pardémetro B, la funcion de densidad de L, se calcula de la siguiente
forma:

la esperanza y la funcion de distribucion de una -uanable aleatona expo-
nencial estdn dadas por:

E(X)= % y Fx(z)=1—e7*, respectivamente.

Por el Lema 4.16 se concluye que:
le (z) =p (e_ﬁ:) .

4.5 La msfxima pérdida esperada

Definicién 4.20 Se define la variable aleatoria mdxima pérdida esperada
L, como:
L= max {S(t) —ct}

" es decir, es el mdrimo excedente de la suma de las reclarmnaciones sobre las
primas recibidas.
* -Observacién.
+»81' S(t) —ct = 0 para t = 0 , entonces L > 0.
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Teorema 4.18 La funcion de distribgcién de L estd dada por:
| Fr(w) =1-9(w)
Demostracién. : S o
Por la Definicién 4.3 se sabe que
¥(u) = P[T<oo]
= P[(min{t|U(t) <0, paratodat > 0}) < oo],
lo anterior es equivalente a decu' que: ‘ ‘
1—y(u) = 1—P[T > oo
: = P[U(t) =0, para toda t].
Ademsds por la Definicién 4.1 se tiene que
1—y(u) = Plu+ct— S(t) =0, para todat]
‘ = P[S(t) —ct < u, para toda t].
El lado derecho de la iiltima igualdad, debido a la Definicién 4.20, es
andlogo a calcular P(L < u), lo cual demuestra que:
1—yY(u)=PL<u), u>0.
|

Del teorema anterior se puede observar que el complemento de la proba-
bilidad de ruina, puede ser interpretado como la funcién de densidad de la
variable aleatoria L. En particular, se tiene

1 —(0) P(L <0)

P(L=0),
con L > 0. En cste caso, la méxima pérdida esperada es lograda al tiempo
t=0.

El resultado principal de esta seccién es la siguiente f6rmula explicita para
la funcién generadora de momentos de L, la cual puede usarse para obtener
informacién acerca de ¥(u).
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Teorema 4.19 Sea L la variable aleatoria que denota la mérima pérdida
esperada. Entonces su funcién generadora de momentos esté dada por:

i Ou,r
Me() = T @A+ Oy = Mx (D)’

donde X es la variable aleatoria que denota el tamafio de las reclamaciones.

Demostracién.

La demostracién del teorema involucra la consideracién de las veces que
el proceso méixima pérdida esperada supone valores altos. Un resultado de
este proceso se presenta en la siguiente grafica:

T{pico resultado del proceso méxima pérdida esperada

En este caso un nuevo resultado alto es establecido tres veces después
de esto. Cada valor tiene probabilidad de 1 — ¥(0) de que no sobrepase los
valores altos y una probabilidad de 1¥(0) de que serd arruinado.

Si el resultado es sobrepasado la funcién de densidad del incremento de
L puede ser representada como suma de un mimero aleatorio de variables
aleatorias, es decir,
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L=L+Lz+..+ LN (4.5)

donde L; es la variable aleatoria que denota el monto de reclamacién por
la cual el excedente cae debajo de su nivel inicial por i-ésima vez.

Aquf la variable aleatoria N es el mimero de resultados méximos y tiene
una distribucién geométrica, con funcién de densidad dada por:

P[N =n]

[ — (0] [ (o)™

1 n+l
= o(m) H n=0,1,2,..

y su funcién generadora de momentos:

MN(T) = ﬁ:—__—er. (4.6)

Las variable aleatorias N, L,, La, ... son mutuamente independientes y la
funcién de densidad comin de las L; estd dada en el Lema 4.16. De acuerdo
a la ecuacién 4.5 se tiene que la funcién generadora de momentos de L es:

My(r) = Mn(log M¢, (7))
8

. 14 8 — M, Ly (1‘)
Ademés por el Teorema 4.17 se tiene que:

. 8. - . . 8
1+6~ ML,(r) T 140 — [/l Mx(r) — 11’

lo a.ntenor demuestra que.

- e 0;1.11*
' ML(’) 1+(1+9)#x7‘—Mx(7‘)
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Corolario 4.20 Sea L la variable aleatoria que denota la mézima pérdida
esperada. Entonces una expresion equwa.lente a la fun.czdn generadora de
momentos de L esté dada por:

[ 1 o [Mx(r) —1]

M) = G5 T TF 0 \TF A+ O)mr — Mx(D

Demostracién.
Se tiene que:

o .. 1 8 [Mx(r) — 1]
(146) (A4+6) \1+1+0)pu,r— Mx(r)
8 (14 (1 + 0)pyr — Mx(r)) + 6 [Mx(r) — 1]
T 1 +6) 1+ (1+ Opur — Mx(r))
por lo ta.nto se da. la equivalencia:
_e O[Mx(r) =1 ) _ Ouyr
a+6 + ) \14+Q+0)pr—Mx(r)) 14 Q-+ 0)ur— Mx(r).

Proposnczdn 4.21 Sea L la variable aleatoria que denota la mﬁ.’mnw pérdida
! de reclarmmaciones, entonces: ;

(a) Sil—1(u) esla funcién de distribucién de"la variable aleatoria L
la cual tiene un punto de acumulacién en el origen y una funcién
de densidad continua para los valores” posltlvos de u, enton se
cumple que: ¥

AMp(r) =1—(0) ‘.+»/ :e"'[—w,(;)v]du,,_,- R

(b) Se tiene que:

eur ’ i 9 [M (1‘)—‘ 1]\
f ¥ (u)]du a + a) (1 +a+ 0))(mr‘— Mx(r))

[+]
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Demostraclén o

(a) Por tener un punto de acumulamén en u. = 0 se cumple lo siguien-
te B B

.6 [M (1‘) 1 ur ’
(1 + 0) (1 -+ (1 + 0‘\){;;; —= Mx("‘)) f [ ()] du

193




El resultado anterior es importante ya que puede ser utilizado para ob-
tener una expresién para 1(u), para una familia de distribuciones especiales
del monto de reclamaciones. Un ejemplo de dicha familia, es la mezcla de
distribuciones exponenciales cuya funcién de densidad esta dada por:

fx(x) = ZAiﬂie_p‘m z>0
g=1
B: > 0, A>0y > Ai=1

i=1

Para ello se necesita el siguiente teorema.

Teorema 4.22 Sea X; la variable aleatoria que denota el to de recl
ciones, con funcién de densidad de la forma fx(:z:) EA‘ﬁ e'ﬁ‘z x>0,
‘entonces oo :
Ciry
ur [__.nf — i
[ e - e 2,._, »
rA =1t
con Ciyr; € R.
Demostracién. o
Para demostrar este resultado se usard (a) de la Proposicién 4.21, para

ello es necesario calcular la funcién generadora de momentos del monto de
reclamaciones, y para esto se tiene que:

Mx(t) = / = fx(z)dz @

= / "zn:A,-ﬂ,-e—""dx
(ol i=l' 4 .




Sustituyendo (4 7) (a) de la Proposncxén 4.21 se tlene que

o[& A1)
‘1 + (1 +. G)plr - EA.'E‘E_‘;

L+

[emdwnas
B BT

>: Ay n (ﬁr—f) n [ (85—7)

LT e
— @H0) fi (o) ravomr fi(em)-E e fi (0sr)
3 = e
9 , ):A«ﬁal'l(ﬁ,—') n(ﬂj—r)

Al desarrollar el numerador de la exprwién,é.nteriqpsgé obtiene un polino-
mio de grado n, al igual que en el denominador, por lo que esta expresién se
puede descomponer en ﬁ'a.ccionw pa.rcials obteniéndpse de este modo que:

o

donde 7y, ..., T, son las ra.(m del pohnomxo del denomma.dor.

Observaclon
El resultado del teorema a.ntenor se cuxnple si

) = Ciem,

=1

por lo que esta expresién es la probabiiidad de ruina.
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4.6 Ejercicios resueltos

—Considere el monto de las reclamaciones en los penod n+1 n+2, vesy n+
m y se denota el total por S,,m; esto es, :

Snm = Waa1+ Wago + o + Wi

El monto de reclamacién para cada periodo es ‘generado por el proceso
estocdstico descrito en el modelo autorregresivo. Demostrar lo siguiente:

(=)

. ; © F=1 : ) T
o 1= a(m—i+l) a — a(m+1) s
= ( = ) Y,..H “+ ('————‘-a ) Wa.

(b) Cuando m — oo térmmo ﬁnal del lado derecho de la expresién
en (a) converge a PR o o

Spm = Z}’,‘....Za’ fw,.za:

BRI ‘1—a’
. siempre que |a| < 1.

©

E[Spm W1 = w,We = wy, ..., W, = wy]

R5 ] ()

‘ (1—a)?
donde E(Y ) =

Solucién :

(a) Utilizando (b) de 1a Proposxcnén 4 1 y sust uyendo +m en luga.r
de n se txene que’ e

- Spm = Y;_.fm_-l- I




1—a. 1—a?, LA a — amt?

= Yn+1+---+ 1= Rl a
1—am—+D\ L ra N
= ( T—a )Ywﬂ-, ( W o (48)
Por otro lado, como G
1 — gfm—i+1) o
i-a -9
Y (1)
a — al™
T (4 10)

B m—:

Sn.m = ZYM—-ZG’+W..Z¢:’

. =1
L 1— a(m—-+1)
( 1—a

(b) Cua.ndo m —» 00 en 2 W, se tiene que
j=1 :

=1

WaSoa = (;Z ,,)

ya que 0 <a<l. . )
(c) Ca.lculando la esperanza se tiene que:

E[Sn,,,,lwl = w;,Wg —‘lllz, RS “—w,.] .
1= a(m—t+l) a-—= a(nﬂ-l)
.—1( 1—a ) "’H+( l—a )w,‘ :
1.— (m—i+1) L amel)
(———-“ ) B+ (——“ o ) wa

v19'7~"
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™. 1 — glm—i+) ; a— g+
S (55
SRESI ot ) R (o

2.—Sea {N(t) : t = 0} un proces Ponsson

dada por P[N(t) =n] . ik :

Demostrar que: )

(®) Lpo(®) = —Apo(t)y

(b) %pn(t) = —Apn(t) + )‘pn—l(t)
Solucién :

(a) Sea Pa(t) la probabilidad de ﬁue en el tiunpott haypn'ocurtido n
eventos, entonces Po(t + At) es la probabilidad ‘de que en el in-
tervalo (0, + At) no ocurra ningun evento. qua que esto suceda
tendrfa que pasar lo siguiente: que al tiempo t - no haya ocurri-
do nada y al tiempo ¢ +4- At tampoco, es;decir; ‘en'términcs de
probabilidad serfa: I

Po(t + At) = Po(t)Polt + Ab). -
Por lo que de acuerdo a la Deﬁniciéhii.ﬁt‘t se tiene que:
T
Po(t+ At) = .: -

entonces,

Po(t 4 At) '
‘Py(t + At):
i Polt+ B8 = PBo(t)
At—0. At
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-y asf, se demuestra Que~

£ Po(t) = —Po(t) .

(b) Sea P.(t + At) la probabilidad de que en el intervalo (0,¢ -+ At)
hayan ocurrido n eventos, esto puede suceder de dos formas:
La primera de ellas es que existan nn ocurrencias durante un tiem-
po t y ninguna hasta At, con probabilidad 1 — AAt. Dada la
suposicién de independencia, la probabilidad conjunta es:

Pa(t) (1 — MAL) .

La segunda es que que hayan (n — 1) ocurrencias al tiempo ¢, con
probabilidad pn—1(t) y, una en At cuya probabilidad de acuerdo
a la Definicién 1.64 es AAt. Nuevamente, dada la suposicién de
independencia, la probabilidad conjunta es:

Pa_1(t)AAL.
Por lo tanto
Pt +At) = P.(t) (1 — AAL) + P (£)AAL
= PB,(t) — Pa(t))At + Pn-x(t)AAt
Pa(t + At) — Pa(t) = —Po(t)AAL 4 Pa(t)AAL -

Fu(t+ At) — Bu(t) —Pa(t)A + Pasa(E)A

At
lim Po(t + At) — P,(t)

Ay s —Pa()A+ P a(t)X

y asf lo anterior demuestra. que:

d ZP.(0) = —APA()) + APacy (t) n>1
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y asf, se demuestra que
2 po(t) = —Po(t)A
dg o\ T T oo

(b) Sea B,(t + At) la probabilidad de que en el intervalo (0,¢ + At)
* " hayan ocurrido n eventos, esto puede suceder de dos formas:

La primera de ellas es que existan n ocurrencias durante un tiem-
po t y ninguna hasta At, con probabilidad 1 — AAt. Dada la
suposicién de independencia, la probabilidad conjunta es:

Pa(t) (1 — AAL) .

La segunda es que que hayan (n — 1) ocurrencias al tiempo ¢, con
probabilidad pn_1(t) ¥, una en At cuya probabilidad de acuerdo
a la Definicién 1.64 es AAt. Nuevamente, dada la suposicién de
independencia, la probabilidad conjunta es:

P,_1(t)AAL.
Por lo tanto

F,(t + At) Pa(t) (1 — AAL) + Paoy(B)AAL
Pa(t) — Pa()AAL 4 P (B)AAL
—Pult) AL+ Poa (AL

—Pa@®A+ Paa®A

Po(t + At) — Pa(t)
Po(t + At) — Pa(t)

) AL o
0 Pa(t 4 At) — Pu(t)
4{1{510 At B :

POA+ PO

y asf lo anterior demuﬁ

LAPLE) #APai(t) n=1

SR e
&=m0=
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3. —Usar la s:guxente dmxgua.ldad ‘

>1+'rz+ ('r:z:)2 : 'r>0:z:>0

para demostra.r que el ooeﬁclente de aJuste pa.ra el Proceso Poisson compuesto

Solucxén

 Sean gl(:x:) = é"' y gz(:c) = 1_+ rT + 2(1':1:)2 funcxonw de variable real y
. sea. X una variable aleatoria.Como :

r > 0, por lo que,

y asf, se conéluyé que ..,
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4.—Suponer que § = 2.y
fx@ =3l >0,
calcular

(a) 7 que es el minimo valor (distinto de cero) para el cual la funcién
generadora de momentos existe

(b) R para un proceso Poisson compuesto

Solucién :

(a) Primero se calculard la funcién generadora de momentos de X,
para ello se utiliza la Definicién 1.21 es decir,

M. x(T‘)

% f e (373" + 7e ™) dz
(/]
oo 1 oo
L= % / e”’ae's"'dx+§ / e™Te " dx.

[} o

; oo . R
Debido a que f e=3e—3%dx se puede ver como una funcién ge-
neradora de momentos de una variable aleatoria con distribucién
exp(3) vy andlogamente f er*7e~"*dzx se distribuye ezp(7), se tiene

que 1 G
=3 (555) +3 (75)

Como 7 es el mfnimo valor para el cual la funcién generadora de
momentos existe, se concluye que v = 3.

(b) Para encontrar R se utilizard (4.3), antes de eso se calculard p,.
Por la observacién de la Definicién 1.21 se tiene que:

d 3_ 1 7.1
&M =3EC 2"'2(7
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pof lo que _

‘ para T se obtxene que {r
- cluye que R = 1 .

—Suponga. que 1& dxstnbucxén del monto ‘de reclamaclén es dxscreto con
fx(V) =3y fx(@Q=3%.SiR= ln2 :

Soluc16n : . -
Por la Definicién 1 21 se txene que
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cofnoR=ln2=rsesigtieque ]
’ 1 In2 3 22 = " Z ’
i +4 ; (1+Q‘)v4ln2-{f1

entonces,

: g = (1 + 9) ln2
‘ dupejando @ se ooncluye que g :

6. —Sustxtuxr ‘
MX("') = 1+I’-1"”+P’2'2— +I‘3 6 +
en M Lt (r) para. calcular :

i (a)” E(Ll)
() B(L3). oo
: '(c) ':Va'i-(L',). L

Solucxén s P
Sustxtuyendo M x(r) en el Teorema 4 17 se tlene que ,:

P R SR St R
Mu() = — [1+#11'_+P-2'r— bt R —1].

(a) Dex;ivéndo y

haciendo 7 =0 se concluye




(b) Calculando la segunda deriv:idg. de M L, (7) se tiene que

7.—Pa;a. N como en (45),dem
(2) B(Ny=13. ..
(b) Var(N) = % :

(¢) Usar el twultado del e_lerc:cno antenor para calcula.r expraxones
de E(L) y Var(L) S R : :

\ Solucién :

(a) Derivando la: funcién gehefadora de momentos de N se tiene que

TR

fe”.. :
(1 +8—e)?




y evaluando r = 0, se sigue que’

Nuevamente por el Teonenia 1.24 se tiéné que ;.
. Var(L) = E (N)Var(L;) +E2(L‘) Va.r(N),

sustltuyando (a.) y (b) de este Teorema ¥ @)y (e). del ejercicio
anterior en la expralén antenor se concluye que A

.' Var(L)  1+0
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Solucién :
(a) Por la. relacién dada en (4.4) se tiene que “
¢(0) = (o 3)e-2*° + (0. 2)e-4‘° + (o 1)e-7'° =.6

de donde

por lo que se obtiene que

@) Mx(r) ..

M) o

©6 P ,

(d) Exprwxonm pa.ra. el Teorema. 4.22 y para. (a) de la Proposicién
4.217 00 ; L

(e) Una forxna expl(clta pa.ra 1/1(u)

Solucién : .

206




(a) Utilizando la Definicién’1.21 sé tiene que -« -

oo .

Como [ e™3e~3*dz se puede ver como una funcién generadora
° i

de momentos de una variable aleatoria con distribucién ezp(3) y

o0
andlogamente [ e™6e~%%dz se distribuye exp(6), se tiene que
o

b= (525) + 5 (55).

(b) Derivando Mx(r) se obtiene que

3 1 + 16 1
9@—7)% . 3 (6—1)°

o d R
: ,ny(f) =

por 16 que " 3 L )
SononiiTre397 3367 277
(c) Para encontrar 8 se utilizard 1a Definicién 4.18, es decir,

e 5
1=301+6),

de donde

L)
I
ol
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(d) Por la Proposxclén (4 21) y sustltuyendo (a.) (b) ¥ (c) de este ejer-
cicio se tiene que B
( § [Mx(r) — 1]
: ~(1+5) 1+(1+5)2.,r—Mx(r))
BECY ( (M) — 1]
9 \T+ Fr — Mx(™)
— 4 ( [9 (3—r) +1 (6-—r) — 1] )

9\1+ 7""—' (Sir) + 15 (e—r)

4 [5(’;'—7)&%47) —1]
T
—17r4-54—-3(3—r)(6—1
— 3B—r)(6—r)
9 ZIEIB—(6—r)+or(3)(B—7)(6-1) —27(—17r+54)
27(3)(3—-r)(6—r)
427r 2710 — 3r]
927rr2—6r + 8
4 10—-3r
912 —6r+8°
Utlhza.ndo el Teorema. 4.22 ¥ el inciso anterior se tiene que:
# 410 = 3r Ciry Cara

9r2— 6r+8 T —r+r -7’

/ “'[—¢ (u)]du ",ﬁ

.vtlo :

TS

Ca.lculando las ra.fces del polmormo r2—6r + 8 se tiene que ry =2
y1'2=4 Ento Ices, | L -~
£ T4710°= 31 _ 2C, + 4G,

—6r+8  2—r 4 -7
dmarrollando el lado derecho se tiene que B

4 10—3r 8" 4

92 —6r+8 9@—7 9(@—17"
Por lo tanto ocupando la observacién del Teorema 4.22 se concluye
que . .

‘_§’—2u l —du
¢(u)fge +3e
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10.—Para el procmo de excedente, con los datos del e;ercxc:o a.ntenor,
determmar { .

(a) ft.; (-’B) :
() E(Ly)::
(c) Va.r(Ll)

: Solucxén. ;

(a) Calcula.ndo la funcién de distribucién de la varisble aleatoria X
monbo de mclamamones se obtiene que -

Fx(y) =




(c) Para calcular la v

B -
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Comentarios

El objetivo de esta tesis fue presentar una introduccién a las matemadticas
actuariales teniendo como herramienta principal a la teorfa de la probabi-
lidad. Para ello se presentaron los resultados relacionados con las técnicas
actuariales, en particular, las funciones biomeétricas, desde el punto de vista
probabilfstico. Tambien bajo el mismo enfoque se dié una introduccién a la
economfa del seguro y a la teorfa del riesgo.

En la prédctica las suposiciones tedricas que sustentan los modelos no se
cumplen en su totalidad, asf los modelos presentados para el cdlculo de la
probabilidad de ruina parten de supuestos idealizados y simplificados respec-
to a las variables que intervienen en el proceso de flujos de una compaiifa
de seguros. Sin embargo, la realidad es mucho més compleja y para poder
reflejar mas fielmente esta realidad se recurre a las técnicas de simulacién.

Dado que es demasiado complejo el modelar una funcién de probabilidad
para reflejar la posicién financiera de una compaiifa en un momento dado, por
la gran cantidad de variables que intervienen para este cdlculo, la simulacién
aleatoria nos provee de una herramienta para estimar algunas caracteristicas
de esta variable.

Otra de las alternativas serfa utilizar el paquete XTREMES. Mediante
el cual se pueden simular tiempos y probabilidades de ruina dentro de un
horizonte fijo de tiempo. Para ello se le sugiere al lector consultar el li-
bro “Statistical Analysis of Extreme Values with Applications to Insurance,
Finance, Hidrology and others Fields” (Reiss & Thomas, 1997).

Un trabajo posterior podrfa ser construir un modelo que sirva para pro-
yectar esta posicién financiera a corto y mediano plazo. Lo anterior, con base
en las expectativas de desarrollo, politicas de administracién e informacién
histérica de las compaiifas, ademads de las expectativas econémicas del pafs y
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los pardmetros del mercado asegurador. Los resultados que arroje este mode-
lo permitirdan conocer si la institucién cuenta con una situacién financiera que
le permita ser solvente de acuerdo a sus propias expectativas de desarrollo y
administracién, y de acuerdo a la posible influencia de los factores externos.

También se podrdn identificar los posibles factores de riesgo que hacen
mids vulnerable a la institucién, lo que le permitird tomar las medidas nece-
sarias para disminuir o eliminar dichos efectos de manera anticipada y contar
a la vez con los recursos financieros necesarios para garantizar su solvencia a
corto y mediano plazo.

Por otra parte, las grandes catdstrofes, sean de fndole natural -como tre-
mendas inundaciones, fuertes terremotos- o causadas por el hombre -tales
como crisis bursdtiles o grandes pérdidas industriales, digamos, incendios
provocados- son manifestaciones de eventos extremos. La posibilidad de
ocurrencia de estos cventos entrafia riesgos que las instituciones financie-
ras deben considerar. Puesto que, matemdticamente, los eventos extremos
ocurren cuando un riesgo toma valores de la cola de su distribucién, una
rama. de la Teoria de la Probabilidad que cobra gran importancia cuando se
trata de modelar eventos extremos es la teorfa de valores extremos. Esta
teorfa proporciona métodos que permiten cuantificar los eventos extremos
y sus consccuencias de manera 6ptima desde el punto de vista estadfstico.
Esto hace que la teoria de los valores extremos sea particularmente titil en el
drea de Administracién de Riesgos, donde, de acuerdo con la definicién! de
la Comisién Nacional Bancaria y de Valores, la Administracién de Riesgos
es el conjunto de objetivos, polfticas, procedimientos y acciones que se im-
plementan para identificar, medir, monitorear, limitar, controlar, informar y
revelar los distintos tipos de riesgo a que se encuentran expuestas las insti-
tuciones. El administrador de riesgos se encarga de estimar probabilidades
de colas y altos cuantiles de distribuciones de pérdidas y ganancias; y de
datos financieros en general. Es por ello que en Administracién de Riesgos
se busca modelar el riesgo de manera que se contemple la posibilidad de un
resultado extremo. Asf, un tema probabilfstico de interés en las matemédticas
actuariales, y no abordado en este trabajo, es el de la teorfa de los valores
extremos.

!Tomada de la Circular 1473 del 17 de julio de 2000, de 1a Comisién Nacional Bancaria
y de Valores
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