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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

Los anillos de Saturno fueron por primera vez reportados en 1610 por el gran científico 

italiano Galileo Galilci. Aunque nunca estuvo seguro de In forma precisa de los anillos, él 

crcln que los anillos eran como mnnij:Lo; (del latín ansae) ver fig (1,1 ). En tocio el siglo XVII 

hubo científicos que se dedicaron a hacer dibujos poco precisos. Fue ha..o;tn l 659 cuando el 

gran científico Christian lluygens infirió la ,·erdadera naturaleza <lr. la forma clr. los anillos 

ver fig.(1,2). En 1G7G por primera vez Ca..-;sini dibujó el sistema con la separación entre 

los anillos que ahora lleva su nombre, en ese entonces se rwnsnba que el sistc•ma ele anillos 

estaba compuesto de una especie ele aros hechos ele hielo macizo. El siguiente avance 

fué hecho por Jrune_, Clerk ~la..xwell que demostró te(iricarnente que los anillos deberían 

de estar con1puestos de un núrn<>ro n1uy grande de partícula...:;; no conectadas entre- sí, lo 

que le valió el premio Adams en 1857. La primera fotografía del sistema fue tomada por 

Common en 1883, y fue h:L<;ta la llegada ele las sondas Pionccr y Voyager que se pudieron 

tomar imágenes y 1nedir características coino In cornposición y tarnaüo aproxirnado de las 

partículas, así co1no de;cubrir que los otros planetas jo\'ianos tainbién tienen un sistc1na 

de anillos. 

En los últirnos años :-;e ha podido a\ranzar en Ja sirnulacic'.n <le los siste1na.s de anillos 

debido al incrcible avann• en el cúmputo y supercómpulo, lo que ha permitido :ulem<is 

estudiar la diná1nica de P.stos siste1nas. 

Existen una an1plia ,~arit.._'"dad de preguntas relacionadas con los anillos planetario~ corno 

fonnación, estabilidad, n .. "'Sonancias, ondas cspirnk-s. En esta tesis n1c enfocaré principalc

mcntc al fcnórncno el(' };L'; rc·sona.ncias y tnás precis:uncntc rn Ja...:;; rt_"Sonancia.s <le prirr1cr 

orden. El objetivo principal dt> <>>-la trsis es d de diculir si .. 1 criterio del argumento rt:'SO

nante es válido cuando la t•xcentricidad es tnuy p<"qu<·üa o incluso cuando la excentricidad 

es cero en el Probl<·ma Plano Circular Heslringiclo de Tres CuC'rpos (PPC'RTC). 

Se con1icnza en el capítulo 2 rep;L.'iando la pa.rtr analítica urcesaria, que cuu~bte t•n vt~r 

}a Órbita de Una partícula CII r.oordrnadas cartt'!-\ia.na.. ... )" t'Il J>ll}ar~- s~ Vl"lJ la t'OU!'>t'r'\'llCi6n 

del rnorncnto lineal, del rnoruento an~ular y dr la t•ncrgia • ~l· di~cut'~ adcrr:~i._,... la t"("uación 

\'is \'iva. Se discute la lf"y dc- la ~ravitación dt> :"(•wton y <"l ca.."° del pott>ncial n•ntral 

gravitacional. Luego"' ven l:L' 3 leyrs clr Kepler. A continuación se dL-..cuten los .. 1 .. me:itos 

orbitales y cómo :;on utilizados en la meránica cC'lc-,,te. En el capítulo 3 :;e dixute el 

problema ele los 3 cu<'rpos r<':'tringido, la integr;il de Jacobi y adC'm:is sc- dbcut<'n los 

elementos orbitales osculantes. 

En el capítulo ·1 f'$lttc.iiamos la variación de )p~ t.·h·tnrnto.s orhita!t"!'io l'll tt;rrníno!'oo de la 
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función perturbadora y se hace In aproximación a primer orden de las ecuaciones de los 

elemento.« orbitnlt-s. 

En el capítulo 5 se rstudia d PPCRTC, comenzando con el estudio de la función 

perturbadora y la aproximación a primer ordt•n, con csto se deduce el modelo del péndulo 

simple y se calcula el ancho de o,-cilación para la.s resonanci~« de primer orden. Se estudia 

la resonancia c.."l:acta y la ambigüedad en la dt•finiciém de ésta para el caso circular. 

Para finalizar en el capítulo 6 se dan 1~-. conclusiones. 
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Capitulo II Parte Analítica 

2.1 Orbita en un plano en coordenadas cartesianas y polares 

Las coordenadas cartesianas son las que mfJ.S fácilmente podemos imaginar y las que 

son más intuitivas, sobre todo en los comienzos de la formación profesional, pero como 

se ha demostrado no sien1pre son las más adecuadas para estudiar un problema, pues 

como veremos existen casos donde la.s coordenadas polarr_-; son las más adecuadas. Sea r 
el vector posición de una partícula en 2 dimensiones, entonces sus componentes serán: 

(2,1,1) 

donde x y y son las coordenndn..c.; de Ten un sisterna dt• Pjt~s ortogonales. 

Se puede sacar la velocidad de la partícula, que por definición: 

_ dr (d.r dy) 
V= (vz,t:w)"" cll = dt' dt (2,1,2) 

con v., la velocidad en la dirección x y "w la velocidad •·n la dirección y. 

Y Ja aceleración: 

_ ( ) dv 
a= ªr•ªv :::=:=- dt (

d2x cí2y) 
dt 2 • dt2 - (2,1,3) 

con a., la aceleración en la dirección x y ªw la aceleración en la dirección y. 

La posición de esta rnisma partícula en coordenadas polares tiene componentes: 

r = (r, O) (2,1,4) 

donde r es la magnitud de r y 8 es d ángulo que formar con d eje .r. 

Queremos encontrar una transformación para pasar de uno de los sistemas al otro, Ja 

figura 2.1 muestra Ja relación entre los dos tipos de coordenad;J.S: 

De aquí ,·emo.'i que: 

:r = r cos(O) 

11 = r scn(O) (2,1,5) 

Así pues hemos encontrado una forma <le relacionar las coordenadas c.vtesianas y las 

coordenadas polares. 

Sacando las derivadas rc.spN'Cto al tiempo t por medio de la regla de la cadena: 

dx {)z dr é)z dO dr dO 
di = éJr dt + ()0 dt = co,;(O);j"( - rsen(O) dt 

dv By dr é)y dO dr dO 
d~ = ar dt + (/(1 dt = "'-'n(O) dt -i- r cos(O) dt 

(2,1,7) 

(2,1,8) 

4 



CAPITULO JI PARTE ANALÍTICA 

y 

y 

X 

De aquí podemos deducir además que, si multiplicamos la ec. (2,1,7) por cos(9) y la 

ec. (2,1,8) por scn(O) obtenemos: 

dx . dr dO 
cos(O) dt = co.~i(O) di - rwn(O) cos(O) dt (2,1,9) 

dy dr dO 
sen(O) dt = sen 2 (0) dt + r sen(O) cos(O) dt (2,l,10) 

sumemos ahora las ces. (2,1,9) y (2,1,10) para obtener: 

dx dy dr dr 
cos(O)- + sen(O)- = -(cos2 (0) + :<en2 (0)) = - = ~·r & & & & 

(2,1,11) 

De manera análoga al multiplicar la ec. (2,1,7) por - .-en(O) y la ec. (2,1,S) por cos(O) 

y sumar el resultado es: 

dO d.r dy 
t·• = r dt = - s..·n(O) dt + cos(O) dt (2,1,12) 

s 



CAPITULO Ir PARTE ANALfTJCA 

pero además podemos multiplicar la ce. (2,1,11) por cos(O) y la ec. (2,1,12) por -scn{O) 
para obtener: 

dx dy 
cos(O)v, = cos2 (0) dt + scn(O) cos(O) dt 

dx dy 
-scn(O)v., = scn2 (0) dt - scn(O) cos(O) dt 

sumemos las ces (2,1,13) y (2,1,14} para obtener: 

dx dx 
dt (cos2 {0) + sen2 (0)) = dt = v, cos(O) - v., sen(O) 

{2,1,13) 

{2,1,14) 

{2,1,15} 

Ahora multiplicamos la ce. {2,1,11) por scn(O) y la ce. (2,1,12) por cos(O) obtenemos: 

dx 
dt = v, cos(O) - v., scn(O) (2,1,16} 

dy 
dt = v, scn(O) +v., cos(O) (2,1,17) 

y al comparar esto con las ces. (2,1,7) y {2,1,8) deducimos las siguientes expresiones: 

dr 
v.= dt 

dO 
v.,= r dt 

entonces la magnitud de v está dada por: 

(dr)2 (d0)2 
v2 = v; + v: = dt + r2 dt 

(2,1,18) 

(2,1,19) 

(2,1,20) 

ahora calculemos las componentes de la aceleración en coordenadas polares, tomando las 
ces. (2,1,7) y (2,1,8) y derh<U1do de nuevo: 

d2:z: dO dr d2r ( dO dr) dO cFO a,,=-=-scn(O)--+-cos(O)- rcos(O)-+scn(O)- - -rscn(O)-
dt2 dt dt dt 2 dt dt dt dt2 

(2, l ,21} 
reagrupando: 

a =cos(o)[cFr -r(d8) 2 J-scn(O)[rá'O +2dr~J 
" d{Z dt dt1 dt di. 

{2,l,22) 

por lo tanto la componente a,,: 

ª" = a.cos(O) - ll#scn(O) (2,1,23) 

<• 



2.2 EL CAMPO.CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACIÓN VIS VIVA 

donde a a, se le llama la aceleración radial y a a. se le llama la aceleración angular, de 

donde: 

a.= cflr _ r(dO)' 
dt 2 dt 

(2,1,24) 

cflO drdO 
na = r dt 2 + 2 dt dt (2,1,25) 

Por Jo tanto, la 2" Ley de Newton que cstá dada por: 

F = nw (2,1,26) 

Se escribe en coordenadas polares como: 

(2,1,27) 

donde .F,. y F. se les llama la fuerza radial y tangencial respectivamente, dadas por: 

- (d2r (dº)') F, = m dt2 - r dt f (2,1,28) 

(2,1,29) 

sea= 

L = mr2 d0 
- dt 

(2,1,30) 

a esta cantidad la llamaremos el momento angular y más adelante veremos el porqué de 

Ja importancia de esta cantidad 

Podemos además definir la siguinte cantidad 

h = !:_ = r,dO 
m di 

(2,1,31) 

que la definimos como el momento angular por unidad de masa. 

2.2 El Campo Central Gravitacional y la Ecuación 

Vis Viva 

En esta sección tomaren1os el campo gr;witacional central y veremos el tipo de traycc· 

torias que sigue una partícula sometido a t.,;te tipo de campo y al finalizar veremos Ja 

conservación d<"I momento angular y la ent'fgía. 

7 



2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACIÓN VIS VIVA 

Campo Central es aquel en que: 

ft = /(r)r 
En particular el campo gravitacional central es: 

k 
f(r) = - r2 

{2,2,1) 

{2,2,2) 

Con k = GJ.frn, con G la constante gnwitacional, Af la masa que se encuentra en 
el origen de coordenadas que genera el campo gravitacional central y rn la masa de la 
partícula de prueba. 

Pero vimos de la sección anterior que la fuerza se puede dividir "" fuerza radial y 

tangencial, así pues para el campo gravitacional tenemos 

- k -F= --f+OO 
r2 

(2,2,3) 

retomando las ces. {2,1,29) y (2,1,30) podemos concluir que parn el nts<> gravitacional: 

- l dL - -
F•=--0=00 

r dt 
(2,2,4) 

Por lo tanto el momento angular L se conscn·a para el campo gravitacional central. 

Ahora solucionaremos la ecuación de Kewton de la fuerza radial, sea F,, la norma del 
vector F,., entonces: 

F. = rn(á2r - r(d0) 2
) = -~ r dt2 dt r2 

Para facilitar el análisis hagamos el siguiente cambio de variable, sea: 

de donde: 

así pues resulta que: 

pero como ya vimos: 

por lo que despejando ~ : 

l 
u=

r 

l 
r= -

u 

dr 1 dud9 
dt = - u2 d8 dt 

.,d8 I, 
r-=-

dt m 

(2,2,5) 

{2,2,6) 

(2,2,7) 

(2,2,8) 

(2,2,9) 
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2.2 EL CAMPO CENTRAL GllAVITACIONAL Y LA ECUACIÓN VIS VIVA 

dO = ~=/ltl.2 
dt rnr2 

Así sustituyendo la ce. (2,2,10) en la ce. (2,2,8) obtenemos: 

dr l du 2 du 
dt = - u2 dO (liu ) = -h dO 

Ahora saquemos la segunda derivada: 

~: = -1i:ic:;) = -"~;~~ = -"(:;;)c"u2>. 
Así pues sustituyendo las ces. (2,2,11) y (2,2,12) en la ce. (2,2,5) obtenemos: 

:m( _ h2u2~~ _ 1i2u3) = -ku2 

Dividiendo ambos lados de la igualdad por -mh2 u 2 obtenemos: 

cPu k 
dlP + u = mh2 

Hagamos el siguiente cambio de variable: 

observemos que: 

k 
u'=u--

mh2 

á'u' cPu 
d!P = d!P 

y sustituyendo las ces. (2,2,16) y (2,2,15) en la ce.(2,2,14) obtenemos: 

á'u' 
d82 +u'= O 

de donde: 

á'u' =-u' 
d02 

(2,2,10) 

(2,2,11) 

(2,2,12) 

(2,2,13) 

(2,2,14) 

(2,2,15) 

(2,2,16) 

{2,2,17) 

(2,2, 18) 

que como sabemos es la ecuación del oscilador armónico cuya solución general es: 

k 
u'= u - mh2 =A cos(O - w) (2,2.19) 

--------~·· --· 
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2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACIÓN VIS VIVA 

Donde w y A son constantes de integración que dependen de las condiciones iniciales. 

De donde: 

u = .!. =A cos(O - w) + ~ 
r mh2 (2,2,20} 

por lo tanto: 

r = A cos(O - w) + ~ (2,2,21} 

multiplicamos y dividimos en la parte derecha de la igualdad anterior por "'f:': 

( ... :•) 
r = A"':' cos(O - w) + l 

(2,2,22} 

Que es la ecuación de las secciones cónicas, y como sabemos de nuestros cursos de 

geometría analílitica esta ecuación puede escribirse de la siguiente forma: 

r = p 
l + ccos(O- w) 

(2,3,23) 

Donde p = "'f:' es el scmilatus rcctum y e = A!!>~ es la excentricidad, es claro que 

runbas cantidades permanecen constantes, pues el momento angular se conserva. 

Así pues tenemos 4 casos: 

Si e< 1 entonces la solución es una elipse. 

Si e= O es un círculo. 

Si e= l es una parábola. 

Si e > l entonces se t.rata de una hipérbola. 

En la Fi¡;. 2.2a ,..., mue..~tr;t11 nula uno <l<· los casos posibles 

Ahora veamos el ca.-.o de la ••lipsc, multiplicando y dividiendo por (l+c} la cc.(2,2,22)obtenernos: 

r= ( 
111 /¡2 ) (1 +e) 

k(I +e) A"':' cos(O -w) + l 

....... . 
y sea r 0 = A(I+•)' as1 pues: 

(1 +e) 
r = rol + e cos(O - t:•) 

y además sabemos que r 0 = a(I - e), por lo que: 

(l +e) 
r = ro-l_+_c_cos--(0---""--.-) (1 + ccos(O - w)) 

(2,2,24) 

(2,2,25) 

(2,2,26) 

10 



2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACIÓN VIS VIVA 

Hlpérbol• 

rag. 2.2 • e_,. pooihln dt cóaic• 

En la fig. (2.2b) se muestra la elipse y cada uno de Jos elementos. 

Donde a es el semieje mayor de la órbita, e es la excentricidad de la elipse y ro es la 

distancia al periapside. 

Ahora hagamos la deducción de la ecuación -vis Viva~. 

Tomemos la ce. (2,3,23) y despejando ~ obtenemos: 

~ = l +e cos(O - 4') 
r 

diferenciemos la ce. (2.2.27) respecto al tiempo t: 

de donde: 

p dr 
- r 2 dt -e sen(O - w) '::: 

(2,2,27) 

(2,2,28) 

dr = r
2

e scn(O - w) dO = = sen(O - w) (r2 d
8

) = ~h scn(8 - w) 
dt p dt p dt p 

(2.2,29) 

----- -- --------------
-~~ __ _______... ______________________ _ 

·-------~ 
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2.2 EL CAMPO CENTRAL GR.AVITACIONAL Y LA ECUACIÓN VIS VIVA 

2• 

Cach uno d• loo dnna>lOI do la e!;p.e clocde • n el •..m.j• mllJ'Or, t " la .,..-.icicbd, '•" o! p•ziapoido, 
r,.n ~• apoa:ptidt y b n dusnitje mmcn 

y sustituyendo de la definición de p : 

dr ek _ 
dt = mh sen(O - w) 

retomando la ce. (2,1,31) y despejando r~ 

y retomando la ce. (2,2,27) 

de donde: 

dO mh 
r-=

dt r 

p mh2 

;:- =--¡;;:- = l + ecos(8 -w) 

h k 
-; = mh (1 + ecos(8 - w)) 

sustituyendo la ce. (2,2,31) en la ce. (2,2,33) 

(2,2,30) 

(2,2,31} 

(2,2,32) 

(2,2.33) 

I:? 



2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACIÓN \'IS \'IVA 

rdO = ~(1 + ccos(O-w)) 
dt mh 

ahora calculemos la norma de la velocidad según la ce. (2.1.20) 

k2 [ ] 
V

2 = m 2 h 2 c2 + l + 2ccos(0- w) 

SUillando y restando 1 

(2,2,34) 

(2,2,35) 

(2,2,36) 

(2,2,37) 

(2,2,38) 

v2 = m~;12 [e2 + 2 + 2ccos(O - w) - 1] = m~:, (c2 +2(1 + ccos(O - w)) - 1] (2,2,39) 

así pues sustituyendo la ce. (2,2,32) en la ce. (2,2,39) 

2 k2[, p] k2 [P (2 >] v = -- e + 2- - 1 = -- 2- + e - 1 
m 2h2 r m 2 h2 r 

de la definición de p 

k m 
h2 =¡; 

k 2 km 
/¡2 =-¡;-

sustituyendo la ce. (2,2,41) en la cc. (2,2,40) 

k [ p ] k ( 1 (e
2 

- l)J 
V

2 = - 2- + (c2 
- 1) = - 2- + ---

mp r m r p 

(2,2,40) 

(2,2,41} 

(2,2,42) 

pero sabemos de nuestros cursos de geometría analítica que p = a(l - c2 ), que sale de 
evaluar la ce. (2.2.26) para O= ~-

2 k [ l . (e
2 

- 1) l k [ l l] " =-;; 2;:..,. (a(l - c2)). = -;; 2;: - ¡;- (2,2,43) 

13 



2.3 LAS 3 LEYES DE KEPLER 

a esta ecuación se le llama "Vis Viva" y su importancia la veremos a continuación. 

Sabemos que la energía gra,·itacional total se puede escribir de la siguiente forma: 

,,._ 1 2 ( 1 2 k ( 
ürot.oJ = 2mv + •I• r) = 2mv - ;= 2,2,44) 

Donde con con E1o1.oJ la energía total del sistema, ~mv2 la energía cinética y 4>(r) = -~ 
es el potencial gravitacional. 

Sustituyendo la ce. (2,2,43) en Ja ce. (2,2,44) obtenemos: 

Er..w = .!. m ( k [2 .!. + -,-'(.,..e_
2 --___,l ,..,> 7]) 

2 m r (a(l - e2)) r 

k k k 
= ;= + 2a - 2a 

k k 
2a 

(2,2,45) 

Así acabamos de encontrar una expresión para la energía total de los cuerpos en el 

campo gravitacional central en términos 1inicamente de la constante gravitacional, de la 

masa del cuerpo central y del semieje mayor, así sólo basta medir cada una de ellas para 

conocer la energía de dicho cuerpo. 

2.3 Las 3 leyes de Kepler 

Dentro de Ja historia de la física existen casos curiosos <' interesantes, como el caso del 

clérigo Johanncs Kepler. h'.epler nació en 1571 en el pueblo de \\"cil en Swabia, en el sureste 

de Alemania. Su abuelo paterno, Scbald Kepler, fue un rcsp<'lado artesano que sir\'iÓ como 

alcalde del pueblo; su abuelo materno, Melcl1ior Guldenmann, fup un tabcrn<'ro y también 

alcalde del pueblo. Por otro lado su padre fue como dijo Kcpl<'r "un "'oldado inmoral~. y 

también describió a su n1adre <'n Jos mismos términos. De 157-1 a 1576 Johanncs \'ivió con 

sus abuelos; en 1576 sus padrP-" se 111Udaron a Lconberg, donde Johanncs <'ntró en la escuela 

Latina. En 158·1 ingresó al S<•minario ProtrstantP en Aldrrl•rrg, y en l:'">S!l comenzó su 

educación universitaria <'n la Universidad Protestante de Tübing••n. Allí .. ,:udió teulogia 

y pasó el cxarncn de ~1.~·\. PU 1591 y continu6 sus estudios C\Hno estudian:t· de posgrado. 

El profesor de matrmáticas de Keplrr fue !\.licha<•l !\.laestlin (J58U-!G3'..) !\.lae:.tlin fut• 

uno de los prirneros. a.strónornos en adherirse a la teoría hr•lioct'.·ntrica dt• Copernico. aunque 

en su univC"rsidad se enseñaba únicarnentc la teoría Ptolornt>ica. SolanJc-nte t•u lo flUC ahora 

podíamos llarna.r seminarios df' posgrado él lo «~xponia.. 

En 159-1 Kcplcr aceptó un pu~to con10 prof~r <lt• ruatt..•:n:í.:ica...~ c-n C'l Se:ninario Protes

tante en Graz (rn la pro\'inda Austriaca de Styria). El fue :ambiO:n contratado como d 

rnatcrnático dl·l distrito y el r·ncargado de hacer t•l c.-ileudari,• Kt.•ph·r ¡u.•rrn.~:-:.t•ciü Pn Graz 

hasta 1600, cuando todos los prot("!o.tante":S fut•ron for.:ado~ a convf•rtir;-...- .i.I catolirisrno 

ó ser obligados a dejar la provincia. Por s.eis afio":"-. r\t•p?er f':::--t•Üt.·, aritn1{·! u.-.~. g:<"Ornctria )" 

----------· "º ---
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2.3 LAS 3 LEYES DE KEPLER 

retórica. En su tiempo libre hizo sus estudios en astronomía y astrología. En 1597 Kepler 

se casó con Barbara Müller. En el mismo año publicó su primer trabajo importante, EL 
Af/STERIO DE LA COSA!OGRAFIA, en el cual argumentó que las distancias de 

Jos planetas del Sol en el sistema copcrnicano pueden ser determinados por cinco sólidos 

regulares, si uno supone que la órbita de un planeta es circunscrita cerca de un sólido y 

además inscribe éste en otro (ver la figura 2.3a). 

Flg2,3a 
En esta figura se mucstni el moddo que utilizó Kcplcr para 
aproximar las órbitas de Jos planetas mc<lian!e 5 sólidos regulares. 

Excepto por la órbita d<' '.\!c·rcurio, la construcción d<' K<'pkr produce n..,,ultados bas

tante buenos. Por su talento con10 inatt--rnático, fue invitado p~ ir 1"yc!10 Brahe a Praga a 

convertirse en su ayudante y c,i.tcular nueva.."i órbitas para 1~ pl~1.n.~t~, par;:. la....; obsC"n-a. 

--------~---· 
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2.3 LAS 3 LEYES DE KEPLER 

cioncs de Tycho. Keplcr se mudó a Praga en IGOO. Kepler sin•ió corno asistente de Tycho 

hasla la muerte de Tycho en lGOl y fue el sucesor de éste como Matemático Imperial, el 

más prestigioso puesto en matemáticas en Europa. Ocupó este cargo hasta 1612, cuando 

el Emperador Hodolfo 11 fue depuesto. Eu Praga Keplcr publicó un n1ímero importante de 

libros. En lGO·I Astrorwmrn pars Optica es decir "La parte Optica de la Astronomía" en 

el cual trató la refracción atmosférica así como también trató las lentes y dió una moderna 

explicación a cómo trabaja el ojo; en lGOG public<j De Std/a Nova "acerca de la nueva 

estrella~, que era acerca de una nueva estrella que había aparecido <'n lGO·I: y en 1G09 

su A$tronornia!Vova "La Nueva Astronotnía" que contenía sus prirncras dos leyes que 

vcrcrnos nuis adelante. Kcp)cr torn<·J un punto de vista dinátnir:o, introduciendo la física 

en los ciclos. 

En 1610 Kepler oyó y leyó acercad<' los descubrimientos de Galileo con su telescopio. 

R.-ipiclamentc escribió una extensa carta y un año después, obtuvo el uso de un tel!.'SCOpio. 

Publicó sus observaciones de los satélites jo,·ianos con el título Narratio de Obscrvatis 

Quatuor Jovis Satcllitibus "Narración acerca de Cuatro Satélitc-s de Jtipitcr Observa

dos", esto fur un cnorrnc soporte para Galileo, cuyos dc-scubri1nicntos cotno sabcn1os 

fueron rebajados o negados por muchos. Ambos tratados de Kcpler fueron rápidamente 

reimpresos en Florencia, Keplcr fue de los primeros en hacer una teoría del funcionruniento 

del telescopio en su Dioptricc, publicada en !Gl l. 

Durante este período los Kepler tuvieron tres hijos, Susanna ( 1G02), que se casó con e) 

asistente de Kepler, Jakob I3arL">ch, en !G30, Frieclrich ( IG0-1-lGl 1 ), y Ludwin (1G07-16G3). 

Ln esposa de Keplcr, Barloara, murió en 1Gl2, en el rnL'<mo aiio en que Kepler aceptó la 

posición de matemático del distrito de Linz, una posición que ocupó hasta 1G2G. En Linz 

Kcplcr se ca..-.;ó con Susanna Hcuttin~t·r. La pareja tuvo 5'?i.s niños, de los cuales 3 mudcron 

a n1u corta edad. 

En Linz, Kepler publicó su prinwr trabajo en cruuología y •·I nacirni•,nto <le Jc:.ús. En 

alemán en 1Gl3 y más amplio en latín en IGl4 De \"rro Armu qua A.-ternus Dei Filius 

//umnnarn l\'aturnm in Utero l3c11eclictae \'irgini:< ]\fariae Assumptis u Acerca del 

verdadero afio en que el ="irlo Dios a ..... utnió una. forrna lnuuana t•u el útero de Ja s..:'"lgrn.da 

\tirgcn l\taria". En e;tc trabajo dcn1ostn.'J que"' c.a.l1~ndario cri~tiano tenía un error de cinco 

ai1os. Entre 1617 y 1G21, K.-pler publicó E¡ntmru .·\str0110mwr Copern1canae "Epitome 

de la Astronomía Copernicrurn", <¡ue ~ convirtió en la influencia más grande para la 

introducción de la astronomía helinn•ntrica; .-n 1Gl9 publicó liarmomcc .\!undi ".\tundo 

:\rrnónico.,, en el cual deri"·ó l:L'i <Ílsta.nci;~~ heliocéntrica..~ .a k~ planetas y sus períodos de 

consideracioncs de arruon:a. rnusic:tJ En este trah .. "ljo cucontran1os su tercer ley. 

En 1615-lGIG, su madre fue acu,:.-ida de bn1ja, y fue liberada cinco años después gracias 

a la intervención de su hijo Johanncs. 

··-·--·----·-··--·~ ·----
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2.3 LAS 3 LEYES DE KEPLER 

Ahora veamos la~ 3 leyes de Keplcr, 

1) Los planetas se mueven en órbitas elípticas con el Sol en uno de sus focos. 

2) El vector posición de los planetas barre áreas iguales en tiempos iguales. 

3) El cubo del semieje mayor multiplicado por el inverso de la velocidad angular media 

al cuadrado e.'i una cantidad constante para todos los planetas. 

Ahora nos daremos a la tan•a de demostrar cada una. La primera la acabamos de 

demostrar en el capitulo anterior, de lwcl10 encontramos otras posibles órbitas de otros 

objetos (como parábolas, hipérbolas y círculos), vr~~mos pues la segunda ley. 

Ahora enfoquemos toda nuestra atención en la Fig. 2.3 

X 

Se ve que para un pequeño desplazamirnto s.• cumple, que si llamamos A al área que 

barre el vector posición en un avance de ángulo D.O, entonces claramente de la figura 3 se 

puede deducir que: 

(
L- .. >(altura) '(rscn{D.O)) ~ • ...\ :::::::: uu.s,. ~ = r :? . (2,3,l) 

----~---· -··-·-_,_..._...-·-- -:-

17 



2.3 LAS 3 LEYES DE KEPLER 

Por Jo que: 

AA r'r sen(AO) ó.O 
Ót = 2 ó.O ó.t 

(2,3,2) 

En el límite cuando AO es muy pequeño se cumple que sen(O) <::: AO y r' <::: r de donde 

Ja ce. (2.3.2) se simplifica en: 

dA r 2 dO 
dt = 2 dt 

(2, 3, 3) 

pero como ya vimos la parte derecha de la ce. (2.3.3) es la mitad del momento angular y 

es constante por lo que: 

integrando obtenemos: 

Con e =cte. 

A= !!.t+C 
2 

Con ésto concluimos la demostración de la segunda ley de Kepler. 

(2,3,4) 

(2,3,5) 

Para poder demostrar la 3° ley de Kepler es necesario hacer algunas demostraciones 

antes, para poder sacJlrla de manera evidente. 

Tomemos la ecuación de la energía total: 

(2,3,6) 

Pero como yn ,·irnos de Ja ce. (2,1,20), podemos sustituir el '-alor de la velocidad al 

cuadrado en coordenadas polares <'n la<'<'. (2,3,6) 

l ((dr) 2 
2 (d0) 2

) -rn - + r -
2 dt dt 

k 
- - = Er.,,.., 

r 

pero usando el cambio de '-ariable de u = ~ y dándonos cuenta que: 

(d0) 2 (d0) 2 1 r 2 
- = r 4 

- --::; = h 2 u 2 

dt dt r• 

de donde: 

de donde: 

-.~--·~, -

(2,3,7) 

(2,3,8) 
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2.3 LAS 3 LEYES DE KEPLER 

por lo que: 

(
du)2 2 
d8 = (Eroü1 + ku) rnh2 - u

2 

du = . /(EroW + ku)-2_ - u2 
dO V mh2 

son '\'ariablcs separables por lo que: 

(CEroW+ku) 11~2 -u2)-idu=d0 

y buscando en libros de tablas matemáticas vemos que: 

seaOo=~ 

de donde 

pero como sabemos: 

por lo tanto 

O= sen-• [ mh2u - k ] + ~ 
(k2 + 2Eroeo1mh2 )l 2 

(O-~) =sen -1 [ mh.,u - k ] 
2 (k2 + 2E,.....,mh2) l 

~ mh2 u -k 
sen(O- -) = --------,-

2 (P + 2S.,.oWmh2 ) l 

scn(O - ~) = sen(O) cos(- ~) - sen(-~) cos(O) 
2 2 2 

sen(O - ::'.:) = cos(O) 
2 

por lo tanto si sustituimos la ec. (2.3.18) en la ec. (2.3.16) obtenemos: 

de donde: 

h 2 u - A· 
cos(O) = -(k--2-..,.-_-2-E,.--....,-mh-,-)-i 

-----.. --------~--- ·~-----·-·-·· .........-----

1 CJ 

(2,3,10} 

(2,3,11) 

(2,3,12} 

(2,3,13) 

(2,3,14) 

(2,3,15) 

(2,3,16} 

(2,3,17} 

(2,3,18) 

(2,3,19) 
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de donde: 

por lo que: 

(k2 + 2.B¡-.....,mh2 )l cos(O) = h 2 mu - k 

(k2 + 2.B¡-.....,m'12
) l cos(O) + k = mh2 u 

(k2 + 2.B¡-.....,mh2 )l (O) 2-_ _ 
mh2 cos + mh2 - u 

J¡2 [ 1 ] 
r = k 1t•+26:¡·•·•'""'> ! cos(O) + l 

(2,3,20) 

(2,3,21) 

(2,3,22) 

por lo tanto comparando la ec. (2,3,22) con la ec. (2,2,22) vemos que necesariamente se 

tiene que cumplir que: 

e= ( l + 2Er°':2m'12) i 

de donde sustituyendo que k = GA1m: 

y como ya demostramos en la sección de la ecuación Vis Viva, de la ce. (2,2,45): 

así pues: 

( 
GAfm m'12 )l / L2 

e= 1 - 2~ G2,\f2m2 = \ 1 - aG.\fm2 

ele\'ando al cuadrado: 

.,2 - (1 L2 ) 
- - aG,\fm2 

-~=1-e2 
aG,\fm2 

L 2 = aGMm2 (1 - e2
) 

(2,3,23) 

(2,3,24) 

(2,3,25) 

(2,3,26) 
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2.3 LAS 3 LEYES DE KEPLER 

L = JaGMm2(1 - c2) = mJaGM(l - c2) 

Pero como ya vimos L = mr2~ de donde: 

dO ~----~ 
r 2 dt = ../aGM(l - c2) 

y como ya vimos en la ce. (2,2,26). sustituyendo r: 

a
2

(1 - c
2 f 1 

(dO) ../ 
(1 + ecos(0))2 dt = aGM(l - e') 

de donde se ve que nos queda una ecuación diferencial separable de donde: 

dO aGM(l - c2) dt _ / GM dt 
a'(l - c2 ) 4 - \a3 (1 - e 2 )3 (1 +e cos(0)) 2 

así que si integramos de ambos lados de la igualdad en la órbita completa.: 

{02. dO 
Jo (1 + ecos(0))2 

GM ,,. dt _ J GM p 
a 3(1 - c 2)3 lo -a'(I - c2)3 

donde Pes el periodo, citando de nuc\'o las tablas de integrales resulta que: 

,02• d:r 
Jo (a+ bcos(x))2 

2r.a 

(a2 _ i;>)Í 

de donde: 

[
2

" dO 2>r _ JGM 1 p 
lo (1 +ecos(0))2 = (1 - c•)f - a 3 (1 -e2)f 

por Jo tanto encontramos que: 

(2,3,27) 

(2,3,28) 

(2,3,29) 

(2,3,30) 

(2,3,31) 

(2,3,32) 

(2,3,33) 

(2,3,34) 

y como sabemos la \'C)ocidad angular media está dada por In distancia angular total (2>r) 

entre el tiempo que tarda en rt'Corrcrla ( <:>! pNiodo P). 

w=(~~)=2; (2,3,35) 

--.-·-----·---------- ---- --- ·---- -· -...------~-.- ~--,----,-.. ----------
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2.3 LAS 3 LEYES DE I<EPLER 

por lo tanto tomando la ce. (2,3,34) y la ce. (2,3,35) obtenemos la forma más conocida de 

Ja 3a ley de I<epler: 

a 3 w 2 = GAf (2,3,36) 

con ésto concluímos la demostración de las 3 leyes de Keplcr. 

3.1. 2.4 ELEMENTOS ORBITALES 

Los elementos orbitales son la excentriciclarl e, el semieje mayor a, la inclinación i, la 

longitud del nodo ascendente fl, la verdadera anomalía f, y el argumento del periapside tiJ. 

Con la.e; primcrn.s dos ya nos cncontnunos fa1niliarizados de nuestros cursos de geometría 

analítica y de lo que acabamos de ver en los capítulos antPriores, pero con los demás 

no. así que tendrcn1os que ver có1no son. Prirncro que nada verificarnos que son ú nuevas 

variables, al igual que son 6 variables cartesianas (3 para la posición y 3 para el momento}, 

nsí pues debe existir una transformación entre ambas. Para ver qué significa cada una de 

las nue\·as variables veamos la figura 2.4a y la figura 2.4b. 

Flg2A • 

\ 
TESIS CON l 

• FALLA DE ORIGEN l 
En esta fi!!'W" n mu«h d plano ot!>ilal dr la portlcüa. t.. rdaci6o al!n lo mom&lia c:<<á>lriu, 
E. qu< es d ingulo P'CE y la--~~ mwcnalla. (. QtX es d ~ PFL P.--a pequ<eas 
cxccn::riad.ldcs. estos dos ingulos son cui ig\WM. tl \."«ter que: VI dd puDlo F .i ~"('a 
d \'t'Ctor proyrcci6o dd vtttor que \.-a al r..m.do puato ~ a.obre d plmo orbilal ( el. rxn.o 
gamma es dond~ d rjC"Xy la rcli:pbn u toc-an) 

Los elc1ncnto:' son mucho 1n~'i cÓtrhHlns en Ill'.!chos ca.."'<.>~ pues en !.-!.. ... coordC'nada.s 

cartesianas, C'} prohlPn1a del cainpo gra'\·:tacioual d.'.1.do J><Jr un cuerpo .Y 1..;:-:a partícula de 

prueba orbitando aln_,-:lcdor, toda.."i la.." va:iahlrs c.-ir:csia.na .. ~ ~tO-'l \f:t.riand.:. (tanto la posi

ción como la velocidad), sin c1nbarho en térrnino:-;. c!e lo...~ t"lt·n1e!:tOS orbit~:.'.--:"'li, por ejernplo 

para el caso <le una órbita diptica. scilo e~ d :íngulv ü = f - .:- d que t'»tá '-ariando (w no 
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J'lc 1A ~ Ea ata figura H ex>eS1nD coda UDO de los ~-curios p.o dcfiEs b tnyectoria de .... portlcdo en el~ 
~non.al. se mucstn 11 iDcliDoó6c I quc a el""""" que formo el plmo _. 7bcápeka.u~11 reda de 
lnl~cl6a mir• d pllno ~ 7 11 cdíptico y .. -.. los puolOll CllrelDoS dc ckbl rccb con len - N 7 N". b 
loagilud dd. nodo ascc:odc:olc a a d ~ qlJl' torma la neta de idcnccti6a y el .;ex. TmnbMD .. mm:dr'll .. pmlo 
gamma l quc a d punlo dODdc K iolcnccUn d <jo X 7 lo ~ D ~o dd poriapsidc W que a d 6Qipllo que 

formo b p«>y..:cióa dd podo-len d plmo arbilcl 7 deje 1:, 

varia), en otra.~ palabra.-. para 6 coonknad:i..~ cartc:;ianas existen 6 elementos orbitales de 

Jos cuales 5 son constantes en el tiempo para el cmnpo central y para el problema de los 

dos cuerpos. 

En el apéndice 1 se ve cómo pasar de elementos orbitales a coordenadas cartesianas y 

también cómo pasar de coordenadas cartesianas a elementos orbitales. 

Con esto concluimos el capítulo 2. 
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111 El Problema de los 3 Cuerpos Restringido 

3.1 El Problema de los 3 Cuerpos General 

El problema de los 3 cuerpos 110 se ha podido resolver a pesar de que las mejores mentes 

de todos los tiempos han tratado de atacarlo y darle solución. Gente como Newton, Gauss, 

Lagrange, Poincaré, etc. 

m, 

,. 

Primero discutamos el Problema de los Tre:; Cuerpos en General (PTCG) para '\"er 

cuál es el probl<>ma dl' hallar su solución, supongamos que tenernos tres panículas aco
modadas de manera arbitraria, como se mu.,..tra en la fig. (3.1 ), supongan1os que esco

gemos cualquiera como la particula 1 y que ésta tienl' una mas.-.. rn 1 y t>Seog<·mos otra y 

la llamamos ¡>articula 2 con masa mz y por tiltimo tomarnos la partícula qu•• nos faltaba 

corno partícula 3 y cuya n1a.s •. "l rs 1nl· 

Entonc-t_"S la..,. N:"Uacioncs de ruovin1it"nto <"St.a.:-án dada .. ~ por: 

·---------· -·-- ···- -- -··- ----,·-:-·.··-,-·,_ _________ _ 
-""~--



Ill EL PROBLEMA DE LOS 3 CUERPOS RESTRINGIDO 

F-;, = m2a2 = F;, + F~ 

F~ = m 3 á"3 = F;, + F-;, 

(3,1,1) 

(3,1,2) 

(3,1,3) 

donde F,, es Ja fuerza total que actúa sobre Ja panícula i, rn, es la masa de Ja partícula 

i, F;1 es Ja fuerza que siente la partícula i-ésima debido a la j-ésima. 

Pero como Ja atracción entre ella.~ supondremos que es sólo gravitacional. 

(xj - x"j) 
- Grn,m 1 I _ l3 r31 

(3,1,4) 

(3,1,5) 

(3,1,6) 

con :i; la posición de la partícula i-ésima y el vector diferencia definido como 1 r(, 1=1 
xi - xj 1- La única información extra que podemos obtener está dada por la 3ª ley de 

Newton que nos dice que f';, = - f~ .. lo cual cambiaría el signo a algunos miembros de 

las ces. (3.1.4) (3.1.5) y (3.1.6). Pero si observamos que .rj - xi = -(xi - .r"j) 

(3,1,7) 

(3,1,8) 

(3,1,9) 

De donde obtenemos un conjunto dP 3 r.-uaciont-s dif,.n·ncialcs d<' segundo orden 

acopladas, que nadie ha podido solucionar más que para ca.-..o."< particulares como el que 

''alllos a discutir aquí y para casos triviales sin interés cit•ntífico (por ejemplo que estén 

inicialmente en reposo acomod:ulas en forma de triángulo equilátero y con la misma ma.o;a). 

3.2 El Problema Circular de los Tres Cuerpos Restringido 

y La Integral de Jacobi 

Ahora definiremos y vrn•mos el Problema Circular de Jos Tres Cuerpos Restringido 

(PCTCR). El problrma particular que vamos a tratar fue por primera ,..,z discutido por 

Lagrange en 1 Ti2. 

15 
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Hagamos algunas definiciones antes de comenzar la discusión, decimos que un cuerpo 

es un "cuerpo infinitesimal" si es atraído por masas finitas pero ella no atrae a los cuerpos 

de masa finita. La interpretación física de dicha definición es que un cuerpo infinitesimal 

es aquel cuya masa es tan pequeña que no perturba el rno\"imiento de los cuerpos de masa 

finita de manera apreciable. 

O. 32 Pl.ce.,,...,,o deil ~de los Trn ~ Jff.Sh"ftgldo, los r.-.-pos mas-os pwt con 
~ ~corrd8"1• J LI drst....aa~ ..,.._ ~ ~· 

El PCTCR consiste de dos cu<'rpos ma.si\"os que giran alrcd<"<lor de su centro de masa 

con \"elociclad angular constru1te y para facilitar d cálculo supongamos quí• la \"elocidad 

angular de rotación es 1, y un cunpo infinit<.,;imal que está a mere<"'<! del can1po gra,·ita

cional de estos dos cuerpos p.:•ro sin intl•rfcrir ,._n el rnovirnicnto dt· i-stos. 

Para facilitar aún 1ná."i los c•\lculos supon~atnos que Ja ~urna tlt• la..'> n1a.s..""L'i es 1. <"ntonces 

uno de los cuerpos tendrá una rna..-.."!. /' ~- la otra. una masa 1 - I'· llanwmos al primero 

el cuerpo 2 y al segundo d cuerpo 1, al cuerpo inlinit<-,.unal llami·mnslo cu<"rpo 3. Cab<• 

señalar que el ca..o;o quir nos ocupar;i. !'-oC.'f.;:\ r~I qut• cunipl.-. ,~nn la l~und1ción Jl < 1 1.--s d~ir 
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que la masa del cuerpo 2 es nmcho menor que la del cuerpo l. Sea la distancia entre los 

cuerpos masivos (que por cierto supondremos siempre constante) la unidad de distancia. 

Escojamos el origen de coordenadas en el centro de masa de los cuerpos masivos, y tres 

ejes ortogonales ((. r¡, .;) de ta.! forma que el plano {r¡ siempre contenga a los dos cuerpos 

ver fig. (3.2). Así pues el vector posición de cada uno de los cuerpos masivos estará dado 

por: 

rj = ({1,'11,0) (3,2,1) 

(3,2,2) 

Ahora sea r= ({, r¡,.;) el vector posición de Ja partícula infinitesimal entonces su ecuación 

de movimiento sera: 

.Pr r- rj r- r2 
-=-(l-1•)---µ--. 
dt 2 r,.13 r,.23 (3,2,3) 

Con r,.1 =Ir- rí 1 y por por otro lado r,.., =f r- r2 1 que son las distancias del cuerpo 

3 a las masas m 1 y m 2 respectivamente. 

Pero la ce. (3,2,3) se puede descomponer como: 

.Pt; { - {1 { - 6 - = -(1 - 1•)-- - 1•--
dt2 r,.13 r,.23 

d2,, ,, - '11 ,, - rt~ - = -(1 - 1•)-- - µ--
dt.2 r,.13 r,.23 

(3,2,4) 

(3,2,5) 

.P.; <; - <1 <; - e;., 
-d 2 = -(1 - µ)-3- - µ--, . (3,2,6) 

t r,.1 r,.2 

Pero como el mo,·imiento de la partícula infinitesimal depende de la posición de las 

otras dos es necesario ver las ecuaciones de las partículas masivas. 

{3,2,6a) 

Gµ(l - µ) _ 
T21 (3,2,6b) 

Pero tenemos la condicion extra r 12 = r 21 = etc = l y además no es dificil demostrar 

que ri2 = -ri1. 

-----,.,--,,.,-,--.,,.....,..-..,,,..,.,..-.,.,-------...,,.=···"'···""··.,--_,,,,_...,_,,, __ .,,, __ ,..,_,,-___ ,,,, __ ,,. __ _,==·-·"--='"''''°··~e· .. .,, .. .,,_ _______ __ 
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z 

ftw l.l Problema do lot T,... e_. R-..npdo-o dnde o1 --de.-,_ -
PI con la rnrs.ma WllioclClad .... .- kta CV9f'PO$ 

y 

Ahora, si nos c.·unbirunos a un sistema de referencia que tenga el mismo origen pero 

con ejes ortogonales x, y y :: tales que los ejes x e y están en el plano { '1 pero rotan a la 

misma velocidad angular de los cuerpos masi\·os, y d eje ;:; es paralelo al eje < 

de donde: 

{ = xcos(t) - yscn(t) 

'1 = xscn(t) + ycos(t) 

.;=:: 

el{ d:r dy 
dt = dt cos(t) - sen(t)x - dt scn(t) - cos(t)y 

(3,2,7) 

(3,2,8) 

(3,2,9) 
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cflt; cflx dx dx á'y dy dy 
- = -cos(t)-scn(t)--cos(t)x-- scn(t)-- scn(t}-cos(t}-+scn(t)y-- cos(t} 
dt2 dt2 . dt dt dt2 dt dJ 

l3,2,10} 
reagrupando y simplificando 

d2e (cPx d11) ( dx d2y ) - = cos(t) - - x - 2- + scn(t) - 2- - - +y 
dt2 dt2 dt dt dt2 (3,2,11) 

cflt; (cflx dy) ( dx cfly ) - = cos(t) -- - x - 2- - sen(t) 2- + - - y 
dt2 dt2 dt dt dt2 

(3,2,12} 

y como sabemos la distancia es un invariante ante rotaciones. Sustituyendo las ecs. (3,2,12} 
en la ce. (3,2,4) obtenemos: 

( d2x dy ) (cP" dx ) cos(t) - - 2- - x - sen(t) - - 2- - y = 
dt2 dt dt2 dt 

[
X - X1 Y - YI ] [:X - X2 !/ - !/2 ] -(1 - µ) --

3
- cos(t} - --

3
- scn(t) - 1• --

3
- cos(t) - --

3
- sen(t) 

rp1 r,,1 r112 r112 
(3,2,13) 

reagrupando: 

[cPx dy J [d2" dx J - - 2- - x cos(t) - - + 2- - y sen(t) = 
dt2 dt dt 2 dt 

[ 
X - X1 I - X2] [ Y - YI !/ - !h] - (1 - µ)--

3
- + µ--3 - cos(t) + (1 - 1•)--3- + µ--

3
- sen(t) 

r,,1 r,,2 r,,1 rJ112 
(3,2,14) 

de manera totalmente análoga obtenemos: 

[~~ - 2~~ - x] scn(t) - [~~ + 2~ - y] cos(t) = 

[ 
X - X1 I - X2] [ Y - Jll Y - !/2] - (1 -1•)--

3
- + µ--

3
- scn(t) - (1 - µ)--3- + µ--

3
- cos(t) 

r,,1 r,.2 r,.1 rp2 
(3,2,15) 

y por último 

á'z z z 
- =-(1-µ)--µ-. 
dt 2 r,.1

3 r,.2
3 (3,2,16) 

Multiplicando la ec. (3.2.14) por cos(t) y la ec. (3.1.15) por- sen(t) y sumando el 

resultado es: 

29 



Ill EL PROBLEMA DE LOS 3 CUERPOS RESTRINGIDO 

cflx dy X - Xi X - X2 
- - 2- - X= -(1 - ¡1)--- - ¡1---
dt2 dt r,. 13 r,.2 3 

multiplicando la ce. (3.2.14) por -scn{t) y la ec. (3.2.15) por cos(t) 

cPy dx y - y, y - 112 - + 2- - y= -(1 - 11)-- - 11--
dt2 dt r,.1

3 r,.2
3 

Así obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones 

cPx dy x-x 1 x-x2 - -2- - :r = -(1 -11)--- -11---
dt2 dt r,. 1

3 r,.2 3 

cPy dx !I - !11 y - 112 -+2- -y= -(l -11)-- -µ--
dt2 dt r,. 13 r,.2 3 

cP;: ;:, z 
- = -(1 -11)- -1•-- . 
dt2 r,.13 r,.23 

Tomemos la orientación de los ejes coordenados (rotantcs) de modo que: 

y,= !h =o 
en todo instante de tiempo; por lo tanto: 

cflx dy X - X1 X - X2 
- -2- -x= -(1-µ)---µ--
dt2 dt r,.1

3 r,.2 3 

cPy d.x y y 
-+2- -y= -(1-µ)- -µ
dt2 dt r,.1

3 r,.2 3 

(3,2,18) 

(3,2,19) 

(3,2,20) 

(3,2,21) 

(3,2,22) 

(3,2,23) 

(3,2,24) 

(3,2,25) 

(3,2,26) 

Este conjunto de ecuaciones admiten una integral que fue obtenida por primera '-ez 

por Jacobi en Comptes Rcndus des Scirnccs de París '"<>l. 111 pág. 59 y fue discutido 

por Hill en su artículo de la teoría lunar The A.merfran Journal of .\! athe11w.tir.s ,uJ. 1 
pag 18. 

Definimos: 

1 2 2 1 - 11 µ 
U(x,y,.::) = -(x +y)+ -- + -

2 r,.1 r,.2 
(3,2,27) 

y por definición r,,1 = J<x - x1 F +(y- y 1 )' + .::2 y r,.2 = JC:r - :r2 }" +(y - !hF + ;:2 

derivando la ec. (3,2,2i) con rcspt...,to a :r: 

JO 
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au x-x, x-x2 
- =X - {l - µ)--3- - µ--3-
8x r,.1 r,.2 

por lo tanto las ce. {3.2.24) se puede escribir como: 

d2 x _ 2 dy _ x = au 
dt2 dt ax 

Se procede de la misma manera para 'J:: y para ':,~ para obtener: 

cP11 dx au 
dt 2 + 2 dt - y = éJy 

cfl:: au 
dt2 = a:: 

(3,2,28) 

(3,2,29) 

(3,2,30) 

(3,2,31) 

si multiplicamos la ce. (3,2,29) por 2~, la ce. (3,2,30) por 2~ y la ce. (3,2,31) por 2~ 
obtenemos: 

2
d.xcflx _ 

4
d.x dy = 

2
dx au 

dt dt2 dt dt dt ax 
(3,2,32) 

2
dycfly + 

4
d.xd¡¡ = 

2
dyaU 

dt dt 2 dt dt dt éJy 
(3,2,33) 

d::d2:: dzBU 
2--=2--

dt dt2 dt ax (3,2,34) 

de donde si sumamos las cc:s. (3,2.32) (3,2,33) y (3,2,3-1): 

dxcflx d.xdy dycfly d.rdy d::d2:: dxéJU dyéJU d::éJU 
2---4--+2--· +·l-- +2-- = 2-- +2--+2-- (3,2,35) 

dt dt2 dt dt dt dt2 dt dt dt dt2 dt éJx dt éJy dt ax 

De donde 

(
d.xcflx dycí2y d:cfl::) = 2 (audx + au~~ + éJUd::) 2 
dt dt2 + dt dt 2 + dt dt 2 fJ:r dt éJy dt ax dt 

(3,2,36} 

'"Cmos que la segunda parte de la igualdad es la definición d<' la derivada total respecto a 

t de U(x(t), y(t), ::(t)) y vernos q1;.•: 

(3.2,37) 

~----------------~--·--··--------- --~- -
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de donde sustituyendo la ce. (3,2,37) en la ce. (3,2,36) 

! [(:r + c:~r + (:;rJ = ~(W(x,y,z)) (3,2,38) 

así podemos integrar de ambos lacios de la igualdad para obtener: 

(
dx)2 (dy)2 (dz)2 dt + dt + dt = 2U(x, y, z) - C (3,2,39) 

con e una constante en el tiempo y resulta evidente que la parte izquierda es el cuadrado 

de la norma de la velocidad en coordenadéL~ cartesianas del sistcrna rotantc. 

Como ya sabemos, para poder rcsoh·~r el prohlerna ncccsitarhunos de 5 intl'gralcs rnás. 

Si limitamos el cuerpo infinitPSimal a que sólo,.._. pueda movc•r <'n ,.) plano .\}" entonces 

sólo necesitamos 3 integrales más. Así parrcirra que solo falta c:-onoc<'r dos integralrs para 

resolver el problema, pero Bruns probó "" Ada J.fathr111atica vol. XI qu<' ••n coorde

nrulas rcctru1gulan-s no existe S<J!uciún algebraica y Poincaré probó en su Lt·., .\! éthodcs 

Nouvelle.~ de la J.lécaniquc Cdcsk \ 001. 1 cap. V que cuando los rlemento .... orbitales S<Jn 

usados como variables no hay nuevas integrales trascendentales. Aún cuando la masa de 

uno de los cuerpos finitos se haga muy pe<JU<'ña comparada con la otra. 



Capitulo IV Las Ecuaciones de la Variación de los 

Elementos Orbitales 

4.1 La Física del Encuentro Orbital entre la Partícula y el 

Satélite 

En el Problema Plano restringido de Tres cuerpos, d objetivo es encontrar cómo se 

modifica la órbita (alrededor del cuerpo central), de una partícula sin masa en presencia de 

un satélite (poco masivo) que también orbita alred<'<lor del cuerpo central. Supondremos 

que el satélite está. en una órbita circular exterior a la órbita elíptica de la partícula sin 

masa, como se mue,;tra en la Fig. 4.1 y supongrunos que las órbitas se recorren en sentido 

contrario al ele las mam-cillas del reloj. 

Corno la masa del satélite se supone mucho menor que la del cuerpo central, la ntayor 

parte del tiempo, la intera.cci6n gravita.cional partícula-satélite es prácticamente despre

ciable. Solamente cuando ocurre una conjunción la partícula ~siente" la presencia del 

satélite. Por estar en una órbita más interna, la velocidad angular media de la partícula 

es xnayor que la del satélite, por tanto, para una conjunción en el punto ~A" , la partícula 

siente prin1cro una fuerza tangencial debida al satélite, que va en la tnisma dirección que 

su velocidad tangencial. Después de la conjunción la partícula sufre una fuerz.a tangencial 

en sentido contrario. Sin ••mb1i.rgo, antes de la conjunción Ja velocidad relativa entre el 

satélite y la p:i.rtícula '"' m•·nor que desput'5 d<> la conjunción (puesto que la partícula 

va cantina del pcriapside) y la interacción dura más ti••mpo. Además sus órbitas están 

más cercanas (mayor fuerza gra,·itacional) antes de la conjunción. Así pues, la fuerza 

tangencial antes de Ja conjunción no solamente es mayor sino que a.ctúa por mil~ tiempo 

que la fuerJ'-'> uutgt•ncial después de la conjunción. El resultado neu> es un aumento en la 

v<>loci<lacl tangt>ncial d•• la partícula y en eonst'"CUPncia, su momenw angular aumenta. El 

autncnto en la velocidad tangencial irnplica tan1Lién un aun:1C"nto en la energía total dt• la 

partícula. Por tanto, la partícula "s<' 1n11da~ a una órbita mib <>xterna, doral<> finalmente 

su velocidad tang,<•ncial disrninuye CL'IÍ corno tarnbién su ,·elocidad angular. Entonces, el 

resultado neto de una conjunción en el punto ··.·\'" t•~" un aurnc-nto del rnomcnto angular y 

dcsput's de rni~rar a una órbita n1ás rxt~rna. una disrninución <'U la v~locidati angular. 

Unn interacción en el punto .. Il" ocurre dt-. rna.t1f'ra invrrsa. las órbita..'\ cst-án en con

vergencia y la partkula ca.mino cid apoap.~idt> (mínima \"docidad), por tanto. la fuer.<a 

tangencial antes de la conjunción que ,..,,, t•n la misma dir<>Cción que la vdocidad ta.ngt!n· 

cial, es rn<'nor y aetúa por nH'nos tiempo qut• la fuerza después dt• la eonjunción (frenado). 

La velocidad tangencial de la partícula disminuye, al igual qur su moml'nto angular )o. 

33 



Capitulo IV Las Ecuaciones de fa Variación de Jos E/cmcnr.os Orbitales 
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la p..'l.rtícula se ve ohligada a Krnigrar" a una órbita n1ás interna donde finalmente su 

velocidad angular aun1c-nta. 

Lo que intcres.'\ ahora es PXpr.,,..-.r cuantitati,nmente los cambios en la órbita de la 

partícula ant<' la pr..,...ncia <lPI satt'litr. 

4.2 Variación de los Elernentos Orbitales 

El problema restringido circular dt• los tres cuerpos se purde atacar por diversos 

caminos, lo quf:' nos.ostros haren1os c·n t"Slt .. capitulo será usar la hcrrami~nta estándar 

usada en la mccáni.-a celrste ciada por la tNJrÍa de las pequeñas perturbaciones que con

siste en poner hL"i ("(_·uar.ioní'S dt' 1novirnit·nto dC" la ¡>articula sin rna.s.a en ténninos de una 

TESIS CON ¡1 

FALLA DE ORIGEN 



Capitulo IV Las Ecuaciones de /a Variación de /os Elcrne11tos Orbitales 

función perturbadora. 

Cabe señalar que primero daremos una pequeña introducción del procedimiento y los 

pasos a seguir en este capítulo para podernos dar una visión global de lo que vamos a 

hacer y por qué. 

En esta sección nos ocuparemos de la variación de los elementos orbital.,,; osculantes 

de la partícula sin masa, en términos de la función perturbadora. Para ello partiremos de 

las ecuaciones de Newton, que son 3 ecuaciones dif<'renciak-s de segundo orden, escritas 

en términos de una función perturbadora. 

De aquí en adelante supondremos que el planeta es lo suficientemente 1nasivo y In 1nasa 

del satélite lo suficientemente pcqueím como para no tomar en cuenta el movimiento del 

planeta alrededor del centro d<' ma.."ll y referir el movimiento de la partícula rco;pccto a un 

sisterna de referencia inercial que cst."'i en el ct?ntro dt~I planeta. 

Supongrunos ademá.s que la masa del satt•lite es tan pt><¡ueüa como para sólo ser una 

perturbación ni movimiento elíptco que seguiría la partícula si no existiera el satélite. 

Supondremos, como ya lo mencionamos qu<' el pla1H'ta no se está n10,·iendo, que el 

satélite está en una órbita circular alrededor del planeta y que la partícula se encuentra 

orbitando alrededor del planeta sintiendo únicam<'nte la fuer1:a del planeta. 

Las ccuacion..s de 1\:ewton de la partícula de>.crita.s dt""'1e dicho sistema de referencia 

cstaran dada..."i por: 

á2x X UR 
(4,2,0,l) dt 2 + ,, ;::> OI 

á'y y UR 
(4,2,0,2) 

dt 2 + '';::> ºY 
á2::. ;m 

(4,2.0,3) dt 2 + 1•;3 o:: 
Donde (x, y,::.) son las coordl'nadas de la partícula n•feridas aJ sistema de referencia 

inercial ubicado en el centro del planeta, 1• = G.\fp1an«a con .\!,...,.~,,. la masa del planeta, 

;]'" es In fuerza grn,·itacional del planPta sobn· la partícula y 'l:'"R es la fuerza drl satélite 

sobre la partícula. 

~f Pdiante el rnétodo dr \7lriaci(•n dt> constantt~ podrt·n1os rncontrar la. doble derivada 

en el ticn1po de las coor<l~nada.." carh~iana..', p.--ro (~ta \"'t~z en tciorrninos de los clcn1entos 

orbitalt..~ osculantcs y al sustituir dicha. .. -; doblt..~ dt.•nv:a.d;L"" en la.."'j, t'"C'ua.cioncs dt"' ~e"'·ton 

encontranJC•~ G <>cuacioncs dr primrr grado qn .. tamhi•'u dependen de la función pcrtur

ba<fora. Luego definirt•mos ¡.,,_ brackt•ts dr La¡;r;u1g•· y deduciremos dos de sus principales 

propiedades rn.ás irnportantr.s, quf' son l."l anti~in11•tria y ~.obr(- todo su in,-arianria en el 

tiempo. 

=========--------------- ·---·- ·-
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Pondremos a continuación las G ecuaciones de primer ordrn que habíamos encontrado 

en términos de los brackets de Lagnmge. Utilizan•rnos el mi-tocio de \\'hittacker para 

calcular los brackeL'l de Lagrange, que consiste en Jian·r 3 rotaciom,,; para facilitar el 

cálculo de cada brncket. Aprovechando la propi•·dad de in,·ariancia en el tiempo de Jos 

brackets haremos una serie de Taylor de las coordcn;ul;L<; y c\-aluarcm•e>:> dicha serie cuando 

el tiempo t es igual al período P con lo qu<' se eliminaran todos los términos excepto los 

independientes en el tiempo. 

Así pues al sustituirlo en la..-; 6 ecuacioru .... ~ que \7unos a encontrar, que consistirán de 

los brnckeL-; de Lagrange multiplicados cada uno por .. 1 can1bio de un elemento orbital 

osculante en el tiempo, vamos a poder despejar el cambio de los elementos orbitales 

osculantcs en términos de la función p<!rturbadora para poder finalmente encontrar las 

siguientes ecuacione;: 

da 
dt 

de J(I - c 2 ) é1R Jc1 - c 2 ) é1R 
dt 

= 2 n.-. + 2 (1 - J(l - e2))-{J 
nac .,.., nac t: 

de 2 OR. tan(~) OR. 
-=---+ + 
dt na {Ja na2./(1 - e2) 81 

,/(1- e2)(1- Jc1 -e2>) OR. 

(na2 )<' oc 

Jc1 - e2) OR. 
dt = na2 e oc + J(l 

dt na2J(l - e2}»en/ 81 

(4,2,0,4) 

(4,2,0,5) 

(4,2,0,6) 

(4,2,0,7) 

(4,2,0,8) 

(4,2,0,9) 

donde todas las variables tienen el mismo significado que en t•I capítulo 2, excepto E = 
.>. + nr, donde E es la longitud media t•n época, ,\ l'S el longitud mcdm y T el tiempo de. 

paso por el pericrntro. que más adelante explican·mos. 

4.2.1 Elementos Orbitales Osculantcs y el Método de Variación 

de Constantes 

La fuerza del S.'ltélitc sobre la partícula de prueba <"Sta dada por la siguiente ecuación· 

-------~-·~·· 
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(4,2,1,1) 

así vemos que las ces. de movimiento de la partícula son: 

tf2x X 

dt2 + 1•;:; = "R1 (4,2,1,2) 

d2y y 
dt2 + i•;:; = n, (4,2,l,3) 

d2z z 
dt2 + 1•;:; = 'R,3 (4,2,l,4) 

Conµ= GAf y r = ..Jx2 +y>+ z2 y 'Ri,"R, y 'R.3 las componentes del gradiente de la 

función perturbadora "R.: 

(4,2,1,5) 

(4,2,1,6) 

(4,2,1,7) 

Supongamos por un momento que las ces. (4,2,1,5) a (4,2,1,7), son identicamente cero, 
entonces la solución es idéntica a la del campo central y las 6 coordenadas cartesianas de 

posición y '-elocidad se pueden ..scribir como:: 

X = Ji (ci, C2, C3, 4, C-5, C,;, t) 

dx 
dt = g 1 (c1 , c., c 3 , c.. c5 , c.,., t) 

y= h(c1,c.,c3,4,c~.c.,.,t) 

tiy 
tit = g2(c 1, e,_ e,, c ... e~, c,;, t) 

:: = j,(c1,c2,c,,c~,c~,c.,.,t) 

ti:: 
tit = g,(c¡. e,, C3, c.. C5, C<;, t) 

(4,2,1,8) 

(4,2,1,9} 

4,2,1,10 

(4,2,1,11) 

4,2,1,12 

(4,2,1,13) 

donde las 6 constantes repres<-ntan los 6 element<>S orbitales que definen una órbita en el 

espacio tridimensional: 

C¡ =a 

c2 =e 

---....,.-----------------------~---·o--._-,.,,-c,., ___ ... ,,, .. """""'""""_,.,..,. __ ..,.,....,_~ 
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C!> = J 

Como vimos en el capítulo 2, sección 2.4, a es el semieje mayor, e es la excentricidad, 

w es el argumento del periapside, J es la inclinación y n la longitud del nodo ascendente. 

El único elemento nuevo es E: que describiremos a continuación. 

Definimos la anomalia media, J.f, como: 

/l,f = 11(1 - r) (4,2,1,14) 

Con n la velocidad angular media, t el tiempo y r el tiempo de paso por el pericentro. 

Recordemos de la fig. (2,4a) que la anomalía excentrica E es el ángulo P'CE, se puede 

demostrar que se cumplen las siguientes relaciones para E. 

(4,2,15) 

que es la ecuación de Kepler, y también: 

M =E - csen(E) (4,2,1,16) 

Definimos la longitud media, >.cómo: 

..\=:M+w (4,2,1,17) 

Definimos por último a la longitud media en época (mean Jongitude at epoch), E:, 

cómo: 

E:=>. - ni (4.2,1,18) 

Sustituyendo la ce. (4,2,1,14) y la ce. (4,2,1,17) en la ec. (4,2,1,18) encontrarnos: 

é = i:.J - nT (4,2,1,19) 

Después de haber definido cada una de la..~ constantes que usaremos continuemos con 

nuestro análisis. En el mo•·imiento que estarnos describiendo, c 1 , c2 , ••. ,e,¡ son constantes, 

de donde: 

¡.;.2, 1,20) 

con k= 1, 2, 3. 

38 



Capitulo IV Las Ecuaciones de In Variación de los Elemento.o; Orbitales 

Como ya se puede vislumbrar en el método de variación de constantes, éstas dejan de 
serlo y se convierten en funciones del tiempo, es decir: 

c., = c.,(t) 

con i= 1, 2, 3. 

La derivada total de :z: es entonces: 

dx = 01i + t_ a¡, c1c; 
dt éJt •=I Oc., dt 

dy = éJ/2 + t éJh de; 
dt éJt •=I De., dt 

dz = D/3 + t_ a¡, de., 
dt lJt •=I De, dt 

De aquí en adelante usaremos la notación de Einstein, en la cual: 

(4,2,1,21) 

(4,2,1,22) 

(4,2,1,23) 

a) Los índices latinos como i, j, k, etc, tomarán los valores 1, 2, 3. Por otro lado Jos 

índicies griegos como I'• v, "(, etc, tomarán los valorcs de 1, 2, 3, 4, 5, 6, entendiendo que 

:z:, = :z:, :Z:2 = y y %3 = :::. 
b) Cuando dos índices estén re¡wtidos dt•ntro de un mismo término de una ecuación, 

uno arriba y otro abajo, se entenderá que se esta sumando sobre todos los índices. es 
decir: 

Df; dx,. = t (ªf· dx,.) (4,2,1,24) 
lJx,. dt ,.= 1 dx,. dt 

Así pues al conjunto de la ec. (4.2.1.21) a la ec. (4.2.1.23) lo podemos escribir de la 
siguiente forma: 

dx, = 8/, + DJ, de,. 
dt éJt De,. dt 

Para seguir con el análisis introduzcamos la siguiente condicion extra: 

por lo tanto: 

Df, de,. =o 
De,. dt 

e&:, a¡, 
-;¡¡ = ¡¡¡ = g, 

y si deri,-amos de nUC\'O la ec. (4.2.1.27) obt<-nemos: 

(4,2,1,25) 

(4,2,1,26) 

(4.2,1,27) 
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á2x; = 0 2f; + [_!!_(ªf·)] de,, 
dt2 Ot2 Oc,. Dt dt 

de donde por (4.2.1.27) obtenemos: 

á2x; = éP f; [ Og,] de,. 
dt2 éJt2 + éJc,. dt 

(4,2,1,28) 

(4,2,1,30) 

Por otro lado al conjunto de la ce. (4.2.1.2) a la (4.2.1.4) lo podemos escribir como: 

tflz, X¡ 

di2 + ''-;i = 'R, (4,2,1,31) 

Así pues si sustituimos la ec. (4.2.1.30) en la ce. (4.2.1.31) obtenemos 

éP J. + [ og, ] de,. + .!!... J, _ &R. 
8t2 oc,. dt r 3 ' - éJx, 

(4,2,1,32). 

donde r = J fi 2 + j,2 + f32
, reagrupando Ja ce. (4.2.1.32) obtenemos: 

[
éP J. .!!... J,] é)g, de,. = 8'R. 
éJt2 + r 3 ' + éJc,. dt éJ:r, (4,2,1,33) 

Pero como sabemos en el can1po central: 

éf' J. µ 
iii2 + rJJ. =o. (4,2,1,34) 

por lo que al sustituir la ce. (4.2.1.34) en la ce. (4.2.1.33) obtenernos: 

éJg, de,. éJR 
8
--d = 

0
- (4,2,1,35) 

c,. t :r, 

Para ser consistentes con lo que deduciremos más adelante r~ribamos Ja ce. (4.2.1.26) 

y la ce. (4.2.1.35} de la siguiente forma: 

éJg, de,, iJR 
oc,, dt = éJx, 

A partir de esta..'> ceuacionl'S definiremos el hracket de Lagrange. 

¡,...---,----:--------------..,.,....,..,..-...,.....,_.---··c-=ccc .. 

(4,2,1,36) 

(4,2,1,37) 
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4.2.2 El Bracket de Lagrange y la independencia en el tiem

po de los Brackets de Lagrange 

En esta sección vamos a definir el bracket de Lagrange y a deducir dos de sus propiedades 

más importantes que son: la antisin1ctría y su invariancia f"n el tiernpo. 

Para poder utilizar los br;u:kets de 1--.grange y sus propiedades para escribir las ecua

ciones que encontramos en la S<.·cciún anterior (la t•c. (4,2,1,36) y la ce. (4,2,1,37)) en 

términos de los brackets de Lagrange, para t•n la scc-ción qu.- sigue, mediante el método 

de \Vhittacker calcular explícitamente los bradceL~. 

Para definir el bracket <le Lagrange tratemos de deducir como se relaciona con Ja.<; 

ecuaciones que ya hemos visto. Tomemos la ce. {-l.2.1.36) y multipliquémosla por-~ 
para obtener: 

_ a J, D9, dcv = 
0 

Dr.,, De,. dt 

y si por otro lado multiplicamos la ce. (4,2,1,37) por f!!:: obtenemos: 

éJJ, 89, CÚ'v é)"R. éJJ, 
8cµ Oc., dt éJx, Dc14 

Sumando la ce. (4,2,2,1) y la ce. (4.2,2.2) obt<'nemos: 

a¡, éJg, dcv éJf, éJ9, dcv 
ac,. OCv dt - OCv oc,. dt 

Definimos el Bracket de Lagrange como: 

[c,., Cv] = t. ( éJj, 89, _ éJj, 09,) 
•= 1 ac,. UCv Dcv ac,. 

Observamos la primera propiedad del Bracket de Lagrange: 

(c,.,cvJ = -[cv,r,.J 

A esta propiedad s..• le llama antisimetria. 

(4,2,2,1) 

(4,2,2,2) 

(4,2,2,3) 

(4,2,2,4) 

(4,2,2,5) 

Vemos que dado que I' y v toman '"'lores entre 1 y 6, entonces el número total de 

Brackets de L-.grang<' posibles es 6 x 6 = 36. Se pm'<le formar una matriz de 6 x 6 pero por 

la propiedad di'.' antisim<.>tria la diagonal dt• dicha matriz tiene qut• ser nccesariamcnle cero 

para cada uno de sus t~h~rnentos, a.'iÍ qu\_" ~>n 6 ruenos lh• los 36, lo cua.l nos <leja sólo 30, 

pero de nuevo por la propit'\lad de antisimctria sólo hay 15 hrackeL-; distintos (se puNlen 

escoger arbitrarianwnt.- los dt• arribad•• la diagon;ll, los dt• aba.jo solo '-ari;uán de éstos 

por el signo). 

---:---:------------~---· ·-·-··----· ........ _ - --- -
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Por último vemos que la ce. (4.2.2.3) se puede escribir usando la notación de l>rackets 

de Lagrange como: 

{4,2,2,6) 

Veamos ahora la independencia en el tiempo de los l>rackets de Lagnmge. Tomemos 

según la definición r:I l>racket de Lagrange de dos elementos orbitales cualesquiera. Sin 

pérdida de generalidad sean ¡>y q dos elementos orbitales cuales<.¡uiera. 

[p,qj = t (Df, i'J9, _a¡, c19,) 
•=t Dp Dq clq {}p 

(4,2,2,7) 

sacando la derh'a<la parcial en el tiempo d<> ambos lados de la igualdad: 

8(p,qJ = t [!!...(DJ,)D9, + DJ,!!_(c19,)- !!_(DJ,)89, _ Df,!!_(lJg,)] 
éJt •= 1 éJt {}p uq éJp Dt Dq éJt oq {}p Dq éJt {}¡1 

(4,2,2,8) 

y como suponemos que todas las variables son de clase é1 (al menos dos veces difcrcncia

blcs), entonces podemos intercambiar el orden de las derÍ\~lCJas: 

lJ[p, qJ = t [ éJ2 f, éJ9, + DJ, éJ29, _ éJ2 J, éJg, _ a¡, 029,] 
at •= 1 {}¡Jé)t <'Jq a,. DqéJt DqéJt éJp Dq {}¡>éJt 

(4,2,2,9) 

Pero por otro lado observemos qul': 

!!_(DJ,Dg, _ Df,éJ9,) _ !!_(Df,éJ9, _ DJ,Dg,) 
{}p éJt De¡ Dq Ot éJq éJt éJp éJp éJt 

(4,2,2.10) 

Vemos que las cantidades encerradas ro pan'nt<'Sis se diminan, así pues nos queda 

la ce. (4.2.2.9), sal.-o por la sumatoria. Sustituyendo la t'C. (4.2.2.10) en la ec. {-1.2.2.9) 

encontramos: 

( 4,2,2.11) 

Tomemos la función potencial dada por <t>(r) = -~. dt• dorull! por la sc.-gunda ley de 

Ne,\·ton: 

---
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(4,2,2,12) 

así pues observamos también que: 

.!..!!... [(éJ/,)2] = .! [2ºf• 8(~ >] = éJJ, 8(~) 
2 éJq éJt 2 éJt 8q éJt éJq 

(4,2,2,13) 

pero usando la ce. (4,2,1,27), vemos que podemos sustituir ?'¡ft = ~ en la ce. (4,2,2,13) 

de donde: 

éJ[p,q) =f:.[.!!...(_!éJ[~)2 _ éJ<J•(r)éJx,)- .!!...(.!_éJ(~) 2 _ O<t>(r)fü;)] 
éJt •=l é)p 2 éJq é)z, é}q é}q 2 éJp ax, éJp 

= 3 [.!!...(.! éJ[~J2 _ O<l•(r)) _ .!!...(.! éJ(~)2 _ éJ<l•(r))] 
~ éJp 2 é}q éJq éJq 2 éJp éJp 

(4,2,2,14) 

de donde: 

éJ[p, q) = t. [...!!:__ (.! [d.x'] 2 - cJ•(r)) - ...!!:__ (.!. ['Jx•] 2 - <Z>(r>)] = 
éJt •= 1 éJpéJq 2 dt éJqéJp 2 dt 

= t [...!!?_(.![d.x']
2 

- cJ>(r) - .![d.x']
2 

+ <Z>(r))] =O (4,2,2,15) •=• éJpé}q 2 dt 2 dt 

por lo tanto: 

éJ[p,qJ - o 
éJt - (4,2,2,16) 

Por otro lado se puede demostrar que la ce. (4,2,2,4) se puede escribir de la siguiente 

forma: 

{c,.,c~J = t (?r, D~'!f¡') _ ?.r, 8(~)) 
a:;;t Oc,.. iJc., <.Je.. iJc~ 

(4.2,2,17) 

Que será la definición útil para nu<'Stros pro¡><"-itos. 

4.2.3 El IV1étodo de \Vhittaker para obtener los brackets de 

Lagrange 

Ahora que hemos definido los bmckcts de La~rangc y hemos deducido dos de sus 

propiedades más importantes; usaremos el método de \\'hittackl'r para calcular de manera 

explícita les brackcts de La~rangt•. 
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El método de \Vhittaker se basa en una SC'rie de rotaciones para facilitar el cálculo de 
los brackets de Lagrange y luego rn una aproximación mNliante nna serie de Taylor. 

Hagamos una rotación en el sistema.\}' Z alr<><l<'<lor del eje Z, de +n, así pues haciendo 

el cambio de coordenadas: 

:r: = :r:'cosfl - y'senfl (4,2,3,1) 

y = :r:' sen n + y' cos n (4,2,3,2) 

z = =' (4,2,3,3) 

donde :r:', y' y :! son las coordenadas cartesianas rotadas, de a.qui en adelante supondre 
que ':J: = O, sólo significa que n no depende cxplicitamente del tiempo (lo cual no implica 

que no varíe en el tiempo). 

Así pues: 

reagrupando: 

ax é}:r:' • cJn é)y' an 
Op = Op COS D - X sen fl é)¡> - éJp sen n - y' COS fl Op 

:; =e: -y'::) cosfl - (x•: +°:,)sen S1 = A1 cosfl - B 1 sen(O) 

donde: 

lJ:r:' ,un 
A1 = éJp - y éJp 

B ,éin lJy' 
1=xéJp+éJp 

De manera totalmente análoga podemos obtener: 

lJy ( é}y' lJíl ) (ax' lJS1 ) éJp = éJp + x' éJp cosD + éJp - y' éJp sen s:l = B1 cosfl + A 1 sen O 

Ahora hagamos lo mL'>mo para: 

dx d.x' dy' 
di = dt cos n - dt sen n 

sacando la parcial respecto de pele la ce. (4.2.3.7): 

(4,2,3,4) 

(4,2,3,5) 

(4,2,3,6) 

(4.2,3,7) 
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B(~) = éJ(~') cosn- (dx' scnn)an - D(!!J.'.-) scnn - dy' cosnéln = 
é}p éJp dt éJ¡> éJ¡> dt é}p 

8(g) (ª<dz'> dy'é)fl) (ª(!!1l) dx'Df!) 
_!1L_ = ~ - -- cosn- --"'- + -- scnfl = C 1 cosn- D 1 senn 

é}p é}p dt é}p éJp dt é}p • 
. (4,2,3,8) 

donde: 

e _ ac '!(, > dy' oo 
1- é}p --;¡¡é}p 

a e !!1l > d.r' oo Di = _d_r_ + --
é}p dt é}p 

de manera totalmente análoga a como sucedió en el caso anterior, vemos que 

éJ( !1i) 
~ = D 1 cosn+C1 scnf2 

Y de manera análoga, sean: 

Encontramos. que: 

a.r ,an 
.42 = - -y-

éJq éJq 

Eh = x' élnéJq + 8y' 
éJq 

e,= ac"{, > _ dv' an 
Oq dt 8q 

ac 9:. ) d.r' an 
D-z=~+--

Oq dt éJq 

ax 
éJq = A2cosn - fhscnn 

éJy 
Bq = B2cos S1 + A 2 scnfl 

8(~) 
~ = C2cosS1-- D2senn 

(4,2,3,9) 

(4,2,3,10) 

(4,2,3,11) 

(4,2,3,12} 
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(4,2,3,13) 

De donde obtenemos que al multiplicar la ce. (4,2,3,5) por la ce. (4,2,3,12): 

ax a(~) 
lJp ~ = (A 1 cosn - B 1 sen íl)(C2 cosn- D 2 scnn) = 

de manera análoga: 

(4,2,3,15) 

por lo tanto obtenernos que: 

(4,2,3,16) 

que se puede escribir de la siguiente manera: 

+((,hD1 - .-l.1D2) + (B2C1 - B1C2)) scnílcosn. (4,2,3,17) 

Y de manera totalmente' análoga: 

é)y 8( 9.) iJy 8( 9. ) 2 2 
lJp ~ - éJq ~ = (81~ - B,D1)cos n+ (A1C2 -A2C1)scn n+ 

+((.-t1D2 -A2D1) + (B1C2 - B,Ci)) scnOcosO = 

= (B1D2 - /hD1) cos2 O+ (A1C2 - A2C1)sen2 0 

(4,2,3,18) 
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Recordemos la definición de bracket de Lagrange dado por la ce. (4,2,2,17), pero ahora 
desarrollemos la sumatoria: 

(p,q) = (ªx8('áf) - 8x8('áf)) + (°'J8(7,) - 8y8(7,)) +(ªza(~) - aza(r,)) 
ap aq aq ap éJp oq aq ap ap aq oq ap 

(4,2,3,19) 

Definimos: 

éJ(A, B) - éJA éJB DA an 
a(p, q) = ap üq - oq ap · 

(4,2,3,20) 

De donde la ec. (4.2.3.19) se puede escribir como: 

(p J _ éJ(x, ~p Ü(y, 7,) éJ(z, 'áf) 
• q - ü(p, q) + ü(p, q) + éJ(p, q) . (4,2,3,21) 

Pero los primeros dos términos de la ce. (4,2,3,21) son lo que calculamos en la ce. 

(4,2,3,17) y en la ec. (4,2,3,18), así pues obtenemos: 

(p,q] = (A,C:z - A,Ci)cos2 0 + (B1D 2 - B2Di)scn2 0+ 

+((A2D1-A1D2)+(B;,C,-B,C2)) sen n cosfl+(B,D2-B2Di) cos2 n+(A,C2 -A:zC1) sen2 n 

( ) 
8(z.~) 

- (A2D1 -A1D2) + (B,C1 - B 1C2 ) senflcosfl + ~ 

Simplificando: 

éJ(- ~) 
(p,q) = (A1C2 - A:zCi) + (B1D2 - B2D,) + ~(-· ) 

V p,q 

Calculemos cada uno de los términos y simplifiquemos: 

(4,2,3,22) 

(4,2,3,23) 

A,C, -A,C, = (ª:r' - y'an) (ª<".U'> - dy'OO) - (ªx' - 1/ªn) (ª'".U'> - dy'an) = 
éJp éJp éJq d t Üq iJq . éJq éJp dt éJp 

_ éJ(x',",ú') ( ,ac",U'> dy'éJ:r')an ( dy'ü.r' ,ac".{,>)an - + -y +-- -+ ---+y -
a(p, q) Dq dt oq ap dt op ap oq 

(4,2,3.24) 

y de manera t-Otalmentc análoga obtt>ncmos: 

B D _1r:t.D = éJ(y'.~) ( ,a(~)_dx'iJy')an (dx'üy' _ ,<>c"J,'.J)un 
I 2 ~ 1 o(p,q) + X Oq dt oq éJp + dt (}¡i I {)¡> Oq . ('1,2.3,25) 

·----· ---,----~----------
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Definimos: 
a( ' dz') D( ' ~) D(·' "") 

(¡ I' - X ' di !J ' di - ' .df 1q - +----+----• - D(p, q) D(p, q) D(p, q) 
(4,2,3,26) 

De donde sustituyendo la ec. (4.2.3.24) la ec. (4.2.3.25} en la ec. (4.2.3.19} y a ese 

resultado sustituimos la definición dada por la ec. (4,2,3,26}, y usando que por simetría 
D<•.~) = D(","Jil obtenemos: O<MT O(p,q) 

(p 1 (¡ )' ( ,D("{.) dy'Dx' ,D(~) dx'Dy')Dn 
'q = '· q + - !/ Dq + dt Dq + X iJq - dt Dq Dp + 

+(
_dy'Dx' ~-y'DC'!J.'>+dx'éJy' -x'D(r,))an ( ) 

dt Dp ~ Dp dt iJ¡1 Dp Dq 4,2,3,27 

Pero hagamos la siguiente observación: 

éJ(:x'r,) Dx'dy' ,D(~) é)y'Dx' ,D("f,) 
--¡¡;¡- = éJq dt + x DQ - Dq 0t - y ¡¡;¡-

y se puede hacer de manera totalmente análoga para p, por lo que obtenemos: 

(p 1 = (p !' (DnD(:x'r, -y'~)_ éJíW(x'r, -y''iij'.)) 
,q ,q + Dp Dq éJq Dp 

pero de la definición dada por la ec. (4.2.3.20) obtf'ncmos: 

(4,2,3,28) 

(4,2,3,29) 

(4,2,3,30) 

pero recordemos de la <-c.(2.4.7), que vimos en capitulo 2, x'~ - v'":,' = h, pero en este 

caso tenemos inclinación /, así podemos concluir que: 

por lo tanto obtenemos: 

T = .ja(l - e 2 )cos/ 

{¡I 1 r.. J' éJ(O, T) 
,q = 1.1'•'1 + -¡¡;--) 

(p,q 

(4,2,3,31) 

(4,2,3,32) 

Usemos otro cambio de coordenadas, este será una rotación de ángulo I alrededor del 

el eje X', dándonos las siguientes relaciones: 

x' = r# (4,2,3,33) 

(4.2.3.3~) 
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z' = yn sen I + z"cos/ (4,2,3,35) 

Es obvio que dado que se puede hacer x, y, z como coordenadas en índices, el resultado 

de dicha rotación será totalmente análoga a la que acabrunos de hacer, así no será necesario 

hacer toda la deducción de nue\'o. 

Así pues resulta que: 

éJ(O ndz" n!!JL.) 
(p J'=(p ]"+ ,ydt-z dt 

' q ' q éJ(¡1, q) (4,2,3,36) 

Pero z'' y d:U" son cero pues x", y" coinciden con d plano orbita.1, de donde: 

(p, q)' = ¡,,, q]" (4,2,3,37) 

Finalmente hagamos una rotación alredroor del ejc z" cn un ángulo w = w - n, y a 

estas nuevas coordenadas dcsignémoslas con las letras X, Y, Z y que el plano XY coincida 

con el plano orbital y el eje X este dircccionado (dirigido) en la dirección del perihelio, y 

como también es una rotación encontramos: 

éJ( - f! \' dl' }' dX) 
[p, q]" = (p. q¡- + w - ~(,,::/') - di (4,2,3,38) 

y en este sistema de referencia definimos: 

(4,2,3,39) 

de donde: 

[p ] 
.. = (p 

1
_ éJ(w - n,h) 

• q • q + éJ(p, q) (4.2,3,40) 

Sustituyendo la ce. (4.2.3.39) cn la ce. (-i.2.3.38) y usando que [p, qj' = [p,q]" como lo 

vimos en la ec. (4,2,3,37) y sustituyendo todo en la ce. (4,2.3,32) obtenemos: 

(p 1 _ (!P ¡- D(w - o. h)) O(n. T) 
,q - ,q + éJ(p,q) + (1',q) (4.2.3,41) 

:\hora que ya encontramos la .-c. ( 4.2.3.41) usemos una apru.-.:imación en serie de Taylor 

de.\, Y para poder calcular los brackeL~ de 1--.grange de cada demcnto orbital . 

.,-----------------==-="'""''"""'"'·"°"··=~· '. . ...........--:'-· . --····-- - . ------------
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4.2.4 Aproximación en Serie de Taylor de las Coordenadas 

Cartesianas en Términos de los Elementos Orbitales 

El hacer tres rotaciones y ver corno se veían en <~le uur.vo sbtcrna de referencia los 
brackets de Lagrangc, aunque fue un proceso laborioso, nos ayudará para que en esta 

nueva sección calcularnos la serie de Taylor de la ... -; coordC"uadas cartesianas en este nue\'o 
sisterna de refcr.,ncia {X y Y) en términos de los <>lemcntos orbitales osculantes. Con 

lo que \7unos a encontrar en esta sección y lo que ~ncoutrrunos en la sección anterior 

podremos calcular finalmente los brackeL~ de Lagrange de manera explicita. 

Como sabemos las series de Taylor de las coordenadas estarán dadas por: 

X-X dX0 ( -P) cPX0 (t-P)
2 

- - - º + dt t + ,u2 2! + ··· (4,2,4,1) 

dl':. cP1-;, (t - P) 2 

y= Yo+ dt(t - P) + dt2 2! + ... (4,2,4,2) 

Pero como sabemos las coordenadas cartesianas en términos de los elementos orbitales, 

ver Apéndice 1, están dadas por: 

X= reos(/+ ,.:;)eosO - rsen(f + w) sen íleos I (4,2,4,3) 

Y= reos(/+ O) senOcosE" + rsen(/ + w)(cosncos I COSE" - sen I sen E") (4,2,4,4) 

Z =reos(/+ w) sen Osen E"+ r sen(/+ w)(cos neos J sen E"+ sen J cosE") (4,2,4,5) 

Así pues, dado que en este sistema de referencia f2 = O, I = O, E = O, y además 

sabemos de la ce. (2,3,32) que r = (ti~-;:;,:~¡ obtt'nemos entonces que: 

a{l-e2 ) _ 

X= {l+e<cos/}cos(/+w) (4,2,4,6) 

a{ 1 - e') -
}" = sen (f + w) 

(1 + ec:osf) 
(·l,2,4,i} 

de donde si _evaluamos la ec.(·l.2.4.6) en t = O y •-scojcmos el tiempo de t-a1 forma que en 

ese instante: /(t =O) =o y w(t = O) = o ol>tt'llClllOS: 

a:l+c}(.1.-e) 
= a{l - e) 

(1 +e) 
(4,2,4,8) 
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Ahora saquemos la derivnda en el tiempo de la cc.(4,2,4,G) utili:r~-.ndo la regla de la 

cadena: 

dX ax df 
dt = a¡ dt 

pero entonces sacando la parcial de la ec. (4,2,4,7) respecto a/: 

ax = a(l - e2)c-sen(J +w)(l +ecos/) - (-esen /) cos(f +w)) 
8/ (l+ccos/)2 

Por lo que al evaluarlo en t = O: 

y por lo tanto: 

Ahora derivemos la ce. (4,2,4,9): 

8Xo =O 
8/ 

dXo =O 
dt 

d2X _ 02X0 (d/) 2 

dt2 - ap dt 

sacando la derivada parcial de la ce. (4,2,4,10) respecto a/; 

(4,2,4,9) 

(4,2,4, 10) 

(4,2,4, 11) 

(4,2,4,12) 

02X 
2 

[ [(cosCf+w)(l+ecosf)+(-esen/)sen(/+w))(1+ecosf)2 

8/2 = a(l - e ) - (1 +ecos!)• 

-2(1 + ecos/)(-esen /)(sen(/+ w)(l +ecos/))]+ 

(1 + ecos/)4 

[( 
(/+~)+(-sen(f+w)sen/))(1 +ecos/)2 

+e cos/cos (1 +ecos/)' + 

-2(1 + ecos/)(-escn /)sen f cos (f + w) J 
(1 +ecos!)• 

(4,2,4,13) 

a.si pues e~-a.luando la ce. (4.2.4.13} en t = O encontramos. que tocios los términos que 

contengan sen/, sen(/+ w), son eliminados, y por otro lado cos f = cos (f + w) = l por 

lo tanto: 

---------------~-------- -·--· -
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éP X 0 = a(l _ e2 ) [- (l + e)(l + c)2 + c(l + c)
2

] = a( 1 _ c 2 ) [-1 - e+ e] 
8./2 (l + c)4 (1 +e)• ( l + c)2 

por lo tanto: 

éPXo a(l - e2) 
éJ./2 = - (1 + e)2 

(4,2,4,14) 

Nos falta calcular !. ver ec. {4,2,4,9). Recordemos de In ce. (2,4,36), que r2~ = 
Jaµ(l - e2); si hacemos µ = l, obtenemos: 

r 2 d8 = Ja(l - e2) 
dt 

en este sistema de referencia w = etc 

r2 df = - ,~a-(1---e2-) 
dt V' 

df _ ./a(l - c 2 ) 

dt - r2 
pero recordando la expresión para r dada por la ce.(2,3,32) 

df = Ja(l _ c2)((1 + ecos/}
2

) 

dt a 2 (1 - e2 F 
de donde: 

(d/) 2 = a(l _ c2 ) ((1 + ccos/}
4

) = (1 + ecos/)
4 

dt a4(1 - c2)4 a 3(1 - c2)3 

y si lo evaluamos en t = O, 6 f= O: 

(
dfo)" (1 + e) 4 

dt = a 3 (1 - c2)3 

(4,2,4,15) 

(4,2,4,16) 

(4,2,4, 17) 

(4, 2, 4, 18) 

Por lo tanto sustituyendo la ec. (4,2,4,14) y In ec.(4,2,4,18) en la ce. {4,2,4,12) encon
tramos: 

d2X0 ( a(l - c2 )) ( (1 + e)4 
) (1 + e)2 (1 + e)2 

dt2 = - (1 + e)2 a'(l - e2)3 = - a2(1 - e2)2 = - a2(1 - e)2(1 + e)2 (4 •2 •4 •19) 

por lo tanto: 

d2Xo 
dt 2 = - a 2 (1 - c)2 (4,2,4,20) 
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Por lo que al sustituir In ce. (4,2,4,20) y la cc.(4,2,4,11) en In ce. (4,2,4,8) podemos 

obtener la serie de Tnylor, hnst.n el segundo orden: 

, 1 (t - P)2 

,..,. = a(l - e) - a2(I - c)2 2 + ... 

Ahora hagamos el siguiente cambio de variable: 

de donde despejando: 

por lo tanto: 

l=nt+c-w 

nt = l- (e -w} 

t = l- (c- w) 
n 

¡2 
t2o: -

n2 

(4,2,4,21) 

(4,2,4,22) 

Recordemos de la 3• ley de Kepler que a 3 n 2 = µ, pero hicimos µ = 1 así pues a 3 n 2 = 1 
de donde obtenemos: 

(4,2,4,23) 

por lo tanto obtenemos: 
(4,2,4,24) 

Así pues con este cambio de variable, y sustituyendolo en la ce. (4,2,4,21) obtenemos 

la siguiente serie de Taylor: 

a12 
X = a(l - e) - (l _ c)2 + ... (4,2,4,25) 

De manera análoga podemos hacer lo mismo para Y, e~-aluando la ce. (4.2.4.2) en 

t = O obtenemos: 

Yo= O 

Dcrh-cmos la ce. (4,2,4,2) respecto al tiempo: 

dY éWdf 
di= a¡ dt 

sacando la parcial de la ce. (4,2,4,4) respecto a /: 

(4,2,4,26) 
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éJY = a(l _ c2 ) [cos (/ + w)(l +ecos/) - (-cscn f) sen (f + w)) 
éJf (l + ccos/)2 

(4,2,4,27) 

y evaluando para t = O: 

éJYo = a(l _ .,2 ) (1 +e) = a(l - e") 
éJf (l + c)2 (1 +e) 

(4,2,4,28} 

y usando Ja ce. (4.2.4.16) para t = O y Ja ec. (4,2,4,28) y sustituyendo ambos en la ce. 
(4,2,4,26): 

dYo = a(l _ .,2 ) (1 +e) = a(l - e
2

) Ja(l _ e2) ( (1 + c)
2 

) = (1 +e) 
dt (1 + e)2 (1 +e) a2(1 - e2)2 ../iiJ(l _ e2) 

(4,2,4,29) 

de donde: 

dYo (l+e) 1 cl+e)i 
dt = .,.ro.Jc1 - c)(l +e) = .,fo. 1 - e 

(4,2,4,30) 

Como Yo= O y sustituyendo cstó junto con Ja ec. (4,2,4,30} en la ce. (4,2,4,2), Ja serie 
estaría dada por: 

, 1 ( 1 +e) i } = G -- (t - P) + ... 
vª l - e 

y con el mismo cambio de variable: 

tcx!..=afl 
n 

Ja serie dada por la ce. (4,2,4,31) será: 

}' - ( l + ") ! l -al-e + ... 

Así pues derivando la ce. (4.2.4.25) obtenemos la serie para ".;:.: 

dX anl 
dt = - (1 - e)2 + ··· 

derivando la ce. (4.2.4.33) obtenemos la »Cric di.' ~-: 

d}' _ ( 1 +e) i 
dt-ª\1-c + ... 

(4,2,4,31) 

(4,2,4,32) 

(4,2,4,33) 

(4,2,4,34) 

(4,2,4,35) 
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4.2.5 Cálculo de los Brackcts de Lagrangc 

En esta sección usaremos lo que hemos encontrado cu las dos secciones precedentes 

para poder finalmente encontrar los brackeL~ de Lagrange, con lo que los podremos susti

tuir en la ce. (-1,2,2,9). Todo ésto lo IH•mos hecho con miras d<> más adelante poder despejar 

de dicha ecuación el cambio en el tiempo de los elementos orbitales. 

Así pues podemos obtener las siguientes relaciones: 

Si sacamos la parcial de la ce. (4.2.4.25) rcs¡><'Cto a a y luego evaluando cuando l =O 
para truncar la serie de Taylor a primer orden obtenemos: 

éJX Da= (1 - e) (4,2,5,1) 

y de manera totalmente análoga usando las definiciones dadas por la ce. (4,2,4,25), la ce. 

(4,2,432), la ce. (4,2,4,34) y la ce. (4,2,4,35) obtenemos: 

éJ :'>,; da = (1 - e) (4,2,5,2) 

éJX 
(4,2,5,3) -- =-a 

éJe 

éJX =O 
éJ(t: - w) 

(4,2,5,4) 

éJY - o 
éJa - (4,2,5,5) 

éJY =0 
éJe 

(4,2,5,6) 

ay e +e)l 
éJ(c - w) =a l - e 

(4,2,5,7) 

éJ(M) 
(4,2,5,8) ~=O 

éJa 

éJ(M) 
(4,2,5,9) ~=O 

éJe 

ac":> an 
(4,2,5,10) 

8(c - .:.¡ -(l-e)2 

éJ( % ) = ne + e) i 
Ba l - e 

(4,2,5,11) 

·-------------~-------------·----- ------ -----.·.·--- .. 
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8(~) = an!.(l + e)-i ((1 - e)+ (1 +e)) = 
éJc 2 1 - e (1 - c)2 

Usaremos la siguiente identidad: 

8(~) =o 
éJ(t: - .W) 

an 

Jc1 + c)(l - c)3 
(4,2,5,12) 

(4,2,5,13) 

(pq)"'=!_8(a,e)[éJ(x,~)+éJ(y.~)]+léJ(c,e-w)[ éJ(x,'áf) + éJ(y.~) ]+ 
' 6 8(p, q) éJ(a, e) D(a, e) 6 éJ(p, q) 8(c, e - .::) éJ(c, e - w) 

l D(c -w,a) [ D(x. ~) éJ(y, ~) ] 
+¡:¡ D(p,q) D(e-w,a) + D(c-w,a) 

(4,2,5,14) 

La demostración de la cc.(-1,2,5,14) es directa, pero si "-"<istc alguna duda, r.sta puede 

ser resuelta en el Apéndice 11. 

Ahora estamos en la posición de sustituir Jos valores que hemos encontrado en la 

ec.(4,2,5,1) a la ce. (4,2,5,13) para calcular cada uno dt• los términos que se encuentran 

en los corchetes de la ec. (4,2,5,14): 

por lo tanto: 

De manera análoga: 

acx. %>_ax ac.i_;¡ ax D( 4.;~> _ 
0 D( a, e) - Da --¡¡;:- - Oc----¡¡;;- -

éJ(l', ")') 8Y D("l'¡ é)}' 8( 4 )') 
--="'- = ---"'- - --"-'- =o éJ(a, e) éJa Oc Oc éJa 

8(X, '!lf) + éJ(Y, '!fJ. = O 
8(a,e) O(a,e) 

(4,2,5,15) 

(4,2,5,16) 

(4,2,5,17) 

acx. %> _ax ª<%> 
8(e,e - w) - éJc o(t: - w) 

éJX D( 4
") ( an ) a 2 n 

8(t: - w) T = (-a) - (1 - e)2 = (1 - e)2 (4,2,5,18) 

8(}', ~) = m· 8(%) _ éJ}' éJ(~') =-(a( l + ") l) ( an ) 
éJ(e, t: - w) Oe éJ(t: - w) éJ(e - w) iJc l - e ,j(l + e)(l _ c)3 

por lo que: 
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lJ(Y, i¡,f) a 2 n 

lJ(e,c-w) = -(l -c)2 

Por lo tanto: 

8(X, ~) + 8(y, ~) = 
0 

lJ(c,c - w) D(c,c - w) 

Y por otro lado obtenemos: 

o(X,'!;f) 
éJ((E - w), a) 

ax ac":> _ax ac%> = 
o(c - w) ºª ºª o(c - w) 

= [-(1-c)(-~)] = ~ 
(l-c)2 (1-c) 

lJ(Y,%) = (a(l+c)4)(-n(l+c)!) =-~(l+e) 
o((c-w),a) 1-e 1-e 2(1-e) 

por lo tanto 

(4,2,5,19) 

(4,2,5,20) 

(4,2,5,21) 

(4,2,5,22) 

8(X,l!j) + 8(1',%) =(~)+(-~(l+c))=~(i+-1-e)= 
lJ(c-w,a) 8(c-w,a) (1-c) 2 (I-c) (1-e) 2 

(4,2,5,23) 

Por lo tanto si sustituimos las ce. (4,2,5,23), la ce. (4,2,5,20) y la ce. (4,2,5,17) en la 
ce. (4,2,5,14) obtenemos: 

[p,q)"' = ~(éJ{c-·w,a)) 
2 D(p, q) 

(4,2,5,24) 

Y recordando la 3• ley de Kepler, T = ~ ./!J = 4 ~· así pues: 

[p,q¡- = !_ fll(iJ(c - C:•,a)) 
2V ~ o(p,q) 

(4, 2, 5, 25) 

Pero el operador derh-ada C'S un operador lineal. por lo que deja entrar constantes, por lo 

que: 

, 1'" = (8(;: - w, ~a))= (ª(< .. w.Q)) 
[J 'Q, 8(p, q) D(p, q) (4, 2. 5, 26) 

con Q = ...f¡iii que es el momento an~la.r por unidad <l<" masa. 
Sustituyendo la <>c. (·l,2.5,26) en la cc. (4,2.3,-11): 
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(p 1 
8(c - w, Q) D(w - n, h} D(n, T) 

,q = IJ(p,q) + éJ(p,q) + D(71,q) (4,2,5,27) 

Recordemos que Q = ,/iiii de la ce. (4,2,5,26), h = Ja¡l(l - c 2 ) de la ce. (4,2,3,39) y 

que T = Ja¡,(1 - e2)cos/ de la ec. (4,2,3,31), de donde podernos obtener las siguientes 

relaciones de forma directa: 

lJQ 1 1 1 
- = v'i'-(a)-• = -na ªª 2 2 

lJQ =o 
Be 

lJQ =0 
éJJ 

éJh 1 ../<1 - e2) 
- = ,/µ(l - c 2)-(a)-! = na~-:---
8a 2 2 

8h = va,¡!(1 - e2)-i (-2c) = -(na2) e 
8e 2 .,/(1 - c2) 

lJh =O 
()/ 

8T = ,/µ(1- e2)cos1!cari =!na 'c1 - c 2 )cos/ & 2 2 V 

8T = .y'ii¡¡cos/.!.(1 - c2)-l(-2c) = -na2 e cos/ ae 2 .,/(! - c2) 

: = .,/aµ(l -e2)(-scn/) = -na2 ,/(l - c 2 )sen / 

(4,2,5,28) 

(4,2,5,29) 

(4,2,5,30) 

(4,2,5,31) 

(4,2,5,32) 

(4,2,5,33) 

(4,2,5,34) 

(4,2,5,35) 

(4,2,5,36) 

Ahora tenemos todos los elementos nec<'sarios para calcular todo' los hrackets (que 

son solo 15). Sólo es necesario fijarnos en la sim<'lrÍa.<; y t'll el hecho de que Q, h, T solo 

dependen de a, e e J, por lo que los únicos brackcL~ distintos dP e.-ro "on: 

(e,a) = éJ(c - w, Q) + IJ(w - n, h) + 0(11. T) = cJ(< ~ w) i:JQ ,= 1 (~na) 
8(e,a) cJ(c,a) éJ(,a) i), Üa _ 

(4,2,5,37) 

¡- 1 _ lJk - .:·. Ql acw - n,h) a(n. r¡ _ >( l ) . ''ª l(l::-;;¡ 
w,a- iJ(;;,,a) + D(w,a) +a(;::•,a)-(-l 2"ª-.- 2\ l-c = 
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= -4na(l - Jc1 - e2
)) (4,2,5,38) 

[n 1 = éJ(e-w,Q) 8(w -n,h) a(n,T) = (-i>(~Jci _ 2>) i(! Jci - -2) i) = 
• a éJ(n, a) + acn. a) + éJ(n, a) 2 e + 2 na e- cos 

[- 1 
_ éJ(e -w, Q) acw - n,h) acn. T) _ 

w, e - éJ(w, e) + éJ(w, e) + éJ(w, e) -
na2 e 

(4,2,5,39) 

(4,2,5,40) 

59 

ne= éJ(e-w,Q)+8(w-n,h)+o(n,T) __ 1 (-na2 e -)+t(-na2 e cosl)
( ' 1 éJ(n,e) éJ(n,c) éJ(n,c) - ( ) /(1 - e") Jc1 - c2) -

= ~(1-cos/) 
y(l-c2 ) 

[n I] _ a(c - w, Q) o(w - n. h) acn. T) _ _ ,Jci _ 2 ) _ 
1 • - éJ(n, /) + éJ(n, /) + éJ(n, /) - na e sen 

(4,2,5,41) 

(4,2,5,42) 

4.2.6 Obtención de la Variación de los Elementos Orbitales 

en Términos de la Función Perturbadora 

En esta sección nos daremos a la tarea de sustituir de manera explícit.a los ,-atores 

encontrados para los brackC"L.; de Lagrange en la t'C. (4,2,2,6) para encontrar 6 t'Cuaciones 

en las que aparezcan combinaciones lineales del cambio en el tiempo de los element-Os 

orbitales osculantrs, para poder despejar d<.'l sistt•ma de 6 ecuaciones con 6 incógnitas el 

cambio en el tiempo de cada uno de 105 elementos orbitales en termiuos dP la función 

perturbadora. 

Sea c 1 =a, c2 = <', c3 = Ü, c.= e, e,= w y q¡ = /, e\"3.lucmos la t'C. (4,2,2,6) para 

C¡ =a: 

15 de,, da de d!1 dE • <~· di 
¿¡a,cv)-d =[a,a]-d +(a,c]-d +[a,O]-d +[a,e]-d +[a,;.._o]-1 +[u./]-d = 
..-=l t t t t l ( t t 

DR 
= (Ja 

(4,2,6.l) 

de donde obtenemos, usando el conjunto de ce. (4.2.5,37) a la No. (4,2,5.42): 

----------·--·-·-----· 
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(
1 ( )] dn ( i ) de i dW an -na./(l - c2) 1 - cosl - + - -na - + -na(./(1 - c2))- = -
2 dt 2 dt 2 dt ªª (4,2,6,2) 

de manera análoga para c., = e: 

6 de., da de dn de _dW di 
L[e,c..)dt = (c,a]dt + (e,e]dt + [e,n]dt + [e,.;]dt + [e,w) dt + (e,J)dt = 
v=I 

an 
(4,2,6,3) 

an na2 e d{l na2 e dW -=- (1-cosl)-+ -ae .j(l - e2) dt .j(l - c2) dt 
(4,2,6,4) 

anaJogarnente para C3 = {l 

6 de,, da de dO de _ dW di 
L(S'l,c,.]-d = (n,a)-d + [n,c)-d + (n,n]-d + [n,.;]-d + (n,w]-d + (S1,l)dt = 
.,,.¡ t t t t t t 

de donde: 

an 
an (4,2,6,5) 

1 ~ da na2c de 2.¡ di an 
--nay(l - c2)(1 - casi)-+ (l - cos /)- - na(l - e2)sen 1- = -2 dt .jc1 - c2) dt dt an 

(4,2,6,6) 

Analogamcntc para C( = e: 

6 de., da de d!l de _ dW di 
L[.;,c.,]-d = (€,o)-d +(.;,cJ-d +(.;,n)-d +(.;,.;J-d +{€,w)dt +(.;,!]-d = 
v=I t 1 t 1 t t 

(4,2,6,7) 

así pues: 
1 da éJR 
-na-= -
2 dt éJf: 

(4,2,6,8) 

de donde resulta. inmediatamente que: 

da 2 éJR 
dt na (J:: 

(4,2,6,9) 

--'----------~::::'--. -------______ ,-_-_ --------·--- .,. ·---------~ -
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lo mismo para e,; = w; 

~[- Jdc,, 1_ ]da ¡- Jde ¡- ,..,.1cill ¡- Jtü: 1 __ 1dW ¡- 11 d1 
L.J w, e,, -d = w, a dt + w, e -d + w, u -d + w, e -d + w, w -d + w, -d = 
l'=l t t t t l t 

de donde: 

an 
= lJW 

_.!.na{l - '<1 - e2)) da - 1 na
2

e de an 
2 V dt 2 .j(l _ e2) dt = éJW 

y por último obtenemos para c.,.=/: 

(4,2,6,10) 

(4,2,6,11) 

6 de., da de dO dé _ dW di 
L(l,c.,)dt =(/,a) dt + [I,e)dt + (I,n)dt + (I,e)dt + [/,w) dt + (e,l] dt = 
v=l 

de donde: 

éJR 
= 81 

~ cill an 
na2 sen/-= -

dt ar 
de donde resulta. inmediato que: 

díl éJR 

dt = na2J(I _ e2)sen ¡ 81 

(4,2,6,12) 

(4,2,6,13) 

(4,2,6,14) 

Lo que quisiéramos llegado este punto es despejar ~ para toda µ, tenemos 6 ecua

ciones con 6 incógnitas, que es soluble, pero 2 ya están resucitas (para ~ y para '!Jl-), 
así que solo hay qut• rnsolvcrlo para los 4 dcm<'ntos orbitales que faltan. 

Sustituyamos la ce. (4,2,6,9) rn la cc. (4,2,6,11) 

( - .!.na{l _ J(I _ e2))) 2 éJR _ .!_~~de = ª1! 
2 na éJc 2 .j(I _ e2) dt iJW 

(4,2,6,15) 

de donde despejando ~ 

(4,2,6,16) 

(4,2,6,1 i) 

----- __. -· -·· ·-
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Tomemos la ce. (4,2,6,4) y sustituyamos en ella la ce. (4,2,6,14) 

na2 c ( 1 l ) éJR na2 e dW éJR 
- J<1 - e2)(1 - cos /) na2 .j(l - e2) sen I DI + Jc1 - e2) dt = De 

(4,2,6,18) 

de donde: 

na2 e dW 8R na2 c ( 1 1 ) éJR 
..j(l - e2) dt = 8e + ..j(l - e2)(1 - cos/) na2 ..j(l - e2) sen I éJJ 

(4,2,6,19) 

por lo que: 

dW .j(I - c2) DR I l - cosl éJR 
- = + --,===~- -----,:--
dt na2c 8e ..jc1 _ e2¡na2 sen I 81 

(4,2,6,20) 

Usemos la siguiente identidad trigonométrica: 

I 1-cos/ 
tan - = ---,,--

2 sen I 
(4,2,6,21) 

de donde podemos escribir la ce. (4,2,6,20) como: 

dW ..j(1=7} éJR l (/) éJR 
dt = na2 c De + ~)na2 tan 2 81 

(4,2,6,22) 

Tomemos ahora la ce. (4,2,6,2) y sustituimos en ella la ec(4,2,6,22) y la cc.(4,2,6,14): 

I V ( l ) oR ( l ) ck: -na(l - é')(l - cos /) - + - -na -+ 
2 na"J(l _ c2) sen¡ 81 2 dt 

+~na(I-..j(1-e2))[(y'(~:ee
2

))~~+ ~e2)na2 (1;:,:; 1 )~~] = ~~ (4,2,6,23) 

de donde: 

.._, 2._ (l - y'(l - e2
)) tan(~) 8R = éJR 

2 .¡ é}I "'·· (4,2,6,24) a {l _ c2) 2 vu 

r----::--:-.==========~".'""---------- ·---- -



Capitulo IV La.o; Ecuaciones de la Variación de los Elementos Orl1itales 

y reagrupando: 

1 de aR tan (4) 8R ,/(1 - e2 )(1 - ,/(1 - e2 )) aR 
-na- = -- + - + -'-------'""''------
2 dt ªª 2a,/(1 - c2) a1 (2na)c ae (4,2,6,25) 

por lo tanto: 

de 2 an 1.an(~) éJR ,/(1-e2>(1 -,/(1-e2))aR - = -- - + - + ____ _,__ ____ __,__ 
dt na ª" na2,/(1 - e2) éJ/ (na2 )e ae (4,2,6,26) 

Ya por último sustituyamos en la ec.(4,2,6,6) la ce. (4,2,6,9) y la ce. (4,2,6,17): 

[ - .!.na,/(1 - e 2 )(1 - cos/)] [2. éJR]+ 
2 na ae: 

[
--.="=ª=2=c=(l - cos /)] [- ,/(1 - c2) éJ_R __ - ,/(1 - e2) (1 - ,/(1 - c2))-éJR_] + 
,/(I - e2) na2e &.,., na2e ae: 

( ··..¡( ··¡ /)di éJR + -na· 1 - e- sen - = ""' 
dt UH 

(4,2,6,27) 

an an aR ../Ct - e2)(1 - cos 1)- - (1 - 1)-_ - c1 - cos 1)(1 - ../(1 - e2))-ae: &.,., a:: 
2 ~ di an 

-na V (1 - c 2
) sen / dt = éJfl (4,2,6,28) 

de donde: 

(1 - cos /) aR [- ,/(1 - c2 ) - 1 + ,/(1 - e 2)] - (1 - cos /) éJR - na2,/(l - e2) sen /di = ae: aw dt 

éJR éJR 2 di 8R 
-(1 - cos /}- - (1 - cos/)-_ - na ../Cl - e2)sen /- = -

();; éJW dt éJfl 

y podemos desp<>jar: 

di ( 1 - cos 1) [ºR éJR] l DR 
dt = - 1ui2 j(l - c2) sen J a;, ~ élo - na"\/(l - c 2 ) s.t>n / éJfl 

(4,2,6,29) 

(-t.2.6,30) 

----·-·----- -· . ____ ;:,::::'. ____ ~ ~--------
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Por lo tanto: 

di tan en [ªR élR] DR 
dt = - ru:12.jc1 - c2) a-:;, + élc - 11a2.j(l - c2) sen Jan 

(-t.2.6,31) 

Así pues hemos encontrado las ecuaciones de los elementos osculantes "" ti·rminos de 

una función perturbadora, a PStas ccuacion<'s S<' lc-s llaman las Ecuacion"~ <le Lagrange. 

4.2.7 Aproximación a Prirner Orden de las Ecuaciones de 

la Variación de los Elementos Orbitales 

En esta sección han•tnos una aproxirnaciün de l:L'i ecuaciones para el carnbio en el 

tiempo de los elt•nu•ntos nrl>italt"!"' oseulantes turnaudo t:!I ca ... 'o en t.~I quC' e<< 1 e 1 << 1 

tratando de justificar lo nwjor po,..ibl .. lo que :\lurray y DPrtnot publicaron en su libro 

Solar Systcm Dynm111rs 1 p;i¡;iua 328-329. SPcción 8.4 

Para poder usar de n1ar1t·ra práctica la.o; c-cuaciones de Lagrangc es necesario hacer 

una aproxin1ncic'u1 <h· ioL'i rcuaciones que- acaban1os de obtener, antes de esto usemos la 

longitud media en n·z d<• la longitud <'11 •'poca con un cambio de variahlt-: 

>. = nt +E 

De donde obtenemos al hacer el cambio de variable sobre la cc.(4,2,6,9) 

da 2 iJR 
dt = ;;;; él>. 

y si volvemos a usar la 3• ley de Kepler a=,.- i obt ... nemos: 

da= -~n-idn 
3 

y usando la ce. (4,2,7,2) y la cc.(4,2,7.3) 

despejando '!ff = 

da 
dt 

dn = (- ~ni) ( 2 DR) = 
dt 2 "ª él>. 

(-t.2,7,1) 

(4,2,7,2) 

(4.2,7,3) 

(-t. 2. 7, 4) 

Ahora \"3.ltlOS a considerar solamente los términos de onl•·n más bajo en r e / podemos 

apro.~imar las ces. (-t,2,7,-t). (-1,2,6,1-t). (4.2.6.li). (-t.2,G,:.?2). (-t.:.?,6,26) ~· (·t.:?.6.3i) con 

e<< 1 e/<< l. 

--------------------~,-,--·-----=._e·.-=·=------------
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Vemos c¡ue la ec. (4,2,7,4) no se modifica: 

dn 3 éJR 
dt = - a 2 8),. 

sin embargo, la ec. (4,2,6,14) nos queda: 

dO 1 éJR 
dt 

Por otro lado la ec. (4,2,6,17) queda: 
na2 sen J éJ/ 

La ce. (4,2,6,22) queda: 

La ce. (4,2,6,26) queda: 

y por último la ce. (4,2,6,22) 

di 

de 1 éJR 
dt = - na2e {>:;, 

d:;: 1 8R 
dt = na2e ae 

dt = 
1 8R 

na2scn Jan 

(4, 2, '· 5) 

(4,2,1,6) 

(4,2,7,6) 

(4,2,7,7) 

(4,2,7,8) 

(4,2,7,9) 

Donde para obtener estas ecuaciones hemos supuesto que tan ( ~) :::: O, ,/(1 - e2) :::: 

,/(1 - O) = l y por último para encontrar la aproximación de la ce. (4.2.6.26) se utilizó la 
regla de L'Hopital. 

Más adelante utilizaremos estas aproximaciones. 
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Capítulo V El Problema Circular Plano Restringi

do de los Tres Cuerpos y la Resonancia Exacta 

En este capítulo nos vamos a enfocar al Prohlf'lna Circular Plano Hcstriugido <le los 

Tres Cuerpos (PCPRTC), es decir que la partícula sin masa se mueve solo en 1·1 plano 

orbital de los dos cuerpos mlL~ivos, por lo c¡ue n = o e I = ()_ Por lo <¡lle de la.-; ecuaciones 

(4,2,7,5) a (4,2,7,9) sólo nos quedan: 

dn 3 OR 
dt - a2 é)>. (5,0,1) 

de i)'R 
-----

clt na2 e iJW 
(5,0,2) 

clW OR 
di ----

na1 r. {)e 
(5,0,3) 

rlt 2ria2 éJr (5,0,4) 
ele ,. OR 

Dado que estas ecuaciones están en términos de la función perturbadora R. nos daremos 

a la tarea <le calcular 'R al mrnos a primer ord<'n. Para ello deduciremos de dónde surge 

la función perturbadora. 

Con está expresión para R. rt.'t.>:<erihiremus l;L-; e-es. (5,0,1 )-(5,0,·I). Con cst<L~ t•xprcsionc>s 

dcducircn1os algunas rc•lacioncs física.."i, ron10 que si u aurnenta r disnsinuyt"'. 

l\.1ás adelante podremos deducir t'I m&lt•lo <l•·I ¡x•ndulo. Con lo cual podreinos d!'ducir 

el ancho de libración niá..."'Cirna y <":Sto lo rotnparar<•rnos con a.lgun.as t~.aracterística"i del 

sistema Sol-Jupiter-Cinturon <lP Ast•·roidc>.s ;L~i cumo dc·I ,.;,.tema Saturno-:1.1iina.-;.-anillos. 

En la siguiente sccción lo que harc-111os Sf•rá anaJiz.i:"lr con lo quP tengarnos ha...-,ta ese 

punto la rt·.-,onanria t•.rnrla. los critrrios qu•• la df"fint•n '.'" t.•I si~nifirado dt·l andio d.:

libración 

5,1 Función Perturbadora y la Aproxirnación de Prirncr Or

den 

En esta ~·•·f·ccié>n ern'ontra.rt'rnos Ja f'"SJlH"!"it.,n dt• la funcilin perturbadora R •·n tt•rminos 

de los elcntC'ntos orhitalc-s a prirnt·r ordC"n y pudrt•n1os , .. ncontrar hL-; exprt-sioru~ dt• la. t~. 

(5,0.1) a la 1·c. (5.0.-1) •·n t<'rmino-; d•• dicha apr<>ximación 

Para dr·dth~ir la t.•cuaeión pPrturhadora \"t'.tHHtS prinu·u, q1it• nada la ti~. ( :-), 1.1). de la 

figura se pt:<'<i<' c!t-.:lueir que: 

-----·------·-----·--·--------····· ~ --
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Flg. 5,l,lFigura donde se mucslnln los \'cctorcs que ccistm entre las lrcS partículas y que no dcpmdcn 
del sistana de n:fcnncia (las r·s mirusculas) y Jos \'CCloccs posiciones de las lrcS paticulas 
que si dependen del sÍStCllla de rd"crmcia (la r·s rmyusculas). Estamos suponiendo que m.>>ni 

1 r- i = r' = v .r', + v: (5,1,l) 

1 r- l= r = J .r2 + y2 (5,1,2) 

de donde Ja distancia entre la partícula de masa cero y m' es: 

1 .¡.-' - rl= /<r - x)' +(y' - ¡¡)7 {5,1,3) 

Y escribiendo las ces. de Newton para cada una d<• las tres rna.-;a: 

(5,1,4) 

-·-~-"'",.,._.. _______ _ 
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,tPñ · , -r' 
m dt2 = -Grn "'e r•l 

cPR ,(r'-f) r 
dt2 = Cm (f" - f)l - Gmc ,.-3 

Y es claro que vcctorialmente hablando se cumple la relación: 

y análogamente: 

cPr cP ii tP ñ,. 
dt 2 = di2 - dt 2 

Esto quivale a trasladar el origen al centro de la masa central me: 

de donde sustituyendo la ce. (5,1,4) y la ce. (5,1,G) en la ce. (5,1,8) obtenemos 

cP-' -· 
_r_ = -G(m + rn') ~ 
dt 2 < r'3 

y de manera análoga: 

(5,1,5) 

(5,1,6) 

(5,1,7) 

(5,1,8) 

(5,1,9) 

(5,1,10) 

Estas ecuaciones pueden ser escritas como el gradiente de una función escalar. en 

concreto: 

-'V'U' (5,1,11) 

cPr 
dt> = -'V(U + R) (5,l,12) 

donde U' = - ª 1"';. ... "'"1 y U = - ª 1;'."" l, la prima en el opcrn.dor nabla implica que las 

derivadas son respecto ax', y'. 

de donde: 

r'.r Gna' 
'R.= Grn-- - ---=-

r'l fr-PI (5,1,14) 

1.-----:---:--------------------~--·--------~ ... ,o.:-o ....•. "7:".""·----------
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Al primer ténnino de n "" le llama d término dirPCtO de la función perturbadora y ni 

segundo término se le llama el término indir<·cto. 

La función perturbadora"" puPdc escribir corno una serie infinita de la siguiente forma: 

n = ,1¿s(a,a',c,c')cos.,, (5,1, 15) 

donde a, es el scrnieje mayor de la partícula sin masa, a' el de m', e es In excentricidad de 

la partícula sin masa y e' es In de la partfcula m' y el ángulo <;J está rindo por: 

(5,1,l(l) 

Sin embrago, como w no cst.-i definida porque rn' esta NI órbita circular, entonces 

j 3 = O y el ángulo es: 

(5,1,17) 

Además se cumple que: 

• 
¿J,=o (5,1,18) 

a <p se le conoce como argumento rcsonantc. 

La deducción de la expresión para S escapa del objeti,·o de esta tesis, pero una de

ducción formal (incluso hecha en tres dimensiones) fue hecha por \Villiam .M. Kaula en el 

Astronomical Journal, vol. Cii numero 5, Junio 1962, pngs. 300-303. 

Del Dermott y :\1urray png. 332 ec. (8.26) tenemos que: 

('R.)=·-'- /.1(o)r2 +rl1•1/.,(n)cos<.p Gm'[ J 
a' , (5,1,19) 

Donde para sacar (R) lo qut> se ha lu..-ho cs asumir (con justificnciún) que todos los 

términos no irnportantcs S<:>n dt" corto periodo. y por Jo tanto sus t~ft"Ctú!i pronu"tJian cero 

para periodos largos de rno"·irniento. Con c-ste principi\J rn na~nt.:- y aislando aquellos 
términos de la función pcrturl>ndora que son apropia.do~ para el problema cs como se 

logro obtener la expresión de In ce. (5,1,19). 

De donde si calculamos IIL'< t•xpresiones para la ce. (5.0.1) a la<'<'. (5.0,-1) obtenemos: 

D("R} 

~ 

D("R) 
i)), (

Cm' ) , 1 - f:: --¡;;--/.,(o) e"' ~'n 9 

(5,1,20) 

(5,1,21) 
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Pero recordando de In 3" ley de Kepler n 2 a 3 = Gm, entonces G = ...:,:• por lo que "'" 

queda. que In ce. (5,0,1) se puede escribir como: 

con 

dn 3h [n2 a 3 rn' ] - = -- ---/d(o)ell•lscn<¡> 
dt a 2 me a' 

(5,l,22) 

(5,1,231 

(5,1,24) 

De aquí podemos ademas encontrar que usando la ce. (4,2,7,3) podemos obtener de 

manera directa que 

da m' 
dt = -2i2C.ael.7•I sen <p ex m., 

De manera totalmente análoga podemos encontrar que: 

8('R) Cm' [ 1..7 1 . ] 
8W = ~ /d(o)e '(-sen~) 1J•1 

de donde si sustituimos la ce. (5,1,26) en la ce. (5,0,2) obtenemos: 

(5,1,25) 

(5,1,26) 

~ =-,.;2e(- G;''fi, f/d(o)eU•lsenlp= [nC:Jo/d(<>)] li• I (c~'')sen<p (5,1,27) 

pero sustituyendo la ce.. (5,1,24) en la ce. (5,1,27) obtenernos: 

Ahora calculemos: 

de =C. 1 Í• 1 cll•l-1 sen<,:> oc 
dt 

rn' 
rn, 

8('R) Cm' [ ] ~ = ~ 2e/c •. 11(0) + f.i(o) 1 j, 1 e.IJ•l-l cos-;: 

sustituyendo la ce. (5,1,29) en la c>c. (5,0,3) 

dW l [Gm'( . )] dt = na,e ~ 2e/c •. 1J(o) + /d(o) 1J•1 cll•I-• cosip 

y usando de nue\"O la 3• ley de l..:epl<"r para G encontramos que 

d.:;, l ["2ª'rn'( . , ._, )J -d = --~- --- 2t:/c •. n(o) + /d(o) 1 ]• ! r"' · ''"'"' t na·e ntc a' ~ 

..... ---.-,.-::----------------,,.-,.--,..-----·--·---

(5,l.2Sl 

(5,l,291 

(5,l,30~ 
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así pues: 

~ = 2[n(;;:>fc •. 1i(o))J + [n(;::)of(o)J fi• I (cl1~-)cos1.p 
por lo tanto obtenemos: 

dW . -;¡¡ = 2C, + Cr 1 i• l cli•l-2 cos V' 

donde hemos llamado: 

Por lo que: 

dW . m' 
dt = 2C, + Cr 1 i• l elicl-2 cos V' ex ~ 

Finalmente sustituyendo la ec. {5,l,32) en la ce. {5,0,4) obtenemos: 

~ = 2.:i2 ª
0
':1

1 (2e/c •. 1i(o) + /4(0) 1 Í• 1 c 11•H cos rp] 
de donde es directo que: 

rn' 

Por otro lado di\'idiendo la cc. (5,1,25) entre la ce. (5,1,28) obtenemos: 

i = da = -2(b.)ca 
;¡¡ de J• 

(5,1,31) 

{5,1,32) 

(5,l,33a) 

(5,l ,33b) 

(5,1,34) 

{5,1,35) 

{5,1,36) 

La interpretación rasica de la ce. (5.1,36) es de tornarS<• en consideración ya que de

pendiendo del signo de j 2 y Í• sucedc que, si tit>ncn el mismo sii;no entonces si a crece, 

entonces e disn1inuyc. Pero si tit~ncn signo!':t contrarios si o en-e<', e tatnbil-n cree(". 

5,2 Angulo Resonante 

En esta. M-cción varnos a estudiar <·uu tnayor detallt> PI án~ulo rt"'St.>rHt.ntc dPfinido por 

la C(;. (5.1, l 7) Lo que \"<Unos a '""tlHliar 1-s ""mo '""'"ribir .. 1 c:unbio rn t•I tit'mpo del ángulo 
resonante y cótno puPc.i<· e:scribir~"" dicho ca.rubio C"U t(•rrninos dt" lo .. " catnbios de la longitud 

inedia en (_;poca € .Y d<'I argurnt•nto dt•I JH•rlap~id'" ~·. dt-spn"Cia.r<"rnus los térn1inos que 

,,.aya.n CCJ!llO ( ~ ):? po<.lrt•n1os rncontrar qtu• t>l ;lr1hulu r•~un:u1t• .. (t•n printt•ra aproxirna.ción). 

obedece la <.-cua«i611 d1•l l"-'ndulo simple. 
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Tomemos la ce. (5,1,17} y <lerh•émosla respecto al tiempo: 

dip . d>.' . d>. ,L;, 
dt = }I-;¡¡ + } 2 dt + }•-;¡¡ (5,2,1) 

Pero si recordarnos la ce. (4,2,6,9) y como el satélite está en órbita circularé =O y 

obtenemos: 

d:.;; . , . ( tú:) . <IW 
- =:11n +}2 n + - +;,
dt dt dt 

(5,2,2) 

Derivando la ce. (5,2,2) y tomando en cuenta que por ser un movimiento circular 

n' = de obtenemos: 

cPip . (dn á~E) . á'w 
dt2 = J 2 dt + dt 2 + }• dt 2 

derivando la ce. (5,1,34) y la ec. (5,1,28) obtenemos: 

á'c de (1 . de dcp 1 IJ ') (m')2 - = 2C e-+ 1 i• 1 Cr - 1 }• 1 cU•l-I_ cos<;> - sen <;>--e • ex -
dt2 • dt 2 dt dt 2 m,, 

de donde analoglllllentc al deri\-ar la ce. (5,1,32) obtenemos: 

~~ =li< 1 Cr[ ( 1 j, 1 -2 )cU•l-3 ~; COS<p - (cU•l- 2
) ~~sen'/)] ex c::r 

Mientras que por otro lado por inspección de la ce. (5,1,23): 

dn 
dt O< c. ex ( rn') 

me 

(5,2,3) 

(5,2,4) 

(5,2,5) 

(5,2,10) 

Por lo tanto de las ces. (5.2,7), (5,2,9) y (5,2,10)"" ve qu<' f,y, ~son(;::) veces más 

pequeños que ~. este factor para el caso dt'l sisl<'ma Sol-Júpitt>r, dado que la masa del 

sol es .\!0 = 1,989 X lü3"Kg y la masa de Jtipit<'r es .\f1vp.rrr = 1.900 x 1027 Kg tiene un 

valor de (;;::) = 9,552 x lo-• y (;;::) 
2 

= 9, 12407 x 10- 7 por lo qu<' podemos dcsprt'Ciar 

en una primera aproximación ~ y ~ de la <"C. (5,2,3) por lo que obtenemos usando la 

ce. (5,1,48): 

(5,2,11) 

Sea: 

(5,2,12) 

~---:---:-----------------,...,-,...,--~,.,·=···--=·=-·'~ 
c •.. "'···---------
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Veamos de la tabla del Apéndice 111, r¡ue si tenemos uua resonancia de primer orden 

entonces wX es siempre una cantidad positiva pues el factor o/d(o) es siempre negativo, 

por lo que al sustituir la cc. (5,2,12) en la ce. (5,2,11) encontramos: 

á2ip 2 
dt2 = -wo sen 'P (5,2,13) 

Que como sabemos es la ecuación del péndulo simple. 

5,3 El Modelo del Péndulo Simple y el Ancho de Libración 

En esta sección vamos a usar la proximación del péndulo simple para, mediante el uso 

de la energía del ángulo resonante, calcular el ancho de libración en semieje mayor. Donde 

de aquí en adelante entenderemos corno PI and10 dC' libración d•·I semi<'je mayor como, 

dada una excentricidad, rl semieje mayor máximo (ó rnínimo) tal que el ángulo rcsonente 

se encuentra en <'!límite entre oscilar de +.,.. a _.,.. y circular de O a 271". Después de esto lo 

que haremos será ton1a.r en cuent.a el ténuino ~ para pod<'r encontrar una ecuación del 

péndulo simple modificada y podC'r C'ncontrar de nuevo un ancho en libración del semieje 

mayor un poco rnás aproxinuulo a la realidad. 

Corno acaban1os de '\'eren la S<"Cción antt•rior, en una pritn.,•ra aproxiinación, el ángulo 

resonante pu<'<l<• S<'r modelado con la ecuación del pi·ndulo simple, est.a ecuación es una 

de las má.'i estudiadas, por ejemplo sah<'mos que para pec¡ueíios ángulos la cc. (5,2,13) se 

puede escribir como: 

(5,3,1) 

Que como sabemos es la ecuación del o:,,;cilador arrnónico cuya solucion es una combi

nación lineal de senos y cosenos, para continuar con el estudio de la ccuación del péndulo 

simple podemos definir una C'CIUl.ción dt• la crwrgía para <'I ángulo rnsonante dada por: 

(5,3,2) 

cabe aclarar que- esta t'nt~rgía tfr•I án~ulo rt":"o<.H1•u1h• no r·s t•n n•alidad una c-nt•rgia rnecánica 

Podcn1os clasificar la tray•~toria t•n t•I t""Spacio fa......_:- drp<_•ndirndo dr- la f"ncrgia que tenga 

el sistema, romo lo muC":Stran la.." fi~. (5,3,l) y (5.3.'.?). 

Corno se ve en la fihura. si M .. curni~nza con una Pra•rgía f;.~ ~ t'St.á muy cerc.a de 

la aproximación dd oscilador annónico y por lo n1is1no el V(-Ctor posicH.)n que dt"SCribe 

la combinación d<• .¡: y ~ <'n <"I espacio fa .. ,,. .. da !<><la la \"UC'lta, sin f'mbargo el ángulo 

resonante e;> oscila <'ntre ángulos má.s pt"<¡w·üos qut• ...- -:-: y - -:-: . La encr¡.~fa dada por E 3 

es muy import-ante <'ll el análisis d<·I péndulo y se I<> llan1a sr-priratri::. En realidad para 
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E 

u 

Fig. 5.,3,1 
Gráfica de al ángulo resonante versus energía. Se grafica la 
energía potencial (U) y se muestran diferentes valores 
posibles de la energía total E 1, E:, y ~ con E 1> E:> ~ 

E = E 3 el vector posición en el t-spado fase está <'n un punto dt• <"<¡uilibrio inestable 

(ya sea +r. ó -¡:-)y cualquie'r JH'rturbaciún (es dt_--cir rualquil'f ranibio t'll cualquif•ra de 

los ángulos qu<' definen i,;') hacP qut• s.• S."llga cfr dicho ptmto. l'ur tiltimu la ,.,,..rgia dada 

por E 1 es Ja que uno cspt•ra encontrar al sohrepa..'iét.r E 3 y lo quP Pª-'ª .-.... que t.•l ángulo 

resonante ¡.p tiene la libertad d~ \·isitar dt~ O a 2::- y s.:~~uir ~u catninn 

De donde tenemos 3 ca..-;os. 

a) Si E > E 3 , por ejernpln p} ca.sü d(• f." = r..-1 • t·ntonn~ ,.J nlovi1n1.·11to dt· "'1-... •":'-o tal que 

circula, En el ca.so del péndulo ,~to iniplir.a un rnovirnit•ut~> ch· 3ft{./ ~rado.-.. aJn""!1"'(:for del 

punto de suspensión. 

b) Si E < E 3 , por f"jentplo el Cí\.<.;.() de !~ .. ~_:_ E 2 • c11tor1c•':'> t•J rn1•\'trtiit·:ito dt' .... - •"!'> t.hª 

oscilación (ó libración). Para t•l ¡.~··ndulo f'"'!->to 11nplic~1 un rnovirnh'Uto }1;-cia adt~lat1tP y 

-----,:---_ .-_-_-__ -_-.-.. ---_--_-_-_-_-_-_-------·--·--· 
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Fig 5,3.2 
Gráfica del espacio fase del ángulo resonante. se grafica el 
ángulo resonante versus la derivada en el tiempo del 
ángulo resonante. Se muestran las diferentes trayectorias 
dependiendo de la energía. se usan los valores de la 
energía total que se usaron en la fig 5,3,1. Con Ei> E:> E;,. 

hacia atras alrcd<'dor dl'l punto de suspensión. 

e) Si E = E,. <'S ,.¡ ea .. '<• de la S<•paratriz. qu<' diúd" d rt'-¡:imrn de cin:-ulación dPl 

régitncn de líhracié»n. Para t•l pt.•ndulo St·ria corno csta.r Pn la po~L,ión vertical superior. 

Para E = 1::1 hay una variación d<-- ~ con 1r'. pe-ro ~ nuu,~a t"S cero. Para t"'l ca ... ·•·O 

E = E-i, ~ torna el "·alor cf•ro. t•n cada uno de 1~ t:"Xtrt"n1os dt•l n10\·irniento <lcl ángulo 

tp .. En el caso cspc-cial d<" la. ~"paratriz. E = E 3• se qur-da. t·u .,.,"" :..__-: ~ ó PU - o para si.-•rnpH· 

y para esto...:.; puntos ~ es si•:-n1pre ct•ro. 

Se pueden hacer n1ucho~ dP análisis rt..~p.-.cto al tnud1·lo df·l ¡_"M;ndulo, pt•ro Jo qta• a 

nosotros fisicarncntc nos intert~\ para rl eonC"'Cpto y ,~1 f,~uúui~·::o d•• J.L, a···:-... oaa.ncía..,. t'":'

sufiriente con lo que lH~rno~ ··d.sto ha .. ,ta (•} rnorurnto. 

~.\hora nos cnfoca.n~n10~ ·~n t·l ancho dt~ lihración, !a pnnc1p.11 vt•nt aja dt• dPri,-;u· uri 
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modelo analítico de la resonancia Ni c¡1Jt! pod<!rrtos r.~ .... tirnar la variación de los clcrncntos 

orbitales causada por hL~ resonancias y la pod,·uius cornparar con algunas ohservaciones 

(corno espacios entre Jos aniJlos) y ron l;Lo.; si111ulacioues nunu!ricas hechas rnctiendo las 

ecuaciones completas de Newton sin sirnplific . .acio111>s. 

Tomemos la ce. (5,3,2) y vemos c¡ue es claro de la fig. (5,3, J) y de la fig. (5,3.2) que 

la energín máxirna que puede tener d án¡;ulo resonante para seguir librando (oscilando) 

y no empezar a circular es E...,.,, = E 3 que se da cua11do 'P = ±;r y ~ = O de donde: 

(5,3,3) 

Veamos ahora a el conjunto de valores alrt'<.!cdor de E.,~z que cumplen con está condi

ción, así pues igualando la ce. (5,3,2) y la=· (5,3,3) obtenemos: 

_ _ + 2w2 ,..,112 _,, = 2<..12 1 (d"")2 1 
2 dt o 2-r o 

H~~) 
2 

= 2w~(1 - scn
2 ~'P) 

y recordando In identidad trigonométrica: 

cos2 O+ scn2 O= 

obtenemos: 

dip ,-;-; 1 
dt = ±y4wZcos2r.p 

Y sustituyendo w~ de la ce. (5,2,12) en Ja ce. (5,3,7) obtenemos 

d:.p .¡ 1 - = ± 12j~n 1 C. 1 clJ•I cos -<p 
dt 2 

Usando la ce. (5,1,48) obtenemos: 

de donde: 

dn = -3j,nC.elJ•I sen ;pj¡d<.p ... 
de donde sustituyendo ~ de la ce. (5,3,9) en Ja c.(5.3,10) obtenemos: 

~--'--_.-_-_:::::::::::-------------~~~~-------------------·-; ,,,.,,,,,_..._. -

(5,3,4) 

(5,3,5) 

(5,3,7) 

(5,3,8) 

(5,3,9) 

(5,3,10) 

(5,3,11) 



Capítulo V El Problema Circular Pla110 RcstrÍllgido de lo.« Tres Cuerpos y la Resona11cia Exacta 77 

Pero recordemos otra identidad trigonométrica dada por la siguient<> relaci<Ín: 

sen 20 = 2scn OcosO (5,3,12) 

de donde: 

<;> <p 
sen <,? = 2 sen 2 cos 2 (5.3,13) 

De donde sustituyendo la ce. (5,3,13) en la ec. (5,3,11): 

(
-6nC,cl1•1 sen lo? cos >?) l 36n2 1 C, 12 c2IJ•I i.p 

dn = ± 2 1 dtp = ± sen -d<p = 
.j12n 1C.1 clJ•I cos i \J 12n 1 C. 1 cl><I 2 

dn = ±J3n 1 C, 1 ,.1,.1 sen ~d'P (5.3,14) 

integrando la ec. (5,3,14) respecto a n del lado izquierdo de la igualdad.con los límites de 

integración de n0 a n. Respecto a <P del lado der<'cho de la igualdad, con los límites de 

integración de O a i obtenemos: 

n =no± J12 ¡C. l nclJ•lcos~ (5.3,15) 

Así pues: 

6ri..w.z = ±.j12 1C.1 nclJ•I (5,3,16) 

y usando de nuevo la 3• ley de Kepler ón.....z = - k ;{';;óa......z obtenemos: 

6~ = ± 1
; 1 ~· l,.IJ•la (5,3,17) 

Que es el ancho de libración en semieje mayor cuando estamos usando la aproximación 

del péndulo. Esta aproximación del péndulo 110 '·"" valido para rcsonancia.s dl' prirner orden, 

pues reconlcrnos que la('{". (5.2,5) qu(' ~ o.;:. ,.u.· -2 y Pn .:-1 r:L"M.) dP n~>nanr.ia..~ de> prirner 

orden f j 4 I= l por lo que para una re·sona.nria d(· prinH•r orden ~ji· C\.. ! p~·ro corno «.~tounos 
en la apruxin1aciljn en la cual r < < 1 tlntonl·to.s no pod("u1os d~preciarlo. l'tilizarr~n1os una 

aproximaci6n n1ás n•ali~ta para resonanciéL"i d.- prinu•r ordt•n (1J 4 1= 1). 

Dado <¡llt' Jt = 1 la'"'· (5,1,17) S<' pu<'dt' • ..,..,nbir como: 

dcrh-cmos la<'<'.- (5.3,18): 

~-~-------

c1,_,., . d).' . el.\ cL:: 
dt = }¡ dt ... 12 dt - dt 

------------ ._--- ---·-

(5,3,18) 

(;-,.J,19a) 
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Igual que en el caso anterior:: 

d.<p . ( , . de) 
dt = 1 ' " + 12" + dt 

cJW 
dt 

donde hemos despreciado 1. (5,2,2)derivando la ce. (5,3,19b): 

d7<p . (d" d7c) d7w 
dt 2 = }2 dt + dt2 - dt2 

(5,3,19b) 

(5,3,20) 

y dejando de despreciar el término para~ dado por la ce. (5,2,5), ignorando el término 
secular y usando la expresión para ~ encontrada en la ce. (5,1,28) obtenemos: 

cPw e: 2 c. 
0 

, . ) 
dt2 = ~sen 'i' - --¡;- 1 n + ; 2 n sen e,:; (5,3,21) 

por lo tanto obtenemos que ni sustituir In ec. (5,3,21) en la ce. (5,3,20): 

d7rp . dn d7w . (3 . c. ) C: 2 2 c. (j , . ) 
dt2 = J2 dt - dt 2 = -12 J2 .ne sen 'P - e2 sen 'i' +--¡: 1n + ; 2n sen ip 

cPip 13 -2c. c. 0 , . )J e~ 2 ) dt2 = ;, rrtt! +--¡;- 1n + J2n sen <P - -;;:¡-sen tp (5,3,22 

Para solucionar la ce. (5,3,22) podemos construir una solución modificada del péndulo 

suponiendo que en efecto la solución dada por la ec. (5,3,15) es válida pero escrita de la 
siguiente forma: 

n = 'lo + k cos !'.: 
2 

(5,3,23} 

Con k una "'constante" a determinar y rio la vrlocidad ángular inicial, usemos la ce. 
(5,3,19b} y sustituyamos en ella la C'C. (5,3,23) así como la ec. (5,1,32), de donde: 

~~ . 9 
d; = J1n' + J2[no + kcos 2' -c . .--· cos;.,: (5,3,2-1) 

y tomando que ~ = O y <p = ±r. para la scparatriz: 

(5,3,25) 

así pues: 

i1 n' + i2no = - c. ! 5,3,26) 
e 

Por lo tanto usando la ec. (5,3,23). la ec. (5,3,26) y las su!'tituimos en la •.-e i 5,3,22) 
obtenemos: 

,_.-----:----------------~---------···- ----
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tPrp (3 ·2 ,... c;J · kc. "' e; -d 2 = J,v,nc - 2 seutp +J2 ·- cos-scui.p - 2 sen 2<p 
t e e 2 e 

(5,3,27) 

Y podemos definir una integral de energía dada de la siguiente forma: 

1 (dtp) 2 
[ . 2 ,... C-:.J 2 'P ·I . C, 3 <p C'? 2 E= - - -2 3;2 v,nc - - sen - + -;2k-cos - +-sen <;> 

2 dt c2 2 3 e 2 .,2 
(5,3,28) 

De manera analogn podemos buscar la energía máxima Emai que puede tener el ángulo 

resonante para librar (oscilar) y no circular, y esto sucede cuando ~ = O cp = ±ir, de 

donde: 

(5,3,29) 

por lo tanto: 

E 6.2,... 2c; ......., = - J,vrllC + --;:> (5,3,30) 

Y de manera análoga al caso anterior, queremos busc.-..r el conjunto de valores para los 

cuales el ángulo resonante sigue librando (oscilando) y no circulando. Veamos el conjunto 

de valores que cumplen con est.i condición, igualando la ce. (5,3,28) y la ec. (5,3,30) 

obtenemos: 

1(d"') 2 
[ .2 e;] 2 9 .i kc. '"' e; , 2 e; - - -23;Cne-- sen -+-)2·-cos -+-sen ... o=-6;Cne+'>-2 dt 2 r .,2 • 2 3 .. 2 e2 • 2 r - ,.,2 

\·"earnos ~ cuando i.;; = O, entonces: 

l (d¡p l )" .¡ . c. - - + -]>k-
2 dt ••;0 3 t' 

6 ·2c 2c; - ;, ,ne+ --;:> 

(5,3,31) 

(5,3,32) 

(5,3,33) 

Pero si por otro lado tomammos la ec. (5,3,2-1) y In evaluamos para <P =O obtenemos: 

d<.pl . . . . k c. - = ; 1 n +;-,no + J2 · - -
dt •;O C 

y usando In ce. (5.3,26) en la=· (5.3,3-1): 

do.p l = - ~· ... i,k - c. = J2k - 2 c. 
dt .,=o e t.· e 

de donde al eJe,-ar al cuadrado la e<:. (5,3.35): 

-----------------------~--··~· '7"" 

(5,3,34) 

(5,3,3S) 
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(d"'L )2 
(· e,)' .2 2 . kc, e; dt 

0 
= ; 2 k - 2-;;- = ;,k - 4)2 ·-;;- + 4 e 2 

Por lo que _al igualar Ja ce. (5,3,36) y la ce. (5,3,33) obtenemos: 

·2._2 4. kCr e; s. kc, 12 ·2c 4c; 
3 2 ..- - J2 -;;: + 47 = - 3J> ·-;;- - Jz rne + 7 

Así pues podemos hacer lo siguiente: 

j~k2 - '.!i2C' k + 12j~C,ne =O 
3 e 

(5,3,36) 

(5,3,37) 

(5,3,38) 

Nos encontrarnos con una ecuacion de segundo grado para k cuya solución es: 

1 1e,1 
1 + 27j~c3 -n- (5,3,39) 

Por lo tanto si sustituimos en In ec. (5,3,23) la ce. (5,3,39) para <p =O obtenemos: 

rl =no+ 3~ e, ± J12 1 e, 1 rn·,l 1 + .,-1, 3 1 e, 1 cos ~ 
)2C ' - t J2 C rl -

(5,3,40) 

por Jo tanto el ancho en velocidad angular nw<lia, 11, para el cual el ángulo resonante se 
encuentra entre oscilar y circular estara dado por: 

(5,3,41) 

I 1 1 l~I l~I 
ón.......r =±y 12 I c. 1 ""\111 + ---- + --

' 27jic3 n 3j,c 
(5,3,42) 

Y usando la tercera ley de Keplcr po<ll'mos <'ncontrar: 

.Sa.....z =a[± (5,3.42) 

La ec. (5,3,42) la encontramos suponiendo que <'rá una """1nancia de prurwr ord .. n, 

así que la ec. (5.3,42) predice el ancho de libración de unicamente las rcsoanda.s de prim .. r 
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orden. Para todas las <lemas resonancias es la ce. (5,3,17) la que predice l'1 ancho de 

libración. 

Ahora que hemos encontrado la ce. (5,3,42) hagamos un anñlisis d<' c¡ué es lo que sig

nifica físicamente esta expresión. Esta ecuación la hemos encontrado al analizar el caso 

para el cual la ucncrgía" del ángulo resonante era Ja 1náxin1a para qtH* f'l ;ingulo reso
nante oscilara de ±11" y no empezara a circular de O a 2,,-. Así pues h<'mos encontrado 

una expresión para óa,,...., en función de la excrntriciclad, lo qu<' significa que; dada una 

e.xccntricidn<l fija e, la ÓO-rnn.r da t·I conjunto df' \'alor~ f'n S<·rnicjr. rnayor alrededor de 

la rc:;onancia norninal (que cxplicarcrnos Pll la ~iguiPntr St"Ccj(jn) tal•~ que el argurnento 

resonante libra y no circ.uln . .1\sí put'S el conjunto de- valon~ para. el S<•mit•je tnayor encer

rados entre hL<i curvas dad;L<; por ÓCJ~z con raíz positiva y Óam.a.z l."on raíz nej!_ativa son 

aquellos para los cualt•s 1•l comportamiPnto de <,' es oscilatorio. Al conjunto d<· valores 

que se cncuC"ntran furra de C'Sta...c.; curvCL'i el ar).;urnf"nto resonante circula. (de O a 2:r), a la 

separación entre r-lliL'i ·~a lo que IJani:unos r-1 ancho de libracic)n. 

5,4 La Resonancia Nominal y la Ambigüedad en la Defini

ción de Resonancia Exacta para el Problema Plano Circular 

Restringido de los Tres Cuerpos 

Se define que la partícula se encuentra en la resonancia nominnl p + q 

que: 

( 
p ) f • 

a= p+q a 

q si cumple 

(5, 4, l) 

Para ilustrar que es lo que oscurre supongamos que la partícula d.-! anillo planetario 

esta dando 2 \•ueltas mientras que el satélite e<ta d:uulo 1 vuelta, supongamos además 

para fines de la deducción <1uc en una primera aproxin1ación no sienten una fuerz..-. gra\·

itacional rnutua, entonct_~ poderno~ t_•ncoutrar si llan1amos n la ,.t•loc:-1dad angular n1Niia 

de la partícula y 11' la vplocid;uJ an¡;-ular ml'dia <kl satélite que· exi.~te la ~igui<'nte relación 

entre ambas ver fig. (5,5,1). 

n = 2n' 

Pero rccorclando la tercera ley de Kcpler a 3 n 2 = I' de donde 11 

(5,4,3) nos queda 

JJ l - ')~ l 
a 3 - - a'3 

-

(5,1.2) 

;r ! por lo que la ec. 

(5,4,4) 
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Fle!!.4.l 

... 
1· ,. 

La part1.cl&Jia hla ... rt....-.Dd• 2:1 C'Clfl d ........... lllllk91lrw ... pw\k'1llil .. .................................... .... 
aa... a........_.. .. t..Mcw:adunllr •~ ... c ... __.._ ti~_.• n.d ........ •dakl6ecoad........_ l 7 J". 
C>o....SOla pmtinola ......... _ ...... (2)<1- _.,. __ ,._... .. -.(2.).~ .. --
hm c..,.a..cado .._ nw•• (:1) _. _, ... , .. TW .,. ..... , ...... ,,....,._ (3"). ca.... a....,....,. ....... .....-. y_.. 
<'> .. 1 •.t.•.,•..-. lrH t'lDl't .. dP Y'DPka <•·>,,.,.. c-=lldl'..,.........,. a .. ~ .a 1, 1· .. 1"or le..,,..._. 
c.acmll'..- ca d DDke _.... doadco d.)d6n .,.. .... ~ ........ ,...... ~ ........ ,..cm J 7 1·.,...." 
..... nla&I ..... oerc._ ~Y t(1-' ....... T - ftl d.._ .... ·- ......... 

de donde podernos dt•sprjar a: 

(5, 4, 5) 

Ahora vt•amos qut• '"' lo c¡ur· ocurre físicamente rr1 rste tipo de órbitas, por lo que 

supondremo.« que la partícula si<-nt•• la fuerza gravitacional del satélite, pt•ro el satélite no 

siente la fuer.ta debida a la partícula. Cscmos de nuevo la fig(4,l). 

La fig. (4.1) drscribf' PI nm1portamiento df' la partícula cuando interactúa con d 

Sc"'lté1itc durante las conjuncioru~. 

La díft.'rencia cntrt" una particula .-n una órbita rPsonantt .. y una pa.rtícula. •~n una i1rhita 

no resonante~ es qu~ en el C"'a....•.;.o H"::-Onanlt~, la ..... conjuncioru--s ~ repitt~n d~ u1anPra cohl"rrnte 

c..,.usando grandes perturbacione~. al cabo de conjunciones rep<~tid~'L.'. ~iic-ntra."' que par.a. 

,,---··-.---. --------------
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la partícula no resonante las conjunciones no se repiten de manera coherente y al cabo de 

conjunciones repetidas, la perturbación se anula. 

Supongamos una partícula en resonancia que sufre una conjunción en el punto A (fig. 

4,1). Como la partícula migra a una órbita más externa, su velocidad angular disminuye 

y la siguiente conjunción ocurrirá un poco después (más cerca del periapside) que la 

conjunción ant<!rior; la siguiente conjuneióu ocurre rnás cerca del pcriapsidc, de rnodo 
que después de V"J.rias conjunciones donde su momento angular ha ido aumentando y su 

velocidad angular disminuye, la conjunción ocurre <'n el periapside. Si la conjunción ocurre 

en el punto B entonces la velocidad angular de la partícula aumenta y las conjunciones 

subsecuentes ocurriran también más cerca d<>I pcriapside. Por lo tanto, no importa donde 

ocurran las conjuncion~ la tendencia es que el punto de conjunciones se va corriendo 

hacia el periapsidP. 

En una órLita no conn1ensurablr, corno los encuentros no siempre son en el mismo 

lugar, el efecto acumulativo tiende a compensarse y después de muchas órbitas se anula. 

En la gráfica (5,4,l) se esta gmfic~'Uldo la exct•ntriciclad versus el semieje mayor para 

el sistema Sol-Júpiter ••n la región de los ast<>roides y se muestra la localización de las 

resonancias nominales y su ancho de libración. Esta gráfica es igual a la que obtuvieron 

Murray y DPrnwtt <'11 su libro de Solar Sy.-tn11 Dynar11ics1 Pág. 3-11 fig. (3,7). 

A continuación harl"rnos un a.nái.sis de cuales son las rcsonancilL"i nominales que pueden 

llegar a s.•r importantes cn el espacio de CiL~ini d<>I sisl<'ma de anillos de Saturno. El 

espacio de C1L"-'ini es <'I espacio que separa los anillos más brillantes que tiene el sistema 

de anillos de Saturno, estos son d anillo A y cl anillo B. Dicho espacio se muestra en la 

gráfica. (5,4,2) como dos lineas verticales, en Pila se muestran las resonancias de primer 

orden para los diferentes satélites de Saturno (las rcsoncias d .. primer ord<>n son las que 

en la ce. (5,-1.l) q = l y en general d<>cimos <'S la rcsonacia de orden q . 

Despues de ver la gráfica (5.-1.2) se pu<>cl•• concluir qu<' las siguintcs resonancias son 

las que deben tomars<• en consid<>rnción: ~! ima.~ 2 : 1, Janus 3 : 2 y 4 : 3, Epimethus 3 : 2 

y -1 : 3, Pandora ·I : 3 y 5 : ·l. Promrtheus 6 : 5, Atla." 6 : 5 y Pan 6 : 5. 

Dado qu<' ••I ancho de libración drp<•nd., <i<' la.'< m1L·;as, las m•L"'-•S de los diferente; 

satclitcs son: ,\11T11a., = 3,80 x 1019 Kg, Janu.< = 2,01 x 1018 Kg, Epirru·thus = 5,6 x 1017 

Kg, Pandara = 2.2 x 1017 Kg, Prorw·tlu·u.- = 2,7 x 1017 Kg, las ma."><1 d<> Atlas y de Pan 

no se conoct~n aún pero se f':-itin1a.n n1c-non:"!" que la de los satélites 1ná..., pl"queños. 

Debido a que los anchos de libración d<>penden de la masa del satélite, los anchos 

de los satélites poco nHL'<ivos son demasiado p•>qucños y por lo tanto no se tomaran en 

cuenta. La gráfica (5.-1,3) muestra los audios de libración d•• la rcsonacia 2 : 1 d<> Mimas, 

la resonancia 3 : 2 y la -1 : 3 de Janus. Se pm-de notar el cruzan1iento y tra.,lape de dichas 

resonancias. \\'isdom de.<mostró17 en un articulo publicadó en Astr. J. vol. S5 paginas 
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.J\ 
\ 
·~ .. .:.:.: •••• •• : • • :: ~· ..... ~ ....... '9 ....... ~ ~.~~.~-~ •••• • ~.·. ~.·.~.:. 
/"-......................... . 

Gri.fk• 5.4..t 
En~ g&lk:.. w ~ k4 ~de IJ~ r-a Lu J...IC:z-cintcs ~ .. 
~ drl m....aan. Sol 0 JU1p1ttt en lA ~de ka as~ Se JPki"KA 
~JAIJ .. 'n"M.a tta"nic-,.e ~ (c:n UA) 1--. C't.a"\.' .. ~ r"""W' ~ 
UfUdollt re.- lant-I~ \S\ ~ .e11 ~I ~"7< ~ ! '.\ UA es C'i lllnCfw> 
QUC le~ al•~ J l. la c.~·- awn~ de~ ~-.n el 91iChn 
Je IJt..oon dC' t. r--.>nanc1• ~ 1. l-. J.-w. ~ ~ que f.-.Tn.111'1 un rico en 
~ 1 VA MW\ rl ,u,..:,ho dC' hhr.c1"'" OC' i• ~-u '.\ .:1. la' dns IMZn" ~et&• 

~ pmi.<-. ¡;:ran.J.n. w-.n ft'll .-icho dolo lt.h"aoón Je- L. f'C"M""-11C"La l ::? } P2 uJtuno 

l.a cun. ... ~Je S"Ultna ~-...~cm .ne~ de hhr.ann di.e 1• 

1122-1133 (1980) que las r<·giones done!•· las n'SOnancia.~ dt• primer orden se traslapan son 

regiones de inestabilidad orbital: úrhit;L"' cucL~l·JwrÍfhhca.s 110 plH·dt>n exit1r allí. 

Así pues resulta qut> ,·i··ndo la g,ráfica. (5.-1.:3) podt-.ruos concluir quP •·l tra.slapt- <-ntrP 

las resonancia..-; dt• ~h111cL.., y Janus J>Ut"<h·n ~•·r c-n part•• la ..... n~pons;thlcs d<' quP PI t'Spa.cio 

de Ca..~~ini se.a orbitalrn••ute uu•·:a.able y por lo rubrno qtH' t"'!-.ta n·.~lt··n S<' t·ncucntrc t•uoa. 

Cabe aclarar qut• t-:-.toi ("!"-- la aproxirna.clón uüt... ... ~·nri1la y a pra1tt•r ordt•n <h•l problt•rna. 

pues en realidad no t"!it.::uno~ tornando en eu,·nta t') pt~iblr choqu(' Pntn· Ja. ... particubL" ni !a 

posil>I<' int•!raeciún gravitacional Pntre t•lJ.'l-."" . 
.-\si pues la r1.,•:'-(.>Uancia norninal rtU!- ."\yuda ;1 dan1u."'-I lHJil 11:t.-;l dt- dl•nd<" etnpc.-.1;.ar a 

buscar una rcsonan<·ia. 

El prohlerna insah«.bh· dd que habiat:lOS hahl:1dll ~n ,.J c.apitu!tt a.ntt~riur t":-i t•l siguu·utt•. 
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l'ls«M'bco 

l•pc-lu• 
Dypc'riOD 

Titaa f..-

RMa 
Jlelnu· 
IHon• 

C•l;!'pso 
T•l.rsto ~ 

"' TC'lbya .. .. f'An-l•dus 

:::: P..Uma• ... Janua • 
Epi•.Clt111• -

Paadora 
Prom..clM .. 

AtJ .. 
l'•n 

" 
4:.JA 

2:16 
~:lA 

4:.l4 

.5:4A 

' ' ,,44 
5:"6 l 6:SA 

5:4¿ 6;3A: 
:!16 

.. :.J4 
4:.JA 

6:.SA 

.., 

1.80 1.6~ 1.90 1.9:'1 200 2.M 2.10 2.1~ 
l..oinalhr•c'6.I dr la ~-•ri• .. ~ ,_,.. cwd• -•4'1Ue (•• rmd! ..... Samrao) 

En esta w•ficm ""llU.c'Slllt .... Jo..::a!U.-ciOn ~la& IC':KJfl.mJCi.. c::x..a.ct.aa de primer onirn para cad. 
uno de k• dlfe:cntes sat~l&1c11 de Saturno 

So mumt1111 oornf'IU"Nlll'I onn t. d1rJ1Léa de f'..an.in1 que epcrcce Cor.le' ln do' l::DC'U ~acales 

recordemos C'I conjunto <l•• c·cuacion<'s a más bajo orden que ••ncontramos para los elemen

tos orbitales, aún ant<"S de r¡u<> se hiciera la aproximación de la función perturbadora. 

dn 3 éJR 
(5,4,6) 

dt - ª' í)). 

de OR 
(5,4,7) 

dt - na'c {}.:;, 

dW ifR 
(5,4,8) 

dt na2 c (J.-

de e ifR 
(5,4,9) 

dt 2na2 Te 
Vemos que existe uu problema no trivial, purs la <'C. (5,5,8) no cst.i definida cuando 

la excentricidad inicial de la partícula es ccro y confonnr e tiendr a cero <>I cambio del 

argumento del pcriapside aumenta indt•finidanwntt•. Sin embar¡;o las •-cuaciones qu•· twmos 

deducido 110 son capaces de predecir el comport.-im1Nl!o d.-1 argum•·nto dd ¡H'ria¡,,;1d1•. Cno 

pudiera J>CUS.a.r que dado que la funeü-'•n p~rturhador;1 ,Jt•JM'fHh-· dt_• }<rs t•lt•zn,•nto:-.. ur bita.lt-.:.. 

C"$L"' parte Je la ecuación anula la sin~ularida<l pt·ru corno rncontraruos PU la .. '(:. ( 5.1.53) 

TESIS CC!~ 
FALLA DE ORIGEN 
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dW dt = 2C. +C. 1 i• 1 c 11•1- 2 cos cp (5,.J,10) 

Pero si suponemos que es una resonancia de primer orden (1 i• 1= 1) entonces 

d::J 2C C 1 - 1 i -2 '>C C. 1 i• 1 . dt = • + r }-t e cos i.;; = - • + --e-- cos ; (5,·1,11) 

Así como ya lo habírunos comentado Ja singularidad es insah·ablc por lo rnenos para 

las resonancias de primer ordcn c¡ue son las c¡ue ejercf'n mayor torca6 y por lo mismo hLo; 

que son dinamicamentc más interesantes. 

Lo que sucede con el argumento del ¡><•riapside ••s un indicio de que pos1blenH•nte 

nos encontrcrnos sobresirnplífic:ando t•I proble1na, y qui• se dchf" sc-r n1ás cuidadoso al 

afirmar y definir Ja reson;u1cia exacta, JHU~ St" ha t:•ncontrado evidencia de quP cuando la 

excentricidad es inuy ¡>rqut>fu16 (<J inrlusi\T" cero) se pu~de (•ncontrar la Iocalizarión de un 

lugar en el cual la variaciéH1 cit .. Jos clcrncntos orLitalPs (':-i la pn~Jicha para una n~onancia 

de primer orden por una aproxin1ación ann.Iític .. a. a st.·~undo orden (en vtv¿ de a.l ordPn rná.._o; 

bajo en a y e) y sin embargo, el argun1<'nto resonante, circula. 

Así pues, para órhita"i circulares c•J criterio dP oscilación d.Pl ar~un1<-nto r~nnante no 

define, ni el ru1cho <le libración para las resonancias de prírner orden. ni la loca.lización de 

la resonancia exacta. 
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En ~ ~ ~ mue.t:• .J <">pa<:10 J.. Cucni como ~ &:>o 1.me- horizuct¡¡J.,. 
continuos pues.as.. s.c paf:c..i. adcnui. e! a:xha de llbr~ ~la resanancu ~J. 
representada IX"" lm cun ... • ccorr.poc.:.c• de punt0> ~ • ..., ¡:rafica d ancho de 
hbracicu de la roonanc 1.1 ) : de far.w.. rcprc.cnt.oJ.. p:>r La cun11 continua y por 
último "'pnlicn .el an<OO de !ibnici.....,, ?"" la rcsocanc ... 4 3 de Janus rcpn:scntada 
por las c1.:rv.u J.: ;>untos r-.·+>< .. Tio:s. 



1. Capitulo VI Conclusiones 

1) Durante la realización de esta tesis tuve la oportunidad de asimilar y desarrollar 

las ecuaciones más básicas para el Problema Restringido de Tres Cuerpos. Esto me ha 

permitido llegar a la aproximación del péndulo y entender el significado del ancho de 

libración alrededor de una resonancia y calcular analíticamente los anchos de libración 

para algunas resonancias de los anillos de Saturno. Estos anchos se refieren a los valores 

en serniC'je mayor y <•xeentricidad que puede tenrr una partícula alrededor de la resonancia 

nominal para que se Pncuentrc en r<>Sonancia con el satélite (libración del argumento 

resonante). 

2) Tomando t•n cut•nta los rt>sultados de \\"isdom. de la graf. (5.·l.3) ~e puede ,·cr 

que para cxc••ntricidadPs d<'I orden cfr· io-• (órbitas casi circulares) hay un traslape de 

al menos 3 rc>sonancia ... _-.. dt' prirnPr ord,•n a todo lo ancho de la. División de Cn.s.c;;ini. dos 

de ell<L~ causad:L~ por Janus y una por :'\linuL~. Este rpsultado sugirre quP la División de 

Cas.sini put ... dt• sPr una re~ifín inPstable. dado quP l;.L'i partícula~ en los anillos cit• Saturno 

deben u•ner l''XCt"ntricidadPs pPqut'i1a.."i dt•hido al alto nün1~ro dr colisiones. 

La inr.stahilidad cau!'ada por f'l t r.a ... 'ilapl" ~ un fenl°>rnt•nu que ayudaría a sacar partículas 

cuya órbita estt:~ dt•nt ro ch• la división dP Ca ... •·•sini. 

3) Al tinal dt•I dt•sarrollo de l:L~ <'CtJacionrs dr los <'lementos orhital<-s en función de la 

función prrturbadora a prn1H·r ord<"n <"ncontrarnos que ~tá .. -.; no t•stán drtinida ... -; para. Pl 

ca.so de cxcf•ntrici<lad ct•ro. Por lo tanto. •·l tratarnicnto analítico es lin1itado a ca.sos con 

e # O. Otros tratarnit•ntos analíticos que usan t•lernentos orbitales tienen exactan1entc la 

misma limitante. 



Apendice 1 

Cómo Pasar de Coordenadas Cartesianas a Elen1e11tos Orbitales 

........ 

TESlS CON 
FALLA DE ORIGEN 

211 _.. ,.._.. w .....cna ceicM-.o die~~ a.:~ P9' de:&.-•~ de..,. psúadll • .. ~ 
M__... .. ~ I qw ... ...,~f(J1'121mdJ"-oCilrtelll7 .. wfÍJ*Cia.M.-. .. nrcbde 

~ ....... d pllao cwbl.111 y .. edlpDc9. )' - ---ar.a loa punlo8 cdr.__ di dlcb9 ,_..e--. lo9 ~ N y s·. lll 
~ cW nodo .cmrd.-e C - d ....., ~ f.onDe a. r."ta de- -.-....c-aóa y d ""X. T...._ - ...-n, d p.do 
...-- T.- - dpao ~ -~•.-x y•~· r:l .,._aodd~ • qm• • .._., Cl'M' 

fOf1D9 • P"O)"K"a6a dd p.-o ~Tea d p1.mo ~y d _,.. ~ 

Queremos encontrar corno t~riLir hL~ coord~nad.;:Lo.; cartt~ian.;L"i y las velocidaddt-s rn 

cartesianas en terminos dt> los rlrmentos orbital<•s, para .-llo \'emos de hL~ figs. (.'.\il) y 

(Ai2) que la transíorma.cicln para pa..··~ar de clcrn<•ntos orbitales a coordenad.i:L"" cart<-siana.4-i 

t>sta dado por: 

x = r[cos(O) cos(<.:· + /) - sm(ll) s.•n(..;, + /) cos(J)J 

y = r[s..-n(O) cos(.:: + /) .._ cos(ll) s.·n(.:· ..- f) cos(l)J 

r{scn(~· +/)sen(/)] 

pero recordemos la ce. (2,2,26} 

(a, l) 

(a,2} 

(a,3) 
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Fla.A12 
En esta 6pra •e ttaJCStn d plm>o orbCal de la pwtjcula. U rdaci6n entre .. mncxn.li• citcénlrica. 
L!. que cm d 6nguk> P"CE y la vCl"dadcrm SJOmailJ-. C. quc n d....., PFE.. p_.. pequUla9 
c:itcc:nlridd-scs. esto• do9 "wulc>• •oa c .. 1 w.-ac-. El vect.or que .... -dd p.mto F .. ~ "{' C9 

d V'K10I' proyecd6n dd Y'K1or que VII .r a.u.do pmlo gmnrn. sobre el pi.no U'bit9I ( d p.mto 
gm:mnll Cll donde d -ie Xy la KliptX• _,. IOcml ) 

r= 
a(l - c 2 ) 

1 +e co.~u> 
(a,'1) 

y como trunbién queremos conocer las coordenadas de la \"elocidad, entonces derivando 

respecto al tiempo: 

dx dr clf df 
-d = -d (cos(n)cos(O)-sen(n)scn(O)cos(/))+r[--d cos{!1)scn{O)--d scn(!1)cos(O)cos(/)) 

t t t t ) 
(a,5 

dy dr df df 
-d = -d (sen(n) cos{O)+cos(n) sco(O) cos(/)]+r(- -

1 
S<>n(H) scn(O) +-d cos(!1) cos(O) cos(J)] 

t t et t ) 
{a,6 

dz dr df 
dt = dt sen(O) sen(/)+ r dt cns(O) sen(/) (a,7) 

donde O= w + f y además retomando la cc.(4,2,1,15) 

df 1 e ~>(c1 + ··cos<f))
2

) - = vª 1 - e· dt a 2 (1 - c2) 
(a.¡8) 

y por otro lado se puede ver que tomando la ec. (2,2.30) 

dr ck ck ck 
dt = mi& scn(O - w) = L sen(/+.:.: - w) = L sen(/) (c,9) 
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Así ¡mes hemos logrado escribir las coord.,nadas cartesianas y las ,·clocidadcs de estas 

en terminos <le elementos orbitales. 
De Coordenadas Cartesianas a Elementos Orbitales 

Sabemos que: 

r = J x 2 + y 2 + z2 

y que: 

v= (
dx)2 (dy)2 (dz)2 
dt + dt + dt 

(a;lO) 

(a;ll) 

recordando la ecuación Vis Viva dad por la ce. (2,2,45) y recordando la definición de 

energía gravitacional dada por la ec. (2,2,44) 

k 

2a 

Erot.i = .!.mv2 - ~ 
2 r 

por lo tanto encontramos el semieje en terminos de las coordenadas cartesianas: 

k 
ª = - 2(~mv2 - ~] 

Recordando la definición de momento angular: 

L =l L l=I T X t11 

y de la ec. (2,3,2,6): 

e= / 1 _ _!!__= f¡_lrxt712 
V aG,\lm V aGMm 

La inclinación i puede ser calculada de la componente z del momento angular: 

( 
dy dI) L = x- - y- cos(I) 
dt dt 

de donde: 

(a.,12) 

(a;l3) 

(a;l4) 

(a;15) 

(a, 16) 

(a.,17) 

(a.,18) 

La longitud del nodo ascendente puede ser calculada de la siguiente manera, como se 
ve de la figura: 
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n = tan- 1 "' -,,, ( X~ - .'!Ji ) 

-z~ +x~ 

Citando de nuevo la ec. (2,2,26) encontramos que: 

despejando f 

r = a(l - c2
) 

l +ecos(/) 

1 +ecos(/) = a(l - c2) 
r 

ecos{/)= a(l - e2) - 1 
r 

cos(/) = ;ca(l; e2) - i) 

f = cos-• r;cac1; e2) - 1)] 
y finalmente encontramos que: 

De donde: 

cos(O) = xcos(íl) + yscn(íl) 
r 

scn(O) = [x cos(O) +y scn(íl)) cos(I) + z sen(i) 
r 

w =tan-• (sen(O)) - f 
cos(O) 

(a.19) 

(a,20) 

(a,21) 

(a,22) 

(a,23) 

Con esto podemos encontrar cualquier elemento orbital en terminas de las coordenadas 

cartesianas. 

--:_.-_-_..,.--__ --_-__ -__ -_-_______ -_-_-------.--:-:---.-. -.-·-:..,--:~··-···; ,.:_-
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En este apéndice demostraremos cómo escribir (TJ, q)'" en términos de las parciales de 

los elementos orbitales. 

Queremos demostrar que: 

.!_ éJ(a,c) [D(X, %) + éJ(l', '!f)] + .!_ éJ(c,E: - w) [ éJ(X, %> + éJ(Y, '!f> ]+ 
6 éJ(p, q) éJ(a, e) éJ(a, e) 6 éJ(p, q) éJ(c, E - w) éJ(c, E - w) 

.!_ éJ(E: - w, a) [ 8(X, % ) éJ(l", '(¡}) ] = {p ]"' 
+6 8(p,q) 8(c - w. a)+ éJ(c - w,a) ,q 

(a,il) 

Tomemos la primera cantidad de la primera parte el" la igualdad de la ce. (tliil) y 

usemos la ce. (4,2,3,19): 

1 O(a, e) [éJ(X, ~) ap·, 4d~">] _ 
G8(11,q) iJ(u,c) + éJ(a,c)- -

=- ----- _::.!..1'.l..!.--~+-~---~ 
l(é)aéJc éJalJc)[ªXD(dX) éJXD( 4

-'") éJl"lJ(d~·) éJl"lJ(!!l'..)] 
6 éJp Oq éJq Oq éJa éJc De Da Da De 8c 8a 

y desarrollando: 

.!_ O(a, e) [éJ(X, ~) + éJ(l', '(¡} )] = 
60(11,q) iJ(a,r) éJ(a,c) 

(a,i2) 

= [(ºXº")(ª(".:)ª")- (ºXª") ( ~1J <la)+ (~1· iJa) (éJ( •; ) iJr)-(é]}. ve)(º(:~ ) Oa) 
éJa 8p De iJq Dr Dp iJa iJq <1a éJp éJt· iJq ¡),· e';> da 8q 

-(ªXªª)(ª(',¡~) a~)+ (ªX ~e)/'!( ~J ~·,. )-(·?» ªª) (º(_".¡} i ¿¡,.) + ('~}:,-.,)(V' <l.J;- ª'')1' = 
Da é)q oc Dp Dr cfp \ º" l''} ª" clq éJc• ap ck º" i:.Ja Llq 



APENDICEII 

= [ªx a( 4.;~"> _ ax a( 44~> +a>' ac".,~"> _ ¿w ac·:n 
é}p ~ Dp ~ Dp ~ Dp ~ 

ax ac~) ax acg) éW éJ( 44~· > a:r· o( 4
Y, >] 

--~+-~----+-~ = 
~ Dp é}p ~ ~ Dp Dp ~ 

= !. (ªx ac ".in _ ax ac 44~ >) + .!. (ª1· ac 44~· > _ a1' ac-:¿· >) 
3 é}p aq é}p aq 3 Dp Dq Dp aq 

De donde usando de nuevo la definición dada orla ce. (4,2,3,19): 

.!_ a(a, e) [o(X, % ) + éJ(}', '!;f )] = .!_ (éJ(X, % ) + D(l', '!;f)) 
Ga(p,q) a(a,c) éJ(a,c) 3 a(p,q) D(p,q) 

(a;i3) 

Pero como vimos para obtener la <'C. (a.ii3) no intervino cuáles clrmcntos orbitales 

estbamos usando, así obtenemos finalmente que la <'C. (a.iil)sc¡mcdecscribirr..oTno: 

!.(8(X, %> + 8(Y, %>) + !.(D(X, %> + D(Y, '!;f)) + !.(éJ(X, %>+a(}',%>)= 
3 éJ(p, q) 8(p, q) 3 a(p, q) D(p, q) 3 a(p, q) a(p, q) 

Pero recordemos que: 

a(X,",¡~) 8(}',".,!') 
= a(p, q) + -éJ-=-(p--'. q"'")-'-

(p q)"' _ O(X, %> + a(l', '!;f) 
• - 8(p,q) éJ(p,q) 

con lo que termina la demostración. 

(a,ii4) 

(a,ii5) 
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Apendice III 

En este Apéndice aparecen los ,·alorcs númericos para o, o/d(o) y a/ •. 1(o), para las 

principales resonancia.«. Estos valorl's fueron tomados del libro Solar Systcm Dynamics 

de Murray y Dermott primera t-dición pa~ 334 tabla 8.5. 

p+q:p a. a.fs,1(a.) a.r. (a.) 

2:1 0.629961 0.244190 -0.749964 

3:2 0.743143 0.879751 -1.54553 

4:3 0.825482 1.88147 -2.34472 

5:4 0.861774 3.24494 -3.14515 

6:5 0.885549 4.96857 -3.94613 

3:1 0.480750 0.0683812 0.287852 

5:3 0.711379 0.515657 2.32892 

7:5 0.799064 1.33523 6.28903 

9:7 0.845740 2.51812 12.1673 

11:9 0.874782 4.06179 19.9639 

--,--:----------------------~--. -.. _-::---.-:·----,~--------
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