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CAPITULO I

INTRODUCCION

Los anillos de Saturno fueron por primera vez reportados e¢n 1610 por el gran cientifico
italiano Galileo Galilei. Aunque nunca estuvo seguro de la forma precisa de los anillos, é]
crefa que los anillos eran como manijas (del latin ansae) ver fig (1,1). En todo el siglo XVII
hubo cientificos que se dedicaron a hacer dibujos poco precisos. Fue hasta 1659 cuando el
gran cientifico Christian Huygens infirié la verdadera naturaleza de la forma de los anillos
ver fig.(1,2). En 1676 por pritnera vez Cassini dibujé el sistema con la separacién cntre
los anillos que ahora lleva su nombre, en ese entonces se pensaba que el sistema de anillos
estaba compuesto de una especie de aros hechos de hielo macizo. El siguiente avance
fué hecho por James Clerk Maxwell que demostrd tedricamente que los anillos deberian
de estar compuestos de un mimnero muy grande de particulas no conectadas entre si, lo
que le valié el premio Adams en 1857. La primera fotografia del sistema fue tomada por
Common en 1883, y fue hasta la llegada de las sondas Pioncer y Voyager que se pudieron
tomar imdagenes y medir caracteristicas como la composicion ¥ tamano aproximado de las
particulas, asi como descubrir que los otros planctas jovianos también tienen un sistema
de anillos.

En los ultimos afos se ha podido avanzar en la simulacidon de los sistemas de anillos
debido al increible avance en el cdmputo y supercémputo, lo que ha permitido ademas
estudiar la dindmica de estos sistemas.

Existen una amplia variedad de preguntas relacionadas con los anillos planetarios como
formacion, estabilidad, resonancias, ondas espirales. En esta tesis me enfocaré principale-
mente al fendmeno de las resonancias y mas precisamente en las resonancias de primer
s ¢os el de dicutir si el criterio del argumento reso-

orden. El objetivo principal de esta tes
nante es vilido cuando la excentricidad es muy pequena o incluso cuando la excentricidad
es cero en el Problema Plano Circular Restringido de Tres Cuerpos (PPCRTC).

Se comicenza en el capitulo 2 repasando la parte analitica necesaria, que consiste en ver
la 6rbita de una particula en coordenadas cartesianas y en polares. Se ven la conservacién
del momento lineal, del momento angular v de la encrgia , se discute ademiis la ecuacidn
Vis Viva. Se discute la ley de la gravitacion de Newton v el caso del potencial central
gravitacional. Luego se ven las 3 leyves de Kepler. A continuacidon se discuten los elementos
orbitales y cémo son utilizados en la mecinica celeste. En el capitulo 3 se discute el
problema de los 3 cuerpos restringido, la integral de Jacobi ¥ ademis se discuten los
elementos orbitales osculantes.

En el capitulo 4 estudiamos la variacion de los elementos orbitales en términos de la
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funcién perturbadora v se hace la aproximacién a primer orden de las ecuaciones de los

eclementos orbitales.

En el capitulo 5 se estudia ¢l PPCRTC, comenzando con el estudio de la funcién
perturbadora y la aproximacion a primer orden, con esto se deduce el modelo del péndulo

simple ¥ se calcula el ancho de oscilacién para las resonancias de primer orden. Se estudia

l1a resonancia exacta y la ambigiedad ¢n la definicion de ésta para el caso circular.
Para finalizar en el capitulo 6 se dan las conclusiones.




CAPITULO 1

Fig12

En la figura A sc muestian fas observaciones hechas por Huygens e 16356 del
sistema de anillos de Satumo. En fa figura B sc mucstra la teoria propucsta por
Huygons parz las observaciones




Capitulo ITI Parte Analitica

2.1 Orbita en un plano en coordenadas cartesianas y polares

Las coordenadas cartesianas son lias que mas facilinente podemos imaginar y las que
son mas intuitivas, sobre todo en los comienzos de la formacion profesional, pero como
se ha demostrado no sicmpre son las mas adecuadas para estudiar un problema, pues
como veremos existen casos donde las coordenadas polares son las més adecuadas. Sea 7
el vector posicién de una particula en 2 dimensiones, entonces sus componentes seran:

F=(x,y) (2,1,1)

donde = y y son las coordenadas de ¥ en un sistema de ejes ortogonales.
Se puede sacar la velocidad de Ja particula, que por definicién:

U= (vg, 1) =

dr’ dr dy
a=(aa (2.1.2)
con v, la velocidad en la direccién x y v, la velocidad en la direccién y.

Y la aceleracién:

.. _di _ d*F &’ d?y
a = (ar,a,) = PR iR (-d—t?' iz (2,1,3)

con a; la aceleracién en la direccién x y a, la aceleracién en la direccién y.
La posicién de esta misma particula en coordenadas polares tiene componentes:

F=(r8) (2,1,4)

donde r es la magnitud de 7y 8 es el dngulo que forma 7 con el eje x.
Quercmos encontrar una transformacion para pasar de uno de los sistemas al otro, la
figura 2.1 muestra la relacién entre los dos tipos de coordenadas:
De aqui vemos que:
xr = rcos(8)

v = rsen(0) . (2,1,5)

Asi pues hemos encontrado una forma de relacionar las coordenadas cartesianas y las

coordenadas polares.
Sacando las derivadas respeecto al tiempo ¢ por medio de la regla de la cadena:

dr dxdr Oz df dr ) df

TR + Y i coo(ﬂ);i—t - r.s«,n(f?)‘—j? (2,1,7)
dy _ Oydr  JOydf dr a8 )
e T e s Mn(G)Z < rcoa(B)E . (2,1,8)




CAPITULO II PARTE ANALITICA

A
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L3 4

FIg21 Relacién ento b coordensdas cadesioas y pol

De aqui podemos deducir ademas que, si multiplicamos la ec. (2,1,7) por cos(@) y la
ec. (2,1,8) por sen(8) obtenemos:

dr . dr R do

cos(0)-¢—17 = cas (O)E — rsen(8) (.‘05(9)—dr (2,1,9)
dy 5 . .dr _ do

sen{8) 9f = ten (9) i + rsen(8) cos(l))——dz (2,1,10)

sumemos ahora las ecs. (2,1,9) ¥ (2,1,10) para obtener:

dx dy _dr 2 _dar
cos(a)dt +scn(8)dt = dt(C% (6) + sen®(8)) = F7al {2,1,11)
De manera andloga al multiplicar la ec. (2,1,7) por — sen(8) y la ec. {(2,1,8) por cos(8)

y sumar el resultado es:

dé dr
= s = —ge = t 4 2
ve =T sen(8) T +COS(0)dl (2,1,12)




CAPITULO Il PARTE ANALITICA

pero ademis podemos multiplicar la cc. (2,1,11) por cos(0) y la ec. (2,1,12) por —sen(0)
para obtener:

d;
cos(0)v, = cosz(())% + sen(0) cos(0) 2¥. (2,1,13)
d.
—sen(0)ve = scnz(o)ﬁj—f — sen(9) cos(0) ¥ (2,1,14)
sumemos las ces (2,1,13) y (2,1,14) para obtener:
%(cos’(o) + sen?(0)) = ‘;—f = v, cos(0) — vssen(0) . (2,1,15)
Ahora multiplicamos la ec. (2,1,11) por sen(8) y la ec. (2,1,12) por cos(@) obtenemos:
% = v, cos(8) — ve sen(8) (2,1,16)
dy
= sen(8) + vy cos(8) (2,1,17)
y al comparar esto con las ecs. (2,1,7) y (2,1,8) deducimos las siguicntes expresiones:
dr
vo= (2,1,18)
do
ve = (2,1,19)
entonces la magnitud de ¥ estd dada por:
dr\? doy?
2 .2 2 __ (<7 2
vi=vtue = dt) +r (dr) (2.1,20)

ahora calculemos las componentes de la aceleracidén en coordenadas polares, tomando las
ecs. (2,1,7) y (2,1,8) y derivando de nuevo:

d?*x d8dr dr de dr\ df a6
=S5 = —sen(O) 5 5 + 5 cos(0) — (rcos(@);t- +sen(@) )5 — rsen(®) 2
(2,1,21)
reagrupando:
&r [ AN d%0 dr df
ay = COS(B) [t—i—t_; — r(zt—) ] - scn(o) {r:i? -+ Qd—tz. (2,1,22)

por lo tanto la componente a,:

a; = a, cos{0) — ae sen(f) (2,1,23)

6




2.2 EL CAMPO:CENTR_AL GRAVITACIONAL Y LA ECUACION VIS VIVA

donde a a, se le llama la accleracién radial y a ay se le llama 1a aceleracién angular, de
donde:

dl’ ( dt ) (2.1.24)
&0 _drdo
ag=roz +2d: a (2,1,25)

Por lo tanto, la 2° Ley de Newton que esta dada por:
F=ma (2,1,26)
Se escribe en coordenadas polares como:

donde F. y Fy se les llama la fuerza radial y tangencial respectivamente, dadas por:

. d*r do\2\ |
Fo=m(g (%)) @.1,28)
d{mr2( 2
_ _arasy;_14(m(%))
Fo= ( dt? Tdat dl)a_ r dt ¢ (2.1,29)
sea:
do
= 2.——
L =mr T (2,1,30)

a esta cantidad la llamaremos el momento angular y mds adelante veremos el porqué de
la importancia de esta cantidad
Podemos ademds definir la siguinte cantidad

L Ldp
h=Z=r2 (2,1,31)

que la definimos como el momento angular por unidad de masa.

2.2 El Campo Central Gravitacional y la Ecuacién
Vis Viva

En esta seccidén tomaremos el campo gravitacional central y veremos el tipo de trayec-
torias que sigue una particula sometido a este tipo de campo » al finalizar veremos la

conservacién del momento angular v la energia.




2.2 EL CAMPO CEN'i_‘RAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACION VIS VIVA

Campo Central es aquel en que:

F= f(r)y¢ (2,2,1)

En particular el campo gravitacional central es:

k
o =-5 (2.2.2)
Con k = GMm, con G la constante gravitacional, A la masa que se encuentra en
el origen de coordenadas que genera el campo gravitacional central y m la masa de la

particula de prueba.
Pero vimos de la seccién anterior que la fuerza se puede dividir en fuerza radial y

tangencial, asi pues para el campo gravitacional tenemos

F = ~£2f + 06 (2,2,3)
r
retomando las ecs. (2,1,29) y (2,1,30) podemos concluir que para el caso gravitacional:
- 1dL - -
= ——0 = 08 2,2,4
F, _— 0 =0 (2,2,4)

Por lo tanto el momento angular L se conserva para el campo gravitacional central.
Ahora solucionaremos la ecuacién de Newton de la fuerza radial, sea F, la norma del

vector F,, entonces:

d*r do\? k
Fe=m(gm-r(%))=-5 (2.2.5)
Para facilitar ¢l andlisis hagamos el siguiente cambio de variable, sea:
v=1 (2,2,6)
r
de donde:
r=1 2.2.7)
u
asi pues resulta que:
dr =1 du d8 (2,2.8)

Pero como ya vimos:
dg L
277 = 2 2
P (2,2.9)

por lo que despejando £ :




2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACION VIS VIVA

do L
dt -1;1—75 = hu (2,2,10)

Asi sust.ltuycndo la ec. (2,2,10) en la ec. (2,2,8) obtenemos:

dr 1du,, , du
Ahora saquemos la segunda derivada:
d*r d ¢ du d?u do 2
T =5 () = 15 g = (G e 22.12)

Asf pues sustituyendo las ecs. (2,2,11) y (2,2,12) en la ec. (2,2,5) obtenemos:

2
T =r(5)) = (- ) = (-G L) = = =

m( h?u ":; - h’u’) = —ku? (2.2,13)
Dividiendo ambos lados de la igualdad por —mh?u? obtenemos:

d*u k

7‘87— +u= ;—n—’;; . (2,2,14)
Hagamos el siguiente cambio de variable:
k
u =u— -;IT?- (2,2,15)
observemos que:
P’ d*u
& " (22.16)
y sustituyendo las ecs. (2,2,16) y (2,2,15) en la ec.(2,2,14) obtenemos:
du’ .
m +u' =0 (2,2,17)
de donde:
%— = —u (2,2,18)

que como sabemos es la ecuacién del oscilador arménico cuya solucién general es:

u =

(2,2.19)

k
mh?




2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACION VIS VIVA

Donde i y A son constantes de integracién que dependen de las condiciones iniciales.

De donde:

1 N k
u= ;: =A 005(0 — w) -+ m (2.2120)

por lo tanto:

1
T= Acos(0— ) + =%

(2,2,21)

multiplicamos y dividimos en la parte derecha de la igualdad anterior por Mkt:

(m_rm) (2,2,22)

T AT cos(0 @) + 1
Que cs la ecuacién de las secciones cénicas, y como sabemos de nuestros cursos de
geometria analilitica esta ecuacién pucede escribirse de la siguiente forma:

r

P
re=———— e 2,3

1 4+ ccos(@ — &) (2,3,23)

Donde p = —————"‘i" cs ¢l semilatus recturn y ¢ = .41‘5'3 es la excentricidad, es claro que

ambas cantidades permaneccen constantes, pucs el momento angular se conserva.
As{ pues tenemos 4 casos:
Si e< 1 entonces la solucién es una elipse.
Si e= 0 es un circulo.
Si e= 1 es una pardbola.
Si e > 1 entonces se trata de una hipérbola.
En la Fig. 2.2a ¢ muestran cada uno de los casos posibles

Ahora veamos el caso de la elipse, multiplicando y dividiendo por (1+e¢) la ec.(2,2,22)obtenemos:

mh? (1 +e¢)
= 2,2,24
T (k(1+c))A%'ﬁcm(a—o) +1 ( )
y searg = ;(L,‘A;’T), asi pues:
_ (1+¢) .
e T (2,2,25)
y ademads sabemos que ro == a(l — €), por lo que:
1+e 1—¢?
r = ro— {1t ) all — <) (2,2,26)

1+ ccos(0 — &) (1+ecos(0 — )




2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACION VIS VIVA

~
S

—/cfrculo

Elipse

Hipérbola

AN

Fig.22 2 Cmoe poudles de coaicas.

En la fig. (2.2b) se muestra la elipse y cada uno de los elementos.

Donde a es el semicje mayor de la érbita, ¢ es la excentricidad de la elipse y ro es la
distancia al periapside.

Ahora hagamos la deduccién de la ecuacién “Vis Viva™,

Tomemos la ec. (2,3,23) y despejando & obtenemos:

’;’ =1+ ccos(f — ) (2.2,.27)

diferenciemos la ec. (2.2.27) respecto al tiempo t:

p dr dé

—;—id—t = —€ sen(é? - U)EI— (2,2,28)
de donde:
dr rle dg e 2d8 c
a..re, —~NE = &g -G @y < 9 — 2.2
n 7 sen(f — o) T psen(t? u)(r dt) phscn( <) (2.2,29)




2.2 EL CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACION VIS VIVA

| —

/ .

T

Q - a(i+e)

2a

Fig.22b
& Cada uno de los elemientos de la elipse donde & es ol vemicjs mayos, ¢ es |2 excentricidad, 7, es ol pegapeide,

fies el 2poapside ¥ A e ol semieje menoz

y sustituyendo de la definicién de p :

dr ek _ :

retomando la ec. (2,1,31) ¥ despejando r4f

dé _ mh

T-‘H = —r-— ) (2.2,31)
y retomando la ec. (2,2,27)
2
§ = ";’: =1+ ecos(f — @) (2,.2,32)
de donde:
h k -
; = ;’:(l -+ CCOS(G - w)) (2,2.33)




2.2 EL. CAMPO CENTRAL GRAVITACIONAL Y LA ECUACION VIS VIVA

df

= (1 + ccos(0 — @)) (2,2,34)
ahora calculemos la norma de la veloc:dad segin la ec. (2.1.20)
vi=¢c? L,hz sen?(0 — @) + —— 2' 5 (] + e cos(f — w)) (2,2,35)
2_ K [a2_ 2 - -3\?
V= o [c sen®(0 — &) + (1 + ecos(6 — w)) ] (2,2,36)
k2
v = p—y [c2 sen?(0 — @) + 1 + €® cos? (0 — &) + 2ecos(8 — u‘:)] (2,2,37)
2 K T2 -
V= — [e + 1+ 2ecos(f — w)] (2,2,38)

sumando y restando 1

= [e +2 4 2ecos(0 — &) — x] = [c’ + 2(1 + ccos(0 — a)) - 1] (2,2,39)

minz

as{ pues sustituyendo la ec. (2,2,32) en la cc. (2,2,39)

7,,2

2
= b [ 422 1] = Ao+ @~ 1) (2,2,40)
de la definicién de p
mh?
pP= %
k _m
T
2 km
2 2,4
h2 » (27 * 1)
sustituyendo la ec. (2,2,41) en la ec. (2,2,40)
v = .‘f_[z’_’ + (e — ] [2 (- l)] (2,2,42)
mpl~r

pero sabemos de nuestros cursos de geometria analitica que p = a{l — €?), que sale de
evaluar la ec. (2.2.26) para 6 = 3

Skl @ kpl 1
o2 = 2= + @i e!))]"m[Qr a] (2,2,43)
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a esta ecuacién se le llama “Vis Viva” y su importancia la veremos a continuacién.
Sabemos que la energfa gravitacional total se puede escribir de la siguiente forma:
1 k

Erota = -;-mu? +B(r) = gmv? — = (2,2.44)

(V]

Donde con con Eoar la energia total del sistema, .:—,mu" la energia cinéticay @(r) = —£%

es el potencial gravitacional.
Sustituyendo la ec. (2,2,43) en la ec. (2,2,44) obtenemos:

1 kr 1 (e2—1) k L k * k
Lot = Em(m [2r (a(1 — c’))]) =7 % 2a 2a (2,2,45)
Asf acabamos de encontrar una expresién para la energia total de los cuerpos en el

campo gravitacional central en términos tinicamente de la constante gravitacional, de la
masa del cuerpo central y del semieje mayor, asi sélo basta medir cada una de ellas para

'0

conocer la energia de dicho cuerpo.

2.3 Las 3 leyes de Kepler

Dentro de la historia de la fisica cxisten casos curiosos e interesantes, como el caso del
clérigo Johannes Kepler. Kepler naciéd en 1571 en el pueblo de Weil en Swabia, en el sureste
de Alemania. Su abuelo paterno, Sebald Kepler, fue un respetado artesano que sirvié como
alcalde del pueblo; su abuclo materno, Melchior Guldenmann, fue un tabernero y también
alcalde del pueblo. Por otro lado su padre fue como dijo Kepler “un soldado inmoral™, y
también describié a su madre en los mismos términos. De 1574 a 1576 Johannes vivié con
sus abuelos; en 1576 sus padres se mudaron a Leonberg, donde Johannes entré en la escucla
Latina. En 1584 ingresé al Seminario Protestante en Alderberg, ¥ en 15388 comenzd su
educacién universitaria en la Universidad Protestante de Tubingen. Alll extudid teologia
¥ paso el examen de M.A. en 1591 ¥ continud sus estudios como estudiants de posgrado.

El profesor de matematicas de Kepler fue Michael Maesthin (1580-1635). Maestlin fue
uno de los primeros astrénomos en adherirse a la teoria heliocéntrica de Copernico, aunque
en su universidad se ensenaba unicamente la teoria Ptolomeica. Solamente en lo que akora
podiamos llamar seminarios de posgrado €l lo exponia.

En 1591 Kepler aceptd un puesto como profesor de matemiticas en el Seminario Prozes-
tante en Graz {en la provincia Austriaca de Styria). Fl fue también contratado como el
matematico del distrito ¥ el encargado de hacer el calendario Kepler permanecio en Graz
hasta 1600, cuando todos los protestantes fueron forrzados a convertirse al catolicismo
o ser obligados a dejar la provincia. Por seis afos, Kepler enseié aritmétics. geometria y
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retérica. En su tiempo libre hizo sus estudios en astronomia y astrologia. En 1597 Kepler
se casé con Barbara Miiller. En el mismo ano publicé su primer trabajo importante, EL
MISTERIO DFE LA COSMOGRAFIA, en ¢l cual argumenté que las distancias de
los planctas del Sol en el sistema copernicano pueden ser determinados por cinco sélidos
regulares, si uno supone que la érbita de un plancta es circunscrita cerca de un sélido y

ademas inscribe éste en otro (ver la figura 2.3a).

* Tanvralfi R BIVMPLANLTARLVM DLMENSIONLS, KT DUSTANTIAS PER
- e YTy . T

ARGVLARIA CORPORA -?xﬁ

TurvsTrass: PRINCIPI, AC DO, pNo.Faipre 1conves wisw.
FENILAS O, TY YIXCIO, CoiT! MONTI¢ SCLGARYM TG, CABEISCAATA . .

Fig2,3=
En esta figura sc muestra el modelo que utilizé Kepler para
aproximar las orbitas de los planctas mediante 5 sélidos regulares.

Excepto por la 6rbita de Mercurio, la construccidn de Kepler produce resultados bas-
tante buenos. Por su talento como matemadtico, fue invitado por Tycho Brahe a Praga a

convertirse en su ayudante ¥ calcular nuevas orbitas para los planetas, parz lay observa-
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ciones de Tycho. Kepler se mudé a Praga en 1600. Kepler sirvié como asistente de Tycho
hasta la muerte de Tycho en 1601 ¥ fue el sucesor de éste como Matemadtico Imperial, el
mas prestigioso puesto en matematicas en Europa. Ocupé este cargo hasta 1612, cuando
el Emperador Rodolfo H fue depuesto. En Praga Kepler publicé un nimero importante de
libros. En 1604 Astronomaia pars Optica es decir “La parte Optica de la Astronomia” en
el cual tratd la refraccién atmosférica asi como también traté las lentes y dié una moderna
explicacién a cémo trabaja el ojo; en 1606 publicdé De Stella Nova “acerca de la nueva
estrella”, que era acerca de una nueva estrella que habia aparecido en 1604: y en 1609
su AstronomiaNova “l.a Nueva Astronomia” que contenia sus primeras dos leyes que
veremos mais adelante. Kepler tomd un punto de vista dindmico, introduciendo la fisica
en los cielos.

En 1610 Kepler oyé y leyé acerca de los descubrimientos de Galileo con su telescopio.
Ripidamente escribid una extensa carta y un ano después, obtuvo el uso de un telescopio.
Publicé sus observaciones de los satélites jovianos con el titulo Narratio de Obscrvatis
Quatuor Jouvis Satellitibus “Narracién acerca de Cuatro Satélites de Jipiter Observa-
dos”, esto fue un enorme soporte para Galileo, cuyos descubrimientos como sabemos
fueron rebajados o negados por muchos. Ambos tratados de Kepler fueron rdpidamente
reimpresos en Florencia, Kepler fue de los primeros en hiicer una teoria del funcionamiento
del telescopio en su Dioptrice, publicada en 1611.

Durante este periodo los Kepler tuvieron tres hijos, Susanna (1602), que se caso con el
asistente de Kepler, Jakob Bartsch, en 1630, Friedrich (1604-1611), ¥ Ludwin (1607-1663).
La esposa de Kepler, Barbara, murié en 1612, en ¢l mismo afio en que Kepler acepté la
posicién de matematico del distrito de Linz, una posicién que ocupd hasta 1626. En Linz
Kepler se casd con Susanna Reuttinger. La parcja tuvo seis ninos, de los cuales 3 murieron
a mu corta edad.

En Linz, Kepler publicé su primer trabajo en cronologia y el nacimiento de Jesus. En
alemdn en 1613 » mds amplio en latin en 1614 De Vero Anno quo Acternus Dei Filius
Humanam Naturam in Utero Benedictae Virginis AMariae Assumptis “ Acerca del
verdadero ano en que el Nifio Dios asumié una forma humana en el utero de la sagrada
Virgen Maria™. En este trabajo demostro que el calendario cristiano tenia un error de cinco
anos. Entre 1617 y 1621, Kepler publicé Eptorne Astronomiae Copernicanae “Epitome
de la Astronomia Copernicana”, que se convirtid en la influencia mds grande para la
introduccién de Ia astronomia heliocéntrica; en 1619 publicéd Harmonice Afundi “Mundo
Armoénico”, en el cual derivé las distancias heliocéntricas a lcs planetas ¥ sus periodos de
consideraciones de armonia musical. En este trabajo encontramos su tercer ley.

En 1615-1616, su madre fue acusada de bruja, ¥ fue liberada cinco nnos después gracias

a la intervencidn de su hijo Johannes.
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Ahora veamos las 3 leyes de Kepler,

1) Los planetas se mueven en érbitas clipticas con el Sol en uno de sus focos.

2) El vector posicién de los planctas barre dareas iguales en tiempos iguales.

3) El cubo del semieje mayor maultiplicado por el inverso de la velocidad angular media
al cuadrado es una cantidad constante para todos los planetas.

Ahora nos daremos a la tarea de demostrar cada una. La primera la acabamos de
demostrar en el capitulo anterior, de hecho encontramos otras posibles 6rbitas de otros
objetos (como parabolas, hipérbolas y circulos), veamos pues la segunda ley.

Ahora enfoquemos toda nuestra atencién en la Fig. 2.3

v sen(AQ
A t -

Xv

Fig.23  Puqustio deploramuents del weetor panasn, de ¢ 1 1se deeplins wn faguo A0

Se ve que para un pequcio desplazamicnto se cumple, que si llamamos A al drea que
barre el vector posicién en un avance de angulo A8, entonces claramente de la figura 3 se
puede deducir que:

A (basr)(altura) _ r,(rscn'z(AB)) ) (2.3.1)

2
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Por lo que:
AA  r'rsen(A9) AG
At T 2 a6 Ar (2.32)
En el limite cuando A@ es mmuy pequeiio se cumple que sen(0) = A0 y r’ = r de donde
la ec. (2.3.2) se simplifica en:

dA r2do
- T dr (2,3,3)
pero como ya vimos la parte derecha de la ec. (2.3.3) es 1a mitad del momento angular ¥

es constante por lo que:

o

A

- (2.3.4)

(S~

integrando obtenemos:

A= !25, +C . (2,3,5)

Con C = cte.

Con ésto concluimos la demostracién de la segunda ley de Kepler.

Para poder demostrar la 3° ley de Kepler es necesario hacer algunas demostraciones
antes, para poder sacarla de manera evidente.

Tomemos la ecuacién de la energia total:
%7"&'2 -
Pero como ya vimos de la ec. (2,1,20), podemos sustituir el valor de la velocidad al

= Erotat (2,3.6)

hREQd

cuadrado en coordenadas polares en la oc. (2,3,6)

2 10
lrn( dr) +r b ) ) — - = Eraa (2.3,7)
dt
pero usando ¢l cambio de variable de u = } ¥ dindonos cuenta que:
2 — = h??
r ) ( %) o= =hu (2,3.8)

de donde:

B = () ())& = (435 o)t = 3 () )

(2,3.9)
de donde:

18
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(@) =)=

duy? _
7 =
du 2

—0-=J(Er,¢.x+ku)m—-u7

son variables separables por lo que:

por lo que:

((Bl‘u.: + ku) rn:-;x’ - 112)~*dlt = df

y buscando en libros de tablas matemaéticas vemos que:

0 =0, + sen? [ Wmu — k ]
(k2 + 2Erpeamh?)}

mh3u — k ]

—_ ~-1
0 =sen [(lc2 + 2Erpaqmh?)l

(0_ ) = sen— [(;.2 :;En,.,mh‘z)i]
de donde

mh?u — k
(52 + 2Erocamh?)

=

sen(@ — 3

pero como sabemos:
sen(8 — %) = sen{f) cos(—;-) - scn(—%)cos(a)
por lo tanto

sen(8 — :;‘-) = cos(0)

por lo tanto si sustituimos la ec. (2.3.18) en la ec. (2.3.16) obtenermos:

h%u — &k
(k2 + 2Equmh?)}

cos(f) =

de donde:

(2,3,10)

(2,3,11)

(2,3,12)

(2,3,13)

(2.3,14)

(2,3,15)

(2,3,16)

(2,3,17)

(2,3,18)

(2,3,19)

19
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(k2 + 2Eroamh®)} cos(8) = h?mu — k
(k2 + 2Eroamh®)} cos(8) + k = mhu

(52 + 2 Ergamh®) ko
ih? cos(0) + mm . (2,3,20)
de donde:
1 (K + 2Braamh?®)} k
ro mh? cos(0) + 5z
1k [(+2Broumh?)}
S [ ™ cos(0) + 1] (2,3,21)
por lo que:
. ‘
r=2] - ] (2.3,22)

(22428700 mh’) §cos(0) +1
por lo tanto comparando la ec. (2,3,22) con la ec. (2,2,22) vernos que necesariamente se
tiene que cumplir que:

Er. 2\ 4
e= (1 + 2—-1‘2‘7'"—"—) (2,3,23)
de donde sustituyendo que &k = GAfm:
— 251',“117)’12 }
e=(1+ i) (2:3.24)

y como ya demostramos cn la seccién de la ccuacién Vis Viva, de Ia ec. (2,2,45):

Eroa = -~ (2,3,25)
asf pues:
GAMm mh? i 12
e= (l —2 % G’A!'—'m7) =V~ aGarme (2.:3.26)

elevando al cuadrado:

L?
2 [ o
e = (l aGJ\lm’)
L? R
Gz — 17

L? = aGMm?(1 — &%)
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L = /aGMm?(1 — ¢2) = m\/aGM(1 — ?)

Pero como ya vimos L = mr?% de donde:

do
2 / 2
o aGM(1 — ¢?)

y como ya vimos en la ec. (2,2,26), sustituyendo r:

@1 = doy oo
(1 + ccos(0))? ) aGa(1 — e

de donde se ve que nos queda una ecuacion diferencial separable de donde:

do _ laGA{(l -e?) , GM
(1 +ccos(8))? ~ \ at(l —c2)* dt = Va1 - e2)=‘“

as{ que si integramos de ambos lados de la igualdad en la 6rbita completa:

2 / r GAM
/o 1+ t:cos(é’))2 a’(l - v:"‘)J / dt = a3(1 — c"‘)’P

donde P es el periodo, citando de nuevo las tablas de integrales resulta que:

2 dx _ 2ra
./c; (@+bcos(z))? (a2 - ?)}

de donde:

I do __2x_ [GM_ 1
o (1+eccos(8)) (1-e3)1 a (1—e2 §

por lo tanto encontramos que:

ox /G!:! P
a

55_ GAf

(2:’) GA!

(213'27)

(2,3,28)

(2,3,29)

(2,3,30)

(2,3,31)

(2,3,32)

(2'3'33)

(2,3,34)

y como sabemos la velocidad angular media esta dada por la distancia angular total (2x)

entre el tiempo que tarda en recorrerla ( el periodo P).

(@)%

(2,3,35)
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por lo tanto tomando 1a cc. (2,3,34) y la ec. (2,3,35) obtenemos la forma mis conocida de
la 3a ley de Kepler:

Pw? = GM (2,3,36)

con ésto conclufmos la demostracién de las 3 leyes de Kepler.

3.1. 2.4 ELEMENTOS ORBITALES

Los elementos orbitales son la excentricidad e, ¢l sericje mayor a, la inclinacién 1, la
longitud del nodo ascendente €, 1a verdadera anomalia f, y ¢l argumento del periapside w.
Con las primeras dos ya nos encontramos familiarizados de nuestros cursos de geometria
analitica y de lo que acabamos de ver en los capitulos anteriores, pero con los demads
no, asi que tendremos que ver cémo son. Primero que nada verificamos que son 6 nuevas
variables, al igual que son 6 variables cartesianas (3 para la posicién y 3 para el momento),
asf pues debe existir una transformacion entre ambas. Para ver qué significa cada una de

las nuevas variables veamos la figura 2.4a y la figura 2.4b.

\

o ¥

Fig24 a
En esta figurs se mucsta o plano orbital de la particula Ls rdacién entre la anomakia excéntrica,
£, qur es o ingulo P'CE y la verdadas anomalia, £, Que cs o &ngulo PFE. Paa pequetas
excentricidades, estos dos éngulos son casi iguales. El vector que va dd punto F al puezo Y es
d vector proyeccidn dd vector que va al Cxnado punto guixna sobre d plano orbital ( o pxxto
gamma es donde o e X'y ha echptica se tocan )

Los elementos son rmucho mads cémodos en muchos casos pues en lis coordenadas

cartesianas, el problema del campo gravitacional dado por un cuerpo ¥ una particula de

prucba orbitando alrededor, todas las variables cartesianas estan variand: {(tanto la posi-

cién como la velocidad), sin embargo en términos de los elemexstos orbiticlos, por ¢jemplo

para el caso de una 6rbita eliptica, solo es el dangulo 8 = f — < =] qQue esta variando (@ no

)
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Fe241 En esta figurs 3¢ muestran cada uno de Jos inpulos pecesarios pare defior Is treyectoria de una particula en o espacio
tricimentional, s¢ masestrs ls incinaciée I que €3 d opilo que forma d plano orbital y la ccHptic, se toestrs I recta de
interseccidn entre o plano orbzal y bs ecptics ¥ s¢ pwestran Jog puntos cxiremos de dicha rects conlos pombres Ny N, ta
loagitud dd nodo ascendente (1 es d dngubo que fortua is recta de interseccidn y d ge X. Tumbidn se muestra o panto
gxuma Y Que ¢s d punto doode s¢ idersectan d ge X y s ecpiptica £1 dd periapside W que s o fngulo que
forma la peoyeccién dd pundo gaoma Y en d pleno orbited y o Gt &

varia), en otras palabras para 6 coordenadas cartesianas existen 6 elementos orbitales de

los cuales 5 son constantes en el tiempo para el campo central ¥ para el problema de los

dos cuerpos.
En el apéndice 1 se ve cdmo pasar de elementos orbitales a coordenadas cartesianas y

también cémo pasar de coordenadas cartesianas a elementos orbitales.

Con esto concluimos el capitulo 2.
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III El Problema de los 3 Cuerpos Restringido

3.1 El Problema de los 3 Cuerpos General

El problema de los 3 cuerpos no sc ha podido resolver a pesar de que las mejores mentes
de todos los tiempos han tratado de atacarlo y darle solucién. Gente como Newton, Gauss,

Lagrange, Poincaré, etc.

7 |

m,

12

-y

fu

69 3.1 Pigsamuects del Problems de ks Tres Compos General

Primero discutamos el Problema de los Tres Cuerpos en General (PTCG) para ver
cudl es el problema de hallar su solucién, supongamos que tenemos tres particulas aco-
modadas de manera arbitraria, como se muestra en la fig. (3.1), supongamos que esco-
gemos cualquiera como la particula 1 y que ésta tiene una masa m,; y escogemos otra ¥
la llamameos particula 2 con masa m> v por iltimo tomameos la particula que nos faltaba
como particula 3 ¥ cuya masa es my.

Entonces las ecuaciones de movimiento estarin dadas por:
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Fo=md; = Fia+ Fi3 (3.1,1)
Fp = maay = Fqy + Fas (3,1,2)
Foy = mydy = Fiz + F3, (3,1,3)

donde I-:;‘ es la fuerza total que actia sobre la particula i, m, es la masa de la particula
i, I';;j es la fuerza que siente la particula i-ésima debido a la j-ésima.
Pero como la atraccién entre cllas supondremos que es sSlo gravitacional.

&’y (£: — #3) (i — 73)
€0 - _6 -G 5 — Z3)

s myny A Ty my ap (3,1,4)
25 (¥2 — 71) (£32 — 73)

"lg-gzz— = —G"lg"ll —T-T—;)-P_— - G"lzin;W (3,1,5)
d?1;3 (F3 — 13) (73 ~ £31)

My = —Gm;mzl—r;;—l)— - G"U"HT;‘}TP_ (3,1,6)

£; — Z; |. La tnica informacién extra que podemos obtener estd dada por 1a 3¢ ley de
Newton que nos dice que F:, = —Ii., lo cual cambiaria el signo a algunos miembros de

con I; la posicién de la particula i-é&ima y el vector diferencia definido como | rj; [=|

las ecs. (3.1.4) (3.1.5) y (3.1.6). Pero si observamos que 1} — 3 = —(f2 — x1)

25 (£1 — 13) (FH — 13)

my—— = —Gmyty~——e-" — Grnymy————m———n 3,1,7

Vde? Y e | YRS P ( )
d*5; (i — 132) (2 — 13)
axr2 _ I 772 Grniam, 22 T3)

ma—m Gmyma a P mamy T (3,1,8)
£ (£3 — ) (7 - %)

mJF = —Gﬂl;m;w - Ginling—-l—:fl—l?— (3,1.9)

De donde obtenemos un conjunto de 3 ecuaciones diferenciales de segundo orden
acopladas, que nadie ha podido solucionar mas que para casos particulares como el que
vamos a discutir aqui y para casos triviales sin interés cientifico (por ejemplo que estén

inicialmente en reposo acomodadas en forma de tridngulo equildtero y con la misma masa).

3.2 El Problema Circular de los Tres Cuerpos Restringido
y La Integral de Jacobi

Ahora definiremos ¥ veremaos el Problema Circular de los Tres Cuerpos Restringido

(PCTCR). El problema particular que vamos a tratar fue por primera vez discutido por

Lagrange en 1772.
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Hagamos algunas definiciones antes de comenzar la discusion, decimos que un cuerpo
es un “cuerpo infinitesimal” si es atraido por masas finitas pero ella no atrae a los cuerpos
de masa finita. La interpretacidn fisica de dicha definicién es que un cuerpo infinitesimal
es aquel cuya masa es tan pequeia que no perturba el movimiento de los cuerpos de masa

finita de mancra apreciable.

Jy

fig 32 Plartearmeento del Probiemas de 1ot Tres Cuerpos Restnngede, ios Cuerpos masaot grun con
. anvgular ytla ortre ambas p

El PCTCR consiste de dos cuerpos masives que giran alrededor de su centro de masa
con velocidad angular constante v para facilitar el cdlculo supongamos que la velocidad
angular de rotacién es 1, y un cuerpo infinitesimal que estd a merced del campo gravita-
cional de estos dos cuerpos pero sin interferir en el movimiento de éstos.

Para facilitar ain mas los cilculos supongamos que la suma de las masas es 1, entonces
uno de los cuerpos tendrd una masa ;1 ¥ la otra, una masa 1 — ;. llamemos al primero
el cuerpo 2 v al segundo el cuerpo 1, al cuerpo infinitesimal llameémaslo cuerpo 3. Cabe

sefialar que el caso que nos ocupari seri el que cumple con Ia condicién g < 1 es decir

26
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que la masa del cuerpo 2 es mucho menor que la del cuerpo 1. Sea la distancia entre los
cuerpos masivos (que por cierto supondremos siempre constante) la unidad de distancia.

Escojamos el origen de coordenadas en el centro de masa de los cuerpos masivos, y tres
ejes ortogonales (£, n,<) de tal forma que ¢l plano £17 siempre contenga a los dos cuerpos
ver fig. (3.2). Asi pues ¢l vector posicién de cada uno de los cuerpos masivos estara dado

por:
1= (&,m,0) (3,2,1)

rz = (£2.m72,0) (3v2»2)

Ahora sea ¥ = (&, ,<) el vector posicién de la particula infinitesimal entonces su ecuacién

de movimiento sera:

a7 F—r; F—-ra
=z = -n oy AT (3,2,3)

Con ry; =| 711 | y por por otro lado rp; =| ¥ — 53 | que son las distancias del cuerpo
3 a las masas m,; y m; respectivamente.
. Pero la ec. (3,2,3) se puede descomponer como:

&3 £§-& §—-&

e =-a- ")—_r,,= —nist (3,2,4)
d’n n—m n=7rn

55 = -1 - ")—",_1_’ - ”_r_,,:’_ (3,2,5)
d’¢ S~ -
S =-0-m el e (3,2,6)

Pero como el movimiento de la particula infinitesimal depende de la posicién de las
otras dos es necesario ver las ecuaciones de las particulas masivas.

d?r; Gl — )y .
o = —-Trn (3.2,6a)
d’r3 Gu(l — p) .
preaia ] (3,2,68)

Pero tenemos la condicion extra ryp = r2; = cte = 1 ¥ ademas no cs dificil demostrar

que riz = —rh.
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z

fig 33 Problema de los Tres Cuerpos Restangido wsia desde of sitema de referencia que
g con k3 MWEmMa vedocsdad angriar que 103 CUNPOS

Ahora, si nos cambiamos a un sistema de referencia que tenga el mismo origen pero
con ejes ortogonales x, y y = tales que los ejes x ¢ y estdn en el plano £ 7 pero rotan a la
misma velocidad angular de los cuerpos masivos, y el eje = es paralelo al eje ¢

£ = xcos(t) — ysen(t) (3.2,7)
1 = zsen(t) + ycos(t) (3,2,8)
(3.2,9)

$==z

de donde:

cos(t) — sen(t)z — ‘-;%’ sen(t) — cos(t)y

=3
dt

Sy
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:f—tf = i‘;z cos(t)— sen(t)g-—cos(t)z—%zt— sen(t)— ‘z? sen(t)—cos(t) =~ +scn(t)y—£;— cos(t)

3,2,10)
reagrupando y simplificando

f_gf_ = cos(t)(d‘,‘_ - - 2"‘) + 5‘3"(‘)( - 2'1: ‘Zi] + y) (3,2,11)
:;:f = coa(l)(dt2 -z - ) sen(t) (2 a ?;g - y) (3,2,12)

y como sabemos la distancia es un invariante ante rotaciones. Sustituyendo las ecs. (3,2,12)
en la ec. (3,2,4) obtenemos:

Cos(t)(dt, - 2 x) — sen(t) (% - 2%2;— — y) =

—(1 — W[5 coste) - r’li’ sen(t)] - [ E=F2 cos(t) - e sen(]  (3:2.13)
reagrupando:
d*z dy ) ({’y Hdz ) _
= 2-5- - .z:] cos(t) — qz + 2 o y] sen(t) =
T —x I — Iy y—wn V— w2
[(l ”)_r”T + p e ] cos(t) + [(l 1) w3 +u P ]sen(t) (3,2,14)

de manera totalmente andloga obtenemos:

d’x dy
~ % _ e - -
[dt’ T x| sen(t) [dt"‘ +2 y] cos(t)
[0 - ISR R sen0 - [0 - R B cos() (3.25)
Tp1 rp? Tp2
¥ por iltimo

d?z z z
72 = (- I‘)r"'—’ Chal e 2 (3,2.16)

Multiplicando la ec. (3.2.14) por cos(t) y la ec. (3.1.15) por—sen(t) y sumando el
resultado es:
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. a 3 _
dPx dy z— 1z xr—x3 (3.:2,18)

az dt-z=—(l_") rpd —# rp23

multiplicando 1a cc. (3.2.14) por —sen(t) y la ec. (3.2.15) por cos(t)

4’y dr y—wm y=—1
az P2 v=—0-w PR 3.2,19)

Asi obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

ft—f - 2% —r=—(l=- u)z;f' - I‘E‘;E;T:,r—: (3.2,20)
Py - _a- e il (3.2.21)
- —u (3.2,22)

Tomemos la orientacién de los ejes coordenados (rotantes) de modo que:
n=y2=0 (3.2,23)

en todo instante de tiempo; por lo tanto:

e 2z (1 - el e (3.:2.24)
%+2§—y=—(l—u)}’i‘5—u$ (3.2,25)
£ _a- Wiy -ns (3.2,26)

Este conjunto de ecuaciones admiten una integral que fue obtenida por primera vez
por Jacobi en Comptes Rendus des Sciences de Paris vol. 11l pag. 59 y fue discutido
por Hill en su articulo de la teoria lunar The American Journal of AMathematics vol. |
pag 18.

Definimos:

1-wu , # (3,2.27

1
Uz, y,2) = (22 + ) + —= +
( 5( vY) - -

y por definicién rp,; = \/(x —n )P+ y—wn)P+ Ty oy = \/(r - TR+ (y—y)?+ 22
derivando la ec. (3,2,27) con respecto a 1
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%Iq = x+(1,—/t)(—%)((=?--rn)’+(y—yx)’+zz)‘52(2—:::)+1t(—%)((I—Iz)’+(y—m)’+z’)'*2(2—12)

au

X — xy r— X2

3z =%~ (1—p) T I e (3,2,28)
por lo tanto las ec. (3.2.24) se puede escribir como:
d?x dy au
dt? —_ 2E - = E (3,2,29)
Se procede de la misma manera para 47 % y para %Y para obtener:
z{"y dzr U
T2 tigv= By (3,2,30)
d*z oU
az = Be (3,2,31)

si multiplicamos la ec. (3,2,29) por 2%, la ec. (3,2,30) por 2% y la ec. (3,2,31) por 2%
obtenemos:

dr &’z dx dy dz oU

@tz @a T @ar (3.2,:32)
dyd?y drdy _ _dydU
arde Tiard T T ay (3.2.33)
d~ d?= dz U
giar ~ dar (3:2:39)
de donde si sumamos las ecs. (3,2,32) (3,2,33) v (3,2,34):
dr &*x dr dy dy d*y dr dy d~¢{" d.r(')l/ Sdy U dz 8l
@ar aat axar e Tlaae = 2aor Piaoy Tlaar 3239
De donde
dx &’z dy (fzy d:d*z idr 9Udy dUd:
= — ——— — e — 2
dider Taac @ dz«') arar T dy dz * oz dz) (3.2,36)

vemos que la segunda parte de la igualdad es la definicién de 1a derivada total respecto a
t de U(z(t), y(1). z(t)) ¥ vemos que:
d rdrdr: drfr drd’zx , drdiz

a\dtar) = Grae Y ade T Cdaran (3.2,37)
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“de donde sustituyendo la cc. (3,2,37) en la ec. (3,2,36)

d [fdz\? dy\? dz\? d
(&) + (&) (&) ]=GeveEvn (3,2,38)
asf podemos integrar de ambos lados de la igualdad para obtener:
dr\? dy\? dz\?
et 2y Y =9 2} —
(dl) + (dt) * (dt) Wy z) —C (3,2,39)

con C una constante en el tiempo y resulta evidente que la parte izquierda es el cuadrado
de la norma de la velocidad en coordenadas cartesianas del sistema rotante.

Cormo ya sabemos, para poder resolver el problema necesitariamos de 5 integrales mas.
Si limitamos ¢l cuerpo infinitesimal a que sélo se pueda mover en el plano 'Y entonces
sélo necesitamos 3 integrales mis. Asi pareciera que solo falta conocer dos integrales para
resolver ¢l problema, pero Bruns probo en Acta Aathematica vol. X1 que en coorde-
nadas rectangulares no existe solucion algebraica y Poincaré probo en su Les Mdthodes
Nouvelles de la Mécanique Celeste vol. 1 cap. V que cuando los elementos orbitales son
usados como variables no hay nuevas integrales trascendentales. Adn cuando la masa de
uno de los cuerpos finitos se haga muy pequena comparada con la otra.

‘0

)




Capitulo IV Las Ecuaciones de la Variacion de los
Elementos Orbitales

4.1 La Fisica del Encuentro Orbital entre la Particula y el
Satélite

En el Problema Plano restringido de Tres cuerpos, ¢l objetivo es encontrar cémo se
modifica la érbita (alrededor del cuerpo central), de una particula sin masa en presencia de
un satélite (poco masivo) que también orbita alrededor del cuerpo central. Supondremos
que el satélite estd en una 6rbita circular exterior a la drbita eliptica de la particula sin
masa, como se muestra en la Fig. 4.1 y supongamos que las érbitas se recorren en sentido
contrario al de las manecillas del reloj.

Como la masa del satélite se supone mucho menor que la del cuerpo central, la mayor
parte del tiempo, la interacciéon gravitacional particula-satélite es practicamente despre-
ciable. Solamente cuando ocurre una conjuncién la particula “siente” la presencia del
satélite. Por estar en una érbita mds interna, la velocidad angular media de la particula
es mayor que la del satélite, por tanto, para una conjuncion en el punto “A” | la particula
siente primero una fuerza tangencial debida al satélite, que va en la misma direccién que
su velocidad tangencial. Después de 1a conjuncién la particula sufre una fuerza tangencial
en sentido contrario. Sin embargo, antes de la conjuncién la velocidad relativa entre el
satélite y 1la particula es menor que después de la conjuncién (puesto que Ia particula
va camino del periapside) y la interaccién dura mas tiempo. Ademas sus érbitas estan
mas cercanas (mayor fuerza gravitacional) antes de la conjuncidén. Asi pues, la fuerza
tangencial antes de la conjuncién no solamente es mayor sino que actia por mis tiempo
que la fuerza tangencial después de la conjuncion. El resultado neto es un aumento en la
velocidad tangencial de la particula ¥ en consecuencia, su momento angular aumenta. El
aumento en la velocidad tangencial implica también un aumento en la energia total de la
particula. Por tanto, la particula “se muda”™ a una 6rbita mas externa, donde finalmente
su velocidad tangencial disminuye asi como también su velocidad angular. Entonces, el
resultado neto de una conjuncién en el punto *A” es un aumento del momento angular
después de migrar a una 6rbita mas externa, una disminucién en la velocidad angular.

Una interaccion en el punto “B” ocurre de manera inversa, las érbitas estdn en con-
vergencia y la particula camino del apoapside (minima velocidad), por tanto. la fuerza
tangencial antes de la conjuncién que va en la misma direccion que la velocidad tangen-
cial, es menor y actita por menos tiempo que la fuerza después de la conjuncion (frenado).
La velocidad tangencial de la particula disminuye, al igual que su momento angular ¥
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Fig 4.1
n esets AgEs se veu podihies ngeres pore que wosds o eatre bo parth 7 ol antdilia, couns 50 vo o0 o
peviapelie y rw al spesguiide Ja foerts tangencial m wadn, pare éxte rein aucede en eates dos pamtes (ver ssmplincién dul
P 0 de corwentre A). En combpiicr otre pamds i facrin me e mmie y inte dn come remitisde gue of el e
anguler L combie, medific sndo Ia érdlia (Ver asmpliackn del punts ds sncanatre D).

la particula se ve obligada a “migrar” a una 6rbita mas interna donde finalmente su

velocidad angular aumenta.
Lo que interesa ahora es expresar cuantitativamente los cambios en la 6rbita de la

particula ante la presencia del satélite.

4.2 Variacién de los Elementos Orbitales

El problema restringido circular de los tres cuerpos se puede atacar por diversos
caminos, lo que nosostros haremos c¢n este capitulo serda usar la herramienta estandar
usada en la mecanica celeste dada por la teoria de las pequenas perturbaciones que con-
siste en poner las ecuaciones de movimiento de la particula sin masa en térininos de una

TESISCOH |
FALLA DE CRIGEN |
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funcién perturbadora.

Cabe senalar que primero daremos una pequena introduccién del procedimiento y los
pasos a scguir en este capitulo para podernos dar una visién global de lo que vamos a
hacer y por qué.

En esta seccién nos ocuparemos de la variaciéon de los elementos orbitales osculantes
de la particula sin masa, en términos de la funcién perturbadora. Para ello partiremos de
las ecuaciones de Newton, que son 3 ccuaciones diferenciales de segundo orden, escritas
cn términos de una funcién perturbadora.

De aqui en adelante supondremos que el planeta es lo suficientemente masivo y la masa
del satélite lo suficientemente pequena como para no tomar en cuenta el movimiento del
planeta alrededor del centro de masa y referir el movimiento de la particula respecto a un
sistema de referencia inercial que esti en el centro del plancta.

Supongamos ademas que la masa del satélite es tan pequena como para soélo ser una
perturbacién al movimicnto eliptco que seguiria la particula si no existiera cl satélite.

Supondremos, como ya lo mencionamos que el planeta no se esta moviendo, que ¢l
satélite esta en una 6rbita circular alrededor del planeta ¥ que la particula se encuentra
orbitando alrededor del planeta sintiendo dnicamente la fucrza del planeta.

Las ecuaciones de Newton de 1a particula descritas desde dicho sistema de referencia

estaran dadas por:

d*r T IR
dt? +“r_j - or (4,2,0.1)
d?y v IR
it 4 = = 2
drr THS dy (4.2.0.2)
&’z = aR
—dt2 + ur——j = —0: (4.2.0,3)

Dondec (z, ¥, =) son las coordenadas de la particula referidas al sistema de referencia
inercial ubicado en el centro del planeta, g = GMuanecta €ON Mpaneta 12 masa del planeta,
l'i,'-' cs la fuerza gravitacional del planeta sobre la particula ¥ VR es la fuerza del satélite
sobre la particula.

Mediante el método de variacién de constantes podremos encontrar la deble derivada
en ¢l tiempo de las coordenadas cartesianas, pero esta vez en términos de los elementos
orbitales asculantes v al sustituir dichas dobles derivadas en las ecuaciones de Newton
encontramos 6 ecuaciones de prnimer grado que también dependen de la funcién pertur-
badora. Luego definiremos lox brackets de Lagrange v deduciremos dos de sus principales
propicedades mas importantes, que son la antisimetria y sobre todo su invariancia en el

tiempo.

-~
R
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Pondremos a continuacién las 6 ecuaciones de primer orden que habiamos cncontrado
cn términos de los brackets de Lagrange. Utilizaremos el método de Whittacker para
calcular los brackets de Lagrange, que consiste en hacer 3 rotaciones para facilitar el
cdlculo de cada bracket. Aprovechando la propiedad de invariancia en el tietnpo de los
brackets haremos una serie de Taylor de las coordenadas ¥ evaluaremos dicha serie cuando
el tiempo ¢ es igual al periodo PP con lo que se eliminaran todos los términos excepto los
independientes en el tiempo.

Asi pues al sustituirlo en las 6 ecuaciones que vamos a encontrar, que consistirin de
los brackets de Lagrange multiplicados cada uno por el cambio de un elemento orbital
osculante en el tiempo, vamos a poder despejar el cambio de los elementos orbitales
osculantes en términos de la funcién perturbadora para poder finalmente encontrar las

siguientes ecuaciones:

da 2 JR
= na e (4.2,0.4)
1 — e2 1—e2
de AR VO D0 Ja- B (4.2.0,5)
4 _29% um() L 1—-8(1_'(1— )m 4,2,0.6)
dt =~  nada nat /(1 — e?) art (na?)e (42,0,
da (- )8R -
T nate O T TG oninat a - ( )81 (42,07
d]_ tan() ]____L____ZE (4.2,0,8)
na?,\ /(1 - & &"' (1 - e?) sen 1 982 e

1 IR
@ " i o (4:2:09)
donde todas las variables tienen el mismo significado que en el capitulo 2, excepto € =
A+ nr, donde ¢ es la longitud media en época, A es el longitud media y 7 el tiempo de
paso por el pericentro, que mas adelante explicaremos.

4.2.1 Elementos Orbitales Osculantes y el Método de Variacién

de Constantes

La fuerza del satélite sobre la particula de prueba esta dada por la siguiente ecuacién:
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R = (R, R2,R3) (4,2,1,1)

asf vemos que las ecs. de movimiento de la particula son:

d’z T

—(Tt? -+ [l; =R, (4,2,1,2)
d?

F!’, + ll’% =R, (4,2,1,3)
&’z z

F -+ [1;3 =R, (4,2,1,4)

Conu=GCGM yr =TT+ y?+ 22 y R, R2 y R3 las componentes del gradiente de Ia
funcién perturbadora R:

ar
Ry = Bz (4,2,1,5)
IR
= - 4,2,1,6
Ra By ( )
Ry = ‘"’07_2 (+,2,1,7)

Supongamos por un momento que las ecs. (4,2,1,5) a (4,2,1,7), son identicamente cero,
entonces la solucién es idéntica a la del campo central y las 6 coordenadas cartesianas de

posicién y velocidad se pueden escribir como::

zr = fi(c1,¢2,63,¢4,C5,C6, 1) (4,2,1,8)
i gi(€1,€2,€3,¢4,Cs5,C6, t) (4,2,1,9)
y = f2(e1,€1,63,¢4, 5, ¢6, 1) 4,2,1,10
% = gz(¢1.¢2,€3,04,Cs,C6. 1) (4.2,1,11)
z = fy(er,€2,03,¢4,Cs,C6. t) 4,2,1,12
:11—: = g1(€1,€2.€3,€4,€5,¢6, t) (4,2,1,13)

donde las 6 constantes representan los 6 elementos orbitales que definen una JSrbita en el

espacio tridimensional:

cp=a
Cr=C
Cy =&
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g =w
C5‘=l
cc =N

Como vimos en el capitulo 2, seccidén 2.4, a es el semieje mayor, e es la excentricidad,
@ es el argumento del periapside, 7 es la inclinacién y 2 1a longitud del nodo ascendente.
El dnico clemento nuevo es € que describiremos a continuacién.

Definimos la anomalia media, A, como:

M=n(t-7) (4,2,1,14)

Con n la velocidad angular media, ¢ ¢l tiecmpo y 7 ¢l tiempo de paso por el pericentro.
Recordemos dce la fig. (2,4a) que la anomalia excentrica E cs el angulo P'CE, se pucde
demostrar que sc cumplen las siguientes relaciones para E.

tan (é) =/ : ‘:Z tan (g) (4,2,15)

que es la ecuacién de Kepler, y también:

M = E — esen(E) (4,2,1,16)

Definimos la longitud media, A cé6mo:

A=M+o (4.2,1,17)

Definimos por iltimo a la longitud media en época (mean longitude at epoch), ¢,
cémo:

£E=A—nt (4.2,1,18)

Sustituyendo la ec. (4,2,1,14) ¥ la ec. (4,2,1,17) en la ec. (4,2,1,18) encontramos:

£ =& ~—nr (4,2.1,19)

Después de haber definido cada una de las constantes que usaremos continuemos con

nuestro andlisis. En ¢l movimiento que estamos describiendo, ¢, €, ...,ce Son constantes,
de donde:

I 2 1.2
Nn= = (4.2,1,20)

con k=1, 2, 3.
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Como ya se puede vislumbrar en el método de variacion de constantes, éstas dejan de
serlo y se convierten en funciones del tiempo, es decir:

& = (t)

con i= 1, 2, 3.
La derivada total de z es entonces:

dz _ af, af, de;
dy _9fz $.dfz dc;
Pl D DE ey (42,1,22)
d: _ 3fs | & 8fsde
Frially D DY e (4.2,1,23)

De aqui en adelante usaremos la notacién de Einstein, en la cual:

a) Los indices latinos como i, 7, k, etc, tomaran los valores 1, 2, 3. Por otro lado los
fndicies griegos como y¢, 1, v, etc, tomarin los valores de 1, 2, 3, 4, 5, 6, entendiendo que
Iy =T, X =Yy Ty = 2.

b) Cuando dos indices estén repetidos dentro de un mismo término de una ecuacién,
uno arriba y otro abajo, s¢ entenderd que se esta sumando sobre todos los indices, es

decir:
9 dx 3/, dz,
61:,‘ dl Z (d.r“ dt (4.2,1,249)

Asi pues al conjunto de la cc. (4.2.1.21) a la ec. (4.2.1.23) lo podemos escribir de la
siguiente forma:

dz, df, Of. dc,,
dt ~ 8t " dc, dt (4,2,1,25)
Para seguir con el andlisis introduzcamos la siguiente condicion extra:
Ofide,
e dt = 0 (4,2,1,26)
por lo tanto:
dr, 8f. _
TS =S (4.2,1,27)

¥ si derivamos de nuevo la ec. (4.2.1.27) obtenemos:
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-5 2%

de donde por (4.2.1.27) obtenemos:

t["x.- Pf; dg, 1dc,
T =t o)

40

(4,2,1,28)

(4,2,1,30)

Por otro lado al conjunto de la ec. (4.2.1.2) a la (4.2.1.4) lo podemos escribir como:

d*z, T _
az T =R
Asf pues si sustituimos la ec. (4.2.1.30) cn la ec. (4.2.1.31) obtenemos
2/, ag.] P IR
ot? ar Tl = Oz;

donde r = v/ fi? + f2? + f4*, reagrupando la ec. (4.2.1.32) obtenemos:
&L n ] dg, dc, _ IR
rJ

ez dc, dt ~ B,
Pero como sabemos en el campo central:
azfl M
FYH] -+ 7—4-!. =0.
por lo que al sustituir la ec. (4.2.1.34) en la cc. (4.2.1.33) obtenemos:
99 de,, _ OR
dc,, dt ~ 91,

(4,2,1,31)

(4,2,1,32).

(4,2,1,33)

(4,2,1,34)

(4,2,1,35)

Para ser consistentes con lo que deduciremos mas adelante re-escribamos la ec. (4.2.1.26)

y la ec. (4.2.1.35) de la siguiente forma:

Ofden
dc, dt
0, dcv _ IR
de, dt - Jr,

A partir de estas ecuacioncs definiremos el bracket de Lagrange.

(4,2,1,36)

(4,2,1,37)
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4.2.2 El Bracket de Lagrange y la independencia en el tiem-

po de los Brackets de Lagrange

En esta seccién vamos a definir el bracket de Lagrange y a deducir dos de sus propiedades
mds importantes que son: la antisimetria y su invariancia en ¢l tiempo.

Para poder utilizar los brackets de Lagrange y sus propiedades para escribir las ecua-
ciones que encontramos ¢n la scccion anterior (la ec. (4,2,1,36) y la ec. (4,2,1,37)) en
términos de los brackets de Lagrange, para en la seccién que sigue, mediante el método
de Whittacker calcular explicitamente los brackets.

Para definir el bracket de Lagrange tratemos de deducir como se relaciona con las
ecuaciones que ya hemos visto. Tomemos la ec. (4.2.1.36) y multipliquémosla por ~g§:

para obtener:

_ af. dg, de,.

e, Jc,, dt

¥ si por otro lado multiplicamos la ec. (4,2,1,37) por 24 obtenemos:

=0 (4.2,2,1)

af. 89, de, _ IR 3,

3c, dc, dt ~ 9x, oc, (4.2.2.2)
Sumando la cc. (4,2,2,1) ¥ la cc. {4.2,2.2) obtenemos:
afi 3g.dc,  3f, Dg, dc,, _ IR BS,
dc, Bc, dt ~ IS, dc,, dt Oz, dc, (4.2.2.3)
Definimos el Bracket de Lagrange como:
3 3/, 9g, J/fi 9g,
sG] = T == 12,2,
(eur ] _:zl (ac, de,  Oc, ac“) (4.2.2,4)
Observamos ia primera propiedad del Bracket de Lagrange:
[C“.C.,] = _[CV'(‘“] (4!212v5)

A esta propiedad se le Hlama antisimetria.

Vemos que dado que u » ¢ toman valores entre 1 y 6, entonces el numero total de
Brackets de Lagrange posibles es 6 x 6 = 36. Sc¢ puede formar una matriz de 6 x 6 pero por
la propiedad de antisimetria la diagonal de dicha matriz tiene que ser necesarinmente cero
para cada uno de sus elementos, asi que son 6 menos de los 36, lo cual nos deja solo 30,
pero de nuevo por la propiedad de antisimetria sélo hay 15 brackets distintos (s¢ pucden
escoger arbitrariamente los de arriba de la diagonal, los de abajo solo variaran de déstos

por el signo).
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Por iiltimo vemos que la ec. (4.2.2.3) se puede escribir usando 1a notacién de brackets

de Lagrange como:

IR
[e .Cy] = (4,2,2,6)
; “ dt ¢,

Veamos ahora la independencia en el tiempo de los brackets de Lagrange. Tornemos
segiin la definicién el bracket de Lagrange de dos elementos orbitales cualesquiera. Sin
pérdida de generalidad sean p ¥y g dos elernentos orbitales cualesquiera.

. 3 af- Ogl af, (79. -~
[P.QJ~‘§(OP Bg ~ Dq Op (4,2,2,7)

sacando la derivada parcial en e} tiempo de ambos lados de la igualdad:

dlp.gl _ X192 dfi\9g, . Bf 3 rdg, af N3y, If, I (Dg,
—z?[& 20/ Bpot ) - = 2q)3p " 9q Dt a,,)] (4.2.2.8)

y como suponemos que todas las variables son de clase ¢ (al menos dos veces diferencia-

bles), entonces podemos intercambiar el orden de las derivadas:

Opdt 8q = Op Oqdt ~ Bq0t Op  Oq Opdt

Pero por otro lado observemos que:

dlp.q] _ z’: [021. 99. , 94, dFg, DS, g, 8, 029.] (4,.2,2,9)

0400 0129,y 2 (3430 0%da)

(')p at Jq dq Ot Bt Op dp Ot
_ &4, 9a 0!.(”9.__2‘&%)_59_{18’9._02/.%+ _ 04 Fg
3pdt Jg Dt Opdq  Opdq Ot 3q Bpot  Dgot Ig Dt dgop T

03 dg, af, Pg,
'S 9g af Fg. (4.2.2.10)
aqop at Op qut
Vemos que las cantidades cncvrmd.u en p'ucmmxs se climixmn asi pues nos queda

Cencontramaos:

———-alp'qlzz: géa_g_'.._d*f'% _ﬁ d_f'iq_'_ 9[1?&) (4 ')11)
ot Si9p\ 0t 89 g > g\t op ~ p &t s

Tomemos la funcién potencial dada por ®(r) = —%, de donde por la segunda ley de

Newton:
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>
| = on (6:2:2.12)
asf pues observamos también que:
af. 20 8(%)] _ 0£,0(%)
28q [( ) ] 2 6t dq ] T ot dq (4,2,:2,13)

pero usando la ec. (4,2,1,27), vemos que podemos sustituir %{l = 2% en la cc. (4,2,2,13)
de donde:

0[x'.q] _z[ap(lol‘&l’ 0_‘1_(r)<'£) _9 1oy N(r)az.)]

2 Jq Jr, Iq dg\2 dp ar,
_ 1 ('3["—"‘]z od(r) 3 r19(%4:)? 3(r)
- E [ap 2 aq T g a_q 2 dp )] (4,2,2,14)

Bl 5 G - #0) - o Gl - +0)-

= ; [ﬁ(%[ dt ] — () - [dt ] + ¢('))] =0 (4,2,2,15)
por lo tanto:
% =0 (4,2,2,16)

Por otro lado se puede demostrar que la ec. (4,2,2,4) se puede escribir de la siguiente

forma:

9r, ()  dr, ()
(o 0] = 2 (t)c,. ()c‘., T I dc,,

Que serd la definicién til para nuestros propositos.

(4,2,2,17)

4.2.3 El Método de Whittaker para obtener los brackets de
Lagrange

Ahora que hemos definido los brackets de Lagrange ¥ hemos deducido dos de sus
& g
propiedades mds importantes; usaremos el método de Whittacker para calcular de manera

explicita los brackets de Lagrange.
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El método de Whittaker se basa en una scrie de rotaciones para facilitar el cdlculo de
los brackets de Lagrange y luego en una aproximacion mediante una serie de Taylor.
Hagamos una rotacién en el sistema XY Z alrededor del eje Z, de +9, asi pues haciendo

¢l cambio de coordenadas:

r=1xcosQ — y'sen (4,2,3,1)
y==x'sen) + y' cosl (4,2,3,2)
z= 2 (4,2,3,3)

donde x’, ¥ y =’ son las coordenadas cartesianas rotadas, de aqui en adelante supondre

que % = 0, s6lo significa que Q no depende explicitamente del tiempo (lo cual no implica

que no varie en el tiemnpo).

Asi pues:
dr or o oy N
—— = ——cosl — r'senN—— — = sen N — y’ cos P— 1,2,3,4
2~ op 2 o yieositg, 234
reagrupando:

‘%’ = % - y'%) cos 2 - (z% + %%) senQ = Ajcos 2 — Bysen(€)  (4,2,3,5)

donde:
1) o0
Ay = — —y—
] op y(')p
,00 oY
B = Y o

De manera totalmente aniloga podemos obtener:

dy _ (3 , 3\ ___ or _ .on =
5,?_(5;.#1%)%;”(3}1 gap)scnn_a.cosn+.4,senn (4,2,3,6)

Ahora hagamos lo mismo para:

dx dx’ dy’
'l—ﬂ' = -‘7‘— Ccos Q - “7‘— sen Q (4.2,3,7)

sacando la parcial respecto de pde la ec. (4.2.3.7):

a4
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L) _ A%) an %) .
3 ~ op wsn—('&_“ o op

(%) ANF) _drany o (6(1)
dp

AE) _ dyon
op dt Jp
( ) dz' 0

D=5t dr o

C;=

(l_/

m—.
dt E*

+dt ap)scnﬂ Cycos8l — D, sen(

(4,2,3,8)

de manera totalmente andloga a como sucedié en el caso anterior, vemos que

Ay

Y de manera anéloga, sean:

4, =22 _ .90

T8¢ "V

B,:z'anaq+a—‘i'
dq

G a‘-”‘) dy o0
dq dt 8q

)y drron
= i3 — —
D=5+ 4 5

Encontramos que:

g—: = Azcos§? — Bysen 2

@ = Bzcos§? + Azysen
9q

Ag)
—a—f;— = CzCOSQ" D,senQ

= D, cos§t + Cysen

(4,2,3,9)

(4.2,3,10)

(4,2,3,11)

(4.2.3,12)
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()
9q
Dec donde obtenemos que al multiplicar 1a ec. (4,2,3,5) por la ec. (4,2,3,12):

= Djcos 2 + Cysen 2 (4,2,3,13)

dr
-g—:—g—(éfl‘l = (A, cos§2 — B, sen N)(Czcos Q2 — Dysen) =

dx
g—z-q-%:‘—) = A;C,cos* 1 —~ A, Dy sen Q2 cos N — ByCaysen Ncos R + By D, sen? Q (4,2,3,14)

de manera andloga:

. dr
%‘;ag}p) = (Azcosf2 — Bysen2)(Cycos Q2 — D, sen ) =
A2Cc05%Q2 — A3D; sen Qcos 2 — ByC) sen 2cos 2 + Dy By sen® N2 (4,2,3,15)

por lo tanto obtenemos que:

ra(L)  aro(s
5-”,—%;& - 55—57;!—) = (A1C3 — 42C1) cos? Q + (By D3 — ByDy) sen?

+(—"41D2 - B,Cs + .42Dx -+ B:Cx) sen Q2 cos 2 (4,2,3,16)
que se puede escribir de la siguiente manera:

Pz d(%)  ara() y .
5o - 5;_14_0;, = (A;C3 — A3C1)cos*2 + (By Dy — B, D) sen® 1
+ ((A,D, — A, D3) + (B;Cy — B,c,)) sen Qcas ) . (4.2,3,17)

Y de mancra totalmente analoga:

dy o
%g(gf;—) _ -g—yga—(a—;‘:-)' = (B,Dz - Ble)COS’Q'f- (A;Cz - A:Cl)scn'ﬂ+

+((.-x,1)2 - A;Dy) + (B,Cs — B,C.)) sen Qcos 2 =
= (Bg Dg - Bng) cos? 2 -+ (.“10—; - AgC;)s«cn’Q

- ((A,D, — A4, D3) + (B:Cy — B,c,)) sen 2 cos 0 (4.2,3,18)
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Recordemos la definicién de bracket de Lagrange dado por la ec. (4,2,2,17), pero ahora

desarrollemos la sumatoria:

Az d(g= 3 dx) Dy O(4 dy d:) aza g
gl = (22 (g5) _ 2z (%) ) ( v O(%) _ oy a(F) )) ( agE) _ 9=9(5)
dp Jq dp g Dq op 0«1 T 3¢ op
4,2,3,19)
Definimos:
d(A, B) JAIB A IB
B.a) - Opdq  0a Ip (4,2:3.20)
De donde 1a ec. (4.2.3.19) se puede escribir como:
Az, %) oy, B) | O %)
,q] = + TR (A 4,2,3,21
.9l = 560 * om0 T 00 ( )

Pero los primeros dos términos de la ec. (4,2,3,21) son lo que calculamos en la ec.
(4,2,3,17) y en la ec. (4,2,3,18), asi pues obtenemos:

[p, q] = (A]Cg - lisz)COSzn + (Bng - BQD])SCI‘I: 1+
+((AzD]~A]D:)+(B:Cx_B‘CQ)) sen §2 cos fl+(B,D2—B;D;) cos? Q+(A|C:—A2C|) sen"'ﬂ

—((A,D. — A1 Dy) + (B:Cy — BlC,)) senQcosq + 2 &) (4,2.3,22)
a(p, q) o
Simplificando:
[P.a] = (ALCs = AsC1) + (By Dy — BaDy) + 258D (4,2,3,23)
2 241 1 2 2 H o(p‘ q) =y

Calculemos cada uno de los términos y simplifiquemos:

ar y%) (a(‘—") dy'OQ) B (2{ )(a(‘-“) dy’' a0

ap T dt 3¢ ‘dt op

A,C2 — ACy = dt dq

=, %) (L) L dvor dy’ 9r' a( dx
gl il A -_— ' —_———— e
3(p,q) + ( Jq +ar 8q) p ( dt 3p ) 3q (4,2.3.24)

¥ de manera totalmente aniloga obtenemos:

(. 2 )+( a(ft) dz'(&/:)@ (E‘Zy_'_,'ﬂﬁ)@ (4,2.3.25)
o - . (4,232

Bi\D;—Ba2Dy = —50-08 dt 9q dt o5
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Definimos:

oap = 22 %) | 00 4

=, 4
a(p,q)

14t
a(p.q) a(p. q)

. (4.2.3.24) Ia ec. (4.2.3.25) en la ec. (4.2.3.19) y a ecse
resultado sustituimos la definicién dada por la ec. (4,2,3,26), y usando que por simetria
g _ 225 Ghrenemos

(4,2,3,26)
De donde sustituyendo la ec

q) o(r.q)

L) dyor  LO(%)  dr'dy'\ 90

= ’ — gy Mt = ’ de sl

[P al =1p,d] +( V=8¢ 4t aq g Oq) op
dr’ dy’

dy' 32 9% LO(%)\ on
(- U R oy

—_— 4 —d
dtop "V e
Pero hagamaos la siguiente observacion

(4,2,3,27)
ATY) o dy %) ovar oL
T = Gy T - G v (4:2,3.28)
y se puede hacer de manera totalmente andloga para p, por lo que obtenemos
ana(z'l -y asza(z'éi—;/g))
, ! - — 4t <t 4,2,3,29
[p.ql = lp.al + > e ( )
pero de la definicién dada por la ec. (4.2.3.20) obtenemos

N, I — yir
) = [p. ) + 2R VL) (4.2:3,30)

pero recordemos de la ec.(2.4.7), que vimos en capitulo 2, 9 — 42 — K pero en este
caso tenemos inclinacion 7, asi podemos concluir que

T = y/a(l — e?)cos |

(4,2,3,31)
por lo tanto obtenemos:

lp.q]l = [p.q)' + 57— o0, 7)

4,2,3,32
3.2 ( )

Usemos otro cambio de coordenadas, cste serd una rotacién de angulo [ alrededor del
el eje X', dandonos las siguientes relaciones

(4,2,3,33)

(4.2.3.34)
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s

= y"sen ] + z"cos/ (4,2,3,35)

Es obvio que dado que se puede hacer z, y, =z como coordenadas en indices, el resultado
de dicha rotacién serd totalmente andloga a la que acabamos de hacer, asi no serd necesario
hacer toda la deduccién de nuevo.

Asi pues resulta que:

a(n ynd.r — "QL)

\ql’ = [p.q]" + 4,2,3,36
{p.ql' = Ip.ql B2 ( )
Pero 2” y 22 son cero pues z”, y” coinciden con el plano orbital, de donde:

b} = [p,a]" (4.2,3,37)

”

Finalmente hagamos una rotacién alrededor de! eje =" en un dngulow =0 — N, y a
estas nuevas coordenadas designémoslas con las letras X', Y, Z y que el plano XY coincida
con el plano orbital y el eje X' este direccionado (dirigido) en la direccion del perihelio, y

como también es una rotacién encontramos:

" | O(@ —~ 0, XdY _ ydX
[p.al” = Ip.q” + 22T = Y (4,2,3.38)

y en este sistema de referencia definimos:

— v3Y ax _\/—_.—z
h=X aZ Y 2 = na(l — e?) (4,2,3,39)

de donde:

" w , 0@ — S h)
g = pgl” + e 4.2,3,40
tp.al” = ol + 25 (4.2.3.40)
Sustituyendo la ec. (4.2.3.39) en la cc. (4.2.3.38) ¥ usando que {p,q|' = [p, q]" como lo
vimos en la ec. (4,2,3,37) ¥ sustituyendo todo en la ec. (4,2,3,32) obtenemos:

- OO — k) QT
\q) = ( .q]” + +
[P <] > a(p.q) (. q)
Ahora que ya encontramos la ec. (4.2.3.41) usemos una aproximacion en serie de Taylor
de X', Y para poder calcular los brackets de Lagrange de cada elemento orbital.

(4.2.3,41)
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4.2.4 Aproximacién en Serie de Taylor de las Coordenadas
Cartesianas en Términos de los Elementos Orbitales

El hacer tres rotaciones ¥ ver como se veian cn este nuevo sistema de referencia los
brackets de Lagrange, aunque fue un proceso laborioso, nos ayudari para que en esta
nueva seccion calculamos la serie de Taylor de las coordenadas cartesianas en este nuevo
sistema de referencia (X ¥ Y) en términos de los elementos orbitales osculantes. Con
lo que vamos a encontrar en csta seccidén ¥ lo que encontramos en la seccién anterior
podremos calcular finalmente los brackets de Lagrange de manera explicita.

Como sabemos las series de Taylor de las coordenadas estarian dadas por:

N d’\ (t — pP)?
X=X, T i T (4.24,1)
_ 2
Y=V Do py LRUDE (4,2,4.2)

Pero como sabemos las coordenadas cartesianas en términos de los elementos orbitales,
ver Apéndice I, estdn dadas por:

X =rcos(f +w)cosQ — rsen(f + &)sen Qcos / (4,2,4,3)
Y =rcos(f + ) senQcose + rsen(f + w)(cosStcos J cose — senIsenc) (4,2,4,4)
Z =rcos(f + @)senQsenc + rsen(f + w)(cosQcos I sene + senl cose) (4,2,4,5)

Asi pues, dado que en este sistema de referencia 2 = 0, I = 0, £ = 0, y ademis

sabemos de 1a ec. (2,3,32) que r = == ,htenemos entonces que:
1 (l1+ecom f) q

a(l — ¢?)
{(1+ecosf)
._ _a(l =€) -

Y = m) sen (f + -J) (‘1,2,4,1)
de donde si evaluamos la ec.(4.2.4.6) en ¢t = 0 y escojemos el tiempo de tal forma que en

ese instante: f(2 =0) = 0y <t = 0) = 0 obtenemos:

X = cos (f + &) (4,2,4,6)

a(l-€’) al+e)(l-e)

= s =a(l —¢) (4,2,4.,8)

.\’o =
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Ahora saquemos la derivada en el tiempo de la ec.(4,2,4,6) utilizando la regla de la
cadena:

dX _ X df
Ti-l— = Ff—dt (4,2,4,9)

‘ pero entonces sacando la parcial de la ec. (4,2,4,7) respecto a f:

ax - ’ - -+ &)(1 + — (- n
-57,-=a(1—¢:2)( sen(f + @)( ?fo.fiios‘(f)zcsen/)cos(f-i-u) (4,2.4,10)

Por lo que al evaluarloen t = 0:
Lo -0 (4,2,4,11)

¥ por lo tanto:

Ahora derivemos la ec. (4,2,4,9):
X _ PXordf\?
drr = 92 (?E) (4.2,4,12)
sacando la derivada parcial de la ec. (4,2,4,10) respecto a [:

2x . [(cos(f+a;)(1 +ecos ) + (~esen f)sen (f +@)) (1 + e cos f)?
a7 —e- )[ (1 +ecosf)*

—2(1 + ecos f)(—esen f)(sen(f + D)(1 + ecosf))]

(I +ecos /) +

(f + @) + (—sen (f+a)senn)(1 + ecos f)?
+c[(cosjcos (1 +ecos f)* *

—~2(1 4+ ecos f)(—esen f)sen fcos(f +:.'J)]

(1 +ecos f)*
asi pues evaluando la ec. (4.2.4.13) en ¢t = 0 encontramos, que todos los términos que
contengan sen f, sen {f + @), son eliminadus, y por otro lado cos f = cos(f + &) = 1 por

(4.2,4,13)

lo tanto:
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B X 2 (1+e)1+c)P e(l+e)y_ [ [-l—e+e
a2 =a(1-&[- +e)y (1+c)‘]“’(l | TETSE ]
por lo tanto: -
PX, _ a(l —_ ez)
TR T (4,2,4,14)
Nos falta calcular 4, ver ec. (4,2,4,9). Recordemos de la ec. (2,4,36), que r*% =

k ‘/ap(l — €?), si hacemos 4 = 1, obtenemos:

= Ja(l — &) (4,2,4,15)

en este sistema de referencia @ = cte

24f
rar = Vell-e

df _ ya(l—¢€?)

dt r?
pero recordando la expresién para r dada por la ec.(2,3,32)

2
=Jal =) ((Z:Elc_coesé?) ) (4.2,4,16)

de donde:
df\? _ (1 +ecosf)*y _ (1 +ecos f)*
(E) =a(l — cz)( a'(1 — e?)¢ ) T T3 e’ (4,2,4,17)
y silo evaluamosen t = 0,6 {=0
d, 4
( fo) a:((l]tec):)s (4,2,4.18)

Por lo tanto sustituyendo la ec. (4,2,4,14) v la ec.(4,2,4,18) en la ec. (4,2,4,12) encon-

tramos:

& Xo a(l —e3) (14e)* _ (1+e)3? (1+¢)?
= (" T+o)? )(a=(1 - c2)=) ST - i e x ey (2419
por lo tanto:
X, 1
dez _a’(l —e)? (1,2,4,20)
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Por lo que al sustituir la ec. (4,2,4,20) y la ec.(4,2,4,11) en la cc. (4,2,4,8) podemos
obtener la serie de Taylor, hasta el segundo orden:

1 (t — P)?

X =a(l —¢) — (12(1——6)—7 5 + ... (4,2,4,21)
Ahora hagamos el siguiente cambio de variable:
l=nt+e—w
de donde despejando:
nt=1—(c—a)
PR el Clleal 0}
n
por lo tanto: .
[§
2
t* ox ;—i (4v2-4:22)

Recordemos de la 3% ley de Kepler que a®*n? = u, pero hicimos i = 1 asf puesa®n? = 1
de donde obtencmaos:

1 3
"—2 =a (4,2,4,23)
por lo tanto obtenemos:
t? x a®? (4,2,4,24)

Asi pues con este cambio de variable, y sustituyendolo en la ec. (4,2,4,21) obtenemos
la siguiente serie de Taylor:

X al?
A= a(l - C) - (l——eF -+ .. (4,2,4,25)
De manera andloga podemos hacer lo mismo para Y, evaluando la ec. (4.2.4.2) en

t = 0 obtenemos:

y°=0

Derivemos la ec. (4,2,4,2) respecto al tiempo:

dy _ ay df
T o5 (4.2,4,26)

sacando la parcial de 1a ec. (4,2,4,4) respectoa f:
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ay [cos(f + @)(1 + ecos f) — (—esen f)sen (f + w)]
3!- = ﬂ(l b Cz) (l T ecos f)2 (4'2"1'27)
y evaluando para ¢t = 0:
Yo _ (1+e) _a(l —£%)
B =el - = TS (4,2,4,28)

y usando la cc. (4.2.4.16) para t = 0 y la ec. (4,2,4,28) y sustituyendo ambos en la ec.
(4,2,4,26):

% (1+e) _a(l=e’) —o——y (+e) \__ (+e)
A0 =a(l—c 2)(1+c)’ =079 a(l —C’)(az(l _ez)z) = Va /(1= e?)

(4,2,4,29)
de donde:
dYo (1+¢) 1 71 +e\}
— T = — '2' »
dt va /(1 —e)(1+e) Vall-— c) (4.2:4.30)

Como Y = 0 y sustituyendo esté junto con la ec. (4,2,4,30) en la cc. (4,2,4,2), la serie
estaria dada por:

, l1+e¢
¥ \/_ = c) (t—P)+. (4,2,4,31)
y con el mismo cambio de variable:
L |
tx n=a i (4,2,4,32)
la serie dada por la ec. (4,2,4,31) sera:
1+") 1+ (4,2,4,33)
Asi pues derivando la cc. (4.2.4.25) obtenemos la serie para £¥:
dX anl
—d—l— = —-———~——(1 — 0)2 + ... (492v4134)

derivando la cc. (4.2.4.33) obtenemos la serie de 4X:

dy ‘1+eyd }
=) (4.2:4.39)
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4.2.5 Cidilculo de los Brackets de Lagrange

En esta seccién usaremos lo que hemos encontrado en las dos secciones precedentes
para poder finalmente encontrar los brackets de Lagrange, con lo que los podremos susti-
tuir en la ec. (4,2,2,9). Todo ésto lo hemos hecho con miras de mds adelante poder despejar
de dicha ecuacién el cambio en el tiempo de los elementos orbitales.

Asi pues podemos obtener las siguientes relaciones:

Si sacamos la parcial de la ec. (4.2.4.25) respecto a a y luego evaluando cuando { =0

para truncar la serie de Taylor a primer orden obtenemos:

ax
vl G (4,2,5,1)
y de manera totalmente analoga usando las definiciones dadas por la ec. (4,2,4,25), la ec.

(4,2,432), 1a cc. (4,2,4,34) ¥ la ec. (4,2,4,35) obtenemos:
A

Ja =19 (4,2,5.2)

% =a (4,2,5,3)
a(safa;) =0 (4,2,5,4)

%’ =0 (4,2,5,5)

%}';‘ =0 (4,2,5,6)

a(eaf 5 = ¢ : f:)g (4,2,5.7)
a_(a!ii) =0 (4,2,5.8)
f’i{fﬁ =0 (4.2,5,9)
o) = (4,2,5,10)

-0 "=

(X)) 1+ e\
A dt? —_— 9 5
S =n 1_c) (4,2,5.11)




Capitulo IV Las Ecuaciones de la Variacién de los Elementos Orbitales

8("—%) l+e (l—e)+(+e)y _ an
de ) ( 1 —e? ) BN T (4,2,5,12)
_axy
ey = O (4,2,5,13)

Usaremos la siguiente identidad:

[p' q]"l =

19(a,e) [z, %) Ay, %)] 19(e,€ — a)[ oz %) | oy %)
68(p,q) | da,e) d(a, ) 6 ad(p.q) e, e — <) Be, e —w)

19(e —,a)[ Az, &) L O, b))
6 dp,q) d(e —w,a) d(e — G:,a)]

La demostracién de la ec.(4,2,5,14) es directa, pero si existe alguna duda, ésta puede

(4,2,5,14)

ser resuelta en el Apéndice .

Ahora estamos en la posicién de sustituir los valores que hemos encontrado en la
ec.(4,2,5,1) a la ec. (4,2,5,13) para calcular cada uno de los términos que se encuentran
en los corchetes de la ce. (4,2,5,14):

AX. L) X AL)  ax L) _

Dlae) ~ Da Oe dc a0 (4.2,5,15)
s Y 4 dy e ay
o0 w) 9V Ig) M) _ (4,2,5,16)

d(a,e)  da Oc Jc¢  Ba
por lo tanto:
3(X, X LX) | a(Y. 4ar

a(a, ) Sasy = (4,2,5.17)

De manera andloga:

AN, L)  ax 9Ey) axX oY)

(12
Iec —0) Ocdle—x) Blc—w) e ("’)("(x -c)’) a

n
o (425.18)

a(Y, ’!—!Y ) _ 9y a(‘!’) Y 0(‘—’—) - __( (l +c) ) )
ANee—w) Ve dle—) 0 —@) c’)c l1—e (1,6)(1_3)3

por lo que:
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a(Y, a®n
Fecoo) ~ TU=eF (4,2,5,19)
Por lo tanto:
X, &X My, )
e, e —d‘u) + e, € fu'.v) =0 (4,2,5,20)
Y por otro lado obtenemos:
X, L) X ALE) ax_a)
(e —w)a) De-&) da  dadle—o)
= [‘ a- e)( - iney)] = (1a—nc) (4:2,5,21)
B(Y‘Y) 1+e\} 1+ey} _ _an(l+e)
o) a) = = ZE))(-~G2)) - X E) (4.2,5,22)
por lo tanto
(X, X) a(y, % an (1 +¢) “1—e\ _
a(e—afa)"”a(e—ua) ((1-¢)) ( 2 (-¢) c)(l+ )_
an an
= m(z(x c)) (4,2,5,23)

Por lo tanto si sustituimos las ec. (4,2,5,23), la ec. (4,2,5,20) y la ec. (4,2,5,17) en la
ec. (4,2,5,14) obtenemos:

an (e - &, a)
Q)" = | ————— 4,2,5,24
ool = T (T5055 ( )
Y recordando la 3° ley de Kepler, 22 = §,/5& = %\/g, asi pues:
- ] (d(- — . a)

= 4,2,5,25

(p. q} 2\/ oa) ( )

Pero ¢l operador derivada es un operador lineal, por lo que deja entrar constantes, por lo
que:

. (¢ — 2 /Za) e —0.Q)
p, @i’" = = . 4,2.5,26
tr. 9l ( 3(p.) )= ( 3. 9) ( )

con Q = ,/fia que es el momento angular por unidad de masa.
Sustituyendo la ec. (4,2.5,26) en la ec. (4,2.3,41):
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HNe —w, ANw -, h N, T -

nal = 2E S X Sy (4.2.5.27)

Recordemos que Q = /714 de la ec. (4,2,5,26), h = m de la ec. (4,2,3,39) ¥

que T = mcosl de la ec. (4,2,3,31), de donde podemos obtener las siguientes
relaciones de forma directa:

= \/— (@)= _na (4,2,5,28)

‘ZQ_i_ -0 (4,2,5,29)

%‘73 =0 (4,2,5,30)

‘;_: - m%(ayi = ,m_(ié__ffl (4,2,5,31)

8 _ amy(1 - ) d(—20) = —(m’)ﬁ (4,2,5,32)

g_’l’ =0 (4,2,5,33)

%:J;T(_l_——)cos! 3@ = 3na/(T =) cast (4,2.5.34)
\/_—oosl (1 —e*)~¥(=2¢) = -na ﬁcosl (4,2,5,35)

37 = Vvau(l = e3)(—sen 1) = —na®\/(1 — e?}sen ] (4,2,5,36)

Ahora tenemos todos los elementos necesarios para calcular todos los brackets (que
son solo 15). Sélo es necesario fijarnos en la simetrias ¥ en el hecho de que Q, A, T solo
dependen de a, ¢ e I, por lo que los tnicos brackets distintos de cero son:

_ e —9,Q) , A& ~Nh)  HAT) _ He-2)0Q _ /1 .
le.al = dca) T oEa N.a) | 0= Oa '“1(2"“) (4,2.5,37)

- AHNe - &, 3o - h N, T n
[wyﬂl = (:-?(“_J'G)Q) + (:;(‘;'a) ) + a((;:,' a)) ES (_1)(%"0) -+ *-22\/(1 - e?) =
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= —-%na(l —Ja=ey (4,2,5,38)

[Q,a] = a(e—-tD.Q)+3(u': —n' h) N a(Q.T) = (_l)(_';e /(1 —_ 82) ’+1(%M /(1 _ cz)cosl) =

3(<, a) o(hay oo
= —%na (1-¢e3) [l — cos l] (4,2,5,39)
. _9e-5,Q)  d@—0,h)  NT) ___ nale
[&vel = =55 (@, ) @)~ Ja—en (4,2,5.10)

(c—@,Q) & —Qh) NT)

_2 = (-1)(—na? =) +1 (~na? =t cos
[e] = (L, €) + (0, €) ’a(Q,c)_( 1)( /(1—8))+1( ,/(1—c?)c 1)

= %}“ —cos I) (4,2,5,41)
Q,n= 6(2(;)&[,)Q) + a(‘(':;((_z fll,)h) + g((g'}‘)) = —na’®\/(1 - e?)sen ] (4,2,5,42)

4.2.6 Obtencién de la Variacién de los Elementos Orbitales

en Términos de Ia Funcién Perturbadora

En esta seccion nos darcmos a la tarea de sustituir de manera explicita los valores
encontrados para los brackets de Lagrange cn la cc. (4,2,2,6) para encontrar 6 ecuaciones
en las que aparczcan combinaciones lineales del cambio en el tiempo de los clementos
orbitales osculantes, para poder despejar del sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas el
cambio en el tiempo de cada uno de los clementes orbitales en terminos de la funcion

perturbadora.
Seacy =a,c2=¢€,03 =), ¢4 =€, €5 = & ¥y c¢ = I, evaluemos la cc. (4,2,2,6) para
c =a:
s de, da de 0 de L do dI
;[0:%17‘" =la,algz +lae] g + [0, Qo +ael g + a7 + o d] 5 =
IR
=57 (4,2,6.1)

de donde obtenemos, usando el conjunto de ec. (4.2.3,37) a la ec. (4,2,5.42):
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: [%na‘/(l - c’)(l —-cosl)]% + (— ln T + —-na(‘/(l ~e2 )E = a—R (4,2,6,2)
de manera andloga para c; = e:
S dc, da de dw
;[e, c"]d_t = [e, a]z + [e, CIE + [e, Q] + [e, e] ; + [e,w] 7+ [e, ]]
= %g (4,2,6,3)
3R na’e dan nale do
E = —_—_'_—_—(] _c’o')(l —C()SI)I -+ 0 _62)717 (4,2,6,4)
analogamente para c3 = 2
6 -
de, _ da _do .
_ gQ_R (1265
de donde:
IR
_—na‘/(l- (l—cosl)dt \/_—)(l—cosl)——na\/(l—- I——Ei
(4,2,6,6)
Analogamente para ¢¢ = €:
Z[ec] = .o 2 4 e, 52 1 [, ALY 4 feve)Se + e, D) + e, 115
> dt tde 7] *idt !
-2 (12.6.7)
asi pues:
1 da
§na‘—i? = ?£ (4,2,6,8)
de donde resulta inmediatamente que
da 2 OR
T nae (4,2,6,9)
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lo mismo para ¢s = @:

S . dey . da_ . de . dQ _ de . _do . .dl _
vgl[w’c"]ﬁ = [wv 615*' [w,c]a—z + le Q]E + [Uysla + [“’-“’]E + [wv ’]Et‘ =

IR
=5 (4,2,6,10)
de donde:
1 w43 1 na’e de OR
—-2-110(1 bl (l —Cz))z - 5——?]—?.:7;—7 = g (4,2,6,]1)

¥y por ultimo obtenemos para cg = I:

dc., da de dan de _,do dal
2([ C..] [l,alz <+ [I,e]-& “+ [l,ﬂ]:i—‘- + [['E]Z -+ [].(JII + IE,I]E' =
OR
=37 (4,2,6,12)
de donde:
d2 3R
2 PTIY ac _Jdnt
na® /(1 — e?)sen’ T a7 (4,2,6,13)
de donde resulta inmediato que:
719} 1 AR (4,2,6,14)

dt na?;;(l — e?)sen IFI.

Lo que quisiéramos llegado este punto es despejar “—:f para toda u, tenemos 6 ecua-
ciones con 6 incégnitas, que es soluble, pero 2 ya estin resueltas (para %7 y para %).
asi que solo hay que resolverlo para los 4 elementos orbitales que faltan.

Sustituyamos la ec. (4,2,6,9) en la ec. {(4,2,6,11)

na’e de oR
(= grat ~ Va—em) Z3E - md: =% (4,:2.6,15)

de donde despejando %

1 na’c de OR R

st~ (—na(l ~-Ja-e ))—— = (4,2.6.16)
de (1 -e)or V(1 —e?) ——— OR -
dt = nale O + na’e -y -« ))Fe_: (4.2.6.17)
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‘Tomemos la ecc. (4,2,6,4) y sustituyamos en ella la cc. (4,2,6,14)

_ na’e (l 1 0_R+ na’e do _ 9R (4.2.6,18)
V(@ =) —cosn)\na? J(1 —e?)sen1/ 31~ Ja —e2)dt  De A
de donde:
2 do 2
pae db Ok, na e (== ! 2R (42.619)
;7(1—52) dt ¢ /(1 -e€?)(1—cosl)\na® f(1 —e?)sens/ O
por lo que:
7 1—e? —
do _ ( )aR 1 1—cosIa3R (4,2,6.20)
dt naze ‘/(l — e?)naz senl ar
Usemos la siguicnte identidad trigonométrica:
1 1~cos/
tan 5= “wnl (4,2,6,21)
de donde podemos escribir la ec. (4,2,6,20) como:
do (1-e)or IR
dt = " na?c  oe + a - e’)na’ (2 (4.2,6,22)

Tomemos ahora la ec. (4,2,6,2) y sustituimos cn ella la ec(4,2,6,22) y 1a ec.(4,2,6,14):

_na\/(l—— (l—cml)( 7\/(1—c2)scnl 6! (——na)

Ja =) _ >
+%na(l—\/(l—e"‘))[( 1-e ) ! - cost ‘;_’; =‘3_§ (4,2,6,23)

naze \/(1 —~ e?)na? sen [
de donde:
(1 -/a —cz)),/(l ——e-)aR
"‘"( ) - '.' T2 ac Be
1Q0-y(-—¢?) )
TRy ( ) (4,2,6,24)
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y reagrupando:

1 de tan( ) IR ‘/(l —e?)(1 - /(1 —¢?) )BR (4,2,6,25)

2™ < T 6a 20\/(1 - e2) a1+ (2na)e

por lo tanto:

de 2 9R “”‘(5) 9R  V (- (] B AL aR (4,2,6.26)

dt na da 1107\/(1 — e?) or * (na?)e

Ya por iltimo sustituyamos en la ec.(4,2,6,6) la cc. (4,2,6,9) ¥ la ec. (4,2,6,17):

[-— —na\/(l——r’(l —cml)][ 2 OR]

na’c (1 —¢?) OR (1—e?) IR
o (U] s e - Va=eng ]+

+(~na*\/(1 — e*)sen 1)% = gT,: (4,2,6,27)
\/(l—e"')(l—cosl)?,’ -a- ~U-cosD)(i- - )aR

—na \/(l — e?)sen Idl g_g (4,2,6,28)
de donde:

(1 —-cosl)% - V- ~-1+,/(1 —c’)] -1 —-cosl)% —na®\/(1 —e’)scnl-:% =

IR IR 2 dl _ IR
—(1 — cos ”6—5 - - cosl)—a:_; —na*\ /(1 — e?)sen lz— =7 (4,2,6,29)
¥ podemos despejar:
ar _ U —ces]) [f’-'—? - 95] o (4.2.6.30)
dt na?\ /(1 —e})sen 7102 Is1  na? /(1 - e?)sens I

1)
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Por lo tanto:

ﬂ___mi_(i[a_n+%]____;*_9£ (4.2.6.31)
dt na?\/(1 - ¢2?) o O¢ na? /(1 — ¢?) sen 1 922 o

Asf pues hemos encontrado las ecuaciones de los elementos osculantes en términos de
una funcién perturbadora, a estas ccuaciones se les llaman las Ecuaciones de Lagrange.

4.2.7 Aproximacién a Primer Orden de las Ecuaciones de
la Variacién de los Elementos Orbitales

En esta seccion haremos una aproximacion de las ecuaciones para el cambio en el
tiempo de los elementos orbitales osculantes tomando elcasoen el que e << 1l e J << 1
tratando de justificar lo mejor posible lo que Murray y Dermot publicaron en su libro
Solar System Dynamics! pigina 328-329, seccién 8.4

Para poder usar de manera prictica las ecuaciones de Lagrange es necesario hacer
una aproximacion de las ecuaciones que acabamos de obtener, antes de esto usemos la

longitud media en vez de Ia longitud en época con un cambio de variable:

A=nt+¢ (4.2,7,1)

De donde obtenemos al hacer el cambio de variable sobre la ec.(4,2,6,9)

da 2 3R
il Ty (4.2,7,2)

¥ si volvemos a usar la 3% ley de Kepler a = n~} obtencmos:

da = —;rz‘idn (4.2,7,3)
¥ usando la cc. (4,2,7,2) v la ec.(4,2,7.3)
da _ 2 ydn_ 2 0B
dt 3 dt = na 0\
despejando £2:
dn 3 2 IR 3 R -
== _5,.3) =) =-3% (4.2.7,9)

Ahora vamos a considerar solamente los términos de orden mnas bajo en ¢ e I podemos
aproximar las ecs. (4,2,7.4). (4.2,6,14). (4.2,6,17). (4.2,6,22). (4.2,6.2G) v (4.2.6.31) con

e<<lel <<l
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Vemos que la ec. (4,2,7,4) no se modifica:

dn __39R
i dt = a? dx
sin embargo, la ec. (4,2,6,14) nos queda:
@@ _ 1 on
dt  na?senl 91

Por otro lado la ec. (4,2,6,17) queda:

de _ __1_om
dt T  na?edw

La ec. (4,2,6,22) queda:
¢s_ _1_2R
dt ~ naZe de

La ec. (4,2,6,26) queda:

& _ e OR
dt ~ 2na? dc
y por iltimo la ec. (4,2,6,22)

a___ 1o
dt = na?senl 301

(4‘ 2- v, 5)

(4.2,7,6)

(4,2,7,6)

(402v7'7)

(4,2,7,8)

(4,2,7,9)

Donde para obtener estas ecuaciones hemos supuesto que tan (.f—,) =~ 0, ,/(l —e?) =
/(1 —0) = 1y por Gltimo para encontrar la aproximacién de la ec. (4.2.6.26) se utilizé la

regla de L'Hopital.
Ma4s adelante utilizaremaos estas aproximaciones.




Capitulo V El Problema Circular Plano Restringi-
do de los Tres Cuerpos y la Resonancia Exacta

En este capitulo nos vamos a enfocar al Problema Circular Plano Restringido de los
Tres Cuerpos (PCPRTC), cs decir que la particula sin masa se mueve solo en el plano
orbital de los dos cuerpos masivos, por lo que Q2 = 0 ¢ J = 0. Por lo que de las ecuaciones
(4,2,7,5) a (4,2,7,9) sélo nos quedan:

Z_‘: = _nal70 % (5.0.2)

Dado que estas ecuaciones estdn en términos de la funcién perturbadora R nos daremos
a la tarea de calcular R al menos a primer orden. Para ello deduciremos de dénde surge
la funcién perturbadora.

Con estd expresion para R reescribiremos las ees. (5,0,1)-(5,0,4). Con estas expresiones
deduciremos algunas relaciones fisicas, como que si a aumenta ¢ disminuye.

Mas adelante podremos deducir el médelo del péndulo. Con lo cual podremos deducir
el ancho de libraciéon maxima ¥ esto lo compararemos con algunas caracteristicas del
sistema Sol-Jupiter-Cinturon de Asteroides asi como del sistema Saturno-Mimas-anillos.

En la siguiente seccién lo que haremos serd analizar con lo que tengamos hasta ese
punto la resonancia eracta, los criterios que la definen v el significado del ancho de

libracién

5,1 Funcién Perturbadora y la Aproximaciéon de Primer Or-

den
En esta seccidon encontraremos la espresion de Ia funcion perturbadora R en terminos
de los elementos orbitales a primer orden ¥ podremos encontrar las expresiones de la ec.
(5,0.1) a la ec. (5.0,4) en términos de dicha aproximacion
Para deducir la ecuaciéon perturbadora veamos primero que nada la fig, {5.1.1), de {a

figura se puede deducir que:
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/4

X

m,

R,

>

Fig. 5.1, lFlg.xra donde se nmuestran los vectores que existen entre las tres particulas y que no dependen
del sistama de referencia (Tas r's minusculas) y los vectores posiciones de las tres particulas
que si dependen del sistema de referencia (Ia r's mayusculas). Estamos suponiendo que m,>>m’

Ir‘":: r’ = v‘.r"+y’: (5,1,1)

IFi=r = /47 (5.1.2)

de doande la distancia entre la particula de masa cero ¥ m' es:

[P = Fl= (@ -2+ (v - v)? (5.1,3)
Y escribierdo las ecs. de Newton para cada una de las tres masa:

d*R, B
me—s = Gmomn :-I‘ {(5,1,4)
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. -’

]

o
m’ FrEaR -—Grn'rnc-:ﬁ (5,1,5)
2R F -7 7
= O ET s T Omes (5.1.6)

Y es claro que vectorialmente hablando se cumple la relacién:

Fl=R - R
L7 LR LR,
arr — 4 T ae .17
y anilogamente:
d&F &R EPR.
¢ < @ T ae (5.1,8)
Esto quivale a trasladar el origen al centro de la masa central m.:
de donde sustituyendo la ec. (5,1,4) y la ec. (5,1,6) en la cc. (5,1,8) obtenemos
&7’ i
= ~G{m, +m )FS (5,1,9)
y de manera andloga:
27 7 S F =F F
T = —Gm) 5 +Gm (———-—' - =) (5,1,10)
Estas ecuaciones pueden ser escritas como el gradiente de una funcién escalar, en
concreto:
el
LA 1/ § L
3 U (5,1,11)
d’F
m = —V(U + R) (5.1,12)
donde U’ = —G"‘;}"’" y U = _Qr&l_ la prima cn el operador nabla implica que las
derivadas son respecto a z’, v’.
de donde:
R= Crnr i - -—__gr—"—:— (5,1,14)
| F—r}




Capitulo V El Problema Circular Plano Restringido de los Tres Cuerpos y Ia Resonancia Exacta 6y

Al primer término de R se le lama el término directo de 1a funcidon perturbadora v al

segundo término s¢ le llama el término indirecto.

La funcién perturbadora se puede escribir como una serie infinita de la siguiente forma:
R=u"Y S(a,d, e e)cosy (5,1,15)

donde a, es ¢l semieje mayor de la particula sin masa, a’ €l de m’, ¢ es la excentricidad de

la particula sin masa y ¢ es la de la particula m’ y el angulo ¢ esta dado por:

@ = 11N 4 oA + Sl + Ju (5,1,16)

Sin embrago, como @ no esta definida porque rn’ esta en érbita circular, entonces
’ q *

73 =0y el dngulo es:

@Y= J1A" + J2A + Ju (5,1,17)
Ademds se cumple que:
4
2 i=0 (5,1,18)
=0

a ¢ se le conoce como argumento resonante.
La deduccién de la expresion para S escapa del objetivo de esta tesis, pero una de-
duccién formal (incluso hecha en tres dimensiones) fue hecha por William M. Kaula en el
Astronomical Journal, vol. 67 numero 5, Junio 1962, pags. 300-303.
Del Dermott y Murray pag. 332 ec. (8.26) tenemos que:
.

(R) = T [, (@)e? + bl f (o) con ] (5.1.19)
Donde para sacar (R) lo que se ha hecho es asumir (con justificacion) que todos los
términos no importantes son de corto periodo, y por lo tanto sus efectos promedian cero
para periodos largos de movimiento. Con este principio en mente ¥ aislando aquellos
términos de la funcidén perturbadora que son apropimdos para ¢l problema es como se
logro obtener la expresién de la ec. (5,1,19).
De donde si calculamos las expresiones para la ec. {5.0.1) a la ec. (5,0,4) obtenemos:

\ ’
0.____('()?" = —j:((’::," fd("))"b'l“’"‘; (5.1.21)
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Pero recordando de la 32 ley de Kepler n?a® = Grm, entonces G =
queda que la ec. (5,0,1) se puede escribir como:

% = -—%[ m’: v — fa(a)el* sen qp] (5,1,22}
‘;—’: = -—3]211[ (,inn—'-) (;a;)f.‘(a)]cb“ sen = —3jnCre?"!sen (5,1,23)

con ©
C, = n(%) (%) Ja{a) = n(r-’:—;)ajd(a) (5,1,24)

De aqui podemos ademas encontrar que usando la ec. (4,2,7,3) podemos obtener de
manera directa que

’

da m
e _oas Ual g ¢ — 5
a = 272C,aeP* sen o o - (5,1,25)

De manera totalmente andloga podemos encontrar que:

R) GCm'
s o
de donde si sustituimos la ec. (5,1,26) en la cc. (5,0,2) obtenemos:

[fat@reti(~sens) 14a1] (5.1,26)

& = [~ i@ sen e = [n () asat@)] 1301 (S ) senv (5,129

dt naze

pero sustituyendo la ec. (5,1,24) en la ec. (5,1,27) obtenemos:

de m’
= = ; el-1
T C,lidle Sen 0 o p— (5,1.28)
Ahora calculemos:
IR Gm
AR = C fre frumr(@) + Jul@) 1 3o | 94! cos o] (51,20
sustituyendo la ec. (5,1,29) en la ec. (5,0,3)
[+ 0] Gm’ . -
Fie ,w:c[ (24«-.”(0) + fa(a) | jo | b ‘cosv)] (5,1,30:
y usando de nuevo la 3* ley de Kepler para G encontramos que
d 1 2a* m'
9 = mate —m——T 2efi(a) + fa(a) § o L eV oos v)}
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asi puces:
do m' m' R elral~1
o= 2["(;;"1(-.:)(0))] + ["(F{;)QI(Q)] 13l ( - )cosso (5,1,31)
por lo tanto obtenemos:
% =2C, +C, | ju | -2 cosp (5,1,32)
donde hemos llamado:
. -
C.= n(—)af(,_,)(a) (5.1,33a)
me
Por lo que:
da N e m’
-E=ZC.+C, | Fale¥i 2 cosp g (5,1,33b)

Finalmente sustituyendo la ec. (5,1,32) en la ec. (5,0,4) obtenemos:

de e Gm' . -
T = 5 [2e S (@) + Sula) La | D17 cos o] (5.1,34)

de doade es directo que:

m’

de _ 2, 1 . Lal o )
x= C,e* + QC, 176 | e cosp x — (5,1,35)
Por otro lado dividiendo la ec. (5,1,25) entre la ec. (5,1,28) obtenemos:
da .
=3 da 22
=2 =—2(2)e 5.1,36
% de Ja a ( )

La interpretacién fisica de la ec. (5.1,36) es de tomarse en consideracion ya que de-
pendiendo del signo de j2 ¥ j¢ sucede que, si tienen el mismo signo entonces si a crece,

entonces e disminuye. Pero si tienen signos contrarios si a crece, ¢ también crece.

5,2 Angulo Resonante

En esta seccién vamos a estudiar con mayor detalle el angulo resonante definido por
Ia cc. (5.1.17) Lo que vamos a estudiar es como escribir el cambio en el tiempo del Angulo
resonante ¥y cémo puede escribirse dicho cambio en términos de los cambios de la longitud
media en época £ v del argumento del periapside I, despreciaremos los términos que

vayan como ('-':—:)2 podremos encontrar que ol dangulo resonante (en primera aproximacion),

obedece la ecuacién del péndulo simple.
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Tomemos la ec. (5,1,17) y derivémosla respecto al tiempo:

dy CdXN . dX do -
3 g v I gy (5,2,1)
Pero si recordamos la ec. (4,2,6,9) ¥ como el satélite estd en 6rbita circular & =0 y
obtenemos:
dyz doy
a5t =5in"+ j; (n -+ dt) + Ja— Tt (5,2,2)

Derivando la ec. (5,2,2) ¥ tomando en cuenta que por ser un movimiento circular
n’ = cte obtenemos:
dp . rdn o
ar A\t dz?) MEAPTE)
derivando la ec. (5,1,34) y la cc. (5,1,28) obtenermos:

(5.2,3)

d%e
dt

de donde analogamente al derivar la ec. (5,1,32) obtenemos:

de dp1 .,
—-— -—2Ce +|J. | C. (— | Ja | el 'd— cosp — scngp-(—l———cb ') ( ) (5,2,4)

z{’ de dyp
Y PUTIEE Lkl Ud-2) X
=|j | Cr [( | Fa il ) qr Co5 % ( ) sen 99] (m ) (5,2,5)
Mientras que por otro lado por inspeccién de la cc. (5,1,23):
T (I (5,2,10)
me

Por lo tanto de las ecs. (5.2,7), (5,2,9) ¥ (5,2,10) se ve que m' ‘—’d—’,? son (,':‘T) veces mas
pequeiios que %, este factor para el caso del sistema Sol-Jupiter, dado que la masa del
sol es My = 1,989 x 10°Kg ¥ Ia masa de Jupiter &8 Myupeer = 1.900 x 107°Kg tiene un

valor de (E) = 9,552 x 10~* v (—"—:) = 9,12407 x 1077 por lo que podemos despreciar
en una primera aproximacién 'i;,‘- ¥ 1;—;# de la ec. (5,2,3) por lo que obtenemos usando la
ec. (5,1,48):

d* s dn

9 = J2=7 i —332nC,cYsen (5,2,11)

wd = ~3jynC, el (5,2,12)
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Veamos de la tabla del Apéndice 11I, que si tenemos una resonancia de primer orden
entonces w3 es siempre una cantidad positiva pues el factor af4(a) es siempre negativo,
por lo que al sustituir la ec. (5,2,12) en la ec. (5,2,11) encontramos:

a2
—‘—u;f = —wdsen (5,2,13)

Que como sabemos es la ecuacién del péndulo simple.

5,3 El Modelo del Péndulo Simple y el Ancho de Libracién

En esta seccidén vamos a usar la proximacién del péndulo simple para, mediante el uso
de la energfa del angulo resonante, calcular el ancho de libracién en semieje mayor. Donde
de aqui en adelante entenderemos como el ancho de libracién del semieje mayor como,
dada una excentricidad, el semieje mayor maximo (6 minimo) tal que el angulo resonente
se encuentra en el limite entre oscilar de +7# a —7 y circular de 0 a 2nx. Después de esto lo
que haremos serd tomar en cuenta el término 953‘-—’ para poder encontrar una ecuacién del
péndulo simple modificada y poder encontrar de nuevo un ancho en libracién del semicje
mayor un poco mas aproximado a la realidad.

Como acabamos de ver en la seccién anterior, en una primera aproximacion, el dngulo
resonante puede ser modelado con la ecuacién del péndulo simple, esta ecuacién es una
de las mas estudiadas, por ejemplo sabemos que para pequeiios angulos la ec. (5,2,13) se

puede escribir como:

d*yp

de?

Que como sabemos es la ecuacion del oscilador arménico cuya solucion es una combi-

nacién lineal de senos y cosenos, para continuar con ¢l estudio de la ecuaciéon del péndulo
simple podemos definir una ecuacién de la energia para el angulo resonante dada por:

= —wde (5,3,1)

121 ? . .
E = %(‘V) + 223 wen? (5,3.2)

dt
cabe aclarar que esta energia del dngulo resonante no es en realidad una energia mecianica
Podemos clasificar la travectoria en el espacio fase dependiendo de la energia que tenga

[SIRN

el sistema, como lo muestran las figs. (5,3,1) v (5.3.2).

Como se ve en la figura si se comienza con una encrgia £, se ostd muy cerca de
la aproximacién del oscilador arménico v por lo mismo el vector posicidon que describe
Ia combinacién de ¢ ¥ %f en el espacio fase da toda la vuelta, sin embargo el dngulo
resonante ¢ oscila entre dngulos mas pequenos que +7 v — . La energia dada por Ey
es muy importante en ¢l andlisis del péndulo ¥ se le Hama separatriz. En realidad para
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Fig. 5,3,1
Grafica de al angulo resonante versus energia. Se grafica la
energia potencial (U) y se muestran diferentes valores
posibles de la energia total E,, E,, y Es; con E;> E:> Es

E = E; el vector posicién en el espacio fase estda en un punto de equilibrio inestable
(ya sea +7 6 —=x) ¥ cualquier perturbacion {(es decir cualquier cambio en cualquiera de
los dngulos que definen ¢2) hace que se salga de dicho punto. Por ultimo la energia dada
por E, es la que uno espera encontrar al sobrepasar E; v lo que pasa es que el angulo
resonante o tiene la libertad de visitar de 0 a 27 » seguir su camino

De donde tenemos 3 casos.

a) Si £ > Ej, por cjemplo el caso de £ = E,
circula. En el caso del péndulo esto implica un movimiento de 364G grados alrededor del

entonces ol movinmiento de o es tal que

punto de suspension.
b) Si £ < Ej, por ejemplo ¢} caso de E == E) emtonces ol mowvimiento de o es de
oscilacion (6 libracién). Para el péndulo esto nmplica un movimiento hacia adelante 3
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\/.\/E‘/ E,
//&

Y
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Fig §,3,2
Grafica del espacio fase del angulo resonante, se grafica el
angulo resonante versus la derivada en el tiempo del
angulo resonante. Se muestran las diferentes trayectorias
dependiendo de la energia, se usan los valores de la
energia total que se usaron en la fig 5,3,1. Con E,> E,> E,.

hacia atras alrededor del punto de suspensién.

¢) Si E = Ej, es el caso de la separatriz, que divide el régimen de circulacion del
régimen de libracion. Para el péndulo seria como estar en la posision vertical superior.

Para E = E; hay una variacién de %‘i con 2, pero ‘7'; nunca es cero. Para el caso
E = F,, %"3 toma cl valor cero, en cada uno de los extremos del movimiento del angulo
©. En el caso especial de la separatriz, £ = Ey, se queda en 0 = = & en — o para siempre
¥y para estos puntos %,ﬂ es siempre cero.

Se pueden hacer muchos de anadlisis respecto al modelo del péndulo, pero lo que a
nosotros fisicamente nos interesa para el concepto v el fendmeno de las resonancias e
suficiente con lo que hemos visto hasta el momento.

Ahora nos enfocaremaos en ¢l ancho de libracion, la principal ventaja de derivar un

-
>
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modelo analitico de la resonancia es que podemos estimar la variaciéon de los elementos
orbitales causada por las resonancias y la podemnos comparar con algunas observaciones
(como espacios entre los anillos) y con las simulaciones numéricas hechas metiendo las
ecuaciones completas de Newton sin simplificaciones.

Tomemos la ec. (5,3,2) ¥ vemos que es claro de la fig. (5,3,1) v de 1a fig. (5,3.2) que
la energia mdxima que puede tener el dngulo resonante para seguir librando (oscilando)

y no empezar a circular es E,., = I3 que se da cuando ¢ = =7 v %"3 = 0 de donde:

Emar = 22 = —j2nCe! (5,3,3)

Veamos ahora a el conjunto de valores alrededor de E,n., que cumplen con esta condi-
cién, asi pues igualando la ec. (5,3,2) y la cc. (5,3,3) obtenemos:

1 7dp\? 2 21 2
5(—(2?) + 2wg sen ¥ = 2wy
1 7dp\? 1
~{ == = 22 — sen? =
2 ( dt o (1 sen 2"") (5:3.4)
¥y recordando la identidad trigonométrica:
cos?0 +sen?0 = 1 (5,3,5)
obtenemos:
dyp Py 1
= /4w cos 59 (5,3,7)

Y sustituyendo w3 de la ec. (5,2,12) en la ec. (5,3,7) obtenemos

d; 1
7;7’ = %/12j3n | C, | ebvicos 5 (5,3.8)

Usando la ec. (5,1,48) obtenemos:

dn = ~3j2nC, eV sen pdt (5,3,9)

de donde:

dn = —3j;nC, el sen -,p-éd:p (5,3,10)
@

de donde sustituyendo 9;’- de la cc. (5,3,9) en la ¢.(5.3,10) obtenemaos:

eV sen .
dn = (; 3ganCre?t seny )d; (5,3,11)
j;\[l2n | Cr | €Y cos :}.',‘:
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Pero recordemos otra identidad trigonométrica dada por la siguiente relacidén:

sen 20 = 2sen@cos0 (3,3,12)
de donde:
seny = 2sen "g cos %’ (5.3,13)

De donde sustituyendo la ec. (5,3,13) en la ec. {5,3,11):
dn = a(CEC e Feon Y [ G R oy,
V12n | C, | ebelcos £ \ 12 (G ebd 2
dn = +,/3n | C, | ebdsen gda,o (3.3,14)

integrando la cc. (5,3,14) respecto a n del lado izquierdo de la igualdad,con los limites de
integracion de 1o a n. Respecto a ¢ del lado derecho de la igualdad, con los limites de

integracién de O a £ obtenemos:

2
n=ng+4/12]C, | nebs cos%J (5.3,15)

Asi pues:

Snmay = /12 | C. | nebd! (5,3,16)

y usando de nuevo la 3° ley de Kepler éna: = —%;#;60..,.., obtenemos:

Sttmar = %1/ 2L Lo (5.3.17)

Que es el ancho de libracién en semicje mayor cuando estamos usando la aproximaciéon
del péndulo. Esta aproximacion del péndulo no es valido para resonancias de primer orden,

.

pues recordemos que la ec. (5,2,5) que %’5—' x ¢24'7 7 v en el caso de resonancias de primer
orden | j4 |= 1 por lo que para una resonancia de primer orden —d—};" x ! pero como <tamos
en la aproximacion en la cual ¢ << 1 entonces no podemos despreciario. Utilizaremos una
aproximacion mas realista para resonancias de primer orden (] 734 |= 1).

Dado que j; = 1 la ec. (3,1,17) se puede escribir como:
e =N A - D (5.3,18)
derivemos la ec. (5.3,18):

dyo L dX CdN D =
g S hvar ¢ g T dr (3.3,19a)

Y W
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Igual que en el caso anterior::
dyp o ( R . dr:) do _
2r = N\ T+ i dt (5,3,195)
donde hemos despreciado 2 (5,2,2)derivando la cc. (5,3,19b):

diz =\ T ae) T dw
y dejando de despreciar el término para % dado por la ecc. (5,2,5), ignorando el término
secular y usando la expresién para :,—'- encontrada en la ec. (5,1,28) obtenemos:

f_go . fdn  d%c d*o (5.3.20)

Lo C? C,,. . =
@ = o s 20 — —c—(]ln' + jan)sen o (5,3,21)

por lo tanto obtenemos que al sustituir la ec. (5,3,21) en la ec. (5,3,20):

d?p _.dn d P C? 2 C, .. .
9z g T aE s —372(372Crnesen ) — —7 sen 2p + - (i’ + Jan)sen
& ) Crpoovy cz
-(F;e = {3j2Cne + ?(an + jan)]sen ¢ — —5 sen 2¢ (5,3,22)

Para solucionar la ec. (5,3,22) podemos construir una solucién modificada del péndulo
suponicendo que en efecto la solucién dada por la ec. (5,3,15) es vilida pero escrita de la

siguiente forma:

n = ng + kcos § (5,3,23)

Con k una “’constante”™ a determinar y ng la velocidad éngular inicial, usemos la ec.
(5.3,19b) y sustituyamos en ella la ec. (5,3,23) asi como la ec. (5,1,32), de donde:

diyz 5
:if = nn’' + j2[ne + kcos %] - C,e tcos 2 (5,3,24)
v tomando que %‘1‘3 =0y @ = %7 para la separatriz:
0 = jin' + jang + Cre™! (5,3.25)
asi pues:
Jin' + jang = =<8 (5,3.26)

e
Por lo tanto usando la ec. (5,3,23). la ec. (5,3,26) ¥ las sustituimos en la ec. {3,3,22

obtenemos:
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L(Z‘f = (3j3C.ne - g]sen @+ J;I.Q cos ('29 sen w — ij sen 2 (5.3.27)
Y podemos definir una integral de energia dada de la siguiente forma:

C,
= l(d-—2 - 2[3];"0 ne — -——-] sen® & "’ 3Jz’s?' cos? g + gscn Iz (5.3,28)
De manera analoga podemos buscar la energia maxima E,,... que puede tener el dngulo
resonante para librar (oscilar) y no circular, y esto sucede cuando %‘E = 0 ¢ = &=x, de

donde:

Eoas = ~2[353C,ne ~ & (5.:3,29)
por lo tanto:
C’.'
Epar = "‘C‘J: (5,3,30)

Y de manera andloga al caso anterior, queremos busc:xr el conjunto de valores para los
cuales el Angulo resonante sigue librando {(oscilando) y no circulando. Veamos el conjunto
de valores que cumplen con esti condicién, igualando la ec. (5,3,28) y la ec. (5,3,30)

obtenemos:

Cc? @ 4 C, e C?
-2 le2? 3, C6r 3¥ ot —
2(dt) 2[3]2C,1lc - ;?] sen® 5 + SJ;L o cosT 5 + gt sen’ g = -633C, nc+"e
(5,3.31)
Veamos %2 cuando ¢ = 0, entonces:
dy T4 C C?
ok = = 5

(dt L-~o) + 372k = 6j3C, nc+2 (5,3.32)

2
(4] -3 )

~=0

Pero si por otro lado tomammos la cc. (3, 3,24) ¥ la evaluamos para ¢ = 0 obtenemos:

d . . C,
-f = jin’ + jano + j2k — =X (5.3,34)
y usando la ec. (5,3.26) en la cc. (5.3,34):
dyp C, C, C, ,
= = =L <k — = jok — 2T 5
Jt Lono p J2 p 22 . (5.3.35)

de donde al elevar al cuadrado la ec. (5,3.35):
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d 2 5 C,N\*? - C, c?
(d—f L,o) = (J,k - 27) = Jj3k? — 4Gkt + 42 (5.3,36)
Por lo que al igualar la ec. (5,3,36) y la ec. (5,3,33) obtenemos:
C, c? 8., K C, C?
-2 - r r o N Sk 4 -2 T
_7zk2 — 4]1’;? +4—c? = — §]zk7 — 1255C,ne + 4—2 (5,3,37)

Asi pues podemos hacer lo siguiente:

2K+ (g - 4)”‘:&k +12j2C.ne =0

3k — ;]2 “k + 12j3Cne =0
4C
PR =0
30 (5,3,38)

Nos encontramos con una ecuacion de segundo grado para & cuya solucién es:

- 2 C, l C. |
d: V12iC, | ne 241283 (5,3,39)

Por lo tanto si sustituimos en 1a cc. (5,3,23) la cc. (5,3,39) para ¢ = 0 obtenemos:

, C,
u—-no-{--—;t:‘/l.. | C, | ne "tJ cJI g (5,3,40)

por lo tanto e] ancho en velocidad angular modm, n, para ¢l cual el angulo resonante se

encuentra entre oscilar y circular estara dado por:

SNppar = k + —— . l (5.3,41)
J2€
Ontmar = £\/12 | C, | ne il + _l., lC" LC | (5,3,12)
\ 27j5¢2 n 3]2(.

Y usando la tercera ley de Kepler podemaos encontrar:

167C ] G116 2 ) .
6%—0[ \ "'7]‘«'3 n 0 9jc (5,3.42)

La ecc. {5,3,42) la encontramos suponiendo que era una resonancia de primer orden,
asi que la cc. (5.3.42) predice el ancho de libracidon de unicamente las resoancias de primer
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orden. Para todas las demas resonancias es la ec. (5,3,17) la que predice ¢l ancho de
libracién.

Ahora que hemos encontrado la ec. (5,3,42) hagamos un andlisis de qué es lo que sig-
nifica fisicamente esta expresién. Esta ecuacién la hemos encontrado al analizar el caso
para el cual la “cnergia” del dngulo resonante era la maxima para que ¢l angulo reso-
nante oscilara de =x y no empezara a circular de 0 a 27. Asi pues hemos encontrado
una expresién para damar €n funcién de la excentricidad, lo que significa que; dada una
excentricidad fija ¢, 1a 8@mar da el conjunto de valores en semicje mayor alrededor de
la resonancia nominal (que explicaremos e¢n la siguiente seccion) tales que el argurnento
resonante libra y no circula. Asi pues el conjunto de valores para el semieje mayor encer-
rados entre las curvas dadas por damay con raiz positiva ¥ 8@mary Con raiz negativa son
aquellos para los cuales el comportamiento de ¢ es oscilatorio. Al conjunto de valores
que sc encuentran fuera de estas curvas el argumento resonante circula (de 0 a 27), a la

separacion entre ellas es a lo que llamamos el ancho de libracion.

5,4 La Resonancia Nominal y la Ambigliedad en la Defini-
cién de Resonancia Exacta para el Problema Plano Circular
Restringido de los Tres Cuerpos

Se define que la particula se encuentra en la resonancia nominal p + ¢ : ¢ si cumple
que:

a (5,4,1)

p+ q)

Para ilustrar que es lo que oscurre supongamos que la particula del anillo planetario
esta dando 2 vueltas mientras que el satélite esta dando 1 vuelta, supongamos ademas
para fines de la deduccién que en una primera aproximacion no sientea una fuerza grav-
itacional mutua, entonces podemos encontrar si llamamos n la velocidad angular media
de la particula ¥ n’ la velocidad angular media del satélite que existe la siguiente relacién

entre ambas ver fig. (5,5,1).

n =2n' (5,4.2

Pero recordando la tercera ley de Kepler a®n? = j de donde n = %! por lo que la cc.

(5,4,3) nos queda

R i
s —2m (5.4.4)
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satefite
1
.
Fig 5,41
La particuin esin an resomancia 2:1 ¢on «f sstediic, micrdres bs particuls da $o9 varitas su Srolls, of enleliie da wie
uxse. Los simrees o4 hadioun donele se estan cada uns, o o de on of I inde con =f sul 1y},

Cuando ls partinuia ha dedo uedia virka (2) ¢l satelils sele ha dade mn cwarto de vumils (2°). Quendo s particuls
ha contpirtado 1w vuwlia (3) ol satelis Beve apenss suvlia vusita (3). Qmnde in particide Bevs vwelts y oeedin
(4) el soteMe Beva Irre cUartss de vorks (4°) y pars comcintr se vostven 2 sucandrsr ¢ 1 ¥ 1. Por e que podomec
ceoactair qpar ol ¢l Onice Igar doswde ¢f Jalon gresfnciraal o) o Mecrte Sovido al sutzRr caom 1 y 17, paars ©y
donde cvinn ks cxrcn. Y ¥ qur wrngay o3 o of adkuee hgar de In dxblke.

de donde podemos despejar a:

a = (;l;)ilx' (5,4,5)

Ahora veamos que es lo qué ocurre fisicamente en este tipo de 6rbitas, por lo que
supondremos que la particula siente la fuerza gravitacional del satélite, pero el satélite no
siente la fucerza debida a la particula. Usemos de nuevo la fig(4,1).

La fig. (4.1) describe el comportamiento de la particula cuando interactiia con el
satélite durante las conjunciones,

La diferencia entre una particula en una 6rbita resonante y una particula ¢n una darbita
no resonante, s que en el caso resonante, las conjunciones se repiten de manera coherente

causando grandes perturbaciones. al cabo de conjunciones repetidas. Mientras que para
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la particula no resonante las conjunciones no se repiten de manera coherente y al cabo de
conjunciones repetidas, la perturbacion se anula.

Supongamos una particula en resonancia que sufre una conjuncién en el punto A (fig.
4,1). Como la particula migra a una érbita mas externa, su velocidad angular disminuye
y la siguiente conjuncién ocurrira un poco después (mds cerca del periapside) que la
conjuncién anterior; la siguiente conjuncidén ocurre mis cerca del periapside, de modo
que después de varias conjunciones donde su moinento angular ha ido aumentando y su
velocidad angular disminuye, la conjuncién ocurre en el periapside. Si la conjuncién ocurre
en el punto B entonces la velocidad angular de la particula aumenta y las conjunciones
subsecuentes ocurriran también mas cerca del periapside. Por lo tanto, no importa donde
ocurran las conjunciones la tendencia es que el punto de conjunciones se va corriendo
hacia el periapside.

En una d6rbita no conmensurable, como los encuentros no siempre son en el mismo
lugar, el efecto acumulativo tiende a compensarse y después de muchas érbitas se anula.

En la grifica (5,4,1) se esta graficando la excentricidad versus el semieje mayor para
el sistermna Sol-Jupiter en la regién de los asteroides y se muestra la localizacion de las
resonancias nominales y su ancho de libracién. Esta grifica es igual a la que obtuvieron
Murray y Dermott en su libro de Solar System Dynamics' Pag. 341 fig. (3,7).

A continuacién haremos un andisis de cuales son las resonancias nominales que pueden
llegar a ser importantes en el espacio de Cassini del sistema de anillos de Saturno. El
espacio de Cassini es ¢l espacio que separa los anillos mas brillantes que tiene el sistema
de anillos de Saturno, estos son el anillo A y ¢l anillo B. Dicho espacio se muestra en la
grafica. (5,4,2) como dos lineas verticales, en clla se muestran las resonancias de primer
orden para los diferentes satélites de Saturno (las resoncias de primer orden son las que
cn la ec. (5,4.1) q = 1 y en general decimos es 1a resonacia de orden q

Despues de ver la grdfica (5.4,2) se puede concluir que las siguintes resonancias son
las que deben tomarse en consideracion: Mimas 2 : 1, Janus 3 : 2y 4 : 3, Epimethus 3: 2
y 4:3, Pandora 4 :3y 5:4, Prometheus 6 : 5, Atlas 6 : 5y Pan 6 : 5.

Dado que el ancho de libracion depende de las masas, las masas de los diferentes
satelites son: Mimas = 3,80 x 10'° Kg, Janus = 2,01 x 10'®* Kg, Epimethus = 5,6 x 10%7
Kg, Pandora = 2,2 x 10" Kg, Prometheus = 2,7 » 1017 Kg, las masa de Atlas y de Pan
no $¢ conoceén atn pero se estiman menores que la de los satélites mas pequenos.

Debido a que los anchos de libracién dependen de la masa del satélite, los anchos
de los satélites poco masivos son demasiado pequenos y por lo tanto no se tomaran en
cuenta. La griafica (5.4,3) muestra los anchos de libracion de la resonacia 2 : 1 de Mimas,
la resonancia 3: 2 v la 4 : 3 de Janus. Se puede notar ¢l cruzamicnto y traslape de dichas
resonancias. Wisdom desmostré'” en un articulo publicadé en Astr. J. vol. 85 paginas
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1122-1133 (1980) que las regiones donde las resonancias de primer orden se traslapan son
regiones de inestabilidad orbital: 6rbitis cuasi-periodicas no pueden exitir alli.

Asi pues resulta que viendo la grafica {5.4.3) podemos concluir que ¢l traslape entre
las resonancias de Mimas v Janus pueden ser en parte las responsables de que el expacio
de Cassini sea orbitalmente mestable ¥ por lo mismo que esta regidn se encuentre racia.

Cabe aclarar que ot ex la aproximacion mis sencilla ¥ a primer orden del problema,
pues en realidad no estamos tomando en cuenta el posible choque entre las particulas ni la
posible interaccion gravitacional entre ellas,

Asi pues la resonancia nominal nos avuda s darnos una dea de dende empezar a
buscar una resonancia.

El problema insalvable del que habiamos hablado en el capitulo anternior os el siguiente,
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recordemos el conjunto de ecuaciones a mas bajo orden que encontramos para los elemen-
tos orbitales, aun antes de que se hiciera la aproximacion de la funcién perturbadora.

Vemos que existe un problema no trivial, pues la ec. (5,5.8) no estd definida cuando
1a excentricidad inicial de la particula es cero ¥ conforme ¢ tiende a cero el cambio del
argumento del periapside aumenta indefinidamente. Sin embargo las ecuaciones que hemos
deducido no son capaces de predecir el comportamiento del argumento del periapside. Uno
pudiera pensar que dado que la funcién perturbadora depende de las elementos orbitales,

esta parte de la ecuacion anula la singularidad pero como encontramos en la ec. (5.1.53)

TESIS CCN
FALLA DE ORIGEN

et - ——— [
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di

= 2C, + C, | jo | ¥ 2 cos (5,4,10)
Pero si suponemos que es una resonancia de primer orden (] j4 [= 1) entonces
d Cli
E:ZC,%-C,[j;lc""’cosz,::'_’C,-i»Acos; (5,-4,11)

Asi como ya lo habiamos comentado la singularidad es insalvable por lo menos para
las resonancias de primer orden que son las que ejercen mayor torca® v por lo mismo las
que son dinamicamente mas interesantes.

Lo que sucede con el argumento del periapside es un indicio de que posiblemente
nos encontremos sobresimplificando el problema, y que se debe ser mas cuidadoso al
afirmar y definir la resonancia exacta, pues se ha encontrado evidencia de que cuando la
excentricidad es muy pequeiia® (6 inclusive cero) se puede encontrar la localizacién de un
lugar en ¢l cual la variacidn de los elementos orbitales es la predicha para una resonancia
de primer orden por una aproximacién analitica a segundo orden (en vez de al orden mas
bajo en a ¥ €) ¥y sin embargo, ¢l argumento resonante, circula.

Asi pues, para érbitas circulares ¢l criterio de oscilacion del argumento resonante no
define, ni ¢l ancho de libraciéon para las resonancias de primer orden, ni la localizacién de

la resonancia exacta.
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En esta grifica se mueitrs e espacio de Cassni como las dos Imeas hodzootales
continues @ucsas, se gafica ademas e} ancho de Libracan par la resonancia 217,
represestada por las cunas compeestas de puntos grandes, s¢ grafics el ancho de
hbracién de la resonancia 3.2 de Janus, representads por la cunva contzua y por
tltuno sc grafica ¢] anche de libracion pam la resocancia 4 3 de Janus representada
por las curvas de punios poguetios.

Para todas so sevdala la loanlizncion de ls resonancia nomuml




1. Capitulo VI Conclusiones

1) Durante la realizacién de esta tesis tuve la oportunidad de asimilar v desarrollar
las ecuaciones mis bdsicas para el Problema Restringido de Tres Cuerpos. Esto me ha
permitido llegar a la aproximacién del péndulo v entender el significado del ancho de
libracién alrededor de una resonancia y calcular analiticamente los anchos de libracién
para algunas resonancias de los anillos de Saturno. Estos anchos se refieren a los valores
en semieje mavor ¥ excentricidad que puede tener una particula alrededor de la resonancia
nominal para que se encuentre en resonancia con el satélite (libracién del argumento
resonante).

2) Tomando en cuenta los resultados de Wisdom, de la graf. (5.4.3) se puede ver
que para excentricidades del orden de 1077 (6rbitas casi circulares) hay un traslape de
al menos 3 resonancias de primer orden a todo lo ancho de la Divisién de Cassini, dos
de ellas causadas por Janus v una por Mimas. Este resultado sugiere que la Division de
Cassini puede ser una region inestable, dado que las particulas en los anillos de Saturno
deben tener excentricidades pequenas debido al alto nimero de colisiones.

La inestabilidad causada por el traslape es un fendmeno que ayudaria a sacar particulas
cuya Orbita esté dentro de la division de Cassini.

3) Al final del desarrollo de las ecuaciones de los elementos orbitales en funcion de la
funcién perturbadora a primer orden cencontramos que estis no estin definidas para el
caso de excentricidad cero. Por lo tanto, ¢l tratamiento analitico es limitado a casos con
e # 0. Otros tratamientos analiticos que usan elementos orbitales tienen exactamente la

misma limitante.
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Cémo Pasar de Coordenadas Cartesianas a Elementos Orbitales

e AQ

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

- o enyp:

Pn ents figrre pe Tmsestin Cade UBO de bos inguios Dex camrios pars defina e de une p
triienansional, se mucetrs o

) 4 wnd“&wl«mdmwﬁlﬂyh#xnn—r‘hma

cinecsin
torneccutm ontre o plaso orbeal y la eciptcs y se muestran bos punios extrance de dich rects com los nostares Ny N°,
longitud del nodo secendente O o3 d dngioc que forma ls rects de EREPecoXn ¥ o e X. Tunbndn se oumstrs o puso

ad p

purynn Y que eu o pato donde st inlarvectm ol e X' y In iy Flaw
forme b proyeccstn dd punto gamane T en o plano ortial y o e 8,

W que s o tngwdo que

Queremos encontrar como escribir las coordenadas cartesianas v las velocidaddes en

cartesianas en terminos de los elementos orbitales, para ello vemos de las figs. (Ail) »

(Ai2) que la transformacion para pasar de elementos orbitales a coordenadas cartesianas

esta dado por:

rlcos(§2) cos(<& + f) — sen{f2) sen{(w + f)cos(]))

3}
I

rlsen(Q) cos(= + f) + cos(§) sen(Z + f)cos(l)]

@
i

z = risen(< + f)sen(]))}

pero recordemos la ec. (2,2,26)

(a,1)
(a,2)

(a:3)
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v
Fig. A2
En csts iams se muestia d plano orbital de la particula La rdacién entre ls i i
&, que en o ingulo P CE y la verdadas soomatia, 1, que e o dngulo PFE. Pars pequetias
excentricidades, estos dos angulos son casi iguales. Fl vector que va dd punto F ol punto Y es
e vector proyeccién dd vector que va sl Bxnasdo panto gemma sobre o plano ordbitst ( o punto
Eamama es donde of e X'y ls echptica se tocmn )

a(l — 2
re =) - ) (a.4)
1+ ecos(f)
y como también queremos conocer las coordenadas de la velocidad, entonces derivando

respecto al tiempo:

_;di_x{ = %[cos(fl) cos(8)—sen(N) sen(0) cos(I)]+r[— % cos(§2) scn(@)—% sen(£2) cos(0) cos(/)]
(a.5)
% = ‘—;—:[sen(ﬂ) cos{8)+cos(§?) sen(8) cos()]+r|- 5—{» sen(€2) sen(d) +% cos(2) cos(8) cas(]))
(a.6)
‘-;—: = %scn(())scn(l) +r% cos(@) sen(]) (a,7)
donde 0 = @ + f y ademas retomando la ec.(4,2,4,13)
d e cos(f))?
Y _ e (s (o8
y por otro lado se puede ver que tomando la ec. (2,2.30)
d k k . k
i—:i—zscn(e—&)= c7‘-:im'n(]—‘r..'.'-~:.:)=C—L-~S¢.‘n(f) (a,9)
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Asi pues hemos logrado escribir las coordenadas cartesianas y las velocidades de estas

en terminos de elementos orbitales.
De Coordenadas Cartesianas a Elementos Orbitales

Sabemos que:

r= 17+ y? + 22 (a;10)

¥y que:

dz\? dy\? dz\?
v= \/(ﬁ) (&) + (%) (a11)
recordando la ecuacién Vis Viva dad por la ec. (2,2,45) y recordando la definicién de
energia gravitacional dada por la ec. (2,2,44)

k
Eroa = ~%a (a:12)

1 k
Ergca = -2~mv2 - (a;13)

por lo tanto encontramos el semicje en terminos de las coordenadas cartesianas:
k
4= —oT—"n (a:14)
2(jmu? - ¥]

Recordando la definicién de momento angular:

=|L|=]Fxvd]| (a:15)
y de la cc. (2,3,2,6):
- L? _ | Fxv)?
e=y1- aGMm Jl T aGMm (a:16)

La inclinacién i puede ser calculada de la componente = del momento angular:

d; dr
L = (I;i-l - y;f) cos(7I) (a,17)
de donde:
Y y _ x!x —
I =cos™! )—cos'(lrxg (a,18)

La longitud del nodo ascendente puedc ser calculada de la siguiente manera, como se

ve de la figura:
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' rd: _ Lo (a:19)
Q - @t ar ) .
dx d. as

-z 4 et

Citando de nuevo la ec. (2,2,26) encontramos que:
,e a(l — €?)
T 1+ eccos(f)
despejando f
a(l — %)

1+ecos(f) = -

a(l — %)
A

a(l —¢?) l)

r

ecos(f) = 1

cos(f) = (

[ = cos™! [l(g(_l_—_c’) - 1)] (a,20)

e r
y finalmente encontramos que:

:x:cos(ﬂ)-:-ysen(ﬂ) (a:21)

" cos(8) =

fx cos(Q) + yscn(f:)] cos(]) + zsen(i) (a:22)

sen(8) =
De donde:

@ = tan~? (zgg;) -/ {a:23)

Con esto podemos encontrar cualquier elemento orbital en terminos de las coordenadas

cartesianas.
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En este apéndice demostraremos cémo escribir [p, ¢}’ en términos de las parciales de
los elementos orbitales.
Queremos demostrar que:

18(a,c) (AN, &) | A(Y, %)] 19(e,e — &) [ X, & (Y, 4 ]+
69(p.a) L Bae) T Bae) I TG oma) lalee ~@) © Aee - )

19(e — @,a) [ O(X, 4% a(y, 4 " )
6 3(p.q) [8(5 —: a) a(g — :, a)] lp.ql (aiil)

Tomemos la primera cantidad de la primmera parte de la igualdad de la ec. (a;il) ¥

-+

usemos la ec. (4,2,3,19):

19(a,e) [O(N, 4F) OO &F ]
6d(p.q) L Ja,c) ae) )~

=1 Q“.?ﬁ_ﬁ‘li‘i) [Q:\_'a(% _OXaCg) | 9y alg ..‘7_’%?):_)] (a:i2)
6\9pdq Iqoq da Je Je¢  ODa da Je de OBa

¥y desarrollando:

13(a, ) [a(.\', ), & )]
63(p.q) L I(a,e) d(a.e)

Opdq da Oe T OpOq O¢ Ba dq Ja Je Opdq Be 3a

%{aaaea.' OG) _0a0edXIY)  0edY L) DadedY I(E)

9qdp Ja Je +5«;;'_);—)797_5a~~:);0~p5; Je Oquaa de

- (5 5) 25 (F5) (o a5 5) (% 5) - (5 5) (%25)

Ja dc AX O(LY)  Da de OX O(LY da Je Y AY)  Da de Y a(‘!’!)]

_(ﬂgg) (6(‘%’ )a() L 7OX ('?r) /:)’“‘hvr) (0) d-'x) v—:)dv*) ) (d) e )(Di 4 «3e) -
da IJq de  Op e ap Ja Gy da 3q Jde  3p O g da Jq J
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axX (L)  axa(%k L 3y a(4r)  av a(ir)
ap aq ap  Oq dp Iq dp Iq

_OXO() | 9X () av Ay | Y (‘;,’)]
dq Op Op dq dq Op Op dq =

OX 2(5) X (g 12V alGH) v %)y
36paq p  9q 3\dp Oq dp 9q
De donde usando de nuevo la definicion dada or la cc. (4,2,3,19):

13(a, ) [a(.\, N a(y, 4¢ ] X, & 0(). @) (a:i3)
63(p,q) L a(a,¢) d(a.rc) 3 a(p.q) d(p.q) '
Pero como vimos para obtener la ec. (2,1i3) no intervino cuailes clementos orbitales
estbamos usando, asf obtenemos finalmente que la ec. (a,iil)sepuedeescribircomeo :

1/3(X, 4% a(}'. )) (X, &X +a(Y, & (X, &) a8, 4x

3\ o(p,9) a(p.q) 3\ a(p.q) a(p.q) 3 ap.q) 3(p. q)
ax, & L & .

= )+ (@i4)

Pero recordemos que:

- DX, %) BV,
bdl” = Sea * 3. (a:ii5)

con lo que termina la demostracién.
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En este Apéndice aparecen los valores nimericos para a, o fq(x) y af,1(a), para las
principales resonancias. Estos valores fueron tomados del libro Solar Systerm Dynamics

de Murray y Dermott primera edicién pag 334 tabla 8.5.

P+q4:p a afg,(a) af, (a)
2:1 0.629961 | 0.244190 | -0.749964
32 0.743143 | 0.879751 | -1.54553
43 0.825482 | 1.88147 | -2.34472
54 0.861774 | 3.24494 | -3.14515
6:5 0.885549 4.96857 -3.94613
31 0.480750 | 0.0683812| 0.287852
53 0.711379 | 0.515657 | 2.32892
75 0.799064 1.33523 6.28903
97 0.845740 2.51812 12.1673

119 0.874782 | 4.06179 19.9639
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