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TÍTULO 

Relación entre los Bienes Durables y el Poder del Monopolio. Un Enfoque de 

Teoría de Juegos. 

OBJETIVO: 

Analizar por medio de la teoría de los juegos repetidos el comportamiento de 

un monopolio en el mercado de bienes durables. El análisis se realiza a través 

de dos modelos distintos, comparando los equilibrios de cada uno de ellos. 

HIPÓTESIS: 

Los modelos de la teoría de juegos son muy adecuados para establecer una 

discusión precisa sobre la validez de una famosa Conjetura de Ronald Coase 

sobre un monopolio de bienes durables. Según esta conjetura el 

comportamiento del monopolio resulta como el de una empresa en un 

mercado de competencia perfecta, aunque el competidor del monopolio es él 

mismo. 
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CAPITULADO 

INTRODUCCIÓN 

PRIMERA PARTE: Algunas Definiciones y Resultados de la Teoría de 

Juegos No Cooperativos. 

Capítulo l. Juegos en forma Normal o Estratégica. Los Equilibrios de 

Nash 
1.1 Ju ego en forma estratégica 

1.1. I Precio alto o reducido. 

1.1.2 Ingresar o no al mercado 

1.1.3 Auto o autobus 

1.2 Estrategias puras de mejor respuesta y equilibrio de Nash en estrategias puras 

1.3 Máximo asegurable en estrategias puras 

1.4 Estrategias Óiixtn·s· y pa~o esperado 

1.5 Mejores respuestas a perfiles de estrategias mixtas. Equilibrio de Nash en 

estrategias mixtas 

1.5.1 Estrategia de mejor respuesta mixta 

1.6 Máximo asegurable en estrategias mixtas 

1. 7 Modelos de estructura de mercado 

l. 7 .1 El dilema del prisionero 

1.7.2 El modelo del duopolio de Coumot 

1. 7 .3 El conflicto de dos firmas de autos (aplicación del modelo de Coumot) 

1.7.4 Modelo de Bertrand 
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Capítulo 11. Juegos en forma Extensiva. Los Equilibrios de Subjuego 

Perfecto 
2.1 Discusión del modelo ex1ensivo 

2. 1.1 Pi las Alcalinas con Ira Pilas Energía 

2.2 Definiciones de gráficas necesarias y definición de juego extensivo 

2.2. 1 El póquer simplificado 

2.2.2 Juego infinilo con partidas finitas 

2.2.3 Juego infinilo con partidas infinitas 

2.3 Forma normal de un juego ex1ensivo y esfrn1egias puras, mixtas y equilibrios de Nash 

de un juego extensivo 

2.3.1 Modelo del ingresanle 

2.4 Algoritmo de Zermelo o inducdón hast~'.a1rás 
2.5 Subjuegos. Equilibrio de subj~ego perfe~to en estrategias puras. Generalización del 

algoritmo de Zermelo 

2.6 Juegos de mercado 

2.6.1 Juego del patente 

2.6.2 El modelo de Von Sluckelberg 

2.6.3 El modelo del patrón y los 1rabajadores 

SEGUNDA PARTE: Los Juegos Repetidos y la Conjetura de Coase 

Capítulo 111. Los Juegos Repetidos. Los Teoremas de Tradición Oral 

3.1 Planteamiento del problema 

3.2 Es1ru1egias de comportmniento. Equilibrios de Nash en estrulegias de comportamiento. 

Juegos de recuerdo perfecto y Algorilmo de Zermelo 

3.3 Los juegos repelidos 

3.3.1 Ejemplo introductorio 

3.4 Juegos repelidos con horizon1e finito y teoremas del Folklore 

3.4. l El dilema del prisionero 

3.5 Juegos repelidos con horizonle intinilci y teoremas del Folklore 

3.6 El modelo de Cournot repetido. 
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Capítulo IV. Bienes Durables y Poder de Monopolio 
4.1 Planteamiento de problema 

4.1. 1 Economía de mercado 

4.1.2 El monopolio de bienes durables 

4.2 Un primer juego para la discusión de Ja Conjetura de Coase 

4.3 Conclusiones del primer juego 

4.4 Juego repetido con un número infinito de consumidores para estudiar a un monopolio de 

bienes durables 

4.5 Equilibrios de Reputación 

. 4.6 Conclusiones del segundo modelo 

4.7 Aplicación: Un Monopolio de Computadoras 

Conclusiones generales 
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INTRODUCCIÓN 

Lt1s ideas sotJ la moneda del 
fi1111ro: Soluc:ioncm problemas. 

Crnrn oportuniclcidt•s. 
Entrt•tienen. Derriban 

barreras. Enriquecen la 1·ida. 
Ke1•in Roberts 

En un mercado competitivo los precios son una resultante de las ofertas y de las demandas 

de todos los agentes: empresas y consumidores. Es decir, tomadas en su conjunto, las 

decisiones de los agentes determinan los precios, pero cada agente 1
, por sí sólo, no influye 

en dichos precios y por ello no toma decisiones sobre ellos, sino que es un tomador de 

precios. En un mercado competitivo, Jos sistemas de precios de equilibrio, aquellos en que 

las ofertas y demandas se igualan, son de tal manera que el precio de cada mercancía se 

acerca al costo marginnl y la ganancia de la empresa a cero. 

Algo muy distinto ocurre con un mercado en el que hay un monopolio~. pues éste no es un 

tomador de precios, sino qué una de las decisiones importantes que debe tomar pura obtener 

la ganancia más alta posible es el precio a 4que venderá su producto y, en un mercado así, 

se forma un precio y una ganancia de monopolio. 

Ronald Coase, premio Nobel de Economía 1991, desarrolló una conjetura sobre mercados 

con un monopolio, pero en los que el bien monopolizado dura varios periodos. En una 

situación así, el monopolio, como siempre no es un tomador de precios, sino que es el que 

decide a qué precio vende, sin embargo la característica nueva es que Jos compradores 

tienen la opción de esperar a que el monopolio baje los precios, cosa que éste estará tentado 

hacer tratando de vender el producto a todos los compradores potenciales, es decir a los 

que no pudo vender en un primer periodo. La conjetura de Coase consiste en que la 

resultante de la negociación del monopolio y sus comprndores, cuando el bien dura varios 

. periodos, se" parece mús a la del mercado competitivo que a la de un mercado con un 

irionopoli~~ · pero· donde el bien dura un sólo periodo. Es decir Coase piensa que no se 

formarían precios y ganancia de monopolio. 
· .•. • . . ··, .... <,. ' 

El;conte~~? t~~rico en donde se modela esta situación es el de la teoría de Juegos No 

Cooper,ativos y. d~ntro de ésta, la de juegos repetidos. 

1 'Agcnt~ ccunúmico s~ t;onsidcra cualquit:r cntidml económica. Es1a puede ser un individuo o empresa. 
1.Tmnliién el monopoliC'I si.! considcrn como ugcnlc. 
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La Teoría de Juegos fue creada, como una rama de las matemáticas; por el gran matemático 

húngaro John van Neuman (1903-1957), como un instrumento ideal para estudiar los 

conflictos entre los hombres. Esta disciplina parte, como la teoría económica neoclásica, de 

la racionalidad. Para dicha teoría económica, Jos seres humanos son absolutamente 

racionales, cuando toman decisiones económicas. En investigaciones recientes, la teoría de 

Juegos prescinde de supuestos de racionalidad muy fuerte, para ocuparse de seres comunes 

y corrientes con racionalidad limitada, Jo que seguramente influirá en la teoría económica. 

Un aspecto que diferencia a la economía neoclásica de la teoría de Juegos es que, en la 

primera, la racionalidad de los agentes consiste en que maximicen sus beneficios, sólo bajo 

las restricciones que les ponen sus recursos escasos o las condiciones tecnológicas 

existentes. En la forma de plantear dichos problemas de decisión en la que está envuelto 

cada agente j sucede que las decisiones de los demás agentes no parecieran afectar aj, 

pero esto no es. así .. En· la teoría económica. la influencia de las acciones de todos Jos 

agentes en· la result~ri'te económica se refleja. por ejemplo, cuando las soluciones de Jos 

agentes corresp~ndi.énte~ a un sistema de precios no son compatibles entre sí, es decir no se 

igualan ofertas y demandas, entonces, debido a las acciones de todos de todos los agentes, 

unos precios son presionados a Ja baja y otros a la alza. Pero al tomar sus decisiones, cada 

agente no toma en cuenta las posibles acciones de Jos demás y los resultados que traerían 

estas, mientras que esto es esencial en la optimización que realizan los agentes de la teoría 

de juegos. 

La Teoría de Juegos se estableció con la intención de confrontar las limitaciones de la 

teoría económica neoclásica y aportar una teoría de comportamiento económico y 

estratégico para individuos que se relacionan directamente unos con otros. La palabra 

juegos no es más que una metáfora para referirse a interacciones más complejas de la 

soci~dad humana. 

En la Teoría de Juegos los resultados dep"nden no solamente de nuestras propias 

estrategias y de las condiciones del mercado, sino también y directamente de las estrategias 

escogidas por los otros participantes. La decisión individual son las estrategias de ese 

individuo y el resultado que se obtiene depende de las estrategias escogidas por cada uno de 

los participantes. 
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Dentro de la Teoría de Juegos hay dos enfoques para abordar los conflictos: el de la teoría 

de juegos cooperativos y el de la teoría de juegos no-cooperativos. Un juego es cooperativo 

si son posibles los acuerdos previos obligatorios sobre las decisiones que tomarán los 

diversos .jugadorés.·· En cambio, en los juegos no cooperativos no existe este tipo de 

acuerdos·; ya que. los jugadores pueden llegar a acuerdos previos sobre sus decisiones, pero 

nadie los pued~ a 'obligar a respetar dichos acuerdos. Por ello, los juegos no cooperativos 

resultan u~ 'mejor instrumento para estudiar los conflictos que se desarrollan en la realidad 

cnt~e los ~ereshu~ános. 
·. En esie ~rabajb,'~eubarcan los conceptos y definiciones de la teoría de juegos en el ámbito 

no coope'rativ6'.·f!n·losjuegos no cooperativos se utilizan dos modelos: juegos en forma 

. ~~~e~siv~_yjÜ;ég'~~ en forma estratégica o normal. Los primeros cuentan con más elementos 

·para: u.nade~cripción más detallada del juego y sus situaciones; en los segundos se 

co'nstriiye el i:onc~pto de solución de los juegos no cooperativos, los llamados Equilibrios 

deNush3
• ·A un juego en forma extensiva se le asocia un juego en forma estrategicas que se 

· Üarnasu forina normal y a través de esto se obtienen equilibrios de Nash de los juegos 

· . extensivos y también se pueden definir equilibrios de subjuego perfecto, los que al 

rest~i~girse a cualquier subjuego se obtiene un equilibrio del subjuego. De todo esto se 

ocupa·n los capítulos 1 y 2, además, en cada uno de ellos, aparecen ejemplos de juegos 

e~onÓmkos, algunos de ellos clásicos antes del estudio de teoría de juegos, como el modelo 

· de. August Coumot desarrollado en 1838, conocido como modelo de Coumot~. donde 

productores deben decidir la cantidad a producir de bienes con el fin de maximizar sus 

.. ingresos o el modelo de Benrund donde en lugar de la cantidad a producir, lo que impona 

· ·. ·~~ el pre.cío al cual deben vender. En el modelo de Stackelberg, un monopolista impide a 

. ofro:productor ent'rar a 'competir en su área, este modelo fue retomado por Bain ( 1956) y 

pi-,r sy!o~~Lablpi (Í962.):. 

En élcapítuio 3 s~'.enfoé:ii a los juegos repetidos, pues la negociación entre el monopolio de 
. :· . : . .· ':. . ' ,_, ' ·¡ -: -·~-' . '. . 

·-·-un bien· durable y süs';comprndores potenciales se puede entender como un juego que se 

re~it~; pe~i~dotras 'perlgdo;' El famoso ejemplo de Tucker que se conoce como el dilema 

·' Este equilibrio fue descubierto por John Nnsh en 1953 y que a la postre le dió el premio Nohel de Economía 
en 1994. Es el concepto solución que hn originado el análisis de modelos económicos importantes 
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del prisionero fue una motivación en el desarrollo de los juegos repetidos. Cuando un juego 

I'se repite, se obtiene un_núevo ju~go que consiste en repetir r. Los jugadores tienen que 

tomar en cuenta las decisione~ qu·e· tomaron en un período anterior para poder tomar las 

actuales, apar~cen .· nuevas'. estrategias y nuevos pagos. Estos juegos se presentan 

frecuentemente en el' mundo real .. Los equilibrios de Nash del juego de una sola vez se 

conservan en el rep~Údo,.-'pe;o 'aparecen otros nuevos. Los llamados teoremas de tradición 

oral o del folklore s·on lo~ resultados más importantes de la teoría de los juegos repetidos. 

Finalmente, en_ el capítulo 4 se desarrolla el tema central de esta tesis. El análisis del 

monopolio con bienes durables. La fonnalización se establece a través de los conceptos de 

Jos capítulos anteriores. Aquí se consideran dos juegos repetidos distintos para estudiar si 

los equilibrios de Nash de ellos corresponden o no a la Conjetura de Ronald Coase y se 

modela a través de un ejemplo práctico en México, donde un monopolio de compuradoras, 

potencia en el área de graficación y diseño decide cuándo vender. 

El primero de dichos juegos repetidos es matemáticamente más simple, pues tiene un 

número finito de consumidores y cada jugador (monopolio y consumidores) tiene menos 

estrategias, pues no considera la historia de lo ocurrido en periodos anteriores al periodo 

"presente" en cuestión. Los equilibrios de subjuego perfecto de este primer modelo 

corresponden a la conjetura de Coase. 

El segundo juego repetido se basa en matemática más difícil, ya que no sólo es un juego 

repetido, en el que, como en todos ellos, las estrategias se definen en el conjunto de 

historias, lo que ya es de por sí complicado, sino que además el número de consumidores es 

infinito y para la formalización de este modelo se utilizan algunos conceptos de teoría de la 

medida. Por esto, en la exposición de esta parte se queda en la discusión intuitiva de los 

conceptos y en el enunciado de los resultados sin meterse en demostraciones. Es en este 

modelo donde los autores principales, Fudenberg, Levin, Tirolel51, Ausebel y Dencckereltl 

han desarrollado la discusión sobre la conjetura de Coase, pues resulta más realista, aunque 

sea más sofisticado. Las respuestas encontradas en este modelo no son contundentes, pues 

mientras los tres primeros autores encuentran equlibrios de Nash de subjuego perfecto que 

corresponden a lo esperado por Coase, las de los dos segundos no corresponden a ello, pues 

'Tunto el duopolio tlc Cournot. como el motlclo tle Bcrtrontl y el modelo tlc Stackelbcrg han sitlo pilares en el 
análisis de la economía. Cada uno Je ellos representa una siluaci6n comlín en varios mcrcatlos. 
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en los equilibrios de Nash que ellos encuentran, sí se forman precios y ganancia de 

monopolio. 

En las conclusiones, se d.iscu~e la i11teresante conjetura, que permanece abierta, y posibles 

rutas pura seguir abordándola. 

9 



j 
¡ 

í 
·j 
1 

l 
.¡ 

PRIMERA PARTE: 

Algunas Definiciones y Resultados de la Teoría de Juegos No 

Cooperativos. 

Conceptos básicos de un juego en su fonna nonnal, estrategias puras y mixtas, pago 

esperado, equilibrios de Nash, máximo asegurable, y algunos ejemplos económicos 

interesantes modelados a través de juegos en fonna normal. 

Conceptos básicos. dé un· juego en fonna extensiva, árboles, información, azar. Forma 

normal de un Jueg~ exteÍlsiv~. algoritmo de Zennelo y juegos de información perfecta, 

juegos de recJe~cló1~e'~réct~) S~bjudi~s· y equilibrios de sub juego perfecto. Ejemplos 

económicos intere~~~ti~_;.ri~~~j~do~ a ~ravés de juegos en forma extensiva. 

JO 
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Capítulo l. Juegos en forma Normal o Estratégica. Los Equilibrios de 

Nash 

La clasificación básica dentro de la Teoría de Juegos es la que existe entre la de Juegos 

Cooperativos y La de No Cooperativos. 

Von Neuman5 y sus contemporáneos trabajaron ya con ambas teorías. Durante mucho 

tiempo se consideraba que la diferencia entre ellas consistía en que mientras en la primera, 

la Cooperativa, se permite In comunicación y la negociación entre los jugadores, en la 

segunda esto mi_ es posible. La mayoría de los autores más modernos considera que, en 

ambas, la comunicación y ·1a negociación so~ posibles y Ju diferencia estriba en la 

obligatoriedad de. los acuerdos derivados de estas. Es decir en Ju Teoría de Juegos 

Cooperativos ocurre como si se hubiera firmado un contrato y la violación de acuerdos 

conlleva un castigo que no aparece explícitamente en el modelo. En cambio en la Teoría de 

Juegos No Cooperativos, aunque los jugadores huyan llegado a acuerdos, tienen la libertad 

de romperlos y actuar en forma distinta u la acordada. En este trabajo se limitará a la Teoría 

de Juegos No Cooperativos. 

En la teoría de juegos no cooperativos se_ utilizan dos tipos de modelos, los juegos en forma 

normal o estratégica y los juegos en forma extensiva. En este capítulo se trabajará con los 

primeros, para hacerlo en el siguiente con lós segundos. 

1.1 Modelo en forma estratégica 

Unu forma simple de representar un juego es usar la forma estratégica o forma normal. Para 

definir un juego en forma estratégica, se necesita especificar el conjunto de jugadores, el 

conjunto de opciones disponibles para cada jugador j y la forma en que los pagos de los 

jugadores dependerán de las opciones que todos elijan. Veúnse los siguientes ejemplos. 

S En l 944 foh.n Von Niiumri~n y Oskar Morgenstcrn publicaron el libro ''Theory of Gamcs and Economic 

'Bchavior" pilar en el desarrollo de la teoría de juegos. En este abordan la explicación amplia de los juegos de 

suma cero, la noción Uc juegos cooperativos: con utilidad 1runsfürihle. su forma de coalición y conjuntos 

estubles. También abordan la teoría axiomática de utilidad. 

11 



pura obtener ganancias. De nuevo las decisiones serán simultáneas. Los pagos se 

representan en la figura 1.1.2. 

J2. 

entrar ·no enirar' 

J 1 construir 1.a nueva planta((2,-l) ·. (2,0.)).· , 
no construir . (1.5, 1.5) (3,0) 

Figura t.1.2 · 

Los pagos deljugador 2 dependen de la estrategia elegida por el jugador 1, pero no 

dependen directamente por los costos del jugador l. La estrategia de entrar a la 

competencia es rentable para el jugador 2 si y sólo si el jugador 1 no construye la nueva 

planta. 

1.1.3 Auto o autobus 

Diario en las mañanas mucha gente sale de su casa ya sea trabajar o la escuela por lo que 

necesista de un medio de transporte para llegar a su destino. Actualmente lo hacen a través 

de dos tipos de transporte: por auto propio o por microbus. El problema citadino es el 

enorme congestionamiento por este parque vehicular que provoca tráfico lento y retardos a 

los destinos de las personas. Cuando los usuarios que usan auto rebasan algún número q el 

tráfico se complica notablemente. 

La diferencia de este juego a los anteriores es que aqui se tienen una infinidad de jugadores 

aunque también con dos estrategias. 

Entonces se tiene un juego con un número k de jugadores (usuarios que utilizan transporte) 

con dos estrategias: 

C? Usar auto 

A? Usar autobus 

Por lo que respecta a los pagos, usar auto propio tienen mejor pago. Pero si todos lo hacen, 

el resultado hará que todos tengan pagos negativos dado que entre más autos se usen más 

congestión vial habrá; de igual manera si todos usan microbus se tendrá pagos positivos 

pero todos querrán mejorar cambiando al uso de auto. La función de pago se puede definir 

como 



1. 1.1 Precio alto o Reducido 

En una industria participan dos compañías (jugador 1 y jugador 2). Cada una puede elegir 

un precio "alto" o uno "bajo" para la unidad de producto: Las decisiones tienen que ser 

simultáneas, sin que ninguna conozca la decisión de su contraparte. Si ambas eligen precios 

altos, tendrán enormes ganancias, de tre.s rnlll~nes de dólares cada una, si. las dos escogen 

precios bajos ganarán dos millones. En cambio si una establece un precio alto y la otra uno 

bajo, la segunda empresa, Ía· del precio bajo atraerá a una parte importante de los 

demandantes y obtendrá cuatro millones de dólares, mientras que la primera sólo un millón 

de dólares. Las ganancias de las dos compañías se pueden expresar mediante Ju siguiente 

matriz (fig 1.1.1). 

precio de In compai\ia l 

precio de la compaftia 2 

elevado reducido 

ele\.·ado 

reducido 
(

(3,3) (1,4)) 
(4.1) (2,2) 

Figura 1.1.I 

En cada casilla, las ganancias de la compañía 1 se encuentran a la izquierda y las de la 

compañía 2, a la derecha. 

1.1.2 Ingresar o no al mercado6 

En una industria existen dos firmas, pero ahora una de ellas, el jugador I, lleva un tiempo 

largo instalada en la industria y hasta el momento la había monopolizado, la otra, el 

jugador 2, apenas está considerando la conveniencia de ingresar a la industria. Las 

estrategias del jugador 1 consisten en construir una nueva planta o no hacerlo. El jugudo.r 2, 

por su ludo, debe decidir si entra u competir con 1 o se abstiene de hacerlo. Construir la 

nueva planta tiene ventajas pura 1, sólo en caso de que exista un competidor, pues tendría 

que realizar una fuerte inversión. Pura el jugador 2, entrar u la competencia es conveniente 

si las cosas no varían, pero es "malo", si la empresa 1 construye una nueva planta que le 

permita abaratar costos y vender por debajo de precios u los que ella tendría que vender 

6 Ejemplo cnnmdo lle Bic:rman y FcrnánJc1. ¡:¡ 
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para obtener ganancias. De nuevo· las decisiones serán simultáneas. Los pagos se 

representan en la figura 1.1.2. 

J2 

· : . .:. éntrur no entrar 

JI construirlanuey~pl~~!ª(. (2.~l) ... (2,0).) 
· no construir. : (1.5, 1.5) (3,0) 

. ' . : . ':':; · '. Flgura.l.l.2 . 

Los pagos. del jugador 2 dependen de · 1i1 · e~ir~Íegin ·elegida pór el jugador · l, · pero no 

dependen directame~te por los co~tos deÍ j~gador.l. i~ estrategia· de entrar a la 

competencia es rentable pura el jugador 2 siy sÓlo.siéÍj~gador) no construye ,la n~eva 
planta. 

1.1.3 Auto o autobus 

Diario en las mañanas mucha gente sale de su casa ya sea trabajar o la escuela por lo que 

necesista de un medio de transporte pura llegar a su destino. Actualmente lo hacen a través 

de dos tipos de transporte: por auto propio o por microbus. El problema citadino es el 

enorme congestionamiento por este parque vehicular que provoca tr:ífico lento y retardos a 

los destinos.de las personas. Cuando los usuarios que usan auto rebasan algún número q el 

tráfico se complica notablemente. 

La diferencia de este juego a los anteriores es que aquí se tienen una infinidad de jugadores 

aunque también con dos estrategias. 

Entonces se tiene un juego con un número k de jugadores (usuarios que utilizan trnnsporte) 

con dos est~ategias: 

C 7 Usar auto 

A-7 Usarautobus 

Por lo que r.especta a los pagos, usar auto propio tienen mejor pago. Pero si todos lo hacen. 

el resultado hará que todos tengan pagos negativos dado que entre más autos se usen más 

congestión vial habrá; de igual manera si todos usan microbus se tendrá pagos positivos 

pero todos querrán mejorar cambiando al uso de auto. La función de pago se puede definir 

como 
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1 , • -10 

1

15 

11 1(a ,cr ,. . .,a ) = 1 ~ 

a 1 =e 
a 1 =e 

al= A 

a 1 =A 

k., e[O,q) 

k., e (q,l] 

k., e [0,q) 

k., e[q,I]· 

Formalmente se puede definir un juego en forma estratégica como sigue 

Dejiiiició11J.J.J U11j11ego e11forma estratégica co11sta.de: 
' ' 

Un conjunto N, con al menos dos elementos, para cada j en N, un ~onjunto D¡, con al 

menos dos elementos y para cada j en N, una función . reaL 11¡ defini,da en el producto 

cartesiano de los conjuntos D¡. ·" '';: ::; .:,::" 

N es el conjunto de jugadores. D¡ es el conjunt~ de estrai~gias ·~urris disp~nibles para el 

jugador j, a los elementos del producto cartesi~~6'di Ios D¡"se les ll~ma perfiles de 

estrategia. Por último 111 es la función d~ p~~~s :d~l J~i~~·o~ i es decir la que ~stablece la 

ganancia que recibe el jugador en cada pcrfll dCesil'~;egi~. 
Se usará (N, { D¡ }je No {11j} ¡ ~ ;), par¡¡ deit'C>t!J ~l j~eg~ con jugadores en N, con conjuntos 

de estrategias D¡ y funciones' de pago u¡ o ~n .forma resumida simplemente r. 
Cada vez que se realizad j·~ego r. cada'jugador j deberá escoger una de las estrategias en 

el conjunto D¡. 

Se denotará como Del conjunto dé todos los posibles perfiles de estrategias, así que 

D =X¡ e .v D¡ . ·Como se dijo anteriormente, un perfil de estrategias a es un elemento de X¡ 

e N D¡, es decir. una estrategia para cada jugador. 

Un juego de fonna estratégica es finito si el co11ju11to de jugadores N y todos los co11ju11tos 

de estrategia D¡ so11Ji11itos. 

1.2. Estrategias puras de mejor respuesta para un jugador y Equilibrios de Nash en 

estrategias puras. 

Dudo un juego de N jugadores y a un perfil de estrategias puras, existe para cada uno de 

ellos una de sus estrategias puras que es la mejor respuesta acr. 

Considere la siguiente matriz de juego: 
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z 
rz:i 

zº o~ 
ºº cr.:i i;:.::i -o 
~ 

~ ~ 
1 

1 
.I 

1 -, 1 

'·.1 
1 

1 
i 

.·. i 
• 1 

i 
·>1 
.·.•.¡ 

¡ 
1 

j 
l 

·····--

S1iS11S,,Sr.$i 

S1,S1,S1,&.z,S1 

s 1,s,,s1,s2,s2 

S1,S1.Si,S1,S1 

s,,s,,s2.s2.Si 

s,.s,,s2.Si,S1 

~ .:;: 
~ 

'"' 1 

p 

~ ~ 1 
(2,-2) 

p p .:;: ~ 
~ ~ ~ 
~ ~ ~ j j .:;: 1 

~ p j ~ ~ '"' j 1 ~ p ~ 
~ ~ ~ ~ j 1 '"' ..t 1 ..t j j ~ ~ ~ ~ 

(0,0) (0,0) 

. (-2,2) 

p .:;: j '"' 
p ~ 

;¡ p 1 p 

..t ~ p ~ 1 ..t ~ ~ 

.:;: ..t ~ ..t j ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
(-2.2) (0,0) (-2,2) 

(O,O) (-2,2) (0,0) 

s,,s,,s,.Si.Si 1-------------i-----------+-----t-----;------t-------1 
(0,0) (0,0) (-2,2) (0,0) S1,Sz,S1,S1,S1 

S1oS2,S1,S1oS2 

S1.S2,S1,S2,S1 

s,,s2.s,,Si,S2 

S2,S1,S1.S1,S1 (O.O) (-2.2) 

., 
(0,0) ('.2,2) (0,0), 

(2,-2) 

(0,0) 

. (-2,2) (0,0) (-2,2) 12.-2) 10.0) {2.·21 1om 

(-2,2) 

(-2,2) (0,0) (-2,2) 

(2,·21 {O.O) 12.·2) 10.0) 12 .. 21 I0.0) 12.-2) 10.01 (2.·21 (O.O) 12.·2) 10.0) 

-.7' {O.O) (2.·21 10.01 12.·21 iO.O) 12 .. 21 (0.Q) 12.·2) 10.oi 12.·2) 10.01 12.·2) 10.01 12 .. 21 {O.O) 12.·2) 

(-2,2) (0,0) (-2,2)' (O,O) ~(-2.2¡: :(O,O) (·2,2) (0,0) 
S2.S1,S1,S1,S2 l---t-c--+-:---:--t--.,.---il---+'---+---t---f--'-f--l--'-f--f--l--+-'-f--t--t-t--+-t-+--+-'-1f--'i 
Sz,S1,S1,82,S1 12 .. 21 (O.O) lt'.·2) 10.01 12 •. ;•1 {0.01 {2.·2) !O.O) (2.·21 (0.0) 12 .. 21 (O.O) (2.·2) (0.0) !?,·2) (00) 

-~-.::/(\,. 2~1~~:;~: ·:· 10.01 12.-21 10.01 12.·21 10.0) 12 .. 21 10.01 12 .. 21 (O.O) 12 .. 2¡ 10.01 12.-21 10.01 12 .. 21 10.01 {2.·2) 

(0,0) (·2.2) (M}. (-2,2)· ~(~.oi:, ;.<·2,2) (0,0) (·2,2) 
Si.s,,s,,Si.Si 1---t-,---,+-,--+-,.---il-....;;.;-+--+---t---r--'-t--l--r-r--+-+--'-f--t--t-t--+-t-'+--+-'-1f--'l 
$i.S1.$i,S1,S1 {1.·21 10.0) f2.·2) IO,O) (2,·2) (0,0) 12.-21 (O.O) (2,·2) (O.O) (2.·2) (0,0¡ :2.·2) t0.0) 12.·2) !O.O) 

•.:'" ·'-~, f{~l{?~if.~ -~-.... ,., ":'>'.:·. {O.O) 12.-21 {0.0) 12,2¡ 10.01 12,21 10.01 12 .. 21 10.0) 11 .. 11 10.0) 11.-2) {00) 12,11 10.oi 12.-11 ,~,_,,:- !'"·~; 

(·2,2) (0,0) (-2,2) ··i°":~lJ ;'.!:2,:~l¡ (0,0) (-2.2) 
S2,S1,S2,S1,S2 l---t-,,--,-+-:---:--t-----il----'-+--+---t---f-f--l--'-f--'f-'+--+-'-f--t--t-t--+-t-'+--+-'-1f--'i 
Si.s,,s,.Si,51 (0,0) (2.-2) (0,0) !2.·2) (0.'J) ~2.·2) 10.01 (2,-2) (0,0) (2,·2) (0,0) t2.·21 (0.0) (?.·2) (O,OJ (2.·2) (0.'JJ 

:·;··~::,~:'·,~ ;:.::~~'' .. ;a: {O.O) 12.-21 10.01 (2.·21 10.01 (2,2) (O.O) (2,2) 10.01 12,21 10.01 12 .. 21 1001 (2,·2) 10.01 12.-2) 

(0,0) (-2,2) (0,0) (-2,2)' '.(0,0):' (-2.2) (0,0) (-2,2) 
s,.s,,Si.Si.Si t--:---t-:---,-+-:--::-+-c---il---+--+---t---r-t-+-+-r--+-+-r---t--t-t--+--i-+--+-'-1f--'l 
s,.Si,s,.s1,s1 (2,·2) (0,0) (2,-2) (0.0) (2,2) (0,0) t2.-2) (0,0) 12.·2) (0,0) 12 .. 21 {O.O) 12.·2} (0,0) 12.·21 (0,0) 

>~-H~~~~~ ·'..~?(:··;~? 10.0) 11 .. 11 (O.O) 12.-21 (0,0J 12 .. 11 10.01 11 .. 11 10.01 12.-21 !O.Di 12.-2) 10.0) 12.·11 !O.O) 12.-2) 

(-2,2) (0,0) (-2,2). (0,0). (-2,2) .(O,O) (-2,2) (0,0) 
s,.s,.s,,s,,s, t---t-,,--,-+-:---:-+-.,.---il---+--+---t---r-'-t--l--r-'r--+-+-'-f--t--t-t--+--i-'+--+-'-1f--'l 
s 2,s,.s,,s,,s1 

1- ' 
(2.-1) 10.01 12.-21 (0,0) 12.-11 10.01 12.-1) 10.01 12 .. 21 10.01 11,11 (0.0) 12.-21 10.01 12.-2) 10.0) 

{0.0) 11 .. 11 (0.0) 11.-11 (0.0) 12 .. 11 10.01 11 .. 11 10.01 12 .. 11 10.01 11.-1) 10.01 12.·1) 10.01 11.-2) 

(O.O) (-2,2) (0,0) (-2,2) (0,0) (-2.2). (0,0) (-2,2) 
s,.s2.s,,s,.s, 1---t---+--+----il---+--+---t---r-t--1--+-r--+-+-'-f--t--t-t--+--i-'+--+-'-1f--'l 
Si.s2,s,.s,,s1 (2,·2) 10.01 (2.·2) \00) (2,·2) {O.O) (2.-21 (0.0) (2,·2) (0,0) (2.·21 (O.O) (2.·2) (0.0) (2.·2) 10.01 

S2,S2,S2,S1,$i l-----i---t----t----11----+---t---t---r'-º·º_I t-12_ . .,_,1 _10._01-t1_2.·_2it-10_.o_,1 t-12_."-t"-º·º-lt-12_,2_1t-10_.01-t1_2._-21-¡-!0_.0_1 i-"-·"_,' _10._01-t1_2,_21t-10_.o_,1 t-12-i.·2) 

$i.S,,s2.$i.S1 (-2,2) (0,0) (-2,2) (0,0) (-2,2) (0,0) (-2,2) (0,0) 12.-21 10.01 12.-21 10.oi 12.·21 10.01 11.-21 10.01 12.-21 10.01 12.-21 10.01 12.-21 10.01 12,21 10.01 

IO,Ol 12.·21 m.01 12.·í"I m.01 j2,·21 (0.01 12.-21lm.01 12,·2) (0.0) {2.·2) (0,0) (2.·21 (O.O) {2.·21 

r ' 

'.:!.4 

··~ 



Deji11ició11 J.2.2 En 1111 juego en forma normal I' = (N, {D¡ lJ" .v. {u¡ J ¡" ,v). 1111 perfil de 

estrategias cr* es 1111 Equilibrio de Nash en estrategias p11ras (ENP), si para cada 

jugador j. a*' ' es una mejor respuesf(I pura de j a cr*. 

Es decir, siª*· es ENP, entonces 

<> .. /: 11 1 (a*)~11 1 (a¡a1)1ta'eD1 
para cada estr~t~~i~'faC:~ible <fl en D¡ 

En el juegd cleldltlirici~~riJ¡,10,:'fr,q.es~l único perfil de estrategias puras que satisface 

:.::,:t~Ji~~J~illli~~ . 
Si el jugador e esé:~~)i:'.;o~~á;~¡ son:. 

Ju~~Ílor B 

T 

Jugador A 

B 

e· <e: 

[

(3.3 .• 3), /(3 .• 2 •. 3.).: 
(2.3,3) (2,2.~) 

(1.3.3) '(1.2.3) 

Figura l.:?.la 

(3 .. 1 .. 3)] 
(2,1,3) 

ci.1.3> 

Si el jugador C escoge 2, los pagos son: 

T 

Jugador A 

B 

Jugndor B 

L C 

[

(3.J.2) (3,2,2) 

(2,3.2) (6.6,6) 

(1,3,2) (5,6,6) 
Figura 1.2.1 b 

R 

(3.1,2) l 
(6.5,6) 

(5,5,6) 

Si el jugador C escoge 3 

Jugador B 

L C R. 
T 

[~.~:~::~ , ~~:~:Z . «¿·~:~) J · 
(l,3.1) (5.6,5) (9,9.9) 

Jugador A 

B 
Figura l.:?. le 
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Es un equilibrio de Nash que el jugador A escoja el segundo renglón, el jugador B la 

segunda columna y el jugador C la segunda caja. 

Nótese que si el jugador B escoge la segunda columna y el jugador C la segunda caja, 

entonces el jugador A obtiene 3 al escoger el primer renglón, 6 al escoger el segundo y 5 al 

escoger el tercero. Por lo tanto, para el jugador A, la segunda hilera es la mejor respuesta a 

lo que están los demás. 

De la misma manera, la segunda columna es la mejor respuesta de B a la elección del 

segundo renglón por parte de A y de la segunda caja por parte de C, mientras que la 

segunda caja es la mejor respuesta de Ca la elección del segundo renglón por parte de A y a 

la segúnda colu!Tina por parte de B. Otros equilibrios son: 

1) A escoge la primer fila, B la primera columna y C la primera caja y 

2) A escoge la tercera fila, B. la Íercera columna y C la tercera caja. 
' ' . 

Tal es el criterio de un equilibrio de Nash; cada jugador está buscando la ganancia máxima, 

por su cuenta, dadas la5 acciones de los otros. Adviértase el fuerte matiz no cooperativo de 

esta definición. 

En el ,ejemplo 1.1.1, las compañías tendrían mejores resultados si establecen precios 

elevados, pero no, actuarían en un equilibrio de Nash y eso quiere decir que cada compañía 

tendrá un aliciente para abandonar unilateralmente la decisión de tener altos los precios. Si 

la compañía 't esrnblece un costo elevado, la mejor opción de la empresa 2 será reducir el 

suyo: entOnces obtendría cuatro millones de dólares en lugar de tres. y si la compañía 1 

establece un costo reducido, la empresa 2 haría lo mismo. Entonces ganarían dos millones 

de dólares en lugar de uno. Lo mismo se establece para la compañía l: ésta establece 

también. un precio reducido. Así que ambas eligen costos reducidos, el par (2,2) es un 

equilibrio de Nash. El único equilibrio de Nash del Juego en estrategias puras es que.los 

dos jugadores escojan precios bajos. 

En el ej~mplo 1.1.2 no, hay nlriguna pareja de estrategias que sean equilibrio en estrategias 

puras .. 

· En el ejemplo U.3 existe un: ~~}uilibrio de Nash en el momento que los usuarios que 

condu~e~ aúÍo Úegait a ~íia próp6;c"ión ~ex~cta. El razonamiento es el siguiente: 

Sea k·., = q la p~oporción exucta que usa Coche. 
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Sij está en C su pago es 11¡( a /C)=l5. Sij decide cambiar a A, entra a la región [0,q) 

donde su pago cambia a 11¡( a IA)=lO. Dado que no mejora, no le conviene cambiar. 

Sij está en A su pago es 11if a /A)=5. Sij decide cambiar a C, entra a la región (q,J] 

donde su pago cambia a 11¡( a /A)= -JO. Tampocoj mejora, no le conviene cambiar. 

Ninguno puede mejorar individualmente al cambiar de q. Esto demuestra que las 

estrategias son un equilibrio de Nash. 

l. 3 Máximo asegurable en estrategias puras 

Considérese un juego en forma estratégica r = ( N, { D1 }j.; N· {11Jl1 e N). 

Dejiniciónl.3.1: .~ E R es aseg11rable en estrategias p11ras para el jugador j, si existe 

a*; e D1 tal que 111 (ala *1 )<:!T para toda GE D. Sea A¡.=( x E. R / 3 a *1 e D¡ tal que 

11; (ala*l) ~x para to.da a E D} 

Si en un juego rectangular n-ilers~nal, el jugadorj tiene.un.conjunto finito de estrategias 

=~::::~~;~~~IJ~tif: l~~¡~f~~~)}m1 -Wdo OE D, 

En cambio, si enun;Ju7gofo~personal;algúrijugador,jtiene un conjunto infinito de 

estrategias puras,.no ~Íen{~i~'.~¡i~ie'~1 s~pr~mo de AJ . . 
. .··'· . ., ~'~-);f;:"' 

:···+.v .. :-.· 

Proposiciónl.3.2:. v.'i::. ~;J'~·i~u 1 (alal) Este es el nivel de seguridad para el jugador j en 
.··. a'•DJ ae,D 

el juego r, es deéir, el mayor pago esperado que el jugador puede asegurarse 

independientemente de lo que hagan sus oponentes. 

Demostración: Supongase que existen v'¡ y max min 111 (ala 1 ). 
alED1 aeD 

1 El supremo de un conjunto es su menor cola superior. Por cjcmplocl intervalo (0. l) no tiene elemento 
nuiximo. pero tot.los sus cll!mcntos son menores llUC 2. Así. 2 es una cota superior e.Je (0.1 ). La menor cota 
superior es l. Nota cxtrait.la de Binmon! m 
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Sea x E AJ·· entonces existe CT *1 e DJ tal que 11 1 {aja•I)~\" para toda CIE D. E~ partic~lar 

~ig 11 J (aja•1) ~\". Pero a"J~ ~ig_ú ,(al~Ú~ .. #g','.Ao-1~*')~\"~~~ lo que ~.a;,!!!ig1dai~'). 
es cota s~periord:~J .. ;JY ¡;'.j:'

1 

·>;~,>!~·\;I.i~~·· ,{;;·:· :k:j;· Ú.: :, ·. . . ; . . . 
YJS maxmm11¡{aja.): .... : .. ; .... : .. (l)·· ·'·· " ::'.::!,,.:·.'·· 

ª'ªº~,~:'º.}.:.~¡·-·¿:,<:~~< ~~~~·t r~.' .. ;:~c::;~ . .,··~ ;.["\. . ., ·:',,.· 
Por otro lado, exist~ 0;·,..;,. 1,e.D¡"tal:.c{úé'.·rrfi~ú~{c1IJu1)= por Io·que 

~=~~;·~ :t t111:r:if. !if~' ~·~ D. ~. ·~ ... · ~~-~ ~W" ,(a~')• A¡. 

de ( 1 ) y . ( 11 ) se tien'e la ig~aldad. Q.D 

Esta proposición nos da un método para calcular la máxima cantidad asegurable si el juego 

se realiza una sola vez. 

1.4 Estrategias mixtas y pago esperado 

Considérese el siguiente juego llamado el juego de las monedas 

Jugador 1 CarJ 
Cruz 

Jugador 2 

Cara Cruz 

(
(-1,1) (l,-1)) 
(l,-1) (-1,I) 

Figura 1.4 

En este juego, los.conjuntos de estrategias de los jugadores son (cara, cruz). Imaginese que 

cada jugadortierie/~n'~;\1ioned~·y debe decidir si destaparla con cara o cruz. Si ambas 

monedas sorÍ~c~i;~ ~~~(l,;J~;~~c~s ~l.jugador 2 gana la moneda del jugador 1; si una es 

diferente; b'ntcmces'~¡·%~dcior 1 gana la moneda a 2. Supongase que el juego se realiza una 

gran can\iclacl' d~: ~~~~~s y que los jugadores intentan maximizar su ganancia media. 

Supongase que 1 elige cara o cnaz de acuerdo con unu función. Por complicada que ésta 

sea, 1 no puede asegurar nuís que -1 como ganancia media puesto que 2, usando el mismo 

algoritmo que 1 pura seleccionar sus cstratcgias ganaría 1, en cada partida. También para 
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cada Función de elección de 2, existe otra para 1. de tal manera que éste último gana 1 en 

cada partida. 
·. ·,, . :· .. · . ·'' 

Considerese que eljugador·· 1 eligiera su estrategia a través de un mecanismo de azar, tal 

que con probabilidad.qetig6 caray'~:oht~ro~dbilidncl'i-q elige cruz. Análogamente 2 da 

probabilidad de r' a car~ y'i ~r a c~i~ ,k:~st~'~it~fd~' ~iecciones le les llamará estrategias 
·- ... -.. ,. ..... >-::<:1{.\·:.-'S,,.r-!·. ;_:<. -... 

;li:~:~ medio para el jugador 1 sería , .::,·:}~Mtif ·: .·•·, 
(-1 )qr + ( 1) q(l ~r) +_ (l)(l:q):r + (-1)( 1-q)( 1-r) 

'l:~¡t~·f.f~-~i~i·1'1). ·. 
Si 1 elige de tal manera que.si~< q<:·i,~~it~~~ft6 peor que le puede pasar es que 2 elija 

. - . . ·- -- .. , -... - .. - .. '"'-" :r'· . . .. . . . 

r= t. El jugador !:ganaría (~2q + J)s ó que'.es'mayor que~!. Si O< q < Yz, y 2 eligiera la 
-. .: .... - .. \;' ,;._. .· . .. ..... :. 

r =O, el jugador !' '•ganiiiia 2q:; 1 que es mayor que :..1. Entonces el máximo asegurable 

para 1, con este.ti~od¡~~trateglris es mayor qúe con las estrategias puras. Más aún, si q es .. _ .. _ ... _-

Yz , 1 ganaría o.· hagá lo que haga 2. 
_;.., -

: .i ~ :::·: '.-> .' - . 

. Dejiniciói1 Í.4.J: 'oailé/1111j11ego de fo,:,11a estratégica, I'= (N. {D¡ }¡e N. (11¡ }j,, N)finito, .. -·· 
1111a estr~tegia 1jÍi.~ta~pcu:a e/j11gac/orje~f1111 vector X= (xi, x2 , ... , x,.¡) tal que Xk~ O para k 

-"~· :~ ... '"' ::·'·;·,-.;/t~,; .. <; ... -·~/<>".::'.~<_· :.:.·: .. : ' ... ;\,,-;<.» :-:: .. : 
= l,2,..;m/i·~.T/'=:=.li'4ánd~:iíiJ.esél mí111ero.de estrategias p11rns de/jugador j . 

. - ·~ <;- ·:: :~~:;}.,:~;;\~}f.{;,:~~~2:s~~~'.t1!~~.: ~~:.?i:Sí.:~·~~x:;;~:xi\:?~>.+:: >-:_;·:/:~. " .. . 
M¡ denotará, al conjunto.de todas las~estrateg1as mixtas del jugador j, y 

M a Mi' i'.~~~~~-H~~; l~r~f:~~Y¡i~tr:~y~> . . . . 
Los elementos de M.se amanpetfiles dé estrategias mi:ctas. 

Dadoun ;~~~~l~:;~~~E;{i~Wf;~~~f~~~~lft~;; :.:. ~:, ... , X') y una estrategia mixta X idel 

. jugador/s65?e,i?t§~F?T,~ (x¡g 1
) a (x1

, X2
, ... , f< 1, ... , X"J. 

A cualqui~r ~\;~~;¡~gl~~ur; c;l del jugador j, se le puede asociar la estrategia mixta (O, O, 

... , l, ... , O), donde la coordenada con valor 1 corresponde a c;l, De esta manera se puede 

pensar que el conjunto de estrategias puras de j está contenida en el conjunto de sus 

estrategias mixtas. 
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Definimos lczfimció11 E:M ~ R" como 

Observaciones: ·,·; 

• Una estrategia mixta: X J pat~ el jugador j es una distribución de probabilidad sobre el 

conjunto de estrategias puras, D1 •• l"k es la probabilidad que j asignará a su estrategia k­

ésima. Un perfil de ·est~ategfas ínixtas X=(X1
, X 2

, ... , X") determina una distribución de 

probabilidad en el conjJ~to D de perfiles de estrategias puras, así el perfil de estrategias 
. . 

mixtas X le asig~~ al perfil de estrategias puras (a 1 , CT 2 , ••• ,a•) la probabilidad 

• Los conju_ntos p~~;;,t,raiegias mixtas M1 son compactos8 y convexos, pues son simplejos 

unitarios. También·~ es compacto y convexo. 

• La función E es una función lineal en M cR" y por lo tanto continua. 

• En un juego infinito, se necesita una sigma álgebra en DJ• para poder definir una 

estrategia mixta del jugador j como una distribución de probabilidad. Por o tanto, la 

función de pago será una esperanza matemática. 

1.5 Mejores respuestas a perfiles de estrategias mixtas. Equilibrio de Nash en 

estrategias mixtas 

Considérese la fig 1.4, recordando la definición de Equilibrio de Nash (ENP) en estrategias 

puras, esta matriz no tiene este tipo de equilibrio. 

En forma análoga a como se procedió con las estrategias puras se definirá el concepto de 

equilibrio en estrategias mixtas. 

8 Un conjunto de R" es compacto si es cerrado y acotado. Un conjunto es cerrado si contiene todos sus puntos 
frontera. Así el intervulo compacto [O, t J es ccrmdo porque contiene sus puntos frontera O y t. Nota exiraidu 
Je Binmorc l'l 
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1.5.1 Estrategia de mejor respuesta mixta 

Al igual que en estrategias puras, una estrategia mixta de mejor respuesta es aquella que le 

da un mayor pago aj dadas las estrategias del los oponentes de j . Formalmente se puede 

definir como: 

Definición 1.5.l En 1111juego defon11a nomlCll I'= (N, {C¡ he N• {uj/ JeN ), si X es 1111 perfil 

de estrategias mixtas, X 1 es una estrategia mixta de mejor respuesta deja X, si 

E¡ (X/ X 1 );:;: E1 (X¡x'J. pam tocia estrategia mixta xJ. 

Dado un perfil X, par;i t?dó jugadÓr j existeri estr~t¿gias~ixtÜs deméjor respuesta 

:::~=:. :,·::J.~~¡~~~~~f :~r;wif J;~Jt:,r~tf ~1':L::: .. ;:~: ~:'~ .. :::. 
estrategias mixtas (E~M) ~i p~ra ~~daJ11g~d~~j. xi~{,;;,"a;1;1ej~r re~p11esta al perfil (X*1, 

X*2
, •••• X*'')~ 

El teorema fundamental de los juegos no cooperativos finitos se debe a Na~h y asegura que 

todos ellos tienen Equilibrios de Nash en estrategias Mixtas. 

Teorema 1.5.J(Teorema de Nas/1): En 1111 j11ego ele fomlCI estmtégica finito siempre e:ciste 

11n equilibrio ele Nasli en estrategias mixtas. 

La demostración de este teorema que está basada en el Teorema de punto fijo de Brower. 

Teorema de Brower Sea Sr;;;R'' compacto y convexo y f:S~. entonces existe.Ten S tal q11e 

f(.t)=x. 
. . . . 

Este teorema es una generalización u~--h~cho muy conocido que le ocurre a las funciones 

continuas definidas en [0,1) yc;~~·t~man _valores también en [0,1). Aquí argumentar que 

existe x*, OS _.t* SI, tal qÍief(x*)=x* es fácil, en ese caso. Supongase quef(OJ ~O y que 

Jrl) ;e l, pues de otra manera ya se habría encontrado ax*, comoJr0)>0 yf( l)< l, habrá un 

vulor de 0<.r</, en donde f(x)=x. Se Puede observar geométricamente en la figura 1.5.3. 
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Figura l .S.3 

Proposició11J.S.4: U11 equilibrio de Nash e11 estrategias puras es u11 equilibrio de Nash en 

estrategias mi.tras. 

Demostración: 

Para hacer esta demostració~ ~e dénotah otras proposiciones 

J. Para toda X 1 e M /.E}<X/ X l);. L .r:11 Ei(X 1 a 1) 
-:· ··.,:, <:;;:--.~-.i:·,~ .. '~;->>- .:'.\a,'eD¡ a 

2. E(ii) = u(u) dó;-dd'.i:ie~ l~'J~trategia mixta correspondiente a u 
- . ·' - .. :~ ;~-:.:<· -" .-. 

E111111 equilibrio~11t!/1:c¡;d~:~. ·i~:rY'' . 
"11 e N,.11,cu~)<:u;c<( ló; ) v:u1 e o1 

co11sideresex 1 ~A.1·:··~f{~~: .. :.f;(i-.f·.f·/c· ' . 
,_,: '· °'' ·-~; . 

"V 1 e N; • L;~~~,·.·;; 1 c¡;·>;?: 'L,:~l 1 11 1 cu· 1u1> 
o'•D1 . cr'e.o1 

por lo que 

"l1eN,E1(if
0

)<!:E1(if
0

1X 1) Q.D. 

1.6 Máximo asegurable en estrategias mixtas 

Una cantidad es asegurable si existe una estrategia que le de esta cantidad hagan lo que 

hagan sus oponentes. 

Deji11ición 1.6.J el real a es u11a ca11tidad asegurable e11 estrategias mixtas para j, si 

existe 1111a estrategict x.W E1\tl1 f(lf que para tocia X EM. E1 (X I x.W )?: a. 
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Sea Aj el conjunto de todas las cantidades asegurables en estrategias mixtas para el jugador 

j. Entonces Mj=1~.a0rn 1(a)es una c~tu superior de Aj. pues para toda X eM y X1 eM¡, 
. "·,. _·)'_,·. __ . ·-· ,. ..-

E¡(X 

1 ~.'., Gili~'.~~;¡ liI~:~.;;¡2~·') ·~·· 
L 2,.\: ,.r,·.:;:r: ,·;;::.r:-;MJ.~M¡... 

a&M ct'11M ,· ~~ ;:';~/-: :·-.~-~~~.~.i.~-:_r:-'.:?>.~T~j"!'{.:_ '.·;~'.:···· '-':.>. 

Al mismo tiempo ;ir.i~ ,;;;~;~·C~)i~~táe~ "J'pue~ 0par~ cualquier X ieMJ y X r:M, 
-.. \r,: ··-··'/ ;·:'.: . ~ ·.· . ' 

Ej(X /X 1) · ,;, L f-~~:·:~~i ; L~, . : .. t;,,, ¡{cr¡cr 1 )s m¡ 
a~M-a'~MJ · ' · · 

Entonces pura todaj, existe el supremo d~-A¡ al que se llamará. YJo 
·-·· . 

. : .:_.' _ .. :;;, ·. : ' . -

Proposición J .6.2 Para cada Xi., ex is}~ .e~(~ J; ~~i~~~ '.:~~(l e;{x¡ g 1 ) .. •. 

Demostración: E es continua en·&· pbtifia~t~t;~.bii~:lo es zj{; /X'J; cuando X' es fija. 

Ad•m" M" uu ooujuu~ =:•~'?l;i!~iJii~i~t~·~f.1E,(x¡x '). Qa 

Se ha construido una fúnch5;/,:iii1:-)R ~~flni
0

d~·~6fü61; (i{);;;,ií¡;i E, (xl.t 1 ). La función Ir 
-. ·-:.- -__ f:~B .. ···?i~. ~-~-.: ~ :. ~:;,/:;.-~~-<;.·¡_.;~~ 7)!/:-~~~":~~-~{;~?>rJ1(1\(:,:t~? t ~:~" .. - · 

es continua en M¡ y este éonj.~nto'es .coiiii',~ctó,1poí)o~uelilfu_ndón Ir tiene máximo en M¡ 

Notación: u ma.t lr(X' ), s~'den~.t~~~~b\,,j~é11ii~ Lij(~IX 1 ). 
x~·"'J _ . .._:-·· ... ·:·::~~:;j·{:}~\~t·;'.:,~:~~--~~d'¡ .'(~~' ~-, ... .· .. 

Al supremo Aj se le Hamará_vJ. ~ntonce:;_~ 
,·.:..<:;(r~ ; ~':< '· : :~:·'·'> 

Proposició11 J.6.2 vi= max ;,~;;,E!y(x¡~)):.'. 
X'ª"'',º~-~7.::.~.:~v~,~--: .. r>-· \ 

:,- º~-~/.;: : 
~; .·. -:··-~· ,"\'. 

Demostració11: 

Existe un X 'J tal que E1 (x¡x:~}~\~~~;,W •Üdemás ~i_a E1 (xlx"' )~a 

cota superior de A¡ y 

:!4 



v1 s 11wx ,,,;,, E1(xJx 1 ) ........................................................... c1> 
X'&M 1 XaM ;. · 

,_·; 
Por otro lado, existe X/e ~1 talqu~ T.~.~ E1(x¡x 1 )= .:'f~'[, ~~~¡:: E1(xJx1) entonces 

mc1x 111i11E1 (x¡x1)fE:j(k¡i}}~Uia1cíCía xeM 
.'<'e.u, ,l(e.U : . ;-_:'.:-, ··5-;:_L ,;-,.:o.·"·.·'.· . ; : .··:· 

Es decir; 111u1.r '!';,;ei{:X¡x.1) ·~A¡ y 
.1(: ~,\~ ('.'\&,\I;_ · . .,· :_r:>·.·, ·: ~< ;', . ' 

. . vj~· ,/l~r;,,¡,, E¡ (.YJX 1 ) ....................................................... (11) 
.'<.'•M¡ X•M 

Entonces entre (I}y_(II) se da la igualdad. Q.D. 

1 
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1.7 Modelos de estructura de mercado 

1.7.l El dilema del prisionero9 

Este ejemplo es un clásico en la teoría de juegos. Ha generado interés en la aplicación de 

fenómenos sociales. Este popular juego involucra dos jugadores en competencia por 

mejores resultados. El dilema del prisionero puede formularse en diversos contextos, ya 

sean económicos, como la competencia entre empresas, o políticos, como conflictos 

electorales y militares, o sociales, como negociaciones obrero patronales y hasta conflictos 

de pareja. La primera presentación de este juego trata sobre dos jugadores que tienen un 

conflicto muy artificial y cuyo interés es la aparente paradoja que contiene la solución, 

pero se pueden plantear dilemas del prisionero con un número arbitrario de jugadores que 

expresan un tipo de conflictos muy frecuentes en la sociedad y la solución no es sólo una 

paradoja curiosa, sino que puede ser una catástrofe. La historia original de la cual proviene 

su nombre la siguiente: 

La policía ha n¡írehe~clido a d¡,s individuos sospechosos de haber cometido un delito. Pero 

carece de las prú~bd~:'~e~esarias pa~ condenarlos y sólo puede hacerlo con una pena mínima 

(por ponar urrn~~. i><;>r eje;Tiplo); a menos que uno apone pruebas contra el otro. Entonces. se 

mantiene a los dos presos:en celdaJ; separadas y les plantea a cada uno de ellos el dilema 

expresado'en la matriz siguiente 
' . ' 

Prisionero A 
e 

·NC 

Prcsionero B 
.C NC 

(
(.:.3,:,.3) (0,-4) ) 

.· <-4~º> . c.:.2,-:2> 

C .... >Confe~ar 
NC -->No confesar 

Figura 1 :?. t Matíiz'Jé ~aso del juego del dilema del prisionero 

En muchos. casos reales los partiéipantes tiene un pacto moral de no traicionarse en caso de 

.que se~n aprehendido~; 0°una fu~~a e~t~rn~ que los obliga a no culparse, si esto sucede se 

pueden analiz~ dos c~nflictosº disti~tos. El primero, la solución del juego es que ningún 

9 Puhlicado en 1950 por Tucker, inspiró ni estudio de muchos juegos. entre ellos los juegos repetidos. 
1\parcntcmcntc Howard Ruiffa im.h:pcru.ticntcmcntc hilo c.\pcrim..:nto'i con C!<ilC juego. Esta es una vcrsilln de 
Krcps 1' 1• 

TESIS CCN 
FALLA DE OIUGEN 
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prisionero confesará y entonces pasarían dos años en la caree(; el segundo, si tienen la 

libertad de violar el pacto lo harán cada uno de ellos ya que se ven motivados hacerlo pues 

si uno viola el acuerdo y el otro no lo hace, el que culpa sale libre. 

El primer enfoque es el de los juegos cooperativos que en las definiciones mismas de 

solución decretan que los jugadores actuan como si hubiera una fuerza coercitiva externa, o 

valores morales que tienen una importancia fundamental para los jugadores, que no están 

explícitos en la descripción del juego. El segundo, en los juegos no cooperativos, los 

individuos son egoístas y buscan su propio interés. Estos individuos no buscan el bien 

común y si llega a darse sería como una resultante. Pero también puede darse la desgracia 

común como sucede en el dilema del prisionero, donde la confesión de los dos jugadores, 

solución no cooperativa, lleva a una situación peor que si respetarán el acuerdo. 

El dilema del prisionero tiene muchas formulaciones, como lo vimos en el ejemplo 1 donde 

las empresas en lugar de ganar 3 millones de dólares cada una, ganan 2 millones que es la 

estrategia dictada por el equilibrio. 

1.7.2 Modelo del duopollo de CournotllOI 

Coumot ( 1838) anticipó el equilibrio de Nash, trabajando en un modelo de duopolio, 

considerado una de las piedras angulares de organización industrial 

Sea q1 y q2 las cantidades (de un producto homogéneo) producidas por las firmas 1 y 2 

respectivamente. 

Sea p (Q) = a-Q el precio de mercado cuando la cantidad del conjunto del mercado es 

Q=ql +q2 (mas precisamente p(Q) = a-Q para Q <a y p(Q_) = O para Q <::a). El costo total 

pura la firma i de producir q es C1 ( q1) = cq1• Esto es, no hay costos fijos y el costo 

111argi11a/ 11 es constante en e, donde asumimos e< "· Siguiendo Coumot, supóngase que 

las firmas eligen sus cantidades simultáneamente. Para encontrar el equilibrio de Nash del 

. juego de Coumot, primero se trasladará el problema en un juego de forma normal 

Los dos jugadores son las dos firmas. Las estrategias disponibles para cada firma son las 

diferentes cantidades que deberán producir. Naturalmente los resultados negativos no son 

10 El ~{olido <le Cournot es un ejemplo clásico lle varios uu1orcs mmlcrnos. Aquí se presenta una versión Je 
Gibhons 171, 
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·.,¡·-

factibles. Así, cada estrategia de la firma puede representarse como D; [O, oo ), una 

estrategia típica cr 1 es una cantidad 11 elegir, q¡:<: O'; P(Q) =O para Q :<: a y ninguna firma 

producirá una cantidad q; > a. , , · 

Queda especificar el pago para la finria i c~n\'~ ~ri,ri:función de las estrategias elegidas por 

ella y por la otra firma; y defiriir y r~~b1~~; ~Í'.~~~iúiJ~6. Asumimos que el pago de la firma 
. ··.'.· ·. ':"·:' .... :.: :·; ,', '·'.··.·. '·:' .. :" 

es simplemente su utilid11d. ~sf~l ,pag'9 i!i<O: )/Jj.)en un juego general de dos jugadores y 

en forma normal puede esc~lbiri~'~6'ri't~;0:kr . 

111 (q;, ~¡) ~qi}~''¡4¡:/;'~}/~'c] = q¡ {a -( q; + CJJ) - e] 

""''"mbrlo do N"'':"' ~;~,·¡~~f W~\~;. ,/ · . 
· :,;;,íncáú¡(ijíicij~).'f";;,,a.:r,q, fa - (q, + q/') - e] 

. ' :~,~--~/i%~~~~lt(g~'J.:,1.,~;;~~ ; 
Asumimos que q1t<,a,.~:c )a p_n,mera cond1c,1611 ,~:arii~elproblema deoptin~iz~ción de la 

firma;, estop~od~c;~~' ,~,, :'};~:;· ·' ,¡~f';:: e;¿¡:;;/¡ <· :, ; 

, ~-·· •, ~; '',~·.,: '.rq;•;.%/J;f"qrf/~).;,,.;:~:·{.;;,.:;;.'..; ..... ;;,,,;; •.... .' ... (a). 
Así, si el par de cantid11cÍés Ú1í*.: q~;f.) e{uri'"eqÜiÚbrio dé':nnsh, 111 cantidad elegida de las 

firmas debe satisfacer . ·~. . ::.··· .~· ·.':.·., >.:·.:,. ::.: 

q1*='h(~. ~ (/2~-c) ·•··· 
Y. 

qi*='h(CI • CJt*· C) .· 

sumando <Jt* + <Jz* = Cl -'h q¡* - 'hq2* - c. 

3 . . Z (q¡*+qz*)=Cl·C 

2(a -c) 
q¡* + tJ2* = 

3 

resolviendo el par de écuacio_nes produce 

11 En1iéndasc por casio rnargii{nl el rcsullanle de In producción adicional de un bien. Mienlras el casio lijo es 
nquél que asume unn_t!mprcsa u corto plazo y no JcpcnJe del nivel üc producción. Estos costos persisten 
aunque In cmprCsa no esté pro<lucicnto nada. 
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por lo tanto 

(a -c) 
q¡* = q2* = -3-

(a -c) 
q1*= --·- :· 

3 

* (a -c) 
<J2.=~ 

·-·· 1 

el cual realmente es menor que a - e, como se'asü,1nió , . . 

La intuición atrás de este equilibrio es simple:; Cada fil"lna que.rrá ser un monopolista en este 

mercado, en el cual eligirá q1 par~ in~imiiahnt fq/ ,0)/E~tci:produ~iría la cantidad 

~oopolko d• 'I• = (o;•) y ~;;; l~:,lnita'ITf"~~:~: ~~;~~~~~{¡;"t . Dodo 

que hay dos firmas, el conjurito''dé utilidades para: el duopolio sería maximizar 'el. conjunto 

de utilidades q 1: + q2 :' ig~~·i'a~~.,~~~·~¡~4ad~i: ~onó~olib ~~:~f ~·~~x~~tf~i:r¡~ si.' q¡ ' = q; 

para cada i, por, .eJ~·~~f~;'.~~·¡:,·;~blema con este acuerdo es que cada firma tiene un 

incentivo ¡:iarii"ct;i~~iii'~~ ~g;qte la cantidad monopolica es baja, el precio asociado p(q.,) 

es alto,'y eri'~g;~¿~gW0~d<lü·'.firiiJ;a le gustaría incrementar su cantidad, a pesar del hecho de 
~· ... o~·.·-_1.- '. :_--_; _<';- ·_., '.i/ ·~: .• _· ·,. 

que tal incréiilcnto'en'producción implica un precio reducido en el mercado. En el 

equilibri6 ~~ cri~~cn, ~n 2ontraste, In cantidad total es alta, así que el precio asociado es 

bÚjo. Así, latentnciÓn:ri incrementar la producción es reducida -reducida sólo lo suficiente 

que cada flrma dlsuade de incrementar su precio por la realización de que el precio del 
' . . '.' <.'~,. . 

mercádo bajÚrá. 

Procediendo gráficamente;' la figura (1) muestra la ecuación (a) que da la mejor respuesta 
- ' .. 

de la firma i a la estrategia del equilibrio de la firma j, <J1*· Análogamente, este 

razonamiento lleva a la mejor respues_ta_de la firma 2 a una estrategia arbitraria por la firma 

1 y la mejor respuesta de la firma• 1 a una esirategia de la firma 2. Asumiendo que la 

estrategia de la firma 1 satisface q¡ <" ~e: la m~jor respuesta de la firma es 

R1 (i¡¡')-=; ,'h.( a -q1 - e): 

como también, si q2 <a • e entonces la mejor respuesta de la firma 1 es 

R1 (q2) = V! (a· <12 ·e); 
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:-1'' 

q, 

(O,D.•C) 
-2-

q, 

Figura (1) 

Como se muestra en Ja figura 1, las funciones de las mejores respuestas interactúan una 

sola vez, en el par (q1* + q2*), la cantidad en equilibrio. 

1.7.3 El connicto de dos firmas de autos (aplicación del modelo de Cournoti21 

Existen dos cnsambladoras de autos en un mercado común las cuales venden sus unidades a 

un precio p. La curva de demanda inversa de mercado o precio de mercado está dado por 

p=22-(q¡+q2) 

donde el rendimiento de las dos firmas denotado q 1 + q2, es medido en millones de autos 

por año. Ambas firmas tienen el mismo costo marginal de $10 por unidad y no tiene costos 

fijos dado. que si alguna empresa cierra podría reducir sus costos a cero. 

La función de costos de la firma 1 es igual a e, (q¡ )=JO* q¡ mientras que para la firma 2 

es c2 (q2) = 10* q1 para q1, q¡ >O. 

Ambas firmas deben elegir su rendimiento anual al principio del año sin conocimiento 

previo de la decisión de la otra firma. La funcion de reacción de la firma i es 

q¡ = ~ (a - q1* - e), esto es 

</J = 6 - 0.5 * </2 



l/! = 6- 0.5 * l/J 

Resolviendo estas ecuaciones se tiene 

q¡* = l/2* = (22 - 10)13 

q 1* = q2* = 4, esto es, 4 millones de autos a producir por año con un precio P=22-

(4+4)=$14 y una utilidad de ($14*4,000,000- ($10*4,000,000)) = $16,000,000. Se referirá 

a este rendimiento como el nivel de rendimiento de Coumot. 

Sin embargo, los directores ejecutivos tienen una plática y contemplan un acuerdo donde 

consideran que si reducen su producción a 3 millones forzarán un precio de mercado P=22-

(3+3)=S 16 y una utilidad de ($ l 6*3,000,000 - (S 10*3,000,000)) = S 18,000,000. 

Pero que sucede si alguno de los dos rompe el acuerdo'.· Se tiene un precio de P=22-

(3+4)=$l5. La utilidad si alguno rompe el acuerdo o.''desena" será de ($15*4,000,000 -

($10*4,000,000));;, S20,000,000 mientras para el que siglle con el acuero o "coopera" es 

(515*3,ooo:ÓOO- ($10*3,000,000)) = $15,()()(),000~ ~nt~nces ninguna empresa querrá 

cooperar. Con ello se tiene un equilibrio _de_.r-Jash 'e~.'el' cual ambas desenan y deciden 

producir 4 ~iliones cada una. El juego en fonn~ est~~tegi~a sería el siguiente: 

C ·->Cooperar 
D··>Dt!senar Firma 1 e 

D 

' ,':;-,····,·'.':'_:' 

~lr~~:i·~-··~L-.;, 
C . D. . 

(
c1s.1s)· dú'o)). : 
(20,15) '<1~:1§) 

Figura 1.7.3. Matrii~e·p~so para las firmas 

El problema con este ejemplo es que eFpar de firmas sólo compiten sólo una vez, perq es 

más realistico suponer que seg~irán interactuando más de una ocasión. Es interesante saber 

que pasaría cuando el juego se repite más de una ocasión, lo cual se analizará en el 

capítulos siguiente. 
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1.7 . .i Modelo de Bertrand171 

Regularmente una tirma en el mundo real elije susprecios y los consum:idores determinan 

sus ventas. Esta suposición forma la base del mocieío de. oligopolio desarrollado por Joseph 
1 \ ' • _., ". ••• ,¡ '•. :,~ ' -. . ••. '·- - .• -· : 

Bertrand. Este modelo es totalmenté diféréiite al modéfo' dé cóUmót}'a que una firma elije 

precio y no cantidad. ' - ' -- ·.-. J~;;,;;·:'.;);;~:-~~jr;: .. ~1~:1'.;~;~:>,;;_;~;-~_g;~1'.·r;, .-_-___ -
Considerense dos firmas que eligeniprecio_~:pj.·y~p:! respectiviunente, la cantidad que los 

'º""ntldore• dom.,dro ::'[f )!7~'~~~~,~~@;if~; ;o: 
donde h>O refleja:hi exfonsióii :·p.ara:elcual el producto de la firma i es un substituto al 

producto de la firrni¡'.:j).'/1b~!,'.~:¿~;6 tjos de producción y los costos marginales e son 
..... ·:¡· <·;-··.· :~ 

constantes, donde c'.<:á. Las firmas eligen sus precios simultaneamente. 

La primera tare~;~N~í~;r~e~~para encontrar el equilibrio de Nash es trasladar el problema 
; ' ··-,, .·,·;;.::·: ,, . 

a un juego en forma' normal. Hay 2 jugadores, las estrategias para cada firma son los 

diferentes precios ~~obrar y las cantidades a producir. 

Se asumirá quelos ~_;e~i~s negativos no son factibles. Entonces el espacio de estrategias de 

la firma i es D; = [o,-~), una estrategia O; es algun precio, p; ~ O. 

La función de pago para fa firma i es la utilidad cuando elige el precio p; y su rival elige el 

precio PJ • Esto es, 

11¡ (p;. PJ) = q¡ (p;. PJ) [p¡ -e]= fa -p~-f:hPJ'] ÍP1 e e] 
,:) ·.'.' 

Entonces el par de esír~tégias' (p;*; pA ~~\(;~ ~q·~¡¡¡~~M~~;~~h si, para cada firma ;, p;* 
resuelve. , •. •_•-,i}{t-(;· .. i~;·.·}·fN';¡';~g~~rt~1 .·rj~f;~·,~-:y·. -•.. __ -- -. 

lná.t'ú (p¡/pf*,J=:·;,¡{¡_~[á ~'pi'+'bpj] [p¡- e]. 

-,._-.:. :~·~): &l~[~~;1~.f~1:1Jfi~~~i@~N~1~r,;:f :~~,-·--· -
La solución al problema de_opt1m1zác1ón·dé la firma i es;>: 

• -':. : · ·.:~;·:~ :~~Ef:~~;·'.~·;íi,f~;,/{º~J, · _· _ 
.<:~-~ - ·/¡:.; '-J.·::.·~,:<- .:·::':;, ~:'.:,·: 

Por ello, si el par de pr~Cibs &'1*.'íiz*) e¿· ~n ~q~iÚbrio cié N~h. el precio para la firma l y 
'·. ··.: ·· .•.. ' '-,<- - ·' .•. ·. ' -., 

2 es 

P1 =Vi (a+ bpz* +e) y pz =Vi (a+ bp1* +e) 

32 



1 

l 

i 
¡ 

,l 

Resolviendo este par de ecuaciones se tiene 

p*¡ = p*2 = a+c/2-b 

Resumen 

El concepto más importante de este capítulo es el "Equilibrio de Nash" que permite la 

solución de los juegos en forma estratégica. La base teórica apoyará el desarrollo del tema 

central de este trabajo y dará pauta para analizar los juegos en forma extensiva que se verán 

a continuación. 
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Capítulo II. Juegos en forma Extensiva. Los Equilibrios de Subjuego 

Perfecto 

2.1 Discusión del modelo extensivo 

Un juego en fonna estratégica es un modelo estático, en el sentido de que los jugadores 

eligen sus estrategias simultáneamente en una sola ocasión, todo ocurre en un instante, no 

transcurre el tiempo. El modelo que se presenta a continuación,, la ·•forma extensiva de un 

juego, tiene características más dinámicas que el ani~'riÓr,;~IJ~~,~~\~l i~ decisiones de Jos 

jugadores se reali~an en el tiempo. 
··.·'\'>···--··>.>(· 

',.·, 

La fonna extensiva tiene una estructura más detallad~:~ª;~ l~ descripción de un juego y sus 

situaciones. Este modelo se debe a Kuhn (19S3)Y~Ji~n:·modificó la temprana definición 

usada por van Neumann y Morgenstem; El:esqúema: describe un juego por medio de un 
.. t--·, . 

árbol, es decir una gráfica, conexa y sin éiClos; 'en la que cada situación (tomando en cuenta 

la historia para llegar a ella) está representada por un vértice o nodo. Si de un vértice A se 

puede pasar a otro B ya sea por decisión de uno de los jugadores o por la acción de azar, 

existirá una arista que conecta el vértice A con el B. 

2.1.1 Pilas Alcalinas contra Pilas Energía 121 

Considérese el siguiente "conflicto": La empresa "Pilas Alcalinas, una finna de pilas, está 

considerando la estrategia de mercadotecnia para el uso de un nuevo producto que está 

actualmente desarrollando. Después de muchas investigaciones, la compañía ha elegido dos 

campañas que lleven a la venta del producto: 

( l) "Poder Ultra" (PU) ó 

(2) "Mayor Durnción (MD) 

Pilas Alcalinas sube que. después de dos años, las ventas totales de la nueva pila será el 

mismo con cualquier campaña, pero el número de ventas en cada uno de los dos años sería 

diferente con cada una de ellas. Si Pilas Alcalinas fuera el único proveedor de pilas. y 

empleara una campaña PU tendría muy altas ventas en el primer año, como resultado de un 

bombardeo publicitario. y tendría ventas más pequeñas en el segundo año. 
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Usando una campaña MD lendrfa venias relativamente pequeñas en el primer año, y 

mejores ventas en el segundo debido a que los resultados hablarían por si mismo. El valor 

presente de utilid.ndes 11et¡¡s en ca,d~ año bajo cualquier campaña se muestra en la tabla 2.1.1 
.-\ 

,,. -

,~.'.; . : :
1
• :~::tÁfl.ó~:~~~~i~t~~·:·'.).p~:i'{i.~ii(.~,·C'AMPARA PU CAMPAJilA MD . ! 

•./ 
2 

UTILIDAD BRUTA 

COSTO DE PUBLICIDAD 

UTILIDAD NETA 

$900 

$100 

SIOOO 

5570 

$430 

S200 

$800 

$1000 

$200 

$800 

Tabla 2. 1.1. Utilidad neta de Pilas Alcaliníls usando los dos tipos de campaña 

Obviamente, si Pilas Alcalinas decide no vender la pila, entonces la utilidad adicional 

obtenida será cero. 

La tabla muestra que la decisión óptima de Pilus Alcalinas sería utilizar la campaña MD por 

más barata. Pero existe un posible competidor llamado "Pilas Energía" que posee la 

capacidad técnica para producir una pila parecida dentro de un año de la introducción de la 

de Pilas Alcalinas con un costo de tiempo de descuento de $300. Si Pilas Energía decide 

introducir una producto parecido, entonces las dos firmas dividir.in el mercado en el 

segundoaño. 

Se Puede describir el conflicto con la gráfica siguiente: 

($380. -$250) ($430,$0) ($.100. SIOO) 1$800. SO )(0, Ol (0,0) 

Fig :?. 1.1 Ju1.:go c.\hmsivo dc1 conllicto cmrc las lirmas Je pilns 

Jugadores: 
1- Pilas Alcalinas 
11- Pilas Energía 

Estr.uegias de 1 
PU· Campaña Pilas Alcalinas 
MD· Campaña Mayor Duración 

Estrategias de 11 
E- Entrar 
NE - No entrar 
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2.2 Definiciones de gráficas necesarias y definición de juego extensivo 

Para dar una rigurosa definición de un juego en forma extensiva, se necesita introducir 

algunos conceptos de teoría de gráficas. 

Definició11 2.2.1: Una gráfica es 1ma pareja (V, Q) con a e { {x, y} IX, y€ V}. 
. .. · ........ ,, 

Definición 2.2.i: Únd trayect~ria ;SU~I~ s1)cesi0n ~/e nodos rJc, ; :i: 2 ..... Xm I tal que {X¡ ' 
- -.·· ... ·-~~.->-... : .. ,·.:~~/·'.:.'r'};-:/i_1. ··'·~·> -_:.· . ; . . . ;:. · . 

• f/+/ J € a para toda. i =5/,;.~;·;m -/.'~~';·:~ .;· ,, e 

.:·. _.: ... ;_-·_.-., .. :;:~:~;.':-~t;:~·~~~(~,>--~~::; ··,· 
Si {X¡ ' X 2 ..... x.,, 1. es Und'í~ay~~iCiria;. decimos que tal coneclll al nodo X¡ con el nodo x.,,. 

Se dice que la grcíjica (V, Q) ~/fi11Úa, si V es finito. 
.. 

; ' 

.::.'·'.: 
Definición 2.2.3 : U~z árbol · r es 111w gráfica e11 la cual cadCI par de nodos estcín 

conecwclos por ww.li;lid~'rrciyectoria. Un círbo/ con ra{z (I', U ) es C1qué/ en el cual un 
.. ;:,,~,--:->'-;·· .. 

11oclo especial U e~· cl~sfgnadocomo /e1 rafz del círbol . 
. , ,. "_¡¿· .. ··,._: .• 

Se llamará trayect¡,rhí. ife Í1~1 nodox a la trayectoria que conecta a la raíz con el nodo .t. 

z < .i:. si z está en la.trayectoria de x y decimos que x sigue a z. 
·'·.· -

Una a/tenuuiva en un nodo x de· un árbol con raíz es un nodo z que está en la trayectoria de 

x y además está conectado a .i: con una arista. Un nodo z sigue inmediatamente a un nodo x, 

si z es una alternativa en x: Al conjunto de alternativas en x se denotará como Dx. 

Un nodo terminal en un árbol con raíz es un nodo sin alternativas. Se Denotará como Tal 

conjunto de nodos terminales. 

Una trayectoria de un nodo final es una partida. Para los juegos finitos esta es la definición 

adecuadÚ de partidas:.existe una correspondencia biunívoca entre los nodos terminales y las 

partidas; En.ése caso Íambién se pueden identificar como Tal conjunto de partidas. 

Pero en los j~egéis infinitos no toda partida tiene un nodo terminal. sólo las finitas. Puede 

haber juegos it;finitcis; sin partidas infinitas, como el ejemplo 2.1.3. En un juego infinito 

una partida es' un.a trayectoria maximal que empieza en la raíz U. 



Deji11ició11 2.2.4 Para 1111 co11j1111to N, con más de 1111 e/eme/lfo, 1mj11ego e11forma exte11siva 

r. con co11j1111to de jugadores N. co11sta de: .... ». 

l. Un árbol rcon raíz U, tal que paracada nodo,\", el conjunto de aliemativas de x es vacío 
, . . . . - . . : •. . ~. . • . ,_ r ? .·.• . . . . 

o tiene más d.e u~.~l~~~~i,?.·,· :·':(<( ~f 1,,;j, :s]~'.;~,;~·*··\~~l\'};~~J,;.}:'}'.:ft.t; •. ,: :< i~··· · ... 
2.- Una función de etiqueiación' definida en el conjüt6 dé'Ios:nodos no finales de r y con 

valores ~nA• ~Í,~Ü~%~;~~~l~~bf~"~it~~~~i~~~~~;'.~~?;~:!1~~~!~{'..~~ii'{'~.~ .. N; se llama el 
conjunto dél jugaclofj. So e~:e!éonjúri(6''de nodos éori ~~iqtieta"¡;é!o)i. se llama el conjunto 

del azar.·.'· ·.·.: '·•'Ii1::;~~i'z~f $)~g~f(\i;~f i\~~,''?.II;W·~~~.~ .. '.{~~-'~;~J~t~J{)tl,\{'~ •. ·; 
3.- Para cada· nodo'x'en Só;"tiíiá distribücióíi de: probabilidad en ·el conjunto de alternativas 
de x. · . · :· .... · ·'.::: .. \t .. . ~'.Fl'. ·;.-~:~~~~~:~'~f~,~:~·:·<Mlt:-~~;<:Ss_~;;,/~~~li{J{~~?~'~/~:~i~:\~::r·:~:~f~~i;~t'.:;;·~t·:'~:: .:.-
4. - Paraj distinto.de;O,"Una funCió!l'de"etii¡iJetación.de)nfOrináé:ión que a cada nodo de s1, 

. .- .·'. . ': : .. ~' >· ... .;f.:::';,\':::[r~-,,' __ :. h-:i··~;:.:.-:·;.-~'.>'·: :.-::-Jfr:c:, i:1~-;!\~,: ;;~-,.:c.'>:,· .. :.::«:;,_~,/:. 1;-·;,; ·~~-,·!',:~:·>: .:.;, :.:·, /-
le asocia un valo.r ( 1 ;2,{} .· La'fúricióií .?de' etiqúéíációíi de la inforináción debe cumplir: 

•) :::::~~,· r~~1~J=j*~~~¡~f~~~f J,~~;*~~.r.::::. ~ru:·i;·::,,'.: 
un conjunto de~ índices !/ tal que ·para\cadii''x,;e :·S/ existe una correspondencia 

biunívoca it'.d:b~ 41!. . . · .... · ,; ·~,'·,~-f{{f f:.~1~t~i'';2'.·_ 
b) Si un nodo de decisión B sigúe a Ím. nodoM';•.:entonces A y B no pueden estar en el 

mismo c~njunto de informaciÓ?: ; ~f{.~j~~~f ;f1,~!'J::,~:·,~~;~F> . . 
5.- Una función de pago 11 que .ac~da.~pa~~J~.~~.;.~n~ partida t y un Jugador j, le asocm un 

número real, 11(t,j), se llama el pago para eÍjÚgadc:;rj en la partida t. Se usará la notación 

ll;(t). 

Observaciones: 

• Un juego es finito, si el conjunto de nodos de r y el conjunto de jugadores N es finito. 

• Si el jugador j tiene un número finito de conjuntos de información, esto puede ocurrir 

en un juego infinito, las etiquetas que se usan para numerarlos sería ( 1, 2 ..... ri} de tal 

manera que cada valor sería tomado al menos una vez. 

Deji11ició11 2.2.S: Un juego es ele i11formació11 perfecta si cada co11j1111to de i11formació11 

co111ie11e 1111 sólo 11oclo. 



En juegos extensivos de información perfecta, en el momento que un jugador toma una 

decisión, toda la información acerca de las acciones de todos los jugadores es conocida por 

él. El ejemplo 2.1.1, Pilas Energía toma sus decisiones con conocimiento pleno de la 

elección de In campaña por parte de Pilas Alcalinas, dado que el juego es de información 

perfecta, sin nodos de azar, el que se da a continuación es también de información perfecta, 

pero tiene un vértice de azar. 

2.2.1 El póquer simplilicadol7I 

Al principio de este juego, los jugadores 1 y 2 ponen una moneda en un tarro. Después el 

azar le entrega al jugador 1 una carta de una baraja en la cual la mitad son cartas rojas y la 

otra mitad negras. 

El jugador 1 mira su carta privadamente y decide si abandona el juego o dobla la apuesta 

asegurando que tiene unu curta roja. Si el jugador 1 abandona muestra la carta al jugador 2, 

el juego finaliza tomando el dinero del tarro si la carta es roja o el jugador 2 toma el dinero 

si la carta es negra. Si 1 dobla la apuesta, entonces él agrega otra moneda al tarro y 2 debe 

decidir si acepta la apuesta para ver la carta de 1 o pasa. Si 2 pasa, entonces el juego 

finaliza y 1 toma el dinero del tarro. Si 2 acepta la apuesta, debe también agregar otra 

moneda al tarro, d~spués de. lo cuál.1 muestra la carta n 2 y el juego finaliza; en este caso, 

otra vez, 1 toma el dinero .del turró si' ia· carta es ·roja, y 2 lo hace si la carta es negra. La 

gráfica se muesira en ill figura(2. l.2)~ . 
. . ·. ·,-·',' ;- "' 

El diagraipáAe. ¡ír_ii,o.1;j~~~estra los posibles eventos (con historia) que podrían ocurrir en ese 

juego. Lo~ nodos;qu·~:Úenen alternativas, tienen una etiqueta para indicar el jugador que 
- • _,. ~ . '• : ~ • :,o . • ·. 

tomará decisi9nesó si'és una jugada de azar, por ejemplo el nodo inicial U es un vértice de 

azar y tie11.e tf ~iiqUetd O, mientras que el vértice A es un nodo en el que el jugador 1 de 

tomar deci~iones y por ello tiene la etiqueta 1 y B tiene etiqueta 2, pues allí las decisiones 

tas toma el jÚg~cior 2. 

Cada una de··1Js d~s alternativas siguientes del nodo raíz U. tiene una probabilidad de 0.5, 
'< • -~; ' .·, 

porque In mitad de las. cartas son rojas y la mitad son negras. 

En el juego:d~: .. p;sq.uer'', figura 2.1.2, hay seis nodos que no tienen alternativas, son los 

nodos termbwles y representan la~ posibles maneras de que ese juego podría finalizar, por 
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ejemplo C y D. Los vectores asociados·. a estos nodos terminales indican los pagos que 

obtuvieron los jugadores. · .. . > . · . · . · . 
En un juego finito una partida será I~ su~esi~n de eve~íC>s (co~ hlsÍoria) representados por 

nodos, desde el nodo inicial hasta uno dé Íos vé~ic~s t~~i~aJes; por ejemplo la partida {u, 

A, B, O) significa que las cosas ocurrie~6~ ~f. ''{(( 1 •. >'''. · · ... · ·.· . 
• El azar le otorgó una carta negra al jugador 1: 
• El jugador 1 dobla la apuesta . 

• El jugador 2 acepta la apuesta para conocer l~b~ri~, 
• Los pagos serán -2 para el jugador 1 y 2 para '~1 j~~ador 2 .. 

En los juegos infinitos, los pagos tienen q~e a~obiarse 11 pártidas, pues no siempre se 

tendrán nodos terminales para representar lo qUe ocurrió en un juego. 

e 

(-1,t) 

(1, -t) 
D 

(-2.2) 

p 

(t.-t) 

Figura 2.1.2 Modelo extensivo del póquer simplificado 

(2,-2) 

La meta del análisis teórico del juego es tratar de predecir las partidas que tienen 

probabilidad positiva cuando los jugadores se comportan racionalmente. 

2.2.2 Juego infinito con partidas finitas 

Una empresa llamada Computadoras Mexicanas (C.M) ha decidido fabricar computadoras 

ya que actualmente tienen una gran demanda en el mercado. Existen k consumidores 

dispuestos a comprar una computadora, pero sólo /11 pueden comprar a un precio alto, V1 
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por cada PC, pues su beneficio marginal es mayor al de los 11 restantes. Los otros n 

consumidores sólo pueden pagar V2• El costo para Computadoras Mexicanas al fabricar una 

computadora es C. · · · · . . . : · 

El vendedor· tie·n~ un rango de p~e~ios en~~e. V¡ y .Vz • los cuales puede vender su producto 

de tal manera qué el pre~io que\ eliji(;·maximize sus ganancias. Por otro lado, los 

compradores daclo su disposi~iÓn 'a ÍJ~~'~;.··~~b~n decidir si comprar o no. 

Si los m jugadores están dis~uestÓ~~-~ p~gar V¡ por cada PC y su comportamiento es 

uniforme, se pueden consider~ como:~.n -~6lo jugador (C l); de igual manera para los otros 
' ··.·•) ..... ' 

11 jugadores se pueden considerar como jugador 2 (C2). 

Como la empresa no puede dar difererites predos a los consumidores, su pago es el precio 

por computadora menos el "costo:· d~ producirla por la cantidad de consumidores que 

compraron; mientras que para l,as consumi.d()res, es el precio que están dispuestos a pagar 

menos el precio real en qué.compraron más alg~n e que es el beneficio de tener la 

computadora. 

Sea P1 = Vz el precio más bajo posi~le que podrí~ vender s~ producto y Pm = V¡ el precio 

más alto. Entonces el . modelo ~rÍ forrÍmext~n~i\i':i stiria el s_iguiente: 

CI 

c 

Figura 2.2.2 Modelo e.<ttcnsivo con partidas infinitas 

Con función de pago para los consumidores en el tiempo t de 

llj = (P, - Vi)+ e para el Comprador j y 

uc,11 =k(P,-1000) para la empresa 

Jugadores: 
C.M. - Comp Mexicanas 
C 1 - Comprador 1 
C2 - Comprador 2 

Estrategias e.Je C.M. 
PI, P2 •..• Pm 

Estrntegios de C 1 y C2 
C-Comprar 
E-Esperar . 

'··~· 

~ 
~ 
!'> 
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Un juego es infinito si tiene nodos infinitos. En este juego tiene un final pero sus 

alternativas lo hacen infinito. 

2.2.3 Juego infinito con partidas infinitas 

Veáse el ejemplo basado en el juego del póquer, pero los jugadores juegan infinitos 

periodos. Introducimos una jugada de azar ul final del periodo para ver si el juego termina o 

se repite, recordando los jugadores lo que pasó en la historia al final de cada periodo. La 

gráfica la muestra la figura 2.1.4 

u 

(l 

(-1.ll 

o 

Figura ::!.::!.3 ~h1ll!!ln cxrcn~i\'o con partilfas infinitas 
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Este juego, a diferencia del anterior no tiene un final, es infinito. Este caso es muy común 

en la realidad y tiene especial interés su análisis. 

2.3 Forma normal de un juego extensivo y estrategias puras, mixtas y equilibrios de 

Nash en un juego extensivo. 

Definición 2.J.1: E11 un juego r con raíz U, una estrategia pura para el jugador j es una 

fu11ció11 d co11 dominio en la familia S de los c:onj1111tos de i11fon11ac:ió11 del jugador j y tal 

que ai (S() E /kl para toda k. 

El conjunto de todas las estrategias puras dej, se denotará como Di, y como D al producto 

cartesiano, igual que en el caso del modelo estratégico. 

2.J.1 Modelo del Stackelberg12 

Considcrese una situación general que se presenta en muchos contextos en la economía: 

Dos empresas venden un producto similar. La teoría de un monopolista que impide a otro 

productor entrar a competir en su área, este modelo fue desarrollado por Bain ( 1956) y por 

Sylos-Labini(1962). El diagrama es la figura 2.1.5. 

Monopolista 

=6 

monopo ista 

lngresnnte In/\ lngn:snnte 

'·A·· , ... 7 ~- .... A 
(28.7!i,0) ·:::. 'rs:.·snnn~tee- (29.5.0) l.fsnnte (29.75,0)- -'~~·-

q,=J q,~C\2.s q,= q,=·r. =2.s 7q,T7s ~2.s 
(7.7$, · .!$) t9.2."i,'_0.062$) (l 1.2'i.O) (10, l.l$) (11.62~.l·.JI) (13.25. l.!$) (11.7$, 2.7$) (IJ.2."i, 2.681(14,7$, 2.5) 

Figura 2.J. I Mo<ll!lo C.'<lensi\'O u~ Slackclb~rg 
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En este juego, el jugador 1 tiene un sólo conjunto de infonnación y tres alternativas, así que 

tiene tres estrategias puras. El jugador 2 tiene 6 conjuntos de información: los tres primeros, 

2 alternativas cada conjunto, y los otros tres con 3 cada uno por lo que tiene 2x2x2x3x3x3 

= 216 estrategias puras. En resumen, en un juego extensivo finito, el número de estrategias 

puras dejes: 

Il#( 1\) 
• 

Teorema 2.3.2: En 11n juego extensivo finito, sise tie11e una estrategia para cada jugador, 

queda deten11im1da una distribució11 de probabilidad e/lfre los pumos tem1i11ales. 

Demostracion. Dado un perfil de estrategias, a en D y un nodo .t en el árbol de juego, 

definase P(xla) ,como la probabiÚdad de qu~'lu trayectoria de juego pasará a través del 
- - \ '>< _. ' • 

nodo .r. si los jugadores escogen a.'. 

Si x es un nod~ ~ari del árbolde j¿ego, ~rit~ncé~;Í'r~\:/aJ= 1. 

Supongase que .t sigue del nodCl z yhs~{~~~riÍJ~ ia probabilidad P{z/a). se tienen dos 
casos: .: . .:.o.-''.·: ·'.(~:;_:;x:~~:(;fr-·:~.~.- .. , . -. 
a) ,;: es de azar y q es la pr~babilid~d~~l~~~isi'~ (.Í:, .t), entonces P(x/a)= qP(z/a). 

b) z es un nodo de d~cisiÓn.deljug~~orj que,; pertenece al conjunto de infonnación s/. 
entonces P(:claÍ;.f(~aj, ·~¡ q (s/ J = i11d(x), y P(:rlaJ=O si Oj (S/J distinto de bul(x). 

Con este método se ll~ ~ciciaáb~'ii·ñúniero a cadu nodo. << ~-··-:· .. · .. ;-.!::.:-:_:.:';«,~,~ ..... _~);<- .. !:·\ ., 

En los juegos li,r,titos;,a cada partida t corresponde un nodo tenninal x, se llamará IVJ (x) al 

pago para el jugador) e~,Í~ prutidá t del juego extensivo, es decir wi (?')=IVJ (.t) y 
'• '._ . .,. : ...... '' 

w(T)=w(x). · · .; 

Denotese. como, T* eÍ conjunto·, de todos los nodos terminales del juego y como T* al 

conjunto de partidas; se· puede construir un juego estratégico que "represente" al juego 

extensivo. 

1 ~Vcrsiún tomada Uc Krcps lSI. Este ejemplo se verá más m.Jclancc, en moJclos e.le mcrcudos. Aquí sólo se 
ilus1ra para mostrar las cslratcgias de un juego t!:<lcnsi\'o 
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Deji11ició11 2.J.J Sea r. 1111 juego ji11ito en forma e.tte11siva, cuyo co11ju11to de jugadores es 

N. La forma 110r111al de res el juego estratégico I'= (N, (D1 iJ • N· fu1} Je N), co11 D¡ el 

co11j1111to ele estrategias ele j e11 r, y 

11 (a) = L P (.rla)w(x) . 
.11&T• 

En forma equivalente .11( aJ. '= L · P (r: /a)w (7:) 
· - · . · · .«:;· r•T• 

Es decir, w1(a)'es.~l pag() e~perado para el jugador j en el juego extensivo cuando todos los 
'¡ ., 

jugadores implementan sus estrategias designadas por a. 

En un juego· infinito no siempre se puede construir la forma normal, se necesitan 

condiciones sobre los elementos del juego para convertir al conjunto de partidas en un 

sigma anillo y estudiar, para que cudu perfil de estrategias puras determine unu distribución 

de probubilidud y pura que exista la esperanza de pugo. 

No siempre es conveniente pasur a lu forma normal a un juego extensivo, pero a través de 

ella se pueden definir equilibrios de Nush en estrategias puras y mixtas y el máximo 

asegurable par; cada jugador. 
-.. (::;'·.:-.:·:'.:.' ;\', ·. 

Deji11ició11 2.J~ Sea Ó111·J11ego- exte11sivo ji11ito, u11a ~strategi~ mixta X 1 del jugador j e11 

r esu11a es;raf~ÍJid'.Xii.~fJ~;;'é1.~~fltid~d;·s11Jor11Í~·;,~17;w/. -. - .-. . -

Una estrat~gi~'!'i1·S;.t~,~~~¿\f'n :Jtgaél~r en ·~1 jú6g() ~xterÍsivo finito r especifica una 

distribución d~'p}~b~bjtld¡{d sobre ~l conjunto de estrategias puras de ese jugador en el 
,. ' r' "\ ~ t- L;<';' · 1 · • ' . 

juego r. Un per'rÜ de estrategias mixtas en un juego extensivo I'especifica una distribución 

de probabilidad sobre e.l conjunto total de estrategias puras en el juego r. 
Para los juegos infinitos se tiene que construir un sigma anillo en el conjunto de estrategias 

puras para poder definir estrategias mixtas corno distribuciones de probabilidad en ese 

sigma anillo. 

Deji11ició11 2.J.5: Sea I' un juego extensil'o qtte tie11e fomia normal, e111011ces a* es 1111 

eq11ilibrio ele Naslr e11 estrategias p11ras ele r, si a* es un equilibrio ele NC1s/1 e11 estrategias 

puras ele s11 forma 11omwl. 

.-~~~~~~~:-:-:------

TES l S CCN 
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X* es 1111 equilibrio de Nash e11 estrategias mi.rtas de r, si X* es un equilibrio de Nash en 

estrategias mixías de s~ form_a _nonÍtal. 

V¡ es el mcí:timo as~gllrabl~ de!J11gáciorfe1! r, si ~~ eimáXi~o asegurable en su forma 

al ""' ·.. . .(.} . ','; ,·_-:¡,:,: .,;/.'. ·'' ·\· '· ·: 
norm~ ~.. _·- ·: ·<r ·:· · :.('.~~:, --,,~'.<:·: :·.::·:--.r )(~;;: · .- ::.:.:·1:-··:;::'.:~ ~~:--. ~·;:~:'.f/~~ r,::~-;~-~~ ·-15fi: :.~~i-~~~-/~·.::}l:!'.>J'._- ;;· 
Cons1derese otra vez el Juego del póquer s1mphficado·en forma extensiva. 

' ~""· .. '· ··>· )~: .• _.· •\\~.:;.: ~:;:.~:~\'.'.\':;.~.~/;:'.:~'·: ;-:~:·, ·~··_:,_ -
' ' .. : '-~-~: ··: '. - •_, ' ~ :·.·. · '::: •;~u~:., (';:<X :: , . . '' ~-:'.'· 

a 

(-1.l) 

p e p 

(l.-1) (-2,2) (1, -1) (2,-2) 

Fig 2.1.6 Juego del póqut:r en fonna extensiva 

El conjunto de eslrategias para el jugador 1 en el juego en forma exlensiva es D1=( (a, A), 

(a, 0), (d, A), (d, D) }, donde la primer letra (la minúscula) significa la elección, cuando su 

carta es negra y la segunda (la mayúscula) _la elección cuando es roja Cuando al jugador 2, 

le toca decidir, no sabe si el jugador 1 tiene cartaroja o negra, sólo sabe que ha doblado su 

apuesta y en e~as condici~nes debe ,decidir· si. conocer o pasar. Así, el conjunto de 

estrategias para el jugád~r. 2 é~~b~~~{c;l~¡ donde C denota la estrategia conocer, y J> la 

estrategia Pasar, cu~nd~.l d~~i~ l~u~~~·~f~;;; La forma normal es: 
''.\.: ,_-jui;Dd·~-~2-

Pasár · Conocer 

(a.A)[ (0.Ó) 

(e1.D) (0,0) 

(ti.A) (l,-1) 

(c/,lJ) (l,-1) 

(0,0) l 
(.5,-.5) 
(-.5,.5) 

(0,0) 

Formu Normal del juego del póquer 

45 



' ¡ 

1 
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~: .. ~. ·,. ·l 
::·~i~ ·"· ":: ¡ 

f;.-:'.:.. 

~f;~~;: 

;·,,; 

Examinando la forma normal de este juego, se puede deducir que el jugador 1 no usará sus 

estrategias (a, A) y (d,'A), pues cualquiera que sea la elección de 2, 1 ganará más con (a, D) 

y con (d, D) que con las otras dos. Pero se pueden decir más cosas, se pueden buscar los 

equilibrios de NaslÍ en lafornía normal, en este caso no hay equilibrios en estrategias puras, 
' ·-.•,<r···. '·' 

pero existen uno. en ~strlitegiasmixtas. 

Equilibrio. 

Si los jugadores ~sc~gen.las estrategi~ mixtas (p, 1-p) y (q, 1-q) respectivamente se tiene: 

Para el jugador. 1 

p(O) + (l -p)( J) = ;S(p) + ( 1 -p)(O) 

l '" p =.5p 

p=~/3 

Entonces 111 estrategia mixta es (2/3(á; D);.l/3(d, D)) con pago esperado E1 = 113. 

Para el jugador 2 

q(O) + (l.:._q)h5) !:: q(-1) + (1-q)(O) 

O;Sq -.5 ;:·~q; 312q = 112 

. :<J = 113 
··:·:,,_>> .: 

la estrategia mixta es (l/3P, 2/3qc<;>~\iago es~e~ado E~= -113 •• El equilibrio es ((2/3(a, D}, 

l/3(d, D)), (l/3P, 2/3/C)) .. 

Considérese la fo~a nb,ím~l , c:tei~j~~~~· de las firmas de pilas. Las estrategias de Pilas 

Alcalinas son PU, Mo; f NA; Pilris Er;ergía Íiene tres conjuntos de información cada uno 

con 2 estrategias po~ loqu~ell t~tal s()n S las estrategias. El juego en forma normal sería el 

siguiente: 

(E.E,El .· 

PU [(380,-250) 
MD (400,100) 

NA (0,0) 

Pibs Encrsfa 

ci.E.NÉÍ · CE, NE, E> (E,NE,NEl (NE.E.E) 

(380,-250) (380,-'250) (430,0) (380,-250) 

·· c400.100> (800,0) (400,100) (800,0) 

(0,0) (0,0) (0,0) (0.0) 

Forma Normal dt!I jut!go de las firmas de pilas 

(NE.E.NE) tNE,NE,E) CNE.NE,NE) 

(430,0) (430.0) "'"º'] (400.100) (400.100) (800,0) 

(0,0) (0,0) (0,0) 
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Los equilibrios de Nash en estrategias puras son cinco. Si el jugador Pilas Alcalinas escoge 

la campaña PU entonces el jugador Pilas Energía puede ya sea utilizar (E, NE, NE}, (NE, E, 

NE) o (NE, NE, E) con los cuales obtiene las mismas ganancias de cero. Pero si Pilas 

Alcalinas escoge Mb entonces el jugador 2 le conviene elegir (E, E, E) o (E, E, NE) con la 

cual obtiene un pagode 100. 

Considérese el siguiente juego 

Fig.(a) 

Observese que el jugador 1 tiene en su primer conjunto de información dos estrategias; si y 

s2; mientras que en su segundo conjunto de información, como el juego es de información 

perfecta, tiene dos opciones s' l,, s'2, por lo que tiene cuatro estrategias en el juego 

completo. El jugador 11 tiene un sólo' cÓnjunto de información con dos opciones, por lo que 
'1 - ·,· 

tiene dos estrategias. Su forma Ílorniui es;. 
'· :' 

(i, 

(s, ,,,,;,'s' i) [',(, 3,2),, (2, .3. )] (S¡, S2) (3,2) (2,3) 

(s2 ,s;) (4,1) (0,5) 

(s2 ,s;) (2,3) (3,2) 

Fonna ~formal de I~ ftg (a) 

Este juego no Úene equilibrio en estrategias puras, pero si en estrategias mixtas. Dado que 

al jugador le da lo mismo ~sur (si. s' 1) que (si. s' 2) se elimina alguna de ellas. 

Existen diferentes maneras, de calcular el equilibrio y algunas de ellas son más apropiadas 

que otras o son únicas; Para juegos de 2x2 el mejor metodo es el de cruz gamada pero la 

situación se complica cuando el número de jugadores crece. 

En el juego anterior, el jugador 1 debe de elegir aleatoriamente entre (s1, s' 1), (s2, s' 1) y (s2, 

s' 2) de tal manera que obtenga el mayor pago. De la misma manera el jugador 2 debe elegir 

aleatoriamente entre t1 y t2• La suma de las probabilidades de sus estrategias debe ser 1. 
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Para calcular el equilibrio se puede usar el metodo algebraico dando una probabilidad de 

cero a una de las estrategias del jugador 1 y trabajar.~ el juego
0 
com~ si, fuera de 2x2 . 

jugadores. Este método podría no ser el indicado, pero probem()s:. · ... 

Supógase que X 13 =O, y sea p la probabilidad que se le cla:~ X11.§(j;:';";) aX12 para el 

jugador 1; el jugador 2 le da una probabilidad de q a x2ly (¡':::'.Jj ~ )(i~~~·s~''b~tien~ X 1 = 

(4/3, -114, O) para el jugador l, lo que ~s suficiente p~raict~s~riit;i;¡'J;§~.~t¡'é ninguna 

estrategia puede tener probabilidad negaÍiva. · · · :.:[:{•'¡;p~fa~{1;~~M'?:<> 
Ahora, sea X12 =O, el jugador 1 te~drá las estrategias X 1 = d'1~·(~i.;I·J;~c);1·1i2cs2. s~2)) y el 

jugador 2, X2= (1/2 t1, 1/2 t2). Cada jugador obti~neun ~ag~ ~~~,r~d~~~·s/2/ · 
Por último, sea X11 =º·el jugad~r 1 tendrá las estraie~ias }(i ~'(O;'Ds(~i; s•:). 4/5(s2. s'2)) 

y el jugador 2, X2 = (3/Sti, 2l5t~). El jugdd6r 1 iib~·iené un ·pag~ e~p~radci de 1:its y el 
jugador2 de 13/5. , ·<::.·.>·_,.:. ..·.·:·,·>:\· .. " :.':.;, . . . ,, .. .. 

Se puede ver que el equilibrio es cuando X12 =O, ya q~e ~l jugador 1, al usar cualquier otra 

estrategia su pago no mejora. De la misma forma pasa con el jugador 2. 

Para juegos con más jugadores es imposible usar este metodo. Para estos, existen 

algoritmos más sofisticados tales como el de Scarf( 1973) y Wilson( 1971) 

2. ~. Algoritmo de Zermelo o inducción hacia atrás 

El algoritmo de Zermelo13 o inducción hacia atrás para juegos finitos y de información 

perfecta es el siguiente: 

l. Se inicia con todos los nodos terminales del árbol que tengan un nodo padre común. 

(nodo que los precede ) Si B es el nodo padre encontrado, B es un nodo de decisión para 

algúnjugadorj o Bes una jugada de.azar .. 

2. Si B es de algún jugndo~j,·s~ é~C:~entra la decisión óptima parn dicho jugador j el) el 

nodo B. 

3. Construimos un nuevo j(1«;go qu~·b.~;,.i tod~s los vértices mayores que B, aristas, pagos, 

etc y que tenga co~~ vért'í~: te~i~~l'a'~~~~ tÓdo lo demás el nuevo juego coincide con r. 
.' ..• f:>C . . ·, . 

13 En 1913 se establece el Primer tc~~~ma d'~ tC~·;{~ ,JCjucgos conocido como el "Teorema de Zcrmclo". Este 

1corcmas cstahlccc que el ttjl!<lrcz está cstriclnmcnle dclcrminn<lo. es decir~ tiene un sólo perfil <le pagos 

imtivi<lualmcnle mcional en cstrntcgius puras. 
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4. Asignar un pago para cada jugador en 8, de la siguiente manera: 

a) Si Bes del conjunto de desi~iones del jugadorj, sé asigna el vector de pagos que estaba 

en el nodó final elegid~ po~j. : 

b) Si, .. den~~~i~it~tf i~t~~~~~g~r;~u;. , 
5. Se tiene ahora·mi'núevo:juego,'con;menos,nodos;,que'.el.original. Si este nuevo juego 

, ~· •:i,,,t:..-·:·,· .<fr~?1i_GA;'..'.:J_:~·~~-'~,.:~d.:K0c',~~f,~2:~~~-;y;,t.::..,::;:'.'-~'-~.:1{;·4l:'?t~;.;.'¿::· !:'.::-~:· :· :._'.._~:·.:··, >- _, . , , 
consta de un .sólo1 nodci~ el prciéésode iridui:ción háciil atráS ha terminado . .. ;> \- : ~'~?~,\,"":·~:1,,,~;; ·l1 :;i:i.:- :~{'.'~·r:;-:·-~;~~-:'.-S'::>~f--~/>.· ~'.:A-,~ ·:~:...,.:4 ;-·· ;:_t~:;·: ·;·:·- ~~ ~--!·· : '·'.·. • : •. · • :· -

6. Si el nuevo.árbol.aún iiené'más de úíi"noC!ó;•tinbiá'nodos íeniiiiíales con un padre común 

y se ~ei~.icia .~!.f~~~~l:f ~~.~~r~:~1~~gl{~t~;-;f:;:~;~~:.·::.'.:,f'.;)·,\';,' . . . . ' 
7. Para cada jugador ji se construye)a e·strategia qué'a'cada s/, es decir a cada uno de los 

. ··· ·: · ·.;_ .. ·. ·::{r~; ;_.;:-:~'..:-·:-':·,~~:r:;,:> .. :•f~-:~·-':·;·-.. tt-:~-F ;'.1 :.-·, <'<~-/·· .. > )· .. - , _:<· ' .. · -;~ , 
nodos de S¡, le'asocia'él'el(únentÍ{de/fcque' corresponde al óptimo que se encuentra en 
alguno d~:(()~:p~sb~·;,.;~;;·;· \\.'. .: . <;:·· ,;, 

Considerese ei sigllienie juego,i 

(6,6) !8.3W.8l l-1.4> !3.8) !5-~)(0.10) (1.6) (8.3)(10,0)(5-~l (6,l)(4.4J (6,l)(l,6J (2.2) 

Fig: :?A.Ju Ju-:go e.\h:nsh·o dt? Llos etapas 



.. 
';:· .. 

En este ejemplo de dos etapas, los nodos de decisión corresponden al jugador 11 y en cada 

uno de ellos debe busc_ar su decisión. óptima.•- Por ejemplo en el primer nodo, en la 

alternativa etiquetada con C, t_iene un pago de 6, mientras que en la segunda un pago de 3 

por lo que la alternativa _Ces.Ja deéisión óptima en ese .nodo. De la misma manera, en el 

nodo 2 la alternativa C tie~e nlejcir pago. q~e ·D, entonces esta es su mejor decisión. Asi se 

continua con todos los nodos d~ de6isión del jugador 11 de tal manera que el árbol quede de 

In siguiente forma 

11 

A 
A

·,_. __ .. ·.,· 
. . 

o co_:c,o 
. ['\,~ 

!6.6) (3.8) (3,8) · 10.10¡ ·· ¡s.Jr:;'. <5.5J · (4,4> (1,6) 

·~ '• : . ,\:";_ ? ~ ~ .• 

Ahora al jugador I debe elegir su decisión óptimÍ{de la misma manera: para el primer nodo, 
'···· .... , .. ¡· "' . 

la alternativa C es mejor que D dadÓ q~e 6 esjnejor que 3 y nsi sucesivamente. El árbol 

queda de una sola etapa. 

'ti 
-e~? 
/ \º 1 "\ 

C6.6) (3.8) (8,3) (4,4) 

Fig ~.-l. l Juego c.\lcnsh·o a la primer \!tupa 
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.. ~ 

Este es un nuevo juego, con nuevos nodos terminales y con ·los nuevos pagos. Si se 

continua podando se tiene qui: el mejo~ pag~ para eljugadorH es (3,8) y (4,4) de cada nodo 

de decisión y para el jug~dorI (4,•0 es mejCir que (3;8). Entonces ( 4,4) es la decisión óptima 

:::::::::: ~·~~~1¡~~~~~~~í&~~'.',/a/go,,,mo do ~noo/o 
construye 1111 equilibrio de.Nc~'.J~i!fl ~st~c:te~fª~ ¡ií1r°;f :'' · : r •·· 

Corolario 2.4.3 Todos losj11~g~s finitos de inform~~ió~peifecta tienen equilibrio de Naslz 

en estrategias puras. 

Sin embargo, el algoritmo de Zermelo sólo funciona en forma segura para juegos finitos y 

de infommción perfecta. Para los demás juegos infinitos y/o de información no perfecta, el 

algoritmo se puede generalizar sólo en algunos casos que se irán examinando a lo largo del 

trabajo. En los juegos infinitos, en algún paso del algoritmo, se pueden encontrar algún 

nodo de decisión de uno de los jugadores que es padre de vértices terminales, pero en el 

que no exista óptimo. 

Cuando en un juego de información perfecta existen partidas infinitas no se podrá analizar 

el juego directamente con Zermelo pues nó tienen vértice terminal. Se buscan formas de 

remediar el asunto pitra algunos casos, por ejemplo Rubinstein [ ) estudia juegos para los 

que se pu.ede co.nstruir una sucesión de juegos, sin partidas infinitas que "converge" al 
. ,·: ., . 

juego oi'iginril, suponiendo que en cada uno a cada uno de los juegos de la sucesión se 

·puede aplicar Zermelo. se obtendría una sucesión de equilibrios de Nash, si esta sucesión 

converge, se demuestra que el perfil obtenido es un equilibrio del juego original . 

Por otro lado en cuanto a juegos que no tienen información perfecta se abordarán pasando 

a la forma normal pedazos convenientes del juego original y construyendo un algoritmo 

que generaliza el análisis de atrás hacia delante que significa el algoritmo de Zermelo. Es 

decir, se buscan los equilibrios de Nash en estrategias puras de esos "pedazos de juego", el 

problema es que no siempre existen equilibrios en estrategias puras y eso sería otra falla 

del algoritmo generalizado. Con estrategias mixtas se tendrá mejor suerte. 
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2.5 Subjuegos. E<1uilibrios de Subjuego Perfecto en Estrategias Purus. Gener111iz11ción 

del Algoritmo de Zermelo. 

Reinhurd Selton, introdujo el concepto de subjuego. Un subjuego es esencialmente una 

parte de un juego extensivo I'que cumple todas las propiedades para ser un juego 

extensivo. Para que unu parte de un juego pueda considerarse en sí misma un juego, todos 

los jugadores saben cuando ellos están jugando dicho subjuego, es decir no confunden 

ninguno de los nodos del subjuego en cuestión con otros nodos que no pertenecen a él, 

cada conjunto de información que contiene un nodo de decisión del subjuego no contiene 

nodos de decisión que no sean párte deLsubjuego. Un subjuego tiene un nodo inicial, el 

cual que se llamará una ~u.brJí¿fol Ju~go r. Los' nodos del subjuego serán la subraíz y 

todos los n()dos mayÓres que éstJ:. ' :: , >'.X ';.• < ; •. ¿ 
,-· : . ,.'. ···. \· :,-···. /r: ... _ :;~ .~-· ':·, ·:J..:>·_,J.f,_~·t.··.:;\'~; I:~·t-;>'_i·j~; ·::!'¿·,,~·- :-;:;;}'._.::. ;. ·.-. ;- ·, 

Un subjuego del juegc:í extensivo es un juego· que pue'de.defivarse dé este cortando todos los 
·.· .. \ .,, ~ ·>··:: .:/ ~·· :·~;:_,,·~'·:·~~-".~\\;<,!,::~\'. )\!:ff,, )!\~~' ,-.;.:.~'.-'i,, :.:: \' .. : /:. . -

nodos y rutas que preceden a la sUbraízx y: haciendo: este ·nodo In raíz del juego. 

· . > .. /. ::/ i;1. é~f sl. . ?~~i;;~¿\t~;vtW:'..[Jf ~. -.~ . . . 
Definición 2.5.l: Se diceque I's~:puede c?rtarSe1i él n°;d? x,;sip~ra todo conjunto de 

hifon11ació11 ski q11e_com+e~,Í~fJ'%;(;~~~JÍ:t~~~f:j~{:~1J,~~~~§.~~~}o~ces z~.\'. 
En un nodo.\' en donde I'se pueé!~'cortar sé,pu~Cl~·deflilirºéi subjuego r. de I'que empieza 

--· ···-:::·~:~:~:~-~J.!~~.i,·;-~('~~,;~.:~·t{' .':··.>;: :¡1:;,-.:·,._ • .. ; . 

enx. _)·\,;: . ~E~/ ::::·:·, _,~:.. ;':·r, .. 
-~-~Y~:~}:~; ;· :~~:~:::· .. ::,.~-,: --:-,~ _., 

Defi11ición 2.Ú: Séa' .i 11ii'~i~~loécloll~~ f se puede cortar .. El s11bj11ego I'.. es el juego 

~::l;Í:O:~;j;~\~~~}j~[;'.->. ,. 

Sn,={ y E v:~¡J;E So} 

La distribu~iÓn de. P.icba~ilidad en el conjunto de alternativa~ de un vértices de azar de r X 

es la mism~ ~lle ~n r.'( 'i 
Para todo jugador j, S•, = {y E V, I YE 8', j=l.2,..11} 

S,/ .,= Sk.i pura algú~ sk.J dejen r. Es claro que los nodos de Sk·ison mayores o iguales 

que.r. 



·! 

T,, = {y E Vx I y es 1en11i11a/ de I' J. Las partidas de I',, son trayectorias maximales de I' 

que empiezan en x, 
I ·~·· 

~::c:nj;~:t~s·.~~fo~.ii:~·{'~i~·-\;'[~é~t:~.~,:~~~f:,~~~~·r~~!~t-,~fnJ~f ~~~~~A~E e.~.·r.. ·• 
Estas condtctones. ~~s dtcen que e)conjU~to de jugadores; el orden de jugar, el conjunto de 

posibles accio~e~.~~;1~~~f~.~~i{~~~~~;I§~€~~~~~~;~~~J:i~f~~;~~t~.if:~1~~o~'preservados en el 
subjuego. Un subju~go.de'I',pueéle no,ten·~r:~odos;etiq~eüidos/o,n'la etiqueta de alguno de 

los jugadores. 'JecÍ;:;:,~~ed~·~ér)~~ig,:~¡:~~Í'~g~~~'¡Ji{'(t~:·~a~o en r., tendrá un pago 

para el.jugndor j. <<> .. :~ ~·5:::{t'~ ·.~~ . 
~< ~ ·.;:.·, 

Cada juego es un sub juego trivial de sf mismo; " · :'(¡· . ' 

Un subjuego de juego de las fi~as de piltÜ se rrlueirr~ en la siguiente figura 

.• 

Este subjuego coO\ienza con el Ítod~ 02 ;e incluye los.dos nodos terminales subsecuentes 

T1 y T2, las dos aris;as entr~.¿sdstresriod~s; yjospago~ ($380, -$250) y ( $430, SO). 

En los juegos de i~f~'nnadÓ~ perfect~; ta( co~o e~te j¿ego. cada nodo no terminal es una 
- . . '' '., .. ,~ '" . , _,.·,. ~ 'º,' .. , ..... -~ .• '.' ·. ·:· ',' .. '. , '. . "., -, ' 

subraíz posible. En éámbio enlosjuegos dé infóÍmáción no perfecta, existen nodos no 

terminales talc.s ~~~ ~6'~~r:.:1~.~~.~~[~~s/~o~¡F¿~. P~r ~j~mplo en el juego del póquer 
simplificado. el vértici;;';B no puede ser raíz, ver figura 2.1.2. 

Cuando un juego I'se corta en un nodo x. no sólo se da lugur al juego extensivo r .. sino 

que el resto de res, a su vez, casi un juego extensivo, si se le agrega x y un pago en x se 

obtiene un juego extensi\'o completo. 
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Definición 2.5.3: Sea x 1111 11odo donde· I' se puede corltlr y el 1111 vector en R". El juego 

corlCldo e11 ;c con pago d, Il.r:(d), eSéljuego e.~ten;i~o ~iguiellle: 
V1.r = (V- V:,)U {.t} 

U1x= U 
~.· :,:~:);· 

,. :.···\\:.,_<~-: . - .. ':··· 
SO/x=f y E Vi:clYE··soj ~-?·,~:· '. ·:-:~~ .. ·~ -''-< ·-~ 

. :·: ,, __ : .. --~;<·.:}t· ·.F-~:"·-~ ··~_: .. _,,~·- .· : . 
La distribución de probabilidad en el conjunto de alternativas de un vértices de azar de 1/., 

;::: =~~:t:i~t~.:~ti~~J~~'.;,:,l¿S¡ •.j=l,2, .. 11 j 

Sk 1 1., = S~;} p~~~;~l~~1..t~k},if1~!;~~'T: Es clllro que los nodos de Sk' 1 no son mayores o 

iguales que·~· ~/;:',-. ..';~.'- :-- :'".;'' 

T1 ·' = {y i: V1 .. 1 y e~ te°'7i/i,;~/ 'a/r 6'F:..tJ. Las partidas de í1 ,, son trayectorias maximales 
i.·p_,.- ,_ 

de í que no pasan por xy r,'; la tráyect0riaque une a U con x. 

w1 .. = w /~-'para las partid~ci~b-~if~¡i~~f~(i~}yw1 .di:,J = d 

Una estrategia a1 del jugado~ j ~{~~~/[JWdJ~r~~ri dominio en la familia de conjuntos de 
: . _- ,,_. ~)··;:>:W~;;-:;¿:~~)~~~;~{,_,:-;tf::.:·-· ·-~:-· 

información de dicho jugador, entonces tie11e'sentidohablar de la restricción ele tJi a una 

subfamilia ele co11j1111tos de ,itifofJi¡,j¡iJ~}¿J~~~~J~'~;~;;~a ~n juego r en e_I nodo .t' y se 
, .'\:~,:·:·.:/::/., ~::~·:::~\:w1::;~:.~.s.u~:'·~~:; : ...... : .. , -

obtiene el subjuego r .. ' restringiendo Jns estrategias deljugador j en r a los conjuntos de 
:. :.· ... --... :·--:-:""'.· -: :'·· ;'·'·~: ,--~;J;_\'~· -~/?,l-;?,;:,-:.·.':,':.::" :··;;:_ ,, . -

información de r, se obtiénenestrntegiiis'dej~n'r,·y'restringiendo las estrategias de dicho 

jugador en r a los conjuntos~~- illrbrril\i~ai/d~}:;/se ~lltienen estrategias dejen II.,. 
'-_,_._ ~·-_ .. ·:.~:;~ -~-:~:+·~?< -~;·'. 

Deft11ició11 2.5.4 Decimos que a~'. mi 'eqilÜibri~ de Naslt e11 estrategias puras de r. es un 

Equilibrio ele subjuego perfecw ptÍro~:;;_ ~~;,ij~~o 11oc/o x, en donde r se puede cortar, la 

restricción de ª*a r, es un equmli;/o'.;1[fta,s1t de este s11bjuego. 

Si se tiene un juego que se puede cortar en el nodo x, y ai* es una estrategia dejen í, y 

'-' Í al"'* es una estrategia del mismo jugador j en í 1 ., se pueden componer en fonna natural 

<· · .· Í al"' y al** para formar una estrategia de í. Sea (al"'· al**) dicha composición. 

1_'""""""'' , .. ' 
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Todos los conceptos que se han intrnducido e.n esta sección .son válidos tanto en juegos 

finitos como infinitos. 

Proposición 2.5.5 Si Tes .un juego' extensivo que sé: puede cortar.'eri •• él nodo X, ª* un 

equilibrio de Nash en 'rr'~ a~~ Ü~/~~~ill~~~;;~~·>N¡Jh eri "r}_;(,áa•)), entonces la 

co~posición ra•. ª**)es un c:~~iiib~d d~·N~,~~~} '.(> • .·· :;? 
Demostración: ·::.; : .. ·. 

Sea a~=(CJ"*, ª**). ,.'· 

Para cualquier estrategia al del j~gador j ie~emos ' ·.••: .· ··' .. -. ..· ... ,• 

Es decir O'~ es un equilibrio de Nash en r QD 

Para construir un equilibrio de Nash de subjuego perfecto, se utiliza la técnica de inducción 

hacia atrás, es decir se generaliza el algoritmo de Zermelo. 

Algoritmo de Zermelo Generálizado: 

Sea run juego sin partidas infinitas. 

1. Si r no se puede cortar se pasa a 5, si se puede cortar se identifica un nodo :e tal qué I'x 

no se puede cortar 

2. Se considera la forma normal de r. y se encuentra un equilibrio de Nash de I'x 

3. A :e se le asigna el vector de pago correspondiente al equilibrio encontrado en el paso 2 . 
. ·· -· . 

4. Se reinicia el proceso; desde l. con I'=f/_. 

5. Se encuentra la forma normal de I'y un equilibrio de Nash de dicho juego. 

6. Se componen todos los equilibrios encontrados y se termina con un perfil de estrategias 

del juego. 
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Si en el proceso de ,llevar a cabo el algoritmo con un juego r, se encuentra un primer paso 

que no sea posible. s~ di~e que el algoritmo fracasó.-

Es claro, que si el algÓ~itmo no frabasa~ construye un equilibrio de subjuego perfecto. 

Como en uÍijll~~o'cte'fnfo~aclÓn pe;fecta finito. el algoritmo nunca fracasa, se tiene el 

corolario slgui~~¡~·:~~f:J'~J,;:.::fr -.-_ ;···~- , 

~:.::::ti":};ll~~~t;,k1'.° fio/lo d< iofo~od6' p•if"'º '''mP'" ''"" "" 

'"'·. :\>/~'.::''·,,· 
>" ·.·. ·:·; ~-- '·''" 

- Obsen•acÚn: _N~ todo dq1~Úibri0 de Naslt en estrategias puras de 1111 juego extensivo es de 

s11bj11ego j,~:}e';;t¡;'p,l_1ro/ ' 
En cuanto-a los eqÜilib,rios en estrategias mixtas que siempre existen. cuando la forma 

normal _es tini;a;-lo q~e no quiere decir que en otros casos no exista, se podría construir un 

algoritmo de Zermelo generalizado y el concepto de equilibrio de sub juego perfecto mixto. 

sin embargo, t~abajtl¡' con el concepto de estrategia de comportamiento es mucho más fácil 

de manejar, pues no, requiere que se tenga en mente la forma normal del juego completo, 

sino se describe en cada conjunto de información. al estilo de las estrategias puras. Las 

estrategias, mixtas y -las de comportamiento "coinciden" en el caso de los juegos de 

recuerdo perf~~Íó que es el caso que va a tratar este trabajo. pues los juegos repetidos son 

un caso pmticulai- de- éstos. Será en el capítulo 3, en el que aparecerá esta problemática y se 

finaliza este-capf~ulCJ cÓ-n algunos ejemplos de juegos que representan famosos problemas 
- - -

de estruct~rad~ merendó. 
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2.6 Juegos de mercado 

La teoría de juegos es una disciplina que permite modelar contlictos económicos en forma 

extensiva como una alternativa u los modelos trudicionale;. Alg~nos de los modelos de 

mercado más interesantes se presentan u collti~üri~ió~. 
r/::·t;.-· 

-· - ~-. " 

2.6.1 Ejemplo: .Juego del patente 1z1 

Situémonos en el rumo de productos electróni~os: Existen dos fábricas interesadas en Iu 

producción de DVD' s. Cada una debe decidi~ ~ué Úpo d~ DVD producir. Una de las firmas 

es potencial activo en el mercado, ya tiene experiencia y prestigio en el ramo; la otra, es 

ingresante 14 y nueva en el campo y fabricará su producto con la mejor calidad al nivel de la 

primera. La primera se llamará "ocupante"; la segunda, "ingresunte". 

La firma ocupante entrará ,primeró ul mercado, con su diseño y tendrá la opción de patentar 
'' ' 

su producto.' La putente''da unaprotección legal contra la imitación, pero esto no es 

suficiente para c~itar queiu segunda firma produzca un diseño igual o parecido. 
'. ,· -.·. ,.- .· .. 

En cúalqÚiéra de ,Ios}os casos., píuente o no patente, la segunda firma debe decidir si entrar 

o no al me..Cndo~"y sielltru, que diseño producir. Las decisiones de las firmas quizá lleven 

u una guerraq~~'"qli'i'fa Úegue ~ I~ corte., Sin embargo, debido u que el éxito en la corte no 

puede asegurar~;;,1a'''f}°j,;;~ 2 pÜede correr el riesgo. Si la entrada ocurre y la imitación se 
. - .. '-• . <~··- --· .. ·' -

produce, la firnui I: debe decidir si demandará o no u la firma entrante. Dudo que el litigio 

es muy cru-o'~ ~l"é¡¡lt~nopuede asegurarse, la firma ocupante puede decidir racionalmente 

no demandar. Ef úi-ból de juego es el siguiente: 
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ocupanll! 

no~ar 

~~ ;~t' :ffi.:::,m 
($5.5.$4.8) ($14.5.$0) .. ·.~·····.·..... ; ..•. · ... ·.· .• >.· .. · .. 

no'dcmandar... '_, · ·. ·. ·. dcm~d~ .· · 
'. ''' ' ' ·-: ~ : . ' .. - ' 

e • ·, .1 '.· •• •. ·.: 

($8.5.$3.2) .. ·.A· ... :: . :· . 
. cnlr~~r~ ~~·~,- :~ :/:~-'.'·. : .. :~·~u~ante gana 

' 0.5 ' > 0.5 . . ' 

·¡s7.5;2.2L . · CSI0.7,S-ll 

Flg 2 .. 4. I Juego .extensivo del patente 

-- ·- ' 

La firma ocupante comienza el j~ego eligiendo' sil1lultá~eamente la complejidad de la DVD 

y si palentará o no.su producto: Subsecuentemente, la firma 2 elige si entrar o no, y si es 

así, que tipo producir si· 1a firma 1 deéide no patentar su producto, entonces el juego 

finaliza. El juego también finaliza si la firma ocupante patenta su producto y la entrada 

ocurre, ento.nces esta tiene la opción de demandar a la firma entrante. Si no hay demanda, 

entonces el juego finaliza; pero si la en1rada ocurre existe una probailidad de 50% de que 

gane cada quien. 

Si utilizamos el algoritmo de Zermelo, se observa que el pago de equilibrio es (8.5, 3.2) y 

se da cuando el ocupante decide patentar y no demanda, mientras que la frima 2 decide 

entrar. 

Cuando se producen conflictos eii los 'tribunales, el resultado no es seguro, lo que hacen 

enton~es lo.s participan.tes ~~·n· ud .. conniCto es considerar las estadísticas de lo que ha 

' ocurrido en: la historia i~éie~te de c~n'i'lictos semejantes y dentro del modelo, al llegar el 

.. momento ~e deci~i<)n,d~1Ias.WitÜ~da{tégales, se introduce una jugada de azar, antes de los 

vértices finales cóll ~Js ~Ó~¿~';;~i~dti~os. · · 

· i.a No se cunfum.la'cl ••Jngrcsantc" de este mo<lcl" con el di! Stackclhcrg. Aun4ul! el modelo es en forma cicrla 
similar. el inh.:ré.i de el jul!go lle patente es precisamente d tlc pah.:nlar el proUuc1a. 
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2.6.2 El Modelo de Von Stackelberg181 

Este monopolista afronta una curva de demanda de pendienté negaiiva. · 1maginese que si el 

monopolista fija el precio p, la cantidad demandada q está dada por.p{q¡) = 13 >¡] con un 

costo de es e= q1 + 6.25 para q1 >0. Es decii:,texisteúri co~t6' 0njé);d~'.6.2Sjr un cósto 

marginal constante de 1 por unidad. .·~··· ·:.; ¡;·f,,'id~}';;;~i·!_~~'~lf;fJ·'t!i'~ÍJ;;~r;·ir: ·. . . . . 
En el modelo del Cournot las firmas eligen los _nivelés de'.pioé!üc'ción q( para el jugador i. 

: _-·, · ;< !. i·.':\'..·-.-_·\~1·1. !:',;'.[~~-~-;(i?,i--;;::)~~ic~;·;,:é~:·-~~;;·.1.'d:·:.~>. _'.' :~¡-.;·; ' ·, 
Para el juego de Stackelberg, el jugador) :elige'ifi' p'í-imifro;;:eLjugndór 2 observa antes de 

':·,. ; \·:;·_e 7\ .. ·_'·: ::,•/:;' t-ri·:1rf:1¡]~ .\·~·';:_'i;,;-, ._ .. .r-'':, ·,· --... ,· 
hacer su elección q2. La teoría convenciomiI;del; rrioriopolio diría.·. lo siguiente: si el 

monopolista produce q unidad~s; su ingr~so í~t~(;~~{( Ú~ ( q 1 + q2 ))q1 - e, de modo que la 

función de pago para i es · .:. 

ll¡(q Í;q2) = {13~(q 1+ q;)]q¡ e q¡ • 6.25 ................................ (a) 

Se tiene enfonces qu~ las e;tratégias dé la fimla 2 pueden mapearse cr2:Q1 ·> Q2 (donde Q1 

es el espacio factible parri q;:Y Íbelespacio de q2). Mientras que las estrategias del jugador 

1 son q I • Dado el perfil de estrat~gini; pur~s. el res.ultado es el vector ( q 1 , c;2( q 1 )) con pagos 

111 (q,, a2(q1)) 

El beneficio total para el jugador :Í es·: 

[13 -(q¡+ qí'J]q2. q2. 6.25 
··,: .é :··: : 2 

= l Jq2 •lf 1 ll2,· <J2 • l/2 • 6,25 

La maximización de esta expresión en cí2 significa igualar a O la derivada del beneficio total 

'12~q,~2q2,;, o 
l/2'= )/;(q;}·;.'6~qí12 

El jugador 2 observa la elección deljugadór.1;'6 'sea i¡j antes de elegir q2• Para el jugador 1 

entonces se tiene 
;·,~ : , "'-- . ·. '•' 

., -.c.' 
·1;. 

{13 • (<J / :¡. Q2)}q¡ • lJ¡ • 6.25 

= 13q, -e¡/ ·q¡ (j2·<J1 -6.25 



.,. 

De igual manera se maximiza 111a:cq1 111 (q1, ri (q1 )) 

Pero qi = 6 - q1/2 entonces, 

12q¡ - q ¡ qi-q/ e 6.25 = 0 

J2-q2-2q1=0 

q¡.= 6-q2/2 

q¡ '=: 6-(6-q¡/4) = (24 ~6 + l/I )/4 

= (1,8 ~,q¡)/4 
·'q,:6.: 

L~ .. ,rn.,gi~ ~' do! j,g,do• 2 « ,¡,g;/~2t~, ,¡ ,,;,,¡ q, q~;~'"''~• - ; ,.,,., 

~:;~ª~f~5j:i~~i~tli1tt~tt~l\t'J~~·~?\;: 
· 111 (q,, qz) = [ 13,~Jq 1 .. + qz )]q¡ ~ q1;~:.6.2~.':'f )2q1 ~.q/q2 .~·qu~ 6:25 

-. .. - .. : . .'Lf;.:;;.;:~~i;:.Jf,i~;fü;!"3á'1(fr:···;:~;:'.i;r. ::·: .. "'·)·,·~:· .. ··· 
con un beneficio de,11.75 'esfr1'considci'ándo':las 3 unidades producidas por la firma 2. 

. ,. .' .,·: ·~:·. ·:.': .~:'.-¡.~.-~t~:: . .:;f;1;'.~':<~TI~.~:~'i--¡E¡f.'.::::..:~~~~F~l¡-i};::.\i·.,_:y,'· -·fii::-r· ..... r;:. __ ./.; -.'.~ -._:., ·-\-; . 

Mientras la firma 2.si planea'producir q2 unidades, obtendrá un beneficio de 
~'.·~·- )y::::· .. ~:,:~--;t~~:~¡).'?:{~;:'-:-i'.~'._~~:;.:;.:.x·.:·.?·:::- .. ··,f:::.-.-~<.'·,_ .'. ,' . :.· 

.112<q,, 'lii'#í 13~'<'1/+.cúJJqi·- q;->fi.25~-12qí- q, q2·- ql - 6.25. 

· ·••· · • • . •
1 ~'.:i:i~J.~~r~1:~):t:¡:~::;:: ·\fz; :'. · · '.'., :.· 

Entonces con q2~ 3 los b_eneficiossonde 2.75. · 

En ca~~i~. s\ el; ~b~Ü;~I¡~¡~;~,i~J~~~1~//7 unidades entonces la firma 2 produce q2 = 512. 

La fi~m~ 1:6bt:i·~~;~;6Xri~'rt;;Ji;~:¡~~"ci~~8·:75 ~ientras que el jugador 2 con beneficios netos 

iguales o/ . /;:Wi'.!ü~:!~~~tj,:~(<?·;> ·, .. · 
Si el monop°'iistá '~%c1.'.íc:'c:;~~:~w u~idndes en lugar de </ I = 6 le cuesta una unidad de 

beneficio,·~;;.é~ii~~;i\&J~t);'qÜe. ~btendría si produjera la cantidad óptima de 6. Pero In 

producción de' 7 úiiici:ictes impide la entrada, y la preservación del monopolio genera 

mayore~ bcneflcios ~ la~go ~faz~ que extraer hasta el último centavo al mercado en el corto 

plazo. 

Veáse el modelo en forma extensiva: 
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Monopolistn 

·· .••.·. 1lnnAgre ·n1e •. · • • · 

No .~f .. ··. "\~ira 
(29.5,0): •... ··~··········y~···· (29.75,0) 

~.¡ q~=y; ~ q,= 2=2.5 

lngresante 

'°~!\·· 
(28.75, O) 

lngresante 

(7.7'.· .2S) l9.:?5,·0.0625) lll.2S,0) (10.1.25) (11.625,1.30 (IJ.:?j. l,15) (1.7S.2.75) (13.15.2.68)(14.7,'\,2.5> 

Flg ~.6.2 Juego extensivo del modelo <le Von Stackelberg 

El monopolista mueve primero, escogiendo su cantidad. El ingresaste observa esta elección 

de cantidad y luego decide si entrará y, en caso afirmativo, qué cantidad producirá. 

2.6.3 El Modelo del patrón y los trabajadores IBJ 

El juego comienza con un trabajador B que decide si acepta o no trabajar para el patrón A y 

éste decide si lo explota o no. Si el trabajador acepta y no es explotado el pago para cada 

uno es de l; pero si B decide trabajar y A lo explota, el pago para Bes -1 y 2 para A. El 

juego es una secuencia de trabajadores que toman una decisión en cada periodo de tiempo. 

Supóngase que A no juega solo con B, sino con una secuencia de B; primero con 8 1, luego 

con 82, y asi sucesivamente. Cada B esta interesado sólo en su pago por esta interaccion 

con A. En c~inbÍ~ .. p~ra·A, un resultado es una secuencia infinita de resultados. A evalua la 
. '"''.;' "' ·. ,. . . 

secuenda i~finiÍ~ de pagós u/+ au2 + a2u)+ ... para algun número a e [0,1], y es crucial que 

el empl~adó_}3~ ~~a~d~ ~~cid~ sobre su empleo con A, y esta consciente de la historia de A 

respecto al ííato que otorga a sus trabajadores. 

Lasigüient~·figura se ~Jestra las primeras etapas: 
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•··•·· ·1"0." :: ::a·. 
"~"··~~·; ~~~~it;;<·i!•h l''' . . .. . . 

•.· ... Flg 2.6.J Juego e.icnsivo del modelo' de Von Stackclberg · 
•,'-:,· .. .·_>/,:.·· .• . 

Este es un jue'g~ de informnC:iónperfeciÚ c'c;~pl~ta C:oll ll~~~r.o infinito de jugadores, A y 

todos los Bn y el lirbol ;;omplet~ es de partidas inflhitds ~~11 uónfuncion de pago para cada 

jugador y'para cada posible secueni:iu infinit~ de acciones. 

B2 sabe si B1 acepto trabajar o no para A, y en caso afrimativo, como fue tratado por A. 

mientras que B3 sabe todo esto acerca de B2 y B1• Dado que el numero de jugadores es 

infinito las estrategias para Bn es 23•·
1
, y el numero de estrategias para A es infinito. En este 

juego no se puede aplicar la induccion hacia atras porque el iubol no es finito; no hay nodo 

final para empezar. 

Equilibrio de Nash 

Un equilibrio de Nash se produce cuando A explota a todo B que se emplea con é~. y 

cuando todo B se niega a trabajar para A. 

Otro equilibrio consiste en que en la etapa 11, si A no ha explotado jamas a un trabajador en 

el pasado, la respuesta de 8 0 es aceptar el empleo y por otra parte, en cuanto A explote a 

un trabajador, el siguiente y de ahi en adelante rechazar el empleo. Si A ha explotado a un 

trabajador en el pasado, entonces no tendra la oportunidad de explotar al trabajador 8 0 , 

pero incluso si por alguna razon obtuviera esa oportunidad explotarla a 8 0 , porque de todas 
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maneras nadie volvera a confiar en él. El perfil de estrategias descrito es un Equilibrio de 

Subjuego Perfecto. 

Resumen 

Sin duda alguna el trabajar con juegos' extensivos permite un análisis más detallado del 

juego. Además de que la inducción h~citi'atrás o Algoritmo de Zermelo nos dan la solución 

de estos juegos, aparecen los eq~iÜtírios,de súbjuego perfecto, tan importante en el análisis 

de los juegos repetidos que es el,tema del capítulo siguiente. 



.. ~: 

-~2~~-~:::~ i:L~:2J.~~~ill::1f~&&i~~~~~~+i~~l;~.s~~~~~trz~V0:~~~~~~1t~~g~z~~;;;tt,~!1Jfl!S~~:r:/~rt;;-r-~~~i/~;_i:!::.·:;.~.i-:~ 

SEGUNDA PARTE: 

Los Juegos Repetidos y la Conjetura de Coase. 

Conceptos de los juegos repetidos finitos e infinitos, con enfásis en los infinitos. 

Comparación entre los equilibrios de Nash del juego ·estado y el juego repetido Las 

estrategias de comportamiento evitan tener que pasar todo el juego completo a su forma 

normal. Los teoremas de Tradición Oral aseguran la existencia de un conjunto de 

equilibrios de Nush del juego repetido inesperados si sólo se considera el juego estado. 

Análisis con el uso de los juegos repetidos del comportamiento monopolista en el mercado 

de bienes durables a través de dos modelos' diferentes. En este contexto teórico se puede 

estudiar adecuadamente la Conjetura de Coase'. Teorema de Tradición Oral respecto a los 

pagos del monopolio. 
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Debemos sumergirnos en 1<1 e:cperie11cia, 
y luego 11e11sC1r en el si¡.:nific.:ado Je ésta. 

s; sólo reflexitmcunos .\' 110 l'il'imos, 
nos mlvt:mos locos: si sólo ~·frimos 

y tJO reflexioncmws, somos irrac:ionclles 
Goethe. 

Capítulo III. Los Juegos Repetidos. Los Teoremas de Tradición Oral 

3.1 Planteamiento del Problema. 

Muchos de los juegos contemplados anteriormente, y otras muchas situaciones reales 

requieren de interacciones repetidas. Se Negocia, una y otra vez, con el mismo empicado, 

repetidamente se compran o se venden los mismos bienes, diversas firmas tienen ante sí, 

periodo tras periodo el problema de conveniencia o no de entrar a un mercado a competir 

contra un monopolista, los países deben renegociar. año tras año, sus tarifas o aranceles. 

Cada uno de esos conflictos, cuando se realiza una vez, da lugar a un juego, pero la 

situación es muy distinta si se repite vez tras vez, se tendrá entonces un juego repetido y el 

resultado puede ser muy distinto en uno u otro caso. 

En muchos juegos de una sola vez, como por ejemplo el dilema del prisionero, los 

jugadores racionales hacen a un lado las ventajas de la cooperación, en ausencia de 

medidas coercitivas que obliguen a respetar los acuerdos previos al juego. Sin embargo, 

esta dificultad puede desaparecer cuando el juego se repite. En un juego de 2 jugadores, si 

el jugador 1 falta a su palabra sobre un acuerdo previo, y el juego se repite en más de una 

ocasión, entonces el jugador 11 tiene la oportunidad de castigarlo por su acción. Esto puede 

conducir a que el jugador 1 decida escoger no romper acuerdos si los beneficios futuros que 

se derivarán de la relación de cooperación continuada con el jugador 11 pesan más que las 

ventajas momentáneas que se pueden obtener al romper por una vez el acuerdo. Enton.ces 

hay un proceso de autorregulación en el juego, sin recurrir a la coerción externa. 

AJos juegos que se forman con base en un juego "estado" que se repite en más de una 

· . ocasión se llamaránj11egos repetidos. 

Los jugadores tomarán decisiones en cada período consistente en el juego estado, y los 

pagos de los jugadores en el juego repetido serán la suma de los pagos en todos los 

períodos. 
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En los juegos rcp&tidos, cada jugador puede tomar en cuenta. en un período dado, la 

experiencia de los períodos anteriores. En estos juegos, los jugadores tienen muchas más 

estrategias que en los juegos que se realizan unasola y~~. Cuando en un juego repetido, en 

cada periodo los jugadores actúan de acuer.do a Jn equilibrio de un juego estado, se obtiene 

un equilibrio del juego repetido. P~ro 1d·;;¡;~ti'¡;j¿~<~~ J'~ jJégó puede introducir "nuevos" 
·- -'- ·;. :::.',-: 

equilibrios, es decir, equilibrios que no se obtienen porjugar con un equilibrio en cada 

periodo. 

Dentro de la teoría de. juegos repetidos, existe un tipo de teoremas a los que se les da el 

nombre de "Teoremas de Folk"2
• Estos teoremas describen algunos equilibrios de subjuego 

perfecto a los que se les puede calificar de "eficientes". 

Como se decía en el capítulo anterior. en los juegos repetidos no es usual construir la forma 

normal y pensar en estrategias mixtas, sino en estrategias de componamiento. que se 

definen· para los conjuntos de información, en forma análoga a como se procede con las 

estrategias puras. Para esos juegos, los dos conceptos coinciden. Por ello, antes de entrar al 

tema de juegos repetidos propiamente, se introducirá el concepto de estrategia de 

comportamiento, se caracterizará a los juegos para los que este concepto es útil y se 

generalizará el análisis de atrás hacia delante o algoritmo de Zermelo para este tipo de 

estrategias. 

3.2 Estrategias de comportamiento. Equilibrios de Nash en estrategias de 

comportamiento. Juegos de recuerdo peñecto y algoritmo de Zermelo 

Una estrategia mixta de un jugador j en un juego extensivo I'detennina una distribución de 

probabilidad sobre el conjunto de estrategias puras de j. A diferencia de esto una estrategia 

de componamiento de j en r determina para cada conjunto de información de j una 

distribución de probabilidad sobre el conjunto de índices asociado a dicho conjunto de 

información. Es decir una estrategia mixta considera los piunes globales que significan las 

estrategias puras y las probabilidades que dichos piunes determinan sobre las punidas y se 

olvida del juego extensivo. En realidad es un concepto propio de la forma normal de r. En 

2 Los ··Teoremas de Fulk o folclore·• para juegos repetidos alirma que si los jugadores son lo sulicicntcmcntc 
pacicn1cs entonces los pagos factihh.:s e inc..li\'hlualmcntc racionah.:s pueden alcanzarse por un cquilihrio. La 
intuicidn es que el hcncficio ..¡uc obtiene un jugaJor al desviarse es menor que el que se ohticnc si sigue las 
estrategias Uc CLJUilihrio. 
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cambio las estrategias de comportamiento son en sí mismas planes globales para el juego 

extensivo, al estilo de las· estrategias.puras. Sólo que el tipo de.planes que construyen las 

estrategias de compo~arni~n~~ no determinan en. cad.~' conjunto de infünriació'n uno sólo de 

los índices permitidos; si'no. d~ci ~ú~~~n· dar;~eso p~~itiv6 a ;.r;ús ·el~ udo. d~ ~stos • índices . 

. . ;;t;,;,;~-%~~·~:/)~:;~?~fü.:.,·f i. ; •. ~;·.. .·· .. : · ••. ;;:·;·)~ '.;'.·.¡:itt:~:ti[~:,h;.:; . . . 
Definición 3.2.J.- Dcido/úii _;juegO'.;·'e~ríensivO)I', ·-. 'iliia c~·eStTati!iia_:; dtiJcOl11pártamie11to del 

· · ·~·.' ·, <<·~U .. Aj''-'.~·>;:~·;;~·~,-~·11(:/',";:~~c;l~·i':{ '~/.;,,::, ?S.~:.· ·.;\;~~~.; -'.;,·}_;~}~~··:·;c~~:~.~~:-:!?.f;·.:·;~;:r::f:~P :;;.~: ,-; ._ '"'.:.·~.-- , : 
jugador j en I'á 1111afimci611 clefinidaé11,láfainilia'déconjuntos de i'!fonnaci6n de j, de tal 

•;;"•m •"' 
01 ::•j~t¡~;ii~lf ~i~f~;:Jf t~it~1~1(~~,,f ~•blfldad" 

Un perfil de estrlllegias de .. c(J_mppr,tamfe1~1()'p:es 1111 e/é111ento, .. e pr(Jd1tcto.·cartesiano de 

::·:::·;;:~·~:~!il~f }~f 1~~1~t~l~r~, ... rorobiHWW 
entre Jos vert1ces.: finales;'- SI 'eLjuegoi.es .fim10·,o _en .el .espac10,de· ·~hrÍidas si el juego es 

·· ":"ÍID,<"i{r.~t~f iJil:fi~1if '~~~~íti!~,t;··· 
Definición J;2.2 Dddóúi1piúfilclé .. es1rá1égias)le'coi11pdrta11íie1110 b,· ra esperanza de pago 

::~f ~f 1~~f ~!~f ill~ll;i~~~f ;.r.r;:: .. :.:.::~ 
· En una estrateg1_a; de.·:c_om¡:>l).rta1111ento~de,_ un_· ador;)as_ ¡probabilidades elegidas en Jos 

conju'ntoK~~~W&~ifü~~¡g~~~~;~~:ii~~~~.~J~~ · ~;tJr~:gff i· · 

El conjunto de perfiles. de estrate ia(de. cOmpo.nam1 el juego extensivo r se puede representar 

romo .: :~t;~¡¡¡i;;,;~f¡:~~~i( . . •· . . 
donde.!/ es.el ci:mjunto'de:altem:.ítivas·d1spom es:en.el conjunto de información S, S* es 

~' .. ;.~.·;·:, ; \:,':'if,~;.c:.:<:·~~·~_;.';.:>.:;. '.;~;~·~(-:<'.;~i:~tt::~~~~~~/?.:.~i<~~~-!:C/\~ii{:~\~-(~- ··.: 
Ja unión de tod_ós lcis'conju'ntós He inforrnaci~ri'.y~~·:~s úna distribución de probabilidad. 
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Considérese el siguiente ejemplo, 

Flg. Ca) 

. . . 
Las estrategias de comportamiento otorgan en cada conjunto de información del jugador j, 

una probabilidad a cada elemento del conjuflto d~ .Ínclice~. p~r: ejemplo en el primer 

conjunto de información de I puede darle Vz de pr~babiliqnq a ~ 1 y ~ de probabilidad a s2 y 

en el segundo conjunto de infocrn'aciÓn p'ued~.durte' ~ ele p~ÍJb~bilidad a s'1 y l/z de 

probabilidad a s'2. .. , 
:.·}~·;, 

El conjunto de estrategias puras delju~adorj\;·,¡(s1,·s·1 ),Jsi;}2 ); (s2,'s\), (s2. s'2 )}, 

cada estrategia mixta es unn distribució~iae· ~~obabiÍi~~d ~'n dich6 ~o~j~~;~: La estrategia 

de comportamiento anterior dn como res'uií~~du~~ p;obabilÍd~d·f á6'iA' para' cada una de las 
'''•· · .. , ___ .............. -··.'·- . - •' 

estrategias puras deljugadorj como ocurre con'·iaestrategia mixta(•;.\. \4. I¡.\. 'A). 

Así la estrategia de comportamie~to ((pl/~ p;), (;2. J. p2) detennina In misma probabilidad 

que la estrategia mixta (p1pi. p,( /-pi); (l~;1)P2, ( l·p¡)( l-p2)). 

Por otro lado. pueden existir estratégÍn~ mixtas distintas que tengan el mismo efecto que una misma 

de comportamiento, en el ;entido d~ q~e dacln una estralegia pura del otro jugador determinan la 

misma probabifülad en los vért.ices.·finules'. yéase este otro ejemplo. 

1.1 

.·(2,3) (4.1) (0,5) 

.. Fig. (b) 
' . J ·. ' . 

Aquí el jugador II°tiene cui11~0 estrategias puras: 0
1
2 = (t¡, t¡), a22 =(ti. 12). a32 = (t2, t1) y 

cr~2 = (t2, t2). Ahora considerense dos estrategias mixtas x 12 = (\4, \4, 1A, \4) con 

probabilidad de 1/.\ cada estrategia pura, y x2
2 = (Vz, O, O. V2) con probabilidad de l/z para 0 1
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y Vi para cr4
2. ambas estrategias mixtas tienen el mismo efecto que la estrategia de 

comportamiento tal que b2 (S21) = b2 (t2 / S22) = ( V2 , Vi) o b2=(( Vi , Vi), ( Vi , V2)). 

En el juego anterior, además, dada b¡ una estrategia del jugador j existe una estrategia mixta 

que conduce a la misma distribución de probabilidad sobre nodos terminales, supuesta una 

estrategia pura para el otro jugador. Sin embargo, no siempre se puede encontrar esta 

relación entre estrategias de comportamiento y mixtas. 

Considérese el siguiente ejemplo: 

Fig. (e) 

Obsérvese que en este es un juego en el que el jugador 1 no recuerda sus elecciones 

anteriores. 1 tiene cuatro estrategias puras: a 11 =(si. s'1), o-21 =(si. s'2), rr\ = (s2, s'1) y a 4
2 

= (s2, s'2). Ahora considérese la estrategia mixta x1 
1 = (Vz. O, O, Vi). En el juego anterior, 

dicha estrategia, supuesta una estrategia pura para 11, tenía el mismo efecto en los vértices 

finales que la estrategia de comportamiento b1 =((Vi, Vi) , (V2, Vz)). 

Pero en el nuevo juego, b 1 no es "equivalente" ax 11: Considérese la estrategia cr2 = t1 para 

el jugador 11. Entonces (x11 • t1) genera una probabilidad de Vz del nodo terminal 

correspondiente a (s1 , t1 , s'1 ), y un Vi para el correspondiente a (s2, ti. s'2 ). Sin embargo, 

ya que las estrate.giaS de comportamiento describen aleatorizaciones independientes en cada 

conjunto deinformación, (b1 , t1 ) asigna probabilidad de 1.4 a cada una de las cuatro rutas 

(s1 , t1, s'1), (s1, t1 , s'2 ), (s2, t1 , s'1) y (s2, t1 , s'2 ). Entonces ya que s1 (o s2) y s'1 (o 

s'2) son ~Ieee.iones hechas por el jugador I, la forma estratégica x1 1 puede tener la 

propiedad de que s1 y s2 tengan probabilidad positiva, pero s'1 se juega cuando se juega si. 
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estrategias de componamiento no pueden producir esta correlación en ejemplos como el 

último que ha aparecido, ya que cuando el jugador 1 decide elegir entre s'1 y s'2 en su 

segundo conjunto de información, él ha olvidado si eligió s1 ó s2 en su primer conjunto. Si 

se cambia el juego de tal manera que sea de recuerdo perfecto (particionando el segundo 

conjunto de información del jugador I en dos, correspondiendo a su elección de s1 ó s2). es 

fácil ver que cada estrategia mixta es equivalente a una estrategia de comportamiento. 

Lo que hace la diferencia en este problema es si los jugadores recuerdan o no sus jugadas anteriores. 

Los juegos de recuerdo petfecro so11 aquellos en que.todos los jugadores recuerdan sus decisiones 

anteriores. 

Formalmente: 

Deji11ició11 3.2.3 Decimos. que 1111 juego exte11sivo r es de rec11erdo perfecto, si para 
cm1/esquiera dos vértices A y B del jugé1dor j y tales que AS B y A e s;1 y Be SJ', 
entonces SJ' ¡;;; L~, donde .L, .··es el conjunto de' vertices mayores o iguales q11e aquellas 

alternativas de 1•értices de S~' q11e tienen el mis1no Indice E:. 

Para los juegos de recuerdo perfecto> se tiene d sigJierÍie teorema 

Teorema 3.2.5: En 1111 juego de rei:uerdd ~eef~'~:t~~Úa; ~"¡,i;;;iteglc;smixtas y las estrategias 

de comportamiento del jugadorj det~~í1Íl1'c:iz'/,Vi;;J~;¡,~' p;~b~blUdad sobre el conj1111to de 

partidas, supuesto c11a/q11ier pelfi/ est~~ll~gia; ¡,,;¡.~; de Íos jugádo~es restantes. 

Demostración 

Fig.(tll 
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El perfil de estrategias puras ((s¡, s'1 ), t2,) no es un equilibrio en estrategias de 

comportamiento. Es cierto que .si . et' jugador lI cambia su estrategia por t¡, en lugar de 

recibir 3 recibiría 2y pcir lo tant? 1() .;;ismo sucedería que cuando el jugador 1 cambia en 

::::::f .~¡f !~~~:~l~~:t~~ :¡~,:,;:,::~.~::::: :,:¡·; .. ::::: 
espera que :el jugador'ehja':t~;··~entonces su mejor respuesta sería elegir s2 en su primer ,: ·: · , > -0 • ,, ;. <.'r:·i,~·~:r~;_/:f(~f~·:'i~~~-; ~{;y:•{'., -.\ -1

•• • 

conjunto de .;irifoin¡ai:ión' Y,;·;, s'.2 en el segundo, es decir existe una estrategia de 

comportamiéni6: .<}~'2!.t~f}j;~:;J~'·i:~\ 
Un equilibrio ~e ~·~:-j~~~l~~~i~ri,~ÍJoren estrategias de comportamiento también es un 

equilibrio en su r~~~~~~~t~~¡¿~:·~~~~l. Así por ejemplo, el único equilibrio en estrategias 
- . . . ~,' . . : . '' . ,., . , __ ' : . - . ' 

de comportamiento deljÜego'exiensivo.de la figura(a)es (Y2 s2 + V2 s1 , 
1/2 t2 + Y2 t1 , s'2 ). ' '·~\-· > ,~ ... ~- '.-·: -", -

Deji11ició11 3.2.6: En 1111 juego e.'Í;e;;~lv~;f:1;f{;~f;,1]'>ei;rategias de comportamiento b* 

'' "" ""//iMo ¿, N~h '0%tf ~{~~Wf~í~f~it .· . 
;::1'.; :;;;<~:..:. -;.- '-· ' 

Dejinició11 3.2.7 Un eq11iÍtb;i~';:d N~sli e11 estr~tegie1s de comportamiento b del juego 
. -· ;,.,_.,,._,. _, . . . . 

tWensfro res 1111' eql/Úib'rio :·c1~" s1ibj11ego pelfecto, si la restricción ele b a c11e1lq11ier 

s11bj11ego de r~s faí;¡¡/~;¡~:¡jd /iiis,,·~,¡ ~strelfegias de comportamiellto ele[ s11bj11ego. 

~ -. ·,::·~--::/.~~Al~-~;~·:;;:~~:: >-¿ . ~_..\ : · 
Para todos los juegos extensivos de recuerdo perfecto finitos y para algunos infinitos, que 

no tienen. I;~ici'~:·t~fl~i't~,: se puede generalizar el algoritmo de Zermelo y sería 

esencialmente igual qlle' en' el; caso de estrategias puras para los juegos de información 

perfecta. C~a~do ~~l ~}~~~it~:~ d~ Zermelo tiene éxito, construye un equilibrio de sub juego 

perfecto. 
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3.3 Los Juegos repetidos 

Como se mencionó anteriormente, los juegos repetidos son aquellos donde el juego estado 

se repite más de una ocasión. Los resultados del juego de una sola etapa o juego estado 

pueden ser distintos a los del juego repetido ya que los integrantes involucrados se 

comportan diíerente cuando se enfrentan otra vez en el mismo conflicto con los mismos 

rivales, como se verá a continuación. 

3.3.1 Ejemplo introductorio 

Veáse como repetir un juego "estado" puede llevar una situación distinta al juego "estado" 

mismo, pensando en el sencillo juego estado r siguiente. 

(1,-1) ·. (1,.1) 
' '.~ • • • ' '.· 1 ) -

0. Flg. 3.3:,1; Jueib iisín~~ ti <Íe una _sola etnpa .. 

Este juego es eide l~;~~~e~;~,.~i.;tf¿~~ti·.~fúii1?\;nt~ii~r. Es un jue~o de dos jugadores I 
y 11 con dos estrategias cada·uno;·,para el<jugador,I{si.s2 }, para el Jugador II {ti.t2 ). El 

- ·,· · .. ·¡ · ·.-.} .. -.:·;'..:·:;~·:.:,\;:;.-;;Vt-);,--:1J.;:~>-<=.;._~,.:,· • ., ~i:'t ';(:{:> .. ~--· . 
único equilibrió'de Nasli'del•juegg:eslel'peí1i1JO'• ,· Vz),'( Vz, V.)). 

-· · _ .. --· • ,-:. +,· !::x /-~-~·J:;-:::;"'::.:?.:::J_<:~{~;~l.'.·::-~~<::::}¡~' :;;.(· ~i·:_:::: · '..-.;. ,· , · 
Supóngase que el juego·Psecrepite;2:ve·ces y los:pagos son la suma de lo obtenido en los 

dos periodos. Óependie~~o ~~-¡~'ill'r~t~~~;'6~'·Ji10~ jugadores sobre el primer período, se 

tendrían variosjueg6sext¿~~i~b~~di~~'i~fafdon~iderense 3 casos: 

En la primera de.ellas, >~ing~'rici<l~ 1~~2'j~gád0res está informado de lo que ocurrió en el 

primer período, cuandojuegaii el seMrido. El árbol sería el siguiente. 
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Fig. 3.3.2. Juego extensiyO de dos ·p~ri~xiO~· donde losjug3dores no n.~u~rdan tO que pasó en el primer etapa 

Su fonna nomial sena' la siguiente , .... ' 

S1S1[(2,-2) ,' 
sos: (0,0) 

S:So (0,0) , 

S:S: (-2,2) 

ti t 2 

(0,0) 

(2.-:-2) 
(-2,2) 

(O.O) 

t1 •• 

(O.O) 

(-2.2) 
(2,.:..2¡ 

(0,0) 

t1 t2 

e-~"] (0,0) 

(0,0) 

(2,-2) 

Fonna nom1JI del juego extensivo. tig 3.3.2 

Que tiene más de un equilibrio de Nash. Por ejemplo, ((1A,'A,1A,'A), (1A,'A,1A,1A)) y 

((O,V2,V.,O), (0,V>.Vz,O)). 

Otro caso es aquc!I en el que cada jugador recuerda la elección que el mismo tomó pero no 

tiene información de lo que escogió el jugador contrario: 
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12.-2) (0,0) (0,0) ( 2,-2) (0,0) (-2.2)(-2,2) (0,0) (0,0) (-2.2) (-2.2) (0,0) (2;-2) (0,0) (0,0)' ;· (2,-2) 

Fig. 3.3.3 Forma extensiva de un juego de dos periodos donde el jugador) sabe sus decisiones nntei:iorcs i>Cro no las de su rival 

Una esfrategia .de comportamiento del juego .para el jugador 1 sería escoger u~n terna de 

números del iniervnlo cero 'l, pues con.esto es'taría escogiendo unn distribución de 

probabilidad dentro del c~nj~riiéi de f~dic¿s de cada conjunto de información. 

Un equilibrio en.es;r,at~-gia~\dtgoil!~~riri~i~nto de este juego sería que cada jugador 

otorgara probabilidad ~d ~édl;; ii;gaJa: ürf~'~e las alternativas de cada uno de sus conjuntos 

de infoffit;ci.ón:. : ·~) }:;;; ;.f ~~1::'.·;·;;'rnf~~f:Y{:''t . · · . 
El caso más interesante .al 'repetir,uri jüego'és en el que los 2 jugadores están informados de 

. · .. :· .. '.~<ci,C: -:.'0\:(/:.'),c·<"'~<-~>~1/·'f o;:r~fi\«~{~);~.· '.·: '• 
lo que pasó en· el. prime(pérícidci;:,Eri''general, en los juegos repetidos se supone que todos 

. ,. : . ::· · · -~<.- -.. <· :;.;~ri~,;;,., ;· ... ~~;~.:-:-·,;;·~\~~; .':'.~;~:f~·:r:t'.~fr~~. 
los jugadores tienen la .információ_n de}o;,que ocurrió en cada uno de los períodos anteriores 

, • _ :-¿_, __ · :· ._:::;·,:~. "~~•::_>;f- ... ;.;;i'.._ ':>/''i1{f:/;'.c1'-'.Y·i''f::·f t ·-.: 
y gracias a ello acumul~n·'.~xperienciaf nprendnn de ella. 

En el eje~plo qú~ ~:6'~~¡i'~~~·~ifi;'~~~/;:;i~l Juego de las monedas repetido durante dos 

periodos, el modelo ~xte~~iv~ ti~ne la fo~a de la figura siguiente. 
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A 
~·;", .. 

. ,> ;'-. '.(:·: 

12 •• 2> (o.o¡ lo.o( C-2,.2¡.:(o,0¡'(;2,ii 'c-2.2¡ co.o)lo,o)(.2.2ic-2.2¡ co.oi c2.;2¡ !O.o)(o,oi 12 •• 2> 
'' .' -;~~)i --- ·~>'·<: ~~;~~~' 

Fig. 3.3.4 Formu ~Xll!;1_S1VQ'd:~fa JÜ~-g~ .J?do~ ... ~n~~.s d~nde uni~os jUgadores rccUérdai:i sus:·uectSiOnes anteriores 

La forma normal ~~-~st~j~:go f ~~~a-;na-~atriz de 32 x 32~ ~J~ ~~1~:~esenta como sigue: 
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Eliminando estrategias dominada~ 15 se obtiene la matriz de 8X8 siguiente. 

(l1tl1tl1ol1ol1) (li.li.h.h.td lti.t11l1ol1,t1) (l1,lJohohoh) (h,t1,t1,l1tl1) (1J,ti.l1tl1th) (1J,lhh.lJ,t1) 

(S1.S1 .. 4i1.S1.S1) (2,-2) (2,-2) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (-2.2) 

(S1.S1..S1,S2,S1) (2,·2) (2,-2) (0,0) (0,0) (-2.2) (-2.2) (0,0) 

(S1.S!.S1,S1.S1) (0,0) (0,0) (2,-2) (2,-2) (0,0) (0,0) (-2,2) 

(S1.S:.S1,SJ.S1) (0,0) (0,0) (2.-2) (2,-2) (·2.2) (-2.2) (0,0) 

{S:.S1,S1.S1 .. "i1) (0,0) (·2.2) 10.0) (-2.2) (2,-2) (2.-2) (2.-2) 

(S:.S1.St.S1.S1) (0,0) (<?.2) (0,0) (-2.2) (0,0) (0,0) (0,0) 

(S:.SJt-"iJ,S: .. <;1) (·2.2) (0,0) (·2,2) (0,0) (2.-2) (2,-2) (2,·2) 

Cs: .. <;:.S1.S2.S1) (·2.2) (0,0) (·2,2) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0) 

Algunos equilibrios serían (( 1/8, l/8, l/8, l/8, l/8, l/8, l/8, l/8), 

( 1/8, l/8, l/8, l/8, l/8, l/8, l/8, l/8)) 6 ((0,1.4,0,1.4,0,1.4,0,1.4), (0,!4,0,1.4,0,1.4,0,1.4)); como también 

cc 1.1.i.o.v...o.1.1.i,o.•.1.i.o). ('A,0.1.1.i.o,v...o.!4,0)). 

En los juegos repetidos no es conveniente· pasar a la ferina no;mal ya qu~ como se vió, se 
•' ·:···, ·.-,'.:.:. 

construyen matrices muy grandes y difíciles de trabajar.· 

En estos juegos, los equilibrios se describen .enestraiegins puras o de comportamiento, por 

ejemplo en el juego repetido de dos periodos, un equilibrio· sería aquel en el que cada uno 

de los jugadores da probabilidad un medio a· cada uno de los índices correspondientes a 

cada uno de sus conjuntos de información. 

Para formalizar el concepto de juego repetido, se hará antes con el de historia 

, Deji11ició11 3.3.J: Sean (N, {D1 IJrN, t1¡rNJ..1m/11ego e11fomw estratégica y t =(O, /, 2, 3, 

... }, h, es 1111a historiucle tammio t, si P,úte11.ec~ ;,p ': : :;: . 
. k ;=t~· 1:-i-íf'O,H· 

En el dilema del prisiOner<:l dado ~lgúnperíodo i, existen decisiones previas tomadas por los . -·, ... ' . - .· 
jugadores, es deCir, existi::n~ varias historias hasta el período t. Pnra el período 1, tenemos 

H 1,;,; (((C},{NC)), ((NC},{C}), ((C},{C}), ((NC},{NC})} 

15 Unn cs1ra1egiu dominada se hasa en el supuesto de que el jugador j no escogerá la cslralcgia.t, pues licnc 
alguna otra cstrmcyia y que le tla mayor pago. Así sus rh·alcs llegan a la conclusión Je que es improbahlc que 
j juegue x. 
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(h.1t.ta.ti.h) 

(-2,2) 

(0.0) 

(-2,2) 

(0,0) 

(0,0) 

(2,-2) 

(0,0) 

(2.-2) 



Están son todas las historias posibles en este período y un elemento de H1 es una posible 

historia h 1, es decir, alguna combinación del par ( ( C), ( NC) ). 

''"""~::{((~'ji° 2i~)~~~~).fr~Jfü~~."(~z~.):(Z~) )) 
con 2

4 p~sibleshSt~J~~r.df '.{1~~~~~~ttá~~-;~:i~1~:t.~,{r~~á muchas más historias. 

Definición J.J.2: .. oaC!b'~I j6~~ci:~~t~rii~1~r~ r:·J/ij;i~1;'orepetido con horizo111e finito que 
; : ·::··'· .. ~~-:--~- .-~~·::'(;:i·'f?,Jt~~;:,~i~.~;·(;~;~-.::·?-'YJ.~;:;> J~:-::-_;:j i:-~:-.\9,':~«/::· .. ,~:;>·_·:~-.:·.·'. 

tiene como juego estado'~¡;.: consta;paéa cad!lj enN,'de:; i . todas las historias de un 

.. 

·'/.±•; .. , 
~ ',.,, ' ... -:~ .. 

':?:. ~- -~ •::! ,., '-:, ' '• -

El juego rep~tido):'li1;':f1i~;ii~i¡¡;;;,1¡,nita·'r'r.?~r'i¡/,~;ii~l1~ Í:d/;u,';;,~gJ ~st~do a r y como 
~--. · · ~- __ ·:.~e· :( .. :_:o:~:- -f~~;c.,!i ~(~/;'.(;~~::.'._;::-.!\·:~·-:; -~::·~,_~-;--~~:'._-~-~·:,: :~:: '.r~;_::::;:(:, <i~:;<~-~-~,;, -: .-: · --. : '_. .- · 

factor de desciiei1io ,o pf:.óliabilidad de . co/Ítinúcici611,á /;en (O, 1) consta, para'cada j en N, 

de: • <·· , :.:,1·~~'.2f;;(~, ·:f:'."'.:\~_;t:,~~';E? ·,;;'.".JV,:_io. · 
los conjuntos,'i:i:,W(;·H~~~p; l;Y.,M1,;,'.Jx1:_f/ . .;¿;i\111 y Iá función de pago 
_ _. ~, ;_~;.;.~:.: ,,'.;'¿""~'.:~~/,~.:,,;~:'.I::·';:~c?t' 0\é~·~·;:: ;·}:~·{'.·:i:,:: <'. ··; ';.\:. 
E; :M 1 X1'42)(,;~;X1~t ,?~:~.~~;d_efi.1~f~/'!'~ot11CJ'' ~,.· ,;, ' 

~<'.f. : ·~1i~.\:~'~f i t:·:;;,,; ··•··•··•· .... 
= (t-S)(L;o~";~~{J~J;if~ifür)lx>}.ix 1 c1rc;>>(a 1 )r1 c1icr>( Xa 1 

} •••• x• (/r(rJJ(a• }p 1 (a)J. 

si el límite exisie.·:·, ./' ''''.'.'~·'"'' .... , ,,., ·,,"" 

En ambo~ cas~~. x·lo~ ~lelllentos de ü 1 se les llaman estrategias puras dejen el juego 
¡ ' . ' • . • ' 

repetido, ri1icntras·a los elementos de Kfl se les llama estrategias mixtas de j en dicho 

juego. 
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Deji11ición3.3.3: En un juego repetido una estmtegia X* e .M,; es un equilibrio de Nash de 

cr. o), si se cumple: para todaj E fV, E; <X*)'?! E; <X*l'lS/) para toda 'lS! E .M,¡. 

Dentro de un juego repetido, se. pued~'i::ortar en cualquier historia en forma semejante a lo 

que se hace en los juegos ext~nsivri~ y'c~nsiderar el juego repetido que empieza en dicha 

historia y sería un sub juego del orl.gin~1: Un equilibrio de Nash X* de un juego repetido es 

de s11bj11ego perfecto, si al restringirlo a cada subjuego posible, se obtiene un equilibrio de 

Nash del subjuego. 

Deji11ición 3.3.4 Un vector w de R" es factible en r. si existe un perfil de estrategia.~ 

mixtas de r tal que el vector de pago esperado es w. 

3.4 Juegos repetidos con horizonte finito y teoremas del Folklore. 

Los teoremas del Folklore o Folk aseguran que para todo vector de pago v alcanzable para 

los jugadores y que tengan la propiedad de dar a cada jugador un pago mayor que su 

minmax (o algún otro tope máximo que le puedan poner los demás jugadores) se puede 

construir un perfil de estrategias que tiene como vector de pago v. Sin embargo, cuando 

algún jugador desvía de las estrategias dictadas por el perfil, los demás vuelven al perfil que 

les da su minmax. Un equilibrio que siempre se conservará será el siguiente. 

Teorema 3.4.1 ( Sellen): Si 1111 juego r co11 1111 tí11ico equilibrio se repite 1111 111Ímero finito 

de \'eces, co11struye11do el juego repetido 0 r. e111011ces ºI' tie11e 1111 1í11ico equilibrio de 

.rnbjuego pe1fecto. 

Demostració11: Sea P(11) la proposición que afirma que el teorema es cierto para el juego •r 
repetido 11 veces. Se demostrará el teorema por inducción. 

Sea 11 =l, P( 1) es cierto pues el juego ºI' es r. Supóngase que P(n) se cumple para algún 

valor particular de 11 y considerese el juego repetido 11+ J veces. Supóngase que se ha 

alcanzado la última etapa después de una historia de juego lt. Si el jugador j había 

conseguido un pago Xk en la k-ésima etapa, habrá acumulado un pago total de 

x(lt)=.r1+x2+ ... +.r,, cua.ndo llegue el momento de jugar la (11+/ J-ésima y final etapa. 
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Entonces se tienen los pagos iniciales de r más :c(h) acumulado a la etapa 11+/ y por lo 

tanto las mismas preferencias que el juego original 

Si se aplica el algoritmo de Zcrmelo a la etapa 11+/ que es uno de los subjuegos del juego 

repetido se tie_ne que el equilibrio es el mismo que el del juego estado. Posteriormente se 

puede para cada etapa que queda hasta llegar a P(l) y se cumple que P(11) = P(11+l) para 

toda 11=/, 2, 3, .•. y asi, el equilibrio permanece y es de subjuego perfecto Q.D. 

Este teorema no significa que no existan otros equilibrios para estos juegos como se vio en 

el primer ejemplo. Puede haber otros equilibrios, pero estos no son de subjuego perfecto. 

3.4.1 El dilema del prisionero·· 

Considerese el dilema del prisionero que se describió en los capítulos anteriores, este 

dilema no sólo es una situación interesante, para motivar la discusión de los juegos 

repetidos, sino que en gran medida dio lugar a ellos. 

En el capítulo 1 y 2, sólo se abordó,p~a dosjug~do~es, pero se pueden describir este tipo 

de dilemas para cualquier núme~o de jugadoi~s. El jÚego ;e caracieriza por ser simétrico, 

con dos estrategias para cada uno de los jugadores, una de ellas es estrictamente dominante 

y además en el único equilibrio de Nash del juego, el perfil en que todos escogen su 

estrategia dominante, cada uno de los jugadores tiene un pago menor que el que tendría, si 

todos hubieran escogido Ja otra estrategia. La matriz siguiente es un dilema del prisionero 

para dos personas. 

e 
Prisionero A 

NC 

Prisionero B 

Confü:sB No conlicsa 

(
(-3,-3) (0,-4) ) 
(-4,0) (-2-2) 

Figura 3.4.1 Mmríz de pago en el dilema del prisionero 

Se puede considerar como el juego estado de un juego repetido. El único equilibrio de Nash 

del juego estado es {C, C). 

Considerese, ahora que ese dilema del prisionero se repite un número finito de veces, si se 

desarrolla el algoritmo de Zermelo. se puede advertir que el único resultado posible de este 

algoritmo, para cualquier número de periodos es que cada jugador elige Confesar en cada 

~· ,·;: -;·~ . . ; ·, 
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La razón es inmediata, antes de llegar a la última etapa del juego repetido, es posible creer -''·i 

<~ 
/,_~~ 

que un jugador no escogería Confesar por miedo a que el oponente se tome el desquite en 

etapas sucesivas del juego. Pero en la e·tapa final, no hay desquite posterior posible. Puesto 

que Confesar domi~a a No confesar; amb~s j~gadores escogerán confesar en la n-ésima y 

última etapa, cualquiéra que·h~~asi~Ó~ láhistorÍa previa del juego. Es de esa última etapa de 
. ,· ... '• '···· . - . ·.. . 

donde partiría ei algoritmod~.Zermeló::; ¿, ;, •·· 
Considérese entonces; la ix;~dltiiti'J1eÍ~~·aYf;.mbos fügadores saben que, independientemente 

de su elección en esta etap~~·Ju'gai:án .(co~fe~ar. Confesar) en la última etapa. Por tanto, 

nadie puede ser castigado por juglu- c<:lófesai ·~~la penúltima etapa porque el peor castigo 

que el 'oponent~ puede infligir en la última etapa ~s jugar Confesar. 

Pero el oponente_ ya está planeando jugar Confesar en la última etapa pase lo que pase, 

independientemente de lo que ocurra previamente. Ambos jugadores usaran, pues Confesar 

en la etapa anterior a la última. El mismo argumento se puede aplicar a la etapa anterior a 

la penúltima y así sucesivamente. 

Se Podría haber pensado que el problema en que se encontraban los jugadores en un dilema 

del prisionero era que se encontraban en un juego de una sola tirada y que con la repetición 

los jugadores podían llegar a convencerse de que no habría motivo para aferrarse a la 

estrategia no cooperativa. Pero el teorema de Sellen nos asegura que si el número de 

periodos es finito no existe otro equilibrio de subjuego perfecto. Entonces, si no nos gusta 

la solución no cooperativa que se obtiene, se tendría que considerar un número de periodos 

infinito y es lo que se hará en la sección siguiente, no sólo para el dilema del prisionero, 

sino para otros juegos con características semejantes. Por lo pronto, veáse un teorema que 

es una versión ;d~l t~orema del folklore para juegos repetidos finitos. 

Teorema 3.4.2 (tradición oralparaj11egos repetidos 1m mímerofinito de veces). 

Si res 1111 juego tal que para cada jugador j existe 1111 equilibrio de Naslz G *<J' cuyo pago 

correJpo11clie11te aj es mayor que !!l 1, el 111i1111wx ele j, entonces cada vector ele pago w, 

factible e i11clivid11alme11te racional es límite ele vectores de pago promedio ele equilibrios 

ele s11bj11ego perfecto de juegos en los que se repite k veces el juego estculo (N.(D 1 }, 11), 

c1u1111/o k tiende a infinito. 
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Demostración : Si se establece una fase de premio terminal en el que cada jugador gana 

estrictamente más que su. 111i11111ax y que consiste de. varios periodos. Para hacerlo 

considerese el ciclo de premio <i que ~onsisie enlasucesiÓn de equilibrios del juego estado, 

::~; :;:,:,:;~¡~~~t~~~t!Jff Jb: '"' '" minm~ . Pora "" odo~ro 
Un R-ciclo. es ~n equ,ilibrih',de;¡mbjuego perfecto para cualquier subjuego de tamaño R. En 

este subjuego, e{íi%i~tª''l¡c;stfit~~~ a ~Ualquier jugador un promedio de pago estrictamente 

:::~:~~lif~l~Yi•~·""'°'~'"' "" P'So d• ru moom" "" ª""" 
Consfdere~~·~-.~:"~~~/¡fi~'f~dtlbl~ i~dividualmente racional, a cJ, el perfil que garantiza el vector de 

pagos w. )'·~·k. ~k~~~~;:~;~~fi~le~temente grande, para que j prefiera recibir v1 seguido de un ciclo 
> :, ./,.,t::·i.t;n::\_..: 

de premio terminal,':a· désviarse de esta estrategia para ganar una vez lo más grande posible y .. ,_,, ._, ,.,,::._.-. ... 
coníormiirsé'despUés':i:on su mi11111tLT durante nxK periodos. 

Dada e :>.O;é'xist~'ttalque el ciclo de estrategias {a(r)}, como las arriba descritas, de tamaño 

T-nxK tierie Ún pr~medio de pago que dista de v menos que e . 

Construimos a** tal que los jugadores usan .el ciclo {a(t )}hasta que alguien se desvíe y 

haya más de nxK periodos por delante, si algún jugador j se desvía, en un momento así, de 

esa trayectoria, entonces todos los demás jugadores castigan aj obligándolo a ganar su 

111i11111ax de allí en adelante. Si la desviación se produce cuando faltan a lo más n periodos, 

se sigue con el ciclo {a(r )}. Q.D. 

3.5 Juegos repetidos con horizonte infinito y teoremas de Folklore 

El famoso economista J .. M. Keynes decía que en el largo plazo todos estaremos muertos tratando 

de reforzar la idea de que, para ¿), los problemas interesantes de la economía se dan en el corto o 

cuando mucho el mediano plazo y en este trabajo se habla de juegos que se repiten infinitamente. 

¿No resulta esto una situación demasiado irreal? ¿Cómo puede un individuo, con una vida que 

durará un número finito de años, pensar en participar en un juego que dura un número infinito de 

periodos, en donde cada uno de ellos dura el mismo lapso de tiempo. un año. un mes, un día o lo 

que se quiera"? Supóngase que una persona se pasa la vida entera jugando dilemas del prisionero. 

pero que después de cada periodo hay una probabilidad positiva. menor que uno, de que no siga 

vivo para llegar a un nuevo periodo. es decir que se puede pensar que antes de cada periodo mayor 
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que 1 huy una jugada de azar que con probabilidad 1-p el juego continúa y con probabilidad p, el 

juego se suspende por causas de fuerza mayor (0 < p < / ). En ese caso se tendría un juego 

"intinito", pero realista, pues la probabilidad de que una persona juegue intinitos periodos es cero, 

como ocurre en la realidad. En un dilema del prisionero repetido, con horizonte intinito, como el 

que se acaba de describir, se tendrán otros equilibrios de Nash de subjuego perfecto que no 

consisten en que los jugadores contiesan en cada una de las situaciones que enfrentan, como se 

presenta a continuación. 

Considérese que dos personas enfrentan un dilema del prisionero, con horizonte infinito y 

que la probabilidad de que el juego continúe después de una etapa cualquiera siempre es o 
=2/3. Por tanto, al empezar el juego la probabilidad de alcanzar la etapa t-ésima es (213)'" 1

• 

Supóngase que cada uno de los dos jugadores decide empezar el juego repetido con la 

estrategia NC, no confesar, y continuar con esta estrategia, periodo tras periodo, siempre y 

cuando su oponente corresponda jugando también 110 confesar. Si, por el contrario, el 

oponente deja de escoger NC una primera vez, .entonces la estrategia que utilizará, el 

jugador, de ahí en adelante será confesar. Si ambos jugadores eligen la estrategia que se 

acaba de describir, ocurrirá que en cada periodo _los dos no confesarán y el pago esperado 

a lo sumo 

dado que el beneficio es O, entonces no es conveniente desviarse, si el oponente mantiene la 

estrategia NC. Luego el perfil de estrategias descrita, al que se conoce como "ojo por ojo, 

diente por diente" es un cquilibrio de Nash que provoca que los jugadores cooperen 
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constantemente en el juego .de horizonte infinito. "Ojo por ojo, ... " es un equilibrio de 

subjuego perfecto. 

El equilibrio que se co~siruyó ~onst~ de una forma de comportamiento de cada jugador que 

determina u~a trAyecibri~~;:de~~ad~;:. e~ ~ste c~~ NC en cada periodo, y un castigo, para el 

caso de qüe''~rlQ'.cl~.'í~;:j'~gJct6ii~'~~~·d~svf~'de dicha trayectoria, escoger e, desde la 

primera V~~ q'u~ 'uÍ~~lerÍ Se clesvfa'il~ ~C:'Ést;f~~a de construir Un equilibrio que tenga 

un resultado :~enos ~·~tastrófli:d p~Í; i~~ }~gadbres en el dilema del prisioneros se puede 

generalizarª otros juegos repeÚdos: cJYoj~ego estado tiene ciertas propiedades. 
'. ... - .· ... ··.··::.-· ~·;>·,_ ' .. 

Los teoremas del folklore aseguran q'úe:para un jÚego I'con la propiedad de que existe un 

vector de pagos v factible q~~ dorrii~ii~¡:>~ii d~cÍ~'j~gador a su máximo asegurable (o al 
' ... ',"· .. , .. ,1·, ...... . 

vector de pagos correspondiente á algún e~füiÚí~~· de Nash de X* del juego n, existe un 

factor de descuento (o probabilld~cÍcl;'.~e~~i~'.j~i~ndo) 8 y un equilibrio de Nash de 

subjuego perfecto de cr. a> tal~s:·q~~ ~t~~~i;,P~~ p~gº correspondiente ª este equilibrio es 
V, •. '·"·' .. ·.~.·: ~, .. ·.; ·"'._·~> • ')(:.~<'~~e;~ .... "_,:·,·,,· . 

·._'.-;·-~:' - . ~ 

Aquí se demosirará una \reiSiÓndel tebreÍTia del folklore debida a Friedman y que es una 

generalización direc~~ deÍ_dile~a'del p~lsi6~~ro repetida. Considerese un juego r que tiene 

la caracterís~lca de tal dÚerri~. consis;ente' en que el vector de pago correspondiente a 

alguno de sus eq~ilibdds de Nash está dominado por un vector factible, es decir hay un 
._._ .. _ - . : ._, -

eq~ilibrio relativamente "malo"· en· el juego. En el caso del dilema del prisionero el pago en 

(C, C), Ónico equilibrio del j'uego está dominado por el pago en (NC, NC). Entonces el 

ieorema afinna que existe 8 un real tal que el juego repetido cr. o ) tiene un equilibrio de 

Nash en el que .cada jugado.r 'obtiene v y este equilibrio es un "ojo por ojo, diente por 

diente", al estilo delq~e construimos para el dilema del prisionero. Esto es, cada jugador 
·-· . .,. -, .. 

cooperará co'n los ·d~más: tratando de que se alcance el Vector V, mientras SUS oponentes 

hagan lo mismo, yjugará·can·su estraÍegia correspondiente al equilibrio "malo" si alguno 

de sus op~nentes ron'i~~ ~Ta¿~~~do de cooperación. Se demostrará antes una generalización 

del teorema éi~ Selie'ri16:';,: · · - . 

16 Sellen . pionero de la teoría de juegos, tumhién ganó el premio Nobel de 1994 en economía junto con Nash 
y Jonh C. Harsnnyi 
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Teorema 3.5.2: Si X .. es un equilibrio de Nash del juego I', entonces, xJ (h1
) = x"J para 

toda /11 es un equilibrio .de cr. o). 
Esto indica que un equilibrio de Nash del juego r. seguirá siendo equilibrio de Nash de 

(I'. o) en cada período /1 del juego infinito, y (I'. o ) tendrá al menos un equilibrio de 

subjuego perfecto. 

Teorema 3.5.3 (Teorema de Friedman): Sea I' = (N, {Dij, u) un juego que tiene 1111 

equilibrio de Nasll en estrategias mi.rtas X** y 1111 vector factible v tales q11e v ~ E(X** ), 

entonces existen o en (0, 1) y X* 1111 equilibrio de s11bjuego perfecto de ( r. o), con 

E'(X*)= v. 

Demostración : Como v es factible, existe un perfil de estrategias mixtas X en r de tal 

manera que el vector de pago correspondiente es v. ahora construyase el perfil de 

estrategias X* de (í, 5) que para todaj en N se describe como, 

¡
XI, si 'Vi e N y 'V h(t), con t < k y p(h(t)JX*) >O 

X *1 (h(t))= X' 
x•I (11(0))= X J .V para k = 1.2 .... x•/ (h(k))= " ; . 

' " ~ . ' ' 

X **1 , en c1;~/q;1ier otra historia. 
• ' ,. ,: ' • ' '. ¡.-.>- .,;.,,~,.. • 

--~.';/\. .,.,_,¡:: · i\··- -'.~· ~r. 
A X* se le pued~ ll~mar el .pe~fll ~e'~s;;rrite~i~j~;~j;;·~~riÓjo, diente por diente", se hará 

, ... ·_::'-.:- ·;-:;'- ''.·':''. -~~' ·.\" ,' ,~·;":,¡·'.-:;_f',".1-;·_·-;;/~~-¡/~~~;·~;~:,,.,'._~;-;·::'.'i ··-; 
ver que X* es.un eqúilibrio.de Nash'de:(r;'1>).'qui::iiérie Ílsociado el vector de pago v, para 

" - - . " : ·-; -~ .. ·(,f.'.;.. ...,"• ,« ... ' ::·:~'. --·-- .. :~_; .- ;,c1 : '· . 

~::r:;c::e:~::.t:~i~i~~fégl~. los jugadores empezarían el período O con X y con éste 

seguirían en'ca<la·&~~r~'do;~ues ninguno encontraría motivo para desviarse en algún 
, , ~ ~. · .. -•. "' : r . • 

momento, e_s decir la probabilidad de llegar a cualquier historia que contenga decisiones 

distintas de X sería cero y entonces el pago para cada jugador j sería: 
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E1(X *)= (1-o) I.:0 L,.
11

.,
1111

,ó'' p(h(t>JX>E1 ('1?) = (1-ó') L,:0 0' E¡(-:? )L,.".,
111

,, p(h(t)jX) = 
= (l-o>I.:

0
0' E1(-:?}; (1-ó')E1(-:? )I,:

0
0' = (l-o)E1(-:? X1-ot1 = E1(-:? )= v1 

. . ' 

En la fórmula se ~-~~á ~niitiendo Ías historias con probabilidad cero. 

Si t~do~ los jJglldiires menos el jugador k se mantienen aplicando la ley del talión en sus 

estrat~gias · ?~!'jJ~~dor k decide abandonarla y elegir Y', donde Y' (h(t))= 1t • para t< r 
.: .':-· · .. ·;.:/c,·1;.•.·:· .·· -

y Y' (h(Í>);;. ~!¡;¡~p~ra t ~ T, co11 X !11 , e M, y por lo menos para una h(i) difiere de la 

e~tr~tegia é~~·~i;~~ de k, entonces 

E",(;*l>';)~~c1'~o)c¿;;Jo'v, +o'~ p(l1Ci>l<x*IY'>> E,(xjx;1,,) 

.. ·.···. ,,:;:;,;]~~;;,o:.;,t.;p(l1(t;¡;~*IY'»E,(X**lx:(t))>. 
'(_::·., . . '_,·'_:;.~;;·[~-.·_:\_;_. - :_~\ :''.:'..' ·.'· -.. 

E, (x.~)-E, (f-.'.".IYc~~)~;c1<f o><I.:r., o' <<v, ~ L, p(h(l>¡cx *IY' ))E, ex *1X!"»> 
··:·::~-) --.-.->:>. ~: ~- <,)-,-~ .. ->\;~:_,.; -'f:;'~)->·~-~1_:.._~- .<>---. --, h(I) 

+ó'7(v, _;L p~h(T)E~(il~t1 ri')n ;,:,' . 
- <,~::-: ; :-~:~--. '. .. :.~~~~-'-~/'::<_·-,.~: __ .-:-__ ;;(.~:':.~}~:1'.,:···-;0-,,_::· :>? .. -_:_ ' ' __ :_ : ·: . 
(l-'0,>c.5.r;icL,:~~'.Ci{;.';;,:~}f p~l~<Ol<X*l~'»E, (x *1xt.,,p» 

: · ... ·:-_'. . · _.-_.· - ·-;- ,' .. -.- ·::-_~-~ >-.. ;_~::··:::· h(!~~,·~~-~T ;- · ~·y,:. -~: .: ;. , 
··_. +(1~0X~. -±pc11c6¡(~,~Ji;':"~.@x:p>•, 

. -~- 0~~ 1 cv, ~.E,cx~~~>~f;fl;~~>~fr;Jt~~c1icr>jcx *IY'>E, (-:?IX!mP> ~ 
ó' 7~ 1 ( ~¡w.t E, (-:?¡x.•)~~;(~'~·;¡;))~B((v, _: 1¡w.t E, (itJx• p. entonces . 

. ~ __ e,\t,;_ ·.·. ;-- ',"-:-,':./~;V.":"-'":>.~<':~.: ... ·,.,_··_,.,¿"···:· _X_aM, 

E, (X *)~_E,cX*lr~>:~';O,.~'~fo1:'f.~.E;(-:?lx')-E, (X **)>+<v. - .:\'.CI¡~ E,(glx' p ~ º· 
;''-';e .... ·• . 1¡1axE,(.i¡x•)-v, 

es decir, E1 (X~)'..:E.cx;~[Y'J.;;:Ü~ i >o~ · .f •"'• · ) >o 
,:·;:/··.· .-::· _)!~'.;~E,(-:?!X' -E,(X**) . 

-· '.. ·:< _ .. _,, '-.·-··.'" -
Es decir, si el fact~r dé.d¿~cueni~~85JtiÚace la d~sigualdad anterior, el juego repetido (I'. . - ··> ... -- - - -·- ..... ,, 

ó' ) tiene un equilibrio de .Niisti dé subjuego perfecto que tiene como vector de pago al .,.,_ .. ,, . 

vector v. Q.D. 
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3.6 Modelo de Cournot 

De nuevo considerese el ejemplo.del duopolio de Coumot del capítulo uno; dos empresas 

ensambladoras de automovH~s; La matriz de juego ésJa. sig~ie,nte: 

C ··>Cooperar 
O ··>Desenar Firma 1 e 

º·' 

Flrina 2 ;,. 
e: ... ·o. ·· 

(
. (18,18), (15,20)). 

(20.1.5). ·:: (1 ~.16) 

Recuerdese que. sl e~ta~ e~~~e~~ijt¿~ü~j el jlle~o una ~ola vez; el ~quHibrio de Coumot es 

q1* = q2* = 4·~~1i,~.n.et,~i.~W~i~;~f~.;~J~'.~,~e;~~fr~~º ~s,$1~:.cad~:~¡i~a~:;·~ c.ada empresa 
obtiene un beneltc1os dc.:SI6 millones; ¡:>ero s1 ·ambos Jugadores deciden cooperar en cada 

.. ~·. . ._ {.-..~::::~,:~:-;~~·':'r:~..:,ó,·~-~:::~·:,:.;~~·.:·t~~>-~<::,:::---:.~r'//· .::-. ·:· :~>'_·:,~:·'.i:-·~-- -~-.<-~-. _:_:_; '<·¿._:··~,--,~;>_:·.·:-···<> .. ·;.. . · 
penodo y producen.3 m11Ion~s.de un'.dades, obuenen llna uuhd~dde 18.nullones de dólares 

menos. el fact~r:d~d~,~~~erit~·.e;~¿~~~~pe~i·6~o. · ~é~•• 8.\gÜ~~f :~~,,:i. 1;:\~~i;··)lú~~;··'•.• :: .. 
18 +18(Jli J + ... +18( JliJ .. +18(Jli J +:18<JliL :1-!8fJli ).>.:;•'."'." ............... (G1J 

-:;;'-':' 

Esto daría un nuevo equilibrio, un eqÚilibrio'.~~~peX~ito~:·~~jo ¿~~e pasa si algún jugador 
'· . . ·:.;: ·> - :'\·;- ,..1,,t.•y:··,:_-:·;.':. __ ,}::::·. ' 

rompe el acuerdo?. · :·, ·;;: ,,;, ::,. • · .. ,.. :::» .... 

Suponga.~e ahora que la . la·· firma i • inté~t~~d~i~i.arse en el . periodo t para mejorar sus 

beneficios. Esta empresa obiénd~Ía ¡;~~ ~:tÍJiJ~~~~sis"miílones antes del período en que se 

desvia, en el periodo t bb~~ndr~~s~a~fnifig~~fy;;~~ l~s siguientes períodos 15 dado que su 
·, .· ..... '-· .:-:·~.:<~,;.:·'.~:_:.<,:~:;~~~t.~~·'t:i:::;~t:~/f.,.<~;:l:'., '·. -

oponete jugará el rendiinierító de~Ccíüínéif por)iéínpre. Esto es . 
J ·-::;;-_·_, <-~~.:~,:_,:_."'";;~-¡~:'.·~:~:·~J.-(:-~~~-;o-:./3:i~;;.~y;~:\ ~ · .. -. ·, t+J J r+2 

18 +18( JliJ/~:.:t.;!.~[Y1jJ;'~·7i·~\f?:_?:b:tJ5<.M J . +15( Yi > ................... (G2J 

.. . . · .. ·· .. ··. :·~:·;,·i;¿~~1Jri~i&ti~-;:·~1:~:}2~:··: _ · ···• · · 
Si la utilidad obtenida jugando.· el eqú_ilibrio .dé Coumot es mayor que la obtenida cuando i 

: --·~---,,:···:-~~''''·\.:·.-. ·.:·.~: .. -;.··.···.-·,; \ 

se desvia, entonces no és cóilveriient,e d.esviarsc. Es decir, 

'(;, -a~ =<-2)(Jli/+ <JJ < rir' + <JJ < rir 2 + ... ~º 
=( Yi )' (-2 +3(( Yi) + ( Yi f + ... + )/ 
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( Yi>' .{-2+(3)..lL}> o - . ' 1-}5 

Entonces se tienen las siguientes esi;ategias C)~e son equilibrios: 

l. Cada empresa procÍuce\fü~i~o ~iÚori,e~,~~ aJt~s cada período independientemente de lo 

que haga su oponente. ::,·, ' ':;_:• · ;:, 

2. Cada empresa enviu 3 ~milfo~d~fn'iíe'ntras el oponente haga lo mismo, pero si éste se 

desvía entonces elegir el re.ndifuie'ni~.· d~ Coumot por siempre. Es decir si algún jugador en 

algún período deserta, entonces su o'ponente desertará -por siempre. Esto es, jugará el 

rendimiento de Cournol. 

Resumen 

Como se dijo anteriormente, los juegos repetidos arrojan soluciones que pueden ser 

distintas a los juegos que se realizan una vez. Estas situaciones son más realísticas, y es de 

considerar los Teoremas de Folk o Tradicion Oral que permiten a los jugadores tomar en 

cuenta periodos anteriores y posteriores que les puede conducir a obtener un mejor pago. 

Con la base teórica de los primeros dos capítulos y los juegos repetidos, se puede dar inicio 

. i al desarrollo de los modelos aplicados al monopolio de bienes durables . 
. ·,j 

1 E:~ !S CCN 
FALLA DE ORiGEN 
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A \'t'C't'S 1w bcura compremler 
los prim:ipios genero/es que 

gobienwn la interaccióu eco11omica, 
siuo cuan bien poclamos usflr este 

conucimiemo para resolver sus conflictos 
Afrin Rotlr 

Capítulo IV. Bienes durables y poder de monopolio 

4.1 Planteamiento del problema, 

Cuando una firma es competitiva, lo es en un mercado competitivo al lado de otras firmas, 

produciendo bienes o servicios similares. Una econonúa en la cual existe un mercado 

perfectamente competitivo para cada producto es socialmente eficiente. Sin embargo, tales 

mercados son difíciles de encontrar en la práctica ya que existen factores externos que 

pueden provocar costos o beneficios involuntarios (extemalidades). En algunos casos, la 

competencia puede ser inestable y generar el dominio de una o más firmas que pueden 

eliminar a otros competidores, tomar el control e incurrir en acciones de monopolio. 

La competencia perfecta es un resultado de un mercado en el cual todas las firmas tiene las 

mismas condiciones de competencia, no tienen .barreras para entrar o salir. Los productores 

y los consumidores tienen toda la información relevante acerca del mercado incluyendo el 

precio y calidad del producto. En un mercado competitivo, los agentes no pueden 

influenciar individualmente el. pre~.io en el cual el producto puede ser vendido o comprado. 

El precio es determinado· por' el mercado, Ílsí cada comprador o vendedor toma el precio 
' ',< •• • •• 

como dado. Ninguna firma puedeI_ncrementar su precio por encima del precio de mercado 

sin incurrir en pérdidas. ya c¡ue alg~na_ ofra ofrecería un precio más atractivo para los 

compradores. 

Cuando la competencia ~!\ efecti~a; ia:producción es eficiente, se producen innovaciones 

técnicas y los resultad~s son ju~;os pi~a la sociedad: en contraste, el poder de monopolio 

usualmente es lo contrario, mina la eficiencia, provoca que la innovación sea lenta, cambia 

la abundancia o riqueza de la sociedad en bienestar para unos cuantos y reduce la libertad 

de elección. 

A diferencia de una empresa competitiva que toma el precio como dado, una empresa que 

ejerce el poder de monopolio sobre cierto mercado puede elevar su precio por encima de su 

costo marginal, sin perder a todos sus clientes. Este comportamiento conduce a un precio 

demasiado alto y una pérdida de bienestar para la sociedad. El monopolio es el único 
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proveedor de algún producto que no tiene substituto. Un monopolio du un precio sin temor 

u que alguna firma rival le haga competencia. 

Sin embargo, una firma puede competir contra sí misma uún siendo un monopolio y esto 

puede reducir su potencia de mercado, puede crear su propia competencia. Existen teorías17 

lus cuales dicen que aún con la presencia de monopolios, mercados incompletos y otros 

factores externos se pueden presentar situaciones favorables para los consumidores. Una de 

ellas es de Ronald Cause que afirma que ciudadanos y firmas deben ser legalmente libres 

de negociar algún acuerdo. Él asume que lu interacción de comprador-vendedor provoca un 

regateo que da pauta a un resultado eficiente en el que el precio a que se ve obligado a 

vender el monopolio puede ser muy cercano a su costo marginal lo que provoca beneficios 

para el consumidor. 

Generalmente, la reiteración de la compra-venta produce un vínculo dinámico entre 

vendedores y consumidores. Es más probable que un consumidor quien ha comprado un 

bien hoy,· lo:cornpre',cle riu~v6.1Tlañana. Sin embargo, la situación cambia cuando el bien 

d~ra más d~ un :l'~~~clci (Íiie~dumble), entonces la demanda del bien no es tan frecuente, 

lo que p~rjudic~ al monopolista. Éste debe pensar en qué momento debe vender a cada tipo 
·. . . 

de consumidor para maximizar sus ganancias. 

Se precisará un poco la diferencia entre los tres tipos de mercados que se están 

comparando: El mercado competitivo, el de bienes perecederos en el que hay un monopolio 

y el de bienes durables con un monopolio. 

4.1.1 Economía de mercado 

Una economía de mercado está compuesta por el espacio de bienes y 2 clases de agentes: 

los consumidores y las empresas. Los primeros son aquellos que compran bienes y .Jos 

segundos los que las producen. 

Los consumidores se caracterizan por su psicología ante los bienes y su riqueza. Un modelo 

de psicología del consumidor esta dado por un relación binaria de preferencia ~ i definida 

en /('+•a través de los siguientes axiomas. 

17 Ronal<l Coas.:. además de su trabajo sobre su teorema. fue un analista social buscando siempre el bienestar 
de la suciedud. Vcásc sus truhaju en "Durubitity nnd Munopoly", Journut of lnw nnd Economics 15 ( t 972) p.p 
t tJ-149. Otra teoría relacionada se encuentra en "Durahte Good Monopulies with Rutionul fapectntions :md 



J.Comp/etitttd: para toda.'C, y E K'+. x ~l y ó y ~l x 

2.Reflexividad: para roí/ax,. x ,:d.1 x 

3. Trc111sitividad: six ~l. y,. y;,.l .z '. => X~J .z. 

4.Co11ti1111idad:puratodax~'e .. R\'.J'x· .. eR"~/x~¡x')y{xe R"+/x' ~J x} =>son 

.. ~~··. ::,:);t:~·Y \ ·.::: cerrc1dos 

Si se cumplen estos axiorriiiSe¡isÍ~Ü~~~fÚn1ÚÓii de utilidad continua U¡: R+ n -->R tal que x 
·· -:;·.' ... '.·:; .. ~:··.:.'·~·).:7;.,_;'.f\.:,1 .: ;:~" .. -.'.·¡e~:': .. ·· 

~J y si sólo si U (x) s U (y)_. L'a 'fuíu!ión'i1e utilidad va a representar las preferencias del 
consumidor .. · . ·.•.·.··.... 'f'.~.:::~?·f.;":-' ' ' 
Los consumidores siempre.~i¡i\j·'i';~i'tdd~~po~'iacantidad finita de dinero o riqueza de que 

C' •",'« ',\T",,.,-, •' • '•i·-~{••, "• • > " •, 

pueden disponer. Por otro ládÓ~ también" se; enfrentan .a'. unos precios dados, P = ( P 1oP2, 

... ,P,,) de /1 mercancias. odcici ~G~ ~Í ~~ii~sodeI~rinsumidor j es el recurso con que cuenta 

para comprar cantidades de las : Í1 mercllnc,ias y ~ue si. la relación de preferencia cumple al 

menos los axiomas 1-4, di~ha relacÍóri se'puéd~'Úpr~~e~i~ con una función de utilidad U, 

entonces el consumidor k debe resol~er el p~~~l~fua '::\:·: · .. . 

maxU · 

s.a. 

:t,P,X• S I1(P) 
l•I 

Si la relación de preferencia cumple los 4 axiomas anteriores, el problema del consumidor 

tiene solución, pero quizá no es única. Si sobre ;::¡.se agregan 2 axiomas más a los cuatro 

anteriores, el de no saciedad y el de convexidad, para cada p y cada ingreso existirá una 

solución única al problema del consumidor. Si el ingreso está dado, se tendrá una función 

demanda dej 

t11: R"+~ R"+ 

Tal que si .'C' = cl¡(P), .t' resuelve el problema mencionado. 

Los axiomas que requerimos son 

5- No saciedad: Pc1ra roda~t" e i<':. ,existe un:~~'oy unayk R"~tal c¡ue lx .:..:yl <:e, y.'C-<¡y. 
'·'' .. ·, -.. · , .. --· ,·.---· . .. -· .. 

Rcplaccmcnl Sales"", <le Erick Bond y Lnrry Samuclson en Raml Journnl of Economics 15 ( 1984) p.p 336-345. 
Nola cxlraílla tic B icrnwn y Fcrmindczl!I 
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___ . __ ._. _. _¿~·~·. ·~·:/~:·;(·/~~~:~:.~·~:yr~·:J;::·!:r0;~Ji~g5n~~~~~~;~~~~~i~1mt~~~~· .m ~, ·.~J~tt~ii~~l1f-~~ ···.~ ~í~~JJ~ 
_¡f:, 

6- Convexidad: Para toda x, y€ R"+. si y ~Jx. entonces y --:1 {tx + (1-t)y] para cualquiera 

que sea t talque O < t < 1 

El supuesto de saciedad nos dice.que c~rca de'cu'~lé¡uier'ptaíi de consumo existe un plan de 

consumo ·preferido;· mientrds · .. qtié' el 'de c;:,ny~xi~~d.';-5¡ ~i consumo :e es preferido a y, 

entonces todo el consumo intennedio (ccin po~d~~~~i6ri~~ pdsitivas) resulta preferido a y. 
, .. . ·. . , ·-,-, ,¡ . .. · .~ t 

La demanda del mercado de una: mércancia 'se :élériva a partir de las demandas de cada 

consumidor. L~ suma de.las demandas decad~~on~tirrilciorse puede considerar la demanda 

de mercado de In me~cancin .. Esta sera unafuncióri. de los precios y del ingreso de cada uno 
. ··.. . 

de los consumidores. Si éste ingreso está dadó, la cÍerrÍnnda del mercado es 

Esto es la demanda total final 

D: R"~~¡(i+ 
D(P) = _ "I,cl¡(P) 

j t'1mJ11miJ1Jr 

Teoría de la empresa • --- ' 
La empresa k parte de Yks;R", In cual es~~ c~rij~'~i~ d,~'tecnologín,'es decir el conjunto de 

sus posibles planes de producción y, e~Ío e~' ·:C '. ; ':.-. 

' yk¡R.·{;~{\'k~.·· 

Si ."J <O, entonces la mercunciaj es uninsuíno'en_el plan y, si YJ >0, entoncesj se obtiene 

como producto. Los axiomas del ~onjuio dé_ t~cnbt6gía 
1 - Y' cerrado y co11vexo, · 

2 - ~· n Y'=roJ 
3 -Si xe,f" y x'.S:t, e1!to1íc~si;~ ~ 

Para cada· sistema dé p~~ci~s,'~l objeti~() de la empresa es obtener el mayor beneficio 

posible, con ta'restri~~ióriqJii'¡~~i:Jn'~su tecnología. La Función beneficio de la empresa k, 

dado Pe R"+es 

g(P, y)= P.Y 

la empresa debe resolver el problema B: 
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mece g(p, y) 

s.a yi= ~ 

Los axiomas 1-3 provoca~ que para cadnP, exist~ una solución única para el problema By 

con ello queda d~te~minadala.demarida ·Y la· oferta de la empresa para cada una de las 

mercancías. Si y* es';é1:~ect~r.en.Yk q~e resuelve el problema, si y*1 <O, entonces la 

empresadellla11d; Í)/*1f ;Ünict~d~sc:l~rT1er~ancíaj como insumo, si y*¡ >O, entoncesj ofrece 
':.:_:--. ;::,-·-.:.· 

y*¡ unidades'dej 
, . ·.- ,,.,_,. 

La función de demanda-oferta ,.de la empresa k se puede expresar como 

dok: R" +--+/('. 

La demanda-oferta del conjunto de las empresas es la función Do": R" +-+R", 

DO(P)= 2_d'(P) 
lr'm¡iri>Jd 

Equilibrio de mercado perfectamente competitivo 

Defi11ició11 4.1.l P* en R" es un sistema de precios de equilibrio de la economía, 

D(P*) + DO(P*) SO y si D/P*) + DOj(P*) <O, entonces P¡ =0 

Las empresas tienen las mismas funciones de costo marginal y costo medio a largo plazo 

(CMA) y (CME).' Dado P* cada empresa maximiza el beneficio mediante la producción de 

>'J* al nivel más alto de producción para que P* = g(p. y) = (CMA) = (CME), ninguna 

empresa obtiene beneficios en el equilibrio a largo plazo. 

Si el conjunto de empresas ofrece y* unidades y cada empresa produce y1*, el número de 

empresas tiene que ser N* = Q*/q*, y ninguna otra desea entrar pues no hay beneficiosy 

entrará cuando la demanda de mercado se incremente. 

Funciones de demanda e ingreso de un monopolio 

La diferencia escencial entre la empresa perfectamente competitiva y el monopolio estriba 

en que la empresa monopolista no es tomadora de precios, sino que toma decisiones no sólo 

en cu:ínlo producir y cómo. sino en cuánto venderá las mercancías que monopoliza. 
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Generalmente el problema del monopolio se trabaja, aislando el mercado del bien en el que 

huy un monopolio del resto de los bienes, es decir el equilibrio en un mercado con 

monopolio no es un equilibrio general, aunque si hay trabajos que consideran al bien 

monopolizado en su relación con todos los otros bienes construyendo un equilibrio general 

para ese tipo de mercados. 

Si ·se considera aislado el bien monopolizado, se tendría que si el monopolio toma la 

decisión de vender a p la unidad del bien en cuestión, quedaría determinada una demanda 

D(p) de todos los consumidores, entonces el monopolio produciría exactamente D(p). Pues 

si produce más desperdiciaría insumos en producto que no se vendería y su ganancia sería 

menor que al producir D(p) y si produce menos no podría vender a algunos consumidores 

que desean comprar y su ganancia sería menor que al producir D(P). 

Dados los precios de los bienes que son insumos, el precio de equilibrio en el mercado del 

bien i con un monopolio es Pi* que resuelve el problema C: 

Ma.T:l'Y 
S.tl. 

Ye yl y lj=D(pJ) 

El precio de equilibrio PJ* no tiene porque ser el costo marginal de j y la ganancia del 

monopolio no tiene porque ser cero, como sucede en un mercado competitivo. La conjetura 

que estableció Ronald Coase es que cuando el bien dura más de un periodo, a pesar de 

haber un monopolio, la situación se parecerá a un mercado competitivo y no a un mercado 

con monopolio, pensado en un sólo periodo. 

4.1.2 El monopolio de bienes Durables 

En la literatura de bienes durables, una empresa busca adoptar una perspectiva dinámica y 

sacrificar parte de los beneficios presentes para aumentar los futuros, al vender hoy, piensa 

en la demanda de mañana. Cuando los consumidores se interesan en comprar un bien 

durable, están interesados no sólo en el precio de hoy, sino tambiér:i en el precio de mañana, 

en el del siguiente año, en el de la siguiente década, etc. Si estos piensan que el precio de un 

bien probablemente baje en un futuro no muy lejano, entonces esperarán y no comprarán el 

bien ahora. Los clientes, aun aquellos con muy altos deseos de comprar un bien estarán 

conscientes que el monopolista tendrá eventualmente un fuerte incentivo para vender 
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bienes a un bajo precio. Como resultado, aun los consumidores dispuestos a pagar mucho 

por un bien tendrún un incentivo pura esperar que el.precio baje. El monopolista estú en un 

dilema, porque en un futuro querrá cobrar un precio bajo para vender más bienes. 

Veúse un ejemplo claro comó lo m¿e~tra';J~a~ mó1I121 en. su libro "Organización 

Industrial": Supóngase qÚe !a.vicl~del bi~n éx~ede del 'pe~fodo básico (es decir, el espacio 

de tiempo entre dos revisione's d~ p~~~iÓ); S~pcm~ils~ que hay,,siete consumidores. Estos 

consumidores tienen disposiC:ión a p~gi;/ valo~iiC:lones o precios de reserva v = 1,2 .. ., 7 

respectivamente; v representa. algún ~alo~có.beneficio al cons'u~idor quien adquiere un 

bien. Cada consumidor puede ~bten~r uiilid~d sólÓ de una ~nidad del bien duradero. 

Supongase, además, que el costo deprod,ucir el bien es nulo y. que el tiempo de duración 

del bien es infinito. 

Supóngase que para algún periodo t=l el monopolista hace una oferta considerando que el 

juego sólo contempla este período. Entonces el monopolista tratará de sacar la mayor 

ganancia desde el primer periodo, esto es resolverá el problema siguiente: 

max (n+l-p)p donde 11=7 es el número de consumidores y 

p =l,2 .... 7 los posibles precios a cargar por parte del monopolio 

Entonces la ganancia máxima de monopolio es de 16 con un precio Pm=4, vendiendo a los 

consumidores con valoración de 4 a 7 . 

Pero el monopolista puede considerar que aún faltan los consumidores dispuestos a pagar 

precios 1, 2 o 3 Ahora considerese el modelo con 2 periodos. Pero ahora la ganancia será 

afectada por un factor de descuento, pues no es lo mismo comprar o vender en un período 

que otro posterior. Este íuctor de descuento es denotado por o. 
Al inicio del segundo período, el monopolista se encuentra con una demanda residual 

compuesta por consumidores con valoraciones de 1 a 3. Si este período es el último en el 

cual el monopolista vende, entonces también buscará maximizar sus ganancias 

contemplando la demanda residual, esto es 

111e1x (n+l-p)p donde n = 3; p =l, 2, 3 

Esta la obtiene con un precio óptimo de J'111=2 y una ganancia de 4. 

~~l 
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Ahora considerese qué ocurre cuando los consumidores el periodo 1 se dan cuenta de que 

el monopolista tendrá, un incentivo ~ bajar el preció en el periodo 2. Los consumidores con 

valoración alta pu~den que:toda~ía ac~ptenpagar 4 porque están deseosos de adquirir el 

bien. Sin embargo, éi,í:o~~~ffiid'o~<~~~'. ~~lonÍCiÓn 4; por ejemplo, no compra en el período 
-- f.'. .. ,··,~.::·/:'..'::~;":·k:\ ~~; .. ~.:·.;J:::;:/:~;ú·"jz'·,'-'.:~:~:.::·¡.:_~!:"' .· ··,: · 

I, porque obt.endría un'exi:edenie)tufo; mientras que esperando podría obtener un excedente 

positivo: Así;~uii;:I~i~~~~t~l~~::i~.~~~:~l?sprecios en el futuro sean menores reduce la 

demanda del periódo\I:''·Uii'córisuinidór·cóñiprará el bien si y sólo si se satisface v -4 ~ O(v 
.. _··.:::·:. ;;</~:~c,<.~.:~?:·-;··,::-,~:t;:,.-,/~·:i .k~:.-<·;,:'.< ·;,{l._------~'.··-.,. · 

- 2). Talesy,existénéú~~o.elfiicto~ de descuento 5 está muy próximo a cero, esto es, 

cuando los. c6~sJ~i<l6';és ~stán 'irripacien'tes. 

Al hacer un an~Ílsif'ie debe;éncontrar u'n~ sucesión de precios y de expectativas de los 

consumidorés tales ,que las expectativas sean racionales dado el comportamiento de la 

empresa,' y tales que el comportamiento de la empresa sea óptimo dadas las expectativas de 

los consumidores. Este análisis adopta la forma de una sucesión decreciente de precios. Por 

tanto, el monopolista discrimina, en el tiempo, con el precio: primero carga un precio alto 

y vende sólo a los consumidores más deseosos de comprar el bien. Después baja el precio 

para conseguir clientes algo menos deseosos, y así sucesivamente. Este tipo de 

comportamiento es llevado a cabo a menudo en la práctica. 

La flexibilidad del monopolista para ajustar su precio en el tiempo, de hecho le perjudica. 

El potencial cliente comprará el: bien <sólo si el monopolista puede convencer de que no 

bajará el precio en un futuro cercano. Por supuesto, esta promesa de no bajar el precio debe 

ser creíble. Esto se explica porque los consumidores esperan el día en que el monopolista 

baje el precio. Se puede demostrar que la pérdida de beneficio para el monopolista si no se 

compromete es muy grande cuando los ajustes en los precios son frecuentes. La 

mencionada conjetura debida a Coase afirma que cuando los ajustes en los precios se hacen 

más frecuentes, el beneficio del monopolista converge a cero. Todo intercambio tiene lugar 

casi instantáneamente, a precios muy próximos al costo marginal. Esta conjetura afirma que 

el productor de un bien infinitamente duradero pierde todo su poder de monopolio cuando 

la duración de los períodos entre sus ajustes de precios tiende a cero. 

Un caso extremo de este problema lo representa la siguiente situación: supongase que tanto 

el monopolista como los consumidores viven durante infinitos periodos, y que el bien es 

infinitamente durndero. Los consumidores tienen demandas unitarias. En este caso, el 
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precio de reserva del bien para cudu consumidor representa el valor presente descontado de 

los servicios ofrecidos por el bi~ndesde lu fecha de su compra en ~delante. Supóngase que . . -

el precio de reserva de.los.consumidores se distribuye en [c, +oo) de acuerdo con alguna 

función de de_nsid_ad cciriti~ua, donde e es el costo unitario de producir el bien. Sea 5 = e"'d 

donde res el iip'o·d~ int~rés y 6, el tiempo transcurrido entre dos ajustes en los precios. La 

conjetura de Coase afirma que cuando 6 tiende a cero, el beneficio intertemporal tiende a 

cero. En otras palabras, un monopolista que puede cambiar el precio rápidamente (como 

sería de esperar) pierde por completo su poder de monopolio. En equilibrio, los 

consumidores esperarán que el monopolista fije precios muy próximos al precio 

competitivo e en cualquier momento futuro y, dado que pueden esperar a la siguiente oferta 

sin incurrir en demasiados costos por el retraso, no pueden ser inducidos a comprar cuando 

los precios son altos. Por tanto, el monopolista acaba cargando precios próximos al precio 

competitivo, confirmando así, las expectativas de los consumidores. 

La discusión de la Conjetura de Coase encuentra un terreno idóneo para su discusión dentro 

de la teoría de los juegos repetidos que se estudiaron en el capítulo 3 

4. 2 Un primer juego para la discusión de la Conjetura de Coase 

En esta sección y l:i 4.3 se basa en un ejemplo numérico de Bierman, Fernández l21y en la 

formulación general del ejemplo y el análisis de sus equilibrios de Zapata 1131, 

Considerese una empresa monopolista que vende un bien durable, por ejemplo 

computadoras que se suponen servirán por un periodo ilimitado. La empresa debe decidir a 

que precio va a vender cada computadora en cada periodo, considerando el número y tipo 

de consumidores que hay en dicho periodo. Por su lado, los consumidores deben decidir si 

compran una computadora al precio de ese periodo, sabiendo que bajará en periodos 

posteriores o esperan a que los precios sean más bajos. Este juego se repite periodo tras 

periodo bajo las mismas condiciones. excepto por un factor de descuento en el pago de 

todos los participantes. 

En general'. no. t~dos. los consumidores son del mismo tipo, cada uno tiene un ingreso 

distinto, un~s necesitan tri ~omputadora mucho más que los otros, o como dirían los 

economistas los éonsumidores tienen diferentes beneficios marginales por poseer una PC y 

también diversos descuentos marginales. Por beneficio marginal se entiende la importancia 
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de tener una PC, en la un,idad de tiempo, y por descuento marginal la depreciación del bien 

en relación a su uso. : 

Cada comprador ji-ecibe de,l~computadora, por cada período que la posee, una utilidad V¡. 

t:~:·~"~}ig~lif ~iI~f J~J!1, ·• 
Entonces j no ac,ept,lll'Ú pagar,\ en /iling~n ;peri?do, ;un precio mayor a VJ Es decir, sus 

"~"''"" ,,,@~i?~~,~;¡¡1;,f i~~~~iiÚ~L;. :; :, 
Si se llama e, al ~~¿ti~':;CÍ~'.'!~;~cl¿i:'i/~n¿ PC, i~ g~~lincia que obten~r'á el monopolio cuando 

decide vender af'~re~io:.o-¡;~.igual ~ kÚ"- CJ, donde k es ei nú~ero de compradores 

dispuestos ~ 6ag~~ p p~~ 1~: re> ' ' ' ' 
\ ' ' - ,- . ' ·~ '• ·, . 

Supongase que sólo hay,'dos tipos de consumidores: aquellos que están dispuestos a 

comprar a u'~ precio alto y ~quellos que lo pueden hacer a un precio bajo, esto implica que 

la empresa tendrá que escoger, para cada periodo, un precio en el intervalo [b, a], con 

a=~ yb=v'. 
'i ri 

Se asumirá que hay s + 111 compradores de los cuales s son del tipo 1 y 111 del tipo 2. 

Considerese prin~erci é~ t~J~eio '.r de, s + m + 1 personas que se realiza en una sola 
, ' ,,, ' ';'.:./~;:':\,f.<.:. ·:,:.;, ·:·•. , , V 

ocasión. La máxÍma:C!i,spÓsiciÓn'.a'pagaf por párte de. un comprador j será de -1.... El pago 

'····.•<~_';~\'.}~{;r:~~~hs\'\·:,i;f;:: .. , .. ·(;''' r) 

para el cOmprador j, cüando, la estrategia de Mes p y el consumidor decide comprar, es ~ 

menos el precio :1:~u--~~~~~;~¿~~{;~J}'~H:é no comprar, su pago es cero. r¡ 
. . \~ .. -

'.'· - . '~ . 
~-; -~ ... 

La forma extensiva de I' '(sin pagos) se muestra en la ti gura (a). 
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a 
b 

" Fig. 4~2.1 Forma extensiVa .Jet juego tie, un~ ~ola etapa 

Con la función de pago definida como: 

11.11 (p, cr1, cr, ... , a-+ m) = (k1 +k2) (p-c), d~nde kj es el ~úmero de compradores del tipo j 

que si comp~aro~ ~I pr~~io pj.' · .• 

Para cualquier c~mprridor j . . • 

,:::· 

(p',.(Compror sólo si psp• ), (Comprorsólo si psp' )),· ••• , (Compror s~lo •I p,;p· ), (nc~b· Ch), (ncp•h• Cb), ••. , 

(ncp•h· ch)) Y 

(b, (ncr•h• cb). (ncp•h• ch) ••..• (ncr•h· ch), (ncp•h• ch). (ncp•h• ch), .••• (ncp•b• cb)) 
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El único de ellos que es un equilibrio de subjucgo perfecto es el de p'=a. En cambio para 

los otros equilibri~s existen subjuegos para los que la restricción no es equilibrio de dicho 

subjuego. Si examines esos subjuegos, es fácil darse cuenta que la amenaza de un jugador 

del tipo l, de no comprar, si el precio es mayor que p' (a > p' ~ b), es no creíble. El 

equilibrio de subjuego perfecto es el que le conviene al monopolio. 

El juego para un periodo sería muy simple, la empresa daría el precio, a su vez los 

compradores decidirían simultáneamente comprar o no en ese momento y el juego entonces 

finalizaría. 

Veáse como afecta a los equilibrios la repetición del conflicto en el tiempo, pero 

considerese no en un juego repetido usual, sino en aquel en que los jugadores toman 

decisiones en el tiempo, tomando en cuenta únicamente, el número de compradores c,, y c21 

potenciales en el tiempo t; y el precio dado por M en t en el caso de los compradores. Las 

funciones de pago en es.te nuevo juego serán afectadas por tasas de descuento, pues no es lo 

mismo comprar o vender en,.tíri·~eríodo que otro posterior. Para el caso de la empresa su 

pago es 
.;···y· 

11,,,(cr) = L--.. -, (p, -c)(c,, +e,,) 
,.1 (l+r.;,) c. 

El juego que se ha c~:n~t.ruido conduce a que en cada vértice del juego se tenga un número 

infinito de altemativ~,pt.ies M tiene un intervalo de posibilidades. 

La función de pago pará los compradores es 

¡º· 11J(C1) = _._1_ V1 _ 

(1 )
, ( p, ), 

+r1 . r1 

si j no compra nunca 

sij compra en t 

El perfil de estrategias· cr especifica tanto. los precios que escoge M en cada período, como 

el período t en qué·.~ada jugador.] comp;d; o si no lo hace nunca. Los jugadores compmn en 

t, permanecen inacti~os eñ ;<:lctó't1os perfodos siguientes. M elige precios en el intervalo [b, 

V, V, 
u] con b = --=- y a= - . 

r1 ,., 
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Hagamos algunas reflexiones para conjeturar cómo podrían ser algunos de los equilibrios 

del juego. Es claro que a los compradores del tipo 2 les conviene, comprar en el periodo t si 

M escoge b y no comprar si no .. es así. 

La estrategia de los, c~~piad~res de tipo 1 es más complicada. Es claro que si en el tiempo t 

no hay comp~adores'del Úpo 2, no tiene esperanzas de que M baje posteriormente el precio 
.· .;¡ ' < : V: 

y decidirán comprár al precio que sea, pues éste nunca será superior a __!_ = (a), aunque 
. . ~ 

segurament~''ri·~·~~rá más' bajo. En cambio, si uno de estos compradores cree que M puede 

bajar los p;~~i~~; conslderará preguntas como cuál es el precio más alto que estaría ',., ... \ 

dispuesto a pagar en el Íiempo t, si sabe que en el periodo siguiente M venderá al precio b?. . ... \ ... 

Esta pregunta nos lleva a la desigualdad 

. ·.·' 1 1 
·a-,p <:--(a-b), por lo quepS--(b-a)+a 
· · l+r, l+r1 

Sea po1=-
1
-(b-;1¡+·a. Este precio es un tope máximo que el comprador 1 está dispuesto 

l+r, 

a pagar en t, si tiene esperanza de que M venderá cada computadora al precio b en el 

periodo siguiente. 

Supóngase que en el periodo t no se espera que en t+l los precios alcancen el tope de los 

compradores tipo 2,' aunque hay esperanza de que dentro de k periodos esto sucederá. pues 

en el mercado todavía existen compradores activos de este tipo. Cuál es el precio máximo 

de que aceptarían los con.sumidores del tipo 1 en t, en ese caso? La pregunta nos lleva a la 

desigualdad: · · 

. 1 . 1 
Cl-p <:---,. (a...,-b),yseap1k=---, (b-a)+a 

(l+r) · (l+r) 

Es claro que p 1 S Pis+/ y que la sucesión converge a"· 

Vcáse ahora la forma de actuar de lvl, es claro que si en el periodo t no hay compradores de 

tipo l, lvl venderá a b, en cambio, si no existen compradores de tipo 2, el precio que exigirá 

es "· El problema más complicado que tiene 1H es fijar el precio en t cuando hay 

compnulores de los dos tipos. Preguntémonos primero ¿cuándo le conviene a 1H lograr 
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'1: 

vender en t a todos los compradores, aunque tenga que cargarles el precio más bajo posible 

(b = V, ), en lugar de ve~der en't, sólo a los de tipo 1 al precio p01 y esperar a t+l para 
~ ' ' ' ' 

poner el precio en b y venderles a lo~ ~·é ~ipCJ i?, E~Ío nos ~~nduce a la desigualdad 
· .• .. (. J'~,<·~_·);:,'.;Q.'.;;z;\~{j 1 :i(\.•·.· 

, (b-:-C)(c11 t.C:ií) <?:_(p01 ;;-:_C)c 1í:t~.(b"-C)c2, 

. _ . .. ··- .-_.· . .>;:_,y-~_;jrf t~~-@\1!Jfü;_~rrm ___ -
La desigualdad es válida si y sólo si )a relación 'entr~: los 'compradores activos del tipo 2 y 

los del tipo 1 c~mple > ~ '.J -·~:•'.".:~· 0 1
' :J' 

-.-.:·:•:. ,· .~, -. : : :.:'.··: ,.., 

................................ (a) 

Por lo que Pom = b, (cÍ) vale. 

---.·.·····• __ , e, ( -b)(l+r ·-)· . · · · 
Si por el contr~io, se~~~~ec¡u~/~: ~ ~;'~e)': <rm m- _, M_ no escogeríub en t, ~~nque a ese 

precio compr~n fodós; sirio q~~ -~~()erará algunos períodÓ~ para bajar ha~ta: allí y en t 

buscará_;_un_·_precioque<~stén-.disp~estos .ª pagar -¡.iinediatl1m~.nt~ lÓscte'tÍpo ,-1, aún a 

sabiendas· d~•.qu~'~·n~~~j¡~~~~Í?~~~~~i;31~5:;~!-.~~~0~ig.}1i~~1á ,;·_,~-,iE},¿0~J-~~~é~tro. de los k 
periodos, t y' siguientes; huy¡¡~'un ;c_ó_mprador de jipo. I; él preéió elégicloM,rió:'será b. Claro 

'. . . ·-·~.: ·.,.--e ·:-·:;S.'~ ;'1\')'~\ -/p.::.::¡:;:;.¿.,_!>:':::~·;~~\ <:i\: ·t_-:t,';~-; ;·~:(i-.:'. ~.-'.'.'::t?"-Ji;;.:-r.\·.~·f);:~:-~ ·.'!,),i~i~,\j-~·.\c·:·"~~;;''::'·',;',\. · -· 
que si M logra deshiíí:erse·de;lós:I ·antés'de llegiíf'u't f'k/Myén"déi'á a los.2 a précio b. 

::::::;'2zl~~f tlilf lll~l~i~J~~~~;~~JJ,,. 
(p,, -c)c1, +_-· --_-"-, (h.-:-<i>é21,<?:'(p14'21 :...c)c1i'+·---"-(b-c)c2,, que se cumple si y sólo si 

.. (l+r,,;l,\.o;•'.;.'.)·~,(;;:c"···'·"'-(l+r,,) ·• · · - -

::: <:!:. (p,~b-~;-·>(c1.~i;.:t2:~~>'r ............... (b) 
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si k tiende a infinito, el lado derecho de la desigualdad tiene el mismo límite que 

(p,, -p,._,) 

(b-c) 
(1 + r.,) , que tiende a cero. 

.> . ·~, ,;\-"b)(l+r )··· . : .:• . •• ' .. : .· · · 
Entonces P[líª cu~l9ut~~·ci:< (;-e) . r.,"' ,se pued~n encon.tr%".umeros ~tales que se 

cumpla (b), considere~el;~eno~ k tal que cumpla ladeslg~alda~ y d~fi~i~os P~i(c,,; c21) = 

Plk ... :.;.:.• ·:....... , ........ 
' : ~. '.' 

Se puedeentoncés conjeturár que el perfil o*de estrnÍegia~purÚs.descritci nconti~uación es 

un equilibrio ele subJueg~ pé:ife~fci .d~ ési~j~~~6 r~~etÍ~b J~~éci~I. : .· .:· · . 
La estrategia pnrn 1W, cr'1* se··¿oj;,~~rtá',a~i 'j ~¡g . ::· :··. : 

. '\ :,·. . -./,, ,: . . ~'.~~:~~;; ·):::;/;_.:,~;'~: ,-

.·.···· · ·:~ .. ir .. '.~y;:v.~ .. ::·· ... 
Si c 1, =O, 6 c11 >0.Y..':-,L.~·co: >. · 

, . ':_!~·.,.., Ci, º~\: ... /,; <. r, 
,-,<'•':'' 

Don. de ro= (Pm.-b. )(I+. rm>···y~·.,;.···. (p11 -p11~1 )( •. -. 1 ·.·~--·--·)-' 
. (b-:-CJ. r., : . o, . . (b-.C).: l+r., (l+r.,)• 

Estrategia de co~~rad~res d~ ti~~ 2' 

Comprar ahora si . pt s v, 
. r, 

.·· . .. .. 

Esperar en otro casci 

Estrategia de compradores de tipo 1 
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Comprar ahora si c11 ?! se,,· y p,111 S Pot 

Comprar a'!wra sise,,'> e;,> O, c2; ~ ftc,,, k la 111e11or así y PM1 S Plk 
··':. -- ... (; . 
. <?~-- :<::> " - ·.·:~; ::·.J <:':. 

- '.·; "; . ,.: .- .. :" ~·. . . -':; 

co11íp~f;/;; c2~ =/Jy p_~; ~a 
. :--:~- ;:.;'-'., (·• 

-~,t.::-::·· 

Esperar en ct~j~~lir:~tro ~aso 
> \.~~ ••• , -~·_; ~, ~:;~~L .· ... ,. 

... ' .• ·-;-~:~ -'···' 

Proposició11. a* es 1111 equilibrf~ ~¡~·~;,",;j¡;~~~ip~efecto • 
. ·::,;» ,1.,,,, 

Demostració11: Supon~ns:~~;~~.~j~¡;~·~~~,~~4~~ponde nunperiodo t, tal que In relación 

del número de compradores· del.tipo;2:;es;:mnyor; o igual que s veces el número de 

compradores del ti~o;.!~'.%.}Ü . :Jcf~~/;ifpS;~;:;;\;'; . >' . 
Al restringir a* n,diéllo'sGbjuégo; ~i~j~Jg;;;;k toélris16s compradores el precio más bajo, b 

v, · . ... \;::J~_.n,~t~?~~*~~~·\~~~yu~~?~·-:. ~~~-) (: ~}:~t~.~~~\:~t?~~.~~~-- > .. ,: .. ~\ · : , -
= --=-.y todos comprarán en t.:;;~ '" . . . .. :_: r. : ;.-

r,, ., -· 

Es claro que In restricción de a* es equilibrio de Nnsh, pues como In empresa ofrece el 

precio más bajo posible, ninguno de IÓs compradores mejoraría si decide esperar. Cambios 

en periodos posteriores de los compradores, no afectarían su pago, pues el juego no llegaría 

nunca n esas situaciones. Por otro lado, si M no ofrece al inicio el precio b, sino un precio 

mayor, pero menor o igual que Poi vendería sólo n los de tipo l, teniendo que esperar a 

periodos posteriores el venderle a los 2 y no mejoraría su pago. Si por el contrario elige un 

precio mayor que Poi. nadie comprará y en el periodo próximo se encontrará en la misma 

situación, pero ya con una pérdida de tiempo, por lo tampoco mejoraría. Los cambios en los 

periodos siguientes no afectan el pago de M. Es decir la restricción de a* es equilibrio en 

ese subjuego. 

Considerese ahora un subjuego que corresponde n un t, en donde la relación entre los 

compradores activos del tipo 2 y los de tipo 1 es menor que s, entonces se tiene un k, tal 

que M venderán p 1_,. Los compradores del tipo 2 no tienen más remedio que esperar en t y 

comprar en cuanto el precio sen b. Si los de tipo 1 deciden esperar, tendrán que hacerlo por 
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k periodos y p1, es un precio tal que no mejorarían con esa espera, aunque compren en t+k 

al precio b, (cambios en periodos posteriores no afectan el pago). M tampoco tiene cambios 

que le hagan mejorar. También venderá en el periodo 2, a cada coinprador de los 2, una 

computadora a precio b. Q.D. 

4.3 Conclusiones del primer juego. 

En el juego considerado en la sección 4.2, si la relación entre los compradores de los dos 

tipos es distinta que la que allf supusimos, pueden existir equilibrios de subjuego perfecto 

que convienen a M y fastidian a los consumidores. 

Por ejemplo, si a+l5mb>(m+ l)b, es decir, si m( 1-o)<(a-b)/b, a** consistente en que M 

ofrezca cada computadora en el precio más alto posible, es decir a, mientras exista por lo 

menos un comprador activo de tipo I, y bajar al precio ben cuanto éstos no existan más en 

el mercado. Para el comprador del tipo I, su componente en a** será comprar en cualquier 

t a un precio menor o igual a a, y los 2 como siempre sólo comprarán en t al precio b y 

esperarán de otra manera. Si los de tipo. 1 ·cambian, tendrán que esperar por siempre y su 

pago será cero. M no mejorará cambiando de estrategia, pues con este vende a los l, en el 

precio más alto y lo más rápido posible·, y a los 2 les puede vender, en el periodo 2. O"** es 

un equilibrio de sub juego perfecto •. 

Si se debilita la condición sobre él número de compradores de tipo 2 cambiándola por 

as+l5mb>(m+s)b, es decir (1-0)111.<s(a-b)lb, entonces cr** es equilibrio, pero no de 

subjuego perfecto, púes en lÓsvÚtices para los que C21>C¡,{t1-b)lb(l-o), la restricción de 

cr** no sería equilibrio. En ambos casos, con el equilibrio cr**, la ganancia del monopolio 

es aún mayor que en el mejor de los equilibrios del juego de una sola etapa. Sin embargo se 

podría decir· que· la situación benéfica para el monopolio consiste en que huy "pocos" 

compradores de tipo 2 que son los que arrastran el precio hacia abajo y que lo realista es 

que este tipo de compradores sean muchos relativamente u Jos de tipo 1. 

Con el equilibrio encontrado en la sección 4.2, en donde la situación es que los 

consumidores de tipo 2 son muchos relativamente a los de tipo 1, el monopolio pierde su 

poder. Si además el precio b es suficientemente cercano al costo unitario C, se tendría que 

se cumple la conjetura de Coase. Sin embargo, se debe reconocer que el modelo que se hu 

estado examinando tiene varios problemas que sesgan las cosas u favor de los 
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consumidores. El sesgo más fuerte consiste en que al ser un número finito de consumidores, 

cada uno de ellos tiene intluenciá so,bre los precios. Además el monopolio puede basarse 

para construir su poHtka cleprecios en mayor información que el número de consumidores 

de cada tipo que ha)''~n el periodo,/~~~d~ H~v~r\~ hl~tOda d~ esos números y de la de los 
. . ' , .• ~~. ,''.".t~; .', .' !~),'·~·· _º,; .. ~~~~º· ~ «::~'.l,.,::_t~-:~ <~:· ~:-~.-.y:~::· ... :-~}':·.':\';'.:<:" . e~'. .:'c 

precios, por, lo'menói(pór'.úri?:númei'o\'más o'.'.rnerios:'grande de periodos. Además el 
' • . '. ::i·,_/ ·'·::.'.-':-: ... ·~·,-.";::.:,;·,:· .\::(.{~:·--;~:~-~/.: /:-\~};';~-~!~~:;.~/ -~< .. :~;_;·.-_:_~;<: :-·': -?~::\:' ¡ ~ \< ·.; .· . . . . 

Monopoho puede'_dec1d1r.;hacer)argo•o corto el lapso·trnnscumdo entre los periodos de 
. ·:'-,-.:-.' ,: .. ';?:'.:''.·\t.;i~o-~·~f,~'f,:J;~~~<:--~~-<~~~::.~o;~{;-3?:'.:'.! ~¿t-:,0,~1'.:'~~i/ .,_:~ -~. '..':;;., , .. 
cambio de precios/si,e~tC>}~ c,onyi~.~~;;·~~!.que deb~rfa _ser una variable que aparezca en el 
modelo. -. :,- "· . .,,,_. '·"' 

Fudenberg, Levine, Tirole 151, _Ausebel y Deneckere 111'establecieron la discusión de la 

conjetura de Coase dentro de un modelo que resuelve dichos problemas, aunque deja 

abierto otros problemas. En la sección siguiente se dará un breve panorama de los 

resultados de estos autores, sin profundizar en el temu. 

4.4 Un juego repetido con un número infinito de consumidores para estudiar a un 

monopolio de bienes durables. 

Situemos ahora el problema de bienes durables monopolizados a través de un modelo 

distinto. Este modelo sería una variación del anterior con situaciones más realistas o más 

comunes, el cual se abordará sin profundizar en él, se tratará de señalar los distintos 

caminos tanto del monopolio como de los consumidores. 

Como antes, considerese un bien infinitainente durable, pero ·no divisible, cuando un 

consumidor compra una unidad del bien, sale. pu~u siempre del• mercado. Las ventas de este 

bien, también como antes, están controlud~ po;, uniiric,;do:p~llg ~. ;~ro en lugar de tener 

dos tipos de compradores, se tiene una i~finidad"cl~ eÚos:·A diferencia del ejemplo anterior, 
, .. " .. ,.·e•-, , 

las estrategias de M y las de los consumido~es t~man en cuenta, no sólo el conjunto de 
'· - '· .. , : ,"· ~ 

compradores activos en un periodo y los prei:ios de dicho periodo, sino toda la historia 

anterior de precios y ventas. 

El objetivo de trabajar con un conjunto infinito de consumidores consiste en lograr que 

cada consumidor. Por sí sólo no tenga influencia sobre el precio, sea un tomador de precios, 

lo que suele ser una hipótesis tanto de los mercados competitivos como en los que existen 

monopolio. Se supondrá que los consumidores esttín en correspondencia biunívoca con el 

intervalo [O, l] y se considernrá una medida a delinida en los subconjuntos de [O, l] y con 



valores en [O. l], de tal manera que para todo consumidor q es decir q en [O, I], se tiene 

que a((q})=O y a([O, l])=l.Si Ses un ~ubconjunto de consumidores, a(S) la medida de S. 

se puede entender cómo el poder queStiene sobre lospreci()S, si Ses cero no influye sobre 

los precios. Pedir qu~ .• a((q})::(} .. ~igni~ca ~üe' ¿~da.:~onsu111id'.or P()r sí mismo no tiene 

ningún poclerp~~ alter~~;iFp~~~i~~;\i~'ufüti~~~~;~,~~,.'~r~ci~s como se necesitaba. En 
cambio todos los cori~umidoresjuntostieneri t.odo el. poder sobre los precios. 

Para describir, do~o e~ ~¡~·p;ll~e~ít'm~'cletÓ;~~~{':/b~n'¡;~cl~~~arginal que obtiene cada 

consumidor por pos~er u~~ ~dn1~Ürndb~a:~e·'iii~e'J~~·ruridiÓn fi[O, l]~[O, l]. El intervalo 

[O, I] como conJunto imagen~e i~;erií~et~~cirÜb'e(;¿bnJu:dt~ de precios posibles, es decir se 

consideran precios normalizudos':;E~tiiriJ'6s:: c6mo,~n,eÍ mod~lo de la sección 4.2, para el 

consumidor q,j(q) es el máxim~ prec'i~;;éi'~e,.·~~t~~í~dlspu~sto a pagar, si sólo hubiera un 

periodo de transacciones. Es decir,ft~¡}'és~'ii~'g~iÍerátización de V/r,r 

Se puede considerar que la correspond~~~l~ entr~ Íos éonsumidores y el intervalo [0/1] es 

de tal manera que entre dos consu~id~~·(.et que queda colocado más cercano a cercidene > 
una valoración del bien mayor o igual que el otro, entonces la función fes, una,'función 

decreciente. 

Para simplificar la nota~ión, sin perder generalidad, supongase que el costo marginal del 

monopolio es cero. Considérese que no hay margen entre el costo marginal y;ln Jaloradón 

mínima de los consumidores o lo que es lo mismo}{ 1) =O. También para fncllitar ~l'irab~j~ 
matemático se supone que f cumple ciertas propiedades de continuidad, en 'tas que no se 

considerarán demostraciones y otros aspectos técnicos. 

Las ventas se realizan en tiempo discreto, como en 4.2, pero, ahora aparecerá z, el lapso de 

tiempo entre dos periodos que no tiene porque ser igual en todos los modelos, sino que será 

un parámetro que siempre será el mismo dentro de un modelo, pero varía de modelo a 

modelo y se estudian los resultados obtenidos cuando z es suficientemente. Por lo que cada 

periodo es de la forma ::;11, es decir t=O, z. 2z • .•. 

En el periodo t, el monopolista fija el precio p,. entonces los consumidores que todavía no 

han comprado, deciden si lo hacen o no, ellos son tomadores de precio. Los que compran 

abandonan el mercado, se convierten en compradores inactivos, es decir, de ahí en adelante 

su única decisión es no comprar. Después de: unidades de tiempo el proceso se repite. 



Una historia de este juego, desde el punto de vista del monopolio, es la sucesión de Jos 

precios que han ocurrido en· los periodos anteriores y la sucesión de los conjuntos de 

consumidores que· han. comprado a dichos precios. Las estrategias puras del monopolio 

asocian un pieciO a' ~adri'un~ de estas historias. Cuando un consumidor q tiene que tomar su 

decisión, ade~ás\t~'ias.-prc6i~s~'1as conjuntos de compradores de Jos periodos anteriores, 
. . ·' ,, ~... ·,. . ' ... ·- . 

ha ocurrido Ja.el:c~ión, por parte del monopolista, del precio del periodo que está 

corriendo, ~nt~~ces'.tiilii estraiegia pura, para el consumidor consiste en la decisión de 

comprar o no e.amprar 'en cada historia de este tipo. 

Entonce~ para ;".: nz. cada historia Hn es de tarilañ~ nip~eshan ocurrido n periodos, por lo 

que M ha escogido n precios, uno por periodo,.}• se. han generado n conjuntos de 
' .. ' 

consumidores que han comprado, también un·a por periodo; 

Para los consumidores, las historias h'n contiene~~adeiriÚ.cÍeJ precio que el monopolio ha 

dado para el periodo 11, las estrategias de los i:onsurriidore~ ·se describirán como si todos 

ellos fueran un sólo jugador. · ... : > 

El juego repetido para este modelo consta de: · · 

((0, l], n,a) el conjunto de consumidores activos que so~ tol:í1.ªd()res de precios., por lo 

que a{q}=O, para toda q en (0, l]; la función de beneficio m~ginal f'. [O, l] ~ [O, l] 

decreciente y continua por la izquierda y f (1) = O. 

Respecto al monopolio se supone que el costo es igual a cero. 

Las estrategias puras de los jugadores: 

Una estrategia pura cr para el monopolio es de la forma 

a=p"}~.0 ,con cr"(IPi lj:~. (Qj}j.0 ) e [O.f(O)] 

Una estrategia pura para todos los consumidores es de la fonna 

r={r" }.7.0 , con r"({pj lj:~. Pn• (Q¡ lj.0 , q) e (O, l} tal que si qe Uj:\ Qi, q elige cero. 

Si se fija la variable q, se tendría la estrategia de un sólo consumidor q. 

Las funciones de pago de los jugadores: 
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Considerese que existe una tasa de descuento /5 única para todos los jugadores, entonces la 

función de pago para M es igual a 

.lt"(O',?') = í.s· p.a<Q.): do~de {p.) y {Qnl está~ determinadas por 
. n=O . ·. ·, ... , ·.· .• - ' 

·:~: .. <:.:'" :' 

y para el consumido,r q '. . 

., . ' 

·¡º .. · (f(q)- P.) 
</JqCO'. ?') = 

o . 

si compra en m: 

si no compra nunca 

O' y?' 

Una estrategia pura CI para Mes una sucesión de funciones p' t 0 • CI" fija el precio en el 

periodo m: como función de los precios que se han dado en los periodos anteriores y de las 

estrategias anteriores ·de los consumidores que se pueden representas con los conjuntos Qi• 

de los que compran .en el periodo j y salen desde ese momento del mercado. 

Dado que los consumidores se describen como si fueran un sólo jugador, una estrategia 

pura para los.eilos es un.a sucesión de funciones {r• t 0 de tal manera que en el periodo n, a 
·.· ' 

cada sucesión de precios de tamaño n, conjunto de consumidores que ya han abandonado el 

mercado, en los n periodos anteriores, precio del periodo n y consumidor q, la estrategia r• 

escoge si el consumidor q compra. que se representa como 1, o no lo hace que se representa 

como O. 

Sea :E el espacio e todas las estrategias puras del monopolio y r el conjunto de estrategias 

puras de los consumidores. Como el juego no tiene azar, para cada (O",?'), perfil. de 

estrategias queda determinada una trayectoria infinita única de precios y ventas. 

En la función de pago para el consumidor q. ?'determina que él compra en el tiempo t igual 

a 11z y a determina que M eligió el precio p1• En la función de pago para M, a es la medida 

del conjunto de consumidores dispuesto a comprar en el periodo nz. {p. }y{Q.} se van 

generando de acuerdo a (O',?' ). 
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Un equilibrio de Nash del juego en estrategias puras es como siempre un perfil (a', t' • ), 

tul que "(a', r' )~.,.(a, i-·) para toda O-e l:y · 

Pura toda q e (0, I], q> (a'.,.z.•) ~ 4>.< a.·.n para to~a re 1', tal que en r sólo hay cambios 
. . ·~.· .. ~·~- ¡.:! ;:~,~~:.\~::; ( ;~~ .:</; ·:·->::~ . , ... -·, ·,_:'. . . .','<;.: ~:; .; ~'.'- ... -: ·,- ~ :,/· ... : ·:··,::, ::. ;·~. ::_:. . -. : 'i. . ·' • • 

por parte· de qy.todos;Jo~r~emús consumidoresactúall'de acuerdo a r . Un eqmlibrio 

(a:• i-·) e.s de'sh~J,~~f ~1 ~7:;f~yfr~!fa~~.;~~~i';H~:4e'.\hi~1'.6rias. h0 y h' "' las r~stricciones 
(a l h., t'. l /i~). y: (a ¡·~I h'.~';_i- .i l /i'~;) son;e.qu1hbrios de los subjuegos que empiezan en en 

-~ :- ·. ·; >.:: .¡:.:ftt>T~~ ~-I;.~,,:-;~·;:~~-~:~·f(q: .. ' .. \-.:):. '.+:-:··/:::.\\~~-:-~:~-/~;t{>~·:::~·,\-':.':·:,:·::">' .. ·'. :· · ~- · 
hn y h' n réspectivámeniei:: Dado· qué;:)os. coitsi.üúidores sori · tomadores de precios, la 

.. _;_·~~- ,' :'":~": .;:::, ';·/.'ti'>f":·:-;,;,~;¡~;,t.~..:::¡:~i-~:-,.;:>,;.~'.:\'::~:~~:..,:~·;\""-t(:~c.~''.;:·;c.:-¡,···~I/~~, .. ·,~:~..: ~: ··· .. 
desviación .de un conjúnió de consumidores de .iñedidá-·éeró,no puede alterar la conducta del 

. ,_ ... ,_ -... _'.-_'.·.··,,,;;:,-_,,·-.... -··:,- l :\'·-··::<·",°,::_·;.,~,~'_';'/''·!..: .. .fl,·~?'f;l'-:':~"-'~~-~:<·..;(:. . ., __ -.···, ___ ,-. ' . 

monopolio o de ío~ 'ótr~s c~nsumiC!ak'~:· ~il'l'~rtid~IW:.ía ac.IIiud de un . sólo consumidor no 

,,.,.--
"º" ... ,\ 

,.-.· .. 

historia de w111111io 11 y p; ,¡,¡ preCiij panl'etf'Jetioélo. IÍ.te.tisie ili1!coiis11midor q, wl que, te 
• - · . ~~-,.·:·,~-' 0 :~·-<~-: ~t}/ ~-~'. :·~~-\:;~/;Y{].:_:f:~~:2~ .. ~r-:~-~:;~\::::-~,::~~:':if{ac;0:·).,~ (: ~- · .. _. 

acuerdo a t' ,1111 co11s11111idoractivo:i¡';:co11ipf:dsi y:sól<Ysilistá e1110iq]. -

.... ;/ .. ; .. •··:~·.:.}:~t~~x1;11~~~:<;li.Y1.1~;;l~~~:m:~~.~~1~~~··:~~~""f :'. ···· .· · 
Es decir, después de historins·~n ·d~nde los consulTlidcires no'se han desviado de la acción 

dictada por un equlÍi.briictcj~bX~~~~~F'.5~--~t~,;~s~g,i~~~i~~;eí conjunto de consumidores 

activos es de la forma (q, J ], con OS q S)::•\·.•: ;;:.-··•·::.• ··· 
Fundenberg, L~viné y Ti~ole· se Írit~~e~i¡;¿~; ;d~·~trC> de ~ste nuevo modelo, por un tipo de 

estrategias de los jugadores que 5¡;· les' puéd~it llmnar estacionarias y que recuerdan a· Jas 

que se trabajaron en la sécciól) 2. É?de~Ír estrategias en las que el monopolio sólo se 

preocupa del conjunto de. consumidores activos qUe hay en un periodo, para elegir el precio 

del periodo en cuestión y no le interesa la historia de precios y ventas que ha conducido a 

dicho conjunto de compradores activos. A los consumidores, por su lado, además del 

conjunto de compradores activos le interesuríun los precios escogidos por M en el periodo. 

Los conjuntos de consumidores activos pueden ser muy complicados y entonces 

Fundcnberg, Lcvinc y Tirole se limitun u describir estrategias estuciom1rias que juntas 

109 



formen un equilibrio de subjuego perfecto, al que se llamará equilibrio de subjuego 

estacionario, que como nos explica la proposición 4.4.1 son muy sencillos, pues son de la 

forma (q, /]. 

Para describir la estrategia de los. consumidores en un equilibrio de sub juego perfecto 

estacionario se puede construir una función decreci~nte de precios de reserva 

•·• •.. P;fo,i] ~~;{o, f(O )]. 
' .,· '··· .. 

" . ,_ ·. . - ; ,;- .. t.: ~ 

, .. ,,.,· :··\)T· 
De tal manera que en un periodo tdad(); e/aceptaría comprar al precio p,. si 

Como lo oood~mdo .• j"~~íif f li~~~E~"' 
donde Pi+I es el precio:.que.'.'cargnría';"'{/~.n/el;;períod~, ,sigllien.te, si el conjunto de 

;::::•:::.::•:r~¡][~j~j~~~;~.~~~7;,;;;.•"'"º"', 'º IMgo" 

la trayectoria del equilibrio, foma~d~'.~~i:~¿~t~1\·~{;i~~i~s~e:r~;~rva de los consumidores. 

Es decir en el actual periodo;~M bus~#ra·S~ p~~~·¡~·;Óptl;no?ciue correspondería al máximo 

que estaría dispuesto a pagar Jri c~~i~~ld~/~cl¡~~<~· en (q, 1), de tal manera que M 

maximizaría su ganancia a través d~ uÜa~rJjciódiedursi~a R, donde 
• • .• ··--1.·" ·,· •.. -,., • - -

R(q) = ;;,~~ {~(y)(y ~ q) + o R(y)} 
- ~ J&[q,JJ _- ·:·_ .,-.... ' .·. '-,, 

o ' T C .. • 

'.,' :< . _; ~;' 

Proposició11 4.4.2: Sean P y;R.füJ~ii~~~;·~e~;~; ~é'rini~·~ en [q*, 1 ], O ~ q' < J. P y R 

continuas por la izquierdaf:P.d~~~~~fe~l~.~:~6·.n~i~;fZ¿ ,;decimos que (P, R) sopona un 
' . ···:~' -: ~-,,_.;~.'· "; :;·;":~_:{?(·.~>;: .. ,~~;·;:· ':·'.::~;j-{,\.,_;·:_,:-;;,:··;;--'~:í.~·:/·/;':;· ~ . '. .. , : .• 

equilibrio estacionario en[q ::JJ p~ra lafunció~f, si paraJoda q en [ q , l J 

J(qJ-P<qJ =.o rt<#~.~~<~~~~);t~~\~,·~;\,i~~~(~~;~&r~;)ii· -qJ +o R(y'JJ 
, .. · .. :·;,:--.,'_;·~-·)J. :.:~\ ... ·.;): ,.;· ' 
. :::.·:::· 

La condición de optimizadóri :d~ 10~ :~¿~~u~idores .consiste en que la utilidad del 

consumidor, si compra en el periodo actual, es igual a la del siguiente periodo, comprando 

al precio óptimo P(y*) que 1"1 cargaría en ese siguiente periodo. Es decir M escoge P(y*) si 
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hay {q, 1) compradores activos y alcanzara su ganancia máxima; mientras q compra en el 

periodo n si P(q) SP(*'). 

El teorema de Fundenberg, Levine y Tirole (F. L y T) sobre estos equilibrios es el 

siguiente: 

Teorema 4.4.3: Para f. f11nción de demanda inversa, ó tllsa ele desc11ento positiva y z 

positivo lapso entre dos periodos consec11tivos, existe (P, R) q11e soporta 1111 eq11ilibrio de 

s11bjuego peifecto estacionario en [O,J] para f. 
O expresado en otra forma: 

Teorema 4.4.4: Para cada f.:~ y z e:ciste un equilibrio de mbj11ego peifecto estacionario 

Fundenberg, Levine y.-i:irol p~di~ro~ encontrar para un amplio conjunto de funciones f y 

para :: suficieri~e~~J;¿fp~ij~éft~;~queil~s eqúilibrios de subjuego perfecto estacionario 

cumplen co~Í~.f~~Í,~i~~~?:~ff~~t}:~(L)>·· • 
La familia:de"furicfories,en Ja>que_''se puede•establecer el resultado de Coase es la de 

aquellas qué; ~l ~~~l;¡g~:¡~¡~·b·~;;;éi;J~\~~lns;: ~~ obtienen funciones que pertenecen a dicha 
familia. . :¿ ;·;.~;··t;;::;3;, >: .~):,. ;; . . .. 
Definimos ~¿;,:~ci~ÍJ~¿j\¿,Ó~Jzyn;i·ae}uncionds de demanda inversa! 

DaclosL?:.¡'j·';i:k (b\Ú"y' ct>O,'~L .. •;.a ={ji M(l-xJª sf(x) s l(l-x) ª '<lx e [O, J]J 

y ; = ri rúÚ~-~) a sA.~) s l(l ~.t) a '</X e [O. 1 ], para algunas l.M. a • con l "<:. 1' M e . . . . 
(O, J], a >0} 

Teorema 4.4.s (conjetura u11iforme de Coase): Para todaf en ; y e >0, 3 ~ >0 tal que en 

todo· ci • equilibrio de sub juego perfecto estacionario, correspondiente a/ y a z, 0< z < ~. el 

monopolista escoge un precio inicial menor o igual que e y su ganancia es también menor 

o igual que e. 

Para este tipo de funciones y z suficientemente pequeña, existen equilibrios de Nash para 

los que se cumple la suposición de Ronald Coase. esto es el monopolio perderá su poder. 

Sin embargo, como se verá en la sección siguiente se pueden usar estos "equilibrios 

111 



coasianos" como una amenza de castigo que obligarían al monopolio a ser firme y cuidar su 
. . 

reputación, al estilo de los teoremas del folklore y construir como· en estos una ruta de . . ' . . . . 
precios de equilibrio que Favorezcan al monopolio. Es decir, M puede encorura~ polfticas de 

precios y ventas de acuerdo a su interés y sentirse obligado:~ ~·¿~~¡~ ~sas 'pólíticas por la 
" . ~- ·'' . ' 

amenaza de los consumidores de ceñirse a sus precios de r~~~n;a."'si'M ~e sale de sus 

políticas. Este tipo de ideas fueron desarrolladas por Auseb~1-~io~h~~~ere fil para construir 

sus equilibrios de reputación que se expondrán en la sección;4.6.:.). 

4.5 Ei¡uillbrlos de reputación 

Describamos la idea intuitiva del artículo de Ausebel y Deneckerelll: Ya que el orden de los 

consumidores en [O, l] es de tal manera que los que están dispuestos a pagar un precio más 

alto están más cerca de cero, una política de M. para llevar a cabo sus ventas, podría 

consistir en partir a la población de consumidores a través de una sucesión {q,, 1;.0 y 

proponerse vender en el primer periodo a todos los consumidores que están entre qo y q¡, 

quedando activos (q1, l] para el segundo periodo. En este periodo tratará de venderle a los 

del intervalo (qi,q2] y así sucesivamente. El instrumento para lograr esas ventas son los 

precios. El monopolio puede anunciar esa política y por ningún motivo salirse de ella, pues 

.tiene la amenaza de. los consumidores de aferrarse a sus precios de reserva .. 

Estos equilibrios que construyen Ausebel y Deneckere son del tipo que llaman un 

,;~quilibrio re.jJUtaéional", es decir de los que consisten en una ruta central, en este caso la 

ruta de pr~cic;~ yventas trazada por M y además de una ruta de castigo que está 
.. -. '· 

determinada, en este caso, por algún equilibrio coasiano. La ruta principal puede empezar 

~o~ un precio' arbitrario que genera las ventas más grandes de todos los periodos, en el 

primero, y e~ l~s demás periodos habrá ventas cada vez más pequeñas, pero positivas .. En 

· l~s'rulas e~ q~~ há lÍabidodesviaci~nes importantes de los jugadores de las estrategias de 

larut~ prindipal; ya sea reiati~~ a los precios que ha elegido M o que conjuntos de medida 

. posi~iva ele consumidores ria hayan actuado optimamente, los jugadores seguirían un 

. eq,uilibrÍo coasiano predeterrnin~do. Este tipo de perfiles de estrategias, descritos 

gruesamente son los equilibrios de reputación de Ausebel y Deneckcre. Si el precio que 

escogiera ,'\ti para el primer periodo fuera cercano al de un monopolio M'de un bien que 



dura un periodo, desde ese periodo M obtendría una ganancia cercana a la de M' e iría 

aumentando sus ganancias, poco u poco, periodo tras periodo. 

Concretando un poco co~o serí; el ~q~ilibrlod~ rep~!ución, describamos primero como es 

lu sucesión deventnsc"l'=; {q. ¡;.¡,! ~l prÍ;n;~'térÍni,riode lÍlsucesión seria el consumidor qo = 
' . · .. -·" .. ~~· ,-.. '. "·"~j'.:< ·'.'.··.':>o: :_:_ic.~!~-/'.:·:::~r-~~-;-~~~}.jS '..~c··-_T::~{{, ~ ·:_;;:r·:;: .. :~·-:,-·:;· .. : -: · 

o y después 'se es~cige·~ c~ulq~ier,'qí,\:~:;~ cg.p;, L,qs s,iguientes términos de la sucesión 

responderán a u~upoHti,~~'"de:~~~~~·t~í·~J6?q'.,r:;:·~ Ke1 conjunto de compradores activos en 

:~ :.:: ::~~:~~i~;;~}iJi~f ª~:·U~'.:~:::::~:.:·::::: 
Valor a q ¡ y forma SC escoge lu'funciÓÍ(íj(z)\ lá sucesión tf quedaría completa . 

. -- ;· =:<.«>J:;::.-.:~~-~tf~g;(,}i.'.i~~~~-::.>!:J;L~{::~ ~-, .·.·:~,<>~-- -~:-·_,· .. 
También la sucesiónde:'preciositt'.~(P~};;"~Ó queda determinada, después de escoger q¡ y 

~~:~,~;;~~irl~till~~i~i~~::;,~::~:~~:~~·:::.:: 
... ·. :"f ·i~2~·.i~·;;ll~~iY~JGi~(i';f:~'.\1IT./~;1.: ·•• •.·. · ... 

Sin embargo. losjugad(Jr~s,s,e, ~ll(ldi:_n~s~lit ~(l.' estas previsiones, la primera vez que el 

monopolio sé desvíi'.:cri'~~;·h;gi{i~rP~~~jÜnt0'1<le.inedida positiva de consumidores), los 

consumidores JÓ d~tl~~~¿;i:((j ~~~~i"1~~á~ ~'segÜir ~u ejemplo) imponiendo la estrategia t', 

del equilibrio c~h~ia~o- cd~. ~J~ue tienen preparada. La reputación para el monopolista es 

importante -ya ·.~~e. c:'i ·~astig~· pued~· Uegur a ser realmente severo, esto desalienta ul 

monopoÚsta respCcto;a ·desviarse .de las políticas que hu trazado. 

Ausebel y Deneckere encuentran una función r¡ (z). con las propiedades requeridas, de tal 

manera que si z es suficientemente pequeña, el perfil determinado por q 1e[O, 1) y por un 

equilibrio coasiano es equilibrio dé ·N~sh. Además rr. la ganancia de M desde el periodo n, 

siguiendo la política de pré~iC>s ~raiad~. es mayor o igual que rr:, la ganancia desde el - . . ·,, -,.-. : ._ .. 

periodo n, usando las estrategias del eqllilibrio coasiano, por lo que los perfiles construidos 

por Ausebel y Deneckere son .eqtÍilibrio~ de subjuego perfecto. 

¿Cómo es la ganancia de lvl en un equilibrio de reputación?. 

Scu /r • = .rnp{c¡f(c¡)I Osqs l} y </tul que re'= q](q'). 
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Esta ganancia es.la de un mo.nopolio de un.bien que dura sólo un periodo. 

Para z y o suficiente~.ente pe9uefiris. Y. e'> O arbitraria, si q1 = ( rr ·-e )/rr • )q•, se 
' . ,· . -.. »~ · ... : ;,.,_· ... :: , .. -

demuestra que.. /': . ·:<:· ,. :. '·.'.;;(,'..". · .:: : . .< ·: · '·· 

.. ·· 'El1~.'W~~~~~~1r~!f~I1'º"~ , .• ,, · ·-· 
Es decir si M esc'oge:como''tj'/a (rr.;_::i)lrr:;i)q•:obtiene una ganancia cercana a la de un 

. ·.- ·:~. '· ~ /. :·:'·'.·;~:~·-~-:;-~::/:5~:<~!?~:.;··~:_}''. ;;·.;~_:;\·"/'. ~,'-: .1.' ' 

monopolio de un_ bien q~e dura un·period~:f::> · ..... > 
.: - ·. ·. ··:/-: ·:. ·Ú·'.;'·t:): ::·-;-:.·~>;,:~·->~:.~:_~<-. •;f);-. ':.-'~!<:_:: ·\\.L.·.'-

Al mover q1 en· í:1 intervalo [O, l); se obtiene'ún intervalo de ganancias de M , con lo que 
· '.; ,, __ ·-~·:- .:;_ <, .. ,.:'>'>::·::;~' ~¡:· r;:: .. :-~/---_\'):1'.,.~':Jf.~, :.i.-c_.,,i;_: '·, _ 

Ausubel y Deneckere obtienen un teore'irii:úipo'de tradición oral para las ganancias de M . 
. ,. . . ··-·- ";_<,:· :::·; "" -:.:~: ,~;::,\'•: '>;," '" ., ' 

., . '· ;--.~;.; -.:'., .. "_·-

Teorema 4.5.l(de triJdiiión o~al);'sea;}~:i{~. r tasa de de~c;/e~to;~o~J1i11a y rr* la 

gmumcia estática de monopolio. Dada e;~, éxiste z*. ~IJ;,;;,;~ %;Q'¡I~ fieskn;~ de vemas 

wles que para Íodo illlervalo de tiempo z posith;o, ;11e;/o{'i,ft~;1~:'~~¡j~;i,;/;Jqi;ilibrio de 
~-.. '. ·:.-·: \ ·<·,_;;~¡,:.:'!/>.:::~~~};~<f.'·,~,~;·; '/'.f·~~- ,,·•;~' 

replltación correspo11cliente a ~. r y z le da 1111a'gc1111111cia•.al~111011opolio,.de, .. c·e11 [e, 
- .. -.-., , :.~~-f ~.:; ff;';~~-·~1~;~~~::;:;;tz~-i~;;}~::·~· -." .-

rr *-e]. ,.,,t .·-··L .. ,-.,"f'.'.~'"° .. ,: ~;' .. 
'.)~;·.;·,:;'_,J\ ;-,: 

4.6 Conclusiones del segundo modelo. 

En el contexto de juegos repetidos usuales, usando el mismo juego repetido, se ha visto que 

se puede demostrar la existencia de diferentes equilibrios de Nash de subjuego perfecto. 

Algunos de ellos. al realizarse, le darían validez a la conjetura de Coase, son los 

encontrados por Fudenberg, Levin y Tirole, otros en cambio, que también existen siempre, 

los llamados de rep11tació11 de Ausebel y Deneckere, al realizarse niegan la validez de dicha 

conjetura, pues los pagos pura el monopolio de bienes durables se puede acercar tanto como 

se quiera a la ganancia de un monopolio de un bien que dura un sólo periodo. Entonces en 

el contexto del nuevo modelo ya no queda establecida la validez del pensamiento de Coase. 

Sin embargo, el acertijo original de Coase concerniente al precio óptimo monopolico 

pennanece sin resolver. Si la finna introduce el bien durable u un precio monopolico 

estático y el precio en ventas desciende lentamente de tal manera que mantiene su 

credibilidad, se puede preservar el subjuego perfecto. Esto pennite al proveedor ganar casi 

las utilidades de monopolio estático. 



. ·:e· 

itJ 
-~;.:~ 

Por otro lado, si la oferta inicial del monopolista desciende hacia el costo marginal (y sus 

utilidades se aproximan a cero) cuando el interyalo de tiempo e_ntre períodos se reduce a 

cero, una vez que una cantidad inicial de bienes ha ~ido· vendida, el monopolista está 

siempre 1entado a vender bienes adicionales y esto pued~ pr~vC>C!U' que el nivel competitivo 

es alcanzado. Se podría llam!ll' ~ste tema como ''Los btenes clurabl~s ya no son tan durables 

o, como las cosas ya no duran como antes" como.lo dice la Maestra Paloma Zapatal 131, pero 

este sería otro tema tan extenso de analizar . 
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4.7 Aplicación: Un Monopolio de Computadoras 

Considerese que una compañia llamada M, "El gigante de la computación", ha decidido 

lanzar al mercado un novedoso modelo de PC. Esta empresa, aunque tiene un poderoso 

rival, es fuerte en el área de diseño y graficación pero aún así no ha tenido las ventas que se 

espera. Este monopolio (puede considerarse así ya que controla el mercado de pes para 

diseño y graficación) quiere vender al mayor número de consumidores su nuevo modelo de 

PC y a.sí obtener las mejores utilidades y reconocimiento en México. Existe un gran número 

de consumidores en adquirir el bien, pero están indecisos si comprar ahora o esperar un 

poco, pues tienen razones para creer que la empresa baje el precio en un futuro. 

Los clientes, aún aquellos con muy altos deseos de comprar el bien están consientes de que 

el monopolista puede bajar el precio, pues esperán que pasando la fiebre del nuevo 

producto, saben que después de un primer periodo querrá vender a los consumidores con 

menor valoración. 

Cada consumidor que existe en el • mercado;· difiere en· la máxima cantidad que está 

dispuesto a pagar, pues no e~ lo ~is~~ ~~ ¿o~Wtad6rá para un ejecutivo o profesionista 

que puede ser su herrruiiienta de trabajo ~ u~: estudiante que tiene la opción de usar el 

laboratotio de s~ esé:Je1ri. 

Si se contemplán millón y'medio de usuarios activos potenciales clientes de este producto 

aquí en el país, podemos segmentarlos en dos poblaciones: la primera está dispuesta a pagar 

hasta 20000 pesos y los segundos nadamás 6000. El costo de producir la PC es de 1000 

pesos. 

A los consumidores que pueden pagar $20,000 por cada producto, se les llamará 

consumidores del tipo 1 y son 500 mil. Los que pueden pagar $6000 son del tipo 2, y son 

un millón. El juego termina cuando ya no hay consumidores activos . 

.Juego estado o de una sola etapa 

Estrategins 

El conjunto de estrategias de M es el intervalo [6000, 20,000]; mientras que para cada 

consumidor una función f:[6000, :?0000] -->(comprar, no comprar}. 



·i:.' 
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Pagos 

La función de pago para M queda 

U,\t (p, a', ér 2 , ••• ,a"°') = (11 1 +112)(p:c) donde 111 es el número de jugadores que compraron 

enp 

y para cualquier comprador 

¡(p, - p)+e; 

U¡(p, a 1,a2 
..... a'+'"J= 

0 

si a 1 compra en p 

si a 1es 110 comprar 

Equilibrios de Nash del juego estado 

La estrategia para los consumidores del tipo 2, de comprar en cuanto el precio sea 6000 y 

esperar para precios mayores es óptima en cada punto del juego, hagan lo que hagan los 

demás jugadores. 

Veáse un equilibrio en el cual los consumidpres tom.ariin. iniciativa y el monopolio se 

adapta a ellos, como si hubiera un pactó eíitre,l~s c~nsumidores, entonces el monopolio se 
> • '.,~ ·_ ':" ·:::::·:-:~· •• (·>--.:.";::-~!:.~,/~~·(·'.:...: _·:::·.,,_'.-, 

ve obligado a vender al precio más bajo: El éqüilibrio a~ sería 

aº =(6000, (comprru< si )i:só!Ó~i'¡,~~-~~5;'i:.:(~oÍJíprar, si y sólo si p = 6000), 

. (oo:p6~'tf ~~~~!~iiJJE:'!J5~mp~. ,; y .ólo ,; p = 6000))) 

La empresa obtiene.',~ll~i:~'.!i1.~?~1~ ;~t:.i.Z:~'.c~il1~~1es de pesos, cada consumidor de tipo !, 
' . ';,, ·:· ', ·:~ :: ' - .: .':. :..}~;·;,:;.::,, :: ' ,,-,:.(~.~ : ¡'0~ :~-· -,;. •l._.: _,_,, ! 

14.000 +e dé utilid:íd y;e'..p:íri(d fohsú'inidorde tipo:?. 
·.~ --~::,.~:,: ~~::;:;·~~;:. ~h:)·~~·ú; ;~-{;:i::f.,',f:/;:){i_~·tr2}'.:\~/;·'' -:: ~-

Sin embargo; estc·,equHi~.rJo;,~pcie¡.ra_~un~;':lriienaza no creíble por los consumidores de 

tipo 1, yaq~~-~s{~n:~}~.f~~fJi~~;~~;~·~.'~~~t.ÍP;m.l'~sos. 
Otro equilibrio .sería·én el -cuÍll ,hL'empre·sa·:·tomn In iniciativa y decide vender al precio 

/' O ' , ~ ~,< :' ,; '\~, \};{.>.: ·~~.'~~'.·:::;,-C:';~~t\~)\~~.~ '•'''e\ .:,~::;:::'.•~),'.~;~::.~/.: '• 

max1mo de _Q,OOOa todos .. >•"' '''. ;,, .. '''' , 
P•ira que e¡te ~q~ÍHili:f~ iea'-~e·;~~tiJtc~~:~¿if~st6, lós consumidores deben comprar al 

precio ménor o igu~l ~!que e~tdn dl~p~~-stot~ i~~~~: ~ite sería 

a =(20000, (comprar. para todo p),. . ., (con1prar, para todo p), 

(comprar, si y sólo si p=6000) ..... (comprar, si y sólo si p=6000)) 
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De los compradores activos sólo comprarían los del tipo l, M tendría una utilidad de 9.5 

billones que es mayor a la que obtiene cuando vende a todos a 6000. 

Este equilibrio es de subjuego perfecto, pues no encierrar amenazas crefbles 18
• Pero uno de 

los objetivos de la empresa es llegar al mayor número de usuarios y con éste sólo le 

compran a los que pueden pagar más . 

.Juego repetido estacionario 

Ahora consideresc el juego repetido donde los mismos jugadores tomán en cuenta el tiempo 

de manera infinita . 

.Jugadores 

M, 500,000 compradores de tipo 1 y 1,000,000 de compradores de tipo 2. 

Sean cu y c21 los compradores activos de tipo 1 y 2 respectivamente 

Estrategias 

Para M es una función tal que en cada periodo debe tomar en cuenta el número de 

compradores activos para d'!r su precio e_I cual estará entre $6,000 y $20,000. Esto es 

.f.11 :J<c,1 ,c~1 )}~~ > [6000,2000) 

Esto es 

fc
1 

: {Cc,;,c~1 .p1 >}:... .... :>{comprar en t,esperar) 
.•.•...•.. _ •. ,_···.:1l 

·

2

1 " '""'""'-'~ '""""' o, "" """ "" "~"';,., W. ;~•~;"oo' ,~ ~ '""""""" "" o •~""" :~~ ·>>¡ provnL.'ur que no se alra\'icsc por alguna :-.ituación del juego. llamemos~ unu de esa siluncioncs. a puede ser 
·/·>\ un quilihrio di! Na~h y. !'!in i:mhargo, o~urrir l)UC un jugador tiene una mala instruccilín en :(,pues eso no 

iJ;i:::. .1fccwria >U pago. En""'''"" '"¡ Jiri:unos 4uc a cndcrra una amena/a no crcihlc Jcl Jugador para la siluncitln 

~·''"''';;¡,,,.,, " . . . l " 



En este juego, sólo se consideran .los compradores c11 y c21 activos en 1; los que ya 

obtuvieron una unidad salen pura siempre del mercado, también es importante el precio 

dado porM. 

Los pagos en este nuevo juego. serán.·afectados por tasas de descuento o,= 0.10 pura los .... . ... · .. '· 

consumidores y O.u =0.15 pura (~·empresa, 

- 1 - 1 
llM(O") = ~---, (p, -c)(c11 +c2,l=:E---, (p, -IOOO)(c1, +c2,) 

l•I (1 +O) ,., (1.15) 

La función de pago pura el comprador 1 es 

{
º· 

111 <0 >= - 1-c20000- J+e. 
(1.10)' p, 

si no compra nunca 

si compra en t 

Pura el jugador 2 

{º· 
112 (a)= ~(6 .• ClOO:,: p,)+e .• 

(l.10) .... · . . 

si no compra nunca 

. si co.mpra en t 

.·..... ·: 

El perfil de estrategias a cspedfica tanto· los precios que escoge M en cada período, como 

d periodo ten que c;1da jugmJor j compra, o si no lo hace nunca. 

M t.!ligc precios en el intervalo [6000, 20000]. Es claro que a los compradores del tipo 2 les 

conviene, comprar en el periodo t si M escoge 6000 y no comprar si no es así. 

Pura los consumidores de tipo I, si en el tiempo t no hay compradores del tipo 2, M cargará 

a lo máximo 20,000 y decidirán comprar al precio que sea, pues éste nunca será superior, 

aunque seguramente no será mas bajo. En cambio, si uno de estos compradores cree que lv/ 

puede bajar los precios, considerará el precio más alto que estaría dispuesto a pagar en el 

tiempo 1. si sabe que en el periodo siguiente M venderá al precio 6000 Esto es, 

El jugador 1 comprará en t mientras 111 (p,,,. c¡., cz1) :::: 111 (P,,.,, cu. c21) esto es 

ll<J 



(20000- p01 ) > (20000-600Q 
(1.10)' (1.10)1+1 

20000-Poi ?! 
14000 ~Poi 520000-

14000 
1.10 1.10 

Poi S 7,272.72 

El precio tendrá que ser menor o igual a $7,272.72. Éste se le puede llamar como el precio 

de reserva en t del jugador l. 

Supóngase que en el periodo t no se espera que,f:ll'.r+11()sprecios alcancen el tope de los 

compradores tipo 2, aunque hay esperanza dé cju{d~htro de k periodos esto sucederá, pues 

en el mercado todavía existen compr~d~ri:'f~c,ti~'oéct~ e~i~ tip~. El precio máximo de que 

aceptarían los consumidores'del tipo l.en t~érfa'': ,': ,:::., "'·i 

1 ·. ':,': ·::·:.--· "<' . 1 
Cl-p ~·--0-(Cl-:-b>.fséap1k=--·.,_. (b-a}+CI 

(I+ >,-~:,¡::. :·,:< ···.·. (l+o} 

Es claro que PIS Pis+/ y qué la suc;~ió~'.c,~nverge a a. 

Por otro lado, M tiene que hjar eÍ préCio en t cuando hay compradores de los dos tipos. A 

M le conviene vender en t ~,todos los compradores, aunque tenga que cargarles el precio 

más bajo posible, en lugar.de ,ven.der en t, sólo a los de tipo 1 al precio p01 y esperar a t+l 

para poner el precio en 6000 y venderles a los de tipo 2 

La empresa dará un precio de $6000 en t si y sólo si 

~'! +<'!1 )(6000-1000) <!e (7:?72.7:?-IOOO) +<'• (6000-1000) 
(1.15)' lt (1.15)' ·' (1.15)'"1 

(c 11 +c2,)(5000} ~6272.72c1 , + SOOO c2, 
' 1.15 

652.17c2, ~ 1272. 72c11 · 

'íi12.12> . < . 
C21 ~. 652

;!7 ~11'~L95c,¡ -

e,, ~ 1.95 
C11 

1~11 



1 
\ 
1 
1 
' i 
1 
\ 

Si por el contrario, se tiene que "'' < 1.95, M no cargaría 6000 en t, aunque a ese precio 
C11 . 

compren todos, sino que esperará algunos períodos para bajar hasta allf y en t buscará un 

precio que estén dispuestos a pagar inmediatamente los de tipo l, aún a'sabiend~s de que en 

unos cuantos periodos el precio llegará a 6000 

Equilibrio de subjuego peñecto 

Es claro que la estrategia de c21 es óptima en cada punto di:! juego y que las estrategias de M 

y c1, dependen del número de compradores activos tanio:del tipo cu y c21• Verifiquese 

entonces los otros dos casos. Las siguientes estrategias son equilibrio de Nash y de 

Subjuego perfecto 

Estrategias de M. 

¡$6000 si C11=0óc11.>0yc2,~l.95*c1 1 

a"'*= p(c,1,c,,), 1.95 * c11 >c21>0 

$20000 Si C21 = o 

Estrategias para los consumidores de tipo 1 

comprar p,,, S. $7272.72y. c21 ~ 1.95 * c1, 

Si p..,S.p( c11. C21l y 1.95 *c11 > C21> o 
a'*= p=S20000 y c;,=o 

-.. ,_:::,,·_ . 

Esperar 
··E~ cualquier otro caso 

Estrategias para los consumidores de tipo 2 activos 

CT ' ¡
Compmr 

* 
Espt•rm· 

P=$6000 

En cualquier otro cuso 
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Demostración: 

La estrategia de equilibrio de M.es cobrar un precio que dependa del número relativo de c11 

y c2, activos. El precio n~h~a estará por abajo de $6000 y por encima de $20,000, y es una 
,-, .. -'., '· -.' 

una función creciente del.número.relativo de e¡,. 

La estrategia de.fos ~2; ¿s ~~~~~ar hÜsta que el precio baje a su máxima disposición a pagar 

que es $6000 y enio~6~s¿ori;~;lll' i~~~diatamente. 
La estategia de lo~ cue~ !~ rlt~'cornpleja. Su precio de reserva más bajo es $7,272.72 y el 

más alto es $20000. EÜós' ~dÓptarÍin s~ más bajo precio de reserva siempre que los c21 sean 

más de 1.95 compradores activos y ellos adopten su más alto precio de reserva cuando no 

haya C21 entre los comprado~;;s. activos re.stan~es. Cuando la proporción de c2,, entre los 

compradores activos es positivo, pero menor a 1.95, el precio de reserva y la probabilidad 

de compra a este precio depende el~ i'a próp.orciÓii de Ctt y c 21 entre los compradores activos. 

Veamos el equilibrio para los~o~~¿~icl~resd~:Úpo l: . 

Si 6000 S p0,,, S 7272.72 y e~, esp~~ri.e~íó'n~~[parael período t+l c21+1 <? 1.95 * C/1+1 y 
' . '.' ' ·~--:-.,;. ·' . " . . - -

p¡,,, = 6000 en el período t+lentónces ,/' .. ::·'' · 

11( (C11+1) = (20ooo·~ 6000).ii.iÓt~lS (20000- 7272.72.63) /J.101 
'" ,,, .. ,, . - '.,'. 

;-~-· : ;;: 

Veámos el caso para M. Si l~:~iri·p~~sX·~~··dn precio de $6000 inicialmente obtiende 7.5 

billones de pesos. ' .'< \; ;)J:1 r~< •.. · ~; 
Si Pe [6000, 12~:?.1ifs~lb~,;co'IJi'~~~~;;~~ionces M obtendrá 3,636,360,000.00 · ·'..\~ ':.~~·~r~:ii~;- IOOO)) "1.15) 

Si Al da un precio P :;;? :7212.72;'.''entéÍÍlccstlós':compri1dores siguiendo su estrategia de 
'. •. ':_: :··. ~\-' ·'::',:¡-};,: :._·',-<~\'/ ~~~ ,~~~,;~\~:i~f.1i;t'.~\~·;;~t;. ·':,-~:~. -; .. 

equilibrio no comprarán y.uE (~,(c.-;;· c2í)) =:º en'ese 'período y cu= c11+i. c21= C21+i. como 

resultado M tendrá qu~ ~~e cl.J ~Íi'p;~ái;:~e ~ó'oo\ió ~l período t+l lo cual reduciría sus 

ganancias. 

iili~tgji~;_-,!fJ!-~ii~~~~""-~.,.··'.':'1,::~"'"""'"' .... -'~'.':'.__,-_-----------------"'""-------------· ..... ·...--.-.,_-,-..... ,.:'.;_-,~-"'··~"""'·~ ! 



Conclnsiones 

'l" .,. 
!·,;·:•' 

Es claro que este ejemplo se adecua a una situación donde los consumidores toman la 

iniciativa y donde su poder de compra hace que se comporten como si se hubieran puesto 

de acuerdo. Como los consumidores de pocos recursos son mucho más que los que tienen 

mayor poder ele compra, influyen en la decisión del monopolio. Se podria decir que estos 

consumidores tienen la palabra y obligarían a M a dar. su computadora casi a su costo 

marginal. En tal caso se está cumpliendo la conjetura de Coase y habría muchos estudiantes 

felices con su nueva PC. 

Pero como se ha dicho anteriormente, el monopolio tiene poder de decisión. Este ejemplo 

se ha planteado como una situación propicia en México. Dado que los bienes durables 

ahora son menos durables (y mucho menos las computadoras), se puede pensar que M 

querrá vender su producto al mayor número de personas y que en poco tiempo sacará al 

mercado una nueva computadora con mejoras y querrá vender además de nuevos 

consumidores. aquellos que ya compraron anteriormente, el ciclo se repite. Ahí es cuando 

se podría decir que el tiempo entre dos ·revisiones de precio será corto, pues con la 

intenciónclc vender su producto a todos tcnta;á a M vender rapidamente. Se poclr!a decir 

que se cümple la Conjetura de Coase. 

T"----------------~--~~~. 
't'r ': T ~ f" : t.i 
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Conclusiones Generales. 

La conclusión de este trabajo muestra que es difícil derrotar ni monopolio, aun en la teoría, 

y que por algo son tan comunes en cualquier mercado. La teoría de juegos pemite un 

adecuado análisis, ya que a diferencia de modelos detenuinísticos, el enfoque teórico -

probabilístico es una alternativa que compromete a los entes en el conflicto considerar más 

allá de sus propias decisiones. las de sus rivales. 

Se ha concluido que además del análisis de los dos modelos planteados en el objetivo de 

este trabajo, se dejó ver que exist~n un sin número de posibilidades del monopolio y de los 

consumidores y depende muchas .veces de las condici.ones de mercado y población, como 

se vió en el ejemplo numéri~Óuq~len~é,xko. 
,. Sobre el objetivo inkfá¡'~ÓÚj;'.~u~de:decÍr que no hay una respuesta contundente al 

problema. Cuando c~¡jJi~'i;'~~Jht¡iÍ(j~'fj~~I'. ;;¡ menos una pequeña influencia en los precios, 
" . ' ·,· .- > 1 ' ;"\;~~:~;'::<.<·:'.:.: ... ');: ('.,;·._;";.>.\ ~·:>. 

aunque estos no sell!l parte de sus decisi()nes (como se modeló en el ejemplo), y no tienen 

una necesidad vit~I d~'t 'p~bd~~to\~: á~~;;ui~ estos consumidores son relativamente más que 
.. ..- --~. ; ___ - . - - ; • '..<" ·!-· ;. >- ~-. ··--· .. > ••• 

los que tienen una ~áloracióll miíyorpór el bien, resulta válida la conjetura a discusión. 
,··. ·- '·-··'· ·, .. _ ., . 

El segundo modelo estu.diádo, represe.nia a consumidores tomadores de precios, sin ninguna 

influencia individual st,ibre 'éstos.:"ese es el contexto en que Coase plantea su conjetura. 
' . . . ' . . 

Como es natural, el lapso eníre periodos tiene mucha influencia en el resultado que se 

obtiene, es claro . que si ese lapso es muy largo, el monopolio de bienes durables se 

encontraría en una situación muy parecida a la del monopolio de bienes que duran un sólo 

periodo, la conjetura de Coase no tendría sentido y se obtendrían los precios y la ganancia 

usuales en un mercado con níonopolio. Para que tenga sentido la tan citada conjetura y se 

pueda hablar de su validez, es necesario que el lapso de tiempo entre períodos sucesivos 

debe ser muy pequeño, ~s decir, los precios deben bajar a corto plazo. Pero para z 

suficientemente pequeñas, dentro del segundo modelo, se demuestra que existen equilibrios 

estacionarios que de· darse apoyarían la conjetura de Coase y también equilibrios de 

reputación que la contradirían. Para completar la discusión dentro del segundo modelo. se 

tendría que aplicar alguno de los criterios de selección de equilibrios. construidos dentro de 

Ja teoría, cosa que requeriría un trabajo tan largo como éste, hay que basarse en la intuición 

y el sentido común para prever cuál equilibrio se puede esperar que se realice. 



Desde este punto de vista, los equilibrios estacionarios de Fundenberg-Levin-Tirol l5l 

implican que el monopolio se adapta a los consumidores, toma como dados los precios de 

reserva de éstos y optimiza respecto a dichos precios, mientras que los equilibrios de 

reputación de Ausubel-Deneckerelll implican que el monopolio tome la iniciativa sobre las 

ventas y escoja precios para que estas ventas se hagan realidad, es decir obliga a los 

consumidores a que sean ellos los que se adapten a sus deseos. Estos nos parecen 

argumentos en contra de la validez de la conjetura de Coase. 

Esta discusión intuitiva se ve más realista que la del primero modelo. Sin embargo, si de lo 

que se trata es de examinar lo que dice la realidad, es muy evidente en ella que cada vez los 

bienes son fabricados con una duración menor, no cabe duda que el desarrollo tecnológico 

podría lograr hacer mucho más durables los llamados durables que tienden a convertirse en 

desechables, trátese de artículos electrodomésticos, automóviles, computadoras, etc. Lo que 

nos habla de que es más redituable para las empresas, especialmente para los monopolios el 

dedicarse a los bienes perecederos y no a los durables, o lo que es lo mismo volver 

perecederós los durables. Sería otra lectura de la conjetura de Coase, otra forma de cumplir 

su validez. 

Realmente en el mercado de bienes durables, por ejemplo el de computadoras, las empresas 

no dan por perdidos a los consumidores que ya han comprado una unidad del bien, sino que 

tratan de volver a atraerlos introduciendo cambios que provoquen deseos por desechar el 

bien adquirido y obtener el mejorado. Las empresas pueden, mientras, seguir vendiendo a 

los consumidores menos interesados o con menos recursos el bien sin mejoras, hasta que a 

todo el mundo le parezca obsoleto y no exista ninguna demanda sobre él. 

12..i 
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