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Capitulo 1
Introduccién

El objetivo de este trabajo consiste en describir ciertas clases de gavillas analfticas, las
gavillas coherentes, en los espacios proyectivos complejos y su relacién con haces vectori-
ales holomorfos; explicar algunos ejemplos de grupos de cohomologfa asociados a dichos
haces, asf como presentar los teoremas A y B de Serre y de Grothendieck, este udltimo
que da una caracterizacién de los haces vectoriales holomorfos sobre la recta proyectiva
compleja, también conocida como la esfera de Riemann.

Los haces vectoriales son objetos de estudio importantes, tanto por el papel que de-
sempeiian en 4drcas como la Geometria Algebréaica compleja, asf como por las aplicaciones
que tienen en otras ramas como la Fifsica Teérica. Por ello, un problema importante es
el de encontrar criterios que parmitan dar una caracterizacién de haces vectoriales sobre
variedades. El problema como tal resulta muy dificil de tratar en toda su generalidad.
Asf, un campo de estudio de interés es el de la clasificacién de haces vectoriales holomorfos
sobre una clase especial de variedades complejas, los espacios proyectivos CP™.

El dar criterios generales de clasificacién de haces sobre espacios proyectivos de di-
mensién arbitraria es, hasta donde sabemnos, un problema abierto. Por esto consideramos
interesante abordar la cuestién el caso mas simple del espacio CP! y en donde el men-
sionado teorema de Grothendieck da una respuesta positiva al problema en cuestién.

El interés de realizar este trabajo es doble por cuanto al abordar el estudio de haces
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vectoriales holomorfos sobre espacios proyectivos este estudio se aborda desde la perspec-
tiva de la teorfa de cohomologfa de gavillas analfticas coherentes, con lo que se persigue,
de nuestra parte, una modesta ilustracién de la importancia de los métodos homolégicos

en la geometrfa compleja contemporénea.




Capitulo 2
Variedades analiticas

En este capftulo presentamos los elementos basicos de la teorfa de varias variables com-

plejas que nos permitan llegar a tratar con las variedades analiticas.

2.1 Funciones de varias variables complejas

Como de costumbre denotaremos por R al campo de los nimero reales y por C el campo
de los mimeros complejos. El objetivo de esta seccién es el estudio de las funciones de
varias variables complejas en el espacio C*=C x --- x C, el producto cartesiano de n
copias de C. Un punto z € C™ esta dado por una n-ada de niimeros complejos (21, ..., 2,),
con z; = x; -+ iy; y donde x; y y; son nimeros reales. La norma de un mimero complejo

w se denota por |w}, y para z € C®, se define la norma
|z = max{|z{n = j = 1}.

La norma asf definida induce una topologfa en C™ que es equivalente a la topologfa usual
de R2", via la identificacién (z1, Y1, ---s Zny Un) — (1 + Y1, .oey Tn + iYn)-

Un polidisco abierto (o policilindro abierto) es un subconjunto A(w;7) de C" de la



forma

Aw;r)

I

AW, ey WniT1y eeey Tn)

il

{zeClz—wil<rjn=j= 1}
El punto w € C™ se llama centro del polidisco, y
r=(T1,-"n) ER™ 1; >0,

se lama poliradio. La cerradura A(w;r) de A(w;r) se llama polidisco cerrado con centro
en w y poliradio  y usualmente se denota por A(w;r). De manera més general, si
D; < C son dominios de C, es decir, conjuntos abiertos y conexos del plano complejo, el

producto D = D; X .-+ x D, C C"” se lamard polidominio abierto.

Definicién 2.1.1 Se dice que una funcidn f de valores complejos definida en un sub-
conjunto D C C" es analftica en D si cada punto w € D tiene una vecindad abierta U

tal que f tiene una expansion en serie de potencias

f(z) = Z Aypeva (21 — W) - - - (20 — W)™ (2.1)

v1-Un=0

que converge absolutamente para todo z en un disco suficientemente pequenio D, contenido
enU.

Ejemplo 2.1.2 Los polinomios con coeficientes complejos en las variables z,, ...,z son

funciones analfticas en todo C™.

Decimos que una funcién f : U € C* — C es holomorfa si f(z, ..., z:) es holomorfa
como una funcién de las variables z; separadamente. Toda funcién analftica es holo-
morfa, pues dejando libre una de las variables y fijando las restantes, se tiene una serie
de potencias uniformemente convergente en una variable compleja, que es una funcién

holomorfa. El siguiente resultado es un recfproco de esta observacién.
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Teorema 2.1.3 Sea f una funcién C-valuada continua un subconjunto abierto D C C"

y es holomorfa en cada variable z; separada, enlonces f es analttica en D.

Demostracién: Sea w € D y A(w;r) un polidisco cerrado contenido en D. Como
f es holomorfa como una funcién de la variable z;, para j = 1,...,n, en una vecindad
abierta de A(w;r), se puede iterar la férmula integral de Cauchy para cada variable z;.
Explicamos esto para el caso j = 2, pues el caso general es andlogo, pero la notacfon es
mas complicada (ver [G2, teorema 2}. Supongamos que f es holomorfa como funcién de
las variables 21,22. Para w = (w),ws2) € D C C? existe un disco abierto A(w;r) € D

que contiene a w con A(w;r) C D tal que para (z1, 22) € A(w; )

flz,2) = 1 flz1,42)d¢,

2mi ¢ —wal=r2 Co— 22
. / 1 / f(61,€2)d¢, d¢,
27 Jigy—wnt=ra \27% Jig,unj=r, C1— 21 C2— 22’

y como para un z fijo el integrando es contfnuo en un dominio compacto de integracién,

por el teorema de Fubini la integral iterada se puede poner como una integral miltiple

o (LY £(€1:€2)dC, S,
1@ = (7)o GG @2)

1 — o0 z—w; )Vi
Dado que ¢#—5; = 3 vi—o Ci—w)oi ¥

Y s (mmw) (e —wa)
(€1 — z21)(€2 — z2) (C) — w1 +1((p — wg)vat’

,v2=0
encontramos que

flz1,22) = D ez — wh)" (22 — w2)™,

v1,v2=0

. _1__ 2 £y, €2)dCdC,
oo = (27”') v/l;—w|=r (€1 — z )1 +1((p — z2)vett”

donde




Asf que toda funcién analftica es holomorfa y viceversa. De ahora en adelante nos
referiremos a las funciones como analitfcas u holomorfas indistintamente.

Toda funcién analftica f en una vecindad abierta de un polidisco cerrado A{w, r) ticne
una representacion integral de Cauchy de la forma 2.2; esta férmula es una generalizacion
natural de la férmula integral de Cauchy para funciones holomorfas de una variable
compleja. Diferenciando bajo el signo de la integral en 2.2, lo cual es vdlido para una

variable compleja, se tienen las derivadas iteradas en las variables z;

ghttkaf(z) _ (Fa)l-- - (k) / £(Q)d¢, - - - d¢,
|

azr‘ .. 625‘;- - (27”:)11 i (Cl — zl)k|+l e (Cn — z")kn+l ]

donde ¢ = ({,,..-,{,). De esta igualdad se deduce que los coeficientes en el desarrollo de

serie de potencias de f estan dados por

_ 1 av1+"-+v,.f p
B ) FEY W) I =

Una consecuencia de estos resultados es que la expansién en serie de potencias de una
funcién analitica en w estd determinada de manera univoca por la funcién y converge
dentro del polidisco A(w;r) contenido en la regién de analiticidad de la funcién.

También existe una extensién de las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el plano com-

plejo al caso de varias variables. Para esto introducimos los operadores

o _1(o 9\, 08 _1(08 .0
5z; 2\9z; '0y;) Y5z, 2\8z; oy )
Es conveniente hacer notar que las expresiones del lado izquierdo estan definidas por esas

ecuaciones y no tienen un significado independiente. Sin embargo, notemos que

B, _1(B 0N, .o
az,-z’_ 2\ Oz; y; 3=



Y por tanto
a zv_n. — v_-—l
az,- 7 7
De esto se sigue que cuando el operador -l% se aplica a funciones holomorfas coincide con
la derivada compleja usual para funciones holomorfas.

El siguiente resultado se conoce como criterio de Cauchy-Riemann.

Teorema 2.1.4 Una funcién f : D — C™, con D C C® un subconjunto abierto, que es
continuamente diferenciable como una funcion de 2n variables reales es holomorfa si y

solo si satisface el sistema de ecuaciones diferenciales parciales

3—82:jf(z) —0,7=1,..n. (2.3)

Demostracién: En cada punto de D, consideramos a f(2) como una funcién de la
variable z;, dejando las otras variables fijas. Descomponiendo a f en sus partes real e

imaginaria escribimos f(z) = u(z) + ‘v(z). Entonces

(7] Su v du du
22— ={=— - il 53—+ 75—
"oz, f(=) Bzx; ay,-) eyt 3%‘) ’

y el sistema 2.3 es equivalente a las ecuaciones de Cauchy-Riemann clédsicas para cada
variable individualimente. Como vimos arriba, esto es equivalente a que la funcién f
sea holomorfa en cada variable individual. Aplicando el teorema anterior se tiene la
demostracién.

Denotamos por O(D) al conjunto de funciones analfticas definidas en D.

Como un consecuancia del criterio de las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos la
-

Proposicion 2.1.5 Sea D un subconjunto abierto de C™. Entonces:

i) O(D) es un anillo bajo las operaciones (f+g)(z) = f(2)+g(2), (f9)(z) = f(2)g(z).
it) Si f estd en O(D) y no se anula en ningin punto, entonces 1/f € O(D).



Demostracién: i)Por un céiculo directo

a _of 3g
'a?j(f"'g) = oz o
3 - 9f 99
a5,V = 39+ 5 (2.4)

entonces el resultado se cumple por el teorema anterior.
ii) Aplicando 2.4 en el caso g = f~! encontramos que
art

fa,z,_ =0,

lo que implica que Qu'%‘ =0y f! es holomorfa. =

Una de las propiedades de las funciones holomorfas de una variable compleja es que la
composicién de dos funciones liolomorfas es una funcién holomorfa; el criterio de Cauchy-
Riemann permite extender esta propiedad a las funciones de varias variables complejas.
Sean D € C*y D’ C C™ dos dominios; las variables en D se denotaran por z = (21, ..., 2n)
y las variables en D’ se denotaran por w = (wy, ..., wm). Toda funcién F : D — D’ se

puede describir por las m funciones

wy = f1(21, o1 Zn)s s Wi = frnwi, vy Win)- (2.5)

Se dice que la funcién F es holomorfa si las m funciones fi, ..., fm son funciones holo-

morfas en D. Si f(wy, ..., wm) = f(w) es cualquier funcién definida en D', la composicién

F(F(2)) es una funcién bien definida en D.

Teorema 2.1.6 Si f(w) es una funcién holomorfa en D’ ysi F: D — D’ es una funcién

holomorfa, entonces la composicién f(F(2)) es una funcidn holomorfa en D.

Demostracién: Se descomponen las funciones 2.5 en sus partes real e imaginaria

Fi(2) = u;(2)+1iv;(z)- Dado que todas las funciones involucradas son diferenciables reales,
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la regla de la cadena se aplica como sigue

Af(F(z)) _ af 3“1: Of Bux
9z; o Z (3uk 6_j auk 6_

_ ;85\ 8k 97
- Z — - 8vk Jz; Z (auk az:
_ (31’ O, Of afk)

Owi 9z; a—ka—

Esta ultima férmula es la versién compleja de la regla de la cadena. Si f y F son ambas
holomorfas, entonces 8f/8wx = 0 y 8fx/9Z; = 0 para toda k. Entonces, por la férmula

de arriba 9 f(F(z))/8Zz; = 0 para toda j. Por el criterio de Cauchy-Riemann se tiene el
resultado. =

Teorema 2.1.7 (Teorema de Identidad) Si f y g son dos funciones holomorfas definidas

en un dominio D C C», y si f(2) = g(z) para todos los puntos z en un subconjunto abierto
no vacto U C D, entonces f = g en todo D.

Demostracién: Sea E el interior del conjunto que consiste de todos los puntos z
para los cuales f(z) = g(z). E es un subconjunto abierto de D y es no vacfo puesto
que U C E. Basta con demostrar que F es relativamente cerrado en D (es decir, que
la cerradura E de E es un subconjunto cerrado en D), pues por la conexidad de D esto
implicara que E = D. Para ver esto, sea w € DN E y r un mimero suficientemente
pequefio tal que el polidisco A(w; 7, ...,7) C D. Como w € E, existe un punto w’ € E tal
que |w; - wjl < r/2, j = 1,..,n. La funcién f — g es holomorfa en A(w';7/2,...,7/2),
por lo que tiene una expansién en serie de potencias centrada en w' y convergente en este

polidisco. Ahora, como w' € E, f — g se anula idénticamente en una vecindad abierta de

w', y dado que
1 6Vl+"'+unf
(vl') .. ('Un') azu; . Z"" (w)r

todos los coeficientes en la dicha serie de potencias son 0; pero entonces f — g = 0 en

Ayyeevp =

todo A(w';7/2,...,7/2), con lo que w € E y FE es relativamente cerradoen D. =
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Como hemos visto hasta ahora, varios de los resultados basicos de una variable com-

pleja se extienden al caso de varias variables. El Teorema del Médulo Méximo no es una

cxcepcion.

Teorema 2.1.8 Si f es una funcién holomorfa en un dominio D C C", y existe un

punto w € D tal que | f(w)| > |f(2)| para todos los puntos z en una vecindad abierta de
w, entonces f(z) = f(w) para todo z € D.

Para una demostracién de este teorema ver [G2, pag. 7). Sin embargo, una diferencia

importante con el caso de una variable lo da este importante resultado, que puede verse
con més detalle en el libro citado.

Teorema 2.1.9 (Hartog) Toda funcion holomorfa f definida en una vecindad deU —V,
donde V C U son subconjuntos abiertos que contienen al 0 € C*, se puede extender a

una funcién holomorfa F definida en todo U.

Demostracién: Damos la demostracién para el caso n = 2, pues el caso general se
demuestra de manera similar.

Sin perder generalidad podemos suponer que el abierto U es el polidisco A(0;7) =
{(21,22)||21],{22] < 7}, mientras que V es un polidisco méds pequenio A(0,7), v < r,
contenido en U.

Para cada hoja { z; =constante}, la regién U — V tiene la forma de un anillo

{z2| 7 < |z2| < r} o0 de un disco {|z2]] < r}. Procedemos a estender f en cada hoja por
medio de la fé6rmula de Cauchy. Para ello definimos

Fz1, 22) = 1 f(z1, wa)dws
12 27t Jjwgj=r W2 —22

Notemos que F esta definida en todo U; es claramente holomorfa en zs, y dado que

OF 1 a3 dw,

S -
62'1 27t lwal=r 651 (Z;,’UJQ) wWo — 22 - 0,
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también es holomorfa respecto a z1. Ademds, en la regién {z1|lz1] > 7} de U — V,
F(z1, 22) = 3 jiwg|=r ﬁ“:’;—“fg:—“” = f(z1, 22), por la férmula integral de Cauchy. Entonces
Fly_y, = f y F csla extensién buscada. m

Teoremas de Weierstrass

Una funcién holomorfa f de una variable tiene una representacién en serie de potencias

alrededor de un punto zp y por tanto una iunica representacién local de la forma

J(2) = (z — 20)"9(2), g(=0) # O,

donde ¢ es una funcién holomorfa definida en una vecindad pequenia de zg. De esta
udltima ecuacién se desprende que el conjunto de los ceros de f (es decir, los puntos en los
que f = 0) es discreto, porque por continuidad de g, en toda una vecindad de z, g # 0.
De manera similar, los teoremas de Weierstrass que probamos en esta seccién dan una
representacién local de funciones holomorfas de varias variables complejas.
Supongamos que f(zy, ..., Zn—1, w) es una funcién holomorfa en una vecindad del origen
en C* y que f(0,...,0) = 0. Supongamos también que f no se anula idénticamente en

el eje w; es decir, la expansién en serie de potencias de f alrededor de O contiene un

término de la forma aw® con a # 0 y d > 1. Denotemos por z a (21,..-, 2n—1). Parar,é
y € > 0 adecuados, si |w| =r, |f(0,w)| = 6§ > 0 y por tanto |f(z,w)| = §/2 si |w| = r,
|z] O e. Ahora, si by, ..., bg son los ceros de f(z,w) dentro del disco |w| < r. El conjunto

de los b;(2) es en efecto finito porque como se noté arriba, es discreto y estd contenido
en disco cerrado de radio r, que es compacto. Entonces, por el Teorema del Residuo {Al,
péag. 150]

1 af wdw
bi(2) +--- +bi(2) = %/m 3w Wy

y la suma 2;‘___1 b:(2)? es una funcién analftica en z dentro del polidisco |z] < . Sean

1(2),...,04(z) los polinomios simétricos elementales en by, ...,ba (ver [J, pag. 138]). Los

13



o1, ..., 04 S¢ pueden expresar como polinomios en 2::.;1 b;(2)?. Entonces la funcién
g(z,w) = w? — o1 (2)w? ! + - - - + (= 1)%0q(2)

es holomofa en el conjunto {(z,w)||z| < g, jw] < r} y por construccién tiene exactamente

los mismos ceros que f. La funcién cociente

_ f(z,w)
iz w) = S w)

estd definida y es analftica en la regién {(z,w)| 2] < €,|w| <7} —{ ceros de f y g}. Aun
mds, para un z fijo, h(z, w) s6lo tiene singularidades removibles dentro del disco jw| < r,
y por ¢l Teorema de Singularidades Removibles de Riemann, h se puede extender a
todo {(z,w)||z| < e,|w| < 7}, y h es holomorfa en w para cada z fija, as{ como en el

complemento de los ceros. Expresando h en su forma integral

h(zw) = L. /K ~ h(z,¢)d¢

2mi ¢ —w
se ve que h también es holomorfa en =z.

Definicién 2.1.10 Un polinomio de Weierstrass en w es un polinomio de la forma
w? + ay(2)w? ! 4 - - - + aa(z), a1(0) = --- = aq(0) = 0.
De lo hecho arriba se desprende el siguiente resultado, conocido como el Teorema de

Preparacion de Weierstrass

Teorema 2.1.11 Si f es una funcion holomorfa alrededor del origen de C™ y no se
anula idénticamente en el eje w, entonces en una vecindad del origen f puede escribirse

de manera tunica como
f=gh,
donde g es un polinomio de Weierstrass de grado d en w y h(0) # 0.
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La unicidad es clara dado que los coeficientes de cualquier polinomio de Weierstrass g
se anulan exactamente donde f se anula y estan dados como polinomios en las integrales

of widw
/uwlﬂ 20" G wy

Sea O; el anillo de funciones holomorfas definidas en una vecindad de z € C*. El
anillo Op es un dominio cntero: sean f y g son funciones holomorfas definidas en una
vecindad abierta U del origen tales que f(z)g(z) = 0 para todo z € U. Supongamos que
f # 0, por lo que existe un zp € U tal que f{zp) # 0. Por la continuidad de f, existe una
vecinad abierta V' C U que contiene a zp y tal que f(z) # O para todo z € V; entonces
g = 0 en todo V, y por ¢l Teorema de Identidad, g = 0 en todo U. Pero ain mds, de
hecho Op es un anillo local, cuyo ideal méximo estd dado por { f € Op| f(0) = 0}. En

efecto, para f € Op con f(0) # 0, —}— esti definida y es holomorfa en una vecindad de 0,
y f es una unidad.

Proposicién 2.1.12 FEl anillo Oy es de factorizacidn inica.

Demostracién: Ver [G-H, cép. 0] =

Aprovechamos este resultado para dar la siguiente definicién. Sea X una variedad
compleja. Una funcidon meromorfa f en un abierto UC X es una funcién f : U — C que
esta dada localmente por un cociente de funciones holomorfas. Es decir, si {U; }icr es una
cubierta abierta de U, fl, = gi/h;, donde g; y h; son relativamente primos en O(U;) y
gih; = gjh: en O(U; N Uj). Por la proposicién anterior esta definicién tiene sentido. En
un sentido estricto, una funcién meromorfa no es una funcién, pues en los puntos en los
que g; = h; = 0, f no estd definida. Volveremos mias adelante con esta cuestién en el
contexto de las gavillas. Al conjunto de funciones meromorfas sobre U lo denotamos por
M(U).

Sea Opfw] el anillo de polinomios en w y con coeficientes en Op.
Teorema 2.1.13 (Divisién de Weierstrass) Sea g(z,w) = g(z1, -.., Zn—1,w) € Opfw] un
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polinomio de Weierstrass de grado k en w. Entonces, para cada f € Oq, se puede escribir
f=gh+r,
con 7(z,w) un polinomio en w de grado < k.

Demostracién: Sean £,6§ > O nimeros suficientemente pequefos. En el polidisco
{(z,w) € C"||z] < g, |w| < 6} definimos

1 f(=z,0) d¢
hew) = 5 fams 9GO C —w'

La funcién h es claramente holomorfa. Sea r» = f — gh. Veamos que 7 es el polinomio
buscado.

r(z, w) = f(zv w) - &(zv w)h(zv w)
. zow) — alz. wydEw)] 9
2w Jig=s f(zw) — g(z,w) a(z, w)] C—w
_ 1 [(2.99(2:0) — 9(zw) ;.
27t Jig=s 9(2.C) (—w

Como ( — w) devide a g(z,¢{) —

g(z,w) como un polinomio en w,

_ 9(z,¢) —g(z, w)
(z,(,w) = e
es un polinomio en w de grado < k. Como el factor w indivudual aparece en p sélo

en la expresién para r(z,w), vemos que r(z,w) es un polinomio de grado < k en w.
Explfcitamente, si

p(z,¢,w) =pi(z, O + -« + p(2, (),
entonces

r(z,w) = a1(2)w* ! + -+ + ar(2),
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donde

1 f(z.0)

a4(z) = 2mi =5 9(z, C)p'

(z,Q)d¢.

2.2 Variedades analiticas

En esta seccién introducimos el concepto de variedad analftica y el respectivo de subvar-
iedad analtlica.

Definicién 2.2.1 Sea M un espacio topolégico conexo. Sea dice que M tiene unea estruc-

tura de variedad compleja n-dimensional si existe un atlas A = {(U;, ¢;)}icr de cartas
de M tal que

1. ¢; es un homeomorfismo de U; en un subconjunto abierto ¢;(U;) de C", para cada
iel.

2. Para cada i,j € I, los cambios de coordenadas ¢; o ¢J-" son biholomorfismos de
&;(Us NU;) en ¢;(U: N U;).

Una manera equivalente de decir que M es una variedad compleja (de dimensién n)
es decir que M posee una estructura analitica compleja.

En la definicién anterior por lo general se asume que el atlas A es maximo. Es decir,
si (¢,U) es cualquier carta de M tal que ¢ o ¢;!
entonces (U, ¢) € A.

es un biholomorfismo para todo i € I,

Es importante notar que una variedad compleja n-dimensional M tiene una estructura

de variedad diferenciable real 2n-dimensional, ya que como se prob6 anteriormente, toda
funcién holomorfa es de clase C*°.

Ejemplo 2.2.2 El espacio C* es una variedad analitica donde la estructura analitica

esta dada por la identidad id : C* — C™, que es trivialmente un biholomorfismo.
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Ejemplo 2.2.3 Una variedad compleja 1-dimensional se llana superficie de Riemann.

Definicién 2.2.4 Denotemos por CP" el espacio proyectivo complejo de demension =,
es decir, el cojunto de las lineas | que pasan a través del origen en C**!. Cada lineal C
Cn+! estd determinada por un elemento z = (21, ..., znt1) € | distinto de cero. Ademds,
cualquier miltiplo Az = (A2}, ..., Azp41) de z, con A € C* = C— {0}, determina la misma
recta l, que denotamos como [z]. Por tanto, podemos escribir al espacio proyectivo como
el cociente
CP" = {z]z € C™*! — {0}}/ ~,

donde * ~ 7"

Az, A € C*.

es la relacion de equivalencia definide por: z ~ w si y sélo si w =
Los elementos de CP™ son las clases de equivalencia [z] = [zi, ..., za),
con z # 0. Definamos ahora una estructura holomorfa en CP". Los conjuntos U; =
{ {20, -1 2nll z: # 0} < CP" son conjuntos abiertos en la topologfa cociente inducida por
la proyecién candnica C™*'— {0} 5> CP". Los cojuntos U; tienen como elementos a las
lineas que no estén contenidas en el hiperplano definido por la ecuacidn z; = 0. La

Suncion p; : U; — C™ definida como

(2 &
wi([z]) = (Zi veee e
es biyectiva, donde el stmbolo ™ significa que el elemento bajo el signo se omite. En el

conjunto @, (U; N U;) C C" se tiene el cambio de coordenadas

s ? ERAEE]

1 z1 Z; 1 Zn
;O N 21y aen = Ty vy T g eeay ™ -_—
©; 097 (21403 Zn) (z,-’ ' = 2

que puede verse es claramente holomorfo, lo que demuestra que CP™ tiene una estructura
de variedad analfiica n-dimensional con atlas A = {y;,U;}. Las coordenadas [z, ..., zn)
se llaman coordenadas homogéneas en CP", mientras que las coordenadas por las cartas
@; se llaman coordenadas Euclideanas. Dado que existe una funcidn continua de la

esfera unidad en C*t! sobre CP", CP" es compacta. Para el caso n = 1, CPles la
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recta proyectiva compleja, y puede probarse fdcilmente que es biholomorfa a la esfera de

Riemann C U {oo}, ver [Fo, pdg. 3]

Toda inclusién C*+1 < C**+! induce una inclusién CP* < CP". La imagen de la
inclusién lineal se llama espacio lineal de CP™. La imagen de un hiperplano en C*+! se
llama de nuevo un hiperplano, y en general la imagen de un C5+! < C+! es un k-plano.

Es irnportante hacer algunas observaciénes que serdn 1tiles para lo que se expone més
adelante. El conjunto de los hiperplanos en CP™ corresponde con el conjunto C**+1* — {0}
de funcionales lineales no-nulos en C**+! médulo multiplicacién por un escalar. También
es conveniente considerar a CP" como la compactificacién de C™ poniendo un hiperplano
H en el punto al infinito. En coordenadas locales, se tiene la inclusién C™ «— CP™ dada
por (z1,..., 2n) — [1, 21, ..., 2a). Definimos a H por medio de la ecuacién zp = 0 y se
tiene una identificacién H =2 CP™~! donde se considera el hiperplano al infinito como las

direcciones en las cuales se puede "ir al infinito” en C™.

El espacio tangente a una variedad

Sea M una variadad compleja. Denotamos por Tr M al espacio tangente usual en
el punto p € M, donde consideramos a M como una variedad real de dimensién 2n.
Recordemos que Tk M se puede ver como el espacio de las derivaciones R-lineales en
el anillo de funciones de valores reales de clase C* en una vecindad de p. Si se escribe
z; = x; + ty;, entonces T, M tiene como base al conjunto {8/9x:l, , 3/3yil, }ix1,....n-

Se define el espacio tangente complejificado en el punto p € M como
TcpM = TrpM @r C.

Este espacio se puede realizar como el espacio de derivaciones C-lineales en el anillo de

funciones de valores complejos de clase C* definidas alrededor de p (ver {G-H, psg. 16]).
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Entonces, una base para T¢ M cstd dada por

9z PJli=1,.,n

Definicién 2.2.5 Al C-espacio vectorial generado por el conjunto {8/8z; lp}*=’-~~--" se le

2
» 0%

llama el espacio tangente holomorfo a M en el punto p y se le denota por T,M .

Sean M, N variedades complejas con A, B los atlas respectivos. Se dice que una
funcién f : M — N es holomorfa o analfticu si para cada (U,p) € Ay (V,9) € B, la
composicién Yo fop™! : (U N f~1(V)) — ¥(V) es analitica. Si f es un homeomorfismo
y tanto f como f~! son analfticas, decimos que f es un biolomorfismo y que M y N son
biholomorfas o analtticamente equivalentes.

El conjunto TM = UpE ar IpM se llama haz tangente holomorfo a la variedad M. El
término "haz” tiene un sentido preciso que se explicard mas adelante.

Toda funcién f : M — N de clase C° entre variedades complejas (vistas como
variedades reales) induce una transformacién lineal al nivel de los espacios tangentes, a

saber, la diferencial real df de f

dg_,,f H TR_pM — TRJ(},)N,

que induce a su vez una transformacién
dpf = dR,pf ® id: Tc'pﬂf hamnd TC'[(p)N.

Definicién 2.2.6 Sea M wuna variedad compleja m-dimensional con atlas A y N un
subconjunto conexo de M. Decimos que N es una subvariedad compleja n-dimensional

de M si para x € N, exziste (U,¢) € A tal que ¢ da un homeomorfismo entre NNU y
un subconjunto abierto de C" x {0} Cc C* x C™ " = C™.

De esta definicién es claro que si IV es una subvariedad compleja de M, N tiene una
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estructurade variedad compleja, pues las restricciones de las cartas ¢lyqny : NNU —

@(N NU) dan lugar a cambios de coordenadas biholomorfos.

Ejemplo 2.2.7 Un sobconjunto abierto conexo U de una variedad compleja n-dimensional

M es una subvariedad compleja n-dimensional de M.
Vamos a considerar ahora subvariedades cerradas de C™.

Proposicién 2.2.8 Sea M wuna variedad compleja compacta. Entonces O(M) = C, es

decir, las tnicas funciones holomorfas definidas en todo M son las constantes.

Demostracién: Sea f : M — C una funcién holomorfa. Por ser M compacta f(M)
es un subconjunto acotado del plano y alcanza su méaximo. Es decir, existe z9 € M tal
que | f(=z0)| = | f(2)| para todo z € M. Por el Teorema del Médulo Maximo, f(z) = f(zo)

y por lo tanto f es constante. m
Corolario 2.2.9 Las tnicas subvariedades complejas de C™ son puntos aislados.

Demostracién: Sea M una subvariedad compleja de C*. Cada funcién coordenada
z — z;, n 2 z > 1, se restringe a una funcién analitica en M. Por la proposicién anterior,
cada z; es una funcién constante. Pero esto s6lo puede ser posible si M es un conjunto
discreto y ademads finito, por ser M compacto. =

A la luz de los resultados anteriores resulta que las iinicas variedades no triviales de

C" son las no compactas.

21



Capitulo 3

Gavillas analiticas coherentes

Esta capftulo estd dedicado a la introduccién de los importantes conceptos de gavilla
analttica coherente y haz vectorial holomorfo. Los heces vectoriales, en tanto que objetos
geomeétricos, son importantes para el estudio de las variedades complejas. Pero como
mostramos en esta seccién, los haces vectoriales se pueden ver como tipos especiales

de gavillas, a saber, las gavillas localmente libres. Al proceder a estudiar las gavillas

analfticas a través de métodos homolégicos se verd que esta es una manera de obtener

resultados generales sobre haces vectoriales dentro de un marco méas amplio.

3.1 Haces vectoriales holomorfos

Sea X un espacio topolégico. Una familia de espacios vectoriales complejos sobre X
consta de un espacio topolégico E junto con:

i) una funcién continua p : E — X,

ii) una estructura de espacio vectorial complejo de dimensién finita en cada
E.=p ! (z), € X.

El espacio topolégico E se llama espacio total, X se lama el espacio base y E_ se

22



llama la fibra sobre £ € X. Una familia asi usualmente se denota por (E,p, X).

Un morfismo de familias de espacios vectoriales (£, p, X), (£’,p', X) esta dado por
una funcién continua ¢ : £ — E’ tal que

i)pop=p,

ii) para cada z € X la funcién restriccion ¢, : Ex — E es lineal.

El morfismo ¢ : E — E' se llama isomorfismo si ¢ es biyectiva y ™! es continua.
Sea V un espacio vectoral complejo. La familia (X x V,pry, X),donde pry : X xV — X
es la proyeccién en el primer factor, se llama familia producto y una familia de espacios
vectoriales complejos isomorfa a la familia producto se llama familia trivial.

Sea (E,p, X) una familia sobre X y sea Y C X un subespacio topolégico. Entonces
P~ (Y), Plp-1(yy 1Y) es una familia de espacios vectoriales complejos sobre Y, llamada

la restriccién sobre Y de la familia (E,p, X), y se le denota por E|,.

Definicién 3.1.1 Un haz vectorial complejo (continuo) sobre X es una familia de espa-
cios vectoriales complejos sobre X, p: E — X, que es localmente trivial, es decir, para

cada z € X existe un subconjunto abierto U de x tal que El, es la familia trivial.

Un morfistno de haces vectoriales complejos sobre X es un morfismo de las familias
de mpa;cios vectoriales subyacentes.

Sea p : E — X un haz vectorial compejo sobre X. La dimensién del espacio vectorial
Ey, x € X, es una funcién localmente constante en X, y es por tanto constante si X es
conexo. En este caso, 7 = dime E: se llama el 7ango del haz vectorial p: E —» X y se
denota por rak(E). Supondremos de ahora en adelante que el espacio X es conexo.

Si X y FE son variedades diferenciables C*° y todas las funciones en la definicién
de familia son diferenciables, entonces tenemos la nocién de haz veqton'al diferenciable.
Anidlogamente, si X y E son variedades analfticas y las funciones son holomorfas, se tiene

la nocién de haz vectorial holomorfo.

Ejemplo 3.1.2 Sea X une variedad compleja . La proyeccién pri : X xC" — X es una

haz vectorial holomorfo. Cualquier haz vectorial analtticarnente equivalente a este haz se

llama haz vectorial trivial de rango 7.
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Sea ahora p : E — X un haz holomorfo de rango r sobre X. Dec la definicién se
desprende que es posible encontrar una cubierta abierta {U;}ic; de X y biholomorfismos

h: : p~Y(U;) = U; x CT sobre U; tales que para todos los indices i, j, la composicién
hij = hioh7': (UsNU;) x C — (U;NU;) x CT
es lincal en cada fibra. Entonces, existen funciones

Ggij U,‘ N Uj —_ GL(T, C)

tales que
hij(z,v) = (x, gi;(z)v).

Las funciones g;; se llaman funciones de transicion con respecto a las trivializaciones
locales (U;,h;). Estas funciones de transicién resultan ser holomorfas. Para ver esto
escribimos g:;(z) = (gi}(x)), donde gj}(x) es la k-ésima coordenada del vector g:;(x)(er)
({ex} es la base canénica de C7). La funcién = — gfi(z) se obtiene de la composicién

de las siguientes funciones holomorfas
UinU; 2 WU:NU) < C S (Unu)xcrBer™Sc
donde q;(x) = (z,e;) ¥y Px es la proyeccién en la k-ésima coordenada.

Como cada una de las funciones gj} es holomorfa, la funcién de transicién g;; : Us N
U; — GL(r, C) es holomorfa.

En la interseccién U; N U; M Uy se tienen las relaciones

GijGik = gik, (3.1)

llamada de cociclo y cumple con que g; = 1, gi; = g;.l. Este nombre se deriva de una

interpretacién cohomolégica de la relacién 77 que se explicard més adelante.
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La relacién de cociclo tiene un papel fundamental en el estudio de los haces vectoriales.

Sea U =(U;) una cubierta abierta de X y sean
gi; : UinU; —» GL(r,C)

funciones holomorfas que cumplen con ??. Entonces es posible construir un haz vectorial
holomorfo que tenga como funciones de transicién precisamente a las funciones g;;. La

construccién es como sigue (ver [Fo, pag. 221]). Definimos

E=JUixC'x{i}c X xC"x1I.
ier
Dotamos a E’ de la topologfa inducida del espacio producto X x C® x I, donde [ tiene

la topologfa discreta. Introducimos en E’ la relacién
(z,v,i) ~ (2',v, V) siy sSlosiz =2’ y v = gi;(z)v'.

Dado que se cumple g;;g;x = gix, es facil probar que la anterior es una relacién de
equivalencia. Denotamos por E al conjunto cociente E’/ ~. Damos a F la topologia
cociente inducida por la proyeccién canénica # : £/ — E’/ ~. Como la relacién de
equivalencia ”~"” es compatible con la proyeccién E' — X, la proyeccién inducida p :
E — X es continua. Las fibras p~!(z) tienen una estructura natural de un C-espacio

vectorial de dimensién n. Ademsas
Ey, =p ' (U) =a(U; xC* x I)

y WIUixC"x(i} — Ey, es un homeomorfismo. Las trivializaciones h; : Ey, — U; x C" se
definen como las inversas de estos homeomorfismos vfa la identificacién U; x C™ x {i} =
U; x C™. Por construccién resulta que las funciones de transicién de (k;) son precisamente

las funciones g;;.
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Ejemplo 3.1.3 Dada una n-variedad compleja X y un sistema de coordenadas locales
(Ui, 9:), @ = (214 --+s 2n), definimos en U; NUj la funcion g;; como la matriz Jacobiana de

los cambios de coordenadas @; o 7' : p;(U; N U;) — @,(Us N U;):

g:5(p) = (aZi )
P/ id=1,..n

dz;
Por la regla de la cadena para funciones de varias variables complejas se tiene que

las funciones g;; cumplen con la condicion de cociclo. El haz vectorial asociado al cociclo

(gi;) ast definido es isomorfo al haz tangente holomorfo T X mencionado anteriormente.

Ejemplo 3.1.4 Sean f : Y — X una funcién holomorfa entre variedades complejas y E
el haz vectorial holomorfo sobre X asociado al cociclo (gi;) sobre una cubierta U ={U;}.
Las funciones f*gi; = gij o f cumplen la condicién de cociclo para la cubierta U' =
{f~Y(U:)} de Y. El haz vectorial asociado al cociclo (f*gi;), denotado por f*E es el haz

inducido de E con respecto a la funcién f:Y — X,

Operaciones con haces vectoriales

Como sucede en el dlgebra lineal, las operaciones que entre espacios vectoriales se pueden
extender al caso de haces vectoriales: Si E 2 M es un haz vectorial complejo de rango
k, se puede construir el haz dual E* — M, que tiene como fibras EZ = (E;)*. Trivial-

izaciones hy : p~Y(U) = Ey — U x C* inducen trivializaciones
hy : By — U x C* = U x CF,

en el conjunto E* = {J,cas E2. Si E tiene funciones de transicién {g;;} respecto a una

cierta cubierta, las funciones de transicién {g7;} de E* estdn dadas por

g5 (z) =* gi; ().
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De manera similar, si £ — M y F' — M son haces vectoriales complejos de rangos

k y ! y con funciones de transicién {g:;} y {fi;} respectivamente, entonces se definen los

haces

1. E & F, cuyas funciones de transicién estdn dadas por

hig(z) = 99 € GL(k +1,C);

()
2. E® F, con funciones de transicién
hiy(z) = gij(x) @ fi;(x) € GL(KL,C);
3. ATE, cuyas funciones de transicién son
his() = A g@) € GL((§). ).

Aquf, A"V denota la r-ésima dlgebra exterior del espacio vectorial V. En particular, AXE

es una haz de lineas dado por
hij(z) = det gi;(z) € GL(1,C) = C",
llamado el haz determinante de E.

Definicién 3.1.5 Un subhaz F C E de rango I de un haz vectorial es una coleccién
{F:}zear de subespacios Fr C E; tales que F = |J .5, F: tiene la estructura de un
haz vectorial complejo. Esto es, para cada x € M, existe un abierto U de = y una
trivializacion
hy : Ey — U x C*
de E tal que
hylg, : Fu DU xC' cUxC*
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es una trivializacion para F.
Las funciones de transicién g;; de E relativas a estas trivializaciones ticnen la forma,

hij(x) kij(x)
gislm)= " I
fii(=x)
El haz F tiene funciones de transicién h,;.

Para un subhaz F de E definimos el haz cociente E/F como el haz cuyas fibras estan
dadas por (E/F), = E./F; y cuyas funciones de transicién son las funciones f;; que

aparecen en la matriz anterior.

Como una referencia para operaciones de haces vectoriales ver [G-H, pigs. 66-70].

Definicién 3.1.6 Una seccién holomorfa de un haz vectorial holomorfop : E — X sobre

un conjunto abierto U C X es una funcién holomorfa s: U — E tal que po s = idy.

La condicién pos = idy significa que s manda a cada z € U a un elemento s(z) € E;.
Si h; : Ey, — U; < C™ es una trivializacién local de E, entonces a cada seccién s sobre U

se le puede asociar una \nica funcién holomorfa s; : U; N U — C" tal que
hi(s(z)) = (z, si(x)), paracada x € U; N U.

La funcién s; es un representante de la seccién s respecto a la trivializacién hy;.

El conjunto de todas las secciones holomorfas de E sobre U tiene una estructura nat-
ural de espacio vectorial, y se denota por Og(U). Es usual emplear también la notacién
r'(E,U).

Un marco o de un haz vectorial £ de rango rak(FE) = k sobre un abierto U de M es

una coleccién de secciones o4, ..., 0% de E sobre U tales que el conjunto {o1(zx), ..., ox(x)}
es una base para E_, para todo r € M.
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Supongamos que (g:;) es un cociclo de E respecto a las trivializaciones h; : Ey, —

U; xC*, i € I. Los representantes s; : U; N"U — C” de una scccién s € Og(U) satisfacen
la relacién

si(x) = gij(z)sj(z) paracadax e U; NU; NU. (3.2)

Entonces, Og(U) es isomorfo al espacio vectorial de todas las familias (si)ies donde
S € O(U, (] U)"

satisface 3.2. Aquf, como en lo que sigue (y si el contexto es claro) O(V)" denota

al producto cartesiano O(V) x --- x O(V) de n factores (o equivalentemente, la suma

directa O(V)@--- & O(V)). Nétese que Og(U;) es isomorfo a O(U;)" y que por tanto,
si E holomorficamente trivial, entonces Og(X) =2 O%.

Sean p : E — X, p : E' — X haces vectoriales holomorfos sobre X de rango r y
k respectivamente y sea ¢ : £ — E’ un morfismo de haces vectoriales. Tomando un
refinamiento si es necesario, podemos suponer que existe una cubierta U = (U;) de X
para la que E y E' tienen trivializaciones y tal que la funcion
U;xCr—U; xC"
inducida por las trivializaciones h;, h} respectivas es de la forma
(z,v) — (z, pi(x)v)
donde g; : U; — M (k x r,C). Las funciones ¢; satisfacen en U; N Uj la relacion
Pigis = 9ijPi-

Inversamente, si se tiene una coleccion de funciones (y;) que satisface la relacion

anterior es posible construir un morfismo de haces vectoriales.
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3.2 Gavillas

Una buena referencia para el material que se expone en esta seccién se encuentra en los

libros de [G2] y [H] citados en la Bibliograffa.

Definicién 3.2.1 Sea X un espacio topoldgico y 7 una topologfa de X .

Una pregavilla de grupos en X es una coleccién de grupos G(U), uno para cada abierto
U € T, junto con homomorfismos de grupos, llamados restricciones, rvy : G(U) — G(V)
definidos para cada U,V € T con V C U, y tales que A

1. SiU =9, GU)=0.

2. Para cada U € 7, Tyy es el morfismo identidad.

3. Para cada U,V,W €7 con W CV C U se tiene rwyv o rvy = Twuy-

Usualmente una pregavilla se denota por {G(U), vy} o simplemente por G.
Es preciso notar que la nocién de pregavilla se puede extender a estructura algebrdicas
mds generales. Es decir, si en vez de "grupo” en la definicién anterior se pone "anillo”,

"médulo”, etc. se pueden definir de la misma manera pregavillas de anillos, pregavillas
de modulos, etc.

Ejemplo 3.2.2 Para cada U € 7 sea C(U) el anillo de funciones continuas C-valuadas
definidas en U. Dados U,V € 7 con V C U, se define rvy : C(U) — C(V) como
la restriccién natural de funciones. Entonces Cx = {C(U),rvu} es una pregavilla de

anillos en X, llamada la pregavilla de funciones continuas C-valuadas definidas en X .

Ejemplo 3.2.3 Sea X una variedad compleja. Denotamos por Ox = {O(U),rvy} a la
pregavilla de funciones analfticas C-valuadas (es decir, holomorfas) en X. La pregavilla
Ox usualmente se conoce como la pregavilla estructural de la variedad compleja X y
suele escribirse simplemente como O cuando la variedad X queda sobreentendida. Ast

mismo, Mx = {M(U),rvu} es la pregavilla de funciones meromorfas en X.
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Ejemplo 3.2.4 Sea Z una subvariedad analiftica de una variedad compleja X. Para
cada U € 7, sea Iz(U) = { f € OW)| flzay = 0}. Entonces Iz = {Iz(U),rvu} es una

pregavilla de idcales de Ox. Para cada abierto U, Iz(U) es un ideal del anillo O(U).

Ejemplo 3.2.5 Sea E un haz vectorial holomorfo sobre una variedad compleja X. Para
cada U € T denotamos como antes Og(U) al espacio de secciones holomorfas de E sobre
U. Cada Og(U) es un O(U)-mddulo y la pregavilla O = {Og(U),rvy} es una pregavilla

de Ox —mddulos, llamada la pregavilla de secciones holomorfas de E.

Lo que sigue es introducir el importante concepto de gavilla.

Sea {R(U),rvu} una pregavilla de anillos en un espacio topolégico. Sea x € X. Se
introduce una relacién de equivalencia ~; en los R{(U), para cada = € U, como sigue:
U,V abiertos que contienen az y f € R(U),g € R(U). Entonces f es ~ equivalente a
g en z, escrito f ~; g, si y sé6lo si existe un abierto W que contienea z, W Cc U NV
y tal que rwy(f) = rwyv(g). De la definicién de pregavilla es inmediato que ~;es una
relacién de equivalencia. Se denota por R; al conjunto de clases de equivalencia de bajo
~z. El conjunto R: hereda de los R(U), z € U, una estructura natural de anillo de tal
manera que la proyeccién canénica ryz : R(U) — R; es un homomorfismo de anillos. Si
f € R(U), se escribe f; = ry.(f) y se lama germen de f en x.

La construccién anterior es una caso particular de una construccién algebraica, lla-
mada lfmite directo, y es denotado por li_x.nzeu R(U), donde el limite "corre” sobre los

abiertos U que contiene a . Su definicién y algunas propiedades pueden encontrarse en
[A, pag. 37].

Ejemplo 3.2.6 Sea O la pregavilla estructural de una variedad compleja X. Entonces

para x € X, O es el anillo de gérmenes de funciones holomorfas en x.

Ejemplo 3.2.7 Igualmente, si M denota la pregavilla de funciones meromorfas en la

variedad compleja X. entonces M. es el campo de gérmenes de funciones meromorfas en
.
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Sean R = |J,ex R: y la proyeccién 7w : R —X que manda a cada elemento de R; en
x. Se introduce en R una topologfa de la siguiente manecra. Cada f € R(U) induce una
seccion f : U — TR dada por f(:z:) = fz, £ € U. La base para la topologfa inducida cn
R estd dada por los conjuntos Uy = f(U), para todos los U € 7 y todos los f € R(U).
Con la topologia introducida, las secciones f:U - Xx, f € R(U), son continuas. Se
puede probar que la proyeccién w : R — X es un homeomorfismo local y que ademis, la
topologfa inducida en cada R C R es discreta. Para mayores detalles ver {H, pag. 19]

El espacio R introducido anteriormente se llama el espacio topoldgico asociado pre-
gavilla R = {R(U),ryy}. El el par (R, ) se llama la gavilla asociada a la pregavilla
{R(U), Tvy}. El anillo R, = 7~1(z) se lama el fibra sobre x.

El siguiente ejemplo ilustra la correspondencia uno a uno entre las secciones de una

gavilla y las funciones definidas en un cierto espacio.

Ejemplo 3.2.8 Sea C la gavilla de anillos asociada a la pregavilla Cx. La gavilla C se
llama la gavilla de gérmenes de funciones continuas C-valuadas en X. FEl tallo C. es
el anillo de gérmenes de funciones continuas C—wvaluadas en z € X. Supongamos que
F : U — C es una seccidn continua de la gavilla C sobre un abierto U de X. Entonces
existe una tnica f € C(U) tal que f = F. Para ver esto notemos que F determina la
Juncién f : U — C definida por f(x) = F(x)(z). Resta probar que es continua. Sea
x € U arbitrario. Por la definicidn de la topologta de C es posible encontrar una vecindad
abierta V dex, V C U, y una s € C(U) tal que 5 = F|v. Peros = f|V, lo que prueba
la continuidad en z. Claramente f es la dnica funcion tal que f: F, pues el germen de

f en = estd completamente determinado por el valor de f en x.

Claramente lo dicho en el ejemplo anterior se aplica completamente al caso de la
gavilla C% de gérmenes de funciones C-valuadas de clase C¥ en una variedad diferenciable
X; la gavilla Dx de gérmenes de funciones C-valuadas de clase C* en una variedad

diferenciale X y Ox, la gavilla de gérmenes de funciones holomorfas en una variedad
compleja X.
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Una de las razones por las cuales es importante considerar el estudio de las gavillas
reside en el siguiente hecho. Como se hizo arriba, se puede probar facilmente que una
seccién local contfnua de una de las gavillas anteriores, digamos Ox, sobre un subconjun-
to abierto U de X corresponde con una tinica funcién holomorfa en U. Es decir, que el
espacio topolégico asociado a una pregavilla contiene esencialmente toda la informacién
(local) de la estructura del espacio base. Lo mismo ocurre para Dx.

Sean (R,nw, X) y (S,7n,X) dos gavillas de anillos en X. Decimos que & es una sub-

gavilla de R si S es un abierto de R, #| S =7n y para cada z € X, S; es un subanillo de
Raz.

Ejemplo 3.2.9 La gaville Ox es una subgavilla de Cx.
Arribamos asf a la definicién general de gavilla

Definicién 3.2.10 Sea F un espacio topoldgico y w : F —X un homeomorfismo local.
Se dice que la terna (F,nw, X) es una gavilla (de anillos) en X si se cumple lo siguiente
1. Las fibras F; = a~!(x) tienen una estructura de anillo, para cada x € X.

2. Las operaciones de anillo son continuas en la topologfa de F.

Explicamos el sentido de la condicién 2. Si A C X x X denota la diagonal, F x F| A
es la restriccién a la diagonal de la funcién F x F —X x X. Se pide que las operaciones
de sustraccién y multiplicacién, que son funciones de F x F| A en F, sean continuas.

De la misma manera como se hizo en el caso de las pregavillas, se pueden definir
gavillas de campos, gavillas de mddulos,etc. Si R es una gavilla de anillos sobre X,
decimos que una gavilla § en X es una gavilla de R—médulos si cada fibra S; tiene
una estructura de R,—médulo y las operaciones de médulo son continuas en el sentido
explicado anteriormente. [H, pag. 17-18].

Sea (F,mw, X) una gavilla de anillos. Para cada U € 7 se denota por 7 (U) al conjunto
de las secciones continuas en U, es decir, {s:U — F|s(z) € F(z) y s es continua}.
Cada F(U) es un anillo y si ryy denota la restriccién natural al abierto V Cc U, F' =

{FU), vy} es una pregavilla de anillos en X.
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Proposicién 3.2.11 Si (F,«w, X) es una gavilla de anillos en X, entonces la gavilla

asociada a la pregavilla F' = {F(U),rvy} es igual a la gavilla F.
Demostracién: Ver [G1, pdgs. 19-20] =

Ejemplo 3.2.12 La pregavilla M’ asociada a la gavilla M de gérmenes de funciones
meromorfas en X en general no es igual a la pregavilla M de funciones meromorfas en

X. Sin embargo, tanto M como M’ tienen como gavilla asociada a M.

Sea R una pregavilla de anillos en X y R su gavilla asociada. En vista del ejemplo
anterior, es bueno tener una caracterizacién de aquellas gavillas para las que R’ = R. La

siguiente proposicién, que no es dificil de probar, da una respuesta a esta cuestién.

Proposicién 3.2.13 Sea R una pregavilla de anillos en X con gavilla asociada R. Una
condicién necesaria y suficiente para que R’ = R es que para una familia dada {U;}ic; C 7
vy elementos s € R(U;) tales que s; = s; en U; N U; para todos i,j € I, erista una unica
s € R(U, Us) tal que s|U; = s; para cada i € I.

Demostracién: Ver [G1, pags. 19-20]. =

Sean (F, 7, X) y (F,#',X) gavillas de anillos en X. un morfismo de gavillas de F
en F' es una funcién contfnua F' : F — F’ tal que F; : 7. — F. es un homomorfismo de
anillos inducido por F en las fibras para cada = € X. Decimos que F es un isomorfismo
de gavillas si F es un homeomorfismo y la funcién inversa F—! es un morfismo de gavillas.

De manera similar se define un morfismo de pregavillas. Supongamos que R =
{R(U),rvv} ¥y S = {S(U),svu} son pregavillas de anillos en X. Entonces un mor-
fismo f : R — S consta de una familia {fy : R(U) — S(U){U es abierto de X} de
homomorfismos de anillos que son compatibles con los homomorfismos restriccién. Esto

es, para abiertos U, V de X, se tiene el diagrama conmutativo

R & sw)
lrvu lsvu -
RV) & s
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Tomo morfismo de pregavillas f : B — S induce un (dinico) morfismo de gavillas

F: R — S, dado por el paso a las fibras F(x) = fz : R — S;.

Ejemplo 3.2.14 Sean E y F haces vectoriales holomorfos sobre una variedad compleja
X y f : E — F un homomorfismo de haces vectoriales. Entonces E y F. son Ox-médulos

y f induce de manera obvia un homomorfissno de Ox-mddulos f : E — F.

Definicién 3.2.15 Una sucesion F 5 G 5 H de gavillas es exacta en G si la sucesién

de anillos inducida F, ELY G. &5 H, es exacta para cada = € X.

Una sucesién 0 — F L G % H — 0 de gavillas es una sucesi6n exacta corta si cada

una de las sucesiones 0 — F, ELY G. 25 M, — 0 es una sucesién exacta corta.

Ejemplo 3.2.16 Sea 0 — E — F -+ G — 0 una sucesién de morfismo de haces
vectoriales holomorfos. Decimos que esta sucesion es ezacta si la sucesidn inducida la
nivel de las fibras 0 — E; — Fy — G, — 0 es exacta para cada x € X. Entonces, sila
sucesién anterior de haces es exacta, la sucesion de gavillas0 -+ E — F — G — 0 es

una sucesidn eracta corta.

Ejemplo 3.2.17 Denotemos por Z a la gavilla constante con valores en el anillo Z de

enteros. Entonces existe una sucesion exacta de gavillas
0-Z5H 0o o,

donde i : Z —O es la inclusion natural y exp : @ — O* estd definido por expy(f)(z) =
exp(2nif(x), para x € U, f € O(U). La supreyectividad de exp se da por el hecho de

que expy tiene como inversa a (2ni)~'log, donde U es un abierto simplemente conezo.

Definicién 3.2.18 Sea f : F — G un morfismo de gavillas y sean { fu} = {fv : F({U) — GU)]|
es abierto en X} los correspondientes morfismos de pregavillas. Se definen las pregav-

illas nicleo, comicleo e imagen de f como las pregavillas dadas por la correspondencia

U w— Ker(fuy), Uv— Coker(fy) y U —— Im(fy). Las gavillas asociadas a esta pregav-

illas se denotardn por Ker(f), Coker(f) y Im(f) respectivamente.

35



Aldunas de las caracterfsticas de estas gavilla son (ver [F, pdg. 77]):

1. Para todo x € X, Ker(fz) = Ker(f)z, Coker(f;) = Coker(f): y Im(fz) ==
Im(f)z-

2. Se dice que f es inyectivo (como morfismo de gavillas) si Ker(f) = 0. Andloga-
mente, f es suprayectiva si Coker(f) = 0. Por el punto anterior esto cs equivalente a la
inyectividad y suprayectividad en el nivel de las fibras.

3. Una sucesién de gavillas 0 — F 4, 6 % H - 0 es exacta en G si y solo si
Im(f) = Ker(g), donde tanto Ker(g) y Im(f) se ven como subgavillas de G.

4. Asociada a un homomorfismo de gavillas f : ¥ — G se tiene una sucesién exacta

corta

0 — Ker(f) 5 F L 63 Coker(f) — 0,

donde i y g denotan la inclusién y la funcién cociente respectivamente.
Supongamos que i : F — G es la inclusién de F como una subgavilla de G. Definimos

la gavilla cociente G/F como la gavilla asociada a la pregavilla U — G(U)/F(U). Se

tiene la correspondiente sucesién exacta corta
0-»_7-‘-‘.9-”»9‘/.7-‘-»0.

Es importante notar que G/F cs isomorfa a Coker(i) y que parax € X, (G/F), = G- /F=;
[F, pag. 78].

Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topolégicos (F,,Y) una gavilla
de anillos en Y. Vamos a definir una gavilla de anillos f~!F en X llamada la imagen
inversa .’F-. La fibra de f~!F en z € X es igual, como un anillo, a Fy). Definimos
fYF =U.ex Fr=y ¥ lo dotamos de una topologfa de la siguiente manera. Una base
para la topologia de f~!F consta de las imagenes s(U), donde U es un subconjunto

abierto de X y s es una seccién de f~!F talquewros: U — Y.

Ejemplo 3.2.19 Sea Z un subconjunto de X con la topologta inducida yi: Z — X la

inclusion natural. si F es una gavilla en X la gavilla i~ F se llama la restriccion de F
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a Z. También se usa la notacidén Flz; 6 Fz.

Ejemplo 3.2.20 Sea F wuna gavilla de R-mddulos en Y y f : X — Y una funcién

continua. Entonces f~'F es una gavilla de f~'R-mddulos en X.

Sea ahora f: X — Y continua y F una gavila de anillos en X. Se define la gavilla im-
agen directa f.F como la gavilla de anillos en Y asociada a la pregavilla U — F(f~Y(U)).
Sea Z un subconjunto cerrado de un espacio topolégico X y i : Z — X la inclusién

natural. Si JF es una gavilla en Z, escribimos F = i, F. A F se le llama la extension
trivial de F a X.

Proposicién 3.2.21 a) Fe=0siz ¢ Z, f-', =F.six € Z.
b)iVF = F.

Demostracién: Ver [F, pag. 87].
-

Definicién 3.2.22 Sea R una gavilla de anillos en X y F,G gavillas de R-méddulos.
1. La suma directa F ® G es la gavilla de R-mddulos asociada a la pregavilla U —
FU)eg(U).

2. El producto tensorial FQrG es la gavilla de R-mddulos asociada a la pregavilla
Ur—s f'(U) ®1z(u) g(U).

Se puede demostrar ([F, pig. 79]) que se tienen los isomorfismos (F & G), & F. &G,
Y (FORG)z = Fr ®r, Gz-

Ejemplo 3.2.23 Sean E y F haces vectoriales holomorfos sobre una variedad compleja
X. Entonces E@ F=2=FadFyEQRF=FE®ocF.
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Gavillas localmente libres

Definicién 3.2.24 Sea F una gavilla de R-médulos en X. Decimos que F es localmente
libre de rango p si F es localmente isomorfa a R?, la suma de directa de p sumendos

iguales a R. Decimos que F es libre de rango p si F = RP.

Ejemplo 3.2.25 Sea E un haz vectorial holomorfo de ranfo rak(E) = p sobre la variedad
compleja X. Entonces la gavilla de gérmenes de secciones holomorfas E es localmente

isomorfa a OP. Esto es, para cada x € X existe una vecindad abierta U de x tal que

EB|\U = O}, (aqut se tienen la gavillas restriccidn al abierto U).

Proposicién 3.2.26 Sea X una variedad compleja. Eriste una correspondencia biyec-

tiva entre las clases de isomorfismo de gavillas localmente libres de O-mddulos de rango
finito sobre X y haces vectoriales holomorfos sobre X.

Demostracién: Como indicamos mas arriba, la gavilla de secciones holomorfas de
un haz vectorial holomorfo es una gavilla localmente libre de @-médulos de rango finito.
Supongamos ahora que F es una gavilla localmente libre de O-mé6dulos de rango p en
X. Entonces se ticne una cubierta abierta {U:} de X y los Oy,-médulos isomorfismos
correspondientes ¢; : F|, — OF,.

Definimos las funciones ¢;; : Of,; — O, como ¢,; = #.0¢7", donde Uy; = UiNU;.
Por la definicién, cada ¢;; es un Oy, -isomorfismo de Oﬂ__i en si mismo, que puede pensarse

como una matriz p X p invertible con entradas en el conjunto de las funciones holomorfas

definidas en U;. Esto es, ¢;; es una funcién ¢,; : U;; — GL(p,C). Como vimos de la

construccién de un haz vectorial a partir de un cociclo, las {¢,;} son las funciones de
transicién de un haz vectorial holomorfo E en X. Se prueba que E = F, [F, pig. 80]. m

Sean F y G gavillas de anillos en una variedad compleja X y Homeo(F,G) la gavilla
asociada a la pregavilla U +— Hom(Fy,Gu), donde Hom(Fy,Gy) es el anillo de homo-
morfismos de gavillas de Fy en Gy. Existe un homomorfismo natural de Hom(F,G).
en Hom(F.,G:), que en general no es inyectivo ni suprayectivo [F, pig. 86]. Pero esta

“anomalfa” desaparece para el caso de una una gavilla localmente libre. En general, sea
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X una variedad compleja y F una gavilla localmente libre de O-médulos de rango finito

en X. Se define la gavilla dual F*de F como la gavilla Homo(F, O).

Proposicién 3.2.27 i) F** = F,
i) Homo(F,G) = F* ® G, para cada gavilla de O-mddulos G,
iii) Homo(F,G) = Hom(F.,Gz) para todo x € X.

Demostracién: Ver {F, pig. 86]. m

3.3 Cohomologia de gavillas

En esta seccién introducimos una herramienta poderosa para el estudio de las gavillas. La
idea central consiste en emplear métodos homolégicos para obtener resultados globales
sobre variedades analfticas a través de informacién local. Estas ideas fueron introduci-
das en el andlisis complejo por el matematico frances H. Cartan al rededor de los anos
50’s. Como una referencia general para esta seccién se puede consultar el libro [Go], asf
como [F], de donde fundamentalmente se extrajeron las demostraciones de las secciones
siguientes.

En esta seccién convenimos en que todos los espacios en cuestién son Hausdorff y
paracompactos, a menos que otra cosa se indique.

Sea

02 F —=G—H—0

una sucesién exacta corta de gavillas sobre el espacio X. De los resultados anteriores de

gavillas se tiene que para un abierto U C X la sucesién de secciones
0— F(U) - GU) — H((U)
es exacta, pero no necesariamente se tienec un epimorfismo G(U) — H(U) — 0. La
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introduccién de los grupos de cohomologfa responde a la necesidad de encontrar una

"medida” de la falta de exactitud de dicha sucesién.

Definicién 3.3.1 Se dice que una gavilla (¥, w, X) de grupos es blanda si para todos los
subconjuntos cerrados K de X y secciones s € F(K), s se puede extender a una seccién

continua de F sobre todo X. Es decir, que la restriccion F(X) — F(K) es suprayectiva.

Proposicién 3.3.2 Sea 0 - F 5 G 2, H —0 una sucesion ezacta corta de gavillas

sobre X. Si F es blanda, la sucesion de secciones

0 — F(X) 2 G(X) D H(X)—0
es exacta.

Demostracién: Sea s € H(X). Como b : G — M es sobre, se puede encontrar una
vecindad abierta U: paracada r € X y t; € G(U.) tal que b(¢t;) = s| U, por la definicién
del lifmite directo. Por la paracompacidad de X, existe una cubierta abierta localmente
finita {U;}ie; de X y una familia {¢; € G(U;)} tales que b(t;) = s| U; para todo i € I. Se
escoge un refinamiento {V;} de {U;} tal que V; < U;, i € I. Sea A el conjunto de los pares
(g,J) con J C I tales que g € G(V;) y b(g) = s|V,, donde V; = U,-E_,Vj. El conjunto
A es no vacfo y estad parcialmente ordenado por inclusién. Por el lema de Zorn, existe
un elemento méximo (¢, K). Basta con probar que K = I.Supongamos que K ¢ I. Sea
i € I\K. Entonces b(t —t;) = 0 en Vi NV, y existe r; € F(Vik NV;) tal que t —¢; = a(r;).
Como F es suave, r; se extiende a todo U;. Pero también (¢, K) U (a(r;) + t;,i) extiende

a (¢, K'), contradiciendo la maximalidad de (¢, K). Portanto K =I. m

Corolario 3.3.3 Sea 0 - F 5 G 2 7 — 0 una sucesién ezacta corta de gavillas. Si

F y G son blandas, entonces H es blanda.

Demostracién: Sea K € X un subconjunto cerrado. Queremos probar que cada

s € H(K) se extiende a una seccién de H sobre todo X. Notemos primero que la gavilla
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restriccién Fx es blanda. Entonces 0 — Fx — Gy 2, Hix — 0 es una sucesién exacta
corta de gavillas para la que Fx cs blanda. Aplicando la proposicién anterior, existe una
seccién t de G sobre K tal que (t) = s. Como por hipétesis G es blanda, ¢ se extiende a

una seccién de G sobre X, lo que da la extensién de s buscada. m

Corolario 3.3.4 Sea 0 — Fo =3 F; ™5 F, 23 ... una sucesion exacta larga de gavillas

blandas sobre X. Entonces el complejo correspondiente
0 — Fo(X) 2 F(X) 2 Fo(X) B ---
es exacto.

Demostracién: Denotemos por K; la gavilla Ker(a;), para i > 0. La exactitud de

la sucesién exacta larga es equivalente a la exactitud de las sucesiones exactas cortas
0 — Ki— Fi 8 Ky — 0

para ¢ > 0. Para i = 0, Ko = Fp es blanda. Entonces, por el corolario anterior, Xy
es blanda. Procediendo por induccién se llega a que cada K; es blanda. Asf, por la

proposicién anterior, las sucesiones
0 — Ki(X)— Fi(X) ' Kiga(X) — 0

son exactas. Pero por lo sefialado al principio de la demostracién, esto es equivalente a
la exactitud del complejo 0 — Fo(X) B FA(X) B (X)) B ... =
Un papel importante en la cohomologfa de gavillas lo juegan las gavillas llarnadas

finas, que definimos a continuacién.

Definicién 3.3.5 Una gavilla (F,7w,X) es fina si admite una particién de la unidad
del morfismo identidad 1x : F — F subordinada a cualquier cubierta abierta localmente
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finita de X. Es decir, dada una una cubierta abierta localmente finita {U;}:c;, existen
morfismos de gavillas 11; : 7 — F que satisfacen

1. 1; = O fuera de algun subconjunto cerrado de X que contiene a U;
2. 3iermi = 1r.

Todo espacio topolégico paracompacto posee una particién de la unidad subordinada

a una cubierta abierta localmente finita dada.(ver {H, seccién 2.11]).

Ejemplo 3.3.6 Sea E una haz vectorial diferenciable sobre una variedad diferenciable
X. Sea {U;} una cubierta abierta localmente finita de X y {n;} una particién de la
unidad usual subordinada a {U;}. Entonces los homomorfismos 1); inducen morfismos
7 ¢ Eoo — Eo, de la gavilla de secciones diferenciables de E en si misma, con lo que

la familia {7;} es una particién de la unidad de 1g_ subordinada a la cubierta {U;}.
Entonces K, es fina.

Ejemplo 3.3.7 Sea F una gavilla en X. Denotamos por F* la gavilla de gérmenes

de secciones no necesariamente continuas. Entonces 7*(U) es el conjunto de todas las
secciones de F sobre U. Sea U = {U;} una cubierta localmente finita de X. Se escogen
subconjuntos K; C U; tales que K;NK; = @ pera i # j y\J, Ki = X. Se definen las
Junciones n; : F* — F* por n(s) = s sis € K;, n,(s) =0 si s ¢ K;. Las funciones n;
son morfismos de gavillas y de hecho dan una particién de la unidad de F*, mostrando
que esta gavilla es fina.

Presentamos los siguientes lemas que en si mismos son importantes, pero que a su

vez servirdn para probar la proposicién que sigue.

Lema 3.3.8 Sea {M,}icr una cubierta localmente finita de subconjuntos cerrados de X.
Supongamos que (F, m, X) es una gavilla de anillos en X y que para cada i € I se tienen

secciones s; € Fy,. Silas s; satisfacen las condicion s; = s; en M; N\ M;, entonces existe
s € F(X) tal que s|p,, = si.
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Demostracién: Lo que tiene que demostrarse es la continuidad de s. Sea x € X.
Podemos encontrar una vecindad abierta U de x que intersecta s6lo a un mimero finito
de los M;, digamos M), ..., M. Como los M; son cerrados, podemos suponer que U es tal
que x € M1N---NM,. Reduciendo U si es necesario podemos suponer también que existe
t € F(U) tal que t(z) = s(x) = s1(x) = --- = sp(x). Por la definicién de la topologia
de F, existe una vecindad abijerta U; de = tal que t = s; en U;, 1 O 5 O p. Podemos
suponer que U = U;, p > j > 1. Entonces s y t sonigualesen UN (MU .- -UM,) =U,

con lo que se tiene la continuidad de sen . m

Lema 3.3.9 Sea S un subconjunto cerrado de un espacio paracompacto X. Supongamos
que F es una gavilla en X y s € F(S) = Fs(S). Entonces existe una vecindad abierta
V de S en X yse€ F(V) tal que 3|g = s.

Demostracién: Por la definicién de la topologfa de , podemos encontrar una
vecindad abierta U para cada punto s € X y t € F(U) tal que t}, g = s. Asi, por la
paracompacidad de X, podemos encontrar una cubierta abierta localmente finita {U;}:er
de S y secciones s; € F(U;) tales que isi|y, s = s para todo 7 € I. Tomamos un
refinamiento {V;} de {U:} tal que V; C U; para todoi € I y sea Wel conjunto de todos
los = € |J;V; tales que si = € V; NV; entonces si{z) = s;(z). Por el lema anterior
aplicado a la gavilla restriccién F|,,,, el conjunto {s;} define una seccién continua 5 de F
sobre W. Afirmamos que W contiene una vecindad abierta de S. Sea = € S. Entonces

existe una vecindad abierta V' de z que intersecta a sélo un mimero finito de los V;’s,

digamos Vi, ...,V,,. Restringiendo V si es necesario, podemos suponer que r esta en cada
uno de estos conjuntos. Ahora s,(z) = --- = sp(z) y asf, restringiendo a V si fuera
necesario, podemos suponer que las sy, ..., sp coinciden en todo V. Por la construccién
Vcw. m

Proposicién 3.3.10 Toda gavilla fina es blanda.

Demostracién: Sea F una gavilla blanda sobre X, K € X cerrado y s € F(K).

Podemos encontrar una vecindad abierta U de K en X y una extensién 5§ € F(U) de
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s. Tomemos la cubierta abierta {U, X\ K} y una particién de la unidad {8,7} de 1
subordinada a esta cubierta. Enotnces 8] K = 1 y haciendo § = 0 fuera de U, se ve que
05 es la seccién de F buscada. =

Definicién 3.3.11 Sea F wuna gavilla en X. Una resolucién de F es una sucesidn
ezacta larga de gavillas

O FoFolARd RH....

Una resolucién se llamard blanda (resp. fina) si cada una de las gavillas F; es blanda
(resp. fina).

Proposicién 3.3.12 Cada gavilla F en X tiene una resolucidn fina.

Demostracién: Sea F* la gavilla de gérmenes de secciones no necesariamente con-
tinuas de F y sea € : 7 — F° la inclusién correspondiente. Sea Fg = F* y definamos
Fo = F*/F. Observemos que esta gavilla cociente es de nuevo fina, por la construc-
ci6én de la particién de la. unidad de F* construida arriba. Se tiene la sucesién exacta
0 — F— Fo B Fop — 0. Procediendo por induccién, escribimos Fjy1 = (F;)° y

Fjs1 = Fj1/Fjy,- Para j = 0 se tienen las sucesiones cortas exactas
0— F; S Fin s Fiar — 0,
donde Fp = F. Estas sucesiones exactas cortas inducen la sucesién exacta larga
O FSFoBrmd...

donde d; = €j4104q; ¥ € = 0. Dado que las gavillas F; son todas finas, esta es la resolucién
fina de F buscada. =

Nota 3.3.13 La resolucidn construida en la demostracién anterior se llama resolucién
canénica de F.
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Todo lo anterior nos permite introducir los grupos de cohomologfa asociados a una

gavilla. Sea F una gavilla (de grupos) en X y 0 —» F -5 F % F, 4 ... la resolucién

canénica de F. Asociado a esta resolucién se tiene un complejo
e*, d5 di
0— F(X) S F(X) S AX) D ---.
Definicién 3.3.14 El grupo HP(X,F), p = 0, definido por

HO(X,F) = Ker(dy)
HP(X,F) Ker(d;,)/ Im(d,‘,_,), p>0,

i

se llama el p—ésitno grupo de cohomologta de X con coeficientes en la gavilla F.

Nota 3.3.15 Observese que los grupos HP(X,F) resultan ser abelianos y en principio

dependen de la resolucion de F escogida. Mas adelante probaremos que los grupos de

cohomologta no dependen de la resolucién escogida.

Aunque los grupos de cohomologfa introducidos no resultan en general calculables, el
siguiente resultado ilustra la importancia de las gavillas finas para el cdlculo de dichos

grupos. Para ver aspectos de la demostracién remitimos a [Go).

Teorema 3.3.16 Los grupos de cohomologta de X satisfacen lo siguiente:
1. Dada una gavilla F en X se tiene

i) HO(X,F) = F(X).
i) HP(X,F) = 0 para p > 0 si F es fina.
2. Sia:F — G es un morfismo de gavillas sobre X, entonces, para p = 0 existen
homomorfismos inducidos a? : HP(X,F) — HP(X,G) tales que
i) a®: HY(X.F) — H°(X,G) es el morfismo de secciones inducido por a.
it) 1% es la identidad para p 2 0, donde 1y : F — F  es la identidad.
i) Sia: F—G yb:G—H son morfismo de gavillas sobre X , entonces

(boa)P =t ocaP : HP(X,F) —HP(X,H).
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3 8i0— F 3G 5% H — 0 es una sucesion ezacta corta, entonces, para p > 0,
existe un homomorfismo de conexién & : HP( X, H) —HPY (X, F) tal que

i) La sucesién larga de cohomologta
0 — H(X,F) S Ho(X,0) Y5 HOX,H) & HY(X,F) S - ..

es exacta.

it) Dado un diagrama conmutativo de sucesiones exactas cortas

0 - F % ¢ &5 H = o0

17 lo lw
0 - A S B 4 ¢ > o

el diagrama de cohomologia correspondiente

0 — HYX,F) & H°X,6) & HU(X,H) & H\(X,F) =
in° 1 ¢° lu® it
0 — HOX,A) < HUX,B) & HOX,C) & H(X,A) &

es conmutativo.

Demostracién: 1.i) es claro y 1.ii) es una consecuencia directa del corolario previo.
Para demostrar el punto 2 usamos las convenciones de notacién usadas en la demostracién
de la proposicién anterior. Observemos que un morfismo a : 7 — G induce un morfismo

a® : Fo — Go y por lo tanto un morfismo a° : Fo — Go. Claramente el diagrama

0 - F — Fo — Fa — O
la la® la°

0 - 6 — G — Go — O

conmuta. Procediendo por induccién, vemos que para j > 0 tenemos morfismos a7 :

46



Fy — G, @ : Fj — G; tales que los diagramas

0o — -.7?]' — .7‘-1' s d _.F_j+1 — 0
1 a’ 1 a’ 1 ait!

0 — g_.,- — gj — gj +1 — 0
conmutan. Asf, tenemos una cadena conmutativa de sucesiones exactas largas

0 - F 5 F B /& ...
la la® lal
0 - 6 5 G & g 4 ...

y sus correspondientes diagramas conmutativos de secciones

0 - FX) 5 Fo(X) B A& B ...
la la® | a!

€ dg

0 — G(X) & Go(X) B gx) &

Supongamos ahora que s € Ker(d}). La conmutatividad de los diagramas an-

teriores implica que dj(a’s) = a’djs = 0, con lo que a’(Ker(d})) C Ker(d;); ansloga-

mente, a’(Im(dj_,)) € Im{d;_,). Entonces a’ induce un homomorfismo o’ : H*(X,F) —

H%(X,G). Leas propiedades 2.i), ii) y iii) se prueban de manera rutinaria a partir de la

definicién de los morfismos inducidos al nivel de la cohomologfa y de la naturalidad de

las construcciones.

Para probar el punto 3 tomamos resoluciones canénicas de las gavillas F, G,

y H. Como se hizo en la demostracién del punto 2, se tienen sucesiones entre estas

resoluciones y los correspondientes diagramas conmutativos de secciones. Un fragmento
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de esos diagramas es el siguiente

0 = FHax) B gan B Hax) — o

ld; ldi 1l dja
0 - FHX) B gx) B Hi(x) — 0
ld; ld; 1 d;
0 = Fu(X) L Gin(X) D Hiu(X) — 0
ldin ldjm ldjn
ai+2 bi+2

0 — Fi(X) "= Gia(X) — Hi2(X) — O

Observemos que los renglones en el diagrama son todos exactos dado que las
gavillas F;, G; y H; son blandas. Lo que haremos enseguida es dar la construccién del
homomorfismo de coneccién 8.

Sea a € HI(X,H) y H € Ker(d;) € H;(X) un representante de a. Ahora,
H = b/ (G) para algiin G € G;(X). Dado que d;i¥ = b*'d;, se ve que »/*+'d;(G) = O
y asf existe F' € Fj.1{X) tal que @’ (F) = d;(G). Pero a’*2d;;1(F) = dj1a? 1 (F) =
d;+1d;(G) = 0. Como a?*? es inyectivo se sigue que dj4+1(F) = 0, con lo que F define un
elemento de H7+1(X, F). Afirmamos que la clase de F en Hi+!(X,F) depende sélo de «,
y no de la eleccién de los F, G y H. Supongamos que F’, G’ y H’ son otra eleccién. Dado
que H — H' es le cero de HI(X,H), existe H € H;_,(X), tal que H — H' = d;_;(H). Por
construccién, H = #-1(G) para algin G € G;_1(X) y asf ¥(G — G’ — d;_1(G)) = 0. Por
lo tanto G — G’ — dj—1(G) = a¥(F), para algiin F € F;(X). Finalmente, o?+1d;(F) =
d;dd (F) = d;(G) — d;(G’) = a¥*(F) — a7+ (F' ) = oI+ (F — F'), y asf, dado que a’*! es
inyectivo, F — F' = d;(F). Por lo tanto F y F’ definen la misma clase en H/+!(X,F), y
el homomorfismo § : H¥(X, ) — H’*1(X, F) estd bien definido.

La prueba de 3.1) consiste en una ”cacerfa” de elementos. Para 3.ii) se toma una
resolucién candénica de las sucesiones y se forma el correspondiente diagrama conmutativo
de sucesiones de secciones. La conmutatividad de los cuadrados que no tienen a § es una

consecuencia directa de 2.iii). Para ver la conmutatividad de los demds cuadrados, se
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toma a € H7(X, H), y se encuentran, como arriba, elementos F, G y H tales que las clases
de cohomologfa de F y H definen §a y « respectivamente. Basta observar entonces que
laclasede w’H es Wa y que w? H, ¢’ Gm y 1P+ F es una sucesién que define §(w’ar). Asf
se tiene que §uw’ = wi*1§, lo que termina la demostracién. =

El siguiente teorema, aunque tiene un caracter ”tedrico”, resulta de importancia para
realizar cdlculos. Esto se vera cuando miés adelante se introduzcan otros grupos de

cohomologia equivalentes a los definidos hasta ahora.

Teorema 3.3.17 Sea 0 — F 5 Fo B £ 2 ... una resolucion de una gavilla F.

Supongase que H¥(X,Fi) =0 para j > 0,k > 0. Entonces

H(X,F) = Ker(d});
HP (X, F)

IR

Ker(dy)/ Im(d;_,), p> 0.

Demostracién: Sea K; = Ker(d;), 5 = 0. Como sefialamos anteriormente, la

exactitud de la resolucién canénica de F es equivalente a la exactitud de la sucesién

0 — Kj— F5; 2 Kjur — 0,5 2 0.

0 — HP(X,F;) — HP(X,K;41) 2 HPFYX,K;) — HPFY(X, Fy) — ---

la sucesién exacta larga correpondiente a la secesién exacta corta. Como H?P(X, F;) =0,

p > 0, se tiene que
HP(X,Kjn) = HPPY(X,K;),p>0,7=0.  ..(%
Si consideramos también el fragmento de la sucesién exacta larga
s HY X, F;) B HO(X, KCj) 5 HY(X,KC;) — 0
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entonces HY(X,K;) = HU X, K;j41)/djH(X,F;). Como H°(X,K;+1) = Ker(dj;,)
HY(X,K;) = Ker(dj,,)/Im(dj), 5 2 0. ..(*%)
Aplicando repetidaemente (*) y usando (**) se tiene que para p > 0
HP(X,F) = H(X,Ko) = HP Y (X,Ky) 2 --- = HY(X,Kpy) = Ker(d})/ Im{d}_,).
Finalmente, para p = 0 el resultado se sigue de la exactitud de la sucesién

0 — HOYX,F) 5 HO(X, Fo) — HO(X,Ky).

Como una consecuencia de estos resultados tenemos el siguiente

Corolario 3.3.18 La cohomologfa de X con coeficientes en F se puede calcular usando
cualquier resolucién fina (resp. blanda) de F. En particular, el teorema previo a este

iltimo determina los grupos H?(X,F) salvo isomorfismo.

3.3.1 Cohomologia de Cech

Para terminar esta seccién introducimos la cohomologfa de Cech para los espacios para-
compactos. Esta es una cohomologfa que para muchos de los casos importantes es calcu-
lable e isomorfa a la cohomologfa anteriormente estudiada.

Sean F una gavilla sobre X, U = {U;}ics una cubierta abierta de X y p un entero no
negativo. Dado s = (sq, ..., Sp) € IP*}, pongamos U, = U,, N---NU,,. Una p-cocadena de
U con valores en F es una funcién ¢ que asigna a cada s € IP*! una seccién ¢, € F(U,)
alternante. Esto es, tal que C(s,,...,5i,..185118p) = =C(80118510ens3i,n8p) PATA D = § >4 2> 0. Se

denota por CP(U, F) al grupo abeliano de todas las p-cocaderas de U con valores en la
gavilla F.



Para p > 0, definimos un operador cofrontera D : CP(U, F) — CP+¥(U,F) dado por

p+1

(Dc)s = Z(—l)jc,o...gj...,p“, s e 72,
5=0

Donde como de costumbre el simbolo 7 indica que el correpondiente indice s; se omite.

Un célculo simple demuestra que D? = 0. Se denota por

Il

zZPU,F)
BY(U,F)

Ker(D?) = {c € CP(U,F)| Dc = 0},
Im(DPY) = {Dclc € CP~ ' (U, F)},

1

a los grupos de p-cociclos y p-cofronteras respectivamente. Por definicién se tiene C~1(U, F) =

0y B°U,F) = 0. Como D? =0, B?(U, F) es un subgrupo de Z?(U,F). Al grupo co-
ciente

HP(U,F) = Z°U, F)/B*U,F)
se le llama el p-ésimo grupo de cohomologta de U con coeficientes en F.

Lema 3.3.19 Para cada gavilla F en X se tiene
HO(U, F) = F(X).

Demostracién: De las definiciones se tiene que Z°(U,F) = H°(U,F). Perosi c €
Z°%U,F), i — ¢; = 0 en U; N Uj; para todo i,j € I. Entonces se define f € F(X) por
flUi=c. =

Un resultado bisico y facil de probar es el siguiente. Ver [F, pag. 108]
Lema 3.3.20 Seaa : F — G un morfismode gavillas sobre X. Parap > 0, se tienen ho-
momorfismos inducidos af, : HP(U,F) — HP(U,G) que cumplen las siguientes propiedades

i) aly : Ho(U,F) — H°(U,G) es el morfismo en las secciones inducido por a.

ii) Sia = 1x, af, : HP(U,F) — HP(U,F) es la identidad.

51



iii) Sia:F —- G yb:G— H son morfismos de gauillas en X, entonces (ba)}, =

vyal,.

Lema 3.3.21 Supdngase que F es una gavilla fina. Entonces H?(U,F) =0 parap > 0.
Demostracién: Sea V = {Vj}jcs un refinamiento abierto localmente finito de &/ de

tal manera que existe una funcién ¢ : J — I con V; C Uy, 5 € J. Se escoge {7,} una

particién de la unidad para la gavilla F subordinada a la cubierta V. Sea c € ZP(U/, F).
Para j € J sc define ¥ € CP~Y (U, F) por

b — 1] siU,NV; =0,
(—l)pﬂjcan...¢(j) si U, N ‘/:, 7é 1]
donde 77;¢,,...¢(;) Se define como O fuera de V;. Un cdlculo sencillo muestra que para todo
s € IP*+! se tiene
(Dbv), = 77;Cs-

Seab =3, &. Entonces, dado que {7n;} es una particién de la unidad, Db = ¢, por
lo que H?(U,F)=0. m

Uno de los resultados importantes de la cohomologia de Cech es cl teorema de Leray,
pues permite calcular grupos de cohomologfa de espacios importantes.
Teorema 3.3.22 Sea F una gavilla en X yU una cubieria abierta. Para p = 0 se tiene

un homomorfismo candnico p(UL) : HP(U,F) — HP(X,F) que satisfacen lo siguiente

1. Sia:F — G es un homomorfismo de gavillas, el diagrama

HPU,F) 28 Hr(x,F)

1 af; |l a?
HrU,6) ™ wr(x,0)

conmuta.

2. (Teorema de Leray) Si HP(U,,F) = 0 para todo s € IP*! con p > 0, entonces
p(U) es un isomorfismo.
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Demostracién: Pongamos F-1 = F ysea 0 — F_, 4=y Fo . Fu 2, ... la resolucién

canénica de F. Para s € IP*! tenemos la sucesién exacta de secciones
0= Fu(U) = FoUn) 5 - -
Tomando la suma directa sobre IP*!, tenemos para p > 0 sucesiones
0 — CPU, F) S CPUFo) B ---. ™
Asociadas a cada una de las gavillas F;, j > —1, tenemos las sucesiones
0— 7 B CUFNBOWUF) » . ()
Aquf D_, denota la inclusién y D; es el operador cofrontera para j > 0. Como

las gavillas F; son finas, las sucesiones (**) son exactas para j > 0. Combinando las

sucesiones (*) y (**) se obtiene un diagrama conmutativo de sucesiones

0 (0] 0
1 1l i
0 — FuX) T FRX) B AKX — ---
1D, 1 D_, 1D
0 — COWU,F) = WU, Fo) B WU, F) — ---
1 Do 1 Do 1 Dy
0 - C'U,FL) B ouU,F) B CWU,F) — -

1 Dy 1Dy 1 Dy

Las columnas de esta diagrama son exactas, a excepcién de la primera. El siguiente
paso es construir el homomorfismo p(lf) : H?(U,F) — HP(X,F). Sea co € ZP(U,F)

un representante del elemento a € H?(U,F). La idea es construir inductivamente una
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sucesién ¢; € CP~3(U,F;_1) que cumpla la condicién
dp—jc; = Dp_jr16541, P23 2 0.

Supongamos que se han construido los ¢;, p+ 1 > r > j. Entonces D,_,d,_ ¢, =
dp1Dp_,cp = dr_1dr_2¢,_1 = 0. Asf, por la exactitud de la (7 + 1)-ésima columna, existe
Cry1 € CP7"Y U, F;) tal que Dp_r_16rqy = dr_16r, 1o que completa el paso inductivo.
Sea ahora cpy1 € Fp(X). Obsérvese que D_1dpcpy1 = dpD_ycpyy = dpdp_16, = 0 y como
D_,; es inyectivo, dpcp1 = 0. De esto se tiene que ¢;1 € Ker(d,) define una clase en
HP(X,F). Es facil ver que por la construccién hecha, esta clase depende s6lo de o ¥ no
de las elecciones de los ¢y, ..., Cpt1. Esto termina la construccién del homomorfismo p(if).

El punto 1 se sigue inmediatamente del hecho de la sucesi6n ¢y, ..., cp41 va a dar
a la sucesién ¢y, ..., cpy1 que define p(Uf)(a(a)).

Si Ia condicién del punto 2 se cumple, entonces, tanto los renglones como las
columnas del diagrama (incluyendo el primer renglén y la primera columna) son exactas,

y por simetrfa se puede construir una inversa para p(Z{). =

Proposicién 3.3.23 Sean ld,V cubiertas abiertas de X yV un refinamineto deld. Dada

una gavilla F en X existe un homomorfismo candnico
pU. V) : HP(U,F) — HP(V,F)

que satisface lo siguiente.

1. El diagrama

Hru,F) P& Hr,F)
N Pey <« Py
HP (X, F)

conmuta para p > 0.

2. Sia: F — G es un morfismo de gavillas, se tiene p(U,V)a}, = ap(U,V), p > 0.

3. Si W es un refinamiento deV entonces p(U, W) = p(V, W)pU, V).
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Demostracién:

¢:J — I tal que Vj

Sean V = {Vj}jes, U = {Ui}icr y una funcién de refinamiento

C Uy, 7 € J. Dado ¢ € CP(U, F), se define ¢c € CP(V, F) por
(D€)s = Ca(so)ttap)| Var s = (50, .-, 8p) € IPFE.

Como claramente ¢ conmuta con el operador cofrontera D, induce una funcién ¢, :
HP(U,F) — HP(V,F). Probamos que ¢, es independiente de la eleccién de ¢. Para
ver esto supongamos que ¢’ es otra funcién de refinamiento. La idea es construir una
»homotopfa” (en el sentido de complejos de cocadenas) H : CP*(U, F) — CP(V, F) entre
$v3.

Se da a J un orden total. Entonces si s < --- < sp y ¢ € CPFY(U, F) se define

»
E (1) Coa0)...t05)0 (23).. 8" (3p)-
o

(HC), =

y se extiende por linealidad requiriendo que H sea alternante con respecto a s. Un
célculo directo muestra que

HD +DH =9 —¢.
Asf, si c € ZP(U,F), tenemos que (3’ — @)(¢) € BP(V, F). De esto setiene que ¢, = ¢

y se puede poner p(U{,V) = ¢, para cualquier funcién de refinamiento ¢. El resto de la
desmostracién son célculos sencillos. =

De la proposicién anterior se infiere que { HP(U, F), p(U,V)} es un sistema directo.
Entonces se pude definir

H'™(X, F) = limu HP(U, F).

El grupo H’P(X, F) se llama el p-ésimo grupo de cohomologfa de Cech de X con coefi-
cientes en F.

De la primera parte de la proposicién enterior vemos que para p > 0 se tienen homo-
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morfismos canénicos

X@U) : HPU,F) — H?(X,F)
X : H'"(X,F)— H'(X,F).

Estos homomorfismos stisfacen las propiedades usuales de naturalidad: Sie : F - G
es un homomorfismo de gavillas, se tiene un homomorfismo inducido a’? : H'P(X,F) —
H'?(X,G) que satisfacen las condiciones del punto 2 del teorema anterior y Xa'? = Xa?,
rp=>0.

Como habfamos dicho antes, los grupos de cohomologfa introducidos hasta ahora
son isomorfos. Por principio es suficiente demostrar que los grupos de Cech satisfacen
todas las propiedades del teorema citado. Para ello bastarfa con construir una sucesion

exacta larga de cohomologfa para H’. Este es el contenido del siguiente resultado, pero
presentado enforma m4és general.

Teorema 3.3.24 Sea 0 — F -5 G % H —0 una sucesidn eracta corta de gavillas en
X. Para p > 0 se tiene un homomorfismo de conexién 6 : H'P(X,F) — H'P*1(X,F) que

cumple lo siguiente.

i) La sucesion de cohomologta de Cech

0 — HO(X,F) S HOX, 75 HO(X, F) S HY (X, F) 2 ...

es exacta.

ii) El diagrama

0 - HX,F) & HYX,6) & HOX,H) 5 HY(X,F) S
1 1 1 1

a®

0 - HYX,7) & HYX,6) 5 HUUXH) — H(X,F) & ...

conmuta.
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Demostracién: Seal{ una cubierta abierta de X. Escribimos CP(U, H) = bCP(U, H).
Entonces la sucesién

0 — CP(U, F) - CPU,G) — CP(U,H) — 0

es exacta. Dado que DCP-1(U4,H) c CP(U,H) podemos definir el grupo HPU, H) =
ZP(U,H)/BP(U,H). De la misma manera como se hizo en el punto 3 del teorema pasado
se define un homomorfismo de conexién & : HP(U,H) — HP*(U,F) y se obtiene una
sucesién exacta larga para los grupos de cohomologfa H*(U,F), H*(U,G) ¥ H U, H).
Como los lIfmites directos respetan la conmutatividad y preserva la exactitud de sucesiones

exactas (ver 77), se yiene la sucesién exacta larga de cohomologia
. — BP(X, H) - HPV(X, F) *5 B (X, 6) "5 AP U(X, H) — - -

Afirmamos que I?P(X, ‘H) = H'P(X,H). Para esto es sufuciente demostrar que si h €
CP(U,H) se puede definir un refinamiento ¥V ={V;} de «4 = {U;} y una funcién de
refinamiento ¢ : J — I tal que gh € 5”(1),7{). Como X es paracompacto, podemos
suponei' que la cubierta U es localmente finita. Sea W = {W;} un refinamiento de U tal

que W; c U; ,i € I. Se escoge una vecindad abierta V; para cada punto x € X tal que

i)Siz € W, Vo C W, ysi V.NW; # 0, entonces V; NUj;

i) Siz € U,y s e I?*!, entonces Vi C U,.

Observese que que las condiciones i y ii siguen siendo vilidas para vecindades abier-
tas de z contenidas en V;. Dado que b : G — H es suprayectiva, se puede encontrar
(restringiendo a V; si es necesario) un g% € G(V:) tal que bg® = h,| V. Se escoge una
funcién de refinamiento ¢ : X — I para las cubiertas ¥V = {V;}zex ¥y U tales que
T € Wy(z) para todo x € X. Sea t = (to,...,tp) € XP*? y supongamos que V; # @. Por la

eleccién de ¢, Vg MWy # @ para 0 O j O p, y por i) Vi, C Ug(,)- Entonces Vi, € Uy,
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donde ¢(t) = ¢(o)..-¢(tp). Para cada t € XP*!, definimos g, € G(V;) como
g = gp°.

Entonces claramente bg, = h.,(;)l iy dh e 5”’(1’,7‘[).

Lo que resta es demostrar ii). Damos la idea general de la demostracién omitien-
do ciertos cdlculos. Se toman las resoluciones candnicas de F,G y H respectivamente
y se fija una cubierta abierta & de X y se toman los complejos de cocadenas apropi-
ados sobre cada término de las resoluciones canénicas, como en la demostracién del
tcorema ??7. Se obtiene as{ un diagrama ”tridimensional” de diagramas conmutativos
de sucesiones. Se hace entonces una ”cacerfa” de elementos para verificar que la defini-
cién de 6 : HP(U,H) — HP*'(U,F) es compatible con el homomorfismo de conexién
6§ : HP(X,H) — HP*(X,F). Lo que se tiene que probar es que las transformaciones
p(U) que definen la sucesién para & se dan al nivel de las sucesiones definidas por 6. El
paso final consiste en tomar lfmites directos. m

Sea Y un subconjunto cerrado de un espacio topolégico X y i : Y — Z la inclusién

natural. Sea F una gavillaen Y. Si F es la extensién trivial de F a X , entonces

Proposicién 3.3.25 Los grupos de cohomologta H9(Y,F) y H’q(X,]?) son natural-

mente isomorfos.

Demostraciéon: Sea U = {U;}icr una cubijerta abierta de X. Entonces U|, =
{U: N Y}icr es una cubierta abierta de Y. De hecho toda cubierta abierta de Y se
obtiene de esta rnanera. Para cada conjunto abierto U de X los grupos '(U NY,F) y
r(u, F ) son naturalmente isomorfos. Ademads, los isomorfismos son compatibles con las

restricciones ryy con V' C U. De esto se tiene un isomorfismo
CU Uy, F) = C U, F)

para cada ¢ que conmuta con el operador cofrontera respectivo de los complejos de
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cocadenas {CY(U|,, ,F)} y {C3(U, F)}. Entonces existe un isomorfismo natural

H'YUly , F) = HIU, F).

Haces de lineas y grupos de cohomologfa

Sea X una variedad compleja con gavilla estructural @. Recordemos que O° denota a la
gavilla (multiplicativa) de funciones holomrfas nunca nulas. Si denotamos por Vectl(X)
al grupo (bajo el producto tensorial) de los haces de lineas holomorfos sobre X (es decir,

haces vectoriales holomorfos de rango 1), entonces
Teorema 3.3.26 E! grupo Vect:(X) es candnicamente isomorfo al grupo H (X, 0*).

Demostracién: Sea £ € HY(X,0*). Como HY(X,0") = H''(X,0*), podemos
encontrar una cubierta abierta &/ = {U;} de X y un cociclo {¢,;} € Z*(U,0") tal que
X (U) manda a la clase de cohomologia de {¢;;} en £. La condicién de cocilo en {¢;;}
implica que ¢;;¢;, = @i Como ¢;; : U; NU; — GL(1,C) = C”, vemos que las {¢;;} son
las funciones de transicién de un haz lineal holomorfo L(£) en X. Se puede probar ([F,
pag. 116]), que L(£) s6lo depende de £ y no de la eleccién particular de la cubierta o el

cociclo. La correspondencia £ —— L(£) da el isomorfiso buscado. m

El grado de un haz vectorial

Mas arriba introdujimos operaciones en los haces vectoriales holomorfos sobre una var-
iedad compleja. En particular, si £ es un haz vectorial holomorfo de rango rk(E) = k
sobre la variedad compleja X, el haz A* E es un haz holomorfo de rango rk(A* E) = 1,
es decir, es un haz de lineas en X, llamado comunmente el haz determinante de E. En
vista del teorema anterior, podemos pensar a /\kE (o ma4as precisamente a su clase de

equivalencia) como un elemento del grupo H!(X,0*). Esto nos permite introducir un

59



invariante numérico de un haz vectorial, llamado el gmdo. Damos a continuacién su
construccién.
De la sucesién exacta

022500 —o0,

se tiene una sucesién exacta larga
.- HY(X,0) -HY(X,0%) & H*(X,Z) — ---.

Si L € H'(X,O") es un haz de lineas, se define la I-clase de Chern de L como ¢(L) =
—&(L), donde § es el homomorfismo de conexién de la sucesién anterior. Para el caso en
que X es una variedad compleja compacta de dimensién compleja 1, H2(X,Z) = Z, (ver
Apéndice).

Definicién 3.3.27 El grado de una haz de lineas L € HY(X,O*) se define como la
imagen de c,(L) bajo el isomorfismo H?(X,Z) = Z y se denota por deg(L). Si E es un
haz de rango k sobre X, se define el grado de E como deg(/\" E).

Entonces, como habfamos dicho, el género de un haz de lineas es un entero bien
definido, que sélo depende de la clase de equivalencia del haz en cuestién.

Veamos una aplicacién de lo anterior para un caso que serd de importancia en el
tltimo capftulo. En este caso X serd la recta proyectiva compleja CP!. Sea U = {Up, U}
la cubierta canénica de CP'. Consideremos el haz de lineas H definido por las funciones

de transicién

go1(ze, z1) = z1/20

respecto a la cubierta U. De la inclusién natural Z -— C (como gavillas constantes), se
tiene una inclusién natural H?(CP',Z) —H?(CP',C), ({Fo, seccién 12]) . Dada esta

inclusién, podemos ver a ¢;(H) como un elemento de H2(CP!, C). Poniendo

ao(z0,21) = |zl /(20| +|2:}%)
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ai(zo, z1) = lal® /(lzof* + 121 1%).

observamos que |gm}? = ai/ao. Entonces un representante £ para c,(H) € H*(CP!,C)

esta dado por £ = {£,;} = {—80loga;}, [F, pag. 120]. Haciendo el cambio de variable

1 .= 1
——801 —_—
Zr 00 08 (1 + |t|2>
dtdt
27 (1 + |t])2”

2o/z1 =t vemos que

& (1)

Como CP! es una superficie de Riemann compacta, la integracién define un isomorfismo

canénico H2(CP!,C) = C, [Fo, secciénes 15.9 y 15.15] ) y entonces podemos pensar

deg(H) como un nuimero complejo. Entonces

a(H) = /P‘E(t)dt

! dtdt

- 2_7r/ 2x(1 + [¢%)2
= rdrd

= ‘/ f a+r2)y

Esto prueba que deg(H) = 1, y algo
grupo H'(CP!, ©O*).

mds: que H puede verse como un generador del

3.4 Gavillas analiticas coherentes

En esta seccién comenzamos el estudio de gavillas de Ops-mdédulos en una variedad com-

pleja M. Una gavilla de @-médulos (se suprime el subfndice M) sobre una variedad
compleja M es una gavilla analitica.
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Definicién 3.4.1 Una gavilla analitica F en M es de tipo finito si para cada punto
x de M se puede encontrar una vecindad abierta U y un nidmero finito de secciones

S1y.. Sk € F(U) de tal manera que el conjunto {si1y,...,5ky} genera al Oy-mddulo F,
para caday € U.

Ejemplo 3.4.2 La gavilla E de secciones de un haz holomorfo E — M es una gavilla
analitica de tipo finito. Para ver esto basta tomar una marco local sobre un abierto

suficientemente peguerio.

Proposicién 3.4.3 Sea F una gaville analttica de tipo finito y fi, ..., fp secciones con-
tinuas de F definidas en una vecindad abierta de x € M tales que fiz, .., fp.x generan a

F.. Entonces fiy,-.., fpy generan F, para todo y que estd en una vecindad de x.

Demostracién: Como F es de tipo finito es posible encontrar una vecindad abierta
U de z y secciones sy, ..., sx € F(U) tales que sy, ..., Sx,y generan a Fy, paray € U. Por
hipétesis existen a;;. € O. tales que

P
Sigz = E Qijzfizr 1=1,.., k.
=

Escogiendo un representante a;; de los gérmenes a;j -, existe una vecindad V de z tal que
P
8§ = Za,'jfj, = l, ansy k.
=

Entonces se tiene que para cada z € V

P
Siz = E aij.zfj.zy
i=1

y los fi,z,..., fp: generan a F,. =
Para ¢ > 0, OP denota al producto cartesiano O x --- x @ de p factores. Entonces

OF es igual a la gavilla de gérmenes de funciones holomorfas CP-valuadas definidas en
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M. El O-médulo OF tiene una base canénica dada por
Ei(z) =(1,0,...,0), ..., E,(z) = (0,...,0,1).

Sea F una gavilla analftica en M y fi, ..., fp secciones continuas de F definidas en un
subconjunto abierto U de M. Denotemos por f = (f1,..., fp) : O — Fy el morfismo de

gavillas definido por

P
(1 8p) =D _ g5 fier (017 9p) €OF zE U

i=1
El nicleo de f es la subgavilla R(f1, ..., fp) de OF, llamada gavilla de relaciones entre
Jrrees fp
El siguiente resultado es uno de los fundamentales dentro de la teorfa de gavillas

coherentes.

Teorema 3.4.4 Sea U un subconjunto abierto de M y f1,..., fp € OWU). Entonces la
gavilla de relaciones R(f1,..., fp) €5 una subgavilla de Of, de tipo finito.

Dado que la propiedad de finitud es una propiedad local, es suficiente demostrar el

teorema anterior en la siguiente forma ([F, pag. 129])

Proposicién 3.4.5 Sea Q un subconjunto abierto de C* y fi,...,fp, € O()?. En-
tonces existe una vecindad abierta U para cada z € Q y un niumero finito de funciones

Chy ..., Cr € OU)? tales que Ciz, ..., Crz generan a R(f1,..., fp)= como un O--mddulo,
para todo z € U.

Demostracién: Observemos que
P
R(fr+ s fp)e = {(a1, .., ap) € OF|D " a;f5: =0, z € Q}.
F=1

Como O; es un anillo Noetheriano, R(fy, ..., fp): es finitamente generado. Lo siguiente

es encontrar generadores de las fibras sobre una vecindad de z.
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Para fines de simplicidad en la notacién podemos suponer que 0 € 2. La prueba
procede por induccién en g y n. Notemos que el caso n = 0 ¢s obvio. Supongamos
entonces que el teorema ha sido probado para todo ¢ en el caso de dimensién n — 1.

Vamos a demostrar que el teorema es cierto paran y g = 1.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los fy, ..., f, estin normalizados
en la direccién de z,, y por el Teorema de Prepa.ra‘cién de Weierstrass, podemos suponer

a su vez que los fi, ..., fp son polinomios de Weierstrass cn z, con coeficientes en O(Q'),

donde €2 es una vecindad abierta de 0 € C"~!. En lo que siguc vamos a suponer que

2 = ' x C. Sea d el ma’ximo de los grados de los polinomios fi, ..., fp. Podemos escribir

d
fi=D " fuzd,i=1,..,p,

J=0

donde fi;; € O(R'). Denotamos por ¢0’{z,] el grupo de polinomios en z, de grado

O d cuyos coeficientes estan en O(SY). Para ¢ = (¢',{,) € C~, ¢+ denota el anillo
de gérmenes de funciones analfticas en C*! en ¢’ y ¢0’[z.]¢ denota los gérmens de
funciones de 4O'{z,] en ¢. Sca R(f1, ..., fp) €l subconjunto de R(f1, ..., fp) definido por
IR(f11 - fode = R{J1s+e0s Fp)e N O'[z0)¢, para ¢ € 2. De esta definicién se tiene que
AR (f1s---, fp)¢ tiene estructura de un O'-médulo.

Se demostrara el paso inductivo probando que para { € @, *R(f1,-.., fp)c gen-
eran a R(f1, .., fp)c como un O¢-mdédulo. Entonces, por la hipétesis de induccién, de-
mostramos que es posible encontrar un conjunto finito de generadores para R(f1, .., fp)
(como un (-médulo) sobre una vecindad del cero.

i) El O-médulo R(fi, ..., fp)¢ estd generado por los elementos de 4R(f1, ..., fp)¢,
e

Supongamos que f; tiene grado d. Por el Teorema de Preparacién de Weierstrass,

para § € €2,

fP-C = flf”r
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donde f', f € O¢, f' es el germen de un polinomio de Weierstrass en las variables z,—(,, y
F"(€) # 0. Por lema 3.4.1, f” es un polinomio en z, con coeficiente principal 1. Sean d’,d"
los grados de f' y f” respectivamente con respecto a z,,. Dado (ay, ..., ap) € R(f1, ..., fp),

por el teorema de divisién de Weierstrass podemos escribir
a; = fpebitc,i=1,..,p—1,

donde b; € O¢ y ¢; € OL[z4] si es de grado < d’. Pongamos

p—1
= ap+ > fich:

i=1

notando que se tiene la identidad

(a1, --es a—p) = (fps0,-, 0, —f1)cbh + -~ -+ (0, ..., 0, fp, _fv—l)cbp + (e1, ey cp) (3'3)

Todos los elementos de la identidad anterior, excepto quizd (ci,...,¢p), estan en
R(f1,-» Jp)¢, Por la forma que tienen, de lo que se tiene que (c1, ..., ¢p) € R(f1, ..., fp)¢-
De esto tenemos ot

Z‘Cifi.c + (e f")f' = 0.

Esta suma es de hecho un polinomio en la variable z, de grado < d + d’. Por el teorema
de divisién de Weierstrass, [F, pag. 109] implica que ¢, f” es un polinomio en z, de grado
< d. Dado que

1
"f—u
y cada uno de los f“c, ..., fc, tienen grado < d, de lo que se sigue que (cy,...,cp) €4
R(f1,---» fp)¢. Lo anterior junto con 3.3 prueba i).

(e1, ) = (f7er, e f0p)

ii) Es posible encontrar una vecindad abierta U de 0 € C" y secciones Cy, ..., C, €

R(fiy---s Jp)(U) tales que para ¢ € U, C, ¢, ..., Cr¢ generan a 9R{f1, ..., fp)¢ como un O
médulo.
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Supongamos que a = (ay, .-, ap) €* O[z,]¢. Entonces

d
a; = cji(zh), a; € O,

=0

con lo que a €4 R(f1, ..., fp)¢ siy s6lo si 37, a:fi = 0. De manera equivalente, si y sélo
si
d d P i
D3l = 0.
k=0 j=0 i=1

Igualando los coeficientes de las potencias de 2z, a cero vemos que a €4 R{fy, ..., fp)¢ siy
sélo si

P
Z > cifa=0,7=0,..,2d.

tk=r i=1

De lo anterior vemos que *R(f1, ..., fp) es isomorfo al nicleo del homomorfismo
F = (F, ..., Fppasry) : OPE+D 02441 definido por

(F(lesr = Z:cijfi.r—jy r=0,..2d.

Es decir, “R(f1, ..., fp) es isomorfo a la gavilla de relaciones R(Fy, ..., Fp+1)), ¥ por

la hipétesis de induccién, podemos encontrar una vecindad abierta U’ de 0 € C*! y
C1, ...,Cr € O(U')PE+1 tales que para todo {’, Cy ¢, ..., Cr v generan R(Fy, ..., Fpaeny)e-
Tomando a U como U’ x C C C", vemos que Cj,...,C, da un conjunto de generadores
de 4R (f1, ..., fp) como un O'-médulo.

Para complear la induccién, vamos a probar que si el teorema es cierto para n y
q = 1 entonces es cierto parany q > 1.

Pongamos f; = (fj1,..., fiq), definimos f; = (fits o fig-1)» 3 = 1,...,p. Para
¢ €  tenemos

R(f11 - fode © R(F1s oo Fode-
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Por la hipétesis de induccién para n y ¢ — 1, existe una vecindad V € Q2 de O y
g1, 9r € A(U)P tales que gy¢, .. gr¢ Beneran a O¢-médulo R(f-';,...,_‘f,‘,)c, ¢ € V. De
hecho R(f1,.... fp)e € {X], c_,-g,xlc,- € O¢}. Poniendo g; = (gj1,---,9jp), 1 O 7O 7, ¥

tomando componentes vemos que }°7_, ¢ig5¢c € R{f1, ..., fp)¢ si y s6lo si

r p
chj(gjkfki)c =0,i=1,...,q.

=1 k=1

Los primeros ¢ — 1 términos de estas ecuaciones automaticamente se cumplen, con lo
que solo la g-ésima ecuacién falta por cumplirse. Por la hipétesis de induccién para n
y g = 1, existen una vecindad U C V de 0 y h,,...,hs € O(U)" tales que las soluciones
(c1,..,60) € O del sistema 327, 3°%_, ¢i(ginfre)c = O estan generadas por hig, ..., g,
¢ € U. Definiendo Cy,...,C, € O(U)? por Ci = 3 7 hijg;, 1 0O i O s, vemos que
€4, ..., Cs son los generadores buscados para R(f1,..., fp)y. =

Definicién 3.4.6 Una gavilla analttica F en una variedad compleja es coherente si las
condiciones siguientes se cumplen

i) F es de tipo finito,

it) bada un subconjunto abierto U de M y secciones f, ..., fp € F(U), la gavilla de
relaciones R(f1, ..., fp) es de tipo finito.

Se desprende claramente de la demostracién que toda gavilla localmente libre es una

gavilla coherente. En vista del teorema anterior tenemos el siguiente resultado

Proposicién 3.4.7 Cada subgavilla analftica coherente de OF que es tipo finito es co-
herente.

Dado que la gavilla de relaciones R(f1, --., fp) €s una subgavilla de O}, de tipo finito,

se tiene un corolario inmediato de la proposicién anterior

Corolario 3.4.8 Sea F una gavilla coherente de M, U un subconjunto abierto de M y
frs- Jp € F(U). Entonces R(f1,.-.-, fp) €5 una gavilla coherente.
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Teorema de sysygyas de Hilbert

Teorema 3.4.9 Si M es un A-mddulo finitamente generado y si
0—-F —>FE,y—--—E —+Ey—»M-—0

es una sucesion exacta de A-mddulos donde cada F; es un mddulo libre, entonces F es

un mddulo libre.

Una demostracién de este teorema en el contexto de las gavillas coherentes se puede
ver en [K, teorema 3.11].

Proposicién 3.4.10 Sea F una gavilla coherente en M y x € M. Entonces existe una

resolucion de F sobre un subconjunto abierto U de x:
0O BOF T —--- o BF,—0.

Dermostracién: Como F es de tipo finito, podemos encontrar una vecindad abierta
Upde =y s?,..., s, € F(Up) tales que para todo ¢ € Uo, 59 ¢s -1 89, ¢ Beneran a F; como

un O¢-médulo. Es decir, poniendo sp = (89, ..., 83,) se tiene la sucesién exacta
Om 3 ]:Uo — 0.

Sea Ker(so) = R(sY, -..,52,), ¥ como R(s}, ...,s5)) es de tipo finito, podemos encontrar
una vecindad abierta Uy C Up de z y s},..., 55, € A(U1)™ tales que s}, ..., s} . generan

R(5Y, -.., 859 )¢, para ¢ € Uy. Poniendo s; = (s}, ---s 83, ), Obtenemos la sucesién exacta
O’l’l‘. :—l’ 0;2 3 ]'-u, — 0.
Procediendo por induccién, después de m pasos se tiene la sucesién exacta

OFr-itms L op

30
—1 m—t Fmy — 0.
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Por el teorema de syzygyas de Hilbert, Ker(s,,—1) es un Oy -médulo libre, para
y € Un—i. Supongamos entonces que Ker(sm—1) & OP™. Scan E;, 1 O i O pmn,, los
generadores canénicos de OF~. Como Ker(sm—_1) es de tipo finito, se sigue que los E;

generan a Ker(s,—1)y para y en alguna vecindad U,, de =. Haciendo U = U,,, tenemos
la sucesién exacta

o Ot — ... 8 Fy — 0.

Aplicando de nuevo el Teorema de sysygyas de Hilbert, Ker(s,) =0. =
Una consecuencia de este resultado es que toda gavilla coherente es localmente iso-

morfa al comicleo de un morfismo de gavillas a : OP — O9.

Ejemplo 3.4.11 La gavilla de s.ecciones holomorfas de un haz vectorial holomorfo E

sobre M es una gavilla coherente. De hecho, E es localmente isomorfa a OP, donde
p=rk(E).

Teorema 3.4.12 i) Toda subgavilla analftica de tipo finito de una gavilla coherente es

coherente.

i) Sea 0 —- F 5 G 2, H —0 una sucesidn ezacta corta de gavillas analiticas. Si
cualesquiera dos de las gavillas F, G 6 H son coherentes, la tercera también lo es.
iii) La suma directa de una familia finita de gavillas coherentes es coherente.

iv) Sea a: F — G un morfismo de gavillas coherentes. Enlonces

Ker(a), Im(a) y Coker(a)

son coherentes.

v) Sean F, G gavillas coherentes. Entonces la gavilla F®0cG es coherente.

Demostracién: i) Esto es un resultado directo de la definicién.
ii)a. Sopongamos que G, H son coherentes. Como G es de tipo finito, para
cada punto z € M podemos encontrar una vecindad abierta U de x y un epimorfismo

c: Of, — Gy. Como la subgavilla de relaciones de H es de tipo finito, Ker(boc) es de
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tipo finito, y por ¢l punto i), c(Ker(b o ¢)) es una subgavilla coherente de Gy;. Como a
da un isomorfismo entre Fy y c(Ker(b o c)), F es coherente.

b. Supongamos que F y G son coherentes. Como G es de tipo finito y b es
un epimorfismo, 7 es de tipo finito. Vamos a demostrar que la subgavilla de relaciones
de H es de tipo finito. Para ello tomemos z € M, U una vecindad abierta de = y
secciones sy, ..., sp € H{U). Restringiendo U si es necesario, podemos encontrar secciones
t1, .-, tp € G(U) tales que s; = b(2;), 7 = 1,...,p. A su vez, podemos encontrar uy,...,u, €
F(U) tales que uy,y, ..., g,y generan a F,, como un Oy-mdédulo para todo y € U. Ahora,
dado y € U y (f1,--1 fp) € OF, (f1)-.., fp) esté en R(sy,...,sp) si y sélo si 3°F_, fit; €
Im(a); esto es, si y s6lo si existen g1, ..., gg € Oy tal que 37, fit; = 3°7_, g;a(w;). Pero
R(t1, s tp, al(uy), -.., a(1g)) es de tipo finito ya que G es coherente y dado que R(sy, -.., Sp)
es la imagen de R(¢1, ..., a{uy)) bajo la proyeccién canénica de OP*7 en OP se sigue que
R(s1,.--Sp) es de tipo finito.

c. En el caso en que F y H son coherentes ver [F, teorema 7.1.9]

iii) La suma directa finita de gavillas coherentes es coherente [F, teorema 7.1.9]

iv) Supongamos que a : F — G un morfismo de gavillas coherentes. Ahora, Im(a)
es de tipo finito ya que F es de tipo finito y asf, por i), Im(a) es coherente. Aplicando

" ii)a y ii)b a las sucesiones exactas

0 — Ker(a) =+ F —Im(a) —» 0
0 — Im(a) — G —Coker(a) =0

se tiene que Ker(a) y Coker(a) son coherentes.
v) Sea x € M. Como F es coherente, existe una vecindad abierta U de = y una

sucesién exacta de gavillas

O — O — Fy — 0.
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Tensando esta sucesién con Gy obtenemos una sucesién exacta
Gu ®o OF, — Gu ®0 Of — (G®0 F)y — 0.
Pero Gy ®o OF == Gf, Gu ®o OF, = GJ,, con lo que se obtiene la sucesién exacta
L — G5 — (G ®o F)y — 0.

Por el punto iii), G}, G§ son coherentes y por el punto iv), (G®oF),, es coherente. Por
lo tanto F®oG = G®oF es coherente. m

Ejemplo 3.4.13 Sea X una subvariedad compleja de una variedad compleja M. Las

gavillas Tx, Ox son gavillas coherentes en M. Para probarlo, dada la naturaleza local

del problema podemos suponer que X es el subespacio C*¥ de C™ = M definido por
las ecuaciones zx4y1 = ... = 2z, = 0. Siz ¢ C* Ix, = O,. Paraz € C*, Ix, =
(Zk+1s ---» Zm) ¥ claramente los zk41, -.., zm dan un conjunto finito de generadores para Zx

en una vecindad de z. FEsto quiere decir que Zx es de tipo finito y también coherente.

Dado que Ox = O /Ix, Ox es coherente.

La siguiente es una generalizacién de un resultado enunciado m4s arriba para el caso

de gavillas localmente libres.

Proposicién 3.4.14 Sean F y G gavillas analfticas en M con F coherente. Entonces,

para cada t € M, Homo(F,G): = Homeo_(Fz,G.). Ademds, si G es coherente entonces
Homo(F,G) es coherente.

Demostracién: Ver [F, psg. 138] =

Teorema de Finitud de Cartan-Serre

Presentamos sin demostracién el siguiente teorema, conocido como el Teorema de Finitud

de Cartan-Serre. Este resultado juega un papel de importancia en la teorfa de variedades
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complejas compactas, pues la finitud de los grupos de cohomologia es un aspecto que

permite encontrar invariantes de las variedades estudiadas.

Teorema 3.4.15 Sea F una gavilla analftica coherente en una variedad compleja com-

pacta M. Entonces h?(M,F) = dimc HI(M,F) < oco.

Una demostracién de este teorema puede encontrarse en [F].

72




Capitulo 4

Gavillas coherentes en espacios

proyectivos

Este capftulo contiene los resultados pricipales de este trabajo, donde se explotan las

propiedades de las construcciones introducidas en los capftulos anteriores.

4.1 El haz de hiperplanos

Empezaremos esta seccién construyendo el importante haz lineal tautoldgico sobre el
espacio proyectivo complejo CP™.

Denotaremos por U = {U;} la cubierta abierta estandard de CIP" dada por los abiertos
Ui = { (20, -r 20)] 21 # O}

Sea H* c CP"xC"*! el conjunto {(I,z) € CP"xC"*'|z € I}. La proyeccién en
CIP® induce la proyeccién w : H* — CP"™. De la definicién tenecmos que H* es un haz
holomorfo. De hecho su construccién ‘es la del ”blowing-up” de la Goemetrfa Algebraica.
Una descripcién detallada se encuentra en [F 1, psg. 176-178].

Para ver que tiene la estructura de haz de lineas complejo basta observar que para la
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cubierta U/ de CP", las funciones
’l,‘: H"U.‘ -—’U.' x C

definidas como h;((2o, -+ Zny (@0, s @n)) = ((20, ---» 2n), @:) definen trivializaciones holo-
morfas para H*. Las funciones de transicién correspondientes gi;l cUnU; — GL(1,C)=C"
estan dadas por

9i;* (205 ey Zn) = 2i/ 2.

Denotamos por H el haz dual (H*)", que tiene funciones de transicion g;;(zo, ..., 2pn) =
zj/zi. Para cada m € Z definimos
™ — H®e™ param >0 .
(H-®t-") param < 0
Respecto a la cubierta canénica U, H tiene funciones de transicién g;; = z;/z; en

U; N U;. Entonces H™, m € Z, denota al haz cuyas funciones de transicién estan dadas
por gf = (2;/2:)™ en U;: NU;.

Denotamos por O(m) a la gavilla H™ de gérmenes de secciones holomorfas de H™.
Una propiedad inmediata de la definicién es O(m,) @ O(m2) = O(m, + my).

La importancia de esta gavilla se ilustra con la siguiente

Proposicién 4.1.1 Para cada m > 0, el espacio H°(CP™, O(m)) de secciones holomor-
fas es isomorfo al espacio PU™(C"+) de polinomios homogeneos de grado m en C*+l.
Sim < 0, H°(CP", O(m)) = 0.

Demostracién: Sea m > 0. Si s € H°(CP",O(m)), sean s; : U; — C las repre-
sentaciones locales de la seccién s relativas a las trivializaciones canénicas de ™. De la
relacién g;;s; = s; tenemos

si(20y .0y 20)2" = 55(20, ...y 2n) 27"
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Asf, cs posible definir la funcién holomorfa S : C**+! — {0} — C por S(=zp, ..., 2n) =
Si(20, ...y 2n)2™®, 2i # 0, que esta bicen definida en las intersecciones. Claramente la funcién
es homogénca de grado n. Por el teorema de Hartogs, S se extiende a C**! como una
funcién analftica que denotamos por la misma S. De su desarrollo en serie de Taylor
alrededor de 0
S(20y ooy 2Zn) = Z Qig,..in 280 - -+ 200

observamos que sélo contiene términos de grado m. Por lo tanto S es un polinomio
homogénco del mismo grado. ’

Inversamente, si § € P{™(C*+!), definimos las funciones holomorfas s; = 5/z{",
i = 1,...,n. Al cumplirse las relaciones g;;s; = si, las s; son las representaciones locales
de una seccién holomorfa de H™. Entonces, la correspondencia anterior establece el
isomorfismo buscado. m

Es usual escribir h*(X, F) = dim¢c HP(X, F).
Corolario 4.1.2 h%(CP?, O(n)) = (™}")

De esta proposicién se deduce que para el caso n = 1, las secciones holomorfas de H se
corresponden precisamente con los funcionales lineales definidos en C™+!. Los conjuntos

de ceros de tales secciones son hiperplanos en CP". De ahf que el haz H sea conocido

también como el haz de hiperplanos.
Supongamos ahora que F es una gavilla coherente en CIP". Dado que cada abierto U;

es biholomorfo a C™, U es una cubierta de Leray de CP™ para F. Se sigue del Teorema
de Leray, [F, pag. 105}, que

HP*(CP",F) =0, parap > n.

Presentamos el siguiente lema que serd muy util para lo que sigue.

Lema 4.1.3 Sea Il un hiperplano de CP". Para cada m € Z existe un O-morfismo de
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gavillas no nulo
o O@m) - O(m+1)

tal que @y . : O(m). — O(m + 1); es 0 si y sdlo si z € I1. En particular, la restriccion
@nlcpr\n da un isomorfismo de O(m) en O(m + 1).

Demostracién: Supongamos que el hiperplano II estd definido por la ecuacién
s(z0y-..y2n) = 0, donde s es un funcional lineal definido en C"*+l. Definimos ¢y lo-
calmente: para f; € O(m)(U;),

en(fs) = (szi)fi

sfiz!

A

Notemos que f;z;"! es un representante local de una seccién holomorfa de Q@i + 1), pues
(fizi M=l = (f527)27

¥ {fiz;'} es una seccién. Es claro que fuera de I, ¢y es un isomorfismo, porque s nunca
se anula ahf y ¢ es multiplicacién por la funcién nunca nula s. m
Como vimos antes
PM(C™), m >0
HO(CP", O(m) = { (@, m=
0

,m<0

donde PC™(C"™*') es el espacio de polinomios homogeneos de grado m en C**+1. El sigu-
iente teorema nos permite conocer los grupos de cohomologia de @(m) de ordenes supe-

riores.

Teorema 4.1.4 Param > 0,

HP(CP™, O(m)) == { OP(m)(Cn+l)y p=0 )

» P#0
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Para m < 0,
P(—nl—n—l)(cn-{-l)‘ p=n

HP(CP™, O(m)) = { o ko

Demostracién: Por lo dicho en parrafos anteriores basta probar la afirmacién para

n > p = 1. Veamos primero cl caso m = 0, pues el caso m > 0 es completamente anilogo.
(Ver [F, teorema 7.5.2])

Sea c € ZP(U, O), con ¢ = {c(s) = ¢(sq, --., Sp) } ¥ donde ¢(s) : U, — C es holomorfo

Yy s = (so, ..., Sp) es un miltifndice. Cada c(s) puede pensarse como una funcién holomorfa

homogenea en U, C C"*+! de grado 0. Entonces tiene una expansién en series de Laurent
de la forma

c(8)(z0y -y Zn)

I

E l, (8)ro.rn2g’ - - zpn

rodeetra=0

Z c(s)rz".

trl=0

I

Los coeficientes ¢(S),,...r, son cero para r; < 0, con j ¢ {sg, ..., Sp}. Queremos definir un
elemento a € CP~ (U, O). Para ello definimos

1 .
a(so; -y Sp1) = m,‘g{,z . )c(g,so, s Sp—1),
0=y Sp

donde c(j, so, ..., Sp—1)" es la funcién holomorfa con serie de Laurent

Z C(jv 805 --y sp—l)rzr

Iri=0
r;20

definida en U,, N ---U,__,, donde son omitidos los términos de ¢(4, So, ---, Sp—1) para los
que r; < 0.
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Ademas

1 . .
(Da)so...a, = m—l Z (e, 51,0y 5p) = ... £ €(F, 50, -y Sp-1))F
F¢{s0,.-..ap}
+
1
e s»)
n p+1 J€{s0.....sp}
= C(Sn, ney Sp).

Entonces ZP(U, Q) = DCP~Y(U, D) y HP(U,D) = O para p > 0. De la misma manera se
puede probar que si p < n entonces para m < 0, H?(CP", ©@(m)) = 0. Ver [F, pdg. 107).

Resta por considerar el caso p = n, m < 0. Sea la cocadena ¢ € ZP(U, O(m)).
Entonces ¢ : Upy..n — C es una funcién holomorfa homogenea de grado m. Entonces
(20, +oey Zn) = erl=m c-z". Descomponemos a ¢ como la suma ¢y + ¢;, donde ¢g es la
suma de los términos ¢(s)y,..r, 20° - - - 25" donde al menos uno de los indices r; es positivo
y c1 es la suma de los téminos donde cada fndice r; es negativo. Si —m 0O n tenemos ¢, = 0
y haciendo una cdculo como arriba se pude ver que ¢p = da para alguna (n—1)—cocadena
a. Un argumento de series de Laurent muestra que si ¢; es no cero entonces no puede ser

una cofrontera . Supongamos ahora que m 0 —n — 1 y pongamos

E = Zc,.z' paracc € Cycadar; <0 ).

Irl=m
De lo hecho en pdrrafos anteriores resulta que E = HP(U,O(m)). Dado ¢ € E se puede
escribir
c=(zo-~-z,,)"" Z c,.za"*l---z,';"‘“,
04T i 0
Tot+--tro=m-in+l
de lo que se sigue que HP(U, Q(m)) = P{~m—n-1)(Cn+1). Explicitamente el isomorfismo
esta dado por

P v (20, ey 2n) = (20~ -+ 22) 1 P(25 %, oes 230),
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para P € P-m-n—1)(Cr+l), m

4.2 'Teoremas A y B de Serre

Dada una gavilla coherente F en CP" se define
F(m) = F®oO(m), m € Z.

La gavilla F(m) se llama la gavilla "torcida por @O(m)”. Una de las razones para la
introduccién de la torcedura es que la dimensién de H°( CP", F(m)) es una funcién
creciente de m. Mientras que para p > 0, HP(CP", (1)) es una funcién de m decreciente

Ahora veamos una motivacién para lo que sigue. Sea F = O(q). Dado que O(q)(m) =
O(q + m), se sigue que HP( CP", ¥(m)) =0, p 2 1, m > —q. Entonces se tiene que todo
z € CP", H?°( CP", F (1)) genera a F(m).. El teorema que probamos a continuacién, una
generalizacién del ejemplo anterior, es uno de los teoremas fundamentales en el estudio

de las gavillas coherentes en espacios proyectivos.

Teorema 4.2.1 (A y B de Serre) Sea F una gavilla coherente en CP". Entonces existe
mo = mo(F) € Z tal que

A. Para cada z € CP®, F(m), es generado por secciones globales. Es decir, ezisten
secciones si,...,sp € HO(CP™,F(m)) tales que s1,...,Sp: generan a F(m), como un

O, -mddulo, para m > mg.

B. Si m > myg, entonces HP( CP", ¥(m)) =0, para p > 1.

Demostracién: La demostracién es por induccién sobre la dimensién de la variedad
CP". Observese que el teorema es trivial para n = 0. El plan de la demostracién es el
siguiente. Denotemos por A, la afirmacién A para el caso n = CP" y por B, la afirmacfon
B. Se probara que para n > 0, A,y ¥ B,..1 juntos implican A, y que A,, implica B,,.
Pero por las propiedades de las gavillas coherentes , basta probar lo anterior localmente.

Dicho de manera precisa: sea A,(z) (respectivamente A/, (z)) la afirmacién "existe mg =




mo(F, z) tal que H°(CP", F(my)), (respectivamente HO(CP", F(m))), genera a F(mo),
(respectivamente F(m):, con m > myp)”. Puesto que F(m) es coherente, A,(z) implica
A, (y) para y en alguna vecindad abierta V de z.

Ademss, A, (y) implica A’,(y): sea y € CP" y I1 € CP" cualquier hiperplano
que no contiene a y. Para m € Z, sea ‘7’n =1® ¢ : F(m) — F(m + 1), donde ¢y
es la transformacfon del lema 4.1.18. En el complemento CP™\I1, $n sc restringe a un
isomorfismo de F(m) en F(m + 1). Supongamos entonces que A,(y) se cumple, es decir,
que HO(CP", F(mg)) genera a F(mgp),. Como $;—m° : F(mg) — F(m) se restringe a
un isomorfismo sobre CP"\II, manda cualquier conjunto de generadores de F (o), en

)« HY(CP®, F(mo)) —

un conjunto de generadores de F(m), vfa el morfismo (~}1,'_m°
HO(CP", F(m)), con lo que se tiene Al (z).

Para ver que esto es suficiente para probar A, (z), notemos que por la compacidad
de CPP™” existen subconjuntos abiertos V4, ..., Vi que cubren a CP" y tales que A, (z) implica
A, (v) para z,y € V;, i = 1, ..., k., con lo que se tendrfa A,.

Procedemos ahora a la demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que I1 = CP""!. Sea z € CP™\CP" !y escribamos ¢ = ggpn-1 : F(—1) — F.
Para

K = Kerg
G = Coker¢.

se tiene la sucesién exacta
0 K—-F(-1) S Fg—o.
- Tensando esta sucesién con O(m), se tiene la sucesién exacta

0 — K(m)— F(m—1) i F(m)— G(m) — 0.
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Dado que ¢,,|;, e un isomorfismo para el abierto Up = CP™"\CP"!, vemos que Ky, =
Gu, = 0. Sea i : CP"™! «» CP" la inclusién natural [z, ..., za—1] +— [0, 20, ..., 2o—1]- Para
cualquier gavilla 7 en CP” denotamos por H* = i~1H la gavilla restriccién de H a CP™.
Observese que la subgavilla de ideales Zgpn—: de Ocp» actuia trivialmente en X y en G.
Es decir, si s; € ZI¢gpn—1 ¥y f: € K =Ker(¢), entonces s f; = 0. Andlogamente para G.
Entonces IC y G tienen estructura de Ogcpn /Zcpn-1-médulos, y por tanto K*, G* tienen

estructura de Ogpn /Z¢ .- 1-médulos coherentes. Aun mas, se puede probar (ver [F, pag.
179]) que

1) Ocpn-r & Opa/Tpnt
2) K* y G* son Og¢pn-1-médulos coherentes y
3) K(m)* = K*(m), G(m)* =2 G*(m), me€ Z.
Por construccién, se ve claramente que K es la extensién (trivial) de la gav-
illa K*, y como CP"~! es un subconjunto cerrado de CP", por la proposicién 3.3.25,
HP(CP", K(m)) = HP(CP™!,K(m)*), p > 0; similarmente para G(m). Aplicando la
hipé6tesis de induccién para K* y G*, existe m; € Z tal que parap > 1

HP(CP™, K(m))
HP(CP", G(m))

HP(CP* ', K*(m)) =0, m>=m,
HP(CP*',G*(m)) =0, m=m,

R

IR

Por otra parte, se tienen las sucesiones exactas

0 — K(@n)— F(m-—-1) — Im(én) — 0,
0 — Im(¢my) — F(m) — G(m)— 0.

Tomando las sucesiones de cohomologfa asociadas a estas sucesiones se tienen los
fragmentos

HY(CP", F(m —1)) — HY(CP",Im(¢,,-,)) — H*(CP",K(m)),
HY(CP", Im(¢n_y)) — H'(CP",F(m)) — H'(CP",G(m)).
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Dado que H!( CP*,G(m)) = H?( CP*,K(m)) = 0 para m = m,;, vemos que
hY(CP", F(m — 1)) = h'Y( CP*, Im(¢,,,)) = h'( CP", F(m)), para m = m,. Entonces
h'(CP", F(m)) es una funcién decreciente de m > m,. Pero por el teorema de finitud de
Cartan-Serre, h!( CP", F(m)) < oo, y se deduce de esto que h!( CP", F(m)) es constante
respecto a m a partir de un cierto my. Para m > m»

h!'(CP", F(m — 1)) = h'(CP", Im(¢,,_1)) = h'(CP", F(m)).

De esto se tiene que el epimorfismo H( CP"*, Im(¢,,,_1)) — H!( CP", F(m)) es un isomor-
fismo para m = m2. Ydela suc&ién de cohomologfa se ve que para m > ma, el homo-
morfismo H°(CP", F(m)) — H°( CP",G(m)) es un epimorfismo. Pero H(CP", G(m)) ==
HO(CP™~!,G*(m)) y por A,_, vemos que H?(CP", G(m)) genera a G*(m), = G(m), para
m > mgp, donde podemos suponer que mg = mo. Entonces HY(CP™, F(m)) genera a
G(m); para m = mg.

Afirmamos que para m > mg, H%(CP", #(m)) genera a F(m),. Para ver esto
tomemos z € U;, © # 0. Sea ¢ : F — F(1) el homomorfismo definido por ¥(f) = =z f.
Como sc noté anteriormente, ¥~ ™ se restringe a un isomorfismo entre F(m)u, y Fu,,
puesto que el hiperplano Il = {[z] € CP"?| zo = 0} es el complemento del abierto U;. Con
esta identificacién, la transformacién ¢ corresponde a la multiplicacién por to = z5/z;
y se puede identificar a G(m); con F,/toF.. Sea M, C F, el submddulo generado por
los clementos de HO(CP"®, F(m)). Como G(m). esta generado por los elementos de HO(
CP"*, F(m)), m = mq, la imagen de M; en F./t;F: es de hecho todo F,/teF,. Esto es,
F: = toF;: + M.. Como ty € m; C O,, donde m. es el ideal maximo de O, se sigue del
lema de Nakayama (ver [A, corolario 2.7}) que F, = M..

2. A, => B, : Para el caso p > n-se probé que HP(CP™, F(m)), p > n. Asf
que probaremos B,, por induccién decreciente con respecto a p O n, o equivalentemente,
por induccién sobre n — p. Supongamos que para cada gavilla coherente F en CP" existe
mg = mo(F, p) tal que HPF1(CP™, F(m)) = 0 para m > myg. Por la afirmacién A, existe
m € Z tal que HO(CP", F(m)) genera a F(m). para todo z € CP*. Escojamos una base
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{s1, ---s st} de H°(CP™, F(sn)). Tenemos la sucesién exacta
0— K — OF = F(@n)—D0,
donde s = (s1,..., 5¢) ¥ K = Ker(s). Tensando con O(q) se tiene la sucesién exacta
0 = K(q) — O*(q) = F(m +q) — 0
y el fragmento correspondiente de la sucesién de cohomologfa asociada
HP(CP", O%(q)) — HP(CP", F(m + q)) — HP*(CP*, K(q))-

Por lo dicho en el parrafo anterior al teorema, HP( CP",0%(q)) = O parap > 0, q > 0
y por la hipétesis de induccién, HP+!( CIP*, K(g)) = 0 para un q suficientemente grande.
Por lo tanto HP(CP", F(m)) = O para m suficientemente grande. =

Ahora presentamos algunas aplicaciones importantes de este teorema. El siguiente
resultado, a cuya demostracién referimos al libro de Field, es un hecho en si mismo

importante, y que utilizaremos en la demostracién del teorema de Grothendiek.

Teorema 4.2.2 Todo haz vectorial holomorfo E en CP" tiene una seccién meromorfa

no trivial.

El siguiente es un resultado clasico de la Geometrfa Algebraica compleja. Los detalles
de la demostracién pueden consultarse en [F]. Decidimos incluirlo aquf para mostrar una

de las varias e importantes aplicaciones de los teorema A y B.

Teorema 4.2.3 Toda subvariedad analttica de CP™ es una variedad algebrdica. Es decir,

es el conjunto de los ceros de un conjunto (finito) de polinomios homogéneos.

Demostracién: Sea X un subvariedad analftica de CP™ con gavilla de ideales 7. Esta

gavilla es una subgavilla coherente de @. Probaremos lo siguiente: dado z € C2"\ X,
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existe un polinomio homogéneo p = p(zg, ..., 2,) que se anula en X pero que no se anula
en z. Hecho esto, consideramos el conjunto V(X)) de todos los polinomios homogéneos
que se anulan en X. El conjunto nulo de estos polinomios es precisamente X y por el
teorema de la base de Hilbert ,[A], se puede elegir un subconjunto finito de V{(X) cuyo
conjunto nulo es de nuevo X. Esto probarfa que X es un subconjunto algebraico.

Pasamos a la demostracién. Denotemos por Z, la gavilla de ideales de X U {z}.
Para m € Z, sc tiene la sucesién exacta

0—Z.(m) —Z —-C(2)(m) — 0,

donde C(z) ¢ C(z)(m) es la gavilla rascacielos con soporte en z. Por la parte B del
teorema de Serre, existe mp tal que H(CP",Z.(m)) = 0, m = mo. Tomando la sucesi6én

de cohomologfa correspondiente a la sucesién exacta corta tenemos
H°(CP™, Z(m)) — H°(CP", C(z)(m)) — 0.

Por otra parte, H*(CP"”, C(z)(m)) = C, por lo que existe p € H°(CP*,Z(m)) tal
que p(z) # 0. PeroZ C O, con lo que HY(CP", Z(1m)) es un subespacio de H*(CP", O(m)) =

P (C"+1), que es precisamente el subespacio de polinomios homogéneos de grado m.
=

El siguiente resultado, que nos adentra en el estudio de los haces vectoriales sobre el

espacio proyectivo, da una clasificacién completa de los haces lineales sobre un espacio
proyectivo.

Proposicién 4.2.4 El grupo de haces lineales holomorfos en CP" es isomorfo al grupo

ciclico infinito generado por el haz candnico H.

Demostracién: Demostramos primero que el grupo generado por H es en efecto

infinito. Para esto tenemos que ver que si H? es la identidad C entonces p = 0. Supong-
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amos que H? = C y H°(CP!, O(p)) = C. Probamos H%(CP', O(p)) = P®)(C"+!), pero
P (C™*1) = C si y s6lo si p = 0. Tomando la sucesién larga de cohomologfa correspon-

diente a la sucesién 0 — Z — O — O* — 0 se tiene el fragmento
- — HY(CP", O) — H(CP", 0*) — H*(CP",Z) — H*(CP*,O) — - --
y dado que H(CP", Q) = H?*(CP"*,0) =0
HY(CP", O0*) = H*(CP™, Z),

donde el isomorfismo est4 dado por el homomorfismo de conexién §. Por un resultado
de Topologfa Algebraica bésica (ver Apéndice) se tiene que H2(CP*,Z) == Z paran > 1.

Consideremos la inclusién natural CP! <5 CP™. Se tiene el diagrama conmutativo

HYCP",0*) & H*CP".,Z) = Z
li‘ lz-
HY(CPL,0) 4 HXCP,Z) = Z

Por otra parte, vimos que el haz de hiperplanos es un generador del grupo
H(CP!,0*). La transformacién inducida i* manda al haz canénico de CPP™ en el haz
canénico de CP': de la inclusién natural CP! «— CP", [z, z;] v (20, 21,0, ..., 0] se ve
facilmente que las funciones de transicién de i*H son go) (20, 21) = 21 /20 en Upg N U, que
son precisamente las funciones de transicién del haz de hiperplancs en CP!.

Como § es un isomorfismo, §i*(H) es un generador de H2(CP',Z). Como el
diagrama anterior conmuta, §(H) es un generador de H?(CP",Z) y de nuevo, por ser §

un isomorfismo, H es un generador de H}(CP*,0*). m

4.3 Teorema c_le Grothendieck
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Para finalizar, pasamos a estudiar a los haces vectoriales holomorfos sobre la esfera de
Riemann.

Proposicién 4.3.1 Sea E un haz vectorial holomorfo de rango v sobre CP'. Entonces

existe una sucesién exacta

0 O(a)) > E— F—0
donde F es un haz vectorial holomorfo de rango r — 1 y a, es un entero.

Demostracién: Sea E un haz como en la proposicién. Existe una seccién no nula
s € M*(E). Para cada z € CP' se escogen gérmenes f. € M., h, € E, tales que
8z = fzh: con h.(2) # 0.

Definimos el subconjunto £° C E por L2 = h. 0., z € CP'. El conjunto £? resulta
ser una subgavilla localmente libre de E de rango 1. Por ser localmente libre, £ es la
gavilla de secciones holomorfas de un subhaz lineal holomorfo L* de E. Por construccién
s. € M*(L*). para todo z € CP! y s se puede considerar como una seccién meromorfa
de L*.

Pongamos d(s) = deg(L®*). El siguiente paso es probar que max{d(s)|s €
M*(E)} < co. Porconstruccién L* =2 &(d(s)), con lo que h°(CP?, L*) = dim PE)(C2) =
(*)¥1) = d(s) + 1. Por otra parte co > h%(CP',E) > hO(CP',L*) para toda s €

M?*(E), de lo que se deduce que el conjunto de los d(s) esta acotado y existe a;

max,em=(£){d(s)}. Se escoge el subhaz lineal L de E de grado a;,

L =2 O(a,). Se tiene
la sucesién exacta
0 —O(a1) - E— E—0,

donde Fes E/L. m

Lema 4.3.2 Sea 0 — F L G £ H —0 una sucesién ezacta de gavillas analtticas co-

herentes sobre una variedad compleja M. Supdngase que H es localmente libre y que

HY(M, Hom(H,F)) = 0. Entonces la sucesidén se escinde.
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Demostracién: Como H es localmente libre la sucesién
0 — Hom(H,F) »Hom(H,G) —-Hom(H,H) — 0

es exacta (ver [F, pag. 187]). Tomando la sucesién exacta de cohomologfa correspondiente
se tiene el fragmento

HO(M, Hom(H,G))—H%(M, Hom{H,H)) — 0,
pues por hipétesis H}(M, Hom(H,F)) = O . Entonces por suprayectividad existe h :
H — G tal que su imagen corrasponde a la identidad 14 : H — H, es decir, gh = 1x. B

Llegamos asf al Teorema de Grothendieck:

Teorema 4.3.3 Sea E un haz vectorial holomorfo de rango r sobre la esfera de Riemnann

CP'. Entonces eziste una unica sucesion de enteros a, > ... > a, tales que
E=0(@)®---®O(ar)

Demostracién: La prueba es por induccfon sobre el rango r. Supongamos que el
teorema ha sido probado para r — 1. Por la proposicién anterior existe una subhaz lineal

holomorfo L C E de grado maximo, a,, y una sucesién exacta
0— O(a)) — E— FE—0, 4.1)

donde F es una haz holomorfo de rango » — 1. Entonces, por hipétesis de induccién se
tiene

E=0(@)®---©0(a), az>...2a,.

87



Veamos que a; > az. Si no fucra asf, entonces az = a; + 1 y tensando la sucesién

77 con la gavilla O(—a; — 1) sc obtiene la sucesién exacta
0— O(—1) — E(-ay — 1) = E(ay — 1) — 0.

Tomando la sucesién larga de cohomologfa correspondiente a la sucesién anterior se tiene
la sucesién exacta

0 -+ HYCP', E(-a) — 1)) — H(CP*, E(—a; — 1)) — 0,

ya que HO(CP!,O(—a; — 1)) = HYCP!,O(—a;, — 1)) = 0. Ahora, F(—a;, — 1)

FQO(—a,—1) = @], O(a;—a;—1), y dado que a;—a; —1 > 0, H*(CP?, F(—a; —1))

4

@], H*(CP',0(a; — a; — 1)) # 0, con lo que E(—a; — 1) = F(a; — 1) admite una
seccién holomorfa no trivial. Entonces podemos encontrar un subhaz lineal holomorfo
de E(—a; — 1) isomorfo a HP, para algiin p > 0. Tensando la sucesién exacta de haces
0 — HP — E(—a; — 1) con H**! tencmos la sucesién exacta 0 — HPrai+l _, E Es
decir, E contiene un haz lineal de grado deg(HP+t*1+') = p + a, + 1, contradiciendo la
eleccién de a;. Por lo tanto concluimos que a; > as.

Por otra parte tenemos que

Hom(E, O{a1))

R

F ®0(a)= (é O(—aj)) @ Ofas)
ETB O(ai — a;),

i=2

iR

¥ como se probé anteriormente a;—a; > 0, con lo que se tiene que H(CP', Hom(E, O(a,)) =

0. Entonces podemos aplicar el lema anterior y obtenemos que la sucesién (*) se escinde.
Asf

B = 0(a) ® P O,

=2
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que da la descomposicién buscada.

Finalmente, supongamos que existen dos descomposiciones de E
O(a))® ... O0(a,) =O0OWL)D ... ® O(b,)

cona; = ..2a,y by 2 ... 2 b.. Supongamos que a; = by, ...,a,_; =

Tensando la igualdad enterior con OQ(—a;) tenemos que

r—1, PEro a, > b,-.

r—1 r—1

P o(ai—a)d O = P OWG: — a) ® O, — ar).

i=1 i=1

Nombremos con A al lado derecho y con B al lado izquierdo de este isomorfismo. Como
hO(CP',O(b, — a,)) = O y h°(CP!,C) = 1, h%CP', A) > h°(CP', B), lo que es una
contradiccién. Esto prueba la unicidad de la descomposicién y el teorema. =

Este teorema se le atribuye también a otros matemaéticos, como a Garret Birkoff,
que en 1913 probs un teorema sobre matrices holomorfas en el plano complejo que es
equivalente al teorema de Grothendieck. Por eso también es conocido en la literatura
como el teorema de Grothendieck-Birkoff.

Este resultado ya era conocido desde 1908 por Plemelj y aun por Hilbert desde 1905.
Sin embargo existe una versién algebriica debida a Dedekin y Weber que data de 1892.

El siguiente corolario da un criterio para la trivialidad de un haz holomorfo sobre la
esfera de Riemann.

Corolario 4.3.4 Sea E un haz vectorial holomorfo sobre CP'. Entonces E es analttica-

mente trivial si y sélo sideg E = 0 y H°(CP', E® O(-1)) =0.

Demostracién: Si E es trivial claramente deg E = 0 y H°(CP!, E ® O(—1)) = 0,
porque como se probs, H®(CP!, O(—1)) = 0. Asf que supongamos que E tiene grado
cero y que HYCP!, E ® O(—1)) = 0. Por el Teorema de Grothendieck, existen enteros
a; = - -+ > ai tales que

E = 0(a1)® - - - @ O(ax).
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Entonces

K K
deg E = Zdeg Ofa;) = Za.— =0 (4.2)
i=1 i=1

k
D H°(CP,O0(a; — 1)) = HO(CP',E®@ O(—1)) =0
i=1
implica que para todo i, a; — 1 < 0, es decir, 0 > a;. Entonces a; = 0 para i=1,...,.kYy
E es trivial. =
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Apéndice

Resultados de homologia y cohomologia singular

Para esta seccién la referencia es [Gr]

Sea A, el conjunto de los elementos (zy, -..,z,) € R™ tales que 37, z; = 1, z; = 0.

Sea R un anillo conmutativo con unidad. Para un espacio topolégico X se define
Sa(X, R) como el grupo abeliano libre generado por todas las funciones continuas o :
A,, — X y con coeficicntes cn R. Es decir, un elemento de S,(X, R) es de la forma
> oTe0, 0 : Ay, — X y r € R. Para cada n > 0, se define un operador frontera
Bn 2 Su(X,R) — Sa_1(X, R) tal quc 8,1 © 8, = 0. Se define Bo(X,R) = Im8,1 ¥y
Za(X,R) = kerd,. Como 8,-1 0 9 = 0, se tienc B,(X, R) C Z,.(X, R) y se define el

anillo

Hn(X7 R) = Zn(X, R)/Bn(xﬁ R):

que se llama el n-ésimo grupo de homologia singular del espacio X.

Dec manera dual se define el n-ésimo grupo de cohomologd singular: S™(X,R) =
Hompg(S.(X, R), R) y se tiene un operador cofrontera 6, : S*(X,R) — S™*'(X, R) tal
que 8,41 © 6, = 0. Se define B*(X, R) =Imé,_, y Z"(X, R) = ker 6,. Entonces

H;;m:(xv R) = Zn(x’ R)/B“(X: R)
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Se prucba que si X es un espacio contrafble, Hy(X,R) = 0, H,(X,R) = R, n > 0,
[Gr, 9.4].
Para ¢l caso de la cohomologfa, se prucba que si X es una veriedad (real) compacta,

para R = Z, H3(X,Z) = Z, [Gr, 23.2].

Cohomologia de gavillas y cohomologia singular

En csta seccién nuestro objetivo es probar que existe un isomorfismno entre los grupos
de cohomologfa con cocficientes en una gavilla y los grupos dec cohomologfa singular.
Especfficamente, si G es la gavilla constante con valores en ¢l grupo abeliano G, queremos

probar que

HP(X,G) =H}, (X,G),p 20,

ning

donde en ¢l lado derecho G es visto como grupo abeliano.

La idea de la demostracién, que procede de {Go} es la siguiente. Sea Sp(U, G) de las
p-cadenas singulares con coeficientes en el grupo Z definidas cn el subconjunto abierto U
de X. Entonces SP(U,G) = Homeg(S,(U, G), G) es el grupo de las p-cocadenas singulares
con coeficientes en G y definidas en U.

Denotemos por A = A, : SP(U,G) — SPH(U,G) el homomorfismo cofrontera. La
correspondencia U +— SP(U,G), p = 0, define una pregavilla SP(G) en X; con SP(G)
denotando su gavilla asociada. Como A conmuta con las restricciones, se obtiene el

siguiente complejo de gavilias
0— G—-S(G)Y X s(e) & ---

Por definicién de los grupos de cohomologia

Hr?ing(xv G)
Hino(X, G)

Ker(Ag)

Ker(Ap)/ Im(A; ), p2> 1.
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Afirmamamos que la resolucién antcrior es una resoluciéon fina de la gavilla constante
G. La exactitud sc sigue de que cada punto de X tiene un sistema de vecindades que
consta de vecindades de abiertos contrafbles, y como sabemos (ver scccién anterior) la
cohomologfa de un espacio contrafble es 0 en dimensién p 2 1. Observemos primero que
S8%G) =G"-la gavilla de gérmenes de secciones discontinuas de G. Entonces S°(G) es
fina. Sea ahora p > 0 y s € SP(G)(K), con K subconjunto cerrado de X. Entonces s
es la restriccién de una seccién continua 5 de S”(G) sobre un abierto U de K. Sea 1g
la seccién continua de S°(G) sobre X definida por 1x| = 1, 1x| X\K = 0. Dado que
SP(G) es una gavilla de S°(G)-médulos, 145 cs una seccién continua de SP(G) sobre X
que extiende a s. Asf se tiene el isomorfismo buscado entre HP(X,G) y HE, .(X,G).

Hingg
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