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INTRODUCCIÓN 

De los grandes resultados obtenidos en la teoría <le la probabilidad, destacan de manera 
particular los teoremas límite. Uno de ellos es la Ley de los Grandes Números (Kolmogorov 
1928), la cual dice que si tenemos variables aleatorias X; independientes e iédenticamente 
distribuidas y denotamos a Sn = 2:7=1 X; entonces, 

E(X;) < oo y E(X;) = µ si y solo si Sn -t µ casi seguramente 
n 

El siguiente gran resultado es el Teorema del Límite Central, el cual dice que si la varianza u 2 

es finita entonces n ! ( .!D. .. -µJ converge en distribución a la ley normal estandar <I> y viceversa, 
es decir 

(Sn - nµ) ..._ 
Var(X;) = u 2 y E(X;) = µ si y solo si 1 =>...,. 

un• 
Pero que es lo que pasa entre ambos resultados?. Es deCir, cuando es posible obtener un 
comportamiento límite no trivial normalizando con una función intermedia en tamaño entre 
lande la Ley de los Grandes Números y la n~ del Teorema del Límite Central. 
El comportamiento límite de Sn fué estudiado en detalle primero por Hausdorff en 1913. Un 
año después en 1914, Hardy y Littlewood mejoraron la estimación y en 1924 Khintchine <lió 
la mejora final. 
En el Capítulo 1 <le este trabajo, se presentan los resultados necesarios acerca del compor­
tamiento de Sn que permitirán acceder en el Capítulo 2 a las versiones de la Ley del Logaritmo 
Iterado (el comportamiento límite intermedio entre la Ley de los Grandes Números y el Teo­
rema del Límite Central) obtenidas por Hausdorff, Hardy y Littlewood y Khintchine. Estos 
resultados preliminares incluyen tanto resultados clásicos y sumamente útiles (como se verá. 
a lo largo de este trabajo) como el Lema de Borel-Cantelli, asícomo cotas superiores mas 
refinadas de ciertas probabilidades que las obtenidas con Chebyshev por ejemplo. 
En el Capítulo 2, se presentan de manera detallada las pruebas de las estimaciones arriba 
mencionadas (Hausdorff etc.) por orden cronológico. 
Una vez que son obtenidas estas primeras versiones y del hecho de poder obtener un .pro­
ceso límite continuo no trivial (el llamado Movimiento Browniano) a partir de la caminata 
aleatoria {Sn}. el próximo paso es preguntarse si las características que hereda este proceso 
(incrementos independientes y estacionarios) permiten acceder a una versión de la Ley del 
Logaritmo Iterado para las trayectorias del mismo. Esto es posible y en el Capítulo 3 se 
expone de manera heurística la obtención del Movimiento Browniano a partir de la cam­
inata aleatoria simétrica y se presenta la prueba de la Ley del Logaritmo Iterado para el 
Movimiento Browniano. 
Por 1íltimo, en el Capítulo 4 se obtiene una generalización mas y se prueba la versión cor­
respondiente a un proceso con incrementos independientes y estacionarios (conocidos como 
procesos de Lévy) en su versión que toma valores positivos: el llamado subordinador (de 
hecho el Movimiento Browniano es un ejemplo de proceso de Lévy, asícomo lo es el proceso 
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Poisson y el Cauchy). 
Para finalizar, una vez que hemos visto que la Ley del Logaritmo Iterado nos da la tasa de 
convergencia de la Ley de los Grandes Números, es importante mencionar que la variedad 
de aplicaciones es muy grande. Por ejemplo, si en estadística tenemos que µ es la media 
poblacional y es desconocida, la Ley de los Grandes Números dice que la media muestra! ~ 
es un estimador consistente, el Teorema del Límite Central da su distribución límite y la Ley 
del Logaritmo Iterado da su tasa de convergencia casi segura. 



CAPÍTULO 1 I 

Resultados Preliminares 

Como ya ha sido mencionado en la introducción, este primer capítulo trata acerca de re­
sultados preliminares que servirán para poder desarrollar las versiones de logaritmo iterado 
del capítulo siguiente. Los resultados contenidos aquí, permiten establecer cotas superiores 
e inferiores acerca del comportamiento de sumas de variables aleatorias, de las cuales se 
obtiene una cada vez mejor aproximación a la velocidad de convergencia obtenida en la ley 
de los grandes números. 

Además de la importancia que revisten estos resultados para la obtención de las versiones 
de logaritmo iterado, es relevante notar que no deben ser considerados como resultados se­
cundarios ó auxiliares únicamente; si no como un conjunto de resultados de suma utilidad 
acerca del comportamiento que se tiene para sumas de variables aleatorias. Por ejemplo, el 
primer teorema expuesto en este capítulo es de gran importancia en si mismo y es una pieza 
clave para obtener una demostración bastante sencilla de la ley de los grandes números así 
como de una cota de donde se obtiene de manera inmediata la versión de logaritmo iterado 
de Hausdorff de 1913. Este primer teorema, se presenta en este trabajo de una manera muy 
constructiva lo c_ual permite comprender el comportamiento de fondo del valor esperado de 
sumas de variables aleatorias. Es poco frecuente ver en los libros su demostración, precisa­
mente por lo elaborada que es, asi que a pesar de ser un resultado muy útil, su demostración· 
es poco conocida. 

Así mismo, se enuncian resultados sencillos, pero que se usan mucho en la teoría de 
la probabilidad y los procesos estocásticos como lo son el lema 1.1, que es una caracter­
ización del comportamiento de una sucesión de variables aleatorias no negativas a partir 
del conocimiento que se tiene de la serie formada por los valores esperados de las variables; 
y el famoso lema de Borel-Cantelli que nos permite saber con que certeza ó probabilidad 
ocurren una infinidad de eventos aleatorios de interés; esto es, el límite superior de una 
sucesión de eventos; mediante el conocimiento que se tiene de la serie numérica formada por 
las probabilidades de los eventos. 

Por último, se obtienen refinamientos muy precisos de las cotas superiores e inferiores 
que se utilizarán para versiones mas precisas y fuertes _de logaritmo iterado (Lemas 1.3 y 
1.4). 

Así pues, comencemos con el primer teorema, que nos permite obtener una pri~era cota 
superior para la esperanza de una suma de variables aleatorias elevada a la 2p con p un 
natural_ 
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Teorema 1.1. Sean Xi.X2 , ••• variables aleatorias independiente~ e idénti~ak'ef1t~ dis­
tribuidas con media cero y con momentos hasta del orden 2p. Definimos·sn =·x~·+·x2 •+ 
· · · + Xn. ·Entonces, para toda 1> ~ 1 se tiene que E(Sn2P) ::; CpnP donde:Cp·depende de p· 
pero no den. 

PRUEBA. 

.r.:: .. ..: ·\;;.., - .-+. ·, :·-:.y.-; ; __ : z:--~ , ~ , .. 
--\,·:>~·, :,.;~, ,, r:;-~ 

~:~:i:~~:i.!izÓ el t~o;~Ill~: l~l~,1tli1~}I;i~!,·• !i)i~~~Íi~~d}~:~.ii,~~~:~~~~~~} !a,,i~de~en.d~~tcia 'de 
-, : .~. --~,~·-;•:: ,':: '.•, "-'. · .. ·,.;. -· • ' .. ;r:.u ,,~;~?~·1::-::Y~,:·: ·~·;;; • -•J_ • 

Ahora bien, como l~ X;'s'tieifon media.~~'ró;i p~denios eüininii:r 16sd~os donde 'p1 = 1 
para algúna l. ,:- :··_;:-;r-.~.~-~_:: :~.::.~ .. :;··, U.:·,::;-~:,.-:.-.-.,;·!.·-.~'¡.-.-- ::\:.~,, .. \· -:,r~: ··.-· · ,.-.;-

(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
{5) 

{6) 

(7) 
'(8) 

(9) 

·- -·-,._;, ·--:~¡-~¡ .. :·<·--:;.:~. -~.:~ ,,. __ ;-:: .. .:--~ ,."·· 
:;,•_;·c•i 

.. . ¡,. ~ ~~'<];;~º .· 
.Pi."=,:2p...:.L P;=l .Pk=O 

Ji:.i 
,,'lk =f. i,j 

:p,:;;;,2¡,..:..2• P;=.2 ·i>k=O " .'lk=f.'i;j· 

pi'==2p..:.2 'P;=l Pk='l ·pm'='O"''lrri=f,i;j;k'' 
· 1i; = 2P·~: 3 Pk'.:=~ o :,'~ · .vk· #·i~J 
~/= 2;,~ 3 :;,;.; ~ 1 '~.~::::.o ,. ,v;;.':¡. i,i, k 

. ~:; ~~.=) "~~·=~ '·'f~;"~;C('.:"~~;~~f/J,,k. 
p;=2p-A p..;=0 '1-m=f,i;j,k· 

y así ~ucesivamente.· P~·deiiios observar que en 
correspondientes se vuelven cero y entonces. 



i:,E(X'fP) 
'i=l 

+ 2p(2pl-1) L E(X;2p-2)E(X/) 
2. i;toj . 

2p(2p - 1)(2p - 2) ""E(X"P-'•)E(X. ~) . + 3! ~ • J 
·~i 

2p(2p - 1)(2p - 2)(2p - 3)."" E(X"P-"")E(X·"') 
+ 4! ~ ·.• , 

. 1:¡!:.J :·. .. '"· :~ ' -. 

2p(2p - 1)(2p - 2)(2p :_ 3) "" E(X,2P-"")E(X·2)E(. X,1,2) + 21?1 L..J , 
·-· i;'oj#ok - . 

+··· 
+ (2p)!' i L E(X,2P-P)E(x;P) 

(2p - p).p. i#oj . 

+··· 

y en consecuencia 

" E(S,.2P) ~ LE(IX;l2P) 
i=l 

°t 2P(2~! ~ 1?.?: E(l.x:,f~C"2 )E( IX;f) 
, -_-- .. · -l;éJ , , ,·_: 

+~¡>(2p -- ~~(2],-- 2);¿ E(IX;l2P-•)E(IX;l3 ) 

'· . . .,', ~ ·.:· ·_.· i:¡l:;.j' .· 

+ 21>(2~.:.. l)(21',-:- 2)(2p - 3) L E(IXd2H)E(IX;I"") 
. .-. . 4. ',"' i;toj 

+ 2p(2p '..;-' 1)(2p ~ 2) (2p -,-.3) •-¿ E(IX;l2p-4)E( IX;f )E(IX,1,!2) 
· · < _. ·-::. 2!2!.c i;toi# 

+···. 
+ (2p)! 1 1 L E(IXd2p-p)E(IX;IP) 

(2p - p).p. i#oj 

+··· 

Ahora, recordemos que Iá·desigualdad dé Holder afirma que 

.L .L 
E(IYZI) .~ E(IYl9

' )•• .E(IZlq')•• 

3 



.. 

4 :~.- '~~~~ltj~: ;:.ll~~es · 
donde qi y q2 son exponentes conjugados. . . . . · · '• ' : :: · 

Entonces, podemos observar que si se toma Y,;. X 1 k; y Z·= 1, ·~e obtiene que: 
;, ->:· -.:-.•. 

E(IXdk;) E(IX1k; 1) 
E(jX1k;11) 

::; E(IX1k; 19 ')"' E(192)t." 

E(IX1lk;q,)<'1 

,,,·_ .. 

Si quiero que k;q1 "." 2p obtengo que q1 

i = 1, 2, ... 1 '. 

r > 1 y en consecuencia * 
Ahora, también 

E(IXd2p-k) · E(IX12p-kl) 
E(IX12p-k11) 

::; E(IX1 2p-kl9 ')<'i 
..!... 

E(IXd(2p-kJq,) •• 

y en este caso qi = 2:!!:k ;::: 1 de donde ;!¡ = ~· 
Por lo tanto, obtenemos. que 

l!í. 2p para toda 

al sustituir cada valor esperado por<u corresp;;~·~¡~nte 'i,6~¡ 6btenida: de la desigualdad de 
Holder. · · ··Y "' 

Pero observemos que 
'. f:. :::~':f ,_,\:>~· ,.,c.: 

'2p2;_ k. + :~ + .. ;+·:;:-·~-\2~--~~k~;:.~~i k,. 

.. ' . 2p- k'+k 

_2p 
1' 

entonces concluimos que · 

1 Es importante observar en este punto que para cada i se tiene uO: q1 · y un 'l2 



y por lo tanto, tenemos que 

E(Sn 2P) :5 :S(,;fl2P){ t-1 
. ·. .., a=l . 

+ (2p)! ~1 ,• 
(2p,- 2)12! i;W 

+ (2p)! ~1 
·.·· (2~-: 3)!3! f.oj · ,· 
+··· 
+ . (2p)! ~1: 

. (2p - p)!p! f# . 
(2p)! .· ¿; 

+ (2p - 4)!2!2! ... j# 
1 

+··· 
~ 2!~~f'.).!. 2! ¡: 1 } ..• 

. .: . .. ,, 

donde, en la última suma s e {1, ... ,p}. i, '# i~ t.'# r .. 
Ahora bien, en los componentes (s~mandos) c~n 2.~:~1~mentos, como por ejemplo 

5 

podemos observar que el número de sumandos es n(n.::- 1) ya 'qúe para i hay n posibilidades 
para escoger ax y una vez fija quedan (n - 1) para la j. 

Así mismo, para los componentes con 3 elcmerifiis como por ejemplo 

(2p)! ~ 1 ,2~ 2 2 
(2p - 4)!2!2! ,f#.1c E( x, . )E(IX;I )E(IXkl ) 

'·' ,r,:. 

observamos que el número de sumandos es n(n :._ i)(n - 2). 

Haciendo un razonamiento anáfogo hasta .. el. ~o~ponente con p elementos 

2,~~:!: 21 :E E(lx,¡2 )E(IX;l2
) •• ·E(¡x,¡2

) 

p /adore• 

tenemos que hay, n(n -.l)(n - 2) • • • (n 7 (p- 1)) sumandos. 
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E(Sn2P) ··::; E(IX1e)cp{~ + n(n - 1) + · · · + (n(n - 1) • • • (n - (p - 1)))} 

::; . E(IX1l2P)Cp{.?"P + nP ~ ••. + nPJ 
p aumandoa 

. ECIX112")Cp{pnP} 

Si definimos, por último, CP = E(IX112P)Cpp obtenemos el resultado deseado. 

E(Sn2P) ::; CpnP 

• Una vez demostrado este primer teorema veamos ahora un lema muy importante que, 
con ayuda del teorema 1.1, nos permitirá obtener, de manera muy sencilla, la ley fuerte 2 de 
los grandes números. 

Lema 1.1. Sean Yí,Y:i, •.. Varlabl~s .tle;,:toÍia8 no negativas tales que 
00 . 

· , ··~ >23E(Y,;)::< oó 
·~ .... :.·:'~7;··.,~, .. ,,.·: ".f'n=1··.!··:~..:,~ '.: .... ·'.:-:·'<·· ·- · 

Entonces, Yn-+ O con probabilidad i' (i.e; Y~ 4 O casi seguramente) 

2 En este contexto, la ?~bra "fuert~"'· ha.Cé:ref~ci~. a que la convergencia es casi segura. 
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PRUEBA. 

Definamos Zn = Yí + l'2 +···+Y,., entonces {Zn} es una sucesión creciente de funciones. 
Denotemos su límite como Z:::;; oo (Z = L:::"=i Yn) 
Por el teorema ,de la convergencia monótona tenemos que 

E(Z) 1.im E(Zn) 
n-+oo 

n 

J!_.~ L E(l'k) 
k=l 

entonces Z es integrable y en consecuencia es finita excepto en un conjunto de medida cero. 
Pero Z = L:::"=i Yn y los términos de una serie convergente deben tender a cero. Por lo tanto 
Yn ~ O casi seguramente. • 

Ahora si estamos en posibilidades de obtener uno de los resultados mas importantes de 
la teoría de la probabilidad, el cual afirma que con probabilidad 1 el límite de los promedios 
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, es exactamente la media 
común de estas variables aleatorias. 

Como ya se mencionó, una vez obtenido este resultado, la pregunta de interés es saber 
con que velocidad se da esta convergencia y a esta pregunta se le ha contestado con las 
versiones de leyes del logaritmo iterado que se presentan mas adelante en este trabajo. 

Teorema 1.2. Sean Xi,X2 , ••• variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas 
con media común µ y varianza común u 2 y con momentos hasta de orden 4. Entonces, 

PRUEBA. 

Definamos 

y óbservemos que 

Jim Xi+ X 2 + · · · + Xn = µ casi seguramente 
n 

(Sn - nµ) 4 

Yn = -'--"--n-4,.-'-'--

-:.:·· , .. ,'; ··;, .. · 
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entonces ·•,· 

.. oo ¿i._:.' <-~:. L~.:~~}--= óo~~-~b., _,._:. _ 
L E(Yn):;:;:;L 2 < 00 
n=l ;>:'-.;.!'-.~::_ 'n=l.'~- - · ··.; :. 

y en consecuencia, al aplicar el lema l;'C.bteneÍilo~ que Yn ~ O c.s. 

Es decir, 

c.s. 

Por lo tanto 

P( lim X1 + X2 + · · · + Xn = µ) = 1 
n-+oo n 

• 
Una vez obtenidos estos primeros resultados, avoquémonos a obtener cotas que nos per­

mitan estudiar la velocidad de convergencia asociada a la ley de los grandes números. 

En realidad una primera cota ya ha sido obtenida (teorema 1.1), pero para poder pro­
gresar en la estimación y dar una aproximación mas precisa, es necesario obtener cotas mas 
refinadas. 

Lema 1.2. Sean Xi.X2 , ••• variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas. 
Supongamos que IXkl ::;; M c.s. para alguna constante M y sea u 2 la varianza de Xk. 

Entonces, para x tal que O ::;; x ::;; -k se tiene 

PRUEBA. 

Las variables aleatorias exp(xXk) son independientes y tienen una distribución común¡ en-
tonces, . · --- -~- - ·· ._ - · .. :-' "i~ 

E(exp(xSn)) E(~{~¿~l +···.:+Xn)})•,. 

B(exp(xX1) exp(xX2).,.· ·exp(xXn)) 
'E(exp(;;X1))E(eii>(xX2)) .. ·B(exp(xXn)) 
[E(exp(xX1))¡n :'· 

Pero observemos que, debido al acotamiento de JX1 .Y a'.que E(X1 ) = O, se obtiene que para 
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X~ O: 

E(exp(:i:Xi)) 

Ahora bien, como x ::; -]¡ entonces "'~1 :::; '~ de 'donde 1 - "~1 ~ Lcori lo ·q~~ se obtiene que 
i-4': ::; 3. Entonces, 

Ahora, del hecho de que 1 +X < exp(x) concluimos que 

.- . {l . (·. xM3
)} 

E(exp(:i:X1 )) < exp 2"'2 u
2 

.1 + u 2 .. ·· .·. 

Por lo tanto 

{ i ·,··,e·.··· . xM3 
).}. 

E(exp(:i:Sn)l ::; exp 2~x-u- 1. + u~> 

• 
Una ve~ obtenido este lema, estamos en posibilidades de obtener; junto con la desigualdad 

. de Chebysh_ev. en .su forma exponencial. · 

, P(X;::: b)::; exp(_;·cb)E(exp(cX)) · e::> O 

un corolario que nos permitirá mejora~·la ~~~-de converg~ncia de.Sn3 

ccirolariC> ¡;¡; riada a~ ==- o(n) ~uand~ n:~. ~ c'~toÍlces .. 

P(Sn ;:::a;,) ¿:~xp(.~ 2~!2 +o(:~)) 
PRUEBA. 
Primero aplicamos la desigualda:d ·d;, Chebyshev en su forma exponencial con X = ~n, b = a,., 
c=x 

P(Sn·2: an) .• :~ .. exp(~xa;;)E(cxp(xSn))·. <l' 

::;º exP,(-~a~)?;,n~72u2(1 +·"':;3

)) 
t;,., ~¡· ,·:: :"·~.r,,:.' ,_~. :·1: r:, -·"·,·~·.':<.e:·· . . :-.¡..>-,,.·,_-.,. :-,:,--:.; .·' .-, .. ., ,' ...... · -.. - . 

· .. 
3 Etite cor?lario. se utili_z~. en· l_U: E~t~n:iaci_~¡¡·:f ~ei · ca~~tul~. ~· -
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debido al lema anterior para toda x $; .]¡. . . ·. -~· ~-· _,·;··~~'':·_--:- .··---.~,. ... ·::::~;.·~;:-s.:~:~·:.·:?~.~~ . , '-': 
Como esta desigualdad vale para todos los valores de X menor.".s (). ig.iá.1 a..:~/éscojamos 

su valor de tal manera que minimize de manera aproximacla esta'cota,supedor.> · · 
Para esto, primero juntemos la expresión en una· sola e:icponenéi3.i ...... ' ,>:• 

. · .• , 2 
·para todlÍ.x :S M 

ahora, solo consideremos a 

-xa +· !.nx2 u 2 
n 2 

al derivar esta expresión respecto a x e igualar a O 

-an +nxu2 =O 

pero esto sucede cuando x = ;::,. Aún mas, este valor de x satisface x :S -lí para n 
suficientemente grande debido a queª" = o(n). 

Entonces, al substituir en la cota obtenemos 

P(Sn 2: an) :S exp( -;;;2 + ~nn2 ~;2) 2 (u
2 + :;2M

3
)) 

exp --"- + --'-' + ---"--( 

ª2 1 a2 1 ª3 Jv[3 ) 

nu2 2 nu2 2 n2(u2)3 

( 
1 ª2 1 ª3 M3 ) 

exp ---"- + --"---2 nu2 2 n2(u2)3 

exp(-.!. a;, +o(ª~)) 
2 nu2 n 2 

• Antes de continuar en busca de cotas mas refinadas, veamos un resultacio cláSÍco (y poderoso) 
<le la. teoría: el lema de Borel-Cantelli, el cual también será·de gran utilidad para poder 
desarrollar la.s estimaciones de los siguientes capítulos. . 

.- .·· .. ,. ·-.· ... -., 

Proposición 1.1. (Lema de Borel-Cantelli) Sean A.,A2 , •.• •• evcmto~_y.defin~mos B como 
sigue 

B = lim sup(An) = ñ Ü Ak 
n-+oo n=l k=n 

entonces 
·-:·.',::.· ~-.' 

i) si L:~1 P(A;) < oo se tiene que P(B) =:O• 
. 

ii) si Ai,A2 , •• • son independientes y ¿)~1 P(A¡);,..;,;;oo,~ntonces P(B) =l. 
- . . .~\. 

PRUEBA. · ... · ·,~; ~'<.':'.,;,'~,, .. ;-;: . >• .... 
Recordemos que una: :medida d~ prob¿;_bilidE!CÍ. cu~ple con, la siguiente propiedad, si {An} 
es creciente (i.e. An C. An+l ·: Vn) ª?'tiene que P(lJ~1 A;) =. limn->oo P(An) y si {A,;} es 



decreciente (i.e. An :::> An+i 'v'n) se tiene que P(n:,:A,) ;,;,'lim;,~~P(A .. h , 
Definamos a En= LJ~;., Ak- entonces; En:::> E,;+1< -p.ara.:t.od!',:n y ,en consecuencia 

P(E) 
n=lk=.n· 

.. P(ñEn) 
n=l. 

2!,_~j>(En) 
00 

_ Úm·P.(LJ·. Ak) 
n-+oo 

,.-..·· k=n 
. ,: 00 . 

::; 2i.~LP(Ak) 
'-.. k=n -

o 
con lo que queda probado (i). 

Ahora, para (ii) 

Pero, 

P(B) 

00 

00 

lim P(LJ Ak) 
n-+oo 

k=n 
00 

li11i [1 .,... P( n Arn 
n-+co · · 

k=n_ 

TI P(AD · por la independe~cia 
k=n 
00 

II<1 -P(Ak)) 
k=n - - ':,J '.~. ~- ··:. : • 

::; :_ft~~-(~}>(A,~)). ya que 1 - x::; exp(-x) 
k=n _' .. ' :i'I·::.:: , .. •~· :'.- . 

=.· ~~j;(-"-,·~';(A/.)f 

11 

• 
Una vez obtenido este resultado truÍ importante 'que nos permite saber la probabilidad de 
ocurrencia que tienen úná infinidá.d de A;. 4- ·a-partir-del conocimiento de la serie formada 

-· '. • " • ,.. ,• • • ". ;- •• : ·' • ~" -~- t-, ~ .... _ -- ; • • • -.. • • • • \. 

•claramente w. E limsup(An) <* w E A~ p~a ~a fufuudad de n's 
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con las probabilidades de los eventos, cerrelllo-~ ~t~:~;!rii"er capítulo con un par de lemas que': 
nos permiten obtener cotas mas refinadas (tantci'superior como inferiormente) para nuestra', 
estimación de la velocidad de convergencia.,- ., .. , _-:::_: -~;·::,'' · · 

Lema 1.3. Sean Xi,X2, ... variables aÍe~t'~~i~ÚI1a~~~~~i~ntes con media cero y varianzas 

o-
2

. Entonces, para cualquier a > O , __ ···:- _ • -.~~' ~;.>: ;h~i !;S < _ 

P( max (Sk) >•a/'<:~ 2P(S~•> a "-V2no-2) 

PRUEBA. 

Sean 

l:Sk:Sn - · _ ~ ~:_. ' · - .- · · 
·¡,'. ·:<·_';'. ;: 

_-},\•_ .'.•, 

·,__.·.· 

A= {wl m~(S,;) 2:: a} .'. 
l!SkSn , .· . · 

Ak={wlS;<a para j·=l, .. ·.,k:-1_., y Sk2:a} 

Claramente A; n A; = 0 si i ~ j, aún mas U A¡, = A ya qt'.te si 'w E U Ak entonc~s existe un_ 
k tal que w E Ak y en consecuencia S;(w) <a j = 1, ... , k - ly Sk(w) ;::'.a pero-entonces 
max1<1<n S1(w) 2:: S¡,(w) ;::: a de donde w E A. · · · : , _ · 

P;;,-ra la otra contención, vemos que si w E A entonces max1!>1$n'B1(w) ;::::a.•pero de }á.'..­
definición de máximo tenemos que existe k de tal manera que Sk(w) :;:: a:y:B¡(w), <:'a'si _ 
j = 1, ... , k - 1 en consecuencia w E A¡,, luego entonces w E U Ak. 

Ahora. 

P(A) P(Anfl) 

P(A n ({Sn 2:: a - v'2no-2} u_ {Sn <a-: v'2no-2})) 

P(A n {Sn 2:: a - v'2n;2}) + P(A n {Sn <a-' v'2no-2}) 

c+n 

Como (An {S.,;::: a- v'2no-2}~C {Sn_~_a,7"'"'..(.2no-2 } 
tenemos que C $ P(Sn 2: a - 2no-2 ) · ---

Por otra parte · ' 

D P(Áh{Sn< ci".~·J2no-2}) 
P((ÜAk)n.{s~'.<: a,-,-v'2no-2}) 

· P<ui,,;c1¡ci {5~ < ~ :: v'2no-2} n 
. t;l<1f'{i;{i~.-<: ~:~ v'2no-2}) 

Ahora bien, en Ak tenemos que S~ )> ... y';~Il c6n~ec;;enda 

(Ak n {Sn ~_;iL j~~~~f~:~·¿¡~ n\s,;-: sk < 7"'-v'2nu2) 

de donde , ,,, ,\_-,;;,;:> ,;.;_:• .. ,· _•·.fr/.o;;;_,;:i,,;., •:.·· ,·~··'--··"'-""·'"'' 
P(Akn {s,.<ia.±\.12~0'2i)'i':~''-í;c~·qn {:s>;;·s1/<Lv'2nu2}) · 

· · · ·.;,,. ':;, P(Ak·n {í.S,¡: 8~1 ~ V'2no-2}) · 

;~." 
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·•· .. /{é1~<_~'.~<f>I ~:f,)>::;v~;> .-
donde V(X)es la va'.ria~~a de x'c.;¡,,·x·.= Sn.::; S,. obtenemos que 

. . : ;: : ' ' .. :· . (n - k)u2 

P(Ak)P(IS,,--" ~"I ;::: v'2nu2) ::; P(Ak) 
2
nu2 

de donde 

P(Ak n {Sn <a - v'2nu2 }) 

entonces 

Por lo tanto 

P(A) C+D· 

::; P~Sn ;::: a - v'2n<T2) + ~P(A) 
en consecuencia 

• 
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Lema 1.4. Si IXkj::;; .M ·c.s. para algunaM y {bn} ·es tal qué bn = o(n) pero ~ -+ oo .. 
Entonces, pa,ra cualquier 17 > O . .·. . 

, ",'" • "-" _· ' ........ < ; ~>·: . .::>-·:::¿~-:··:··,, -. ·< _ ... -·-
P(Sn 2:; b~) 2:; exp(-:-: 2n:2 (1+~)) 

para n suficientemente grande 
. :_-·, ·:<'.:\". -...... :, 

. La prueba de este resultado no se pr~senta ~n .est". traJ:iaJo débido ~ que es larga y utiliza 
algunos resultados de grandes desviaciones ydefunción·genera:dora; fo·cual no es objetivo 
de la tesis. Una prueba del resultado puede encontrar~e.~n Billingsley.19955 • · . . . 

5 vcr refc~cncia (4] 



CAPÍTULO 2 

Ley del Logaritmo Iterado. Primeras 
versiones 

En el capítulo 1 recordamos que la ley fuerte de los grandes números dice que ~ -+ O (si la 
media común esµ= O) cuando n-+ co ó en otras palabras ISnl = o(n) c.s. Ahora, como ya 
se planteó en la introducción, es natural preguntarse que tan rápido se da esta convergencia. 

El primer caso que fué estudiado supone que Xn toma los valores +1, -1 con probabilidad 
~ cada uno. El espacio de probabilidad es el intervalo unitario con la medida de Lebesgue, 
y entonces el enésimo digito bn en la expansión binaria de un número x en el intervalo nos 
da un modelo para Xn de acuerdo con la relación' 

Xn(x) = 2b.,(x) - 1 

En este contexto los resultados siguientes acerca de las sumas parciales Sn = X 1+X2 +· · ·+Xn 
son ciertos, pero es posible generalizarlos de manera Ílnportante. 

A lo largo de este capítulo, X 1 , X 2 , ••• serán variables aleatorias independientes, identi­
camente distribuidas con media cero. 

Estimación 2.1. (Hausdorff 1913) Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias inde­
pendientes e identicamentc distribuidas con media cero y momentos de todos los ordenes. 
Entonces, 

'le> O c.s. 

PRUEBA. 

Del teorema 1.1 del capítulo 
1 sabemo~ sr·~;!. '.:~ \'; J.' . 

E(s~k> ·::; cnk 

de donde 

y en consecuencia 
.. , - ,._. __ :··;~)-> >> ::::,-~: ..... ,-,_. __ _ 
E ~ ('(~~:;\~Ac)\< E· Cnk 
n=l. '. ·- '-~~j. -.>. ;~-, n=l n2ko 

1Las .. Y,. son conocidas comO funciones dC·'.:iii~~~~~,~. 
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pero observemos que 
"" c;.k k' ···L n 2 ka. converge.si .:.:·e/> .... ~~ .. ,· 

n=l 

Entonces, para valores de a > !!iJf obtene.mo~ por el lema. l~l que 

(!:)~"...¡.o· J~.s}~s decir> !~:::;-o ·~.s) 

Para concluir, si se escoge k suficientémenté grand;;·~! resultado es 'válido para cualquier 
a> ~- Por Jo tanto 

• 
Para poder mejorar esta estimación, debemos usar resultados que' invoiúc~a:n n1omentos 

mas altos <le Sn; la forma <le lograr esto es reemplazando el uso del te~reÍná.'1.1 ·p·or un mejor 
resultado, el cual es el lema 1.2 y su correspondiente corolario. · " · · · · .. 

; ~ ; 

Estimación 2.2. (Hardy y Littlewood 1914) Si las variables aleat'oria5 X~.independi­
entes e identicamente distribuidas con media cero son acotadas c.s. por Úna constante M, 
entonces 

este último paso se debe a que si 

entonces 

y en consecuencia 

l/(n)I <e 
. vºº';:l»:,... '· 

Vn 

3. . .... ,_ 

pero limn->oo (In(,:')) := O ya que ln(x) 
limn->oo l/(n)I =O es decir f(Tt) = o(l) 

'()(:z;ª) para a > .O cuando. x .-t oo y entone.es 
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Entonces, obtenemos que 

J2 . -

::; exp(ln(n-2.T) +o(l)) . 

::; exp(ln((l + e)n~~]) 
.. .. < J2 

(1 + e)n-2.T .. 
,:,·" 

y como L:;:"=1 {1 +e)n-~ converge si J > v'2u. ento~ces; para estos valores de J, se concluye 
por el lema de Borel-Cantelli que solo un nümero·finito.de los eventos 

An = {s~·;::: Jv'nln(n)} 

pueden ocurrir con probabilidad l. 
Como todo el argumento puede ser repetido para -Sn, obtenemos el resultado deseado . 

• 
Ahora bien, para poder refinar este resultado no es suficiente hallar una mejor cota 

superior (i.e. no basta mejorar el resultado del corolario 1.1 ); de hecho, esta cota es una muy 
buena aproximación. El problema. consiste en que los eventos An = {Sn 2: .T .,/n ln(n)} están 
altamente correlaciona<los2 y en consecuencia la probabili<la.<l del limsup es sobreestima<la 
al sumar las probabilidades. La forma de manejar este problema es trabajando con grupos 
grandes de térn1inos, de tal manera que solo se necesite que una subserie pequeña de L: P(An) 
converja. Usaremos esta técnica junto con el lema 1.3 para obtener 

Estimación 2.3. (Khintchine 1924) Sean X 1 ,X2 , ••• variables aleatorias independientes e 
identicamente di;;tribuidas con me<lia cero y acotadas c.s. por una constante M, entonces 

Jimsup JS .. I ::; v'2u 
n-= v'n ln(ln(n)) 

c.s. 

PRUEBA. 

Definaseª" = (1 + €)u..J2nln(ln(n)). Entonces, bastará mostrar que solo un número finito 
de eventos An = {S,. 2: an} ocurre para cualquier€ > O. (De igual manera para { -Sn} ). 
Para esto, sería suficiente mostrar que L: P(A,.) < ex:>, pero esto no es cierto. 

Entonces, tomemos d > 1 y hagamos nk = [tlk], con Jo que obtenemos {nk} que es 
aproximadamente una subsucesión geométrica de los enteros para la cual L: P(A,..) < ex:> y 
en consecuencia 

P(S"• 2: ª"• una infinidad de veces) = O 

Este resultado nos da la conclusión deseada del crecimiento de S,. solo para la subsucesión 
{nk}. Pero si usamos esta aproximación y el resultado del lema 1.3 podremos concluir la 
estimación. 

Del lema obtenemos: 

2 vcr referencia. (3] 



pero observemos que 

·,~ : ~ ; 

. -- ~,~:~:_:..'. 

. ,:~2na2-; j,, ~2na2 
hm ---. ·= ,hm ,-:--".""":--,==;==;;==;o=;= 

n-too 'ª" , .. ""'.":~ (l'+e)av'2nln(ln(n)) 
.:~\~>:-~: ·~ .'d!.:·~~·\'":.·'-~···: ··.~. . 

es decir~= o(l), de d;:,n~e ~2TUT~-~d~(oÜ>J~on lo que obtenemos que 

si k -too 

de donde ; ,,. •t 

P(1!P,~n· S;"?, á~~) ~ 2P(S,,.;::; ª"•(l - o(l))) _,_Ir. ' 
y usando de nuevo el coro!a'.rio Ll para',esti_mar:el lado derecho3 obte,nemos 

P(1ID~~S,;:?; ~n.):::; 2~xp( ~~:-;·~:[l +o(l)J) 

Sumando sobre k el lado, d,erecho, observemos que 

b 2 .;:p(,,- (l+ e)
2
a;2:k ln(ln(nk)) [l + o(l)]) 

k .. ,,," a nk '"·., 

b 2 exp(-(1 + e)2 ln(ln(nk))[l + o(l)]) 
k 

:::; b 2C(ln(ni.))-Cl+•l' 
.. 'k 

""' 2C 
~ (ln(nk))Cl+•>2 

en este punto es importa~té ob~ervar lo siguiente: como ln(n) :::; {ñ, entonces 

Cn~n) yl+·l' ::: ( n "~·:· rl 
y como consecuencia para e,pi;qni;ña _U"':;•l' :::; 1 ent?nce~ 

~(n!I~·'' )-1 divergé~ 
;.....J 

y en consecuencia 

b (ln(n)\Cl+•l' 

diverge como se había comeiitado al principio. 

,3.~sí como se hizo en la pn1cba de la estimación 2.2 
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Pero, para la subsul:~~ió~'{ n~} teriemos que 

y en consecuencia .. "' ' - . 

k ln(d - 1) ::; ln([dkÚ ·;; k ln(d) 

de donde·· 

y como . . 

~ (k l~~~ ~ ú )~!l+•>'. ~ ~· ; . 
obtenemos que . - . ·.·. le< ·•·(l+~J' 

E(in([dk])) ·.·.·· < 00 

';, __ .. .· .. ,-·~~.: ,.Jó-_!-c.o',~/·;·¡_ ,:·;f.'_~·-¡ . ,_
7

• _ l --.-. , 

y entonces el lema de Borel-.Cantelli nos dice que solo:un númcr.ofinito de eventos A"• pueden 

ocurrir, es decir ~:(.1f}~l ~)~-~~";X: ~~~+:k,~ifi;le) 7 ~. . .. 
Ahora, como yfx ln(ln(x)) .es monótona ~recie.iité/para'.k grande tal que ""-1 .< j ::; nk la 
anterior probabilidad implica que · · · ' · ·· · · ·· · ·· ·· 

Pero 

ya que nk = [d"J 

lim ª"•· , =. · lim (1 + €)uy'2n¡,, ln(ln(nk)) 
k->oo V"1<-1 ln(ln(n1<__;1)). k-+oo V"k-1 ln(ln(nk-d) · 

(1 +E)uVU 

En consecuencia 

.. 
con probabilidád L · . . .. 

Si escojcmos (1.+.É)'{d:y: (1+11) suficientemente cercanos a·l obtenemos que 

.· s ... ·. 
· Jim sup n < ./2u ·, c.s. '. 

n-+oo .jn ln(ln(n)) - · · · ... · 
- . . ·-·· - - ·'' '. ,¡ 

y un argumento a.IÍáÍogo 'nos da· el re5ultado pa:ra { :-:S,;}. : • 



..... . " ~ .. ~;·,·~:.\.:?;j;:~(~'.~:',~'·" ;,::.:.:·:: . 

... 

0 

•• :•,c/i~$:;~f~~~if~!·i~~~~clo . ... 
:.i 

20. 

Ahora bien, la última versión de logaritxri~ it~~ado qtl.~ ~os' f;uta presentar en esta sección 
es aquella donde obtenemos que ' ' ' ' ' ' 

limsup Sn .. > ../2u 
n->oo yin ln(ln(n)) -

c.s. 

es decir, aquella que complementa a la estimación 3 en el sentido de que afirma que el limsup 
no es menor que ../2u. Esta versión, se obtiene con un argumento similar simplemente uti~ 
!izando una cota inferior (lema 1.4) en lugar de la cota superior (corolario 1.1) que utilizamos 
en la estimación anterior. 

Estimación 2.4. (Khintchine 1924) Bajo las mismas hipótesis de la estimación 3. 

limsup 
5

" > ../2u 
n->oo yfnln(ln(n)) -

c.s. 

PRUEBA. 

Hágaseª" = (1 - E)u../2n ln(ln(n)). Esta vez, hay que mostrar que una infinidad de eventos 
An = {Sn;::: an} ocurren con probabilidad 1 para cualquier€> O. 

Sea nk = [Dk] para algún número D. Definamos los eventos Bk = {wjs ... - S"•-• ;::: ank} 
de incrementos de {S .. } los cuales, claramente están formados por bloques ajenos de variables 
aleatorias Xn. En consecuencia, debido a que {Xn} son independientes obtenemos que {Bk} 
son independientes. 

Ahora bien, 

y como 

y 

lim (1 - E)u../2n ln(ln(n)) = 0 
n 

es decir ª"• = o(n) 

¡; ª"• r (1 - €)uy'2nln(ln(n)) 
n~~· Vn = n~~ Vn -:+ OO 

usando el lema 1.4 para s .... - s ... ..:.,·:tenemos· q\.l~ 
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de donde 

°" P(Bk) > ~ (-·-1-·) 11+.,Hl-•>2 7-' - ~ kln(D) • 
= 00 

ya que VE suficientemente pequeña 377 >O tal que,(l + 77)(1 - E)2 < 1 y entonces del lema de 
Borel-Cantelli podemos concluir que · · · · · ·' · 

P(Sn• 2:: ª"• + S"•-• . para ima l~fiúidacl d~ k's) "= 1 · 
.. , ,.'. -·- •.. ;.f 

Ahora, de la Estimación 2.3 sabemos que. V' ó. >',(J.' . 

IS"•-il ~ v'2u(Í>+c5)y~k-:;iln(l~(nk:-i)) 
. :.;.'-· ~ .: 

·. con probabilidad 1 para k grande. SusÚtuy~~d,{e'St;:; fJ~s,~aJ;}res de ~n.; y n~ obtenemos 
que 

con piob8.bilidad 1 para·k grande. ..: .. --.·< ...... _-."· .· ... ·· . -
De donde, recordando que nk = [Dkj;'.éoncluimos'qúe 

: ·· '.'•·: : .. • : .. ce>' ' . . ,. ' 1 + Í5 

sn. ;:::: v'2uv'n~ l~(l~(n~)){i - e - ../"Í5 } 
.:~:t·: 

para una infinidad de k's. . . . . 
Ahora bien, como D puede ser escogida arbitrariamente grande, entonces una infinidad 

de A~s debén ocurrir (claro utilizando un.válor de E.Un poquito mas grande). 
Por lo tanto · · · 

limstÍp , Sn 2: v'2u c.s. 
n-+ÓO 'vn ln(ln(n)) .' 

• 



CAPÍTULO 3 

Ley del Logaritmo Iterado para el 
Movimiento Browniano 

Una vez que han sido vistos los resultados preliminares y las versiones de leyes del logaritmo 
iterado para sumas de variables aleatorias independientes e identicarnente distribuidas, es 
decir, para algunos procesos estocásticos en tiempo discreto X = {.'C.(w) : t E N} pasemos 
al caso de algunos procesos estocásticos en tiempo continuo y veamos que resultados de 
velocidad de convergencia podernos obtener ahora. 

Este capítulo está dedicado a la obtenci<>n de una ley de logaritmo iterado para un proceso 
estocástico de suma importancia. en la teoría y la práctica., el llama.do Movimiento Brownia.110 
ó proceso de Wiener. 

Co111encc1nos por consi<lcrar la carninata aleatoria simétrica para la cual, en cada unidad 
de tiempo, es igualmente probable ir una unidad a la derecha ó a la izquierda.. Si nosotros 
aceleráran1os este proceso de tal 1nanera que se fueran ton1ando pasos cada vez n1as pequeños 
en intervalos <le tic1npo cada vez mas pequerios en una proporción adecuada, en el lí1nite 
obtendríamos un proceso continuo no trivial con características ó propiedades hereda.das de 
la ca1ninata aleatoria. 

De manera mas precisa. para cada f:!.t unidad de tiempo se da un paso de tama.Iio f:!.x 
con igual probabilidad de ser a la izquierda. ó a la derecha. 

Sea ,'C(t) la posición al tiempo t, entonces 

donde 

X;= { :_1 

X(t) = f:!.x(X1 + X2 ···+X¡±,-¡) 

si el paso i-ésimo de longitud f:!.x es a la derecha, 
si es a la izquierda 

donde las X 1 son consideradas independientes y 

P(X1=1) P(X1 = ...,-1) 
·1 . . 

2 

Ahora, corno 

E(X;) lP(X; = 1) + (-l)P(X¡ = -1) 
1. 1: .· . 

2-2 
O ·Vi 
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y 

V(X;) . = ':·E(X'f) - .... 
(1)2P(X; ~ 1) +(_:1)2 P(X; ;,-1) 
1 l. . .. . . 

2+2 
. 1. Vi 

tenemos que 

E(X(t)) 

y 

V(X(t)) 

E(Ax(X1 + ... + Xc;f;J)) 

AxE(X1 + ... + Xc;f;J) 

.ó.~ É .Ecx,) .. 
¡. 

Ax(O) 
o 

V(Ax(X1 + ... + Xc;f;J)) 

(Ax) 2 V(X1 + ... + Xc;f;J) 

(Ax) 2 ¿v(X;) 
i 

(Ax}2(_!_] 
At 

Ahora, la idea sería hacer tender Ax y At a cero. 
Si se considera Ax= Ate hiciéramos tender .ó.t a cero se tendría que E(X(t)) y V(X(t)) 

tenderían a cero de donde se obtendría que X(t) sería cero con probabilidad l. 
Para evitar que este proceso límite sea trivial hágase Ax= c...¡¡s;t para alguna constante 

e positiva, entonces 
E(X(t)) =O 

V(X(t)) -+ c2 t 

cuando .ó.t -+ O 

Veamos intuitivamente que propiedades tiene este proceso límite. 
Como X(t) = Ax(X1 + · · · + Xc;f;J) se concluye del teorema del límite centr~ que_ 

- (i) X(t) es variable aleatoria normal con media O y varianza c2t. 

Ahora, como los cambios en· Jos valores que toma la camina'.ta aleatoria en intervalos de 
tiempo no traslapados son independientes, se obtiene. que 

(ii) {X(t): t E (O,oo)} tiene incrementos independientes. 
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Por último, como la distribución,del cambio en la posición de la caminata aleatoria en 
cualquier intervalo de tiempo depende solo de la longitud del intervalo se tendría que 

(iii) {X(t) : t E [O, oo)} tiene incrementos estacionarios. 

Ahora estamos listos, a· la luz de tÓdo esto, para dar la sigúiente definición 

Definición 3.1. Un proceso estocástico X = {X(t) : t 2:: O} se dice que es un movimiento 
Browniano si 

(i) 
(ii) 
{iii) 

X(O) =O 

X= {X(t) : t 2:: O} 
para cada t >O, 

tiene incrementos independientes y estacionarios. 

X(t) - N(O,c2 t) 

La interpretación del movimiento Browniano como límite de caminatas aleatorias sugiere 
que X(t) debiése ser continua como función de t; de hecho, es posible probar que las trayec­
torias del movimiento Browniano son continuas casi seguramente. De igual manera, X(t) 
siempre es puntual y en consecuencia no es función suave; de hecho, puede ser probado que 
X(t) no es difcrenciable en ningun punto casi seguramente. 

Pero, de donde proviene el nombre de ttmovimiento Brownianott? Este nombre se debe 
al botánico inglés Robert Brown. de quien fué tomado el nombre para describir el fenómeno 
físico que descubrió en el siglo XIX y que consiste en describir el movimiento continuo e 
irregular descrito por una partícula pcqueiia suspendida en un fluido (líquido o gas). 

La primer teoría para explicar este fenómeno fné dada de manera probabilistica por 
Albert Einstein entre Hl05 y 1906 y fué basada en varios supuestos simples. ,Y, denota una 
coordenada de la partícula al tiempo t y para tener una referencia se toma X 0 = O. Corno 
los movirnicntos solo se-conocen estadísticarnentc, la posición de la partícula, es decir Xt, se 
considera una variable aleatoria. El desplazamiento neto que tiene la partícula del tiempo s 
al tiempo t será la suma de un gran número de pequetias contribuciones aproximadamente 
independientes resultado de impactos individuales de las moléculas del fluido (es importante 
aclarar que cada colisión de manera individual tiene un efecto despreciable, pero de manera 
acumulada estos impactos producen el movimiento <le la partícula) y entonces, por el teorema 
del límite central, es razonable esperar que el incremento )(, - ,Y, se distribuya normal. 
Ahora. si el fluido es suficientemente viscoso cualquier velocidad adquirida por la partícula 
será amortiguada de n1anera. ca.si instant<ínea y en consecuencia puede suponerse que los 
desplazamientos en intervalos de tiempo no traslapados serán independientes. Por último, si 
las condiciones física.<; son isotrópicas y constantes en tiempo y espacio, podemos esperar que 
E(X,) =O y que V(X,) = E((X<+,-X,) 2 ) = f(s); <le hecho f(s) =es para alguna constante 
e positiva (esta constante es la c2 obtenida en la interpretación de límite de caminatas 
aleatorias). Cuando e= 1 el proceso es llamado movimiento Browniano estándar y del hecho 
de que cualquier movimiento Drowniano puede convertirse en uno estándar considerando :!ffl, 
supondremos que e = l. 1 

Una vez dada esta teoría, se observo que desde el punto de vista matemático dejaba 
mucho que desear y el modelo fué descrito completamente de manera matemática por Norbert 

1 Esta constante es importante en la interpretación fisica. Einstein derivó una relación entre ella y el 
número de Avogadro. 



26 Ley del Logaritmo Iterado para el Movimiento Browniano 

Wiener en una serie de artículos entre 1918 y 1923; de ahí que también se le conozca como 
proceso de Wiener. El trabajo de Wiener permite establecer la siguiente definición que será 
utilizada en el resto de este capítulo. 

Definición 3.2. Un movimiento Browniano _estándar (ó proceso de Wiener) es un proceso 
estocástico X = {X1(w) : t· ;;:::· O} 'que toma valores reales definido en algún espacio de 
probabilidad (fl, S', P).que satisface: 

(i) X 0 =O 
( ii) si O = t 0 < t 1 < · · · < t;,, entonces las v-.i.riables aleatorias 

x •• - x,._, para k = 1, 2; •.. 'n son independientes 
(iii) para cada s, t;;::: O, la variable aleatoria X 1+• - }<:1 

se distribuye normal con media O y ,)arianza s 
(iv) La función X,= X 1 (w) es continua en t para casi toda w En 

Como observaciones finales antes de encaminarnos a nuestro objetivo, es importante 
señalar que mas o menos por el mismo tiempo en que Einstein explicaba el fenómeno del 
movimiento de la partícula en el fluido, el matemático francés Louis Bachelier sugirió un 
modelo matemático muy similar en su tesis doctoral "Théorie <le la spéculation" {1900) 
para explicar las fluctuaciones de los precios en el mercado de stocks de la bolsa de valores. 
También cabe destacar que este proceso ha sido utilizado con éxito en diferentes áreas como 
lo son: la estadística, para probar bondades <le ajuste; así mismo, para analizar los niveles 
<le precios en el mercado de stocks y en otros instrumentos financieros (po1· ejemplo en las 
opciones) y en la n1ecánica cuántica, sin dejar de mencionar el importante papel que juega 

. en la teoría de la integración estocástica. 
Ahora si, comencemos nuestro estudio del comportamiento de las trayectorias del movimient 

Browniano. Como es <le esperarse, la propiedad de los incrementos independientes nos indica 
que las trayectorias del n1ovimiento Browniano crecen <le la 1nisma rnancra que sumas de 
variables aleatorias independientes; es decir, realmente tenemos un equivalente a la ley del 
logaritmo iterado de sumas <le variables aleatorias independientes para las trayectorias del 
movimiento Browniano. 

Antes de establecer el resultado, veamos unos resultados previos que serán de utilidad ~n 
la demostración. 

Lema 3.1. Si Xi.JX-2 , ••• son variables aleatorias independientes con media cero y varianza 
u 2 • Entonces, si las distribuciones de las variables Xk son simétricas alrededor de cero2 ,'se 
tiene que para cualquier a > O . · .. 

PRUEBA. 

Sean 

P( ma.x Sk > a) 5 2P(Sn'> a) 
l:Sk:Sn · .. ·. . ;_:. : ·· 

2 Estc resultado es simplemente una mejora del lema 1.3 para distribuciones simétricas alrededor de cero. 
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y 
Ak={wlS;::;;a para j=l, ... ,k...,-1 

Claramente A; n Aj= 0 s-i i ,,¡,· j y UAk = A 3 

Para cada k ::;; n definase 

pero 
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Entonces, debido a la independencia y a la simetría, la. ley Cle probabilidad conjunta de las n 
variables (Xi. ... , Xn) es la misma que la de (Xi. ..• ; Xk·, -Xk+i. ... , -X,.) y en consecuencia . 
Sn y S~k) tienen. la misma" ~cy. .: º' 

Entonces, se tiene que 

P(A1c n {S,; >a})= P(Ak n {Sikl >a}) (*) 
~. . '',•.· 

y además . . . 

A~"'.' [Ak n {Sn >a}] u (1-k n {Sikl > a}) 

ya qúe si no fuera cierto existirla w E Ak tal ~ue · - · 

s .. (w) ::;a y .si"'>(w)::;; a 

Ío q~~ i1llp!ici~rii qúe 

pero claramente 

y en consecuencia se tendría que 
Sk(w)::;; a 

lo cual es 1rna c~ntrll.dici:ión con la definición. de Ak. 
En ~Onsc~uenci·~ · - -

. -

= P([Ak n {Sn >a}] LJ [Ak í) {Si"'> >a}]) debido a C**) 
::;; "P([Ái, ri'{s;;·>_ ~}Jf-t:'F'((Ak n{s!,"'> > a}]) por la desigualdad de Boolc 

2P([Ak O {S.; >a}]) ,debido a (*) k = 1, ... , n 

Por lo tanto, 

P(A) 

n 

::;; z¿P(Akn{Sn >a}) 
k=l 

2P(Sn >a) 

3 Ak es el evento: la. caminata aleatoria··s; supera el nivel a por primcrá. vez en el tiempo k 

• 
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Lema 3.2. Si {Z¡;} son variables aleatorias normal estándar, entonces 

IZ~I :::ó(k') casi segurll.mente p;;,;_.a cualq~ier e > O 
. -·' '. ·' -

PRUEBA. 

Como Zk es normal, tiene momentos de todos los ordenes y eO:·con~ecuencia se puede utilizar 
la versión de .la desigu'aldad de Chebyshev siguiente 

Entonces, 

Pero observemos que 

P(IXI 2:: b) :5 E(IXlk) donde b >O y k :>O 
bk 

P(IZ -1 > k') < E(ZlN) 
k - - k2•N 

E(Z;:) = ~/_"° xnexp(- x
2

)dx. 
v27r _..., 2 

entonces claramente si n es impar por simetría se tiene que E(Z;:) = O. 
Pero sin es par, es decir n = 2q con q un numero natural se obtiene al integrar por partes 

de manera repetida que E(Zzq) = (1)(3)(5) · · · (q). · 
Entonces se concluye que 

Ahora, para cualq?ier e > O 
~ (1)(3)(5)-, · (N). ··· 
~ k2•N . ·< CO. 
k=l .... 

si se toma N suficientemente grande. .. .. .. · ... 
En consecuencia, ·por el lema de Borel-Cantelli. s'é: tiene' que solo· un número finito de 

eventos {IZkl > k'} octÍrrirá ·con probabilidad l; es"deCii:, 

P(IZkl = O(k')) = 1 parll. cuaiqui~r .. e > o 

• 
Lema 3.3. Para cualquier a> O y X'= {Xt':.t.'..;{,~·f1:ri,ovimiento Browniano se tiene que 

PRUEBA. 
Sea n un número natural cualquiera y obse{.Vemós·:(Íue ·· 

_- ~-:~~ ... -.' 

k 

.x,t. =L(X;-ir-:-:XJJ,¡;,ll) 
- ,·•.,' ···.j=l; ,, --- ' 
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es decir, se puede escribir a X• como la suma de k variables ~ea:torias ¡,:,_dependientes, cada 
2"" '· -

una distribuida normal con media cero y varianza /ñ ,;._ i'iJ- = :¡.;·:= 2."'"";· · · · 
Entonces, aplicando el lema 3.1 se obtiene que · · · 

P(maxX • >a)< 2P(X1 >a), 
k:S2" V'f" - -

Pero cuando n crece, los eventos { maxk!>2 n X,¡;.. > a}. también·· se incrementan (debido a que 
el máximo se torna sobre un conjunto mas grande) mientras que Ja cota 2P(X1 ~ a) no 
depende de n. ·' ,. 

En consecuencia, esta misn1a cota sirve para 

U{maxX • > a} .. 
lc<2" .i"" 

" -
pero, 

U{maxX • >a}= {X1 >a 
k<2" 211'" 

n -

para algún t racionai diádicÓ entre O y 1} 
. ', ~' "> ::. <;,_, __ -----~ ~ «: .. ,., . _,__,:' .. ; .• .. ; ; . 

·. _, . -. ' 

y 'lw tal que X,(w) es continua en testo es JÓ ml~mÓ q.;é:max,e(Ó,1) X, > ~. 
En consecuencia, como las trayectorias son continÚ.a8. caili. seguramente·, ~.?nemos que 

~ .;; ; '.,: .. 

P(maxX,·:> a) <.2P(X1 :>a)·.-
o::;t:s;1 . - · -~~ - .:'· · 

• ' ' 

Finalmente, una vez que se han visto estos r~s;:.ltado~, establezcamos nuestro teorema. 
. . ... ~ . . 0 . .. 

Teorema 3.1. Sea X= {Xt(w) : t ~O} ~n m~vimiento Br~~~i~no:: Entonces 
,~,, 

. X,(w) r,: 
hmsup = v2 

•-+oo v't ln(ln(t)) . 
casi seguramente 

PRUEBA. 

Si t es un número natural, este es simplemente un caso especial de las versiones 2.3 y 2.4 del 
capítulo 2 con S., = )(,. es decir, debiése escogerse Xl, = Xk - Xk-i. las· cuales son variables 
aleatorias independientes que se distribuyen normal estándar y que permiten que 

En otras palabras 

" s.. ¿x;, 
k=l 

(X1 - Xo) + (X2 - X1) +···+(X., - X .. -1) 
x .. -x. 
x .. 

P(limsup X,(w) = ../2) = 1 
<-+oo v't ln(ln(t)) 
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cuando t -+ oo a través de valores .naturales. 
Lo que quisiera probarse es que este límite superior es el mismo cuando t es restringido a 

los naturales que cuando t toma valores reales positivos. Esto no es obvio de entrada, debido 
a que presumiblemente si la trayectoria tiene "grandes excursiones" para valores de t entre 
los enteros pudiese hacer el límite superior mas grande en el caso continuo (el limsup solo 
puede incrementarse si se permite que t crezca tomando valores reales positivos). 

Veamos que esta no es una posibilidad. Sea 

Entonces, aplicando el lema 3.3 a cada variable aleatoria mn tenemos que 

P(mn >a) $ 2P(Xn - Xn-1 >a) 

2 1"° 1t
2 

-- exp(--)du 
V21r " 2 

que conjuntamenté con el lema 3.2 se tieri~ 'que', 
' . . 

: _,i:i;; ·~ O( n~) ·. cori probabilidad 1 

entonces, en particular ... 
Í::(m,.·=o(ynln(ln(n)))) =.1 

. , . < ,.·\ - r .. 

ya que~$ C· 'Vn de.donde mn·:=;cn• y en consecuencia 

mn < e -+ o cuando 
v'n ln(ln(n)) - nt • y'ln(ln(n)) 

n-+ oo 

lo. que nos indica que IM trayectorias no toman valores entre los naturales que afoc:ten la 
v-.i.lidez del resultado. 

Por lo tanto 
· P(limsup X,(w) = v'2) = 1 

t-->oc y't ln(ln(t)) 

• 



CAPÍTULO 4 ~/ 

Ley del Logaritmo Iterado para 
Subordinadores 

Comencemos este último capítulo con algunas definiciones y conceptos acerca de un tipo de 
proceso estocástico muy importante, el proceso de Lévy. Su importancia radica tanto en 
su valo1· teórico, como en las múltiples aplicaciones de que es objeto en la actualidad. Del 
lado teórico, puede ser pensado como una. caminata aleatoria. en tiempo continuo (lo cual 
quedará. claro al ver la definición). Aún mas, los procesos de Lévy forman la clase de procesos 
de Markov de espacio-tiempo homogéneo y son semimartingalas también. Por la parte de 
aplicaciones, son usados en la rnodelación y estudio de riesgos de seguro y rna.s recientcn1cntc 
en las matemáticas financieras. Los ejemplos más importantes y conocidos de procesos de 
Lévy son el proceso de Poisson, el movimiento Drowniano y el proceso de Cauchy. 

En todo este capítulo se considera a n como 

n D([O,oo),IR u {t?}) 
{w: [0,oo) -t IR u {t?} con ((w) = i~f{t;:: O: w(t) = t9}} 

La trayectoria w es continua por la derecha en [O, oo) y con límite por la izquierda 
denotado por w(s-) para cualquier .~ E (O, oo) y tal que w(t) = t9 para toda t ·~ ((w). A 
((w) se le conoce como tiempo de vida y ~ es la u-álgebra de Borel de n'. . 

DeÍmición 4.1. Sea P medida de probabilidad en (n, !;}) con'..f'((:=<oor"':' it; Decim~11 
que X es un proceso de Lévy para (n, !;}, P) si para tocias, t ~O, E?l increm~nt,~;¿:-1+~;;:-.:~, 
es independiente del proceso (Xv, O 5 v 5 t) y tiene la misma ley,qué··X •. '/Eff.párticular, · 

P(Xo =O)= l. , ·. ·~·.::}f;~~- .'.,':: ;.·:,>~'/ ~--~d~<-
En otra!! palabras, X es un proceso de Lévy si tiene incrementos ~tacioniLric>s .Cu ·ho-

mogéneos) e independientes. ,·;: · <',' 

Definición 4.2. Una función característica es llamada infinitamente divisible'si y solo si 
para cada natural n ~ 1 existe una función caracterÍ!ltica /n tal que f = ,(/n)n. · · · · 
En tér111inos de funciones de distribución esto se convierte en · 

F = Fn * Fn * ... * Fn 
n-/adorea 
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'.·;.:.,."«-,.•· ''>i; ,_ .. _ 
';·<>~~\~~¡~~~k-~ ;;.~;; -;·; .--· -

Ley del Logaritmo Iterado'p~;i'~si,¡bo,éd.inadofes 

~~1n~;::i:::::: ~i:~~~ió:i~atorias esto significa que para c~da n;:~,;¡;~~~:ten ;±iables 
aleatorias X y Xmj' 1 S.'j S. n, donde las X;,,1 son independientés''.e~fre:'si;tales que·X 
tiene función característica J, Xrn; tiene función característicafn. y' ,::.· · ": .. ·;/ .. ' · ~ 

n 

)( = E)(m¡ 

j=l 

Ahora, es sabido que si una distribución es infinitarn,~ntl? ciivisible;.e!'it~ricessu función 
característica no se anula en ningún pÚnto y puede ser éXpré'sa'.clá.'·cómo' sigue: Existe una 
única función continua ,,¡, : !Rd ~ <C llamada el exponente característico tal que .,P(O) = O y 
E(exp (i,\X)) = exp (-1/J(,\)). · · · · · · 

Veamos que un proceso de Lévy (X;) tiene ley irifiriit~~~~~~·~~~v~~i~I~'.f 
Primero, si n E N · .,, · :': :.'·. ',. 

de donde 

entonces 

Ahora, para X~ 

de donde 

y entonces 

Continuemos con XI! 
• 

E(exp (i,\Xn)) 

-.'·-· 1.·· 
.' .. n · .. ··' ,.,-.. -·:.:·: : ... ·.•· .. _·. 

;,Tlexp (i~(xk'..::.xk..:1)) .. ' 

·.,: ,.'.'.·•¡ 

', . . k=l: .. 

E(IT exp ( Ü(Xk --, X¡,_1 ))) 

k=l 
n . 

ITE(exp (i.>.(Xk - Xr.-1 ))) 

'k=l 

ITE(exp (i,\X1 )) 

k=l 

(E(exp (i~X1 ))r. 



de donde 

y entonces 

Por último, si t 2: O 

E(exp (i>.X,)) 

p 

TI E(exp (i>.(X!t ....: Xi!<.=.!.Í.))) . . 
k=l ' ' 

E(exp (i>.XJ.)))P . . 
E(exp (i>.Xe)) = E(exp (i>.X1)))~ . ., -· ; 

E( lim exp (i>.X,.)) .con 'rn E Q 

;¿~~ ~C exp ( i>.X,.)) pbr ~l t~ó: de 1il. con;,érgencia dominada 

lim (E(exp (i>.X1)))'• 
rn '-,,e ,_· _ 

(E(exp (i>.X1)))' 

Con lo que obtenemos el resultado .dese~do·: 
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Entonces, X, tiene distribución infinitamente divisible y su función característica está 
dada por - · -,- -

E(exp (i>.X1)) = exp (-t,P(>.)) 

Donde la función ..¡, es el exponente característico del proceso de Lé,fy:. · 

Definición 4.3. Un subordinador u= {uth>o es un proceso d~ Lévy qu~ i;C:,m'a 'va.lores en 
(O, oo) (lo cual implica que sus trayectorias so-; crecientes). · · ' · · 

; ; 

Un hecho importante es que al tomar valores positivos, se .Úene:que. I e:icp( ~>.X)I :5 1 y 
podemos trabajar con la transformada de Laplace en lugar de la' transf?rmada de Fourier. 

Como el subordinador (u,) tiene ley infinitamente divisible",'~"¡¡~¿,¡~~~·¡~·tran~formada de 
Laplace puede ser expresada en la forma · · · 

E(exp(->.u,)) = exp(-t</>(>.)) .· (~ i:: O) 

donde </> : (O, oo) -t [O, oo) es llamado el exponente de Laplace •. 

Definición 4.4. Definimos el tiempo local del subordinador u:~omo 

L(x) = Lz = inf {t >O: u,> x} 

Antes de continuar, veamos algunos resultados auxiliares: 

Lema 4.1. Sea cp el inverso del exponente de Laplace </>de un subordinador u. ·Définanse 
t _ ln(n) _ J(t ) d d J( ) _ ln(ln( .. (./;))) · 

n - ;o(exp(n) ln(n)) y ªn - n on e u - .. ( !" ln(ln(.P( !"»». 
Entonces, 
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i) (tn)n;::2 es decreciente·: 
,"_·, ·:·' 

ii) ª" !:::::: exp(-n) para n.sufi:cientemente grande 
. .- .. -:;-.~-: , ... ·. ·. '· -.. 

iii) L:n P(L,. > 3cin) converge; 

PRUEBA. 

Como <P es creciente y cóncava; entonces observamos que <p es creciente y convexa con 
<p(O) =O. 
En consecuencia 

'P(:Xa + (1 - >.)o) :::; ..\<p(a) + (1 - ..\)<p(O) 

es decir 
<p(..\a) :::; ~<p(a) para toda ..\ E (O, 1) . a > O 

Ahora bien, 

1 <p(exp(n) ln(n)) 
tn ln(n) 

ln~n) <pGexp(n + 1) ln(n)) 

·:::; e ~:(n) ip(cxp(n + 1) in(~)) con >. ~ ~· 
1 . ·. " 

:::; ln(n+l)<p(exp(n.+:_l)ln(~)). * 

<p(exp(n + 1) ln(n + 1)) 
·:::;. , ya que, <p es creciente 

I11C~ + 1) 
1 

tn+l 

En consecuencia, (f,;-)n;::2 es creciente; de donde obtenemos i).'"Solo faltaría verificar.que 
realmente* se éumple paran;::: 2 

'1 ·~ ' 1 

eln(n) -.Jn(n+ 1) 

1; 

si y solo si In(n + 1) :::; In(n") 
' . . 

es decir, sin•:.... n:..... {;::: o'pa~~ ~·;::: 2 

Obscrvcm;,s lafuncicSn f(x)".;;, x• :_;,; :..:._ 1 p~r~ X ;::: 2. cia~~~rniit'eJ(2) ;::: o y' 

.. Í'C~l;,,; eé-1 -1;::: e:Z:.:.: 1 ~ 0 1 ·sF.<:Z:;::: 2 

de donde né - n _- 1 ·2:: O ~¡ ~ 2:;2." .. ··· 

\6(·t~)· <~(V>(~~7~~n(n))) 
:::; ef>(<p(cxp(n) ln(n))) ya que ef> es creciente 

exp(n) ln(n) 



Por otro lado 

En consecuencia 

de donde 

es decir 

<P( ~(ex~~7~~n,(n))} 
•l ':•. .. ... 

ln(n) ,P(~(exp(n) ln(n))) ya que <f, es cóncava 

exp(n) · · · · ·· 

; 1 . .· ' . 
exp(n) :S ,P( tn )~ exp(n) ln(n) 

ln(ln(exp(n))) :S ln(ln(<P(f) )) :S l~(ln:(exp(7?.) In(,;,))) 

ln(n) :S ln(ln(~(L)» S ln(n + ln(ln(n))) 
- '<J¿. .... . . •. J 

Dejemos pendientes estas desiguaidád~s y ,<;>bs~rvcmós el siguiente límite 

Para calcularlo, utilizemos· la ftinci6n.allXiiiar 

J(x) = ln(x + ln(ln(x))) 
· ·· •. · ln(x) ' 
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Utilizando L'hópital varias veces, calculemos lim.,_00 f(x) 

lim /(x) lim ln(x + ln(ln(x))) 
"'-"" z-oo ln(x) 

• z+ln(1.(z)) ( 1 + zl~(z)) 
hm 1 por L'hópital 

. z-+oo z 
l + l Jim z+ln(ln(zl) z ln(z)(z+ln(ln(z)I) 

z-+oo ; 

zln(z)+l 
lim zln(z)(:i-+ln(ln(z))) 

Z_.,00 ~ 

lim x ln(x) + 1 
z-oo ln(x)(x + ln(ln(x))) 

lim . ln(x) + x~ 
z-oo ~(x + ln(ln(x))) + ln(x) ( 1 + z~(z)) 
lim ln(x) + 1 

z-oo 1 + ln(~(z)) + ln(x) + ~ 
l. 

por L 'hópital 

lim "' por L'hópitá.l -
.riJc.r)z-ln(ln(z)) 1 1 ==-.,.---- + z - %1' 

lim X 

z-oo 10:,.l - ln(ln(x)) + x - 1 

}.!_.~ __ , __ 1_,_ + 
1 

por L'hópital 
z(ln(z)):l z ln(z) 

1 

Entonces, 
lim ln(n + ln(ln(n))) = 1 

"-"" ln(n) 
de donde concluimos que 

ln(n + ln(ln(n))) ~ ln(n) paran grande 

que junto c~n las desigualdades que dejamos pendientes nos dan que 

ln(ln(,p(.!..))) ~ ln(n) 'par~·tt gr~nde 
tn . · 

Ento:nces, tenemos que 

.!..1n(ln(,p(.!..)>> ~· ..!:..1n(1Í.) = i¡:>(éxp(n)ln(n)) 
tn tn tn : ·-



• ' t > •• : 

y como </> es cre~ie~te y cóÍicaVa. Ía e~timacióri. sérespeta 

<t>(• -ln(Jn(~( i )• Ú)·;~.'.~(~(~~C~)lri(n)){:éJci,(n)Jn(n) 
tn tn · .. •, · • · . · ·· 

de donde 

que es la conclusión ii) del lema. 

Por último chequemos Ja validéz de iii) 

P(Lt" > 3an) P(uaa. < tn) 
P[exp(Auaa") :::; exp(Atn)] 
P[exp(-A0'30 ") 2;: exp(-Atn)] 

1 . . 
:::; ( , ) E[exp(-AO'aa. )] por desig. de Chebyshev 

exp -Atn · . 
exp(Atn)E[exp( -AO'aa. )] 
exp(Atn) exp(-3an</>(A)) · por; la def. del exp. de Laplace 
exp(Atn - 3an</>(A)) 

escojemos A = cp(exp(n) ln(n)) paran;:;: 2 
entonces 

por otro lado 

en consecuencia 

Por lo tanto 

. </>(A) 

- < .. . 1 >;··"'~ .-. 
tn'P( exp(n) Jn(n)) 
ln(,:;_j , .: .. ·. 

</>(ip(exp(n) Jn(n))) 
exp(n) ln(n) 

P(L1. > 3an) :::; exp(ln(n) - 3an exp(n) ln(n)) 
exp(Jn(n)) exp(-3an exp(n) ln(n)) 
nexp(-3an exp(n) ln(n)) 

~ nexp(-3ln(n)) ya que a.,~ exp(-n) 
(n)(n-3 ) 

n-2 

E P(L," > 3an) converge ... 
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" , .. :-·_ ,,· . . ,·· <':). ...-.:· ·. ·.!:.:~:\i~~:~f;-(~fr:I~;<:~--,~~}·~-~~~~--~-~:~~;;:~-~~;,~-~·J"~-:~~:~-.~~~~·;:_-:; ... . • 
Pa5emos ·ahora a oti;o . lema. que junto. con el. que acaba de. ser demostrado, nos permitirá 

con el uir la versión de la ley. de .log~i~~o j~.er~o,' p~~ • 1a8.· ti;á.yeetodas '.d«; un subordinador. 
, . ' - ' _:.· .::· ., : "'"' .. ;;~ :_; "''\ """ -' 

' ~ , . ; 

Lema 4;2. ·Sean 

y 
·. . .. · .· .• .· .. ·· .. · ·.·. Ín(lri( .P( ..L))) 

bn = f(s.,)=/(t.,.) =<P(6"1n(ln(~C6")))) 
. . ' 

Entonces 

i) b., ~ exp( ,-n2 ) para n. suficientemen:te grande 

ii) ¿:., P(u(1lf-) < ~) = oo 

PRUÉBA. 

i) es consecuencia inmediata del lema anterior inciso ii) para la subsucesión b., = a.,2. 

Para ii) primero observemos que 

P(exp(..\ub) ;;::: exp(..\s)] ,\ > O 

P(exp(-..\ub) < exp(-..\s)) 
P[- exp(-..\ub) > -Cxp(-..\s)) 
P[l - exp(-..\ub) > 1 - exp(--..\s)] 

1 
1 

( ,\ ) E[l - exp(-,\ub)) por. desig. de Chebyshev 
-exp-s 

Aplicando esta desigualdad a b = ~ y s = ~ ,· ; 

entonces 

1
.:..: E[l.,... exp(-..\u(~))) 

1 - exp(-..\~) 

1 - exp(-!!n..p(..\)) 
1 - 3 por la def. del exp. de Laplace 

1 - exp(-..\~) 

exp( .,-~,P(..\)) - exp(-~,\) 
1 - exp(-~..\) 



Elegimos ..\.= i,o(exp(n2 ) ln(n2 )) con lo que obtenemos que 

y 

2sn ..\ 
. 3 

. ·2· .. . . . . . .· . • ... 

2 ln(n ) ( ., 2 ) 

3 ( ( 2 ) 1 ( º)) <p cxp(n~).ln(n ) t,o exp n n n- · ··· . · · · 

~ ln(n2
) 

4 
3 1n(n) 

~ ef>(i,o(exp(n2
) Jn(n2

))). 

b . . . . 
- ¡; éxp(n2

) ln(n2
) .·· 

exp(-n2 ) .. ·., 
~ ·. exp(n2 ) ln(n-) 

3 . '. i. . ··• 

ln(n2 ) · · 
-3-.., 

2 
3 Jn(n) 

de donde obtenemos <iue· 

P(u(~) < 
2;"). ~ exp(:....lltef>(..\)) - exp(-~..\) 

1.- exp(-~..\) 

·~ exp(-~ ln(n)) - exp(-~ Jn(n)) 
1 - exp(-~Jn(n)) 

=: 
-'J _ ... 

n-r - n3'" 

1 - nT 
1 1 ;r - ;;-r 
1 - ;:T 

nl -1 

11.5" -1 
nJ -1 

(11J - l)(n! + 1) 
1 

nJ +l 

y como E nl+i diverge, podemos concluir que 

~ P(u(b") < 2sn) = 00 ·~ .3 .·. 3 

ESTA 'TE5.tlS NO §}'J,_J.<. 
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Ahora si, una vez establecidos estos previos, enunciemos el resultado principal que nos 
concierne: La ley del logaritmo iterado para subordinadores. 

Teorema 4.1. Sea </> el exponente de Laplace del subordinador u. Entonces, 3 Cq, > O tal 
que 

. L,<1>(t1n(ln(ef{t)))) 
hm sup . = Cq, c~i seguramente 

t->O+ !~(!~( tP ( t))) 

PRUEBA. •: ,: .. . · 
El inciso iii) del lema 4.1 ii.seg1:irá qu~· 'i:,'P(LL '· >:' 3~~(e;.;: ~;;'river~enté. 'E~ consecuencia, 
Borel- Cantelli nos garantiza que L 1• < 3a,; c;s .. si.n es grande; es decir, ha.< 3 c.s; sin es 
grande. Substituyéndo él Va.lardé a';. ·~ténemo~" · · · ··· · · ª" -

L •• ~(t lnCln(t¡S(t) )) ) 

ln(ln(<P( t))) 

Entonces, al igual que en las versiones discretas y en el Movimiento Browniano, tenemos 
que asegurarnos que los valores tomados entre la subsucesión (tn) no alteran 'ef ~esultad1l'; es 
decir, no hay uexcursiones" que alteren el valor del límite. 
Para rellenar los huecos observemos lo siguiente 

si t E [tn+l• tn] (recordemos de i) del lema 4.1 que (tn) es de~reciente) 

entonces 

de donde 

. ]" ' .,·:: ..... 



de dollde deducirnos q\le 

ya que 

<P (f.;- ln(ln(<P( f.;-)ú) 
ln(ln( <P ( '·~•))) 

<~< 
- J(t) -

<P (;;;;, 1n(ln( <P (;;;;,)))) 

ln(ln(<P( f.;-)n 

· ln(ln(,P ( t))) 
f(t) = -.--. --'---'---

. · ,¡; ( t II1(In(<P (+)))) 
y en consecuencia 

ln(ln(<P(t.;-))) 1 

ln(ln(,P (-1-) )) f(tn) 
tn+I 

<-1-< 
- J(t) -

. . ' -

1 ,ln(ln(<P(~ ))) 

J(tn:r1) •ln(Ín(<P( f.;-))) 

Ahora bien, recordando la prueba del inciso i) del lerna.4,_l·sabíamos que 

ln(ln(,P (..!..) )) !:::: ln(n) paran grande 
t .. 

Definamos Un = ~~~'.;.11 ¡. Entonces, para n grande 

1 :i"·1 1 
"Un--<·--·· < ·.----

j(tn) -J(t) ;:j(t,.+i) Un 

per~ ~bs~~emo~ q~J < ·· ;_:::.>J• 
Un --¡. .1 .· cuáni:I.'.; · n -+ oo 

41 
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También recordemos q;,e dei inciso ii) del lema 4.1 a,. = f(tn) ~ e-n. Entonces, para n 
grande 

Juntando(*) y (**) llegamos a: 

En consecuencia 

...!__1_ < _1_ < 2=_ 
2e f(tn) - f(t) - f(tn) 

L, L 12e L 1• 2e 
f(t) ::;:; f(tn) ::;:; f(tn) ::;:; 3(2e) sin es grande 

(claramente si t::;:; tn entonces L, ::;:; L1.), es decir 

l
. L, 
imsup f() ::;:; 3c 
t~o+ t 

Para concluir el resultado del teorema, ahora verifiquenios· lá .~tí:á .desigualdad (;:::) .. Para 
esto, definamos los siguientes conjuntos: -

An = {(u(~) - uC';'))< 2;:.--y · fi ~ l,2, ... 

y 

B { (bn) 2sn} .. = u 3 <a-:: 
Como u toma valores positivos, es claro que Bn e: A;:-,· \>'n .E. N. Aún mas, al tener u 
incrementos independientes observamos que {An}n2:o e.s una familia independiente; Entonces, 
por el inciso -ii) del lema 4.2 tenemos que· · · 

y aplicando el inciso ii) del lema de Ilorel-Cantelli obtenemos que , ,_., 

P(lim: sup-A;.) ,;,.• 1 
· ~ .n-too .·- ·•· .. · 
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es decir 

esto es, para casi toda w E n, w E ri~i u~.;" An; ; En:tonc,'Cs.~ ¡i!l~a, c_asi toda w E . n se 

•••• quo V= 3n ~ ~. ~9$;:.Jt(~~.:t~~~)(~)< ~· 
de donde se puede concluir que para casi:. toda w:e n·;:·.::·.(·'. ·'.. 

1i~f('~~5;~~!~c(~~~'.~ ... •• .. 
Recordando que 

y que 

. ··~ :: :~~~(;··i ,·,. "•> 

lim inf(a" +. ( -,,.b~)f?:. 1illl ;~~(~~)'~:iiiii h;1f( .:...bn) 
•. . (.> ., ~ .. _, ... ,_. . .. .:. : .. ·,;~t'>:'·::\)":··~·:_, :<:~;·:·;-·:;C.:).-:~:.:»:.,. • 

.lim in:rc -b,.;).,,;,-)inÍ sup(bn) : 
. ·.,.- .. : :-. '. ,-- .. ' .. ; . 

podemos ~onclúir'q~e__ .i,.· ._ ·<<··· 
~im inf(an) $ iilri.!iif'(ti~f'(:.:¡,:>'J +. lim sup(l>n) 

Entonces/ Si· ~dlnititrió.fi. por eL~~m~¡;t;·i) -~~~{:~/ <: . .,.·~ 

... cr(~} 
hmsup · · 

n-t-oo · 

tendremos que 

Entonces, 

3N 

de donde 

3N 

y en consecuencia 

·3N 

de donde se obtiene que 

3N .tal que 'Vn?:. N . ¡~~~ i 
J(s,;) - 3 
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. · ·. ; ·. - .. ' ' .:·.> .. ,'. .·._. -~.:· <-. '-_.·., '-}·~:,.':''.3.-;''.:·~,>~'.-~:.:<~,c·.,_~-~~~~/~~::~:-~~;~~·-·~.:-~_;::!~\~i~;~i'.~)~ _,;_>: -·:,<' 
Entonces, tomando que s,.+i ::;; s::;; s..; imP,liéa L.~~1 ::;;.L.:::;;!"-·~ ·;y recordando que 

. í,~;,,, '/ (~~)';·~~·J~di:~'¡gJf~,'.J~~:,;¡ ~;a:~de,, 
Obtenemo:(C¡U~ P~a<njira:-há~~~~!·~\ ) .. ·.<h :--~ :;>·;_-~;~~-;:~(:-;);:.:~>--}\l;;.~~~-,_. ~!:;:- -.~ - ._,_ ·-1 · · 

· ,.!_ _¿ L •• ~ •• :~.~·fo~'.;~. ~· L. 
3 - J(sn+i)/-:C"f(s) .:;:J(s) . . ,' .... •:-'·:-: .,,,-'. . --~·~ ... , - .. 

en consecuencia 

Recordemos que en el l~maA.2 ~~ ~bt;..~o que .· . 
., ; -,, · . 

. P(~~~~~ .. ?r~ l.·::- f?~~(~,\s),E[l :- exp(-,\~(b))] 
Entonces, utilizando ~ =; !¡:; b.,;;'~ y ,\ = <p(2 exp(n2 ) ln(n)) =. ~·:•<nl obtenemos que 

·- ' - .-- ,-,·· - : :-_ "" - - . - -·_. ' :.•~ .. --··- -, ___ , ,_,, " ._ -~- -· ·. ; - .. 

- -- ·-- -" 

E[l-i~P{~,\u(~ ))J 
', 1.:-. ex.·,p··c-.x'~)'' 

- - - .-. .¡ 

·1 -.Céxpc~~"'(·'>) 
•. 1 ~ ex~c-~k ln(n)) 

1- exp{-~2exp(n2 ) ln(n)) 

1-exp(-pn(n)) 

2bn+1exp(n2 )ln(n) 

la última desigualdad debiclo ii: qu;;, 1 "'- e_:"' ::;; x para x positiva. 

1-: 

Ahora bien, del Lema 4.2 se tiene que para n suficientemente grandebn ~ exp(-:-.n~) por. lo 
que el numerador.esta acotado por. arriba.por · ·· · 

3 eip(n2 ::.... (~'+ 1)2fln(n) 



y en consecuencia 

de donde se observa que 

exp(n2 - (n + 1)2 } ln(n) 

1- exp(-t1~(n)) 
exp(-n} 

1 - exp(-~ln(n)) 

Entonces, utilizando el Lema de Borel-Cantelli, obtenemos que 

a(hu) 
. limsup · 

3 

n-+oo Sn 
casi seguramente 

En conclusión, se ha obtenido que 

-~- :'.': H~!.:~p fc;) :'.': 3(2e} casi seguramente 

de donde obtenemó~ que existe c;¡,· tal que 

l 
.. :L, 
m1sup f() =c.; 
t-+O+ t 

casi segura.mente 
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