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INTRODUCCION

De los grandes resultados obtenidos en la teoria de la probabilidad, destacan de manera
particular los teoremas limite. Uno de ellos es la Ley de los Grandes Nimeros (Kolmogorov
1928), la cual dice que si tenemos variables aleatorias X; independientes e iédenticamente

distribuidas y denotamos a S, = Y., X; entonces,

E(X;)<oo y E(X;)=pn siysolosi % — 1 casi seguramente

El siguiente gran resultado es el Teorema del Limite Central, el cual dice que si la varianza o
es finita entonces n%(—inn:—") converge en distribucién a la ley normal estandar & y viceversa,
es decir

Var(X:) =02 y E(X:)=p siy solosi £§;_:17’l_[4). =&

ons

Pero que es lo que pasa entre ambos resultados?. Es decir, cuando es posible obtener un
comportamiento limite no trivial normalizando con una funcién intermedia en tamaiio entre
la 72 de la Ley de los Grandes Niimeros y la ni del Teorema del Limite Central.
El comportamiento limite de S, fué estudiado en detalle primero por Hausdorff en 1913. Un
ano después en 1914, Hardy y Littlewood mejoraron la estimacién y en 1924 Khintchine dié
la mejora final.
En el Capitulo 1 de este trabajo, se presentan los resultados necesarios acerca del compor-
tamiento de S,, que permitirdn acceder en el Capitulo 2 a las versiones de la Ley del Logaritmo
Iterado (el comportamiento limite intermedio entre la Ley de los Grandes Niimeros y el Teo-
rema del Limite Central) obtenidas por Hausdorff, Hardy y Littlewood y Khintchine. Estos
resultados preliminares incluyen tanto resultados clisicos y sumamente ttiles (como se verd
a lo largo de este trabajo) como el Lema de Borel-Cantelli, asicomo cotas superiores mas
refinadas de ciertas probabilidades que las obtenidas con Chebyshev por cjemplo.
En el Capitulo 2, se presentan de manera detallada las pruebas de las estimaciones arriba
mencionadas (Hausdorff etc.) por orden cronolédgico.
Una vez que son obtenidas estas primeras versiones y del hecho de poder obtener un pro-
ceso limite continuo no trivial (el llamado Movimiento Browniano) a partir de la caminata
aleatoria {S,}, el préximo paso es preguntarse si las caracteristicas que hereda este proceso
(incrementos independientes y estacionarios) permiten acceder a una versién de la Ley del
Logaritmo Iterado para las trayectorias del mismo. Esto es posible y en el Capitulo 3 se
expone de manera heuristica la obtencién del Movimiento Browniano a partir de la cam-
inata aleatoria simétrica y se presenta la prueba de la Ley del Logaritmo Iterado para el
Movimiento Browniano.
Por 1iltimo, en el Capitulo 4 se obtiene una generalizacién mas y se prueba la versién cor-
respondiente a un proceso con incrementos independientes y estacionarios (conocidos como
procesos de Lévy) en su versién que toma valores positivos: el llamado subordinador (de
hecho ¢l Movimiento Browniano es un ejemplo de proceso de Lévy, asicomo lo es el proceso
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Poisson y el Cauchy).

Para finalizar, una vez que hemos visto que la Ley del Logaritmo Itera.do nos da la tasa de
convergencia de la Ley de los Grandes Niimeros, es importante mencionar que la variedad
de aplicaciones es muy grande. Por ejemplo, si en estadistica tenemos que u es la media
poblacional y es desconocida, la Ley de los Grandes Nimeros dice que la media muestral 5""-
es un estimador consistente, el Teorema del Limite Central da su distribucién limite y la Ley
del Logaritmo Iterado da su tasa de convergencia casi segura.



CapriTULO 1 /

Resultados Preliminares

Como ya ha sido mencionado en la introduccién, este primer capitulo trata acerca de re-
sultados preliminares que servirdn para poder desarrollar las versiones de logaritmo iterado
del capitulo siguiente. Los resultados contenidos aqui, permiten establecer cotas superiores
e inferiores acerca del comportamiento de sumas de variables aleatorias, de las cuales se
obtiene una cada vez mejor aproximacién a la velocidad de convergencia obtenida en la ley
de los grandes nimeros.

Ademds de la importancia que revisten estos resultados para la obtencién de las versiones
de logaritmo iterado, es relevante notar que no deben ser considerados como resultados se-
cundarios 6 auxiliares \inicamente; si no como un conjunto de resultados de suma utilidad
acerca del comportamiento que se tiene para sumas de variables aleatorias. Por ejemplo, el
primer teorema expuesto en este capitulo es de gran importancia en si mismo y es una pieza
clave para obtener una demostracién bastante sencilla de la ley de los grandes nimeros asi
como de una cota de donde se obtiene de manera inmediata la versién de logaritmo iterado
de Hausdorff de 1913. Este primer teorema, se presenta en este trabajo de una manera muy
constructiva lo cual permite comprender el comportamiento de fondo del valor esperado de
sumas de variables aleatorias. Es poco frecuente ver en los libros su demostracién, precisa-
mente por lo elaborada que es, asi que a pesar de ser un resultado muy 1itil, su demostracién’
es poco conocida.

Asi mismo, se enuncian resultados sencillos, pero que se usan mucho en la teoria de
la probabilidad y los procesos estocdsticos como lo son el lema 1.1, que es una caracter- *
izacién del comportamiento de una sucesién de variables aleatorias no negativas a partir~
del conocimiento que se tiene de la serie formada por los valores esperados de las variables;
y el famoso lema de Borel-Cantelli que nos permite saber con que certeza é probabilidad
ocurren una infinidad de eventos aleatorios de interés; esto es, el limite superior de una -
sucesién de eventos; mediante el conocimiento que se tiene de la serie numérica formada por .
las probabilidades de los eventos.

Por dltimo, se obtienen refinamientos muy precisos de las cotas superiores e inferiores :
que se utilizarin para versiones mas precxsas y fuertes de logaritmo iterado (Lemas 1.3 y
1.4).

Asi pues, comencemos con el primer teorema, que nos permite obtener una primera cota
superior para la esperanza de una suma de variables aleatorias elevada a la 2p con p un
natural.
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Teorema 1.1. Sean X;,Xa2,... variables aleatorias independientes. e 1déht1ca,men ; :
tribuidas con media cero y con momentos hasta del orden: 2p. Definimos 'S, —'Xl + X
-+« 4 X,. Entonces, para toda p > 1 se tiene que E(S,%") < Cpnp donde C depende de P
.~ pero no de n. AR

_ PRUEBA.’

“B(S,*) = E((Xx'+'X2+4--'-FXn)2P) S BRI
. t " - ] . S
(m+ +p-)—2p PPz Pn: s R A

._(2p)! S o
L pilpal e p D) B (X"

Donde se utilizé el t
las variables.

Ahora blen, como las
para alguna. Lo

o (1) "
i (B) e
@
sy

6)
CORN
) PR
(9) =

y asi suceswamente Podemos observar que e
correspondxentes se vuelven cero y entonces




E(S 2r') = ZE(xzﬂ)

ti=l

+——2?’(,“” = Z B(X; ’P")E(X Y.

P - :

’ 2P(2P — ;?(ZP - 2) ; E‘(X""“')E'(Xa) -

L 2p(2p — 1)(zp = 22 = 3) ; 5 xw) E( X, o | “
+2p("p - 1)(21'19'— 2)(2p = 3) ﬁgk E(X 2P—4)E(x 2)E(X,‘ ) B :
e : k ;
+(—2;‘3% > B P-")E(x ")

I

-y en conaecuencn.

E(S 2”) < ZE(IX I"")

= S~ BE 1Y

i .rl¢J

4 2)(°P 7?’ 3 BIXPTYEGX P EIX)
: i#jAk

+ W Z B0 '2"‘”)E(IX 17)

) I#J

Ahora, recordcrﬁos que. lzi.‘desigﬁaldad"dé Halder afirma que

i E'Y(Df‘ZI) < BIYI)*E(Z1P)E
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vdonde qQy q-_; son exponentes conjugados.
Entonces, podemos observa.r que si se toma. Y X;"' y Z

obtiene que:” "

BUX.¥) = BUXM)
B(|X 1))

Bk Ba)E
B

N

Si quiero. que k.q,_ = 2p obtengo que ¢ = 32 > 1 ¥ en consecuencia qu = f}"; para toda-

i=1,2,0. 01

Ahora, ta.mb ién” ’

LE(X )
B(1X:2*1])

B
E(’|X1|(2p—k)q‘)"J‘-

B(X, |7 - =

A

¥y .en este caso gy = —L >1lde donde : —%"
“ Por lo tanto, obtenemos que e .

Fpoxim¥ o p(x ¥

BUX P E(X )’-
al sustituir cada valor espera.do da de la dqsigﬁaldad de
Hélder. Tt

Pero observemos que’

entonces concluimos que::" -

L BIXPTHBOXGR) - BIX) S BOXT) -

1Es importante observar en este punto que para cada i se tiene un q;'y ui: q2




y por lo ta..!i‘f'o,‘:texrlemos“qixve‘
B(S.) < 'E'(IXxlz"){
@p)
T om 2)!2' L
(ZP)"'
TEp -9 Zl:,,
. ) \+... ‘ﬁ
L e (2p)
e v B (gp p)vplz

i

g (2p)!
- omE 2z,

donde, en la ultlma. suma s € {1 .. ,p} : 1¢ ;é 1,. :
- Ahora bien, en los componentes (suma.ndos) con 2 'lementos, como por ejemplo

- (—21,(2”—;),2,2150)( I""*)E(IX |2)

podemos observar que el niimero de sumandos ¢ es 1) ya. ‘que para i hay n posibilidades
para escoger a = y una vez fija quedan (n — 1) para Ia. 7.

Asi mismo, para los componentes con 3 elemertos como por ejemplo

(2p)! G
oy 3, BB B

observamos que el nimero de suma.ndos es n(n = 1)(11 - 2)
Haciendo un razonamiento a.nalogo hasta. el mponente con p elementos

%ZE(IX I’)E(IXI )--- B(X?)

p factores

" tenemos que hay n(n.—1)(n - 2)---(n —-(p~ 1)) sumandos.
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En consecuencia -

BT < B

’ Si 'deﬁni;ﬁb; '6'; -.ma : ;
E(S.*) s ':“E(lxllzn)c {n + n(n =+t (a(n=1) - (= (p— 1))}

E(|X1 2")Cp{n" +nf 4+ ... 4 nP}

sumandos
S E'(IX1I2’)CP{P11”}
Si deﬁm.mos, por ultxmo, C, = E(|X1|**)C,p obtenemos el resultado deseado.
E(S.%") < Cpn?

<I/\

|

Una vez demostrado este primer teorema veamos ahora un lema muy importante que,

con ayuda del teorema 1.1, nos permltn'a obtener, de manera muy senc1lla., la ley fuerte 2de
los grandes ndmeros.

Lema 1.1. Sean Y;,Ya.... Vaﬁébleé a.léa:tdi'iaésho ‘negétivas tales que

0 casi seguramente)

2En este contexto, la pa.labra "fuerte" hace rd'a:encm a que la convergencia es casi segura.




PRUEBA. AR R o

Definamos Z,, = Y7 + Y2+ - - - + ¥, entonces {Z,} es una sucesién creciente de funciones.
Denotemos su limite'como Z < 'co. (Z =302, Ya)
Por el teorema de la'convergencia monétona tenemos que

- B(Z) = lim B(Z.)
n
~ Jim 3B
k=1

= 3 B
< o

entonces Z es integrable y en consecuencia es finita excepto en un conjunto de medida cero.
Pero Z = 3732, Y, y los términos de una serie convergente deben tender a cero. Por lo tanto
Y., — O casi seguramente. ]

Ahora si estamos en posibilidades de obtener uno de los resultados mas importantes de
la teoria de la probabilidad, el cual afirma que con probabilidad 1 el limite de los promedios
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, es exactamente la media
comiin de estas variables aleatorias.

Como ya se menciond, una vez obtenido este resultado, la pregunta de interés es saber
con que velocidad se da esta convergencia y a esta pregunta se le ha contestado con las
versiones de leyes del logaritmo iterado que se presentan mas adelante en este trabajo.

Teorema 1.2. Sean X;,X>,...variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con media comin g y varianza comin o? y con momentos hasta de orden 4. Entonces,

lim Xi+Xo+---+ X,

= p casi seguramente
n—soco . T

PRUEBA.
Definamos

y observemos que
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entonces

Por lo tanto

P(ll X1+X2+-"-7§-X"=F#)=1

n—oco v n.
n

Una vez obtenidos estos primeros resultados, avoquémonos a obtener cotas que nos per-
mitan estudiar la velocidad de convergencia asociada a la ley de los grandes niimeros.

En realidad una primera cota ya ha sido obtenida (teorema 1.1), pero para poder pro-
gresar en la estimacién y dar una aproximacién mas precisa, es necesario obtener cotas mas
refinadas.

Lema 1.2. Sean X;,X5,...variables aleatorias independieﬁtes e identicamente distribuidas.
Supongamos que |Xi:| £ M c.s. para alguna constante M y sea o2 la varianza de Xx.

Entonces, para z tal que 0 < = < & se tiene

3
E(exp(zS,)) < exp{.;_ng? (1 L )}

PRUEBA.

tonces,

E(exp(#és;)i" e
R PR E(exp(a:xl) exp(xX:) .- 'fBXP(J:X,.))
E(exp(zX,))E(exp(:r:Xz)) s E(exp(:.';xn))

Pero observemos qué,'debido‘ al é.cotamiento de ]Xl |ya.queE(X1) = 0, se obtiene que para




: E(exp(:;:X;j)

Ahora bien, como = <

se obtiene que
=&z < 3. Entonces, ' o TR
3 B

E(exp(:cX,)) <1+ ———(
Ahora, del hecho de que 1 + x < exp(:z) concluxmos que "t !

E(exp(:z:X;)) < exp{-]iz a? (

Por lo tanto

o PRUEBA = . :
: 'Pmmero apllca 208 la. dcsxgualdad de Chebyshcv en 'su forma. exponenc1al con X S,.., b=a,,
c= x a0 .
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debido al lema a.ntex‘xor para todaz < .

:r:M:'

1 : S

P(S, = an) < exp(—:r:a,. + Enz o’ (1 + )) B
ahora, solo consideremos a ‘ . e
" 1 2 2
: ‘ . L —TQy + Enz"a"
al derivar esta expresién respecto a z e igualara 0 -

—a,, +nzo =0 - *

pero esto sucede cuando z = 2. Auln mas, este valor dec = satxsfa.ce z, S f,— para n
suficientemente grande debido a que a,, = o(n). . o
Entonces, al substituir en la cota obtenemos

ap 3
P(Sa2an) < exp( + 37 e 2),( + M))
= exof - + 1 al +1 ay M?
= oxP + 3no? 2n2(o?)3

= ex _i_afn_+la?=M“
- P 2no-2 2 n2(02)3

= exp 2n¢72+ ("))
n

Antes de continuar en busca de cotas mas refinadas, veamos un resultadoe clasico (y poderaso)
de la teoria: el lema de Borel-Cantelli, el cual también serd-de gra.n utxlldad para poder
desarrollar las estimaciones de los siguientes capitulos.

Proposicién 1.1. (Lema de Borel-Cantelli) Scan AI,A.,,
sigue

eventos y definamos B como

B = Ixmsup(A ) —-ﬂ‘ U AL

n=1k=n_"

‘entonces ;
z) si Z‘_l P(A ) < oo se txeue que P(B e
- u) si A],Ag,. -.son mdependxentes y‘E P(A oo éhtdncéé_P(B)'é 1.

PRUEBA., S : .
Recordemos que una medxda de probabilidad cumple con. la siguiente propiedad si {An.}
es crecxcnte (i.e. A, C A,,.H : Vn)'s tiene ‘que P(U?IA) hm,._.,,,, P(A,) y si {Ap} es
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o PlA

decreciente (i.e. A, D:Any1 :Vn) se tiene que:P(N2;: ;
en consecuencxa.

Definamos a B, = | J;..;, Ax entonces; B; D By,

P(B) - =
con lo que queda probado (1.)
Ahora, para (i)
P(B) = lu’u P(U AL)
k=n:
= lun [1 - P(ﬂ Az)]

l:—n o

Pero,

: . 4Claramente “" [ hmsnp(._*l..) < tg‘_e A,. para una mﬁmdad dc n's
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nmer capltulo con un par de lemas qu

con las probabilidades de los eventos, cerremos est
como mfenormente) para nuestr

nos permiten obtener cotas mas refinadas. (tant
estimacién de la velocidad de convergencia

Lema 1.3. Sean .X;,X5,...variables ‘aleat
o2. Entonces, para cualquier a > 0

P(max (Sk)

1<k<n

ias‘independicntes con media cero y varianzas.

PRUEBA.
Sean

Claramente A; N A; = @ si ¢ ;é 7, aiin mas UAk = A ya que siw e UA,, entonces existe un_

k tal que w € A, y en consecuencia S;{w) <a  F=1,... ,k[—il,y‘Sk(w) '>'.a pero entonces

max<i<n Si{w) = Si(w) > a de dondewGA P RIS S 7 4 el
Para la otra contencién, vemos que si w € A entonces ma.x1<l<,. S,(w ‘

definicién de maximo tenemos que existe X de tal manera que. Sk(w) >'a

j=1, ,k — 1 en consecuencia w € Ay, luego entonces w € UAk
Ahor‘ .

P(A) PANQ)
= PAN{S. = a-—\/2na2}U{S <a—\/2m72})) :
= PAN{S,=2a— \/2n0'2})+P(An{S <a= \/271.0'2})
= C+D E

Como (AN {S, > a— V2no%}) C S,.{Z'j

tenemos que C < P(S,, 2 a — v2no?) ..~

Por otra parte L

Ahora bien, en Ay tenemos qu

de donde .
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. Esta dltima desigualda

donde V(X)‘“es: la varia; a e

SL|,> \/o,;az) < P(Ax )M

- P(A) P(|Sa
“dedonda Ui et
’ P S 3 (n - k)o?
P(Ax N {Su <a—V2n07}) < P(Ad)—5——
- v L
< 3P4
entonces
1
D < ZgP(Ak)
L;l =
1
=3 P(Ak)
k=1 .-,
= l1';'(‘L'_‘J Ax)
: 2
k=1
. = '
= 2
Por lo tanto )
P(A) = C'+D

< P(S >a.—\/2n¢72)+—P(A)‘ :

en consecuencia

P) < 215(5,; >a—Vono?)
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Lema 1.4 Sn |Xk| < M c.s. para. a.lguna. M Y {b,,} ‘es tal que b,.'— o(n) pero -:31": — 0.

. Entonces, para. cualquxer n > 0.

ue es la.i'gé. y utiliza
generadora., lo cual no e; ob]etwo
‘en Bxllmgsley 19955

'algunos resultados de grandes desviaciones y de’ func
“dela’ tesxs Una prueba del resultado puede encontrar

3ver referencia [4] .




CAPITULO 2 "

Ley del Logaritmo Iterado. Primeras
versiones

En el capitulo 1 recordamos que la ley fuerte de los grandes nimeros dice que 5"1 — 0 (sila
media comiin es u = 0) cuando nn — ©© 6 en otras palabras |S,,| = o(n) c.s. Ahora, como ya
se planted en la introduccidn, es natural preguntarse que tan rapido se da esta convergencia.

El primer caso que fué estudiado supone que X, toma los valores +1, —1 con probabilidad
1 cada uno. El espacio de probabilidad es el intervalo unitario con la medida de Lebesgue,
y entonces el enédsimo digito b, en la expansidn binaria de un nimero x en el intervalo nos
da un modelo para X,, de acuerdo con la relacién!

Xn(z) = 2b,(z) — 1

En este contexto los resultados siguientes acerca de las sumas parciales S, = X, + X2+ +X,,
son ciertos, pero es posible generalizarlos de manera importante.

A lo largo de este capitulo, X1, X5,... serdn variables aleatorias independientes, xdentl-
camente distribuidas con media cero.

Estimacién 2.1. (Hausdorff 1913) Sea {X,} una sucesién de variables aleatorias inde-

pendientes e identicamente distribuidas con medxa. cero y moment.os de todos los ordenes.
Entoucos, . S
Ve >0 |S | = o(n?*') Ce.s)

PRUEBA. s
Del teorema 1.1 del capitulo 1 sa.bemos qu

de donde

¥ en consecuencia
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pero observemos que

Para concluu‘, si se escoge k suﬂcxent mente’ grande el resultado es vahdo para cualquler
@ >3 1. Por lo tanto o :
IS ]—o(nf’") c.s.‘ vV €>0

u

Para poder mejorar esta estimacién, debemos usar resultados que m C momento%
mas altos de Sy; la forma de lograr esto es reemplazando el uso del teor

resultado, el cual es el Iema. 1 2 ¥ su correspondiente corolario.

Estimacién 2.2. (Hardy y Littlewood 1914) Si las variables a]eatonas Xi mdependl-
entes e identicamente distribuidas con media cero son acotadas c.s. por una constante M,

entonces
IS,, = O(+v/nln(n)) c.s.

PRUEBA.
Definase a, = J\/n ln(n donde J es cualqmer nimero p051txv

L ln(n)

eséb(‘—Jz + (1))

este 1ltimo paso se debe a que si

entonces

y en consecuencia

pero lim,., M,; 0 ya. que ln(a:)

(z*) f)arg @ >.0 cuando z — co y.entonces.
hm,._mo]f(n)l —0 es decir f(n) = o(l) R s LT B S A
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“Entonces, obf.enémos que C e ) ' ‘ :', i
P(S. > an) < exp(ln(n™iT) +0(1)) ¢
' exp(Inf(1 + e)nT57])
L R ; .

1A

(A4 enTT

‘ 2 ) R N o
¥y como > 52,(1 +e)n_z+v"’ converge si J.> \/'2—0' entonces, para estos valores de J, se concluye
.- por el lema de Borel-Cantelli que solo un miimero finito de los eventos

An={5.3 J/nin(m)}

‘pueden ocurrir con probabilidad 1.
Como todo el argumento puede ser repetido para —S,, obtenemos el resultado deseado.
[ |

Ahora bien, para poder refinar este resultado no es suficiente hallar una mejor cota
superior (i.e. no basta mejorar el resultado del corolario 1.1 }; de hecho, esta cota es una muy
buena aproximacién. El problema consiste en que los eventos A, = {S,, > J+/nIn(n)} estin
altamente correlacionados® y en consecuencia la probabilidad del limsup es sobreestimada
al sumar las probabilidades. La forma de manejar este problema es trabajando con grupos
grandes de términos, de tal manera que solo se necesite que una subserie pequefia de 3 P(A,)
converja. Usaremos esta técnica junto con el lema 1.3 para obtener

Estimacién 2.3. (Khintchine 1924) Sean X,Xs,...variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas con media cero y acotadas c.s. por una constante M, entonces

lim sup-—ls'—'—l—— < V2o c.S.
n—ec  y/nln(in(n)) —
PRUEBA.
Definase a, = (1 + €)o+/2nIn(In(n)). Entonces, bastard mostrar que solo un niimero finito
de eventos A, = {S, > a,} ocurre para cualquier ¢ > 0. (De ignal manera para {—S,}).
Para esto, seria suficiente mostrar que ) P(A,) < oo, pero esto no es cierto.

Entonces, tomemos d > 1 y hagamos n; = [d*], con lo que obtenemos {n;} que es
aproximadamente una subsucesién geométrica de los enteros para la cual 3 P(A,,) < ooy
en consecuencia

P(S,, = a,, una infinidad de veces) =0

Este resultado nos da la conclusién deseada del crecimiento de S, solo para la subsucesién
{n+}. Pero si usamos esta aproximacién y el resultado del lema 1.3 podremos concluir la
estimacidn.

Del lema obtenemos:

P(max S; 2 an,) € 2P(Sa, = an, — V21:02)

1<j<ns :

?ver referencia {3]
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pero observemos que

: a+ ?)q\/2n In(In(n))

. es decxr "2"”' = o(l), de donde v (o(1)) ;:oix lo que obtenemos que
= : 'si k= oo

de &onde

2P(S,,,‘ > a, (1 — o(l)))

y usando de nuevo el corola.no 1. 1 pa.ra estlmar-el lado derecho obtenemos

"15iEn.

P( max; S > a,.,‘) < 2exp( ( "") [1+o(1)])

“Sumando sobre k el lado derecho, observemos que . )

ey 22 exp(— (1 + e)za:?;:lin(ln(nk)) rl + o(l)])

Z2exp( (T +¢)? ln(ln(n,,))[l + 0(1)])
: N ch(ln(nk)) (1+er?

Sy
(In(n))1+e?
en este punto es 1mpo'”a, e‘observa.r lo siguiente: como ln(n) < \/— entonces _"v "

@) =)

Yy como couse(.uenma. para. € pequena. 3——"— < 1 entonces

S divergs

yen coxléeénencia» S
Z (ln(n))(1+¢)'

diverge t,omo se hd.bld- comentado al principio.

-3 Asi como se hizo en la prucba de la estimacién 2.2
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Pero, pa.ra la. su uce én n,,} tenemos que

(d—— 1)" < [d"] < d*

¥y en consecuencia -

2  Lln(d—- 1) < 1n([d"]) < Lln(d) A

obtenemos que .

: (1 + e)ow/2nk In(In(n.))
","°° V/1—y In(In(ng-1))
= (1+e€)ov2d

lim :
’»—wo \/n,,..l ln(ln(nk_l)

. ya que ng = [d¥]
" En consecuencia

con probabllldad 1o AR G
o 8i escoy.mos (1¥e);dy (L¥7) suficientemente cercanos a-1-obtenemos que

_'Sn

¥y un argixmcntbfa;n'éil'ééq* o's“”da;‘ el resultado para {




s es aquella. donde obtenemos que

Ahora. blen, Ia. ultlma versién de logarxtmo iterado que nos fa.lta. presenta.r en esta. seccxon i

limsup-——g—- \/_a' c.s.

n—toa" /nlIn(In(n) =

es decir, aquella que complementa a la estimacién 3 en el sentido de que afirma que el limsup
no es menor que v2o. Esta versién, se obtiene con un argumento similar simplemente uti- -
lizando una cota inferior (lema 1.4) en lugar de la cota superior (corolario 1.1) que utilizamos
en la estimacién anterior.

Estimacién 2.4. (Khintchine 1924) Bajo las mismas hipétesis de la estimacién 3.

s,
l —_— > V2 X
TP Jal(a)) = 0 °F

PRUEBA.
Higase a, = (1 — €)o+/2nIn(ln(n)). Esta vez, hay que mostrar que una infinidad de eventos
An = {S, > an} ocurren con probabilidad 1 para cualquier € > 0. :
Sea n; = [D*] para algtin nimero D. Definamos los eventos By = {w|S,, — Snu_y = @nk}
de incrementos de {S,} los cuales, claramente estin formados por bloques ajenos de variables -
aleatorias X,. En consecuencia, debido a que {X,} son independientes obtenemos que {Bk}
son independientes. B
Ahora bien,
P(Bi) = P(Sa, — Snucy 2 an)

Yy como ’
— )o/ZnTa(a(m)
lim ¢ . €)o - nn n(n(m) _ o o decir  a,, = o(n)
Yy

____ Ixm (1 — e)o+/2nin(In(n)) oo

usando el lema 1 4 pa.ra. S,.k - S,.,‘_ tenemos que

) 2
,P(Bk) > exp(—, Cr ~5(1 +n)) vn >0

exp( (1= e)o?2m ln(lrf("k)) 1+ n))

ZnLa'- .
exp(—(1—¢€)® ln(ln(n‘,))(l + T]))
expun(ln(nk)““*""‘ "’)) o

v

- yaque [D* < D*
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dé donde ’ S
k : ) (1+n)(1-—¢)= :
S P 2 z(“n(m)

ya que Ve suficientemente pequeiia 37 > 0 tal quev (1 + 7])(1 = 6)2

< 1 y entonces del lema. de
Borel-Cantelh podemos concluir que "~ .

P(Sn, 2 @ny + Snily

o 'con probabllxda.d 1 para k grande
L De donde, recordando que n;. = [D

para una infinidad de &'s. . :
Ahora bien, como.D puede ser escoglda arbltramamente ‘grande, entonces una mﬁmdad
de Al s deben ocurrir (cla.ro utxlxzando un; valor de € un poqmto mas grande). - '
Por lo tanto ! .
S,,'
11m sup

n—oo “\/‘nln‘(lu(n)) 2

20 cs.



CapriTULO 3 25

Ley del Logaritmo Iterado para el
Movimiento Browniano

Una vez que han sido vistos los resultados preliminares y las versiones de leyes del logaritmo
iterado para sumas de variables aleatorias independicntes ¢ identicamente distribuidas, es
decir, para algunos procesos estocédsticos en tiempo discreto X = {X,(w) : t € N} pasemos
al caso de algunos procesos estocdsticos en tiempo continuo y veamos que resultados de
velocidad de convergencia podemos obtener ahora.

Este capitulo estd dedicado a la obtencién de una ley de logaritmo iterado para un proceso
estocidstico de suma importancia en la teorfa y la prictica, el llamado Movimiento Browniano
6 proceso de Wiener.

Comencemos por considerar la caminata aleatoria simétrica para la cual, en cada unidad
de tiempo, es igualmente probable ir una unidad a la derecha é a la izquierda. Si nosotros
acelerdramos este proceso de tal manera que se fueran tomando pasos cada vez mas pequeiios
en intervalos de ticmpo cada vez mas pequefios en una proporcién adecuada, en el limite
obtendriamos un proceso continuo no trivial con caracteristicas 6 propiedades heredadas de
la caminata alcatoria. -

De manera mas precisa. para cada At unidad de tiempo se da un paso de tamafo Az
con igual probabilidad de ser a la izquierda é a la derecha.

Sea X (t) la posicién al tiempo t, entonces

X(t) = A:E(X), 4+ Xo--- +X[Z'T])

donde
X = { 1 si el paso i-ésimo de longitud Az es a la derecha,
L -1

si es a la izquierda
donde las X; son consideradas independientes y

P(Xi=1) = .é(X~

Ahora, como

E(X;) =
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' V(X3

CPP(X: = 1)+ ( 1)2P('k".:
= 5+3

tenemos que

E(X(t)) B(az(X, + - ”+X(_4_]))

’ » _=.A1E(X‘+'“+X[ﬂ‘])
! N _V,g,:AxZE(X) .
A Az(o) g
y - ‘
V(X)) = V(Az(Xi+ -+ X))

= (A$)2V(X1 L R X[E'T])
= (Az)2Y V(X))
= (82)[x;

Ahora, la idea seria hacer tender Az y At a cero.

Si se considera Az = At e hiciéramos tender At a cero se tendria que E(X(¢)) y V(X(¢))
tenderian a cero de donde se obtendria que X (t) serfa cero con probabxhdad

Para evitar que este proceso limite sea trivial higase Az = cvV/ At para algun'\. constante

¢ positiva, entonces

E(X(t))=0
V(X(t)) = 3t
cuando At —0

Veamos intuitivamente que propxeda,des tiene este proceao hmxte. e
Como X(t) = Ax(Xy+-- + X1t ;1) se-concluye del teorema del limite centra.l que

(1) X (t) - es variable aleatoria normal con medm 0 y varianza czt

‘Ahora, ‘como los cambios enlos valores que toma. la. cammata. aleatona en mterva.los de:
tiempo no traslapados son independientes, se obtxene que : :

(zi) {X(t) :t€[0,00)} tlene mcrementos mdependlentes




Por 1iltimo, como la distribucién;del‘, cambio en la posicién de la caminata aleatoria’en
cualquier intervalo de tiempo‘depende solo de la longitud del intervalo se tendria que

(#5d) {X(t):t € [0,00)} tiene incrementos estacionarios.
Ahora estamos listos, a la luz de todo ‘t‘:;to,y para dar la siguiente definicién v
Definicién 3.1. Un proceso estocdstico X = {X(¢) : t > 0} se dice que es un movimiento
Browniano si ‘

(1) X(@©)y=o0
(i7d) X ={X(t):t >0} tiene incrementos independientes y estacionarios.
(iii) paracada t>0, X(t)~ N(0,c%)

La interpretacién del movimiento Browniano como limite de caminatas aleatorias sugiere
que X (t) debiése ser continua como funcién de ¢; de hecho, es posible probar que las trayec-
torias del movimiento Browniano son continuas casi seguramente. De igual manera, X (t)
siempre es puntual y en consecuencia no es funcién suave; de hecho, puede ser probado que
X (t) no es diferenciable en ningun punto casi seguramente.

Pero, dec donde proviene cl nombre de "movimiento Browniano”? Este nombre se debe
al botdnico inglés Robert Brown, de quien fué tomado el nombre para describir el fenémeno
fisico que descubrié en el siglo XIX y que consiste en describir el movimiento continuo e
irregular descrito por una particula pequena suspendida en un fluide (liquido o gas).

La primer teoria para explicar este fenémeno fué dada de mancra probabilistica por
Albert Einstein entre 1905 y 1906 y fué basada en varios supuestos simples. X, denota una
coordenada de la particula al tiempo ¢ y para tener una referencia se toma X3 = 0. Como
los movimientos solo se-conocen estadisticamente, la posicién de la particula, es decir X, se
considera una variable aleatoria. El desplazamiento neto que tiene la particula del tiempo s
al tiempo ¢ serd la suma de un gran nimero de pequenas contribuciones aproximadamente
independientes resultado de impactos individuales de las moléculas del fluido (es importante
aclarar que cada colisién de manera individual tiene un efecto despreciable, pero de manera
acumnulada estos impactos producen el movimiento de la particula) y entonces, por el teorema
del limite central, es razonable esperar que el incremento X, — X, se distribuya normal.
Ahora, si el fluido es suficientemente viscoso cualquier velocidad adquirida por la particula
seri amortiguada de manera casi instantinea y en consecuencia puede suponerse que los
desplazamientos en intervalos de tiempo no traslapados serdn independientes. Por iltimo, si
las condiciones fisicas son isotrépicas y constantes en tiempo y espacio, podemos esperar que
E(X)) =0yque V(X,) = E({X¢+s—X:)?) = f(3); de hecho f(s) = cs para alguna constante
¢ positiva (esta constante es la ¢® obtenida en la interpretacién de limite de caminatas
aleatorias). Cuando ¢ = 1 el proceso es llamado movimiento Browniano estindar y del hecho
de que cualquier movimiento Browniano puede convertirse en uno estindar considerando _x_:q’
supondremos que ¢ = 1.}

Una vez dada esta tcoria, se observo que desde el punto de vista matemdtico dejaba
mucho que desear y el modelo fué descrito completamente de manera matematica por Norbert

!Esta constante es importante en la interpretacién fisica. Einstein derivé una relacién entre ella y el
mimero de Avogadro.
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Wiener en una serie de articulos entre 1918 y 1923; de ahi que también se le conozca como
proceso de Wiener. El trabajo de. Wiener permite establecer la siguiente definicién que serd
utilizada en el resto de este capltulo.

Definicién 3.2. Un movn'nxento Browmano estandar (6 proceso de Wiener) es un procesov,'
estocdstico X = {X,(w) : t'> 0} que toma' valores reales definido en algin espacio de’
probabilidad (Q,‘J, P).que satisface: -

(‘l) Xo = 0
(id) si =t <t < 0 < t,., ‘entonces las variables aleatorias
Xy — X, para k=1,2,...,n son independientes
(#ii) paracada s,t> 0, lavariable aleatoria X4, — X}
se distribuye normal con media O y varianza s
(iv) La funcién X, = X;(w) es continua en ¢ para casi toda w € 2

Como observaciones finales antes de encaminarnos a nuestro objetivo, es importante
seflalar que mas o menos por el mismo tiempo en que Einstein explicaba el fenémeno del
movimiento de la particula en el fluido, el matemdtico francés Louis Bachelier sugirié un
modelo matemdtico muy similar en su tesis doctoral "Théorie de la spéculation™ (1900)
para explicar las fluctuaciones de los precios en el mercado de stocks de la bolsa de valores.
También cabe destacar que este proceso ha sido utilizado con éxito en diferentes dreas como
lo son: la estadistica, para probar bondades de ajuste; asi mismo, para analizar los niveles
de precios en el mercado de stocks y en otros instrumentos financieros (por ejemplo en las
opciones) y en la mecdnica cudntica, sin dejar de mencionar el importante papel que juega

. en la teoria de la integracién estocdstica.

Ahorasi, comencemos nuestro estudio del comportamiento de las trayectorias del movimient
Browniano. Como es de esperarse, la propiedad de los incrementos independientes nos indica
que las trayectorias del movimiento Browniano crecen de la misma manera que sumas de
variables aleatorias independientes; es decir, realmente tenemos un equivalente a la ley del
logaritmo iterado de sumas de variables aleatorias independientes para las trayectorias del
movimiento Browniano. e

Antes de establecer el resultado, veamos unos resultados previos que serdn de utilidad en
la demostracidn. :

Lema 3.1. Si X,,X5,...son variables aleatorias independientes con media cero y va.rizm'za. )
o2, Entonces, si las distribuciones de las variables Xk son sxmetrlcas alrededor de cero» y se”
tiene que para cualquier a > 0 :

P(max Su > a) < 2P(S,, >a) .

1<k<n

PRUEBA.
Sean

l<k<

simétricas alrededor de cero.

2Este rcsultado es sxmplemente una mejora del lema 1.3 pa.ra. ¢
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Ak_{w|S <a ‘para. j = 1...,k—,1_pero Sk > a}
Claramente A; N A; =05119£JyUAk—A:’ ' ST )
" Para cada k< n defmase

. i S""—sk—xm e X
Entonces, debldo a la mdependencm v.ala sxmetna, Ja 1ey ‘de probablhdad conjunta. de la.s n'
~variables (X},..:,X,) es la misma que la. de (Xl, S0y Xk —Xk+.h . ,,) ¥ en consecuencia. .
Spy st tienen la mxsma. Icy i APEES PO ’
Entonces, se txene que:

P(A’k g} {S > a})

y ademds - .

o que i
PR S (w) +S(")(w) < 2a
~ pero CJéﬁahéhté e

Sk e e S S (w)-i—SU‘)(w) = 2Sk(w)

¥ en consecuencxa. se tendna que L

s S,..(w) <a

1 la. deﬁniciéxi . de‘ ‘AV,,.‘

‘_lo cua.l es una contradlcmo' c

P(Ak) “;P([Ak A {s > a.}] U[Ak n'{.g(*) > a}]) debido a ()
< A n {S(") > a}]) por la desigualdad de Boole :
= debido a' (k) k= ..

iPo;' lo thllto,
’ . ;P(LJ;:=1AI=)
= z": P(AR)
, k=1
< ZiP(Akn {Sn > a})
= 2P=(:$',. > a) ”

ng
™~
N

3 A es el evento: la caminata aleatoria’S; supera el nivel a por primera vez en el tiempo k
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Lema 3.2. Sx {Zk} s n varxab rs alea.tonas normal esta.ndar, entonces S

- casi segura.mcnte B pa.ra. cualq er

:- VPRUEBA L : :
2 Como 'Zyes normal tiene momentos de todos los ordenes y en” consecuencm. se puede utlhza.r
SoE la Vi xon de 1 de51 ua.lda.d de Chebyshev sxgulente . S S

PUXLS B < % donde b>0”y' k>0
Entonces,
Pz z i< BED

Pero observemos que : i
1 had 2 s
E(Zp) = ——/ 2" exp(~ 2 )dz

entonces claramente si n» es impar por simetria se tiene que E(Z,,) = 0.
Pero si n es par, es decir n = 2¢ con ¢ un numero natural se obtiene al mtegra.r por pa.rtes
de manera repetida que E(Z2?) = (1)(3)(5) - -- (). . .
Entonces se concluye que S
P(IZI:] > k') < (1)(3)(5) bkt (N) -

kzz‘)' y

Ahora, para cualquier € > 0 ; '] FiE
WENE) W)

Z k2eN ] -‘ . '<\ St

k=1
si se toma N suficientemente gra.nde . :
En consecuencia, por el lema de Borel- Cantelh se.
eventos {|Zx| > k°} ocurrlra. ‘con probabxlxdad 1 es
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es decir, se puede escribir a X & como la suma de k variables a.lea.torlas mdependxentes, ‘cada

una distribuida normal con medxa. cero y varianza -1- 1:-5
Entonces, aplicando el lema 3.1 se obtiene que

P(max X >a) < 2P(X1 > a.)

k<2n

Pero cuando n crece, los eventos {maxi<an X & > a}’ ta.mblen se mcrementa.n (debxdo a’‘que

el mdximo se toma sobre un conjunto mas grande) mlentras que la cota 2P(X1 > a) no

depende de n. B
En consecuencia, esta misma cota su've para :

U{ma.xX > a}

k<"" 5

pero,

U{L<2“ ax Xy >a} ={Xi>a para. algun ra;i:'oxié’.iivdviédi 5 entre Oyl} - -

y Vw tal que X,(u) es continua en t esto es Io mismo, € maxge(o 1) Xy :
En consecuencia, como las trayectorias son contmuas casx eguramente tenemos que

P(max X¢ > a.) < P(X

0<t<1

: X .' , ,
lim sup ____.(a_;_)___ = \/f casi segura.mente'
tooo  /tIn(In(2)) . o
PRUEBA. -
Si't es un mimero natural, este es simplemente un caso especxa.l de las versxones 2.3y 2.4 del
capitulo 2 con S, = X, es decir, debiése escogerse X} = X; — Xr_i, las cuales son variables

aleatorias independientes que se distribuyen normal estindar y que permiten que

S
k=1

(1_{1 - Xo) + (X2 = X)) +---+ (Xn‘ku—l)

SII

= X,—-Xo
= X,
En otras palabras B : ) :
P(limsup—)(id)——; V2) =
oo :

ViIn(a(®))
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cuando ¢t — oo a través de valores naturales.

Lo que quisiera probarse es que este limite superior es el mismo cuando t es restringido a
los naturales que cuando ¢ toma valores reales positivos. Esto no es obvio de entrada, debido
a que presumiblemente si la trayectoria tiene "grandes excursiones” para valores de t entre
los enteros pudiese hacer el limite superior mas grande en el caso continuo (el limsup solo
puede incrementarse si se permite que ¢ crezca tomando valores reales positivos).

Veamos que esta no es una posibilidad. Sea

m, = ..-"1’22"5..(‘“ — Xn-1)

Entonces, aplicando el lema 3.3 a cada variable aleatoria m, tenemos que

P(my,>a) < 2P(X, —X,-1 > a)
‘ \/_/ exp(——-)du

que conjuntamente con el lem ‘ ‘3. 2 se txene que

. ya. que < C V'n de donde m,. < Cn‘ y en consecuencia

e
\/n ln(ln(n)) = nt—<y/In(In(n))
‘lo-que nos mdlca. que las tra.yectorlas no toman valores entre los nntura.les que afor‘ten la

- validez del resultado.
Por lo tanto

—0 cuando 00

| Xi(w) - _
P(llmsupm =+2)=1



CaAaPiTULO 4 %,

Ley del Logaritmo Iterado para
Subordinadores

Comencemos este dltimo capitulo con algunas definiciones y conceptos acerca de un tipo de
proceso estocdstico muy importante, ¢l proceso de Lévy. Su importancia radica tanto en
su valor tedrico, como cn las miiltiples aplicaciones de que es objeto en la actualidad. Del
lado tedrico, puede ser pensado como una caminata aleatoria en tiempo continuo (lo cual
quedard claro al ver la definicién). Adn mas, los procesos de Lévy forman la clase de procesos
de Markov de espacio-tiempo homogéneo y son semimartingalas también. Por la parte de
aplicaciones, son usados en la modelacién y estudio de riesgos de seguro y mas recientemente
en las matemsdticas financieras. Los ejemplos mis importantes y conocidos de procesos de
Lévy son el proceso de Poisson, el movimiento Browniano y el proceso de Cauchy.
En todo cste capitulo se considera a © como

Q = D([0,00),RU{9})
= {w:[0,00) > RU{F¥} con ((w)=inf{t>0:w(t)=123}}
La trayectoria w es continua por la derecha en [0,00) y con limite por la 1zqu1erda.v

denotado por w(s—) para cualquier s € (0,00) y tal que w(t) = 9 para toda. t > C(w) AT
(w) se le conoce como tiempo de vida y < es la o-4lgebra de Borel dc, Q. n B

es mdependxentc del proceso (X,,0 < v < t) y tiene la. mnsma. le
P(Xo=0)=1. .

mogéncos) e mdependlentes.

Definicién 4.2. Una funcién caracteristica es llamada mﬁmta.mente dunsxble si'y. solo sx.
para cada natural n > 1 existe una funcién caracteristica f, tal que F=( f,.) . :
En términos de funciones de distribucién esto se convierteen '~ -

F=F,%F,*---%xF,
[ SRl LA 2

n-—factores
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donde * denota. convolucxon

aleatorias X y X, 1" <j <* n, donde las X;;; son mdependl
tiene funcién caractenstlca £y Xom; ; tiene funcién caractenstlca f,,‘

caractenstlca no se anula en ningdn’ punto y puede ser: e
tnica funcién continua ¥ : R? — C llamada el exponente [ > "‘
B(exp (iAX)) = exp (—(A)). - s

de donde

entonces

E(exp (iAX.)). = E(H exp (zA(Xk = x,,_l)))

= HE(exp (zA(xk —x,‘_m),

O L_.l. :

= H E(ex;; (i,\xl) )

k=1
o = (E(exP (W\Xx)))"

Ahora, para X : : = I
o : F‘Y1'=X;‘;+(X,3;A"‘Y-’|_-)+"-+(X:‘—X,._V.‘)
de donde . co : . :

E("expk('ix,x;)) ' HE(exp (X, —Xu__u)))

E(exp (iAX1)))".

y entonces

Contmuemos con Xn

xg _xL + (X; —X_l)

(X = X)) + (X ~ Xgpon)
BN ] KR SR . v
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B de dondé
Blexp (AXp) = ] Eexp GACXs = xm)))
k=1 R

= E(exp (iAX1))). '

Yy entonces - A DEEER Y 2
S E(exp (iAXz)) = E(exp (iAX1)))5.
Por iltimo, si £ >0 . ) :

B(exp (iAX.)

E( hm exp (zz\Xr..)) c6n Tn € Q
S lxm E(exp (z,\X,,_)) por ‘el te

g (B(exp (AX)
— (Bexp X))

Con lo que obtenemos el resultado deseado

de la convergencia dominada

Entonces, X, tiene dxstnbucxon mﬁmtamente dxvmxble y su funcxon ca.ra.ctenstxca. esta.‘ :

dada por
E(exp (iAX:)) = exp (— t1/'(/\))

Donde la funcién i es el exponente caracteristico del proceso de-Lé ;

Definicién 4.3. Un subordinador ¢ = {o:}:>0 es un proceso d. - Levy ue; tor \ialofes‘en

[0,00) (lo cual implica que sus trayectorias son crecientes).
Un hecho importante es que al tomar valores positives, se_tiene qu exp(=AX)]| <1y
podemos trabajar con la transformada de Laplace en lugar de la transforma,da. de Fourier.

Como el subordinador (o) tiene ley infinitamente dlvxslble, entonces la transformada de
Laplace puede ser expresada en la forma :

E(exp(=Aav)) = exp(—t6(N) | (A
donde ¢ : [0, c0) — [0,00) es llamado el exponente de La.plz;ég SN
Definicién 4.4. Definimos el tiempo local del subordiniﬁdét{a’;fc}mo

L(z) =L, =inf{t > 0:0, > z} V
Antes de cont‘;inuar, veamos algunos resultados auxiliares: -

Lema 4. 1 Sea. ¢ el inverso del exponente de Laplace ¢ de un subordlna.dor o. Deﬁnanse
ln(ln(d*(-‘-)))
= St ¥ an = f(tn) donde f(u) = FrifiEin.

Entonces,
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i) (tvl)u>2 es decrecwnte

i) a, == exp(—n) pa.ra. n suﬁmentemente gra.nde

i) 3. P(Le, > 3a,,) converge
PRUEBA. :
Como ¢ es cremente y conc va entonces observamos que ¢ es creciente y convexa con

©(0) =0.
En consecuencia

‘P(/\ + a _,\)0)5 Ap(a) + (1 — A)e(0)

es decir e e R
“p(Aa) < Ap(a) paratoda A€ (0,1) ‘a>0

Ahora bien, L
1 4 p(exp(n) In(n))

ta In(n)

iln(n) (; exp(n+1)1n(n))

< ‘eln( )tp(cxp(n +1) In(n)) con /\ = ;
5 5 'l—;(-;_’_—l)-w(exp(n + l) ln(n)) *
SR tp(exp(n + 1) In(n + 1)) ‘
S J: T 1) = - ya quejp efs crecxente ]
" . tn+1 :

En consecuencm, ( ),,>o es cremenl:e, de donde obtenemos
rca.lmente * se cumple para n. > 2!
e e’lnv(‘vr‘z.)} r‘f“ln(nfi- 1)

5 Lin Soib,ﬁltéu’a veriﬁc#r»qug

siy solosi

¢'(zp’(exp(1'1.)‘lt‘1(n)) s
Ny, ) o
#(p(exp(n) In(n))) ya que qS es crecxentc
exp(n) In(n)
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Por otro lado

En consecuencia

de donde

es decir

o) ,=;,"¢<“""‘*:Szzi"‘""?

tn

) Z ln(n)<}$(¢p(exp(7l) ln(n))) ya que qS es concava.
= ‘exp(n): : :

exp(n) < #(3) S exp(n) la(n)

In(in(exp(n))) < Infins (o)) < In(in(exp(m) In())

tn(m) < In(in( (£ )) < Infr + In(a(e))

Decjemos pendientes estas desigualdades'y observemos el siguiente limite

AL ln(z + In(In(z))) :
f(’?,) = _W—
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Utilizando L’hépital varxas veces, calculemos lim oo f ()
. Sl S v'In(z: + In(ln(z)))
Jim f@) =" lim =y

1
z+In{ln(x)) (1 + zln(z))

por L’hépital

=" lim
L. 2—bo0

LIl

. 1 + 1
_ lim z+In(In(z)) z In(z)(z+1n(ln(x)))
T=—boO i
. z
zln(z)}+1
— lim zln(;)(z-{-ln(ln(x)i)
=% r

C i zla(@) 1
—‘v z—ro0 ln(:z:) (Z -+ ln(ln(z)))
: In(z) + z%

1 (a: =+ In(ln(z))) + In(x) (1 -+ :ln(a.'))

= lim In(z) +1
T eoes 14 ROGED 4 In(z) + 1

por L’hépital

= lim
. T=$OO

oy : ST
= Hm —— ey, Por Lhopital
T AR ——— 1~ ‘
1

= lim —=
= lm e
2
* T
—In(Iln(z)) +z—1
= lim — 1 por L’hﬁpitai

1
oo r(In(z))? zln(z) +1

= lim —
z—vwm

= 1
Entoxices, ‘ s
L - . In(n+ ln(ln(n))) S
lim — = 1
A I N ; - . H—roo n(n) g S
- _ de donde concluimos que
S “n{n + In(In(n))) =~ ln(n) para. n gra.nde .
: que _)unto con’ las desxgualdadcs que dejamos pendxentes nos d..m que

ln(ln(qS( ))) o ln(n) pm-a n grande :

Entonces, tenemos que

—mmw()»~~mmz

{p(exp(n) In(n))
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ln(ln(¢( ))) v
¢(—ln(ln(¢( )))) e Il

que es la conclusién i) del lema. :

Por iltimo chequemos la. valxdez de i)

P(Ls, > 3an) = P(o3a, <t,)

Plexp(Aoaa, ) < exp(At,)]
Plexp(—Ao3a,) = exp(— =Xt, N
1
exp{—At,,)
exp(At, ) Elexp(—Acsa, )]

IA

Elexp(— 1\03.,_)] .por desxg de Chebyshev

exp(At, — 3a,,¢(/\))

escojemos A= (p(exp(n) In(n)) paran > 2
entonces

Atn, = 7t,.zp(exp(n) ln(n

= ln('n) .

porotrol‘a’.do‘ B R T NS A
#(\) = @(e(exp(n)In(n)))

= exp(n)ln(n)
en consecuencia

P(L,, > 3a,) exp(In(n) — 3a, exp(n) In(n))
exp(In(n)) exp(—3a, exp(n) In(n))
nexp(—3a, exp(n)In(n))
nexp(—3in(n)) ya que a, = exp(—n)
(n)(n™?) ‘ '

—2
Tn

A

R

Por lo tanto
Z P(L,,_ > 3a,.) converge._’

"

exp(At,) exp(—3a,p(A)) - po‘i‘::l‘a. d f.-‘dél'g:‘cp.- de La.pla.ce,



' Entonces
o 1.) b,l o exp(——n-) para. n suﬁcxentemente gra.nde 7
. n) E,_ P(a(‘-’l) < 2—"IL) = oo’

VPRUEBA. )
»z) es consecuencia inmediata del lema zmtenor inciso ii) para la subsucesién b, = an2.’

Para’ii) primero observemos que

Plexp(Aob) = exp(As)] A>0

Plexp(—2Aop) < exp(—As)] »

P[— exp(=Aoy) > '— exp(— As)]: -

P[1 — exp(—Aos) > 1 ~exp(— As)]

E[l - exp( Acp)] por deSIg de Chebyshev o

P(oy, > s)

s 1~ exp( As)

Aplicando esta desigualdad a b = ‘—5& ys =‘ =3n- :

b\ L 26, Bl exp(SAe(%)]
(%) 2B TERSE T

entonces - . . -

. : b, 28,7 ;': - GXP(—'\O'(%"))]
P(o‘(—-3—> <—3_ 2 1 T 1- exp(—A2n)
L gL Lexp(=te(N)

{1 —exp(—AZpn)
 exp(=34(A) — exp(—Za))
1 — exp(—%22)

por la def. del exp. de Laplace




39

Elegimos A= zp(exp(nz) ln('"-2)) con lo que obtenemos que S R

%—"" = g(p(e‘xpl(nn(z,;zl)n (nz)v)Y\exP(n )ln(nz))
= srln(-n") .
= ()
y
| %1:“"(.'\) = ,—¢(<P(exp(n2) ln(nz)’))

i 23— exp(nz) ln(nz), ‘

= ﬂ%.n_).exp(n )ln(n ) ya que. b, exp(—né)

~ "-f'exp(—w(x)) — exp(= )
; 0] - exp(—"—'m,\)
exp(—-— In(n)) — exp(— In(n))
1 — exp(—3In(n))

P(a(%’l

ey =4
NI —n3

1 —n3
. 1
— nf W%
.o1- —‘3,-
_ ng 1
‘ni-1
n¥ —1

(n3 =1)(nd +1)
1

"na +1-
y como 3 T— dwerge, podemos concluir que e
23,,

Z P(a'(—) < =00

g e g 62
ESTA TESID N(‘f
i

SALL GJ

TEO A
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Ahora si, una vez establecidos estos previos, enunciemos el resultado principal que nos ::
concierne: La ley del logantmo iterado para subordma.dores

Teorema 4.1. Sea ¢ el exponente de Laplace del subordmador o. Entonces, 3 C¢. >0 tal )

que
s Lo (3 1n(1n(¢( )))) o

o mang (1))

“casi segura.mente

PRUEBA.
El inciso i) del lema. 4 1! a.seg ra’ que ZP(Lt..
Borel- Cantelli nos ga.rautxza. q < -3a;:c.
grande. Substxtuyendo el valor‘de a,;"obtenemos

-Ltn ( 1n(1n(¢( )))) e

tn(in(# (2 )))

> 3a,.) s o‘ ergente "En comsecuencm, -
i gie"sdecxr L—=—<3cs 31nes,—

Entonces, al igual que en las versiones discretas y en el Movimiento Browmano, tcnemos o
que asegurarnos que los valores tomados entre la subsucesién (t,) no altera.n el resultado, es
decir, no hay “excursiones” que alteren el valor del limite. . P Sl
Para rellenar los huecos observemos lo siguiente

si t € [tnt1.tn] (recordemos de i) del lema 4.1 que (t,) es dg(_:ifek:iehte) Lo

entonces

de donde
por lo que

¥y entonces

Entonces obtenemos que
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(i Lk ln(ln(qs(,,“ ) )))
| :'qs‘(—ln(ln(qb(.,)))) < < ¢(.m 1n(l£(¢(,—,‘;)))) |
s @ B

1n(1n(¢(,m ) y f (t) ‘, _ In(in(g (é

‘ya que
| 1n(1n(¢( M

Sy ¢(1 1n(1n(¢( ))))
Yen Consecllencia

ln(ln(¢( ))) R m(m(qb(.m)))
lnun(qs(,m)))f“"’ <T@ f“"*" ln(ln(¢( )

Ahora bxen, recordando la prueba del inciso i) del lema 4: 1. sabxa.mos que

1n(lp(¢ (:) )) = In(n) - para.n\gtande

In(n)

Definamos u, = IrTES TR

Entonces, para n grande .

g péro 'observer_nos,qu

:entonces EIN E N tal que si .7 g ir," 2e’> £ > 2 si n>N.En
: de donde obtenemos que para

‘n gra.ndc

()



42

Ley' thiel Logaritmo Iterado para Subordinadores

También recordemos que del mcxso u) del lema. 4.1 a, = f(t,) ~ e ". Entonces, para n
grande .

f(tn) 1
D F(En) Ftns1) U
1. e™ 1
flt) e u,
1l e ’
T f(ta) Up

1
FE e

(%) Al

IA

'Juntando (*)y (**) llegamos a:

En consecuencia- -
o penTeeven L, - Lg2e

T S T S e =

“(claramente si t < t,, entonces L, < Lg,,), es decir

limsup =% < 3c

t—0+ f( )

,._{( )

Como -4 toma va.Iores posn:wos. es claro que B,.‘




es decir

esto es, para casi toda w € Q," -
tienc que o

Recordando que -
'y aque

. podemos’concluir que

_tendremos que
Entonces,

de donde.

Yy en consecuencia : w
de donde se obtiene que : R

3N talque Va3 N
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" obtenemos que p
en consecuencia .

(ya. que si 7 es grande tes pequ
Ahora verxﬁquemos que realmen

obtene'mgs que ’

' 1— éx]‘)r(—l;"“ 2 exp(n?) ln(n))

"1 —exp (—l ln(n))

 2bus1 exp(n?) In(n)

e )

“la ultlma demgualddd debldo a que: 1= LgmE <z pa.ra. z posltlva :
‘Ahora bien, del Lema 4.2 se tiene que para n suficientemente gra.nde b exp(-n"') ‘por.lo
.‘que el numcrador esta n.cotado por arnba. por . S ‘

(n + 1) Yin(n)
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¥y en consecuencia

N

exp(n? = (n + 1)) In(n).

P(a(%l)}% , : 1';ex1'5( ln(n))
L . exp(—n)

’1 —exp (—l ln(n))
ZP‘(a(b";‘) > -84—") <A§o

Entonces; utilizando el Dema de Borel-Cantelli, obtenemos que
ST ‘7( 3 ‘)
~+limsup ———— <
‘n—teo 8n

A

de donde se observa que °

casi seguramente

W]

En conclusxon, se ha. obtemdo que .

— < 3(20) casi seguramente

de donde obtenemos que exnste c¢ ta.l que

N " lim sup = c¢s casi seguramente

. l—m*" f(t)
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