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Introduccién

Es bien conocdido que en su trabajo “Geodesic flows on closed manifolds of nega-
tive curvalure”, Anosov demostro que el flujo geodésico de una variedad riemanniana
con curvatura seccional negativa, tiene una estructura hiperbélica.

Posteriormente, los flujos que poseen esta estructura hiperbolica fueron bautiza-
dus con el nombre Anosov y han sido objeto de estudio para una gran cantidad de
matemiticos.

Eberlein se planted el problema de cavacterizar los flujos geoddsi
Anosov. Para comenzar, una condicion necesaria para cque un flujo geoddsico sea
Anosov es que a lo largo de ninguna geodésica haya puntos conjugados. Bajo la
hipdtesis de la ausencia de puntos conjugados, Green construyo un par de subhaces
del haz tangente del haz tangente unitario. Los haces de Green contienen la direcciéon
del flujo v Eherlein demuestra que el flujo es Anosov cuando la interseccion de dichos
ion del flujo, ¥ los haces de Green resultan ser los haces

as e son

haces coincide con Ia dire
estable ¢ inestable débiles,

Tl resultado de Eberlein fue generalizado al contexto de sistemas hamiltonianos
en haces cotangentes por Contreras e Tturriaga, v el objetivo de esta tesis es presentar
este resultado.

Para una variedad compacta A/, consideramos hamiltonianos 77 ¢ T*Al — R
que son convexos en cada fibra T, A, v el flujo hamiltoniano correspondiente 2. En
cada punto de T3/, el subespacio vertical es el espacio tangente a la fibra.

Tara que un flujo hamiltoniano sean Anosov en un nivel de energia £, es necesario
que para cada £ € I, la orbita . (f) no tenga puntos conjugados. Esto quiere decir
que bajo la derivada del flujo D2y, el subespacio vertical en @ se transforma siempre
en un subespacio transversal al vertical en o2, (6).

Buscamos subespacios 29(6), F*(0) que scan contraidos exponencialmente por
Dy cuando €ose v o y a —20 respectivamente. Con esto en mente, consideremos
los subespacios I5(0) v F () que mediante Dy v D, se transforman en los
espacios verticales en 2 (0) v oo (#) respectivamente.

Claramente, la hipotesis de In ausencia de puntos conjugados, implica que los
espacios ,(6) vy F(0) son transversales al vertical. Se demuestra que los limites
cuando ¢ se va a infinito, existen, son transversales al vertical y son tangentes al
nivel de cnergia. Estos subespacios limite son los subespacios de Green.

Se prueba que los vectores con la propiedad de que, la norma de la imagen bajo
1a derivada del flujo permanece acotada a lo largo de la érbita, pertenecen a ambos




i INTRODUCCION

subespacios de Green. Por otra parte, para cualquier vector no nulo en el subespacio
vertical, la norma de la imagen bajo Ia derivada del flujo nunca permanccee acotada.

El resultado principal de la tesis es que, una condicdn necesaria » suficiente para
que el flujo hamiltoniano sea Anosov en un nivel de energia es que, en cada uno
de sus puntos, los subespacios de Green sean transversales en ol tangente al nivel
de encergia. Como los subespacios de Green tiene la misma dimension que A, Ia
condicion de transversalidad es equivalente a que. los finicos vectores cuya imagen
hajo la derivada del flujo permanece acotada a lo largo de la 6rbita, sean miuiltiplos
del vector del campo hamiltoniano.




CAPITULO 1
. Algebra lineal simpléctica

1.1. Formas bilineales
Sea V.oun espacio vectorial sobre el campo K. Una funcién 3 : V x V. — K se
Hama una forma bilineal si para cualesquicra vectores uy, w2, v y cualquier escalar
a , se cumple que

Blau, + 2, v) = apur, v) + Blua, v)
B, auy + up) = ai(v, uy) + F{v,uz)

Si V7 tiene dimensidn finita ¥y 8 = {¢(,...,v,} es una base ordenada de V,
Bij = B(wi, vj) son las entradas de la matriz B = [3,;]s asociada a la forma bilineal
3 en la base ordenada B. Para toda & € V7 se puede definir la funcién lincal
Ju 1V = K como f,(v) = F(u,v) con la u fija, obteniendo asi una transformacion
lineal Ty : ¥ — 17* definida por Ty(u) = f.. Una pregunta natural es, cuindo Ty
os un isomorfismo? Por resultados de .—'\lg(:bm Lineal sabemos que dim V' = dim V7*,
por o que Ty un isomorfismo si ¥ sélo si el micleo Nuc (Ty) = {0}, Es decir, si y
s0lu st 1a funcidn lineal f, = 0 s6lo proviene de v = 0.

1.1.1. Definicidn. Sean 17 un espacio vectorial sobre el campo K y /5 una forma
bilineal. Decimos que 4 es no degenerada si 3w, v) = 0 para toda v en V7 oimplica
que u = (). -

Cuando T es un operador lineal sobre V7 v /2 es una forma bilineal, se dice que T
preserva 3 si B(Tw, Te) = B3(u,v). Si Sy T son dos operadores lineales que preservan
/2, también su composicion SoT la preserva, ya que 3(STu, STv) = 3(Tu,Tu) =
Au, ).

Si /3 ¢s una forma bilineal no degenerada sobre un espacio vectorial de dimension
finita 17, todos los operadores lineales sobre V' oque preservan 3 constituyen un grupo
bajo la operacion composicion.

Ya se vid que la operacion es cerrada, se sabe que la composicion de operadores
es asociativa, el operador identidad T preserva 3; y veamos que para todo operador
T que preserva 3, existe un operador T7=1 que preserva gy ToT™!V = T='oT =
I. Sea T un operador que preserva 3, tomese u del Nuc (T), es decir T (1) = 0,
Blu,v) = 4(Tu,Te) = 3(0,Tv) = 0 para toda v de V7, como /3 ¢s no degenerada
entonees 1w = (), esto es que Nue(7T) = {0}, por lo tanto T es invertible.Como
BT ', T ) = 3(TT 'u,TT"'w) = /3(u,v) entonces T=! preserva B. Sean B

-
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una base, B la matriz asociada a la forma bilineal no degenerada 3 » A la matriz
asociada al operador lineal T sobre 17 que preserva 3, entonces: ATBA = B, (A7
indica la transpuesta de 4).

1.1 Definicion. Scan 17 un espacio vectorial sobre el ecampo K v 3 una forma
bilineal. Cuando /3(u, r) = 3(r, u) para todo u, » de V7 s¢ dice que 3 os simétrica.
Y cuando 3w, v) = =3, u) para todo u, ¢ de 1V ose dice que 3 es antisinétrica.

Toda forma bilineal ;1‘ se puede descomponer como la suma (h- una forma simdétri-
e (1, ) = 13w, v) + L300, u) ¥ una antisimétrica w(u, v) = £3(u, ) — L3, u).
Si /A es lum forma hl]llll!dl simdétrica, entonces cumple Ia ldunl ul.ul de polarizacidn:
Au+ v, u+0) =~ 30—, u—rv)=43(u,r)
Una consecnencia inmediata de esta identidad es, que si Z(v, ) = 0 para toda v de V7,
entonces F(u, v) = 0 para cualesquicra u, ¢ de V. Es decir, si 4 no es idéuticamente
nula, existe wr € V7 tal que S(w, w) £ 0. Por uLm lado, si A es una forma bilineal
antisimétrica entonces 3(i, v) = 0 para toda € V7. En la signiente proposicion, cl
:ampo K se entenderd como los nmimeros complejos o los reales.

1.1.3. Proposicion. Seca V7 un espacio vectorial de dimnensidn i sobre el cammpo
K.
Si 3 es una forma bilineal no deyenerada y stmétrica, entonces cxiste una base
ordenada B = {cy, ... e} tal que 3(c,,e;) =0 si i # j y B(e,¢) # 0.
St w es una forma bilineal no deyenerada y antisizndélrica, enlonces e:
base ordenada B = {eq, ... e, dy, ... dy} conm = 2n y tal que w(r’,,r,J) =
w(di, d;) = 0, w(e, d;) =

Demostracién:
°1. Como 3 es simétrica y no es idénticamente cero, existe ¢ de V' tal que
B(ey, 1) # 0. Sea E) el espacio generado por ey y Eit = {retv I A(v,er) = 0}
Observe que Ey N Ef- = {0}: si u € V" entonces
Bley,u) ll)
1 € l"1 H
T B, (‘1)
por lo tanto, ¥V = E| @ Ei*. Ahora si 8 no es idénticamente cero sobre El*,
existe ez tal que fB(e2,c2) # 0, v se contintta con el mismo argumento hasta
separar a V7 en subespacios unidimensionales.
2. Seae, # 0, LOIHO w es no degenerada entonces existe vy € V tal que w(ey, vi) #
0,d) = ————
w(cl, m)’

Sea 11 el subespacio generado por ey, y dy,

Wt={veV]wwuw)=0 VweiV}
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NI = {0} porque si w = acy + bdy, w(w,e1) = —b v w(w,dy) = a,
como w € It ~b=0ya=0.
Si u € V7 entonces u — w(u,dy)ey + w(u,e;)d;, € 117L Por lo tanto 17 =

e 1t
Sea ey 7% 0 en WL, como w es no degencrada entonces existe ve € 17 tal
que wes, ) # 0; yaque iy = oy -+ eyl con sy oen 1Ty e en L,

Se afirma que w(es, vyr) £ 0,
w(ez, ryer ) = w(ez, va — viy) = w(es, v2) —wlen vw) #0;

por lo tanto w restringido a 1171 es no degenerada, obteniendo que si g =

Uy — Uy, I[g = m—.
w(ea, ys)

Y se aplica el mismo argumento hasta separar a V7 en subespacios bidi-
mensionales.

Observemos que es indispensable que la dimension de 17 sea par, si se tiene
una forma bilincal, w, no degenerada y antisimdétrica.

Supongamos sin pérdida de generalidad que

B={e,...,endy, ..., dy}

no alcanza a generar V7, pero BuU {x} si. Donde x € Ut y U es el subespacio
generado por B. Como w(x,ax) = 0 para toda a € R, por ser antisimétrica,
y ademds w(ir, 1) = 0 para toda u € U, entonces w(x,v) =0V » € V. Por ser
w no degenerada se tiene que x = 0.

]

1.1.4. Ejemplo. Si B ={cy,... ,e€u,td1,...,dp} es la base ordenada que se ob-
ticne en la segunda parte de la proposicion 1.1.3 para una forma bilineal, antisimétri-
ca y no degenerada w, entonces la matriz J asociada a w en la base B es

o 7
7= 3]
Asi, podemos definir wy en R*" por wy(w,z) = wiJz. Sea T : R?™ — V la
transformacion "

T(L1s e s T Yis e 2 Un) = O (i€ + yid;)

la cual sdtisface que w{Tz,Tw) = we(z, w).
1.2. Espacios vectoriales simplécticos
Un espacio vectorial simpléctico real es una parcja (V,w) donde V' es un espacio
vectorial de dimensién finita sobre R, y w es una forma bilineal antisimétrica y no
degenerada.
El isomorfismo lineal entre (V,w) y (R?",wp) que preserva la forma simpléctica,
es nombrabo simplectornorfisino lineal.
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En la seccion anterior se vid que el conjunto de todas las transformaciones lineales
que preservan una forma bilineal no degenerada, tiene una estructura de grupo. En
este caso, el grupo simpléctico de (R*,wy) os Sp(2n) = {4 € Mupn(R) | ATTA =
J}, el cual es isomorfo al grupo simpléctico Sp(17, @), que s el de todas las trans-
formaciones lincales de 17 en si misimo que preservan w.

1.2.1. Definicién. Si 117 ¢s un subespacio del espacio vectorvial simplécetico (17, w)
se define el complemento simpléctico de 117 como

HWt={rel|wlrw)y=0 Vwell'}.
Tl subespacio 117 es:

e Isotrépico si 117 C 114,

e Lagrangiano si 117 = 117L,

e Coisotrépicosi 1V C 117y

e Simpléctico si 117N 1L+ = {0}.

1.2.2. Ejemplo. La basc ordenada B
cion 1.1.3 se le conoce como base simplée de 17,

Si 1F es el subespacio de 1V generado por {es, ... , e, }, sea w = azea+- + -+ Qnm,
w(w,d;) = aqyw(e, i) = a; vy w(w,e,) = 0, por lo que 1t es el subespacio generado
por {€1, ..., e, }, es decir 117 es isotrdpico.

Ahora si E es el subespacio de 17 generado por {ey, ... , ¢, }, seae=aje; +- -+
s wW(eydi) = aw (e, dy) = a; y wle,e;) =0, por lo que E es lagrangiano.

{e1,..-em dy,... ,d,,} de la proposi-

1.2.3. Observaciones. Cuando EF y V" son dous subespacios de V7 tales que
W C E, entonces B+ < Wy porque si v € B4, w(x,¢) = 0 para toda e € E,
como 1V < IZ, en particular para toda w € 117 se cumple que w(r,w) = 0, por lo
tanto xz € W4, Esto implica que si E es un subespacio lagrangiano de V' y 1 es un
subespacio de F, entonces 117 < F = E+ C 1174, por lo tanto 117 es un subespacio
isotréopico de V7.

Observe que (F™4H)4 = 117, I es isotropico si y solo si 1174 es coisotropico.
Ademas, para cualesquiera un, wo € W, w(uny, we) = 0 si solo si V17 es lagrangiano.

Recordemos que el anulador S* de un subconjunto S < V' es S® = {f €
Ve | f(v) = 0,Ve € S}. Un resultado de Algebra Lineal dice que si Voes un
espacio vectorial de dimesidn finita sobre el campo K y 117 es un subespacio de V,
entonces dim T8 -+ dim 1P = dim 17,

La idea de Ia demostracion es tomar una base {vy,...,wu} de 117 y completarla a
una base {vy,..., 2.} de V7. Se toma la base dual correspondiente {fy,..., fu}, ¥y se
afirma que { fea1, - - - 5 fu}, el complemento de Ia base dual de IV, es una base de 19,
Efectivamente, sii > k+1y ¢ € 1V, entonces f;(v) = 0; ademds, st f = 31, [(w)fi
estd en 70 se tiene que f{u;) = 0 para i < k y asi

IF=>" fw)hi

i=k+1
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1.2.4. Lema. Si 117 es un subespacio del espacio vectorial simpléctico (17, w).
entonces dim I + dim 17t = dim V7.

Demostracién:

Se delinio T, : V= V" como T (1) = fo(v) = wlu, v), ya que @ es no degenera-
da, T, s un isomorfismo. Es decir, podemos identilicar 1174 con el anulador 1179 de
1 en 17, pero se tenfa que dim 117+ dim 1170 = dim 1. [}

- e o x- . Ay .

1.2.5. Lema. Dados XN,Y € My, (R). se define Z = vo| wose enticnde F =
hma (Z). como la imagen de lo transformacion lineal asociada a la wmatriz Z.

F es un subespacio layrangiano de (B*", wy) si y solo si la malriz Z tiene rango
ny XY =Yy7TX.

En particular. la yrifice de una malriz A € My, (R), Gral (d4) = {{(&, ) | €
R"*}. es lagrangiana si y sélo si A es simdélrica.

Demostracién:

Sean u,uy € R*, = = (Nu,Yu) y 2y = (Nuy, Yy );

w(zym) = 2TT5 =" (XTY — YT X )u,.
Asi, "y =YTX siy solosi EC Eh.

Suponiendo que E es lagrangiano, por el lema 1.2.4, se obtiene que Rango (Z) =
dim E = LdimV".

Ahora si Z tiene rango n, dim £ = n y dim E* = n entonces £ = EL, Haciendo
N =71, Y = 4, se obticne que A es simétrica si y solo si Graf (4) es lagrangiana. O

1.2.6. Observaciones. Sea ¢ € Sp(2n). Si 117 C R** es un subespacio isotrépi-
co, entonces gl es isotropico. Porque si se toman z,y € W, w(gx, ¢y) = w(r, y) =
0, por lo tanto 117 es isotropico. También, si £ es lagrangiano , entonces ¢F
es lagrangiano. Porque st B es lagrangiano, E es isotropico, por lo anterior, ¢ &
s isotropico. Como ¢ es un isomorflismo, dimelZ = dim E. Por lo tanto ¢ FE es
lagrangiano.

Cuando se¢ tienen dos subconjuntos X,V de un espacio vectorial 17 se define
N+Y ={rveV]v=ar+by,ze€ XN,y €Y}, conabelkK

1.2.7. Lema. Secan 1V, X y Y subespacios del espacio vectorial sinpléctico (V, w).

(N +Y)=Xtnyt

2. S5i WV 'V entonces (X + W) N Y = (X NY)+ W

Demostracién: .

1. Como X C X + YV, entonces N+ D (N + 1)L, andlogamente Y+ C (XN 4+71)4,
lo que implica que (N +¥)t € X¥inyt, )

Ahora témese v € X+ N YL, entonces w(v,z) = 0 para todaz € X y

w(v,y) = 0 para toda y € ¥ porlo tanto 0 = w(v, z)+w(v,y) = wv,z+y) =
w(n, z) ¥z € X + ¥, Esto demuestra que Xt N Y+ c (X + ¥)L
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Seawv e (N4+1M)NY entonces r =+ weonaxr € N, well”yurel: como

IV C Y, w €Y, ademds Y7 es subespacio, esto implica que o € Y. Por lo que
v=wH+weonx e NNY ywell’ esdecir e € (NNY) 4117
Ahora témese v € (X NY) + M entonees v = 4+ 1w eon 2 € X NY
we M ;comze N, e N+ ademids W CY, ww €V vz V¥, Y o5
stuboespacio por lo tanto ¢ € Y. Esto implica que v € (N + 117y N Y.
]

Advierta que 117t es un subespacio de (17 w) sin importar que 117 sea o no suboe-
spacio. Alguien podria fijarse en el cociente V/T17L, ¢ investigar su estructura sim-
pléctica, o cuando T es subespacio podria ver el cociente 18/(T8AT L), Un cociente

inte

esante se obtiene cuando 117 es coisotrdpico, ¥ se conoce como reduccidn sim-

pléctica.

1.2.8. Proposicién. Scan (V,w) un espacio vectorial simmpléctico y 1V un sube-
spucio coisolrépico.

1. El cociente V = W/WL es un espacio vectorial simpléctico.

2. §i E C V' es lagrangiano entonces € = ((EN W) + W) /WL es lagrangiano

de V.

Demostracién:

1. Denote [w] = w + 117+ € YV para w € 117, Si IV es coisotrépico entonees 1174
es isotrépico. Témense @, x’ en [x] ¥ z, 2/ en [z], es decir, & — &' = wy con
wy en WL y 2z — 2 = wy con we en W w(,z) = w(a’ +wy, 2 + wy) =

w(x’, =), Por lo que una manera natural de definir la forma simpldetica en
VY oes [«], [2]) = w(a, 2), ya que no depende w del elemento de la clase. Si
Q([«], [z]) = 0 para toda [z] € V entonces w(x, 2) = 0 para toda = € W esto
implica que x € TV es decir [«) = [0]. por lo tanto € es no degenerada. Esto
prieba Yue el cociente V = TF/117L s un espacio vectorial simpléctico.

. Usando el lema 1.2.7 se probard que F = (£ N1V 4+ 117 es lagrangiano.

(EQAWW) + P = (Enirytai
= (E+WHnir
= (EnIV) +1vt,
Es decir, F es lagrangiano. Sea w € 1V tal que Q(fw], [v]) = 0 para todo
[v) € &= F/W+, como [v] = v + 11"+, entonces w(w,w) = 0 para todo v € F,
es decir w € FL = F. Por lo tanto si [w] € £* entonces {w)] € £. Ahora scan
[w} y [v] € &, entonces Q([w], [¢]) = w(w,v) = 0 porque F es lagrangiano, es
decir [w] € £1. Por lo tanto € es lagrangiano.

]

1.2.1. Relacidn con matrices complejas. Se puede identificar R*® con C*
de la siguiente manera: sean x,y € R", entonces z+iy := z € C*. La multiplicacidén



1.3. EL GRUPO SIMPLECTICO Y SU ALGEBRA DE LIE T
por i € € es una transformacion lineal de R en si mismo, iz := —y + i, v su
matriz asociada es —.J.

Un clemento A de A, 0, (R) 0s C-lineal, cuando Aéiz = idz, os decir A(—=Tz) =
—JAz para todo = € C: ol conjunto de matrices invertibles » C-lineales el cual so
denota por GL(n. C) forma un grupo con ¢l producto de matrices.

Para un producto interior en B2 la matriz identidad 7, es la que se asocia a
esta forma bilineal no degencerada en una base ortonormal. Su grupo consta de las
matrices 4 € My (R) tales que AT A = 1, el cual se conoce como grupo ortogonal
¥ se indiea por (O(2n0).

Sid e GL{(n.C)NO(2n), entonces JA = AT v AT A =TI, porlotanto AT JA = J.
Pero tambidén se vio que J oes la matriz asociada a la forma simpléctica wy de R2®
en su base canonica.

Es decir,

GL(n,C)yNnO(2n)y < GL(n,C)nSp(2n)
GL(n,C)yNnO(2n) < O2n)nN Sp(2n).

SiAe GL(n,C) N Sp(2n), entonces JA = AT y ATJA =T = ATAT =T =
ATA =1, es decir
GL(n,C)NSp(2n) € GL(n,C) N O(2n).

Si 4 € Sp(2n)NO(2n), entonces ATJA =Ty AAT =T =
JA = AJ, es decir

Sp(2n) N O(2n) € O(2n) N GL(n,C).
Por lo tanto,
GL(n,C) N Sp(2n) = GL(n,C) NO(2n) = Sp(2n) N O(2n).

Esta interseccidn es llamada el grupo unitario U(n).

1.3. El grupo simmpléctico y su dlgebra de Lie

1.3.1. Definicién. Una variedad suave de dimensidn n es un conjunto M y una
familia numerable F = {(f;,U;) | i € T}, donde f; : U; = M es una funcién inyectiva
y Ui C R" es abierto y conexo, tal que:

1. Uses filUs) = M

2. Cuando f;(U;)N f;(U;) = W 5% @ con i,j € I, los conjuntos f{ (W) y fj_l(H’)

son abiertos de R y la funcion j_l o fi es un difeomorfismo.

3.8ipe filU), pe _/'J(U) son puntos distintos de Af, entonces existen sub-

conjuntos W C U, W o< U, con ffiYp) € W y fi\(p) € W, tal que
Si(F)Ym f;(07) = 0.
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El par (f;, U;) con p € fi(L7) es Hamado parametrizacién de A/ en p, mientras que
el par (f,."l,j}(U,-)) se conoce como carta. Las parametrizaciones f; : U; — V; € A
inducen en la variedad Af la estructura de espacio topoldgico. A saber, Ias vecindades
son los conjuntos de la forma fi(117) con 117 < U7 abierto. Estos conjuntos forman
una base para la topologia sobre N, tal que V7 < M s un abierto si v sélo si para
cada p € 17, existe una vecindad de p de la forma antes mencionada contenida en
rasi, pe fi(W) C V7

En términos de esta topologia, el tercer requisito de Ia duliniri(’m 1.3.1 de una
variedad es parafrasear el axioma de separacion de Hausdorllt Si p # 5 son punlu‘s
en Af, entonces existen subconjuntos abiertos 17y Vo tal que p € 17, p e T
"Nt =0

1.3.2. Definicién. Dadas dos variedades NI, , A una transformacion o ¢ Afy —
Al es diferenciable en p € Ay, sty s6lo si para toda ¢ @ V7 <€ R" — Al
parametrizacion en ¢ (p), existe f : U € R* — Af; parametrizacion en p tal que
e(f(U)) € g(V) ylafuncion g~ logo f: U C R® — R™ e¢s diferenciable en el punto

().

Para una variedad suave A/, el conjunto de funciones f: A/ — R diferenciables
en pose indica por D(AL,p). Una aplicacion suave @ : (—e,¢) € R = A es llamada
una curva suave en A7, Suponga que x(0) = p € M. El vector tangente a la curva
xen L= 0 es la funcién 2'(0) : D(M, p) — R dada por

d(f o)
«'(0)f = o
donde f € D(M,p). El vector tangente en p es ¢l vector tangente en & = 0 de alguna
curva x : (—e, ) — M con x(0) = p. El conjunto de vectores tangentes a M en p
serd indicado por T,A/.

=0

1.3.3. Definicién. Para la transformaciéon diferenciable ¢ @ Ay — ALy, en todo
p € My y cada v € T, Al se define la derivada dp, = ToMy — Ty My de la siguiente
manera: dada una curva diferenciable @ @ (—e,€) = M, con x(0) = p y '(0) = »,
tomando o = o,

dzv = a’(0)

La dervivada dg, estid bien definida por ser lineal y no depender de x, una pruba
de esto se encuntra en [dC], piagina 9.

Sean Ay, AL, dos variedades suaves, v una transformacién o @ A} — ALy, se
dice que ¢ es una sumersion en p si do, @ ToA — Ty, My es suprayectiva. Un
punto g € Mas es un valor regular de ¢ sl es una sumersion en cada punto p tal que
©(p) = ¢. La siguiente afirmacién, cuya demostracion vmitiremos, aparece en [GP],
pagina 21.

1.3.4. Lema. Siq es un valor regular de © : My — Mo, enlonces la preimagen
N = ¢~ (q) es una subvariedad de Al\. Adends, dimN = dim M — dim Ma, y el
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nicleo de la derivada dzp, : T,A — T, My en cualquier punto p € N es precisumente
el espacio tangente a p. T,N .

Usaremos este resultado para mostrar que Sp(2n) es una variedad suave. Para

cualquier matriz 4, Ia matriz A7.J4 s antisimétrica, ya que (A7JA) = ATJT 4 =
— AT A,
Ademis, A2n) = {A € Moyxoa(R) | A7 = — A} es un subespacio vectorial da

Al‘.’ux‘.’u(R)' 1

Sea [ @ Mo (R) — A(2n) definida por f(4) = AYJ4. Observemos que
S7YT) = Sp(2n). Mostraremos que J es un valor regular de f3 para esto caleulemos
la derivada de f en A en la direccion de B:

J(A+sB) — [(A)

df(A)B = lim
s—0 &
iy (A 3BYTT(A +5B) — ATTA
= 1
& s
i sATIB + sBTJA+s2BTIB
= m -
EEad 1

= ATJB+B"JA

Falta ver que df (4) es suprayectiva cunando A € f1(J); es decir, para cualquier
C € A(2n) debe existir una B € Ay, (R) que resuelva la ecuacién ATJB +

BTJA = C. Como C es antisimétrica se puede escribir c - %CT = C. Tdémese
ATIB = 3C = B = —14JC. Verificando
(DB = ATI(—2AJC) + (—2AIC)TIA
1 1 g, _ 1 o 1 1
= —§JJC7— §C JrI = 56 ~§C = C.

Asi, [ es una sumersion en cada 4 € f~Y(J) y J es un valor regular de f. Por
lo tanto Sp(2n) es una subvariedad de Ay, <2, (R).

1.3.5. Definicién. Un grupo de Lic a r—pardametros es un grupo G que también
tiene la estructura de una variedad suave de dimensién r, de tal manera que las
operaciones del grupo

m:Gx G — G, mg.h) =ghcon g, h € G,

i:G = G,i(g) =9 ' con g € G,
son aplicaciones suaves entre variedades.

Como la multiplicacion entre matrices y el inverso de una matriz son aplicaciones

suaves, se ticne que Sp(2n) es un grupo de Lie. El espacio tangente en 4, T,5p(2n)
es el micleo de la derivada df (4) B = ATJB + BTJA, de modo que en la identidad
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1,
sp(2n) = T;Sp(2n) = {B € Sp(2n) | BTJ + JB = 0}.
Si A, B € sp(2n) entonces, AB — B € sp(2n); pues,
JAB = BA)Y+ (AB -~ BAN)TJ =JAB — JBA+BTATJ — ATRBT;
ademas, i ; '
JAB=—-ATIBy —JBA=B"JA
es decir, o
J(AB — BA) + (AB -~ BA)YJ = —AT(JB + BTJ)+ BT (JA+ ATJ)=0
Por lo que podemos definir el producto [, B] = AB — B4 en el subespacio
sp(2n). . :
1.3.6. Observaciones. Las principales propiedades de este producto son las
siguientes:
1. [, B] es bilineal.
2. {4, B] es antisimétrica. Sean 4, B € sp(2n).
[B,A] = BA — AB = —(AB — BA) = —[4, B].
3. Se cumple la identidad de Jacobi:
{4, BLC+[[B,Cl.A]+[[C, AL B]=0
Sean A, B,C € sp(2n).
[AB — BA,Cl+ [BC - CB, Al + [CA — AC, B] = (AB — BA)C + (BC —
CB)A+(CA - AC)B—-C(AB - BA)— A(BC -CB) —~B(CA ~— AC) =0
1.3.7. Definicién. Un :ilgebra de Lie es un espacio vectorial £, con una ope-
racién [,] : £ x £ — £ que es bilineal. antisimétrica y satisface la identidad de
Jacobi.
Observe que T;O(m) = A(mn) también es un adlgebra de Lie con la misma ope-
racion (A, B] = ADB — BA.
Sean A, B,C, D € M, .,(R), para que la matriz I:é g] esté en sp(2n) se debe
cumplir que B, C sean simétricas v D = — AT,
1.3.8. Lema. Sean L : R — sp(2n) continua y sea ®: R — Mayuon(R) diferen-
ciable tal que &' = LD, $(0) = [. Entonces $(t) € Sp(2n) Vit e R.
Demostracidn:
Ya que, —((b’ JO) = (LD Jp+DT JLD = ®T(LT J+JL)D® = 0 entonces, BT J P
es const.mtc en todo R, pero ®7(0)J®(0) = ITJI = J, por lo tanto (P"J(I) =Jen

todo R.
a



CAPITULO 2
Sistemas hamiltonianos lineales

2.1. Sistemas desconjugados

Sean A, B,C : R — M, «.(R) Munciones continuas para la ecuacion:

(-5 20

donde x,y : R — R*. Suponicndo que B(L) y C(1) son simdtricas, se tiene que la
matriz L(¢) de este sistema pertenece a sp(2n).

2.1.1. Definicién. El sistema (2.1) es llamado desconjugado en R € R si para
cada solucion (x(t), ¥(¢)) no idénticamente nula, el vector z(t) se anula a lo miis una
vez en IR,

En ocasiones se acostumbra pensar ol sistema (2.1) como:

(] =20 28] [¥]

donde T,V : R — Mo (R). Advierta que (F7(4),1V°(2)) es una solucién de (2.2) si
y solo st 2(L) = H()e vy y(t) = 1 (¢)e forman una solucion de (2.1) para todo vector
ce R

Definanse los subespacios verticdd V := {0} x R* v horizontal H := R" x {0}.

Sca @ : R — AMaonxon(R) la solucién de & = L(£)D que satisface ®(0) = 7. Nos
interesa buscar una familia £(¢),¢ € R de subespacios lagrangianos de R** que sea
d-invariante, os decir, G(H)E(0) = (1),

El resultado principal de este capitulo es el siguiente:

2.1.2, Teorema. Si el sisteina (2.1) es deconjugado, los siguientes limites exis-

ten
E©0) = lim ®)7'(V),
F(0) =  lim &()~'(V),

y son subespacios lagrangianos transversales al subespacio vertical. Llamaremos
subespacios de Green a eslos espacios.

2.1.3. Observaciones.
11
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. Toda solucién de (2.2) estd dada en la siguiente forma

[‘n(([t))] = a(r) [(I((g))] '

s =[1 g0

. Escribiendo

consideremos

Gy 1 0 1)
wit) = [UE/& r((/.))] =®()- [I V((O)] :

Del hecho de que ®(t) € S,(2n) se obtiene:
YY" T(t) = w(0) BT IDY(0) = w(0)TTy(0),
y asi
GV —UTH =-H©), ¢"U-UTG=0, ViecR

. Supongamos que det G(£) # 0 para + # 0, entonces para ¢ # 0 existe

X(1) tal que I = GX. Como GTV — UTII = —~H(0), se sigue que ¥V =
(GT)y~"Y=H@ )+ UTGX).

Ya que UTG es simétrica, V = —(G7)~ I (0) + UXN. Derivando IT = GX,
como G' = AG + BU y ' = AH + BV’, s¢ tiene que GXN' = —B(GT)~'1(0),
obteniendo:

X = ,\'((_-)+/“CG-‘B(GT)-‘ FI(0)

H(t) G(L)G(c)™"H (¢) + Z,(t) IT(0)

I

donde i
Z(t) = G(I,)/ GT'B(GT)".
L

- De la definicion de Z.(¢) deducimos que Z,(¢) = 0 y de (2.6) calculamos que

lim Z(t) = I. Ademads
t—0

Z(t) = AZ.+ BUG™'Z,— (GT)"Y) Vt#0
Para € > 0 se define
Z_o(t) := GU)N, + Z(t)

donde N, := —G_l(—.é’)Z,:(—E). Inmediatamente se cumple que Z_;(—s) =0,
Z_.(0) =1,y como Z_.(t) = G(t)N, + Z.(t), también

Z_(t) = AZ_.+ B{UG'Z_, — (GT)™') Vi#0
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2.2. Construccion de los subespacios de Green
Para la construcecion de estos subespacios se debe suponer que el sistema (2.2)
os desconjugado en R, por lo que existe una matriz simétrica S(4) tal que U(t) =
S()G) para toda £ # 0. Entonees U’ = §'G + SG, y sustituyendo los valores de
G’ v U7, se obtiene
(2.9) §=C-—-ATS —SBS - §4

(e se conoce como cenacion de Ricatti,

2.2.1. PRETENSION. La matriz G7'(£)Z.(t) es simétrica para toda £ # 0. En
particular, N, ¢s simétrica parva todo ¢ > 0.

Demostracion:

Sustituyendo U = SG en (2.7) v usando la ecuacion de Ricatti, veamos que
he(ty = Ze(t)
vll) = S()Zu(t) - (GT(0)

es una solucion del sistema (2.2) para toda ¢ # 0.
En efecto, tenemos que

B = 8§'Z.+S5Z.+ (GT)"HGHT(GT)
= CZ.— AT(SZ. - (GT)™") - S(BSZ.+ AZ. - B(GT)"") + 52,
= Chy— ATn,.
Analogamente 2,

ha(t) = Z_.(1)

n(t) = S()Z_.(t) - (GT@)™*
es una solucion del sistema (2.2) para toda ¢ # 0.

Calculando, w((h., ve), (F2, 12)) = —(G7'Z)T + G~'Z,. + N, para toda t # 0.
Evaluando para ¢ = —e, obtenemos —(G~'Z,)7(~€) + G~'Z.(—€) + N, = NT.
Como se preserva la forma simpléctica,

(2.10) —(G'Z)T + G ' Z.+ N, = NT

para toda ¢ % 0. Evaluando ahora para ¢ = ¢, se tiene que, N, = N7. Usando de
nuevo (2.10) se tiene que G~V Z, = (G~ Z,)7. [ ]

2.2.2. Definicion. Sea I’ € A, (R) simétrica. K es posiliva si y sélo si para
todaz 0 e R, 27K > 0.

2.2.3. PRETENSION. Si B(¢) es positiva para toda t € R, entonces N, es positiva
para toda ¢ > 0.
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Demostracidn:

Basta probar que 1\“ es positiva, porque si y7 N7y > 0 con y # 0, entonces
eseribiendo l/“‘ Ny, "N NTYN e > 0.

-1 1 -
'”( —ZNNGUN oo = ZT1 2.27'CG - Z7'GY| oy = ~ B(O).

Ast, para toda 2 # 0 la funcion real + — —eTZ7H G ) os decreciente cerea’ de
L= 0, pero —Z7H0)G(0) = 0. Por el resultado 2.2.1, la matviz —=Z7'(D)G(1) os
simdétrica para toda £ < 0 y positiva para 1 < 0 préoxima a cero, en p.ullull.u para
t = —e. Porlo tanto N7 es positiva. ]

2.2.4. Definicidn. Scdefine el orden parcial > en Al x, (R) escribiendo Ky > R
si y solo st B(O) ™Y, — A) es positiva.

Recordemos que
Z. = —B)(G(WT)™" + G'(1) / GT'B(GN)
Je

consiguiendo asi

(2.11) 2(0) - 20) = BO) [ ¢7BEN,
1

(2.12) Zut) = Z(1) = G()B(0)"1(Za(0) — Z:(0)),
con 0 < e<d

2.2.5. PRETENSION.

1. llm Z.(0) — 71(0) Q@ cxiste ¥ es simétrica.

2. Inn Z.(t) = D(!) existe (uniformemente en intervalos acotados de t) y

h(ty = D()

u(t) = S®D(t) —(GT@)t t#0
es una solucién del sistema (2.2) tal que D(0) = T, D(O) Q+ Z,(0) ¥
det D(L) 7 0 para toda t € R.
Dermostracién:
1. Definamos la funcién
folx) = 2T B(0)"'[2.00) — Z1(0)]z ¢ > 1.
Por (2.11), B(0)~'(Z4(0) — Z.(0)) es positiva, de modo que si ¢ < d, entonces
Za(0) = Z1(0) > Z:(0) — Z1(0),

es decir, fy(z) > fo(x).
Por el resultado 2.2.3, N, es positiva. Entonces

B(0) N, + (Ze(0) — Z1(0)) & Z.(0) — Z,(0),
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»ocomo ademiis 2_5(()) - Z,.(l)) = B(0).N,.. se tiene que
Z_(0) = Zy () > Z.(0) — Z(0)
para toda e > 1. es deciv, f_ () > fo().

Como ¢ — f () es mondtonamente creciente y acotada superiormente
para toda € R", se sigue que
thm fo(r) = f(r)
=2
existe para toda € RY. .
Ademiis, Z.0) = Z,(0) = BO)G(1)~'Z(1) para ¢ > 1, y asi por el ro-
sultado 2.2.1 se cumple que B(O)™'{Z.(0) — Z,(0)] es simétrica. Usando la
identidad de polarizacion se define a forma bilineal simdétrica

1
gleyy) = UG +u) = Sle =)
= lim 2T B)"[Z0) — Z,(0))y
rade-y
Existe R simétrica tal que g(r,y) = "Ry, Por lo tanto, Q = B(O)R ¢s
simétrica y es igual a lim Z.(0) — Z,(0).
. . [ade ]
2. Como lim Z,(0) — Z,(0) existe, Vy > 0, Ir tal que, si e,d > r entonces
n=—og
[ Zua(0) — Z.(0}] < 1. De la ecuacion(2.12), se deduce que
1 Za(t) = Zo(D)] < |GONBO) " .
Para intervalos acotados de £, existe A7 > 0 tal que |G(1)] < M para toda ¢ en
ese intervalo. Por lo tanto Z,.(¢) es uniformemente de Cauchy, y asi uniforme-
mente convergente para intervalos acotados de ¢, Como Iim Z(t) = D(t),
(1 (t), v(t)) es una solucion del sistema (2. Por el (.umlu d[)dltd(]() de las
observaciones 2.1.3, D(0) = I: ¥ por ¢l inciso anterior D(0) = Q + Z,(0).
]
Asf, las hipétesis de que ¢l sistema (2.2) sea desconjugado en R, que C(t) sea
simdtrica, y que B(Z) sea simétrica y positiva, implican que

E(1) := Tma [%3] = Gral S(1), S(1) = S(t) — (GT)='D(1)~",
. - e hc(l.)
es el limite de los subespacios F.(1) := Tima OIE
Observemos que G117, es simétrica por el lcsult:ulo 2.2.1. Porlo tanto |_l:ll G 'Z,
o

= G~!D es simétrica, y entonces D7'G es simétrica. Esto implica que (GT)~1D-1 =
(G [D-'GIG™! es simétrica.

Ya que S(1) = S(t) — (GT)~'D(t)7" es simétrica, por el lema 1.2:5, E({) es un
subespacio lagrangiano conocido como subespacios “estable” de Green. Tomando
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P del lema 1.3.8, recordemos que la solucion (h(?), ¢(f)) de {2.2) se puede escribir
(h(t). e(6)) = ®@)(h(0), £(0)), donde ¢(0) := I[in& v(f) es simétrica. Asf,

E(f) := Ima [{té:))j' = Ima D(f) [i'ég;] = P (+)E(0).

Por lo tanto la familia E(2) es d-invariante.

Andlogamente, considerando soluciones del sistema (2.2) con ¢l tiempo on re-
versa, se obtienen los subespacios “inestables™ de Green F(f). En este caso, para
c>1, ¢c— 7',_,3(0) - 7:'_.1(()) ¢s mondtona decreciente y acotada inferiormente por
Z,(()) - 7;_1((]). También obtencmos que F(!) es P-invariante.

2.2.6. Proposicién. Scan A1), B() = BV ). C() = CT(1) conlinvas en R C
R y B(!) positiva. Sea P(t) = O()D(a)~, donde O(1) es la transformacicn dada
por el lema 108
1. Si R es un intercalo [a,8[, § < oo, entonces (2.1) es desconjugado en R siy
solo si, criste B lagrangiano tal que W()E NV = {0} pura todo t € Ja, 5].
2. 51 (2.1) es desconjugado en un interealo cerrado [, b), entonces existe € > 0
tal que (2.1) es desconjugado en [a — e, b -+ €.
3. Si R es un intervalo cerrado y acolado. o un intervalo abierto, entonces (2.1)
es desconjugado en R st y sélo si, existe B lagrangiano tal que W(LYENY = {0}
para todo t en R.

Dermostracién:

1. Pongamos

(2.13) T(1) = [gg;; (’E;g] ., Ima [(’8;] = (V.

Dada cualquicer solucién (x, y) de (2.1) que es vertical en £ = o, hay un vector
c € R* tal que w(t) = H(t)e, y(t) = V(). Si (2.1) es desconjugado en
R, entonces det FF(t) # 0 para n < | < ¢, pues si existe un ¢g #% 0 tal que
IT(t)eog = 0, entonces x(t) = IT{t)ep se anulaen £ = a v en ¢t = ly. Asi el
espacio lagrangiano deseado es E = V.

Reciprocamente, sea 2 un subespacio lagrangiano con W(I)ENY = {0}.

Sea W (4)IF = Tma [gé:g], entonces det G(t) # 0 para a < + < §. Delinamos

una solucion de (2.2) por

Zu(t)

G(/,)/"IG-'B(GT)-‘
Va(t) = —UG™'Zu(t) - (GT)y"N()

Como B es positiva, GT'B(G7)~! también lo es, de aqui se sigue que det Z4(t) #
Oparad <t <. Si(z(t), y(¢)) # 0 es una solucién de (2.1) que es vertical en
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t = d, entonces debe ser de la forma (:u(t), y()) = (Zult)e, ‘]l(l.)(:), de modo
que x(f) no se anula para d < 1 < 3.

Falta mostrar que si (x(f), 4(/)) # 0 es una solucicn de (2.1) tal que
a(a) = 0, entonees () # 0 para o < { < §. Para esto, basta probar que si
a < d < 4, enonces existe una solucion (F7(¢).17(¢)) de (2.2) tal que H{a) = 0,
IV = VIIT v det IT(1) # 0 para a < | < d. Expresemos

(2.14) G) =G - T -G~ ()Za(1)]

tal que G(1), Ui(t) = BY G, — AG)) es una solucion de (2.2) y GTU, =

UTGL. Ya que B es positiva, ol factor =T — G=Y (1) Z4(4) de la formula (2.14)

es negativo para a < ¢ < . Por lo tanto el det G(8) 2 0 para a < t < d.
Andlogamente,

3
cw=aw|-1- [erBEh™],
o
¥ por consiguiente,
ot L
[- r+/ B [-1 _/1 GriBGH™ = 1.
o o
Puesto que el primer factor es negativo para a < t < d, el segundo factor
(que es el inverso del primero) es negativo. Definiendo Ky > K si y sélo si
K, — K. es positiva, tenemos que
ot et
Puy =~ [ GriaEh = [ ertpeh
d ¢
es decreciente para a < { < d y ademds T = P(t). De aqui se sigue que:
ol
(2.15) P(a) = lim P(I.)=/ Gl B(GT)~!
t—at a
existe. Escribiendo
.t
(2.16) 7 =G [ GriBEn,
3
se tiene que FI(t),V(t) = B-Y(H' — AH) es una solucién de (2.2) tal que
'V =VTH, H(a) =0y det H{t) # 0, para a < t < d.

2. Si (2.1) es desconjugado en un intervalo cerrado [a,b], entonces ()Y NV
{0} para a < ¢ < h. Por transversalidad, existe € > 0 tal que F()V NV
{0} para a < t < b+ e. Por el primer inciso de esta proposicién, usando
E(t)y = B(t)V, el sistema (2.1) es desconjugado en a < & < b+ €. Por el

mismo argumento, usando ahora que E(t) = W(b+ e — 1)V, s¢ muestra que
existe € tal que el sistema (2.1) es desconjugado para a — e < ¢t < b+ €.
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3. Si R es un intervalo cerrado [a, b], podemos extender .-l(/) B(t), C(t) continu-
amente sobre un intervalo [n—e, b+e] D Rtalque B = BT, C = CT vy B(1) sea
positiva. Si e > 0 os suficientemente pequeiia. entoncees (2.1) es desconjugado
en [a—e, b4¢] si ¥ s6lo si es desconjugado sobve R Ya que [u ] C [u—e, b+ef.
el caso R = {a, 4] de la proposicion se sigue del primer inciso.

Considere R abicrto. El argumento usado en el caso (o, 0] muestra que si
existe I lagrangiano tal que W()E NV = {0}, para 1 € R, entonees (2.1) os
desconjugado en R.

a

2.2.7. Proposicién. Supongamos que existen ty > 0 y k > 0 tales que [|S(L)|| <

ky IS < k para toda |t] > ty. ., entonces para todo R > 0 existe T = T(R) > 0
tal que |G(t)u| > R|v] para todo |t} > T y todo v # 0.

Demostraciéon: Sca
M(t) = /t'°o G~ (s)B(s)(GT(S)) s
Como
Z(t) = G(t) / G=\(5) B(s) (GT(5)) " \ds

y D) = hm Z.(t), tenemos que D(s) = G(s)M(s) para s > 0. Consideremos las
soluciones S(l) S(t) de la ecuacion de Ricatti (2.9), luego
S(t) — Sty = =GT()'M@E)T'\GU) >0
Para |zl =1y t > {y,
[<A()TICU) L, G T > < |<S (), x> + |<S(E)a, 2> < 2k,
Sea A(4) el valor propio mis grande de A(t), ¢t > 0. Ya que A(L) es positiva,
tenemos A(4) > 0 y [|A7(4)[] = A(¢). Ademais,

2k = |<M(E)TIG() T e, GE) T > | = ——|G () x)?

\(’)
IG(t) e < (gknnr/(t)n)* Vizl =1, t > lp.
, entonces si {v| = 1, tenemos que

[G(¢)

1 1
P2 EaE 2

(2riarol)’

Ya que A (L) — 0 cuando ¢ — +o00, dado R > O existe T > £y tal que /2k||M ()| <
1/R para todo t > T y entonces [G(t)v| > R paratodot > T y |vf=1. [}

L >y




CAPITULO 3
Sistemas hamiltonianos sin puntos conjugados

3.1. El haz cotangente

Sea Al una variedad diferenciable de dimensidon #. Una funcidn lineal sobre ol
espacio tangente a A en un punto ¢ se llama vestor cotangente a A en . El
conjunto de todos los vectores cotangentes a Al en g forma un espacio vectorial de
dimension n, dual al espacio tangente T,A . Este espacio dual se denota por 77 S
v se Hama espacio cotangente de A en q.

La union de los espacios cotangentes a la variedad en todos sus puntos es llamado
haz cotangente de A7 v se denota por T*AS. Una T—forma en A/, es una funcion
w M — T*A7 tal que para toda ¢ € M, w, € T,;;\I. Por ¢jemplo, si f: A = R,
entoncees of ¢s una 1—forma en AJ.

St (g1, ... 5 ga) s una cleccion de coordenadas locales en Af, entonces las 1—formas
dgy, ..., dy, forman, en cada punto de Ia vecindad coordenada, una base para el es-
pacio cotangente v delinen una coleccion de coordenadas locales en T°A maodiante

n
(s e e e sl D1y ooy B2y) ¥ Z vyely;
i=1
Asi, T*Af tiene una estructura natural de variedad diferenciable con dimension
2n. Hay una proyeccion natural @ @ T*Af — A definida enviando cada 1-forma en
T,Al al punto . La proyeccion 7 es diferenciable y suprayectiva. La preimagen de
un punto ¢ € A baju = es el espacio cotangente T,,‘x\l.

3.1.1. Definicién. Sea A/?"* una variedad diferenciable de dimension par. Una
estructura simpléctica sobre A/?" es una 2-forma diferencial w sobre A%, la cual
es cerrada, o sea dw = 0, y no degenerada. La pareja (A %", w) es llamada variedad
simpléctica.

Un cjemplo es R*® con coordenadas {(q,p) = (q1,--. , Gy P1y--- . Pn) ¥y la forma
simpldctica wy se define
n

wp = Z doy; A dp;.

i=1
3.1.2. Proposicidn. El haz cotangente T*' M tiene una estruclura simpléctica
natural. Esta estructura estd dada localinente por la formula

(3.1) w=1dgAdp

19
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Demostracion:

Primero definamos una 1-forma distinguida sobre T*°A7. Sea v € T,(T" M),
con p € TyAM. Con la devivada di @ T(T°M) — TAI de la proyeceién natural
7 T*M — A, se obtiene un vector da(r) € T,A7. Ahora, delinnos una 1—=forma
O sobre TA por la relacion O(v) = p(da(e)). En las coordenadas locales doesceritas
arriba, esta forma es @ = pdy. Siw 1= —dO, entonees w = dg A dp. Tor lo tanto w
os una 2—forma cerrada v no degenerada.

]

3.1.3. Definicidén. Scan (Af,w) una variedad simpléctica y 77 ¢ A7 - R una
funcién C3. Tl campo vectorial X determinado por la condicion

(3.2) w(N,v) =dIl(v),
se conoce como el campo vectorial hamiltoniano y I es su funcidn energia.

3.1.4. Proposicién. Siw es la estructura sinpléctica natural de T* M, el camnpo
hamiltoniano N se escribe en coordenadas comno

- o ol
(3:3) N = ( ap’ ~ Oq
[22i4 0” [2)74 of o
donde allx U B ) 1 0—,! ( 7R ,5-(-1: )
Demostracxon: oH orr )
Definamos X por X' = %I-)—, _(')_q ) » verifiquemos que w(\X, v} = dH ().
. ., _oH . _ _om
Por construccion, dg(X) = pr y dpi(X)=— aq
Asi,
n
w(X,v) = D dg Adpi(X,v)
i=1
= D da(N)dpi(v) = > dai(u)dpi(N)
.'_1 i=1
o
= Z P ~dpi(v) + ——dq,(v) = dFI ().
i=1

[}

Dados una variedad M y un campo vectorial ¥ en M, para cada p € M sea I,

el intervalo maximal donde hay una curva integral c: [, = M de Y con ¢(0) =p y
seca D= {(p,t) e M xR:t el,}. Sepuede demostrar que D es abierto en M x R
y que existe una unica transformacion ¢ : D — M tal que L — (p, £) es una curva
integral en p, para todo p € M. Esta transformacion ¢ se conoce como la integral de



3.1. EL HAZ COTANGENTE 21

Y, la curva £ — ¢(p, 1) es la curva integral maximal de Y en p. El campo vectorial
Y es completo si D =M x R y en tal caso, ¢ es llamado el flujo de Y7, '
En lo sucesivo, .\ es el camnpo vectorial hamiltoniano asociado a una funcién 1.

3.1.5. Proposicién. Sic(t) es una curva integral pura X, entonces IT{(e(1)) es
constante en f.

Demostracion:
Por la regla de la cadena v (3.2), se tiene

7’117’,((’(’)) dIT(e(L)) - &(1)
dH (c(t)) - XN(c(t))

w(X(e(t), X(e(£))) =0

i

i

m}

3.1.6. Definicidn. Sea Af una variedad de Riemann, un hamiltoniano H :
T'M — R es:

* convexo, si ¢n todo punto de 7* A la matriz hessiana 7, es positiva definida;

e superlineal, si

fim {2:P) _

—+00.
Inl—ee [Pl

Los conjuntos de nivel T = H~{e¢} se conocen también como niveles de energia
de . Si A es compacta y ¢l hamiltoniano superlineal, entonces los niveles de energia
son subvariedades compactas. Ademas, como el campo vectorial hamiltoniano X es
Lipschitz, las soluciones estdin definidas para todo R. La afirmacién anterior se sigue
de un resultado de la teorfa de ecuaciones diferenciales, que se puede encontrar en
[AM], (teorema 2.1.18, pdgina 70).

Como X es completo, definimos la aplicaciéon ¢ : R x T*A — T*A conoci-
da como el flujo hamiltoniano de J7, y denotaremos ¢, := ¢{{,-) para este flujo
hamiltoniano sobre T AT,

3.1.7. Ejemplo. Dadas una funcion U : A/ — R, una métrica riemanniana <, >
y una 1-forma w en Af, consideremos el hamiltoniano electromagnético

(3.4) H(x,p) = %[[)«- w(x)|® + Ux).

Las ecuaciones de Hamilton son

& = <p-— “'1(‘7‘-)) - >
b dw(z)(E, -) — dU(z).

dt

i

(p—w(z))
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D .
donde o Ia derivada covariante para la conexion de Levi-Civitta definida por
1
la métrica viemanniana. La funcién U7 y su derivada d07 representan el potencial ¥
campo cléctricos, mientras que dw representa el campo magndético.

3.1.8. Definicidn. Si 7 es la proyeceion candnica, w : T°M — M, v 0w € T M,

e se entenderi por subespacio vertical a

V() =Nuc(dr,) ={v € T,T M |dme =0},

e ¢l punto @ se lamrd desconjugado, si

dee(V()) NV (se(e)) ={0}vVIeR

La drbita de un punto & € T* A, es ¢l conjunto 2 {(x) = {(p,g) € T M | (p,q) =
@(:e) Vi € R} v se nombra desconjugada si todo punto (p,q) € () es desconju-
gado.

En adelante, supondremos que Af € RY y por consiguiente 723/ € RY x RV*.
Observe que Ty ) (T M) = T,M x T;(T,Al) = T,A x T; M asi, el subespacio
vertical es V(g, p) = {0} x 77 Al ¥ el subespacio horizontal es H(q. p) = T, x {0}.

Sea U < RY una vecindad tubular de A7, denotemos con v : U — A la proyec-
¢ién candnica, con p : RY — A7 una extension suave de v, y con v Al = U a
la inclusion candnica. Sean o € RY | y € RY*, observe que la funcion v o dipery ¢
TpnyM — R, es un clemento de Tﬂ‘(”i\l. La extension II 1 BRY x RY* — R del
hamiltoniano 77, se define

(e, u) := H(p(x),yodiyry).
Recordemos que el campo vectorial X es una aplicacion, de T°A a T(T*M), en
In que cada # € T*A se le asocia un X(0) € Tp(T*Af) C Ty(R* x R*™); vy se
logrd escribivr XN(€) = (I, —I1,;), dgnde

H, = DQ}—II'I‘;AI
Hy, = Dlﬂl'rqu

3.2. Los haces de Green
Tl objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado:

3.2.1. Teorema. Supdngase que la 6rbita de @ € T* M es desconjugadae y H(0) =
¢ es un valor reqular de FI. Entounces existen dos subhaces lagrangianos g, ~tnuvarianies
E,F CT(T Al alo largo de la drbita de 8 dados por

B@®) = Jlim de(V(#(6)))
F(8) = lim de(V{(e-i(0)))
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Ademnds, E() UF(#) C TS, E(@)NV(H) =F(@)NV(H) = {0} v (X)) C EW@)N
F(#). donde N(8) = (ITy, ~I1,) es el campo vectorial hamiltoniane y & = H~'{c}.

Sea ¢ ¢l lujo de X, por lo que la ecuacion de Jacobi del hamiltoniano es:
o= do. o | I, -
(3.5) ey = T | Doy

Sean 4 (8) = @#) = (4(¢t), p(1)) una curva integral de Xy g(2) : R* — Ty M
una {amilia diferenciable de isometyias: obteniendo g*(4) Ty M — R*. Delinase
T s R x R — Ty M x Ty M =T, (T*Al), como

T(t) = [”((),) 11'(?)"] .

El siguiente diagrama define una curva de simplectomorfismos ®(8):

TAT M) —2Z2D T (T M)
r(())[ [r(z)

R" x R** __I(”__ R" x R"*

Sea F(£) = ® (D)™ = 4 B € sp(2n), es decir, ®'(L) = F(£)P). En el
C D

diagrama sc¢ ve que T(£)D(t) = dg(0)T(0). Derivando y utilizando la ecuacion de
Jacobi (3.5)

[ T | dedorro)

T/(2)®(t) + T(E)F(£)D(¢) Iy —ITy

- Hpqg  Hyp
h [""'m —Hy T(He)

¥y entonces

F(u) = T(6)~" [”ﬂ; Hoe ] T(8) — T()'T'(1),

—Hgy —Hyy
.’]_lfipqg _!1_1912 !]_ll'[pp!]._1
(3.6) F() = ot J
_g.l',qq!] —g'fl,",g‘_l _g.(l_Ly‘_l

Por lo tanto; B = g~ 'H,,9""1, es decir, B es positiva si y sélo si H,, lo es.
Sca V:= {0} x R"*, y observemos que
3.7) o (V{(e(8))) = dop {(OT(1)Y = T(0)B(1)~'V
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» Por lo tanto,
3.8 ) = i = (V (e = D) i “ly =
(3.8) E(0) = lim dey' (V(#())) =T(0) lim &()7'V = T(0)E(0)
Como By C son simétricas, por la la construceion de los subespacios de Green

hecha en la snbseceion 2.2, podemos concluir que el limite anterior existe. Andloga-
mente,

F(0) = Jdim de(V(e-e(9))) Jim dizr (Vi)

r (o) IEEIN(T’(I)_‘V = T(N)F0)

que tambidn se saboe gne existe.
Obsérvese que

(3.9) E(w.(0) = lim del (V@) = doE(0)
(3.10) = T(s)P(s)E(0) = I(s)E(s)

y analogamente para ¥
3.2.2. Ejemplo. Sec define la equivalencia ~ en R? mediante
(erymn) ~ (wo,y2) = ra—x\ €2, 42 —in € 2.

Ll cociente R*/ ~ se conoce como el toro plano T2, Si se tiene el hamiltoniano
IT(q,p) = .—_',-]p]", donde g = (x,y) € R* y pe T, T*. Se tiene ¢l sistema:

HEERA

La lincalizacion del campo a lo largo de coalquier trayectoria satisface la ecuacion

de Jacobi:
x| _ |0 T| [z
/2 LV I 72

ct + 11]

con el flujo
[

Dguld,e) = [

Observe que ¢t + o sélo se anula en un valor de ¢, por lo que no hay puntos
conjugados. La solucién que al tiempo T se hace vertical es aquella que tiene como

condicién inicial:
5] = [-ire]
#(0) —d/T]|

tomando los limites cuando T — =*co se obtienen los haces de Green, que coinciden
ambos con el espacio horizontal.
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3.2.3. Ejemplo. Sea S una superficie con una métrica riemanniana <, >, Uti-
lizando la metrica para identificar TV con T*)M, consideremos el hamiltoniano
H(e,v) = § < v,r >. Las ceuaciones de Tamilton se reducen a la ccuacion de las
curvas geoddsicas

D
=1 =90
ot !
La ceuacion de Jacobi a lo targo de la geodésica ~. se reduce a
D2y . . .
(3.11) - T REWYO)in =0

Un campo ¥V que satisface (3.11) es Hamado campo de Jacobi a lo Lugo de ~.

Sea N un campo paralelo a lo largo de la geodédsica ¢ v perpendicular a clla.
Separemos los campos de Jacobi en sus componente tangente a la geodésica, a(l),
y perpendicular a ella, J()N. Si en ~(4) la curvatura es negativa, es decir, igual a
— 2, se tienen las ecuaciones:

d%a
2 =

(3.12) T 0

. d27 .

Si U es constante, las soluciones de (3.12) son
a(t) bt + ¢
Jy| _ et ¢ ele— it
al(t)] = b
J'(t) hiKelNt — ¢y Ke— Rt

Observe que bt + ¢ y et + cie="* s6lo se anulan en un valor de £, por lo que
no hay puntos conjugados. La solucidén que al tiempo T se hace vertical es aquella
que tiene como condicién inicial:

w{0) c

J) | _ o — cem?hT

a’(0) | —e/T :
J'(0) —RKe¢y — ey Ke 28T

Tomando ¢l limite cuando T — oc, se obtiene el espacio de Green “estable”
E = {(¢, 1,0, —=R'¢y) : ¢,c; € R}. Analogamente se obtiene el espacio de Green
“inestable” F = {(e, by, 0, b)) : e, by € R},

Volvamos a la demostracion del Teorema 3.2.1.
Considd 2 27 un subespacio lagrangiano de TpT* M. Supdngase que para £ ¢n
algin intervalo § — e, €[ tenemos que

(3.14) de(E7) N V(o) = {0}
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El subespacio E = T(0)7'E* es lagrangiano y aplicando T(#)~" a (3.14) tenemos que -
GUNFE)N YV = {0}

yasi P()(E) = Graf S(¢) donde 5(1) es una solucion de la ecuacion de Ricatti (2.9).
Si se define S(2) := g (1)7LS()g(1)~, S satisface 1a ecuacion de Ricatti:

(3.15) S+ S, + S8+ 1,5+, =0

Cuno g(f) ¥ por consiguicnte g*(¢) son isometeias, || S| = IS}

S(0) .
TunM T M
yu)[ [y'(n-'
e He
R" 0 R

Sea [gég] la solucion del sistema (2.2

Yl _ [A@) B 7

Vi T le@) =ATW ] v
tal que G(0) =0 y U(0) = I. Sea Sy(t) la solucion de la ecuacién de Ricatti (2.9)
dada por U(t) = Sp(£)G (). Definase Y (1) := g(£)G(¢)g*(0),

(3.16) Ty M e Ty M,
y'(ﬂ)[ [ﬂ(t)
RH‘ T R"-
entonces ¥V = (Hpy + HppSo)Y, Y(0) = 0 y ¥(0) = H,,.  Ademds, considdérese

Z.(t) 1= g(#) Zo(t)q(0)~".

Como E = Graf §y = Ima [So] , obtenemos que

7 = = Tmns g(t) = Graf §
(3.17) E(p(#)) = TH)E(L) = Iima [{](t)“‘Sa(l.)] = Graf Sy(t)
Por lo tanto es conveniente definir S(g,(#)) = $y(¢).

3.2.4. Lema. La funcidn w(t) = Rcoth(Rt —d), con R > 0 satisface:
W+ w? — R% =
w< 0, w(—!+ ;—:) = —w(t+ ;_l{

@10

litn w(t) = R, lim w(t) ==R
t—o0 t——o0
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[&]
-1

lim w(t) = —co
T )

0 = 25,

i i

3.2.5. Proposicién. Cualquicr solucidn simdétrica

S(0.1) : Tasun M = To M
de la cecnacion de Ricalti definida para t > 0, estd acotada uniformemente en t > 1,
s decir, cxiste A >0 tal gues
HS@, D<A veeZ, 51

Demostracion: )

Por el teorema espectral, basta probar, que <S(#, ), x> estid acotada uniforme-
mente para ||z =1y 1 > 1.

Na que IT;, =11, v S* = 8§, tenemos que

b e

S+ 8,8+ M, 8+ 5 Hy + 1, =0
Sean Ky := (Ip) " g vy Vo(t) = 5(8, 1) + Koo (#)). Entonces
VA VY = Ky, Ky + Ko — Hy,
Ahora, definase K= IT,, — K, Ky — I\"m asi
V41",V 4+ K =0

Puesto gque Ny(f) » R'(#) son continuas, estdn acotadas uniforinemente sobre el
nivel de energia. Por lo tanto basta probar que <u, Vya> estid acotada uniforme-
mente sobre £ > 1y 8 € . Observe que Vy(4) no es necesariamente simétrica.

Como <y, Hp,y> es positivo ¥y £ es compacta, existe un entero A tal ques:

(3.18) <, Hpp®)y> 2 320l Vo ex.
Escijase IR > 0 tal que:
(3.19) |<a, N(8)x>| < MR* vHex, Jlz|l=1.
Observemos que |<a, Vp(£)x>] < M Rcoth(R) para todo # € . Sean &, € X,
[lf| = 1. Escribamos V() 1= Vo, (1), p(t) := I, (:5e(60))-
1. Supongamos que existe Iy € R tal que
<ux, V' (to)x> > M Rcoth(R)
Existe dy € R tal que A Rcoth(Rtg — «y) = <x, V{({g)x>. Observe que
dy > 0y £y > ’Fl: > 0. Escriba w(f) := Rcoth(Rt — dy) entonces w(l) es

solucién de i+ w?—~R? = O para t > ’E" En particular M+ Mw?2—MR2 = 0.
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5]
[

Sea f(t) = <u, V' (t)ae> — M w(t), entonces f(ty) =0y
)+ (<V (), LV (ae> — Alw()?) + (<o, K{t)a> + MR*) =0,

Usando la desigualdad de Schwartz y (3.18),

Alwi(ty) = %(AIU'(IM)"’:-.—‘1—,-(<.'l',\'(lu).l.'>)."

1 . - . .
< ﬁ_[-”‘ (fo)el]® < <V (to)e, I (to )V (Lo)ar>

Lo anteriov y (3.19), implican que f'(fy) < 0. El mismo argumento puede
aplicarse para cada tiempo ¢ tal que f(¢) = 0.
Por 1o tanto <z, V(1)e> < Mw(t) para todo ¢ > fy ¥ <z, V(H)a> >

| Mw(t) para toda ’Fu <t < ty. Entonces
T

lim <a, V(£)e> = lim Afw(t) = +co
e P

Ya que do > 0, se contradice la existencia de V() para £ > 0.
Por lo tanto, tal ty no existe v <z, 1V (#)x> < M R coth(R) para todo ¢ > 0.
Ahora supongamos que existe £; € R, |lz]| =1 tal que
<, V(l)e> < —AMR.
Comparemos <z, V(£)z> con Mwi(t), donde w(t) := Rcoth(Rt —~ d,) es

tal que AMw(4,) = <x, V(L )ae>. Observe que w(#) esti definida para £t < %

N

ol Lo R
y en este caso d; > 0y —I—é > t; > 0. Un argumento similar al del inciso
. - It
anterior muestra que <z, V(£)z> < Muy(4) para &) <t < T%
Ya que
lim wun(t) = —oc0,
p— ™

It
se contradice el hecho de que 17(¢) esté definida para toda ¢t > 0.

3.2.6. Corolario.
1. La solucién Sy(t) en la ecuacion:

(3.20) YV = (Hpy + H,pS0)Y , Y(0) =0, ¥(0)= Hy

estd acolada uniforinemente para |t| > 1.

2. Las soluciones S(¢(0)). U(we(P)) correspondientes a los haces de Green
estdn acoladas uniformernente en .

3. Las soluciones Sy(t) ,Sy(t) estdin acotadas uniforrmmemente en 6 € .



3.2. LOS HACES DE GREEN

La siguiente proposicién establece que
lllli—l};o lldm o rlg,(ﬁ)l‘.w)” =+00 VHET

3.2.7. Proposicién. Para todo R > 0 existe T = T(R,0) > 0 tal que |Yy(2)u| >
Rlu] para todo [t} > T y para todo u € TyAf — {O}.

Demostracion:

Como Y (1) = g(1)G(1)y*(0), ¥ g(f), g°(0) son isometrias, ¢l enunciado es cqlu\-
alente a que para todo R > 0 existe T = T(R) > 0 tal que IC'(I)u[ > R|v| para todo
|t > T » para todo ¢ # 0, lo cual fue probado en la Proposicion 2.2.7. [ns}

Para # € T° A/, se define:

B(H) := {& € Ta(T M) | supdizelf) - €] < +o0}
teER

3.2.8. Proposicién. Si la ¢-drbita de 8 € T'AM es desconjugada, entonces
B(#) € E(F) NF(#H).

Demostracién:

Scan € € B(#) y (¢ € Er(0) := do_r(V{(er(6))) tal que da(6)Cr = dm(#)E, en
particular & — ¢ € V'(0).

Ya que Tlll_*l'l Er(f) = E(H) » E(8) th 17(8), se sigue que

—r o0
¢ = lim (r € E(6)

existe. Ademds, dm o llcpr(f ¢r) = rlr o 11997 (€). Ya que dmr o dpr(£) estd acotado
para T > 0, por la proposicién 3.2.7, .
- lim (E —¢r)=0
"2 que (¢ — { € E(0), tencmos que € € E(8).
Similarmente, si yr € Fr == der (V (-r(6))) os tal que dr(8)nr = dr(6)E, entonces
Am e F(G) . lim (§—nr)=0.
m]

3.2.9. Corolario. 5i la drbita de 8 es desconjugada entonces:
1. {\(8)) S E(W)NF(#)
2. E(®) UFW®) C 7»S
Demostracion:
El primer inciso es una consecuencia directa de proposicién 3.2.8.
Recuerde que w(N, &) = (&) y entonces
T = {€ € TyT M | w(X(8),E) =0} .
a que F(f) os lagrangiano y X (8) € F(8), se tiene w(X(F),&) = 0 para todo
£ € E(#). Porlo tanto F(8) C Tp=. Similarmente E(6) C .
D
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3.3. Sistemas lineales periddicos

Consideremos P : R — MMy, 00 (R) continua v periddica, es decir, oxiste 7 > 0
tal que P(t 4+ T) = P(t), para

(3.21) P = P()D .

3.3.1. Proposicién. Cualquicr solucidn fundamental ©() de (3.21) se puede
representar como:

(3.22 D(1) = Z(t)etH,
donde Z(L + T) = Z(t) y R es una malriz constante.

Si ®(0) = 7, entonces Z(0) = T, ¥ asi d(nT) = "™ = H(T)™.
Sea E(E, E*) la suma de los espacios propios generalizados correspondientes a
los valores propios de R con parte real negativa (cero, positiva). Se tiene la escision

(3.23) R’.’n - E\ @ El:e Eu

invariante bajo ®&(7T) y tal que

veElE"® E" = litm L log |B(T)™"v} <0
m—=+c 1

veE" e E" = lim —l-]u;;|<T’(T)"‘1)| <0
m==2 11

3.3.2. Proposicién. Sean P : R — sp(2n) continua y periédica, E(0),F(0) los
subespacios de Green y R = E* @ E°@® E* la escision (3.23) correspondienics.
Entonces

1. FCEO0)C ol

2. E*CF() C "o E*

Demostracién: Sdlo probaremos
(3.24) E*CF(0) € E*e© E°,

pues las otras inclusiones son similarves.

Primero se probard la segunda inclusién. Observe que para 7 = (0,v) € V, se
tiene que PT = (G(4)n, x). Copiando la prucba de la Proposicién 3.2.5, se demuestra
que las hipotesis de la Propdsicion 2.2.7 se satisfacen y, entonces YV N E* = {0}.
Existe un subespacio 2 C E* @ E® y una transformacion lineal L : R — E* tal que
V==Gral L.

Seal< < 1<A<y!tal que

(3.25) NonT)| il < o™ o 19(=mT)| pgmell < X

Esl
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Sea 12, := ®(nT)V. Entonces
1 = DP(nT)YGeaf L
Graf [‘r’(H!T)L‘T’(—IIITH"]
Yaque O(—miT) C K" £ por (3.25) tenemos que:
NBEnTYLEB(~nt)|ge]] < " TATILY

N como gt AT 5 o0, obtenemos:
FO) = lim V., = lim (Tm)RC F*"e .
t—r 400 [Ny
Ahora probarcemnos la primera inclusion. Sea {e1,-- -, e, } una base ortonormal de

F(0) y definase euq = Jej para i =1, ..., n. Como el subespacio F(0) os lagrangiano,
{1, 0, e} os una base simpléctica. La matriz @(nT) con respecto aesta base es:

O(nT) = I:‘\"" C':'"}

Y m
con U = X'y ULG,, simétrica.
Ya que F(0) € E* ® E-, se sigue que
1 ; 1
li —log }U;Twll = i —log || N,
s T log 1U" wli mh"ilao m tog Il Nl

para todo w € R". Esto implica que

. 1
(3.26) lim —loglU;Twl| = 0.

m—r+30 771
Supdngase que " g F(0). Tdémese v € E* — F(0), entonces v = w <+ = con
z € F(0) y 0 # w € JF(0). Tenemos que $(—)v = u_y + (+,U;'w) con u_, €
F(0) € E*® E° Ya que Uj'w € JF(0), y F(0), JF(0) son ortogonales, tenemos
aue [B(=t)ell < U5 wll.
1 ) i — log =T > ne ;
De que mI—L':L]oo o log {|lUSTw|| = 0, obtenemos que

. 1
lim —
m=xo00 7711

log [P (~t)vil = 0.
Esto contradice la eleccion de v € EY, : a
3.4. La transformacién exponencial
Sea g un valor regular de la restricciéon de « : T°AM — M a un nivel de encrgia
¥. Se define la transformacion exponencial del hamiltoniano,
oxp, : Ty M — M, exp,(t0) = w(ze(8)) .

donde # € TN Ty M.
En Geometria, para un punto p € M y un vector v € T\, se consideraba la
geodésica (¢, p, v) que en el instante ¢ = 0 pasa por pcon velocidad v, y se definia la
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aplicacion exp,, : U — M, con U7 C TA/ un abierto con ciertas caracteristicas, como
exp,(v) = ~(1,p, ). St M es una variedad de Riemann completa, simplemente
conexa ¥ con curvatura seccional k(p. o) < 0. para todo p € M v todo o € T,ALL
Hadamard demuestra que Ia exponencial exp, s T MW — A es un difeomorfismo, 1a
demaostracion de este hecho se tiene en la seecion 7.3 de [dCJ.

Por lo que, un problemaintevesante es ver, si el levantamiento de Ia exponencial
hamiltoniana exp, : 7,0 — A a la cubierta universal, os un difeomorfismo en un
nivel de energia sin puntos conjugados, en particular, si la cubicrta universal AT
es homeomorfa a R®. En esta seccidn se ve bajo que condiciones la exponencial
hamiltoniana sobre 770 es una inmersion.

Otro corolario de la proposicion 3.2.8 dice que la proyveccion de un nivel de
energia, os la variedad M.

3.4.1. Corolario. 8§ M es conexa y & cs un nivel de encryia reqular sin panlos
congugados, entonces () = Al

Demostracidon:
Para 6 € T, dw(#) : F(#) = Ty es un isomorlismo; por el corolario 3.2.9,

F(#) C TyZ. Tor lo tanto, 7 : £ — A es una transformacion abierta. Ya que Af es
conexa, entonces w(X) = Af.
]
3.4.2. Proposicidén. Para 0 € , se define
") := (V(O)NTHE) & (X)) .
Si la drbila de @ es desconjugada, cnlonces para toda 1 # O se liene que
A (117°(8)) NV (2(9)) = {0}
Demostracion: Supongase que existe b > 0 tal que .
(0, wp) € oz (J17(8)) MV (52,(6)) 5 {0} .

Sea (ko, wp) = die_py(0,up) € 1 (H). Ya que el segmento {(;:(())II. € {0,c0[} no -
tiene puntos conjugados, se sigue que kg 5 0.

Escriba FIL,(L) := H,(2(0)), f1,(1) := H,(ge(#)). Ya que

1) = (V(0) NTyS) © (N (8)). X (8) = (IT,(0), = 17,(0)) ,

tenemos que kg = o I7,(0) para algin o # 0. Dividiendo wy, por o, podemos suponer
que o = 1.

Sea (h(t), (1)) = dp (N(B) — (ko 1v)) € dige (W (0)) C Tory S,
entonces h(0) = I7,(0) — ky =0, 2(0) £ 0 ¥
(3.27) h(b) = dz[X (12,(8)) — (0, u)] = Hy(b).

Ya que (h(0),1(0)) € TpX, obtenernos
(3.28) 0 = dI7(h(0),n(0)) =< IT,(0), h{(0) > + < F,(0),u(0) >=< H,(0),»(0) > .
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De acuerdo con (3.17), el haz de Green estable estd dado como

(3:20)  E(au(8)) = T(OEW) = Tma [,,(/)'-']—({)sﬁ(/))n(,)] = Ima [S(;,l()(;()l))D(t)]

donde D(4) estid definida en la Pretensicn 2.2.5 y D(t) = g(t) D(£)g(0)~".
Si ponemos (a(t), y(2)) = T)"H(h(¢), £(1)), tenemos que
a(l) = D(t) ./"‘t D™Ys)B(s)(DT(s))~ y(0)ds
Como ademiis v(0) 5 0, tenemos que
(3.30)  <D{B)~ h(l), #(0)> = <D(B)~ (), y(0)>
= /n.h<13(5)(D"'(-5'))_l!l(O), (D7(s))"'y(0)>ds > 0

Ya que XN{(p(8)) € E(p(F)),
(Fp0), = I,(1)) = X (2(8)) = da(XN(8))
doy (FIL(0), S(8) F,(0))
(D) I1,(0), S(25(8)) D (h) F1,,(0))
De la primera componente obtenemos que 77,(0) = D(b)~ T, (b) = DB~ th(b) =
I7,(0). Remplazando esta ecuacién en (3.30), obtenemos que <IT,(0),v(0)> > 0.
Esto contradice la ecnacion (3.28). a

3.4.3. Corolario. Sca H : T*AM — R convero. © = H-'{e}, q € w(X) y
suponge que para lodo 0 € T, M N E la drbita {p(6) ]l > 0} no tiene puntos
conjuyados.  Fntonces la transformaciion exponencigl exp, : T, M — M es una
inmnersion.

Demostracién: Para 8 € T, = n~ ' {¢} N I, tencmos que exp,(18) = w o ¢ (#).
Considérese la escision
Tw(T; M) =T A =Ty(Z,) @ (0).

La derivada dexp,(16) : Ty M = Trpd estid dada por:

d c'\.p"(,ﬁ)lvw)n'ru*‘ = dro rlga,(ﬁ),v(o)nn‘_
rlequ(lf))l(a) = dr (,\' ((,ol(e))) = dm o dgy (X' (8)).
Por lo tanto
dexp,(t0)(T; M) = dro rlL,a,((V(G) NTE) @ (,\'(9)))

dm o dp, (W (8)).
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Observe que dimdyz (117(6)) = dim 117(#) = n. Por la proposicion 3.4.2,
Az (W0(0)) N1 (2(8) = (0}
De donde, o : lI,:,(H'(b‘)) — Tr-0 M es un isomortismo lineal. Como
dexp, (10T, \) = dz o d s (117(H)),

dexp,(16) s un isomorfismo lineal para todo t > 0. # € £,



CAPITULO 4
Hiperbolicidad

1.0.4. Definicidén. Sca Y7 un campo vectorial completo en la variedad A con
hijo ¢z, ¥ sea £2 un conjunto compacto, invariante bajo . Se dice que 2 es hiperbdlico
para ¢ 51 existen, una mdétrica ricmanniana en una vecindad de €2, una escision

TopM = E"(@) o EY @) (Y (#)), He, '
¥ niimeros ¢, A > 0 tales que:

1. depy E(8) = E%(0(0)), dige E*(8) = E*(,(6))

2. |dp(0) £} < cemMIE] VI >0, £ € ES(H)

3. |dw(0) ] S eeME] Vi1 <0, £ € EY(H)

Tos subespacios E¥(0) v () se conocen como subespacio estable ¢ inestable fuertes
respectivamente, mientras que EY(0) @ (Y (6)) v E4(8) @ (Y (#)) se conocen como
subespacios estable ¢ inestable débiles.

Cuando §2 = A decimos que 2, es un flujo de Anosov.

En este capitulo demostraremos el resultado principal de li tesis

4.0.5. Teorema. Sca © = II"Y{ e} un nivel de energia regular sin puntos con-
Jugados. Las siguienles afirmaciones son equivalentes:
1. L,:gl\. es Anosow.
9. Para lodo # € T, E(#) y F(0) son lransversales en Ty,
3. Para todo ) € £. E(0) NF(0) = (X (#)).
4. Para todo 8 € . v € ThX \ (N (#)), sup llllpl((})'l}, = co.
teR

4.1. Formalismo candnico

Sean £ una variedad suave de dimension 2m+1 y © una 1—forma sobre . Se
define TgE! = {E € TR | dO(E, 1) =0 V1 € TeE}. En cada punto @ € I, exi
una direccion; es decir, una recta {c€} en el espacio tangente ToZ, con la propiedad
de que £ € TSt

Supéngase ademids que la 2—forma d@ cumple que la dim 7o+ = 1. Entonces
la direccion & es tnica, v llamamos a esta la direccion caracleristice de la 1—forma
. Las curvas integrales del campo definido por las direcciones caracteristicas son
Hamadas las lfneas caracteristicas de 1a 1—forma ©.

4.1.1. Observaciones.
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1. Si 4, es una curva cerrada en T, las lineas caracteristicas mueven los puntos

de 7, formando un tubo. Las integrales de © a lo largo de dos curvas que
encierran el mismo tubo caracteristico son iguales

}( o=4 o
n i

Si v — 92 = Jo, donde o es una picza del tubo caracteristico, tenemos por la
formula de Stokes, que

%(—)—7{ (—)=/ (—)=/11(—)
" 2 da a

Pero ¢l valor de d@ para cualquier par de vectores tangentes al tubo carac-
teristico es igual a cero. Porque estus dos vectores estdn en un plano (ue con-
tiene a la direccion caracteristica y d©® se anula en este plano. Asi, _]" 0 =0.

2, Sean (Q, P, T) coordenadas locales para £, ¥ A : £ — R una lunciéon C*.
Podemos construir Ia 1—forma local

@ = PdQ) — KdT .

Las lineas caracteristicas de esta 1—forma © tienen una proyeccién inyectiva
al eje T es decir, estdn dadas por funciones P = P(7"),Q = Q(T). Estas
funciones satisfacen el sistema:

al aQ _ OKN dP 0K
(4.1) dT ~ 9P ' dJdT —  9Q
Esto es asi, porque la diferencial de la 1—forma PdQ — KdT es igual a
IK OK
- e =>" ((ua- N Qi — pa-dQi N AT — FEdPi A riT)

=1
. i : ] o a .
La matriz asociada a la 2—forma d©, en la base {WZ, ap, a—T-}, es

0 -7 -Kj
T 0 —-K;
Ko Kp 0
El rango de esta matriz es 2m. Puede verificarse directamente que el vector
(Kp, - Kg, 1) estd en el nicleo. Esto significa que da la direccién de las lineas
caracteristicas de la 1—forma ©. Pero el vector (Kp, —Rg, 1) es también el
vector velocidad del flujo del sistema (4.1). Asi, las curvas integrales de (4.1)
son las lineas caracteristicas de la 1—forma © = Pd(Q) — KNdT.
3. Suponga que dos curvas v, ¥ 7o rodean el mismo tubo formado por el flujo
del sistema (4.1). Entonces las integrales de © = PdQ — KdT a lo largo de




w
=~

4.2. COMPORTAMIENTO TRANSVERSAL
estas curvas coinciden: L. '
jé PiQ — KdT = ¢ PdQ — KdT -
" v . ;
4.2. Comportamiento transversal

Continuemos con el estudio de un nivel energia £ sin puntos conjugados. Dado
# € T considere I1,(#) = daX(8), el cual no se anula ya que X(4) € E(#) v
E(#) th 17(0). Delina N(0) € THE por:

N(#) := {& € Ty | <dm&,dm N (8)>z0 =0},

entonces N @ (N (#)) = THE. -

Fijemos 8y € . Sean ea(t), ..., cu(t) campos vectoriales suaves a lo largo de
e(t) = w(we(#o)) tales que para cada t € R forman una base ortonormal de daN(e(L)).
La transformacion : : :

(4.2) (q1s 02y o s guy 8) = (expyggy(gzea(n) + - - + guea(n)), £) -
define un sistema de coordenadas en una vecindad TV de Graf ¢ in A7 x R tal que
(4.3) 9 dn X (@e(6h))
" O ety T et
(4.4) il e(t), =2 n
’ R7AICON) AN T

Denotemos por py, ..., py las coordenadas correspondientes en las fibras 77 AL,

Sea Y = (X, 1)/1,,. La 6rbita de (0,0) es la curva T — (@r(0), 7(T, 9)), donde
&r(0) = @rern(f). Note que dgi(37) =1y que ¥ = (X, 1) a lo largo de la Graf c.

Las coordenadas Q = (42, - ,qn), P = (p2,- -+, ps) identifican cada variedad
.= {x € T :q{r)=c} con un abierto U, de R*"72,

A lo largo de laorhita 64 = 2 (6,), el isomorlismo d(Q, Py, : Tp. S = N(br) —
R2%=2 transforma V(#,) 0 N () en {0} x B!,

Como ¢ lleva . en &, podemos representar ¢ @ g — Ty por una trans-

P
"

formacion v : Uy — R¥*2,
4.2.1. Lema. Las curvas (=) = (Q(T), P(T)), que corresponden a las érbitas
(Hr(0), (T, 0)) € 1V de ¥V, salisfacen las ccuaciones
dQ oK ap oK
dT T oP °  dT T aQ
donde N(Q, P;T) se define por H(T,qz,+-- ,qn, =y p2,. .. ,Pn) =h.

Demostracion:
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La curva 5(¢) = (¢i(#), t) es una linea caracteristica de © = pedyg — ITdl. Como
dir(4) =0, L .
: 0 =dO(%, ) = dp A dg(X (;:(6)), ) + dIT.
A

Asi, 2 (f) es una linea caractervistica de pdg = Pd@Q — KNdT sobre &
a

Sesigue del Lema 4.2.1, que la derivada desp(2) satisface Ta ccuacion de Jacobi

o Y — l\-/'Q ,\‘[-p o ~
ﬁ'wﬂr(*)‘ [—I\'QQ —Rgr S ()

4.2.2. Lema. A lo lurgo de le 6rbita O 2= ¢r(6y). la matriz hessiana DR (64)

estd acolada y Npp(Gp) es uniformemente positiva definida.

Demostracion:
Como py = —R(T, Q, P) csti delinido implicitamente por II{(T,Q, — K, P) = ¢,
donde T = g¢;. Derivando tmplicitamente, tenemos la fGrmula
Iy
KNp = —
Iy, !

volviendo a derivar y utilizando que ¢, = F,, = 1 a lo largo de la 6rbita,
Kpp=Hpp ~ HpI, p— (Hpp, — g HB)H

El cileulo de las demas componentes de Tless A7(67) es similar.
Para cualquicr vector v € R*™! | » #£ 0,
K ppu® = (—Hpv, 0)H,,(-Hpv, ) = Rlol*,

va que IT,,(07) es uniformemente positiva definida, donde p = (py, P).
Ya que para ¥ € 117 = {(gal(()’u, ) ] t € lR}, () = wrerm(V), entonces:
- . oT o
(4.5) dpr(0) - € = descr € + (55, ) Fe),
doreroy - € + (T, €)X (r(D)) ,

(4.6)

londe o(T, ) = 4= .
donde o(T,€) = 55 T

Sea T((pl(l)(,)) : Toy ) — N(e(f)) S TpyomE, 1a proyeccion a lo largo de la
direccidn del campo vectorial, es decir,

TE =& + BE)N (we(f)) .+ 3(6) R,
con T€ € N(g:(60)).

4.2.3. Proposicién. A lo largo de la érbita 87 = ¢r(th) tenemnos:
1. La drbita de ¢r en Gp no liene puntos conjugados.
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2. Euxisten los haces de Green para 'IL:)",N(llr)'.
ET(0r) = lim do_, (V(Or+s) N N(frs,))
FT(6r) = Jim do_, (V(0r+s) N N(r4.))

Ademds ET(8) = E(#) " N(#) 4y FT(6) = F(#) N N(¥) para lodo 8 €
3. Para todo R > 0 criste S = S(R,0r) > 0 tal que para toda [s| > S(R,60p) y
todo € € N(8p) NV (B¢) tenemnos que
[l (das(0r) - €)| > RIE|.
4. Si se define
BT(0r) = {€ € N(6r) | sup|dr - dp, - §| < +co},
sER

entonces BT (8r) C ET(9r) N FT(0r).
Demostracion:
Sea U(fr) :== V(B N N(#y)) = V(0p) N Ty, E. Por (4.6) tenemos que:
dirp(By) - € = dor () - [€+ (T, €)X (6o)].
Por lo tanto dér(U(6y)) C dor(W(6)), donde W (8) := (V(8) NTyZ) @ (X (8)). De
la proposicién 3.4.2, :
U(8r) N II'L/J'I‘(U(HQ)) c V(Hr) N rlapr(IvV(ﬁo)) = {0} V7T #0.

Esto demucestra el primer inciso.

Por el lema 4.2.2, Ia primera parte del inciso 2 y los incisos 3 y 4 se demuestran de
manera similar al teorema 3.2.1 y a las proposiciones 3.2.7 y 3.2.8 respectivamente.

Finalimente, tenemos

ET() = _lim do_p(V(0r) N N(87))
T—do0
= T(t) 'I‘EI-LIQ: do_r(V(0r) NTp,.I)

€ T(th) - E(f) S E(b),

dando que X (6y) € E(#y). Asi ET(HO) C E(6y) N IN(fo)- Ya que dim ET((ig) =
dimU = n — 1 = dim (E(#) N N(#y)), tenemos que E7 () = E(fy) N N(6p). La
ccuacion F7(4,) = F () N N(#) se pruecba de manera anidloga. Esto completa la

prueba del segundo inciso.
4

4.2.4. Definicién. Sea ¥ un campo vectorial sobre una variedad M con integral
D Cc M xR — M. Una seccion transversal local de ¥ en ¢l punto p € M,
con Y (p) # 0, es una subvariedad S € M tal que dimS =dimM -1y Vs €5,

¥(s) & T
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2. Eristen los haces de Green para :Igﬁ_‘leT):
ET(6r) = Jim Ao (V(Oras) N N(Bry,))
FT(Or) = lim dé_ (V' (Bre,) N N(Bry))

Ademds ET(0) = E(#) "N(@#) y FT(#) = F(#) N N(¥) para todo § € .
3. Para todo R > 0 cxiste S = S(R,0r) > 0 tal que para toda |s] > S(R,0p)
todo &€ € N(64) NV (6r) tenemos que
[z (dos(fr) - €)| > RIE|
4. Si se define
BT(#r) = {€ € N(¢r) | .s'u!{)hlr. - dy, - &} < +o0},
sgH

entonces BT (8p) S ET(Or) NFT(0r).
Demostracion:
Sea U(#y) := V(B N IN(#p)) = V(Or) N Tp.E. Por (4.6) tenemos que:
A () - € = dop () - [€ + (T, €)X (6)].
Por lo tanto der (U(8)) G der(1V(8)), donde 117(8) := (V(H) ﬁTgS) @ (X (6)). De
la proposicion 3.4.2,
UBr) Ndpr(U(8o)) S V(#r)Nder(1W () = {0} VYT #0.

Zsto demuestra el primer inciso.

Por el lema 4.2.2, Ia primera parte del inciso 2 ¥ los incisos 3 y 4 se demuestran de
manera similar al teorema 3.2.1 y a las proposiciones 3.2.7 y 3.2.8 respectivamente.

Finalmente, tenemos

E7(6) = _lim_do_r(V(6r) NN(#7))
= T (f) 'r]—i»Tm do_r(V(6r) N Ty, X)

C  T(th) - E(fb) € E(bo),

dando que X (#) € E(6y). Asi ET(6,) © E(fo) NN(#y). Ya que dimET(6,) =
dimU = n—1 = dim (E(f) N N(#)), tenemos que BT () = E(fp) N N(bp). La
ccuacién FT(6,) = F(#y) N N(#,) se prueba de manera andloga. Esto completa la

prueba del segundo inciso.
|

4.2.4. Definicién. Sca ¥ un campo vectorial sobre una variedad M con integral
o: D MxR - M. Una seccion lransversal local de Y en ¢l punto p € M,
con Y (p) # 0, es una subvariedad S C M tal que dimS =dimM -1y Vs €S,
¥ (s) € T,S.




a0 ) 4. HIPERBOLICIDAD
Sea 4 una Srbita cervada de ¥ con periodo 7 » S una seccidn transversal local
de Y oen p € 4. Una aplicacidn de Poincaré de ~ es una transformacion :
F:ly — 1
donde:
1. 11, 117 € 8 son vecindades abiertas de p € S, v F os un-difeomortismo,
2. Existe una funeion continua § : 115 — R tal que Vs € Wy, (5,7 = d(s)) € D
¥ F(s) = oo, 7 = 3(). ,

3. 8it € (0,7 — 5(s)) entonces (s, 1) € 115, 7

La existencia y unicidad de esta aplicacion de Poinearé se demuestraen JAM] ,
pdagina 521.

4.2.5. Teorema. Sea ~ una drbila periddica sin puntos conjugados.” Enlonces
es hiperbdlica (en su nivel de encrgia) si y sdlo si ’
+.7) E@)NF(#) = (XN(#))
pare alyin 6 € v. En este caso B(8) y F(6) son los subespacios estable ¢ inestable
débiles respectivamnente.

Demostraciéon:

Sea By € v y sea 7 > 0 el periodo de #y. Escojamos los campos ea(t) ..., eq(l),
periodicos de periodo 7 v denotemos por e (/) al vector unitario en la direccién de
dr XN (v(1)). Tenemos definida entonees una familia suave y peridgdica de isometrias
g{t) : R* — Ty . Como

[ I (7(1) — T(2(1)) ]
—Iyq(v(1))  —Tp(7(4))
es T-periddica, también lo es la funcion F : B — sp(2n) delinida en (3.6).
Supdngase que « es hiperbdlica; entonces, por la proposicion 3.3.2,
E(fy) < FE(6o) @ (N(6n))
F(6) © FE"(8:) D (X (b))
Por lo tanto,
E(#o) NF(Ho) = (X (M)

Consideremos el sistetna de coordenadas definido por la transformacién (4.2).
Entonces dp,(Hy) : N{fy) « es 1a derivada de la transformacion de Poincaré del
flujo ¢z, correspondiente a la seceion transversal g = 0.

Supongamos que E(8y) NF(6,) = (X (#)). Por los incisos 1 y 2 de la proposicién
4.2.3 tenemos gne:

BT(Fo) € ET(6) NFT(6y) = (X (6)) N N(6o) = {0}.

Esto implica que v es hiperbdlica. ]
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4.3. Acciones cuasi hiperbdlicas
Sea B un espacio métrico compacto ¥ 7 @ F — B un haz vectorial provisto de
una norma continua |}, sobre cada fibea =~ {p}.
4.3.1. Definicidn. ¥ es una R—aceion, si cumple con:
1. Existe un flujo continuo ¢y solwe B3 tal qué 7o Uy = ¢y o

T - ]l:
B - B
A

2, W, E(p) = E(¢(p)) es un isomorfismo lineal, donde E(p) := (7r|,,.)“{1;},
pe . )
3. \TI~+I = P, 0T,

- 4.3.2. Definicién. Decimos que la accion W, es cuasi hiperbdlica si
(4.8) sup |, (&)] = +oo

tex
para todo £ € I, & F# 0.

Supdngase que la accién ¥ es cuasi hiperbdlica. Para p € B, definanse:

E(p) = {veEWm| sup |Fe(p)(v)] < +oo}
E*(p) = {ve EQW)] b;:!)’l‘r’l(l’)('))l < 4co}.

Observe que por la cuasi hiperbolicidad tenemos que E4(p) 0 Z%(p) = {0}, para
todop € B.

4.3.3. Lema. FEuzisic 7 >0 tal que para lodo p € B,

1
5 v

1
(4.9) ”‘Tl"ll-:«'(p)” < —Tllf"(p)“ <3 VYpe .

Demostracién:

Supdngase que ¢l lema es falso para £%. La prucba para E™ es similar. Entonces
existen unas sucesiones #,, € B, v, € E*(:,), |v.] = 1 tales que |0, (n,)| = %, para
todo nn € N. Se aflirma que existe ¢ € R tal que

supl|Pll < c< +0c0 Vp € B.
>0

Supongase que la afirmacion es verdadera. Sean wy, = W, (v,) ¥ yn = o (2n).
Tenemos que § < |w,] < ¢, para todo n y |V (wa)l = [Wepn(ea)] < ¢, para todo
L2 —n. Ya que B es compacto, existe una subsucesion convergente de (y,, w,). Si
Un — Y ¥ u,, — w, tenemos que y € B, w € E(y), lw| = § y [P, (w)| < c, para toda
t € R. Esto es una contradiccién.
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Ahora se probard la afirmacién. Supdngase que es falsa, entonces existe x,, € B,
ty =0, v, € E¥(x,), o] =1 tal que:
(4.10) S L sup Wy, ()] = e,

n
Sea s, > 0 tal que,
) 1 1

(4.11) I\'l'l.',_(u,‘)l > 3\’,‘,\'5 |‘I’s(",.)| > EI\I""(“"” .

Por (4.10) se tiene que s, — +cc. Sea y, 1= i, () ¥
‘I’s"(l.“)

wy, = .
" [P, ()]
Entonces jw,| =1, y si t > —s,, se ticne
R4 : 2| W,y s, (v
(4.12) I‘Tlt('wn)l - | t+s..(’u)| | trsa( n)| 9

s, (va)l ~ sup, 2 0|¥,(v)| =7 )

Ya que |w,| =1y y,. € B, existe una subsucesién convergente (y,, wa) — (y, w).
Tendriamos que y € B, w € E(y), [w] =1y | P w)] < 2, para todo ¢t € R. Esto es
una contradiccion.

(m}
4.3.4. Lema. Eriste NN > 0 tal que para todo x € B, v € E(a)
(+4.13) [T ()] < R(Jo] + [We(v)]) VYO<t<s
Demostracién:

Supdngase que ¢s falso, entonces existen x,, € B, 0# v, € E(x,) y 0< 1, < sp,
tales que:
. I\I’l..(vn.)‘ = n(lvul + |‘I’a,.('4'n)|)'
Entonces t,, = +oo y 8, — {, = +oc cuando n — +o00.
Podemos suponer que

I\Ill"(11,l)| = sup |\II,(1:,.)| .
0Lt<sn

Sea
\ptn ("n)
Wy =
" [ P4, (22)]
Para —1, < | < s, — {, tenemos que:
Ween (2n)] 1

(o] = [en (o] 05, [ Peln)l =1

Tomando subsucesiones si es necesario, podemos suponer que z, converge a z y que
w, converge a w € E(x). Entonces |V, (w)] <1 Vie€R, con|w =1. Esto es una
contradiccién.

l\Il‘('wn)l = l

(m}
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4.3.5. Definicidn. El conjunto no errante Qo) de ¢ es el conjunto de puntos
b € B tales que para cada vecindad 7 3 b existe T > 1 tal que &p(7) N # Q.

4.3.6. Proposicidn. Scan r : E — B un haz vectorial conlinuo 4 0 : R —
Tsom(FE, E) una R—accidn continua con ¢l flujo inducido ¢y : mo Wy = ¢y, ow. Si
es cuasi hiperbilico y Qo)) = B entonees \ es hiperbdlico.

. Demostracién:

Dado @ € B, existen @, — w0y 5, — +20 tales que ¢, — @, ya que ¢ €
Q).

Sea £, un subespacio de E(ay,) tal que dim By = dim EQe) — dim E¥(x), B &
ltm £, = E(x). Afirmamos que existe ¢ > 0 tal que:

”‘T’—tl.;,_,"(,.;",ll e VOSIES s,
Supdngase que la afivmacion es verdadera. Tomando una subsucesion si es necesario,
podemos suponer que el limite lim W, (I,) existe. Entonces

”\TI|limlp,u(1;")” <ec¢c Vi>0.

Entonces lim W, (F,) C E*(x) ¥
dim E*(x) + dim E¥(x) = dim E, + dim E7(x) = dim E(x) .

Ya que E*(x) N E*(x) = {0}, esto completa la prueba.
Ahora probaremos la alirmacion; supongase que es falsa, entonces existen v, €
P (En)y lonl = 1 vy 0 < 1, < sy, tales que [P_,, (v,)] = n. Por el lema 4.3.4,
tenemos que:
Wy, ()] £ BT, (o)l + |ual) -

Por lo tanto, .

7

10, ()] 2
También tenemos que del lema 4.3.4,

l\]'l‘(\]'l__‘ ("u))l k
) o
NN I A e

Vo (1 . .. . .
I:': {:I;I' De la estimacion anterior se tiene que,
Zonlvn

k

para 0<t<sy,.

Sca wy, 1=

2

n—k

Si w, — w, entonces |w] =1y w € imE,, asi w &€ E*(x). Pero |V (w)| £ &k
para todo ¢t € 0. Esto es una contradiccion.

(4.14) |We(wn)] < k+

IA

para 0 <t < s,.

[ ]
Demostracién del Teorema 4.0.5
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Para 8 € I, sean
N() := {¢ € THT l <dz&, de X (8)>~m =0},
VA(O)  TuE — IN(#) 1a proyeccidn a lo largo de la direccidn de X (#):
AB) - € =€+ 3(E)X(D)
tal que A(F) - & € N(#). Sea W (#) = \(T,(H)) o II‘I/_,~IN(”). Puor el covolario 2.3, P
define una R—aceion sobre ¢l haz vectorial @y : N — . Supdngase que los haces de
Green satisfacen E(#) NF(0) = (X'(4)) en . Entonces, por el corolario 4.2.3,
BT CETW)NF (M) =E@)NFH) NN@H) = {0} .

Por lo tanto la accidn W, es cuasi hiperbdlica. Ya que ¢, preserva la medida
de Liouville, que es pusitiva sobre conjuntos abiertos, entonces Q(":'}:) =X Porlo
tanto ¥, es una accion hiperbolica.

Esto implica que ¢, es Anosov, de donde obtenemos que ¢, es Anosov., Aqui es-
bozamos la prucha. Para 8 € & sea £*(8) € N(#) el subespacio dado por: |W,(£)] <
ce™ ], para todo £ > 0 vy & € &% Entonces £" es un subhaz continuo de TE.
Definase

F:={L:& = Rceontinuo: L(#):EYF) — Roes lineal Ve € T} .

A cada funcional L € F esta asociado un subhaz 1V, de TE por:

Wed): = Graf (L(6))
= {4+ (L) -OX(O) |E€ @) .

Sea 7 > 0 tal que ce™ < e < 1. Considere la transformaciéon “entre

grificas” T : F — F, correspondiente a 1, = de-(117,) y definida por:
dpr (€ + L{E)N(H)) = W (&)[T(L)(P-(£))]-X ((#))
e y&ecn(y).
Afirmamos que 7 es una contraceion. Efectivamente,
T(Li — Lo)(V.£ - de-[(L1€ = LN (6)]]
( ooy < ez N (@)

el el
Mo = E2E Ly x el

<
- eMIgl
Por lo tanto ||[T(L;) — T(L2)|l < e *||L, ~ L.||. El punto fijo L. de T propor-

* ciona el haz inestable (fuerte) de ¢,. Efectivamente, si E* = 117, entonces E* es

dy—invariante. Ademds, si ¢ € E*(8), entonces
=&+ (L.EHN(H)
con § = A{ € £*(H).
Ya que L. es continua, entonces existe Q; > 0 tal que |¢] < Q[&] = Q]A|, para
toda ¢ € £*. Ya que N(8) es transversal a ((\'(8)) y ambos son subhaces continuos
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de TE, entonces el dngulo Z(N(F). N(#)) estd acotado por abajo v por lo tanto

. . 1 . - R
existe (Qu > 0 tal que a|.\(,| = 1€] < |¢]. Entonces

Q2
[dee(Q] = 1) +(T(L.) - )N (7eld))]
2 0]
Z o, (&
oA
= el
(22
l..\l .
= m|k|-

Finalmente,
dimE* =dimGral (L) =dim&" =n —1.

La existencia de un subhaz continuo estable (fuerte) de dimensién n—1 se prucba
similarmente.

(|
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