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Introducción 

Es bieu conocido que en su trabajo "Gcodesic jlows 011 closed mattifolds of '"'!l"­
l'ive. curoalurc'', :·\nosov dernostró que el Huju geodésico dt~ una \'ariedacl rir.rnanniana 
con curvatura seeeional 11e~ativa, tiene una estructura hiperbólica. 

Postt?rior11H?rttP, los flujos que poseí?ll (!Sta estructura hiperblllica ftwron hautiza­
dus con el nornhrt! Anosov .\' han sido ohjPto ele? estudio para 1111a gran cantidad de 
rnatetn<iticos. 

Eberlt?in st~ plantet~> PI prohlerna de caracterizar los flujos gl'l><l{~sicos que son 
.Anosov. Para cnnH•nzar, 11na eundición ru~cesaria para que un flujo gPodl!sico sea 
Anosnv c~s que a lo larg.o de ninguna geodésica haya puntos conjuµ;adus. Bajo la 
hipótesis de la ausencia de puntos conjugados, Green cunstruyll un par lll~ subhaces 
del liaz tangent<! dd haz tangente unitario. Los hac.:es de Green c.:ontit~lltm la dirección 
del flujo.\' EhPrlein dP11111Pst raque el í111jo l'S ...\noso\' cuando la intl'rsecc.:ión de dichos 
haces coincid<! con la din•ccil.Hl del flujo, y los haces dt! Green rc•sult an ser los haces 
(!Sf a bit!(! itH!Sf ahl(! dc'!bilt!S. 

El 1"1!S1tlt.ado dP Ebt•rleill fue µ;e1H'ralizado al contexto de sistt~1nas harniltonianos 
<'11 hact•s t:utanµpntt!S por Cuntn!ras e Tturriaga. y el ohjeti\'o de esta tPsis <!S presentar 
esl <! n•sult ado. 

Para 1111a \·aril!1ltul co111pacta i\I, considerarnos harniltonianos ll : r· :'I -1- IR 
que son cot1\'f•xus l!ll cada fibra T,: 1,f, y t!I flujo harniltoniano co1Tt!SJlLH1dit!nte '-Pt· En 
cada p1111to dP T.i,I, PI s11hPs¡i;1cio v11rtical es el espacio tangente a la libra. 

Para que 1111 flujo hatniltnniauo S<!all Anosov en 1111 ni\'PI de erwrg.ía ~'es ncccsado 
'l"" para cada fJ E~. la úrhita <¡: 1 (fJ) no trmµ;a puntos conj11µ;ados. Esto quicrn decir 
que~ bajo la derivada 1h!I flujo D~t: <'l !-illb1!spacio vertical en f) se transíorrna siernpre 
en 1111 s11b1!.spadl1 t rnnsn!rsal al \'Pl"I ical en <;:t(li). 

Buscarnos s11b1!spacius E .. '(0), Eº(H) que sean eontraido~ t!Xponencialrnente poi· 
D-.p, cuando/. !-it! ,·a +:x.:: y a --:x:i rt!spe1:liva11ienl1!. Con esto 1m t1H!l1te, considcrernofi 
los sub.,spacins E,(11) .v F,(H) qu" '""diant" D·,;, y D<¡:_, se transforman en los 
(~Spacios \'C!rlicalPS l!ll '...,:;t(O) y ~-dO) l"PSJH'Cti\'allH!fltC. 

Clararnente, la liip1'JtPsis d1~ la au~(!Jll'ia dP puntos conjugados, irnplica que los 
espaeios E,(fJ) y F,(O) son transvPrsalPs al vertical. Se demuestra que los límites 
cuando l se! nt a infinito, l!Xisten, son transversales al vertical y son tangentes al 
nivel de <!nergía. Estos subespacios Jírnite son los s11hespacios de Green. 

Se prueba que los \'t!Ctores con la propiedad de que, la norrna de la irnagen bajo 
la derh·ada del flujo permanece acotada a lo largo de la órbita, pertenecen a ambos 



H l="TRODt:cc1ó;-.; 

suhespaeios de GrPen. Por otra partro~ para cualquit1r \'ector 110 nuln l'll p) suhPspaeio 
n~rtical, la nunna dP la irnaµ.:Pn bajo la dPri,·ada del flujo nunt·a ¡u•ntH\IH't'P at·n1ada. 

El rl'stlltado principal de la tesis c>s que, 1111a condit·tlu nt•epsaria ·" sufieil'nt<~ para 
que PI flujo ha111ilto11ia110 8l'a .-\noso\· en un ni\'el dt> cru•rgía l'S qttt•, l'll l'nda uno 
dt! :-;us puntos, los sul><•spacios de Green SPan trans\·prsalt!s t•n PI ta11µ,:e11tP al 11h·pJ 
dP Pllt'l'AÍa. CtHtH> los suht•spadu!-i dt• Gn•pn tienl' la 111is111a dinu•nsit'>n qul' JI. la 
t'orulich'>n dt• t nu1S\'t•rsalidad t'!"i <'<(llÍ\'alt>nl l' a qtu•. lns tínit·os \'l'<'t un•!-i t'llya i111aµ.t!1t 
bajo la dvri\'ada dt!I flujo pt!l'l1taru•ep al'otada a lo lar~L> dt! la tlrhita, :-a•an 1111'lltiplos 
dd \'t•ctor del ca111po lia111ilto11ia110. 
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Álgebra lineal simpléctica 

1.1. Forn1as bilineales 

Sea l7 un espacio vectorial sobre el carnpo K. Una íunción ;3 : V' x F' --> IK su 
llarna una íorrna bilincal si para cuall!squiera vectores ll 1 , u2 , 11 .v cualquic.?r escalar 
" , se curnple que 

f3(nll 1 + u 2 , u) = <Z/3(ll¡, v) + ¡3(u2, v) 

/3(11, mi 1 + u 2) = a/J(v, u i) + /J(v, a 2) 

Si l/' tiene dirnensit>n f111ita y B = {n1, ... , u111 } es una hase ordenada de l/"', 
{3;; = /3(v1 , oi) so11 las e11tradas de la 111at l'iz /3 = (;3,;]u asociada a la forma bilineal 
¡-J e11 la hase ordenada B. Para tocia ll E \ · se p11ml" defi11ir la función li11cal 
fu : \l" ~ IK corno fu(v) = /i(u, ll) l'on la IL lija, ohtenilmdo así una trarn;forn1aciún 
li11eal T¡1: F __,,\º•definida por T:1(11) = f,.. Una prC¡.\llnta nat11ral es, c11iindu T/J 
es 1111 Í8on1orfisrno'! Por n•sultados d<~ .-\lgebra Lineal sabernos que cli111 \/' = dirn \,·•, 
por lo q11e T,1 es 1111 iso111orfis1110 si y sólo si PI 111icleo Nuc (T¡1) = {O}. Es decir, si y 
s<llo si la func:iún linPal fu = O sólo pro\'ienc! dt! u = O. 

1.1 .1. Definición. SPall \ · 1111 "spacio , . .,cl.orial sobre"¡ campo lK y /3 1111a forma 
bilineal. Dr!eirnos cpw /1 t~s no degr!IH!rada si /1(11, n) =O para toda ven \.- irnpliea 

CJ'"' 11=0. 

Cuando T <'S 1111 opl!raclor lirH!al sobre i ·y /1 es una funna bilineal, se dice que T 
prns.,n·a /3 si /3(T11, Tu) = f3(ll, v). Si S y T so11 dos operadores li11cales q11e pre,;ervan 
/-3, ta111J,j{,11 s11 cor11posirión SoT la prcsmva, ya que /3(STu, STn) = f"J(Tu, Tn) = 
/1( 11, "). 

Si /1 l~s 1111.a forr11a bilirwal no degenerada sobre un espado vectorial el<! clirnc!nsil>r1 
finita\:·, todos lo~ o¡u~radun·s lincall!!-i sobre\·- que preservan ¡'3 const.itu.vcn un grupo 
bajo la operach'>n co111pusiciün. 

l·a SP \'ic'J q1w la op1!raeiún es cerrada, se sa.IH? que la. cornposic:ic..'>11 de operadores 
<~s asocial iva 1 cd UJH'raclor idt!nt idad I pn!Sl!rva .13; .Y vearnos CJIH! para todo operador 
T C(IW pn~SPr\'a i1, 1•xi:-;f(! 1111 operador r- 1 que preserva /1 y Tor- 1 = T- 1oT = 
l. Sea T 1111 opPrador q11e presrn·va (J, tómese u del N11c (T), "s decir T(u) = O, 
/1(11, 11) = f:l(T1t, TP) = (:1(0, Tv) = O para toda v de V, corno ¡3 es no degenerada 
e11t.011cPs ll = O, esto es que Nue (T) = {O}, por lo tanto T es invertible.Corno 
(-J(T- 1 

ll, r- 1 v) = i3(TT- 1u, TT- 1v) = /:i(ll, v) ento11ces r- 1 preserva /3. Sean l3 



l. . .\.LGEBB . .\ Ll;>;EAL Sl~IPLECTICA 

una haS<~~ B la rnat riz a.sociada a la fonna bilincal no degenerada í3 y .-t la ruat riz 
a,;ociada al 01wradnr linPal T sobre \ · que prPsen·a .3, l'1tl.011e"s: .... rr B..4 = B. ( .. -fr 
indica la lranspuesta de ..4). 

1.1.2. Definición. St~an ,. 1111 Pspaciu \"t•ctorial sobre PI t'<UilJH> IK y ,::J una furrna 
hiliru~al. Cuando /J(u, 1·) = 11(1 1 , 11) para todo u, t.' <fp , • :-te dice <¡llP .-/ <'S si11t1-=trit·u. 
Y <0 11a111lo .:1(11, 1·) = -.-1(1·, 11) para todo 11, r· "" \ · st• di"" q11t• .::1 l's 1wlisi11u'trin1. 

Tuda furrna biliru~al •J S<' ptu~clt~ desl'UlllfHHIPr Cl>llH> la surna dt• 1111a fonna sirrtt;t ri­

"ª ·1 (11, r•) = *':l(u, 1•) + *':1(11, 11) y una anlisin1t;lrica :.J{u, o)= *·1(11, 1·) - *¡:1(1', 11). 
Si /J t~s 1111;1 furrna hilfru~al .sinu~t rica. t•nltHIL'<'S cu111ple la idt~n11dad de! pol~1rizat'Ít~111: 

/:1(11 + I', 11 + n) - .3(11 - 1·, 11 - 1·) = -111(11, 1•) 

Una consecnPncia i1111H•diat a dP l'sta idPnt idad PS, <¡lit' si ,lJ(u, t•) = O para tuda u del·, 
entonces /3(u, v) =O para cualesquiera u, t.' dt~ l ·. Es ch!t:ir, si J-3 no t?s idéuticarnent.c 
mrla, cxislc w E \·tal <¡lle /:l(w, w) ,P O. Por otro lado, si /3 e;; una forma bilineal 
anti!'iinu~trit:a e11tur1t:l'S t3(u, u)= O para toda v El·. En la sig-uientn proposicil>n, el 
carnpo 1K. se f~ntcndt!nÍ. l'OfIID los nt'irtH'n>s eornplejos o los nmles. 

1.1.3. Proposición. St·a \ • un espucio vectorial de tliuwnsit5n 11i sobre el ca1n¡w 

1. Si /3 es una fonna bilineul no dc~yenenula y siuu!lricri, eTLl.once:; u:i:ist.e una base 
onlcwula B = { 1·1, ... , e·,,.} tal IJlle d(<',, ej) =O si ; o¡6 j !! /3(c;, e;) #O. 

2. Si w es unu fonna biliru:al no dr~yr~uenula y anli.'ii11iélrica. entonces e:i:islr: 1111.n 
basr: orrlcnrula B = {c· 1 , ••. , f!u, rli, ... , dn} con Tll = 2n !J la/ rJILC w(c¡, r:j) = 
w(rl;,dj) =O. w(<·.,rli) = 6,1 . 

Demostración: 

"1. Como /-J ";; sirru;trica v no es idénticamente cero, exisl e <: 1 cln V t.al c¡uc 
/J(,.,, r:t) # O. Sea E, el 

0

espacio generado por c 1 y E¡L = { 1• E V J /J(11, et) = O}. 
Observe c¡ue E, n E-{= {O}: si 11 E V entonces 

/1(e'' u) .L u-. e1 E E 1 /:l(e 1, et) 

por lo t.anto, V= E,$ E¡L. Ahora si /3 no es idénticamente cero sobre E[-, 
existe e 2 tal que /3{e2 , c2 ) ;6 O, y se contintía con el mismo argumento hasta 
separar a l/. en subespacios unidirnensionales. 

2. Sea e, # O, como w es no degenerada entonces existe v 1 E V tal que w(ei, vt) ;6 
o, r/1 = 11t 

w(c1 , vr) 
Sea lV el subcspacio generado por e 1 y d 1 , 

¡y.t = {11 E V J w{v, w) =O 'v' w E l-V}. 
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IF n ¡¡·.i. = {O} porque si u•= nc 1 + br/1, w(u-, et) = -by c,,.•(w, rl1) = n, 
como IL' E ¡¡·.l., -b = O y a = O. 

Si 11 E \ · enlonees 11 - w(11,r/ 1)1.• 1 + w(u,c 1)d1 E ¡¡·.i.. Por lo tanto\·= 
¡¡· ED ¡¡·.i.. 

Sea 1·2 # O cu H"J.., cuino w es no degenerada entonce:;: existo o2 E ,, .. la] 
c¡ue w(c2 , 1·:!) =¡!;O; ya que 1.-2 = nu· + uu·.L con vu· en H" ." '~n·i. en ll"l.. 

Se alirn1a que ""'-'(c2, l1u· L) #O, 

w(c2, ''11"') = w(c2, u, - vw) = w(e2, 1:2) - w(e2, 1111··) #O ; 
por lo tanto w restringido a lt··J.. es no degenerada, obteniendo que si !12 = 
.,,, - 1111-, r/2 = !/'! 

c,,.•(1·,, 112) 
l' se aplica t~I 111isr110 arµ,:un1cnto hasta separar a F' un .subcspacios bidi­

rnnnsionalcs. 
()bscn·en1os que c.s i11dispt~n!'iable que la. dirncnsión del, .. sea par, si se tiene 

una forrna bilincal, w, no deµ,:encrada y antisirnétrica. 
Supongarnos sin pérdida de ~eneralidad que 

B = {e1 1 ••• ,c11 ,d1, ... ,dn} 

no alcanza a p;enernr F, pero BU {:i:} sí. Donde :i: E U-'- y U es el subespacio 
generado por l3. Co1110 w(:1:, ax) = O para toda a E JR, por ser antisimétrica, 
y adormís w(:i:, 11) =O para toda" E U, ent.ortCl!S w(:r.,v) =O 't lJ E\/'. Por ser 
w no degenerada se tiene íflll! :e= O. 

o 
1.1.4. Ejen1plo. Si l3 = {c 1 , ••• ,e,,,rl1 , ••• ,rl,.} es la base ordenada que se ob­

t.iene en la segunda parte de la proposición 1.1.3 para una forma bilineal, antisimétri­
ca y no degenerada c...,•, entonces la rnatriz .J asociada a w en la base B es 

J = [~1 ~] 
Así, podernos definir w0 en IR2 " por w0(w, z) = wTJz. Sea T IR.2 " --+ V la 

transformación 
" 

T(x 1 , ••• ,x,,,¡¡1 , ••• ,¡¡,.) = L(x;e;+y;d;) 
i=l 

la cual s:it.isface que w(Tz, Tw) = w0(z, 111). 

1.2. Espacios vectoriales simplécticos 

Un espacio vectorial sirnpléctico real es una pareja (V, w) donde V es un espacio 
vectorial de dirncnsión finita sobre R, y w es una forrna bilineal antisimétrica y no 
degenerada. 

El isomorfismo lineal entre (F, w) y (1R2", w 0 ) que preserva la forma simpléctica, 
es nombrabu simplectumorfismo lineal. 
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En la sección anterior se vil> que el conjunto de todas las transformaciones liru•ales 
que preser\'an una fonua bilineal no degt.•nPrada, tiene una est l"lll't ura clu grupo. En 
l'Ste caso, el grupo simp/écticu de (JR'", "-'o) t'S Sp('.!11) = {.4 E ,)f,,,.x,,.(R) j •. fl".J.4 = 
./},PI cual es isornorfo al µ;-rupo si111plt~clil'o Sp(l ·,"'-'L que PS l'I dt? todas la~ trans­
fon11acio1ws lineales de l · en sí 111is1no qlll' pn•sprvan w. 

1.2.1. Definición. Si 11 • •'S 1111 s11lwspacio dPI PSfHll"ill \"<'clorial sirnpléet ieu (1 ", w) 
se dt•fine p} l'U111ple11wnl o si 111pll•ct ico de 1 l · l'orno 

¡¡·L ={1·Elºl:..•(11,1L')=O 'rlwEll"}. 

El suhespaeio IF es: 

• Isotrópico si ¡¡·e;;; 11·1., 
• Lagrangiano si tt• = tt• L. 

• Coisotrópico si 11"1. e;;; 11· y 
• Sirnpléctico si 11· n ¡¡·J.= {O}. 

1.2.2. Ejen1plo. La base ordenada l3 = {e 1 , ••• , e,,., d 1 , ••• , d.,.} de la proposi­
ción 1.1.3 se le elHIOCl! corno ha.se sirnpldctiea de\··. 

Si lF l!S el s11bPspacio de l. gPnerado por {t':!, ... ,em}, sea ·w = n 2e2+· ··+a 111 cm, 
w("w, d;) = r1iw(e1, ti¡) = a, y Ll..1 ( w, ,,,) = O, por Ju que lF-1. e8 el !;ttbespacio generado 
por {ei, ... , e"', r/1 }, l'S dt!eir Tt .. ('S isotrllpiLo. 

A hura si E f!S el s11be:-;pacio de l ·· µ,-en Prado por { c 1, ... , e,,,}, sea e = n 1 c 1 + · · · + 
flm<.',," w(t~, rl,) = <1 1 """1 (<·" d 1 ) = n 1 y~,(,., t'¡) =O, por lu que E es lagrangiano. 

1.2.3. Observaciones. Cuando E y ¡¡· son dos s11bespacios de V tales que 
IY C E, <!ntonc"s E 1 C 11'1 ; porq11e si :r E E·L, w(":,c) =O para toda e E E, 
como 11· C E, en particular para toda w E IV se curnpl" que w(:r., 11') =O, por lo 
tanto :1: E Jt·"J __ Esto i111plica que si E es 1111 ~uhespacio lagrangiann dr. \T y lV es un 
SlllH!spacio dC' E, Pntone"s 11· e E= El. e ¡¡·J., por lo tanto Ir l!S lln sulwspacio 
isot rópico <ll~ \/·. 

Obs.,n·c q11" (11"1.).L = 11·. IF es isotrópico si y sólo si ¡¡·Les coisotrópico . 
...\detn<is, para cualesquiera w 1, 11•2 E l t·, u..•(u·1, u·2) = O si sólo .si lt· e~ la~rang:iano. 

Recorderrws qu" "' ar111Iador S" de un subconjunto S e 1 · "s Sº = {f E 
V' 1 f(1J) = O, V" E 5}. Un resultado d" ...\Jgehra Lineal die" que si V PS un 
e:-;pacio \"(!Cturial df! di111Psit>n finita ~obre el carnpo IK. .Y lF <~s un suhespacio de V, 
entonces dim 11· + dirn IV"= dim 1 º. 

La idea de la dPr11ostraciú11 e:-; tornar una base { v 1 , ••• , vk} de l F .v cornplctarla a 
11 na base { Ut, ... , v"} de l·~. Se torna la base dual correspondiente {/., ... , /n}, y se 
afin11aq1H! {!1.-+ 11 ••• ,fu}, el co111pler11entocle la base dual de lV, es una ba.sc de H,..·o. 
Efectivarnent.,, si i 2: k+l y 1: E IF, entonces f;(u) =O; adermís, si J = ¿:;;:.,, J(v;)f; 
est<i en Irº, se tiP11e que f(1J,) =O para i::; k y así 

n 

i = :¿:: J(u;)f;. 
i=k+l 
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1.2..t. Len1a. Si 11' es tlll s11bes¡mcio del espacio vectorial ,,imp/éclico (l ", w). 
e11/011c:e., clim ll" + dim 11' L = dim 1 '. 

Den1ostración: 
s .. defi11i(1 T.,: 1'--> i ·· como T~.(11) = /,.(<·) = w(11, 1•), ya <¡11<' ;,.•'"'no dl'll,PnPra­

da. Tw ('S lllt iso111urlb1110. Es decir~ podernos idtiutiliear n·-1. COll l'I anulador n·u dt? 
11' <'n i ··. (H't"U s<' ft•nía quP dim 11" + dirn 11'" = diru l '. O 

1.2.5. Le1na. Dados X, 1· E :11,.,_,.(IF!'.). se tlcjinc Z = [;\:] !I se 1•111ic111fo E= 

frna (Z), c·o111CJ la i111tlf/f~ll de la lransfonnac:üíu lineal a.o;ociuda u la 111ulri:: Z. 
E C'S llll .'HLlw,.;pacio luyranyiano de (IR'.!", ~·o) si lJ scílo si la uzalri:: Z tiene l"flllfJO 

11 !iX.,.1'=1 .. "X. 
En ¡mrlicular. /¡¡ yníjica de""" nwlri:: .-1 E 111,.xu(IF!'.). Graf (.-1) = { (:i:, .-1.t:) ¡,,_.E 

IR"}. c.'i layrruiyiuna ..,¡ !/ scílo si A t~s sirnélrica. 

De1nostración: 
SPan 11, 11 1 E IF!'.",:: = (Xu, Yu) y ::1 = (X11 1, Yu 1 ); 

w(::, :;¡) = :;TJ:;¡ = 1i'"(XTY - yT;\)ll¡ . 

.-\sí, _yr1· = 1--rx si .v s<ílo si E e El.. 
S11po11iP11elu qtw E es lagrang-iano, por el lerna 1.2.4, se obt iune que Rango (Z) = 

dirn E = ~ dirn 1 ' . 
...\hora-si Z tiPllP rango 11, dirn E= n y clirn EJ.= 11 entonces E= El.. I-Taciendo 

.-Y = l, 1-p = .-\, SP obtiene q1u~ .-\ es sirru~t rica .si y ~<>lo si C~raf (A) es lag:rangiaua. O 

1.2.G. Observaciones. SPa,::: E S¡,(211). Si 11' C IR'" <'S rrn s11lwspacio isotrópi­
co, t!llf 011t·1·~ ~lt p l'S i~ut rúpico. Porqt1P si se tornan :e, y E l·F 1 w(1..p;1:, r.py) = w(:1:, y) = 
O, por lo lanlo r.pl\p P~ isolr{>pieu. Tarnbién, .si E es la~rangia110, eutonces c.pE 
l!S lagrangia110., Porqtu! :-ii E e:-; lagrangiano, E e.s isotrópico, por lo anterior, r.pE 
P!'i isotn"Jpico. Corno~ es un isornorlisrno, dirn<pE = clir11 E. Por lo tanto r..¡:;E es 
lagrang:ianu. 

Cuando !'-!<~ tiPrwn dos .s11bc.:onj11ntos .• Y, J·p de un espacio vPctorial F' se define 
.Y+ 1· = {n E F J 1· = o:i:+hy,:r. E X,y E 1"}, con,,,¡, E IK. 

1. 2. 7. Le1na. Srnn 11 ", X y 1 · .rnbes¡uu:ios del espacio vectorial simpléclico ( l'~ w). 
l. (X+1')J.=XJ.nYJ. 
2. Si IV e 1· renlrmces (X+ 11') n Y= (X n Y)+ IV 

Den1ostración: 
1. Como X e X+ Y, entonce~ x.1. :::i (X+ Y)l., amílogarnentc y.Le (,Y+ Y)l., 

lo que implica c¡11e (X+ Y)l. e XJ. n YJ.. 
Ahora t6mese v E ,yJ. n 1·1., entonces w(v,x) =O para toda x E ,\"y 

w(v, JJ) = O para toda JJ E Y; por lo tanto O= w(v, :e) +w(v, 11) = w(v, x+11) = 
w(v, ::) V:: E X+ Y. Esto dernuest.ra que XJ. n yJ. e (X+ Y)l.. 
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2. Sea v E (,Y+ ll") n 1· entoncPs 1· = :r + w con :i: E .Y, 11.' E¡¡· y 1: E 1·: co1110 
Tl'"' e 1·, lL' E 1·, adl'lll<ÍS 1· f'!'i subPspacio, esto impliea t¡lll' ,,. E 1·. Por lo que 
v = :i: + w con :1: E .Y n) ·y 11· E 11·, Ps decir 1· E (,Y n 1 ") + 11". 

..\hora tún1<'s" '' E (.Y n 1 ") + 11· Pntonl"<'s /1 = ::: + w l'on ;; E .Y n 1 · _,. 
W E ll"; conlll;; E .Y, t' E.\"+ 11", ade111;Ís 11" C 1-_ 11' E )"y;; E 1". )" l'S 
sllbl'SIHll'ÍD por lo lanlo ,, E)". Esto implica <¡111! I' E (.Y+ 11") n 1". 

o 
..\d\'iPrla que ¡¡·Les 1111 s11lwspacio de (l "."1) sin i111portar <¡llP ¡¡· SPa o 110 snlH•· 

:-;pacio. Al!!.t1Íen podl'Ía fijar.sP en PI codl•ntP l ·¡H·l.~ e Ífl\'l'stiv.;ar su t?slrt1ct.11ra si111-
pll!<:ti<:a, o cuando 11· <'s s11hPspal'Ío pudría '"'r cl coeit!nl1' 11"/(ll"nll·L). Ut1 l"oCÍP11ln 
Íllll!l'(!:-if\rlt(~ Sl! ubtÍPIH? CllalldO u· l!S cobot nlpico, y Sl? c.'Olllll~e l"OlllO n•tfuccicÍIL si11L­
J1/éclicll. 

1.2.8. Proposición. Sean (F, w) w1 espacio vectorial simpléclic:o y IV llll sube· 
spacio coisot1·úpico. 

l. El eocie11le V= IV/IF-'- es un c.,pncio vectorial simpléclicu. 
2. Si E e V "·' luynmyia1w e11lo11ces t: = ((En IV)+ H'-'-)/H".l es la[Jm11yia110 

tle V. 

Demostración: 
1. DPnol.1? [w] = w + 11·.L E V para w E 11". Si IV es c:oisolrúpico PnltlltCl!S IV.l 

es isotn)pico. Túrnense :r:, :e' en [:1:] y ::, ::' en (::J, t!s decir, :1: - :e' = w 1 con 
ui 1 en lV.l.. y :: - ::' = w:! con tL'2 en lV.t, w(:i:, ::) = w(:r:' + ·w 1 , ::' + u12 ) = 
w(:1:1, ::'). Por lo que una n1aru~ra natural de dc!finir la fonna sirnpléctica en 
V !!S n((:t:], (z]) = w(:t:, :::), ya <¡lit! 110 depencle w del cle111enlo de la clase. Si 
n([:r:], [:::]) =O para tocia(:::] E V entonces w(:r:, z) =O para loda::: E IV esto 
irnplica CflH! :r E n· L, es cledr {:rJ = (o]. por lo tanto n es JIU deµ.encracla. Esto 
prtrt!ba l1ue el cociente V= tF/ll·i. es 1111 espacio vectorial sirnplt~c:tico. 

2. Usando el le111a 1.2.I Sf! probaní <111" F = (En 11') + 11·1· C'S laRrat1giano. 

((En !F) + ll" 1]t (En ll")L n n· 

(E+11·.L)n!V 

(En ll") + ll··.L. 

Es decir, F es lagrangiano. Sea w E IV tal que rl([w], [u]) = O para lodo 
[v] Et:= F/l·V.L, corno (v] = v + n·.L, entonces w(w, v) =O para todo v E F, 
es decir w E p.L = F. Por lo tanto si [w] E e.L entonces (w] E e. Ahora sean 
[w] y [v] Et:, m1toncl!s rl([w],(u]) = <..:(w,v) =O porque F ns lagrangiano, es 
decir [111] E .$'.L. Por lo tanto t: es lagrangiano. 

o 
1.2.1. Relación con matrices complejas. Se puede id!!ntiílcar JR2 n con <C" 

de la siguiente manera: sean x, y E IRn, entonces x+ iy :=:: E C". La rnultiplicación 
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por i E e es una t ran~forr11al'it.l11 lineal de R'2" en sí rnisrno, i:: := -u + i.c, y Sil 
111at riz n:;udada l'S -./. 

Un l'll'nll'nto .-l dl' Jf,,.x,,,(IR) <'s IC-lin<'al, cuando .-li= = i.-1=, 1•s dPcir .-!(-.!::) = 
-.!.-.\::para todo:: E cC: PI conjunlo dl~ rnatriePs invPrtiblc-s y C-liru~ales el cual su 
dt•11t>ta por (;f.(n. C) forr11a 1111 µ;rupo t"llll PI producto df~ rnatric<'s. 

Para un prod11ctD intl'riur l'U IR:!", la 111atriz idPntidad /. PS la que se asocia a 
l'Sla funna bilint>al no dt>µ.t~nerada l'Jt una hast! orttn1on11al. Su µ.rupu consta de las 
rnat ricPs .-\ E .111'..!,,:-::?"(IR.) talt~s qut~ .-rr--t = !, PI cual st~ conoce corno 1-!,"l'llpo orto~onal 
.I' Sl' indil'a por 0(:211). 

Si .-1 E (;l,(11. IC)n<J('.211), l'nloncPs .l.-1 = .-1.l .I' •. fr.-\= l, por lo tanto .-l"l'.J.-1 =.l. 
Pt!l'O ta1nhit~11 sP vh'> q11t• ./ t•s la rnat riz asociada a la fonna sirnph~ctica wu dt~ R2" 
Pll su hasl? ca nün ica. 

Es decir, 

GL(11,IC) n0(211) e GL(n,IC) nS¡1(2n) 

G L(n, IC) n 0(2n) e 0(211) n Sp(2n). 

Si A E GL(n, C) n Sp(2n), entonces .J.-l = .-1.J y .-IT.J.-l = .J => .-ITA.J = .J => 
.. rrr1 = l, es cleeir 

GL(n, IC) n Sp(2n) e GL(n, IC) n 0(2n). 

Si A E Sp(2n) n 0(211), entonces .-1-r.1.-1 =.!y .-l.-rr = l => 
.JA= AJ, es decir 

Sp(2n) n 0(211) e 0(2n) n GL(n, C). 

Por Jo t.ant.o, 

GL(n, C) n Sp(2n) = GL(n, C) n 0(2n) = Sp(2n) n 0(2n). 

Esta intersección es llamada el grupo unitario U(n). 

1.3. El grupo sirnpléctico y su álgebra de Líe 

1.3.1. Definición. Una variedad suave de dimensión n es un conjunto Al y una 
familia nurnerablr. :F = {(!¡,U,) 1 i E l}, donde f; : U; -+ 1W es una función inyectiva 
.Y U¡ C IR" es abierto y conexo, tal que: 

1. LJiEI f;(U;) = 1'! 
2. Cuando f;(U,)nfJ(UJ) = 11" # (1) con i,j E/, los conjuntos f;- 1 (1-1') y ¡i- 1 (H') 

!ion abiertos de IR" y la función ¡j-t o f¡ es un difeornorfisrno. 

3. Si p E f.(U), ¡i E fJ(Ü) son puntos distintos ele /\.!, entonces existen sub­
conjuntos 11· e U, li·· e Ü, con f;- 1(p) E IV y f;- 1 (¡i) E t·t', tal que 
f;(IV) n f;(liº) = 0. 
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El par (f;, U¡) con p E J,(U;) es llamado parametrizal'ión de ,1{ l'll f', 111il'ntrasq111• 
el par (f¡-',f;(U;)) se conoce cor11n enria. Las para111etrizadmtt•s f;: F; ~ 1; e,\/ 
inducen en la \·aricdad ,,/la P.struet111·a dP pspaeio topoll>J~.dco . .-\ salwr~ las \"t!dudadPs 
son los conjuntos de la íontta f;(ll') l"llll ¡¡·e u, abierto. Estos l'Onj1111tos forrnatt 
uua hast:~ para la topología sohn• ~r, tal qtt<' l" e J/ l'S un ahic•rlo si y Slílo si para 
rada p E l º, <~xist<~ una \·eeindad dP l' d1• la forr11a antPs 111t!IH_:ionnda euntl'uida t!fl 

1·: así, p E f;(ll') e 1 ·. 
En tPnuitll>S dl' esta topoluµ,-ía, PI tt'l"Ct'I' n·quisitn de la dPfi11ich~>ll 1.;3.1 dt! una 

variedad PS parafrasear l'I axiorna th~ s1•paracil'>n dP Ilausdurff: Si J' =/= ¡i son puntos 
en ,,/, ent<HIC<!S t!Xistt~fl s11hc.:011j11ntos ahit!rtos l º y f· tal lJllP p E l º, ¡1 E f· .'· 
1·n (· = 0. 

1.3.2. Definición. Dadas do!i varit!dadPs :'lí', JI~", una t ransronnaeiún 9: 1'ft -T 

i'li es diíerenciable en p E 1'ft 1 si y ~t>lo si para toda !J : ' .. C IR"' -7 1'12 
pararnet rización l~fl c¡;(p), existe f : ll e 1R11 -7 ~'ft paratnetrizadtln en l' t.al que 
cp(f(U)) e g(V) .\' la función y- 1 o cp o J : U e Rn ~ IR"' e,; cliforern:iahlc en el punto 
¡-1(p). 

Para ttna \'arieclacl s11a\'c 1\1, el conjunto el" f11nd<lJ1<•s J: ,1.¡ ~IR cliferenciables 
en p se indica por V(11f,¡,). Una aplicaci<ín swn·., :r: (-<,f) e R __,Al es llamada 
1111a curva suave en lt/. Suponga que :i:(O) = p E 1\1. El \'ector 1 ang;cntt? a la c11n·a 
:i: en t =O es la función :i:'(O): V(i\l,¡J) ~IR ciada por 

:t:'(O)J = d(f o :r:) 1 
d/. t=O 

donde f E V(ltl,p). El vector ta11µ;1or1te en ]J es el ,·ectu1· tang;ente en/.= O ele alguna 
curva :r: : (-f, f) ~ 1\f con :c(O) = 1'· El conjunto ele vectores tangentes a l\l en p 
seni indicado por T,,1\1. 

1.3.3. Definición. Para la transformación diferenciable cp : 11!1 ~ 11!2 , en tocio 
p E kf1 y cada v E T1,1111 se define la clcri\'ada <i<,?p : T,,i\I1 ~ T'P(T>l 1112 d" la siguiente 
manera: dada ttna cttr\'a diforr•ndablc :r: : (-E, f) ~ 1\1, con :c(O) = l' y :c'(O) = v, 
tornando n = t..p o :e, 

rf~pu = n'(O) 

La dcrh·ada dr.p,, Pstú bien deíinida por !':icr lineal y no depender ele x, una pruba 
de esto .se encunt ra en [cIC], pügina D. 

Sean A/1, 1\12 dos varit!dades ~tun·ns, y una transforrnación f..P : A!1 -7 A/2, se 
dice que (p es una .'flllflf:rsión en psi rlrpp : Tp1''1 -+ T¡(p}A!2 es supraycct.iva. Un 
punto q E 1\f'.! l!S 1111 Vfllor n:y1llrir de! i.p si PS una SIUJH~rsit)n nn cada punto p tal que 
r.p(p) = r¡. La siguiente afirrnacicln, cuya clernostración urnitircrnos, aparece en [GP], 
p~íg.ina 21. 

1.3.4. Lema. Si r¡ es 1m valor regular de <,? : 11!1 __, 11!2, entonces fo preimayr.m 
lV = rp- 1(r¡) es ww subvariedad de 1111. Además, dim N = dirn Aft - dirn 1'12, ?J el 
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núcleo de. la derivada d..,:,. : T,,J/1 ~ Tr¡Jl'J. c11. cualquier· punto p E .\~ e,.; preci.wzuiculc 
el c.-;pacio lfllt!Jt~nlt! a ¡1. T¡,1v·. 

lTsarernos Ps1P n•!->ttltadn para n1ostrnr que Sp(2n) PS una \"arit·dad suavP. Para 
cualquier 111atriz .-\,la 111atriz _..¡r.1.-1 l'S antisi111<;trica, ya q11e (.-rr.1.-1)"r = .-1-r.rr.-1 = 
_ _..¡-r.1.-1. 

AdPllliÍs, .A(:?11) = {.-l E Jf2ux2u(!R) 1 _..¡T = -.-\} '" llll sUIH•spado \'ecturial d<! 
i\!,,.,,,. (IR). 

Sea J : i\/2ux2u(!R) -7 A(211) dl'linida por J(.-l) = _..¡T.f_-1. Ohsernm10s que 
¡- 1 (.J) = S¡,(211). !\loslrare111us que.! es 11n \'alur rng11lar de J; para esto calcule111os 
la cleri\'ada de f en .-1 en la direcci<Íll de !J: 

dj(.-l)D 
li111 J(.-l + s!J) - f(.-1) 
s-;.0 ,"i 

lilll (.-\ + s!Jf".J(.-1 + sD) - .-JT.J.-1 
s-0 S 

s.-\T.J[] + sBT.J.-J + s 2 [{1".JD 
lim -------------
s-..o s 

Falt.a ver que df(.-1) l!S suprayecti\'a c11ando .-1 E ¡-1 (.J); es decir, para cualquier 
C E A(2n) debe existir una lJ E ,\/2 ,.x 2,.(!R) q1w resueh·a la ecuación A.T.! D + 
J]T.J.-1 = c. Como e es ant isirrn;t rica se I"""'" escribir 1c - ~cr = c. T6rncse 
.-JT.J lJ = 1C ~ B = -1.-1.JC. \·,,,·ificanclu 

df(.-l)B T 1 • 1 'T .-1 ./( -2.-1./C) + ( -2.-1./C) J.-1 

_.!..1Jc- .!.c·T ¡r¡ = .!.c-.!.cr =e 2 . 2 . . 2 2 . 

Así, f es una s11111crs10n en cada .-l E ¡-1 (.!) y .! es un valor regular ele f. Por 
lo tanto Sp(2n) es una sulJVariedacl de 1\/2 ,.x 2 ,.(lR). 

1.3.5. Definición. Un grupo de Lie a r-panímetros es un grupo G que también 
tiene la estructura de una variedad suave de din•ensión r, de tal rnanera que las 
operaciones dul grupo 

1n: G x G ___, G, 1n(g, h) = _r¡h con y, h E G, 
i: G ___, G, i(g) = y- 1 con !! E G, 

son aplicaciones suaves c11t n! variedad e:-;. 

Corno la rnult iplicach:u1 entre rnatriccs y el inverso de una matriz son ap1icaciones 
sna\'es, s" tiene que S¡,(211) es nn grupo ele Lie. El espacio tangente en A, T,,Sp(2n) 
es el n1ícleo de la derivada r/f(.-l)B =.-Ir.JE+ BT JA, de modo c¡ne en la identidad 
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sp(2n) = T1Sp(211) = {BE Sp(2n) 1 ET J + J B =O}. 
Si .-1, B E sp(211) entonces, AB - BA E sp(211); pues, 

J(AB - BA) + (.-!B - D.·l)T J = JAB - JDA + DTAT J - AT BTJ 

ndcnuís, 
JAD=-.-frJBy -JDA=BTJA 

es dPcir, 

J(AD - EA)+ (.·IB - BA)T J = -A."I'(JB + BT J) + B 7.(JA + AT J) =O 

Por lo que podemos definir el producto (.-\, B] = AB - DA en el subespacio 
sp(2n). 

1.3.6. Observaciones. Las principales propiedades de este producto son las 
siguientes: 

l. (.-!., B] es bilineal. 
2. (.4, D] es antisimétrica. Sean.-\, BE sp(211). 

(B, .-\] = BA - AB = -(AB - EA) =-[A, B]. 
3. Se cumple la identidad de .Jacobi: 

([.-1, BJ, CJ + ([B, C], .-1] + [[C, .-1], B] =O 

Sean A, B, CE sp(2n). 
(AD - BA,C] + (BC - CB,A] + [C'.·I - AC,B] = (AB - BA)C + (BC­
CB)A +(CA - .·IC)B - C(.·IB - BA) - A(BC - CB) - B(CA - AC) =O 

1.3.7. Definición. l"n cílgr.bra de LiP es un c:;pacio \'Cctorial .C., con una ope­
ración (,] : .C. x .C. --)- .C. que es bilineoal. at1tisi1nótrica y satisface la identidad ele 
.Jacobi. 

Obsen·e c¡uc T10(111) = A(m) tarnbi•'n es un álgebra de Lie con la misma ope­
ración (A, IJ] = AB - BA. 

Sran .-\, B, C, D E .\/,.,,.(IR), para que la matriz [ ;0 g] esté en sp(2n) se debe 

curnplir que B, e· sran sinu!tricas y D = -.~l7 . 

1.3.8. Lema. Sean L : IR_, sp(2n) contimw y sea <I>: IR~ A/2 ,.x 2 ,.(IR) diferen­
ciable tal que <l•' = L<I>, <I•(O) = l. Entonces <I>(t) E Sp(2n) '<! t E IR. 

Demostración: 

Ya c¡uc, ..'.....
1
1 

(<I>"F.J,l') = (L<l')TJ<l•+<I>"r.J L<I> = cf>T(LT.J +.J L)<I> =O entonces, <I>T Jil> 
( t 

es constante en todo lii:, pero <I>T(O)J<I>(O) = ¡T JI= J, por lo tanto cp·r JiJ> = J en 
tocio IR. 

o 



CAPíTULO 2 

Sistemas hamiltonianos lineales 

2.1. Sistemas desconjugados 

Sean .-\, B, C : IR --1> J'fuxu(IR) íunciones continuas para la t~cuach>n: 

(2.1) [:i:] - [..\(l) 
¡j - C(t) 

B(l) ] [~:] 
-..\r(t) Y 

donde :e, !J : lR --.; IR". Suponiendo que B(l) y C(t) son sinH;tl"icas, se tiene que la 
matriz L(I.) de este sistema pertenece a .sp(211). 

2.1.1. Definición. El sbtema (2.1) es lla111aclo desconjuyado en R C lR si parü 
cada soluci(>n (:c(l), y(l)) no iclénticanwntc 1111la, el vector ~:(t) se anula a lo nuís una 
\'l!Z en R. 

En ocasiones ~e aeoHt urnhra pensar el sisterna (2.1) corno: 

(2.2) [
11'] [..\(!) 
1º' = C(I) 

B(l) ] [¡¡] 
-.-fr(l) F 

dorHho 11, F : lR--.; ,\l,.xn(IR). Advi.,rta que (ll(l), F(l)) es una solución de (2.2) si 
y sólo si :r(/.) = 11(1)<· y y(I) = 1 º(l)c forman una solución ele (2.1) para todo vector 
e E lR". 

Del"í11a11se los s11hespacios vcrlirnl V:= {O} x IR" y lwrizo11lal 1i :=IR" x {O}. 
Sea <T> : lR--.; 1l!, .. x 2,.(IR.) la solución de <T>' = L(t)<T> que satisfacl! <T>(O) = T. Nos 

intl!resa buscar una familia E(!), I E IR ele subespacios lagrangianos ele 1R2 " que sea 
<T•-invariantl!, es decir, 1T•(/)E(O) = E(I.). 

El resultado priru:ipal de este capítulo es el siguiente: 

2.1.2. Teoren1a. Si d si.,tcma (2.1) es deconjuywlo, los siyuienles límites exis-
len 

IE(O) ,.!_!~~ 1T•(0- 1 (v), 

IF(O) ,.!_!~~ <J•(t)- 1 (V), 

y son :·nibespacio.c; layrri,ngiunos transversales al suhesp<i,cio vertical. Llarnare1nos 
subc.c;¡uicios de Gr·een <L estos espucios. 

2.1.3. Observaciones. 

11 
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l. Toda solución de (2.2) est<í dada en la siguiente forma 

[
H(I)] [H(O)] ~-(1) = <T>(t) \"(O) . 

2. Escribiendo 

(2.3) <T>(t) = [* C:UJ] * [:(t) , 

con.siderernos 

1 ) [e(t) ll(l)] [º ll(O)] rp(l = U(l) \ "(l) = <T•(t) . l V(O) . 

Del hecho de que <T>(t) E S1,(211) se obtiene: 

(2.4) l/l(t).,..ll/l(t) = ¡j;(O).,.<T;r,JtT,¡/J(O) = l/l(O).,..ll/l(O), 

y así 

e-r1.· - U.,. ll = -H(O), e.,. u - u-re= o, V' l E IR. 

3. Supongamos que det. G(l) # o para t. # n,, entonces para l # o existe 
X(t) tal que [/ = ex. Como e-r1 · - u-r ¡¡ = -H(O), SI! sigue que V = 
(e.,.)- 1 (-ll(O) + U.,.eX). 

(2.5) 

(2.G) 

Ya que u·re es simétrica, V= -(e.,.)-'ll(O) +UX. Dorinrndo ll =ex, 
corno e'= Ae +BU y H' =AH+ BF, se tiene que G,\"' = -B(G.,.)-1 ff(O), 
obteniendo: 

donde 

X(l) 

ll(t.) 

X(r:) +le e- 1 B(G.,.)- 1 ll(O) 

G(t)G(r:)- 1 ll(c) + Zr.(t.)ll(O) 

Zr.UJ = ec1.¡ },'" c- 1 B(c.,.)- 1
• 

4. De la definición de Zr.(l.) deducirnos que Zc(c) = O y ele (2.G) calculamos que 
!$.J Zc(t) = l. Aclermís 

{2.7) Zr.(t) = AZr. + B(uc-1 Zr. - ccrJ-1 ) V' t #o 
Para E: > O se define 

Z-<(t) := e(t)1Vr. + Zr.(l) 

donde Nr. := -G-1 (-c)Zr.(-E:). Inmediatamente se cumple que Z_.(-E:) =O, 
z_.(O) = l, y como z_<(t) = G(tJ'Nr. + Zr.(t), también 

(2.8) .z_.(t) = Az_. + B(Uc- 1 z_, - (G'I')- 1) V' t #-o 
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2.2. Construcción ele los subespacios ele Green 
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Para la co11str11eciún de eslos snhl'spacius so debe s11po11l!r qllt? l!I siste111a (2.2) 
es descu11j11gado "" R. pur lu que t•xiste una matriz sirlll;lrica S(l) lal q11e U{t.) = 
S(t)G(I) para toda f. =f. O. E11to!ll'.l'S C:' = S'G + SG', y sustituy"mlo los valon•s de 
G' .v (.i', !"iP ohtit•ru• 

(2.D) S' =e - .. frs - SBS - S.-\ 

qllt? st• l'l>JHH'P <ºOlllll t~c11adú11 dl! Ricatti. 

2.2.1. P1t~~T~~NSIÓN. La rnatriz c- 1 (l.)Z,,(t.) es sirnét.rh:a ¡mm toda t. =f. O. E11 
particular, J\"i: l'S si11u?t rica para todo e> O. 

Dernostración: 
Sustituyendo U= SG <~n (2. T) y usando la ecuación de Ricatti, vcarnos quu 

lir.U) 
v,,(1.) 

Zr.(l) 
S(t)Zc(t) - (GT(t.))- 1 

PS una ·soluciú11 del sistema (2.2) para toda t =f. O. 
En efecto, tenernos que 

,.,, S'Z,, + SZr. + (G7)-'(G')T(GT)-1 

CZ,, - .-\T(SZ,, - (GT)- 1
) - S(BSZ,, + AZc - B(GT)- 1

) + SZr. 

Cli1-.-\T1J1. 

A11alogarne111 . ., 

li,(t.). 
v2(l) 

z_,(t) 

S(t)Z_,(t) - (GT(t))- 1 

es una solución cid sist.rmia (2.2) para toda t =f. O. 
Calc11la11du, w((/1,,, v,,), (h,, u,)) = -(G- 1Z,,)T + c- 1z,, + N,, para tocia t of. O. 

Eval11a11do para /. = -E, obte11emos -(c- 1z,,)r(-E) + c-1zr.(-E) + JVe = 1V'[. 
Corno se preserva la forrna sirupléctic.:a, 

(2.10) 

para toda /. =f. O. Eval11a11clo ahora para /. = e:, se t.icne que, Ne = N'[. Usando de 
!lllC!\'ll (2.10) Sí! tiene que c;-tz,, = (G- 1 Z,,)T. 0 

2.2.2. Definición. Sea r,· E 1\1,,x,,(lR) simétrica. {(es vo.siliva si y sólo si para 
tuda x =f. O E IR", x'f"[•(:t: >O. 

2.2.3. PHF.:TENSIÓN. Si B(t) es positiva para toda t E JR, entonces Ne es positiva -
para tocia e> O. 
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Demostración: 
Ba.sta probar que 1V',"'; 1 es positiva? porque si yr~v·,-; 1 11 >O cnn y ':;:f O, entuncps 

PscrihiPrHlo y= J\~.~e, :.i~T1\':"r..l';c- 1 1Vc:r >O. 

~(-Z; 1 (t)G(t)Jl,=o = z; 1 Z.,Z,:- 1G - z; 1G'l,=o = -B(O). 

Así, para toda :t: #O la í1111ción real I >-t -.rrz,:- 1 \f)G(l).r l's d1•er<'eienll! cl!n•a d" 
/.=O,!""." -Z,:- 1(0}G(O) =U. Por Pl n•s11ltado 2.2.1, la matriz -Z,:- 1(t)C(i} "" 
si11u~~trica para tocia t < O y positiva para I < O pn>xirna a Cl~ro, <~n particular para 
I =-E. Por In tanto 1V,--;- 1 es positiva. O 

2.2.-L Definición. Se derine el orden pardal[> en ¡\f11 xu(IR.) escribiendo 1'.·1 [> /\.:! 

si y s1>Io si D(0)- 1(!\1 - T\2 ) es positiva. 

RPconlemos que 

con8iguiendo así 

(2.11) 

(2.12) 

con O< e< d. 

Zc = -B(t)(G(t)'I')- 1 + G'(t.) r c- 1 B(GT)- 1 

./, 

Zc(O) - Z1 (O) 

Z,¡(t) - Zc(t.) 

B(O) l" c-1B(Gr)- 1 , 

G(t)B(o)- 1 (Z,¡(O) - Zc(O)), 

2.2.5. PnBT1<:Ns1óN. 

l. lim Zc(O) - Z1 (O) = Q existe y es simétrica. 
1:-+oo 

2. }.!!~ Zc(t) D(I) exbte (11niforme111ente en intervalos acotados de l) y 

li(t) = D(t) 

u(t) = S(t)D(t) - (Gr(t))-1 

es una solución del sistema (2.2) tal que D(O) = l, D(O) 
det D(t) o¡f U para tuda l E IR. 

Demostración: 
l. Definarnos la función 

f.,(:c) = xrB(o)- 1 [Zc(O) - Z1(0)]x e> l. 

Q + Z¡(O) y 

Por {2.11), B(o)- 1 (Z<L(O) - Zc(O)) es positiva, de modo que si e< d, entonces 

Z,¡(O) - Z¡ (O) !> Zc(O) - Z1 (O), 

es decir, f.t(x) > fc(x). 
Por el resultado 2.2.3, N 0 es positiva. Entonces 

B(O)Nc + (Zc(O) - Z1(0)) !> Zr.{O) - Z1(0), 
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y Cllllll> adt•111:ís Z_,(0) - Z,.(0) = n(O).V, .. s<' lil'lll' t¡lll' 

L«O) - Z1(ll) [> .Z,.(O) - Z,(O) 

para toda ,. > 1. Ps d<'«ir, J_,(.r) > f,.(,,.). 

lfi 

Corno ,. ~ f,.(.r:) l'S 11a1nl•tnna111L•11tP l'l"PCiP11lt? .'" acntada s11perionnontP 
para tuda ;r E IR". so siµ,uP qut• 

}j~ ¡,.(.,.) = J(:r) 

t?XÍSto para tuda .r E lR". 
Adl!11i:b, .Z,.(O) - Z 1 (0) = n(ll)C:(1)- 1Z.,(l) para,.> 1, y así por el rn­

sultado 2.2.1 Sl! l'.lllllpll' l[lll! n(o)- 1[Z .. (ll) - Z1(0)j l'S sir11útriea. Usa11do la 
id<Hlt.idad dL! pulari~acit~>n !if! clefitH' la forrna hilineal si111(!I rica 

!J(.i·, y) 
1 
:¡[!( ... + !I) - f(.i: - !1)] 

}.!!~":rn(u)- 1 [Z.,(O) - Z1(0)]11 

Existe R si111farica tal c¡1w !1(:1:,y) = :i:rn.y. Por lo t.a11to, Q = B(O)R es 
sinH;triea y es igual a lim Z.,(O) - Z1 (O). 

r:~oo 

2. Como li111 Z'c(O) - Z1 (O) l!Xist "• V 1¡ > O, :::¡ r tal q1w, si e, d > r e11t.m11.:l!s 
r:-i.oo 

IZ.i(D) - Z.,(O)I < 1¡. D" la l'<:11aciú11(2.12), si' d"d11cl! <¡lll! 

IZ.i(l) - Z .. (1)1 < IG(l)llB(0)- 1 111. 

Para int.or\'alos acot.adus d" /, l!XblP i\f >O tal <(11" IG(l)I <¡\{para toda l t!t1 

ese intcrw1lo. Por lo tanto Z,.(1) Ps 1111iforr1H!111ente de Cauch.v, y a:-;í 1111ifonnc-
111onle COll\'<!l'genle para intl!l'\'alos acotados de l. Co111u }j~ Zr.(t.) = D(l), 

(h(l), v(t.)) es 1111a sol11dú11 del sisl erna (2.2). Por el cuarl.u apartado de las 
obsorvacinrws 2.1.3, 0(0) = /: ,\' por el inciso anterior D(O) = Q + Z1 (O). 

o 
Así, las hipótesis de que PI sist""'ª (2.2) sea dPscunjugado en IR, que C{l) sea 

Hitnétrica, .Y que B(l) sea sirnc!trica y posith·a, i1nplican que 

JE:{l) := Tma [~:~m = Graf §(!), §(l) = S(t.) - (GT)- 1 vur 1
, 

es el límite de los s11bespacios E.,(t) := Tma ["r.{l)]. 
u,(l) 

Obso\'\'(!lllOS <¡111! c- 1 z., es silllt!t rica por el resultado 2.2.1. Por lo tanto li111 c-1 Zr. 
r.-+oo 

= c;- 1 D C!S sirrH•t.rica, y entonl'l!S o- 1c; es simétrica. Esto implica r¡ue (GT)- 10- 1 = 
(G- 1 )7'[D- 1GJG- 1 l!S sim(,trica. 

'{a que §{l) = S(t.) - (GT)- 1 D(l)- 1 es simétrica, por el lema 1.2.5, JE:(t) es un 
subespacio lagrangiano conocido corno subcspacios "estable" de Green. Tomando 
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•T> c!PI !Prna 1.3.8, n·corclcmos que la soluci,)n (11(!), 1·(1.)) ele (2.2) se puede escribir 
(h(l).1•(!)) = •T>(l)(h(ll), i:(ll)), doncll' 1·(0) := E!.'J 1.·(I) 1•s simétrica. Así, 

JE(/) := Ima ['.'.~m = I111a •T>(/) ['.'.~~;¡] = •T>(t)IE(O). 

Por lo tanto la fa111ilia E(/) l'S •I•-i11\"aria11tl' . 
. -\r¡¿\log:;,u11t•ntL', cnnsiderandn soludont•:-; dPI sistl'11ta (2.2) l'.OII l'I tit!lllJ>ll l'll n!­

\'Pnm, SP obt iPtll'JI los !-illlH•spados '"ittt'.'i/a/J[(',-; ·~ th~ c;l'PPll IF(/). En Pste caso, para 

(' > 1, e· 1--7 Z_c(O) - z_¡(O) l'S IJIOJH)lona dt'lTPCil'lllP y acotada i11Ít!rion1u~nto poi· 
Z,(O) - z_,(O). Tarnl>il•n ol>tl'lll'llll" """ IF'(/) l'S •T•-irl\·ariantl'. 

2.2.G. Proposición. Smn .-\(!). D(I) = n·r(I). C(I) = CT(I) mnlimws ""Re 
IR !/ 13(!) po.;ili1•rL. s,.,, •Ti(/) = <f>(/)•f>(u)- 1 • dow/.- •I>(/) <'-'fo lnrn.<fonrrnei1í11 duda 
por f.'! lt•11111 J . .'1.8 

1. Si R ,~,... 1111 inlcrl'alu [11, r5[, c'i :S ce, t:lllonces (2.1) es rlcst·unjuyado en R si !J 
súlo ,,;, '"risfr E laymnyiarw i<Il '1"'' 1T1(/) En V= {O} ¡mrrt lorlu l E Jn, 6(. 

2. Si (2.1) 1·,.; dc.<;c·unjuyadu en. un inl.en:alu cr:rratlu [fl, b]. cnl.unccs e.:.áslc f > O 
tal que (2.1) es desco7t)ll!Jfldo cTL (n - t=, h + t=]. 

3. Si R f!.<; un inl.r:r1111lo cerrado y acol.adu. u un inl.ervalo abit:rl.o, entonces (2.1) 
es tÍc8conjuyado en R si y .sólo .i.;i, c:r:isl.t~ E luyranyiano lal fJUe \J1(1.)EnV = {O} 
para lodo l. en R. 

Demostración: 
l. Pongarnos 

(2.13) 1I1(1) - [G{l) 
. - U(t) 

TT(t)] 
F{I) ' [

TT(/)] Ima l "(/) = 1T1(t.)V. 

Dada cualcpiiPr sol11ei6n (:1:, y) de (2.1) que c•s n~rt ical e11 t =a, hay un \"cctor 
e E R" tal q1w :e(!.) = ll(t),., y(!.) = F(t)r·. Si (2.1) es df!sconjugado en 
R, entune"s del. TT(t) =1- O para " < I < S, pues si existe un c0 =¡f. O tal c¡uc 
TT(l.)c0 = O , entonces :c(l) = TT(t)r.·0 se anula en l = 11 y en l = /0 . Así el 
c:;pacio la~rangiauo dvseado es E = V. 

Rc?cíprocarnentP, :-11~a E un s11hespaeio laµ.,rangiano con 'l'(/.)E n V= {O}. 

Sea 1T1{t)E = Ima [¿:i~n, entnn""s d"t G(I) =1- o para 11 < t.< ó. Definamos 

una solución "" (2.2) por 

Zo1(l) 

l·;,{l) 

Como Bes posit.h·a, c- 1 B(G-r¡- 1 también lo es, ele aquí se sigue c¡ue clet Z,1(t) =l­
o parad< l < 6. Si (x(t), y(t)) =1- O es una solución de (2.1) que es vertical en 



(2.1-1) 

(2.15) 

(2.16) 
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I =d. entcrncPs dt>IJ!' ser de la forma (:c(t), .11(1)) = (Z,¡(t)t", l ;1(t)c), de modo 
que ;i:(I) no se anula para d < / < .i. 

Falta uwstl'al' que si (:i·(l),y(t)) o¡6 O <'S una sulul'iún de (2.1) tal que 
;i:(") = O, entuncl's :1'(/) o¡6 O para " < l < c5. Para <'sin, hasta probar que si 
11 < d < 15, enolll'<'S existe una solución (ll(I). \ '(t)) de (2.2) tal que H(a) =O, 
¡(1'\" = ¡ ·r¡¡ y det ll(I) =f O para" < / :S d. Expl'"se11ws 

tal que G1(/), U,(I) = n-1((";', - .4G1) Ps una solucitín de (2.2) y G{U1 = 
U{'G1. Ya q1w l3 "" posil i\'a, "1 íactor -l - c- 1(/.)Z.i(/.) d" la fórmula (2.1-1) 
'" ncgati\'n pan1 íl < t :Sr/. Por lo tanto el detG1(t) =/O para"< t :S d. 

A1Hílo~n.11u~11te 1 

y por consig;uientc, 

[ - l + ¡·· c- 1 13ccr¡- 1
] • [ - 1-j"' G¡- 1 B(Gf)- 1

] =l. 
rl rl 

Puesto que el prirner factor es ne~aUvo para a < l. ::;: rl, el segundo factor 
(que es el invet'so del primero) es 1wgat.i\'o. Definiendo l\1 !:::: l\2 si y sólo si 
1(1 - /\"'2 es positiva, tl!ncrnos que 

j .. ;,·" P(/.) := - G¡ 1B(C"fj- 1 = C¡ 1B(Gf)- 1 

,, t 

es decreciente para " < l :S rl y aderrnís l !:::: P(t). De aquí se sigue que: 

j
.,¡ 

P(a) = lim P(t) = C¡- 1 B(Gi")- 1 

t~n+ n 

existe. Escribiendo 

se tiene que H(t), V(t) = B- 1(H' - AH) es una solución de (2.2) tal r¡ue 
1rrv = vr H, H(n) = O y det H(t) =/ O, para a < l :S d. 

2. Si (2.1) es desconjugado en un intervalo cerrado (n, /1], entonces 'V(t)V n V= 
{O} para a < l :S /1. Por transversalidad, existe E > O tal que 'l'(l)V n V = 
{O} para a < l :S b + L Por el prirncr inciso de esta proposición, usando 
E(l) = 'V(l)V, el sistema (2.1) es dr.sconjuga<lo en n < f :::; b +E. Por el 
mismo argumento, usando ahora que E(l) = 'T•(b +E - l)V, se muestra que 
existe <o tal que el sistema (2.1) es desconjugado para a - 'º :S l :S b +f.. 
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3. Si Res un inlern1lo cerrado [a, b], podernos rxt<'rt<l<'r .-\(/), D(I), C(t) cont inu­
amcnte sobre un intl'l"\0alo [n-<, b+fj ::> R tal <¡lll' D = nT. e= CT .'" D(I) "'ª 
pusith·a. Si f >O es suficienll'nH•nte peqtH~ria. l'ntonecs (:2.1) l'S dP.scunjuµ;alh> 
en [a - <, b+<] si.'" sólo si l'S dPsl·onjug;uln sohn• R. Ya que [u. b] e [u - '• b+•[. 
el ca.so R = [a~ b] de la proposieh."111 se sigue dPI pri111Pr indso. 

Considere R abil'rto. El arµ,-1111w11tu usad u l'H PI ea.so (u. á[ 11111P.st ra t¡lll' si 
!!Xisl!! E lagrangiarlll tal qtw 1T1(/}E n V= {O}, para I E R. Pnll>lllºt'S (2.1) t•:> 
dl!Hcu11.i11µ,-culu <'11 R. 

o 
2.2.7. Proposición. S11¡m11ya11ws q1tc c;i:iste11 lo > U .'/ k > O lule.< que llS(l)ll < 

k 1J llS(t)ll < k ¡mm tuda 111 >lo . • m1lu11r:cs pam ludo R > O c:r:islc T = T(R) > () 
tal tjllc IG(l)ul > Rli:I ¡mm lodo IJI > T y !orlo 11 o;f O. 

Den1ostración: Sea 

M(J) := l"" c- 1 (s)B(s)(GT(S))-
1
ds. 

Corno 

Z.,(t) = G{I) l" c-'(s)D(s)(GT(S})-
1
ds 

y D(I.) = lim Z 0 (l), tenemos que D(s) = G(s)1\/(s) para s > O. Consideremos las 

soluciones"s(/), S(t) de la ecuación de Ricat.ti {2.!l), luego 

§{I) - S{I) = -GT(l)- 1 i\1{1)- 1G{IT 1 t >O. 

Para l:r:I = 1 y t > lo, 

l<11l(l)- 1G(l)- 1:i:,G{l)- 1.i:>I :S l<S(l):r:,:r:>I + l<S{l):r:,:r:>I::; 2k. 

Sea ,\(t.) el valor prnpio rmís Rrancle ele 1\/(t), 1 > O. Ya que 1\/(l) es positiva, 
tenemos,\(/.)> O y lli\/(1.)11 = ,\(1) . ..\dermis, 

2/• ~ l<M{l)- 1G(t)- 1x, G{l)- 1x>I ~ ,\~I) IG(l)- 1xl 2
, 

IG{IT'xl :5 (2kllM(t)ll) t 't lxl = 1, t >lo. 
, entonces si !ul = 1, tenernos que 

IG(t)vl ~ llG(~)-' 11 
1 

~ ------.,.. 
(2klli\/{l)ll) t 

t >lo 

Ya que 1\l(t) -7 O cuando t -7 +cx:i, dado R >O existe T > lo tal que y'2kllAI(t)11 < 
1/ R para todo t > T y entonces IG(t)vl > R para todo 1 > T y lvl = 1. O 



CAPITULO 3 

Sisten1as harn.iltonianos sin puntos conjugados 

3.1. El haz cotangente 

St>a ¡\[ tina varit•dad difPl'l?Jlt:iahlt.! dn dir11e11shín .,,, Una r1111cití11 li1wal sohn~ p) 

Pspacio t.an~Pllll? a i\l Ptl un punto 'l !-it.? llan1a \'rn'..:lor colangt•nle a 1\/ l!ll q. El 
conjunt.u dt~ todos los n~l'ton~s cutan~ent<?S a J\f en r¡ fonna un espado \"t?ct.oria1 dt! 
dinH?nsit.)u 11 1 dual al Pspacio tangente T,1J\!. Este espacio dual st? denota por r,; 11! 

y so llarna t!spadn cutangPntn dt? 1\I en q. 
La unit)n de lus t~spacios cotangentes a la variedad en todos sus puntos es llarnado 

ha.,; cotanµpntP dP t11 ·" Sl' denota por r·,11. Una 1-forrna en¡\/, C!S una funcit~)Jl 
w: 1'! ___., TºiH tal que para tntla '/E 1H, w., E r,;,u. Por ejemplo, si f: l\l ___.,IR, 
tmt.oncPs rlf PS una l -fnnna Pll 11/. 

Si (q1 , ••• , r¡,.) l'S una t•leccit0

Hl <le cuurclt!nada.s locah~s en 1,I, ent ura·t?S las 1-forrnas 
dt]l, ... , tbj,, furr11a11, f!l1 cada punto de la vecindad coordenada, 1111a ba:·m para. el t?S­

pal:io cuf.all~Pllt f? y dtd111Pll lllla co}l!CCiL)ll dl? COOl'dt!flHdas }ocales Pll T• J'f llH?dianll! 

" 
(tJ1, ... , 'Ju, O¡, ... , Vu) 1--7 L n¡tltj¡ 

i=l 

A:-;í, r· ¡\[ t Ít'll(? 1111.a (!St r11ctura natural de variedad difereru.:iable COll clirnensic>n 
2n.. llay una pro_vt!ccit'111 nat 11ral r. : r· ,,¡-)o Al definida enviando cada 1-fonua. en 
T,11'! al punto q. La pruyecciün 7f es diferenciable y suprayectiva. La preirnagen dt? 
llll punto '1 E ¡\[ bajo 7r l!S el espado cutangentt! r; ¡,f. 

3.1.1. Definición. Sea 1'/"2" una variedad cliícn?nciahle dt? dirnensi6n par. Una. 
estructura Hirnpl1!clica sobre 1'f'2" t?S una 2-forrna cliforencial w sohrn A/2", la cual 
es cerrarla, u sPa r/w =O, y no degenerada. La pareja (1\f'!.n,w) es llarnada variedad 
sirnpl<;ctic:a. 

Un ej<?tnplo C!S IR2 " cun coordenadas (q, 1') = (q¡, ... , r¡,., p¡, ... , p,.) y la forma 
sirnpl{?cl.ica Wn se? dl!finc 

" 
w 0 = L di¡; /\ rlp;. 

i=l 

3.1 .2. Preposición. El haz cotan9e11tc T' ,,,¡ tiene u11a estn•clura simpléctica 
11atmnl. Esta estructura está dada localmente por fo fónnula 

(3.1) w = rlr¡ /\ rlp 
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Den1ostración: 
Primero definamos una 1-furma dislinµ;uida sobrn T• 1\f. St•a 1• E T,,(T· .\!). 

eon JI E T.; i\l. Con la derirnda r/;; : T(T• .\!) --; T,\f de la proyl'<Tit'rn nat nral 
;r: T• JI~ JI, sl' uhtit•np 1111 \"ector <hr(u) E T,1:11 . ..\hun\! dPlinallH.lS una 1-forrna 
(Ó-) sobre r· ,\[por la n·ladún (-:>(u)= p(r/;;(1.-)). En las l'.llll1°denadas lol'all's tll'SlTilaS 
arriba, t~sta furrnn l'S {-) =¡Hit¡. Si (.;..,' := -rl<-). entu11ees w = d<¡ /\ tlfl. Por lo tanto;.....• 
es una 2-fonna el'tTada y no lh~gPnPrada. 

o 
3.1.3. Definición. Sean (1\f, w) una ,·ari<•dad si111p1,:c1 ica y lf i\f ~ IR 1111a 

rundún c=1
• El carnpo veetorial .. \· dPt enninado por la eundicil>n 

(3.2) w(X, 1•) = rlll(u), 

se conocn corno el carnpu veclorial haruiltoniano y /!es su funcilln energía. 

3.1.4. Proposición. Si w es la eslr~lClllT'IL simplécf.icrL 11alural rle r· J\1, el ClL1TIJJO 
ha1nilloniu.no .A· se escribe en coordenada.e; cuuio 

(3.3) ,\ = ( Dlf' _ Dlf ) 
Dp Dr¡ 

rlo11tle 
Dlf _ ( Dll Dll ) 
Dp - Dpi ' ... ' Dp,. y 

Dll ( DI! Dll ) 
Dr¡ = Dr¡

1 
, ••• 'Dr¡,. . 

Demostración: 

Definamos X por X = ( ~~, - °:",: ) y "''rifique111os que w(X, v) = rlll(ll). 
p . • L (X:) Dll l (X) Dll ar construcc1on, < q1 "' = rlp, y < P1 "' = - fJq. · 

Así, 

" w(X,v) L rlr¡; /\ rlp;(X, v) 
i=l 

n n 

Lrlr¡,(X)rlp;(v) - Lrlr¡¡(v)rlp;(X) 
i=l i=l 

" D!l DH 
L ~rlp;(v) + -¡¡;-:rlrJ;(v) = rl!l(v). 
i=l Pt 1i 

o 
Dados una variedad .1\/f y 11n campo vectorial '}-~en .1\/1, para cada l' E M sea lp 

el intervalo maxirnal donde hay una curva integral e: I,, ~ M de Y con c(O) = p y 
sea V= { (p, l.) E J\.1 x IR: l E ! 1,}. Se pttccle demostrar que V es abierto en J\.1 x IR 
y qtte existe una única transformaci6n <p : V -+ J\.1 tal que l i-+ r.p(p, l.) es una cun.,1 
integral en p, para todo p E .NI. Esta transformación r.p se conoce corno la i11teyral de 
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1·, la curva l ~ c.p(p, 1) es la ct1r\'a intPgral 111axir11al de 1"' en p. El carnpo \'cctorial 
1 • es co111plcl¡, si V = _,vr x IR y en tal easo, <¡:es llamado el flujo el<• 1 •. 

En lo sucesi\'o~ ~\·es el carnpo \'ectorial ha1niltoniano asociado a una funcil'>n !l. 

3.1.5. Proposición. Si e(/) es ww cu1·1m i11lef/ml ¡mm .Y. c1tlcmcc.• ll(c·(l)) ''·' 
t'CJll • .;lanlc en 1. 

Detnostración: 
Por la re¡>;la clt• la cadena y (3.2), Sl! t icne 

ti 
tlt. ll(c{I)) tlll(c(I.)) · i:(l) 

ti ll ( c(I.)) · .Y (e( l)) 
w(X(c(l)), X(c(l))) =O 

o 
3.1.G. Definición. Sea 11/ una \'arieclacl ele R.iemann, 1111 hamilloniano ll : 

r· 11! --t IR es: 

• convexo, si cm lodo punto ele r· 11! la matriz hcssiana llpp es positiva definida; 
• superlineal, si 

. ll(r¡,p) 
11111 --

1 
-

1
- = +oo. 

IPl-oo P 

Los conjuntos de ni\'el ¿ = IJ- 1 {c} se conocen tarnbién corno niveles de enBrgía 
ele l/. Si 11/ es compacta y el hamiltonianosuperlineal, entonces los niveles de energía 
son subvaricdades cornpac.::tas. Adcnuis, con10 el carnpo vectorial har11iltoniano ,}\es 
Lipschitz, las soluciones est.;ín definida!-:i para todo JR. La afirrnadún anterior se sigue 
ele un resultado de~ la tf~oría de ectn:Íciones diferenciales, que se puede encontrar en 
[AiVIJ, (tconmia 2.1.18, p;í¡;ina 70). 

Como .Y ,,,; curn¡ileto, definimos la aplicación 'P : IR X r· 11! ~ r· 11! conoci­
da corno r.l flujo hamiltuniano dP. //, y denotaremos 'Pt := rp(l, ·) para este flujo 
hamilt uniano sobrl! r· 11!. 

3.1.7. Ejen1plo. Dadas una función U: 11! --t IR, una métrica ricrnanniana <, > 
y una 1-fonna w en 1\l, considcrernos el han1iltoniano electrornag:nético 

(3.4) ll(x,p) = ~IP - w(:r.)12 + U(:i:). 

Las ecuaciones de Hamilton son 

:i: 
D 
dl (p - w(x)) 

< p-w(x),· > 

rlw(x)(:i:, ·) - clU(x). 
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D 
donde di l'S la dPrivada eo,·arianle para la conexión de l.e,·i-Ch·itta definida por 
la ruétrica riornanniana. La f111u~ill11 [:y !-ill derivada tf[i n•Jfft'SPnlan l'I potPneial y 
earnpu Pli'ct rieus! rniPnt ra.s que d~1 rPpn~sPnt a PI can1po rnag:n(~t icu. 

3.1.8. Definición. Si ;o l'S la Jll'll.\"l'<Th1n <"a11ú11il"a, ;o: TºJ/--; .1/, ~- J" E T".l/, 

• !ie l'lllendcni pur subespacio vertical a 

l"(.i:) = :'\11c (rlrr,.) = {1' E T,,T".\f 1 r/;;_,.1, =O}, 

• el punto :r st~ lla111ani desconjugado, .si 

rl.,; 1 (lº(:i:)) nl"(.,;,(.t)) = {ll} 'V t E IR. 

La ,;rhitade 11n p11nto :i.· E T".11, '"el conjunto p 1{:r) = {(¡i,r¡) E T"i\/I (p,1¡) 
ip1(:r) V/. E IR} .\" SI? 1rn111bra dl'Sl"onj11µ;ada si todo punto (JJ, r¡) E r"t(.r) l'S d1?sconj11-
g:ado. 

En adelanl!!, supondremos c¡t1" ,\/e IR"" y por cnnsiµ;uientl' r· .lf e JRN X JR"'•. 
Ohsen·e que Tc.,.1,¡(T• 1\1) = T.,,\/ x T,;(T,11\1) ~ T.1.11 x T.;i\I: así, el suhespacio 
\"l!rtical es l"(r¡,¡J) ={O} x T.;1\I y el s11b.,spado horizontal es H(1¡.p) = T,11\I x {O}. 

Sea u e IR~'\' una vecindad tubular de 1\I, denoten1os COll l/: [.-+ ¡'/ la proyec­
ción canl>nica, con p : IR.·'· ~ JI una extc>n!-iilln Stlft\"l! de v! .v con / : 1'! -+ U a 
la inclusi6n canónica. St~an .r.· E IR."' , y E JR..V•, ohst!r\"E! q1w la f11nciln1 y o d1.p(.r) : 

T
1
,(.r)i1/ ~ IR, f~:-; 1111 clPlllPllto dl! T,:(.r)1'1. La P.Xlensilln lI : IR-'" X JRN• -t IR del 

harniltoniano //, S<! dl'tirw 

ll(:r:, !!) := Tl(p(:t:), !Jo d1p(r¡). 

TI.ecordPrnus qllt! c!I carnpo \'C!ct.orial ,,Y es una. aplicaci6n, ele T• 1'! a T(T• i'I), en 
la 'I"" cada fJ E r· i\I se le asocia 1111 ,Y(B) E To(T• i\I) C To(lR" x IR'"); y su 
lngr<Í escribir ,"\"(B) = (l/1,, -H.,), clrJncle 

H,, D2Hl-r.;"' 
lf,1 Drl!J-r.M 

3.2. Los haces de Green 

El objetivo du <!SI.a sección es probar el siguiente res11lt.aclo: 

3.2.1. Teorema. Su¡iónyase r¡ue la órbita de B E T• Al es de.>r:onjuyada 11 TJ(B) 
e e.'1 un valor regular de ll. Entonces existen dos subhuccs lagrangiano:; cpt-in11rlri<inles 
E, F e T(T• i\I) " lo lmy¡o de la órbita rfo B dados por 

E(B) ,_!!~;, rfip_,(V(<p1(B))) 

F(B) ,_!!~;, dip,(V(ip_ 1(B))) 
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.-ldcnuí.<, E(fJ) U F(fJ) e T0~. E(fJ) n \ "(fJ) = F(fJ) n \ "(fJ) = {O} !J ( X(O)) s; E(fJ) n 
F(fJ), donde X(fJ) = (ll1., -llq) es el crimpo 11cclorial lwmillm1ituw ,11 E=¡¡-'{<'}. 

ll11jo de X, pnr lo que la <'cuadt'm el" .Jacnbi d"I hamiltnniann es: 

!.!._Dip,(fJ) = [ ll,,,, ll,,,.] D,::,(fJ) 
di. -ll,1,1 -ll,11, 

St'all ~,(t) = ip,(fJ) = (11(l),11(t)) una c111Ta int"!.\rnl d" .Y y fJ(/) : lR" -+ T,1¡1)1\/ 

una familia dif.,r.,1wiahl" "" Ís<lllll'trías: ohtl!llil?IHlu !J"(/): T.;<n'"-+ R"'. Dl!fínas" 
r(t): IR" x R''" __, r.,<,i'" x T.;(ti'" ~ T,<t)(T'iH), mnrn 

ruJ := [.r1~) !1"{~)-1] . 

El sigui!!nll! diagrama define 1111a curva d1• sirnplm:t.nmorfismos <I>{l): 

To(T'M) 
1l.p1(0} 

T~c1¡(T'M) 

r(O) f f rc1J 

R" X JR.11
• 

•l•(t) 
JRU X IR."· 

Sea F(l) = <T>'(l)<T>(t)-1 = [ 2 g] E sp(2n), es decir, <I>'(t) = F(t)<I>(t.). En el 

diagnu11a se ve r¡ue r(t)<T>(l) = drp,(H)r(O). Derivando y utilizando la ecuacilÍn de 
.Jacobi (3.5) 

r'(t.)<I>(l) + r(t.)F(t)<I>(t) 

.Y entonces 

(3.6) 
[ 

r/9 
9-1 ¡¡,,q9 - y-1 _lt 

F(0 = ' 
-9• Hqq9 

!y;~,.] dip,(fJ)r(O) 

H,,,, ] r(t.)<T>(t.) 
-flq,, 

9-1 fl,,,.9•-1 l 
rl -9• [[ n•-1 - n'-. ,.•-1 

qp" " dt" 

Por lo tanto; B = f¡- 1 H,.,.!J·-i, es decir, B es positiva si y sólo si IJ
1
,
1
, lo es. 

Sea V:= {O} x R"', y observemos que 

(3. 7) dip;- 1 (V(cp,(O))) = rlcp;-1 (O)r(t)V = r(O)<T>(t)- 1V 



3. SISTE~IAS HA~lll.TO;o.;1,>.;o.;()5 SIX rt:;o.;ToS co:-:.1vcADOS 

Por Ju tanto, 

(:1.8) E(IJ) = ,_!!~~ r/;:1 1 (F(.,:,(IJ))) = r{O) ,_!!~~ <T•(t)- 1V = r{O)IE(ll) 

Corno 13 'Y e son si111ét ricas, por la la coust l"tll'Cilín dl~ lo!i !"t1ht1spacios de GrPPll 
h<•l'ha en la s11hst•ccit0

>11 2.2, pudt!tnos l'onduir <¡lit! el lítnite anterior l'XÍSll.'. ArHíluµ;a­
uu•nt<?, 

c¡llP t arnhi{!n S<! saht! qtw t?Xistt~. 
()hst~r,·c~.Sl! que 

(:3.!J) 

(3.10) 

E( cp., (IJ)) 

.Y analog:arnente para F 

.~~~ d.pl 1 (1 "(;p,(IJ))) 

í(O) li111 <T•(l)- 1 V = r{O)IF(O) 
t--::-J 

.~~~ r/;:¡ 1 (1 "(.,:1+,(IJ))) = d.p,E(IJ) 

r(s)<T>(s)IE(O) = í(.-)JE:(s) 

3.2.2. Ejemplo. Se define la m¡tth·alcncia ~ en IR' n11,clianl<! 

(:i:i, !11) ~ (:i:,, y,) -= :r, - :1:1 E Z, lh - l/t E Z. 

El cocim1t.1! IR'.!/ ro.; se conoce? curno el toro plano 1[":.?. Si SP tiene el harniltoniano 
ll(q,p) = ~jpj', donde fJ = (:i:,y) E IR' y p E T,¡1f". Se tiene el si8tcrna: 

[X] = n~ ~] [~] · 
La lincalizacilín del carnpo a lo largo cl1! c11alq11it?r trayectoria satisface la ecuación 
ele .Jacobi: 

[i] (g ~] [~] 
con el flttjo 

D (/ ·)-[cl.+tl] 'Pt ',r_ - e . 

Obsr.rvn qttc et + d sólo 8C anula en un wllor de /., por lo que no hay puntos 
conjug:ados. La solución que al tiernpo T se hac(? vertical es aquella que tiene como 
condición inicial: 

[~rnn = [-,~~r] . 
tornando los límite8 cuando T--+ ±oo se obtienen los haces de Green, que coinciden 
arnbos con el espacio horizontal. 
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3.2.3. Ejen1plo .. Sl1a S una superficie con una 1nétrica riernanniana <, >. Uti­
lizamlo la nwt rit"a para idcnt i ficar T.\f con T' .\[, l"Unsidcrcmos el hamiltuniano 
ll(.1: 1 1.i) = ~ < v, 1· >. Las ceuaciunes dl! Tlatnilton se n~ducen a la <>cuadl>n lh! las 
eur,·as ~etHiésieas 

La t~e11acil>11 de .Jacobi a 

(:3. 11) 

D"¡ 
-;¡¡=o, 

lo larg:u de la ~t~oth~sil'a ,,., . SP reduce a 

D'1" 
,¡¡2 + Rh(IJ. 1"{1))",(I) =O 

Un campo ) • qnc satisface (3.11) es llamado campo de .Jacobi a lo lar¡.;u de /'. 
Sea ,,r 1111 ca111po paralelo a lo largo de la ~eudt;sica ,..í y fH~l'JH!ndicular a ella. 

St!JHU'en1os los carupos d1! .Jacohi <~n sus co111porwntc tangente a la µ,-eudésica, u(/.)')', 
y pcrpcndicnlar a ella, .J(l)N. Si en ~1 (/) la c11r\'at11rn es ne¡.;ath·a, es decir, igual a 
-1{2 , Sl! tienen las ecuaciones: 

(3.12) o 

(3.13) 
dt 2 f<' .J. 

Si l\ es constante, las soluciones de (3.12) son 

[
n{t)l [ bt+c l J(l) _ /, 1,-, 1" + c,c- 1'' 
n'(t.) - b 
.J'(t) /J 1 fú· 1

'' - c 1 f,·c-"' 

Observe que bl +e)' b1el\t + c 1e- 1':t sólo se anulan en un valor del, por lo que 
no hay puntos conjugados. La solucicln que al tiernpo T se hace vertical es aquella 
qne tiene corno condición inicial: 

[ 

~;~~~] - [ ,.1 _ c~'e-2KT ] 

a'(O) - -c/T · 
.J'(O) -f\"c1 - C¡h°e-2 KT 

Ton1anclo el lírnite cuando T ----;. ::-e, se obtiene el espacio de Green "estable" 
IE: ={(e, c 1 , O, -fú:1) : c,e1 E IR}. Analugarnente se obtiene el espacio de Green 
"inestable'" lF = {(e, /1 1 , O, f0, 1 ) : e, '1 1 E IF!.}. 

\,-olvarnos a la dt!rIJC>slraciün del Teorerna 3.2.1. 
Consid{!n!se E· un sulw!"ipacio lagrangiano de ToT· ,,f. Supóngasn que para ten 

alg(1n intervalo] - t:,t:[ tf!JIPrno:; r111e 

(3.14) rl.,::,(E') n F(<p(t)) = {O}. 
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El suhespaciu E= I'(o)-1 E· es lagrangiarwy aplil"ando I'(l)- 1 a (3.1-l) lmiemos que 

•T>(l)(E) n V= {O} 

y así •T>(t)(E) = Graf S(I) donde S(I) l'S una soluchín de la ee11m:i(>11 dt• Rieatt i (2.!J). 
Si Sl! dl'line S(I) := !J.(l)- 1S(t)!J(l)- 1• s saJisface la t•c11adt'>11 dl! nkatli: 

(:1. 1 ¡;) S' + su, .. , + . .:; u,., .. .:; + u,11,s + ll,1,1 = o 
Como !J(I) y por mnsig11iente !J°(I) son isonu•J rias, llS(l)li = llS(t)ll . 

T.i(tl'U 
• -<(t) 

r.;(t) ¡\/ 

y(t) ¡ ¡ 9"(1)-1 

IR" 
S(t) 

IR"• 

[
G(I.)] 

Sea U(/.) la solución del sistema (2.2) 

[
ll'] - [.-l(l) 
V' - C(t) 

!3(l) ] [1,:.] -.·f,.(l) 

tal c¡uc G(O) = O y U(O) = l. Sea S0 (t) la solución de la ecuación de Ricat.ti (2.0) 
ciada por U(/,)= So(l)G{l). Definase Y(l) := !J(t)G(l)!J.(O), 

(3.16) T.;ctlM 
\'(t) 

T.,¡ 1¡1\I , 

y"(O) i ¡ 9(t) 

R"• 
G(t) 

R" 

entonces )··· = (ll1,,1 + ll1,1,So)Y, Y(O) = O y 1°-"(0) H 1,1,. Adcrmis, considérese 
Zr.(l) := g(l.)Zr.(l)!J(0)-1. 

Como JE= Graf So= Irna [i
0
], obtenernos que 

(3.17) E(rp,(B)) = r{l)IE(t) = Ima [,,ci/~ft(t)J = Graf So(t) 

Por lo tanto es conveniente definir S(rp1 (8)) = S0(t). 

3.2.4. Lema. La función w(I.) = Rcuth{Rl - d), con R >O .. atisftJce: 
1. 1b + w 2 - R 2 = o 
2 . .,;, <O, w(-t + 1,) = -w(t.+ 1,) 
3. 

.~~ w(t.) = R, ,.!_!~~ w(t) = -R 
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lim u•(/.) = += , 
t-ft+ 

lirn w(I.) = -= 
t-.d.-

11 

:3.2.5. Proposición. C1111/q11for -'u/uciú11 -'i111élric11 

.S(li, t) : T,;.coiM ~ T,.;.,,c11iM 

:?i" 

,¡,,la cr·w11.:ic}11 rlc Ricalli tfrfi11irl11 ¡mm/. > O, cstrí ac:olrultt w1ifru·111e111c11le c11 1 2: 1. 
, .... tlec:ir, c:i:i ... lt~ .-\ > O lul qur~: 

11.S°(IJ,l)!I <A 'ti! E~. 1>1 

De111ostració11: 
Pur el lt~or<~rna Pspt.•t.;t ral, basta probar, quo <.5(0 1 /.);e, ~.e> e.st;i acotada uniíorrnu-

11w11tl! para ll:i:ll = 1 .Y / > 1. 
'{a c¡ue 11

1
:,, = llr¡1, y S· = S, tene1nos que 

S + s· TT1,1,S + TI;,,s + s· fl,11, + TT0 ,1 = O 

Sean Ku := (T/1,1,)- 1 H 1,0 .Y l·ó(t) := S(IJ, /.) + I<0 (cpt(li)). Entonces 

\·· + F" JJ,.1, F = I<,; !!1,1,Ku + !{0 - H.,.,. 

A hora, doíínase ¡,· := ll,1,, - !\~ TI,,,J, .. o - ¡~·lh así 

\,. + l . • TI,,,, F + ¡,· = O 

Puesto que ¡,·0 (fJ) y 1\ .. (0) son continua:;, Pst;-ín acotadas unifnn11er11cntc sohru el 
nivnl ele energía. Por lo tanto basta probar que <:i:, \~1 ;1:> <~8f.i.Í aeotada. uniforrnc­
mente sohrn /. > 1 y (J E ~- Obser\"e que Vi1(1.) no l!s necesariamente simétrica. 

Corno <71, ll,,1,y> es positi\'o .v ¿:es cornpacla, existe un enlt~ro A/ tal que: 

(3.18) 
] 2 

<y, H,,1,(0)y> 2: ¡\[ ll!ill 't fJ E ~ · 

Escójase R > O tal que: 

(3.l!J) l<:i:, K(H):r.>I :S MR2 'tfl E E, ll:i:ll = 1. 

Ohser\"!!111os q1w 1 <:i:, \·ó(t):i:> 1 :::; 1\/ R cut h(R) para todo H E E. Sean 00 E E, 
ll:i:ll = ]. Escribarnos F(t) := ló,,(t), TT,.,.(J.) := !!1,1,(:pt(liu)). 

1. Supongarnos que <~xiste / 0 E 1R tal q1w 

<:r., F(J0 )x> > MRcot.h(R) 

Existe rln E IR tal que i\!Rcoth(R.10 - r/0 ) = <x, F(t0 )x>. Observe r¡ue 
do 

t/0 > O y / 0 > R > O. Escriba w(t) := R coth(Rt - r/0 ) entonces w(I.) es 

rlo 
sol11eiún de 1i>+w2-R2 =O para t > R. En particular i'vlw+i\1w2 -1W R 2 =O. 
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Sea J(t) = <:i:, l º(t)x> - iHw(t), entonces /(/u) =O y 

J'(t) + ( <F(t):c, ll1,1,l º(t).i:> - Mw(t)2) + ( <.L', hº(t):c> + M R 2
) =O, 

Usando la d"sigualdad de Schwartz y (3.18), 

1\fw2(1u) 1 .. 1 ( . )" ,u(.\fw(lu))· = .\! <:r., l (/u).i:> 

:5 ,~¡lll º(lu).i:ll" :5 <l "(lu).r, ll,,,,(lu)l º(lu).t:> 

Lo anterior y (3. HJ), implican que /'(1 0 ) < O. El mismo arg1111wnlo puede 
aplicarse para cada tiempo 1 tal qu" /(/) =O. 

Por lo tanto <:J:, 1· 0

(/).1:> :5 1\fw(t) para todo l > lu y <:e, l'°(l):i:> 2: 
rlo 

1\fw(t) para toda R < 1 < 10 • Enl<rnces 

lim <:i:, F(l).r> 2: lim iHu·(t) = +oo 
t-..:l¡f+ t-:l¡f+ 

Ya que '~ >O, se cnntracliee la existencia de V'(t) para t >O. 
Por lo tanto, tal lu no existe y <:i:, \ '(t):t:> :5 ¡\[ R coth(R) para todo/. >O. 

2. Ahora supongamos que existe 11 E IR, ll:i:ll = 1 tal que 

<:i:, F(t¡):i:> < -1\f R. 

Comparemos <x, V(t)x> con 1\fu·1 (t), donde w 1 (t) := Rcoth(Rt - di) es 

tal que 1\fw1(ti) = <:t:, lº(l 1 ):i:>. Observe que rv1(t) estii definida para t < '~ 
ti, 

y en este caso t/ 1 > O y R > 11 > O. Un argumento similar al del inciso 

d, 
anterior muestra que <x, V(l):i:> :5 1\f w 1 (ti) para t 1 :5 /. < R. 

'{a que 
lim w 1 (1) = -oo, 
t-~-

se cont.r·adice el hecho de que F(t) esté definida para toda t > O. 

3.2.G. Corolario. 

1. La solucirfo So(/.) en la ecuación: 

o 

(3.20) 

estrí acolar/a unifonnemr:nle ¡mm !ti > 1. 
2. Las soluciones S(cpt(O)), U(c¡;,(O)) correspo11rlie11tes a los hrices rle Green 

cstrín acoladas unifo17neTncntc en E. 
3. Las soluciones S 0 (l) , § 0(t) están acotarlas unifonnemente en 8 E L:. 



~.2. LOS HACES O~; GREEN 

La siguiPntr~ propusicidn establl'cc que 

lim l/rlr. o d;;-,(B)l ,·¡o¡ll = += V'(} E E. 
Jtf-= 

3.2.7. Proposición. l'am torio R > O cJ:islc T = T(R, B) > O tal qtw 11 ó(l)ul > 
Rlul ¡mm lodo ltl > T .'!para lodo 11 E To1\l - {O}. 

Den1ostrnción: 
Como }"(t) = !t{l)<;(t)y'(O). y !J(/), !l'(O) sun isunwtrías, el Pnnnciado "s eq11h·­

all!nft! a C(Ul! para todo R >O nxisle T = T(R.) >O lal C(llC IG{f.)111 > Rlol para lodo 
ltl > T .v para lodo 1• ¡6 O, Ju cual fue probado en la Proposicitín 2.2.7. O 

Para (}E T' ,1!, s" dPli111.: 

l3(B) := { t:; E To(T' ,lf) 1 s11p lrl;;-,(fJ) · t:;I < +=} 
tE::i. 

:3.2.8. Proposición. Si la cp-úrbiltl rle fJ E T' 11! es dcsco7tjuywla, enlo11ccs 
l3(B) ~ E(B) n F(B). 

De1nostración: 
Sean t:; E l3(B) y (-r E Er(B) := r/cp_r(V(cpT(B))) tal que rhr(B)C:-r = rbr(B)t:;, en 

particular t:; - (r E F(fJ). . 
'l"a c¡111• ).!.'¡'oo Er(O) = E(B) y E(B) rh F(B), se sigue que 

( := r!!•¡100 (r E E(B) 

cxist.,. AdcmHís, rhr o rlcp-r(l; - (r) = rlr. o rlcpr(l;). Ya que rl7r o dcpr(t:;) est1í acotado 
para T > O, por la proposición 3.2. 7, 

r!!.•¡•=(1; - (·r) =O 

Ya <¡lle (r -+ ( E E(B), tcn!!lnos que l; E E(B). 
Sirnilarrnent.c, si 1/r E Fr := rlipr(l"(cp_T(B))) es tal C(U<>rbr(B)'Tfr = rl7r(B)t:;, entonces 

lirn 'Ir E F(O) 
'I'-++-xi 

lim (t:;-rrr) =O. 
T-;.+o:i 

3.2.!J. Corolario. Si fo árbilfL tle (} es desconjugarlri entonces: 

l. ( X(fJ)) ~ E(fl) n F(fJ) 
2. E(fl) U F(OJ ~ To¿ 

Dernostración: 
El prirner incbo es una consecuencia directa de proposición 3.2.8. 
R""""rcl" que w(,Y,1;) = rllf(t:;) y entonces 

To'!:.= {t:; E ToT'M 1 w(X(B),t:;) =O}. 

o 

Ya c¡11e F(B) es lagrangiano y X(B) E F(B), se tiene w(,Y(B),t:;) =O para todo 
t:; E E(fJ). Por lo tanto F(B) ~ T 0 E. Similarmentll E(B) ~ '!:.. 

o 
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3.3. Sistemas lineales periódicos 

Considercntos P: R -)o ,,1/'111 x211 (IR) eontinna y JH'ril>dica, es dl•l"ir, Pxisto ·T >O 
!al 'I'"' P(t + T) = P(t), para 

(3.21) •T>' = P(l)<T>. 

:1.:1.t. Proposición. C1111/q11ier .rnluciá11 f11111lllmr:11/u/ •T>(/) ,¡,. (3.21) ·"' p1t1•1fr 
rt!]Jl"C.'H.!Ttlur CCJ1!L<J: 

(3.22) •T>(/) = Z(t )1'111
, 

r/0111/e Z(t. + T) = Z(l) y R e., ltllll 111.11/ri:: cu11slrwlc. 

Si <T>(O) = !, Prtlonees Z(!l) = !, .v así <T>(mT) = ,.m'l'U = <T>(T)"'. 
Sea E·"(E';, E") la sutna de los espacios propios µ,:Pneralizadus cu1Tcspondiuult~s a 

los valores propios lh~ R con parte real negati\'a (cero, posili\'a). Se tiene la <?scisiún 

(3.23) 

im·ariantl? bajo •T>(T) y lal que 

lim 2- log I •T>(T)"'"I :S o 
m-+x Tfl 

lim 2-1og l•T>(T)"'vl :SO 
m-+-::oo 1Tl 

3.3.2. Proposición. Semi P: IR~ sp(2n) co111i111m ¡¡periódica, IE(O),IF'(O) lo.• 
.o;ubes¡uJ.cio.'i tic Green y JR'2'1 = E·" EF> Er.@ E" la escisión (3.23) corrcs¡Jontlienlc:.;. 
Euloucc.'i 

1. E' <; IE(O) <; E' 0 Ec 
2. E" <; IF'(O) <; E" e Ec 

Den1ostración: S<'>lo probarernos 

(3.2-1) E" <; IF'(O) t:,; E" e E", 

pll<!S las ot ni.s i11cl11sioru!s .son .sirnilarcs. 
Prinwro SI! prohar;Í la segunda inclusión. Obsen·e que para 11 = (O, v) E V, se 

lienc 'I'"' •T>I/ = (G(/.)1!, *). Copiando la prneba de la Proposición 3.2.5, se demuestra 
q1l(! las hip(>tesis dt! la Prop6sición 2.2.7 .se satisfacen y, entonces V n E·" = {O}. 
Exisf(! un .suln~spacio Re E" e Er. y una lran.sforrnación lineal L: R-+ E·" tal r¡uc 
V= Graí L. 

S1m O < 1¡ < 1 < ,\ < ,,- 1 tal que 

(3.25) !l•J>(mT)l¡;.ll < r¡"' 
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Sea ':...,,. := •T>(111T)V. E11to11c<'s 

':...,,. •I>(lllT) Graf L 

Grnf (•T>(111T)L•T>(-mT)l 11] 

Ya que <T>( -mT) ~ E" e E", por (:1.25) t 1•11t•11ws que: 

ll•l>(111T)L<l•(-111l)lull :S 1¡".-r,\"'TllLll 

IF(O) = lim '·_,,. = lirn •T•(T111)R ~ E" 0 E ... 
l-++'Xl t-+=-:i 
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. ..\hura probart!llH>S la pritlll!ra indusil>n. Sea {e 1, · · · , t'n} una basP urtonorrnal du 
IF(O) y def"ínase 1·,.+; = .ft"; para i = 1 .... , 11. C'u1110 el suhcspado IF(ll) es lagra11gia110, 
{ r 1, · · · , t''.!u} l!S 1111a has<! :-;i rnpll~ct iea. La rnat riz <P(111T) con respl!l.:t u a e!-it a baSl! <!S: 

<I>(mT) = [''-"' C:"'] 1m Um 

con u;::= ..-\·,~t .Y u;::am si111(?trica. 
Ya <¡lle IF(O) ~ E" (El E", se sigue que 

lirn 2. log llU;;/wll = lim 2. log llX,,.wll 
rn_....±:::a..::i 71l m-±oo 1n 

para todo w E IR". Esto irnplica que 

(3.2G) lirn 2. log llU;;/wll 2: O. 
m-..,.±=o Tfl 

S11pú11gasc 'JI"' E" <;t IF(O). Tómetie v E E" - IF(O), entonces 1; = w +;; con 
;:: E IF(O) y O ,¡, w E .JIF(O). Tenernos que <T>(-l)v = u_,+ (*, U,;, 1 w) con u_, E 
IF(O) C E" <BE". Ya c¡ue U,;, 1 111 E .JIF(O), y IF(O), .JIF(O) son ortogonales, tenernos 
que ll•T>(-l)11ll :5 llU,;.' wll· 

] T 
De que "'~r¡100 ;-;¡loµ; l/U,; wll ;::: O, obtenernos que 

lirn 2. lug ll<I>(-l)vll 2: O. 
m-+±oo Tfl 

Esto contradice Ja elección de v E E". o 
3.4. La transformación exponencial 

Sea q un valor regular de Ja restricción de 7r : T' Al __, 1\f a un nivel de energía 
E. Su defino la trarn;íorrnación exponencial del han1iltoniano, 

exp,1 : r; M __, 1\f, exp,,(tB) = 7r(ipt(B)) , 

donde BE EnT;M. 
En Geometría, para un punto p E 1\/ y un vector v E T,,1\f, se consideraba la 

geodésica ~¡(l, p, 11) que en el instante t = O pasa por pean velocidad v, y se definía la 
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aplicacilu1 expl': [J -t 1'!! l'l111 L;- e TJI 1111 abierto con ciPrtas l'aractt•rística.s, cuino 
<'X¡>1,(o) := ~r(l,p, t•). Si JI <'S una ,·aril'dad de Ri1!111an11 nn11pl<•ta, si111pl<'11wntt• 
l"llllt'XH y l'Ull Clll"\"at lll'H S( 1c:du11al k(p. íT) $ o. para tudu /1 E J/ ·'" t udu a e T,,Jl: 
Ilada111ard dt~lll1ll'St ra qtU! la l'XJH>Jll'lll'ial l'Xfl,, : T¡,Jf -+ ;\{ t'S 1111 dift'lHIH>rlb11HJ. la 
dPtlloSll'al'il111 el<! l"Sll' l11·cho M' tÍPlll! l'i1 la Sl'lTil

0

)1l '·ª dl' [cICJ. 
Por lu qt1t•, 110 prolill'rna i11tPn•s:111tc• l'S \"t•r. :-:i PI IP\"anta111it•11to dl' la PXponl'neial 

ha111iltoniana PXp,1 : T.;-'1 ~Ji a la c11hi1•r1a 1111in•rsal, t•s 1111 dift>o11u>rlis111u l'rt un 

nivPl dt• t'ltt•q.!;Ía sin JHl11tus c·c>nj11µ.ados. t•n parl it:11lar, si la cuhit•rta 1111ivt~r.sal if 
t!S hollll'lHIH>rfa a au. En (':-.ta St't'L"h'HI Sl' \'I' l1ajn «JllP l'.Ul1tliciunl'S la l!XJlUlll!llcial 
ha111ilto11ia11a sohrP T.;.\/ t•s ttna inrz1prsit'>11. 

()t ro corolario dt• la proposh·h'u1 :t:?.8 dice q11t• la fll"O.\'ect:ilu1 de un nivel ele 
l!llPl'AÍH. PS la varil•tlacl .\!. 

3.-L 1. Corolario. Si J f t'...; coTLcJ:a y ~ t.:.'i uu nivel dt! micr~¡i'ri n:!JU/ar sin punlos 
t:onju!Jrulo.o.;, t:nlonct·s r.(~) = ,1/. 

Den1ostración: 
Para fi E ~. r/-;r(IJ) : F(IJ) __, T"c 11 ¡1\I es 1111 iso111orfbmu; por el corolario 3.2.!J, 

F(fJ) e T11 ~. Pnr lu tanln, r.: ~ __, 1\I <'S una transformación abierta. Ya qnc 1\I es 
conexn, Plltonces 7r(~) = 11!. 

o 
3.4.2. Proposición, Pam fi E ~ • .Sf! define 

W(IJ) := (V(H) n 7¡,E) e (.Y(t'J)) . 

Si la órbila de fJ C.'i dr:sconjuf¡ada, r:1Llonce:; ¡uu'fl lorla l '::/: O .•w licne r¡u.e 

d;p,(1F(H)) n 1"(.,.;,(fi)) ={O}. 

Demostración: S11ptlnµ;ase qt1P PxistP h >O tal <1111~ 

(O, 11:b) E ri<,C 1 (ll-(IJJ) n 1·(.,.:1 (1J)) ,P {O} 

Sea (k0 , w0 ) := tlip_ 1,(0, 11:•) E ll.(IJ). Ya""" .. 1 s"!-',""'"'º {cp(IJ)JI. E [O, oo[} no 
tiene puntoH conjugados, Sl! !-iig,IH! qtu• k 0 # O. 

Escriba !T1,(f) := !T1,(.,.:(fl)), 11"(1) := ll,1 (.,.: 1(fi)). Ya que 

ll'(t'J) =(\"(O) n Tu~) 8 (X(IJJ). X(O) = (ll1,(0J, -IT,1(0)), 

tcnen1os qtH! k 0 = n111,(0) para algün n -:/=-O. Dividi1~ndo w,, por n, poch~rno~ suponer 
r¡ue o·= 1. 

Sea (h(t.),i:(t.)) := rl,:: 1 (.Y(fJ) - (k0. 11·0)) E d,:: 1 (1l'(O)) e T,,,(o¡E, 
enl.<HIC<>S h(O) = !!1,(0) - ho = 0. n(O) oF () .\· 
Ul.27) h(/1) = t/r.[X(c,::1,(0)) (O, u·.J] = H,,(li). 

Ya que (li(O), u(O)) E To~, uhterwrrws 

(3.28) O= dll(h(O), 11(0)) =< 11,,(0), h(O) > + < 11,,(0), 11(0) >=< H,,(O), 11(0) >. 



3A. LA TBA:-:sFOIUIACIÓ:-; EXPOXEXCIAL 

Dl? acuenlo con (3.17), el haz ch~ GrPP11 Pstahle PSti.Í dado corno 

(3.2!J) 
[ 

y(t)D(I) ] [ D(I) ] 
E(cp1(1J)) = r{l)IE(I) = Tma y(l)'-l§u(l)D{I) = Trna S(-ri(IJ))D(I) 

do11d<? D(t.) est;i deli11ida en Ja Pretensión 2.2.5 y D{I) = !J(l)D(l)y(0)- 1 • 

Si purie11ws (:i:(t), y(t.)) = ru¡- 1(11(1), 1·(1)J, t<?11e11H>s c¡u" 

:i:(I) = D(I) f' D- 1(s)D(s)(DT(s))- 1 y(O)rls 
./o 

Corno ade11uís v(O) -::¡f O, tt!1te111os quP 

(:3.30) <D(b)- 1/i(b), 11(0)> = <D(b)- 1.i·(/1), y(O)> 

= {°<D(s)(DT(s))- 1y(O), (DT(s))- 1 y(O)>ds >O 
ln 

Ya q11r. ,\."(<p1(B)) E E(<p1(1J)), 

(ll1,(b), -Tl,,(b)) = ,Y(i;-.(fJ)) <Lrp.(X(fJ)) 

rlrpb ( lf1,(0), S ( IJ) ll,,(o)) 

(D(b) ll1,(0), S( 'Pb(IJ)) D(/1)//1,(0)) 
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De la primera com¡Hmenl<? obtenemos que JJ1,(0) = D(b)- 1 JJ1,(11) = D(b)- 1 h(b) = 
ll1,(0). Rernplazando esta ecuación en (3.30), ohl.c•11C?n10s '!"" < ll1,(0), v(O)> > O. 
Esto conl.radic" la ec11adcin (3.28). O 

3.4.3. Corolario. Sea JI : r· 1\1 __, IR C01t11"J:f). ~ = u-• {,..} ' q E rr(¿;) 11 
S1l[J071f/fl fJILC ¡mm lodo IJ E r.; 1\1 n ¿; fo órbilfl { 'Pt (IJ) / f 2: ()} 7W lie11e ¡m11tos 
conjuyudo.<;. Entonce.e; la lransfor7nacirín e;r:ponr:nci¡ll expq : r,; 111 -)> A/ es una 
inuier."ii<5n. 

Den1ostración: Para IJ E ¿;,1 = 10- 1 { '1} n ¿;, t cm<?1nos q11c exp,,{lf.I) = 7r o cp1(1J). 
Consid«'!rese la escisión 

T,o(T,; 1\I) <:::=: r,; i\I = T 0 (L,,) E11 (O). 

La derivada rlexp,,(llJ): r,;.11 __, T •. .,, 0 ,\1 est.;í dada por: 

Por lo l.ant.n 

dexp,1(10), r/10 o d<p 1 (fJ)' 
V'(O)nTo~ \"(O)nTuE 

rfoxp,,(lfJ)l(o) rlTo(X(<p,(8))) = drr o rl¡p,(,Y(B)). 

rirr o rlrp, ( (V(8) n T 0 2:) El1 (X(O))) 

rl7r o rlcp,(W(B)). 
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Obser\"e que dirn r/,=1 (ll"(H)) = dirn ll"(H) = 11. Por la prnpm;il"i<in 3..1.2, 

d.,;1 (11"(H)) n \°(r·r(H)) = {ll}. 

DP donde? t/rr: d.;-1{1l.(8))---+ T.-r.,:,tl·\l t•:; 1111 bu111orfi:->1110 lint>al. Corno 

d1'><p.,{IH)(T,;.lf) = d;-codr·r(ll"(fl)), 

dt•xp,1(/fJ) ''S un isurnurli:-;1110 li11Pal para todn I > tl. fJ E~!/' 

o 
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Hiperbolicidad 

-L0.4. Definición. Sl~a 1· un ca111pu vectorial co111plcto en la vari<~dad .. A"'t con 
flujo r..p, .\'sea f2 Ull coujunto l'l>111pacto, i11\·arianle bajo <.p. Se dice que n l!S hi¡u.~rbúlico 
para cp si existen, una rn(!t rica rÍl!rrHuuliana en una vecindad de !"2, una 1~scisiú11 

Tu.·VI = E"(li) e E-'(O) E!) (1"(0)), (}En, 

.Y 11 thnerus e,,...\ > O talf!S que: 

l. dr.p1 E"(O) = E"(.,:: 1(0)), de,::, P(li} = E"'(cp,(11)) 
2. ldr.p,(11) l;I :S n·-·"l~I VI> O,~ E E-'(fJ) 
3. lri<pt(O) ~I '.S r·r""l~I VI <U,~ E E"(fJ) 

Los sulH!spados E·"(fJ) y F:"(O) !-if! t'lHlllCPll corno sulu!spacio e:;lable e i11.e.'4lable Jucrl.es 
respt•t:li\'a11w11tt', 111iP11t ras """ E'(ll) O(} "(H)) ·" E·'(fJ)@ (Y(ll)) su conocun corno 
suhc!spacios eslable ,~ i1u·s/nb/t'. dt:bi.!t'.s. 

Cuando Sl = ,,,Vf dPcir11os que ·;::t l'S 11n fl11.io de Anosov. 

En <!Stl! capít 11)0 d<~rnostran•111os PI rc•s11Itado principal de! la t<!!->is 

4.0.fi. rreoretnn. St•fl ~ = 11- 1 {t·} un 7tÚJt.:[ de C1lC"1"!_JlfL T"C!JU/ar sin ¡ntnlos con-
juyrulos. Las siyni1~nl1'.s afi1'111tu:io1tf~s son t•r¡uivaleu/.e.<;: 

l. 'Pd:s es Auosov. 
2. Pam lrulo 11 E E. E(ll) lJ F(li) son lrnnsvcrsr1/es en T0 E . 
. 'l. Pam lrulo IJ E E. E(O) n F(O) = (X(H)). 
4. Parn lodo 11 E E. u E ToE \ (X(O)), s11p /rlcpt(ll)vl = oo. 

tE:i. 

4.1. Formalismo canónico 

Snan E 1111a vari<~dad suave ch! clin11~nshlr1 '2nL + 1 y 8 una 1-forrna sobre E. Se 
rldirw TQE~'- = {~E TqE / rf(-)(~, 1¡) =U V r¡ E TQE}: En cada p1111t.o Q E E, existo 
una clin!ccilln; es dPeir, una recta {e~} era el espacio tangente Tq~, con la propiedad 
rle que l; E TQE-'. 

S11póng;asc! adPrri;ís qtH! la 2-forrna r/8 c11rnple que la dirn Tq~1- = 1. Entonces 
la din!ccilln ~ es i'1nica 1 .v llarnarnos a e:-;ta la dirección carriclcrz:i;;tica de la 1-fonna 
(~. Las curvas inlt~gralc!s ele~) can1po dr!rinido por las direcciones caract.erística.s son 
llarnadas las línca.i; ca1'1Lclr:1~íslica.<; de Ja 1-forrna B. 

4.1.1. Observaciones. 

35 
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l. Si í'i es una cur\"a cerrada t~n ~' las líneas características 11111e\'L?ll los puntos 
de'")"¡, fonnando un tubo. Las integralPs de e a lo largo de dos CIJl'\ºHS <ttlP 

encierran el 111isrno t11bo caractPrístieo son igualPs 

J..' 8 = J."c~ :r.,, :r.,~ 
Si /t - "'n =Da, donde a es una piuza del tuho caracteríslieo, te11tn11us por la 
fúr11111la de St.okes, qtll! 

Pt~ru el \'alor de tl<?J para cualc¡uicr par de ,·cctorcs lall,l:!;tH1l.es al t.11bu cnrac­
tcríst.ico es ig,:ual a cero. Porque estos dos vectores mH.Ütl LHl un plano que con­
tiene a la dirección característica y dB se anula en este plano. Así, J~ d~) =O. 

2. Sean (Q, P, T) coordenadas locales para E, y /\" : E -t lR una función C". 
Podc1nos coru.;truir la 1-forrna local 

C-'l = Pr/Q - lúiT . 

Las líneas caractcrística.s dt! c.sta 1-fonna e tienen una proyccc1on in.yecth·a 
al eje T; es decir, estcin dada!-i por funciones P = P(T), Q = Q(T). Estas 
f111u.:io11es satisfacen el sisterna: 

(4.1) 
dP 
r/T 

Esto es así, porque la diferencial ele la 1-forma PdQ - l<rlT es ignal a 

"' ( üK ül\ ) tlG = ~ dP, /\ rlQ, - DQ; r!Q, /\ dT - üP, dP; /\ dT 

La matriz asociada a la 2-forma d8, en la base { 
ü ü ü } 

üQ,' üP,' üT ' es 

El rango de esta rnatriz es 2rn. Puede verificarse dircctarnentc que el vector 
(I<,,, -1<0 , 1) est'í. en el ruíclco. Esto significa que da la dirección ele las líneas 
características de la 1-forrna 8. Pero el vector (l<p, -1,·0 , 1) es tambi<\rt el 
vector nilocidad del llujo clel sistema (4.1). Así, las curvas integrales de (4.1) 
son las líneas can1ctcrísticas de la 1-forma 8 = PrlQ - l<riT. 

3. Suponga que dos curvas -r1 .\· -/2 rnclfmn el mismo tubo formado por el flujo 
del sistema (4.1). Entonces las integrales de 8 = PriQ - l(rlT a lo largo ele 
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estas curvas coinciden: 

J.: PrlQ - l\t/T = ,{ PdQ - l\t/T :r,, I-r~ 

4.2. Co1nportmniento transversal 

Contin11e111os con PI estudio de un nivel cnergia ~ sin puntos conjugados. Dado 
IJ E ~ <"<>nsid"r" ll1,(IJ) = rhrX(IJ), el cual no SI? anula ya que X(IJ) E E(IJ) y 
E(IJ) rh l'(IJ). D"fina N(O) e T0~ por: 

N(IJ) :={~E To~ 1 <rlrr~,rlrrX(IJ)>,.o =O}, 

tmlonc"s N 0 (X(IJ)) =To~. 
Fije111os 0 0 E :S. St>an <':!(/.), ... 1 eu(/.) carnpos \"ect.oriales suavrn; a lo largo de 

e(!.)= rr(cp,(110 )) tal"s 'I'"' para cada l E IR forman una base ortonorrnal de d7rN(c(/.)). 
La tra1t!';Íon11acitl11 ' 

(4.2) 

defin1? 1111 sistPJJHl de coordenadas en una vecindad IV ele Graf e in Al X IR. tal que 

(4.3) 

(4.4) '-'1(/), i = 2, ... ,TI 

Dcnoternos por p 1 , ••• , l'n las coonlenadas corrc~spondicntcs en las fibras r,; J1I. 
s.,a y= (,Y, 1)/11,.,. La {u·hita el" (0,0) "s la Clll'\"'1 y,_,, (tf>-r(IJ),r(T,O)), donde 

,P.,.(O) = 'Pr(T,o¡(fi). l'\01" 'I"" rlr¡ 1()") = 1 y""")"= (X, 1) a lo larµ;o <'fo la Graf c. 
Las counlPnadas (j = (r¡2, · · · , q,J! P = (JJ'.!, · · · , Pu) identifican cada ,·ariedacl 

Le= {:1: E :E : 'lt (:r) = r·} con un abit~rtu [í,: de IR.'.!u-:!. 

A lo larp;n de la nrl•ila fir = •,::r(110 ), .,¡isomorfismo rl(Q, P)o,.: Tr1r~r. = 1V(llr) ~ 
JR2 "-2 t.ra11~fon11a 1 ·(IJr) n iV(IJr) ('/I {O} X IR."- 1 • 

Corno r¡Jr llt!\·a ~r. l~ll ~.-+r: podc•rHos n!presentar r/Jr : :Eo -1' ET por una tran.s­
íonnadl)n t/•r ; [l0 ---7 IR_'.!u-:!. 

4.2.1. Len1a. LrLs c1lT"l!rL-' 1/J-r(:;) = (Q(T), P(T)), r¡ue corres¡iowlen a las órbil.a.• 
(rf>T(O), r(T, fi)) E¡¡· rlc )', SrLlisfrLr.cit /rls cc1rncio11cs 

,¡q = ()!,· 

dT DP 
dP DT< 
dT = -DQ 

rlonrlc 1,·( Q, P; T) se define por ll(T, 'l» · · · , r¡,., -T\, 1'» ... , p,.) = h. 

Den1ostración: 



35 -1. HIPEIH30LICIDAD 

La cun·a -¡(t) = (<p 1(fJ), l) us una línea característica de 8 = ¡11/r¡ - lid/. Como 
di!(')) =o, 

O= df::-)(~¡,-) = r/¡11\ d1J(.\(,;1(fJ)),-) + ,/// . 
. -\sí, 'Pt (fJ) <'S una línea earat:l<•ríst ka de ¡11/r¡ = Pdq - Kr/T sohn• ~. 

o 
Se sig-1w del Lc111a 4.2.1, qtw la tlt•ri\"ada tfl' ... r(::) !->at isfal'e la l't:llat:h~>n dt! .J:u~ubi 

,¡ . - - [ l\1•tJ 
/T

dl/·r(.) - ,. 
( -1\qc¿ 

-1.2.2. Leina .. -1 lo !tuyo ele fo tírbila Hr := ,¡,.r(fJ11 ). la malri:: hcssic11w D'/\-(Or) 
r:slci ar:olw/a y ¡,·,,,,(fJr) es u11ifo1"1ne11umle positiua cfrji11it/a. 

Denl.ostración: 
Corno 7>1 = -1\"(T, q, P) est;i definido implicilarnente por ll(T, Q, -/\, P) =e, 

dund<! T = 'lt. Dc!rivando irnplicitanwnte, tenernos la ft)rr1111Ja 

¡,·,, = .!!!:... ' 
ll,., 

volviendo a derivar y utilizando qnn rj¡ = ll1,, = 1 a lo lar!?;O de la <kbit.a, 

Kpp = /Jpp - lliJ/1,,1• - (//""' - TT,,, 1,,TJ¡.)llp. 

El cülculo clu las ciernas componentes de Tfoss ¡,-(Or) es similar. 
Para. cualquier vector v E IR.11

-
1 , u# O, 

v/(pp11· = (-l!,.v, v)ll/'1,(-l/1.v, v)":?; Rlvl', 

ya que 111,1,(fJr) es 11niformcmcntP. pusitin1 definida, do1ul" p = (pi, P). 

Ya que para íJ E Jr = { ( rp,(Hu, 1.)) / f. E IR}, c/Jr(i7) = tp,cr.o¡ (O), entonces: 

(4.5) 

(4.G) 

doncln cv(T, ~) = H;rj(r,.,¡ · l;. 

d<p,cr.11¡·~ + (ºTj ·~).:!..rp,(1?)j 
DO (T,>J) dt. T,1} 

d<prc-r,,i¡ ·~ + n(T,OX(r¡)r(1?)), 

o 

S"a l(rp,(fJo)) : T,,.co,,¡E-+ N(rp,(Ho)) e T.,.,c 0,,¡E, Ja proycccitin a lo largo dn la 
dircccitln del carnpo vcclorial, os dec..:ir, 

Y~= l; + /3(t;)X(rp,(Oo)) , ;3(l;} E IR, 

con Y~ E N(rp,(Oo)). 

4.2.3. Proposición. A lo largo de la órbita Or = r,)-r(fJ0 ) tenemos: 

1. La r5rbit.n de r,),. en (}0 no tiene puntos conjugados. 
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2. E:xi-<le11 lo.• haces de Green punz dó .• IN(Url: 

ET(Or) 

FT(Or) 

,.!.!~~ d<) _ _.(F(O-r+•) n NWr+ .. )) 

.• .!.!~~de;'> _ _. (1 "(8r+.) n N(Hr+ .• )) 

Adt!ITICÍ.< ET(fl) = E(fl) n N(H) !I FT(fl) = F(H) n N(fJ) ¡mm lmlu (1 E E. 

:m 

3. Pam !mio R >O c:i:isle S = S(R,flr) >O lrzl que ¡mrn luda 1-<I > S(R,flr) !I 
lodo l; E N(fl·r) n F(Hr) lcncmo.< lflle 

irlr.(rlr/>.,(Hr) · t;)i > Rlt;I . 
.J. Si ·"' tlcjinc 

/3T(fl·r) = {t; E NWr) 1 s11pirlr. ·d<p,. ·l;I < +co}, 
.-.eta 

entonce.< f3T(fh) e; ET(H·r) n FT(Hr). 

De1nostración: 
Sea U(fl-r) := 1 '(Hr n NWr)) = V(Hr) n TurE. Por (4.G) tenemos que: 

rlr/>r(Ho) · l; = rl<pr(Hu) · [t; + n(T, l;)X(Ho)]. 

Por Jo tauto rlrf,.r(U(Ho)) e; rl<pr(IV(fJ0 )), donde IV(O) := (V(B) nTuE) G:l {X(B)). De 
la proposieió11 3A.2, 

UWr) n rl<p-r(U(Bo)) e; F(H-r) n rlcpr(lF(Bo)) ={O} \:/T 1' o. 
Est u durntH!Stl'a (!l priuwr inciso. 

Por el )(!JJJa ..J..2.2, la priUH!ra parte dtd inciso 2 )'los incisos 3 y 4 !ir! clcrnue.stran ele 
r11anera sirnilar al tt!Ol"(!Jna 3.2.1 .V a las proposicionm; 3.2.7 .'l 3.2.8 ruspecth·arnente. 

Finalruent<!, tenernos 

. ,Iirn rló-r(l'(fJ-r) n NWr)) 
1--..+oo 

!(Ou) -r!l'!1oc dcp_r(FWr) n TorE) 

!(Ou) · E(Oo) e; E(Ou), 

dando c¡11e .\(00 ) E E(Ou). Así ET(00 ) e; E(Bo) n N(00 ). Ya c¡11n dirn ET(Oo) = 
clirn U= 11 - 1 = dim (E(Ou) n N(00 J), tenemos q11n ET(Ou) = E(00 ) n N(00 ). La 
ec11ad611 FT (00) = F(00) n N(00) "'' pn11,ba de mane""' amílop;a. Esto completa la 
prueba del !-icg;undo incbo. 

o 
4.2.4. Definición. Sea Y 1111 campo \'ectorial sobre 11na \'ariedad .1\/1 con integral 

<p : TJ C .1\/1 x IR _, M. Una sección transversal local ele Y en el punto p E M, 
con Y(¡>) # O, es una s11l)\'ariedad S C .1\/1 tal que clirn S = dirn M - 1 y V s E S, 
Y(s) f¡t T,,S. 
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2. E:1.:islen los haces tle Green para dc.i." J N(tlr >: 

ET(lh·) 

FT(O-r) .. !!~~ ,1r;,_,. (l '(Br+ .• ) n N(Br+ .• )) 

Adl!l/llÍS ET(IJ) = E(IJ) n N(IJ) !/ FT(fl) = F(IJ) n N(O) /Hlrtl tmlu IJ E r:. 
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:1. Pam todo R >O c:i:islc S = S(R,IJr) >O l11/ 1¡1tc ¡mm toda l·•I > S(R,IJ·r) !f 
lodo l; E N(IJr) n F(Or) fr11e11ws 1¡11e 

lrlr.(dr) . .(IJr) · t;)I > Rlt;I. 
4. Si se define 

BT(Hr) = {l; E N(O-r) 1 s11p ldr. · rlcp_, • l;I < +oo}, 
sEIR 

Den1ostración: 
Sea U(IJ-r) := 1 ºUJ-r n N(IJ-r)) = F(O-r) n Torr:. Por (4.G) lerll!mus c¡11c: 

dr/>-i·(flo) · l; = d<pT(IJo) · (t; + o(T, t;)X(IJo)]. 

Por lo tanto rlef>r(U(80 )) <;;; rl<p·r(IV(ll0 )), donde 11"(8) := (V(O) nT0~) EE> (X(8)). De 
la proposición 3.4.2, 

U(fi-r) n rlcpr(U(80 )) <;;; 1'(8-r) n d<,:"r(lV(IJ0 )) ={O} 'IT ,¡,O. 

Esto dennwstra el prirner inciso. 
Por 1?1 lerna 4.2.2, la pri11u?ra parte? del inciso 2 y los iru..:i:::;us 3 y 4 sn rh!nn1estran ele 

rnanera sirnilar al t.eon?llHl 3.2. l y a las propusicionm; 3.2. 7 y 3.2.8 respccti\·arnentc. 
Finalrnente, tenernos 

lirn dó--r(F(IJr) n N(Or)) 
-r-+oo 

l(IJo) T~r¡100 rl<p_r(V(Or) n Torr:) 

T(fio) · E(fJo) <;;; E(Bu), 

dando q11e X(llo) E E(IJo)- Así ET(Oo) <;;; E(Oo) n N(IJo). Ya q11e dirn ET(Oo) = 
dimU = 11 -1 = dim(E(011)nN(fJ0 )), tenernos q11e ET(FJ0 ) = E(fJ0 )nN(fi0 ). La 
ec11ación pT (80 ) = F(fJ0 ) n N(H0 ) se prueba ele manera an;\loga. Esto completa la 
prueba dnl segundo inci:-;u. 

o 
4.2.4. Definición. Sea Y un campo vectorial sobre una variedad ivt con integral 

<p : D e Jvt x lR ~ JVI. Una sección fransversal local de Y en el punto p E M, 
con Y(p) ,¡, O, es una suln·ariedad S e Jvt tal que dirn S = dim M - 1 y V s E S, 
Y(s) rt T,,S. 



~. Hll'EllOOLICIDAD 

St'a 1· una drhita cerrada de 1 · con periodo r y S una scccil·u1 1 rans,·ersal local 
ele l~ en p E'). Una aplicacián de Poinc1u·1J de,..¡ p:-; una transínrrrtaei(>n 

F: ll"u --+ 11"1 

donde: 

1. ll"u' Tl"1 es :mn \"l'Ciruladcs ahil'rlas "" /l E s.,\' F "" llll dif1•nnturlisnw. 
:2. Exblc una fnnl'.il>n continua 6: ll"u --+ R tal qu" V s E 11·11 , (s, T - S(s)) E •[l 

y F(s) = 9(s, T - 1l(s)). 
a. Si I E (ll, T - S(s)) l'lllUIH'.l'S 'r'(-', 1) <;t l!;,. 
La PxistPt1da y unicidad dl~ l'~ta aplieadt)n dt! Pllincaré :il~ dmrnwstra en [Al\/I], 

1ulµ;i11a fi21. 

4.2.f>. Teorerna. St·a "'r ll7tfl árbila ¡wric)dica sin puntos co11.ju.1¡ndos. Enlcntce¡.; "Y 
es hipcrbtílica (en .'ill nivel de e1u.:ryia) si JI .o;ú[u si 

(-1.7) E(O) n F(O) = (X(H)) 

¡mra 1L!yiin H E "f· En ""'te CILHO E(H) y F(H) .rnn /v,, subcs¡mcios estable e i11cslflble 
dt..~bile . ..; rc,.;pccliua111.t:11.lr·. 

Den1ostración: 
S<'a fiu E r y sea T > O el periodo de fi0 • Escojamos los cam¡H>S c2 (t) ... , c,.(t), 

fH!ri{ulicos de? pl!riodo T y clr.notcrnos por r· 1 (1) al vector unitario Bll la dirección de 
r'1r .Y(-1(1)). Tenel!los cldinida entonces una familia s11a\'e y 1w1·iiíelica ele isornctrías 
y(t) : IR"-+ T~h<tll'U. Corno 

[ 
ll, .. ,(¡(1)) 

-ll.,.,(1(1)) 
11,,,,(-,(1)) ] 

-ll,11,("1(1)) 

es r-perióclica, lambitin lo es la funci1ín F : R. -+ sp(211) ch•finida en (3.G). 
S11plu1gase lfllP. 7 es hipcrbú1ica; entoncl!~. por la proposición 3.3.2, 

Por lo tanto, 

E(Oo) <; E"'(Hn) 0 (X(Hn)) 

F(Ho) <; E"(fJ0 ) 0 (X(IJn)) 

E(Hn) n F(fi0 ) = (X(fi0 )) 

Considererno.s el sisterna de coordenada:;- derinido por la t.ransforrnación {4.2). 
Entonces rlrp7 (fin) : N(fi0 ) +--> es la deri\'ada de la t ransformaciún de Poincaré del 
flujo c,?ti correspundient e a la seccil'>r1 l rans\·i:rsal 'lt = O. 

Supongamos que E(fi0 )nF(00 ) = (X(fi0 )). Por los incisos 1 y 2 ele la proposición 
4.2.3 tenernos rp11>= 

BT (Ho) <; ET (fiu) n pT (Ho) = (X (fin)) n N(Ho) = {O}. 

Esto implica que-¡ es hiperbtílica. o 
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4.3. Acciones cuasi hiperbólicas 
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SPa n 1111 l~spacio 111l•tril'n l'OlllJlill'to .'-' íi: E~ n 1111 haz \"t•elorial J>l"l)\"ÍSto di' 
una nurrua eu11ti1111a !/" sohn• cada libra 0-1 {p}. 

-1.:J.l. Definición. \T1 P:-; una R-al"l'il~>n, si c1111tplP l'on: 

l. ExislP 1111 flujo l'lllllintll> l't sohn• /3 tal que.~ r.o \T1 1 = t.~'t o;;. 

E --·-•·_, - E 

• I 1" 
D--,-.. ,-- B 

2. •T1 1 : E(¡1) ~ E(¡/11 (p)) l'S un isomorfismo linual, donde E(p) .- (trl,)- 1{¡1}, 
1' E D. 

:1. 'l'.~+t = 'l'.\ o 'T't· 

4.3.2. Definición. Decimos c¡ue la acción •li 1 es cuu.•i lti¡wr/Júlicu si 

{4.8) sup i•T•,(l;)i = +oo 
tE:-\. 

parn tocio I; E E, I; #O. 

S11p611gase qtw la acción 'l' es cuasi hiperhl>lica. Para p E Di derinanse: 

E''(p) 

E"(p) 

{v E E(p)I s11pl'1:1t(p)(v)I < +oo} 
t>U 

{v E E(p)i s11pl•li,(p)(11)I < +oo}. 
t<O 

Obsen·r. c¡11e por la cuasi hiperbulicidad t"nemus c¡110 E'(p) n E"(p) = {O}, para 
lodo ]j E D. 

4.3.3. Lema. E3:islc T >'O tal 1/1W ¡uzrn lodo ]JE n. 

(4.!J) ll•T1Tl¡;.•(,.¡ll < ~, ll•LTIE"(¡•)ll < ~ V Jl E 1'I · 

Den1ostración: 
S11pónµ;a.se que el lerna es falso para E·". La prueba para E'' Ph si111ilar. Entonces 

l!;dsten unas sucesiones :i:,, E B, 1:,, E E'(:c,,), lu,,I = l tal!!s c¡tw l•T1,,{11,,)I 2:: ~'para 
todo 11 EN. Se afirma que existe e E IR tal que 

sup li'T>ll <e< +oo V p E B. 
t:20 

Supongase que la arinnación es vc~rrladera. Sean Wn := 'l'n(t•11 ) .v .1111 := ·1/}u(:1:11 ). 

Tmtr.mos <(tll! ~ :S lw,,I :S e, para todo 11 y l•T1 ,(w,.JI = l•T11+u(u,.JI :Se, para todo 
l 2: - n. ,,..a que B es cotnpacto~ exist (! una subsucesión con\·crg,ent '~ d'~ (y11 ~ ·w 11 ). Si 
y,.~¡¡ y w,, ~ w, tenemos que y E B, w E E(y), lwl 2:: ~y l•Ji 1 (11:)I :Se, para toda 
I E IP!. Etito C!i una contradicción. 
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. ..\.hora se probar¡Í la afinnación. Supóngase que es falsa, entonces existe :t·,, E D, 
1,. 2: O, 11,. E E·'(:i:,.), lvnl = 1 tal que: 

( -1.1 O) Slip Jlli,,.(t•,.)J =+ce. 
n 

Sea s,. > O tal que, 
1 1 

(-1.11) i'T'., .. (v,.)J > :Js11pi•T1.(1·,.)I 2: :Ji'fli.,(u,.)i. 
- ·"~º -

Por (-LlO) :.;e tiene c¡uc s,, ->+oc. Sea .1111 := ~~'-""(.ru) y 

1fi., .. (1·,.) 
w,. := l•fl., .. (l.",.)1º 

Entonces lw11 I = 1, y ::-;i t > -sn, se tiene! 

(-1.12) l•Tit(w,.)I = 1•r1,+ ... (1:,.)I < 2¡1ri,+ ... (u,.)I :5 2. 
l•Ti.,,.(v,.)I - sup,;::: Ol•Ji,(v,.)I 

·\:a que J·wul = 1y1Ju E B, existe una snbsucesión converAcntc (JJ," ·wn) ->-(y, ·w). 
Touclriarnos que y E B, w E E(y), livl = 1 y l'Ti,(w)I :5 2, para tollo t E IR. Esto es 
una contradicción. 

o 
4.3.4. Lema. E:i:istc ¡,·>O tal que para todo x E B. v E E(:1:) 

(-1.13) ¡w,(v)I < K(lvl + 111',(u)I) V O :5 t :5 s 

Den1ostración: 
Supóngase que es falso, entonces existen Xn E B, O -::¡f v," E E(:1:u) y O ::; ln :S s,0 

tales que: 
l 1Ti,.,{v,JI 2: n(lv,.I + llJl,.,(1:,.)I). 

Entonces ln ~ +oo y Su - l 11 ~ +oc cuando n. -7 +C'C. 
Podernos suponer que 

Sea 

Para -t 11 < l < Su - l 71 tenemos que: 

l•Ti,(wn)I = i'Vt+t.(lln)I < l'V ~ )1 sup 1•1',(vn)I = 1. 
111' '" ( v,.) 1 - '" lln 09::; .... 

Tornando subsucesiones si es necesario, podernos suponer que Xn converge ax y que 
Wn converge a w E E(x). Entonces l•Ti,(w)I :5 1 V t E IR., con lwl =l. Esto es una 
contraclicción. 

o 
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4.3.5. Definición. El conjunto 1w 1•rm11te D{t;>) dl' <;• l'S PI conjunto "" puntos 
¡,E B talrs c¡11e para eada ,-,.cindad C 3 ¡, PXÍStl' T > 1 tal qtw c/•·r(F) n U ;f. 0. 

-l.3.6. Proposición. St'UIL 7i : E -+ n lllt luz= l!cclorial t'Ollfi1tllO .'J \TI : IR ~ 
!.wnn(E, E) una IR-rHTitiu co11li11.1u1 con rl }lujo inducido ó1 : 7i o 'l't = <;>1 o rr. Si \TI 
f'S (:"flfl,'iÍ hi¡Jt'rbtJ/inJ lJ !l(r.'}lu) =R. t•fl/Ofll't'..; \fl f'S hipcrbci/ico. 

Deruostración: 
Dado;,; E /3, t•xbll'll .r" -+ .r ." .-.,. -+ +:x:o talt!s t¡11P c?."••;1: 11 -+ ~1:, ya <¡llO ;1: E 

!l(c/•I,, J. 
S"a E,. un s11l><•spadn d" E(:i:,.) tal 'l'"' dim E,. = dirn E(:i:) - dim E·'(:i:), E" 0 

lim E,. = E(:i:). Alirrna111us que existe,.> O tal qrH•: 

11'11-,J,1,,,.(E.)1 $e· \;/ () $ l $-'u. 

Supóngase que la alirrnacil>n es verdach~ra. To111a11du una substtcesit'u1 si es necesario, 
podemos suponer q11e l'I limite lim '1'., .. (E,.) existe. Entonces 

ll'T1 1¡¡,.,.1, ... CE,)I $ r: \;/ I >O. 

Entonces lim'1'.,,.(E,.) e E"(:i:) .r 
clim E"(:i:) + dim E"(:i:) 2: dim E,.+ dim E"(:c) = dim E(:c) . 

Ya que E·'(:i:) n E"(:i:) = {O}, esto completa la prueba . 
. .\hora probarc111os la afinnaciún; supúng:ase que es faba, entonces existen Vn E 

'l'.,,,(E,.), lv,.I = 1 ·"O < 1,. < s,., tales c¡uc l'l'-1,,(v,.)I 2: n. Por el lema 4.3.4, 
tenernos que: 

Por lo tanlo 1 

11 -k 
l'l'-... (v,.)I 2: ~. 

También tenemos c¡11e del lema 4.3.4, 

l'T1 ,('I'- .• ,,(v,.))I < k + k 
l'T1 _ _,,,(v,.JI - 1'11 -s,.(v,.JI 

pnra O < t < s,. . 

Sea Wn := 1 :~:::,~:;:~ 1 • De la estir11ación anterior se tiene que, 

( 4.14) 

Si w,.-+ w, entonces lwl = 1 y w E lirnE,., así w ~ E'(x). Pero l'T't(w)I $ k 
para todo l :5 O. Esto es una contradicción. 

o 
Demostración del Teorema 4.0.5 
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Para lJ E ~' sean 

N(O) := {é ET¡,¿ i <tl;ré, 1hrX(O)>,(t1l =U}, 

.v .\(O) : To¿~ N(O) la proyecci<>n a lo lar¡!;o de la din•el"i<ín d<' X(IJ): 

,\(O) · é = é + -~(é)X (O) 

tal que A(O) · é E N(O). S<'a '1'.,(li) = .\('1'.,(li)) o 1/\I'.•INco¡- Pur <>I eurnlariu -1.2.:l. 'fl., 
dcrine una IR-aeciún sobre PI haz Vl'cturial :10 : N ~ ~. S11plÍrtgasP que los hacp:-; de 
Green satisfacen E(li) n F(li) = (X(li)) "" ¿_ E11t<Hllºl'S, pur PI eurnlario -1.2.:l, 

nT(IJ) e:;; ET (li) n FT(fl) = E(li) n F(li) n N(IJ) = {ll} . 

Pnr lo tanto la acchl11 \T1_,. Ps cuasi hiperhl11ica. ·ya qlH? ...,:.,. p1·<·son·a la nll'dida 
de Liouvillc, qlll~ l?S pusiti\·a sobn~ co11juntos abiertos, entoflCPS n(.r=-1~.::> = ~. Por lo 
tanto \l'.'i es una accil>n hipPrht'>lica. 

Esto irnpli<.:a que ,¡,t l~s Anosuv, de donde oLtPlH?rnus que l..Pt l?S Anosov. Aquí es­
bozamos la prueba. Para li E ¿ "'"' E"(li) e:;; N(li) el snbespacio dado por: l'T',(é)I :S 
c·c-·\t/~I, para todo l. > O .\' t. E ~". Entonces E" es un subhaz conlinuo de T"f:.. 
Definase 

:F := { L : E~ !P. co11ti11110: L(li) : E"(IJ) ~IR Ps li11eal V IJ E¿} . 

A. cada fu11cio11al LE :Festa asociado un "tbhaz !Vi. de T¿ por: 

Graf(L(li)) 

{é + (L(li) · é)X(H) 1 é E E"(li)} . 

Sea T > O tal que ce->.r < e-,\ < 1. Considere la transíorrnación ºentre 
gníficas"T: :F ~ :F, correspondiente a ¡¡·TI.= di;T(Tl.i.) .Y definida por: 

rl<pT(é + L(é)X(IJ)) = 'T1T(é)[T(L)('VT(é))JX(<p(6)) 

(} E E y é E &"(fJ). 
Afinnarno!'i que T es una cont.racciún. Efcct ivarnentl~, 

llt!r,=T[(L1é - l2é)X(IJJ]ll 

e·'lléll 

l(L1 - L,)él ll :\(-- (IJ))ll 
e·'lléll , T'T • 

Por lo tanto llT(L,) - T(L2 Jll:::; e-"llL 1 - L2 ll- El punto fijo L. ele T propor­
ciona el haz inestable (fuerte) de 'Pt· Efectivamente, si E" = !Vi., entonces E" os 
t!,P,-irwariante. AdermL,, si (E E"(li), entonces 

( = é + (L.é)X(li) 

con é =A( E t:"(B). 
'{a <¡ue L. es cont.inua, entonces existe Q 1 > O tal que ICI :S Ql€1 = QIAI, para 

toda ( E E". Ya que N(B) es transversal a (X(B)) y ambos son subhaces continuos 



l 

4.3. ACCIO'.':ES CTASI HIPEllllÓLICAS 

dl' T':E., !'lllum·ps PI iÍ11µ;11lu L'.(.\"(11). N(li)) PsliÍ ill'l>ladu por ahajo,,. por lo tanlo 

<'Xistl' (,},>O tal <tll<' ~l.\(I = ~l.!;I < 1(1. Enl<lllt'!'s e,, (,, 
l.t,:,((JI l•T1 (.!;) + (T(l.,) · .!;J.Y(,:,(H))I 

2: ~l•T1 1lOI q, 
(,.\t 

2: dhl.!;I 
,,.\t 

2: dJ¡ (h 1( 1 . 
Finahnente, 

dim E" = di111 Gral' (L.) = dim t:" = 11 - 1 . 

La t!Xi:;lcncia de un subhaz continuo estable (íuertc) de dirnensil~n 11- l 8C pl'ueba 
si111ilan11e11t 1~. 

o 
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