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Introduccion

El propésito de este trabajo es el cdlculo de ciertas densidades de prob-
abilidad para la variable aleatoria llamada la ganancia total. Esta vari-
able aleatoria estd definida como la integral de una funcién de una cade-
na de Markov a tiempo continuo que llamaremos funcidn de ganancia.
Como caso particular obtendremos las densidades de los tiempos de
ocupacién del Proceso de Markov cuando la funcién de ganancia toma
el valorde 0 y 1.

El célculo de esta densidad es realizado asociando a la distribu-
cién de 1a ganancia total su transformada de Laplace, que servird para
expresar la transformada de Laplace-Stieltjes en forma analftica, ésta
iltima la transformada de interés ya que serd la transformada para la
densidad. Para invertir la expresién analitica de las transformadas, se
desarrollardn métodos numéricos de inversién, en especifico, se hara uso
de la integracién numérica y un método de Series de Fourier este 1iltimo
para identificar el error de dicha inversion.

En el presente trabajo se desarrollé un programa en Fortran 77
para el trabajo computacional de la inversién de la transformada, que
muestra distintos valores de la densidad de la ganancia total en distintos
nodos de la dicha ganancia.

Asf entonces, el contenido de la tesis queda constituido de la sigu-
iente manera: El capitulo 1 es desarrollado de manera introductoria,
donde se abordan los conceptos de un Proceso de Markov, propiedades
y probabilidades asociadas a este proceso. En el capitulo 2 se hace el
célculo de la funcién generadora del nimero de transiciones para un
Proceso de Markov, ademaés se define la funcién de ganancia asociada a
este proceso. Se define también las distribuciones a calcular, y se llega
a la solucién analitica de sus transformadas respectivas. En el capitulo

i



Capitulo 1

Procesos de Markov

En este capitulo se dan las nociones de lo que es una cadena de Markov
a tiempo continuo, donde se pretende dar un panorama amplio de como
se constituye, sin dejar de tomar en cuenta en algunos casos la formal-
idad. En las secciones subsecuentes veremos temas como la definici6én
de un cadena de Markov a tiempo continuo, su estructura, la matriz de
intensidad o generador, entre otras cosas.

1.1 Procesos a tiempo continuo

Un proceso estocistico es una coleccién de variables aleatorias definidas
en un mismo espacio de probabilidad con valores en un conjunto arbi-
trario. Esta coleccién va a depender de otro conjunto de subindices
llamado conjunto de pardmetros, donde dicho conjunto va a tener cier-
to contenido dependiendo de las circunstancias del problema. Para dar
una explicacién mas precisa de lo anterior, daremos la siguiente defini-
cién:

Definicién 1 Un proceso estocdstico con espacio de estados E es una
coleccion {X, : t € T} de variables aleatorias X; definidas en un espacio
de probabilidad y que toman valores en E. El conjunto T es llamado el
conjunto de pardmetros. Si T es numerable, en particular si T = IN =
{0,1,2,...}, el proceso es llamado proceso con pardmetro discreto,
en cambio si T es no numerable, en particular T = IR, entonces el
proceso se llamard proceso con pardmetro continuo.

1




2 CApPiTULO — 1. PROCESOS DE MARKOV.

Es usual interpretar al conjunto T como el conjunto del tiempo.

Existe un tipo especial de procesos estocdsticos con la propiedad
de que el futuro es independiente del pasado dado el presente; a estos
procesos se les denominan Procesos de Markov.

En lo sucesivo nos enfocaremos a este tipo de procesos estocasticos,
en particular a los que son de tiempo continuo y espacio de estados
finito ( cadenas de Markov a tiempo continuo).

Cabe sefialar que en un sentido estricto, hablar de un proceso de
Markov, unvolucra un concepto mas general que el que se manejara,
sin embargo para el presente trabajo a una cadena de Markov a tiempo
continuo le llamaremos simplemente un proceso de Markov.

1.2 Definicién del proceso de Markov

Sea E un conjunto finito. La coleccién {Y; : t € R} tal que para cada
t, Y; es una variable aleatoria con valores en E, es un proceso estocsistico
con pardmetro de tiempo continuo. El conjunto F es llamado el espacio
de estados de Y y el proceso se dice que esta en el estado 7 al tiempo £ si
Y; = j. Por otra parte, para un cierto valor de w € 2 fijo, el valor Y;(w)
define la funcién t —— Yi(w) definida en R, = {0,00). La siguiente
definicién es el formalismo de 1o que es un proceso de Markov.

Definicién 2 Un proceso estocdstico {Y; : t € R} es llamado Proceso
de Markov con espacio de estados E si para todat,s>0yje FE

P(Yers = j|Yu; u < 1) = P(Yeq, = 5Y0). (1.1)

La ecuacién (1.1) puede en muchas ocasiones depender tanto de ¢
como de s, pero hay veces en donde la probabilidad no depende de
donde estemos ubicados, es decir cuando

IP(Yeys = jIY: = 1) = Pu(3, 5). (1.2)

es idependiente de ¢ > O pera todo 4,7 € E y s = 0. Cuando esto
sucede, el proceso es llamado Proceso de Markov de tiempo homogéneo.
Para i,7 € E fijos, 1a funcién t — P,(3, j) es llamada funcidn de tran-
sicidon y la familia de matrices P, t > 0 de las funciones de transicién




1:2. DEFINICION DEL PROCESO DE MARKOV 3

P,(i,7) es simplemente llamada funcidn de transicidén del Proceso de
Markov Y.

En este trabajo, nos enfocaremos a tratar con procesos de Markov
que son homogéneos en el tiempo. Dado un Proceso de Markov y su
funcién de transicién Py(%, j) se observa lo siguiente:

(i) P(4,7) =20 Paratodoi,jeE yte Ry
(ii) Tper Pi(i,k) =1 Paratodoi€ Eyte IRy
(iii) Zrer Pi(i, k) Ps(k,j) = Pess(i,j) Paratodoi,j€ Eyt,s € Ry

Esta tiltima con el nombre de Ecuaciones Chapman-Kolmogorov.

Solamente probaremos (iiZ) ya que (i) y (ii) son triviales. Sin em-
bargo, para demostrar (i¢tf) haremos uso del siguiente resultado:
Proposicién 1 Sea Y un proceso de Markov con espacio de estados
E (finito o numerable) y sea J, = {J|J € (0, s)}, la coleccion de todos
los subconjuntos del intervalo (0,s8) , entonces para toda j € E y toda
8,t > 0 se tiene:

]P(),t+l = jla(Yu < 8)) = ]P(},t+a = jIY.)

= P(Ye+s = jlo(Ya, Y, : para toda u € J))

donde o(Y,,Y, : para toda u € J) es la o-dlgebra generada por el
proceso en algiin subconjunto J del intervalo de tiempo (0, 8) y al tiempo
8

Demostracién: Denotemos por F, a o(Yy : u < 8) a G, como
o(Y,,Y, : para toda v € J) y a A como {Yey, = j}. Notemos que
G, C F, , y por lo tanto obtenemos

P(AlG,) = IE[14|G,]
E[IE[141G,]|F5)
E(E[L4|F,]|G,]

it



4 U7 cAPfruLo — 1. PROCESOS DE MARKOV.

' Pero por la. ‘'definicién (1.1):
e : E[I4]|F,] = IE[14]Y.]
por lo tanto IE[I4]F,] es G,-medible, donde se obtiene
L4l F,] = IE[14lG,]
[}

Demostracién: (Chapman-Kolmogorov) Para probar (iii), usan-

do la propiedad de Markov, se expresa el lado izquierdo de la igualdad
como:

> R, k)Pu(k,§) = 3 PYir, = jlYs =k, Yo = )IP(Y, = k|Yo = %)
keE keE
= S PVa=5Ye= leo =1i) (Def. prob cond.)
kel
= IP(Yi+s = jlYo = 1)
= Pt+a(i’j)

Proposicién 2 Para algin enteron € N, sean tp < t) < ... < t, en
IR, e ig,%1,.--,tn en E entonces )

P(Y2 = %15, .00 Yoo = tn|Yoo = %0) = Pry o Pry—ts - Pen—ta_s (1.3)
Demostracién: Para la demostracién se tiene lo siguiente:
P(Y:, = 1,0y Yo, = i,,l}’go = 1p)

P (Y, = i1,..., Yo, = in, Yoo = %0)
n:(}’to = io)

1 .
" Fm = O Y‘"i=?"*",_,,,

><1P(Y¢° =g, Y:
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" . Repitiendo este procedimiento n — 1 veces se tiene:

P(}’g, = il, ceny Yg,. = iﬂIYlo = io)

lP(on = io; Yt; = il)
P(Yz, = %)

= P tn (in—13 in)---Rn—h (31, %2)
= Piptn(ino1,in) -+ Pryety (in, 2) P(Yy, = i1]Ys, = i0).-

‘= Prp—ty1(tn—1,%n) = * - Pea—t, (21, 92) Pey ~ 0 (%0, 1)

a

Por lo tanto si es especificada la distribucién 7 de Yy y la funcién
de transicién (F.) del proceso, se podria obtener la densidad conjunta

de Y;,,...Y;,. El siguiente ejemplo es tipico de un Proceso de Markov
de tiempo homegeneo:

Ejemplo1l Sea N = {N;;t > 0} un Proceso de Poisson, entonces:

e—Aa(A‘)f—i, . . .
P(Nets = jIN, = i) = { Goor %I 21
0 stj <1

Por lo tanto la matriz de transicion (P,) para este proceso es:

2:(0) pe(1) pe(2) ---
p_| 0 2O p(1) -
t = 0 0 p(0) ---

donde A
e” ! t! :
- =i sik=0,1,.--
pu(k) { 0 sik<0

Notemos que
pe(k) = Pu(i, i+ k)
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Deﬁnamos a.hora. a: 'WI-como el tlempo de permanencia del proceso
en el instante ¢ ; es decir, da.do weENyYyt=>0

Wiw) = inf{s > 0 : Yira(w) # Yi(@)} (1.4)

Ejemplo 2 En el proceso Poisson W, serd el tiempo restante en que
el proceso tarda en tener el siguiente arrivo a partir del instante t.

Ejemplo 3 En una cola M/M/1 podemos definir a Wy como el tiempo
restante en que la cola tiene j arrivos si {Y; = j}

Para una cierta w € 2 fija, la sngulente figura, muestra la trayectoria
We(w) del proceso {W;:¢t € R}

Wy

1] Tn Ta+l
t

Fig 1.1 Variable Aleatoria W (%)

El siguiente teorema nos indica que el tiempo de ocupacién que
tarda el proceso en un estado, cumple con la propiedad de pérdida de
memoria y tiene distribucién exponencial:
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Teorema 1 Para cadai€ E yt > 0 se tiene
P (W, > u|Y; = i) = e~ (1.5)

con u >0y A(3) € [0, 00) (si A(3) = +00 entonces e~ *)* = 0 para toda
u > 0).

Demostracién: Ya que Y es homogéneo en el tiempo, la probabil-
idad condicional en cuestién es independiente de t. Sea i € F fija y
denotemos a f(u) = PP(W, > ulY; = £). Afirmamos que el evento
{W: > u + v} es igual al evento {W; > u, Wy, > v} ya que:

Sea w € {w : W, > u + v}, entonces para esa w tenemos que Y., (w) =
Y;(w) para toda s tal que 0 < s < u + v. Lo anterior sucede si y sélo si
tenemos que para tal w, Y4, (w) = Y (w), paratodastalque 0 < s < u
Y Yiys{w) = Yy(w) para toda s tal que u < 8 < u + v. Equivalente-
mente tenemos que para esta w, Y. ,(w) = Y;(w), para toda s tal que
0 <3 < uy Yiru(w) = Yi(w) para toda 7 tal que 0 < 7 < v, de
donde w € {W; > u} y w € {Weyy > v}.

De lo anterior, podemos hacer:

flu+v) = PWr>u+t+v|Y=1)

P(W: > u, Wiy > v|Ye = 1)

= P(W; > u|Y: = )IP(Wepy > v|Ye =i, W > u)

Por otro lado, dada w € {w : Yi(w) = i, We(w) > u}, tenemos que
Yi(w) =1 y Yirs(w) = Y;(w) para toda s tal que 0 < s < u. Lo anterior
sucede si y s6lo si tenemos que para tal w, Yi(w) = 2 y Yiu,(w) = ¢ para
toda s tal que 0 < s < u, por lo tanto el segundo factor de la derecha
de la ultima igualdad es igual a:

P(Wiiu > v|Yi(w) =1, Yeps(w) =2, para toda s € {0, u])
por la propiedad de Markov se obtiene:

]P(W¢+u > 'Ul},t(w) =1, }’t+s(w) = 7') = ]P(th'Hl > ‘Ul},t+u = i) = f('U)
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Por lo tanto, legamos a que _ SR
flu+v)=fu)f(v)

- La funcién f esta acotada entre O y 1 y el desarrollo anterior muestra

que f(u +v) = f(u)f(v) para todo u,v > 0. Dc esta manera f(u) =

e~° para alguna ¢ > 0, (posiblemente ¢ = +00) que es dependiente de
T : : .

O

Definicién 3 El estado i es llamado absorvente si A(i) = O estable si
0 < A(%) < oo e instantdneo gi A(f) = +o0

Si 7 es absorvente y si {Y; = ¢} ocurre, entonces Y;i, = ¢ para toda

‘8 > 0 . En otras palabras si Y entra en i, entonces Y se queda en i
para siempre. -

Si 7 es estable, entonces

PO<W<oofY;=14)=1 (1.6).

en otras palabra.s, si Y esta en ¢ al tiempo ¢ entonces permanece un
tlempo posmvo pero finito en ese estado.

Fma.lmente,' si: es instantineo

P(W,=0|Y; =i) =1 (1.7)

._esto quiere decir que el proceso se queda en ese estado por un instante.

~'»’I‘,éor’er'nya;2 Si para cast todo w € Q y alguna t € IR, se satisface:
Yi(w) = i donde i € E es estable, entonces limy,_s00 Y, (w) = i para
toda sucesidn t, Lt

La demostracién se puede consultar en el libro de Cinlar [1)

Nos enfocaremos a los procesos que son estables, pero existen ejem-
plos del Proceso de Markov en donde dicho proceso tiene uno, dos o
varios estados instantineos o absorventes.
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Lo siguiente a considerar es el conjunto de tiempos de ocupacién
para un estado estable.
Sea
Gi(w) = {t : Ye(w) =i} (1.8)

Por (1.6) el conjunto G;(w) estd compuesto por intervalos, cada uno
con longitud positiva casi seguramente. Por (1.5) las longitudes de esos
intervalos son identicamente distribuidos con distribicién exponencial,
(la independencia se puede ver en el libro de Cinlar [1]). Ademds para
un intervalo de la forma [0, t], existen s6lo un nimero finito de inter-
valos contenidos en G;. Ademas por el Teorema (2) se observa que los
intervalos son abiertos por la derecha y cerrados por la izquierda lo que
nos d4a la continuidad por la derecha. El siguiente teorema nos da una
explicacién mas formal de lo anterior:

. Teorema 3 Sea ¢ un estado estable. Entonces para casi toda w € 2,
el conjunto del tiempo G;(w) es la unidn numerable de intervalos dis-
juntos, cada uno con longitud positiva. Cada intervalo es de la forma
cerrado por la izquierda y abierto por la derecha. Ademds sdlo se puede
obtener un nimero finito de componentes en G;(w) N [0, t].

La demostracion se puede consultar en el libro de Cinlar [1]

Finalmente, supongamos que Y;(«w) = i donde : es estable. Entonces
t € Gi(w) y por el teorema anterior, existe un intervalo [S(w), T'(w))
que contiene a t. . Notemos que T (w) = t + W;(w) con W,; definida
como en (1.4)
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1.3 Estructura del Proceso de Markov

Sea ¥ un proceso de Markov con espacio de estados finito denotado
por E y matriz de transicién (£,;). Supongamos ademds que todos los
estados son estables. Por el Teorema (2), tenemos la continuidad por
la derecha de la trayectoria t — Y;(w) para casi toda w

Por otro lado, podemos escribir Y;(w) = Y (¢t,w). Entonces, defini-
mos el tiempo inicial Tp(w) = 0 donde el proceso se encontrard en algun
estado denotado por Xp{w) = Y (0,w) . La permanencia de este esta-
do tiene un tiempo positivo y después de cierta permanencia, en algun
tiempo T (w) , el proceso salta a un nuevo estado X, (w) = Y (T (w), w).
El proceso permanece ¢n ese nuevo estado en un tiempo positivo y en
algun T,(w), salta a algiin otro estado Xy(w) = Y (T2(w),w) y asi suce-
sivamente.

Con la notacién anterior, definamos la trayectoria ¢t — Y;(w) de la
siguiente manera:

Y(T,) = Xa V (1'9)
donde o e
Ty = 0 -
Th = To+Wrg
= Wy
Tora = T, +Wg, paracadane€ N
Asi, Ty, Ty, ... son los instantes donde el proceso Y cambia de es-
tado ¥ Xo, X\, -- es la sucesidon de estados donde Y toma valores. Si

{X, = i} ocurre , entonces el intervalo [T}, Ty+1) es llamado intervalo
de permanencia en 1.

La siguiente figura, muestra una trayectoria Y;(w) del proceso {Y; :
t € IR} cuando todos sus estados son estables:




1.3, " ESTRUCTURA DEL PROCESO DE MARKOV 11

vol | :

1 1 . A
Ta T+l
t

Fig 1.2 Proceso de Markov Y (¢)

El siguente resultado puede derivar que {X,;n € IN} es una cade-
na de Markov y que 7,4, — T, tiene distribucién exponencial, cuyos
parametros dependen de X,,.

Teorema 4 Sea Y un proceso de Markov, y sean Ty, T, ... sus respec-
tivos instantes de transicion y Xg, X4, ++ - la sucesion de estados donde
puede tomar valores, supongamos ademds que {X, = i} ocurre, en-
tonces paran €N, j € E y u € IR, se tiene:

P (Xns1 = Gy Tn1—Tn > 4| Xo, X1, ey X3 To, T, -y To) = Q(4, j)e("“(‘)".
1.1

Donde Q(%, 7) es la matriz de transicién de la cadena de Markov {X,, :
n e ]N}' Adema‘g: Q(i,j) =20, Q(i)i) =0y sz('i:j) =1
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La demostracién se puede consultar en Cinlar [1}
Como consecuencia de Teorema (4), se obtiene lo siguiente:

Corolario 1 La distribucién del tiempo de ocupacion depende sélo del
estado en el que se encuentra y no del siguiente, es decir

. IP(T,H.]_ b Tn > 'u|X,, =1, Xn+1 =,7) —_ e—A(i)u

Demostracién: Ya que {X,, = i, X;,41 = j} ocurre, entonces se tiene
que Q(¢,7) =1 paratodai,je E.

(m}

1.4 Generador o Matriz de Intensidad

Sea Y = {Y;;t = 0} un proceso de Markov con espacio de estados fini-
to E finito y funcién de transicién FP(3,5) , ademas supondremos que
todos los estados de E son estables. El siguiente resultado muestra una
relacién entre P,(i, j) con Q(3,7) y A(%) y viceversa.

Lema 1 Parc alguni,je Eyte R,,

Po(i,j) = e D14, 5) + / ' A(@)eD* S™ Q(4, k) Pr—y(k, 7)ds. (1.11)
0 kEE

La idea de la demostracién de este Lema, es distinguir si el proceso
de Markov tuvo o no transiciones durante el intervalo de tiempo (0, %)
(Para la demostracién véase el libro de Cinlar [1])

El siguiente resultado es importante ya que vuelve a relacionar
P, (i, 5) con Q(4,5) ¥y A(3)

Teorema 5 Para todai,j € E, la funcidn t — P,(3,j) es diferencia-

ble y la derivada es continua. Ademds, la derivada en t = 0 es:

L =A@ sii=3j
460 ={ 5036 "ird
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“y para t > 0 arbitrario

_:_tpt(i, 7)) = 3 AG, k)Pi(k,5)
keE

= > Puk,5)AG, k)
*EE

Demostracién: De (1.11) podemos hacer el cambio de variable t—s =
% y obtener

P,(i,7) = e~ 20* [I(z‘, i)+ / ‘ A(G)ErD 3™ Q(4, k) Pu(k, j)du]
0 keE

Ademiés, P:(i,7) es continua (ver Cinlar [1]), entonces la integral del
lado derecho es derivable y ademads la exponencial es de clase C®, por
lo que P,(i, j) es derivable y su derivada continua, por lo que la derivada
con respecto a t queda de la siguiente manera:

%P,(i, 7)) = —A@)e NP (4, j) + e M (1) ) Zj QUG, k) P(k, 7)
kel
= ZI[FAGIGK) +ADQE, Pk, J) (1.12)
€. .

Cuando ¢ | 0 obtenemos
AG,3) = =A@DIG 5) + AD QG 5) ©(1.13)
Sustituyendo (1.13) en (1.12) obtenemos
d .. S .
JR('L,]) = Z A("‘t k)Pt(ku?)
kE€E

Ahora, si hacemos P,,, = FP,P,, y si derivamos con respecto a s y
valuando en s = 0 se obtiene:

LP(i,4) = 3 P, kA, )
keE
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Si la funcién de transicién (F,) es conocida, entonces la derivada
en t = 0 es A, ademds podemos determinar a @ y A de la siguiente
manera: A(@) = —A(,4) ¥ Q(5,7) = 478 si A@) # 0y si A(@) =
entonces Q(i, 7) = 0 para toda i # j. Evidentemente, Q(i,i) = 0siies
estable y Q(%,1) = 1 si i es absorvente.

Consideremos ahora el problema inverso: dados Q y A y conse-
cuentemente A conocidos, determinar la matriz de transicién P, :

Un método es resolver un sistema posiblemente infinito de ecua-
ciones diferenciales de la forma:

d

5P = AP, (1.14)
© d

S P=PA ' (1 15)

Tomando en cuenta que podemos dar la solucion numérica de (1 14) "

o (1.15), dlcha solucxén junto con la analitica son de la forma e““
definida como:

et = — A" (1 16) .

Por lo tanto, lo expresado anteriormente da paso al siguiente teore-
ma:

Teorema 6 Sea A la mairiz de derivada de P, valuada ent = 0, en-
tonces para todo t > 0 la funcion de transicién estd dada por

Pg = CA"

Las ecuaciones diferenciales (1.14) y (1.15) son llamadas Ecuaciones
de Kolrnogorov backward y fordward respactivamente.

El teorema (6) nos indica que podemos obtener toda la informacién
de la funcién de transiciéon P; con s6lo conocer a la matriz de su derivada
valuada en ¢ = 0, de esta manera, a la matriz A se la llama generador
o matriz de intensidad del proceso Y.




Capitulo 2

Funciéon de ganancia y
tiempos de ocupacion

La funcién de ganancia y como caso particular de ésta los tiempos de
ocupacién del proceso de Markov son los puntos principales para el de-
sarrollo de este trabajo. De esta manera el tema de este capitulo es el
desarrollo y la obtencién analitica de las transformadas de la distribu-
cién y densidad asociadas a la ganancia total generada por la funcién
de ganancia. Como caso mas general se desarrolla el cilculo de las
transformadas anteriores de la densidad y distribucién asociadas a las
ganancias parciales generadas por la misma funcién de ganancia, com-
binando el niimero de transiciones.

2.1 Funcién generadora del niimero de tran-
siciones

Consideremos el proceso Npx(t) que cuenta el niimero de transiciones
consecutivas del estado h al estado & en el intervalo (0, t] para un pro-
ceso de Markov Y; con m estados y matriz de intensidad A. Haremos
la convencién de que Np,u(t) =0 paral < h < m.

En términos formales, Ny (%) se puede expresar de la siguiente man-
era:

Npe(t) = #71:(2) donde 744(t) se de define como sigue:

15
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e (t) = {Tn € (0,8]|Yr, = k, Y,,_, = h}

Séa Z la matriz con elementos zp;, donde zp > Oparal < h, k< m
Y 2z =1 paral < h < m. Sean A y B matrices de m X m. Definimos
la matriz A e B cuyas entradas son de la forma a,;b;;. Esta operacién es
conocida como el producto de Schur. Escribimos a la matriz de m x m
con elementos

®:;(Z;t) = E [II 2O I{Y, = j}|Yo = z] (2:1)
: Bk
Teorema 7 Paral £%,j<m , y t >0 se tiene
. ¢ ,
®i;(Z; t) = 6;;e* 0D 5 /(; AN~ A (1) 2, B,(Z;u) du  (2.2)
AR A

ademds d m
G 2i(Z:t) = 3_AG, 1)z ®ri(Z5 w) (2.3)

r=|1

Demostracién: La idea de la demostracién de este Teorema, es distin-
guir si el proceso de Markov tuvo o no transiciones durante el intervalo
de tiempo (0,%] . Asi, sea T el primer instante de transicién del pro-
ceso. Notemos que si el proceso evoluciona de 7 a j pueden suceder 2

situaciones, {T < ¢t} o {T" > t}. Por lo tanto ®;;(Z;t) se puede escribir
como

E [y 2t QI [{Ye =7} 0 ({T >t} U{T < t})] |Yo = z‘] (2.9)
&

Por lo tanto (2.4) se reescribe como

E [Hzf,:*“’f {¥: =5} n{T > ANive = é] |
+ B [H 2O {Y, =} n{T <}l |Ye = ”]
hk .

donde el primer sumando implica que
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(i) Npe =0 para todo h,k=1,2,..,m
(i) Thi 202*® =1  paratodo h,k=1,2,..,m

y de lo anterior se deriva el primer sumando de (2.2)
El segundo sumando se puede escribir de la siguiente manera:

E [H OL (Y, = 5} O {T < 2)) [Vo = i]
hk S

=3B [H AOL (Y, = 5} O {Yr =7} 6,{T's"t})’v‘1n = i] (2.5)
r#i hk L R o
donde

E [1'[ Oy, =i} {Yr=r}n{T < t})|Yo = i]
h.k

se inerpreta como sigue: Si T' < t ocurre, entonces existe u € (0, ¢} tal
que Y, = r para r % 7 y por lo tanto hubo una transicién del estado i al
estado r, es decir IN; () = 1, de esta manera realizando el andlisis del
primer paso, la expresién (2.5) se transforma en el segundo sumando
de (2.2)(ver Bladt [11})

Ahora escribimos a ®;;(Z;t) de la siguiente manera:

. ¢ . '
®;;(Z;t) = A0t |:6.-,- +3 j: e~ G A(4, 1) 24, B, (Z; u)du]
r#i

Observacién 1 Observemos que al expresar a ® en términos de una
ecuacion integral, estamos suponiendo que ® es integrable, pero por el
teorema fundamental del cdlculo, podemos ver que ® es continua ya
que la integral de una funcion integrable es continua y retomando la
ecuacion integral, se dd la continuidad. De manera recursive, podemos
ver que es derivable y llegar a que es de clase C®

Por tanto, si derivamos obtenemos:

d . e ) 1 - .4
-‘E‘I’.'j(z; t) = A(Z, z)eA(" )‘e A( ")té,'j (Z; t)




18 7 CapfTuLo = 27Fu

DE GAN. Y: TIEMPOS DE OCUP.

L A ST G AGDE A (G, 1) 2, By (Z5 £)

AL
= A(,)2:®y5(Z;1) + 3 Al )20 Pri (Z58)

= f: A, 7))z P (Z5 8)

r=1

Y como consecuencia de lo anterior, obtenemos un sisterma de ecua-
ciones diferenciales lineales de primer orden con condiciones iniciales
<I>,-,~(Z; 0) = 6,'_.,'. 0

El siguiente teorema nos d4 la solucién para este sistema de ecua-
ciones diferenciales

Teorema 8 Parat > 0 tenemos
B(Z;t) = elA*2 (2.6)

Observacién 2 Qbservemos que para cada matriz Z obtenemos una
solucion analitica de la funcién generadora.

Ahora, denotemos a los elementos Z° = zeeT + (1 — 2)I donde ¢ es
el vector columna cuyos elementos son unos.
Entonces la matriz Z3,,,, esti representada como sigue:

1 2 2z vz
z 1 =z -.-2
zZe=|2z =z 1 -z

z z z ---1
Notemos que para ésta eleccién de Z°, obtenemos la funcién gen-

eradora para IN°(t) que cuenta el nimero total de transiciones en el
intervalo (0,1] .

Proposicién 3 Sea A la martiz de intensided del proceso de Markov
Y: ¥ sea Z° como anteriormente se definid, entonces

d o
—(AeZ°) = A+ A(4) 2.7
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donde A(A) es la matriz diagonal con cantidades —A(i,i1) como ele-
mentos de la diagonal.

Demostracién: Tomando la definicién original de Z°¢ obenemos
d d T ’
E(A'ZO)A= E(zee oA+(1—z)IoA)

= eecTeA—Te A

A+ A(A)

a

Ya que el Teorema(8) expresa que ¥(Z;t) en términos de una ex-

ponencial, entonces también podrd ser expresada en términos de una
serie de potencias de la forma

(2% ) =S L aezoy (2.8)

n=0 "%

definamos

Mo() = [ial';@(zo; t)] :
oz 21
para dar paso al siguiente Corolario

Corolario 2 Sea ®(Z°;t) definida como antes y sea A la mairiz de
intensidad del proceso, entonces

f o0 n n—1
| M) =3 3 A4 + A(4)am

n=0 """ r=0

Demostracién: Para demostrar lo anterior, derivemos a (2.8) para

obtener:
a 0.4y _3_2‘” L2 oyn
%@(Z ,t) = az = —n! (A.Z )
o 4 9 on

n=0
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uPor.:otré la.db, ‘se.puede probar que
§ d d d
‘ - —‘i—t(AB)—A‘—izB+a—tAB
Con base a la exp_resién anterior, se sigue por induccién que
(A") —_ ZAr ——A An—r—l
R PR r=0
Por lo Ata.fnyt"o‘ (29) se puede expresar como
&t )
Z Z(A Zo)ra(A P Z")(A ° Zo)n—r—l
' r=0

valuando en z = 1 se tiene

n--1

?.I*;

-Q-Q(Z° t) = i
oz ’ =5

S ia A
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2.2 Transformadas de la densidad y dis-
tribucién asociadas a la ganancia to-
tal

Consideremos un proceso de Markov con espacio de estados finito E =
{1,2,...,m} y matriz de intensidad A. Supongamos que para alguna
fraccién de tiempo en el que el proceso ocupa el estado j, la ganancia g;
ocurre, es decir una funcién por pedazos ay() con valor a; si Y (t) = j
ocurre; sin pérdida de generalidad supondremos que {a;} es no negativa
para toda j = 1,2, ...,m. La ganancia total R(t) sobre el intervalo de
tiempo (0, t] estd dada por:

t
R(t) = /0 Qy(a) ds parat >0 (2.10)
Sea V(z;t) la matriz cuyos elementos son de la forma:
Vis(zit) = P(R(2) < 2,¥; = j|Yo = 4) (2.11)
Teorema 9 Paral1 <i,j<m,z=20yt>0

. £
Vii(z;t) = G;J-eA(“')‘U(z—ait)'*'ZA eANUA(G 1) V,i(z—au; t—u) du

rF
(2.12)
conU(@)=1,parav >0, U() =0, parav < 0

Demostracién: Como en el caso de la seccién anterior, la idea de la
demostracién de este Teorema, es distinguir si el proceso de Markov
tuvo o no transiciones durante el intervalo de tiempo (0, £]. Definamos
nuevamente a I’ como el primer instante de transicién. Por tanto se
vuelven a dar los dos posibles casos: {T > ¢}, {T < t}, donde V;;(z;t)
se descompone en la suma

Vis(z:t) = P(R() <z,Y = j,T > t|Yp = i) (2.13)

+IP(R(t) < ,Ys = j, T < t|¥ = i)

Si {T > t} ocurre, entonces el proceso no tuvo transicién, y dado
que inici6é en el estado %, entonces se obtuvo una ganancia al tiempo
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t igual a a;t. Lo anterior deriva que el primer sumando de (2.13) sea
igual al primer sumando de (2.12)

El segundo sumando se puede reescribir de la siguiente manera:
P(R(t) < z,Y: = 4, T < t|Yp = i)

=S PR < T,Y=4,Yr =T < t|Yo = i) (2.14)
reE :

donde
P(R(t) <=zY:=7, Yr=rT< tlYo = 1:)

se interpreta como sigue: Si {T" < t} entonces existe u € (0,t] tal
que Y; = r para alguna r 3 i y por lo tanto hubo una transicién del
estado ¢ al estado r, de esta manera aplicando el andlisis del primer
Ppaso se obtiene que la expresién (2.14) es igual al segundo sumando de
la expresién (2.12) (ver Bladt [11])

La solucién en términos de funciones elementales de V;(z;t) no es
trivial, la razén es que la variable z de la funcién V;;(z;t) siempre
estard desplazada con respecto a si misma dentro de la integral una
cantidad que va a depender de la ganancia inicial por el tiempo que
tarda el proceso en tener la primera transicién; pero podemos calcular
la transformada de Laplace para esta funcién para resolver el problema
de desplazamiento y poder encontrar dicho sistema. Asi, sea

o0
Vi(sit) = [~ e Vi(mit) da (2.15)
la transfomada de Laplace asociada a la distribucién V;;(«x; t)

Proposicién 4 Sea V;;(x;1) la distribucidén asociada a la ganancia to-
tal y sea V3(s;t) la transformada de Laplace asociada a esta funcion,
entonces

Vi(s;t) = exp[(A(3, 1) — sai)t] {5ij8_1 + 3 /0‘ exp[—(A(%, 1) — sa;)v]
r#i

x A4, 7) V5(s5v) dv} (2.16)
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Demostracién: Sustituyendo“V;_.,-(:?; t) de la forma (2.12) obtenemos:
Vi(sit) = /o e *%5;;e AN (z — ait) dx

+f°° e'“E/ KA('?"')"‘A(i, r) V,._,-(a: — a;u;t — u) du dz
o e e :

= 651 exp[(AG.1) — sani] +§ Ji  eAGa A3, 1)

{o =]
x - € "V i(z — a;u;t — u) dx du

Observaciéon 3 Observemos que el lfmite inferior de la integral con
respecto a la ganancia, cambia de 0 a a;u, esto es porque la probabilidad
de una ganancia negativa es 0 . Ademds, el intercambio de integracion
realizado es justificado, ya que |eA09)% =22 V i(z — a;u;t — u)| < |e™*%|
y |e~%| es absolutamente integrable, por lo que

oo .
/0 eA g (4 1) 2% ri{T — aiu;t — u) dx

es absolutamente convergente y por lo tanto se puede aplicar el teorema
de Fubini.

Por otro lado, si hacemos ¥ = = — a;u:
t
V2(sit) = 6i57 expl(A(i, 1) — sa:)t] + 2/0 exp[(A(3, 2) — sai)ulA(i, )
r#i

{= <]
x /o e“’”‘/rj(y;t—u) dy du
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= '6,_.,3 exp[(A(z z) —_ sa,)t] + 2/ exp[(A('l. z) - sa,,)'u.]

IRt

xA(z,'r) (s t—u) du

> j exp[(A(z ) — sas)(u — 1))

) r;ét

‘Observacién 4 Para la derivabilidad de V3(s;t) con respecto at, se
utiliza el mismo argumento de la Observacidn (1) de la seccidn (2.1)

Proposicién 5 Sea Vig(s;t) la transformada de Laplace de la distribu-
cion de la ganancza total Entonces

._VO(s t) = —a;s ‘}(s,t)+2A(z,'r) %(s5t) ‘: (217)

: r=1

con la condicidn inicial dada por Vig(s; 0) = .'j/s
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Demostracién: Aplicando la regla del producto para derivadas en
la expresién (2.16) e introduciendo a la suma el término de A(Z,1) se
obtiene lo deseado.

m]

Teorema 10 Sea V;;(z;t) la distribucion asociada a la ganancia total
del proceso de Markov Y; y sea V3(s;t) la trasnsformada de Laplace
asociada a esta funcién, entonces la solucién de dicha transformada
estd dada por

Vig(s;t) = exp[(A — A(a)s)t]A(1/s) (2.18)

donde A es la matriz de intensidad del proceso y A(a) es la matriz
diagonal cuyos elementos en la diagonal son de la forma a; y A(1/s)
es la matriz cuyos elementos en la diagonal son de la forma 1/s

Demostracién: La solucién de la ecuacién (2.17) estd dada por la
expresi6n (2.18) del Teorema (10), por lo que queda demostrado dicho
Teorema.

]
Ahora, tomemos la transformada de Laplace-Stieltjes dada por
(=~}
Vi(sit) = /0 €% dVi;(z;t) (2.19)

Proposicién 6 Sea Vi;(x;t) la funcién de ganancia y sean V3(s;t)
v Vi(s; t) sus transformadas de Laplace y Laplace-Sticltjes respectiva-
mente, entonces

Vii(sit) = s Vij(s;t) — V4;(0, %) (2.20)

Demostracién: Utilizando la integracién por partes en la integracién
de Riemman-Stieltjes obtenemos:

o0 o0 . )
fo e™** dVis(z; £).+ /O Vij(z; 1) de=2® = Vy(z;8) eI (2.21)
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sin embargo se puede observar que
et —ax o —8:
/(; Vii(z;t) de = /; Vij(z;t) — se™* dx

= —8 /ooVi-(:z:'t) e % dx
o IV

Valuando los limites del lado derecho de la expresién (2.21) y despe-
jando se obtiene lo deseado.

(m}

Observacién 5 Como veremos en la demostracion del Teorema (11),
tenemos que asumir la condicidn la condicidn inicial Vi;(0,t) = 0. Sin
este supuesto, los cdlculos en el Teorema (11) no se pueden realizar.

Teorema 11 Sea V;;(z;t) la distribucion de la ganancia total del pro-
ceso de Markov Y, y sea Vjj(s;t) la trasnsformada de Laplace-Stieltjes
asociada a esta funcidon, entonces la solucién de dicha transformada
estd dada por

V*(s;t) = exp[(A — A(a)s)t) (2.22)

donde A(a) es la matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son
de la forma a;

Demostracién: De la proposicién (6) y de la observacién (5) obten-
emos que V3(s;t) = s V2(s;t) por lo tanto de la ecuacién (2.16)
Vi;(s;t) toma la forma:

r#i

Vii(s;t) = exp[(A(, 1) — sa;)t] {1 + > fot exp[—(A(%, 1) — sa;)v]

x AL, 1) V(s v) dv}

Sin embargo, al derivar con respecto a t , se obtiene la misma solucién
que la ecuacién (2.17) , es decir

3 mo .
5z V(s t) = —aisVii(s;t) + DAGT)V(s: 8) (2.23)

i=1
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Por lo tanto, la solucién de V*(s;t) estd dada por la ecuacién (2.22)

del Teorema, (11) con la condicién inicial de Vjj(s;0) = &;;
]
Si vemos a la Transformada de Laplace-Sticltjes como una Trans-
formada de Laplace con condiciones iniciales V[j(s;0) = J;;, entonces

la inversa de la expresién (2.22) serd la densidad deseada.

Observacioén 6 En los ejemplos trabajados en el capitulo (4), se toman
pardmetros adecuados para que la condicidn de la Observacidn (5), sea
vdlida.
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2.3 Transformadas de la densidad y dis-
tribucion asociadas a las ganancias par-
ciales con nimero de transiciones

Consideremos un proccso de Markov Y; con espacio de estados finito
E ={1,2,...,m} y matriz de intensidad A. Lo quc se busca cn esta scc-
cién es el desarrollo analitico de la transformada de ciertas densidades
asociadas con la funcién de ganancia y al nimero de transiciones, ambos
definidos en un proceso de Markov.

Como se definié anteriormente, entenderemos que para alguna unidad
de tiempo en el que el proceso se encuentra en el estado j , entonces
la cantidad a; ocurre, es decir, la funcién aleatoria por pedazos ay(,
toma el valor a; cuando el proceso Y; = j Sin pérdida de generalidad
supongamos que {a;} es no negativa.

Nuevamente definimos la variable aleatoria Npi(t) como el nimero
de transiciones consecutivas de h — k durante el intervalo (0, £] donde
Nppy = 0 para 1l < h < m , sea Z la matriz con elementos zp > 0O
donde 2y, = 1, para 1l < h < m , definamos también la matriz K con
elementos Kj; € IN y el producto de Schur, A e B para las matrices A
y B de ™ x m1n con elementos anxbpi.

Definamos la ganancia R;(#) durante la permanencia del proceso en
el estado j sobre el intervalo de tiempo (0,t] como:

t
R;(t) = /o oy I{Yo=3j}du, paral<j<m (2.24)

y la ganancia total R(t) sobre (0,t] como:

t
R(t) = jo ay () du (2.25)

Sea s con componentes s;, 32, ..., S, ¥ denotemos por A(s) a la ma-
triz diagonal de m x m con las cantidades 3,4, s2, ..., 3;n como elementos
de la diagonal,

La disrtibucién:

P(R,(t) < ., SV My Np(t) = Kpr,1 S k,h < m;Y; = jlYp = 1)
N (2.26)
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es la probabilidad condicional, que depende de los estados inicial y final,
de t , de m variables no negativas {z,} y de m(m — 1) variables enteras
no negativas { Kx:} . Denotemos a esta probabilidad como Vj;(x, K, t).
Ademds, sea e; el vector cuya entrada 7 es igual a 1 y en las demas
0 , y denotemos por J(i,r) a la matriz de m x m cuya unica entrada
diferente de O es la entrada #,7 que es igual a 1. La notacién U(x — b)
indica la distribucién de probabilidad conjunta degenerada en el punto
b.

Proposicién 7 Sea Vj;(x, K,t) la distribucién de las ganancias par-
ctales con numero de transiciones asociada al Proceso de Markov, en-
tonces

Vii(x, K, 1) = 8i;eA50 U (x — aste,) I{K = 0} (2.27)
t .
+> /o A(i, r)e MY (x — aque;, K — J(3,7);t — u) du
i
Demostraciéon:

Primero, como en casos anteriores, distinguiremos si el proceso de
Markov tuvo o no transiciones durante el intervalo de tiempo (0, t].
También, volvemos a definir a T como el primer instante de transicién
del proceso. Entonces la ecuacién (2.26) se transforma

P(R,(Y) < %oy Npi(t) = Kpi, Ye = 5, T > t|Yp = 1)
(2.28)
+]P(Ru(t) S Ty, Nhk(t) = A’hk’y; = j’T S tl},o = i)

Si {T" > t} ocurre, entonces el proceso no tuvo transicién, es decir
Npe = 0 para todo 0 < h,k < m y dado que el proceso inicié en el
estado ¢, entonces se obtuvo una ganancia al tiempo t igual a a;t, y
en los demés estados no hubo ganancia. Lo anterior deriva el primer
sumando de (2.27).

El segundo sumando de (2.28) se puede reescribir de la siguiente
manera:

P(R,(t) < o0, Npi(t) = Knp, Ye = 5, T < t|Yp = 3)
=3 WP(R,(t) < Ty, Nnx(t) = Kni, Yr = 4, Yr =, T < t|Yg = 1)

r#i
(2.29)
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‘donde *
o0 (R (E) < Toy Npi(t) = Kne, Y = 4, Yr =7, T < t|Yo =3} -

- se puede interpretar de la siguiente manera: Si {T < t} entonces existe
u € (0,t] tal que Y, = r para alguna r 3 ¢ y por lo tanto hubo una
transicidén del estado i al estado 7, es decir N;. = 1 de esta manera
aplicando el anilisis del primer paso se obtiene que la expresién (2.29)
es igual al segundo sumando de la expresién (2.27) (ver Bladt [11])

]

La solucién explicita de V;;(x, I, ¢) no es trivial, la razén es que la
entrada i-ésima del vector x de la funcién Vj;(x, K, t), siempre estard
desplazada con respecto a la misma expresién dentro de la integral una
cantidad que va a depender de la ganancia inicial por el tiempo que
tarda el proceso en tener la primera transicién; pero podemos calcular
la transformada de Laplace de esta funcién para resolver el problema
de desplazamiento del la variable ganancia: Asi, sea la Transformada

de Laplace en m variables para la funcién V;;(x, K,t) de la siguiente
forma:

— oo oo m
";;(S,K;t):_/(; "'/;) exP("'Zsuxu) V,-J-(x,K;s) dzxy,---,dxny

v=}
(2.30)
Sustituyendo la ecuacién (2.27) en la transformada (2.30) obten-
emos: .- = E R I P S

: A(‘")“’U(x-—a;te.-) I{K = 0}43; .

= Syer NI {K
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‘ Elk:'segur}dd“?sﬁﬁiando se transforma de la siguiente manera:
S t L 00 oo o0 m
‘ : Z/ eA("')"A(i, ) f eee f .o / exp | — Z Sy:tu)
g Jo o aiu o =

X Vpj(x — ajue;, K — J(i,7),t —u) dz .. .dTym du
Si aplicamos la transformacién 7' : R™*+! —s IR™*! dada por (y,u) =

(x — a,uey, u), obtenemos: - . : -
Sy ["z‘: Sl -+ ais{U«]}
- ,—‘1:,":‘7 :

= [ A ar) [T [T

r#i

X Vij(v, K — J(i,7), 1 -

reki /" g

x V,(y, K — J(i,r),tb;-y{l.) dyy -+ - dym du

N X t .‘. B M B
D I A

t . _ . ) - .
= g /(" elAGA—aisdu g (5 1) V2(s, K — J(i, 7),t — u) du
T . .

Finalmente hacemos el cambio de variable w = ¢ — u, obtenemos:

t e —
s /o elAt-ast—w)} A(5, 1) V2(s, K — J(i, ), w) duw
TH#i

Por lo tanto la transformada (2.30) queda de la siguiente manera:

‘71-;(5, K; t) = 6,'_11{K = 0} exp{[A(z, ’L) - sia,-]t}(sl o Sm)—1

t. _
+ 3 fo exp {A(3,1) — aisi(t — w)}AG, ) V5(s, K — J(3,7),w) dw
r:

i (2.31)
Observemos ahora, que la variable que cuenta el nimero de transi-
ciones, esti desplazada con respecto a la misma expresién dentro de la
integral, por lo que todavia no podemos establecer el sistema de ecua-
ciones diferenciales que queremos, sin embargo esto se puede arreglar
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a.phca.ndobuna ra.nsformada. a ‘_,’(s,K t) para la variable que cuenta
‘el numero de tra.nsmmnes, de la siguiente manera:

,.,(s, Z,t) = I‘[z,, Vi(s, K;t) (2.32)

.a.nsforma;da. (2.32) en la ecuacién (2.31) obtenemos:

‘ ynla(.st, .;)'ﬂ, th " 81 {K = 0} exp{[A(¢, %) — S.a;]t}(SI --8m) 7L

' Hzf.i"* S [ exp LG9 - aaite — w)

xA(i, ) V5(s, K — J(i,7),w) dw

Observemos que en el primer sumando, el producto se vuelve producto
de unos, ya que el exponente es cero para toda zn, entonces lo anterior
se escribe de la siguiente manera:

Vij(s, 2,t) = 61 { K = 0} exp{[A(3, 1) — siai]t}A(m <ee8m)7t

+> / exp {A(4,3) — a;is:(t ~ w)} A(z, r)

r#i
x Hz,, V,5(s, K — J(z,r),w) dw

Ha.mendo el cambio de variable L = K J @, r) obtenemos

(s, Z,t) = 6,I{K = 0} exp{[A(t 1.) — st (e sy

+z: [ exp a9 - asslt = W)} e A7)

r#i
x H zipe V5(s, L, w) dw
Donde finalmente llegamos a la siguiente expresién:

- Vi§(s, Z,t) = 63 1{K = 0} exp{[A(%, %) — sias]t} (s - - Sm) !
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+3 / exp{A(z,

r#i

Sm embargo la. :
iente manera:

)Y 2z A(G,T) Vi5(8, Z,w) dw -

pp{ede ser factorizada de la ’s:igrii-

Vi(e. Z,1) ='e£:§'{tA\(i, siailt} (8 TUK = 0} (o1~ m)™

+Zf exp{~w[A(s,) — ms‘.]}z,,A(z, ) Vi5(s, Z,w) dw) (2.33)

r#d

Por otro lado, se puede probar la continuidad y en consecuencia la
derivabilidad de V(s, Z, t) (la prueba se hace de la misma manera que
los casos antenores) Por lo tanto derivando obtenemos:

iv%szg
= exp{[A(3,7) — s,a.]t} Zexp{—-t[A(z i) — ai8i)}zer A4, 7) V5(8, Z, 1)

+[A(%,3) — a,sg] exp{[A(z, 1) — sia;]t} exp{—[A(%, 1) — s.a,]t} (g, Z,t)
entonces nos queda la ecuacién diferencial )

d_fV"g(S’ Z,’ t) i >z Al T) V(s Z, 't) “+‘-[A(%}Zi):"i'_"'f'a.-é..]vé‘(é,' Z,1)
L 1‘#! , RN IRR
= 3z A(LT) j(s z, t) '+ A(z, 1.)V,§(s, z, )
r#Ei :

—a;s;V; (s Z,t)
= ZzwA(z: Y
, r;é;is, °(s"‘ZH t).
= Zz...A(z,

r—l

(83 2,1) + s ‘(i;‘.i)'wzcé;;zﬁf;”t") |

Vi Zt)  (23)

Teorema 12 Para t > 0 ; triz‘Vb(s‘,"Z; t) estd dada por

W@Zﬂ;uﬂMoﬂ (2.35)
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' do'ride A es la matriz de intensidad del proceso y Ala) es la matriz

diagonal cuyos elementos en la diagonal son de la forma a; ,A(8) es la

matriz cuyos elementos en la diagonal son de la forma s; y A(1/I1s)

es la matriz cuyos elementos en la diagonal son de la forma 1/s1 -8,

PDemostracién: La solucién de la ecuacién (2.34) cstd dada por la

expresién (2.35) del Teorema (12), por 1o que queda demostrado dicho
Teorema.

]
Consideremos ahora la siguiente transformada:

m
Vils, Z5t) = fco .- -/w 11 258 exp (— > s,,:z,,) dVii(x, K; s) (2.36)
0 o hk

v=1

Como el la seccién anterior, podemos integrar por partes la ecuacién
de Laplace-Stieltjes, y obtenemos la relacién

Vi(s, Z5t) = 81 -+ 8 V3(8, Z; 1) — Vi5(0, Z; 1)

Observacién 7 Asumiremos que V;;(0, Z;t) = 0 ya que tomando los
pardmetros apropiados, se cumple dicha condicidn.

Por lo tanto, bajo el supuesto anterior, y de la ecuacién (2.33), obten-
emos:;

Vi (s, Z; t) = exp{[A(3, 1) — sia;]t} (8;; I{K = 0}

r#i

Sin embargo, al derivar con respecto a t obtenemos el mismo sistema
de ecuaciones diferenciales de la funcién V3(s, Z, t), es decir:

+3 /0‘ exp{—w[A(,1) — a;3]}zir A2, T) Vi5(s, Z, w) dw) (2.37)

d. .
%V,-j(s, Z, t)

= exp{[AG, 1) — siailt} 3 exp{—t[AG, ) — assd}oir Ali ) Vi % (8, Z,1)

r#i
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+[A(%,3) — a;s:) exp{[A(%,2) — s;ailt} exp{—[A(Z, %) — 8:1a;]t}V; (B, Z t)
entonces nos queda la ecuacién diferencial

LVs(s,2,1) = T mAlhr) V(e 2.8 + [AG,) — assilV; (sZt)
ki

= zz,;A(z r) Viy(s, Z,8) + A, )Vij (s, Z, )

—a,s, Vii(s, 2,¢t)
= Zz,-,.A(i, r) (s,Z t) + 2z AG, 1)V, 7(8, Z, t)

—aisi :j(s9z t)

= zzxrA(zv T) j(s Z,t) — ais; Vii(s, Z,1) (2.38)

Teorema 13 Para t > 0, la matriz V*(8, Z; t) estd dada por
V*(8,Z;t) = exp{[A e Z — A(a)A(s)]t} (2.39)

donde A es la matriz de intensided del proceso y A(a) es la matriz
diagonal cuyos elementos en la diagonal son de la forma a; ,A(s) es la
matriz cuyos elementos en la diagonal son de la forma s;.

Demostracién: La solucién de la ecuacién (2.38) est4d dada por la
expresién (2.39) del Teorema (13), por lo que queda demostrado dicho
Teorema.

a
Como en la seccién anterior, si vemos a la transformada de Laplace-
Steiltjes como una transformada de Laplace con condiciones iniciales
Vi;(8,Z,0) = &y, al invertir la expresién (2.39) (inversion para una
Transformada de Laplace) obtenemos la densidad deseada.
Ahora, las expresiones analiticas de estas transformadas, se pueden
invertir. Sin embargo, la inversién analftica no es trivial, por lo que se
harin cilculos numéricos para dichas inversiénes.

P
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Capitulo 3

Metodos numeéricos

En este capitulo se desarrolla el cdlculo namérico para encontrar la
solucién de la inversién para la transformada vista en la seccién (2.2)
del capitulo anterior. La primera parte de este capitulo muestra el
cdlculo de la inversién numérica de la transformada y la segunda parte
se refiere al cdlculo numérico de la exponencial de una matriz y de una

_serie alternante.

3.1 Metodo de Series de Fourier para in-
vertir transformadas de distribuciones
de probabilidad

Los métodos para calcular inversiones de transformadas, son en cierto
modo no triviales y en la mayoria de las ocasiones el resultado de la
inversién no puede ser expresado en términos de funciones elementales.
Sin embargo existen métodos alternos que nos muestran el resultado
de forma numérica. El andlisis de Series de Fourier se aplica en este
tipo de problemas de inversién porque los coeficientes de Fourier son
justamente los valores de la transformada. El método de Series de
Fourier hace posible inversiones para calcular numéricamente funciones
de distribucién y funciones de densidad.

El cilculo de la inversa de la transformada de Laplace, puede ser
obtenido utilizando la integraciéon nurnérica por el método del trapecio

37
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asociada a la integral de la inversién (Integral de linea de Bromwich),

sin embargo la misma férmula serd obtenida utilizando el método de

Series' de Fourier aproximando una funcién periodica que seri con-
struida y ademads se identificara el error de integracion por el método
del trapecio (de ahi el que se haya escogido dicho método para la in-
tegracién numérica y no otros). La pieza central en cste método cs la
férmula de sumas de Poisson que involucra el cdlculo de series alter-
nantes donde a través de técnicas aceleradas de convergencia como es
la técnica de Euler se podrd sustituir la serie por una suma finita como
mas adelante se verd. ' '

El primer paso es obtener la relacién que guarda la Serie de Fourier
con la transformada de Fourier y Laplace.

Si f es una funcién de densidad, entonces:

/_‘: f(O] dt < oo (3.1)

por lo tanto diremos que est4 en el espacio de funciones L! )

Por otro lado, toda funcién periodica, puede ser expresada en términos
de una Serie de Fourier. Para funciones que o 'son periodicas, se puede
hacer tender el periodo a infinito y obtenerse la siguiente expresidén: (ver
Arfken [7] 6 Tolstov [6])

f(x) = % f_ o:o e“”‘f dw /; °:° f(t)e** dt - (Integral de Fourier)
3.2)

definamos v . .
erw)= [ f)e at (3.3)
f(x) = % f_: &5 (w)e™™* dw . (3.4)

A (3.3) se le conoce como la Transformada de Fourier de la funcién
F(t) y a (3.4) como la Inversa de la Transformada de Fourier.

Existe también el equivalente de las expresiones (3.3) y (3.4) para la
transformada de Laplace. Denotemos por G(¢) = f(t)e~>* una funcién
tal que [G(t)] < M para todo ¢t € IR; esto es equivalente a decir que
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f(t) sea de tipo A\ exponencial para todo ¢, M € IR. Ahora, si definimos
G(t) = 0 para t < 0 y ademés pedimos que G cumpla con la condicién
de la expresién (3.1), podemos expresar dicha funcién en términos de
la integral de Fourier (3.2) de la forma

G(t) = o /oo etut j:o G@)e™ ™ dv du

multiplicando ambos lados por e*

At ) .
f@) = ;—W- = gut /0 = F)e e ™ dy du
—o0
haciendo el cambio de variable
8= A+1iu

la integral con respecto a v es la transformada de Laplace
7 rere dv = f(s) (3-5)

que es ahora una funcién de variable compleja, ademéds Re(s) > A para
garantizar convergencia.

Por otro lado, la inversa de la expresién (3.5) esti dada por: (ver
Arfken [7])

) = 5 j T ot f(s) ds (3.6)

Sin embargo, para hacer el célculo numérico de la inversién de la
expresién (3.5) haremos lo siguiente:
Sea g(t) definida como sigue:

e 3f(t) sit>0
g(t) = { g(—t) sit<O
0 sit=0

donde a es siempre un nimero positivo para toda ¢, ademsds para cada
t 3£ 0 podemos hacer:

e"a' = e_(ﬁ)‘



40 "-CAii'ftj‘i;O ~ 3. METODOS NUMERICOS

7:+ la funcién g queda de

'"Ahora. & hax:emos el‘cambio de va.nable v =
‘la. sxgmente manera :

é“"‘f(t) sit>0
9 = { g(—t)  sit<O
. 0 . sit=0

dondé 'y és un nuevo pardmero dependiente de t.

Por ‘otro'lado, notemos que g es par, por lo tanto se obtienen los
sigientes resultados:

(i) La "l}a.néfoijvxﬁaaa'dé Fourier para g, es la parte real de ella misma
‘ya que:

b = [T gty ar

; /_ °:° cos(ut)g(t) dt

Re(dg) ()

- (ii) Para toda funcién: ‘£, 1a parte real de su Transformada de Laplace
valuada. en s, gs la pa.rte rea.l de dicha transformada valuada en §

Re(f)(s) = Re ( /0 et £ (2) dt)

= Re ( ./o T e~ Me—iutf ) dt)
= [T p@Re(e ) at -

= /o g cos(ut)f(t) dt

= Re(f)(3)

(ii1) La Transformada de Fourier de la funcién g, se puede poner en
términos de la Transformada de Laplace de la funcién f de la
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siguiente manera: N T

bow) = Re(#;)(w)
= [ : cos(ut)g(t) dt

=2 L7 cos(ut)a(e) at

= 2 /o ~ Re (e*g(1)) dt |
= 2 fo * Re (e™e " £(2)) dt‘ -
= 2 fo * Re (et (1)) &
— 2Re(F) i)
= 2Re(f) (v+iu)

Ademds g puede ser vista en funcién de f (como se definié), pero
también se puede ver a g como la inversa de la Transformada de Fourier
asociada a ella. Es decir:

g(t) = e"f(t)
(3.7)

- %/w Re(e_iu“ﬁg(u)) du

-—00

De los resultados anteriores, obtenermnos la siguiente relacién para el
lado derecho de la igualdad anterior:

e ) = 3 [ e 0

= :T[-: cos(ut)Re (f) (v +iu) du
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I

Observacién 8 Ya que |f(w) cos(uw)e""""| < k[f(w)| para alquna ky
ya que f estd en L!, se szgue que -

/0 e""“ cos(uw) f (w) dw

es absolutamente convergente, y por Io tanto podemos usar el Teorema

de Fubini para integrales zmpropzas R obtener la paridad en funczén de
u.

Entonces de la.‘ObservaciiS‘ni (8) , obtenemos lo siguiente:

:‘ '11}' /; o:o cos(‘ut)ﬁ ./o °° e“”’”cos(uw)f (w) dw du -
= % /ooo e f(w) [_: cos(ut) cos(uw)du dw

= % ‘/(; °°e—'7w f(w)/ow cos(ut) cos{(uw)du dw

“

A
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Finalmente multiplicando la expresién (3.7) por e, obtenemos la
siguiente igualdad:

2Tt roo ~
f@) = — J, ©°8 ut Re(f(vy+ iu)) du (3.8)

La expresién (3.8) puede expresarse numéricamente de muchas man-
eras, pero como se habia mencionado anteriormante, el método que de-
sarrollaremos involucrar4 la integracién numérica por medio de la Regla
del Trapecio

La idea de la Regla del Trapecio es que dada la funcién f(¢) definida
en el intervalo particionado [a,b] ,cona =z < z; < +++ < T, = b,
va a existir una aproximacidén en los nodos x; y x;—; por medio de un
polinomio lineal de Lagrange de la forma

P@) = Z=5) _pa )+ i‘”—:ffﬁf(z.-)

(Ti1 — ) (zi — Ti—1)

donde v o .

mtegra.ndo el lado detecho se obtxene

/ f(z) dz ~~ Z s

i=1 f(x'—l) + 2(z; — x4-1) f(:c,)] E -

evaluando en los llml de mtegraclén y haciendo h = (z; — :r._l) =
(b — a)/n para cada i = 1 2, .., n, obtenemos:

n ($ x ) (x - —1)
; [.2(3:{—1:2:—)--’((3’:—-1) + m

- Ele-n Wy (,(x.

i=1
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[f(zo) £, Z }(z,)]

i=1

[f(a) + f(b) Y fae )|

k=1

(3.9)

-De lo anterior, tenemos las herramientas para poder integrar numéri

_camente la inversién (3.8). Si integramos numéricamente por el método

del trapecio la expresiéon  antes mencionada, obtenemos la siguiente
-aproximacién:

2het

hert 2
£@) = u®) = 2EE Re(F) () + 22T 35 Re(f)(y + ikh) cos(kht)
k=1
Ademsés, para cada t podemos hacer el cambio de variable h = 7 /2t
y si regresamos a la definicién del pardmetro v, llegamos a la siguiente

aproximacién::
10~ Grred) [5] + 5 B e [2587] s (’5)

Pero cos’ ("—") i‘se a.nula. cuando k es impar, lo cual implica:

78) ~ S Re(f) [ ]+ 57 S crreh) [2E2E) (@0
=1
Ahora nos vamos a enfocar con el error discretizado asociado con
la regla del trapecio, que puede ser justificado aplicando la Fdrmula
de Sumas de Poisson. Ademaés, con esta férmula podemos tener un
control sobre dicho error ya que podemos acotarlo si f es acotada. La
idea fundamental es expresar a f(t) en términos distintos que en (3.8).
Definamos la funcién

e"%f(t) parat>0
o-|

P(—1t) parat <0
0 parat =20
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donde a es un mimero positivo para toda ¢, ademés podemos hacer
como antes para ¢t # 0 lo siguiente:

e—% = e”(%)‘

Si hacemos nuevamente el cambio de variable b = F, la funcién %
queda de la siguiente manera:

eYf(t) parat>0
¥(t) = § ¥(-1) parat <0
0 parat =20
donde b es un nuevo parametro dependiente de ¢.
Lo siguiente, es reemplazar la funcién anterior por la funcién periédica
2wk
we) = 3 wfer ZE (3.11)
k=—o00 h

con periodo 27 /h.

Observacién 9 Observemos que la convergencia casi segura de ¥, se
dd gracias a gque f estd en L.

Por otro lado ya que v, es periodica, podemos representarla en términos
de la Serie de Fourier compleja dada por: (ver Tolstov [6])

Yp(t) = i cre'tht (3.12)

k=—o0
donde ¢, es el k-ésimo coeficiente de Fourier de 1, es decir

h w/h .
e = 3= ‘/:_ o h‘tk,;,(t)e"""‘t dt
/b 2km| _;
= 21r./1r/h Z ¢|:t+T]e kht gy
= / ‘l,b(t) e—ikht dt
e :- f ¢(t) cos(kht) dt

':='"'; fo Re(‘l/)(t)e"""") dt (3.13)
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Observacién 10 El intercambio de la integral con la suma infinita es
gracias a que la medida producto es o-finita (ver Abate [10])

Regresando a la definicién de 1, la expresiém (3.13) se ve como snguc

B [ Re (wye*n) ar = 2 A Re(f(t)e"" """‘) a.

= 2 / Re (f(t)e= @+ M7) gt

)d

= Z2Re([” f(t)e~(b+"='=>'

= —’iRe(f)(b + zkh,)

Sustituyendo ¢k en la Serie de Fourier (3. 12) llega.mos a la. sxgmente
expresxén .

) =

Ahora, si hacemos el ca.mblo de vana.ble h = m/t obtenemos:

Z P[t(2k +1)] = < Z Re(f) [b+ L] exp(ikm) (:’3.‘15)

k=—00 k=—o00

Por definicién, la funcién ¢ es par, por tanto la suma del lado
izquierdo de la ecuacién (3.15) se se ve como sigue:

23 9 [1(2k + 1))
k=0

Ademis ya que Re(f)(s) = Re(f)(5) y e*™ = (—1), el lado rerecho
de la ecuacién (3.15) se transforma en:

tkm

231 reth) [o+ 2T] 4 %{nej(f)(b')‘ -
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Por lo tanto, la ecuacién (3 15) queda de la mg‘ulente manera. i

Z »[t(2k + =3 Z( 1)'° Re(f) [b+ “”] + Re(f)(b)

Regresando ala deﬁmclén de la. funcxén 1/1 y del par metro b obt.en-
emos:

1 o ;¢k7r
k%%f[t(%-i-l)lexp{——[t(2k+1)]} | ;2 )*R () [m ]

1=Re(f) (2 t) ' (3.16)

Multiplicando ambos miembros por exp(a/ 2) , legamos finalmente
ala F'ormula de Sumas de Poisson

Z FIt(2k + 1)) exp(—a.k)

k=0

2t )

doude deﬁmremos a eq4 cOmo el error dtscretzzado asoctad al método‘ :

o del trapeczo En otras palabras.

= ea(f,t,a) = ?3 Flt(2k + 1)) exp(—ak). (3.19)

Observacién 11 Notemos que la expresidn (3.10) del método del trapecio
coincide con la expresidn (3.18), sin embargo la expresidn antes men-
cionada involucra el error discretizado asociado al método del trapecio.

Por otro lado si la densidad f es acotada, podemos encontrar una
cota para el error, es decir, si |f| £ M para toda t entonces el error
discretizado |eq| estard acotado como sigue:

o0
leal < M > exp(—ak)
k=1
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esto quiere decir que
) M e
e} <K —mm—-
leal < l1—e—
que se aproxima a M e~2 si dicho factor es suficientemente pequeiio.
Para (3.18) es claro que se debe buscar el valor de a grande de tal forma
que el error de discretizacién sea pequefio. Sin embargo, incrementan-
do el valor de a el calculo de la ecuacién (3.19) se vuelve complicado,
por lo tanto no es conveniente hacer a lo suficientemente grande. En la
préactica se utiliza @ = 19.1 para alcanzar un error de 10~7
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3.2 Meétodo de sumas de Euler y la expo-
nencial de una matriz

El siguiente problema es tener un método alterno para cailcular la serie
infinita de la expresién (3.18). Ya que la serie del lado derecho de (3.18)
es casi una serie alternante, requerimos de un método que calcule el tipo
de series antes mencionado. El método que utilizaremos es el Método
de Sumas de FEuler.

Para desarrollar el método de Euler en general, primero se reaco-
moda la serie alternante de la siguiente manera (ver Press [5]):

i(_l)kuk =ug—ur+ -+ (=1)" tupy + (~1)" i (2—;}-): [ATun)
=0 "~ (3.20)

donde A" es el operador de diferencias hacia delante, es decir
Aun = Up4l — Un
Azun = Upy2 — 2Un4y + Un
Adu, =un.3 — 3Upy2+ 3upy —up  etc.

"“""—‘A\‘Por-supuesto, no podemos realizar numéricamente la serie infinita
del lado derecho de la expresién (3.20), pero si podemos tomar los
primeros m términos de dicha serie, donde son requeridas las primeras
m diferencias. Entonces definamos a la suma finita de Euler como sigue:

Bemm) = Su) + (0" S G a0 @an)

donde S, = 3"2_o(—1)*u,. Sin embargo, la expresién (3.21) puede verse
también de la forma (ver Abate [10})

E(t, m,n) = Z ( 1;: ) 2 ™Snk (3.22)
k=0
Por lo tanto, 1a expresién (3.18) se discretiza de la signiente manera:

Sn(t) exp(a'/2) Re(f) (Zt) exP(a‘/2) Z uJ (t)

J=1

i ———
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uk(t) = (—l)kR (f) [a. +22:7m] ) " | WA

vTxplca.mente se usan los valores de m =11 y n =15

(3.23)

A este error se le d4 el nombre de error de truncamiento.

Sustxtuyendo a f porla tra.nsformada de la'densidad asociada a la
ganancia total vista en-el Ca.pitulo (2) con h,l y t fijos, obtenemos:

Su(z) = exp(a/z) [V,.,( t)] exp(a/2) Zu )

con

ui(a) = (~DARe [V (252 ) |
T

Notemos que solo nos hace falta un algoritmo que pueda calcular la
exponencial de una matriz para poder invertir por completo la transfor-
mada. Esta exponencial aparece en las transformadas de la densidades
asociadas vistas en el capitulo anterior. Sin embargo, solo nos preocu-
paremos por calcular la de la ganancia total.

La exponencial de una matriz puede ser calculada de varios caminos.
Métodos que involucran teoria de aproximacién, ecuaciones diferen-
ciales, la matriz de ecigenvalores y la matriz caracteristica polinomial,
etc. En la practica los cdlculos considerados de estabilidad y eficien-
cia indican qué métodos son mas recomendables que otros; pero esto
no quiere decir que scan mas satisfactorios. Entre los métodos que
calculan dicha exponencial estdn los siguientes:

1.-Método de Truncamiento Este mtodo consiste en calcular la expo-
nencial de una matriz recurriendo en la expansién de Taylor

Al T+ tA +1242/20 - -+
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donde la serie anterior se trunca en k sumandos obteniendose la
suma parcial

k
Ti(4) = 3 A/t
g=1
Sin embargo, lo complicado de este método es el cilculo del valor
k para el cual el término truncado converge, ademds de ser un
método que vuelve dificil el cdlculo con matrices complejas

2.-Método de descomposicién Este método consiste en la descomposi-
cién de la matriz A en

A=5BS"!

sin embargo por la definicién en series de potencias de e4* implica
que dicha exponencial también se puede descomponer como sigue:

eAt — SeBtg—1

La idea es encontrar a S para la cual e®* se pueda calcular
facilmente

3.-Métodos polinomiales En estos métodos se explota el uso del poli-
nomio caracteristico. Algunos de estos métodos son: el método de
interpolacién de Lagrange y el método de interpolacién de Newton
ambos utilizando el polinomio caracteristico.

Aunque los métodos anteriores siguen los fines deseados del cdlculo
de la exponencial de una matriz, el método en que nos basaremos es
al método de Runge-Kutta. Este método calcula indirectamente la
exponencial, basdndose en el hecho de que dicha exponencial es solucién
de un sistema de ccuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
Este método fué considerado ya que ademas de ser un método estable,
también es eficiente y ademads que permite manejar los valores complejos
de la matriz. Lo siguiente es desarrollar este método.

A continuacién se muestra que la exponencial de una matriz tiene
asociado un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:
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Proposicién 8. La ezpreszdn xo e soluczdn de un sistema de ecua-
ciones dzferencmles ordmarzas de pnmer orden del’ tzpo.

a1+ 0,12.’82 + cert A1pTn

con las candzczones znzczales en t
T20' 5 ev s :z:,.(O).= xno k

an a2 c- am
A= | Om = v oam
Gni Gnz -: Gnpn

% = dz, dz _h"
T\ dt’dt'7 dt

x = (zla T2y <oy xn)T

-son las entradas de los vectores x y x respectivamente
Sin embargo, es natural considerar métodos numéricos para encon-
trar dichas soluciones. Uno de ellos que comiinmente s¢c usa para el
célculo de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden es el llamado método de Runge-Kutta de cuarto orden. Este
método evita el cdlculo de la exponencial de la matriz y directamente
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realiza el cilculo de la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
obteniendo la solucién para distintos valores de ¢ .

Los métodos que resuelven ecuaciones diferenciales de primer orden
son generalizaciones de los métodos para una ecuacién de primer orden.
Por ejemplo el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver
la ecuacién diferencial

v = f(t,y) con la condicién inicial dada por y(0) = o

estd dado por los siguientes factores:

Yo = o

ki = hf(tiw)

ke = hf(te+ 2y ik

2 = f i+ 27y| 2 1
h 1

ks = hf (ti+-2-,ys+§k2)

ks = hf(tiv1,yi + ks)

y con
1 .
Yig1 = y.-+-6[k1 +2ky+2k3+ke]+O(R5) parai=1,2,...,n—1 (3.26)

por lo tanto resolveremos el problema del célculo de la exponencial
de la matriz generalizando el método (3.26), para resolver el sistema
de ecuaciones diferenciales. La idea es la siguiente: sea N € IN y para
alguna t € IR seleccionemos a h de la forma h = (#—0)/N. La particién
del intervalo [0, t] en /V subintervalos queda con los puntos de red de la
forma

t; = jh para cada j =0,1,..., N

Usaremos la notacién u;(¢;) para denotar la aproximacién de x;(¢;)
paracada:=1,2,...,,ny paracada j = 1,2, ..., N . Es decir, u;; aprox-
ima la i-ésima solucién wu;(t) en el j-ésimo punto de red t; . También
representaremos como u;p a la aproximacién de las condiciones iniciales
;0 relacionadas con el sistema (3.24). Ahora supongamos que se calcu-
laron los valores ui; , U2j ,..., Un; . Obtenemos los valores %1541 , Uzj41
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3eevy Unj+1 calculando primero

ki =  hlaaui(t;) +,a|‘2'u'2(':t> )

1) + ka1 } + ax{ua(t; + k) + ka2

bty + ) + Kon}]

sn’;'y entonces:

para cada’t

S 1 )

wi(ti) = wi(t;) + E[k“ + 2kg; + 2K3; + ki) (3.27)
para cada i = 1,2,...,n . Nétese que antes de poder calcular cua-
lesquiera de los términos de la forma k;; deben calcularse todos los
valores ki, , ki2 y..., Kin - En general, cada kyy , kr2 ,-..;, Krn , debe
" calcularse antes de cualquiera de las expresiones k..., .

Observacién 12 Notemos gque éste método funciona también para re-
solver el problema de encontar la solucidn del sistema

V = AV con condiciones iniciales Vg

. d
v={aw}

y. Vo es la matriz cuyas entradas son valuadas en t = Q.

donde
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Observacién 13 Si se desea obiener el sistema de ecuaciones difer-
enciales asociado a la matriz exp(At), se toma el sistema de la Obser-
vacién (12), con condiciones iniciales Vo = {6i;} , 4,5 =1,2,..,n

Como se habia mencionado anteriormente, el desarrollo de este tra-
bajo involucra un programa realizado en Fortran 77 para la obtencién de
la inversa de la transformada de Laplace. Sin embargo, este programa
solo involucra la inversién de la transformada de la densidad asociada
con la variable aleatoria que define la ganancia total sin nimero de
transiciones vista en la seccién (2.2) del capitulo (2).
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo veremos una serie de ejemplos que proporcionan valores
de la densidad deseada. Estos datos serdn obtenidos haciendo corridas
en el programa antes mencionado que se mostrard como apéndice.

Este programa muestra los datos de la densidad de la funcién de
ganancia V(z : t) en ciertos nodos de la ganancia, sin dejar de tomar
en cuenta el supuesto de la seccién (2.2) del capitulo anterior, donde
asumiamos que la condicién V;;(0, t) era igual a cero. Sin embargo, para
valores adecuados de la matriz de intensidad y del tiempo, podemos
asegurar dicho supoesto.

El primer ejemplo se expone con los siguientes datos:

Tomemos a la matriz de intensidad y el vector de ganancias con los

siguentes valores:
-1 1 O
TM =]05 -1 056

0 1 -1

(i

Fijemos ahora el tiempo t = 10, el valor maximo que puede tomar
la funcién de ganancia tmax = 20 , los pardmetros de Euler ¢ = 24,
12 = 2. Notemos que A(Z) = 1 para toda ¢ = 1,2,3, esto quiere decir
que en promedio los intervalos de permanencia de los estados que toma

57
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el proceso, son en promedio de tamafio uno, por lo que el proceso va
forzosamente a ocupar un estado donde la ganancia sea positiva, por
lo que afirmamos que V;;(0,t) = 0. Variando todos los posibles valores
de inicio y fin de los estados en el que el proceso se puede encontrar,
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obtenemos las siguientes tablas con sus respectivas graficas:

Para K =1y L =1

t

Inv.Trans.Lap.

Error Est.

2.0000000000000

2.4617263625449D-05

8.2162195883667D-20

4.0000000000000

6.1261159980025D-04

1.0567799890379D-14

6.0000000000000

4.0985239419727D-03

5.3492431838220D-13

8.0000000000000

1.3507838136819D-02

1.6876073411984D-10

10.0000000000000

2.6660401609726D-02

1.9185556702356D-10

12.000000000000

3.3922076571411D-02

1.9175501247623D-10

14.000000000000

2.7995475216807D-02

7.9012305986143D-09

16.000000000000

1.4228753309482D-02

5.0884815731631D-08

18.000000000000

3.7367438841158D-03

8.7640159669765D-07

20.000000000000

1.1384847519146D-02

2.1727609559987D-06
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Para K =1 y-L=

2

t

Inv.Trans.Lap.

Error Est.

2.0000000000000

2.2689590092779D-04

4.7433845046241D-19

4.0000000000000

3.3205479398131D-03

3.0914658853687D-13

6.0000000000000

1.60095715168611D-02

1.6090787556544D-12

8.0000000000000

4.0768627149034D-02

2.5964614746438D-10

10.0000000000000

6.3916597140118D-02

1.9206101032482D-10

12.000000000000

6.4780959760068D-02

4.2038929490285D-09

14.000000000000

4.2008232728373D-02

1.8060460765801D-10

16.000000000000

1.6090830091206D-02

1.3618032847218D-09

18.000000000000

2.8255363804433D-03

1.38556587343691D-09

20.000000000000

2.2087107078378D-05

7.6136977894336D-10

Para K=1y L =

t

Inv.Trans.Lap.

2.0000000000000

4.3953590547638D-04

Error Est.

1.3552527156069D-19

4.0000000000000

3.9259406804160D-03

1.0567799890379D-14

6.0000000000000

1.3824188776568D-02

2.5275571566286D-14

8.0000000000000

2.73206308866911D-02

1.5728559516556D-10

10.0000000000000

3.3970937106725D-02

1.9185555921730D-10

12.000000000000

2.7320636549909D-02

1.9202310401478D-10

14.000000000000

1.3824191518946D-02

1.6253244149861D-10

16.000000000000

3.9269417172244D-03

1.8769383399939D-10

18.000000000000

4.3953734438919D-04

1.7517860938427D-10

20.000000000000

1.3247682929818D-07

1.9573838184247D-10
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Para K=2y L=1

t

Inv.Trans.Lap.

Error Est.

2.0000000000000

1.1344795046389D-04

2.4225142291473D-19

4.0000000000000

1.6602739699065D-03

1.5457324005833D-13

6.0000000000000

8.0047857584307D-03

8.0454046202938D-13

8.00000006000000

2.0384313620940D-02

1.9947734002795D-10

10.0000000000000

3.1958283664081D-02

1.9238931584994D-10

12.000000000000

3.2390479880034D-02

2.1019464779837D-09

14.000000000000

2.1004117083734D-02

1.8062720590073D-10

16.000000000000

8.0454150456029D-03

6.8090164409562D-10

18.000000000000

1.4127674800096D-03

7.4151776223181D-10

20.000000000000

1.1165163526242D-05

4.4395366839763D-10

Para K =2y L

t

Inv.Trans.Lap.

2.0000000000000

8.7907181099282D-04

Error Est.

8.5735997294722D-16

4.0000000000000

7.8518813577456D-03

2.6438452284654D-11

6.0000000000000

2.7648377534680D-02

5.1040216974760D-11

8.0000000000000

5.4641199777206D-02

1.0107773724724D-07

10.0000000000000

9.0650937182769D-02

4.5360791568823D-06

12.000000000000

5.4633105557228D-02

4.2602782829339D-06

14.000000000000

2.7642446795045D-02

4.3519571578353D-06

16.000000000000

7.8521489048287D-03

2.9845746730974D-06

18.000000000000

8.7773089234081D-04

1.3925441977552D-06

20.000000000000

-2.9317584707145D-07

8.5770105258381D-07
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Para K=2y L=3

61

t

Inv.Trans.Lap.

2.0000000000000

1.4127704111988D-03

Error Est.

2.0599841277225D-18

4.0000000000000

8.0454148629418D-03

1.5457296900778D-13

6.0000000000000

2.1004121969181D-02

8.0081427600298D-13

8.0000000000000

3.2390480145336D-02

1.9948019625016D-10

10.0000000000000

3.1958385959103D-02

1.9238931628363D-10

12.000000000000

2.0384321249615D-02

2.1019533075900D-09

14.000000000000

8.0047907499970D-03

1.5022240743012D-10

16.000000000000

1.6602759992526D-03

8.1117677776677D-10

18.000000000000

1.1345545839973D-04

2.8549113320928D-10

20.000000000000

6.0096928378162D-08

3.1887158617015D-10

Para K =3y L=1

t

Inv.Trans.Lap.

Error Est.

2.0000000000000

4.3953590547638D-04

1.2197274440462D-19

4.0000000000000

3.9259406804160D-03

1.0567854100488D-14

6.0000000000000

1.3824188776568D-02

2.5275571566286D-14

8.0000000000000

2.7320630886691D-02

1.5728559516555D-10

10.0000000000000

3.3970937106725D-02

1.9185556181939D-10

12.000000000000

2.7320636549909D-02

1.9202309881061D-10

14.000000000000

1.3824191518946D-02

1.6253243455971D-10

16.000000000000

3.9259417172244D-03

1.8769382012160D-10

18.000000000000

4.3953734438919D-04

1.7517859561490D-10

20.000000000000

1.3247682932593D-07

1.9573838184248D-10
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Para K =3y L =2

t

Inv.Trans.Lap.

Error Est.

2.0000000000000

2.8255408223976D-03

4.1199682554449D-18

4.0000000000000

1.6090829725884D-02

3.0914680537730D-13

6.0000000000000

4.2008243938363D-02

1.6016354908999D-12

8.0000000000000

6.4780960383484D-02

2.5964881980589D-10

10.0000000000000

6.3916742107067D-02

1.9206100598801D-10

12.000000000000

4.0768642499230D-02

4.2039066255883D-09

14.000000000000

1.6009579206168D-02

1.5714908888076D-10

16.000000000000

3.3205519985052D-03

1.6223535553167D-09

18.000000000000

2.2690661011637D-04

4.6234419564346D-10

20.000000000000

1.2205278759891D-07

5.51082433565410D-10

Para K=3y L=3

t

Inv.Trans.Lap.

2.0000000000000

3.7378427409012D-03

Error Est.

1.0560129160009D-16

4.0000000000000

1.4228269108829D-02

1.0574006947817D-14

6.0000000000000

2.7995476482705D-02

9.2634233617161D-16

8.0000000000000

3.3922077037252D-02

1.5727589369741D-10

10.0000000000000

2.6660406950113D-02

1.9185549850198D-10

12.000000000000

1.3507839391063D-02

1.9202264691515D-10

14.000000000000

4.0985262227288D-03

1.6252981642831D-10

16.000000000000

6.1261203664556D-04

1.8360577224178D-10

18.000000000000

2.4618314799191D-05

1.8869630152264D-10

20.000000000000

-4.0545130169933D-08

1.9681991296826D-10
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La 'sééﬁ;i&afééfﬁc’lya‘ééhtiene los siguientes datos:

=2 AT00 0.0 0.0 00 0.0 00 0.0 0.0 \.
‘1.0 Ag - .0 0.0 0.0 00 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 1.0 X 8\ 00 0.0 00 0.0 0.0 00 00
00 0.0 1.0. Ay 7A 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
00 0.0 0.0 1.0 X 6Xx 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
TM=| 00 0.0 00 00 1.0 X 5\ 0.0 0.0 0.0 0.0
00 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 X, 4x 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.6 0.0 1.0 A3 3A 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 Az 2Xx 0.0
0.0 00 0.0 0.0 00 0.0 00 0.0 1.0 X; A
\ 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 —1.0)

donde A = 1079, \; = ‘—1f.0_7 u\ y el vector de ganancias (que en
este caso se puede interpretar como tiempos de ocupacién)

(1.0, 1.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0).

Fijemos el tiempo ¢ = 100, el valor maximo que puede tomar la funcién
de ganancia tmax = 100 , los parametros de Euler a = 24 ,12 =2y
los valores iniciales y finales del proceso k£ = 10 y h = 1. Observemos
que en esta corrida el méaximo valor que toma A(Z) es aproximadamente
uno, por lo que en promedio, los intervalos de permancia de los estados
i = 4,---,11 van a ser menor o igual a uno, ademds para t = 100,
el proceso saltaria casi seguramente a alguno de los dos estados cuya
ganancia sea uno, de esta manera podemos asegurar que V;;(0,%) = 0.
Lo siguente es la obtencién de la tabla de la transformada y del error
estimado.
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t

Inv.Trans.Lap

Error Est.

70.000000

3.6675885125778D-07

1.0268233628745D-10

71.000000

8.8836735735330D-07

7.8373313987979D-11

72.000000

1.9058654341241D-06

1.1608909236971D-10

73.000000

3.9277557330132D-06

5.6414346389760D-11

74.000000

8.0885214476577D-06

8.3089418323493D-11

75.000000

1.6742507306377D-05

1.4984542538130D-10

76.000000

3.4401974879167D-05

1.5301479939543D-10

77.000000

6.9444172212654D-05

7.1379172686989D-11

78.000000

1.3809808379164D-04

1.3468501545977D-10

79.000000

2.7084898326496D-04

8.3100036536244D-11

80.000000

5.2333975210878D-04

1.7149709717655D-10

81.000000

9.9376515316871D-04

1.0057297139196D-10

82.000000

1.85602839217064D-03

5.8776981112091D-11

83.000000

3.3706425492916D-03

1.0997649221422D-10

84.060000

5.9934184615532D-03

4.7997164402680D-11

85.000000

1.0369952661451D-02

1.5675087616795D-10

86.000000

1.7391751174522D-02

1.6809865738959D-10

87.000000

2.8141481108259D-02

7.7736334730405D-11

88.000000

4.3681601393383D-02

3.3249365066768D-11

89.000000

6.4575745413002D-02

1.7463844606547D-10

90.000000

9.0078490790866D-02

1.0241073961081D-10

91.000000

0.11711782401790

4.2842278336064D-11

92.000000

0.13959047129150

1.9462122191616D-10

93.000000

0.14900570831253

1.2876036348253D-10

94.000000

0.13767556499564

1.1460479787395D-10

95.000000

1.0443933140437D-01

4.8018394815941D-11

96.000000

5.9534948246358D-02

9.9827379002049D-11

97.000000

2.1604262271277D-02

1.0371982179375D-10

98.000000

3.4426169921810D-03

7.2716614413909D-11

99.000000

7.7315641585370D-05

7.5063514621719D-11

100.000000

-2.2215910573491D-07

1.5172630167441D-10
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Fig 8 Caso (K, L,t) = (3,2;10)
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Conclusiones

En este trabajo, se obtuvo el cdlculo de las densidades asociadas a
la ganancia total generada por la funcién de ganancia, ademas como
caso particular el cdlculo de las densidades asociadas a los tiempos
de ocupacién para un Proceso de Markov , realizando un programa
para dicha inversién. Sin embargo como mencionamos anteriormente,
el cilculo de la inversidn se realizé dnicamente para la variable aleatoria
que calcula la ganancia total sin considerar el nlimero de transiciones del
proceso de Markov y sin considerar las ganancias parciales; por tanto
la inversién de la transformada con nimero de transiciones y ganancias
parciales, es decir la transformada de la seccién (2.3) del capitulo (2)
es un tema abierto; donde se puede tomar como referencia el desarrollé
en este trabajo.
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Apéndice A

Listado del programa

real*8 TM(100,100) ,R(100) ,TIME,helpr
complex*16 s

integer*4 NDIM,phasel,phase2
character*80 filename

complex*16 F1,j1,il1,X

real*8 su(26),ilt

integer*4 c(25)

external f1

print*,’Input file for intensity matrix is to be read’
read(5,*) filename

open(3,file=filename)

read(3,*) NDIM

DO I=1,NDIM

READ(3,*) (TM(I,J),J=1,NDIM)

ENDDO

ENDFILE(3)

CLOSE(3)

PRINT*, ’DIMENSION=’,NDIM
PRINT*,?’ °?

PRINTx*, > INTENSITY MATRIX IS:’
PRINT*,?* 2

73
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CALL PM(TM,NDIM)

PRINT*,’ °

PRINT*, > INPUT FILENAME OF REWARDS®

READ(5,*) FILENAME f

DPEN (3, FILE=FILENAME) . o

DO I=1,NDIM o
READ(3,*) R(I)

ENDDO

ENDFILE(3)

CLOSE(3)

PRINT*,*

PRINT*, ’REWARDS READ:’

DO I=1,NDIM
PRINT*,R(I)

ENDDO

PRINT*,’ °’

PRINT*, ’INPUT TIME UP TO WHICH THE MARKOV PROCESS IS OBSERVED?’
READ(5,*) TIME

PRINT*,?’ °?

Inputs :

tmax, ndiv = ndiv is the number of points and tmax is
the upper limit.
a, 12 = Parameters used in the euler method. (Normally
choose a = 24 and 12 = 2; howsever, to check accuracy
repeat with 12 = 3).

Outputs :

t = Time value

ilt = Inverse Laplace Transform

errest = Error estimate of euler summation

NDOOOOOOODODO0G06O0
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print*, ’input starting phase and termination phase K,L’
read(56,*) phasel,phase2

write(6,*) ’Input tmax, ndiv,a(=24),12(=2 or 3)°

read (5,%*) tmax,ndiv,a,l2

write (6,*) ’Repeat of Input’

write (6,*) ?°

write (6,*) ’K,L,tmax,ndiv,a,l2’

write (6,*) phasel,phase2l,tmax,ndiv,a,l12

write (6,%) ??
write (6,%) °’Start of Output’
write (6,*) ’t, Inv. Lap. tr., Error est.,Num.It.’

nl = 80

ml = 22

erlim = 1.4-10
maxnum = 200

c
¢ nl, ml1 = Parameters of Euler summation. Initial number of
c transform computations is (ni+mi+1l) but more may be
c computed if desired accuracy is not achieved.
¢ erlim = Allowed approximate error in Euler summation
¢ maxnum = Maximum allowed number of transform value computations
c
ji = (1.40,0.40)
i1 = (0.40,1.d0)
pi = 3.14159265358979d0

R ————— e e -
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c(1) = 1
c ol =
do 5 k = 1,ml

c(k+1) = c(k)*(mi-k+1)/k
5 continue

c
d i1l0 = 1,ndiv

ii0*tmax/ndiv

dexp(a/2.d40/12)/t/12

a/(2.d40*t*12)

pi/t

ji*x

ilt = u*dreal(F1(TM,R,NDIM,TIME,phasel,phase2,S))/2.d40

nannne

nENegdo

errest = 0.d0

do 6 j2=1,12
= j2*pi/l2

suml = 0.d40

avsu = 0.d0

avsul = 0.d0

do 2 k2=1,nl
y = (k2~-1)*h
8 = jlx - ilx(y+z/t)
helpr=dreal (F1(TM,R,NDIM,TIME, phasel,phase2, S)*zexp(-xl*z))
suml = suml + (-1)*#»(k2-1)=*helpr

2 continue

su(1) = sumi
mil = m1 + 1
n2 = ni
7 continue
do 3 k=1,mi1
k2 = n2 + k
y (k2-1)*h
8 = jlxx — il*(y+z/t)
helpr=dreal (F1(TM,R,NDIM,TIME,phasel,phase2,S) *zexp(~il*z))
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; su(k+1) = su(k) + (—1)**(1:2 1)*helpr
continue

do 4 j=1,mil

avsu = avsu + c(jY*su(j)
avsul = avsul + c(j)*su(j+1)
continue

avsu = u*avsu/2%*ml
avsul = u*avsul/2#%iml -
errestl = abs(avsu-~avsul)
if ((errestil.gt.erlim).and.(k2.1lt.maxnum)) then
su(1) = su(mii+1)
n2 = k2
avsu = 0.d40
avsul =:0.d0
go to 7
endif L
errest = errest + errestil
ilt = ilt +:avsul
continue

write (6,%*):

write (6, *) t 11t errest,n2
contlnues,

stop '

end
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FUNCTION F1(TM,R,NDIM,TIME,K,L,S)
COMPLEX*16 S, EXX(100,100),C(100,100),F1
COMPLEX*16 D(100,100)

INTEGER*4 K,L,NDIM,NP,POTENS

REAL*8 TM(100,100), R(100),TIME,MAX,dtime

CALL EXPON(TM,R,NDIM,1.d0,S,EXX)
NP=10

CALL MAXIMUMENTRY (EXX,NDIM,TIME,MAX)
CALL FINDN(MAX,POTENS)

CALL FINDTIME(TIME,POTENS,DTIME)
CALL EVAEXP (EXX,NDIM,C,DTIME,NP)
IF (POTENS.LE.1) THEN

F1=C(K,L)

ELSE

POTENS=POTENS-1

CALL SUPERPOWER(C,NDIM,POTENS,D)

F1=D(K,L)
ENDIF

RETURN
END

SUBROQUTINE ZEROMATRIX(A,N)
INTEGER*4 N,I,J
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REAL*8 A(100,100)
DO I=1,N
po0 J=1,N
A(I,J)=0.0 )
ENDDO LS ST
ENDDO

RETURN
END

SUBROUTINE DIAG(A,B,N) IR v
INTEGER*4 N T B
REAL*8 A(100)
REAL*8 B(100,100)
CALL ZEROMATRIX(B, N)
DO I=1,N
B(I,I)=A(I)
ENDDO Tl I E LI
END

SUBROUTINE SCALARMUL(A,S,N,B) osTne L I
INTEGER*4 N,I,J (R
REAL*8 S
REAL*8 A(100,100),B(100,100)
DO I=1,N

DO J=1,N

B(I,J)=S*A(I1,J)

ENDDO
ENDDO
RETURN

END

SUBROUTINE TRUNCATEDEXP(X,M,T,N,E)
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_REAL*8 LAMBDA
COMPLEX*16 T(100,100) ,K(100,100),1(100,100)
COMPLEX*16 SI(100,100),SII(100,100),E(100,100) ,X,AN
INTEGER*4 M,N
CALL CK(T,N,K,LAMBDA)
CALL IDENTIDYC(I,N)
CALL NULEC(E,N)
DO II=0,M
1l=m-ii
CALL ANC(LAMBDA,X,AN,11)
CALL PRODUCTC(E,K,SI,N)
CALL CONSTANTBYMATRIXC(AN,I,N,SII) e
CALL ADDC(SI,SII,E,N) 4ba
ENDDO R

RETURN
END

SUBROUTINE. ADDC(SI,SII,S,N)
COMPLEX*16 SI(100,100),SII(100,100),S(100,100)
INTEGER*4 N
DO I=1,N
DO J=1,N
S(I,J)=SI(X,J)+SII(I,T)

ENDDO S
ENDDO o
RETURN : e e
END oLt

SUBROUTINE ANC(LAMBDA,X,AN,M)
REAL*8 LAMBDA

COMPLEX*16 X,AN

INTEGER*4 M

CALL FACTORIAL(M,FM)

AN=( (LAMBDA*X) x*M) /FM :
AN=AN+*exp (~LAMBDA*X) EEUIE R A T E R SN 15 3 A FE AT et )
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RETURN
END

SUBROUTINE FACTORIAL(N,FN)
FN=1.0
DO I=1,N
FN=FN*I
ENDDD
RETURN
END

SUBROUTINE NULEC(S,N)
COMPLEX*16 S(100,100)
INTEGER*4 N

DO I=1i,N e o '3 2o

DO J=1,N
5(1,3)=(0.0,0.0)
ENDDO
ENDDO
RETURN
END

SUBROUTINE PRODUCTC(S,K,SI,N)
COMPLEX*16 S(100,100),S1(100,100) ,K(100,100)
INTEGER*4 N
DO I=1i,N
DO J=1,N
SI1(1,3)>=(0.0,0.0)
PO L=1,N
SI(I,J))=sI(I,J)+s(I,L)*K(L,J)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
RETURN
END
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SUBROUTINE CK(T,N,K,LAMBDA)

REAL*8 LAMBDA

COMPLEX*16 T(100,100) ,K(100,100),CT(100,100),1(100,100)
COMPLEX*16 CONSTANTC

INTEGER*4 N

CALL CLAMBDA(T,N,LAMBDA)

CALL IDENTIDYC(I,N)

CONSTANT=1.0/LAMBDA

CONSTANTC=CMPLX (CONSTANT, 0)

CALL CONSTANTBYMATRIXC{CONSTANTC,T,N,CT)
CALL ADDC(I,CT,K,N)

RETURN

END

SUBROUTINE CLAMBDA(T,N,LAMBDA)
REAL*8 LAMBDA,TII(100),cc
COMPLEX*16 T(100,100)
INTEGER*4 N
DO I=1,N
cec=-adble(T(I,I))-abs(dimag(T(i,i)))
tii(i)=abs(cc)
ENDDO
CALL SORT(TII,LAMBDA,N)
RETURN . S

SUBROUTINE SORT(TII,LAMBDA,N)
REAL*8 TII(100),LAMBDA,U(100)
INTEGER N=4

PO I=1,N
U(I)=TII(I)
ENDDO
DO 3 J=1,N-1
DO 2 I=1,N-J
IF(UCI).LT.U(I+1)) GO TO 2
TEMP=U(I+1)
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U(I+1)=U(I)
U(I)=TEMP
2  CONTINUE
3 CONTINUE
LAMBDA=U (N)
RETURN
END

SUBROUTINE IDENTIDYC(I,N)
COMPLEX*16 I(100,100)
INTEGER*4 N
DO L=1,N
DO 2 J=1,N
IF(L.EQ.J) GO TO 1
I(L,J)=(0.0D0,0.0D0)
GO TO 2
1 I(L,J)=(1.0D0,0.0D0)

2 CONTINUE

ENDDO
RETURN
END

SUBROUTINE CONSTANTBYMATRIXC(CONSTANT,T,N,CT)
COMPLEX*16 CONSTANT,CT(100,100),T(100,100)
INTEGER*4 N
DO I=1,N

DO J=1,N

CT(I,J)=CONSTANT*T(I,J)

ENDDOD
ENDDD
RETURN
END

SUBROUTINE CONVERT(A,B,N)
INTEGER N
REAL*8 A(100,100)

83 :
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COMPLEX*16 B(100, 100)

Do I=1,N
po J=1,N : o

B(I, J)—CMPLx(A(I J) o)

ENDDO

ENDDO

RETURN

END

SUBROUTINE EXPON(T,R,NDIM,TIME,S,EXPO)
COMPLEX*16 con

COMPLEX*16 S

~ COMPLEX*16 CDELTAA(100,100)

COMPLEX*16 1(100,100)

COMPLEX*16 M(100,100)

COMPLEX*16 M1(100,100) )
REAL*8 DELTAA(100,100),T(100,100) ,R(100) ,TIME
INTEGER*4 NDIM

COMPLEX*16 EXP0(100, 100)

CALL DIAG(R,DELTAA,NDIM)

CALL CONVERT(DELTAA,CDELTAA,NDIM)
CALL IDENTIDYC(I,NDIM)

CALL CONSTANTBYMATRIXC(S,I,NDIM,M)

CALL PRODUCTC(M,CDELTAA,M1,NDIM)
con=(-1.40,0.40)

CALL CONSTANTBYMATRIXC(con,M1,NDIM,M)

CALL CONVERT(T,M1i,NDIM)

CALL ADDC(M1,M,CDELTAA,NDIM)

con=CMPLX (TIME,0.0)

CALL CONSTANTBYMATRIXC(CON,CDELTAA,NDIM,EXPQO)
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RETURN
END

SUBROUTINE PM(A,DIM)
REAL*8 A{(100,100)
INTEGER*4 DIM
CHARACTER#80 S
PRINT=*,’> ?
PRINT*,S
PRINT*,* ?
DO I=1,DIM

PRINT*, (A(I,J),J=1,DIM)
ENDDO
END

SUBROUTINE PMC(A,DIM)
COMPLEX*16 A(100,100)
INTEGER*4 DIM
CHARACTER*80 S
PRINT*,’ ?

PRINT*,S

PRINT*,’>

DO I=1,DIM

PRINT*, (A(I,J),J=1,DIM)
ENDDO

END

SUBROUTINE EVAEXP(U,N,Y,T,NPASOS)

COMPLEX*16 U(100,1), ID(100 100) ,K1(100,100) ,K2(100, 100)
COMPLEX*16 K3(100,100) ,K4(100,100),Y(100,100) ,DF(100,100)
COMPLEX*16 K11(100,100) ,K22(100,100),YY(100,100)

REAL*8 H,PASOS,T

INTEGER*4 NPASOS,N
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PASDS=NPASQOS
CALL MATIDE(ID,N)
IF(NPASOS.LT.1) GO TO 100
H=(T-0.0) /PASOS
DO 3 I=1,N
D0 2 J=1,N
Y(I,DD=IDI,T)
CONTINUE
CONTINUE
DO 18 K=1,NPASOS
CALL FUNUY(Y,U,DF,N)
PO 5 I=1,N
DO 4 J=1,N
K1(I,J)=H*DF(I,J)
CONTINUE
CONTINUE
Do 7 I=1i,N
DO 6 J=1,N
K11 (I,J3)=(0.5)*K1(I,J)
CONTINUE
CONTINUE
CALL SUMAT(Y,K11,YY,N,N)
CALL FUNUY(YY,U,DF,N)
DO 9 I=1,N
DO 8 J=1,N
K2(I,J)=H*DF(I,J)
CONTINUE
CONTINUE
D0 11 I=1,N
D0 10 J=1,N
K22(I,I)=(0.5)*K2(1,J)
10 CONTINUE
i1 CONTINUE
CALL SUMAT(Y,K22,YY,N,N)
CALL FUNUY(YY,U,DF,N)
DO 13 I=1,N

W N
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DO 12 J=1,N
K3(I,J)=H*DF(I,J)
12 CONTINUE
13 CONTINUE
CALL SUMAT(Y,K3,YY,N,N)
CALL FUNUY(YY,U,DF,N)
DO 16 I=1,N
DO 14 J=1i,N
K4 (I,J)=H*DF(I,J)
14 CONTINUE
15 CONTINUE
DO 17 I=1,N
DO 16 J=1,N
Y(I,D=Y(I,I)+(1/6.0)*(K1(1,I)+2.0*K2(1,I)+2.0+%K3(I,J)+K4(I,))
16 CONTINUE .
17 CONTINUE
18 CONTINUE
GO TO 101
100 PRINT*, ’ERROR:EL NUMERO DE PASOS DEBE DE SER UN ENTERO POSITIVD®
101 RETURN
END
© 3530 3 30 54 3 38 ok 3 a6 35 ke ok 3 ke 25k 2k 6 3k b 25 35 ok 3K 25k 3je e 25 306 35 3 e ik e ok 30 35 A 30¢0 s e ofe 2e eol ag l  ok
SUBROUTINE MATIDE(ID,N)
COMPLEX*16 ID(100,1)
INTEGER*4 N
DO 30 I=1,N
DO 20 J=1,N
IF(I.EQ.J) GO TO 15
ID(I,J)=(0.40,0.d0)
GO TO 20
i5 ID(I,J)=(1.d0,0.d0)
20 CONTINUE
30 CONTINUE

RETURN
END
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C sk sk sk ok s b e ke e sk ok ke e 3 Sk sk ok s 3 o 3¢ 3k ol ok b ke e e o ke 3 Sk sl e e ke o ol ol e e o 2 ok ok ok ke afe ke

10
20
30

SUBROUTINE MULMAT(AS,BS,CS,MS,NS,KS)
COMPLEX*16 AS(100,1),BS(100,1),CsS(100,1)
INTEGER*4 MS,NS,KS
DO 30 I=1,MS
DO 20 J =1,KS
€S(1,J3>=(0.40,0.40)
DO 10 IN=1,NS
Cs(I,J)=Cs(I,J)+AS(I,IN)*BS(IN,J)
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
RETURN
END

C ok o ok ok ok s e 2k e b o e s e o e ol 200 o ol o o o e e sl ke ol ok ok ol o e ok ok sk o of R K o o s ook ke ok ok

SUBROUTINE FUNUY(Y,U,DF,N)

COMPLEX*16 U(100,1),Y(100,1),DF(100,1)
INTEGER*4 N

CALL MULMAT(U,Y,DF,N,N,N)

RETURN

END

C 3ok ohe o e 3 o o ok 3k 6 28 356 3 3 ok e 3 3 3 e 2 o 2 20 b 206 3 3 ok 3 o s e 3 e 3 o ol she s e ook o ok o e sl ek

10
20
30

SUBROUTINE SUMAT(AS,BS,CS,MS,NS) _
COMPLEX*16 AS(100,1),BS(100,1),CS(100,1)
INTEGER*4 MS,NS
DO 30 I=1,MS

DO 20 J =1,NS

CS(I,J)=AS(I,J)+BS(I,J)

CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
RETURN
END

O 2k s o e e o sk ke e s 3k e 2 o kel o o 2 e 3 e o ok e s e o e e o ok o e ok 3k ok o ol e o e o o o ke ok ok 3 ok ok

SUBROUTINE EU(E,N)
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COMPLEX*16 E(100,100)
INTEGER+*4 N
DO 1 I=1,N
E(I,1)=(-1.d40,0.d40)
1 CONTINUE
RETURN
END
(C 3 3 8 3k 0 3k 55 e 30 3 3 3§ e ok 34 3k 3¢ 0 3 35 24 30 350 e 38k 2 20 e 240 2k e 3k 29 3je e e e ke e 3k 2 e A e o e 3 o ol KK ok
SUBROUTINE VECMUN(A,AM,N)
COMPLEX*16 A(100) ,AM(100,100)
INTEGER*4 N
DO 1 I=1,N
AM(1,I)=A(I)
1  CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE MAXIMUMENTRY(A,NDIM,R,MAX)
COMPLEX*16 A(100,100)
INTEGER*4 NDIM
REAL*8 MAX,MAX1,R
MAX=0.DO
DO I=1,NDIM
PO J=1,NDIM
MAX1=DMAX1 (R*DABS(DBLE(A(I,J))),R*DABS(DIMAG(A(T,J3))))
IF (MAX1.GT.MAX) THEN
MAX=MAX1
ENDIF
ENDDO
ENDDD
RETURN
END

SUBROUTINE FINDN(R,POT)
REAL*8 R,X
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INTEGER*4 POT

K=0

X=1.D0

DO WHILE (R.GT.X)
K=K+1
X=2.d0*X

ENDDQ

POT=K

RETURN

END

SUBROUTINE FINDTIME(R,POT,FAC)
REAL*8 R,FAC,X
INTEGER*4 POT
IF (POT.EQ.O0) THEN
X=1.d40
ELSE
X=1.D0
D0 I=1,POT
=2.D0*X
ENDDO
X=X/2.D0
ENDIF
fac=r/x
RETURN
END

SUBROUTINE SUPERPOWER(A,DIM,POT,B)
COMPLEX*16 A(100,100),B(100,100) ,HM(100,100)
INTEGER*4 POT,DIM

DO I=1,POT
CALL MULMAT(A,A,HM,DIM,DIM,DIM)
DO I1=1,DIM
DO 1I2=1,DIM
A(TI1,I2)=HM(I1,I2)
ENDDO
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ENDDO
ENDDD

DD Ii=1,DIM

DO 1I2=1,DIM
B(I1,I2)=HM(I1,I2)

ENDDO '

ENDDO

RETURN
END
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