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Introduccién General

Desde ¢l nacimiento de la mecénica cudntica se han producido problemas y
cuestionamientos que frecuentemente han puesto en duda la veracidad de la
teoria; por ejemplo, Einstein recalca la ausencia de la mayoria de los
fendmenos cudnticos a nivel macroscépico. Esto queda claro viendo como
ejemplo ¢l experimento de Davisson y Gemmer en 1927, donde lograron
confirmar la hipdtesis de de Broglie, al demostrar que los electrones producen
difraccién cuando son dispersados en ciertos cristales. Un problema que se
estudia actualmente es la transicién del mundo microscédpico, regido por la
mecdnica cuintica, al macroscépico, descrito por la mecénica cldsica. Si
aceptamos que un electrén puede estar en mas de un lugar a la vez, ¢por qué
no podemos pensar en una pelota en ambos lados de una cancha al mismo

tiempo?

Precisamente este problema es el que representa la aparente paradoja del
principio de superposicién, en la que se encuentran los estados que son
llamados “gatos de Schrodinger”, en donde se tiene una superposicion

cudntica de¢ dos estados macroscopicamente distinguibles.

Partiendo de este tipo de problemas Glauber [1] introdujo el concepto de

estados coherentes. Estos estados, definidos como eigenestados del operador
de aniquilacion, da =aa., son de vital imporntancia en ¢l estudio de la

transicion cuantico-clasico debido a que sus propiedades representan el estado
cuintico méas parecido a un estado cldsico. Una de estas propiedades es que la



particula tiene la minima dispersion en la posicién y ¢l momento permitidas
por ¢l principio de indeterminacién de Heisenberg. Una generalizacién de
estos estados son los estados coherentes correlacionados propuestos por
Dodonov, Kurmyshev y Man'ko en la Ref. [2], en los que utilizan una relacién
de indeterminacién mas apropiada, encontrada por Schrédinger y Robertson
para operadores Hermitianos. Los estados aplastados o “squeezed” son
también de gran importancia en el area. Estos estados son otro tipo de estados
coherentes. Partiendo de que los estados coherentes se verian en el espacio
fase como simples gaussianas con curvas de nivel circulares, se¢ puede
observar que en los estados aplastados encontramos en las curvas de nivel
elipses como lo describen Dodonov, Klimov y Man’ko en la Ref. [3]. Esto se
debe a que la disminucién en la dispersion en la posicién es a expensas del
aumento cn la del momento y viceversa. De manera geométrica también se
pueden encontrar diferencias entre los estados aplastados y los
correlacionados, y esto es que en las distribuciones de Wigner la forma
eliptica de las gaussianas debe de ser paralela al eje de la posicién para que no
haya correlacion; asi elipses diagonales indicaran la existencia de correlacion.
Estas diferencias serdn claras en los resultados de esta tesis, ya que para
algunos casos tendremos estados coherentes, coherentes correlacionados y

para otros aplastados.

Yurke y Stoler [4], tomaron ¢l caso de un oscilador anarménico y encontraron
soluciones que eran estados coherentes ¥ notaron que una superposicion finita
de estos estados (como los Hamados estados coherentes pares e impares:
a * —a ), son macroscopicamente distinguibles, con lo que seria un ejemplo
de los estados de gato de Schrodinger. En este wabajo se utilizaran estos

estados como solucién del oscilador paramétrico.

8]




Existen muchas publicaciones en las que se habla de esta transicién cuantico-
clasico y se ha encontrado que la razén por la que no podriamos encontrar una
piedra en dos lugares diferentes es por un fendmeno llamado decoherencia {5,
6].

Los estados cuanticos evolucionan segun la ecuacién de Schrédinger, que es
lineal; por lo que el principio de superposicién es fundamental. Un factor
importante es que los sistemas macroscépicos estan acoplados al ambiente,
por lo que en gencral trabajamos con sistemas abiertos en los que la ecuacién
de Schrédinger no nos funciona; asi, un sistema que se encuentre en una
superposiciéon de estados coherentes pierde la coherencia por el acoplamiento
al ambiente. A esto se le llama decoherencia. Se le han llamado sistemas
clasicos a los que estdn asociados con lo macroscopico; sin embargo esta
“definicion” no es muy adecuada porque en la actualidad los estudios de

algunos sistemas macroscopicos muestran cfectos cuinticos.

Como cjemplo del estudio de decoherencia tenemos un articulo escrito por
Barberis y Hacyan [7]. en ¢l que se describen estados multiples de gatos de
Schrddinger y se estudia la decoherencia debida a un bano térmico. Esto es, el
desvanecimicento de los términos de interferencia; lo que termina con la
superposicion haciéndola decaer en una mezcla estadistica. Se ha encontrado
" que la interaccién con ¢l medio disminuye el tiempo de decoherencia. Por este

decaimiento es dificil encontrar este tipo de estados experimentalmente.

Utilizando la interaccién entre dtomos y el campo electromagnético, se han

logrado exitosos cxperimentos sobre estos temas, como el expuesto por



Haroche [8], utilizando un dispositivo que consta de un homo seguido por un
par de laseres para ajusiar las velocidades de los d&tomos, una cavidad en la
que se acoplan a radiacién, para finalmente pasar por unos detectores de
ionizacién. El principio fundamental del dispositivo es generar la interaccion
entre fotones dentro de la cavidad y atomos que salen de un homo. Se pueden
generar dtomos de dos niveles y, después de haber seleccionado los dtomos
utiles para el experimento y de haberlos puesto a punto en las primeras
regiones, se hacen interactuar con ¢l campo para su posterior medicion.
Dentro de 1a cavidad el atomo puede excitar al campo acoplado a la cavidad o
éste se puede excitar dependiendo del estado de la cavidad. Posteriormente,
son contados por los detectores los 4tomos que se encuentren en cada uno de
los niveles. Es posible crear 4&tomos en superposicion coherente de los estados
correspondientes a los dos niveles, y medir el término de interferencia al
reconstruir la distribucion de Wigner que describe el sistema. De esta forrna se

pueden construir estados de Gato de Schrédinger.

La éptica cuantica estudia con profundidad este tema, utilizando la interaccion
del campo eclectromagnético con dtomos. Con fotones se han podido crear
experimentalmente gatos de Schrédinger donde dos paquetes se separan

ampliamente sin perder la coherencia.

En el articulo “The Quantum Sling And The Schrédinger Cat” escrito por
Hacyan [9], se describe un modelo en ¢l que se produce uno de estos estados
cuanticos, partiendo del problema del oscilador paramétrico para el caso de la
resortera cudntica, donde hay un abrupto desvanecimiento de la frecuencia,
como en una liga oscilante que repentinamente suelta una particula. Este

articulo serd el punto de partida de esta tesis.



Dremin y Man'ko [10] hablan de particulas y nucleos como resorteras
cudnticas utilizando fisica de altas energias. En este articulo, consideran el
problema clasico en el que una pelota recibe un golpe, asi la velocidad del
lado del golpe es mayor a la del centro de masa. Si un pequeio pedazo de la
superficie sale volando con la misma velocidad se puede pensar en que su
momento es del orden del momento inicial. Este ejemplo ¢s como el de una
piedra en una resortera. El articulo propone que se pueden aplicar los mismos
argumentos a colisiones de nucleos, con energias del orden de 2.5 GeV y 4.5

GeV por nucleo.

Por otro lado, Monroe, Meekhof, King y Wineland en la Ref. {11] describen
un experimento en una trampa de iones de radio frecuencia. En el experimento
crean un gato de Schridinger del oscilador armoénico al formar una
superposicion de dos estados coherentes de un ion atrapado con una secuencia
de laseres. En su trabajo primero enfrian con laser al ion con lo que logran que
se encuentre en el estado base por mas del 95% del tiempo. Después aplican
una secuencia de laseres con lo que logran poner al ion en una superposicién
de estados coherentes y, al medir la probabilidad de que se encuentre en uno
de los estados al ir cambiando una fase (con fluorescencia), se puede
confirmar que no se trata de una mezcla estadistica. Si estuviera involucrada
interaccién con alguin medio, como un baio 1érmico, la coherencia se perderia

decayendo en una nmiezcla estadistica.

En este trabajo se tratan de analizar los estados cormrespondientes a la resortera
cudntica y a otro caso del oscilador paramétrico utilizando la ecuacién de

Mathieu. El andlisis se hard en ¢l espacio fase, donde s¢ puede visualizar de



mejor manera la evoluciéon de la particula, utilizando la distribucién de
Wigner. Dc esta manera se encontraran estados de gato de Schrédinger y su

evolucién temporal.

En cl primer capitulo se desarrollan de manera resumida las bases del trabajo
como ¢l problema del oscilador paramétrico con las respectivas soluciones, asi

como los conceptos de estados coherentes, la distribuciéon de Wigner, etc.

En el segundo capitulo se encontrard la distribucién de Wigner para el caso
general del oscilador paramétrico (ya visto en el capitulo anterior) y se
desarrollardn los casos de la resortera cudntica, en el que la frecuencia es

constante hasta que desaparece repentinamente.

Posteriormente se tratara el caso de la ecuacién de Mathieu, de manera
analoga a las trampas de Paul. De manera similar Schrade, Man’ko, Schleich y
Glauber [12], analizan este caso pero para un solo estado, no para un gato de
Schrédinger como se hard aqui. En la Ref. {12] se muestran funciones de
Wigner para el caso estable de las funciones de Mathieu y se puede observar
coémo sc aplasta el estado y la forma de las dispersiones, de igual forma como

se mostrard aqui.

Otro caso parecido a esta tesis es el expuesto por Castantos, Jauregui, Lopez-
Pena, Recamier y Man'ko en [13]. En este articulo se ha calculado
numéricamente la evolucién temporal de estados coherentes y de gato de
Schrddinger en trampas de radio frecuencia o trampas de Paul. En esta tesis se
trabajard con los dos tipos de soluciones a la ecuacién de Mathieu; las

soluciones estables e inestables, en las que se encontraridn resultados muy



diferentes. Se muestran las gréficas de las distribuciones de Wigner
correspondientes a cada uno de estos casos, asi como las dispersiones

correspondicntes al oscilador paramétrico, y finalmente se hace un analisis de

los resultados.




Capitulo 1.

Introduccién.

1.1 Estados coherentes y aplastados.

Un concepto importante en el estudio de la transicién a la mecanica clasica es
cl de los estados coherentes, que fueron introducidos por Schrédinger [14] ¥
posteriormente por Glauber [1]). Estos se definen como los eigenestados del
operador de aniquilacién de un sistema tipo oscilador arménico, es decir:

Aa =aa (n

donde a es un niimero complejo. De aqui se puede demostrar que el nimero

promedio de fotones en un estado coherente esta dado por
‘n= aa'dla)=|al @)

Los estados de Fock, o estados de numero, son los cigenestados del operador

de niimero N =a'a, por lo que satisfacen la ecuacién

Nn=nn 3)




donde 7 se interpreta como ¢l nimero de fotones en el campo. Ahora, estos
estados forman una base y podemos expandir al estado coherente en esta base

de la siguiente forma [15]:
) “)

de donde se puede obtener

aay=3c,-/nin-1;

=al c.n 5)
y sec obtiene la relacién
a.
Co = ey Co (6)

El coeficiente ¢y se obtiene al normalizar la funcién de onda. Una de las
caracteristicas mas imporntantes de los estados coherentes es que son estados
de minima dispersién. De la relacién comun entre los operadores a, a' con los

de posicién ¢y momento, tenemos:

a= 1 (ag+ip)
(Qhw)

1

a'=
ra)':

ey —ip) )



Al invertir las relaciones (7) y calculando el valor de expectacién sobre un

estado coherente se obtiene:

(x\=i

'r?-:ia"(a+a')‘a>

e T Y 2w
n .
- ra) ®
Yy
(%), = - (alla+a'yia)
=§%(l+(a+a')2)
Por lo que
) h
(ax), =(x*), —x); = 5~ ®

De una manera similar se encuentra que lo mismo sucede con p, es decir:

(ap); =

Por lo anterior tenemos que

10

ho
2 Q0)



,2
(ax)i (ap); = ; an

¥ por esto tenemos que los estados coherentes son estados de minima

dispersion.
Se define el operador de desplazamiento como [3])

D{a)=explaa'-a’a). 12)
Haciendo uso de la relacién Baker-Campbell-Haussdorf (BCH) [16]

]
-_{4.8)
el = goefe 2

(13)

vdlida siempre que [A, [A, B}] = [B, {A, B]] = 0, y aplicando el operador de

desplaza-miento D(a) al estado de vacio, vemos que:

D(a)0 = exp(aa'-a’a)o
2
=cxp(¢x)')exp(——a'a)cx;{— a’r’ ]0

= ex{— c:', Jexp(aa') cxp(—— a°a)0

=cxp[— c; )cxp(aa') 0

11




n=0

=m{— 3";-}2 = (ay 0 a4

y finalmente

D(a)o=ia (15)
En el altimo paso sc usé la propiedad:
(aY o = nin. (16)

Por lo anterior, un estado coherente a: sc puede obtener al aplicar el operador

de desplazamiento D(a) al estado de vacio. El operador de desplazamiento
estd muy relacionado con ¢l operador de evolucién de la interaccién del
campo electromagnético con una corriente cldsica. Esta interaccion es descrita

por el hamiitoniano

H, = [7-3d’r an

que puede ser expresado con la forma M, = i(mﬂ'—a°a) [15]. El operador de
evolucidon correspondiente a esta interaccion coincide, excepto por una fase,
con D{a). Por lo tanto la ecuacion (15) implica que las corrientes clasicas

generan estados coherentes del vacio.

Por otro lado, en términos de los eigenestados de las cuadraturas 'q , se puede

escribir




1
g ag)y= (.l_) ‘ et grrgle-a iz
x

(19)
donde

a, = @o+iPo)

(20)
Por lo tanto, la probabilidad de encontrar una cuadratura ¢ del campo con un

valor g, para un estado coherente ;a,’, estd dado por una gaussiana:

Plg)= ;’V 1 expl-(a-4.)].

@n
Definimos los operadores de cuadraturas ¢ y p adimensionales
_a+a’ am
TN T -
Jo=at_ 1 2
P 5T Sham”

que son operadores Hermitianos y estdn sujetos a las siguientes relaciones:
2
lg.2)=

(aa) ()=,

g @23)

13



y en el caso dec los estados coherentes, de acuerdo con (9) y (10), se encuentra

que

(aq) =}, (@) = 24)

De manera pictérica, un estado coherente se puede pensar en el plano
complejo como un circulo de didmetro ¥z y con centro desplazado a. Si
pensamos en un cstado en las que alguna de las variables ¢ o p tiene una
dispersiéon menor que % a expensas de la otra, entonces su representacién en el
plano complecjo sera una clipse y a este estado se le 1lama estado aplastado,
comprimido o squeezed. Obviamente, se puede generalizar a compresiones no
s6lo en alguna de las dos direcciones, sino a lo largo de cualquier par de ejes.

La familia mas general de estados con minima dispersion es [17]

¥(q)= q ¥ =(2789) " explipyq)ex _(Z;,Z")‘) 25)

funcién de onda representada en términos de ¢, donde la varianza 4°g ahora
no es necesariamente Y2, como es el caso de los estados coherentes. Ahora es
claro ver que un estado comprimido se puede obtener de un estado coherente
al aplicarle alguna transformacion de escala, que compense la contraccion de
uno de los ¢jes con la dilatacion del otro. Ahora, definiendo el operador de

aplastamiento o compresién como:

s(;)=cxp[;§‘a=-¢a°’)] (26)

14




que es una transformacién unitaria, y £ = rcxp(iO) es llamado el pardmetro de

compresion. Se puede definir un operador de aniquilacién generalizado como:

A=5(£)as (&)
= dcosh(r)+ a’ e-fp(ig)-‘f”/’(")

=pa+va® @n

donde podemos demostrar facilmente que [A, A'|=1. Entonces un estado

aplastado se puede definir como
a.& =D(a)s(g)o (28)

Un resultado similar se puede encontrar al aplicar ¢! operador de compresién a

un estado coherente « . De (29), al invertir, se encuentra

a=pui—-vAa'
A'=pd” —v' A (29).

1.2 Matriz de densidad

Al tener informacién incompleta acerca de un sistema, uno acostumbra
abordar ¢l concepto de probabilidad. Sin embargo, gencralmente, la falta de

informacién sc presenta por si misma en la mecinica cuantica de la siguiente
forma: ¢l estado del sistema es ¥, con una probabilidad g, o ¢l estado ¥,

con una probabilidad p;, etc. Claramente

15



P +p;+...=2pg=l (l)

Entonces estaremos hablando de un estado que es una mezcla estadistica de

los estados g, , ‘¥, , ... con probabilidades p,, p», ... Ahora, no se debe

confundir a una mezcla estadistica con una superposicién lineal de estados

como:
v = ZCA ¥, (2)
2

En estos estados, no es necesariamente cierto que sean equivalentes a un
. 2
sistcma en el que hay una probabilidad ¢, de que se encuentre en el estado

i 2 . - -
5UI.>. 'e;:” de estar en el estado ¥;,, etc... De hecho en una combinacién

lineal como en (2) existen, en general, efectos de interferencia entre los
estados (resultado de los términos cruzados de la forma cici’, obtenidos al
calcular la amplitud de probabilidad). que son de suma importancia, como lo

serd en el presente trabajo.

Considerando un sistema cuya funcién de onda estd descrita por (2), donde

{iw. ]} forma una basec ortonormal, tenemos que si 4 es una observable, con
elementos de matriz

v, Ay, =A,_ A)

se satisface




A=ywAy = c.cA,, )

Ahora, de la relacién (4) observamos que los términos c.c, son los elementos
de la matriz del operador ¢ w . Asi se introduce el operador de densidad,

definido por la expresion [16]:
p=yv v )

Si sabemos que estamos en un estado en el que hay una probabilidad p; de que

se encuentre en el estado iy, ., entonces el operador de densidad es definido

como

P=.pPvi v, . )

Gracias a esta definicién podemos encontrar que el valor esperado de un
observable A4 se puede escribir en términos de p. Tomando (3) y (6) tenemos
que:

A=y Ay

=Dy P, w, Ay,

=S v py. =Tri{pd), )]

vilido para estados puros y mezclas estadisticas. De la definicién se obtiene

inmediatamente que:

Zc,x=Zp__=Trp=l. (8)

17



Ademdas se puede ver que p es Hermitiano, por lo que puede ser
diagonalizado. Ahora si tomamos el conjunto de cigenestados de p, ;¢."

podemos escribir

P=>.p.&. ¢, IC))
y
‘P b =0, 10)
que implica que
P =3Pl b = Tp’=3 pisl, an

El caso de la igualdad se toma cuando se trata de un estado puro, Trp* =1,y la
desigualdad estricta cuando se trate de una mezcla estadistica, Trp?<1.
Ademds, una propiedad también importante es que para un estado puro se

tiene que

F=p (12)

Que es consecuencia directa de la definicién (5).

1.3 Distribucién de Wigner.

Una descripcion de la fisica cudntica se puede dar a través del operador de
densidad, sin embargo, en la Optica cuintica, es de gran utilidad hacer un

18



descripcion  alternativa, pero cquivalente, en términos de funciones de
distribucion. La distribucién-Q, distribuciéon-P, introducida por Glauber y
Sudarshan, y la distribucién de Wigner son las mas comunes [18). En este

trabajo utilizamos la distribucién de Wigner.

Es sabido que ¢n la fisica el espacio fase es de gran utilidad, y la mecénica
cuantica no es la excepcién. El principio de incertidumbre de Heisenberg
prohibe la existencia de distribuciones de probabilidad bien portadas en el
espacio fase, ya que no se puede determinar la posicion y el momento de una
particula simultdneamente. Aun asi, las distribuciones en el espacio fase son

de importancia en la mecéanica cuantica.
gran imp

El problema que produce la relacién entre la posicién y el momento se puede

visualizar en el siguiente ejemplo [19]:

Supongamos que un par de monedas se colocan en una caja. La caja reporta
s6lo uno de los siguientes tres resultados: (1) la cara de la primera moneda
(Aguila o Sol), (2) la cara de la segunda moneda o (3) si las monedas
coinciden o dificren. El objetivo serd una distribucidn de probabilidad para las
cuatro posibles lecturas (AA, SS, AS, SA) basada en muchas lecturas de la
caja negra. Supongamos que al medir la cara de cada moneda, dos terceras
partes de las veces que se mide cae Sol cuando son medidas individualmente v
sin embargo nunca coinciden cuando se comparan. Se busca un distribucidn
que refleje estos dos fendmenos y la unica forma de que sea de un tercio para
Aguila y dos tercios Sol, y de que nunca coincidan es hacer P(AA) sea
negativa, ya quec P(SS) deberia de ser mayor que P(AA), para poder tener

P(SS) + P(AA) igual a cero. Esto es debido a una correlacién entre las
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monedas. Lo mismo pasa en la mecdanica cudntica con el momento y la
posicion.

En 1932, Eugene Wigner presenté una construccién matematica para
visualizar trayectorias cudnticas en el espacio fase [20]. La distribucion de
Wigner, o la funcién de Wigner W(x, p). posee muchas de las cualidades de
una distribucién de probabilidad, excepto que puede ser negativa para algunos

puntos en ¢l espacio fase.

Esta distribucién coincide con las distribuciones de probabilidad de las

cuadraturas de la siguiente manera:
[w(a.pMp=apq . [W(a.pMg= p'pp: (N

Por lo que, para un estado puro, ¢ pq = w(q)'. ppp =w(p). Ademas de

que por (1) tencmos la propiedad de normalizacién
{w(q.p)ipdg =1, 2

Las propiedades (1) se deben de cumplir aiin haciendo rotaciones en el espacio

fase. La expresion escrita por Wigner de su distribucion termina siendo

1 x x
Wig.p)=1 [ e g-3 Pq+, & 3)
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La funcién de Wigner puede ser expresada en términos de los operadores 2 y

@', Partiendo de
l > i *
9= Ll+a), p=" (2 -0a) @
se puede obtener la expresion
wa, a'): 2TrlpD(a)e“’°"’D" (a)J 0

donde D(a)=expla a* —a"a) es el operador de desplazamiento.

Algunos ejemplos de funciones de Wigner sc¢ presentan a continuacién. Para

un estado coherente es la gausianna

| ST PR <
W(g.p)= ' et (PPo)’; ©)
T

representado en la Fig / (a), mientras que para un estado aplastado seria de la

forma

1 i e
Wlg.p)= _exp(-e*q’ —e7 p?), @)

=

que se representa en la Fig [/ (b). En este trabajo se¢ encontrard una
superposicidon de estados coherentes v se podrd ver el témino de interferencia

con oscilaciones que toman valores negativos [18].



Fig 1. Grdficas de funciones de Wigner. (a) Estado coherente, (b) Estado

aplastado.

1.4 El oscilador paramétrico y la resortera cudntica.

La presente tesis estd basada en un articulo de Hacyan {9] en el que se trata el
caso de la resortera cudntica. En esta seccion s¢ hard un breve resumen sobre

dicho articulo con el fin de introducir el problema a analizar.

El problema esta basado en un caso del oscilador paramétrico descrito por

2 2
maw=[—" a,+”’w=x=]~v
2ma’ 2

a)




en donde la frecuencia es una funcién del tiempo, i.e. @ = w (t). Una solucién

de esta ecuacidn es

“’=N°"p{' 2 5 nf )

Va 1, 2m ax}

donde el factor de normalizacién N y la funcién fson funciones del tiempo:
N=N(), /=/1). Al sustituir directamente en la ecuacidén se encuentran ciertas

condiciones para la funcion /; las cuales son:
f+a’() =0 3)
TS =T =2 @

El estado (2), es en general un estado coherente correlacionado, por lo que es
cigenestado del operador de aniquilacién, que es definido para este caso

comol7]:

a= "' (mja-71p) )

(2hm) *

es decir #a =aa . El punto importante es que ¢l operador 2 cs una constante
de movimiento siempre que /cumpla con la ecuacion (3). El valor esperado de
cualquier operador O en el estado @ es O s aOa aa , por lo quees

facilmente calculable. Por lo tanto la dispersion en ¢l momento y la posicién

cs:

Cu=, [ 6)



Cpp = '-';’ 7 D

mientras que la correlacién esta dada por
h . .
o, =, +7r) ()

Asi la relacidn que lo hace un estado coherente correlacionado se cumple {3,
21):

Tulp =T = 4 - (6]

Una vez visto lo anterior, podremos entrar ¢n el caso de la resortera cuantica.
Consideremos la situacién en la que la frecuencia w () = an es una constante
para r < 0 y una frecuencia nula @ (¢) = O para tiempos ¢ > 0. Este es ¢l caso de
la resortera cudntica, ya que la analogia con un caso cldsico seria el de una liga
tensa que oscila a una frecuencia constante y cuando ¢ = 0 suelta una particula
que sale volando como particula libre, que se movera con velocidad constante,
con la que fue soltada. En el articulo [9] se aplica este caso al oscilador
paramétrico. por lo que ¢l problema parte de la forma que debe tener /. La
solucion a la ecuacién (3) debe ser continua junto con su primera derivada; la

soluciéon general que cumple con las condiciones necesarias es:

I
@, ‘e para ¢t <0

SO=3" (10)
@, (1l +iagt) para t >0



con lo que se describe un estado coherente.
La varianza y la correlaciéon de los operadores de posicién y momento, se
pueden evaluar rdpidamente utilizando las expresiones (6)-(8), de donde para

< 0 tenemos un estado coherente original, mientras que para ¢ > 0 tenemos:

h 22
= - i <
o 2mm( +wir?), an
hmo
how
T = 5 r, (13)

La particula lanzada por la resortera es descrita por un paquete de ondas que
tiene dispersién constante en ¢l momento pero una dispersién en la posicién
que crece como . Aun asi, el estado sigue siendo coherente correlacionado,
porque satisface la igualdad (9) para todo tiempo, debido a la fuerte

correlacion entre ¢l momento y la posicién.
En la siguiente parte se trabajé con los estados coherentes pares e impares, una

superposicion de estados, como los definidos por la ecuacién (2), de la

siguiente forma:

W, =N, cxp{— 2’:;’ ;x’}(cxp{(z,’:’)lz ‘;0 x}icxp{_(2:r)l= z;? x}] a4



donde N, es la constante de normalizacién. Estos estados son los llamados
“gatos de Schrddinger”, al ser superposiciones cuanticas de estados
coherentes. Al aplicar el operador de aniquilacién (5) a estos estados

obtenemos:

N
aazt:h_/z S (15)

a,ida,=0='a, a'a,’. (16)

Al calcular la densidad de probabilidad de la funcidn (14), el estado de gato de

Schrédinger, y al hacer un cambio de variable

¢ = ‘m x

= he s Q17

y, realizando las aproximaciones para wr > 1 y algo de algebra, llegamos a:

o lm 1 NI PR -2FN SN (L8 ma)'’
V¥ = o z(n-e-(:-u)),{e tT e te kos| 2 a ) X5

De esta ecuacidn se puede ver que la funcidn consta de dos gaussianas
moviéndose en direcciones opuestas con velocidad constante, y un término de

interferencia entre los dos estados.

Posteriormente se analizaran con mas detalle, en el espacio fase, estos estados.



Capitulo 1II

2.1 Distribucién de Wigner para el caso general del oscilador.

En este capitulo haremos un andlisis de los estados correspondientes al
oscilador paramétrico en el espacio fase, por lo que encontraremos una
expresion general para la distribucion de Wigner correspondiente a la solucién

definida por la Ec. (14) de la seccion 1.4,

Partiendo de que la distribucién de Wigner esta definida por

W(q.p)= ,1” _[e""””‘*"(q—i)*’(q**:)dx, $))

evaluaremos primero la funcién de onda como sigue:

1
- _m o (Y ((mYia_m S ) m
‘P(q+x2)—-N.°"V{ 2in 79 *(n) f‘”((z}.) s zihfq} Bik

I

s

Cm T 2\ ra, (7w, m ) m S
tN"”"{ 2in 59 (h) r9 {(Zh) /*:mf"}' amf‘}



. Lol N1,
Y(g-x2)= N, cxp{-z"”h 5;; q? +(2;F) ?}q—((g‘) -
1

cexpd M T (2m) e ((mY e m ) m
*”*"“’{sz"’ (%) f“”((zh) s 2mf"’] " win

Definiendo ¥°, ¥ . ¥ y ¥~ como el primer y segundo sumando de la
funcién de estado y su conjugada., evaluadas en ¢ + x2 y g - x/2

respectivamente, tenemos que la funcién de Wigner es:

Walg.p)= Zl:r 1" (o~ *5) . (g+ %, Jer e rds

- .j('i’ 29 ) 2w ) e @

- 21” ]'[svw T i(sw"r- +'i/"'f")] e"=""gx

Ahora, llamando W, -, W* y W7 a los sumandos de la nltima expresién

respectivamente, veremos como es cada una de estas funciones por separado.

Tomemos el primer caso:



W (g.p)= 3" j"l" ey

b O£ ({5 e
H"{* 2P (om0 G )

..... ()
donde hemos utilizado que .
-j-cxp{iwt—ﬂx’}dx= ',—Er ex _.?f_} (6)
= VB 48]

siempre que > 0, como es este caso. Al tomar la definicién del operador de

aniquilacién

a=-——_1
2hm) i ("'fa ./p) )

y sabiendo que

h (8)

por ser las funciones :a), funciones que representan estados coherentes, se

obtiene

,2,,,(-/”‘“/“) p= l"'"(/‘a+fa ). ©



y utilizando las propiedades de /°, tcnemos que

welaa)= w1 1) expbrela s f)ra-2a-a) a0

Para ¢l caso de W~ tenecmos algo similar pero con la diferencia de algunos

signos, lo que nos lleva a

wlaa)= w7 ( m”-,;)"exp[mc(ao’f' Srat-2ava’}  an

Ahora tomemos los términos cruzados, que nos daran la interferencia;

W

Iw{ e =) (e (5 () {5 i
Toele o) ool (5o ({7 ) e

Integrando y reacomodando los términos, se obticne
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w* 4w

S €8 O B R C
+N, /(m) ex; ;{ quzf’w(

(w=

SR \!-‘
\_/

§
——
£

[
=
E ]
—
A N
-
\_/_

N &
‘;r"z"
3\ !\
T
J;,L
>—<>—<
%i
= =
S——z

Aqui podemos observar que son dos sumandos, un complejo y su conjugado.

por lo que este término se reduce a

e <2t 2 Vool e rone(2) 22 (2 e 7))
wco -3 am{ 50 Yo 22" () {7k 7))

Al utilizar (7) y (9) terminamos con la expresién

+W fa,a")=2N," f(’:”) 2ttxp{ﬁc(a,,zf' f)+ a,’ —Zalkos(—?_i(ao'a —a,a'))

Entonces en el caso general la distribucion de Wigner para el oscilador

paramétrico descrito por la Ec. (1) de la seccién 1.4 es:
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W, (a.a )=w"+W-x(W*+w=)

=— ‘”“”Sg"‘—f —5 (‘—"2‘"""” ye e’ 4 o2’ cos(Zi(ao'a —a,a” )))
n-(e"'z:ao} iez‘ao: )

... (16)

Hemos encontrado una férmula general para la distribucion de Wigner,
resultado que nos servird para encontrar los casos deseados. Lo que tenemos
aqui son dos gaussianas (primer y segundo términos) y un término de

interferencia.

La evolucién de W, (a, u'), asi como la forma explicita, quedara determinada
por ¢l valor de la funcidn /2 Ahora, puede ser de utilidad comparar el tamafio
del término dc interferencia con el de las dos gaussianas; con lo que podremos
determinar qué tan relevante es la interferencia en estos estados. Para esto,
utilizamos la definicidén expuesta en [7] en la que se toma el cociente del
producto de los términos cruzados (el producto de los sumandos en W* +Ww?),

y el producto de las dos gaussianas:

an




Al sustituir los valores de las correspondientes funciones vemos que el

resultado es

7% = exp{da,}. (20)

Como se puede observar el resultado es independiente de a, y solo depende de

. .

2.2 La resortera cudntica

Ahora cstamos listos para analizar el caso de la resortera cuéntica en el que la
funcidén f estd definida por la Ec (10) de la seccién 1.4. Entonces partiremos

l\

para ¢ < 0, donde f =@, - *¢"™ . Para este caso tenemos un oscilador arménico
simple con frecuencia constante, asi que lo que esperamos es que las
gaussianas den vueltas en ¢l espacio fase, alrededor del origen, con un término
de interferencia entre ellas. Al sustituir en la Ec. (7) de la seccién anterior

obtenemos
Ay =g +ipy m
a(t) =e'™'q +ie"™p )

donde hemos introducido las nuevas variables adimensionales ¢ y p definidas

por

PrLra l‘s-".  ——
L2800 LUN
A T —-
SALLA DF Sproey
————— -t ¢

D -
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B (mw.,)l’ _ 1 Y
=9 2h y pP= 2mwh ) &

Asi encontramos la Cistribucion de Wigner:

maw,x

W, (q.p)=N izf( 4 ) :cxP&‘C(age"“")+ ao-2[exp{-2e"“"ao -(q +ip)2}

+ cxp{— 2V, +(q + ip)2 }:t 2cx;{— 2g +ip’ }cos(—- 2e™ v, (g +ip)— ™ a (g —ip)»

cuya evolucién temporal se muestran en la Fig. 2. En esta figura podemos
observar a las dos gaussianas girar en torno del origen con un término de
interferencia oscilando entre cllas. Es claro que el movimiento es periddico y
que los paquetes manticnen dispersiones constantes, ya que el ancho de las

gaussianas es constante.

Para el caso r > O tencmos a(t)=q+(|+iw°t)p y, después de algunas

operaciones algebraicas, llegamos a

W,(q.p)= N, :( " ) "expbrelai - ian) (4 ay'r )+ a,* Yexpl 2(a - 4 - ) + (- £,V ]

may T

+expl-2l(g + 40 ~wupY +(p+ po) 2 2expt- 2q ~ anpY + p* ok 3a0p - Poa - Pirap)))
En la Fig.3 cncontramos las grificas correspondientes, donde podemos
observar que hemos obtenido dos paquetes alejandose del origen en

direcciones opuestas con un término de interferencia entre ellos. Una de las
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observaciones importantes que podemos hacer es que el término de
interferencia, conforme el tiempo avanza, tiende a hacerse muy plano en la
coordenada p y muy ancho en la coordenada ¢ (En las graficas que
presentamos no s¢ nota muy bien este fendmeno debido a la forma en la que
se hacen las grificas, por lo que se presentan, en la Fig 4, unos acercamientos

para mcjorar el andlisis).

Al sustituir el valor de la constante &, tenemos por ultimo el resultado final:

”(ez., SRR )("XP{‘ 2le=a,-(g+ 'P)f + cxp{- 2e ™ a, +(g +ip) }

+2 exp{— 2q +ip: }cos(— 2i(e""a, (g +ip)—ea;(q - ip)))

(e,_i': = )(up{- 2kg - g0 -~ @0y + (2 - p)* B+ exp b 2la + 90 - 01p)? + (p + P ]

+2expt-2[(q —axp)? + p? Jeos(4(g,p ~ Poq — Poaxp)))
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Fig 2. Esta grdfica muestra la evolucion de la distribucion de Wigner para
cuando no se ha soltado la particula, donde la frecuencia de oscilacién es
constante y diferente de cero. Se ha tomado como condicién inicial a, =1+i.

ax=0 ax=5578

ax=s'4 ax=3s74

ax=3 78 ax=778

ax='2 =978
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Fig 3. Grdficas de la distribucion de Wigner para tiempos mayores que cero.
Se ha puesto a, =1+i.

ar=0

ax=]

axw=2 e "¢ an=3 T -:A

ax=5 e
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Fig 4.E! término de interferencia en la figura 2 no se ve oscilar, por lo que
esta figura muestra de cerca céomo cambia el término de interferencia. Se
puede observar que en la coordenada p la superficie se aplana conforme pasa
el tiempo, mientras que en la coordenada q se ensancha.

ax=0 ax=]

ar=2

.38




2.3 El oscilador paramétrico

Ya con la solucién gencral de la distribucién de Wigner, Ec. (16) de 1a seccién
2.1, lo unico que resta hacer para resolver cualquier caso del oscilador
paramétrico serd encontrar la funcién f{r) que sea solucién a la ecuacién
f +@? (1) =0 para cualquier @ ( r ) dada. Ya se resolvié para el caso de la
resortera cudntica, y en lo que sigue, se trabajard con una frecuencia oscilante.

Tomando una frecuencia de 1a forma

a’(t) = A+Bcoswyt, ¢))
se llega a la ecuacién diferencial
J+(A+Bcoswyr)f =0 @

Este caso de frecuencias oscilantes tiene importancia en las trampas de iones,
en particular, en las llamadas trampas de Paul. Dichas trampas constan de un

conjunto de electrodos, como los que se muestra en la Fig 5.

Esta trampa usa un potencial dindmico que consta de una componente altema,
lo que significa que usa un potencial dado por Up+ ¥, cosg2 r. Con este
potencial se pueden encontrar soluciones al movimiento estables en el eje z y
otras estables en el plano radial; pero lo importante es que sc pueden encontrar
valores de los parametros que hagan estable ¢l movimiento en ambas

direcciones. Al escribir la ecuacién de movimiento encontramos que
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2=(U, +V,cos2t X 4z \e/mR2 ). 3)

Esta ecuacién se puede reparametrizar como

d?z
—=+(a, —2q, cos2r)z =0
e (a, -24, ) , )
donde
—_16ey,
* m.t’?’R‘,2 °
8V, s
LDty &)

Fig 5. Configuracion de los electrodos para la trampa de Pawl. El potencial

Uy es el porencial entre el anillo y las rapas.




La ecuacién (9) es conocida como la ecuacién de Marhieu [22], y tiene como
solucién dos tipos de funciones: unas estables y otras inestables; esto,
dependiendo del valor de los pardmetros a; y ¢.. Las constantes a; y g,
dependen de la masa de la particula, por lo que la trampa de Paul puede ser
también un selector de masas, haciendo que sélo sea estable para algtin valor

particular de m.

Ahora es claro que la ecuacion (2) es una ecuacién de Mathieu, a excepcién de

la parametrizacién necesaria, por lo que la rescribimos como

d2
o f+(a+2gcos2r)f =0 6)
donde
44
a=—3
@y
= 20
q= o @)
= 2of
2
ademads
d o, d
= ®

Se puede observar que las unidades de la funcién f son de seg'”, asi que

podemos definir una nueva funcién adimensional de la siguiente forma:
S=a"f. )
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Al observar que las condiciones iniciales para la funcién f( ¢ ) son f(0) =ax™'?
y f() = iaxn'? para la nueva funcién adimensional tendremos las

condiciones iniciales:

f@)=1 s(0)=2i. 10)

Las soluciones de la ecuaciéon (6) se deben calcular con las condiciones
iniciales (Ec. (10)), lo que nos dard la funcién definida por (9). Sabiendo que
podemos encontrar soluciones estables e inestables, trabajaremos con ambas
soluciones, tomando valores para a y ¢ a partir de la Fig 6, en donde se

muestran regiones de estabilidad e inestabilidad segun [23].

Los valores que se eligieron arbitrariamente son:

Caso estable: a=-0.1qg =075

Caso incstable: a=-0.5, ¢=0.3 TESIS CON

FALLA DE ORIGEN

De esta forma obtenemos dos ecuaciones para f:

2
o Fe(-oa+scos2e)s ~0, caso estable
d? .
st S +(-0.5+0.6cos2r)/ =0, caso inestable




Las soluciones, al no ser analiticas, se calcularon numéricamente con una
computadora, y se presenta la grifica de la parte real y la parte imaginaria

como funcién de T, para los casos inestable y estable, Fig. 7.

Fig 6. Diagrama de estabilidad para las funciones de Mathieu. La funcién correspondiente
a los valores de a y q (o el movimiento dentro de la trampa) serd ble dentro de la zona

sombreada.

©.00 0.50 1.00 1.50
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Fig 7.

a) Grdfica de la funcién de Mathieu, parte real y parte imaginaria, para el caso gstable

eovansoe®

e e, ATI

dr

!

.nssont
asamer

_C
[
J
_

(a=-0.1, q = 0.75). solucidn de la ecuacién --—; f +(-~0.1+1.5c05s27)f = 0.

dr?

b) Grdfica de la funcién de Mathieu, parte real y parte imaginaria, para el caso jnestable
2

{(a =-0.5, g = 0.3), solucion de la ecuacién

S +(~0.5+0.6cos2r)f =0.




Dadas las condiciones iniciales (10) se debe de cumplir la condicion (4) de la

seccion 1.4,

Para este caso de gato de Schridinger podemos calcular las dispersiones, que
estan dadas por [9]:

x? = & et ffalt e g o ZNi; a1
* 2m A )

{p" == fa +Na” +j'f{2‘ *' af’ +l] an
LAl

3

L2l

%<xp+px>,=§[ffa S s {z'"*' ' “H
]N

al introducir los valores de la funcién f que previamente se encontraron, y ya

que el valor esperado de x y p es nulo. Esto se muestra en la Fig 8.

Ya con los datos correspondientes y las comprobaciones necesarias, se
graficaron las distribuciones de Wigner para cada uno de los casos, tomando

€n cuenta que
a =-i(/g - /p).

con las variables adimensionales ¢ y p. Asi se encontraron las Figs. 9y /0.
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De las figuras de las dispersiones (Fig. 8) podemos observar que los estados
en el caso estable se aplastan, ya que en los puntos mas altos de la dispersién
en <x™> se hace minima en <p*>, mientras que en los puntos mas bajos de

. . .. s . 2
<x®> coincide con minimos en <p™>. La relacién o, o, —0O, muestra gque se
Idd 7

mantiene constante salvo errores del calculo numérico. Para el caso inestable
simplemente crecen rapidamente las dispersiones en las dos variables, y por lo
tanto, crece ¢l error rapidamente produciendo una gran pérdida de precisién.

Por eso la grifica es corta en ry muestra fluctuaciones grandes.

Fig. 8.

Grdficas de dispersiones para ambos casos de la ecuacion de Mathieu. Ya que <x> = <p>

=0, tenemos que O, T, — oL, = <x®> <p®> . <xp+px>2.

a) Dispersiones del gato <x*> y <p*>. Caso estable.
- - <x®>, —<p>

¥
p——
e

TESISCCN |
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b) Dispersién de <xp+px>. Caso estable.

c) Relac

=

i/\{i 1[\ f\/\/\
U /\\*/{/A\”\j‘l/
\ ’7\,’\i \’i H”.
1‘1 \j/ !l \/ ‘v[‘i il

dsc""“s r-Robertson. Caso estable.

y I

I\U\A,

T, g A
W
h
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d) Dispersiones del gato <x*>> y <p®>. Caso inestable.

---<x*>, —<p>
3500

3000

2500

1000

€) Dispersién de <xp+px>. Caso inestable.

BERERE
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1) Relacién de Schrédinger-Robertson. Caso inestable
2.31258 ;

2.31255

2.31253

; . ﬂ” m’m "‘t"'.. . " o 'l ' } !l',x‘"‘;' My 0 ,‘,,»3!.‘;‘-,1‘:'
A il l ”

¢

Fﬁrﬁf [ ﬂn!i 6 8

2.31248

2.31245

2.31243

Otros trabajos describen tedricamente las distribuciones de Wigner para el
caso de la trampa de Paul, como es el caso de la Ref. [12]. En esta referencia
se muestran estas funciones, pero la diferencia es que se hace para un estado
solo, no para un gato de Schridinger. Las dispersiones, a pesar de mostrar
ciertas diferencias, tienen los mismos efectos de aplastamiento que se ven en
la Fig. 10.

Las graficas que se muestran cn esta tesis estin calculadas para un valor de a
= 3, y para ¢l caso .. Sin embargo es importante notar que ¢l cambiar tanto
el valor de la a, como si se trata del gato par o impar, cambiard la forrna de las
distribuciones asi como el de las dispersiones. El valor de la relacion de

Robertson-Schrodinger es menor para el caso del gato par, sin embargo csta
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diferencia est4 en funcién del valor de a: mientras el valor de }a| sea menor la

diferencia entre el valor de la relaciéon Robertson-Schrédinger para los gatos
par e impar serd& mayor. De hecho, para el valor tomado en esta tesis la

diferencia es minima.



Fig 9.

Caso estable a = -0.15, q = 0.8. En estas grdficas lo que se puede encontrar es que
nuevamente giran en torno del origen, pero no con una frecuencia angular constante. Aqui
se grafica un ciclo completo, con lo que se observa la periodicidad del movimiento. En
ambos casos, tanto el estable como el inestable para la funcién de Mathieu, observamos
que los estados se aplastan.

s1







Fig 10.

Caso inestable, a = -0.5, q = 0.3. Para este caso podemos observar que las gaussianas se
alejan del origen, pero, a diferencia del caso de la resortera con frecuencia cero, se alejan
con velocidad creciente.
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Conclusiones

En ¢l segundo capitulo se llegé a una expresion general de la distribucién de
Wigner cormrespondiente a los estados del oscilador paramétrico, en la que
queda todo en funcién de a, eigenvalor del operador @ definido por la

ecuacién (3) de la seccidén 2.1.

Utilizando este resultado se analizé ¢l caso de la resortera cuantica,
obteniendo los resultados esperados. Cuando la frecuencia es constante y
diferente de cero, se observé que la distribucién de Wigner consta de dos
gaussianas girando en tomo del origen con un término de interferencia
oscilando. Los estados son coherentes por 1o que se observa que tienen la
misma dispersién en el momento y en la posicién adimensionales definidas
por la Ec. (3) de la seccidén 2.2. Al momento de desvanecerse la frecuencia
podemos observar que los paquetes salen en direcciones opuestas y con un
movimiento paralelo al eje q. En las graficas correspondientes a este estado,
podemos observar que se comprime como lo predice ¢l cdlculo hecho en la
Ref. [9]. donde la dispersion en la posicién crece como £ y en ¢l momento
permanece constante para cada gaussiana. El término de interferencia no
desaparece pero también se aplasta en la direccion del eje p al mismo tiempo
de que se alarga en ¢l eje g. De esta forma hemos obtenido la representaciéon
grafica del gato de Schradinger correspondiente a la resortera cuantica donde

ademds se encontrd que el término de interferencia nunca desaparece.
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Para el siguiente ejemplo del oscilador paramétrico se ha trabajado con
funciones de Mathieu para los diferentes casos: estables e inestables. Como se
ha comentado anteriormente, este caso tiene importancia dentro de las trampas
de iones, en particular la trampa de Paul. En el calculo numérico se pasé por
las comprobaciones correspondientes entre las que se puede observar primero
la condicién (4) de la seccién 1.4. Se calcularon las dispersiones para cada uno
de los casos y se pueden observar en la figura 8. Para el caso estable podemos
observar primero que el estado se aplasta; mientras la dispersiéon aumenta en
una de las coordenadas disminuye en la otra y viceversa. Como era predicho
[3] la relacién de indeterminacién de Robertson-Schrédinger se mantiene
constante para cada uno de los casos. Para el caso inestable, ¢l crecimiento en
las dispersiones en tan grande que la pérdida de precisién crea las grandes
irregularidades en la Fig. 9 f). En [13] se muestran cilculos numéricos para el
mismo problema, y una similitud, aunque dificil de percibir, es que los
minimos en las dispersiones de la posicién coinciden con los maximos en la

dispersion del momento.

Ahora es mas claro lo que se¢ puede esperar de las griaficas de las
distribuciones de Wigner correspondientes a estas funciones de Mathieu. Por
un lado serd mucho mas claro que los estados son aplastados pero no de
manera constante. Por ejemplo, dadas las condiciones iniciales el estado
debera estar alargado en la direccion de la posicidon y asi se ve en la primera
grafica de la distribucién de Wigner para ¢l caso estable. Mientras avanza el
tiempo, podemos observar el movimiento de las gaussianas alrededor del
origen con un cambio constante del ancho en ambas direcciones. Finalmente
podemos ver en la ultima grafica que se regresa al punto de partida, con lo que

se confirma la periodicidad del movimiento. Se pucde observar que la
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interferencia también sufre de grandes oscilaciones cuando las dispersiones

son grandes.

Posteriormente podemos observar la forma de la distribucién de Wigner para
el caso inestable. A diferencia del caso ¢r > 0 de la resortera cudntica, aqui
vemos que el movimiento no se da en direccién de ningin eje. Una
caracteristica de estas grificas es que el término de interferencia no esta tan
bien localizada como en el caso de la resortera. Y se puede ver que la
interferencia se alarga en la direccién de las gaussianas. Al pasar del tiempo
los dos paquetes alejandose disminuyen en altura debido al ensanchamiento y

a que se debe de cumplir siempre la condicién (2) de 1a seccién 1.3,
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