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l. INTRODUCCION

El presente trabajo es un estudio acerca de la relacion existente entre las
mateméaticas y el arte, particularmente sobre la misica y la plastica.

Este estudio es de tipo bibliografico y de campo, aunque la parte empirica esta
hecha de una forma modesta. Este segundo aspecto se realizo con la intencién de
observar e uso didactico de la relacion matematicas/arie, en la ensefianza/
aprendizaje (de las matematicas yfo el arte) en algunas escuelas.

Al inicio de este reporte se presenta un marco tedrico conceptual en el que se
sustenta la necesidad de un estudio de esta naturaleza, desde un enfoque
pedagégico, filosofico y epistemoldgico (teoria del conocimiento).

En este capltulo no se hace un estudio demasiado profundo, sino que éste
representa una breve justificacion tedrica de la imporiancia de la Educacion
Matematica haciendo uso de la interdisciplina: pedagegia - matematicas - arte.

Mas adelante, se presenia una breve historia de la relacion entre las matematicas
y el arte, desde la antigliedad hasta nuestros dias, pasando, necesariamente, por
el Renacimiento.

Sin llegar demasiado al detalle, en el capitulo IV se plantea en lo particular la
relacién intima entre Jas matematicas y la musica.

Se describen conceptos generales de la fisica de! sonido, asi como de los
instrumentos musicales, su tesitura, la afinacion, etc. Al final del capitulo se narra
la eleccidn histérica de las notas musicales existentes en relacion con principios
matematicos.

En el capitulo V, se describe la relacién particularizada: matematicas/plastica; aqui
se explica el origen del ndmero de oro y la aplicacion de éste, en las artes
visuales. Tambien se explica la importancia de la geometria en estas artes asi
como la necesidad histérica de la matematizacion en el realismo pictdrico.

Una vez mostrada la conexién matematicas/arte, en el capitulo VI, se sugieren
algunas ideas que podrian ser desarrolladas en la ensefianza de las matematicas.

Previo a las ideas didacticas que se sugieren, en este apartado, se muestran los
resultados de algunas encuestas y entrevistas que se le hicieron a estudiantes y
maestros que tiene relacion con el tema que estamos tratando: ensefianza y
aprendizaje de las matematicas y e! arte.
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Dado que en la etapa de la investigacién bibliografica se encontré bastante
informacion en articulos, ia mayor parte de los cuales eran de experiencias de
otros paises, el objetivo de ir a visitar algunas escuelas de arte, fue contrastar lo-
que han escrito investigadores e historiadores de otras latitudes, con lo que en
concreto se ensefia en las escuelas que uno supcne deben saber sobre el tema,
actualmente

El estudio de campo no fue muy prefundo, pero los resultados obtenidos, aunque
modestos, son sintomaticos del nivel de aplicacion de las matemaéticas en la
ensefianza del arte, y viceversa: el uso del arte en la ensefianza de las
mateméaticas.

Es importante enfatizar que los temas expuestos en este apartado no son
propuestas pedagogicas terminadas, como son entendidas en el lenguaje de la
Educacion Matematica; es decir, los temas didacticos no son un disefio
experimental (en lo cualitativo/cuantitativo) para poner en evidencia que se
obtienen mejores resultados en el aprendizaje de las matematicas haciendo uso
de medios artisticos, aunque sobre esto si han concluido de manera directa otros
autores, precisamente aquellos que se encontraron en la bibliografia, casi todos
de otros paises.

Al final de este capitulo se sugieren temas que podrian ser desarrollados con
mayor profundidad y con elementos mas detallados. Esto seria parte de un
proyecto a futuro mas ambicioso, con condiciones Optimas de trabajo que permita
el desarrollo de investigaciones més finas en la educacion matematica.

En €l presente trabajo los objetivos concretos son los de hacer un andlisis general
de la vinculacién arte-matemdticas, y a partir de esto, mostrar que hay un
potencial para desarrollar lineas de investigacion en este campo, pues segin se
encontrd, este tipo de estudios interdisciplinarios es nuevo en México.

No obstante lo anterior, se sugieren algunas ideas sobre formas practicas y
sencillas, pero reales, en las que se puede experimentar en ese laboratorio del
conocimiento que es el saldén de clases.

Al final del documento, se exponen tas conclusiones de la investigacion, sobre la
base de estos planteamientos.



1.1. PROPOSITO DEL TRABAJO.

E! Objetivo Fundamental de este trabajo es poher en evidencia la conexion entre
MATEMATICAS / ARTE (en la plastica y la mUsica) para utilizarla de diferentes
formas en nuestro quehacer pedagdgico del proceso ensefianza/aprendizaje de
las matematicas.

Es decir, el propésito es estudiar, en la forma mas general, la relacion
matematicas y el arte, y mostrar que existe un potencial para mejorar el
aprendizaje de las matematicas a partir de esta vinculacién.



II
Marco Tedrico
Conceptual



1.1 SITUACION DE LA EDUCACION EN MEXICO

Actualmente hay una profunda crisis en la formacion de los campos cientifico y
humanistico.! En este pafs con 100 millones de habitantes, apenas hay 51 alumnos de
ciencias de la cultura, 101 estudiantes de ciencias humanas, 237 que van para arquetlogos y
571 para licenciados en literatura.

Tres mil 92 pretenden ser filosofos v 4 mil 517 estudian historia. Pero los hay menos: solo 19
perscnas estudian ciencias maritimas, 38 quieren ser bidlogos ecdlogos y solo 2 por ciento
de la poblacion escolar esta en el area de ciencias naturales y exactas, seglin datos de la
Asoclacion Nacional de Universidades e Instituciones de Educacion Superior (ANUIES).

Si en México no se fomentan las ciencias — afirma una investigadora®- estamos condenados
a ser un pais magquitador, o tenemos que seguir atrmando productos. Y si no se cultivan las
humanidades, se corre el peligro de que se debilite nuestra gran tradicion cultural, de que se
pierda parte de lo que somos, nuestra historia, nuestra filosofia, areas que permiten la critica
y la reflexion profunda. Pues st sigue este patron de demanda de carreras, en muy poco
tiempo en México no habra historiadores que construyan nuestra memoria nacional ni
filosofos que analicen quiénes somos y hacia donde vamos. Hoy la mayoria de los alumnos
cursa una carrera de presunta “riqueza y fama",

Para la maestra Beristain *las humanidades son el fundamento de las ciencias exactas, si
deseamos que la investigacion cientifica rinda frutos, que no destruyan el planeta, que no
alimenten la violencia, la guerra, el neocolonialismo depredador. El cultivo de las
humanidades es lo Gnico capaz de repercutir en el animal humano que somos, haciéndonos
mas humanos y menos animales” {Beristain H. En: Avilés, 2001).

El neoliberalismo a nivel mundial, y el Estado necliberal mexicano, en particular, ha
desalentado la formacion en dichas disciplinas y con elio se ha abierto paso a una crisis que
se refleja en la disminucién alarmante del nimero de alumnos que estudian alguna carrera
cientifica o humanistica. Datos de la ANUIES confirman lo anterior: 50 % de la matricula
nacional a nivel licenciatura se concentra en el &rea administrativa y de clencias soclales, y
32.5 % en el rea de ingenieria y tecnologia, en contraste sélo 2 % de la poblacién escolar
esta en una carrera del area de ciencias naturales y exactas vy Gnicamente 3.9 % en una
disciplina del area de las humanidades y la educacion®.

Esta crisis se inicid en los afios 80’s, a la par de la aplicacion de la politica neoliberal en
México. El Lenguaje neoliberal todo lo quiere traducir a “costo-heneficio”, como si la cultura,

123 Avilés, K. (2001)



los valores y la vision social que representan las universidades pablicas pudieran medirse
con parametros inmediatistas®.

Algunos especialistas indican que comenzé a finales de los 60, en el periodo diazordacista,
cuando el Estado vio como enemigo potencial del sistema priista a la capacidad critica que
se genera en los espacios universitarios.

De cualquier manera, se trata de un fendmeno en el que intervienen varios factores. Uno de
ellos se relaciona directamente con que las universidades piblicas no han tenido un
crecimiento como el que sf han registrado las privadas y los institutos tecnoldgicos, en donde
las humanidades v las ciencias -en la mayoria de ellos- no son una prioridad por razones de
“mercado”. Tan solo en los ttimos 10 afios, la UNAM redujo su matricula en 70 mil alumnos®.
A pesar de eso, las instituciones publicas aportan 99 % de conocimiento cientifico del pals.

Otro de los factores importantes de la crisis educativa en México es el indice de desercion:
de cada 100 nifios que estudian |la primaria un 0.4 % termina una maestria. 0.1 % de la
poblacion total mexicana estudia un posgrado (100 mil estudiantes en todo el pais). Y solo e
19 % de jévenes (entre 18 y 25 afios) tienen posibilidades de estudiar una carrera.

Esto mantiene al pais en una “catastrofe silenciosa™, el analfabetismo funcional. El

‘promedio de lectura por habitante en México es de 2.8 libros anuales, y en una lista de 108

paises elaborada por la UNESCO, ocupa el pendGlfimo (ugar de lectura, mientras que
Noruega la encabsza con 47 titulos per capita. Esto resulta insultante, més todavia si se
considera que la poblacién en nuestro pais alcanza ya los 100 millones de habitantes, contra
los apenas 4 millones 382 mil de aquella nacién nordica.

La educacion, y con ello la lectura, representa un asunto prioritario para los pafses del Primer
Mundo, los cuales no escatiman recursos en invertir en ese ambito, al que consideran uno
de los principales detonadores de la economia, y factor de productividad.

£n 1997, de los 93 millones de habitantes en México, alrededor de 79 millones no asistieron
a una biblioteca el afio anterior, de ellos, 39 millones estan alfabetizados y se encuentran en
plena edad productiva. El 9.8 por ciento de la poblacién es analfabeta’. En México hay un
potencial de sélo 15 millones de lectores, el resto de la gente no lee, pues, “leer chatarra no
es leer’, dice Juan Villoro {en: Paul, C. y Vargas, A., 2001). El indice nacional de
analfabetismo simple de los mexicanos mayores de 15 afios, fue de 10.6 por ciento; esio
significa que el analfabetismo funcional rebasa por mucho esta cifra, lo que refleja solo la
punta del iceberg de la catastrofe silenciosa.

4 Herrera, C. e Ibarra, M. (2001)

5 avilés, K. (2001)

% Paul, C. y Vargas, A. (2001)

7 SEP: Programa de Desarrolfo Educativo (1995-2000)
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No se pretende hacer aqui un estudio social de esta situacidon. Sino aportar el estudio de un
aspecto de la educacién matematica en un contexto histdrico, fitoséfico y concreto.

En un contexio histérico porque la educacion matematica tiene su propia epistemologia
producto del desarrollo histdrico de esta ciencia. Filoséfico, por que la actividad educativa va
a lo mas profundo de las reflexiones que se plantea el hombre: ¢qué soy yo, ser humano?,
Jcudl es mi papel en la sociedad y en la historia?, ¢el por qué y para qué de la educacion?,
Lqué es el ser vy el deber ser?, etc. Y concreto, porque no se trata “s6lo de interpretar el
mundo, sino de transformarlo”, desde nuestro ambito de la educacién.

Los profesores de mateméticas no tenemos como objeto de estudio la produccién de nuevas
matematicas, sino el de ser “facilitadores” del aprendizaje en los estudiantes.

Y ya a partir de aqui, vamos fijando nuestra posicién y marcando una distancia de las teorias
que afirman que el conocimiento se transmite, o peor alin, de las teorias conductistas que se
siguen aplicando como dogma, sin una reflexion.

Segin Carlos Zarzar Charur, en 1994 el 80 % de los profesores de la UNAM no tenian una
formacion pedagégica, y su practica educativa es intuitiva y empirica, de su experiencia
directa en su proceso de formacidn profesional personal®. A siete afios de distancia, es
imposible que haya cambiado significativamente esta situacion.

El que escribe esto, al igual que Zarzar, se ubica en ja tendencia de profesores que afirman
que el conocimienic se construye (creer en esto no significa necesariamente ser
consecuente, sino que se esta en un proceso de constante aprendizaje y experimentacion).
Es decir, fos docentes, ademas de conocer profundamente la disciplina de estudio {(conocer
los contenidos) y saber ensefiarla, debemos propiciar en lios alumnos aprendizajes
significativos, sobre la base de conocer y saber utilizar, minimamente, las cinco habilidades
basicas para la docencia, a saber:

» Definir claramente los objetives de aprendizaje.

> Disefiar el plan de trabajo de un curso escolar y redactar el programa para los alumnos.
» Desarrollar el encuadre de las primeras sesiones.

» Disefiar e instrumentar actividades de aprendizaje y de evaluacion de los aprendizajes.
» Integrar y coordinar equipos de trabajo y grupos de aprendizaje.

La mayor parte de los profesores no desarrollamos una planeacién de los contenidos
tematicos de nuestras ciases con suficiente tiempo y organizacion y nos resistimos a integrar
y coordinar equipos de frabajo y grupos de aprendizaje. La consecuencia de esto es que no
se obtienen éptimos rendimientos de nuestro quehacer educativo.

A continuacion, un brevisimo bosquejo acerca de la visidn que se ha tenido en diferentes
épocas acerca de la vinculacién entre las matematicas y el arte

8 Zarzar, CH. (1994)
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Las matematicas y el arte

“‘Contempladas en sus auténticos valores, las matemdticas no sblo poseen verdad, 'sino
suprema belleza,... es sublimemente pura, y susceplible de la perfeccién severa que sélo el
arte mas grande puede exhibir®

En esta epoca, cuando la especializacion significa aislamiento, puede resuitar sorprendente
escuchar que las matematicas y el arte estan intimamente relacionadas; no obstante que
ambas han sido estrechamente identificadas desde la antigiiedad, y en ef Renacimiento,

Aunque el capitalismo se ha encargado de separar y debilitar esta relacion (el taylorismo del
trabajo intelectual), los cambios revolucionarios recientes en ambos campos, ¢l arte vy las
matematicas, han abierto nuevas posibilidades para la interaccion sin debilitar ¢! papel
potencial de cada una como setvidora & inspiracion una de la otra.

Para empezar, las artes visuales al estar en el espacio, son, por definicion, artes del espacio.
Por lo tanto, no es sorprendiente que la Geometria Euclideana, estad evidentemente en [a
arquitectura clasica.

El analisis de grandes pinturas revelan las estructuras basadas en lineas, circulos y en
general figuras geomeétricas.

Platén afirmaba que “todas las cosas que infegran una obra artistica, participan de alguna
manera en la medicién de la obra misma”. Registros y monumentos antiguos testifican los
célculos efectivos y la medicion precisa de longitudes y angulos, Al menos, en el quinto sigio
a. C., los artistas buscaban las proporciones ideales y principios matematicos de la
composicion.

Los pitagdricos tenian una tendencia mistica de relacionar los niimeros con la belleza. La
seccidon de oro fue conoclda por los pitagoricos pero aparece primero con Euclides en la
construccién del pentdgono regular. Euclides proporciona un método de corte de un
segmento lineal (una "seccion”) tal que la razon del segmento completo a 1a parte mayor es
la misma que [a parte mayor a la menor, La razén com(n es un ndmero irracional,

( V5 +1)12,

con clertas propiedades que siguen sorprendiendo a los matematicos de nuestros dias. En
el Renacimiento continuaron las discusiones filoséficas v el uso de la seccién de oro en el
arte de la pintura.

° Russell, B., (1980)
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Las matematicas y el arte estan mutuamente vinculadas en el area de la perspectiva. Siglos
de experiencia artistica precedieron a la Optica de Euclides, en la cual se explican las
ilusiones visuales, incluyendo la convergencia aparente de lineas paralelas. Después de un
largo pericdo de ignorancia y carencia de interés, se perfeccioné una ciencia de la
perspectiva por los artistas y matematicos del Renacimiento — principalmente Brunelleschi,
Alberti, Piero della Francesca, Pacioli, y Durero.

En los Gltimos cien afios ha tenido un desarrollo la geometria proyectiva, “la creacién
matemética mas original de los dltimos 17 siglos”' . Las nuevas matematicas y el nuevo arte
son tal su relacién intima que superaran la época del Renacimiento. Ya se estd viviendo esto
en la computacién como medio de relacion,

Sullivan (John William Navin), 1886-1937, consideraba a la ciencia como un arte, al igual
que la musica o la pintura. Admitia que hay obras cientificas que no son arte; pero las
estructuras tedricas de Gauss, Einstein o Maxwell son respuestas originales, individuales, y
expresiones exactamente del mismo tipo que las obras creadoras de Beethoven o
Dostoievsky. Una teoria cientifica es, en palabras de Suillivan, la manifestacion de un cierto
tipo de “conciencia”. Es una conciencia que posee elementos de libertad y de sujecion, de
escepticismo, una conciencia gue no es solamente pasiva, sino que hace realmente el
mundo fal como lo entendemos. Puesto que las mateméticas son una actividad totalmente
libre, sin condicionar por el mundo exterior, es mas justo llamarlas un arte que una ciencia, -
afirmaba Sullivan -.

l.as matematicas, tanto como la musica, o cualquier otro arte, constituyen uno de los medios
por los cuales nos elevamos a una completa autoconciencia. Es cierto que la funcion real del
arte consiste en aumentar nuestra propia conciencia; hacernos mas sensibles a lo que
somos, y por ello de lo que realments es el Universo en que vivimos. Y puesto que las
matematicas, a su propia manera, realizan también esta funcidn, no sélo son estéticamente
encantadoras, sino profundamente significativas. Son un arte y un gran arte™.

Ademas de formar a seres humanos especializados (que son muy necesarios) en una rama
del conocimiento, es preponderante formar estudiantes integrales que comprendan su
responsabilidad en este momento histdrico que les ha tocado vivir. Humanizar a las
matematicas a través del arte, también contribuye a este proceso.

 line, M. (1953)
" Newman, J.R. (1894)
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[1.2. FIN DE LA EDUCACION

A\l plantearnos en qué consiste el fendmeno educativo, nos aparece con insistencia el para’
qué del proceso educativo. Es decir, estamos planteando el problema del fin.

E! problema del fin, desborda el campo especifico de 1a Pedagogia para entrar en el terreno
de la Filosofia, puesto que se instala en el "deber ser”. No es que no le competa, sino que “el
problema del fin toca las cuestiones mas profundas del problema de la educacion” 12

La idea de perfeccion, de intencionalidad, etc., son un acercamiento al problema teleolégico.
En el centro de la educacion esta el hombre, y todo proceso de perfeccidon de aste hombre
requiere previamente contestarse las cuestiones fundamentales sobre su existencia, esencia,
origen y fin. Y estos son problemas filoséficos.

A 1a Educacion le es ineludiblemente necesario el partir del conocimiento de estas cuestiones
fundamentales. Por eso interesan al campo de la educacion. Sin ellas no tiene sentido la
educacion misma.

Si la educacién pretende “perfeccionar” al hombre, ésta sélo estara justificada en razén de la
concepeién del hombre; en definitiva, el sentido de la vida misma. Estamos ante problemas
de la mas cepa filosdfica.

La pedagogia tiene que partir de la idea del Hombre, de la idea de la vida, del para qué de su
existencia y el sentido que ésta tiene, para extraer de ahi principios racionales que justifiquen
el proceso educativo.

En la moderna literatura pedagégica, aparecen los términos fin y objetivo, utllizados
indistintamente. El fin es aquello que se pretende alcanzar en ultimo términec, como sintesis
de todas las aspiraciones del proceso educativo. Podemos decir que el fin de la educacion es
“perfeccionar al hombre”. '

Dado que todo acto educativo no sdlo estd integrado en el proceso, sino que ademas es
voluntariamente realizado como conducente al fin, es intencional; en definitiva, el proceso
educativo debe ser ordenado, planificado y programado por la razon,

Cuando se habla de objetivos de la educacion, nos referimos a aquello que se intenta
alcanzar en una o varias dimensiones concretas y que deben confluir “necesariamente”,
ademas de estar sometidas al fin de la educacidn. La educacion, trata de perfeccionar al
hombre, esto es, hacerlo mas valioso unitariamente y en sus miltiples manifestaciones.
Educar es, desde una perspectiva axiotogica, incitar al hombre a la realizacion de valores.
Proyectar y realizar la vida es preferir, seleccionar, estimar como paso previo a su

12 Mantovani, (1960)
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realizacién. El construir un proyecto de vida supone una constante valoracion de 1a realidad,
al tiempo que una adscripciéon comprometida a unos valores.

La educacion actual se orienta por una serie de principios que la definen y concretan. La
educacién tiene los siguientes principios.

Principio de la individualizacion,
Principio de la socializacion.
Principio de la autonomia.
Principio de la creatividad.
Principio de la actividad.

;oW

El término “individualizacion® hace referencia a lo individual, no al individualismo. Esto es, lo
que nos pertenece a cada uno, 1o que “nos” es propio y exclusivo desde alguna perspectiva,
aquello que nos hace particulares y Onicos. El principio educativo de la individualizacion
reclama, que el centro de accién educativa sea el sujeto, irrepetible y Unico, y que a su
peculiar condicion se adapten intereses y procedimientos. Todo individuo reclama en tanto
que sujeto educable la maxima perfeccion, y esto sdlo es posible si la educacion incide en éi
de modo diferenciado, porque se educa singularmente. Desarrollar las virludes
individualizadas exige una educacién individualizada. El excelente profesor es, v ha sido,
aquel capaz de comunicarse calidamente con cada alumno. Lo fundamental y primero en la
accion educativa es &l conocimiento previo del alumno. Conocido el sujeto serd posible
adaptar desde la primera comunicacion la educacion a sus caracteristicas personales.

El principio de la socializacion es porque se.educa “por” la comunidad, “en” la comunidad, y
“para” la comunidad; (nica realidad en la que el sujeto encuentra los apoyos necesarios para
vivir.™® El hombre es con los demas. “Nuestro bien depende del bien comin”, **

f.a educacién proporciona al hombre conciencia de su lugar en la sociedad. El hombre,
individuaimente considerado, s pura abstraccidn, y aln mas, una quimera.

E! término autonomia hace referencia estricta a la capacidad del hombre de autogobernarse.
De ser duefio de uno mismo en el sentido de determinar sus propias acciones. Se es
auténomo en fa medida en que se es libre. La libertad es sobre todo eleccion, lo que supone
iniciativa en la accidon, expresion patente de |a autonomia. Es preciso educar “en” libertad,
para conseguir que el sujeto sea libre. ‘

La importancia de |a creatividad gueda patente cuando se contempla el impulso que han
dado a las investigaciones en torno a este tema. El desarrolio del principio de la actividad a
nivel practico en las instancias educativas, ha dado lugar a la aparicion de conjunto de
técnicas que podemos denominar activas y que son practicamente ilimitadas.

* Abbagnano, (1964)
% Garcia H. (1963).
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il. 3 FUNDAMENTO FILOSOFICO

Nuestra concepcion de la educacion estd sustentada en la Filosofia del Materialismo
Dialéctico. Se llama materialismo dialéctico porque para estudiar la naturaleza, la sociedad
humana y el pensamiento, emplea el método dialéctico, y porque su teoria filosdfica es el
materialismo rigurosamente clentifico.

Marx y Engels, creadores del materialismo dialéctico, se apoyaron en todas las grandes
adquisiciones del pensamiento de su época. Todo lo mejor creado por la filosofia, fue
revisado por ellos con espiritu critico. Consideraban el materialismo dialéctico como el
producto del desarrollo anterior de las ciencias y de la filosofia. Toman de Hegel la parte
racional, desechando la corteza idealista, imprimiéndole un caracter cientifico. El
materialismo de Feuerbach era inconsecuente, metafisico y antihistdrico, Marx y Engels no
tomaron de él sino su médula central — la solucidn materialista del problema de la relacion
entre pensamiento y el ser y desecharon las superposiciones idealistas, éticas y religiosas-,
impulsando el materialismo y creando una forma superior de materialismo: el Materialismo
Dialéctico.

El manxismo, como toda teoria, no es un dogma, como algunos erréneamente lo creen, sino
es una guia para la accién, que Lenin sintetiza con su “sin teoria revolucionaria no hay
practica revolucionaria”. El manxismo es el sucesor natural de lo mejor que la humanidad
cre6 en el siglo XIX: La filosofia alemana, la economia politica inglesa y el socialismo
francés, estas son las tres fuentes del mandsmo que son a la vez sus tres parles
integrantes. No nos detendremos a desarrollar estos aspectos, pues esto nos llevaria por
otro camino que no es el fin del presente trabajo, s6lo agregaremos que esta cosmovisién ha
sido enriquecida por muchos fildsofos, economistas, matematicos, pedagogos e infelectuaies
honestos de todo el mundo, a lo largo de mas de 150 afios. Aunque los filosofos idealistas
nieguen esta concepcion materialista del mundo, la “terca” realidad la va reivindicando.

EL CONCEPTO DE HOMBRE

En el materialismo historico y dialéctico, el espiritu es sélo un producto - si se quiere muy
especializado — del cerebro. Pero esta materia evoluciona constantemente de acuerdo con
unas leyes determinadas. El hombre (hablando como género humano), es el resultado de
esta evolucion El hombre es sobre todo un hombre - sociedad, es decir, aislado no es
hombre. Su esencia es el ser social. Se es hombre con los demés, y scn los demas, esto es,
fa sociedad de la que forma parte, quienes determinan y posibilitan esta humanidad. Y el
ingrediente socializante que permite superar y ser a la vez sociedad es el trabajo.'®

"® Lenin, V. {1986)
'8 Castillejos, (1976)
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Esta unidn trabajo-educacion, va a ser una de las grandes ideas fundamentales de la
pedagogia marxista. De manera muy general, en esie planteamiento se precisan ciertos
elementos constituyentes: la instruccion intelectual, el adiestramiento técnico, la educacidn
fisica, y el trabajo productivo, es decir, la educacion integral. El sistema educativo recogera
estos elementos y los conjugard de acuerdo con los siguientes criterios: graduacion,
adaptacion a la capacidad y nivel de los alumnos. Piaget dirfa que el nivel de ensefianza
debe estar acorde a la estructura cognitiva de los estudiantes.

La filosofia marxista trata de recuperar al hombre destruido, "alienado” por una sociedad
desequilibrada e injusta que es la capitalista, posmodernamente llamada Neofiberalismo, que
no es mas que la etapa superior del capitalismo: el imperialismo, ya previsto por Lenin en su
El Imperialismo y los imperialistas a principics del siglo XX, cuyos rasgos fundamentales
son'’:
1} La concentracion de la produccion v del capital llegada hasta un grado fan
elevado de desarrollo que ha creade los monopolios, los cuales desempefian
un papel decisivo en I3 vida econémica.
2) La fusién del capital bancario con el industrial y la creacidn sobre la bage de
este “capital financiero”, de la oligarquia financiera.
3) La exportacion de capitales, a diferencia de la exportacién de mercancias,
adquiere una importancia particularmente grande
4) La formacién de asociaciones internacionales monopolistas de capitales, las
cuales se reparten el mundo, y
5) La terminacidn del reparto territorial del mundo entre las potencias capitalistas
més importantes.

E! fin de la educacién entonces es conseguir un hombre “desalienado” que encuentre en la
sociedad el fin de su existencia. A la sociedad perfecta se llegara también por la educacion,
es la sociedad la que plantea las exigencias, y a ella debe atender la educacién. El trabajo
servira en la escuela para conseguir ef enlace con la sociedad y con la naturaleza v, a la vez,
lo mas importante, la “desalienacion” del hombre, vale decir: convertir al hombre en un ser
libre, pleno e integral.

Pero esto no es facil, hay mucha gente, inclusive progresista, que sigue usando el premio y
el castigo como medio de ensefanza. Paulo Freire a lo large de su vida desarrolld una
alternativa a esta teoria conductista, la lamada Pedagogia Liberadora {q. v., a manera de
ejemplo: Pedagogia del Oprimido, 1984). Existe un extenso bagaje bibliogréfico de esta
filosofia.

Este trabajo es una investigacion interdisciplinaria porque toca temas de Matematicas, del
Arte, la Pedagogia y la Filosofia, entre otras. Va de la mal llamada ciencia dura, a las

7 Lenin, V. (1978)
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humanidades. El que escribe no cree que un buen profesionista es el que saca muy buenas
calificaciones y nada mas; sino aquél que tiene una amplia cosmovisién del momento
histérico que le tocé vivir. Por eso es que, como sujetos de la educacion debemos reflexionar’
profundamente sobre la influencia que tenemos sobre los estudiantes, y antes de instruir (o
ademas de) es fundamental formar seres humanos integrales, plencs, cultos y por lo tanto
libres —como diria José Marti-.

En otras palabras, el autor de esta investigacion, coincide en la necesidad de la construccion
de un Hombre Nuevo (genéricamente hablando), concepto acufiado por los clasicos del
marxismo y profundizado por Ernesto Guevara'®, Este trabajo va en esta linea. Un Hombre
Nuevo que desarrolle todas sus potencialidades humanas: intelectuales, fisicas, artisticas,
afectivas, ..., aunque para ello se entre en franca contradiccion con los que defienden el
paradigma neoliberal: adiestrarse en una especializacion para servir a los intereses de!
mercado.

Este trabajo es una pequeriia contribucion en la blsgueda de una alternativa a la pedagogia
del neliberalismo, esa estructura que estd por encima de los gobiernos, de los estados —
nacion, de la humanidad.

Un ejemplo de este Estado global en lo econdmico, son los ingresos combinados de los
quinientos gigantes que alcanzaron en 1994 la suma de 10245.3 biflones de délares, es decir
el 50 % mayor que el producto interno Bruto (PIB} estadunidense; 10 veces mayor (el 1100
%) que el PIB de América Latina y del Caribe en 1990, {43 veces mayor que el PiB de
México (237.750 mmd)™®l

Reafirmamos la idea de que el fin dltimo de la educacion es lograr la plenitud del hombre v la
mujer, alcanzar un ser humano desalienado, que “salga del reino de la necesidad para entrar
al reino de la libertad”, al margen de los preceptos del gran capital, cuyo mévil sustancial es
la ganancia.

® Guevara, E. (1977)
*® Chomsky, N. y Dieterich, H. (1995)
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[1.4. TEORIA DEL CONOCIMIENTO

CIENCIA Y EPISTEMOLOGIA
La critica epistemoldgica de la educacién

El objetc de la epistemologia es el conocimiento cientifico y desde la practica, la
epistemologia busca las condiciones que hacen posible conocer algo y esta ligada siempre a
los procesos de investigacion, nos lleva a entenderla como una reflexion critica abierta®.

En esta investigacion se pretende hacer un estudio general de Ia relacién existente entre las
Matematicas y el Arte {con la musica y con la plastica), con un andlisis desde la éptica
epistemologica de la totalidad con un enfoque genético estructural que pregunta por las
causas de los fendbmenos, su interrelacion, su historia, su procese de cambio, movimiento,
contradicciones.

La Ciencia es el conocimiento ordenado de los fenémenos naturales, econdmicos y sociales
en sus relaciones mutuas. £l conccimiento cientifico busca mediante e andlisis los nexos
entre los elementos y partes de la totalidad asi como las regularidades (leyes) que se
presentan en la naturaleza, para poder praver los acontecimientos.,

El analisis cientifico parte del conocimiento previo elaborado por generaciones pasadas y se
levanta sobre €l para aportar, ordenar y sistematizar nuevos conocimientos. El Objetivo de la
ciencia es conocer el medio que rodea al ser humano; pasar del conocimiento superficial de
los fendmenos, a la esencia de los mismos. ldentificar las causas y los efectos, las
interacciones, intetrelaciones, interpretaciones: la concatenacion universal.

La ciencia parte de la realidad y termina siempre en ella. Empieza y acaba siempre en la
naturaleza, en una realidad objetiva la cual existe independientemente de! pensamiento, no
estd exenta de errores, pero tiende siempre a superarlos mediante el perfeccionamiento de la
practica, de la investigacion cientifica.

Las teorias (conjunto de conocimientos logicos y erdenados que expiican algin fenémeno de
la naturaleza o de la sociedad), las leyes (regularidades), las hipdtesis (respuestas tentativas
de un fenémeno que esta por investigarse, pero que parte del conocimiento existente), los
conceptos (ideas que nos hacemos y definimos de los objetos que vamos conociendo), las
categorias (conceptos con que definimos los fenémenos més abstractos) y el método (el
procedimiente utilizado en &! andlisis), son todos elementos de la ciencia y permiten el
conocimiento mas completo de Ja realidad.,

2 Foucault, M. (1979)
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Sin estudio, sin andlisis de la realidad, el hombre esta condenado a ser victima de su propia
ignorancia, de la explotacion, la mentira y la prepotencia de las clases dominantes.

La ciencia exige precision en los conceptos, rigurosidad en el andlisis y coherencia 16gica en
la teoria. La ciencia es el unico instrumento que le permite al hombre comprender su realidad
para pasar de ser dominado por las circunstancias, a ser constructor de su propia histaria.

El marxismo no solo aporta el método materialista dialéctico, es la Ciencia que estudia las
regularidades (leyes) del capitalismo, hoy dominante y hegemodnico a nivel mundial. Por lo
tanto, si el sistema permea todas las relaciones sociales y entre ellas a la educacion, a ia
conciencia que nos hacemos del mundo; entonces es responsabilidad de los educadores
conocer las leyes fundamentales que rigen dicho sistema para comprender el contexto
amplio de nuestra labor educativa,

Si bien la burguesia de los siglos XVIl y XVIIl recurié a la ciencia para echar abajo los
dogmas religiosos que le impedian desarrollar el comercio v la produccién a gran escala
debido a las trabas que le imponia la iglesia catdlica, aliada a la corrupta y despilfarradora
aristocracia feudal; ahora las condiciones han cambiado y en la medida en que las fuerzas
productivas chocan con los intereses sociales, tiene necesidad de alentar todo tipo de
fanatismos y mentiras para defender sus privilegios.

La pregunta fundamental de la epistemologla en términos generales, es: ;cudles son
aquellas condiciones que hacen posible el conocimiento de las ciencias. Como bien
sabemos, hay muchos tipos de ciencias. Para cada una de estas ciencias le corresponde una
epistemologia particular. O sea, un modo de conocer la realidad de esa ciencia. Esto significa
que hay una epistemologia de la Sociologia, de la Economia, de la Historia, de la Psicologia,
de la Fisica, de la Biologia. También hay una epistemologia de la Educacion Matematica.®

La epistemologia de las ciencias de la educacién, en general, se pregunta por la racionalidad
del proceso que hacemos para investigarlas?. Para conocer algo de la realidad, hacemos
primero una investigacién por medio de varios recursos: preguntamos, observamos,
experimentamos, verificamos, realizamos conclusiones, etc. Entonces, la epistemologia es
una segunda reflexion, pero, Jcual es esa segunda reflexion? “Es el estudio critico de los
principios, hipdlesis y resuitados de las diversas ciencias, con el fin de dsterminar su origen
16gico, su valor y alcance y objetivos” 2

Esto significa que la epistemologia consiste en hacer una reflexién sobre los principios,
prejuicios, valores, ideas, etc., que usamos para ver, sentir e investigar la realidad, la manera
como hacemos las hipotesis y cémo formulamos los resultados.

2! Bachelard, G. (1974)

22 gkemp , (1993): 17. Ver también a Orton, A. (1984)
2 Amroyo, Asif 1. Giménez, G. (1978)

2 Luengo, E. (1982)
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La persona que estudia Ja epistemologfa busca la respuesta a las siguientes preguntas:

JQué es conocer?, scomo se conoce?, jcudles son los objetos y los sujefos de ese
conocimiento?. Sin embargo, la epistemologia pregunta por un tipo especial de conocimiento:
el cientifico, y desde una practica: la de las diversas maneras o procesos que hacemos para
investigar las diversas ciencias.

Asi, una cuestién basica y primera de la epistemologia se refiere a: ¢ qué es la ciencia de la
educacion?. No solo se plantea esta pregunta, sino que va mas alla: ;cuales son las
condiciones de posibilidad?. En la relacién que existe entre sujeto {la persona) y objeto real
(la cosa que se quiere conocer) nos preguntamos: jcudl es ese proceso de Investigacion -
accién que realizamos para que ef sujeto (o la persona) conozca al objeto?. En otras
palabras: ¢cudles son los pasos que hacemos para conocer algo?. Esta pregunta puede
ademas descomponerse en los dos extremos:

1. Desde el punto de vista del sujeto (la persona). ¢qué hace posible que la persona pueda
realizar un acto de conocimiento?. ; Como es que ella puede conocer?.

2. Desde el punto de vista del objeto (la cosa). s qué hace posible en el objeto para que lo
podamos conocer?. ;COmMo es que hacemos para que el objeto sea aprehendido?.

Aqui estamos hablando de la relacién enfre: Concepto {la idea que nos hacemos de algo), y
realidad (las cosas), y, desde ofro punto de vista, sujefo cognoscente (la persona que
conoce) y objeto aprehensible y que se puede transformar % (la cosa que se conoce).

La epistemologia no se pregunta Unicamente por las condiciones que hacen posible el
proceso cientifico para conocer algo. También se pregunta por aquello que nos estorba para
conocer algo y que es causa de caer en los errores. En este sentido, la epistemologia es un
analisis para encontrar lo que hace posible la equivocacion.”® jEs la investigacién de los
erroresl.

El error es la escuela de la ciencia, porque gracias a los errores las ciencias avanzan, Para
ello necesitamos una continua reflexion epistemoldgica para descubrir errores. Si no fuera
asf, los nuevos descubrimientos de las ciencias dependerian de la punteria de los puros
genios, que hay pocos.

Esta manera de entender la epistemologia como siempre ligada a los procesos de
investigacion y en este caso de educacion, nos lleva a entenderla como una reflexion critica
abierta.

% Luengo, E. (1982)
% Bourdieu, P. (1975)
¥ Bachelard, G. (1974)
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Esto no significa que necesariamente tenemos que seguir un camino igual para todo. En
cada investigacion reflexionada criticamente, la epistemologia puede dotarse de nuevas
conclusiones o de matices a las ya logradas, También se pueden lograr nuevos avances no
sdlo del error, sino de la verificacion de los aciertos. Puede incluso disculir o contradecir
avances anteriores y que no han sido tan acertados.

Por tanto, la epistemologia busca las condiciones que hacen posible conocer algo, asi como
las condiciones que estorban al conocimiento cientifico.

Relacion entre epistemologia y metodologia.

Podemos entender por metodologia: la estrategia de investigacion en la que se coordinan
varias técnicas para alcanzar y transformar un objetivo de conocimiento.

Para una postura epistemologica se desprende una metodologia, y para la pedagogia una
teoria sociologica educativa.?®

En otras palabras: si hay una teoria sobre la educacion es por que hay una ciencia
pedagogica que la formula, si hay una metodologia es por que hay una postura
epistemoldgica para conocer la realidad.

Ya dijimos que la epistemologia es una segunda reflexion. De esta reflexién nos surgen una
serie de conclusiones generales sobre las condiciones que hicieron posible los
conocimientos cientificos. Estas conclusiones las usaremos en todas las investigaciones que
hagamos después como presupuestos epistemoldgicos de los métodos particulares.

De esta forma nos encontramos a la epistemologia como elemento previo a una nueva
investigacion y asi sucesivamente. Estar inmersos en el procesc de ensefianza aprendizaje,
es una manera de ser investigadores de la educacion.

Con esta postura o respuesta a las preguntas epistemoldgicas fundamentales, construimos
principios metodologicos basicos.

El conjunto articulado y coherente de principios vy la seleccion de técnicas apropiadas a él,
formaran la estrategia general o metodologia. Asi, tomamos en cuenta a la epistemologia en
los presupuestos previos de una investigacion y también como una accion posterior a ella,

Podemos formular entonces un esquema de relacion entre la metodologia y la epistemologia:

Presupuestos Criterios Aplicacion Critica epistemolégica

epistemoldgicos metodolégicos metodologica del proceso realizado.

# Luengo, E. (1982)
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Trataremos de explicar los principales presupuestos epistemol6gicos que estan presentes en
nuestra metodologia del estudio.

Los obstaculos del conocimiento y la metodologia

La sistematizacién epistemoldgica que han realizado diversas ciencias nos sefiala que en el
proceso del conocimiento nos enfrentamos con barreras y entorpecimientos, con causas de
estancamiento v de retroceso en el conocimiento de una realidad. Los obstaculos
epistemoldgicos, (son el origen de los errores! Especialmente hacia ellos seréd dirigida la
critica epistemoldgica.

En el proceso historico de las ciencias, el conocimiento no se ha conquistado en forma lineal
y sin dificultades. Ei saber y e! conocimiento que hemcs ido logrande no han sido por la
simple acumulacion de ellos. Las ciencias se han ido abriendo paso en una constante lucha
contra las apariencias®® en contra de los errores que estan disfrazados de verdades o
certezas.

Todo eso o desarrolléd a profundidad el epistemologo francés Gastén Bachelard, a través de
su concepto de obsticulo epistemolégico.®

Seglin Bachelard “se conoce en contra de un conocimiento anterior, destruyendo
conocimientos mal adquiridos " o "prejuicios” 0 conocimientos “ya constituidos” e incluso,
“costumbres intelectuales que fueron Gtiles y sanas”. Para el historiador, todo "hecho mal
interpretado” se convierte en un obstaculo para entender otros hechos, ya que se partid en
falso. Nuestra nueva actitud cientifica implica estar atentos a descubrir los errores iniciales y
“derribar los obstaculos acumulados por la vida cotidiana”. Por ejemplo, cuando decimos que
sabemos matematicas por que me aprendi de memoria 20 ecuaciones y por eso “saqué
nueve”, y no nos cuestionamos de fondo el significado de aprender, nos quedamos con una
falsa idea de lo que es saber matematicas. Es decir, necesitamos una ruptura entre el contra
pensamiento y el pensamiento. Por todo lo anterior, si descubrimos los obstaculos
epistemoldgicos nos ayudard a encontrar los modos para atacarlos. Para Bachelard es
importante investigar la “psicologia del error, de la ignorancia y de |a reflexién” que son las
fuentes de un conocimiento mal adquirido.

La tarea cientifica implicara, entonces, encontrar y reflexionar sobre los obstaculos para el
conocimiento: jcudles son y por qué impiden el conocimiento? Hacer esto permitird
desarrollar un trabajo mas critico. Se pretende aprender del error y de la reflexion.

Por tanto, hay barreras epistemoldgicas en la relacion sujeto cognoscente (persona que
conoce) — objeto conocible y transformable (la cosa que queremos conocer y transformar) y
podemos encontrar preconceptos atrapados muchas veces en valoraciones no criticadas ni

2 Kosik, K. {1981
 Althusser, L. (1979)
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analizadas. En el proceso que hacemos para conocer alge aparecen los “entorpecimientos y
w31

las confusiones™ ',

Kosik distingue entre las representaciones o categortas del “pensamiento ordinario” o sentido
comtin y concepto™?. Siguiéndolo, aqui hablaremos de preconceptos y de conceptos. Al
hablar de las valoraciones no criticadas como obstaculos, no estamos diciendo que debemos
evitar los juicios de valor como regla epistemolégica. Nos referimos aqui a las valoraciones
como: “adhesiones inmediatas a un objeto concreto, captado como un bien, utilizado como
un valor’, a la basqueda de “safisfacciones intimas'™, no de reconstruccién tetrica y
transformacion real de un objeto. Estas valoraciones pueden ser conscientes o inconscientes
y generalmente surgen en las necesidades de la vida cotidiana y no son trabajadas
te6ricamente. Por ello son “no criticadas”. Bachelard propone el siguiente esquema de
relacion entre abstaculo epistemolégico y metodologia:

(A) VALORACIONES Y PRECONCEPTOS COMO OBSTACULOS
{B) PROCESO DE INVESTIGACION
{C) CONCLUSIONES ERRONEAS Y CORRECTAS.

(D) CRITICA EPISTEMOLOGICA DEA,BY C

(E) CONCLUSION: DETECCION DE OBSTACULOS

(F) PRECISION DE LOS PRESUPUESTOS EPISTEMOLOGICOS

(G) METODOLOGIA

Eil esfuerzo propiamente critico estara en:

# Bachelard, G. (1974)
% Kosik, K. (1981); Bourdieu, P. (1975)
% Bachelard, G. (1974)
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1. Descubrir cudles son los preconceptos y las valoraciones (momentos D y E) que se han
cohvertido en obstaculos para el avance del aprendizaje (de la matematica).

2. Con el fin de concluir en los presupuestos epistemoldgicos (momentos F}, y
3. Poder desarrollar un proceso metodologico serio y sistematico {momento G).

Si queremos aprender/ensefiar matemaéticas, debemos encontrar las barreras que dificultan e
impiden el analisis concreto en el momento que hacemos esta investigacion.

La éptica epistemologica de la totalidad.

Si no queremos quedarnos en las apariencias que hos estorban para conocer bien la
realidad, necesitamos hacer un anélisis.

Por andlisis proponemos entender, en primer término, lo que sefiala la raiz de la palabra:
descomposicion o separacion tedrica de algo en sus elementos fundamentales. Para no
confundir hacia delante, totalidad y estructura sera lo mismo en esta seccion. Entonces, no
es dificil entender que la realidad educativa es una totalidad compleja, con muchas
dimensiones y elementos.

Existen 3 teorias que pretenden darnos la explicacion de esa totalidad 3.

1. LA FUNCIONALISTA. La funcién es lo que aporta un elemento para la organizacion del
conjunto. Cada aspecto de la sociedad cumple una funcion vital. Busca el equilibrio del
sistema social vigente. Cuando hay alteraciones o disfunciones se adapia o se ajusta a
fos individuos o institucicnes para que cumplan con su papel. Al anélisis funcionalista se
aplica la funcién y procura que se mantenga. O sea, si las "minorfas” (indigenas,
ancianos, ...) no se adaptan al paradigma neoliberal, habrd que deshecharios. |gual
haremos con los alumnos que "no tienen cabeza para las matemaéticas”.

2. ESTRUCTURALISTA. El conjunto de elementos de la totalidad social independientes,
interrelacionados. Lo cambiante es resultado de la novedad. Si hay un desajuste se
aplican “programa sectoriales”, “pactos”, “"programas de amortiguamiento o de reajuste
economico”. El andlisis estructuralista le llama a esto “cambios estruciurales”. El

Programa nacional de Solidaridad, es un ejemplio.

3. GENETICO ESTRUCTURAL O CRITICO DIALECTICA. Se pregunta por las causas de
los fendmenos, su interrelacion, su teoria, el proceso de cambio, el movimiento, sus
contradicciones (antagdnicas y secundarias). Analiza el modo de produccion de la

% Giménez, G. (1978); Ver también :Marales, D. (1990)
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sociedad concreta, con condiciones especificas. Paulo Freire contribuyd a enriquecer esta
concepcion materialista dialéctica de la educacién 3,

Este trabajo esta sustentado en esta tercer teoria, adecuado a las particularidades del
momento histérico: de tiempo y espacio.

En sintesis: como el objeto que queremos conocer, lo concreto, es la “unidad de [o
diverso™®, necesitamos establecer: 1) cuéles son los elementos de la diversidad. 2) como
estan relacionados de tal manera que constituyan una unidad contradictoria. El objeto de
estudio debe ser comprendido bajo la optica de una totalidad compleja (o “rica totalidad”),
compuesta de diferente elementos articulados entre si. Se trata de una “Optica
epistemolégica” que pennite reconstruir el objeto de estudio desde un recorte de la realidad:
. Podemos plantear un esquema de esto Gltimo:

el de la totalidad®

EL SUJETO ENFRENTA UN OBJETO
(TOTALIDAD REAL)

LO CAPTA INICIALMENTE COMO UN TODO CAOTICO

ABSTRAE LAS DIVERSIDADES DE LA UNIDAD ESTUDIADA

RECONSTRUYE UNA TOTALIDAD PENSADA
{(UNIDAD DE LA DIVERSIDAD)

SE CAPACITA PARA TRANSFORMAR LA TOTALIDAD REAL.

Totalidad no significa todos los hechos sino un todo que: tiene estructura, es un proceso en
desarrollo, se va creando, es histérico.

* Freire, P. (1977)
% Marx, C. (1977)
5 Zemedman, H, (1978)
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La optica epistemolégica de la praxis.
Este trabajo de investigacion se supone que es para y en la practica.

Para la practica, porque su abjetivo es modificar la situacion. En la practica porque se hace
desde una posicion especifica en la totalidad social.

La praxis tiene estas caracteristicas:

Tiene una direccién, un hacia dénde consciente: practica orientada a un fin®® que incluye en
todo momento a la conciencia.

Es una unidon de momentos mas compleja que la mera “accién™ jes teoria y practica
interrelacionadas dialécticamente!

Es transformadora, pero esta condicionada por la existencia de esta materia ,dﬁma social®®, la
totalidad social ya construida (desde lo que ya existe).

Desde esta Optica, el docente (sujeto cognoscente o la persona que conoce) no esta frente a
un objeto de estudio ajeno. No hay una separacion entre sujeto v objeto. Por lo que no hay
neutralidad posible.

Aspectos epistemolégicos de la ensefianza de las matematicas a través del arte.

Barbara Badulescu y Mayra Martinez*® realizaron una investigacién acerca de la ensefianza
de la matemética a través del arte. El Objetivo era ensefiar mateméticas a través del dibujo y
la apreciacion de la pintura, generando a través de la geometria relacionada intimamente
con estas actividades, la parte algebraica del lenguaje matematico. En la investigacion de
campo que realizaron se tomaron como muestra cuatro grupos (140 alumnos) de 5° grado
de primaria. Se usaron diversas pruebas para medir diferentes componentes: rotacion
mental, orienfacién espacial, percepcion forma, etc. Cuyas conclusiones fueron muy
halagliefias. A confinuacion se hace un resumen de esta investigacion, llamada:

La ensefianza de las matematicas a través del arte.

Las autoras afirman que en nuestra educacion actual, -producto-de una sociedad donde la
epistemologla (estudio del conocimiento)-, se ha convertido en sinonimo de filosofia de la
ciencia, pone énfasis en el aprendizaje de las matematicas, dejando otras asignaturas
(especialmente aquelas relacionadas con el arte) como materias de segunda clase, sin
ningan valor, Esta dicotomia del conocimiento: lo cientifico y lo no cientifico, ha creado una

% Marx, C. (1980)
* valencia, E. (1982)
* Badulescu, B. y Martinez, M. (1995)
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divisién artificial en la forma de concebir el aprendizaje y ha pretendido separar la relacion
gue hay entre distintas disciplinas, como ei arte y la ciencia.

La Psicologia como disciplina cientifica esta interesada en el proceso a través del cual
conocemos, asi reconoce que la percepciébn sensorial juega un papel importante en el
proceso de construccion de la realidad, y que este proceso s explica a través de factores
estructurales y factores culturales.

Por lo que, el estudio de la forma particular en que los individuos organizan, ssleccionan y
responden a su medio ambiente ha sido llamado Esfilos de Aprendizaje.

En este reporte, las investigadoras afirman que Algunos autores hablan de formas de
procesamiento de informacion: simultaneo y secuencial. El procesamiento simuitaneo se
refiere a la representacidn espacial de la informacion, en donde todo el sistema es
monitoreable al mismo tiempo. Es una representacion holistica de los datos. El
procesamientc secuencial, se refiere a la representacion setial de los datos, donde un
componente del sistema activa al siguiente.

Las autoras toman como referencia a Luria®!, la cual hablé de tres &reas funcionales del
cerebro y mostré que la unidad de procesamiento de informacion en el ser humano esta
espacialmente diferenciada, en el hemisferio izquierdo ocurre el procesamiento secuencial y
en el derecho, el procesamiento simultaneo, Las funciones del hemisferio izquierdo estan
relacionadas con la codificacion verbal, analisis temporal y percepcién de los detalles. Las
del hemisferio derecho con la codificacion de la informacion en forma visual, relaciones
espaciales y percepcién gestaltica. Esta dicotomia hemisférica sigue vigente mas como una
distincién respecto al modo, de procesamiento de la informacién  que como una distincién
verbal versus no verbal, pues como se ha demostrado, entre mas complejas sean ias
funciones mentales an el ser humano, mas estan involucrados ambos hemisferios,

Asi, la educacion deberia estar dirigida al desarrollo integral del ser humano y no al
entrenamiento explicito del modo secuencial, analitico v &l descuido del aprendizaje holistico,
global, espaciat.

Esta especializacion en un modo de procesamiento secuencial de informacién, sin observar
fa relacion que existe con el modo simultaneo, para el desarrollo de funciones mentales
complejas, ha influido también el a&mbito de la ensefianza de la matemética. Se observa al
respecto que en el curriculum académico la parte algebraica recibe mayor atencion y énfasis
que la parie geométrica.

A pesar de que las matematicas, junto con la logica, son el metalenguaje de las ciencias, y
de ia importancia que tienen en el curriculum educativo, son asignaturas, que comparadas

# Luria, A, (1966); en: Badulescu, B,, y Martinez, M. (1995)
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con otros cursos, cuentan con un alto porcentaje de fracasos y estan asociados a factores
emocionales negativos o poco motivantes.

Esta contradiccion entre lo que se desea ensefiar y los resultados que se obtienen, puede
deherse, entre otros factores, a que como va se dijo, nuestros sistemas educativos estan
disefiados para favorecer ciertas formas de procesamiento y dejan de lade el entrenamiento
espacial holistico, que se ha encontrado, estd asociado con el aprendizaje de la ciencia y la
matematica.

L.a habilidad espacial se reconoce también como un componente importante de la habilidad
intelectual.

Badulescu y Martinez coinciden en que nuestros sistemas educativos deben entrenar el
procesamiento simultdneo, pues estd relacionado con la habilidad espacial v se ha
demostrado la vinculacion gue existe entre esta habilidad y la comprensién de la ciencia y las
mateméticas.

Parte importante de la habilidad espagial, s la habilidad viso espacial, que involucra varios
componentes y se define como la capacidad de procesar, transformar y generar informacién
visual presentada espacialmente, Los componentes considerados por diferentes autores
varian. Aqui se toman los siguientes:

+ Rotacion mental: capacidad de girar mentalmente objetos en dos o {res dimensiones.

+ Orientacion espacial: capacidad de incluir y arreglar elementos dentro de un patrén de
estimulacion visual, reconociendo cambios en la orientacion dada una configuracién.
Ejemplos de esto serian, sentido de direccion y percepcion de lo vertical. El componente
kinestésico y la lectura de mapas son parte de la habilidad espacial en términos mas
generales.

¢ Visualizacion, Proceso multivariado de manipulacién de la informacion presentada
espacialimente. Solo algunos autores consideran este componente en su andlisis de ia
habilidad viso espacial y Mac Gregor*? es el Gnico que, en su prueba del indice
perceptual, enumera sus elementos. Para este frabajo se tomd esta categorizacion.

» Habilidad para percibir: distancia, figuras ocultas, percepcion de la forma, percepcion de
similitudes y diferencias y percepcién del contorno.

Los componentes de la habilidad viso espacial estan asociados principalmente con el
funcionamiento del hemisterio derecho, sin embargo, como ya se menciond, mientras mas
altas en la jerarquia se encuentren las funciones mentales que un individuo desarrolla, mas
estaran involucrados ambos hemisferios. Asi la percepcion, ligada al proceso de conocer y al
desarrolio de procesos cognoscitivos es vital. Es necesario modificar nuestra clasificacion

*2 Mac Gregor, R. {1972); en: Badulescu, B., y Martinez, M. (1995)
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jerarquica con respecto a la importancia de la experiencia perceptual y darie el valor que
tiene. La vista es uno de los sentidos mas imporiantes, por fo tanto, es relevante percibir
nuestro entorno geométrico, y el entrenamiento de habilidades viso espaciales es una-
manera de lograrlo. Como lo ha sefalado Piaget®, los procesos de asimilacién y
acomodacion (incorporacién y modificacion de nuesfro conocimiento) requieren de las
estructuras cognoscitivas apropiadas para que el sujeto interprete la realidad que percibe y la
comprenda, pero a su vez las estructuras cognoscitivas en su génesis requieren de la
percepcion. Recientemente se ha reconocido la importancia de la visualizacidn en la
comprension del Célculo.

Existen varias formas de entrenamiento que parecen estar asociadas con el desarrollo de
habilidades viso espaciales. Los estudios de género han mostrado una correlacién entre
habilidad viso espacial y haber estado expuesto a actividades como carpinteria, disefio con
blogues, modelado y tiro al dardo. El enfrenamiento en Geometria ha mostrado ser una
herramienta para aumentar las habilidades viso espaciales.

Programas computacionales han mostrado ser eficaces en el entrenamiento de la habilidad
viso espacial. Sin embargo, serfa un método de entrefrenamiento que dejaria fuera a un
grupo muy grande de alumnos en paises como el nuestro, donde esa tecnologia es
inaccesible en términos econémicos. El aparato de dibujo en espejo de Lafayette, se usd
con resultados significativos, combinado con un entrenamiento en imaginacion visual para
aumentar habilidades viso-motoras .

Ef entrenamiento a través del dibujo y la pintura tiene ventajas sobre otros métodos.

a). No tiene connotaciones de género, asi que resulta una actividad apropiada para cualquier
sujeto, de todas las edades y de cualquier cultura.

b). Puede ensefiarse a iodos los niveles educativos, lo Unico que variaria seria el grado de
dificultad.

¢). Es una actividad relativamente barata que no requiere de tecnologia cara.

d). El dibujo involucra imaginacion visual y habilidades motoras, dos componentes que han
demostrado ser (tiles en el desarrollo de habilidades viso espaciales.

Asi, en ¢l arte, en particular en la pintura y el dibujo, se muestran como herramientas ideales
para desarrollar los componentes de ia habilidad espacial y a través de la geometria presente
en toda nuestra realidad visual, e ir generando el lenguaje numeérico y algebraico.

De esta manera, las autoras realizaron un estudio comparativo, la ensefianza de las
matematicas a través del arte, cuyo objetivo era ensefiar matematicas a través del dibujo v ia

* Piaget J. (1954); en Badulescu, B., y Martinez, M, (1995)
“4 Kostow, R. (1987); en: Badulescu, B., y Martinez, M. (1995)
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apreciacion de la pintura, generando a través de la geometria relacionada intimamente con
estas actividades, la parte algebraica del lenguaje matematico. Los detalles de Ia

metodologia se puede encontrar en la bibliografia que se hace referencia al inicio del
documento.
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111
Breve Historia dela Relacion
entre las Matematicas
y el Arte

b



I11.1. LOS ORIGENES

L2 relacion entre ios matematicos y los artistas inicid desde los tiempos remotos
de la humanidad debido a que son actividades fundamentaimente humanas, y
ambas, tratan de conocer y explicar la naturaleza fisica, y al hombre mismo como
parte de esta naturaleza.

Como docentes debemos explorar estas conexiones en nuestras aulas, como otra
alernativa para la ensefianza de las matemnaticas. La simetria y las repeticiones,
entre otros, son elementos fundamentales de las matematicas y las artes.

En muchos estadios, las matematicas y ¢l arte (y otras disciplinas, por supuesto),
se han visto como un todo universal, gue en su cosmovision mas amplia ha
buscado la armonia entre la naturaleza y las distintas capacidades (posibilidades)
del ser humano.

Hoy en dia, el Capitalismo como sistema que requiere estar en constante
“desarrollo” {si no, estaria en peligro su existencia misma), ha tenido la imperiosa
necesidad de crear la especializacion a lo largo de cada unos de las etapas en los
procesos productivos. En lo general, esta especializacion ha significado
aislamiento, y ante esto, alguien se podria sorprender al oir que las Matematicas y
el Arte estan Intimamente relacionadas. Pero ya desde la Antigliedad (a. de C.),
como en el Renacimiento, estas disciplinas se habfan vinculado estrechamente.

En no pocos aspectos, las matematicas y el arte tuvieron un mismo origen’.

Aunque en la época del imperio romano tendié a debilitarse esta relacion, ha sido
reforzada nuevamente en los dltimos siglos vy los cambios revolucionarios
recientes en ambos campos han abierto nuevas posibilidades para la interaccion
sin debilitar el papel potencial de cada una como sirviente e inspiracion de la otra.

Los pitagéricos (500 afios a. C.) desarrollaron las mateméticas y algunos
conceptos musicales, muchos de ellos todavia vigentes hasta nuestros tiempos.
En general, muchos de los los griegos de aquella época sablan y debatlan acerca
de la medicina, la oratoria, |a politica, la filosofia etc.

' Alberti, A. (1996)
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De la misma manera, en el Renacimiento los pintores que eran a su vez
matematicos e ingenieros, ..., y viceversa, no eran una excepcion. Después, el
capitalismo se desarrollé y el Hombre se quedé... viendo la television. '

Los origenes de las ideas matematicas son mucho mas singulares y
sorprendentes de lo que se suele creer. Es indudable que, muy frecuentemente,
los problemas practicos y los cientificos abren a la exploracion nuevas regiones.
Pero hay también ofras fuentes, de alguna de las cuales han surgido las ramas
principales de las matematicas, muchas de las cuales han terminado por
convertirse en los insustituibles instrumentos de ciertas tareas cientificas v
practicas. Las preguntas que se hicieron fos pintores mientras trabajaban en las
matematicas de la perspectiva ocasionaron gque ellos mismos y, mas tarde, los
matematicos profesionales desarrollaran la materia conocida como Geometria
Proyectiva. Esta que es ahora una de las principales ramas de las matematicas,
fue la creacion mas original del siglo XVII,

Las aries visuales, son artes espaciales por definicion. Por lo tanto no es
sorprendente gue en la geometria euclideana se hace evidente su aplicacion en la
arquitectura clasica, y que la regla y el compéas son hetramientas familiares de los
artistas y los artesanos. E]l analisis de grandes pinturas. revelan estructuras
basadas en lineas y circulos. En los tiempos modernos las figuras clasicas simples
se han vuelto una obsesion.

Platon dice en el Estadista que todas las cosas que estan dentro de la esfera del
arte en cierto sentido comparten mediciones’. Registros antiguos y monumentos
testifican los cdlculos efectivos y mediciones precisas de longitudes y angulos. Por
lo menos, 500 afios a. C., los artistas fueron investigadores de la proporcion ideal
y de los principios matematicos de la composicion. Muchas tendencias y
tradiciones en esta blOsqueda son mezclas dificiles de desenmarafiar. Una
tradicién empirica y humanistica esta tipificada por la escultura griega, quienes
hicieron mediciones muy cuidadosas de las proporciones humanas como base del
disefio. Una tendencia mistica se le puede adjudicar & los pitagoricos, quienes
asignaron realidad y belleza a los nimeros. Esta tradicidon se manifiesta en la
deidificacién virtual de relaciones numéricas especiales, tal como las razones de
enteros pequefios, reciprocos de raices cuadradas de enteros pequefios y ciertas
razones, como la lamada “seccidn dorada”,

% Kenneth, O. (1967)
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La seccion de oro pudo haber sido conocida por los pitagoricos, pero aparecid
primero en la geometria euclideana preliminar a la construccion de un pentagono
regular. Euclides propeorciona un método de corte de un segmento de linea (de
ahi la palabra “seccion”) tal que la razén del todo a la parte mayor s la misma que
la parte mas larga a la parte més corta, La razén comiin es un ndmero irracional,

'\GE 1 _ RAZONDE ORO

con propiedades que han intrigado a los mateméaticos hastas nuestros dias. Un
rectangulo cuyos lados estan aproximadamente en esta relacion (tal como las
tarjetas comerciales que estan en la relacién § a 5), se reconocié como estético ya
desde la época de Euclides.

Tanto las tradiciones misticas como empiricas permanecieron vivas durante la
época del oscurantismo, como fue testificado por el trabajo enciclopédico de
Vitruvio (s. 1l d. C.), pero con nada nuevo se contribuyd hasta mil afios después
cuando Leonardo da Vinci y Alberto Durero nuevamente hicieron mediciones
cuidadosas del cuerpo humano y en el estilo del Renacimiento tipico se fusionaron
las tradiciones con el conocimiento existente. En este periodo, la seccion de oro
jugo un papel central al menos en la discusion filoséfica y en el disefio practico.
Ramus lo asocié con la Santa Trinidad. Pacioli con lo “divino™, y Kepler Ia
considero una “joya preciosa”.

En el siglo XIX hubo un nuevo surgimiento del interés en el problema de las
proporciones ideales.

Las matematicas y el arte, por ofra parte, estan intimamente vinculadas en el area
de la perspectiva. Los siglos de experiencia artistica iniciada en la Opfica de
Euclides, en el cual se explica las ilusiones visuales, incluyendo la convergencia
aparente de lineas paralelas. Después de un largo pericdo de oscurantismo y de
falta de interés, se perfecciond una clencia de la perspectiva por los artistas y
matematicos del Renacimiento, los mas notables fueron Brunelleschi, Alberti,
Piero della Francesca, Pacioli, y Durero.

Antes de que transcurriera un siglo, el arte pagd con creces la deuda con las
matematicas al desarrollarse la Geometria Proyectiva iniciada por Desargues, “la
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creacion matematica més original del siglo XVII*, segin M. Kline®, y luego, la
geometrfa proyectiva sentd las bases de la Geometria Descriptiva moderna,

La simetria proporciond un vinculo mucho mas profundo que el nivel visual.
Aungue las simetrias estan parcialmente justificadas por necesidades
estructurales, pareciera como si los artistas a través de las diferentes épocas, con
sus ornamentos, modelos teselados, estrellas poligonaies, espirales y disefios
balanceados, han estado expresando relaciones, sélo que ahora son
completamente explicadas por la teoria matemética de grupos, un desarrollo de
los siglos, XVIll y XIX. Por ejemplo no fue sino hasta 1891, que el cristalégrafo
ruso E. S. Federov demostrd que hay precisamente 17 modelos bidimensionales
esencialmente diferentes. Los disefios fascinentes de M. C. Escher son
particularments agradables para los matematicos como por los artistas que saben
del uso de la tecria de grupos.

Un matematico, como un pintor 0 un poeta, es un productor de modelos. Los
modelos matematicos, como los del pintor o del poeta, deben ser estéticos; las
ideas como los colores ¢ las palabras deben conservar una armonia. La belieza
es la primer prueba. Aunque su medio es diferente —ideas expresadas en simbolos
especiales- el matematico es libre para crear modelos (teorias) que representan el
mundo observable de una manera obvia (por ejemplo, en fisica matemética} o
expresa relaciones mas sutiles en la naturaleza (incluyendo al hombre y su
curiosidad caprichosa). Incluso lo aparentemente sin forma y el azar son
analizados matematicamente en la teoria de fa probabilidad y estadistica, v se
expresa artisticamente en sucesos conscientemente dirigidos.

Dado que fas matematicas y ias artes frecuentemente son tratadas con el mismo
fundamento en diferentes idiomas, sélo los estudios mas cuidadosos pueden
revelar esto.

Las revoluciones en el arte y las matematicas solo han profundizado las relaciones
entre ellas, y esto se confirma por las personas profesionales de ambos campos;
es decir, matematicos que estudian ef arte y artistas que aplican tas matematicas
a su quehacer.

¢ Kiine, M. (1953)
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Se ha observado alge comin enire el manejo emocional necesario para la
creacidn y la satisfaccion de éxito, pues son las mismas si se construye un objeto
artistico o una teoria matematica.

Un tedrico de la estética define belleza como el aspecto cualitativo de la relacion
perfecta de las partes de un todo, y describe las relaciones de transitividad,
conexion, simetria, seriacion, correlacién, adicion, multiplicacion, conmutacién,
asociacion, distribucidn y dependencia; vy sugiere que estos elementos deberian
servir para analizar a las matematicas asi como al arte.

En ambas areas el proceso creativo invelucra la observacion y la experimentacién,
el juicio y rechazo, intuicién y sensaciones, calculos cuidadosos y andlisis,
ocurrencias, y posiblemente resultados que son emocionantes, satisfactorios y
Gtiles a ambos.

Las nuevas matematicas y ias arles nuevas son capaces de intimar de tal forma
de lo que no hemos visto desde el Renacimiento

La Geometria, tal como la han forjado los mateméticos durante largos siglos desde
Euclides, es una geometria sintética de una légica elegante. Los bellos trabajos de
Poncelet y de Chasles sobre la proyeccién, la homologia, la homografia, lanzaron
una nueva luz sobre la geometria de Euclides. Dotaron a esta ciencia de uno de
los primeros ejemplos de transformaciones generales de las figuras que, de
hecho, sirven de base a nuestra geometria superior moderna.

La existencia misma de la geometria implica la nocién de movimiento. Si existiera
un ser pensante, condenado a una inmovilidad absoluta en medio de un universo
igualmente rigido e inmutable, ese ser no podria, no importa que tan poderoso
fuese su pensamiento, imaginar ninguna geometria, pues para ¢l seria
absolutamente imposible comparar dos longitudes. La Geometria es la ciencia de
la comparacién de las figuras y esta comparacion no es posible sino bajo [a
condicion de que podamos desplazar los objetos sobre los cuales razonamos para
ifdentificar en ellos las dimensiones comunes®.

Después de haber realizado un largo rodeo en el dominio de la abstraccion de la
mano de Euclides, regresaremos a lo concreto, Nuestras ideas habran descrito un
ciclo, siguiendo la ley general de la evolucion humana, pero este ciclo no esta
cerrado pues lo describimoes como un torillo que se ajusta a su tuerca y avanza a
cada vuelta. -

* Kline, M. {1953)
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De la geometria pura a la geomefria descriptiva no hay sino un paso, pues la
segunda es una aplicacion directa de Ja primera a los problemas de la practica.

La geometria descriptiva ha pasado por las mismas etapas que la geometria
pura. Después de surgir a la vida en los trazos empiricos de fos antiguos
constructores, fue sistematizada y erigida en ciencia por los gedmetras y
particularmente por Monge y su escuela.

Nos encontramos en presencia de dos escuelas: una teérica que pone la
geometria descriptiva en formulas y la aplica a objetos irreales; la otra practica que
no quiere perder de vista el objeto técnico del dibujo geométrico v lo limita a trazos
utiles.

El principal objetivo de la geometria descriptiva y de la geometria del espacio
consiste en la representacion en trozos de piedra, piezas de madera, partes de
maquinas, detalles y conjuntos arquitectonicos de manera clara y precisa que
permita su ejecucion. El artista, al cual se transmitira el dibujo, debe poder, de un
vistazo, reconocer la forma y los detalles de aquello que debe ejecutar. El papel -
el deber - del disefiador es presentar los objetos de una manera simple. No debe
elegir al azar los planos de proyeccion ni un modo de representacion, sino que
debe elegirlos juiciosamente, para alcanzar el mayor efecto posible. Debe hacer
ver, y para eso, hace falta que primero é/ vea.
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11.2. CONEXIONES MATEMATICAS — ARTE EN
EL RENACIMIENTO

El gran artista aleman Alberto Durero (1471-1528) es mejor conocido por sus
grabados en madera, pinturas y grabados en cobre, asi como por los miles de
libros y articulos que se han escrito acerca de él y su trabajo. Sin embargo, las
matematicas en el trabajo de Durero no han tenido un adecuado reconocimiento,
excepto por los historiadores ocasionales del arte y de las matematicas quienes
han apreciado las relaciones importantes que Durero realizd entre estos dos
campos®.

Durante los siglos XV y XVI, después del oscurantismo de la edad media, ocurrié
¢l resurgimiento de la matematica, ademas de un renacimiento de las artes, Se ha
documentado gue los humanistas y artistas del Renacimiento dedicaron mucha
atencion a las matematicas®. El resurgimiento de la geometria euclideana fue
motivada en parte por su relevancia en los tres problemas clasicos de las
matematicas: (a) La triseccion del angulo, (b} la duplicacion del cubo, y (¢) la
cuadratura del circulo. Con el crecimiento de fa demanda en la ciencia y de las
necesidades practicas también incrementaron la importancia de las matematicas.
Los avances hechos por la navegacién y por los astrénomos de la ciencia 6ptica,
contribuyeron a la aplicacion de las matematicas. Como los escritos de Eudlides
fueron traducidos a muchos idiomas vy circularon a lo largo y ancho del planeta,
los artistas Importantes del Renacimiento como Leonardo da Vinci, Miguel Angel,
asi como Durero, tuvieron oportunidad de leer en las matematicas e! instrumento
para resolver problemas practicos como fratar de representar escenas de gente,
objetos (reales) tridimensionales en lienzos de dos dimensiones.

Durero llevd a sus contemporaneos al restablecimiento de la nocién platénica de la
figura humana ideal. Experimentaron con las formulas matematicas puras
derivadas de Euclides y con proporciones para fa forma humana ideal, tal como lo
desarrollado siglos antes por el arquitecto romano Vitruvio. Leonardo da vinci
consideré a la pintura que era una ciencla. Desde el inicio del Renacimiento
italiano, el arte fue acompanado por {a feoria.

% Doyle, K. (1980)
® Conway, W. (1958); en: Doyle, K. (1980)
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Durero el geémetra’

Durero viajé a ltalia para estudiar matematicas y perspectiva. Estudi6 el trabajo de
Euclides y visitd Bologna para aprender los secretos del arte de la perspeciiva,
probablemente de Fra lL.uca Pacioli, un amigo de Leonardo da Vinci. A su regreso
a Alemania Durero publicd Underweysung der Messung, Nuremberg, en 1525, el
cual contenia problemas de geometria lineal, figuras bidimensionales, cuerpos
tridimensionales, y perspectiva tedrica. Intentd que su trabajo fuera usado no solo
por pintores sino también por orfebres, escultores, talladores de piedra,
carpinteros, evanistas y todos los que requerian mediciones,

La geometria domind el espiritu de los tiempos, y Durero fue un gedmetra natural.
En su primer libro sobre la medicion contiene su teoria de la belleza encontrado en
el alfabeto y disefios para monumentos asi como la seleccion de problemas en
geometria aplicada. Su bisqueda para reducir la forma humana a principios
matematicos se ilustra en cientos de esbozos como el que se muestra en la figura
3.1

Estos estudios de la proporcion ilustran su intenio para dibujar la figura humana
usando métodos cientificos.

Fig. 3.1 Bosquejo de Durero del cuerpo humano como un estudio de la proporcion.
Fuente: Dovle, K. (1980)

” Conway, W. (1958); en: Doyle, K. (1980)
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instrumentos de dibujo matematico

El interés manifiesto durante el Renacimiento sobre los dibujos de la paréabola, la
elipse, la hipérhola, etc., ¥ sus relaciones, fue incorporado por logs matematicos
coma Federico Commandino, entre otros. El tenacimiento de las matematicas
estimuld el desarrollo de instumentos matematicos que podian realizar el dibujo
de varias secciones cdhicas y de dispositivos que dependian de la teoria de las
conicas. El reloj de sol usd proyecciones de la elipse y la hipérbola; la demanda de
mapas estimuld el interés en proyecciones cartograficas; v la teoria de conicas se
aplico para desarrollar espejos parabdlicos. Durerc disefié tres instrumentos para
la construccién de ovalos y de elipses. El instrumento con engranes, ver figura 3.2
a, fue disefiado por Durero para dibujar espirales y epicicloides, v la figura 3.2 b
muestra un instrumento para dibujar elipses.

(@ {b)

Fig. 3.2 Instrumentos disefiados por Durero para dibujar
espirales y epicicloides (a) y elipses (b). Fuente: Doyle, K. {1980)

Dibujos en perspectiva

Los pintores del Renacimiento se preocuparon por la interpretacién realista del
espacio tridimensional en liehzos bidimensionales, y sus estudios condujeron al
restablecimiento de la geometria proyectiva. La construccion geoméirica de la
figura 3.3 ilustra una proyeccién cénica. El centro V de proyeccion representz el
ojo observando una escena en el plano a’. El lienzo estd representado por el
planc a, el cual se supone que es transparente. Si V se considera una superficie
puntual de juz, un punto Py una linea / en el plano a se proyecta sobre el plano
a’como un punto P’y linea I', respectivamente. En general la interseccion de dos
lineas 'y m en el plano a se proyecta en la interseccion de dos lineas 'y m” en el
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plano a’. La excepcitn importante de estas reglas ocurre cuando un plano paralelo
al plano a‘se dibuja a través del punto V. Este plano intersecta al plano a en linea
v, el cual es llamada la [inea de fuga, por una razon obvia. P en v proyecia en un -
punto sobre a” porque la linea VP no intersecta el plano a’ sino que es paralelo a
a’. Ademas, las lineas en el plano a’ que son paralelas a una linea dada /" son
imagenes de lineas del plano a, el cual intersecta a un punto fijo, Q, sobre la linea
defugav.

Figura 3.3 llustracién de la proyeccion conica.
Fuente: Doyle, K. (1980}

Podemos seguir el desarrollo de los principios fundamentales del dibujo en
perspectiva de los artistas del Renacimiento como Leon Battista Alberti, en su
Trattato della pintura (1435) y del pintor Piero Della Francesca en Prospectiva
Pingendi (1470) o los trabajos del siglo XV| de Leonardo, Rafael v Durero. Un
grabado en madera de Durero en su libro Underweysung der Messung, ilustra un
instrumento que él inventd para representar los objetos tridimensionales en dibujos
bidimensionales (ver figura 3.4}

Fig. 3.4 Grabado en madera de Durero donde se ilustra su dispositivo
para representar objetos tridimensionales, en el dibujo bidimensional.
Fuente: Doyle, K. (1980)
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Un artista se sienta frente a su dibujo el cual esta montado sobre un marco vertical
con bisagras colocado sobre una mesa que tiene su objeto, un ladd. Como su
asistente gira el dibujo al lado, el artista observa a lo largo de una cuerda, con el
extremo libre del cual se junta a una parte del lalld. La cuerda pasa a fravés del
marco en un punto que el artista fija cruzando dos ejes, uno horizontal y uno
vertical. Luego la cuerda se suelta y el dibujo regresa al marco, de tal forma que
el artista puede registrar los puntos marcados por los ejes. Ei dibujo es girado
hacia fuera nuevamente, entonces el asistente coloca la cuerda en otra parte del
latd, ¥ el proceso se repite. Gradualmente, el artista realiza un contorno exacto del
latd en perspectiva exacta.

A los estudiantes se
podria  enriguecer la
ensefianza del tema de
proyeccion central y sus
principios fundamentales
dandole a cada alumno
una copia del famoso
gravado de Durero San
Jerénimo en su celda.
Usando regla y lapiz, los
estudiantes pueden loca-
lizar las intersecciones
de las lineas I1, m1 y n1
en un punto Q1, como
se ilustra en la figura 3.5.
Similarmente podrian
trazar segmentos, 12,
m2, y n2 para localizar el
punto de interseccion
Q2. Lalinea Q1 Q2 es la

Figura 3.5 Localizar los puntos de fuga en el
finea de fuga v como se grabado de Durero San Jerénimo en su celda.

describid anteriormente.

Fuente: Doyle, K. (1980)
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11.3. EL DESARROLLO MUSICAL.
PITAGORAS

La figura de Pitagoras esta envuelta en un halo de leyenda, misticismo y hasta de
culto religioso. Y no es tan extrafio si pensamos que fue contemporaneo de Buda,
de Confucio y de Lao-Tse (los fundadores de las principales religiones orientales)

El término "matematica”, al igual que el de “filosofia”, se la debemos a él.

;Cudles son las principales aportaciones matematicas de la escuela pitagérica?.
La primera y quizas la mas importante, el introducir la necesidad de demostrar tas
proposiciones matematicas de manera inmaterial e intelectual, al margen de su
sentido préactico. Los pitagéricos dividieron el saber cientifico en cuatro ramas: la
aritmética o ciencia de los niimeros - su lema era "todo es nlimerco” -, fa geometria,
la musica y la astronomia,

ARMONIA MUSICAL

Pitdgoras propuso que existla una estrecha relacién
entre la armonia musical y la amonfa de los nameros.

Si pulsamos una cuerda tirante obtenemos una nota.
Cuando la longitud de la cuerda se reduce a la mitad, es
decir en relacidn 1:2 obtenemos una octava. Si la
fongitud era 3:4 obtenemos fa cuarfa y si es 2:3
obtenemos /a quinta,

Al menos desde la Antigua Mesopotamia (milenios IV y [l a. C.) el ser humano se
plantea con qué criterio la misica admite unos sonidos y rechaza otros. Las
teorias mas arcaicas justificaron esta eleccion con razcnamientos meramente
religiosos o estélicos, consiguiendo con eso que durante muchos siglos la
afinacién fuese considerada una criba “caprichosa”.
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Ya en el primer milenic antes de Cristo, los caldeos relacionaron muy
estrechamente |la molsica con la astrologia y las matematicas. Asi, quienes
estudiaban las estrellas explicaban el destino de los hombres y la armonia del”
Universo, entrelazando 1a especulacién matematica con los simbolismos. Esto dié
lugar a que numerosos fendémenos coHsmicos fueran representados por
comparacién entre las longitudes de cuerdas tirantes. De este modo aparecieron
cuatro relaciones que, por su importancia, tomaron nombres propios, Estas son:®

1/1 (unisono),  1/2(octava),  2/3 (quinta),  3/4 (cuarta).

Se sabe que para los caldeos, el estudio de las propiedades de los nimeros
resulté fundamental en la prediccion de los sucesos, y en este sentido destacaron
fundamentalmente el 4 y el 7, siendo este Uitimo, probablemente, ef nitmero de
notas de la antigua escala caldea.

Aunque e! conocimiento de tales materias nos ha llegado por conducto de varios
autores clasicos (Fildn y Plutarco entre ofros), hay poderosas razones para creer
que Pitdgoras de Samos (580-500 a. C), tras un largo periodo de estudio en las
escuelas mesopotamicas, llevé a Grecia las teorias de la miasica y los principios
de la afinacion.

Pitagoras, sin duda, fue e! primer pensador occidental gue atribuyé a la musica, vy
al resto de las cosas un caracter numérico. Dedujo que un sonido musical
producido por una cuerda vibrante varia en razon inversa a su longitud, esto es:
‘cuanto mas corta sea la cuerda, tanto mas aguda serd la nota producida’. Con
ello fijd matematicamente el concepio de octava que los misicos venfan usando
en los siguientes términos: “un sconido es una octava mas alto que otro si la
cuerda gque lo produce es la mitad de larga que la del primero”. Y estos sonidos no
s6lo reciben el mismo nombre, sine que, para todos los efectos, se considera que
son equivalentes.

El sistemna de afinacion pitagérico se fundamentaba en tres principios:

a) La musica se basa en 7 notas. El hecho de que sean siete los sonidos
fundamentales no representa una originalidad pitag6rica, puesto que los

® En Historia General de la Musica de A. Robertson y D. Tevens (1988), ed. Alpuerto S. A.
se justifica como relacionaban estas cuatro fracciones con las estaciones del afio.
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caldeos ya lo consideraban asi. Sin embargo, la novedad esta en utilizar este
numero para reforzar la idea de la armonia de las esferas celestes®.

b) La frecuencia de una nota puede ser multiplicada por o dividida entre 3, el
namero de veces que se quiera. Es decir, que fa fongitud de las cuerdas puede
ser multiplicada o dividida por 3 cualquier nimero de veces,

¢) La frecuencia de una nota puede ser muiltiplicada o dividida por 2 cualquier
nimero de veces. Con esto lo que harfamos es ir subiendo o bajando octavas
respectivamente.

d) Con estos tres axiomas se dispone de suficiente criterio para determinar las
notas musicales.

Asi pues, la estrecha relacion entre las mateméticas y la misica se conoce desde
la antigiedad griega con mayor claridad. Se sabe que la Escuela pitagtrica
etabord una teorfa de la mdsica, muy elogiada, que se basaba en los nimeros. Sin
embargo, no todo fueron elogios para esta concepcién matematica de la musica.
Por ejemplo, en la Metafisica de Aristdteles se censura a los pitagdricos porque
afirmaron *... que muchos atributos de los humeros pertenecfan a los cuerpos
sensibles; postularon que... los atributos de los nimeros existian en las notas
musicales, en los cielos y en otras muchas cosas”.

No obstante, a pesar de las criticas, la teoria numérica musical de Pitagoras se ha
aceptado durante muchos siglos. Sera a partir del Barroco cuando se empieza a
distinguir claramente entre la misica como ciencia y la misica como arte: frente a
G. Zarino y sus leyes matematicas, Vicenzo Galilei, padre de Galileo Galilei,
sostiene que la palabra y la emocion humana son las guias de la musica.

Intentar resolver esta discusion histdrica resultaria pretenciosc por nuestra parte,
por ello no se ha intentado abordar el estudic matematico de la misica de manera
profunda,

Desde finales del siglo XVII, algunos tedricos de la acustica (entre ellos destaca
fundamentalmente Andreas Werckmeister), conscientes de la dificultad de la
afinacion pitagdrica, propusieron sistemas que establecian subintervalos de

° Segln afirma F. Vera en Historia de la Ciencia, Ed. Barcelona (1937), los tonos de la
armonia universal estan relacionados con las distancias interplanetarias de la forma
siguiente: las distancias Mercurio-Venus, Luna-Marte y Marte-Jupiter son de ¥z tono; las
de Venus —Sol, Japiter-Saturno y Saturno-Zodiaco son de 1 + % tonos; v la distancia
Tierra-Luna es de 1 tono. Si se suman todas ellas se obtienen los siete tonos
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frecuencias de la misma longitud, consistia en fijar a priori la cantidad de notas
que se debe manejar, y con esto obtener los nimeros adecuados dentro de un
intervalo (1,2).

Por otra parte, las funciones trigonométricas dieron al hombre el primer chispazo
de comprension de la naturaleza de los sonidos musicales, y este conocimiento se
utilizé en el proyecto de dispositivos como el teléfono, el fondgrafo, 1a radio y las
peliculas sonoras.

Después de los pitagoricos, los matematicos y los fisicos estuvieron convencidos
de que los sonidos musicales tenian importantes propledades matemaéticas, y la
musica, junto con fa aritmética, la geometria y la astronomia, se volvié parte del
cuadrivio {0 conjunto de las cuatro artes matematicas, que son las acabadas de
mencionar,. incluida la misica como fal). Estas cuatro materias se estudiaron
conjuntamente durante toda la Edad Media. Si bien los griegos, los arabes y los
matematicos del medievo continuaron investigando los sonidos musicales y
escribieron libros de musica, en esencia sus trabajos se limitaron a la elaboracién
de nuevos sistemas de escalas para masica instrumental y vocal.

Fueron los matematicos y fos fisicos del siglo XVl quienes iniciaron otra clase de
investigaciones v efectuaron la siguiente serie de descubrimientos importantes.
Nombres familiares, como los de Galileo, su discipulo y colega francés el padre
Marin Mersenne {1588-1648), Hooke, Halley, Huygens y Newton, estén asociados
a resultados nuevos vy trascendentes. Mienfras que los pitagdricos estudiaron
cuerdas de diferentes longitudes pero tensiones iguales, Mersenne estudid el
efecto de cambiar la tensién y la masa de una cuerda y encontrd que un
incremento de la masa y un decremento de la tension producen notas méas bajas
en una cuerda de longitud dada.

Este descubrimiento fue de los més importantes con respecto a los instrumentos
de cuerda, tales como el violin, y el pianc Para hacer factible la amplia gama de
sonidos que producen estos instrumentos con meras variacionesde la longitud de
sus cuerdas, se habria necesitado que estas fueran grandes con exageracion.
Galileo y Hooke demostraron experimentalmente que cada sonido musical se
caracterizaba por un ndimero definide de vibraciones en el aire por segundo. La
determinacion de la velocidad del sonido (de aproximadamente 333 m/seg en el
aire) fue otra de las realizaciones de ia época.

Los mejores matematicos del siglo XVill, Leonhard Euler, Daniel Bernoulli (1700-
1782), Jean fe Rond d"Alembert (1717-1783) y Joseph Louis Lagrange, estudiaron
cuerdas vibrantes, como las del violin, y discutieron entre si vigorosamente si las
funciones trigonométricas se prestaban 0 no para representar las vibraciones.

- 46 -



Luego vino el andlisis matematico de las ondas sonoras y resultd ser el
instrumento principal del dominio tedrico de los sonidos musicales. Es facil ver por
qué las matematicas fueron de inestimable utiidad en estas investigaciones, pues
la observacion del aire, aln del aire durante el proceso de propagacion del
sonido, no revela nada.

Estamos interesados en el andlisis de los sonidos musicaies en contraposicion a
los ruidos. Sin embargo, en el contexto presente, €l término "sonido musical” se
utiliza en sentido técnico e incluye no solo los sonidos que cominmente se
entienden como musica sino también los sonidos del habia ordinaria. En realidad,
a lo que el fisico se refiere en este caso seria representado mas correctamente
por término sonido inteligible. También, se debe distinguir entre el sonide como
movimiento del aire y el sonido como sensacidn que experimentan los seres
humanos. El primero es un fendmeno fisico que ocurre en el espacio y cuyas
propiedades fisicas y matematicas son fisicas. Por otro lado, lag sensaciones que
el ser humano percibe porque el aire en movimiento llega a sus oidos y estimula
clertos nervios que dependen de su sentido de la audicion y varian de una
persona a otra. Hay por ejemplo, sonidos fisicos que los hombres son incapaces
de oir. No obstante que algo se tendria que decir sobre la percepcion del sonido,
el interés primordial es el de entender el fendmeno fisico.
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[ll. 4. EL GRAFISMO INFORMATICO

Tres son las actividades en que podemos localizar los origenes de las
matemdticas: el conteo, la medicion y las artes visuales’. De las tres, las dos
primeras son las que han recibido mayor atencién. Disponemos de textos antiguos
donde se tratan los problemas de conteo y medicién, textos que constituyen
registros palpables de las matematicas primitivas, aunque se cuentan con
inumerable muestras de las arfes del tejido, la arquitectura, la ceramica, la
orfebreria, y muchas ofras, tan sdlo podemos inferir en ellas una relacion implicita
con las mateméticas. A lo largo de los siglos, la imporancia de la mateméatica
explicita en el campo artistico ha crecido y menguado y vuelte a crecer. Philip,J.
Tiene la impresién de que el artista es con frecuencia inconscientemente
matematico, que descubre y redescubre ideas de distribucién espacial, de
simetria, de periodicidad, de naturaleza combinatoria o transformacional;, que
descubre, en sentido visual e intuitivo, tecremas de geometria. En cambio son
pocos los periodos de matematizacién consciente.

En el Renacimiento, la pintura tuvo muchas veces una cualidad Matematica. Los
pintores estaban interesados por ia geometria del espacio, por los problemas de la
perspectiva y del escorzo. “Nadie lea mis obras que no sea matematico”, escribio
Leonardo da Vinci en su Trattato delfa pintura. Algunos de los grabados de Durero
muestran al pintor trabajando con cuadriculas coordenadas trazadas con regla, de
manera que la coordinacidn entre mano y ojo se refuerce automatica y
matematicamente.

El artista de mas vigoroso atractivo matematico y generalizada popularidad de
afios recientes es, sin duda, el holandés M. C. Escher (1898-1972). Escher era un
geometra intuitivo, que en sus afios dltimos frabajé con matematicos
profesionales. Su obra ha recibido el espaldarazo de convertirse en el piso de
patios. Escher expone graficamente las paradojas de la autoalusion y los misterios
y amenidades metafisicos que emanan de estas paradojas.

En el fondo, el arte grafico no es mas que cierta cantidad de pintura extendida
sobre un lienzo o un poco de tinta depositada en papel. A través del sentido de la
vista y de su interaccidn con la imaginacion, es com(n asociar estas manchas y
puntos con otros objetos del mundo fisico o mental.

' Tomadas algunas partes de Philip, J. (1989)
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El arte siempre se nutre de la tension
entre metaniveles, entre el ser y el no
ser. Las paradojas de Escher son parte
del amplio arsenal de ilusiones e
imaginerias de que dispone el artista. La
escalera sin fin de su dibujo Ascenso y
descenso induce a confusion espacial y
suscita la risa, vy, en consecuencia,
padece el generalizado juicio estético
que tiende a situar el ingenio, la frase
aguda, la ironia y la comedia a nivel

inferior que la tragedia, la temerosa
admiracién, o la sugerencia de lo
trascendente.
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Bastante mas sutil es la estética de
Cielo y agua de Escher. Encontramos
en ella una division regular del plano, un
grupo de sutiles transformaciones de la
figura en si misma, una forma tan
ingeniosa como inteligente de utilizar el
humor visual, en la cual el espacio
comprendido entre las figuras va siendo
a su vez organizado en figura
secundaria de creciente importancia.

Esta clase de intelectualidad le resulta
sumamente atractiva al matematico, que
ve en la figura una aplicacion de la
teoria de grupos y la descompone en
trasla-ciones, simeirias, inversiones,
giros, etc. Al lego matemaético, la figura
le produce la misma grata impresién
que todas las obras que exhiben
regularidad suficiente para manifestar
grupos de simetrias.

Fig.3.7 Cielo y agua. Escher




Las necesidades de los cientificos en materia de grafismos no pasan, con mucha
frecuencia, de la mera grafica de una funcion matematica de una variable, y = f
{x), representada sobre unos ejes cartesianos rotulados con una leyenda
explicativa. A veces se necesita una funcion de dos variables, z = f (x, y) que
puede ser mostrada en forma de secuencia de curvas unidimensionales, © como
proyeccion de una superficie bidimensional sobre un plano. En ocasiones, las
necesidades gréaficas de la clencia van mas alld, y se hace preciso ensamblar
figuras muy complicadas combinando elementos simples, como sucede al mostrar
la organizacion espacial de los dtomos que componen la molécuia,

El disefio geométrico asistido por computadora (CAGD) es una nueva rama de la
informatica matematica cuyo objeto es la creacion y manipulacion de las formas y
perfiles de las superficies adecuadas para la produccién industrial.

En las dltimas dos décadas se ha desarrollado una linea de investigacion, iniciada
por Benoit Mandelbrot, cuyo tema son los objetos llamados fractales. Un objeto
gue presenta la misma estructura al cambiarsele indefinidamente la escala de
observacion recibe el nombre de fractal. En la naturaleza existen muchos
fenémenos de caracter fractal, por ejemplo la trayectoria que sigue una particula
que realiza movimiento browniano (en zigzag); también los paisajes naturales
presentan caracteristicas de los fractales'!.

Se puede construir un tipo de figuras fractales siguiendo el siguiente ejemplo:
Tomemos un tridngulo equilatero cualquiera (figura 3.8 (a)) al que denominaremos
iniciador, Dividanse cada lado en tres partes iguales. En las partes intermedias de
cada lado afiadanse dos [ados de un frianguio equilatero cuyo {ado sea igual a la
tercera parte del lado original. Se obtiene asi la figura 3.8 (b). En seguida dividase,
otra vez, cada uno de los lados de la figura asi formada en tres partes iguales, y
en cada parte intermedia afadanse dos lados de un triangulo equilatero cuyo lado
sea igual a la jongitud resultante, Se encuentra asi la forma mostrada en la figura
3.8 (c). Si se continda indefinidammente este procedimiento se encontrara una
forma parecida a la mostrada en la figura 3.8 (d). La curva de la figura 3.8 (d) se
llama curva de Koch.

Los mateméticos, que han creado figuras de dimensién fractal, que han revelado
mundos visuales insospechados que acechaban ocultos en sencillas formulas; los
procesadores de imagenes, que se han afanado y convertido en tratables sus
técnicas de Fourier; los expertos en el campo de la vision, que nos informan de lo

" Braun, E. (1996)

-50 -



que vemos en el borde de un objeto, han contribuido todos a la creacién de un
grafismo informatico de la mas asombrosa variedad y calidad visual.

Fig. 3.8 Pasos que se siguen para construir el fractal llamado Curva de Koch.

@ (@) i
: © I @

A continuacién se presentan diversos fractales generados por computadora. En
cada caso se ha utilizado un procedimiento repetitivo diferente, como el anterior.
Fuente: Braun, E., (1899).

Fig. 3.9 ‘
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En las primeras etapas del arte por computadora, sus adeptos habian de poseer
una importante preparacion matematica formal (y no meramente intuitiva). En
aquella época, los elementos visuales béasicos eran especificados
matematicamente, Los lenguajes en ordenador en los que se efectuaba la
programacion eran de nivel bajo o intermedio. A mediados de la década de 1870
el impulso se dio en el sentido de frasladar |a técnica a lenguajes de mas alto nivel
y a liberar la componente artistica de las componentes matematica vy
programatica. La introduccion con éxito del |apiz optico, de la tableta de esbozos y
de fa palanca universal de mando (joystick), disponible ya en lenguaje de alto
nivel, el artista podia actuar casi (aunque no del tode) como si se valiera de lapiz,
pluma o pincel: el artista informatico puede dibujar sobre la superficie de la
pantalla, o sobre la tableta, a la manera convencional. Puede mojar su pincel en
una_ paleta de colores, indicar el matiz deseado, su intensidad y saturacion. Estan
a su disposicion centenares de colores, ofrecidos en el ment. Resulta fascinante
ver trabajar a un artista diestro con un programa PAINT y comparar su
coordinacion mano/ojo con la del pintor de acrilicos o de Gleos.

La década de 1970 vio también un pujante desarrollo de los dibujos animados
realizados por computadora. En el caseo de figuras humanas o de sus caricaturas,
se requiere una clerta sutileza matematica para hacer que el ordenador interpole
automaticamente entre una figura inicial y la final.

En la actualidad, los grafos y fa animacion por computadora, combinados con las
técnicas convencionales de animacion, fotografia, de efectos especiales estén
produciendo fantasticos desarrollos. ;Cual es la relacion entre las matematicas y
un grafismo informatico plenamente maduro?. En |a etapa actual de la tecnologia
resulta dificil separar el productc de la técnica. Toda la componente de
programacion, el software, esta todavia en fluctuacidon continua, El propio artista
esta estableciendo y estabilizando programas. Como la programacion es algo
abierto e inconcluso, el artista se encuentra en conflicto. ¢ Debe dedicar su tiempo
a la creacion de arte por alguna de las vias ya disponibles, o debe desarrollar
estructuras adicionales de soffware para atender las necesidades presentes o
futuras?. El grafismo informatico es atn un medio joven.
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La arquitectura y el espiritu matematico

A menudo me encuentro mas cerca de los mateméticos que de mis colegas los
arlistas. Todos mis frabajos son juegos. Juegos serios. M. C. ESCHER.

La arquitectura, fa escuitura, y la pintura dependen especificamente del espacio,
estan obligadas a la necesidad de administrar el espacio, cada una de ellas por
sus medios apropiados. La clave de la emocion estética es una funcion espagcial.

Accion de la obra (arquitectura, estatua o pintura) sobre lo que la rodea; ondas,
gritos o clamores (el Partendn sobre la Acropolis de atenas), rasgos que saltan
como radiaciones, como accionados por un explosivo; el lugar, proximo o lejano,
es sacudido, afectado, dominado o acariciado por ellos.

La precision exigible aqui en todos los actos destinados a provocar una emocion
de calidad es de orden mate-
matico. Hay una palabra que
expresa su resultado: armonia.
La armonia es la coexistencia
feliz de las cosas, coexistir
implica una doble o maulliple
presencia, por consiguiente
requiere relaciones y acuerdos.
De  qué acuerdos? Del
acuerdo entre nosotros y &l
medio, entre el espiritu del
hombre y el espititu de las
cosas, enfre la matematica
existente y la que aueda por
desarrollar.

Fig. 3.10 Dibujando Manos. Escher

Las matematicas no son, para el artista, operaciones. No se trata forzosamente de
calculos, sino de presencia de una realidad; de una ley de resonancia,
consonancia y ordenacion infinitas. El rigor es tal que de elia resulta
verdaderamente la obra de arte, va se trate de un dibujo de Leonardo, de
impresionante exactitud del Partenén — comparable con 1a talla de su marmol a la
talla de las maquinas herramientas-, del implacabie e impecable juego constructivo
de la catedral o de la unidad que da Cézanme a la ley que determina el arbol, el
esplendor unitario de las ralces, del tronco, de las ramas, de las hojas y de los
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frutcs. No hay ningdn azar en la naturaleza. Si se comprende qué es la
matematica en el sentido filoséfico se la discierne en todas sus obras. E! rigor, La
exactitud, son los medios de la solucidn, la causa del caracter, la razon de la
armonia.

Signo da una medida. Dar la medida, tomar la medida, hacer reinar la medida, son
actos inevitables de la ordenacién, son los medios del orden.

Las medidas y la medida conducen a proporcionar las cosas. Las leyes
administran las proporciones que producen los caracteres. Nuestros pintores y
escultores actuales deberian de conocer la fecunda e inagotable seccién aurea.

Fig 3.11 Sof y Luna. Escher'?

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN |

12 Los dibujos de Escher, reproducidos aqui, fueron bajados de internet.
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Teselados.

La palabra teselado viene del latin fesselfae {mosaico) que era el nombre que.
daban los romanos a los pequefios azulejos usados en los pavimentos y los muros
de la antigua Roma. Un teselado o mosaico regular se hace repitiendo la misma
forma una v otra vez. En seguida se muestra un métede para obtener teselados
fipo Escher.

Se empieza con una forma simple a partir de ia cual se obtengan teselados
simples. Se quita un pedazo pequefio y se afiade al lade opuesto. Siguiendo este
procedimiento varias veces y con un poco de imaginacion se van convirtiendo en
figuras.

T T
I T
4 :

i
.. : i

N
e

Fig. 3.12 Pasos para obtener Teselados
Fuente: Langdon, N. y Snapes, Ch. (19985)
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IV
Las Matematicas
y 1a Masica
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IV.1. EL VINCULO FUNDAMENTAL

Leibniz escribié alguna vez: “la muisica es un ejercicio de aritmética secreta y el que se
entrega a ella ignora que maneja nimeros”. En efecto, el vinculo entre la musica y
ciertas partes de las matematicas es muy estrecho y esto se debe principalmente a las
razohes siguientes:

1. El efecto de un sonido musical sobre nuestro oido depende ante todo de su altura
(los fisicos dicen de su *frecuencia”, es decir, del nimero de vibraciones por
segundo del cuerpo que emite ef sonido). Decir que oimos la nota musical Dos o
decir que nuestro oido registra 256 vibraciones por segundo significa lo mismo,

2. Cuando oimos dos sonidos simultaneos esto equivale a percibir una relacion de dos
nameros. Oir Do y Sol de la misma gama equivale a “oir” la relacion 3/2, que es la
de sus frecuencias. Ahora bien, la experiencla musical demuestra que el efecto
estético de un acorde depende casi exclusivamente de la relacién de sus
frecuencias. Todo el problema de la armonia es, pues, el de una eleccidon de
relaciones

3. A estas dos razones (melodia y armonia’), se afiade el del ritmo (otro elemento de
la'misica) que es de naturaleza esencialmente artimética.

Los colores, que también se diferencian por su frecuencia, desempefian con respecto a
la vista el mismo papel que los sonidos con respecto al oido; nuestro ojo y nuestro oido
son contadores de frecuencias. Sin embargo, hay una diferencia enorme entre la
utilizacién de los colores y la utilizacion de los sonidos: un pintor puede colocar sobre su
lienzo colores de cualquier frecuencia (color), pero un compositor musical no puede
poner en sus obras sonidos de altura (frecuencias por segundo) arbitraria. ;por qué?

Primero porque tiene que escribir su musica. Haria falta un ndmero infinito de signos
para designar todas las alturas de los sonidos; el deciframiento de esta escrliura serfa
casi imposible y en todo caso muy lenta. Por otra parte, la musica esta hecha para ser
ejecutada y la gran mayoria de nuestros instrumentos no puede emitir mas gue un
numero limitado de sonidos.

Ademas, nuestro oido es incapaz de percibir la diferencia entrs dos sonidos muy
cercanos. Este “poder separador”, varia evidentemente entre los individuos, pero en

' Mas adelante se desarrollarg con detalle cada uno de estos términos.
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general, no permite distinguir, por ejemplo sobre el viclin, una diferencia de posicion de
los dedos del orden de los 2 milimetros. Por estas razones, es in(til el empleo de todas
las frecuiencias. No obstante, se admite que un oido ejercitado puede discriminar en la
extension de una octava alrededor de 300 sonidos: pero sigue siendo demasiado para
la escritura musical y para los instrumentos (un piano de 8 octavas tendria que tener
2400 teclas).

Con fines musicales, esto ha obligado a no utilizar mas que un nimero restringido de
sonidos en cada octava, que es el intervalo de base natural. Se dice que dos notas
estan a la octava si la frecuencia de una de ellas es el doble de la frecuencia de |a otra.

La cuestién planteada, pues, desde que la mUsica se convirtid en un arte es la
sigltiente: ,como slegir entre los 300 sonidos discernibles {por el ser humano) de una
octava, una gama de unos pocos sonidos?

Es importante que se comprenda todo lo que esta cuestion tiene de importante; esto
determinaria la suerte de la musica durante milenios, si no es que para toda la
eternidad.

Para entrarle al desarrolio de esto que es la esencia de la relacién entre la misica y las
matematicas, en seguida vamos a definir algunos conceptos de la Masica, la Fisica y
las* Matematicas, y después, finalizaremos con el proceso histdrico de la musica que
tiene que ver con la Filosofia misma,
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IV.2 LA ACUSTICA

La acistica es parte de la Fisica que trata de [a formacion y la propagacion del sonido.

La musica utiliza al sonide como su materia prima, para transmitir pensamientos e
inquietudes. ’

El sonido es una perturbacion de una onda que viaja a través de un medio y que es
capaz de excitar el oido, originando la percepcion auditiva. Su naturaleza esta dada
como un movimiento ondulatorio longitudinal perceptible al oido.

Desde el punto de vista de fa Fisica, los sonidos se clasifican segun la forma de la
onda: en ruidos y sonidos musicales.

Los ruidos son aquellos sonidos originados por una serie irregular de vibraciones que
producen sensaciones desagradables al oido, fisicamente hablando, son ondas no
periddicas; por ejemplo, &l sonido del escape de un auto. Los sonidos musicales son los
que se originan en una serie regular de vibraciones u ondas periddicas capaces de
producir en nuestro oido una sensacidn agradable; por ejemplo, el sonido producido por
una cuerda de guitarra.

Las vibraciones son movimientos oscilatorios que ejecutan los cuerpos sonoros o
elasticos. El sonido es el resultado de las vibraciones que ejecutan las moléculas de un
cuerpo eléstico 0 sonore por efecio de percusion o frotamiento,

El sonido se percibe a través de ondas sonoras perc requiere de un medio de
transmision.

Medios de transmision del sonido

La materia, en cualquiera de sus estados fundamentales es el medio en que se
transmite el sonido. Entre mas compacta estéd la materia, mas répido transmite el
sonido. Fig. 4.1
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Fig. 4.1

-----------------

Gaseoso Liquido Sélido Vacio
Particulas Particulas Particulas No hay materia

. No se transmite
Muy separadas. menos separada Muy juntas &l sonido.

El desencadenamiento de choque de las moléculas de un cuerpo sonoro se realiza

mas rapido cuando se encuentran mas juntas unas de otras. Fig. 4.2
Fig. 4.2

o‘o

Estas moléculas se desplazan mas
despacio y por lo tanto, tardan mas
tiempo en transmitir el sonido

@ =9 @™ @ =

Estas moléculas tardan menor
tiempo en transmitir el sonido

En el estado sdlido, la transmision del sonido es mas répida, pero desde el punto de
vista musical, el medio mas usual es el gaseoso, a través del aire (el cual esta formado
por 21 % de oxigeno, 78 % de nitrogeno y el resto de gas carbbnico, inertes, polvo y

contaminantes).

Cuando llueve y simultaneamente truena, primero percibimos el relampago y
posteriormente escuchamos su sonido. De esta manera, podemos observar que el
sonido producido tarda cierto tiempo para llegar a nosotros,

El sonido se propaga con movimiento uniforme a través de medios elasticos y su
velocidad depende de la densidad del medio. A mayor densidad, mayor velocidad del
sonido. En la tabla 4.1 se muestra la velocidad del sonido en diferentes medios.
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Experimentalmente, se ha observado que la velocidad de propagacién del sonido en el
aire varia 0.6 m/seg por cada grado de temperatura que se eleve. Sin embargo, se usa
como valor promedio de la velocidad del sonido en el aire, 340 m/seg.

Medio Temperatura {° C) Velocidad (m/seg)
Aire 21 344
Agua 15 1480
Acero 20 5130
Aire 0 331
Qxigeno 0 317
Caucho 0 540
Aluminio 20 5100
Vidrio 0 5200
Alcohol 0 213
Tabla 4.1

Representacién grafica del sonido

El origen de como se produce el sonido puede ser representado de manera semejante
al movimiento arménico simple (M.A.8.). El MAAS. es la proyeccion de un punte que
gira con velocidad uniforme alrededor de una circunferencia. Fig. 4.3

Fig. 4.3
vAg
ygS
P 7
Fuente luminosa Punto que gira con Sombra del punto
Velocidad uniforme en la pantalla
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Al proyectar linealmente este movimiento utilizando una frecuencia en el tiempo
transcurrido, obtenemos el movimiento ondulatorio simple que es como se representan
las vibraciones de un cuerpo elastico que produce sonido, Fig. 4.4

4,,_Crestal

Amplitud
. | N
i ! v
E I Tiempo
] Valle , medido en
l &.. : segundos
i E
 EGLL SRR Ciclo =rmmmmmmom——————- Lo

Fig, 4.5 Onda sonora

Los fendmenos aclsticos llamados ruidos, son sonidos también, ondas producidas por
vibraciones sélo que por su gran cantidad de vibraciones secundarias, molestan al cido
humano ya que son dificiles de separar y simplificar. Ejemplo, ver Fig. 4.5

Fig. 4.6 El Sonido

a) Sonido musical b) Ruido
Onda sonora simple. Agradable al oido  Onda sonora irregular. Desagrable al oido
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Las ondas sonoras se estudian y se miden de acuerdo a su frecuencia.

Frecuencia es el nimero de ciclos o vibraciones gue se producen en un segundo; y
Hertz es la medida de frecuencias por segundo, o vibraciones por segundo. Hertz = Hz
= ndmero de vibraciones / segundo.

La velocidad de propagacion del sonido se puede calcular conociendo la distancia
recorrida de la onda X, y el tiempo en recorrerla, t; ésto es:

V=Xt
Donde V es la velocidad de la onda.

Si se conoce la longitud de onda L, y el periodo T, entonces se puede emplear la
ecuacion:

V=L/T

Ejemplo. Un rayo cae a 1700 m distante de un grupo de personas gque escucharon un
trueno 5 segundos después de observar el briflo del reladmpago. ¢ Con qué velocidad se
manifiesta la onda sonora?

Resolucion.

Como V = X /1, entonces solo basta sustituir en la ecuacién; por lo tanto, V = 1700 m /
5 seg = 340 m =seg.
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[V.3 CUALIDADES DEL SONIDO.

Se denominan cualidades del sonido a aquellas caracteristicas o propiedades que lo
acompafian y que nos permiten distinguir unos sonidos de otros, Desde el punto de
vista fisico, estas cualidades se llaman: tono, intensidad y timbre.

Tono.

Es la cualidad que nos hace distinguir un sonide grave de uno agudo, y esta cualidad
estd directamente relacionada con ia frecuencia (ndmero de ciclos por segundo —
Hertz). Los tonos graves tienen bajas frecuencias y los tonos agudos poseen altas
frecuencias , de ahf que a los sonidos graves se les llame también como “bajos” y a los
agudos como “altos”.

Se ha determinado, con mediciones experimentales, que el oido humano percibe
Unicamente sonidos cuyas vibraciones (frecuencias) se encuentran aproximadaments
entre 20 y 20000 ciclos por segundo (Hz). Este rango es variable de acuerdo a las
capacidades auditivas de las personas.

Las ondas con frecuencias mencres a 20 Hz son llamadas ondas infrasdnicas. Las
ondas con frecuencias superiores a 20000 hz, son llamadas ondas ultrasonicas o
ultrasonidos. Estas ondas son muy ulilizadas en comunicaciones, en la industria y en la
medicina moderna para tratamientos musculares, ecografias, terapias, etc.

Para su manejo y estudio, el range o banda de frecuencias audibles (20-20000 Hz) se
ha dividido en 3 grupoes ¢ subbandas, a saber: los sonidos graves, medios y agudos,

Se llaman tonos graves o bajos a aquellos cuyas frecuencias estan comprendidas entre
20 y 500 Hz; tonos medios son aquellos cuyas frecuencias estan enfre 500 y 5000 Mz,
y agudos o altos los que tienen frecuencias entre 5000 y 20000 Hz

La figura, 4.6 a), muestra el espectro auditivo dentro de rangos normales de audicion y
la figura 4.6 b) nos permite diferencias fisicamente la forma de la onda, cuando el tono
es grave o bajo ¥ cuando és alto o agudo.

Como la frecuencia esta relacionada con ia velocidad de propagacion y con su lengitud
de onda, se puede escribir a continuacién una expresion que contiene” estas tres
variables

F=V/L

64



Donde F es la frecuencia en hertz, V es la velocidad depropagacion de la onda, en
metros sobre segundo v L, |a longitud de onda expresada en metros.

La ecuacidbn nos muestra que la longitud L, es inversamente proporcional a la
frecuencia. A mayor frecuencia menor es la longitud de onda.

Ejemplo. ¢Cudl es la frecuencia de un sonido que viaja en el agua, si su longitud de
onda es de 0.4 m?

Resolucién. Como la velocidad promedio de un sonido en el agua es de 1480 m/seg,
entonces al reemplazar los valores, se tiene:

F=1480m/seg / 0.4 m. =3700 Hz

a) Espectro Auditive

20 Hz 500 Hz 5000 Hz 20000 Hz

Infrasonido Graves Medios Agudos | Ultrasonido

[ Espectro audible ]

Grave

Aguda

b} Onda de frecuencia grave y aguda

Fig. 4.7
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Intensidad.

La intensidad es otra cualidad del sonido due nos hace diferenciar un sonido suave de
uno fuerte, y es fa amplitud de onda lo que determina la intensidad, una vibracion con
una amplitud grande sera percibido como fuertre y viceversa.

0 Suave e —1 seg. 0 Fuerte 1seg.

Timbre

Nos ayuda a distinguir instrumentos o fuentes sonoras diferentes. E| timbre esta
determinade por las vibraciones secundarias que acompafan a un sonido.

Las vibraciones secundarias de un sonido se llaman arménicos, la manera en que se

combinan y actian los arménicos es lo que hace que escuchemos sonidos diferentes.
Fig 4.7

Violin Flauta

0 1 Seg. 0 1 Seg.

Fig, 4.7
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IV.4. INSTRUMENTOS MUSICALES

El objetivo de un instrumento musical es producir sonidos placenteros al oido. Los
instrumentos musicales modernos se clasifican en actsticos y eléctricos. Los primeros
producen sonidos por métodos fisicos, mientras que los segundos lo hacen recurriendo
a técnicas electronicas de simulacion. Los instrumentos acisticos, pueden ser de
cuerda, de viento y de percusion.

Los instrumenios de cuerda generan sonidos como resultado de la fuerza de tension
ejercida sobre una cuerda estirada. Al tensionar una cuerda estirada y soltarla, esta
{ltima retrocede, pero debido a que tiene una masa y una inercia, no retorna a su
posicién de reposo, sinc que continla en su movimiento curvdndose en el sentido
opuesto. Ver figura 4.8

Fig. 4.8 Principio de Funcionamiento de un instrumento de cuerda.
Fuente: CEKIT, (1992)

En este caso, |a tension actia en sentido contrario y vuelve a empujar a la cuerda hacia
atras. Como resultado de esta vibracion y del movimiento del aire circundante, se
produce un sonido caracteristico que es amplificado mediante una caja de resonancia
acoplada al instrumento. Ejemplos de instrumentos de cuerda son el arpa, el violin, la
guitarra, la viola, el violoncello, el contrabajo, etc. L.a voz humana se considera un
instrumento sonoro. El proceso de formacion de la voz se inicia desde los pufmones,
los cuales impulsan una corriente de aire hacia las cuerdas vocales ubicadas en [a
taringe. Durante la inspiracion los pulmones se llenan de aire, y en la exhalacién las
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cuerdas vocales se tensan y se acercan entre si, vibrando al paso del aire a una
frecuencia que depende de su propia masa, longitud y tension.

Los instrumentos de viento se basan en las propiedades de los llamados tubos
sonoros, ver fig. 4.9, los cuales resuenan a frecuencias relacionadas amonicamente
dependiendo de la forma gue da a sus labios el intérprete y de la estructura propia de
cada instrumento.

Fig. 4.9 Principio de funcionamiento de un instrumento de viento.
Fuente. CEKIT, (1992)

Un tubo de longitud L, por ejemplo, abierio en ambos extremos, vibra a una frecuencia,
f = V/2L, siendo V la velocidad del sonido.

Un tubo cerrado en un extremo produce un sonido una octava mas grave que un tubo
abierto de la misma iongitud. Ejemplos de instrumentos de viento son la ocarina, el
fagot, el saxofén, el clarinete, el corno inglés, las zampofias, efc.

Los instrumentos de percusién generan sonidos como resulfado de un movimiento o
goipeteo que se repite secuencialmente. Ejemplos de instrumentos de percusion son
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los timbales, las campanas, el xilofono, el bombo, el tambor, los platillos, ta marimba, el
piano, etc.

Tanto la voz humana, como los instrumentos musicales, tienen cada uno su propio
espectro de frecuencias. Estos rangos se ilustran en la figura 4.10.

Espectro de frecuencias de instrumentos y voces

Platites

Flauta
Saxofon

Claringle

T —
conlralic
Teno! I
Basitono EER—
Poquenio i
N fsrarce
Grande IE—

Guitprra

Bajo
Organg
da tubos

LEES H

[¢|0]6] F|

Fig. 4.10
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Registro Agudo ?Y (8]

(o)
-~

L8]

Registro Medio

o)

[]
] .
3 S Registro Grave

1048 hz | 4096 hz | 8192hz

Cuando al inicio del pentagrama:
Secoloca laclavede  Sol se estd en registro agudo
sise colocalaclavede Do |B se esta en el registro medio

sise colocalaclavede Fa ¥ se estd en el registro grave
A continuacion, daremos algunos elementos fundamentales de la musica:

¢ Musica es el arfe de combinar los sonidos y los silencios

% Una obra musical completa que exprese mas claramente sus mensajes esta
organizada y constituida por los tres elementos fundamentales que son: Melodia,
Ritmo y Armonia.
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% Melodia es la Combinacién de sonidos simples puestos sucesivamente, o sea, se
gjecuta uno después de ofro en una cadena horizontal v es la melodia la que
expresa la idea principal de la obra. ‘

% Ritmo es la combinacién y el control de fas diferentes duraciones de los sonidos y
silencios organizando su acentuacion.

% Armonia es la formacidn y encadenamiento de los acordes. Un acorde es la
combinacion de tres 0 mas sonidos ejecutados simultdneamente. Es una cadena de
sonidos verticales,

Elementos de la mUsica

. =4 4 [ ]
Melodia °
Ritmo > >K Jl > >’<

- O L)
Armonia — e
O
[
O
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IV.5. LA ELECCION HISTORICA DE LAS
NOTAS MUSICALES

Supongamos que los misicos de una cierta época hayan decidido dividir la octava en
10 intervalos de 1a manera siguiente: el sonido fundamental esta dado por una cuerda
de un metro, luego la octava por una cuerda de 50 centimetros y las notas intermedias
por cuerdas de 55, 60, 65, efc., centimetros. Aparentemente esto es bastante
entendible. Sin embargo, un fragmento escrito con esta gama no puede transcribirse a
nuestra escritura actual, ain con ayuda de los sostenidos, bemoles, dobles sostenidos
o dobles bemoles. Ademas solo algunocs instrumentos, entre ellos el violin podrian
interpretar ese fragmento de sonidos.

La masica de esa época seria para nosotros completamente inutilizable, y por tanto
estarla como mueria.

La continuidad de la vida de la mdsica exige entonces, en las condiciones
instrumentales que han prevalecido hasta ahora, la utilizacion eterna de una misma
gama o de gamas tales que las diferencias sean practicamente despreciables. De
hecho es lo que ha ocurrido en la historig de nuestra mdsica.

Si los musicos y los filésofos reflexionan sobre esto, se sentiran quizas espantados por
la responsabilidad que incumbié a los primeros tedricos de la musica cuando
descompusieron la octava en partes definitivas. En ningan ofro arte tenia tal decision
semejante importancia, y aquf viene un hecho: sin matematicas no habria masica®.
El titulo de gloria mas bello y verdaderamente eterno de los griegos es que crearon la
gama musical al mismo ltiempo que creaban las matematicas.

Si luego alguna otra gama, auditivamente diferente, hubiese resultado ser mas estética,
se habrian producido tentativas para imponerla y a pesar de las dificultades que se han
sefialado se habria llegado a través de los siglos a abandonar una gama considerada
anticuada. Pero han transcurrido cerca de 2500 afios y las gamas actuales, de hecho
no son sino variantes de la griega. Una misma escritura sirve para todas, las notas
tienen el mismo nombre y un fragmento se compone, se escribe, se gjecuta, se canta
sin especificar la gama. Si bien no son completamente equivalentes desde el punto de
vista de la Fisica, se les utiliza y se les considera como tales.

Dentro de la filosofia de la estética, la cuestion del valor eterno de la gama griega es
pues inquietante. Trataremos de aclarar parcialmente este misterio y para ello
precisemos ante todo la naturaleza de las tres gamas que han sido més usadas: la

2Lara, A. (1971)
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gama diatdnica o de Pitagoras, la gama de Zarlino o de los fisicos y ia gama templada
inmortalizada por Bach.

Como se hablara del intervalo determinado por dos notas, hay que entender la razén
de las frecuencias de estas dos notas. Tomemos, por ejemplo, las notas
correspondientes a 400, 600 y 800 vibraciones por segundo; el intervalo de las dos
primeras es 600 : 400 o sea 3/2; el intervalo de las dos dltimas, 800 :600, o sea 4/3. La
diferencia (algebraica) de las frecuencias es la misma, pero los intervalos no son
iguales. Esto es fundamental para lo que sigue.

1. La gama griega.

Tomemos una cuerda que dé el sonido Fa, considerado como el comienzo de la
octava. Los 2/3 de esta cuerda daran una nota mas aguda que sera llamada, por
definicién, la quinta de Fa: sera nuestro Do de la misma octava . Los 2/3 de la cuerda
de Do daran igualmente una nueva quinta: el Sal de la octava inmediatamente superior;
doblando la octava de este Sol, se volvera al Sol de la octava inicial, y asi
sucesivamente de quinta en quinta. Las notas ¢btenidas, lo son en el orden: Fa, Do,
Sol, Re, La, Mi, Si, que reducidas a la octava inicial se presentan en el orden: Do, Re,
Mi, Fa, Sol, La 8i, Do. Esta sucesidn de quintas, continuada mas all4 del Si, no vuelve
a dar Fa, sino una nota llamada Fa sostenido, luego Do sostenido, etc., y continuada
por debajo del Fa inicial da los bemoles. La concepcion de esta gama es la llamada
pitagobrica.

2. La gama de los fisicos o de Zarlino.

Su principio es totalmente diferente, consiste en afirmar a priord, que dos scnidos seran
mas agradables al oido (sobre todo si se les oye simultineamente), cuanto mas
armonicos comunes tengan. Un sonido inicial tiene come arménicos aquellos que
corresponden a una frecuencia doble, triple, cuadruple, etc., de la del primero, se habla
entonces de los armdnicos 2, 3, 4, etc.

Tomamos el ejemplo de las frecuencias 400 y 500, que corresponden a un intervalo de
5/4: el armoénico 5 de! primer sonido, coincidird con el armonico 4 del segundo (o sea,
2000 vibraciones por segundo); sus armonicos 10 y 8, respectivamente, coincidiran de
nuevo, etc, A la coincidencia de armoénicos lejanos corresponden, pues, intervalos
complicados y si las frecuencias son inconmensurables {nimeros irracionales), los dos
sonidos no tendran arménicos comunes.

De esta manera se determinan intervalos muy poco numerosos. Entre ésios, se
encuentran algunos que figuran en la gama griega (9/8 para el intervalo Do - Re, %
para Do - Fa, 3/2 para Do - Sol). Otros no figuran ahi, pero son bastante proximos a los
intervalos pitagoéricos como para que puedan sustituirios y recibir el mismo nombre.
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El intervalo Do-Mi en las dos gamas no es el mismo, pero la diferencia es
practicamente insensible.

Se forman los sostenidos multiplicando las frecuencias por 25/24 y los bemoles
mutitiplicando por 24/25, lo que da sostenidos y bemoles muy cercanos a sus
correspondientes de la gama griega.

3. La gama temptada.

Las dos gamas precedentes definen (identificando las notas muy proximas, como Do
sostenido y Re bemol, etc.} 12 intervalos, que ademas son ligeramente desiguales. La
gama templada divide también la gama en 12 intervalos, pero iguales a priori.

Resulta de ello que la potencia 12 de cada uno de estos intervalos iguales es igual a 2:
es el intervalo de octava. Dicho de otra manera, el intervalo fundamental es la
duodécima de 2 y las frecuencias de las doce notas estén en progresion geométrica. Si
la primera nota es Do, la segunda se llamaré a ia vez Do sostenido y Re bemol, etc. ,
que seran en esta gama dos notas idénticas.

La manera mas simpie de determinar el intervalo fundamental, raiz ducdécima de dos,
consiste en apelar a los logaritmos. Este intervalo fundamental es un nlimero irracional.
De esto resulta que la gama templada no posee ningtin intervalo simpfe. No obstante,
las notas de esta gama son bastante cercanas a las de las dos precedentes como para
recibir los mismos nombres, aunque ninguna coincide exactamente con su homonima.

La gama templada es, pues, de una concepcion matematicamente mas complicada que
las ofras y no pudo ser ideada antes de la invencidn de los logaritmos.

Juan sebastian Bach, que fue el primero en utilizar la “gama templada®, solo pudo
hacerlo porque Neper la habia precedido e invento los logaritmos poco después del
afic 1600. Esta gama se convirtidé naturalmente en aquella por la cual se afinan los
instrumentos de sonido fijo.

Aparte de estas tres gamas, se han desarrollado otras. Los partidarios fanaticos de la
seccion aurea han tratado de aplicarla a la longitud de las cuerdas. Estas
investigaciones, aunque muy interesantes, no han logrado destronar a las gamas
anteriormente descritas, que siguen siendo las Gnicas en uso.

Nos queda por intentar la critica matematico-filos6fica de estas tres gamas y ver si no
seria posible que los matematicos participaran en la renovacion del arte de los sonidos.

Su valor estético no esta a discusion; es un hecho establecido por fa potencia emotiva
de la musica. Se plantean entonces las cuestiones siguientes:
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1° ¢ De donde proviene este valor estético?
2° ;Agotan estas gamas las posibilidades de expresion de la misica?

3° ¢No seria posible e interesante utilizar otros sonidos que los que estas gamas nos
proponen?

Las gamas de Pitagoras y de Zarlino son para los matematicos de idéntica concepcién:
ambas se reducen a relaciones simples. La gama templada, que utiliza relaciones
irracionales, se puede derivar su valor emotivo exclusivamente del fragil argumento de
que cuenta con intervalos iguales. Pues, entonces, se habria podido plantear a sus
creadores la siguiente pregunta; ;por qué 12 intervalos en una octava y no 7 0 15,
etc? Pues porque mediante la division en 12 intervalos, se obtienen sonidos
practicamente identificables con los de la gama griega. La gama templada ha sido
creada, a semejanza de la gama griega. La misma observacion es vélida para la gama
de Zarlino, que entre los sonidos que permite tener en cuenta no utiliza mas que los ya
identificados por Pitadgoras.

El problema estético de las gamas vuelve a recaer integramente, por lo tanto, sobre la
gama griega.

Su valor artistico reside en la siguiente concepcion, admitida para las artes en general;
las relaciones simples son elementos creadores de belleza, Es también un hecho
establecido por ia existencia de obras de arte concebidas segin este principio.
Podemos afirmar (con toda la prudencia que debe acompafiar a tales afirmaciones):
nuestras gamas son bellas porque participan del principio griego de armonia basado en
la utilizacidn de relaciones simples.

Aqui el matematico se plantea el problema relativo a la reciproca de esta afirmacién:
¢la belleza no puede ser creada mas que por relaciones simples? La respuesta es No,
Por ejemplo, el canto del ruisefior es hermoso, pero es imposible tratar de transcribirla
a nuestra gama, la musica ancestral en algunas partes de Africa no corresponde, con
nuestros signos. No obstante estas melodias emocionan a esos pueblos. 2500 afios de
atavisme musical nc se desenraizan tan facilmente, pero no por esto tenemos derecho
a deducir que estan desprovistas de estética.

Por otra parte, nuestras gamas y la maycria de nuestros instrumentos musicales
impiden la utilizacién de los sonidos de variacidn continua, de los cuales hallamos
ejemplos en ia sirena, en el dominio de los sonidos mas bien desagradables, o en las
modulaciones del viento en los arboles o debajo de las puertas.

De esto resulta que nuestra musica no agota, y no puede agotar puesto que fodos los
recursos del arte son los sonidos y la combinacién de estos es enorme. No hay que
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concluir de esto que nuestro arte musical esta viciado de pobreza original; de acuerdo a
esa parte de las matematicas que es el Analisis Combinatorio, hay mas de 400 millones
de maneras (posibilidades) de agrupar las 12 notas de la gama (sin tener en cuenta las
repeticiones posibles vy la diversidad del ritmo. Si tomamos en cuenta la repeticion,
tendriamos casi 9 millones de millones de posibilidades). Los compositores gozan de
enorme libertad.

Pero, nada impide concebir una nueva utilizacion de los sonidos. No se esta
planteando una nueva gama para destronar a la otra, con la cual nos liga
estrechamente toda la tradicion musical. Se trata de completar las posibilidades
actuales con otras en las cuales las matematicas podrian tener un papel que
desempeniar.

Nadie prohibe que un musico pida a un matematico que le construya, por ejempio, una
gama de intervalos iguales, pero de 14 notas, en lugar de 12. La cuestion se resuelve
facilmente, como se ha visto, con la ayuda de los logaritmos. El misico podria
(después de una adaptacién de la que un buen artista debe ser capaz) hacer ejecutar
un pedazo de esa gama, de acuerdo a la cual se pedrian afinar los instrumentos de
cuerdas y algunos instrumentos de viento. No subestimamos la dificultad pues el ser
humano ha superado ofras peores. Una de fas gamas que podrian obtenerse asi serfa
quizas la del ruisefior o la de los pajaros en general. Ademas, observemos que la
escritura musical no es mas que un grafico de dos variables: la duracién de |a nota y su
altura.

En resumen, hace 2500 afios la misica se identificaba con las matematicas de
entonces: la escuela pitagdrica creé a ambas con los mismos principios. Luego, las
relaciones entre las matematicas y la musica disminuyeron. La gama templada fue,
hace 250 afios, el titimo resultado de su colaboracion. No hay que inferir de esto que
esa colaboracion ha terminado. Adn reserva indiscutibles posibilidades que quizas
utilicen los musicos futuros.
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V.1, UNA NECESIDAD HISTORICA

Comparemos la ilustracién de ia figura 5.1 con
la de la figura 5.2. La primera es una imitacion
de una antigua pintura egipcia. Todo en ella
es plano, y cada parte parece que se ha
puesto encima de las otras partes; es diffcil
poder decir a la primera mirada qué elementos
de la pintura estdn mas cerca o mas lejos del
observador.

La otra ilustracion es una pintura del artista
italiano Jacopo Robusti detto il Tintoretto.
Podemos ver claramente gue las personas
que alli aparecen estdn mas cerca del
observador que la catedral. También pocdemos
apreciar en este cuadro que hay un sentido de
las distancias entre los elementos que lo
componen, El espacio en el cuadro de Jacopo
es mucho mas real que el de la pintura
egipcia, porque el pintor italiano empled las
matematicas al hacer el bosquejo de la
composicion de su obra,

El gran artista aleman Alberto Durero afirmaba
que la “geometria es el cimiento adecuado de
la pintura”. Para hacer que un cuadro parezca
real, el artista tiene que pensar en su fela
como si fuera una ventana, a través de la cual
mira lo que estd mas alla de ella. EI pintor
razona de este modo: “cada punto de la
escena envia un rayo de juz hacia la persona
~que lo estd mirando. Estos rayos de luz pasan
por la ventana que esta entre el ojo y la
escena. El lugar en que el rayo de luz cruza la
ventana, es et sitio en el que el punto de
donde procede aparecera en el cuadro”,

Los rayos que van de la escena al ojo se
llaman rayos de proyeccion. La pintura o
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imagen formada en donde la ventana cruza la proyeccién, se llama plano de
proyeccién. Calcular como se ve el corte, es un problema de perspectiva. Las regla de
la perspectiva fueron formuladas con la ayuda de la geometria.

En el cuadro de Tntoretto vemos como empled el artista dos de las reglas de la
perspectiva: mientras mas lejos esté un objeto, mas pequefio se veré; las lineas
paralelas que se alejan del cuadro, como las rectas de la via del ferrocarii, parece
como si llegaran a un punto. Las matematicas han sido de gran utilidad al arte pictdrico
y al escultdrico, mediante la perspectiva. Y el arte ha pagado su deuda, porque el
estudio de la perspectiva hizo que se desarmroliara una nueva rama de las matematicas:
la geometlria descriptiva.

La geometria descriptiva fue creada por Gaspar Monge. Nacido en Beaune, Francia en
1746, era hijo de un agente
vigjero que lo puso intemo
con los padres det Oratorio de
su ciudad natal. A la edad de
14 afios trazé un plano de
Beaune gue llamé la atencién
de un jefe de los servicios
estratégicos, el cual le envid a
continuar sus estudios en
Méziéres, Francia.

Ademas de la geometria des-
criptiva, la que no habia
estado autorizado a divulgar
inmediatamente, por temor a
que la utilizara el enemigo
{designado por Napoledn para
formar parte de la expedicion
a Egipto, fue el alma de las
investigaciones  cientificas},
este gran matematico habia
hecho dos desarolios de
capital importancia: la ley que
se conoce como Principio de
Continuidad v el Grado de las
Ecuaciones Diferenciales
Parciales.

Fig. 5.2. Fuente: Mondadori, A. (1958)
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V.2. EL NUMERO DE ORO

Leonardo de Pisa, mejor conocido por su apodo Fibonacci (que significa hijo de
Bonacci), nacié en la ciudad italiana de Pisa y vivio de 1170 a 1250. Leonardo se hacia
llamar “Billoge”, que quiere decir “bueno para nada”. Vivié y estudié en Argelia, donde
su padre Guglielmo Bonacci era representante comercial de la prospera ciudad italiana
de Pisa. Se sabe poco de su vida, pero en el prefacio de unc de sus libros méas
importantes, el Liber Abaci {libro sobre el abaco), Leonardo cuenta que fue su padre
quien le ensefid la aritmética y lo animd a estudiar mateméticas.

Con ese libro se inicié el Renacimiento Matematico del mundo occidental. En esa obra
Fibonacci mostraba, entre otras cosas, las ventajas del sistema de numeracion
indoarabige que todo el mundo usa hoy sin dificultades. Decidio llevar este sistema a
ltalia, y de ser posible a toda Europa, en donde aln se usaban los nimeros romanos y
el abaco.

Hubo que esperar hasta principios del siglo XVI, unos 300 afios después de la
publicacion de su libro, para gue el nuevo sistema se hiciera universal

Leonardo de Pisa fue sin duda el matematico mas original y habil de toda la época
medieval cristiana, pero buena parte de sus trabajos eran demasiados dificiles para ser
bien comprendidos por sus ‘contemporaneos. Aunque parezca imposible, todavia se
conservan copias de los siguientes libros: Liber Abaci (1202); Practica Geometriae
(1220); Filos (1225) Y LiberQquadratorum (1227) Pero muchos méas se perdieron al
correr de los afios.

Justamente por ser el Liber Abaci su libro mas importante, en él se puede dar uno idea
de como estos tratados fueron fundamentales en la formacion de mercaderes y
comerciantes aptos en matematicas y, por tanto, en €l surgimiento y desarrollo del
capitalismo europeo. Algunos temas que se trataban eran: Lectura y escritura de los
numeros en el sistema indoarabigo; Multiplicacién de n(imeros enteros; Multiplicacion
de nimeros enteros por fracciones; Fracciones; La regla de la falsa posicion (régula
falsi); Raices cuadradas y Raices clibicas; efc.

Es en el Liber Abaci que Leonardo de Pisa propone el enunciado y la solucién del
famoso problema de los conejos que dio origen a la "Serie o Sucesion de Fibonacci”.

El juego consiste en lo siguiente.

En enerc te regalan una pareja de conejos recién nacidos. Después de dos meses ellos
procrean una nueva pareja de conejos y siguen procreando una nueva pareja cada mes
después de esto, Cada nueva pareja de conejos, después de dos meses, produce una
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nueva pareja y sigue produciendo una pareja cada mes. ;Cuantas parejas se tendran
en agosto, en diciembre?

la solucion. El diagrama de abajo muestra como el nimero de parejas vivas cada mes
forma una sucesion particular, la cual fiene las propiedades curiosas. Cada nuevo
aumero de 1a sucesién se encuentra al sumar los dos nimeros anteriores.

Cada término de la sucesion de Fibonacci es la suma de los dos términos anteriores.
Asl, en agosto se tendrian; 8 (parejas que habian en junic) + 13 (parejas que hablan en
julio) = 21 {octavo nimero de Fibonaccei).

La serie de Fibonacci es:

1,1, 2, 3,5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765,
10948,...

Por cierto, uno puede construir sucesiones como la de Fibonacei, es decir, una en la
que cada término sea la suma de los dos anteriores. Cuando se dé este caso, la suma
de los 10 primeros nimeros serd 11 veces el séptimo término, siempre. Esto sucede en
la serie de Fibonacci y en cualquier otra que se construya de la misma manera. Por
ejemplo, sumando los diez primeros nimeros de Fibonacci nos da 143 y si
multiplicamos el séptimo témmino por 11: 13 x 11 = | 143 | . Si ahora inventamos una
serie, par gjemplo:

1,3,4,7,11,18, 29, 47, 76, 123, 199, 322, 521, etcatera.

A partir det tercer término, éste se obtiene sumando fos dos anteriores.
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Igual que con la serie de Fibonacci, sumando los diez primeros términos nos da el
producto del séptimo término por 11. Lasumaes: 1 +3+4+7+11 +18+29+47 +
76 + 123 = 319. El producto es: 29 x 11 =319 .

La serie de Fibonacci tiene caracteristicas aritméticas muy interesantes y aplicaciones
importantes,

Ahora vamos a construir otra serie a partir de la de Fibonacci como sigue, Tomamos un
nimero de la serie de Fibonacci y 1o dividimos entre el siguiente. Asi, tenemos:

1/ =
W=
luego, }é =0.5
y asi sucesivamente:

24 = 0.666
3 =06

% =0.625
8 =0615
134,=0619
Etc.

Si seguimos asi nos daremos cuenta de que todos los demas cocientes se van
acercando al nimere 0.618. Este Gltimo recibe el nombre de EL NUMERO DE ORO,

QOtra manera de obtenerlo es como sigue;

Sumemos fcon 1, que nos da 2. Tomemos su inverso:

1 —_—

L _Ll_ys
1+1 2
Sumemos 1 a este nlimero: 1+05=1.5

1
15

Tomemos el inverso: =0.666

Lo que se hizo fue la operacion siguiente;
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1 1 1
1+_1_ 1405 " 15 = 0666
2

1+

Ahora repetimos el progedimiento con 0.866. Le sumamos 1, que nos da 1.666 y

tomamos su inverso:
1

1+0.666

Noétese que lo que se ha hecho hasta ahora es;
1

0.6

H

1+

1+ —1
141

Continuando de esta manera se obtienen las siguientes formas. Le sumamos 1 a 0.6y
obtenemos 1.6. Su inverso es:

Este valor también se puede escribir como sigue:

1

=0.625

Si se continda con este procedimiento liega un momento en que se obtiene el nimero
0.618. jOtra vez 0.618! El llamado nimero aureo, o también, la media dorada.

A este tipo de quebrados se les llama fracciones continuas.

Por lo que, el nimero de oro se obtiene también desarrollando una fraccién continua:
1

= NUMERO DE ORO = (.618

1+

1+

1+
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Los patrones mateméticos coinciden, muchas veces, con patrones gque existen en el
arte, en la arquitectura y en la naturaleza. Un ejemplo clasico de esto es el patrén que
genera "la razdén dorada” o “la proporcion aurea”.

.Los griegos ya conocian esta proporcidn que de hecho aparece mencionada en el libro
VI de Los Elementos de Euclides y pensaban que era la proporcion ideal en la que
debian estar los lados de un rectangulo para que éste fuera el mas bello, agradable, al
ojo humano. La fachada del famosc Partenon es un rectangulo cuyes lados estén
precisamente en proporcion durea.

El valor numeérico de la razon dorada es:

1445
2

que es aproximadamente 1.6180339... y es un ndmero irracional.

Este nimero es el que se obtiene también, cuando se divide un segmento de recta en
dos partes de manera que la razén del segmento complefo a la parte mas larga sea
igual a la razon de la parte mas larga a la parte mas corta; es decir, que si se divide lo
que mide el segmento completo entre lo que mide la parte mas larga el resultado
debera ser igual a o que mide la parte mas larga entre lo que mide la parte més corta.

X+ 1

Supongamos que el segmento de recta mide x + 1 y que se divide en dos partes que
miden x y 1 respectivamente. Entonces lo que debe suceder es:

X+t X
X 1
Esto nos lleva a una ecuacion de segundo grado:
X+1=X®
X2-X-1=0

Que tiene dos soluciones:

1+ 5 y 1-V5
2

2

De las cuales, la positiva es precisamente “la proporcidén aurea”

Una vez que s ha construido de esta manera “la razén dorada”, construir un rectangulo
dorado es muy sencillo:
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1. Se empieza trazando un cuadrado. Se divide el
Cuadrado en dos partes iguales.

2. Se traza una diagonal en una de las Mitades.

3. Con un compéas y poniendo el lapiz en A, se traza
un arco desde el punto B. A

4. Se prolonga la linea de la base hasta que corte al
arco. Desde este punto de interseccion se traza una
perpendicular hasta la linea de arriba para completar
un rectangulo aureo.

Fig. 5.3 Rectangulo "aure¢”

Los antiguos matematicos griegos no tenian calculadoras para facilitar sus
investigaciones. En vez de esto, usaban regla, compas y lapiz. Atn asi, ellos pudieron
identificar las extraordinarias propiedades del rectangulo aureode 1 X 1.618 o de
0.618 X1.

L.a proporeion aurea, el rectangulo dorado y la espiral logaritmica aparecen en muchas
forma de la naturaleza: en varios tipos de conchas, en el acomodo de las semilias en
algunas flores (el girasol, por ejemplo), en las semillas de los pinos, en las pifias y en
muchas més.

£ Qué tienen que ver la razén aurea y la serie de Fibonacei?
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Resulta que si tomamos la serie de Fibonacci
1,1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,...

y vames dividiendo los términos consecutivos, nos iremos acercando tanic como

querramos al valor de la razon dorada:
1711 =1

2M1=2

3/2=15

5/3 = 1.666

8/5=16

13/8 = 1.625

2113 =1.6153846 ...

... 6101377 = 1.6180371...
987/610 = 1.6180327...
el valor de la razdn aurea es 1.6180339.........

El Partentdn de la capital griega de Atenas es una de las construcciones mas famosas
del mundo, este fue construido con la razén aurea, En la figura 5.4 se ve el Partendn
construido dentro del cual se ha trazado un rectangulo.

Este rectangulo es muy especial, puesto que es un ejemplo de lo que los griegos
llamaban la razoén aurea. Este rectangulo, los griegos solo fo podian hacer mediante
dibujos.

Las calculadoras modernas pueden calcular la relacion aurea ancho:largo con muchas
cifras decimales. Los antiguos griegos creian que esta razon, la cual es
aproximadamente igual a 1:1.618, segln se sabe ahora, producia la forma ideal estética
para construir un rectangulo. También pensaban que tenia ciertas propiedades
magicas, al igual que Jos egipcios, quienes la usaron en la construccion de las
piramides,
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Fig. 5.4. El Partenon. Fuente: Langdon, N. (1995)
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Por ejemplo, el pentaculo, también llamado “triple triangulo”, era la insignea de los
pitag6ricos. Se consideraba un simbolo universal de salud, belleza y amor: uno de los
juegos grabados en las pizarras del tejado del templo de Kurma, en la India (1700 a.
C.), es ¢l pentaculo para espantar a Mefistofeles, el demonio.

Esta figura contlene 25 triangulos aureos tales como ADC, AGF, AEB, AEG,DHC,...
triangulos aureos son trigngulos is6celes con un &ngulo de 36°. Contiene también 20
secciones aureas, (ver figura 5.5).

En EGF, por ejemplo, se tiene:
EG EF 1+4S

EF FG 2

Se dan ofras secciones aureas en EBG, GFB,
EFB....

En el triangulo durec ADC, por ejemplo, se tiene:

4D 1445
DC 2

Si se unen los vértices del pentdgono central, se
obtiene otro pentaculo, etc., efc.

=1.618... (Nimero de oro)

=1.618... (Namero de oro)

Fig. 5.5.
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El triangulo de Pascal y los nGmeros de Fibonacci

Existen algunas relaciones entre la setie de Fibonacci y otros famosos arreglos de
ndmeros, como el tridngulo de Pascal.

El trianguio de Pascal es el arreglo de los coseficientes de la expansion de
(a + b) n
mostrado en la siguienie figura:
. 21
1.7 21 35 35217%13
o

1 .6 156 20 yB/
BN
L=
1/2/1/
v

1

- =N W

Fig. 5.8. E! triangulo de Pascal y los nimeros de Fibonacci.

E! tridgngulo de Pascal se puede obtener por adicidn o substraccion algoritmica, de la
misma manera que la serie de Fibonacci. E! tridngulo se relaciona con la serie de
Fibonacci porque los términos de la serie se pueden obtener sumando los elementos
del triangulo de Pascal a lo largo de las “diagonales”. La figura 5.6 muestra esta
caracteristica. '

El nimero de oro en la naturaleza.

_ Los tallos de apio se acomodan siguiendo una forma de remolino. Los remolinos estan
ahi debido a que, como la mayoria de las plantas, el aplo crece en forma espiral. Cada
nuevo tallo crece en la parte de adentro del tallo anterior, de tal manera que la planta
forma una espiral. De hecho, en el apio hay tres espirales. La de encima gira en sentido
contrario de las manecillas del reloj, las dos siguienies giran en el sentido de las
manecilias del reloj al ir hacia adentro.
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El crecimiento en espiral no sélo se encuentra en el apio, sinc en todos los cactus,
coniferas, palmeras, margaritas, girasoles,... y muchos otros.

Fig. 6.7 Elementos de la naturaleza en los que se representan
algunos nimeres de |a serie de Fibonaci. Fuente: Langdon, N, {1995).

‘En una pifia, las escamas forman dos conjuntos de espirales al mismo tiempo. 8
espirales van en el sentido de las manecillas del reloj, viende la pifia desde abajo y 13
espirales van en sentido contrario de las manecillas del reloj.

Algo interesante es que los nimeros de espirales tanfo en el sentido de las manecillas
del reloj como en sentido contrario (1 y 2 en el apio; 8 y 13 en ia pifia; 21 y 34 en el
girasol) son parejas vecinas de nimeros de Fibonacci. Los nimeros de Fibonacci que
aparecen mas frecuentemente son el 5 y el 8. En las confferas se pueden encontrar
espirales en conjunfos de 2y 3,de 3y 5,de 5y 8, de 13y 21, etc.
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V.3. EL PUNTO, LA LINEA, EL PLANO

Los matematicos ballan una estética en los conceptos de punto, linea y plano y las
relaciones entre ellas. Es comin que hagan teoremas y traten de explicarse las
interconecciones entre estos conceptos. Otra estética en los puntos, lineas y planos se
encuentra en las artes visuales. El arte puede ser usado para presentar conceptos
iniciales de geometria, incluyendo la nocion del infinito.

Para orientar visualmente a los estudiantes de secundaria y bachillerato, el uso del arte,
cOMO un recurso mas, puede conducir 2 su mejor comprension, y apreciacion de la
geometria y hacerla aparecer menos abstracta.

De hecho, existe una simbiosis entre ios puntos de vista de los artistas plasticos y los
matematicos respecto a los conceptos de punto, linea y planc.

Modelos geométricos en el arte.
El Punto.

Eucfides inicid con “Un punto es aquello que no se puede dividir”. Esta introduccidn al
curso de geometria podria ser fatal. Aun por visualizacion, se podria pensar que un
punto es la unidad méas pequefia posible en un grupo de tales unidades que construyen
un conjunto de sus elementos, esta abstraccion viene a ser mas real y significativa.

No existe una aplicacion practica de un punto
cuande se divorcia de otros elementios
geométricos.

Supcngamos, por un momento, que el punto no
esta considerado como un elemento de la
geometria pero vieng a ser el (nico elemento
digno de estudio. Si los puntos son tan
importantes, jdonde estan?, squé hacen?.

El pintor Georges Seurat sugiere a los
estudiantes que los puntos son los “elementos
primitivos” que..son usados para construir a
partir de uniros, hacer conjuntos de bloques
(al estito de sus pinturas se le conoce como
puntifiismo).

En matematicas, a punto seconsidera como una
representacion. Es decir no se piensa en el
punto en si mismo. En el arte, los puntos son
importantes y su estudio puede ser de interés a

Fig. 5.8 Técnica de Puntillismo
Fuente: Villegas. C. (1988)
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nuestros estudiantes nuevos de matemaéticas.

La herramienta de visualizacidn que usaremos sera la pintura. Se usaran las artes
visuales como una manera de introduccion o explicacion de las ideas de linea, plano e
infinito.

En su libro Punto y lfnea frente al plano, Wassily Kandinsky describe al punto como “un
pequefio mundo regularmente aislado por todos lados y casi arrancado de su contorno.
Su fusién con el ambiente es minima vy resulta inexistente en los casos de méximo
reordenamiento... el punto es, en un sentido tanto exterior como interno, &l elemento
primario de la obra grafica”.

-Se sabe por experiencia cotidiana que el movimiento estd intimamente relacionado con
la capacidad perceptual, por ella podemos observar como, en todo objeto en
movimiento, estructuramos una iinea: horizontal, vertical o diagonal. Es esto, en parte,
lo que nos permite subrayar la similitud elemental de todas las cosas perceptibles y que
es necesario anotar de qué manera difieren. El desarrolio de una danza, de una obra de
teatro o de una pieza musical, crea una experiencia muy heterogénea y extiende un
concepto de la vida muy diferente que una pintura, escultura o una realizacidn
arquitectonica. La estructura de la concha del caracol nos muestra una forma
agradablemente ritmica. Las conchas son formas naturales de pequerios corplisculos
espaciales de pasta calcarea, cierta acumulacidn de puntos organicamente necesaria, y
que obtiene su figura por los movimientos ritmicos del cuerpo que luego cridtalizaa.
Otros ejemplos son las constelaciones de estrellas, estructuras de una superficie de
puntos y circuios, algunos de certa alineacion.

Los puntos se perciben en todas las artes y su energia interior ha side comprendida por
la conciencia del artista.

En el sonido percibimos claramente la funcién del punto. En el piano e! sonido de cada
tecla es corto y cuanto mas consistente sea la forma de una unidad, con tanto o mas
destreza se destacara de su ambito.

En la ceramica se sefiala, como las fuerzas internas hacen surgir formas gue se
perciben como deformacion de figuras mas simples. Un jamo se deriva
geomeétricamente del circulo, cubo y cilindro.

Villegas, M. (1981)
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En el tejido, hoy en dia, las maquinas cada vez mas perfeccionadas, nos proporcionan
suaves prendas de vestir en los cuales distinguimos particularmente dos clases de
puntos: el punto al derecho, o sea cuando el tejido estd formado por una serie de
lineas horizontales, diminutas y semejantes a miltiples trazados; y el punto ai revés
cuando las lineas también horizontales, estéan combinadas con pequefios arcos
alternados,

El punto también lo observamos en la interferencia de varios planos y lineas. En la
arquitectura gdtica los puntos estan sumamente agudizados y los observamos
claramente.

Hoy en dia las artes graficas nos ofrecen una riqueza de imagenes, en donde el punto
desarrolla faciimente sus formas internas, donde la herramienta —buril, gubias, bruiidor,
recinas , &cidos, etc.- le ofrecen una amplia variedad de formas y tamafios. Siguiendo la
técnica de puntillismo, los procedimientos graficos vy la moderna maquinaria, se
elaboran actualmente todas aqueltas imagenes impresas que podemos apreciar en las
revistas, periddicos, carteles, etc.

La linea,

En algunas enciclopedias definen a la linea como una sucesidn continua de puntos que
forman un conjunto, Se ha mencicnado con anterioridad cdmo el dinamismo en el
punto, produce una nueva figura; la linea. Si trazamos por medio de nuestra regla y un
lapiz, una linea, chservaremos por medio de una lente de aumento, una sucesion de
puntos con determinada direccion, producto de una fuerza mayor externa que coloca al
punfo, fuera de su estado de reposo.

El recorrido realizado por e! punto, desde su lugar de reposo hasta el lugar donde la
fuerza externa lo ha colocado, la Geometria le ha dado el nombre de linea, y la define
como la posicion de una recta en el espacio determinada por dos puntos geométricos.

La linea, segun la claridad con que se le destaque, sera la claridad de su expresion.
Una linea recta expresara la quietud, la elevacion ¢ el movimiento, por su correcta
ubicacidon en el planc material. En un rostro dibujado podemos apreciar la angustia, la
felicidad, el encjo ¢ la sorpresa por la definicion perceptual de cada uno de los
elementos, en lo individual como un conjunto, asi como la direccion, posicidn y
luminosidad que dan la correcta expresion a los rasgos lineales.

En una obra musical podemos gozar de las lineas delgadas que nos ofrece el violin,
hasta las lineas mas gruesas que produce el contrabajo. En la danza notamos cada
movimiento del bailarin que es una linea que nuestra vista contempla.
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En la escultura, arquitectura e . ingenieria, diariamente nuestros cjos advierten ia
infinidad de formas que nacen de 1a horizontal y la vertical y sus diferentes variaciones.

El Plano

En nuestro mundo tridimensional, frecuentemente se considera un plano como una
region donde se localiza un punto con solo dos nimeros, el sistema coordenado
cartesiano, nombre que se debe al matematico francés René Descartes (1596-1650).

En la obra grafica entendemos como plano el espacio al cual nos enfrentamos al iniciar
el planteamiento y desarrollo de nuestro dibujo o pintura.
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V.4. HACIA UNA TEORIA DE LA PINTURA:
ARTE, OPTICA Y MATEMATICAS

Leon Battista Alberti y el arte de lo visible.

Leon battista nacié en Génova el 14 de febrero de 1404. Muri6 en Roma en 1472.
Alberti mostrd especial interés en las matematicas practicas asociadas con oficios tales
como la agrimensura. Este tipo de matematicas no se ensefiaban en las universidades,
pero podrian ser aprendidas en las Escuelas de abaco.

La veneracion de Aberti por el arte de los antiguos se hace patente en las numerosas
referencias que le dedica en los libros If v Il de Della pintura. También, en el libro |,
Alberti decribe los fundamentos racionales de la pintura en la ciencia matematica de la
visidn. Describe el contenido de su primer libro como “completamente matematico”.
Entonces, las artes matematicas eran: la aritmética, la geometria, la astronomia y
la misica, siendo las dos Ultimas de caracter tedrico y no precisamente practico. Estas
cuatro artes matematicas, conocidas como cuadrivium (literalmente significa la
“cuadruple via"), constituian lo que se consideraba eran las matematicas. Junto con las
artes de la gramatica, la retdrica y la dialéctica (el trivium, o la “friple via"), todas ellas
mtegraban las siete artes liberales que eran el fundamento de toda educacion superior.

Fig. 5.9 llustracién de un método para el trazo en perspectiva.
El dibujante de la mujer acostada de Alberto Durero (1525).
Fuente: Kline, M. (1998)

En el siglo XV las universidades jugaron un papel preponderante en determinar lo que
era considerado como conocimiento valido y, por consiguiente, digno de ser
incorporado ai cuerpo de elementos de estudio (como ahora sucede). El tema que
ocupa a Alberti en su libro | no es estrictamente matemético pero si es esencialmente
matematico, es lo que se llamaba perspectiva, la ciencia de la vision. La perspectiva se
ocupaba también de la anatomia del ojo, la naturaleza de 1a luz, efc.
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Las (timas cuestiones matematicas que aparecen en Delfa Pintura marcan un retorno a
algo muy trillado en la agrimensura, a saber, la recomendacion de utilizar un aparato
para realizar los avistamientos, en este caso un velo cuyos hilos sirven come un
sistema coordenado para obtener la posicion de los puntos de la imagen requerida (ver
figura). Este es un proceso al que subyace una practica de orden matematico, pero al
mismo tiempo representa un método para darle |a vuelta a una verdadera construccion
matematica.

Fig. 5.10 El dibujante del hombre sentado
Alberto Durero. Fuente: Kline, M. (1998).

El artifice de la promocidn social de los pintores, el gremio artistico mas destacado del
siglo XV, fue una técnica — primero empirica y posteriormente con un fuerte sustento de
caracter matematico — geométrica que permitia situar correctamente en el espacio
pictérico a todos los elementos que constiruian la escena representada. Asi, tamario,
situacién y colorido de personajes y demas objetos que integraban la obra artistica,
pasaban a quedar determinados por reglas precisas.

Sin embargo, aunque se acepte que la presentacion de las reglas de la perspectiva
fuera una contribucién del Renacimiento italiano, esta empresa era . antigua,
remontandose a los tiempos de Esquilo, cuando el escendgrafo Agatarco preparaba los
espacios y transfondos que enmarcarian las puestas en escena del gran tragico. En
parte pérdida, esta tradicidon que permitiia generar ilusiones espaciales renace en el
medievo como un reclamo que en boca de Roger Bacon invita a los artistas a que sus
obras simulen el espacio tridimensionat que permita convencer a los observadores de
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gue lo que contemplan es una imagen de la realidad®, la herramienta, en este caso, no
guardaba relacion alguna con la fe, y si mucho con la geometria y la optica. Por ello, en
lugar de preocuparse por mostrar las relaciones metafisicas, los nuevos pintores
gedmetras del Renacimiento dieron paso a lo que seria conocido como una “pintura en
perspectiva”.

Artes liberales y artes mecanicas

La importancia del rompimiento de la dicotomia entre artes liberales y artes mecanicas
radica en gue ambas formaban parte de una de las tradiciones intelectuales mas
firmemente establecidas.

Corrian los primeros afios de la tercera década del siglo XV y los espiritus del artista,
del gedmetra y del artesano comenzaban a ser uno sélo.

Desde la antigliedad se habia plasmado la diferencia entre las artes mecanicas, en las
gue participa el trabajo del cuerpo vy que dan como resultado la transformacion de
elementos materiales, y las artes liberales, con contenidos altamente intelectualizados

que operaban sobre conceptos deri-
vados de una larga historia de andlisis

y depuraciones. El uso establecido en o

la Edad Media hizo que el término arfes :

designara sdlo a las artes liberales, ":.{[

agrupadas en el trivium {gramatica, L R i |
b

retdrica y dialéctica} y el cuadrivium et
(astronomia, aritmética, geometria y
musica).

b ilse

‘\NJ s

Fig. 5.11 Alberto Durero. Una imagen puede amplificarse mediante
dos hojas de papel Cuadriculado. Fuente: Adler, [. (1974),

2 Edgerton, S., {(1991) TESIS CON
FALLA DE ORIGF™ |
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En este ultimo gfupo las matematicas eran el eje conductor y por ello proporcionaron los
elementos basicos para que pintores y escultores — miembros naturales de los gremios
practicantes de las artes mecéanicas- adquirieran conciencia de lo necesario que resuita
el conocimiento matematico para alcanzar el realismo que reclamaban los grupos
econdmicos mas poderosos de la sociedad quatfrocentesca.

Respaldar el oficic de pintor con elementos de corte intelectual era algo que ya habia
sido intentado por Vitruvio (s. [l d. C.), quien sostenia que el verdadero arquitecto debe
“...ser letrado, saber dibujar, estar instruido en la geometria y no ignorar la éptica, haber
aprendido la aritmética y haberse alimentado con la lectura de la historia, haber
estudiado filosofia v conocer de masica, poseer algunos conocimientos de medicina,

leyes, astrologia y de los movimientos de las estrellas”.

Hacia el realismo pictdrico.

Quienes pueden ser considerados precursores de una revolucion en la representacion
del espacio pictérico son Giotto, Duccic de Buoninseggna y Ambrogio Lorenzetti,

La ilusion de espacialidad adquiere una connotacion muy precisa en Ducclo, para quien
el espacio queda limitado al frents por la superficie pictdrica. Sin embargo, y como se
puede apreciar en La cena del Altar Mayor (1301-1308), las lineas de profundidad
corren de manera queé convergen en grupos sobre un eje de simetria y sin que de
manera aiguna determinen la localizacidn espacial de los apdstoles situados alrededor
de la mesa (fig. 5.12). Desde el punto de vista de [a perspectiva, esto significa que sélo
habia logrado [a unificacion de un plano - el techo- y no la de todo el espacio. La
pintura, en su conjunto, no es precisamente un éxito. La mesa parece estar inclinada
hacia el frente. Los objetos dispuestos sobre ella parecen encontrarse en primer plano y
a punto de resbalar o de volcarse. La mesa y la habitacidon no estan dibujadas desde el
mismo punio de vista. Las diversas partes del cuadro estan desproporcionadas unas
respecto a otras. A este esquema se le llama perspectiva vertical y fue perfeccionado
después por otros pintores

? Vitruvio, M., (1991)

a7



Fig 5.12 La cena del Altar Mayor -la Gftima cena- (1301-1308)
Duccio di Buoninsegna, Museo dell"Opera del Duomo, Siena. Fuente: Alberti, L. (1996)

Con Giotto es evidente una unificacion espacial mas coherente y que puede apreciarse
en la manera como los edificios, las plazas y los personajes que aparecen
representados estan integrados de manera que la escena luce mas realista. Fig. 5.13

Fig. 5.13 Las boda de Cana (1304-1306). Giotto,
Capilla de Scrovegni, Padua. Fuente. Alberti, L. (1996)
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En el Renacimiento el elemento que més llama la atencion en lo que se refiere al
sustento geomeétrico de una pintura, el llamado punto de fuga, aparece como un
elemento organizador unitario con Ambrogio Lorenzetti, en su Anunciacién de 1344 (fig.
5.14). Con elio la sensacion de profundidad de la escena principal quedaba sugerida
como extension de la representacion de los techos reticulados que de manera
repetitiva, aparecen en las pinturas italianas de los siglos XIV y XV (fig. 5.14).

Fig. 5.14 La Anunciacién (1344).Ambrogio Lorenzetti,
Pinacoteca Siena. Fuente. Alberti, L. (1996)

En la Anunciacion, por primera vez, las llamadas lineas ortogonales — las que
supuestamente corren perpendiculares al plano de la pintura- a la superficie, y que
corresponiden a las lineas del piso, estan todas orientadas hacia un punto Gnico,
mostrando con ello plena conciencia matematica por parte del artista. Igualmente digno
de llamar la atencién es el hecho de que ya por primera vez es el plano de la base el
que permite distribuir espacialmente los objetos. El piso cuadriculado se convierte en el
codificador de los valores espaciales, aplicable tanto a cuerpos como a intervalos. Esta
caracteristica da lugar al primer ejemplo de un sistema de coordenadas que vincula
elllamado “espacio matematico” con una intuicién artistica®.

* Panofsky, E. (1985)
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Pero a pesar de que esto representaba un gran avance en la posibilidad de una
imitacion sistematica de la realidad, el procese aun no habia alcanzado la cima de las
posibilidades: en el caso anterior no era posible todavia determinar si todo el piso
estaba construido utifizando solo un punto de fuga. La razén de ello radica en que las
figuras mismas ocultan parte del piso y lo que ocurre sobre las paredes laterales. La
relevancia de seste hecho, que equivale a cuestionar el grado de conciencia de
Lorenzetti poseia sobre el significado de su construccion se hace patente al revisar la
Presentacion en el femplo {1342), otra de sus obras. En este cuadro las lineas
ortogonales de fas paredes laterales no tocan el mismo punto de fuga que las lineas
correspondientes al piso y, por lo tanto, la unificacion es solo parcial (fig. 5.15). Es
significativo que para avanzar se recurriera a la via matematica, la que tendria como
primer producto la costruzione legittima o perspectiva lineal, gérmen de lo que casi tres
siglos mas adelante desembocarfa en la geometria de Gaspar Monge.

Fig. 5.15 Presentacion en el templo (1342).
Ambrogio Lorenzetti. Uffizi, Florencia. Fuente. Alberti, L. (1996).
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Los historiadores coinciden en que fue Brunelieschi quien por primera vez elabord un
cuadro que ostentara una perspectiva plana que fuera matematicamente exacta.
También existe consenso de que la primera justificacion matemética aceptable de la
construccion en perspectiva aparece en ¢l tratado de FProspecliva pingendi, fruto de
Piero della Francesca (1416-92) y ejemplo magnifico de la fusion del artista y del
matematico. Entre ambos personajes y su situacion se localizan Masaccio (1401-29) y
Ledn Battista Alberti, el primero con su cuadro La Trinidad (1427) y el segundo con su
pequefio manifiesto de la nueva ciencia de la pintura (1435}, Ver Fig. 5.16.

Alberti presentd su idea de que el cuadro
era la interseccion de un plano con la
pirAdmide visiva, Trazadas las lineas de
fuga, habia que valerse de dicha piramide
y de su manejo geométrico para costruir el
alzado lateral y determinar los intervalos
de profundidad. Gracias a esta
construccién se pudieron determinar los
“espacios interiores” de un cuadro y
distribuir con las medidas correctas las
figuras y los abjetos representados.

Fue asi como ¢l Renacimiento estuvo en
condiciones de presentar una imagen
espacial unificada y libre de
contradicciones en cuanto a las relaciones
de proparcionalidad entre los objetos que
se acomodaban en una direccion de
extension que podia llegar a ser infinita,
La clave de esta posibilidad era la regla
matematica que integraba a la totalidad
espacial los cuerpos e intervalos que la
separaban. Esta etapa en fa
representacion pictérica la resume con
brilantez Panofsky al sefialar que el
espacio de agregados tipico de la Edad
Media dejo el espacio al espacio sistema.
Las matematicas v el afan creador de ios
artistas abrieron una de las tantas vias en
que la ciencia sustituyé a la religién como Fig. 5.16 La Trinidad (1427). Masaccio,

sustentc del conocimiento de la Santa Maria Novella, Florencia.
naturaleza. Fuente. Alberti, L. (1996).
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Podriamos seguir indefinidamente, ofreciendo muestras de la aplicacion del sistema
matematico de perspectiva, debidas a pintores del Renacimiento, pero todos los
pintores de este periodo en que el arte de la Europa Occidental estuvo en su apogeo
aplicaron dicho sistema. Incluso hubo algunos que, como Uccello y Piero, llegaron a
obsesionarse por la perspectiva y pintaron escenas observadas desde angulos
inusitados, tan sélo para resolver los problemas matematicos que ello implicaba. El arte
del Renacimiento difiere sustancialmente del de la Edad Media en que capta por
primera vez la tercera dimension, y se caracteriza por la importacia gue le adjudico al
realismo, a la representacion realista del espacio, la distancla v las formas, lograda por
la perspectiva matematica.

El artista del Renacimiento fue hombre de ciencia, y pintar fue clencia no tan solo por su
contenido sumamente técnico y aun matemaético, también porque se.inspiraba en la
finalidad primordial de la ciencia: la comprension de la naturaleza. El arte y la ciencia no
se separaron nunca en el pensamiento y la obra de Ghiberti, Alberti y Leonardo da
Vinei. Por ejemplo, en su Tratado de pinfura, Leonardo dedica un capituio a la “Pintura y
la ciencia”, en el que afirma que la pintura persigue las verdades de la naturaleza. El
artista en esa época se considerd a si mismo servidor de la ciencia. Estos hombres que
exploraron y representaron la naturaleza con metodos peculiares a sus modos de
expresion artistica estuvieron motivados precisamente por el espiritu y la objetividad de
los cientificos que estudiaron astronomia, la luz, &l movimiento y otros fenémenos. Por
su espirtu y sus fines, fueron los precursores de los grandes fisicos de la &poca
moderna y dieron a conocer la verdad en forma tal que le dice mucho méas a mas gente
que los profundos e infrincados anélisis de la fisica matematica de la actualidad.

Las obras de los pintores del Renacimiento se exhibien en los museos de arte; con igual
derecho pedrian exhibirse en los museos de clencia. El amante del arte del Rena-
cimiento es, consciente o inconscientemente, amante de la ciencia y las matematicas,

El Legado de Alberti.

L.edn Battista Alberti, hombre de letras, docto en €] cultivo de la sapiencia humanista,
ferviente admirador de Plinio y de Cicerdn, licenciado en artes y arquitecfo, se hermand
con los mas destacados practicantes de las artes mecanicas florentinas, y en 1435,
dedicado a ellos, publicé en latin un tratado sobre pintura, que sobriamente llaméd como
De Pictura {De la Pintura). Alberti afirma que nadie podia aspirar a ser un buen pintor si
no sabla geometria.

Se ha dicho que De /a Pintura es ¢l libro profético del academicismo, Durante los cuatro
siglos posteriores a su aparicion, la ensefianza del arte pictdrico muestra que todos los
rasgos y elementos estan contenidos en alguna pagina del libro de Alberti.
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Inmerso en el ambiente del humanismo florentino, a Alberti le resultaba natural creer en
la absoluta supremacia de la mente y, por lo tanto, en la urgente necesidad de rescatar
a la pintura del nicho en gue la habia colocado el caduco esquema aristotélico de las
artes y las ciencias. Por ser la pintura una actividad mental, mas que manual, su sitio
natural era al lado de las artes del cuadrivium, mismas que ahora deberian descender al
taller del artesano y hacer de éste el artifice de bellas realidades.

El efecto que De fa pintura tuvo sobre los pintores de la generacién de Alberti fue casi
nulo. Si acaso en Ucello, en su representacion del diluvio y de la embriaguéz de Nos,
podemos encontrar rastros de la influencia de Alberti. Es hasta el siglo XVI que los
hombres de [a talla de Rafael y de Leonarde refoman las doctrinas de Alberti.

Los temas vy las reglas de composicion espozados en De la pintura remiten de
inmediato a Rafael, y no es casualidad que estos mismos elementos, ademas de las
sugerencias sobre ropajes, cabellos y desnudos, sean los mismos con Alberti que con
Leonardo, si para elio tomamos la coleccidén de notas recogidas como el Tratado de fa
pintura®. Los paralelismos entre ambas obras no se agotan en estos puntos, y tan
elocuentes son los pasajes casi idénticos que es indudable que el maestro da Vingi, el
genio universal seg(n sus propios contemporéaneos, habia tomado algo mas que
inspiracion del escrito de Alberti. Esto no resta méritos a Leonardo, si de algo se le
puede acusar es de intentar responder al deseo de Alberti, quien al escribir al final del
libro Il nufla si truova insieme nato et perfeffo, espera que los hombres de mayor
ingenio y sabiduria que le sucedan logren hacer del arte de la pintura una ciencia
absoluta el perfefta,

En su busgueda del conocimiento matematico Leonardo recibid consejos: "acude con
Messer Fazio para que te ensefie sobre la proporcionalidad®. *Ve con & maestro de
aritmética para que te muestre como cuadrar el circulo”. “Intenta leer a Witelo, cuya
obra se encuentra en la biblioteca de Pavia y se ocupa de las matematicas” ®. Con toda
seguridad, si leyd a Filarete, sabria que quienes deseaban dibujar correctamente
“deberian acudir con los matematicos y con Battista Alberti”. Era ya evidente, entonces,
que la matematica habia invadido muchos &mbitos y que la perspectiva habla llegado
para cambiar la manera de contemplar el mundo.

Pensando desde la modernidad no es dificil entender que el surgimiento desde la
perspectiva fue uno de los primeros pasos en direccidn de la elaboracion concepiual de
la ciencia moderna. Con el uso de la perspectiva cambié lo que para la Edad Media era
un objeto, de algo dotado con cualidades simbdlicas en las que el sujeto y el objeto

% Viinci da, L., (1982)
5 Hale, J. {1994)
7 Gadol, J. {1973)
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externo tendian a fusionarse, a algo que podia ser sostenido con los brazos extendidos
para que, desde ahi, se lé metiera a un escrutinio dptico desprovisto de cualquier
subjetividad posible. Solo asi podria expresarse la verdadera naturaleza de una
superficie que envuelve a un volumen.

Que Alberti era el hombre a quién acudir lo constata Cristéforo Landino en un pasaje de
la Apologia de Dante. El gran misico y poeta se preguntaba en qué categoria se podria
colocar a Alberti. Su respuesta no tiene duda: “entre los fisicos”, dice Landino, y
contindia “...de la naturaleza. Pero entonces Jqué rama de la matematica no le era
conocida? Su excelencia abarcaba tanic la geometria y la aritmética como la
astronomia y la maisica... y en cuanio a la perspectiva, un sinfin de maravillas nos
mostrd”.

Asi es como el suefio de Alberti une su destino al de Leonardo y aj de muchos genios
del Renacimiento y, todos ellos, se integran al devenir histdrico de las artes. La fama le
toco a Leonardo por causas ajenas a la justicia historica,

No se cuenta con ninguna version manuscrita, en latin o italiano, gque pueda ser
considerada como una version holografa de De Pictura ¢ Della Pittura. Sin embargo, de
los manuscritos que han liegado a nuestros dias, se piensa que las versiones en italiano
mas cercanas al original son el manuscrito Magl. ll, IV, 38 depositado en la Biblioteca
Nazionale de Florencia, y el que se encuentra en la Biblicthéque Nationale de Parls. De
tas pocas versiones en latin que han llegado a nuestros dias tres se encuentran en la
biblioteca del Vaticano y dos en Florencia, en la Biblioteca Riccardiana y la Biblioteca
Nazionale, respectivamente.

“Poderosa es la geometria, aliada con el arte, irresistible” decia Euripides. Las nuevas
corrientes de pensamiento, propias del Renacimiento europeo; la basqueda de nuevas
verdades para reemplazar a las desacreditadas; la vuelta al estudio de la naturaleza
como fuente de datos confiables, y la conviccion de origen griego, de que la esencia del
comportamiento de la naturaleza deberia buscarse en las leyes mateméticas, rindieron
fruto primero en el campo del arte. Los artistas, particularmente los pintores,
revolucionaron su oficio.

Que los pintores acudieran a las matematicas para dar forma a su nuevo estilo es algo
sorprendente, pero el fendmeno tiene explicacion. Los pintores de los siglos XIV, XV y
XVI fueron los arquitectos e ingenieros de sus épocas. Y al mismo tiempo fueron
escultores, inventores, orfebres. Asi, Leonardo da Vinci, al ofrecer sus servicios a
Ludovico Sforza, soberano de Milan, le prometid que fungiria como ingeniero,
constructor de obras militares y proyectista de maquinas de guerra, y también como
arquitecto, escultor y pintor. En vista de esta multiplicidad de actividades, era forzoso
que el pintor tuviera algo de cientifico. El pintor del renacimiento estaba influido por las
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doctrinas de la época, segln las cuales debia aprender las verdades de la naturaleza y
que la esencia de los fendmenos naturales se expresaba mejor por medio de las
matematicas. Los pintores del Renacimiento llegaron tan lejos en la asimilacion de este
conocimiento v en su aplicacion a la pintura, que produjeron las primeras matematicas
realmente nuevas en Europa. En el siglo XV fueron los primeros mateméticos
consumados y también los mas originales.

Al principio de la Edad Media, la pintura era una actividad muy extendida. Reyes
principes y jefes de la Iglesia encargaban obras de arte para embellecer los edificios.
Mas o menos hasta 1300, los pintores representaban ideas, conceptos. Lo gue se
proponian era retratar y embellecer los temas principales del drama cristiang, Como lo
que intentaban era provocar sentimientos religiosos, y no exponer escenas. reales,
dibujaban a las personas afectadas y estilizadas; y la impresion general que daba el
cuadro era la de algo plano, bidimensional. Las cbras de esta epoca tienen €l recurso
conceptual del medievo, la llamada perspectiva escalonada. Para mostrar un grupo de
personas que se hallan a diferentes distancias del observador, las mas alejadas se
colocan algo por encima de las situadas en primer plano. Hacia fines del siglo X, las
ideas renacentistas empiezan a influir en los pintores. Persisten los mismos temas
{pues la jerarquia eclesiastica sigue dominando), pero en escenarios mas realistas. Los
pintores observan por primera vez la naturaleza y contemplan el mundo real, los seres
materiales, la tierra, el mar y el aire; se esfuerzan por representar el espacio, la
profundidad, la masa, el volumen y demas efectos visuales, ante todo mediante el
emplec de lineas, planos y ofras figuras geométricas. Poco a poco el misticismo da
paso al realismo, y el arte se vuelve cada vez mas mundano.

Cimabue (1300}, Cavallini (12506-1330), Duccio (1255-1318) y Giotto (1266-1337) fueron
los iniciadores del movimiento que se propuso imprimir realismo a la pintura e
incorporar a ella la belleza de la naturaleza
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V. 5. EL REALISMO CONDUCE A
LAS MATEMATICAS

En sus esfuerzos por alcanzar el realismo, los pintores dieron un paso mas y
concluyeron que su funcidn era la de imitar la naturaleza, describir lo que veian de la
manera mas realista que pudieran. El objetivo de la pintura, decia L.eonardo, consistia
en reproducir la naturaleza, y su mérito residia en la exactitud de la reproduccion. Aqui
también los pintores del Renacimiento adoptaron el ideal griego. Hacia el siglo XV
habian abrazado la doctrina griega de que en las mateméticas estaba {a esencia del
mundo real. De ahi que vivieran convencidos de que, para penetrar en la sustancia real
de los temas que pretendian plasmar, deberian reducirlos a su contenide matematico.
Concluyeron que tenian que encontrar las leyes matematicas que habia detras de todo
esto.

Fig. 5.17 En busca del realismo,
Fuente: Adler, 1., {1974).

Pera la pintura realista comprendia mucho mas que las propiedades matematicas de los
objetos que se trataba de representar. El ojo ve la pintura, y ésta debe crear en aqué! la
misma impresion que la escena original. Como participan tanto la vision como |z luz que
es portadora de la escena, se impone estudiar ambos fendmenos, y el estudio de la luz
llevé también a las matematicas. Desde los tiempos de los griegos habia quedado
demostrado que la luz esta sujeta a leyes matematicas. A pesar de que los pintores se
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consagraron a estudiar tanto la fisica de la luz, el color, la quimica de los pigmentos, las
leyes del movimiento y del equilibrio, el ojo fa anatomia, etc., estuvieron dominados ante
todo por la creencia de que las matematicas deberian aplicarse para ejecutar pinturas
realistas y que la geometria era la clave para solucionar el problema. Fue asi como
crearon y perfeccionaron un sistema de perspectiva, matematico y completamente
nuevo.

Proporcién: La medida del Arte

La proporcidn, el nimero, la razén geométrica, la perspectiva, el ritmo y la armonia,
todas derivan de la blsqueda de obtener un disefic general de la obra artistica,

El Numero ha sido de suma importancia desde hace muchos siglos. En la Grecia
antigua , los pitagoéricos afirmaban que "todas las cosas fueron organizadas de a cuerdo
a los niémeros”. El orden fundamental, el significado original del cosmos, ha tenido
siempre una correspondencia con el macrocosmos. Al todo se le asignaba el 10, y el
microcosmos, del hombre, el nimero 5. Esta fue una manifestacion de la relacion como
una media proporcional entre los dos.

De nuesiras propias manes, se puede dar una explicacion de la base 10 del sistema de
numeracién:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, etc.

La relacién de nimeros nos da una medida de la proporcion.

La serie de Fibonacci es otro conjunto de nameros cuya relacion de niimeros nos da
una proporcion, la razon de oro: 1:1.618034.. bastante usada en el arte y la
arquitectura en la €poca de la Grecia antigua y en el Renacimiento.

Piero della Francesca: pintor y matematico.

Hoy dia Piero della Francesca (c. 1412-1492) es reconocido como uno de los pintores
seminales del Renacimiento. Sus obras son consideradas arquetipos de ese portentoso
despliegue técnico de quienes comenzaban a dominar la naciente ciencia del trazo en
perspectiva. Su figura resalta también excepcional por haberse forjado, de manera
independiente a sus talentos artisticos, una reputacién como matematico.
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Poco se sabe de la vida de Piero, y a pesar de formar parte de la lista de ilustres
artistas incluidos en la coleccion de relatos biograficos debida a Vasari (Vite, 376-380),
no es hasta el siglo XIX que el mundo del arte volvid los ojos hacia su obra. Durante el
siglo XIX Piero era considerado como autor de varios tratados matematicos.

A fines del medievo los vinculos mas estrechos entre la ciencia y el arte ocurrieron en el
seno de lo que se entendia por optica. Esta disciplina aportd los elementos tedricos
para gue pintores, escultores y arquitectos desarrollaran técnicas con el fin de generar
la ilusion de un espacio consistente y racional donde se distribuian los objetos
tridimensionales representados con las proporciones cotrectas —tamarios relativos-
entre unos y otros, Muestra de su pertinencia para la pintura es que los dos primeros
escritos tedricos sobre ¢l tema, el De Ja pintura de Ledn Batlista Alberti (1435) v los
Comentarii de Lorenzo Ghiberti (1478), dedicaron una de las tres partes que los
componen a discutir los usos de la 6ptica en el arte.

El de Aiberti es un fratado corto donde expone o que constituye una teoria de la pintura
y presenta la ciencia de la perspectiva de los artistas o perspectiva artificial, con lo que
la distingue de la Optica tradicional conocida en el Renacimiento como perspectiva
naturalis 0 communius. Para algunos, este fratado de arte es el mas original y el que
mayor influencia ha tenido a lo largo de la historia.

De fa pintura es un tratado didactico de corte humanista, compuesto en el espiritu de los
escritos de Ciceron, Séneca y Quintiliano y, por lo tanto, leido y estudiado
principalmente por una élite intelectual que pululaba en las cortes y que tenia acceso a
las nuevas bibliotecas.

El texto de Ghiberti corresponde a ofra tesitura y, al igual que if libro dell’arfe de
Cennino  Cennini {1390), esta dirifgido primariamente a los nuevos pintores que
aprendian el oficio en alguno de los miltiples talleres donde se les entrenabaen
cuestiones practicas y tedricas, mismas que resultaban muy lejanas de lo que las
universidades ensefiaban.

Por su parte, y hasta donde ha sido posible establecerlo, el Tratado de pintura de
Leonardo da Vinci no encaja en ninguna de estas categorias, apunta en todas
direcciones, busca seducir al rico patrono con las posibilidades de su ingenio. Aconseja
al no iniciado scbre el uso de las sombras y los efectos atmosféricos y guia al mas
experimentado por las complejas rutas de la perspectiva.

Participe de estas preocupaciones, Piero escribié un tratado que toca un aspecto de la
pintura. Tal y como lo indica su nombre. De prospectiva pingendi (Sobre la perspectiva
para la pintura} Es un texto donde se abordan con rigor los aspectos matematicos del
dibujo en perspectiva y es, hasta donde se sabe, el primer trabajo en la historia en
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hacerlo. Si bien coincide con el de Alberti en la importancia que concede al tema y en el
respeto gue Euclides le merece, ambos tratados difieren en el tono y el tipo de lector al
que van dirigidos. '

Piero, a lo largo de toda su obra, De prospectiva pingendi, muestra su dominio sobre el
tema de la construccion geométrica de las configuraciones: avanza pasc a pasoc por
cada una de ellas, como si guiara la mano del lector al trazar punto por punto y linea por
linea. La preocupacion fundamental del autor es el proceso de la construccion de la
estructura geométrica de la pintura, sin ocuparse de axiomas ni de casos generales,
Solo excepcionalmente aporta lo que podrian considerarse demostraciones de
teoremas.

La matematica y la optica que maneja Piero della Francesca pertenecen, en cuanto al
desarrollo cientifico, al periodo medieval tardio. Sus afanes matematicos se inscriben en
la tradicién de los manuscritos conocidos como libros de dbaco, que adoptaron como
modelo el Liber Abaci de Leonardo de Pisa —Fibonaci (1170-1250); su interés por la
Optica lo sithan méas cerca de la Perspectiva communis (c. 1279} de John Pecham que
de los textos Opticos, mas matematizados, de Witelo.

Piero poseia un amplio conocimiento de los trabajos de Euclides, tanto de los
Etementos como de la Opfica, y el que su obra no utilice el estilo eulcideano refleja, por
lo tanto, que sus intereses estaban mas del lado de las aplicaciones, sin que esto
signifigue que pasaba por alto el valor del modelo euclideano y el sustento que
aportaha la filosofia natural.

Los tratados matematicos.

Tres son los tratados de Piero que se conservan y que hoy son conocidos como el
Trattalo d’abaco, el Libellus de quinque corporibus regularibus y De prospectiva
pingendi. El primero sigue el formato de los textos —o notas- utilizados en las escuelas
de abaco y su propdsito era enserfiar el tipo de matematicas que resuitaban Utiles en las
actividades comerciales del siglo XV; en lo que concierne a los problemas geométricos,
mismos que resultan mas numerosos de lo acostumbrado en ese tiempo, hay una gran
originalidad, en especial en lo referente a las figuras tridimensionales.

Lecnardo hacla que todo lo que salia de su pincel pareciera real y particular, como si lo
ilustrado representara un modelo concreto, en tanto que los dibujos de Piero se
abocaban més a mostrar la forma matematica en abstracto.
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De prospectiva pingendi y la geometria del espacio pictérico.

En un sentido muy evidente, De prospectiva pingendi difiere de los otros tratados en
cuanto a que la mayoria de los problemas que componen el libro no aparecen
planieados en términos numéricos. La explicacién es muy sencilla: los problemas
propuestos se refieren a dibujos y caen por ende en el dominio de lo geométrico mas
que en el de lo numérico. La pintura consta de tres partes principales, que son dibujo,
proporcion ¥ coloracion. La proporcidn a la que llamamos perspectiva, mezclando en
ello algunas partes relativas al dibujo, ya que sin ellas la perspectiva no puede ser
mostrada en accion: lineas angulos, superficies y cuerpos.

Tradicionalmente, la optica se ocupaba de estas cuestiones recurriendo a las
matematicas — de ahi el hecho de que se ie llegaba a calificar de ciencia mixta-, de
donde resultaba que la perspectiva estudiada por Della Francesca debia también
sujetarse a los canones de la tradicion erudita en la que se desenvolvia la éptica v que
se remontaba al fratado que sobre el tema escribia Euclides. Siguiendo una estructura
ya clasica De prospectiva pingendi se inicia con el estudio de figuras planas; la primera
es el cuadrado, mismo que es subdividido para luego dibujar en su interior varios
poligonos regulares. Estos patrones semejan, en varios casos, los mosaicos que Pigro
incluye en los pisos de algunas de sus pinturas. En el Libro [l varias de las figuras
planas estudiadas en el Libro | pasan a ser proyecciones de objetos fridimensionales
tales como una columna acanalada que es modelada como un prisma poligonal, una
casa que es idealizada como un cubo o la estructura superior de un pozo.

El valor que Della Francesca oforgaba a Ja aplicacion de las matemdticas en la pintura
se puede apreciar en el Libro lli, donde destaca la importancia de obtener la perspectiva
correcta en una obra de arte. Las discusiones y los puntos que toca, en particular los
referentes a las bases opticas de la vision —el cono de luz, los rayos luminosos, la
piramide de vision, todos ellos elementos esenciales en cualquier teoria optica
propuesta hasta entonces- muestran su preocupacion por alcanzar el conocimiento y,
en este caso, su conviccion de que el desarrollo de una ciencia matematica le permitiria
obtener una representacion cortrecta del cono de vision y, por consiguiente, el mundo
visible.

Lo anterior queda de manifiesto en el teorema donde presenta la demostracion
matematica de que su método de construccion en perspectiva es efectivamente
correcto.,

En funcion de sus méritos mateméticos y originalidad, De prospectiva pingendi se
convirtid en un best seffer entre los aspirantes a artistas y no pocos matematicos. Sin
embargo, no corrié con fortuna: el texto en si pasd a una oscuridad relativa en las
décadas inmediatas a su aparicion. Con todo, sus ideas ejercieron un profundo impacto
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en los textos sobre perspectiva del siglo XVI|, todo gracias a que constituyen los
fundamentos de dos de los mds conocidos fibros sobre geometria visual que
aparecieron en dicho siglo: el Underweysung der Messung (1525) de Durero vy La
practica defla perspectiva (1568) de Daniele Barbaro, patronc de las artes visuales y
editor de Vitruvio. Esto sin olvidar la conexion que se puede establecer entre Della
Francesca y Durero por la via de Leonardo y Luca Pacioli, a quien aparentemente
Durero visité en Bologna en 1506 para "aprender los secretos de la perspectiva” 8

El andlisis de las pinturas de Piero revela su dominio del oficio de pintor. Su maestria en
el uso de! color, el debido manejo de los rayos de luz que iluminan o sombrean los
espacios pictéricos y su atencion por el detalle se coludian con la regla matematica que
servia de brida y guia —como diria Leonardo- para la composicién del espacio vy la
proporcion de las figuras. Su habilidad como matematico, se dice, es la responsable de
ese efecto de quietud o inmovilidad que transmiten sus personajes y que resultan tan
caracteristico de sus pinturas, Las situaciones en sus cuadros parecieran referirse a un
preciso momento en &l que ninguna linea en la pintura sugiere que un instante después
habré un cambio de direccion de alguna de sus partes. Esto solo es posible logrario
mediante un conocimiento profundo de los elementos matematicos que participan en la
composicion.

Contemplar La flagelacién de Cristo nos lleva, irremediablemente, a pensar en que su
autor poseia una extraordinaria capacidad para captar la disposicién de los espacios y
entender la distribucién de las figuras en la pintura. Esta capacidad se basaba en el uso
magistral de |a ley de la perspectiva. Nunca antes el espacio creado por un pintor se
habia expresado de manera tan rotunda. Por ello muchos consideran que esta obra es
la cumbre del ilusionismo fridimensional del Renacimiento. La construccidn matemética
del espacio es tan marcada que los estudiosos del tema coinciden en que es ol
resultado de un gjercicio conducente a demostrar la posibilidad de pintar una escena en
la que todos los elementos que intervinieran en ella se sujetarlan estrictamente a las
reglas impuestas por la perspectiva.

® Kemp, M., {1995)
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Fig. 5.18 La flagefacién de Cristo, (1545), Palacio Ducal, Urbing.
Obra de Piero della Francesca. Fuente: Felguéres, M., et al (1999).

El trasfondo matematico fue puesto en evidencia en 1953, cuando Wittkower y Carter
demostraron que La flagelacién de Cristo exhibia tal cantidad de informacion coherente
e inequivoca que era posible reconstruir el escenario arquitecténico que cobijaba a los
dos conjuntos de personajes. Por primera vez se mostraron las posiciones exactas de
las figuras en relacion con los edificios y los espacios abiertos, asi como la geometria
un tanto complicada a la que se ajustaba el piso. El efecto global reviste una gran
precision y efectivamente recrea el espacio real®. Sin embargo, si se es estricto, no
todo lo que se muestra esta correctamente representado. La banda blanca que desde la
parte inferior de! cuadro se extiende hasta la base de las columnas, y que separa las
dos acciones, es mas angosta. Ver figura 5.18. La razdn de ello es muy sencilla: Piero,
coma lo hiciera en otras obras, ha de haber considerado que esta manera de proceder

? Wittkower, M., (1953)
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mejoraba el resultado. Es decir, Piero reconocia la diferencia entre un teorema y una
pintura. Dicha actitud no debe sorprender. Forma parte también de 1a logica que rige 1a
presentacion del Libro De prospectiva pingendi donde, haciendo aproximaciones y
despreciando ciertas magnitudes, “demuestra” en dos ccasiones afirmaciones que
matematicamente son incorrectas pero que pictdricamente producen en el observador
el efecto requerido,

Esto, lejos de poner en duda el talento matematico de Piero della Francesca, reafirma
sU conviccion de que en esta ocasion |a verdad estaba al servicio de la belleza.

Piero vy la fortuna de la tradicion practica.,

Lo que distingue el arte del siglo XV del producido por las generaciones precedentes es
el sometimieinto de los datos observacionales a un orden racional definible en términos
matematicos. Uno de los logros del Renacimiento fue sentar las bases para una nueva
comunicacion de lo visual que eventualmente contribuyd al desarrollo de nuevas formas
de entender y explicar el mundo. Con las matematicas aprendidas en la escuela del
abaco y con sus imaginativas exploraciones en el ferreno de la geometria griega, Piero
construyd una obra, tanto artistica como matemaética, que lo hace depositario de la fama
a la que seglin Ledn Battista Alberti se debia aspirar.

La tradicion practica en la que se inscribe Piero, y que gracias a gente como &l se
hermand con los afanes practicos de quienes recibian una educacién universitaria,
desembocd en el siglo XVl en el establecimiento y desarrollo del algebra como
disciplina independiente de la aritmética. Poco después el algebra y la geometria
tuvieron un fructifero encuentro en la Géométrie (1637) de Descartes que, décadas mas
tarde, serviria como uno de los puntos de partida de Newton para llegar a lo que seria
su célculo infinitesimal. l.a misma tradicion préctica, ahora con su vertiente, atrajo la
atencién de mateméticos del calibre de Federigop Commandino (1509-1575) y G.
Battista Benedetti (1530-1590), autores de trabajos que resultaron el embrién de una
geometria, hoy conocida como geometria proyectiva, y que tuvo su presentacion en el
Hamado proyecto Brouilforr (1639) de Girard Desargues.

Esta historia, ciertamente, nos lleva a reconsiderar el divorcio entre las ciencias v las
artes. Mas aln, se demuestra la interdependencia de ambas en el devenir histérico, en
la que una a la otra se necesitan para explicarse mutuamente en algunos aspectos.
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VI.1. ENCUADRE

En este capitulo trataremos de acercarnos a la concrecion del cumplimiento del
objetivo de este trabajo que, cabe recordar, se menciond en la Introduccién del
mismo:

“Et Objetivo Fundamental de este trabajo es poner en evidencia la
conexion entre MATEMATICAS / ARTE (en la plastica y la
musica) para utilizarla de diferentes formas en nuestro quehacer
pedagdgico del proceso ensefianza/aprendizaje de las
mateméticas;, estudiar, en ia forma mas general, la relacion
matemndticas y el arte, y mositrar que existe un potencial para
mejorar el aprendizaje de las matematicas a partir de esla
vinculacion”.

Bien, una vez que en los capitulos anteriores se ha hecho un estudio
particularizado entre las matematicas y la misica, y {as matematicas y la
plastica (pintura y dibujo), enseguida, se darén sugerencias sobre algunos
temas en donde se vincuta la musica y la plastica en la ensefianza de las
matemaéticas. Dichas sugerencias el autor {as ha desarrollado a partir de dos
fuentes:

a. De bibliografia analizada para el estudio de esta investigacion v,
b. De recomendaciones de alguncs profesores que, de manera directa o
indirecta, han aplicade en su quehacer educativo.

Es importante enfatizar que estos temas son sélo ideas o sugerencias para
orientar el proceso ensefianza aprendizaje, no son pues una propuesta
didactica cientificamente instrumentada pues esto rebasa los propésitos
originales de esta investigacion

La metodologia que se siguid fue la de acudir a varias escuelas de musica yfo
artes plasticas. Se entrevistdé a profesores, y se hizo una encuesta a 25
estudiantes de la Escuela Nacional de Misica (ENM) y a 25 estudiantes de la
Escuela Nacional de artes Plasticas (ENAP), de la UNAM. También se acudit a
la Academia Novarte, esta es una escuela particular de arte.

El objetivo de asistir a varias escuelas y entrevistar a estudiantes y profesores,
fue para observar con los sujetos in vivo, o protagonistas reales, de qué manera
se ensefia 0 se aplica lo que se ha investigado: el desarrollo histérico de la
relacion matematicas/arte, ast como de la posible ensefianza de cada una
haciendo uso de esta vinculacion.
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Ambas encuestas realizadas a los 25 estudiantes de la ENM y los 25 de la
ENAP, se hicieron con un muestreo aleatorio simple: se acudio a las escuelas y
al azar, en el patio se eligié a los primeros 25 estudiantes que pasaron. En los
cuestionarios se hizo la pregunta acerca de su primera eleccion de la carrera
elegida y sobre la opinién que tenian de las matematicas para observar su
actitud hacia ésta.

En particular, a los estudiantes de la ENM se preguntd si consideran que existe
alguna vinculacion entre las matematicas y la musica, y si esto lo han aprendido
en alguna asignatura de la carrera, y cudl era esa o esas asignaturas. También
se pregunté sobre la relacion existente entre la afinacion de instrumentos
musicales y las matematicas, asi como la construccion de estos instrumentos y
los calculos matematicos; se les pidid que sus respuestas las ampliaran lo mas
posible.

A los estudiantes de la ENAP, de la misma manera, se les pregunté acerca de
la vinculacién entre las matematicas y las artes plasticas que estudian en su
carrera. Qué tan fuerte, y como se manifiesta esta relacion, y en qué
asignaturas o semestre lo han aprendido. Asi como de qué manera hacen uso
de las matematicas en el disefio de sus trabajos artisticos.

Todas estas preguntas se realizaron para conocer de viva voz de los
estudiantes cudl es su opinién sobre la vinculacién matematicas- arte y si en
ostas escuelas de la Universidad Nacional (ENM y ENAP) ios alumnos
aprenden esto en sus materias que son parte del plan de estudios.

En la ENM, en particular, se dsistié al laboratorio de computo y al taller de
lauderia, esta ultima materia forma parte de las optativas en las diferentes
carreras de esta escuela.

Los profesores tanto de la ENM, ENAP como de la Academia Novarte,
informaron acerca de material bibliogréfico quien esto escribe, proporcionaron
bibliografia que forma parte de su materal didactico, de sus respectivas
asignaturas. Al final de este capitulo, en el anexo, se muestran los modelos de
cuestionarios aplicados, y en seguida se muestran los resultados obtenidos de
las entrevistas '
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VI. 2. INFORME DE RESULTADOS.

A) Sobre los estudiantes de la ENM,

El 90 % fueron de la carrera de instrumentista y los demas de otras carreras, La
mitad iba a media carrera, la otra mitad se repartia en partes iguales (25 % en
cada caso) entre los primeros y los Gltimos semestres, incluyendo a 2 pasantes.

El 100% contestd afirmativamente la primera pregunta; la segunda no fue
necesario contestarla. En la pregunta: “;te gustan las matematicas?”, el 75 %
contesté Si, el 25 % NO. La pregunta 4 todos la contestaron: Sl. Para la
pregunta 5 las respuestas se repartieron de la siguiente manera: contestaron
Solfeo todos, ademas algunos agregaron ritmo (5 estudiantes), 10 mas armonia
y oltros © confrapunto, escala pit, analisis, elc. La pregunta 6 todos Ia
contestaron Sl. La respuesta a la pregunta 7 hubo ejemplos variados, pero la
respuesta fundamental es TODO {es decir, la relacion que existe entre los
instrumentos musicales y tas matematicas).

8). Sobre los estudiantes de 1a ENAP.

El 100% eran de la carrera de Disefio y Comunicacién Visual: 20 % del primer
afio, 20 % del segundo afo, 20 % del tercero, 20 % del cuarfo afio y 20 %
pasantes.

El 100 % de los estudiantes contestd la pregunta 1 afirmativamente. La
respuesta 2 no fue necesario responder. En la respuesta 3, 77 % respondieron
Si, 11 % No y 11 % se abstuvieron. La pregunta 4 todos la contestaron con un
Sl. La pregunta 5 todos contestaron Orden Geométrico, ademas algunos
ampliaron a Disefio, Dibujo, Fofografia, etc. La pregunia 6, el 100 % de
estudiantes la respondieron en fode, ademas, algunos dieron detalles, La
pregunta 7 todos la respondieron, la mitad dando particularidades acerca de la
seccion aurea, su valor, la historia del origen de ésta, etcétera. En la tabla 6.1
se resumen estos resultados.
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Tabia 6.1. Distribucion de frecuencias de fas respuestas obtenidas en:

(a) ESCUELA NACIONAL DE MUSICA, UNAM

NOmero de
pregunta

Respondieron S}

(%)

Respondieron NO
(%)

Otras respuestas

(%)

25 (100%)

0

0

19 (75%)

6 {25%)

0

25 (100%)

0

0

(& TN £ - S [ 4% B | V)

Solfeo: los 25 est.
Ritmo: 5 est.
Armonia: 10 est.
Contrapunto, escala pit,
analisis, etc,: 8 estudiantes

Nota: esfa es una pregunta
abierta, donde se podia dar
mas de una respuesta.

25 (100%)

0

EN TODO (la relacidn que
existe entre los
instrumentos musicales y
las matematicas)
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(b) ESCUELA NACIONAL DE ARTES PLASTICAS, UNAM

Namero de
pregunta

Respondieron Sl

(%)

Respondieron NO

(%)

Otras respuestas

(%)

25 (100%)

0

19 (75%)

3 (11%) abstenciones

25 (100%)

0

o | [ N

Orden geométrico: los 25
estudiantes, ademas, la
mitad ampli6 a: Disefio,

Dibujo y Fotografia.

EN TODO, contestaron los
25 alumnos
Ademas, 16 dieron detalles:
en escalas, en formatos,
proporciones, en redes,

Todos contestaron la
pregunta, 13 de manera
muy escueta y 12 dieron
detalles, como el valor
numérico de la seccion

aurea, la historia de ésta,
su origen, elementos que
se presentan en la
naturaleza con esta curiosa
relacién, etc.

Nota: Las tres tltimas
pregunias fueron abiertas,
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C). Sobre la colaboracion de profesores.

Un profesor de misica de la Academia Novarte nos apoyé en la bisqueda de
informacion sobre las técnicas que utilizan algunos lauderos, en la construccion
de sus instrumentos de cuerdas. Aqui se encontrd que la mayor parte de los
disefiadores construyen sus instrumentos empiricamente, de ofdo, y el
conocimiento se transmite famiiarmente de generacidon en generacién. Por
ejemplo, para la construccidon de instrumentos de cuerdas que tienen trastes,
como la guitarra, los lauderos tienen una plantila con la que construyen el
instrumento; o se usan guitarras ya construidas como modelo de las
dimensicnes de las nuevas y, como ya se dijo, de ofdo van afinando vy
ajustando las mediciones. Y aunque muchas veces se van -alterando las
medidas del patrén original, en la socializacién del conocimiento, se va teniendo
una especie de regresion a las medidas "exactas” aunque muchos lauderos no
tienen una explicacion tedrica del disefio de construccion. {jPero que hermosos
instrumentos y qué mdsica crean!}).

Aqui el profesor nos proporciond bibliografia sobre este topico’.

La mayoria de las guitarras acusticas de cuerdas de acero y tapa plana tienen
una longitud de escala de entre 61 cm y 66 cm. Las posiciones de los trastes
se determinan mediante una formula matematica llamada “la regla del
dieciocho”, aunque en términos estrictos se le deberia llamar "del 17.835". Mas
adelante, en la parte que se habla de la escala femperada se detalla el uso de
esta regla,

Otro profesor de musica, de la Escuela Novarte, nos orienté en la explicacion
de la construccion de algunos instrumentos musicales como la guitarra y las
zampofias. Sobre esto preparamos algunas ideas didacticas para estudiar las
relaciones existentes entre las matematicas y la afinacion de un instrumento de
viento.

Sobre la experiencia que ha tenido este profesor en la construccion de quenas y
zampofias en particular, el autor de este escrito diseid una especie de
propuesta para la construccion de las zampofias en donde se ponga de
manifiesto la relacion matematicas (la geometria del cilindro} y las notas
musicales. Suponemos que podria representar un asunto de motivacion el

! Denyer, R., (1988)
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construir un instrumento “sencillo” de tocar (como son las zampofas), para
estudiar algunos conceptos de dlgebra y geometria.

El mismo profesor nos facilité unas notas o apuntes, escritos por el estudioso de
la musica, [talo Besa Tonussi?, respecto a la Escala Temperada y
Microtonalismo. El que escribe esto hizo una pequefio resumen del capitulo 1
de este libro, Escala Temperada, el cual también puede resultar interesante
desde el punto de vista de la educacion matematica haciendo uso de elementos
musicales. Mas adelante se detalla esta idea.

Respecto 4 la construccion de instrumentos, precisamente, en el taller de
lauderia de la ENM de la UNAM nos informaron los responsables del espacio,
gue la teoria y bibliografia sobre la construccion de instrumentos era una
especie de secreto entre los fabricantes de estos aparatos; el que esto escribe,
pudo comprobar que, en la misma biblioteca de esta escuela, después de toda
una tarde de bisqueda, no se halld bibliografia respecto a este tema, lo que se
podria concluir que estos son asuntos de especialistas pero que, en la
educacidén musical, a nivel licenciatura no parece ser muy importante. Incluso,
tuvimos oportunidad de conseguir en esa biblioteca el libro de Julian Carrillo®
Sonido 13, y pudimos comprobar que también este no es un tema facil de
entender por parte de los estudiantes de licenciatura de la ENM, pues requiere
de conocimientos de fisica y matematicas que no siempre manejan dichos
alumnos.

En la misma ENM, en ¢l taller de computacion, se ensefia a producir sonidos
musicales y con esto, a componer musica electrénicamente aunque para el uso
de estos paquetes de computo no se requiera necesariamente por parte de los
usuarios saber matemadticas. Pero es muy cierto que los programadores de
dichos paguetes deben de tener conocimientos serios en ambas disciplinas.

Por ofra parte, el profesor de artes plasticas de la Escuela de Cultura Popular,
nos proporciond material didactico y apuntes sobre sus conocimientos de la
vinculacion matematicas - artes plasticas, aunque muy poco es ufilizado en su
practica en la ensefianza, pues el profesor manifiesta que los estudiantes
carecen de una preparacion adecuada en las mateméticas, y para los alumnos,
lo fundamental es entrar en acién pintar, producir. Es comprensible, que en una
escuela no especializada, en la que acude gente comln, no haya interés en
explicarse con mayor rigor las relaciones existentes entre las matematicas vy la
pintura, sobre la perspectiva, efc. En los femas propuestos sobre la ensefianza

2 Besa, |., (1990)
3 Carrillo, J., (1948)
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de las matematicas en la relacion con la plastica se tomaron algunas propuestas
de los siguientes libros: Matematicas para los estudiantes de Humanidades, de
Morris kline* , y el Teaching Mathematics and Arf, que es una especie de
antologia editada por Lesley Jones.

Finaimente, podemos afirmar que de acuerdo a los cuestionarios, a las
enirevistas con profesores de las escuelas, efc., existe una mediana conciencia
y una relativa aplicacion de las mateméaticas en el arte (sobre todo en la
plastica), y viceversa, pero queda mucho por hacer, es bastante todavia lo que
se puede ensefiar y aprender, haciendo uso de la vinculacidén estrecha entre
ambas.

A continuacion s$e proporcionan cinco propuestas para ser desarrolladas en el
salon de clases, como una forma de experimentacion en la ensefianza de las
matematicas, haciendo uso de la vinculacidn matematicas/arte. Como
mencionamos anteriormente, no son propuestas didacticas detalladas pero son
ideas interesantes que concretizan todo lo que hasta ahora se ha desarroltade.

4 Kline, M., {1998)
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VI. 3. EL TONO MUSICAL Y LA FUNCION
EXPONENCIAL

En el estudio de Funciones, un tipo particular de estas es la Funcion
Exponencial, cuya forma general es: y = a b*, donde a y b son los pardmetros
de dicha funcién: a es la ordenada al origen y b es la constante de crecimiento o
decrecimiento de la variable dependiente y; x es la variable independiente.

La funcién exponencial tiene aplicaciones en Economia (en el interés
compuesto); en Ingenieria (en l1a desintegracion de un Isdtopo radioactivo
coma, el carbono 14); en Biologia (en el crecimiento de algin tipo de
poblacion),... y por supuesto, también en la misica.

Al estudiar la funcién exponencial, se podria buscar la inquietud y curiosidad de
los estudiantes al informarles que las tonalidades musicales presentan una
relacion exponencial y que la construccién de un instrumento de cuerdas con
trastes, como la guitarra, presenta una relaciéon (funcién} exponencial.

Por ejemplo, el tono de una nota musical esta determinade por la frecuencia de
fa vibracion que la ocasiona. El Do central en el piano, por ejemplo, corresponde
a una vibracidon de 263 hertz {263 ciclos por segundo). Una nota de una octava
arriba del Do central vibra a 526 hertz, y ofra de dos octavas arriba del Do
central vibra a 1052 hertz. Ver la tabla 6.2.

Tabla 6.2. Tono de notas arriba del Do central

Ndmero, n de octavas Numero de hertz
Arriba del Do central V=f(n)

0 263

1 526

2 1052

3 2104

4 4208
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Notese que; 526263 =2
10527526 =2
210471052 =2

Y asi sucesivamente. En otras palabras, cada valor de V vibraciones, es el
doble del valor anterior, asl que:

f(1)=526=263(2)=263(2)

f(2) = 1052 =263 (4 ) =263 {2 )?

f(3)= 2104 =263 (8 ) =263 (2 )

En general: V=f{n) =263(2)"

La base 2 representa el hecho de que al subir una octava, la frecuencia de
vibracién se duplica. Nuestros oidos pueden escuchar una hota como una
octava mas alta (aguda) que otra precisamente porque vibra con el doble de
rapidez.

Aun cuando V =f(n) =263 (2)" tiene sentido en términos musicales sélo para
valores de n enteros, se pueden calcular valores de la funcion f (x ) =263 (2 )
para toda x real, y su grafica tiene la forma exponencial tipica. Ver la figura 6.1.

Figura 6.1 La funcion exponencial de base 2 y las notas musicales.
V Frecuencia (hertz)
3000

2500

2000

1500

1000

500

2 41 0 1 2

f(x) = 263 (2)

n {octavas arriba
3 del Do central

De la misma manera, se puede establecer una relacion {funcién) exponencial,
entre las notas musicales y los trastes de una guitarra. Por ejemplo, la primera
cuerda de la guitarra (o la sexta), al tocarse al aire se trata de la nota Mi. Si en
particular tocamos [a prima, entonces se escucha la nota Mis , que corresponde
a las 329.63 frecuencias por segundo; si avanzamos 12 ftrates, (es decir
exactamente a la mitad de la longitud de la cuerda), ahora estaremos en el
traste que corresponde a la nota Mis, 0 sea, 659.26 frecuencias por segundo (el
doble de la anterior). Si seguimos en esta l6gica, estaremos construyendo la
funcion exponencial de base dos, cuya representacion grafica se representa en
la figura 6.1,

124



Fig. 6.2 la primera cuerda de la guitarra, nota Mis al aire,
y la funcién exponencial de base 2.
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Vi.4. LA MUSICA Y SUS MATERIALES

Vicente Liern Carrion presentd una experiencia que fue desarrollada con
alumnos de bachillerato de Valencia®, “la idea es utilizar la atraccion que la
misica despierta en nuestros alumnos para hacer una revisién de conceptos
matematicos”, afirma el autor. La mayor parte de la misica que escuchamos ha
salido de un ordenador e incluse los micréfonos que utilizan los cantantes pasan
por una mesa de mezclas que modifican la entonacion. Se trata de utilizar estas
ideas y los instrumentos con los que se escucha miusica (cintas, discos, efc.)
para obtener conceptos matematicos.

Esta investigacion hecha por Liemn, es muy semejante a lo que pudimos
comprobar que realizan en el laboratorio de computacion de la ENM de la
UNAM, para experimentar y producir nueva musica.

Ha sido estructurada en los cuatro apartados siguientes;

a) Una explicacion de las escalas mediante tipos de nimeros.
b) Musica y vectores.

c) Distancia entre sonides. Utilizando logaritmos.

d) Musica y funciones.

Cada uno de los apartados ha sido desarrollado en tres o cuatro sesiones de
una hora con grupos de veinte alumnos. En cada apartado se da un listado del
material que se ha empleado; en general, con calculadoras, una computadora
y audiocintas es suficienie para realizar esta experiencia.

Desarrollo de la actividad.
a) Tipos de nameros.
Una explicacion utllizando escalas

Mediante una grabacién en la que suenan simultdneamente un pianc y un
clarinete bien afinados (o cualquier otro instrumento de viento) que ejecutan una
octava, puede comprobarse due parece haber notas en las gue ambos
instrumentos desafinan. Esto es debido a que no en todos los instrumentos se
entiende la octava de igual manera. Esta circunstancia nos permitird practicas
muy interesantes en la clase de matematicas, para ello necesitaremos el
siguiente material:

® Liern, V., (1994)
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» Una audiocinta capaz de grabar y reproducir.
» Una computadora.

+ Una calculadora.
Fundamento tedrico.

El dnico concepto que se impone a cualquier instrumento v cualguier época, es
que un sonido de frecuencia f y el de frecuencia 2 f son el principio y fin de
una octava. Tenemos asi un intervalo[ f, 27 ]

Cualquier particion de este intervalo determina una octava (tenga 6 no sentido
en la musica actual}. Por ejemplo:

| | | | |
(98 (4B)F (3)F o

Las divisiones en subintervalos pueden hacerse con cualquier criterio, pero
segun trabajamos con maltiplos racionales o irracionales de f obtendremos tipos
de escala que sean conocidos ¢ no.

Desarrollo de sesiones.
Primer paso.

Fijamos una frecuencia arbitraria, por gjemplo, f= 264 Hz, y calculamos 2 f =
528 Hz. Entre estas dos frecuencias determinamos valores intermedios
formando asi escalas. Vemos dos ejemplos:

1. Con ndmeros irracionales

...(1f=) f,21f12f’ 22112,:1 231'12f, 24“2f, 25:'12f’ 26f12ﬂ 27{12]:, 28"12'("29.'12
f, 210“2f, 211.’12,;212{121.- (=2 f) e

Obtenemos asi el sistema temperado que es en el que afinan los pianos y las
arpas.

2. Con niimeros racionales
Multiplicando por fracciones (3'/2'):i,j=1, 2, ...10, se obtiene

.. F, (258/243) f, (9/8) f, (32/27) f, (81/64) f , (413) F, (729/512) f , (3/2) f ,
(128/81) f, (27/16) f, (16/9) f, (243/128) f, 2, ...

Que es el sistema pitagorico en el que siguen afinando la mayor parte de
instrumentos de cuerdas.
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Segundo paso

Una vez calculadas las divisiones de la escala podemos escucharlas con ayuda
del ordenador. En este caso se usd lenguaje gw-basic y logo en un ordenador
PC, asi:

En BASIC

SOUND frecuencia, duracién hace que en el ordenador suenen las distintas
notas, por ejemplo:

10 SOUND 130.810, 10
20 SOUND 146.830, 10
30 SOUND 164.810, 10
40 SOUND 174.610, 10,
etc,

En LOGO
TONE frecuencia, duracién sirve para lo mismo:
TONE 130.810, 10
TONE 146.830, 10,

efc.

Ambos hacen que suenen durante diez segundos las notas cuya frecuencia
hemos prefijado

b) Musica y vectores.

En estas sesiones hemos de convencer a los alumnos de la necesidad de
manejar los sonidos como vectores y no como escalares, puesto que en ellos
hay al menos fres magnitudes que debemos tener en cuenta
independientemente:

1. La intensidad que es la medida de lo fuertes o débiles que son los sonidos.
Por extrafio que parezca es dificiimente apreciable por el oido si no estan en
el mismo tono.

2. El tono determina la altura de un sonido, es decir lo grave o agudo que éste
es.

3. Eltimbre es la cualidad que nos permite distinguir sonidos idénticos emitidos
por instrumentos distintos.
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Material
¢ Audiocinta con ecualizador digital
« Audiometro. (Se utilizan en los laboratorios de fisica y no es muy caro)

Fundamento teérico. Teniendo en cuenta que ef sonido es un vector, vamos a
definir las fres cualidades que lo determinan en lenguaje vectorial, y con ello ya
estaremos en el campo matematico, pudiendo asi trabajar con ellos en clase de
matematicas.

Si un sonido es un vector,

S = (S4,.... Sn) €ER", tenemos definidas las siguientes magnitudes:
Donde:

S es el vector y 84, Sa,.. €8 sU componente 1, 2 etc.,

Laintensidadde § es || S ||

El tono de S &s su primera componente Sy

El timbre de S es el vector formado por el resto de componentes, es decir (S,
SS, [y Sn)

Desarrollo de las sesiones.

Se trata de escribir los vectores que corresponden a un sonido dado, para ello
se propone hacer tres actividades:

Intensidad

Para calcularla no hace falta mas que conectar el audiometro y anotar ia
intensidad de estos en decibeles.

Tono

Debemos prefijar de antemano el sistema en que estan afinados los
instrumentos, y con ello podemos saber cuat es la frecuencia que corresponde a
cada tono, por ello es importante realizar primero las practicas del apartado 3.

Timbre

Es la practica mas atractiva porque en ella se maneja el concepto de vector y
base.

Hacemos sontar en una Audiocinta con ecualizador digital sonidos patrones que
han sido grabados previamente. Cuando estos suenan, utilizamos las barras del
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ecualizador como si se tratase de la base de un espacio vectorial, asi midiendo
cada una de las partes iluminadas de las distintas barras del ecualizador,
obtenemos un. vector de tantas coordenadas como barras haya, como lo
habitual es que hayan c¢inco, suelen obtenerse vectores del tipo: (2, 0, 5, 2,1).

Las tres actividades propuestas son conceptuales, porque en la practica, resulta
muy dificil trabajar en bachillerato con vectores de mas de tres coordenadas,
por eso, lo mas practico es escribir los sonidos como vectores de dos
componentes:

S = (81,8:2)

En donde S, es la intensidad y S; el tono. El timbre podemos considerarlo como
cualidad asociada a cada instrumento.

c) Distancia entre sonidos. Utilizacién de logaritmos

Cuando escuchamos cualquier tipo de musica, y sobre todo si tenemos en
cuenta el caracter vectorial de los sonidos, comprobamos que hay piezas en las
que parece que no hay casi altibajos, mientras que hay ofras en las que los
saltos son la practica predominante. Esto significa que de algin modo todos
intuimos una distancia entre los sonidos. En este sentido se han desarrollado
varios trabajos en los que destacaremos dos:

1) Joan Girbau

En la Revista catalana de Matematiques, identificando los sonidos con su tono
&s decir con su frecuencia, establece la siguiente distancia entre sonidos:

Dados dos sonidos f4, f2, la distancia entre ellos esta dada por:
d(fq, f2)=|log(fi/Ff2) ]
2) La Ley de Weber- Fechner

Este autor asegura que “la sensacion que provoca un sonido de intensidad |, es
funcion lineal del logaritmo de la excitacion®, y esto permite definir la sensacion
aclstica como

& =10log (1/10)
Donde lo es la sensacién umbral para ofr.

Teniendo en cuenta estos dos estudios, vamos a definir una funcién distancia
en el espacio vectorial de los sonidos.
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Material

» Calculadora.

» Grabaciones de muisica de distintos tipos.
Fundamento tedrico.

Desde el punto de vista matematico se trata de construir una funcion distancia
entre los vectores de R ", con lo cual tenemos la seguridad de que cualquiera
que esta sea sera equivalente a la norma euclidea en R ". Sin embargo, esto no
puede mansjarse con nuestros alumnos, ni sera un reflejo fiel de la idea intuitiva
de distancia entre sonidos. Por ello vamos a definir una distancia como la
siguiente:

Sy = (ag, by,e1), S, = (a2, b2, c2),donde los componentes a
representan €l tong, los b; la intensidad y ¢; los timbres,

d(S:, S2) =allog(a/a)[+bllog(b+/bz)|+c]Ci- Cz ||
a, b y ¢ son constantes cuyo valor se fija en la practica.

En esta distancia el primer sumando mide la diferencia entre tonos, el segundo
entre intensidades, y el tercero de algdn modo mide la diferencia de timbres.

Desarrollo de las sesiones.

Como hemos expuesto en el punto anterior expresamos algunos sonidos en
forma vectorial, y con esto, podemos utilizar la funcion distancia que hemos
definido anteriormente.

Con esta practica no solo afianzaremos el concepto de crecimiento fogaritmico
al contraponerio al de crecimiento lineal, sine que ademas podremos persuadir
a los alumnos de la libertad que nos deja el poder determinar el valor de las
constantes a, b y ¢ empiricamente. Por ejemplo, si se trata de una musica muy
ritmica en la que lo fundamental es el contraste entre los planos sonoros,
haremos mayor el segundo sumando, es decir daremos un valor grande a b. Si
la masica es intimisfa y nos interesa destacar el timbre, aumentaremos el valor
dec.

e) Musica v funciones.

lgual que en matemdticas las funciones suponen la utilizacion de la mayoria de
conceptos previos (escalares, vectores, operaciones, efc.), la misica significara
la utilizacion de todos los elementos anteriores expuestos.
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La definicion de musica que se utiliza desde la antigliedad es: Masica es el arfe
de combinar el silencio y los sonidos en el tiempo.

Esta claro que esta definicion puede interpretarse como una funcién que tiene
por variable independiente el tiempo y cuyo conjunto imagen, es el conjunto de
fos sonidos (un subconjunto de R").

Material:

+ Calculadoras

s Papel milimétrico

+ Audidmetro

Si se quiere computadora para la representacién de funciones.

Fundamento tedrico

Llamaremos musica a una funcién M definida de un intervalo de B2 en un
conjunto de vectores {sonidos), En esta funcion el dominio y el rango verifican
algunas propiedades obviamente:

1) El dominio puede ser considerado un intervalo; [ 0, H ] porque no tiene
sentido una musica que suene infinitamente.

2) El conjunto imagen esta acotado, porque el hombre no puede ofr fuera del
intervalo [16, 20000 ] Hertz en cuanto a frecuencias, y tampoco es capaz de
oir por encima de los 160 decibelios de intensidad sin dafiar sus oidos.

Desarrollo de las sesiones.

Para trabajar con sonidos vamos a utilizar vectores de dos componentes
8 = (81, 82)enlos que Sies el tono y 8; la intensidad.

La misica sera una funcion escalonada de este tipo

(26160)  si t€ (04)
(291,40)  si t€ (4]
M=< (261,40) si t€ [68)
(0,0) si t€ (8,12)
(252,30)  si t€ (12,16)

Las frecuencias han sido medidas en hertz y la intensidad en decibeles. En un
pentagrama usual resuitaria:
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2
B ’

Conceptualmente la idea no es demasiada complicada y permite seguir
extrayendo consecuencias,

» Que dos sonidos suenen ligados (es decir que uno sea continuacion de otro)
que los intervalos en los que varia t en ambas notas son cerrados, mientras
que si las notas no son ligadas los intervalos son abiertos.

» La continuidad en la funcidn misica se traduce al escucharla en que el
instrumento pasa por todos los sonidos intermedios entre dos dados, es
decir, fo que hace un trombdn de varas al interpretar un glissado.

+ La derivabilidad en la funcién musica significaria suavidad al oir esta misica.
Otra practica: |

El proceso también puede hacerse en ambos sentidos, es decir dada una
musica saber qué tipo de funcién es ta que la origina y al revés, dada una
funcion cuya gréfica conocemos (logaritmica, parabolas, polinomios,...) qué
musica sonarfa con esa funcion.

En cualquier caso, estas sesiones permiten entender como un ordenador puede
crear misica, y perqué simplemente dibujando con el ratdn de un ordenador se
puede componer. (En este sentido es de destacar que existen programas muy
completos para composicidn por ordenador, por ejemplo FINALE para
ordenadores Machintosh, NOTATOR para ordenadores Afari,...)

Con estas propuestas de trabajo se comprueba la capacidad que tienen los
alumnos cuando una actividad los motiva. La mayoria de alumnos en el
laboratorio de computo pasan muchas horas convirtiendo sonidos en veciores,
viéndose sorprendidos de que en este caso un vector no lleve inevitablemente
asociada una direccion y un sentido, sin que por elio dejen de ser vectores.

Después de trabajar con funciones que responden a un modelo de la vida
cotidiana, conceptos como el de continuidad o derivabilidad llegan a verse como
una necesidad de catalogar algunas situaciones que realmente existen.

La mayoria de alumnos llegan a comprender que las matematicas no son una
ciencia estancada en la que no cabe la opinién que ellos puedan tener, o en Ia
que ya no gueda nada nuevo por decir.
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Vi.5. LA GEOMETRIA Y EL DIBUJO

. Usando la reproduccion de una pintura, por ejemplo del Renacimiento, trazar
las principales caracteristicas en la composicion y descubrir las cualidades
particulares de simetria, figuras geométricas, proporciones armonicas, la
seccion dorada etc.

. Tomar la imagen de alguna construccion de la antigliedad griega o romana y
analizar sus proporciones. Luego disefiar una construccion propia basada en
la raiz cuadrada, clibica o en la seccién dorada usando solo compas y regla,
inclusive considerar la proporcion de su volumen en el espacio. Tomar los
elementos basicos de tu propio disefio o el de algan compafiero y tratar de
mejorar las proporciones y con esto la estética, la armonia.

. Sobre la base de la serie de Fibonacci, inventar otra serie semejante, es
decir, una en la que cada término sea la suma de los dos anteriores y
comprobar que se cumple inexorablemente [a expresion:

10

22X, = 11X, (Xr =7°término)

i=1

Esto significa: sumando los diez primeros ndmeros de dicha serie inventada
nos debe dar lo mismo que se obtiene multiplicando el séptimo término por
11.

. Usar la reproduccion de muchas pinturas y localizar |a linea de horizonte y el
punto de fuga, tratar de plantear la época de elaboracion del cuadro a partir
del uso que se hizo (para construir ia pintura) de las matematicas vy la
tecnologia.

. Realizar un dibujo haciendo uso de figuras geométricas: circunferencias,
tridngulos cuadrados pentagonos, efc.

. Reproducir un dibujo a escala haciendo usec del método del cuadriculado.

. Hacer uso del pantografo de Sylvester para reproducir a diferentes escalas
una imagen de interés. Estudiar las relaciones matematicas y tratar de
descubrir el principio en el que se basa dicho instrumento de dibujo.
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8. Construir un geoplano y por medio de material efastico como ligas, tratar de
redescubrir los principios que se hallan en las figuras geométricas y sus
interrelaciones, como el circulo, tridangulos, angulos, etc.

9, Elaborar cuadros pictéricos o dibujos en los que se haga uso de los
siguientes efementos: que contenga la linea de hotizonte, el punto de fuga,
que existan elementos simétricos, etc.

10.Dibuja fa pared posterior y las porciones visibles de las laterales, el cielo raso
y el piso de un cuarto como lo verfa un observador situado dentro de la
habitacion v cuyo ojo estuviera viendo directamente hacia la pared posterior.

11.Afade, al dibujo del ejercicio anterior una mesa cuadrada, dos de cuyos
bordes sean paralelos a la pared posterior.

12.Dibuja un cubo colocado del tal modo que una de sus aristas dé hacia ti y
que ias aristas vecinas formen angulos de 45 ° y 135 °, respectivamente, con
la tela (o la superficie, cualquiera que sea, en donde reafices el dibujo).
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VI.6. ESCALA TEMPERADA?®.

Los siguientes son apuntes de didactica de lauderia (lo relativo a instrumentos
musicales de cuerda), en donde se manifiesta la vinculacion entre la musica y
" sus relaciones matemdticas. Dichos apuntes fueron proporcionados por el
profesor de musica de la Escuela de Cultura Popular A, C. Aqui se pueden
tomar muchos elementos para la preparacion de clases de mateméticas.

En la escala temperada utilizada en la musica occidental, todos los tonos y
semitonos son iguales; no existen tonos de 9 : 8 y 10 : 9, ni diferencias entre los
semitonos. Como es conocido, esta escala contiene la octava dividida en doce
semitonos iguales, con el fin de aplicarse en aguellos instrumentos que, como el
piano, necesitan una afinacion fija que sirva para cualquier grado de cualquier
tonalidad.

Se pondra un ejemplo con la cantidad de vibraciones de cada sonidec de la
escala cromatica, esta vez temperada. La relacion se obtuvo con la cifra
16.8171, que refleja con exactitud la division de una octava en doce partes
iguales.

La cifra 16.8 es bastante aproximada, pues da un sobrante de una vibracién
entre 1466 vibraciones. Si se aumenta una centésima (16.81) el sobrante es
una vibracién entre 58656, con 16.8171 el sobrante es de una entre 293333,
con 16.8171 es una vibrante entre 8800000, Como la nota mas aguda empleada
en la orquesta tradicional es el Doy del flautin {salvo excepciones de algunos
armonicos del violin), la cifra de 16.81 puede ya considerarse exacta, pues
resulta una vibracién sobrante entre 5866 vy ia referida nota del flautin tiene 4186
(segun la escala del proximo ejemplo)’.

La operacion empleada en el ejemplo 1 es la siguiente: se divide la cantidad de
vibraciones de un sonido determinado enfre 16.8171; el resultado sera la
diferencia de vibraciones enfre ese sonido vy su inmediato superior, quiere decir
que si al sonido se le suma el cociente, se obtendra la cantidad de vibraciones
del segundo sonido. Asi se cumple la finalidad de la escala temperada: dividirda
exactamente en doce partes iguales. Van algunas notas.

¢ | a escala temperada fue propuesta por el espafiol Bartolomé Ramos de
Parejas en su libro Miésica Tractatus, editado en Bolonia en 1482, Algunas
versiones dicen que fue propuesta por Aristoxenes, 350 afios antes de nuestra
era.

7 La blisqueda del factor 16.81 la efectud Italo Besa Tonussi en 1963.
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Nota (tong): ka,.. Sols Lag Sis Do Dog# Reg Regs #

Vibraciones; 220 ... 415.3 440 493.883 523.251 554.365 587.33 622.254

=

ota; Mig Faq Fag# Solg Solg # Lag lLag# .. Lags

vibr. 659.255 698.457 73999 783.992 830.611 880 932327 ... 1760

Aqgui nada es100 % exacto; por lo que, se llega a la conclusion gque la afinacion
perfecta no existe, sino que simplemente, afina mas el que desafina menos.

En otros textos de actstica se toma como punto de partida el Do normal {el que
corresponde at La normal de 435 vibraciones).

Aqui se parte del La “"brillante” de 440 (aunque en la actualidad se emplea un La
un poco mas brillante ain, de 442 a 444), Si se quiere utilizar el La mas
briflante, se procedera en igual forma con el 16.8 y fraccion antes explicado,
pero partiendo de un La de 442, 443 0 444.

Instrumentos con trastes.

El procedimiento de 16.8 y fraccion es de gran utilidad en la construccion de
instrumentos con trastes, en lo que se refiere a su ubicacion. Hay algunos que
construyen, por ejemplo, una guitarra, v le ponen los {rastes tomando como
modelo a ofra gultarra; asl, los trastes quedaran colocados la mayoria de las
veces aproximadamente, vy si la guitarra "modelo” fue hecha a su vez por
aproximacion a otro modelo... incluso puede suceder que el large de la cuerda,
. dela cejilla al puente, no coincida exactamente entre la guitarra modelo y la que
se esta construyendo.

La colocacion de los trastes seria asi: se mide con exactitud e! largo de la
cuerda desde la cejilla al puente. En la mitad de la cuerda se colocara el traste
12.

La cifra que resultd ser la mitad de la cuerda se divide entre 16.8 {0 16.81) y se
obtendra la distancia que debe haber enire el traste 12y el 11.

Esta itima cifra mas de ia mitad de la cuerda (es decir la distancia que hay
entre el traste 11 y el puente), se divide entre 16.8 y se hallara la distancia que
hay entre el traste 11 y el 10.
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La distancia que hay entre el traste 10 y el puente se divide entre 16.8 y se
haltar la distancia entre el traste 10 y el 9. Y siguiendo este procedimiento, se
obtendran los trastes: 8,7,6,5,4, 3,2y 1.

La distancia que hay entre la cgjilla y el traste1 dividida entre 2, resuita la que
hay entre el traste 13 y el 14,

La distancia que hay entre el fraste 1 y 2 dividida entre 2, resulta la que hay
entre el traste 13 y el 14. Y asi, el traste 15 dista del 14 la mitad que &l 3 del 2,
1i 18 dista del 15 la mitad del 4 al 3, etcétera.

Tratandose de una cuerda de guitarra de 66 cm de longitud, las operaciones
matematicas serian las siguienes:

66 : 2= 33 cm (lugar del traste 12)

33:16.81 =1.963 cm (distancia entre el fraste 12 y 11)

1.963 + 33 = 34.963 cm (distancia del traste 11 al puente)
34.963: 16.81 = 2.079 cm (distancia del traste 11 y 10)

2.079 + 34, 963 = 37.043 cm (distancia del traste 10 al puente)
37.043 : 16.81 = 2.203 cm (distancia entre el traste 10 y el 9)
....Y asf sucesivamente.

Con estas operaciones hay un sobrante de una decima de milimetro, por o que
puede considerarse exacto. No obstante, si se quiere mayor exactitud, puede
emplearse ia cifra 16.817 y utilizar mas decimales.

138



VI.7. CONSTRUCCION DE UNAS ZAMPORAS.

Introduccion.

Las Zampofias es un instrumento musical de viento de origen andino, Es un
chirimbolo autdctono formado por un conjunto de carrizos cilindricos que
correctamente organizados y formados forman un bello sonido musical basado
en el flujo de aire.

Las zampofias, por las caracteristicas intrinsecas de su construccién y por el
material de facil acceso para su elaboracion, representan un material adecuado
para poner de manifiesto dos particularidades que nos interesan en esta
ocasion para la aplicacion de un laboratorio de esta propuesta didactica:

a. La Funcion f{x) que existe entre el flujo de aire (vclumen) ds los cilindros de
la Zampofa y el sonido producido (frecuencia por segundo, heriz) en este
proceso,

b. Las relaciones matematicas involucradas en la construccion y afinacion de
este instrumento musical.

Caracteristicas particulares de este instrumento.

Ya habiamos visto en el capitulo IV (Las Mafematicas y la Musica) que el
sonido es una onda que viaja a través de un medio y que es capaz de excitar el
oide, originando la percepcidn auditiva. Su naturaleza estd dada como un
movimiento ondulatorio longitudinal perceptible al oido.

Son muchos e innumerables los sonidos que existen en nuestro medio. Los
sonidos musicales son los que se originan en una serie regular de vibracicnes u
ondas periodicas, capaces de provocar en nuestro oido una sensacién
agradable. Por ejemplo, el sonido producido por una cuerda de guitarra, un
violin, una orgquesta o un cantante.

Los instrumentos de viento se basan en las propiedades de los llamados tubos
sonoros, los cuales resuenan a frecuencias relacionadas armonicamente
dependiendo de la forma que da a los labios el intérprete y de la estructura
propia de cada instrumento. Un tubo de longitud ., por ejemplo, ablerto en
ambos extremos, vibra a una frecuencia f = v/ 2L, siendo v la velocidad del
sonido.
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Un tubo cerrado en un extremo produce un sonido una octava mas grave que
un tubo abierto de la misma longitud. Ejemplos de instrumentos de viento son la
ocarina, el fagot, la quena, el flautin, ia trompeta, fas zampoiias, etc.

La sonoridad o cantidad de sconido que se produce en la fuente depende de la
fuerza y de la vibracion de su masa, longitud y tensién.

Ademas del aire, los sdlidos v los liquidos son medios de propagacion para el
sonido. El sonido se propaga con movimiento uniforme a través de medios
elasticos y su velocidad depende de la densidad del medio.

Propuesta de procedimiento
Objetivos:

1. Los alumnos determinaran la funcion matematica existente entre las
dimensiones (volumen) de un tubo sonoro y &l tono (frecuencia de onda por
segundo, hertz).

2. Los alumnos disefiaran unas zampofias (instrumento musical), afinado en la
escala de Re sostenido, nota {6nica, comin de la mdsica tradicional andina.

Material:

* Una veintena de carrizos de bambi de diferente tamafio y de diférente
diametro. La longitud minima sera de cinco centimetros y la méxima de 50
cm. El diametro sera entre 1.25 cm (1/2plg) y 2.52 cm (1 plg).

* También se puede manejar como material alternativo, tubos de PVC que se
consigue en tiendas de materiales de plomeria comerciales, con las mismas
caracteristicas en las dimensiones (diametro-longitud) que los carrizos de
bambu.

Instrumentos de trabajo:
* Un vernier
* Una regla de medicién de 50 cm y otra de 20 cm.

* Un afinador electrénico o un sondémetro. (Aqui también puede ser utilizado
un teclado electrénico).
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* 20 metros de hilo cafiamo de diferentes colores
*  Una navaja.
* una cegueta

* Una lija para madera del nimero 00

Metodologia

Por la cantidad de trabajo que se requiere y por las caracteristicas del trabajo,
se propone que esta actividad se realice en equipos de frabajo de 2 o 3
alumnos, como se prefiera. El nivel de estudio que deben tener se recomienda
para alumnos de los primeros afnos de alguna carrera de ingenieria o afir, que
ya hayan tomado un curso de Funciones y de preferencia que sepan realizar
ajuste de curvas con algunos métodos como el de minimos cuadrados o©
haciendo uso de la calculadora.

1. Los alumnos mediran con el vernier y la regla, las dimensiones (diametro y
longitud) de todos y cada uno de los tubos (de PVC ¢ de bambi) que se les
proporciond., Cada fubo debera estar tapado de un extremo y el otro
permanecera abierto.

2. Para cada uno de los tubos se producira un sonido haciéndoles pasar aire
con la boca y se mediran (con el afinador electronico) la frecuencia sonora
{los ciclos por segundo) producidos por la masa de aire fluida en los tubos.
Se les pedira a los alumnos que dicho flujo sea lo mas constante y
permanente posible para que la medicién sea lo menos imprecisa. Asi,
mientras un estudiante manipula los objetos, el otro (o los otros), puede
hacer las mediciones y anotaciones pertinentes.

3. Se realizara una tabla que contenga las siguientes variables. Diametro del
tubo, Longitud def tubo, Volumen del tubo, Frecuencias por segundo (Hertz).
La siguiente tabla muestra una posible muestra de resultados.
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Longitud, { Diametro, |Volumen Frecuencia |Tono observaciones
L(em) |[D{cm) (1/4)m D2L (Hz) {aproximado).

20 0.5 - -

1.25

1.8

2.52

Etc.

. Realizar un diagrama de dispersibn con las variables: Volumen vs
Frecuencia. Ajustar a un modelo matematico, linsal y/o exponencial, por
minimos cuadrados.

. Realizar un diagrama de dispersion con las variables tono (por ejemplo el Do
central} tomado como n al nimero de octavas arriba de este Do central vs la
frecuencia y ajustar a un modelo exponencial

. Analizar los datos registrados en las tablas y graficas, y obtener
cohclusiones.

. Con las conclusiones anteriores disefiar y construir una zampoiias en escala
de Re mayor sostenido de 2 octavas.

Analisis de resultados.

Como se ha mencionade anteriormente, el tono de una nota musical esta
determinado por la frecuencia de la vibracion que la ocasiona. Por ejemplo, el
Do central en €l piano, corresponde a una vibracion de 263 hertz. Una nota de
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una octava arriba del do central vibra a 526 heriz, y otra de dos octavas arriba
del Do central vibra a 1052 hertz. Ver la tabla 6.3:

TABLA 6.3. Tonc de notas arriba del Do central

Ndmero, n, de octava arriba Namero de hertz

del Do central V=fm)
0 263
1 526
2 1052
3 2104
4 4208

Obsérvese que 526 /263 =2, 1052/526 =2 y 2104/1052=2

Y asl sucesivamente. En otras palabras, cada valor de V es el doble del valor
anterior, asi que:

V= f{1)=526=263(2)"
V= {(2)=1052=263(2)2
V= f(3)=2104 = 263 (2)°

V es la vibracion.

En generai:
F=f{n) = 263 ()"

Aln cuando V =1 (n) = 263 (2)" tiene sentido en términos musicales solo para
ciertos valores de n, se pueden calcular valores de la funcion f (x} =263 (2)* para
toda la x real, y su gréfica tiene la forma exponencial tipica. A este tipo de
conclusiones tendran que llegar los alumnos.
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Estos resultados enriqueceran y afirmaran los conceptos de variables
(dependientes, independientes), funciones {lineales, exponenciales), etc.

Para alcanzar adecuadamente la consecucion de los objetivos de esta actividad,
es muy importante saber manejar adecuadamente los conceptos y la
herramienta matematica de las funciones exponencial y logaritmica.

Finalmente, para el disefio de las zampofias, se concluye que se requieren 13
carrizos de bambu para disefiar unas zampofias en Re # mayor (410 hertz). E}
tubo mas grande (la nota tonica), requiere de un volumen de unos 48 cm
clbicos ~aproximadamente- (1.5 cm de diametro y 27 cm de longitud) y el
carrizo mas pequefio Re # (1630 hertz) requiere un volumen de unos 5.5 cm
cubicos (1 cm de diametro y 7 de longitud).
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V1.8. ANEXO

CUESTIONARIO
PARA ESTUDIANTES DE LA E.N.M.

El portador de este cuestionario, es tesista de la Maestria en Educacién
Matemdtica de la E. N. E. P. .Acatlan. Su tema de tesis se lama “Las
matematicas y e! are (en la musica y en la plastica)’. El objetivc de este
cuestionario es “aterrizar’ (complementar) el estudio tedrico sobre la vinculacion
mateméaticas —musica, a partlr de la opinion de la comunidad de la E. N. M. vy de
otros andlisis.

Nombre: Carrera;

Semestre actual que estudias

PREGUNTAS:
1. . Estas en la carrera que elegiste?
a) Si b) No

2. Sila respuesta anterior fue NO, ¢ cudl era tu eleccion?

3. ¢ Te gustan las Matematicas?

a) Si b} No

4. ¢ Existe alguna asignatura en tu carrera en la que se evidencie alguna
vincuiacion entre las Matematicas y la Mdsica?.

a) Si b} No

5. Si la respuesta anterior es afirmativa, ;codmo se llama la asignatura y de qué
manera se rmanifiesta esa vinculacion?

6 ¢ Existe alguna relacion entre la afinacion de instrumentos musicales y las
matematicas?

7. Qué relacion existe entre 1a construccién de instrumentos musicales y las
matematicas
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CUESTIONARIO
PARA ESTUDIANTES DE LA E.N.A.P.

El portador de este cuestionario, es tesista de la Maestria en Educacion
Matemitica de la E.N.E.P. Acattan. Su tema de tesis se llama “Las matematicas
y el arte (en la musica y en la plastica)’. El objetivo de este cuestionario es
“aterrizar” (complementar) ef estudio tedrico sobre la vinculacién mateméticas —
la plastica, a partir de la opinién de la comunidad de fa E. N. A. P. y de otros
analisis.

Nornbre: Carrera:

Semestre actual que estudias

PREGUNTAS:
1. ¢ Estas en la carrera que elegiste?
a) Si b) No

2. Si la respuesta anterior fue NO, 4 cuél era tu eleccion?

3. £ Te gustan las Matematicas?

a) Si b) No

4, ¢ Existe alguna asignatura en tu catrera en la que se evidencie alguna
vinculacion entre las Matematicas y la Artes Plasticas?.

a) Si b) No

5. 8i la respuesta anterior es afirmativa, ;como se llama la asignatura y en qué
forma se manifiesta esa vinculacion?

8. ¢ De qué manera aplicas las matematicas en el disefio de tus trabajos
artisticos?

7. ¢ Qué sabes acerca del nimero dureo?
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VIl. CONCLUSIONES.

Sobre la base de la presente investigacion:

.

Es evidente la conexion historica entre las matematicas y el arte {por lo menos
en la misica y en la plastica). Esta relacién se pone de manifiesto a |o largo del
devenir histérico de las matematicas y el arte; inclusive, hubo periodos de la
historia de la humanidad en que se fundian ambas discipfinas y una motivaba a
la ofra, y viceversa.

Es importante aprovechar el gusto y el interés que los jovenes, en general,
tienen por el arte, para mostrar en el salén de clases el vinculo de éste con las
matematicas.

Es necesario explorar ofras posibilidades, como la vinculacién entre las
matematicas y la masica, y las matematicas y la plastica, para lograr en
nuestros alumnos aprendizajes significativos en las matematicas.

No menos importante es romper con esquematismos, dogmas y demas
prejuicios acerca de las ideas y creencias que se tienen de las matematicas
para, minimamente, lograr una actitud diferente ante estas. El arte puede ser
un vehiculo para lograr esta fransformacién tanto en estudiantes como en
docentes.

Sin embargo, es necesario reconocer gque en México estamos a la zaga, en
relacion con ofros paises, en el esiudic de estas posibilidades
interdisciplinarias de construccion de aprendizajes. Ante esto es preponderante
desarrollar el potencial de los recursos, principalmente humanos.

En las Escuelas, Nacional de Mdsica y de Artes Plasticas de la UNAM, de
acuerdo al estudio que se realizo, se ohserva que los estudiantes tienen sélo
una idea muy general de la vinculacion entre las matematicas vy el arts; por lo
que, si ni alin en esas escuelas de arte estd explicita dicha relacién, en las
escuelas de bachillerato vy de otras carreras es mas dificil que la conozean.

Por io anterior, a primera vista se ven obstaculos a los que nos enfrentamos
para llevar al salén de clase la propuesta de hacer uso de recursos artisticos
para la ensefianza de las matematicas, algunos de ellos son:
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+ En México no es muy comun la formacidn interdisciplinaria, y esta es una
situacion real y compleja.

% Los docentes y estudianies, requerimos un ciertc nivel minimo de
conocimientos en la musica y en la plastica. '

% Existen limitaciones, desconocimiento, pobreza de informacion y formacion
de una cultura artistica, esto es parte de un analfabetismo funcional de
nuestro sistema educativo. Los estudiantes tienen, en lo general, una idea
muy vaga sobre las matematicas y el arte.

X

A5

Disefiar una propuesta pedagodgica con estas ideas, Implica un acto doble

" de creatividad: el disefio en si, y esta se debe adaptar a las necesidades de
los programas de estudio de nuestras asignaturas, en tiempo, forma y
contenido.

8. A pesar de estas dificultades, es factible hacer uso de la relacion mateméticas-
arte como una alternativa del proceso de ensefianza aprendizaje de las
matematicas, asi lo muestran las investigaciones. Para superar estas
dificultades se debe realizar bastants estudio y trabajo.

9. Finalmente, el productc de esta investigacion se puede implementar en
talleres, materias optativas, en cursos cortos inter semestrales, en
conferencias, en actividades de extensién, etcétera. Evidentemente, también
en las mismas asignaturas curriculares.
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