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Introducción 

El estudio de la física es una aventura interesante y estimulante para cual­
quier persona que quiera conocer más acerca de todo lo que la rodea, es quizá una 
de las actividades más excitantes del conocimiento. Entre los objetos de estudio 
podemos citar los átomos, las galaxias, el espacio, el tiempo y una gran cantidad 
de fenómenos más. En ocasiones algunos objetos de estudio parecieran salir de 
un texto de ciencia ficción, puesto que son poco intuitivos y muy sorprendentes. 

A principios del siglo pasado había una serie de problemas fundamentales 
que no podían ser analizados en el contexto de las teorías físicas existentes. Esta 
situación condujo a un cucstionan1icnto de las propias teorías. La intensa crisis 
sacudió la convicción reinante en el sentido de que la física era ya una ciencia. 
prácticamente completa en lo que a principios se refiere. 

Una gran revolución científica fué desarrollada por una multitud de cientifi­
cos., entre quienes destacan figuras muy brillantes, y que culminó con el estable­
cimiento de una nueva teoría física para describir el comportamiento de micro­
sistcmas (electrones, átomos, cte.). Esta nueva teoría es la mecánica cuántica. 
Con el desarrollo de esta teoría surgieron nuevos campos de estudio corno la 
electrodinámica cuántica y predicciones de fenómenos debidos a esta nueva área 
de investigación. 

En 1948 estudiando los efectos de las fluctuaciones de vacío cuántico Casi­
mir encontró que dos superficies conductoras perfectas no cargadas colocadas 
en el vacío sentían una atracción. Esta fuerza es una consecuencia de la electro­
dinámica cuántica. Para dos placas planas separadas una distancia a esta fuerza 
por unidad de área tiene la siguiente magnitud: 

7r2 fic 
Fe= 240a4 • 

En artículos recientes se ha profundizado más en el estudio de este efecto 
de vacío ton1nndo en consideración que las placas que intervienen en el cálculo 
son en general dieléctricas. El resultado es la obtención de una expresión para 
la fuerza de Cnsitnir en tncdios dieléctricos. 

El estudio de la fuerza de Casimir y la capacidad de modificar su valor ha 
tomado una relevancia i1nportante, debido a los avances a pasos agigantados en 
la miniaturiznción de sistc1nas electromecánicos. La influencia que esta fuerza 
puede tener sobre una estructura con un tamaño del orden de nlicrómctros, es 
tal que puede llegar incluso a can1biar su forma. 

En este trabajo nos planteamos el problema de modificar la magnitud de 
la fuerza de Ca..o.;in1ir n1cdiantc la n1anipulación de las propiedades dieléctricas 
y geométricas de las placas paralelas que intervienen en el cúlculo de dicha 
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fuerza. Con este fin realizamos cálculos numéricos y analizamos los resultados 
obtenidos. 

En el primer capitulo damos un panorama de las ideas básicas para. Ja com­
prensión de este efecto de vacío. En el segundo introducimos al lector en una 
teoría. más desarrollada, en la que se obtiene la. fuerza de Casimir entre placas 
dieléctricas, tomandosc en cuenta efectos de dispersión y disipación del medio. 
Se explica la teoría de Lifschitz sobre Ja. fuerza entre placas dieléctricas y se 
puntualizan las diferencias existentes con la teoría de Casimir. 

En el tercer capítulo presentamos los cálculos realizados numéricamente de 
la fuerza entre placas dieléctricas de silicio (Si), placas metálicas de magnesio 
(Mg) ó aluminio (Al) y el caso en que una placa es dieléctrica y la otra metálica 
(Si y Al respectivamente). Hacemos un análisis de los resultados obtenidos. 

En el capítulo final presentamos las conclusiones del trabajo realizado y los 
posibles nuevos estudios que pudieran realizarse sobre el efecto Casimir. 
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Capítulo 1 

Aspectos históricos, 
experimentales y teoría 
básica del efecto Casimir 

Una de las predicciones más importantes de la clcctrodinánJJca cuánti­
ca obtenida por Casimir en 1948 es que dos placas conductoras perfectas 
coloca.das en el vacío sienten una atracción mutua. 

En el presente capitulo so presenta una reseña histórica de las ldeas y he­
chos que concluyeron con los estudios de Casimir sobre las Huctuaciones de 
cnerg!a de punto cero. Presentamos además Jos esruerzos experimentales rea­
lizados iniciabnentc por Sparnnay y continuados por Lainorcaux, Mohideen 
y Chan para mostrar la existencia de Ja fuerza de Casimir y Ja frnportancla 
que esta fuerza tiene a escalas del orden de micrómetros. En la parte final 
del capítulo introducimos al lector en Jos conceptos básicos de Ja teoría del 
efecto Casimir tales como cunntización de campo electromagnético, energía 
de punto cero, energía de Casimir y reproducirnos el cálculo clásico hecho por 
Casimir para obtener la expresión de In f'ucrza entre dos placas conductoras 
perfectas. 

1.1. Historia del Efecto Casimir 

En la década de los 40, J. T Ovcrbcck en los laboratorios de la Philips llevó a 
cabo una serie de cxpcritncntos con polvo de cuarzo usado en la ntanufactura. 
Los resultados indicaban que la teoría de la estabilidad de coloides que había 
sido desarrollada junto con E. J. Vcrwcy no era enteramente correcta y que In 
interacción partícula. - partícula. decaía más rápidamente de lo que ellos pensa­
ban originalmente. Overbcck sugirió que esto tenía que ver con la. propagación 
finita de la luz. Pronto, H. D. G. Casimir y D. Poldcr [l) en los mismos labora­
torios estudiaron el proble1na reconsiderando la interacción de 'V"an der Waals. 

5 



Encontraron que la sugerencia. de Overbeek era. correcta. Como una. consecuen­
cia. del retardo, la. energía. deca.ía. como r-7 para sepa.raciones intermolecula.res 
grandes. Esto probablemente habría. sido el final de la historia, sólo que Ca­
simir quedó intrigado por la simplicidad del resultado obtenido con Poldcr y 
sugirió otra explicación. Casimir encontró que calculando las fluctuaciones de 
la. energía de punto cero con la. presencia. de dos átomos llegaba a. los mismos 
resultados que los que él y Polder habían encontrado usando la teoría de Van 
der Waals. 
En 1947, Casimir mencionó sus resultados a. Niels Bohr, quien lo alentó a conti­
nuar con sus estudios diciéndole que esos resultados eran algo excelente y muy 
nuevo. 

Para mayo de 1948 Casimir presentó un artículo cuyo título fué On the at­
traccion betwcen two perfectly conducting plates [2] a la Academia de Ciencias y 
Artes en Holanda. En éste, Casimir obtenía la fuerza. entre dos placas perfecta­
mente conductoras, neutras, colocadas en el vacío y que es a lo que usualmente 
los físicos denotan con el nombre de efecto Casimir. Una definición más mo­
derna de la fuerza de Casimir es que ésta se origina de las fluctuaciones de 
la energía de punto cero por la presencia fronteras metálicas o dieléctricas. La 
asociación que hizó Cnsi1nir del efecto con la energía electromagnética de punto 
cero fué un hecho fascinante y continua siéndolo. Fascinante también es que al 
mismo tiempo que Casimir pensaba en un efecto debido a la energía de punto 
cero, en Estados Unidos de Nortcamerica Wclton y Weisskopf deducían que el 
efecto Lamb podía ser una consecuencia del punto cero de energía.. 

La expresión para la. fuerza de C""imir por unidad de área entre dos placas 
conductoras perfectas, obtenida por Casimir es: 

Tr2 f1c 
F(d) = - 240d4 ' (1.1) 

donde d es la distancia de separación entre las placas. Esta fuerza es muy pe­
queña comparada con la fuerza de Coulomb para mantener al electrón en el 
átomo de hidrógeno o la atracción gravitacional entre dos pesos separados una 
distancia determinada. El efecto Casimir no involucra masas ni cargas es una 
consecuencia de la electrodinámica cuántica. Más adelante se presentará una 
deducción de la Ec. (1.1}. 

1.2. Experimentos sobre el efecto Casimir 

Avances recientes en rnicrosistc1nas electromecánicos (MEMS por sus siglas 
en inglés} y la capacidad de medir fuerzas del orden de ato-newtons han abierto 
el camino para el estudio de efectos de fuerzas que se vuelven relevantes a escalas 
del orden de micrómetros. La fuerza de Casimir entre dos placas (Ec.(1.~} 
separadas una distancia de un micrómetro es de aproximadatncntc 1,3 x 10-3 iTil". 
No obstante ha sido confirmada experimentalmente. 

La litera.tura experimental acerca del efecto Ca.sin1ir es poca aunque ha co­
menzado a despertar un mayor interés en la con1unidad científica . El primer 
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intento por medir la fuerza de Casimir entre dos placas fué el que llevo acabo 
Sparnaay en 1958 [4]. En este experimento se media la fuerza entre dos placas 
metálicas de cromo ó aluminio colocadas dentro de una cámara de vacío que 
posteriormente era llenada con gas de nitrógeno. La fuerza era determinada de 
la dellexión de un resorte conectado a un brazo de aluminio pegado a una de las 
placas. La deftexión era medida del cambio en la capacitancia de un capacitar 
conectado al brazo. Los resultados obtenidos fueron, sin embargo poco satisfac­
torios, mostraban una fuerza atractiva consistente con la teoría, pero con una 
incertidumbre del 100% en sus mediciones. 

En un segundo experimento hecho en 1996 se obtuvieron resultados más 
precisos pudiendo demostrar así la presencia del la fuerza de Casimir. Este 
experimento fué realizado en la Univerdad de Washington por Lamoreaux [5] 
usando un sistema electromecánico basado en un péndulo de torsión . Debemos 
mencionar que en su experimento Larnoreaux usa una placa. plana y una esfe­
ra, puesto que esto le facilita su realización. Por supuesto cuando se cambia la 
geometría de las superficies la expresión para la fuerza. de Casimir cambia. La­
moreaux tomó en cuenta además dos corrccioncs a la fuerza de Casimir. Estas 
son la temperatura finita a la que éste es realizado y la. conductividad finita de 
las placas. 

Continuando cronológicamente con los experimentos realizados acerca de 
este terna el que sigue fué el realizado por U. Mohideen y Anushrcc R.oy [7] 
en 1998 donde los autores usan un microscopio de fuerza atómica (AFM por 
sus siglas en inglés), para medir la fuerza entre una placa plana y una esfera 
de poliestireno cubiertas con una capa de 300nm de aluminio y por otra capa 
de 20nm de una una mezcla de oro y plomo. El esquema del experimento lo 
mostrarnos en la figura l. l. 

La fuerza sobre el brazo pegado a la esfera es medida por la rotación de su 
punta con un microscopio de fuerza atómica AFM. Un rayo láser es enviado sobre 
la punta del brazo y reflejado, entonces una fuerza sobre la esfera resultará. en un 
giro del brazo produciéndose una diferencia en la señal entre los fotodiodos A y 
B. Se hacen varias mediciones acercando la esfera a la. placa en pasos de 3.6nrn. 
Los resultados obtenidos usando este instrumento fueron bastante buenos, ya 
que obtuvieron una precisión en sus mediciones del orden del 1 % comparada 
con la teoría dejando claramente demostrado que se produce una atracción entre 
la plnca y la esfera. 

Otros tipos de experimentos han sido realizados por los investigadores co-
1ncnzado en el estudio de la fuerza de Casimir en sistemas n1icroelectromecáni­
cos. En ese sentido se encuentra el llevado a cabo por Chan [8]. El experimento 
consiste en medir la rotación de una placa cuadrada de unos cuantos centenares 
de micras. La placa de polisilicon se coloca sobre un eje de rotación. Dos elec­
trodos fijos de polisilicon son colocados a una pequeña distancia debajo de la 
placa y una esfera metálica fijada en la punta de un alambre de cobre es puesta 
exactan1cntc arriba de uno los extremos de la placa. Una fuerza atractiva. entre 
la esfera y la placa producirá una rotación de la placa. El esquema experimental 
de este experimento se muestra en la figura 1.2. 

Para detectar la rotación de la placa , los autores del experimento miden la 
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Figura 1.1: Esquema del dispositivo experimental usado por U. Mohideen y A. 
Roy. (Una fuerza sobre la esfera produce un giro en el brazo.) 

V 

placa 

Figura 1.2: Microsistema torsional usado por H. B. Chan et al. 
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diferencie. de capacitancias entre lo. ple.ca y ambos electrodos, de esa manera. se 
obtienen dos mediciones. La primero. en el punto en que lo. separación entre la 
placa y uno de los elecrótodos es máxima, que es en el extremo en que se encuen­
tre. la esfera y la. segunda. que es cuando la separación es mínimo., es decir, en el 
extremo opuesto. Debemos mencionar que este sistema proporciona mediciones 
tan buenas como las de un AFM. Esto es, se pueden llegar e. hacer mediciones o. 
muy pequeña esco.la. Es por esto que los resulte.dos de este experimento son tan 
buenos como los del experimento llevo.do e. cabo por Mohidccn y Anushrcc Roy. 
Existen más experimentos relacionados con el efecto Casimir, sin embargo no 
nos extenderemos más y solo mencionaremos que estos experimentos ratifican 
que este efecto cuántico juego. un po.pel importante a esca.las de nanómetros. 

1.3. Energía de punto cero 

El punto cero de energía. o.parece por primero. vez en la teoría de radiación 
de cuerpo negro de Planck y poco después, éste fué derivado con las matrices 
de Heisenberg en 1925. 

Lo. expresión obtenida. por Plo.nck para. el vo.lor promedio de la energía de 
un oscilador de frecuencia. w en equilibrio con radiación a temperatura T es: 

u = .....!!:::_ + .!. '= 
e~ -1 2 · 

(1.2} 

Cuando T-+ O, U -+ 1/2 (riw) que indica la. persistencia. de un punto cero de 
energía a un temperatura en la que clásicamente todos los movimientos cesan. 
Planck estaba convencido de que esta constante no era una consecuencia física. 
Einstein, sin embargo quedo intrigado por la idea. En un artículo publico.do 
junto con Stern en 1913, notó que el punto cero de energía era necesario puesto 
que lo. ecuación (1.2} debe de proporcionar la formula clásica U = kT en el 
límite en que kT >> riw. En este límite se tiene: 

U = .:"'-' + .!.rULI 
e= -1 2 

"" riw + .!.riw 
1+*+!<~7'.)2-1 2 

kT 1 
= 1 + .!_ r,w + 2'= 

2kT 

"" kT - .!.rULI + .!.rULI. 
2 2 

(1.3) 

El punto cero de energía es entonces necesario para obtener la energía co­
rrecta en el límite clásico. Por esta y otras razones Einstein y Stern concluyeron, 
"Le. existencia del punto cero de energía es probablc"[3) y [12]. 
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El punto cero de energía. fué un tema muy estudiado en la década posterior a 
la mecánica de las matrices de Heisenberg y la mecánica de ondas de SchrOdin­
ger, principalmente por el gran interés en fenómenos a bajas temperaturas tales 
como superconductividad. 

1.4. El concepto de la energía de Casimir 

Como hemos mencionado anteriormente el efecto Casimir se debe a las fluc­
tuaciones de campo electromagnético de vacío y a los efectos de energía de punto 
cero. Sin embargo existen algunos problemas conectados con esta definición de­
bido a que al hacer el cálculo de dicha energía se obtienen divergencias. Una 
cuestion fundamental es contestar si estos infinitos tienen algún significado físi­
co. En una situación real en que se tienen fronteras con características físicas 
determinadas, la energía de Casimir (energía de vacío) puede ser renormalizada 
resultando en general finita. La energía de Casimir se define corno la diferencia 
entre la energía de punto cero modificada por la presencia de fronteras y la 
energía de punto cero en el espacio libre: 

Ec =< n 1 H 1 n >frontera. - < n 1 H 1 n >e•pacio-libre • (1.4) 

Un cambio asociado a las condiciones de frontera produce un cambio en la 
energía de Casimir. Es importante mencionar aquí que la energía física de vacío 
dada por la fórmula (1.4), puede se entendida como el valor de expectación del 
harniltoniano en el estado base. 

Existen dos métodos para calcular la energía de Casimir: (i) La suma direc­
ta sobre todos los modos con sus propios esquemas de renorrnalización ( que 
es precisamente como Casimir lo hizo) ó (ii) Calculando el tensor de energía 
momento de vacío T•"'(r) haciendo posteriormente la diferencia entre el cálculo 
del tensor en el espacio libre y con fronteras. 

1.5. Cuantización de Campo Electromagnético 
(18] 

Para cuantizar el campo electromagnético prisncro mostran1os que un modo 
de campo es equivalente a un oscilador armónico. Las ecuaciones de l\Iaxwcll 
para el espacio libre son: 

'V· E= O, 

\1. B =O, 

\1 X E=_.!_ DB 
e 8t ' 
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18E 
VxB= ;Ft· {1.8) 

En función del potencial escalar el> y vectorial A, en la norma de Coulomb 
definida por V· A =O, con <l> =O, podemos escribir a partir de la. ecuación (1.8) 
que: 

(1.9) 

Resolviendo la Ec. (1.9) por separación de variables obtenemos soluciones 
monocromáticas dadas por: 

A(r, t) = a(t)A0 (r) + a"(t)A:(r), 

= a(O)e-'"'' A 0 (r) +a• (O)eiw• A:(r), 

donde la parte espacial satisface la ecuación de Helmholtz, 

'\72 A 0 (r) + K 2 Ao(r) =O 

(1.10) 

(1.11) 

y la parte temporal satisface ii(t) = -w2 a(t). El campo eléctrico y magnético 
estan dados por: 

E(r,t) = -~[ó(t)A0 (r) + óº(t)A:(r)], 
c 

(1.12) 

y 
B(r, t) = a:(t)V' X A 0 (r) +a:" (t)'\1 X A:(r). (1.13) 

La energía electromagnética se puede escribir de la siguiente manera: 

+a:"(t)2 J d3 r['ii' x A:(r)]2 + 2 J a(t) )2 J d 3 r['ii' x A 0 (r)]2. (1.14) 

Utilizando la identidad: 

J d 3 r[V X A 0 (r))2 = t<
2 J d3rA~(r), (1.15) 

y notando que ó(t)2 = -w2 o(t)2 esto debido a ó(t) = -iwa(t) podemos sim­
plificar la expresión (1.14) como: 
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H F = 8~ f d 3 r(E2 + B 2
) = ;: 1 a(t) ¡2, 

donde, la "función de modo A 0 (r}"esta normalizada, 

f d3 r 1 A 0 (r) 12 = l. 

Ahora definimos la cantidades reales: 

i 
q(t) = cv'47f[a(t) - a"(t)), 

p(t) = ~ [a(t) +a• (t)], 
y47f 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

(1.19) 

en términos de tales variables la energía HF (1.16) puede escribirse como: 

(1.20) 

A partir de las definiciones (1.18) y (1.19) se tiene que q = p y p = -w2 q que 
son las ecuaciones de Hamilton por lo que concluimos que p y q son variables 
canónicas y H F es un hamiltoniano tipo oscilador armónico. 

Introduciendo los operadores de creación y aniquilación, tenemos que el pro­
ceso de cuantización de campo electromagnético es equivalente a reemplazar la 
variable clásica a(t)/c../47i por el operador cuántico [rt/27f]'l2 a(t) ó a(t) por 
(2Tr1u:? /w) 112 a(t) y a"(t) por (27rftc2 /w) 112 al (t) {18). 

El potencial vectorial clásico es entonces reemplazado por el operador: 

(
2 lic?)l/2 

A(r,t) = 1T~ [a(t)A0 (r) +al(t)A~(r)), (1.21) 

por lo tanto los operadores correspondientes a el campo eléctrico y magnético 
son: 

E(r,t) = i(27ílu..i) 112 [a(t)A0 (r) - a•(t)A~(r)), (1.22) 

(
2rrt.c2) B(r, t) = -w- [a(t)'V X A 0 (r) +al (t)'V x A~(r)]. (1.23) 

El Hnmiltoniano (1.20) para un modo cuántizado se escribe como: 

H F = 1iw(a1a + 1/2). (1.24) 

Necesitamos aún generalizar el resultado anterior para una situación en que 
el campo electromagnético esta compuesto por muchos modos. Considcrcn1os el 
campo en el espacio libre sin fronteras físicas, en tal caso el número de modos 
es infinito. A 0 (r) satisface la ecuación de Hemholtz. Si definimos las funciones 
de modo como: 
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(1.25) 

donde vector unitario e,..i., toma. valores reales y especifica la polariza.ci6n de 
cada modo. La condición t< • e .. .i. = O significa que hay dos pola.rizncioncs inde­
pendientes. El subíndice .>. representa las polarizaciones, tomamos pues .>. = 1, 2. 

En términos de de las funciones de modo (1.25), el potencial vectorial (1.21) 
se transforma en: 

(1.26) 

con wl(. = K.C y ª"""" a~>. son respectivamente los operadores de creación y ani­
quilación para los modos con vector de onda t< y de polarización.>.. Utilizando el 
principio de superposición y sumando sobre el número infinito de modos tenemos 
que el potencial vectorial es: 

(
2trfu?)

112 
. . A(r, t) = L --- [a,.;.(t)e'"'' + a~,,_(t)e-'"")e .. ;.. 

1<.\ Wk 
(1.27) 

Cada. modo cumple con la condición de normalización: 

(1.28) 

A partir del potencial vectorial (1.26) obtenemos las expresiones para el 
campo eléctrico y magnético: 

E(r, t) = i L(2trfu..Jk) 112 [a,..i.(t)e'"" - a~_,. (t)e-'"")e .. .i., 

""' 
(1.29) 

(1.30) 

esto debido a que las funciones de onda planas de cada modo .-l,..i.(r) forman 
un conjunto completo de soluciones que satisfacen la.s condiciones de contorno 
y por lo tanto cualquier modo de campo electromagnético puede ser expreso.do 
en términos de estas funciones. 

Siguiendo un proceso similar al anterior se tiene que el hantiltoniano es: 

(1.31) 

Este es el Hamiltoniano para un número infinito de osciladores armónicos 
desacoplados. Los diferentes modos de campo son independientes, además se 
satisfacen las relaciones de conmutación: 

(1.32) 
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[a,. ... , a,.•.>.•)= [a! ... ,a!•.>.•l =O. 

La cuantización de campos electromagnéticos muestra que cuando estos son 
descritos por la mecánica cu!Íntica los niveles de energía permitidos son En = 
(n + 4)r.w, n =O, 1, 2, 3, ... como los de cualquier otro oscilador armónico. En el 
caso del campo electromagnético, el entero n corresponde al número de fotones. 
El término 4r.w es el punto cero de energía e implica las fluctuaciones de campo 
electromagnético en el vacío. 

En el espacio libre o en una cavidad cuyas dimensiones sean mucho más gran­
des que la longitud de onda..\ = 2 -:;,0 , el número <le modos por unidad de volumen 
en un intervalo de frecuencias (w, w + dw] asociado es dN., = (w2 /7r2c3)dw (22). 
Puesto que cada modo tiene un punto cero de energía cero ~tiw entonces la 
energía de punto cero de campo electromagnético por unidad de volumen es: 

w 2 1 fu.J3 

po(w) = 7T2c3 { 2fu.J)dw = 27T2c3 dw, (l.33) 

en el intervalo [w, w + dw). El total de energía electromagnética de punto cero: 
Ea = f0

00 
po(w)dw, es por ende infinito. 

1.6. Fuerza de Casimir entre placas conductoras 
perfectas (13] 

En esta sección reproduciremos el cálculo clásico de Casimir para la fuerza 
entre placas conductoras perfectas. Supongase que se tiene un paralelepipedo con 
paredes perfectamente conductoras de longitud Lz = Ly = L y Lz. Las frecuen­
cias permitidas de la radiación atrapada en el paralelepipcdo estan restringidas 
a valores discretos. Esto significa que el punto cero de energía es afectado por la 
presencia del paralelepipcdo y es diferente de la energía de punto cero cuando 
el espacio está libre. 

Para paredes perfectamente conductoras las funciones de modo A{r) = 
Az{r)i + Ay{r)j + A.{r)k, satisfacen que la componente tangencial <le el campo 
eléctrico se desvanece sobre las paredes, entonces: 

{l.34) 

{l.35) 

8 
A:{r) = (V )112 a.scn(1<zx)scn(1<11 y)cos(1<zz), {l.36) 

donde a~ +a;+ ai = l. V = L 2 L., y 

ltr Tn1f ntr 
"'-r = L'Kz = L'K.z = Lz' {l.37) 
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con l, rri, n valores enteros positivos, además del cero. Para satisfacer la condición 
transversal '\1 • A = O, también se requiere: 

{1.38) 

Entonces hay dos diferentes polarizaciones, salvo en el caso en que uno de los 
enteros l,m ó n sea cero. En tal caso (1.38) indica que hay solo una polarización. 
Es sencillo checar que las ecuaciones (1.34), (1.35), (1.36) definen funciones de 
modo transversales que satisfacen la ecuación de Helmoltz Ec.(1.11) así como, 
la condición de que las componentes transversales de E se dcsvanescan sobre 
las paredes de la cavidad. Las funciones de modo son ortogonales y satisfacen 
la condición de normalización: 

1L 1L 1L. dz(A;r + A~r + A;r) = 1 

Las frecuencias permitidas estan dadas por la expresión: 

( 
¡2 2 2)1/2 

Wlmn = 7rC L'2 + i;:2 + ~~ , 
El punto cero de la energía en la caja es entonces: 

E(d) = L (2)~riw1mn 
l,m,n 

(
¡2 2 2)1/2 

L 7TftC L2 + 722 + 2; 
l,tn,n 

(1.39) 

(1.40) 

(1.41) 

El factor de 2 esta relacionado con las 2 diferentes polarizaciones de los 
modos con l,m,n ¡,O. 

Estamos interesados en el caso en que L >> L. = d, podemos entonces 
reemplazar las sumas sobre 1 y m por integrales, obteniendo: 

ftcL2 1"" r= ( 1f2n2)1n 
E(d) = """1f2 ~ 

0 
dt<r Jo dt<y ,..; + ,..; + -¡j2 (1.42) 

Ahora si no hay placas y hacemos d arbitrariamente grande. la suma sobre 
n puede ser reemplazada por una integral, por tanto la energía de punto cero 
sería: 

ftcL
2 

d 1= 1= 1= E(oo) = --2-- dt<r dt<y d1<.(1<; + ,..; + 1<;)' 2
• 

~ 7r o o o 
(1.43) 

La energía potencial del sistema cuando las placas cstan separadas una dis­
tancia d es Ec(d) = E(d) - E(oo), la energía necesaria para traer las placas 
desde el infinito hasta colocarlas a una separación d: 
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ñcL2 ("° / ( 2 2 7T2n2) l/2 
Ec(d) = -;rl~ Jo dt<,. lo dt<,, t<,. + "'11 +-;¡¡-

-- dt<,. dt<y dt<z(I<; + K.; + t<;)l/2]. d .l"° l"° 100 

'7r o o o 
(1.44) 

Introduciendo la variable r 2 = x 2 + y 2 la energía se escribe como: 

L2f1c [ 
00 

["° ( n2,,.2) (d) ["° ("° ] 
Ec(d) = -;2" ~Jo drr r

2 +-;¡¡- - ; Jo dt<z lo drr(r
2 + 1<;)

1
/
2 

, 

(1.45) 
de donde definiendo las nuevas variables de integración x = r 2d2 /,,.2 y t< = t<zd/7r 
obtenemos: 

Ec(d) = L::c:: ('f. lec dx(x + n2)1/2 - .loo dt< la"° dx(x + t<.2)1/2) . 
n=O O O O 

(1.46) 

Para evaluar la expresión anterior rccscribárnosla como: 

Ec(d) ~ ,,.:;~e L 2 [ ~G(O) + ~ G(u) - la"° dt<G(u)] , (1.47) 

donde u puede ser no"' y G(u) se define como: 

(1.48) 

Existen varios caminos para evaluar esta diferencia de infinitos. Como la 
fórmula de Euler-Maclaurin: 

f: G(n) - la
00 

dt<G(t<) = -~G(O} -
1
1
2 G'(O) + 7~0 G"'(O) + -·· 

n=l O 

(1.49) 

que nos permite obtener la diferencia entre la suma y In integral. Debemos 
mencionar que )ns pritnas denotan derivadas, tcncn1os pues que G'(~) = -2tt2, 
por lo tanto G'(O) = O,luego la única derivada que nos da un resultado distinto 
de cero es G"'(O) = -4, todas las derivadas de orden mayor se hacen cero. 
Por ende L:~=l G(n) - J0

00 
dt<G(t<) = -~G(O) - 7~0 • La expresión final para la 

energía queda por lo tanto como: 

E (d} = ,,.2r.cL2(-~) = - 7r2r1c L2. 
e 4cf' 720 720d3 

(1.50} 

Esto implica que fuerza por unidad de área es: 

lG 



, w2 tic 
F(d} = -Ec{d) = - 240d4, {1.51) 

que es precisamente la misma fuerza la obtenida por Casimir en su artículo [2]. 
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Capítulo 2 

Efecto Casimir en medios 
absorbentes y disipativos 

La cuantizaci6n de campo electromagnético en presencia de un medio 
dieléctrico es un problema importante y complicado. La dificultad se encuen­
tra en que cJ medio puede ser en general nolincal, inhomogenco, dispersfvo 
y disipativo. 

El proposito de este capítulo es calcular Ja fuerza de Casimir entre placas 
dieléctricas, tomando en cuenta que el medio es dispcrsivo y disipativo. Pa­
ra llevar a cabo Ja cuantizaci6n de campo electromagnético consídcraznos el 
medio dieléctrico cornpucsto por átomos modelados como osciladores arm6ni­
cos interactuando con un rcscrvorío que representa al sistema que absorbe 
energía. Explicarnos tainbién en qué consiste la teoría de LifscJ1itz sobre Ja 
Fuerza entre placas dieléctricas y puntualizamos las diferencias existentes con 
Ja teoría de Casimir .. 

2.1. Teoría de Lifshitz sobre 
la Fuerza entre Dieléctricos [6] 

Lifshitz fué él primero que desarrolló la teoría para Ja fuerza atractiva entre 
dos medios semi-infinitos hechos de un material con cualquier susceptibilidad 
eléctrica. Su trabajo fué motivado por lo resultados experimentales de la fuerza 
medida entre cuerpos diélcctricos que no podían ser explicados 1ínicn111entc con 
la teoría de Van der Waals. Los resultados de Lifshitz muestran que la fuerza 
atractiva es una función de las propiedades principales del material {constantes 
cliélectricas) y la separación de los planos. Para el caso de conductores perfectos 
el resultado obtenido con la teoría de Lifshitz es identico a la Ec. (1.1). La dife­
rencia conceptual consiste en que desde el punto de vista de Casin1ir se asocian 
las fluctuaciones de campo electromagnético de vacío como hemos 1ncncionado 
en reiteradas ocasiones, por tanto la fuerza de Casi1nir es una propiedad intrin-
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z=O z=d 

Figura 2.1: Geometría para la derivación de la expresión de Lifshitz. Dos placas 
semi-infintas separadas por una capa con constante dieléctrica "2· 

seca del espacio. Mientras que desde el punto de vista de Lifshitz la fuerza sólo 
se debe a las interacciones entre los materiales. 

La complejidad en el cálculo realizado por Lifshitz llevó a que se desconfiara 
de su validez, sin embargo el mismo resultado ha sido obtenido por otros méto­
dos más sencillos y transparentes. El cálculo se desarrolla a partir de considerar 
cargas y corrientes fluctuantes. Esas fluctuaciones sirven con10 fuentes en las 
ecuaciones de rvlax\vcll, es decir campos clásicos, sujetos a las condiciones de 
frontera presentadas por las superficies dieléctricas. En un pequeño cubo, las 
fluctuaciones de corriente y de polarización pueden determinarse usando el teo­
rema de fluctuación-disipación, observandosc que las fluctuaciones persisten a 
temperatura cero. El resultado de la fuerza se obtiene de resolver las ecuaciones 
de Maxwell con los repcctivos términos estocásticos y se obtiene en términos del 
tensor de esfuerzos de Maxwell. La expresión obtenida por Lifshitz para el caso 
en el que un medio con constante dicéctrica C3 se encuentra entre dos placas 
semi-infinitas con constantes dieléctricas"' y "2 (Fig. 2.1). 

es: 

xe2{p,/<,d/c -1]-1 + [s1 +ps2 +Pc2{p~ -1]-'), 
s1 -ps2 -p 
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donde E; = E;{il,;) es la constante dieléctrica de la región j evaluada en la. fre­
cuencia imaginaria il,; y s1,2 := (p2 - 1 + E 1 ,2/E3) 112 • 

La expresión de Lifshitz se reduce a la Ec.(1.51 ) tomando el límite E1,2 --+<X> 

yE3--+l: 

2.2. 

F(d) = - 2:.C' f.00 

dpp
2 l 00 

dl,;/,;3 e~pd;c - 1 

- -~ !."° d -2 r= dxx3 
- 16rr2 d4 1 PP Jo ex - 1 

7r2 fic 
= -240d4 ' 

(2.2) 

Efecto Casimir para medios dieléctricos [10] 
El cálculo de Lifshitz es válido para medios semi-infinitos. En el caso de 

placas de ancho finito el cálculo se complica. En está sección presentaremos el 
cálculo de la fuerza de Casimir para placas finitas. 

2.2.1. Efecto Casimir para dos placas conductoras en una 
dimensión 

El cálculo que se presenta a continuación es una derivación sencilla de la 
fuerza entre dos placas metálicas finitas en una dimensión. Por una dimensión 
entendemos que sólo se consideran aquellos modos cuyo vector de onda es per­
pendicular a la.s placas. Este resultado servirá para tener una base con la cua.I 
comparar los resultados obtenidos en la derivación posterior de la fuerza entre 
dos placas semiconductoras, en la que se totnaran en cuenta efectos de disipación 
y dispersión. 

Suponga.se que se tienen dos placas conductoras separadas una distancia. a, 
colocadas como se muestra en la figura 2.2. 

La energía de Casimir puede expresarse como: 

2Ll00 00 2L +al"° . Ec = -;:- dkfiw + L riw - --7!"- dkliw, 
O k=O O 

(2.3) 

donde w = kc y la suma corre sobre k = ![f, (l =O, 1, 2, ... ). El primer término 
corresponde a la energía de punto cero en las regiones I y III, donde para L 
grande la suma sobre todos los modos es reemplazada por una integral. El 
segundo término da la energía de punto cero en la región Il y el último es la 
energía de punto cero en ausencia de placas. 

Observamos, sin cn1bargo que la energía de Casirnir será divergente debido a 
la suma y la integral infinita sobre k. Es nqui donde interviene la situación física 
real., sabc1nos que para frecuencias mayores que la. frecuencia de plasma {wc) las 
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Figura 2.2: Placas metálicas separadas una distancia a. 

placas se vuelven transparentes y por tanto no contribuyen a la fuerza de Ca­
simir. Para obtener una renormalización de la energía de Casimir introducimos 
una función de corte definida por: 

x(w) = { ~ (2.4) 

luego entonces la energía de Casimir es: 

Ec = ~ Tiwx(w) - ~ l"° dkriwx(w). (2.5) 

Si elegimos la función de corte x(w) como una exponencial x(w) = eC->u,,/c) 
entonces, podemos calcular los valores de la suma y la integral, sustituyendo w 
por ':e se encuentra que: 

y 

fo"° dile-~·· 

_ _.. 
c-m-

[1-e~]2 
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En el límite en que .>. -+ O se recupera el caso ideal, la energía de Casimir es: 

Ec = _ t1.C1r 
12a' 

(2.8) 

resultando finalmente la siguiente fuerza atractiva: 

ticrr 
Fe= 12a2" (2.9) 

Hay que mencionar que la diferencia entre las expresiones (2.9) y (1.1) se 
debe a que en el caso de la última deducción se consideran sólo vectores de onda 
perpendiculares a las interfaces. 

2.2.2. Cuantización del campo electromagnético en 
presencia de dieléctricos 

Abordemos ahora el problema del efecto Casimir para dos placas de ancho 
finito en el caso en que hay dieléctricos presentes. Planteamos el problema en 
3 dimensiones, sin embargo, posteriormente lo reduciremos a una. dimensión. 
En ausencia de fuentes las ecuaciones de Maxwell en presencia de un medio 
dieléctrico toman la siguiente forma: 

\1 X H- !ªD =0 
c élt ' 

(2.10) 

\1 x E- !élB =0 
c élt ' 

(2.11) 

V· B =O, (2.12) 

\l · D =O. (2.13) 

Suponiendo que las relaciones materiales son lineales es decir: D = E(r)E y 
B = H y tomando la norma <l> = O y \1 · (E(r)A) = O, además de: 

B='VxA, (2.14) 

E= _!&A 
c &t' 

(2.15) 

que al ser substituidas en las ecuaciones de Maxwell (2.10),(2.11),(2.12) y (2.13) 
resultan en: 
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•(r) 8 2 A 
'\1 X ('\1 X A) + 7 8t2 = o, (2.16) 

cuya solución puede expresarse en la siguiente forma: 

A(r, t) = L c(
2

11"1"&] 112 [/31,(t)f,.(r) + {31,(t}"f,.(r)º]. 
'" w,.,, 

(2.17) 

El factor en el que aparece la dependencia temporal - espacial se escribe de 
esa manera por conveniencia para la cuantización futura y el parámetroµ puede 
tomar valores continuos o discretos. Las amplitudes /3,.(t) y las funciones f,.(r) 
obedecen las ecuaciones: 

(2.18) 

y 

•(r)w~ 
'\1 X ('\1 X f1,(r)} + ~f,.(r) = 0, (2.19) 

con sus respectivas condiciones de frontera y con la condición de norma: 

'\1 · [.:(r)f1,(r)] =O. (2.20) 

Las soluciones de las ecuaciones (2.18) y (2.19) forman un conjunto completo 
de soluciones en el espacio de las funciones que satisfacen la condición de norma 
(2.20). Estas soluciones al ser un conjunto completo de soluciones satisfacen las 
condiciones de ortonormalidad. 

(2.21) 

y 

J d 3 r'\1 X fµ(r) · '\1 X f,..(r) = WJ-ó,,1 ... (2.22) 

El hamiltoniano expresado en términos de {3,. toma la forma: 

J d
3 r t(r)Á2 

2 1 • • 
H = -¡¡,;:-!~ + ('\1 X A) 1 = 2 2:Cf3,,/3,, + /3,,13,.)Tiw,.. ,. (2.23) 

La cuantización se hace de la misma manera que en el caso del espacio libre. 
Las amplitudes clásicas {31, y /3;. son reemplazadas por los operadores de creación 
y aniquilación b,. y bt, 1 que satisfacen las relaciones de conmutación: 

(2.24) 

~bt son opcradorC8 para ln. creación de fotones virtuales y son distintos que los opera.­
dores a y at para los fotones libres. 
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Figura. 2.3: Configuración de las placas dieléctricas. 

[b,.,b,¡) =o. (2.25) 

Le. evolución temporal de los operadores de creación y aniquilación está dada. 
por: 

. 1 
b,. = ih [b,., H) = -iw,.b1,. (2.26) 

El potencial vectorial se convierte en un operador, en una dimensión se puede 
escribir co1no: 

A(x, t) = 2:: [ f 00 

+ jº 1 dk....!:_c[
2

1l"h) 112 e.>.[bk.>.e-;"'•' fk(x) + bl,_e'"'•' fk(x)), 
). Ío -oo 27T Wk 

(2.27) 
donde la primera integral representa las ondas que vienen de izquierda a derecha 
y la segunda las de derecha a izquierda. El parámetro >. = 1, 2 representa las 
dos posibles polarizaciones de las ondas. Aplicando ahora lo descrito arriba para 
resolver el problema con dos placas dieléctricas paralelas cada una de espesor 
d, separadas una distancia a en el espacio libre. El índice de refracción entre las 
placas se toma constante (n=l). 

Para determinar totalmente el potencial vectorial A(x, t) necesitamos deter­
n1inar completamente el operador de potencial vectorial por tanto tenemos que 
encontrar las fk(x) que en una dimensión satisfacen la ecuación:_ 
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cP fk(x) wkE(x) , ( ) _ 
0 ~+--¿¡-Jk X - ' (2.28) 

donde E{x) es una función constante por tramos. Para la configuración de placas 
dieléctricas (fig. 2.3) tenemos: 

l{x) = { ~ 
% e (-co. -a/2 - dJ 

% e (-a/2 - d, -a/21 
"' e (-a/2, a/21 

"' e (a/2, a/2 + dJ 
"' e (a/2 + d, ooJ 

(2.29) 

La solución de la ce (2.28) para la función de modos en cada región es: 

•>O 

1 : .u,. + n,..-""'"' 

I / : ""'• 111 i.lrns + o,..-H•ru: 

111 : c ......... + o,..-u.,., 

IV: E•'"'''""'""+ F1c.,-Hrnz 

V :T1ce••• 

•<O 

r; .. ••..-
8;:.••n• + F. 111 -0cn:c 

c:,.Hcz + o¡_.-Hur 

A¡eO•n• + D~·-•.lrnz 

.,·Ucz + n;¡;.-••z 

(2.30) 

donde n = .JE. es el índice de refracción. Los coeficientes Rk, Tk, Ak, Bk, Ck, Dk, Ek 

y Fk se obtienen de las condiciones de continuidad de las fk(x) y sus derivadas 
en las fronteras obteniéndose: 

R = r + re . e-ik(a+2d) 
[ 

t2 2ika 1 
k 1 - r2e2•ka ' 

Ak = t(l + rrde2ika) e-ik((a/2)+dle<kn/2, 
td(l - r2e2•ka) 

t(rd + re
2'"ª) 2ika -ik((a/2)+dJ -ikn/2 

Bk = td(l - r2e2ika) e e e ' 

te-ikd 

Ck = 1 _ r2e2ika • 

E" = t
2 

e•k((a/2)-dJe-•"nl(a/2)+dJ 
(1 - r2e2ika )td ' 

Fk = l
2

Td eik((a/2)-dJ.,-ikn((a/2)+d( 
(1 - r2e2ikª)td - ' 

t2e-2ikd 

Tk = 1 - r2e2ika ' 
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donde r y t son los coeficientes de reftcxión y transmisión para una placa: 

rd(e2<knd - 1) 
r = 1 - r~e2:iknd , 

t=~ rdeiknd 

(n + 1)2 1 - r~e2iknd' 

y donde rd y td son las ecuaciones de Fresnel para incidencia. normal: 

n-1 
rd = n + 1' 

2n 
td= --. 

n+l 

(2.32) 

(2.33) 

Una vez conocidas las funciones de modo y en consecuencia el potencial 
vectorial se construye el tensor de energía. momento como se muestra a conti­
nuación. 

2.2.3. Expresión Clásica para la Presión de R.adiación 

Con la. expresión explícita. de las funciones de modo , podemos entonces 
calcular la fuerza. de Casimir. En este caso derivaremos la. fuerza. como un efecto 
de la presión de radiación de va.cío. Veamos pues el problema. de la presión de 
radiación en electrodinámica clásica. Los primeros resulta.dos conectados con 
este efecto mecánico de la luz se deben a Maxwell quien en 1873 predijo que la 
luz ejerce una. presión sobre cualquier medio material proporcional a la. densidad 
de energía de la. onda, en particular proporciona.! a 1 + R, donde Res el coeficiente 
de reftexión. Maxwell también obtuvo una ley de conservación para un sistema 
compuesto del campo electromagnético y partículas libres: 

"V· T - ~~ = (pE + j x B), (2.34) 

donde g =(Ex B/4rrc) es la densidad de momento de campo electromagnético, 
fv = pE + j x B es la fuerza electromagnética por unidad de volumen y: 

(2.35) 

es el tensor de esfuerzos de Maxwell, cuyas componentes dan el Dujo de densidad 
de momento. 

En el caso estático donde el momento del campo electromagnético incidente 
sobre nuestro sistema no cambia, la fuerza por unidad de área es F = f "V · T dV 
de donde: 

(2.36) 
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En nuestro caso lo. presión sobre las placas paro.lelas es la diferencio. entre 
las componentes Tu del tensor de Maxwell en lo. región externo. o. las placas y 
entre lo.s placas. Calculo.da sobre la superficie es decir : 

-a -a 
F=T.,(x = ""2 -d) -T.,(x = 2>· (2.37) 

Para el ca.so unidimensional Tzz es igual a la densidad de energía: 

(2.38) 

2.2.4. Fuerza de Casimir para placas dieléctricas 

La expresión para lo. fuerza de Casimir se obtiene de reemplazar los campos 
clásicos por los operadores cuánticos y calcular el valor espero.do de la energía. de 
vacío. Por supuesto que el valor de T., será. divergente, sin embargo la diferencia 
(2.37) después de uno. o.propio.do. renormalización, resultará finito.. El proceso 
llevado o. cabo nos proporciona una idea más sencilla de el por qué de la fuerza 
atractiva entre lo.s placas. Los modos de campo electromagnético son discretos 
entre las placas y continuos en las regiones de afuera. Lo. densidad de energía 
es por tanto mayor en el exterior que en el interior y por ende las placas son 
empujo.das uno. hacia la otro.. 

Continuemos con el problema. que nos había.mas planteado, necesitarnos la 
energía. de punto cero en las regiones l y 111. Las expresiones para los campos 
magnético y eléctrico obtenidas de la Ec.(2.27) y de las relaciones (2.14) y (2.15) 
son: 

(2.39) 

(2.40) 
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luego el valor esperado de la energía de punto cero en la región 1 es: 

+~ ¿: j_ºoo dk2~ 1 T¡ 12 t1Wk, 
>. 

(2.41) 

donde 1 S1 > es el estado de vacío y satisface que b,.,. 1 n >= O. Tomando en 
cuenta que T¡ = T-k y 1 Rk 12 + 1 Tk 12 = 1 podemos transformar (2.41) en: 

["° k 
= 21ic Jo dk 27r, 

Similarmente para la región entre las placas : 

(2.42) 

(2.43) 

Finalmente la expresión para la fuerza de Casimir sobre cada una de las 
placas es: 

Fe=< n 1Too1 S1 >r - < n 1Too1 n >111 

tic 1"° k Fe = - dk-
2 

(1 - (1 ck 12 + 1 Dk 12)), 
7í o 7r 

(2.44) 

usando la forma explicita de los coeficientes Ck y Dk se obtiene: 

tic {
00 

( 1- 1 r 14 
) 

Fe = -;¡Jo dk 1 - 1 1 - r2e2iko 12 k. (2.45) 

Esta expresión es infinita, sin embargo en el caso de placas metálicas puede 
ser rcnormalizada. usando una función de corte. La expresión entre los brackcts 
oscila rápidamente y esta determinada por dos frecuencias. características; una 
conectada con las resonancias de el coeficiente r y determinada por el espesor 
efectivo nd y la otra contcctada con las resonancias en el espacio entre las 
placas determinada por la distancia a (Fig. 2.3). Si d >> a (es decir cuando 
las placas son muy gruesas ó cuando las separación entre las placas es pequeña) 
lns oscilaciones de r son n1ucho más rápidas y entonces podemos rcc1nplazar r 
por su valor promedio -r,,. Después de hacer el cambio de variable u = 21<a 

tenemos: 
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1ic Loo ->. Fe = --2 du/(u)ue u, 
47ra 0 

(2.46) 

donde 

/(u)= 1- I 1-r;I --l- 1-r;I 
1 - r3e•u 12 1 + r;I - 2~cosu · 

(2.47) 

Evaluemos la fuerza de Casimir en el caso en que las placas son metálicas, es 
decir para rd -+ 1 (Ecs.(2.33)). El segundo término en la Ec. (2.47) es no cero 
solo para Un = 27rn, n = O, 1, 2, .... Para. u cercana a las resonancias podemos 
escribir este término asi: 

lím 1 - r;l "" lím 1 - r;l 
r.,-1 1 + r:J - 2r3cosu r.,-1 1 + r:J - 2r3(1 - ~(u - un)2] 

lím 1 + r3 (1 - r3)/rd) = 27ró(u - Un). 
r.,-1 rd (1 - r3)2/r3 +(u- un)2 (2.48) 

En este límite la fuerza de Casimir se escribe de la siguiente manera: 

= ~ - duue-.Xu - 2 L Une-Aun 1i [l 1"" 00 

] 
4a2 7r o n=O 

(2.49) 

= ñ;; [1"" dnne->.n - f: ne--'n] , 
O n=O 

cuya estructura es la misma que en la expresión para las placas metálicas (2.5). 
Usando los resultados anteriores obtenemos: 

2.3. 

(2.50) 

Efecto Casimir en medios disipativos y dis­
persivos (11] 

En la sección anterior se consideran medios dieléctricos, sin embargo no se 
toma en cuenta características muy importantes acerca de este tipo de medios 
entre las que podemos mencionar que en general son no lineales, inhomogencos, 
dispersivos y disipativos. Un problema fundamental es cómo tomar en cuenta 
estas características, cuestión en general muy difícil. En esta sección se prctcn­
cle abordar este problema tomando en cuenta que los medios dieléctricos son 
dispcrsivos y disipativos. Para tornar en cuenta esto consideramos que el medio 
esta compuesto de átomos 1nodclados como osciladores armónicos interactuando 

29 



con un baño térmico (rcscrvorio). Las posiciones y Jos momentos de los átomos 
se describen por Jos operadores r(x) y p(x) que satisfacen las relaciones de 
conmutación: 

[r;(x),p¡(x')J = ifi ó(x - x')ó¡;, .,, (2.51) 

donde r¡ es la densidad del número de átomos. El reservorio representa al sistema 
que absorbe energía (por ejemplo, fononcs) y puede ser descrito con la ayuda. una 
constante de amortigua.miento -y y de fuerzas de La.ngevin F(x, t) que son fuerzas 
estocásticas (21) . El sistema campo electromagnético más átomos interactuando 
con un baño térmico queda descrito en la. representación de Heisenberg por: 

r(x, t) = p(x, t) - ~A(x, t)' 
m 

j>(x, t) = -mw~r(x, t) - -ymr(x, t) + F(x, t), 

(2.52) 

(2.53) 

V'2 A( ) _ .!_ éJ2 A(x, t) = 4:ir 8P .L(x, t) (2 .54) 
x, t e? 8t2 c 8t ' 

Est_e tipo de modelo de interra.ción de osciladores con un baño térmico ha sido 
discutido en [14). El operador P .L (x, t) la. parte transversal de la polarización 
P(x, t) del medio es: 

P.L(x, t) = r¡er(.L (x, t). {2.55) 

El campo eléctrico y magnético puede obtenerse a partir de las relaciones 
(2.14) y (2.15) con el potencial vectorial A(x, t). 

Las fuerzas de Langevin satisfacen las relaciones de conmutación: 

[F¡(x, t), F;(x', t')] = 
2=-r ifió¡;.S(x - x 1

)
0
8 

ó(t - t'), 
T/ t 

{2.56) 

Jo que garantiza que Ja relación de conmutación (2.51) se mantenga. Las fuerzas 
de Langevin satisfacen además: 

< F(x, t) >=O, 

< F¡(x, t)F;(x', t') >= -ymh Ó¡;ó(x - x') 1"" clwwc-iw(t-<'), 
f/11" o 

De las ecuaciones (2.57) y (2.58) se sigue: 

< F;(x1,wi)F;(x2,w2) >= -11Tm-yt. Ó¡;ó(x1 - x2) .,, 

x 1"° clwwó(w - wi) x ó(w + w 2 ), 
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de donde se obtiene: 

(2.60) 

Como en el caso de medio no absorbente, la fuerza de Casimir para la con­
figuración de la Fig.(5} es la. diferencia entre las componentes T., del tensor de 
esfuerzos de Maxwell en las regiones 1y111, es decir, la diferencia. de la. densidad 
de energía. e(x) =< (1/87r}[E2 + B 2 ] > endichasregiones : 

I -a 111 -a 
Fe = e (x = 2 - d) - e (x = 2 ). (2.61} 

El cálculo se hace al igual que en la otra sección en una din1cnsión, lo que 
significa recstringirlo a modos con vector de onda perpendicular a la superficie 
de las placas como mencionamos anteriormente. Esto nos permitirá. poder hacer 
la comparación con los resultados obtenidos anteriormente. Así pués tomando 
la transformada de La.place de las ecuaciones (2.52), (2.53), (2.54) y eliminando 
las variables de momento y posición se obtiene: 

2 8
2 A(x, s} 2(l 47re271 1 ]A( ) 

e 8x2 - s + Tn s2 + w~ + "'YS x, s = 

A( O) Á( O) _ 47rcC7J sF(x, s) 
s x, + x, m s2 +w~ +-ysº (2.62) 

La ecuación en este caso se ve modificada, a diferencia del caso en que no 
se toma en cuenta la disipación, por la presencia de la parte inhomogénea de la 
fuerza de Langevin y de la presencia de un índice de refracción complejo: 

n(s) = 1 + 47rC27] 1 
m s2 +w~+'"fs 

(2.63} 

Buscarnos una solución de la Ec.(2.62), con las condiciones iniciales: 

. '°" j"" ( r. ) . . A(x, O) = ~ dkc - ei.[-iw,.b,.,.(O)e"'"" + iw,.b,.,.(O)e-'""'], 
..\ -ex> w~ 

w,. =e 1 t< ¡, (2.64) 
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< b,<.>,(O}b,..Á•(O) >= 6(11: - 1t
1 }6ÁÁ'· 

La solución de la ecuación (2.62) tiene la forma: 

A(x, t) = Av(x, t) + AL(x, t}, (2.65} 

donde se distinguen dos contribuciones: AL(x, t}, que depende linealmente de 
las fuerzas de Langevin y que es la solución de la ecuación inhomogénea (2.62}, 
y Av(x, t) formada por la modificación de los modos de vacío y que es la solu­
ción particular de la ecuación homogénea asociada a la Ec.(2.62}. De la misma 
manern hay dos partes de la F\1erza de Casimir: 

(2.66) 

donde Fv y FL son respectivamente las contribuciones de el vacío y de las fuerzas 
de Langevin. 

2.3.1. Contribución del Vacío 

La solución para Av(x, t) tiene la forma: 

Av(x, t) = ~ [{"' + {J dkc [~J 
112 

(2.67} 

La primera integral corresponde a las ondas de izquierda a derecha y la 
segunda integral las ondas de derecha a izquierda como en el caso no disipativo. 
Las funciones de modo fk(x) satisfacen las mismas ecuaciones que en el caso de 
medios no absorbentes (2.28) por lo tanto se obtienen los mismos coeficientes 
R,., C,.,D,. y T,. que en la sección (2.2.2), expresados en las ecuaciones (2.31) 
y (2.32). La diferencia consiste en que en este caso el índice de refracción no es 
constante sino que ahora esta dado por: 

(2.68) 

donde Wp es la frecuencia de plasma: 

(2.69) 

En este caso debido a la disipación las relaciones 1 R,. 12 + 1 T,. 12 = 1 
y 1 r 12 + 1 t 12 = 1 no son válidas. Por lo tanto no obtenemos las mismas 
contribuciones de la energía de vacío en las regiones 1 y 111 sino que encontramos: 

1
00 

dt< jº dt< e{, = -
2 

riw,.(1+ 1 R" 12 ) + -
2 

fu,:,. 1 T_" 12 

0 rr -~ rr 
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(2.70) 

Ill 1""' dt< 2 2 j_º dt< (1 12 1 D 12) ev = -
2 

riw,.(I c .. 1 + 1 D,. I )+ -
2 

riw .. e_,. + _,. 
o ~ -~ n 

(2.71) 

Como resultado la contribución de la modificación de los modos iniciales de 
vacio a la fuerza de Casimir toma la forma: 

(2.72) 

en el caso en el que el espesor de las placas es muy grande (d - oo). Tenernos 
que 1 T .. 12 -> O, 1 C,. 12 -+ O y 1 D,. 12 -> O es decir toda la energía es absorbida 
en la primera placa por lo tanto: 

2.3.2. Contribución de las Fuerzas de Langevin 

A cualquier tiempo la solución de la Ec. (2.62) es: 

AL(x, t) = J""' dw
2 

AL(x, t<)e-""', 
-oo 7r 

en las regiones I y 111 que son las de nuestro interés se tiene: 

At (x, 1<) = W 1 (t<)e-i.cx, 
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1
-o/2 

K = ei.cna/2 G{x,w)eiKn.J:"dx, 
-o/2-J. 

1
a/2+d 

M = e-iKna./2 G(x,w)e'"'":rdx, 
o/2 

G(x,w) = 4ner¡ F(x,w) , 
ni w~ - w 2 - i-¡w 

we•.ca./2 

W(t<) = 2n(l - r 2 e"••' 

2n/(n + 1) 
W = 1 + Tne2i1nad' 

n-1 
Tn = n + 1' 

(2.77) 

además de que r y t son los coeficientes de reflexión y transmisión para una sola 
placa Ecs.(2.32) y n 2 = n 2 (w) Ec.(2.68). 

Las expresiones (2.77) junto con las ecuaciones que nos proporcionan lasco­
rrelaciones de la Fuerza de Langevin (2.59) y (2.60) son suficientes para obtener 
el valor promedio de la densidad de energía de campo electromagnético debido 
a las fuerzas de Langevin. Siguiendo la siguiente notación: 
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(2.78) 

La contribución de las fuerzas de Langevin a la densidad de energía en la 
región 1 puede escribirse corno: 

e 1 = -ñw {n (e'2 -l) l l+rr e 2•ka 12 +n (1-e-•2 ) 1 r +re2•ka 12 1
00 dk 1 w 12 e-•2 

• • 

L o 271" k 1 n 121 1 - r2e2<ka 12 1 n 1 n 

+ni 1trn12 (1 - e-")+ (in2 l t 12 r;.(e-" 1 
- 1) +e.e.]}, 

para la región entre las placas región III tenernos: 

111 -100 dk11 2(1+ 1r12) 1w12 { 1 12 (1 -•2) -•2 
eL - o 2ñ= lWk 1n121 1 - r2e2ika 12 n1 Tn - e e 

(2.79) 

(2.80) 

La contribución de las fuerzas de Langevin sobre la fuerza de Casimir es 
FL = ei + ef,11 . 

2.3.3. Fuerza de Casimir en. el Caso d -> cxi 

En esta sección vamos a mostrar que el modelo propuesto nos proporciona en 
límite d --+ oo los mismos resultados que en el caso no disipativo y no dispersivo. 
La presencia del factor e-2 "n2 d y de t que es proporcional a e-2"n2 d nos permite 
simplificar las Ecs.(2.79) y (2.80) encontrándose: 

I 1""dl'< 2 Fv(d--+ oo) = ev(d-+ oo) = 
0 2

7l"rzw .. (1+ 1 rn 1 ), (2.81) 

e{f 1 (d--+ oo) =O, (2.82) 
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= -ruu ... 1 -- 12 
n1 1

00 di<. 2 
o 271" n+ 1 

(2.83) 

111 1°" dk 2(1- 1 Tn 14
) 

eL (d-+ oo) = -2 fu.Jk 1 1 2 2ika 12' o 7f' - rnc 
(2.84) 

en donde las dos últimas ecuaciones se simplifican con la identidad 1 n + 1 12 - 1 
n-112 = 4n1 • 

El total de la densidad de energía en la región 1 es igual a: 

(2.85) 

lo que es exactamente la densidad energía del espacio libre. 
Aunque ambas contribuciones de la fuerza de Casimir son infinitas, la suma 

(Fv + FL) dan un resultado finito: 

Fe= Fv + FL =(e{, - c{f 1) + (ei - ei,11 ) 

(2.86) 

Comparando con Ec.(2.45), observamos que obtenemos In misma estructura 
que en caso en un medio no absorbente y no disipativo. La exprcsión(2.86) tiene 
la ventaja de que no es necesario usar funciones de corte puesto que debido a 
la absorción del medio el resultado que se obtiene del cálculo de la fuerza de 
Casimir es finito. Notamos que la Ec. (2.86) es equivalente a: 

2h 100 r2 e2i(w/c)a 
Fe= --Re dww-~n-=---=.,.,.--,-,.-

¡rc o l - r;.e2i(w.>/c)a.. 
(2.87) 

Ahora podemos reemplazar la integral sobre el eje real por la integral sobre 
la parte positiva del eje imaginario (el integrando no tiene singularidades en la 
parte superior del plano). Obtenemos entonces: 

2h lioc r2 c2i(w/c)a 
Fe= --Re dww-~"-~---

trc iO 1 - T~ c2i(w/c)a' 
(2.88) 

Haciendo el cambio de variable w = is la Ec.(2.86) es equivalente a: 

2h [ 00 r 2 (is)e-C2 •a/c) 

Fe= 7f'C Jo dssl -nr~{is)e-(2aa/c). (2.89) 

Teniéndola en esta forma es sencillo verificar que nos da el n1ismo resultado 
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obtenido anteriormente Ec.(2.50). Para distancias largas (a 2:: c/wo) (donde wo 
es una frecuencia característica del medio) entre las placas la principal contribu­
ción a la fuerza de Casimir se debe a frecuencias pequeñas donde n es constante 
y podemos hacer la aproximación: 

Fe~ - dss--n~~----~ 
2r.100 r2 (O)e-(2ao/c) 
7íC 0 1 - r~ (O)e-(2aa/c) 

(2.90) 

la última ecuación puede ser evaluada usando la función <I> definida de la si­
guiente manera: 

La expresión para la fuerza de Casimir toma la forma: 

Fe""' tic 2 r;,(o)<I>(r;,(o),2, 1) 
2Tra 

~r2 (0) .:f-... [r;,{O)]"' 
2na2 " ~o (1 + Tn)2 

tic f: r~~ 
= 27ra2 m=l ,.,.2 . 

(2.91) 

(2.92) 

La suma que aparece es sencilla de evaluar puesto que es un resultado calcu­
lado por Euler. Se encuentra que en el caso de placas metálicas rn --+ 1 la fuerza 
de Casimir tiene la misma expresión de la Ec.(2.50) obtenida por otro método 
y en el que no se considera la disipación y absorción del medio. 

2.3.4. Fuerza de Casimir Para un Espesor 
Finito de las Placas 

En esta sección generalizaremos el resultado para la fuerza de Casimir en el 
caso en que las placas tienen un espesor cualquiera. Acordandonos de (2.71) la 
contribución de la energía de vacío en la región entre las placas puede escribirse 
usando cxplicitamcntc CK. y D,.., con10: 

c{f I = roo dk tlwk 2(1+ J r 12) J t 12 
} 0 211" 1 1 - r2e2ika 12 (2.93) 

37 



La contribución de la parte asociada a las fuerzas de Langevin en esa misma 
región a la densidad de energía Ec.(2.80) es equivalente a: 

(2.94) 

Tomando en cuenta que en la región de afuera de las placas (región I) la 
relación (2.85) es válida, encontramos finalmente que: 

Fe= Fv + FL =(e{, - c{/ 1
) + (ci - ci11 ) 

(2.95) 

Observamos que la expresión obtenida en el caso en el que el índice de refrac­
ción depende de la frecuencia donde se toma en cuenta la absorción y disipación 
debida al medio, tiene la misma forma que la Ec.(2.45) obtenida para el caso de 
índice de refracción constante . La diferencia se encuentra en que el caso en que 
el índice de refracción es constante se necesita introducir una función de corte 
que represente las características del medio, obteniéndose al hacer el cálculo una 
fuerza finita, mientras que en este caso el resultado del cálculo es finito ya que 
de manera natural r(w") - O cuando w" - oo. Otra diferencia significativa es 
la conceptual. Un índice de refracción real significa que no hay amortiguamiento 
de de los electrones que componen al medio y también que no hay fuerzas de 
Langevin. En la situación real el medio es dispersivo y disipativo, el índice de 
refracción es en general complejo y hay perdidas de energía. Acordándonos de 
la teoría cuántica, el amortiguamiento está acompañado de las fuerzas de Lan­
gevin. La presión de radiación del campo radiado debido a los átomos se suma 
a la presión de radiación debida a la modificacion de los modos de vacío. 

2.4. Fuerza de Casimir para placas diélectricas 
con índices de refracción diferentes [9] 

Consideramos una región en el espacio en la que se encuentran dos placas 
separadas un distancia a. Cada. placa tiene un espesor determinado y una función 
diélectrica que denotamos como c;(w), donde el subíndice i = 1, 2 se refiere a 
la primera o segunda placa. La geometría del sistema se muestra en la Fig. 2.4. 
Por simplicidad restringiremos el cálculo a dos dimensiones (espacio-tiempo), es 
decir, los vectores de onda son siempre perpendiculares a las placas. Esto nos 
permitirá también hacer la co1nparación con los resultados anteriores. 

El campo eléctrico y magnético <j>(E) y q,(D) en la norma de Coulomb satis­
facen la ecuación 
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(1) (2) 

a 

d 

Figura 2.4: Geometría usada en el cálculo. Cada placa puede caracterizarse por 
su función dieléctrica. 

(2.96) 

donde las superíndices E y B se refieren a el campo eléctrico o magnético res­
pectivamente. Las funciones de Green respectivas GE.B (x, x') asociadas con la 
Ec.(2.96) satisfacen la ecuación: 

( :/:2 + t<.
2

) oS~·ª> (x, x') = ó(x - x'), (2.97) 

donde x y x'son puntos entre las placas. Las funciones de Green satisfacen las 
apropiadas condiciones de frontera en x = O y en x = a. 

La solución de la Ec.(2.97) es: 

(E 0 B) ( ) (E 0 B) ( ) 
G(E,B)(x x') = <I>< X< <I>> x> 

' W(E,Bl(x) ' (2.98) 

donde x> (x<) es la mayor( o menor) entre x y x'y el Wronskiano (\V) esta dado 
por: 

(2.99) 

La solución de las ecuaciones (2.96) en la región entre las placas es: 
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(2.100) 

donde r1 y r2 son en general coeficientes de refracción dependientes de la frecuen­
cia. Con la función de Green para el canipo eléctrico y magnético, la. densidad 
local de esta.dos entre las placas puede calcularse como [20): 

p,.2 = - 2~bn(GE(x,x') + Gª(x,x')). (2.101) 

Substituyendo las Ecs. (2.100) y (2.98) en la ecuación anterior se obtiene la. 
siguiente expresión para la densidad de estados: 

(2.102) 

Ahora calcularemos la fuerza de Casimir como el flujo de momento entre las 
placas. Un fotón moviéndose perpendicularmente a las placas lleva un momento 
fu< y una velocidad c. El flujo de momento en una dirección dada es phw. En 
el estado base los fotones son genera.dos debido a las fluctuaciones del vacío 
cuántico, además el campo se cua.ntiza corno riw /2. Entonces la. fuerza. por unidad 
de área debida a los fotones entre las placas es: 

(2.103) 

Finalmente, la fuerza en la región externa a las placas tiene que ser substraída 
a la expresión anterior. En este caso la densidad de estados es la del vacío (1/7r), 
obtenida de la Ec.(2.101), por lo tanto la fuerza entre; las placas es: 

F = 1"" dt<fu<c ( 1- I r1r2 l2 
_ 1) 

o 27T 1 1 - r1r2e2iKa ¡2 . (2.104) 

En la derivación asumimos que los coeficientes r 1 y r2 son en general de­
pendientes de la frecuencia, como en el caso de medios aborsobcntcs y dispcrsi­
vos.Observamos además que la expresión (2.104) es válida en el caso de en que 
las placas tienen el mismo coeficiente de refracción r 1 = r2(placas del mismo 
material), obteniendose el mismo resulta.do que en secciones anteriores Ec.(2.45) 
y es también válida en el caso en que las placas tienen diferente índice de re­
fracción r1 ~ r2, es decir, las placas pueden ser de materiales distintos. 
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Capítulo 3 

Resultados y Análisis 
modificando la magnitud de 
la F'uerza de Casimir 

En este capítulo se presentan los resultados de cálculos numéricos, mos­
trando como puede llegar a modificarse Ja Fuerza de Casimir cambiando las 
propiedades estructuralcs(propiedades dieléctricas) y geométricas (grosor) de 
las placas que intervienen en el cálculo. Se estudia el caso en que las dos pla­
cas paralelas son dieléctricas ó znetálicas (caso simétrico), además de hacerse 
un estudio detallado en el caso en que se tiene una placa metáUca y la otra 
dieléctrica (caso asimétrico). 

Presentamos el análisis de la dependencia funcional de la fuerza de Casimir 
Ec.(2.104) y Ec.(2.95) con el ancho de las placas, en particular estudiaremos 
el caso en que las placas son del mismo material, es decir, placas dieléctricas o 
metálicas y el caso en con placas de diferente material. Se presentan los resul­
tados obtenidos de manera numérica 1 • 

En primer Jugar debemos mencionar que en todas las gráficas que presenta­
remos se graficar•i la fuerza relativa de Casimir Fr = ~, así todos los resultados 

serán comparados con Fo=~- De esta manera el caso ideal corresponderá a 
Fr = l. Debemos notar que Fr puede ser constante aun cuando la separa­
ción a -- CXJ si Fe y Fo tienen la misma dependencia funcional. por otra parte, 
Fr -+ O cuando a -+ O para sistemas no ideales, la dependencia fl.:ncional cambia 
de 1/a2 -+ 1/a, debido a la falta de efectos de retardo. 

1 El programa. utilizado en Jos cálculos numéricos realizados se encuentra t!n el apéndice A. 
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Figura 3.1: Fuerza relativa de Casimir Fr para dos placas hechas de magnesio 
e<>mo funci6n de la 8"'pa.ración entre placas a.. En a} el ancho de cada una. de las 
plar..as es '1 = 0,5µm, en b) es de d = 0,02µm y en e} d = O,Olµm. 

3.1. Configuración simétrica 
(placas del mismo material) 

3.1.1. Placas metálicas 

En primer lugar estudia.remos el caso en que las placas son metálicas. Las 
placas usadas en este caso son de magnesio (Mg). La función dieléctrica. que 
describe al rnagncsio es: 

w2 
c(w) = 1 - P 

w(w + i-y) 
(3.1} 

<¡lle H'-! obtiene a partir del modelo de Drudc 2 • Para el magnesio, la frecuencia 
d': plaRrna. es wp = 1,6176 x 101Gs- 1 y el parámetro de a1nortigua1nicnto es 
-y= !l,70 X 1014 •• -I (19]. 

La gníficn. rnostra.da en la figura 3.1 se obtiene de manera nun1érica como 
rne11cio11amoH anteriormente, usando la expresión (2.95) donde la integral es 
finita dchiclo a. que r(c,w) - O cuando w - co y la integración se hace en 
térrninos de la variable x = iw. Debemos mencionar que se grafica Fr como 
función de la separación entre la..c;; placas. 

2 La t.uorfn. n.ccrcn de este rnodelo y del de Lorenz se encuentra en el apéndice B. 
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Figura 3.2: Parte real de la función dieléctrica del magnesio. 

Observamos que existe una separación muy específica ac donde hay un punto 
singular alrededor de él cual la fuerza se incrementa ó decrece significativamente. 

Hagamos ahora un análisis más concienzudo para determinar cual es la región 
en la que la fuerza se incrementa y cual la región en la que la fuerza decrece. Con 
ese fin presentamos la gráfica ( Fig. 3.2} de la parte real de la función dieléctrica 
del magnesio. 

Vemos que la parte real de la función dieléctrica es negativa para w/wp < 1, 
es decir, w < wP. En esa región la ref\ectividad del material es alta. En el caso 
en que w/wp > 1, que es cuando w > wp, la curva toma valores positivos, 
por lo que la reflectividad es baja y el material transmitirá modos de campo 
clcctro1nagnético. 

Ahora determinemos para qué valor se encuentra la. separación crítica y cómo 
está ésta relacionada con la frecuencia de plasma del magnesio. Para encontrar 
ese valor presentamos la gráfica de la fuerza relativa de Casimir como función 
de la variable adimensional awp/Trc (Fig. 3.3). 

Observamos que el punto singular se encuentra aproximadamente alrededor 
de 1, es decir, acwp/Cíi ::::::::: 1, entonces el valor crítico de la separación entre 
las placas es ªe "'=' =/"-'p· Este hecho es de fundamental importancia debido 
a que nos permite explicar el hecho importantísimo de cómo es que la fuerza 
está relacionada con los modos de vacío entre las placas, los modos de vacío en 
las regiones externas a estas y la presión de radiación que estos modos ejercen 
sobre las placas. 

Para los modos que caben entre las placas existen frecuencias características 
que cstan relacionadas con la separación a de la siguiente manera: 
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Figura 3.3: La fuerza relativa de Casimir es mostrada como función de la variable 
adimensional awp/7rc. Cada una de las curvas corresponde a diferentes anchos 
de las placas para a) d = 0,5µm, para b) d = 0,02µm y en el caso c) d = O,Olµm. 

W=K.nC (n = 1,2,3, ... ) (3.2) 

donde "'" = 7rn/ a, asi pues entre las placas hay una cantidad discreta de modos. 
Esto corrobora la idea expresada en un capítulo precedente de cómo es que 
se produce la fuerza de Casimir. Los modos de campo electromagnético son 
discretos entre las placas y continuos en las regiones exteriores. La densidad de 
energía y la presión de radiación es por tanto mayor en el exterior que en el 
interior, por ende las placas son empujadas una hacia la otra. 

Por último sabemos que la frecuencia crítica Wp (frecuencia de plasma del 
magnesio) esta relacionada con la separación crítica de la siguiente manera 
ac ,., 7rc/wp· Luego entonces es posible determinar para qué intervalos de las 
separaciones entre las placas la fuerza aumenta ó decae abruptamente. Cuando 
w = 7rc/a > Wp = trc/ac, es la región en que el material transmite modos de va­
ciío dando como resultado una fuerza de Casimir gradualmente menor, es decir, 
para el intervalo a< ac, Fr disminuye como se observa en la figura 3.1. 

En el caso wp = trc/ Oc > w = trc/a, el intervalo correspondiente es a > ac, es 
la región en que la rcflcctividad del material es alta, por lo tanto habrá. mayor 
cantidad de modos confinados y la fuerza tenderá a incrementarse al observar 
la figura 3.1, esto es precisamente lo que sucede. 

Podemos concluir entonces que el comportamiento de la fuerza esta deter­
minado principalmente por la frecuencia de plasma del metal, así pues para 
frecuencias debajo de la frecuencia de plasma la re!lectividad es alta (el mate-
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ria! se comporta como conductor perfecto), dando como resultado una apreciable 
presión de vacío sobre las placas y por ende una mayor fuerza sobre estas. Para 
frecuencias por arriba de la frecuencia de plasma las placas se vuelven transpa­
rentes, por lo tanto la fuerza decrece. 

Un hecho adicional es el relacionado con los anchos de las placas, para gro­
sores mayores de las placas, la magnitud de la fuerza se incrementa alcanzando 
valores más cercanos al caso ideal. Esto se debe a que cuando las placas son muy 
anchas no se transmiten modos de volumen (la profundidad de penetración es 
pequeña). Se produce entonces una presión de radiación de vacío originada del 
confinamiento de tales modos, siendo mayor por lo tanto la fuerza de Casimir. 

3.1.2. Placas dieléctricas 

Estudiemos ahora el caso en el que tenemos placas dieléctricas. Las placas 
que utilizamos son de silicio (Si). La función dieléctrica que describe al silicio es 
aproximada con una resonancia lorenziana simple obtenida a partir del modelo 
de Lorcnz 3 : 

(3.3) 

donde wo es una frecuencia de resonancia asociada a las transcioncs atómicas, 
<:00 es la frecuencia límite para la constante dieléctrica y "•' = .:(w = O) es 
la constante dieléctrica estática. Los parámetros para el silicio tomados de la 
literatura [19], son"••= 11,68, <:00 = 1, Wo = 2 x 1015s- 1 y-y=9,859x1012s- 1 • 

Haciendo la substitución del coeficiente de reflexión en la Ec.(2.95) y realizando 
integración numérica en términos de la nueva variable x = iw, se obtienen las 
curvas correpondicntcs a diferentes anchos de las placas de silicio, figura 3.4 en 
donde Fr está en función de la separación entre las placas. 

Tcnc1nos que Fr tiene un máximo en todas las curvas a una separaci6n a 0 y 
tiende a cero para. valores mayores y menores que ao. 

Al igual que en el caso de placas metálicas haremos un análisis de las pro­
piedades ópticas del silicio a partir de su función dieléctrica. A continuación 
presentamos la gráfica de la parte real e imaginaria de la función dieléctrica del 
silicio (figura 3.5). 

Observamos de la parte real de la función dieléctrica que las placas son trans­
parentes en la región w/wo < 1, puesto que toma valores positivos. En la región 
entre wo y w L, la curva de la parte real de la función dieléctrica toma valores ne­
gativos lo que significa que la reftectividad del material es alta. Finalmente para 
el intervalo w > WL el material transmite modos de campo electromagnético 
siendo transparente de nueva cuenta. 

De la parte imaginaria de <(w) tenemos que tiene un máximo en w 0 , por lo 
tanto la profundidad de penetración de modos de campo electromagnético en el 
material para esa frecuencia será muy pequeña. 

3 La teoría respecto de este modelo se encuentra en el apéndice B. 
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Figura 3.4: Fuerza relativa de Casimir Fr para dos placas hechas de silicio como 
funci6n de la separación entre placas a. En a) el ancho de cada una de las placas 
es d = 5µm, en b) es de d = 4µm, en e) d = 2µ= y en d) d = lµTn. 
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Figura 3.5: Parte real e imaginaria de la función dieléctrica del silicio. 

46 



D.20 

D.15 

LLº 

ti 0.10 
LL 

D.05 

r •••• • ••••••••• - ·- ·---- . ·-· a) 
.•. ••.• ............... bt 

····..... ••••e) .... ... ... 
• • • • .. d) 

D.DD ~--~-~-~~-~-~~-~-~-~~-~~ 
D 2 s 

a(c.o.,)/"" " 

Figura 3.6: La fuerza relativa de Casimir es mostrada como función de la variable 
adimensional awo/7rc. Cada una de las curvas corresponde a diferentes anchos 
de las placas para a) d = 5µ.m, para b) d = 4µ.=, en c) d = 2µ.m y en el caso d) 
d = lµ.m. 

A partir de la gráfica Fr como función de la variable adimensional awo/7rc 
(figura 3.6). Podemos encontrar la relación entre la frecuencia Wo y la separación 
ao al igual que en el caso anterior. 

Observamos que el máximo se encuentra alrededor de 1, es decir, aowo/1Tc""' 
1, lo que nos da una separación crítica ao ~ 1TC/wo. Este hecho esta relacionado 
con los modos de vacío como hemos explicado reiteradamente y se manifiesta 
notoria.incntc a la separación ao debido a relación que existe con wo. En esta 
frecuencia la parte imaginaria de la función dieléctrica tiene un 111áximo, lo que 
res1Jlta en que la profundidad de penetración de modos de \"acio sea pequeña 
habiendo por tanto más modos confinados. Es de esperarase que el máximo en 
todas las gráficas se encuentre en el mismo punto en todas las gráficas puesto 
que este hecho esta relacionado con lo que hemos mencionado en este parrafo. 

Para frecuencias menores que wo, es decir, en el intervalo a < a 0 el material 
es transparente, por lo que en esa región la fuerza de rclath-a de Casimir es 
pequeña. Lo mismo sucede para frecuencias mayores que ....,·L· cuyo intervalo 
correspondiente es ªL < a esto lo observamos claramente en la figura 3.4. La 
fuerza tenderá a cero para separaciones entre placas grandes. El único intervalo 
que nos falta por discutir es cuando tenemos frecuencias entre w 0 y WL, para 
ese intervalo el material tiene una rcficctividad grande, es por esta razón que la 
fuerza tiene una magn~tud n1ayor comparada con los casos en que las placas son 
transparentes, pero 1ncnor que en el punto ao donde se alcanza el 1náximo. 
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Figura 3.7: Fuerza relativa de Casimir como función de la separación entre 
placas, para una configuración en la que una de las placas es de silicio y la otra 
de magnesio. En todos los casos el ancho de la placa de aluminio es de lO¡nn y el 
ancho de la placa de silicio varía siendo para cada una de las curvas el siguiente 
en a)d = 0,02µrn, en b)d = 0,2µm, en c)d = lµm, en d)d = lOµrn y finalmente 
en e)d = lOOµrn. 

3.2. Configuración asimétrica 
(una placa dieléctrica y otra metálica) 

El cálculo numérico se hace usando la expresión (2.104)4, obtenida en la 
sección (2.4). La función dieléctrica para la placa de silicio es la misma que en el 
caso anterior con los mismos parámetros, para la constante dieléctrica estática 
c::.t, la frecuencia de resonancia wo, la frecuencia límite E00 y el parámetro de 
amortiguamiento -y. Para la placa metálica ahora de aluminio (Al), la función 
dieléctrica es obtenida a partir del modelo de Drude Ec.(1.66), donde para el 
aluminio la frecuencia de plasma es Wp = 2,308 x 1016s- 1 y el parámetro de 
amortiguamiento es -y= 1,385 x 1015s- 1 (19]. 

Los resultados obtenidos se presentan en la figura 3.7. La placa de aluminio tiene 
un espesor de lOµrn y cada curva corresponde a diferente ancho en la placa de 
silicio. 

Para la curva e), la placa de silicio tiene un espesor de lOOµrn, el comporta­
miento dominante es de tipo metálico y su magnitud de alrededor del 40 % con 
respecto al caso en que se tienen placas conductoras perfectas. Debido a que 

4 El programa. usa.do en el cálculo numérico esta en el apéndice A. 
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wo < Wp, tenemos una región de frecuencias para. la. que ambas placas tienen 
una reflectividad alta, además de que el ancho de la placa de silicio es grande 
lo que produce una alta reflcctividad, por lo tanto la magnitud de la fuerza de 
Casimir es grande. 

Las otras curvas corresponden a anchos en la placa de silicio que van desde 
lOµm en la curvad) hasta un ancho de 0,02µm en la curva a). 

Las curvas tienen un un comportamiento parecido al caso en que las dos 
placas son dieléctricas. La fuerza esta determinada por las propiedades ópticas 
de los materiales que son descritas por sus funciones dieléctricas, sabemos que 
para wo < Wp la placa metálica no transmite modos de vacío y que para la 
frecuencia wo el material dieléctrico tiene una rcHectividad alta. Es de esperarse 
que el máximo en lns curvas este en la región w < Wp y a. una frecuencia alrededor 
de wo. 

Los máximos en las gráficas se encuentran a diferentes distancias de sepa­
ración. Esto está relacionado con la profundidad de penetración de los modos 
de vacío en las placas. Por lo tanto, los máximos de la fuerza se encuentran a 
separaciones entre placas menores que en el caso puramente dieléctrico. 

La región en que se encuentran los máximos es relativamente pequeña, es 
decir, los máximos están más o menos en el mismo punto. 

En cada una de las curvas la magnitud de la fuerza decrece sustancialmente 
con respecto al caso ideal, puesto que cuando el espesor de la placa de silicio es 
menor la reflectividad sobre esa placa disminuye. 
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Capítulo 4 

Conclusiones 

El desarrollo de las ideas sobre el efecto Casimir ha permitido obtener una 
base teórica más sencilla con la cual es posible además de entender de una mejor 
manera los conceptos físicos <letras de este efecto de vacío, realizar cálculos de 
la fuerza entre materiales metálicos, dieléctricos ó una combinación de ambos. 

En este trabajo hemos presentado los conceptos básicos sobre la teoría del 
efecto Casimir, la teoría del efecto Casimir en medios absorbentes y disipativos 
en la que se presentó una deducción bastante simple para obtener Ja fuerza entre 
placas con índices de refracción diferentes. 

En un principio nos planteamos el problema de modificar la magnitud de la 
fuerza de Casimir mediante la manipulación de las propiedades dieléctricas y 
el grosor de las placas que intervienen en el cálculo. El cálculo realizado es, sin 
embargo, limitado puesto que las expresiones que se usaron en la integración 
númerica fueron obtenidas tomando en cuenta sólo vectores de onda perpendi­
culares a las interfaces. 

La magnitud de la fuerza se calcula entre medios caracterizados por su fun­
ción dieléctrica. La función dieléctrica de los materiales es el factor que tiene 
mayor importancia en la determinación de el comportamiento de Ja fuerza de 
Casimir. 

Para placas metálicas la magnitud de la fuerza es menor que en el caso ideal 
donde el cálculo de la fuerza se hizó entre conductores perfectos y cuya expresión 
esta dada por: 

F. _ ficrr 
0 

- 12a2 

La frecuencia de plas1na característica del material metálico en este caso 
magnesio determina las zonas en las que las placas propagan o no modos de 
vacío, en consecuencia obtenemos que la fuerza aumenta asintóticamcntc hasta 
un valor máximo y tiende a cero para valores menores que una cierta separación 
de las placas lo que indica que Ja fuerza de Casimir en materiales reales tiene una 
divergencia más suave que en el caso ideal. Para placas de silicio la frecuencia 
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de resonancia Wo determino. en qué punto se encuentro. el máximo de la fuerzo. 
y las zonas en que la fuerza decrece. 

En el caso no simétrico lo. fuerza tiene un comportamiento parecido al caso 
donde las dos placas son dieléctricas. El máximo y la magnitud de la fuerza 
alcanzan una mayor magnitud cuando el ancho y la placa de silicio es grande y 
van disminuyendo en magnitud conforme disminuimos el grosor de la placa de 
silicio. La disminución en la magnitud es más drástica en los casos simétricos. 
El máximo en la fuerza se encuentra a diferentes distancias de separación a 
diferencia del caso puramente dieléctrico donde el máximo se encuentra aproxi­
madamente en el mismo punto. 

En todos los casos cuando el espesor de las placas es reducido, la reflectividad 
disminuye con lo que la magnitud de la fuerza es menor. 

Las aportaciones más importantes hechas por este trabajo es que además de 
que se puede introducir a estudiantes en el estudio de la fuerza de Casimir con 
el uso de este texto. Es también precursor en el cálculo númerico de la fuerza 
de Casimir para diferentes materiales aun cuando el cálculo sea limitado. 

Un problema importante que podría plantearse es generalizar los resultados 
anteriores al caso en que se toman en cuenta las componentes transversales de 
los vectores de onda de los campos de vacío. Otro aspecto interesante sería rea­
lizar cálculos con medios caracterizados por funciones dieléctricas en las que se 
tomen en cuenta efectos de impurezas, debido a que ningun material es comple­
tamente puro. Finalmente e igualmente importante es el diseño y la realización 
de experimentos para comparar con las predicciones teóricas. 
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Apéndice A 

En el capítulo 3 mencionamos que los resultados se obtenian de manera 
númerica, aquí presentamos el programa usado. Este programa esta hecho en 
Fortran y fué usado en todos los casos salvo pequeñas modificaciones. El caso 
que presentamos es en el que se toma en cuenta que las placas tienen índices de 
refracción diferentes. 

modul.e variable 
real•B .. a.d.d1.d2,aO.a1,dela 
real.•8 :: g1,vp1,g2,wp2,n,tol. 
real•B :: g3,vr,es,ein 
integer : : nl., imetal. 

end modul.e variable 
program principal 
use variable 

implicit none 
INTEGER .. IRULE, NOUT 

REAL•S 
Real•S .. 

Ai, ABS, B, ERRABS, ERREST, ERROR, ERRREL, EXACT, EXP,MAXS\ 
bb,F,RESULT 

INTRINSIC 
EXTERNAL 

ABS, EXP 
F, QDAG 

open ( uni t=1 O, :f ile• 11 intega. dat" , status-"unknown 11
) 

open(unit=20,file• 11 param8.dat", status•"unknown") 
open(unit=30,:filea11 densidad.dat", status-"unknovn") 

read(20,•) d1,d2,aO,af,del.a 
read(20,•) g1,vp1,g2,wp2 
read(20,•) g3,wr,es,ein 
read(20,•) n,nl.,tol,imetal. 

! los anchos en micras 
vrite(•,•) "estoy corriendo" 
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1 se normaliza a vo-10-14, 
d1•d1•(1./3.d0) 
d2•d2• ( 1. /3. dO) 

de1a•de1a•(1./3.d0) 
aO•aO• (1. /3. dO) 
af•af•(l./3.dO) 

do a-aO,af .de1a 

MAXSUB•lOOO.dO 

Ai = O.dO 
B • 30.dO 

ERRABS 
ERRREL 

O.OdO 
0.001d0 

IRULE • 6 

Get output unit number 

limites of integracion 

error tolerancias 

Parametro para funcion 
no osciJ.atoria 

La funci\'on DQDAG que usamos corresponde a 1as 1ibrerias IMSL 

CALL DQDAG (F, Ai, B, ERRABS, ERRREL, IRULE, RESULT, ERREST) 
Imprime los resultados 

vri te ( 10, •) a,rea1(resu1t)•(24.•a•a/((3.1415925)••2)) 

end do 
END 

REAL•B FUNCTION f (X) 
use variable 

implicit none 
rea1•8:: fu,x; 
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rea1•8:: pi.n1,n2.rs1,r1,rs2.r2; 

n1-sqrt(1+vp1•vp1/(x•x+g1•x)) 
if (imeta1.eq.1) then 
n2-sqrt(1+vp2•vp2/(x•x+g2•x)) 
e1se 

n2•sqrt(ein+vr•vr•(es-ein)/(vr•vr+x•x+g3•x)) 

end if 

rs1-(n1-1.d0)/(n1+1.d0) 

rs2•(n2-1.d0)/(n2+1.d0) 

if((2.•x•a) > to1) then 
fu=O 
e1se 

fu•(x•r1•r2•exp(-2.dO•x•a)/(1.dO-r1•r2•exp(-2.dO•x•a))) 
f-fu 
end if 
return 
end 
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Apéndice B 

En este apéndice se describe la teoría de interacción entre campos electro­
magnéticos con sólidos [15],[16] y [17]. Se obtienen las funciones dieléctricas para 
el caso de metales y para el caso de dieléctricos. 

Los campos electromagnéticos incidentes en un material producen momentos 
dipolares en éste, dado que las cargas son desplazadas de sus posiciones de 
equilibrio. La aceleración de las cargas oscilantes radía ondas nuevas del campo. 
Este nuevo campo, interfiriendo con el incidente, produce un campo distinto que 
es equivalente a tener un cambio de fase de la onda original. Debido a que este 
cambio de fase es proporcional al espesor del material, el efecto es equivalente 
a tener una velocidad de fase diferente en el material. 

A causa de la masa muy grande del núcleo en comparación con la del electrón, 
es una buena aproximación suponer que los núcleos permanecen en reposo cuan­
do una onda electromagnética incide en un material determinado. En consecuen­
cia, se necesita considerar sólo el comportamiento de los electrones. Supongamos 
que hay N partículas por unidad de volumen en el material de estudio. Usamos 
un modelo de átomo o molécula en el que el electrón esta ligado con una fuerza 
proporcional a su desplazamiento (como si el electrón estuviera sujeto a su lu­
gar por un resorte) es decir, Fd = -mewax, donde wo es la frecuencia natural 
de oscilación de el electrón. Se supone además la posibilidad de una fuerza de 
amortiguamiento que corresponde a una resistencia al movimiento proporcional 
a la velocidad del electrón, esto es, FA = -me"'(X, donde -y es un parámetro de 
atenuación. Finalmente, la onda electromagnética incidente origina una fuerza 
de Lorentz sobre los electrones que está dada por F L = -e(E + X. x B). Se 
considera que el campo eléctrico incidente en el material es pequco(la velocidad 
X. es por este hecho también pcquca), en tal caso la fuerza eléctrica FE = eE es 
mucho mayor que la fuerza magnética F M = e(x x B), por lo tanto, podemos 
despreciar este último término. El desplazamiento del electrón :r será parale­
lo a E y por lo tn.nto la ecuación de movimiento es entonces unidimensional, 
cscribirnosln entonces de la siguiente manera: 

(B.l) 

de donde 
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fne(:i: + -y:i; + w~:z:) = -eE. (B.2) 

Toma.inos una onda linealmente polarizada. Si el campo eléctrico varía sinu­
soidalmente con el tiempo : 

Eoe R, (B.3) 

entonces el desplaza.iniento del electrón oscilará con la misma frecuencia. y po­
demos suponer: 

x = xocawt. (B.4) 

sustituyendo :i: = iw:z: y :i: = -w2 :z: en Ec.(B.2), podemos despejar x en función 
de E: 

"'= e/me E 
-w2 + i"'(W + w~ · 

(B.5) 

El momento dipolar inducido p es ex o, usando la Ec.(B.5): 

p= e
2 /tne E 

-w2 +i"'(w+w~ • 
(B.6) 

Como p es proporcional a E, escribimos: 

p = <:oa(w)E, (B.7) 

donde a se llama polarizabilidad atómica. Con esta definición, tenemos: 

e2 /me<o 
°' = -w2 + i"'(W + w~ · (B.8) 

B.0.1. Ondas en un dieléctrico 

Ahora queremos hallar qué clase de ondas electromagnéticas pueden existir 
en un material dielédrico en donde no hay otras cargas adicionales que las 
ligadas a los átomos. Tomamos, pues a p = \1 · P y j = 8P /8t. Las ecuaciones 
de Maxwell se transforman entonces en: 

\l·P 
\l·E=---, 

<o 

"V X E= - 8B 
8t • 

"VxB=-- -+E 1 a (P ) 
c2 8t <o ' 

\l·B =0. 
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(B.10) 

(B.11) 

(B.12) 



Podemos resolver estas ecuaciones de la siguiente manera. Empezamos to­
mando el rotacional de la Ec.(B.10), luego usamos la identidad vectorial V x 
(V x E) = V(V ·E) - V 2 E y también sustituimos V x B, usando la Ec.(B.11) 
y la Ec.(B.9) para V - E, obtenemos: 

1 a2 E 1 1 a2 P 
V 2 E - -- = --'\i'(V · P) + --.(B.13) 

c2 8t2 <o <:oc2 8t2 

As(, en lugar de la ecuación de onda, ahora obtenemos que el dalambertiano 
de E es igual a dos términos donde interviene la polarización P. 

Sin embargo, como P depende de E, la ecuación(B.13) puede tener soluciones 
ondulatorias. Ahora nos limitaremos a dieléctricos isótropicos, de modo que P 
siempre esta en la misma dirección que E. Tratemos de hallar una solución en la 
que la onda viaja en la dirección z. Luego, el campo eléctrico debe variar corno 
e«w•- kz). También supondremos que la onda está polarizada en la dirección x 
es decir: 

(B.14) 

as( que la Ec.(B.14) representa. una onda con velocidad de fase v¡ = w/t<. el índi­
ce de refracción n se define como, v¡ = c/n, entonces la Ec.(B.14) se transforma 
en: 

(B.15) 

Luego entonces podemos hallar n buscando que valores de t< se requieren 
para que la ecuación (B.13) satisfaga las ecuaciones de campo apropiadas y 
usando luego la relación: 

n = kc_ (B.16) 
w 

En un material isotrópico, solamente habrá la componente x de la polari­
zación, entonces P no tiene variación con la coordenada x, así que V · P = O. 
Además, como estamos suponiendo un dieléctrico lineal, P:c variará corno eiwt y 
8Pr/8t2 = -w2 Pr. El laplaciano en la Ec.(B.13) se transformará simplemente 
en 8Er/8z2 = -t<2 Er, obteniendose finalmente: 

(B.17) 

Ahora P es proporcional a E tenemos: 

Pr = <oNaEr. (B.18) 

de donde sustituyendo en la ecuación (B.17) encontramos: 

w2 
t<

2 = c2 (1 +Na). (B.19) 
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Hemos encontrado que una onda como la de la ecuación (B.14) con el número 
de onda. dado por la. ecuación (B.19) es solución de las ecuaciones de Maxwell. 
De la ecuación (B.16), el índice de refracción está dado por: 

n 2 = 1 +Na, 

tomando a de la ecuación (B.8), podemos escribir la Ec.(B.20) como: 

B.0.2. 

[Ne2] 
n 2 = 1+ -­

meto 

Ondas en metáles 

1 

-w2 + i-yw + wfi · 

(B.20) 

(B.21) 

La teoría que hemos utilizado en esta sección para materiales sólidos también 
se puede aplicar a buenos conductores, como los metales, con muy pocas madi· 
ficaciones. En los metales, algunos de los electrones no tienen fuerza alguna que 
los sujete a un átomo en particular. Son estos electrones libres los responsables 
de la conductividad. Hay otros electrones que están ligados y la teoría anterior 
es aplicable directamente a ellos. No obstante, su influencia generalmente es 
superada por los efectos de los electrones de conducción. Ahora consideremos 
solamente los efectos de los electrones libres. 

Si no hay fuerza rest;.uradora sobre un electrón, pero aún hay alguna resis­
tencia a su movimiento, su ecuación de movimiento difiere de la ecuación (B.2) 
solamente por que falta el término en wfix (modelo de Drude). Así pues todo lo 
que tenemos que hacer es poner wfi = O en el resto de nuestra derivación. Por 
lo tanto, la fórmula para el índice de refracción es muy parecida a la Ec.(B.21), 
la diferencia se encuentra en que en este caso w 0 = O, de este modo: 

w2 
n 2 = 1 + P 

-w2 + i7w' 
(B.22) 

donde w; = Ne2 /eme es el cuadrado de la frecuencia de plasma. 
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