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Introduccion

El estudio de la fisica es una aventura interesante y estimulante para cual-
quier persona que quiera conocer mas acerca de todo lo que la rodea, es quizd una
de las actividades més excitantes del conocimiento. Entre los objetos de estudio
podemos citar los dtomos, las galaxias, el espacio, el tiempo y una gran cantidad
de fendmenos mids. En ocasiones algunos objetos de estudio parecieran salir de
un texto de ciencia ficcidn, puesto que son poco intuitivos y muy sorprendentes.

A principios del siglo pasado habia una serie de problemas fundamentales
que no podian ser analizados en cl contexto de las tcorias fisicas existentes. Esta
situacién condujo a un cuestionamiento de las propias teorias. La intensa crisis
sacudié la conviccidén reinante en cl sentido de que la fisica era ya una ciencia
priacticamente completa en lo que a principios se refiere.

Una gran revolucién cientifica fué desarrollada por una multitud de cientifi-
cos, entre quienes destacan figuras muy brillantes, y que culminé con el estable-
cimiento de una nueva teoria fisica para describir el comportamiento de micro-
sistemas (clectrones, dtomos, etc.). Esta nueva tecoria es la mecidnica cudntica.
Con cl desarrollo de esta teoria surgicron nuevos campos de estudio como la
clectrodindmica cudntica y predicciones de fenémenos debidos a esta nueva drea
de investigacion.

En 1948 estudiando los efectos de las fluctuaciones de vacio cuantico Casi-
mir encontrd que dos superficies conductoras perfectas no cargadas colocadas
en cl vacio sentian una atraccién. Esta fuerza es una conseccuencia de la electro-
dindmica cudntica. Para dos placas planas separadas una distancia a esta fuerza
por unidad de drea tiene la siguiente magnitud:

_ m2he
T 240a%”

En articulos recientes se ha profundizado mds en el estudio de este efecto
de vacio tomando en consideracién que las placas que intervienen en el cilculo
son en general dieléctricas. El resultado es la obtencién de una expresién para
la fuerza de Casimir en medios dicléctricos.

El estudio de la fuerza de Casimir y la capacidad de modificar su valor ha
tomado una relevancia importante, debido a los avances a pasos agigantados en
la miniaturizacién de sistemas clectromecdnicos. La influencia que esta fuerza
puede tener sobre una estructura con un tamano del orden de micrémetros,
tal que puecde llegar incluso a cambiar su forma.

En cste trabajo nos plantcamos ¢l problema de modificar la magnitud de
la fuerza de Casimir mediante la manipulaciéon de las propiedades dicléctricas
y geométricas de las placas paralelas que intervienen en el cilculo de dicha

Fe



fuerza. Con este fin realizamos cdlculos numéricos y analizamos los resultados
obtenidos.

En el primer capitulo damos un panorama de las ideas basicas para la com-
prensién de este efecto de vacio. En el segundo introducimos al lector en una
teoria mds desarrollada, en la que sc obtiene la fuerza de Casimir entre placas
dicléctricas, tomandose en cuenta efectos de dispersién y disipacién del medio.
Se explica la teoria de Lifschitz sobre la fuerza entre placas dieléctricas y se
puntualizan las diferencias existentes con la teoria de Casimir.

En el tercer capitulo presentamos los cdlculos realizados numéricamente de
la fuerza entre placas dieléctricas de silicio (Si), placas metdlicas de magnesio
(Mg) 6 aluminio (Al) y el caso en que una placa es dieléctrica y la otra. metdlica
(Si y Al respectivamente). Hacemos un anilisis de los resultados obtenidos.

En el capitulo final presentamos las conclusiones del trabajo realizado y los
posibles nuevos estudios que pudieran realizarse sobre el efecto Casimir.




Capitulo 1

Aspectos historicos,
experimentales y teoria
basica del efecto Casimir

Una de las predicciones mds importantes de la electrodindmica cudnti-
ca obtenida por Casimir en 1948 es que dos placas conductoras perfectas
colocadas en el vacio sienten una atraccién mutua.

En el presente capitulo se presenta una reseiia histérica de las ideas y he-
chos que concluyeron con los estudios de Casimir sobre las fluctuaciones de
energia de punto cero. Presentamos ademads los esfuerzos experimentales rea-
lizados inicialmente por Sparnnay y continuados por Lamoreaux, Mohideen
Y Chan para mostrar la existencia de la fuerza de Casimir y la importancia
que esta fuerza tiene a escalas del orden de micrémetros. En la parte final
del capitulo introducimos al lector en los conceptos bdsicos de la teoria del
efecto Casimir tales como cuantizacién de campo electromagnético, energia
de punto cero, energia de Casimir y reproducimos el cdlculo cldsico hecho por

Casimir para obtener la expresiéon de la fuerza entre dos placas conductoras
Pperfectas.

1.1. Historia del Efecto Casimir

En la década de los 40, J. T Overbecek en los laboratorios de la Philips llevé a
cabo una serie de experimentos con polvo de cuarzo usado en la manufactura.
Los resultados indicaban que la teoria de la estabilidad de coloides que habia
sido desarrollada junto con E. J. Verwey no era enteramente correcta y que la
interaccién particula - particula decaia mas riapidamente de lo que ellos pensa-
ban originalmente. Overbecek sugirié que esto tenia que ver con la propagacién
finita de la luz. Pronto, H. B. G. Casimir y D. Polder (1] en los mismos labora-
torios estudiaron ¢l problema reconsiderando la interaccién de Van der Waals.



Encontraron que la sugerencia de Overbeek era correcta. Como una consccuen-
cia del retardo, la energia decafa como r~7 para scparaciones intermoleculares
grandes. Esto probablemente habria sido el final de la historia, s6lo que Ca-
simir quedé intrigado por la simplicidad del resultado obtenido con Polder y
sugirié otra explicacién. Casimir encontré que calculando las fluctuaciones de
la. cnergia de punto cero con la presencia de dos dtomos licgaba a los mismos
resultados que los que él y Polder habfan encontrado usando la teoria de Van
der Waals.

En 1947, Casimir mencioné sus resultados a Niels Bohr, quien lo alenté a conti-
nuar con sus cstudios diciéndole que esos resultados eran algo excelente y muy
nuevo.

Para mayo de 1948 Casimir present$ un articulo cuyo titulo fué On the at-
traccion between two perfectly conducting plates [2] a la Academia de Ciencias y
Artes en Holanda. En éste, Casimir obtenia la fuerza entre dos placas perfecta-
mente conductoras, neutras, colocadas en el vacio y que es a lo que usualmente
los fisicos denotan con el nombre de efecto Casimir. Una definicién mas mo-
derna de la fuerza de Casimir es que ésta se origina de las fluctuaciones de
la energia de punto cero por la presencia fronteras metdlicas o dieléctricas. La
asociacién que hizé Casimir del efecto con la energia clectromagnética de punto
cero fué un hecho fascinante y continua siéndolo. Fascinante también es que al
mismo tiempo que Casimir pensaba en un cfecto debido a la energia de punto
cero, en Estados Unidos de Norteamerica Welton y Weisskopf deducfan que el
cfecto Lamb podia ser una consecuencia del punto cero de energia.

La expresién para la fuerza de Casimir por unidad de drea entre dos placas
conductoras perfectas, obtenida por Casimir es:

n2he
F(d) = — 50 (1.1)
donde d es la distancia de separacion entre las placas. Esta fuerza es muy pe-
queiia comparada con la fuerza de Coulomb para mantener al electrén en el
atomo de hidrégeno o la atraccién gravitacional entre dos pesos scparados una
distancia determinada. El efecto Casimir no involucra masas ni cargas es una

consccuencia de la electrodindmica cudntica. Mds adelante se presentari una
deduccién de la Ec. (1.1).

1.2. Experimentos sobre el efecto Casimir

Avances recientes en microsistemas electromecanicos (MEMS por sus siglas
en inglés) y la capacidad de medir fuerzas del orden de ato-newtons han abierto
el camino para el estudio de efectos de fuerzas que se vuelven relevantes a escalas
del orden de micrémetros. La fuerza de Casimir cntre dos placas (Ec.(l.}v)
scparadas una distancia de un micrémetro cs de aproximadamente 1,3x 1073 .25,
No obstante ha sido confirmada experimentalmente.

La literatura experimental acerca del cfecto Casimir es poca aunque ha co-
menzado a despertar un mayor interés en la comunidad cientifica . El primer



intento por medir la fuerza de Casimir entre dos placas fué el que llevo acabo
Sparnaay en 1958 {4]. En este experimento se media la fuerza entre dos placas
metdlicas de cromo 6 aluminio colocadas dentro de una ciamara de vacio que
posteriormente era llenada con gas de nitrégeno. La fuerza era determinada de
la deflexién de un resorte conectado a un brazo de aluminio pegado a una de las
placas. La deflexién era medida del cambio en la capacitancia de un capacitor
conectado al brazo. Los resultados obtenidos fueron, sin embargo poco satisfac-
torios, mostraban una fuerza atractiva consistente con la tcoria, pero con una
incertidumbre del 100 % en sus mediciones.

En un segundo experimento hecho en 1996 se obtuvicron resultados mads
precisos pudiendo demostrar asi la presencia del la fuerza de Casimir. Este
experimento fué realizado en la Univerdad de Washington por Lamoreaux [5]
usando un sistema electromecédnico basado en un péndulo de torsién . Debemos
mencionar que en su experimento Lamoreaux usa una placa plana y una esfe-
ra, puesto que esto le facilita su realizacién. Por supuesto cuando se cambia la
geometria de las superficies la expresién para la fuerza de Casimir cambia. La-
moreaux tomé en cuenta ademsds dos correciones a la fuerza de Casimir. Estas
son la temperatura finita a la que éste es realizado y la conductividad finita de
las placas.

Continuando cronolégicamente con los experimentos realizados acerca de
este tema el que sigue fué el realizado por U. Mohideen y Anushree Roy [7]
en 1998 donde los autores usan un microscopio de fuerza atémica (AFM por
sus siglas en inglés), para medir la fuerza entre una placa plana y una esfera
de poliestireno cubiertas con una capa de 300nm de aluminio y por otra capa
de 20nm de una una mezcla de oro y plomo. El esquema del experimento lo
mostramos en la figura 1.1.

La fuerza sobre ¢l brazo pegado a la esfera es medida por la rotacién de su
punta con un microscopio de fuerza atémica AFM. Un rayo laser es enviado sobre
la punta del brazo y reflejado, entonces una fuerza sobre la esfera resultari en un
giro del brazo produciéndose una diferencia en la sefial entre los fotodicdos A y
B. Sc hacen varias mediciones acercando la esfera a la placa en pasos de 3.6nm.
Los resultados obtenidos usando este instrumento fueron bastante buenos, ya
que obtuvieron una precisién en sus mediciones del orden del 1% comparada
con la tcoria dejando claramente demostrado que se produce una atraccién entre
la placa y la esfera.

Otros tipos de experimentos han sido realizados por los investigadores co-
menzado en cl estudio de la fuerza de Casimir en sistecmas microeclectromecéni-
cos. En ese sentido se encuentra el llevado a cabo por Chan [8]. El experimento
consiste en medir la rotacién de una placa cuadrada de unos cuantos centenares
de micras. La placa de polisilicon se coloca sobre un eje de rotacién. Dos elec-
trodos fijos de polisilicon son colocados a una pequefia distancia debajo de la
placa y una esfera metdlica fijada en la punta de un alambre de cobre es puesta
exactamente arriba de uno los extremos de la placa. Una fuerza atractiva entre
la esfera y 1a placa producird una rotacién de la placa. El esquema experimental
de este experimento s¢ muestra en la figura 1.2.

Para detectar la rotacién de la placa , los autores del experimento miden la

7



Figura 1.1: Esquema del dispositivo experimental usado por U. Mohideen y A.
Roy. (Una fuerza sobre la csfera produce un giro en el brazo.)

v
Estern —
metdlca
placa
_ =) [owaress]
[ ¢ - — ]

Figura 1.2: Microsistema torsional usado por H. B. Chan et al.



diferencia de capacitancias entre la placa y ambos electrodos, de esa manera se
obtienen dos mediciones. La primera en el punto en que la scparacién entre la
placa y uno de los elecrétodos es mixima, que es en el extremo en que se encuen-
tra. la esfera y la segunda que es cuando la separacién es minima, es decir, en el
extremo opuesto. Debemos mencionar que este sistema proporciona mediciones
tan buenas como las de un AFM. Esto es, se pueden llegar a hacer mediciones a
muy pequeiia escala. Es por csto que los resultados de este experimento son tan
buenos como los del experimento llevado a cabo por Mohideen y Anushree Roy.
Existen mds experimentos relacionados con el efecto Casimir, sin embargo no
nos extenderemos mas y solo mencionaremos que estos experimentos ratifican
que este efecto cudntico juega un papel importante a escalas de nanémetros.

1.3. Energia de punto cero

El punto cero de energia aparece por primera vez en la teoria de radiacién
de cuerpo negro de Planck y poco después, éste fué derivado con las matrices
de Heisenberg en 1925.

La expresiéon obtenida por Planck para el valor promedio de la energia de
un oscilador de frecuencia w en equilibrio con radiacién a temperatura T es:

1
U = g + s hw. 1.2
e%—1+2w ( )

Cuando T — 0, U — 1/2 (fuw) que indica la persistencia de un punto cero de
energia a un temperatura en la que cldsicamente todos los movimientos cesan.
Planck estaba convencido de que esta constante no era una consecuencia fisica.
Einstein, sin embargo quedo intrigado por la idea. En un articulo publicado
junto con Stern en 1913, noté que el punto cero de energia era necesario puesto
que la ecuacién (1.2) debe de proporcionar la formula cldsica U = kT en el
limite en que AT >> hw. En este limite se tiene:

/78] 1
U—-?ﬁ,‘—_—1+§rw
huw 1
= + shw 1.3
ERCERC R 2
kT 1

= 4 —fuw
1+ L8 7 2

1 1
== kT — Efuu -+ Efuu.
El punto cero de energia es entonces necesario para obtener la energia co-

rrecta cn el limite cldsico. Por esta y otras razones Einstein y Stern concluyeron,
" La existencia del punto cero de energia es probable” (3] y [12]).



El punto cero de energfa fué un tema muy estudiado en la década posterior a
la mecdnica de las matrices de Heisenberg y la mecdnica de ondas de Schrédin-

ger, principalmente por el gran interés en fen6menos a bajas temperaturas tales
como superconductividad.

1.4. EIl concepto de la energia de Casimir

Como hemos mencionado anteriormente el efecto Casimir se debe a las fluc-
tuaciones de campo electromagnético de vacfo y a los efectos de energia de punto
cero. Sin embargo existen algunos problemas concctados con esta definicién de-
bido a que al hacer el cdlculo de dicha encrgia se obtienen divergencias. Una
cuestion fundamental es contestar si estos infinitos tienen algan significado fisi-
co. En una situacién real en que sc tienen fronteras con caracteristicas fisicas
determinadas, la energia de Casimir (energia de vacio) pucde ser renormalizada
resultando en general finita. La energia de Casimir se define como la diferencia
entre la energia de punto cero modificada por la presencia de fronteras y la
cnergia de punto cero en el espacio libre:

E.=< Q| H|Q>fronteras — < | H | Q >capacio—tibre - (1.4)

Un cambio asociado a las condiciones de frontera produce un cambio en la
energia de Casimir. Es importante mencionar aqui que la energia fisica de vacio
dada por la férmula (1.4), puede se entendida como el valor de expectacién del
hamiltoniano ¢n el estado base.

Existen dos métodos para calcular la energia de Casimir: (i) La suma direc-
ta sobre todos los modos con sus propios esquemas de renormalizacién ( que
es precisamente como Casimir lo hizo) 6 (ii) Calculando el tensor de energia
momento de vacio T#¥(r) haciendo posteriormente la diferencia entre el cilculo
del tensor en el espacio libre y con fronteras.

1.5. Cuantizacién de Campo Electromagnético
(18]

Para cuantizar el campo clectromagnético primero mostramos que un modo

de campo es equivalente a un oscilador armdnico. Las ecuaciones de Maxwell
para ¢l espacio libre son:

V-E=0, (1.5)

vV-B=o0, (1.6)
19B

VXE—--ZE, (1.7)
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10E
VxB= T (1.8)
En funcién del potencial escalar ® y vectorial A, en la norma de Coulomb

definida por V- A = 0, con & = 0, podcmos escribir a partir de la ecuacién (1.8)
que:

1 82A
2 — mp—— = 0. -
VA Ry 0 (1.9)
Resolviendo la Ec. (1.9) por separacién de variables obtenemos soluciones
monocromaticas dadas por:

A(r, t) = a(t)A.(r) + " (HAL(r),

= a(0)e AL (r) + a* (0)et AL (r), (1.10)
donde la parte espacial satisface la ecuacién de Helmholtz,
V2A,(r) +k2AL(r) =0 (n = “_c’ s (1.11)
y la parte temporal satisface &(t) = ~w2a(t). El campo eléctrico y magnético
estan dados por:
} .. .
E(rt) = —Z[a(t)A.,(r) + &*()AL(M], (1.12)
Y
B(r, t) = a(t)V x A, (r) + a” (t)V x A (r). (1.13)
La energia electromagnética se puede escribir de la siguiente manera:
-1 3. (2 ay 1 a2 / 3 2
Hp = pro /d r(E? + B?) = 81":2&(!:) d*rAq(r)

+-c1—5c‘x'(t)2 / df’rA;(r)2+-c% Ja(e) 12 / &r | Ao(r) P +a(t)? / Br{VxAq(r)?

+a”(t)? / d37[V x AP + 2] alt) |2 / d&3r[V x A ()2, (1.14)
Utilizando la identidad:

/ @3V x Ao(r)2 = 2 / dPrA2(r), (1.15)

y notando que &(t)? = —w?a(t)? esto debido a &(t) = —iwa(t) podemos sim-

plificar la expresién (1.14) como:

11



_ 1 3 2 2y _ K2 2
Hr =g [@*r@ + 8% = £ ja@) P, (1.16)
donde, la "funcién de modo A,(r)"esta normalizada,
[ =1 (an
Ahora definimos la cantidades reales:

i

q(t) =

[ax(t) — a=(2)], (1.18)

cvan
Pt) = —=la(t) + o ()], (1.19)

cn términos de tales variables la energia Hp (1.16) pucde escribirse como:

Hp = %(p2 + wiq?). (1.20)

A partir de las definiciones (1.18) y (1.19) se tiecneque § = py p = ~w?q que
son las ecuaciones de Hamilton por lo que concluimos que p y q son variables
canédnicas y Hg es un hamiltoniano tipo oscilador armdénico.

Introduciendo los operadores de creacién y aniquilacién, tenemos que el pro-
ceso de cuantizacién de campo electromagnético es equivalente a reemplazar la
variable clisica a(t)/cv/4n por el operador cuantico [R/27]'/2a(t) 6 a(t) por
(27hc?/w)2a(t) y a*(t) por (2mwhc?/w)l/2al(t) [18].

El potencial vectorial cldsico es entonces reemplazado por el operador:

1/2
A(rt) = (%) [2(8) Aa(r) + al (1) AL(r)], (1.21)
por lo tanto los operadores correspondientes a ¢l campo eléctrico y magnético
son:
E(nt) = i(2rhw) 2 [a(t) Al (r) — al () AL(T)]. (1.22)
2
B(r, t) = (2"'—52) [@()V x Aa(r) +al () x AS(r)]. (1.23)

El Hamiltoniano (1.20) para un modo cuintizado se escribe como:

Hp = hw(ata + 1/2). (1.24)

Necesitamos axin generalizar el resultado anterior para una situacién en que
cl campo electromagnético esta compuesto por muchos modos. Consideremos el
campo en ¢l espacio libre sin fronteras fisicas, en tal caso el nimero de modos

es infinito. A, (r) satisface la ecuacién de Hembholtz. Si definimos las funciones
de modo como:
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Aa(r) = VC/ e i (1.25)

donde vector unitario e, toma valores reales y especifica la polarizacién de
cada modo. La condicién k - e,y = 0 significa que hay dos polarizaciones inde-
pendientes. El subindice A representa las polarizaciones, tomamos pues A = 1,2,

En términos de de las funciones de modo (1.25), el potencial vectorial (1.21)
sc transforma en:

— 2nhc? /2 irer 1 —trer
Axn(r,t) = Ry [aea(®)e™ " 4 al,(t)e Jexa, (1.26)
CON Wy = KC Y Qxr, aLA son respectivamente los operadores de creacién y ani-

quilacién para los modos con vector de onda k y de polarizacién A. Utilizando el

principio de superposicién y sumando sobre el niimero infinito de modos tenemos
que ¢l potencial vectorial es:

Ay =3 (2""°2 (@na(t)ei™" + al, (e~ "l (1.27)
~h
Cada modo cumple con la condicién de normalizacién:

/ d3rA () - A (1) = 83,080 (1.28)

A partir del potencial vectorial (1.26) obtenemos las expresiones para el
campo eléctrico y magnético:

E(r,t) =i (27hwi)V2axa ()™ — al, (H)e ™ Fleca, (1.29)
23
B(r,t) = iz (21rhc2 [a,‘x(t)e""" - al,‘(t)e_"""]x X €,y (1.30)

esto debido a que las funciones de onda planas de cada modo Axa(r) forman
un conjunto completo de soluciones que satisfacen las condiciones de contorno

y por lo tanto cualquier modo de campo electromagnético puede ser expresado
en términos de cstas funciones.

Siguiendo un proceso similar al anterior se tiene que ¢l hamiltoniano es:

Hp =3 hw(al,aes +1/2). (1.31)

L3N

Este es el Hamiltoniano para un nimero infinito de osciladores arménicos
desacoplados. Los diferentes modos de campo son independientes, ademas se
satisfacen las relaciones de conmutacién:

[@uxr, alise) = 63.08ans (1.32)
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[acr, ana] = fals, ekl = 0.

La cuantizacién de campos clectromagnéticos muestra que cuando estos son
descritos por la mecdnica cuéntica los niveles de cnergi{a permitidos son E,, =
(n+ %)hw, n=0,1,2,3,... como los de cualquicr otro oscilador arménico. En el
caso del campo electromagnético, el entero n corresponde al mimero de fotones.
El término %fw es el punto cero de energia e implica las fluctuaciones de campo
clectromagnético en el vacio.

En ¢l espacio libre o en una cavidad cuyas dimensiones sean mucho mas gran-
des que la longitud de onda A = "%‘:, el mimero de modos por unidad de volumen
en un intervalo de frecuencias [w,w 4+ dw)] asociado es dN,, = (w?/72c3)dw [22].
Puesto que cada modo tiene un punto cero de energia cero %fuu entonces la
energia de punto cero de campo clectromagnético por unidad de volumen es:

w? 1 hw®
po(w) = S (Ghw)dw = 5—dw, (1.33)
en el intervalo [w,w + dw]. El total de energia clectromagnética de punto cero:
Eo = J;° po(w)dw, es por ende infinito.

1.6. Fuerza de Casimir entre placas conductoras
perfectas [13]

En csta seccién reproduciremos el cdlculo clasico de Casimir para la fuerza
entre placas conductoras perfectas. Supongase que se tiene un paralelepipedo con
paredes perfectamente conductoras de longitud L, = L, = L y L.. Las frecuen-
cias permitidas de la radiacién atrapada en el paralelepipedo estan restringidas
a valores discretos. Esto significa que el punto cero de energia es afectado por la
presencia del paralelepipedo y es diferente de la energia de punto cero cuando
el espacio cstd libre.

Para paredes perfectamente conductoras las funciones de modo A(r) =
Az (r)i+ Ay(r)j + A (r)k, satisfacen que la componente tangencial de el campo
eléctrico se desvancce sobre las paredes, entonces:

Az(r) = (‘E,)‘/2axcos(r:z:z:)scn(nyy)scn(rizz), (1.34)
Ay(r) = (—‘87)l/2aysen(n,x)cos(rcyy)scn(n;z), (1.35)
A(r) = (‘8—,)1/2a,,sen(r<:z)sen(u,,y)cos(n,z), (1.36)
dondec a2 +al+a2=1,V=L%L.,y
e = %“nz = %M - % (1.37)



con l, m, n valores enteros positivos, ademads del cero. Para satisfacer la condicién
transversal V - A = 0, también se requiere:

KzAz + KyAy KAy = %(m, +mAy) + Z"—(nA,) =0. (1.38)
'z

Entonces hay dos diferentes polarizaciones, salvo en el caso en que uno de los
enteros 1,m 6 n sea cero. En tal caso (1.38) indica que hay solo una polarizacién.
Es sencillo checar que las ecuaciones (1.34), (1.35), (1.36) definen funciones de
modo transversales que satisfacen la ecuacién de Helmoltz Ec.(1.11) asi como,
la condicién de que las componentes transversales de E se desvanescan sobre

las paredes de la cavidad. Las funciones de modo son ortogonales y satisfacen
la condicién de normalizacién:

L L pLa
/ / / dz(AZr + A2r + A%r) =1 (1.39)
o Jo Jo
Las frecuencias permitidas estan dadas por la expresién:
12 m?2 n2\ V2
Wimn = TC ﬁ + ﬁ + L_E) ) (1‘40)

El punto cero de la energia en la caja es entonces:

B(d) = 3~ (2)5 hetmn

{,m,n
2 m2  n2\12
= Z whe (25 -+ Iz + F) - (1.41)
t,m,n =z

El factor de 2 esta relacionado con las 2 diferentes polarizaciones de los
modos con {,m,nn # 0.

Estamos interesados en el caso en que L >> L, = d, podemos entonces
reemplazar las sumas sobre 1 y m por integrales, obteniendo:
ficL? el fad m2n2\
E) = 25 /‘; dr;,/(; dr, (ni + 3+ T3 . (1.42)
n

Ahora si no hay placas y hacemos d arbitrariamente grande. la suma sobre

n puede ser reemplazada por una integral, por tanto la energia de punto cero
seria:

heL®d [ e = 2312
E(co) = l:z ?[, d"’/o d"v/n dr. (K2 4+ K2 4 K3) 72 (1.43)

La cnergia potencial del sistema cuando las placas estan separadas una dis-

tancia d es E.(d) = E(d) — E(o0), la cnergia necesaria para tracr las placas
desde el infinito hasta colocarlas a una separacién d:
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12 oo 2,2\ 1/2
E.(d) = r‘;z - /o dr /o dx, (n§+n§+ = )

d?

d o0 OO OO0
. / dr / dry / dr (k2 + K2 + £2)1/7]. (1.44)
7w Jo [ o

Introduciendo la variable r2 = z2 + y? la energia sc escribe como:

_ L?hc | [ . , n?n? d had oo 2 2y1/2
E.(d) = = [,§~/t; drr (r + = )-— (;r-) /‘; drc,./c; drr(r? + k%) R

(1.45)
de donde definiendo las nuevas variables de integracién z = r2d?/n? y & = K d/~w
obtenemos:

_ L?hew® (S > 211/2 o e 2y1/2
Ee(d) = 47733—(2/0 da(z+ 2 = [Tan [T du@ 4 wy12).

n=0
(1.46)
Para cvaluar la expresién anterior recscribimosla como:
. w2he 4|1 - o
Bo(d) = L [50(0) + E Glu) — /0 dnG(u)] ) (1.47)
donde u puede ser n o k y G(u) se define como:
{e =]
Glu) = / dz(z + u?)1/2, (1.48)
o

Existen varios caminos para cvaluar esta diferencia de infinitos. Como la
férmula de Euler-Maclaurin:

S G - /:o drG(x) = —-;—G'(O) - %G’(O) + %G’"(O) e (1.49)

n=1

que nos permite obtener la diferencia entre la suma y la integral. Debemos

mencionar que las primas denotan derivadas, tenemos pues que G'(x) = —2x32,
por lo tanto G'(0) = 0,luego la Gnica derivada que nos da un resultado distinto
de cero es G'(0) = —4, todas las derivadas de orden mayor se¢ hacen cero.

Por ende 302, G(n) — f5° drG(x) = —3G(0) — 53;. La cxpresién final para la
cnergia queda por lo tanto como:

n2hec ., 4 w2he .,
Eed) = Zp L (~355) = ~750a8 L (1.50)
Esto implica que fuerza por unidad de drea cs:
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_ w2he
240d4°
que es precisamente la misma fuerza la obtenida por Casimir en su articulo [2].

F(d) = —E (d) = (1.51)

17



Capitulo 2

Efecto Casimir en medios
absorbentes y disipativos

La cuantizacién de campo electromagnético en presencia de un medio
dieléctrico es un problema importante y complicado. La dificuitad se encuen-
tra en que el medio puede ser en general nolineal, inhomogenco, dispersivo
y disipativo.

El proposito de este capftulo es calcular la fuerza de Casimir entre placas
dieléctricas, tomando en cuenta que el medio es dispersivo y disipativo. Pa-
ra llevar a cabo la cuantizacién de campo electromagnético consideramos el
medio dieléctrico compuesto por d&tomos modelados como osciladores arméni-
cos interactuando con un reservorio que representa al sistema que absorbe
energia. Explicamos también en qué consiste la teoria de Lifschitz sobre la

fuerza entre placas dieléctricas y puntualizamos las diferencias existentes con
la teoria de Casimir.

2.1. Teoria de Lifshitz sobre
la Fuerza entre Dieléctricos [6]

Lifshitz fué é] primero que desarrolld la teoria para la fuerza atractiva entre
dos medios semi-infinitos hechos de un material con cualquier susceptibilidad
eléctrica. Su trabajo fué motivado por lo resultados experimentales de la fuerza
medida entre cuerpos diélectricos que no podian ser explicados vinicamente con
la teoria de Van der Waals. Los resultados de Lifshitz muestran que la fuerza
atractiva es una funcién de las propiedades principales del material (constantes
diélectricas) y la separacidn de los planos. Para el caso de conductores perfectos
cl resultado obtenido con la teoria de Lifshitz es identico a la Ec. (1.1). La dife-
rencia conceptual consiste en que desde el punto de vista de Casimir se asocia a
las fluctuaciones de campo clectromagnético de vacio como hemos mencionado
cn reiteradas ocasioncs, por tanto la fuerza de Casimir es una propiedad intrin-
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€y € €

z=0 z=d

Figura 2.1: Geometria para la derivacién de la expresién de Lifshitz. Dos placas
semi-infintas separadas por una capa con constante dieléctrica €a.

seca del espacio. Mientras que desde el punto de vista de Lifshitz la fuerza sélo
se debe a las interacciones entre los materiales.

La complejidad en el célculo realizado por Lifshitz llevé a que se desconfiara
de su validez, sin embargo el mismo resultado ha sido obtenido por otros méto-
dos mas sencillos y transparentes. El cdlculo se desarrolla a partir de considerar
cargas y corrientes fluctuantes. Esas fluctuaciones sirven como fuentes cn las
ccuaciones de Maxwell, es decir campos cldsicos, sujetos a las condiciones de
frontera presentadas por las superficies dicléctricas. En un pequefio cubo, las
fluctuaciones de corriente y de polarizacién pueden determinarse usando el teo-
rema de fluctuacién-disipacién, observandose que las fluctuaciones persisten a
temperatura cero. El resultado de la fuerza sc obtiene de resolver las ecuaciones
de Maxwell con los repectivos términos estocdsticos y se obtiene en términos del
tensor de esfuerzos de Maxwell. La expresién obtenida por Lifshitz para el caso
en el que un medio con constante dieéctrica €3 sc encuentra entre dos placas
semi-infinitas con constantes dicléctricas €, y €2 (Fig. 2.1).

es:

h had had 3/2,;€3S1 + €1p €352 + €2p
F) = —gm [ dop® [ ageey 2
(&) 2723 /: PP o diges ([casl — €1p €352 + €2p

xe2£p\/¢:d/c — 1]_1 + [Sx + p sz +Pczgp,/¢na/c _ 1]—-1),

2.1
S1 —pPSz2—p @1
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donde €; = €;(i€) cs la constante dicléctrica de la regién j evaluada en la fre-
cuencia imaginaria i€ y s12 = (p2 — 1 + € 2/€a)!/2.

La expresién de Lifshitz se reduce a la Ec.(1.51 ) tomando el limite €2 — oo
Y€ —1:

pd)_.__r"__./wd 2/00.153__2___
D =-5mz [ [ % g3

hc had 2 [°° dxx®
= —— - 2
1672d4 /1 A (2-2)
__ 7w2he
~  2404d%”

2.2. Efecto Casimir para medios dieléctricos [10]

El cidlculo de Lifshitz es vilido para medios semi-infinitos. En el caso de
placas de ancho finito el cidlculo se complica. En estd seccién presentaremos cl
cdlculo de la fuerza de Casimir para placas finitas.

2.2.1. Efecto Casimir para dos placas conductoras en una

dimension

El cdlculo que se presenta a continuacién es una derivacién sencilla de la
fuerza entre dos placas metdlicas finitas en una dimensién. Por una dimensién
entendemos que sélo se consideran aquellos modos cuyo vector de onda cs per-
pendicular a las placas. Este resultado servird para tener una base con la cual
comparar los resultados obtenidos en la derivacién posterior de la fuerza entre
dos placas semiconductoras, en la que se tomaran en cuenta cfectos de disipacién
¥ dispersién.

Supongase que sc tienen dos placas conductoras separadas una distancia a,
colocadas como se muestra en la figura 2.2.

La encrgia de Casimir puede expresarse como:

o0 hard oo
=2 / dkhe + 5 hw — 22EC / dktis, (2.3)
T Jo k=0 . 0

donde w = kc y la suma corre sobre k = '?", (t =0,1,2,...). El primer término
corresponde a la energia de punto cero en las regiones I y ITI, donde para L
grande la suma sobre todos los modos es recemplazada por una integral. El
segundo término da la energia de punto ccro cn la region Il y el idltimo es la
energia de punto cero en auscncia de placas.

Observamos, sin embargo que la energia de Casimir sera divergente debido a
la suma y la integral infinita sobre k. Es aqui donde interviene la situacién fisica
real, sabemos que para frecuencias mayores que la frecuencia de plasma (we) las
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Figura 2.2: Placas metilicas separadas una distancia a.

placas se vuelven transparentes y por tanto no contribuyen a la fuerza de Ca-~
simir. Para obtener una renormalizacién de la energia de Casimir introducimos
una funcién de corte definida por:

_ 1 w < we
x(w) = { 0 wo>w, ' (2.4)

luego entonces la energia de Casimir es:

R _a [
E. —gjhwx(w) — /0 dkhwx(w). (2.5)

Si clegimos la funcién de corte x(w) como una exponencial x{w) = e{~2w/€)
entonces, podemos calcular los valores de la suma y la integral, sustituyendo «w

{rc
oo -2
/ dlle=3" — (’\_") , (2.6)
(1) a

por 5f sc encuentra que:

- p @)



Ar\ "2 1 2
~ (T) - T2" + O(\%).
En el limite en que A — 0 sc recupera ¢l caso ideal, la energia de Casimir es:

herm
125" (2.8)
resultando finalmente la siguiente fuerza atractiva:

Ee=—

hew
= m- (249)
Hay que mencionar que la diferencia entre las expresiones (2.9) y (1.1) se

debe a que en cl caso de la 1dltima deduccién se consideran sélo vectores de onda
perpendiculares a las interfaces.

Fc

2.2.2. Cuantizacién del campo electromagnético en

presencia de dieléctricos

Abordemos ahora el problema del efecto Casimir para dos placas de ancho
firito en el caso en que hay dicléctricos presentes. Planteamos el problema en
3 dimensiones, sin embargo, posteriormente lo reduciremos a una dimensién.

En ausencia de fuentes las ecuaciones de Maxwell en presencia de un medio
dieléctrico toman la siguiente forma:

18D
VxH--Z2 =0, (2.10)

19B
VxE--5- =0, (2-11)
v-B =0, (2.12)
V.D=0. (2-13)

Suponiendo que las relaciones materiales son lineales es decir: D = ¢(r)E y
B =H y tomando la norma ® =0y V - (¢(r)A) = 0, ademés de:

B=VxA, (2.14)

E—_12A

T (2.15)

que al ser substituidas en las ccuaciones de Maxwell (2.10),(2.11),(2.12) y (2.13)
resultan cn:
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e(r) 8%A
Vx(VxA)+Z 52 =0, (2.16)

cuya solucién puede expresarse en la siguiente forma:

At =3 c[gu%:?]‘/z[ﬂ,‘(t)f“(r) + Bu(8)* £u(r)"]- (2.17)

El factor en el que aparece la dependencia temporal - espacial se escribe de
esa manera por conveniencia para la cuantizacién futura y el pardmetro g puede

tomar valores continuos o discretos. Las amplitudes 8,(t) y las funciones f,(r)
obedecen las ccuaciones:

74
88 | 2p.( =0, (2.18)
Yy
V x (V x f,(r)) + e—(rc)ziﬁf,,(r) =0, (2.19)

con sus respectivas condiciones de frontera y con la condicién de norma:

V- [e(r)fu(r)] = 0. (2-20)
Las soluciones de las ecuaciones (2.18) y (2.19) forman un conjunto completo
de soluciones en el espacio de las funciones que satisfacen la condicién de norma

(2.20). Estas soluciones al ser un conjunto completo de soluciones satisfacen las
condiciones de ortonormalidad.

[ Pre@e) - 5 w) = b, (2.21)
Yy
/ A3V % £,(r) - V x £ (r) = ::;'Eél‘l"’ (2.22)

El hamiltoniano expresado en términos de G, toma la forma:

/ &r 5(”)A +(V x A)?] = %Z(ﬁ,,ﬁ,‘, + BB . (2.23)
m

La cuantizacién se hace de la misma manera que en el caso del espacio libre.
Las amplitudes cldsicas §,, y (;, son reemplazadas por los operadores de creacién
y aniquilacién b, y b," 1 que satisfacen las relaciones de conmutacién:

(B BY) = 8ppers (2.24)

1b y b son operadores para la creacién de fotones virtuales y son distintos que los opera-
dores a y at para los fotones libres.
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Figura 2.3: Configuracién de las placas dieléctricas.

(Br by = 0. (2.25)

La evolucién temporal de los operadores de creacién y aniquilacién esta dada
por:

. 1 R
bu = 216w H] = —iwub. (2.26)

El potencial vectorial se convierte en un operador, en una dimensién se puede
escribir como:

oo 0
A(x,t) = z)\: [‘/‘; + /_m] dk%c[%]1/2e>‘[bk,\e““”"fk(x) + bl ekt £ ()],

(2.27)
donde la primera integral representa las ondas que vienen de izquierda a derecha

¥ la segunda las de derecha a izquierda. El pardmetro A = 1,2 representa las
dos posibles polarizaciones de las ondas. Aplicando ahora lo descrito arriba para
resolver el problema con dos placas dicléctricas paralelas cada una de espesor
d, separadas una distancia a en ¢l espacio libre. El indice de refraccién entre las
placas se toma constante (n=1).

Para determinar totalmente el potencial vectorial A(x,t) nccesitamos deter-
minar completamente el operador de potencial vectorial por tanto tenemos que
encontrar las fi(x) que en una dimensién satisfacen la ecuacién: .
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d? fi(x wre(z
d:g ) 4 @k ( weel@) o2y =0, (2.28)
donde €(x) es una funcién constante por tramos. Para la configuracién de placas
dieléctricas (fig. 2.3) tenemos:
Py i el
z € [~a/2 —d, —a/2
@) =14 1 =€ l-a/2,a/2) @ . (2.29)
3 x € [a/2,a/2 + d}
1 x € [a/2 + d, oo}

La solucién de la cc (2.28) para la funcién de modos en cada regién es:

k>0 k<o
1:atkE 4 Ry e—ik= TR ethx
11: Apeihn= 4 pye=tkne  preikns 4 ppe—ikns
fk(x) = 111 ; Cpet*® 4 Dy a—tks Cpet*® 4 DRa=ik + (2.30)
IV Bpatkn® 4 pe=ikne  Azotknz 4 ppe—iknz

v TetkE otk= 4 Rpe-tks

donde n = /€ es el indice de refraccién. Los coeficientes Ry, Tk, Ak, Bk, Cx, Dk, Ex
¥ F} sc obtienen de las condiciones de continuidad de las fi(x) y sus derivadas
en las fronteras obteniéndose:

2y e2ika ikasad
Ry = [1'+ 1= TQGZika] eTikler2d),
A t(l( + rr;eZt:ﬂ; ~ikl{a/2)+d] gikn/2
ta(l — re?ika
B t((Td -+ -,-:2;":)) 2ika ,—iki(a/2)+d] g—ikn/2
= ta(l — r2e%ke
te—ikd
Cr = 1= (2.31)
_ temikd
Dy = 1 — r2g2ika’
t2 ik d} ~ik
B = (a/2)—d} g—ikni(a/2)+d]
- d
2
Fi = r—ragemay :2:;“,“)& etl(a/2)—d) —iknl(a/2)+d]
- d
T t28—2ikd
P

1 — rig2ika’®
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donde r y t son los coeficientes de reflexién y transmisién para una placa:

rd(eziknd — 1)

TS Y T erknd
an raeiknd
t= (n+ 1)2 1 — rieZiknd’ (2:32)
y donde ry y 4 son las ecuaciones de Fresnel para incidencia normal:
g =T 1
=T
2n
tg = nrl (2.33)

Una vez conocidas las funciones de modo y en consccuencia el potencial

vectorial se construye el tensor de energia momento como se muestra a conti-
nuacién.

2.2.3. Expresién Clasica para la Presion de Radiacién

Con la expresién explicita de las funciones de modo , podemos entonces
calcular la fuerza de Casimir. En este caso derivaremos la fuerza como un efecto
de la presién de radiacién de vacio. Veamos pues el problema de la presién de
radiacién en electrodinamica cldsica. Los primeros resultados conectados con
este efecto mecdnico de la luz se deben a Maxwell quien en 1873 predijo que la
luz ejerce una presién sobre cualquier medio material proporcional a la densidad
de energia de la onda, en particular proporcional a 14+ R, donde R es el coeficiente
de reflexién. Maxwell también obtuvo una ley de conservacién para un sistema
compuesto del campo electromagnético y particulas libres:

V-T-%’:(pEJrij), (2.34)

donde g = (E x B/47nc) es la densidad de imnomento de campo clectromagnético,
v = pPE + 7 x B es la fuerza electromagnética por unidad de volumen y:

T4 = —%[w‘af + 2B'BJ — (E? + B?)sij), (2.35)

es ¢l tensor de esfuerzos de Maxwell, cuyas componentes dan el flujo de densidad
de momento.

En el caso estdtico donde el momento del campo electromagnético incidente

sobre nuestro sistema no cambia, la fuerza por unidad dc dreaes F = [ V-TdV
de donde:

Fi=— / THinids. (2.36)
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En nuestro caso la presién sobre las placas paralelas es la diferencia entre
las componentes T, del tensor de Maxwell en la regién externa a las placas y
entre las placas. Calculada sobre la superficie es decir :

F=T,(z= _T“ —d) —Tee(z = —_2i‘). (2.37)

Para ¢l caso unidimensional T:. es igual a la densidad de energia:
1
T:: = Too(z) = E;[E2(z:) + B2%(2)]. (2.38)

2.2.4. Fuerza de Casimir para placas dieléctricas

La expresion para la fuerza de Casimir se obticne de reemplazar los campos
cldsicos por los operadores cudnticos y calcular el valor esperado de la energia de
vacio. Por supuesto que el valor de T, serd divergente, sin embargo la diferencia
(2.37) después de una apropiada renormalizacidn, resultara finita. El proceso
llevado a cabo nos proporciona una idea mais sencilla de el por qué de la fuerza
atractiva entre las placas. Los modos de campo electromagnético son discretos
entre las placas y continuos en las regiones de afuera. La densidad de energia
es por tanto mayor en ¢l exterior que en el interior y por ende las placas son
empujadas una hacia la otra.

Continucmos con el problema que nos habiamos planteado, necesitamos la
energia de punto cero en las regiones I y III. Las expresiones para los campos

magnético y eléctrico obtenidas de 1a Ec.(2.27) y de las relaciones (2.14) y (2.15)
son:

£ _ oo dk 1 orh\ /2 b —iwitggikz | R g—ikz H
(z) = ; A 27 Con ex[braiwge (e'*™ 4+ Rye )Y+ H.cl
+ Z / dk— 2oh 2 exlbraiwke I rte™ R T T 4 H.cl] (2.39)
o P .c.l, 5
{= <]
B(x) = / dk-l—c (?Eﬁ) ez[brie~*t (ke — ik Rie~"**) + H.c)
o 2m Wi

+ / dk—c (27rf ) e1{brae” "t (—ike** T 1 ik Rre %) + H.cl]
o

+ / dlc (2” ) ezlbrie” "Wrtike T Ty + H.c (2.40)

h . .
+ / dkzi”c (2‘:‘) er[brae— i t (—ik)e* =Ty + H.cl,
oo :
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luego el valor esperado de la energia de punto cero en la regién I es:

OO
<Q|T|Q>,=%Z/(; dk(14 | Ri ) hwi
A

1 o 1 .2
+§¥/_mdk—2; [ T3 12 Fuwre, (2.41)

donde | € > es el estado de vacifo y satisface que bea | 2 >= 0. Tomando en
cuenta que Ty =T—k y | Rk |2 + | T |2= 1 podemos transformar (2.41) en:

h
<n|Too|n>,_—Z:/ kR (14 | Ry 2+ | T 1]

= 2hc 4/’0 dk§7—r, (2.42)

Similarmente para la regién entre las placas :
= BT 2 2
<n|Too|n>m—;/o kP2 (O 2+ | Dy ?)
° k
= znc/ dk—(1 Cx |2 + | D« 1?. (2.43)
o 27
Finalmente la expresién para la fuerza de Casimir sobre cada una de las

placas es:

Fc=<Q|T00‘Q>’—<Q|Tooln>lll

I’
2 [T dkg - (A Cu i+ 1 DL P, (2.44)
usando la forma explicita de los coeficientes Ci y Dy se obticne:
_he [ 1—§r|? .
Fo=—= /o dk [1 reron (2.45)

Esta expresién es infinita, sin embargo en cl caso de placas metdlicas puede
ser renormalizada usando una funcién de corte. La expresiéon entre los brackets
oscila rdpidamente y esta determinada por dos frecuencias caracteristicas; una
conectada con las resonancias de el coeficiente r y determinada por el espesor
cfectivo nd y la otra contectada con las resonancias en el espacio entre las
placas determinada por la distancia a (Fig. 2.3). Si d >> a (es decir cuando
las placas son muy grucsas 6 cuando las separacién entre las placas es pequena)
las oscilaciones de r son mucho mads rdpidas y entonces podemos reemplazar r

por su valor promedio —ry. Después de hacer ¢l cambio de variable u = 2«a
tenemos:
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he e —Au
F.= Tra? /(; duf{u)ue Y (2.46)
donde
1—74 1—r3
=1 - =1- . .47
fuw)y=1 I1—rdet|? 1-1x T4 — 2r3cosu (2.47)

Evaluemos la fuerza de Casimir en el caso en que las placas son metdlicas, es
decir para rq — 1 (Ecs.(2.33)). El segundo término en la Ec. (2.47) es no cero

solo para u,, = 2an,n = 0,1,2,.... Para u cercana a las resonancias podemos
escribir este término asi:

lim 1—73 ~ lim 1— "d
ra—1 1473 — 2ricosu et T+ 8 — 2r3[1 — (v — un)?)
. 1472 (1—=73)/r4)
= = 278 (u — .
'L“—T}l ra (11— 1"21)2/7-3 + (u—u,)2 278(u — un). (2.48)

En este limite la fuerza de Casimir se escribe de la siguiente manera:

he °°d — —Au
F°=41ra2 A u 1—27r26(u—un) ue

n=0
o0 oo
duue™ ™ ~ 2 u e~ Aun 2.49
=1t 5 wnemen] a9
00 oo
= _—hc: / dnne""“—Zne"\" )
@ o n=0

cuya estructura es la misma que en la expresién para las placas metdlicas (2.5).
Usando los resultados anteriores obtenemos:

hem

Fo= ;5. (2.50)

2.3. Efecto Casimir en medios disipativos y dis-
persivos [11]

En la seccién anterior se consideran medios dieléctricos, sin embargo no se
toma en cuenta caracteristicas muy importantes acerca de este tipo de medios
cntre las que podemos mencionar que en general son no lineales, inhomogencos,
dispersivos y disipativos. Un problema fundamental es cémo tomar en cuenta
estas caracteristicas, cuestién en general muy dificil. En esta seccién se preten-
de abordar este problema tomando en cuenta que los medios dieléctricos son
dispersivos y disipativos. Para tomar en cuenta esto consideramos que el medio
esta compuesto de dtomos modelados como osciladores arménicos interactuando
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con un bafio térmico (reservorio). Las posiciones y los momentos de los 4tomos

se describen por los operadores r(x) y p(x) que satisfacen las relaciones de
conmutacién:

[re(), pe(x')] = %a(x - x)85, (2.51)

donde 77 s la densidad del niimero de Atomos. El reservorio representa al sistema
que absorbe energfa (por ejemplo, fonones) y puede ser descrito con la ayuda una
constante de amortiguamiento 7 y de fuerzas de Langevin F(x, t) que son fuerzas
estocdsticas [21] . El sistema campo electromagnético méis dtomos interactuando
con un bafio térmico queda descrito en la representacién de Heisenberg por:

F(x, ) = %—j“ﬁﬂ, (2.52)

p(x, t) = —muwlr(x,t) — ymi(x, t) + F(x, t), (2.53)

1 92A(x,t) _ 4w OP, (x,t)
2 - = y = 3]
V2A(x,t) = FTE: = Bt N (2.54)
Este tipo de modelo de interracién de osciladores con un baifo térmico ha sido
discutido en [14]. El operador P, (x,t) 1a parte transversal de la polarizacién

P(x,t) del medio es:
Py (x,t) = ner(L (x,t). (2.55)

El campo eléctrico y magnético puede obtenerse a partir de las relaciones
(2.14) y (2.15) con el potencial vectorial A(x,t).
Las fuerzas de Langevin satisfacen las relaciones de conmutacién:

[Fi(x, £), F3(x’, t')] = 2%irus.-,-a(x - x')%&(t -, (2.56)

lo que garantiza que la relacién de conmutacién (2.51) se mantenga. Las fuerzas
de Langevin satisfacen ademas:

< F(x,t) >=0, (2.57)
't ~ymh , > —iwlt—t
< Fi(x,t)F;(x',t') >= p— 8:8(x — x') dwwe ™ Wt—t) (2.58)
[}

Dec las ccuaciones (2.57) y (2.58) se sigue:

4 h
< Fy(x1,21) Fj(x2,w2) >= “To028,8(x1 — x2)

x /m dwwé(w — wy) %X §(w + wa), (2.59)
o
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de donde se obtiene:

4 hi
< Fi(x1,w1), F (x2,02) >= 02 5,6(; — x2)und(wn —wz).  (2.60)

Como en el caso de medio no absorbente, la fuerza de Casimir para la con-
figuracién de la Fig.(5) cs la diferencia entre las componentes T del tensor de
esfuerzos de Maxwell en las regiones I y 111, es decir, la diferencia de la densidad
de energia e(x) =< (1/87)[E? + B?] > endichasregiones :

F.=el(z= ‘T“ —d)—efi(z = _7“). (2.61)

El cdlculo se hace al igual que en la otra seccién en una dimensién, lo que
significa recstringirlo a modos con vector de onda perpendicular a la superficie
de las placas como mencionamos anteriormente. Esto nos permitird poder hacer
la comparacién con los resultados obtenidos anteriormente. Asi pués tomando

la transformada de Laplace de las ecuaciones (2.52), (2.53), (2.54) y climinando
las variables de momento y posicién se obtiene:

32A(z, s) ane’n 1
27 A g2 —_— =
€ dx? S+ m  s?2 4+ w2 +"751A($’s)

sA(z,0) + Az, 0) — 2mecn __sF(=,s)

m  s2+4+w2+s (2.62)

La ccuacién en este caso sec ve modificada, a diferencia del caso en que no
se toma en cuenta la disipacién, por la presencia de la parte inhomogénea de la
fuerza de Langevin y de la presencia de un indice de refraccién complejo:

ane?n 1
n(s) =1+ Tm. (2.63)

Buscamos una solucién de la Ec.(2.62), con las condiciones iniciales:

00 h . .
A(z,0) = dke [ — ) exlbar(0)e™® + ber(0)e™ =),

{e =]
A(z,0) = E / dke (‘:—l—) ex[—iwebua(0)e* T + iw,bca(0)e =],
A J-oo ~

we=c|x|, (2.64)

< bea(0) >=< bl, >=<bl,,,(0)b.r(0) >= 0,
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< bKA(O)b“:AI(O) >= 6(': —_ n’)6,\,\'.

La solucién de la ccuacién (2.62) tienc la forma:

A(z,t) = Av(z,t) + Ap(z, 1), (2.65)
donde se distinguen dos contribuciones: Ar(x,t), que depende linealmente de
las fuerzas de Langevin y que cs la solucién de la ecuacién inhomogénca (2.62),
y Av(z,t) formada por la modificacién de los modos de vacio y que es la solu-
cién particular de la ecuacién homogénca asociada a la Ec.(2.62). De la misma
manera hay dos partes de la Fuerza de Casimir:

Fe = Fy + Fi, (2.66)

donde Fy y Fp son respectivamente las contribuciones de el vacio y de las fuerzas
de Langevin.

2.3.1. Contribucion del Vacio

La solucién para Av(xz,t) tienc la forma:

Ay (z,t) = ; [/:a + /_ooo] dke [w'—“] 2

xexbaa(0)e™ ™t fu(x) + bF, (0)e™* £2(x)). (2.67)

La primera integral corresponde a las ondas de izquierda a derecha y la
segunda integral las ondas de derecha a izquierda como en el caso no disipativo.
Las funciones de modo fx(x) satisfacen las mismas ecuaciones que en el caso de
medios no absorbentes (2.28) por lo tanto se obticnen los mismos coeficientes
Ry, Cx,Dx y T que en la seccién (2.2.2), expresados en las ecuaciones (2.31)
y (2.32). La diferencia consiste en que en este caso el indice de refraccién no es
constante sino que ahora esta dado por:

2 “‘;2:
=1 - X
nH(wn) = 1+ ot (2.68)

donde wp es la frecuencia de plasma:
4me?n
wp = ———- (2.69)
En este caso debido a la disipacién las relaciones | R |2 + | T P= 1
y 1712 4| t|?= 1 no son véilidas. Por lo tanto no obtenemos las mismas
contribuciones de la energia de vacio en las regiones I y 111 sino que encontramos:

 dr 0 dx
1 = haidd 2 hatdd . 2
ey /0 27‘_fx.m,‘(1+ | R |?) + /_x 27r"“'" | T-x |
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= [Tait | Re P+ 1T, (2.70)
e{f? —/ —ruu.g(l Ce P+ 1| Dxl )+/ rwﬁq CrP+|D®
/ dk—2(l Ck |2 + | Di 1%). (2-71)

Como resultado la contribucién de la modificacién de los modos iniciales de
vacio a la fuerza de Casimir toma la forma:

e h
F. = /0 dk ;‘;’rk [14+ | Re P+ | Tx |2 —2() Cx I + | Dx 12), (2.72)

en el caso en el que el espesor de las placas es muy grande (d — o0). Tenemos
que | T 2— 0, | Cx |2— 0y | D |2— O es decir toda la energia es absorbida
en la primera placa por lo tanto:

Fd—oo / dk 5 [1+ | B [2). (2.73)

2.3.2. Contribucién de las Fuerzas de Langevin

A cualquier tiempo la solucién de la Ec. (2.62) es:

o0 d‘) .
ALz ) = / & A Lz, K)e—t, (2.74)
—oo 2T
en las regiones I y III que son las de nuestro interés se tiene:
Al (z, K) = Wi (x)e™i"=, (2.75)
Al (z,K) = Wa(r)e*® + W(k)e ™=, (2.76)

donde W (k), Wa(x) y W3(x) son:
Wi(k) = W(k)e' e "+ DIK(1 + rroe’ixa)+

+L(rn + 7e¥) + Mtei<e—nd 4 Ntr"ein(n-{-nd)l.
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Wa(k) = W(K)[Krae?*" 4 L + Mre™® 4+ Nrroe'etndl

Wa(i) = W(r)[Krrae'(+2"4) 4 Lre™™® 4 M + Nrae* ™),

. ~a/2 ‘
K = e'*ne/? / G(z,w)e'"" dx,
—a/2-d

—ixnasz [ T°/? —ixnz
L=e @ f G(z,w)e dz,
—a/2-d

) a/2+d .
M = e—ucna/? / G(I, w)e"‘"’d::,
af2

. af2+d
IN = ei*na/2 / Gz, w)e~"""=dx,
a/2

ey = Amen_ Elow) _

Z 2 _ v’
wi — w? —iyw

we'a/2

W) = 2n(l — r2e2ina’

2n/(n +1)

W T raerend

n—1

n+1’

Tn

n =mn + inaz,
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(2.77)

ademss de que r y t son los coeficicntes de reflexién y transmisién para una sola
placa Ecs.(2.32) y n? = n?*(w) Ec.(2.68).

Las expresiones (2.77) junto con las ccuaciones que nos proporcionan las co-
rrelaciones de la Fuerza de Langevin (2.59) y (2.60) son suficientes para obtener
el valor promedio de la densidad de energia de campo clectromagnético debido
a las fuerzas de Langevin. Siguiendo la siguiente notacidn:



ezikvud = '™,

(2.78)

c‘zknnd = e*2.

La contribucién de las fuerzas de Langevin a la densidad de energia en la
regién I puede escribirse como:

el = ol -‘-iﬁfuuk |w |2 e—lz. {nl(ez,_l) l 1+1‘1‘n82"k“ |2 +n1(1_e—z:) I 1.“+re2l'ku |2
L s 2w In?11 — rzezma'|2

x[in2(e™ "t — 1)(1 + rr.e?* %) (r), + r*e~ 2% fcel +my [ ]2 (€72 — 1)

4ny | tra 2 (1 — e™32) 4 [in2 | £ Z r5(e™ ™ — 1) + c.el}, (2.79)
para la regién entre las placas regién III tenemos:

© dk 20+ |7 |1H) jw|? _
11r = 2 — zZ3),—Z22
er _/‘; ——2Trfudk————————l P 1= r2eTka {nilrn 12 (A1 —e™*2)e

+n1(1 — e~ ?) + lina{e™*? — €2*")r, 4 c.el}, (2.80)

La contribucién de las fucrzas de Langevin sobre la fucrza de Casimir es
Fp = el +elll.

2.3.3. Fuerza de Casimir en el Caso d — oo

En esta seccién vamos a mostrar que el modelo propuesto nos proporciona en
limite d — oo los mismos resultados que cn el caso no disipativo y no dispersivo.
La presencia del factor e~2%"24 y de t que cs proporcional a e=2%"2¢ nos permite
simplificar las Ecs.(2.79) y (2.80) encontrandose:

I < ds 2
Fy(d — o0) = el,(d — c0) = S hw (14 | 7 [2), (2.81)
o
ef/!(d — ) =0, (2.82)
. * dr w2 n,
I hatid P Sl BAS SR
ew(d — o) JL’&_/l, Do e T P TN E

x | 1 4 rrpe?ine |2



> dx 2 2
_/:-, _1rrud"ln+ll ™

* dk 2
=/ 2—7rfuuk(1— | ma 1), (2.83)

= dk 2(1— | |?)
It —_ —_ —_— e
el (d — o0) = A 211-’“'"‘[ T — 2 citka [2° (2.84)
en donde las dos tiltimas ecuaciones se simplifican con la identidad | n+1 |2 — |
n—1|2=4n,.
El total de la densidad de encrgia en la regién I es igual a:

< dk
el =el, +el = / 2—2hwk (2.85)
' Yig

lo que es exactamente la densidad energia del espacio libre.
Aunque ambas contribuciones de la fuerza de Casimir son infinitas, la suma
(Fv + FL) dan un resultado finito:

Fo=Fv+ Fp = (el —el/T) + (e}, — i)

> dk a—1ri 1)
= -/; Efw;& [l — IT-:‘.’._EZ““_I?] . (2.86)
Comparando con Ec.(2.45), observamos que obtenemos la misma estructura
que en caso en un medio no absorbente y no disipativo. La expresién(2.86) tiene
la ventaja de que no es necesario usar funciones de corte puesto que debido a

la absorcién del medio el resultado que sc obtiene del cilculo de la fuerza de
Casimir cs finito. Notamos que la Ec. (2.86) es cquivalente a:

2h oo r'2‘82i(u/c)a
Fe = —;r—cRe/O dww]T;-g‘_cﬁ(—w/?i:' (2.87)

Ahora podemos reemplazar la integral sobre el eje real por la integral sobre
la parte positiva del eje imaginario (el integrando no tiene singularidades en la
parte superior del plano). Obtenemos entonces:

72 g2ilw/)a

2h toc
FC = —}—ZRG [0 dwwl—_m-)—a, (2.88)

Haciendo ¢l cambio de variable w = is la Ec.(2.86) es equivalente a:

2k [° r2 (is)e—(28a/c)
Fc = ; ./0- d S——-———l — T?‘(is)c_(z’"/c) . (2.89)

Teniéndola en esta forma cs sencillo verificar que nos da ¢l mismo resultado
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obtenido anteriormente Ec.(2.50). Para distancias largas (@ > ¢/wg) ( donde wo
es una frecuencia caracteristica del medio) entre las placas la principal contribu-
cién a la fuerza de Casimir se debe a frecuencias pequefias donde n es constante
y podemos hacer la aproximacidn:

28 o0 2 (o)e—(2lu/c)
~ 2t dss——n\)E T 7
Fe e Jo 1= r2(0)e~(22a/c)
hc )/ de—5° Le— ¢ (2.90)
2ma? (0 1—-72(0)e-¢’ :

la 1ltima ecuacién puede ser evaluada usando la funcién @ definida de la si-
guiente manera:

sl - 1 oo d tr—le—vt
= s = — . -
o(z,s,v) ;(v +m) %z NO) ./; ppp— (2.91)
La expresién para la fuerza de Casimir toma la forma:

Fo = 5esr2 (002(3(0),2,1)

he JueS )il
= Zna? 72 (0) z o (1 +m)?

fic o= r2™
= ona? pog 20 (2.92)

La suma que aparece es sencilla de evaluar puesto que es un resultado calcu-
lado por Euler. Se encuentra que en el caso de placas metilicas r,, — 1 la fuerza
de Casimir ticne la misma expresion de la Ec.(2.50) obtenida por otro método
¥y en ¢l que no se considera la disipacién y absorcién del medio.

2.3.4. Fuerza de Casimir Para un Espesor
Finito de las Placas

En esta seccién generalizaremos el resultado para la fuerza de Casimir en el
caso en que las placas ticnen un espesor cualquiera. Acordandonos de (2.71) la

contribucién de la encrgia de vacio en la regién entre las placas puede escribirse
usando explicitamente C y D, como:

°°dP 2(1+|r|2)|t|2
11 =
ey / ——————1 T Eeika 2 (2.93)
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La contribucién de la parte asociada a las fucrzas de Langevin en esa misma
regién a la densidad de energia Ec.(2.80) es equivalente a:

= dk 2(1+ | r |3)
o _ _ 2 1,2
ey’ = A —27rfuuk———————| 1= r2e7ka 2 (-|r| 1¢1%). (2.94)

Tomando en cuenta que en la regién de afucra de las placas (regién I) la
relacién (2.85) es vilida, encontramos finalmente que:

e = Fy + Fi, = (e}, — /") + (e}, — el!")

= dk 1—|r |
= /0 o w2 [1 - ﬁ%] . (2.95)
Observamos que la expresion obtenida en el caso en el que el indice de refrac-
cién depende de la frecuencia donde se toma en cuenta la absorcidén y disipacién
debida al medio, tiene la misma forma que la Ec.(2.45) obtenida para el caso de
indice de refraccién constante . La diferencia se encuentra en que el caso en que
el indice de refraccion es constante se necesita introducir una funcién de corte
que represente las caracteristicas del medio, obteniéndose al hacer el cdlculo una
fuerza finita, mientras que en cste caso el resultado del cédlculo es finito ya que
de manera natural r{w,) — 0 cuando w, — co. Otra diferencia significativa cs
la conceptual. Un indice de refraccién real significa que no hay amortiguamiento
de de los electrones que componen al medio y también que no hay fuerzas de
Langevin. En la situacién real el medio es dispersivo y disipativo, el fndice de
refraccién es en general complejo y hay perdidas de energia. Acorddndonos de
la teoria cudntica, el amortiguamiento esti acompainado de las fuerzas de Lan-
gevin. La presidon de radiacién del campo radiado debido a los d4tomos se suma
a la presién de radiacién debida a la modificacion de los modos de vacio.

2.4. Fuerza de Casimir para placas diélectricas
con indices de refraccién diferentes [9]

Consideramos una regién en el espacio en la que se cncuentran dos placas
scparadas un distancia a. Cada placa tiene un espesor determinado y una funcién
diélectrica que denotamos como €;(w), donde ¢l subindice i = 1,2 se refiere a
la primera o scgunda placa. La geometria del sistema se muestra en la Fig. 2.4.
Por simplicidad restringiremos el cdlculo a dos dimensiones (espacio-tiempo), es
decir, los vectores de onda son sicmpre perpendiculares a las placas. Esto nos
permitird también hacer la comparacion con los resultados anteriores.

El campo eléctrico y magnético B(E) y () ¢n la norma de Coulomb satis-
facen la ecuacion
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g, €,

(Q)] @
a

d, d,

Figura 2.4: Geometria usada en el cilculo. Cada placa puede caracterizarse por
su funcién dieléctrica.

S2P(E.B) 1 928(E.B)

Tl R TR (2.96)
donde las superindices E y B se refieren a el campo eléctrico o magnético res-
pectivamente. Las funciones de Green respectivas G&8(x,z') asociadas con la
Ec.(2.96) satisfacen la ecuacién:

Ef—z * "2) G &P (z, ') = 8(z — 2, (2.97)

donde x y X'son puntos entre las placas. Las funciones de Green satisfacen las
apropiadas condiciones de fronteraen x =0y en =z = a.
La solucién de la Ec.(2.97) es:

FEBY  _yplEB)(p
G(E.B)(I'II)= < p(V(<E).B)>(z) ( >)‘ (2.98)

donde xs (<) es la mayor(o menor) entre x y x’y ¢l Wronskiano (W) esta dado
por:

(E,B) (E,B)
(E.B) () — §(EB) . yIP> () _do (=)
w (x) L i (z) =

D) (). (2.99)

La solucién de las ecuaciones (2.96) en la regién entre las placas es:
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O E BN (2) = 7" 4 ryeinT

OE B (z) = Pz 4 gyemintz—a), (2.100)

donde r; y 72 son en general coeficientes de refraccién dependientes de la frecuen-

cia. Con la funcién de Green para el campo eléctrico y magnético, la densidad
local de estados entre las placas puede calcularse como [20}]:

P = —%Im(GE(:I:, z') + GP(z,%)). (2.101)

Substituyendo las Ecs. (2.100) y (2.98) en la ccuacién anterior se obticne la
siguiente expresién para la densidad de estados:

1— | ryra |2
—_—— 2.10
pra(z) = 27rKl 1 — ryroe2ina [2° ( 2)
Ahora calcularemos la fuerza de Casimir como el flujo de momento entre las
placas. Un fotén moviéndose perpendicularmente a las placas lleva un momento
fik y una velocidad c. El flujo de momento e¢n una direccién dada es phw. En
el estado basc los fotones son generados debido a las fluctuaciones del vacio

cuéntico, ademds el campo se cuantiza como fuv /2. Entonces la fuerza por unidad
de drea debida a los fotones entre las placas es:

(=]
h
F=/ p,‘:(::)2nL;£dn

hee 1—|rir |2
= ,/ A T Srirgetna 2° (2-103)

Finalmente, la fuerza en la regién externa a las placas tiene que ser substraida
a la expresién anterior. En este caso la densidad de estados es la del vacfo (1/7),
obtenida de la Ec.(2.101), por lo tanto la fuerza entre las placas es:

fmc 1—|rire |2

F= / dw TT et f ~ 1) . (2.104)
En la derivacién asumimos que los coeficientes r; y r2 son en general de-
pendientes de la frecuencia, como en el caso de medios aborsobentes y dispersi-
vos.Observamos ademas que la expresién (2.104) es vélida en ¢l caso de en que
las placas tienen ¢l mismo cocficiente de refraccién r; = r(placas del mismo
material), obteniendose el mismo resultado que cn secciones anteriores Ec.(2.45)
y cs también vilida en el caso en que las placas tienen diferente indice de re-

fraccidn ry # ry, es decir, las placas pueden ser de materiales distintos.
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Capitulo 3

Resultados y Analisis
modificando la magnitud de
la Fuerza de Casimir

En este capftulo se presentan los resultados de cdlculos numéricos, mos-
trando como puede llegar a modificarse la fuerza de Casimir cambiando las
propiedades estructurales(propiedades dieléctricas) y geométricas (grosor) de
las placas que intervienen en el cdlculo. Se estudia el caso en que las dos pla-
cas paralelas son dieléctricas 6 metédlicas (caso simétrico), ademds de hacerse
un estudio detallado en el caso en que se tiene una placa metdlica y la otra
dieléctrica (caso asimétrico).

Presentamos el andlisis de la dependencia funcional de la fuerza de Casimir
Ec.(2.104) y Ec.(2.95) con el ancho de las placas, en particular estudiaremos
el caso en que las placas son del mismo matcrial, es decir, placas dieléctricas o
metdlicas y el caso en con placas de diferente material. Se presentan los resul-
tados obtenidos de manera numérica 1.

En primer Jugar debemos mencionar que en todas las griaficas que presenta-
remos se graficard la fuerza relativa de Casimir F,. = %, asi todos los resultados

serdn comparados con Fp = {%’,— De esta manera ¢l caso ideal correspondera a
F, = 1. Dcbemos notar que F, puede ser constante aun cuando la separa-
cién a — oo si F¢ y Fp ticnen la misma dependencia funcional. por otra parte,
F, — 0 cuando a — 0 parasistemas no ideales, la dependencia funcional cambia
de 1/a2? — 1/a, debido a la falta de efectos de retardo.

1El programa utilizado en los cidlculos numéricos realizados se encuentra en el apéndice A.
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Figura 3.1: Fuerza relativa de Casimir F, para dos placas hechas de magnesio
como funcion de la separacién entre placas 2. En a) el ancho de cada una de las
placas es dd = 0,5um en b)yesded =0,02um y en c) d =0,01um.

3.1. Configuracién simétrica
(placas del mismo material)

3.1.1. Placas metalicas

En primer lugar estudiaremos el caso en que las placas son metdlicas. Las
placas usadas en este caso son de magnesio (Mg). La funcién dieléctrica que
describe al magnesio es:

1 w
(w) = o +i7) (3.1)
que se obtiene a partir del modelo de Drude 2 | Para ¢l magnesio, la frecuencia
de plasma es w, = 1,6176 x 10!6s~! y el pardmetro de amortiguamiento es
~ = 9,70 x 105! [19)].

La gréifica mostrada en la figura 3.1 se obtiene de mancra numérica como
mencionamos anteriormente, usando la expresién (2.95) donde la integral es
finita debido a que r(e,w) — 0 cuando w — oo y la integracién se hace en
términos de la variable z = iw. Debemos mencionar que sc grafica F,. como
funcién de la separacién entre las placas.

2La teorfn ncerca de este modelo y del de Lorenz se encuentra en el apéndice B.
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Figura 3.2: Parte real de la funcién dieléctrica del magnesio.

Observamos que existe una separacién muy especifica a. donde hay un punto
singular alrededor de él cual la fuerza se incrementa 6 decrece significativamente.

Hagamos ahora un analisis mas concienzudo para determinar cual es la regién
en la que la fucrza se incrementa y cual la regién en la que la fuerza decrece. Con
ese fin presentamos la grifica ( Fig. 3.2) de la parte real de la funcién dieléctrica
del magnesio.

Vemos que la parte real de la funcién dieléctrica es negativa para w/wy, < 1,
es decir, w < w,. En esa regién la reflectividad del material es alta. En el caso
en que w/wp > 1, que es cuando w > wp, la curva toma valores positivos,
por lo que la reflectividad es baja y el material transmitird modos de campo
clectromagnético.

Ahora determinemos para qué valor se encuentra la separacidn critica y cémo
estd ésta relacionada con la frecuencia de plasma del magnesio. Para encontrar
cse valor presentamos la grifica de la fuerza relativa de Casimir como funcién
de la variable adimensional awy /7c (Fig. 3.3).

Observamos que el punto singular se encuentra aproximadamente alrededor
de 1, es dccir, aswp/cr == 1, entonces el valor critico de la separacién entre
las placas es a; = cn/w,. Este hecho es de fundamental importancia debido
a que nos permite explicar ¢l hecho importantisimo de cé6mo es que la fuerza
estd relacionada con los modos de vacio entre las placas, los modos de vacio en
las regiones externas a estas y la presion de radiacién que estos modos cjercen
sobre las placas.

Para los modos que caben entre las placas existen frecuencias caracteristicas
que estan relacionadas con la separaciéon a de la siguiente manera:
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Figura 3.3: La fuerza relativa de Casimir es mostrada como funcién de la variable
adimensional aw,/7c. Cada una de las curvas corresponde a diferentes anchos
de las placas para a) d = 0,5um, parab) d = 0,02um y en el caso ¢) d = 0,01pm.

w=kKpc (n=12,3,..) (3.2)

donde k,, = Tn/a, asi pues entre las placas hay una cantidad discreta de modos.
Esto corrobora la idea expresada en un capitulo precedente de cdmo es que
se produce la fuerza de Casimir. Los modos de campo clectromagnético son
discretos entre las placas y continuos en las regiones exteriores. La densidad de
energia y la presién de radiacién por tanto mayor en el exterior que en el
interior, por ende las placas son empujadas una hacia la otra.

Por iltimo sabemos que la frecuencia critica w, (frecuencia de plasma del
magnesio) esta relacionada con la separacién critica de la siguiente manera
a. = mcfwp. Luego entonces es posible determinar para qué intervalos de las
separaciones entre las placas la fuerza aumenta 6 decae abruptamente. Cuando
w = 7c/a > wp = 7c/ac, es la regién en que cl material transmite modos de va-
cifio dando como resultado una fuerza de Casimir gradualmente menor, es decir,
para cl intervalo a < a., Fr disminuye como se observa en la figura 3.1.

En el caso wy = we/a; > w = 7mc/a, ¢l intervalo correspondiente es a > ac, es
la regién en que la reflectividad del material es alta, por lo tanto habra mayor
cantidad de modos confinados y la fuerza tenderd a incrementarse al observar
la figura 3.1, csto es precisamente lo que sucede.

Podemos concluir entonces que el comportamicnto de la fuerza esta deter-
minado principalmente por la frecuencia de plasma del metal, asi pues para
frecuencias debajo de la frecuencia de plasma la reflectividad es alta (el mate-
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rial se comporta como conductor perfecto), dando como resultado una apreciable
presién de vacio sobre las placas y por ende una mayor fuerza sobre estas. Para
frecuencias por arriba de la frecuencia de plasma las placas se vuelven transpa-
rentes, por lo tanto la fuerza decrece.

Un hecho adicional es el relacionado con los anchos de las placas, para gro-
sores mayores de las placas, la magnitud de la fuerza se incrementa alcanzando
valores mas cercanos al caso ideal. Esto se debe a que cuando las placas son muy
anchas no se transmiten modos de volumen (la profundidad de penetracién es
pequeiia). Se produce entonces una presién de radiacién de vacio originada del
confinamiento de tales modos, siendo mayor por lo tanto la fuerza de Casimir.

3.1.2. Placas dieléctricas

Estudiemos ahora el caso en el que tenemos placas dieléctricas. Las placas
que utilizamos son de silicio (Si). La funcién dieléctrica que describe al silicio es
aproximada con una resonancia lorenziana simple obtenida a partir del modelo
de Lorenz 3:

2
wi{(€at ~ €x0)
€{w) = €, ————
() °°+w§—u2—z'7w

(3.3)
donde wy es una frecuencia de resonancia asociada a las transciones atémicas,
€oo €3 la frecuencia limite para la constante dicléctrica y €50 = €{w = 0) es
la constante dieléctrica estdtica. Los pardmetros para el silicio tomados de la
literatura [19], son €, = 11,68, €00 = 1, wp = 2x 10185~ ! y v = 9,859 x 10'%s~1 .
Haciendo la substitucién del coeficiente de reflexién en la Ec.(2.95) y realizando
integracién numérica en términos de la nueva variable z = iw, se obtienen las
curvas correpondientes a diferentes anchos de las placas de silicio, figura 3.4 en
donde F}. estd en funcién de la separacién entre las placas.

‘Tenemos que F; tiene un méximo en todas las curvas a una separacién ag y
tiende a cero para valores mayores y menores que agp.

Al igual que en el caso de placas metilicas haremos un andlisis de las pro-
piedades Spticas del silicio a partir de su funcién dieléctrica. A continuacién
presentamos la gréfica de la parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica del
silicio (figura 3.5).

Observamos de la parte real de la funcién dieléctrica que las placas son trans-
parentes en la regién w/wp < 1, puesto que toma valores positivos. En la regién
entre wo y wg, la curva de la parte real de la funcién dicléctrica toma valores ne-
gativos lo que significa que la reflectividad del material es alta. Finalmente para
el intervalo w > wy el material transmite modos de campo clectromagnético
siendo transparente de nueva cuenta.

De la parte imaginaria de e(w) tenemos que tiene un méximo en wp, por lo
tanto la profundidad de penetracién de modos de campo electromagnético en el
matcrial para esa frecuencia serd muy pequeina.

3La teoria respecto de este modelo se ntra en el apéndice B.
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Figura 3.4: Fuerza relativa de Casimir F,. para dos placas hechas de silicio como
funcién de la separacién entre placas a. En a) el ancho de cada una de las placas
esd=5um,enb)esded=4pm,enc)d =2pm yend) d=1lpm.
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Figura 3.5: Parte real e imaginaria de la funcién dicléctrica del silicio.
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Figura 3.6: La fuerza relativa de Casimir es mostrada como funcién de la variable
adimensional awp/me. Cada una de las curvas corresponde a diferentes anchos

de las placas para a) d = 5um, para b) d = 4um, en c) d = 2um y en el caso d)
d=1um.

A partir de la grifica F, como funcién de la variable adimensional awg/mc
(figura 3.6). Podemos encontrar la relacién entre la frecuencia wp y la separacién
ap 8l igual que en el caso anterior.

Observamos que el mdximo se encuentra alrededor de 1, es decir, apwp/7c ==
1, lo que nos da una separacién critica ag = wc/wy. Este hecho esta relacionado
con los modos de vacio como hemos explicado reiteradamente ¥ se manifiesta
notoriamente a la separacién ag debido a relacién que existe con wg. En esta
frecuencia la parte imaginaria de la funcién dieléctrica tiene un maximo, lo que
resulta en que la profundidad de penctracién de modos de vacio seca pequeiia
habiendo por tanto méis modos confinados. Es de esperarase que el méaximo en
todas las graificas se encuentre en ¢l mismo punto en todas las grdficas puesto
que este hecho esta relacionado con lo que hemos mencionado en este parrafo.

Para frecuencias menores que wp, es decir, en ¢l intervalo a < ag ¢l material
es transparcnte, por lo que en esa regién la fuerza de relativa de Casimir es
pequeiia. Lo mismo sucede para frecuencias mayores que wr. cuyo intervalo
correspondiente es ap < a esto lo observamos claramente en la figura 3.4. La
fuerza tenderd a cero para separaciones entre placas grandes. El tinico intervalo
que nos falta por discutir es cuando tenemos frecuencias entre wg y wy, para
esc intervalo el material tiene una reflectividad grande, es por esta razén que la
fuerza ticne una magnitud mayor comparada con los casos en que las placas son
transparentes, pero menor que en el punto ag donde se alcanza el maximo.
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Figura 3.7: Fuerza relativa de Casimir como funcién de la separacién entre
placas, para una configuracién en la que una de las placas es de silicio y la otra
de magnesio. En todos los casos el ancho de la placa de aluminio es de 10um y el
ancho de la placa de silicio varia siendo para cada una de las curvas cl siguiente

en a)d = 0,02um, en b)d = 0,2um, en c)d = lum, en d)d = 10um y finalmente
en e)d = 100um.

3.2. Configuracién asimétrica
(una placa dieléctrica y otra metdlica)

El cdlculo numérico se hace usando la expresién (2.104)4, obtenida en la
seccién (2.4). La funcidn dieléctrica para la placa de silicio es la misma que en el
caso anterior con los mismos pardmetros, para la constante dicléctrica estitica
€at, la frecuencia de resonancia wo, la frecuencia limite €o y el pardmetro de
amortiguamiento . Para la placa metdlica ahora de aluminio (Al), la funcién
dieléctrica es obtenida a partir del modelo de Drude Ec.(1.66), donde para el
aluminio la frecuencia de plasma es wp, = 2,308 x 10!6s~! y cl parimetro de
amortiguamicento s v = 1,385 x 10155~ {19].

Los resultados obtenidos se presentan en la figura 3.7, La placa de aluminio tiene
un espesor de 10um ¥ cada curva corresponde a diferente ancho en la placa de
silicio.

Para la curva ¢), la placa de silicio tiene un espesor de 100um, el comporta-
miento dominante es de tipo metdlico y su magnitud de alrededor del 40% con
respecto al caso en que se tienen placas conductoras perfectas. Debido a que

4 El programa usado en el cdlculo numérico esta en cl apéndice A.
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wp < wp, tenemos una regién de frecuencias para la que ambas placas tienen
una reflectividad alta, ademass de que el ancho de la placa de silicio es grande
lo que produce una alta reflectividad, por lo tanto la magnitud de la fuerza de
Casimir es grande.

Las otras curvas corresponden a anchos en la placa de silicio que van desde
10pm en la curva d) hasta un ancho de 0,02um en la curva a).

Las curvas tienen un un comportamiento parecido al caso en que las dos
placas son dieléctricas. La fuerza esta determinada por las propicdades épticas
de los materiales que son descritas por sus funciones dieléctricas, sabemos que
para wo < wp la placa metdlica no transmite modos de vacio y que para la
frecuencia wo ¢l material dieléctrico tiene una reflectividad alta. Es de esperarse
que el méximo en las curvas este en la regién w < wy y a una frecuencia alrededor
de wQo-.

Los méximos en las gréificas se encuentran a diferentes distancias de sepa-
racién. Esto estd relacionado con la profundidad de penctracion de los modos
de vacio en las placas. Por lo tanto, los maximos de la fuerza se encuentran a
separacioncs entre placas menores que en el caso puramente dieléctrico.

La regién en que se encuentran los maximos es relativamente pequena, es
decir, los maximos estidn mds o menos en el mismo punto.

En cada una de las curvas la magnitud de la fuerza decrece sustancialmente
con respecto al caso ideal, puesto que cuando el espesor de la placa de silicio es
menor la reflectividad sobre esa placa disminuye.
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Capitulo 4

Conclusiones

El desarrollo de las ideas sobre el efecto Casimir ha permitido obtener una
base tedrica mids sencilla con la cual es posible ademss de entender de una mejor
manera los conceptos fisicos detras de este efecto de vacio, realizar cdlculos de
la fuerza entrc materiales metdlicos, dieléctricos 6 una combinacién de ambos.

En este trabajo hemos presentado los conceptos bdsicos sobre la teorfa del
efecto Casimir, la teoria del efecto Casimir en medios absorbentes y disipativos
en la que se presentS una deduccién bastante simple para obtener la fuerza entre
placas con indices de refraccion diferentes.

En un principio nos planteamos el problema de modificar 1a magnitud de la
fucrza de Casimir mediante la manipulacién de las propiedades dieléctricas y
cl grosor de las placas que intervienen en ¢l cdlculo. El cdlculo realizado es, sin
embargo, limitado puesto que las expresiones que se usaron en la integracién
nimerica fueron obtenidas tomando en cuenta sélo vectores de onda perpendi-
culares a las interfaces.

La magnitud de la fuerza se calcula entre medios caracterizados por su fun-
cién dieléctrica. La funcién dieléctrica de los materiales es el factor que tiene
mayor importancia en la determinacién de el comportamiento de la fuerza de
Casimir.

Para placas metdlicas la magnitud de la fuerza es menor que en el caso ideal

donde el cdlculo de la fuerza se hizé entre conductores perfectos y cuya expresién
esta dada por:

_ her
~ 12a2

La frecucncia de plasma caracteristica del material metdlico en este caso
magnesio determina las zonas en las que las placas propogan 0 no modos de
vacio, en consccuencia obtenemos que la fuerza aumenta asintéticamente hasta
un valor méximo y tiende a cero para valores menores que una cierta separacién
de las placas lo que indica que la fuerza de Casimir en materiales reales tiene una
divergencia mds suave que en ¢l caso ideal. Para placas de silicio la frecuencia

Fo
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de resonancia wg determina en qué punto se encuentra el mdximo de la fuerza
y las zonas en que la fuerza decrece.

En el caso no simétrico la fuerza tienc un comportamiento parecido al caso
donde las dos placas son dieléctricas. El miximo y la magnitud de la fuerza
alcanzan una mayor magnitud cuando el ancho y la placa de silicio es grande y
van disminuyendo en magnitud conforme disminuimos ¢l grosor de la placa de
silicio. Lia disminucién en la magnitud es mads dréstica en los casos simétricos.
Ei maximo en la fuerza se encuentra a diferentes distancias de separacién a
diferencia del caso puramente dicléctrico donde el maximo se encuentra aproxi-
madamente en el mismo punto.

En todos los casos cuando el espesor de las placas es reducido, la reflectividad
disminuye con lo que la magnitud de la fuerza es menor.

Las aportaciones mds importantes hechas por este trabajo es que ademas de
que se puede introducir a estudiantes en el estudio de la fuerza de Casimir con
el uso de este texto. Es también precursor en el calculo mimerico de la fuerza
de Casimir para diferentes materiales aun cuando el célculo sea limitado.

Un problema importante que podria plantearse es generalizar los resultados
anteriores al caso en que se toman en cuenta las componentes transversales de
los vectores de onda de los campos de vacio. Otro aspecto interesante seria rea-
lizar cdlculos con medios caracterizados por funciones dieléctricas en las que se
tomen cn cuenta efectos de impurezas, debido a que ningun material es comple-
tamente puro. Finalmente e igualmente importante es el disefio y la realizacién
de experimentos para comparar con las predicciones teéricas.
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Apéndice A

En el capitulo 3 mencionamos que los resultados se obtenian de manera
nimerica, aquf presentamos el programa usado. Este programa esta hecho en
Fortran y fué usado en todos los casos salvo pequeiias modificaciones. El caso
que presentamos es en el que se toma en cuenta que las placas tienen indices de
refraceion diferentes.

module variable
real*8 :: a,d,dl1,d42,a0,af,dela
reals«8 :: git,wpl,g2,wp2,n,tol
real+*8 :: g3,wr,es,ein
integer :: nl,imetal
end module variable
program principal
use variable
implicit none
INTEGER :: IRULE, NOUT

REAL*8 :: Ai, ABS, B, ERRABS, ERREST, ERROR, ERRREL, EXACT, EXP,MAXS\
Real=*8 :: bb,F,RESULT

INTRINSIC ABS, EXP

EXTERNAL F, QDAG

open(unit=10,file="intega.dat",status="unknown")
open(unit=20,file="param8.dat", status="unknown")
open(unit=30,file="densidad.dat", status="unknown")

read(20,+) d1,d2,a0,af,dela
read(20,*) gl,wpl,g2,wp2
read(20,*) g3,ur,es,ein
read(20,*) n,nl,tol,imetal

! los anchos en micras
write(*,*) “estoy corriendo®
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{ se normaliza a w0=10"14,
di=d1+(1./3.d0)
d2=d2=(1./3.d0)

dela=dela*(1./3.d40)
a0=a0*(1./3.d40)
aft=af#=(1./3.d40)

do a=a0,af,dela

Get output unit number
MAXSUB=1000.d40

limites of integracion
Ai = 0.d0

B = 30.40

error tolerancias
ERRABS = 0.0d40

ERRREL = 0.0014d0

Parametro para funcion

no oscilatoria
IRULE = 6

! La funcil\’on DQDAG que usamos corresponde a las librerias IMSL

CALL DQDAG (F, Ai, B, ERRABS, ERRREL, IRULE, RESULT, ERREST)
Imprime los resultados

write(10,x*) a,real(result)*(24.*a*xa/((3.1415925)%*2))

end do
END

REAL*8 FUNCTION £ (X)
use variable

implicit none
real=*8:: fu,x;
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real=8:: pi,nl,n2,rsl,rl,rs2,r2;

ni=sqrt(i+wpl=upl/ (x*x+gl+x))

if (imetal.eq.1) then

n2=sqrt (1+up2*up2/ (X*x+g2+x))

else
n2-sqrt(ein+wr.vr~(es-ein)/(Hrtur+xtx+g3tx))

end if

rsi=(n1-1.d0)/(n1+1.d0)

rs2=(n2-1.d0)/(n2+1.d0)

rl-(rsi*(exp(—z.dOtxtnltdl)—l.do))/(1.dO-rsltrslmexp(-z.dO*x#nltdl))

r2-(rs2t(exp(—2.dO‘x-n2*d2)—1.dO))/(1.dO—rs2‘r52*exp(—2.d0*x¥n2‘d2))

if ((2.*x%*a) > tol) then

fu=0

else
fu-(x*r1~r2#exp(-2.d0*xta)/(1.do-rltr2texp(—2.d0#xta)))
f=fu
end if
return
end
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Apéndice B

En este apéndice se describe la teoria de interaccién entre campos electro-
magnéticos con sélidos [15],[16] y [17]. Se obticnen las funciones dieléctricas para
el caso de metales y para el caso de dieléctricos.

Los campos electromagnéticos incidentes en un material producen momentos
dipolares en éste, dado que las cargas son desplazadas de sus posiciones de
equilibrio. La aceleracién de las cargas oscilantes radia ondas nuevas del campo.
Este nuevo campo, interfiriendo con el incidente, produce un campo distinto que
es equivalente a tener un cambio de fase de la onda original. Debido a que este
cambio de fase es proporcional al espesor del material, el cfecto es equivalente
a tener una velocidad de fase diferente en el material.

A causa de la masa muy grande del niicleo en comparacién con la del electrén,
es una buena aproximacién suponer que los micleos permanecen en reposo cuan-
do una onda electromagnética incide en un material determinado. En consecuen-
cia, se necesita considerar sélo el comportamiento de los electrones. Supongamos
que hay N particulas por unidad de volumen en el material de estudio. Usamos
un modelo de dtomo o molécula en el que el electrén esta ligado con una fuerza
proporcional a su desplazamiento (como si el electrén estuviera sujeto a su lu-
gar por un resorte) cs decir, Fq = —m.wgx, donde wp es la frecuencia natural
de oscilacién de el electrén. Se supone ademais la posibilidad de una fuerza de

amortiguamiento que corresponde a una resistencia al movimiento proporcional

a la velocidad del clectrén, esto es, F4 = —m.Y%, donde v ¢s un parimetro de

atenuacién. Finalmente, la onda electromagnética incidente origina una fuerza
de Lorentz sobre los electrones que estd dada por Fr = —e(E + x x B). Se
considera que el campo eléctrico incidente en el material es pequeo(la velocidad
% es por este hecho también pequea), en tal caso la fuerza cléctrica Fg = eE es
mucho mayor que la fuerza magnética Far = e(x x B), por lo tanto, podemos
despreciar este iltimo término. El desplazamiento del electrén r serd parale-
lo a E y por lo tanto la ecuacién de movimiento es entonces unidimensional,
escribimosla entonces de la siguiente manera:

Med = — — Mmwic — meyi — eE. (B.1)
de donde
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me(% + vi +wgz) = —eE. (B.2)

Tomamos una onda linealmente polarizada. Si el campo eléctrico varfa sinu-
soidalmente con el tiempo :

E = Eqe™* Ep€R, (B.3)

entonces ¢l desplazamiento del electrén oscilard con la misma frecuencia y po-
demos suponer:

x = zge™t. (B.4)
sustituyendo & = iwz y & = —w?x en Ec.(B.2), podemos despejar x en funcién
de E:

e/m,.
TS AT hwraR (B.5)
El momento dipolar inducido p es ex o, usando la Ec.(B.5):
e?/m,
ey RN Sl (B.6)

Como p es proporcional a E, escribimos:

p = ca(w)E, (B.7)
donde o se llama polarizabilidad atémica. Con esta definicién, tenemos:
e?/meeg
T AR awra (B8

B.0.1. Ondas en un dieléctrico

Ahora queremos hallar qué clase de ondas electromagnéticas pueden existir
en un material dicléctrico en donde no hay otras cargas adicionales que las

ligadas a los dtomos. Tomamos, pues a p =V - P y j = 8P/8t. Las ecuaciones
de Maxwell se transforman entonces en:

v-E=—V'P, (B.9)
€o
oB
VxE=-3-, (B.10)
10 (P
vxB=12 ;+@, (B.11)
vV-B=0. (B.12)
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Podemos resolver estas ccuaciones de la siguiente manera. Empezamos to-
mando el rotacional de la Ec.(B.10), luego usamos la identidad vectorial V x
(V x B) = V(V - E) — V2E y también sustituimos ¥V x B, usando la Ec.(B.11)
y la Ec.(B.9) para V - E, obtenemos:

1 8%E 1 a2P
VE- 555 = - V(v P)+ 5 5z -(B-13)

Asf, en lugar de la ecuacién de onda, ahora obtenemos que el dalambertiano
de E es igual a dos términos donde interviene la polarizacién P.

Sin embargo, como P depende de E, la ecuacién(B.13) puede tener soluciones
ondulatorias. Ahora nos limitaremos a dieléctricos isétropicos, de modo que P
siempre esta en la misma direccién que E. Tratemos de hallar una solucién en la
que la onda viaja en la direccién z. Luego, el campo eléctrico debe variar como

#(wt—k=z)  También supondremos que la onda estd polarizada en la direccién x
es decir:

E = é.E, = é,FEgei~(z—w/=1), (B.14)

asf que la Ec.(B.14) representa una onda con velocidad de fase vy = w/k. el indi-

ce de refraccién n se define como, vy = ¢/n, entonces la Ec.(B.14) sc transforma
en:

E = é:E, = é,Epe'{t—n=/c), (B.15)

Luego entonces podemos hallar n buscando que valores de x se requieren

para que la ecuacién (B.13) satisfaga las ecuaciones de campo apropiadas y
usando luego la relacidn:

n=_ (B.16)

En un material isotrépico, solamente habra la componente x de la polari-
zacién, entonces P no tiene variacién con la coordenada x, asi que V- P = 0.
Ademéds, como estamos suponiendo un dieléctrico lineal, Py variard como et y
8P, /8t? = —w?P,. El laplaciano en la Ec.(B.13) sc transformara simplemente
en 8E,./8z% = --k2E., obteniendose finalmente:

2 2
2 w w
~R*Ey 4 B =P (B.17)

Ahora P es proporcional a E tenemos:

P. = coNaE,. (B.18)

de donde sustituyendo en la ecuacién (B.17) encontramos:

2 _ w?
K =51+ Na). (B.19)
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Hemos encontrado que una onda como la de la ecuacién (B.14) con el nimero
de onda dado por la ecuacién (B.19) es solucién de las ecuaciones de Maxwell.
De la ecuacién (B.16), el indice de refraccién esta dado por:

n?2 =1+ Na, (B.20)
tomando « de la ccuacién (B.8), podemos escribir la Ec.(B.20) como:
Ne? 1
2 _ - - .
n® =1+ [meéo] e o (B.21)

B.0.2. Ondas en metales

La teoria que hemos utilizado en esta seccién para materiales sélidos también
se puede aplicar a buenos conductores, como los metales, con muy pocas modi-
ficaciones. En los metales, algunos de los electrones no tienen fuerza alguna que
los sujete a un Atomo en particular. Son estos electrones libres los responsables
de la conductividad. Hay otros clectrones que estdn ligados y la teoria anterior
es aplicable directamente a ellos. No obstante, su influencia generalmente es
supcrada por los efectos de los electrones de conduccién. Ahora consideremos
solamente los efectos de los electrones libres.

Si no hay fuerza restauradora sobre un electrén, pero atn hay alguna resis-
tencia a su movimiento, su ecuacién de movimiento difiere de la ecuacién (B.2)
solamente por que falta el término en w3z (modelo de Drude). Asi pues todo lo
que tenemos que hacer es poner w3 = O en el resto de nuestra derivacién. Por
lo tanto, la férmula para el indice de refraccién es muy parecida a la Ec.(B.21),
la diferencia se encuentra en que en este caso wg = 0, de este modo:
2
[ S
—w? 4 iw’
donde w3 = Ne?/em, es el cuadrado de la frecuencia de plasma.

n? =14 —m (B.22)
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