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Capitulo 1

Introducciéon

Todo empezé hace un ano y medio. En ese entonces estabamos terminando
un curso de Topologia y después de una clase, Luis nos invité a un Seminario
que empezaba a organizar junto con Roli y Arocha. Asi que fuimos un lunes
Isabel, Omar y yo y empezamos a ver, poquito a poquito, de que se trataban
las configuraciones. Cada lunes nos vemos aiin todavia. Ya somos diez los
que vamos al Seminario de Configuraciones.

Uno de estos lunes yo scguro no estaba entendiendo algo y me puse mejor
a pensar en si se¢ podrian relacionar las configuraciones con los nudos. Em-
pecé a pensar primero que si barriera un nudo con un plano tendria muchas
configuraciones con que jugar. P’ero eso no tiene mucho sentido, porque al
barrer ¢l nudo se obtienen patrones de puntos con un nmimero variable de
clementos. Si en cambio tomamos un plano con ciertos puntos, dejamos que
los puntos s¢ muevan en tiempo y que el plano se mueva también, de arriba
a abajo, lo que obtenemos es una trencita. Asi es como se veria un lazo en
un espacio de configuraciones de puntos en ¢l plano. claro, sin detalles.

Un par de semanas después fui a una escuela de Geometria y Topologia
en Cuernavaca, en donde hubo un par de plditicas sobre trenzas. Tuve la
oportunidad de hablar con Jacob y Xico. Mece recomendaron libros de trenzas
donde pudiera encontrar algo similar. Jacob noté algo que Roli también
habia visto: el centro de las trenzas puras jugaria un papel interesante.

Lef los libros y revisé varios articulos que eran relevates, tenia un par
de ideas. Estas ideas las pude desarrollar con Luis hasta que maduraron y
llegaron a teoremas, con prucbas que también fueron madurando hasta la
version actual. En donde se vé claramente como se benefician mutuamente
las trenzas y las configuraciones, colandose por ahi las Grassmanianas.
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Uno de los iiltimos pasos en este trayccto fué a la vez angustiante y
benéfico. Fico se dié cuenta que lo que yo proponia estaba mal, resulté estar
mal solo ¢n el caso n = 4 y ¢l resto se salvé. Este error hizo que revisaramos
sten 4-trenzas triviales en Py que para

Jos cdlculos y pudimos ver que e
desenredarse, sus hilos se deben alinear.

El contenido preciso de este trabajo es el siguiente.

Sn el segundo capitulo estudiamos las trenzas. Partiendo de objetos
geométricos llegamos a expresiones algebraicas. Probamos algunas propiedades
y relacionamos las trenzas puras con el grupo fundamental de cierto espacio.

El tercer capitulo trata sobre configuraciones afines. Explicamos lo que
queremos decir por configuracion, para luego desarrollar el caso de 4 puntos
orientados cn el plano. Vemos finalmente que los espacios de configuraciones
de puntos en R™ son hommcomorfos a las Grassmanianas de m-espacios en
RA-L

El cuarto capitulo se lo dedicamos a los grupos fundamentales. Em-
pezamos calculando el grupo fundamental de las transformaciones afines.
llegando a que es el grupo libre con un gencrador. Haciendo uso de las
configuraciones afines calculamos de manera nueva y sencilla el grupo funda-
mental de las Grassmanianas orientadas. llegando a que estos son triviales.
Pidiendo ahora que los puntos ¢n los espacios de configuraciones scan distin-
tos, tenermnos un nuevo espacio de configuraciones y probamos que su grupo
fundametal es isomorfo al grupo de trenzas de colores. médulo su centro.
Damos una presentacién para cste grupo en términos de los generadores de
las trenzas de colores y sus relaciones.

En el quinto capitulo, encontramos que existen trenzas de 4 hilos que para
desenredarse se tienen que alinear. Es decir, los puntos de la interseccién de
dicha trenza con un plano que la barra de arriba abajo se tienen que alinear
en algin momento. Todos estos resultados son el fruto de combinar dos
teorias, las trenzas y las configuraciones afines, para encontrar propiedades
interesantes y itiles en ambas.

Para terminar, en el sexto capitulo vislumbramos algunas ramificaciones,
generalizaciones y ampliaciones que podria tener este enfoque, junto con los
problemas que hay para hacerlo.



Capitulo 2

Trenzas

2.1 ;Que es una trenza?

Estamos acostumbrados a ver el cabello largo peinado en trenzas, de tres o
cuatro hebras y casi todos podriamos hacer una trenza asi. El uso decorativo
de las trenzas en cl pelo o en otras artes es sélo la facela mas conocida de estos
extrafios bichos. En realidad las trenzas se encuentran entre las invenciones
mas antiguas del hombre. Han sido usadas desde las primeras civilizaciones
para hacer cuerdas y tcjidos.

Como objetos matematicos fueron introducidos por el matemadtico aleman
Emil Artin en 1925, aunque la idea se encontraba implicita en un articulo
de Hurwitz en 1891, Una de estas trenzas se piensa como un sistema de n
hilitos o hebras que van bajando en el espacio, de tal manera que se enredan
los hilitos pero nunca se cruzan. El propésito de Artin fué usar las trenzas
para estudiar nudos y enlaces. Hoy en dia existen aplicaciones de las trenzas
a varias ramas de la matematica: topologia, geometria, teoria de singular-
idades, sistemas dinamicos, algebras de operadores, etc. , por mencionar

algunos.

Consideremos dos planos paralelos al plano XY en R3, digamos I, y
M2. Una n-treza o es un sistemna de n arcos descendientes y ajenos en R3,
que empiezan en Il y acaban en IT;. Es decir a = {A,,...,A,}, en donde
A;:[0,1] = R3, s una curva encajada con las siguientes propiedades,

e Ay0) = P e Hy, Ail) = P € I1,. Es decir, las trenzas empiezan en
el plano I1; y terminan en el plano I1,.

7
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Figure 2.1: Sistema de Arcos



2.1. ;QUE ES UNA TRENZA? 9

o pi(Ai(r)) < pa(Ai(s)). cuando r > s. donde p3 :R3 — R cs la proyecciéon
en la tercera coordenada, (x.y,z) — z. Esta condicién hace que los
hilos de la trenza sean descendientes.

e Vi, je {l..... n} i#3 Aif0.1]N A;{0,1) = 0. Esto quicre decir que
los hilos de la trenza no se intersectan.

e Finalmente el conjunto {7'}} C Il; cs una traslacién paralela del con-
junto {}} C Il,. Es decir, los puntos {3} son los mismos puntos,
como conjunto, que los puntos {/%'} pero trasladados y posiblemente
con los indices permutados. (Ver figura 2.1).

A cada trenza se le asocia esta permutacién, que es un clemento de Sy,
el grupo de las permutaciones de 12 elementos.

Lo primero que nos interesa ¢s poder decir cuando dos trenzas son equiv-
alentes, es decir, cuando las vamos a considerar la misma.

Dadas dos n-trenzas a = {A,....,. AL by d={AL.. ... A}, vamos a decir
que estas dos trenzas son cquivalentes si podemos mover continuamente una
a la otra manteniendo IT; ¥ I1, ¥ los puntos extremos fijos y sin que se crucen
jamds nuestros arcos. Como una pclicula cortita, de diez segundos, donde al
principio, en ¢l segundo cero, empezemos en la primera trenza. Al avanzar
el tiempo los arcos sec mueven, dejando siempre fijos los puntos de arriba y
abajo, hasta llegar a coincidir exactamente con la segunda trenza, justo al
llegar al segundo dicz.

Para que esto se cumpla necesitamos que existan n funciones continuas

F;:[0,1] x[0,1] - R®

que cumplan lo siguiente;

Fi(t,0) = Ai(t) 0<t<1
Fi(t,1) = A(t) 0<t<1
Fi(0,s) = I(t) 0<s<1
Fi(l,s)=P/(1) 0<s<51

Como iltimo requisito vamos a pedir también que para cada tiempo s €
[0,1] el conjunto de los arcos {F;([0,1],s):[0,1] — R®} , sca una trenza.

Estas funciones pueden ser vistas como homotopias, relativas a los puntos
iniciales y finales, entre los hilos correspondientes. Una nocidn equivalente

i



10 CAPITULO 2. TRENZAS

‘es pedir que exista una isotopia ambiental entre las dos trenzas'. Es ficil ver
que esta relacién es una relacion de equivalencia.

Ya identificadas las trenzas equivalentes vamos a hablar libremente de una
trenza cuando en realidad estemos haciendo alusion a su clase de equivalencia.
De la misma mancra dos trenzas van a ser distintas si se encuentran en
distintas clases de equivalencia.

Para simplificar aiin mds las cosas, pensemos en un plano perpendicular
a IT, y Iz, proyectemos la trenza sobre este para obtener un diagrama. En
este diagrama conservamos la informacién en cada cruce de qué hebra debe ir
por arriba y cual por abajo. Notemos que en este nuevo diagrama los puntos
iniciales y finales se encuentran alincados, mientras que en Il y en I1; no
necesariamente estaban alineados. Este es un detalle que nos interesara mas
tarde.

Teniendo ya ¢l diagrama de una trenza, vamos ahora a peinar esta trenza.
Lo que quercmos hacer cs partir de un diagrama cualquiera de una trenza y
llegar a uno que este peinado, donde podamos ver la trenza de arriba a abajo
y veamos cada uno de los cruces a diferente altura. Para peinar una trenza
pensemos en colocar un mimero finito de planos paralelos a 11; y Il,, entre
cstos dos planos, de tal forma que estos nuevos planos separen los cruces de
la trenza, y entre cada dos planos en el diagrama sélo haya un cruce en el que
dos arcos intercambien lugares. Una manera de convencerse que toda trenza
puede peinarse es pensar que estiramos el diagrama hasta tener suficiente
espacio para poder bajar y subir las hebras hasta poder separar los cruces
como queremos, nunca rompiendo los hiles ni cruzando uno en frente de otro.
Como todas estas operaciones se pueden expresar en térininos de funciones
continuas y respetan las homotopias que nos marcan las equivalencias entre
las trenzas, entonces podemos asegurar que toda trenza se puede peinar. (Ver
figura 2.2

Yver [Bir]
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- 'rzeihza Sl normal PR . 'x;zenza Penada
B ST . L .= 1030201030301

l"lgurc 2.2: Pcnnado de Trenzas

1 2.2 Las trenzas son un Grupo
Un grupo es un con_;unto G con una funcién producto;
‘ (GxG G
(z,y) = zy
en donde se cumple que,
e [l producto sea asociativo, (:51./)2 =x(yz) Vz,y,z€ G
e Existe un elemento neutro, 3¢ € G tal que Vz e G ze=ex==x

e Todos los elementos tienen un inverso, Vr€ ¢ 3 (:r'") € G tal que
r(z™)= (V) =¢

Se define el producto de dos trenzas simplemente poniendo una abajo de
la otra y reparametrizando los arcos, tal y como se muestra en la figura 2.3, -
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g/

Figure 2.3: Producto de dos Trenzas




2.2. LAS TRENZAS SON UN GRUPO 13

a a3 pues podemos usar las mismas homotopias entre @ y o, y entre 8y
3, solo hace falta reparametrizarlas. Esta misma idea se puede usar para
mostrar que ¢l producto es asociativo.

Teniendo ya un producto bien definido hace falta darle un clemento neu-
tro. la trenza trivial. La n-trenza trivial pucede pensarse como n hebras que
van cada una dc /% bajando directo y recto a I, Su diagrama esta dado por
n hilos paralelos que bajan sin enredarse.

Dada una trenza o su inversa esta dada por la refleccion de o respecto
al plano Il,. Esta es la llamada fmagen especular, respecto al plano Il,.
Podemos revisar asi que toda trenza tiene un inverso.(Ver figura 2.4).

Juntando estas propiedades llegamos a que las n-trenzas forman un grupo,
llamado por convencion? 13,

Este grupo sc¢ puede describir de manera sencilla usando generadores y
relaciones. Ya que toda trenza se puede peinar, podemos pensar que todas
las trenzas estan bien dibujadas en un diagrama ya peinadas. Esto nos lleva
a definir una frenza clemental. Seca a; la u-trenza en la que sélo el i-ésimo
hilo cruza por arriba al (i + 1)-¢siino hilo.(Ver figura 2.5).

Esto prueba que toda trenza peinada es producto de trenzas clementales,
o;. Como toda trenza es peinable, resulta que toda trenza es producto de
trenzas elementales. Es decir, 3, estd gencerado por las trenzas clementales
{&1,...,0n_1}. Asi expresada una trenza es mas sencillo ver que la imagen

especular es la inversa.
Ademas de tener los generadores explicitamente, tenemos un par de rela-
ciones dadas en términos de las trenzas elementales,

e R : Primero tenemos que cuando los hilos involucrados en las trenzas

clementales estan lejos, conmutan, cs decir,

Ti0; = 0;0;%

siempre y cuando [i —j| 22y 1 <7, < n— 1.(Ver figura 2.6). -

e [2; : Ademads nos encontramos con una especie de conjugacién, -

OiO0i410i{ = Ti410i0i41

para ﬁod‘q 1.£i < n—2. (Verfigura 2.7). ~
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o la trenzatrivial

Figure 2.4: Asi se define el inverso de una trenza
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—

Figuré 2.5: Las Trenzas Elementales

i +1 ,f,j g i+ , i i+1 j j+1

Figure 2.6: Relaciones de Trenzas
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i+1 L2

i+2

— i

Figure 2.7: Rclaciom;s de Trenzas o
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Artin mostré en 1925 que B, admite una presentacién con las trenzas
clementales como generadores y R, y I como unicas relaciones.

B, ~<01,...;0n|R, R2 >

2¢renza en inglés es braid de ahi que el grupo de n-trenzas sea B,
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2.3 Subgrupos Interesantes

Dado un grupo G un subgrupo G’ de G es un subconjunto de G que sea
cerrado bajo ¢l producto. El grupo 3, tiene varios subgrupos importantes.
A nosotros nos van a interesar cn particular dos. Il primero es el grupo
de n-trenzas de colores o trenzas puras. Sus clementos son las trenzas que
tiecnen como permutacion asociada la identidad. s decir. st seguimos una
hebra de arriba a abajo el punto en ¢l que comicnza v en el que termina
se encuentran en la misma posicion. Por esto se Hlaman trenzas de colores,
porque podriamos darle una coloraciéon con un cierto orden especifico a los
vértices de arriba y la misia a los de abajo v los hilos la respetarian. De
modo que cuando hiacemos ¢l producto de trenzas la coloracion se respeta,
nunca llegariamos a tener un hilo que se tuviera que pegar con otro de distinto
color. A este subgrupo se le denomina r,.3

PPodemos describir todos v cada uno de los elementos de 72, usando uni-
camente las trenzas en las que se enreda sélo una cuerda con otra y regresa
a su posicion original. Asi puces, denotaremos por A, ; la trenza que enreda
el elemento i-ésimo con el j-ésismo.(Ver figura 2.8). Podemos describir estos
elementos en términos de los generadores de £3,,. de modo que, tal y como cs

evidente en la figura 2.8,

= o . . 2,=1
.'1,",' =0j;-10-2.. .l7,+|0‘-0"-+l “ee
dondei < jparaj=1,....n
Tenemos que se cumplen ciertas equivalencias al hacer el producto de
trenzas puras que dan lugar a las siguientes relaciones;

™ A,-',A.'_L.A:'; = .‘l.‘_k st s<t o k<r
T2 1 .4;.-',.4.";.-.41;_, = A:_,'A,'_kA.-', st i<k<s

T3 ApkAip AL = AQAT A i Aie i< <k

Tat Ans kAT = ATLATIA LA A AT AT A Ay i<Tr <k <s

3Nucvamente la notacién viene del inglés pure.
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_ Figure 2.8: Generadores de Trenzas Puras

Con todo esto, podemos ahora decir, aunque no sca evidente, que las
trenzas de colores aceptan la siguiente presentacién,

£ =< {Ai'j}|"l-"2’7‘3,7‘4 >

Veamos los primeros cjemplos. El grupo /7 consta solo de un hilo, como
este no puede enredarse con ningiin otro podemos concluir que este grupo es
isomorfo al grupo trivial, el que tiene solo el elemento identidad.

El grupo 1% consta de dos hilos, que ademas siempre tienen que regresar
a su posicién original, el primero a la primera y el segundo a la segunda.
En principio hay tres casos que considerar, que el primer hilo se enrede cen
el segundo r vueltas, que el scgundo se enrede en ¢l primero s vueltas o que
haya una combinacion de enredos entre el primero y ¢l segundo. Pero si
estiramos ¢l segundo hilo hasta que quede recto. solo el primer hilo quedard
enredado, pues al estirar el segundo las combinaciones se cancelan. Esto pasa
en cualquicra de los casos ue mencionamos. Por lo que podemos identificar
cada trenza con el mimero de vueltas que le da el primer hilo al segundo,
viendo si son positivas o negativas las vueltas. Esta es una nanera sencilla
¢ intuitiva de ver que /% es isomorfo al grupo libre con un generador Fy.

De aqui en adelante las cosas se complican. Antes de seguir necesitamos
un poco mds de teoria sobre grupos. Sobre todo necesitamos saber como
definir un par de productos de grupos.
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Supongamos que tenemos dos grupos G y H cada uno con su producto
x¢g ¥y X Podemos: definir el producto directo de G y l{. tomando como
conjunto a G x #{ y la operacién dada por :

o (Gx M)y x(GxH)Yy—>GxH

(g: 7)o (g h') = (g Xa ' h xp I)
Como estamos utilizando los productos de los grupos originales, G x /{

resulta ser también un grupo.

De la presentacion dada arriba para /%, con n = 3 se puede demostrar
que %3 cs isomorfo al producto directo de Fy y [, es decir los grupos libres
de rango uno y dos (Ver [Ar]). Comeo habiamos visto /% =~ F; de donde
podemos obtener el siguiente isomorfismo,

B~ Py x Iy
Teniendo ya identificado el grupo de trenzas de colores v conociendo las
cequivalencias con otros grupos mas familiares, podemos ahora hablar de otro
subgrupo de B,, que de hecho es subgrupo de Py, su centro.
En general en cualquier grupo G, ¢l conjunto de elementos del grupo que
conmutan con todos los demds elementos del grupo se llama ¢l centro de G,
se denota por Z(G). Es dccir,

Z(G) := {g € Glga = ag Va € G}

El primero en calcular ¢l centro de las trenzas puras fué Chow en 1948
(ver [Gar]). El probé que el centro de las trenzas de colores lo podemos
describir de manera sencilla, como ¢l grupo generado por la trenza 4, en la
que todos los hilos dan una vuelta completa alrededor de los demds hilos,
de arriba a abajo. (Ver figura 2.9 y [Han] o [Bir] ). Por lo tanto Z(/P,) es
isomorfo al grupo libre de un generador F; . En este subgrupo cada elemento
se puede pensar como la trenza que dd un giro completo de las hebras, un
nimero entero de veces.

Fn = (M2l {(Ar13A23) ... (A1 . Anin)

= Z(h) =<y.>>~F

Nosotros aqui solo haremos notar que toda trenza descrita en el parrafo
anterior sc encuentra en el centro. Para tal propésito bastara demostrar que
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Figure 2.9: Generador del Centro de las Trenzas de Colores

si @ es una trenza cualquiera y g es un giro cntonces gag™! = a. Para ver

esto en el diagrama de la izquierda de la figura 2.10 simple y sencillamente
giremos el cuadrito de a un mimero entero de veces para obtener el diagrama
de la derecha.

A estos dos grupos, las trenzas de colores P, y su centro Z(F,), los vamos
a relacionar con los objetos que vamos a estudiar en el siguiente capitulo.
Nos van a interesar mucho al relacionarlos con propiedades topolégicas de
los‘ espacios de configuraciones afines de puntos en el plano.

2.4 Las Trenzas Puras y el Grupo Fundamen-
tal

En esta seccién probaremos que el grupo de trenzas puras es de hecho el
grupo fundamental del espacio de n puntos distintos en el plano.

Consideremos ahora el espacio de todos los conjuntos de n puntos dlstmtos
y ordenados en el plano,
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Figux»'c“2.1(k]: Los Giros estan en el Centro de las '.'l'xfcnz’as‘ Puras



Pa)ipi € R2|pi £ p; Vi j€ {1,2,....n} i j}

B = {(piipan:
Vamos a ver qilé el érupo de trenzas de colores 7, es isomorfo al grupo
fundamental de £, C (R?)". Sea p € E}, fijo, p = (p1,p2..-..pa) , entonces,

T"I(E.In (M:p2,---.pa)) = Ia

Esto fué notado por ¢l matemadtico americano Ralph Fox en 1962, ver

[FN].
Teorema 1 7, (£, (P1vP2eeeerpn)) = Pa

Demostracién :

Ya que los hilos de una trenza son descendientes, los podemos describir
de la siguiente manera. Tomemos una n-trenza pura [a] € P,, cntonces
pensemos a a como una coleccién de funciones del intervalo [0,1] en R?,
a = (Aj....... An). en donde A; : 1 — R32  Ademas como las trenzas
son descendicentes sin perdida de generalidad podemos pensar que A;(t) =
(a:i(t).1 — ) € R* donde o, : I - R2.

Es decir, {c;(t)}/-;5s0n u puntos distintos en el plano y por lo tanto la

funcién (a,,o2..... a,) 1 I — El esta bien definida., Visualmente estamos
n

pintando la trenza desde ¢l plano = = 1, moviendo los puntos a;(t) hacia

abajo hasta parar cn el plano z = 0 . Usando esta notacién el i-ésimo hilo

de la trenza es (1), ademas los puntos iniciales y finales p; cumplen que
pi = ,;(0) = a,(1) . por ser a una trenza pura.
Usando todo lo anterior definhimos el isomorfismo f

S Py = ml B (21, P2y - o1 Pn))

fUa]) =(ar.az,...,aq)] € ”I(E:.s(l’l,llz,. . .Pn))

Esta funcién esta bien definida, pues al dar una trenza 3 en la clase de
homotopia de a estamos dando también las homotopias que mueven los hilos
ai(l) a 3i(1) lo cual implica que (a,a2,...,a,) = (B1.32,-..,08a) y por
tanto,

S(la]) = (1. 02, ..., an)] = [(B1, B2, ... . Bn)) = F((B])
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Ademds f es un morfismo de grupos, ya que intuitivamente resulta lo
mismo pcnsar en la multiplicacién de dos trenzas para luego ver sus hi-
los como puntos moviéndose en el plano, que ver para cada trenza como
se mueven sus puntos en cl plano y después componer estos lazos. Este
fenémeno sc expresa asi,

f([a“ﬂ]) = [(0'1 0/3!302 01327' - Op Oﬁn)] =

= [(al’O'?: .. vaﬂ)][(ﬂlvﬂ2?" -’ﬁn)] = f([a])f([ﬁ])

Para concluir nos resta dar una inversa para f. Sea & = (a;,G02,...,a,) :
. : -
I-— E!, C (R?®)", un lazo en E,, y sea g definida como sigue,

g : (B, (P1p2:-:2pa)) = Pa

a([&]) = g([(Gr, G2y - - . , )] =-[(.4;(1),A;(1),-..,.4;(1))1 € P,

donde ahora A] : I — R3, estd dada por A[(¢) = (di(1),1 — 1). Entonc&s :
A;(I) es la trayectoria del i-ésimo punto dentro del plano, mientras quc el
plano va bajando de z = 1 hasta =z = 0.

Analogamente que para f se prueba que ¢ es un morfismo bien dcﬁmdo.
Finalmente por construccién de f y g se verifica que ; :

S og=1d (5! (pripzypnl)

go f=ldp,

Lo cual demuestra ¢l tecorema. O
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“Curiosidades de B,

Los grupos de trenzas son bastante interesantes por si solos, pero ademas
tienen vinculos fuertes con otras dreas de la matemadtica. Algunas propiedades

al respecto son:

El grupo de 3-trenzas Bs cs isomorfo al grupo fundamental del com-
plemento del nudo trébol T en la esfera S3.

Bs =< a,blaba = bab >~< z,y|z? = y* >= m(S*\ T)

Dada una trenza no trivial e no existe un mimero cntero n tal que a”
se desenrede. Es decir que sca equivalente a la trenza trivial. Dicho de
otra manera, /3, no tienc clementos de orden finito no triviales.

Sca A un conjunto finito de n puntos en el disco D? y denotemos
por Homeob,(D* \ A) el grupo de homcomorfismos de D? \ A que
preservan orientacién ¥ que dejan fija la frontera de D?. Entonces
podemos caracterizar al grupo de n-trenzas I3, mediante el siguiente
isomorfismo,

13, =~ HomeoZp(D?\ A)

Usando esta iiltima caracterizacion se prucba que £, acepta un orden
que cs compatible con su estructura de grupo. Podemos comparar dos
trenzas y decir cual es mayor que la otra. Esto fué demostrado primero
usando exclusivamente herramientas de I6gica por Dehornoy en 19924,
En [SW] sec encuentra una prueba mas gecométrica y topolégica. En el
contexto de los homeomorfismos mencionados arriba, la idea de esta
prucha se le atribuye a Thurston.

Podemos convertir cualquier trenza en un enlace® pegando el i-ésimo
vertice de arriba con el i-ésimo vertice de abajo. A esto se llama la
cerradura de una trenza. Mas adn, en 1923 Alexander demostré que
todo enlace es la cerradura de alguna trenza.

1Afirmacion hecha por Hamish Short.
S8Un enlace es una coleccién de nudos anudados, o no, entre si
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e El Teorema Fundamental de Cirugia, probado independientemente por
Lickorish y Wallace en los 60's. Este afirma que toda 3-variedad conexa,
oricntable y cerrada sc obtienc por cirugia de Dehn sobre un enlace en
S3 que provienc de la cerradura de una n-trenza pura . Por medio
de este teorema las trenzas de colores se relacionan con uno de los
problemas abiertos mas vicjos y famosos, la Conjetura de Poincaré.
La cual proponc que si una 3-variedad conexa. orientable y cerrada
tiene grupo fundamental trivial. entonces es homecomorfa a la esfera
S3. BBsta es la primera aproximacion a una clasificacion de los espacios
de 3 dimensiones, pero es una pregunta que lleva mas de cien afios sin
responder. El lector interesado podra encontrar mas informacién cn

[Rol}.



Capitulo 3

Espacios de Configuraciones
Afines

3.1 ; Qué son las configuraciones?

En esta seccién vamos a cstudiar las distintas maneras en las que podemos
encontrar acomodados subespacios afines en algiin otro espacio afin. Esto cs
a grandes rasgos lo que se llama una configuracidn afin, una coleccién finita
de subespacios lincales! trasladados, de la misma dimensién, dentro de otro
espacio afin. Vamos a ver uno de los primeros casos. Queremos comprender
las diversas formas en las que se pueden acomodar n puntos en el plano. Esto
parece a primera impresién algo muy facil, pero pronto veremos que no es asi
y que la herramienta que se requiere para mancjar esta clase de problemas
cs sofisticada.

En principio queremos poder decir cuando dos conjuntos finitos de pun-
tos van a ser considerados ¢l mismo y cuando distintos. Para esto nos va
a importar ¢l orden y la orientacién de los conjuntos. Antes necesitamos
establecer que quercmos decir por una transformacion afin.

!Estos pueden ser puntos, lineas, planos o hiperplanos.

27
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3.2 Transformaciones Afines

Una transformacion afin. es una funcién que manda lincas en lineas. Podemos
definir a las funciones afines de dimension n como,?

Af(n):=GL(n) X R"

donde G L(n) denota el grupo lincal de dimension n, las matrices invertibles

de tamaio n por n.
Asi definido Af(n) tiene una estructura de grupo, pues al tomar dos

funciones afines f,g € Af(n) podemos primero observar que si f = F + fy
g=G+g.donde F\G € GL(n) y f,g € R", entonces el producto de f y ¢
lo podemos definir por la composicién,

f9:=f@)=C+a)=FG+F(g)+ [
definiendo (F(g)+ f)=:h eR" y FG = I € GL(n). Hegamos a que,
f-g= FG+F(’g)+__f= H+heAf(n)

De la definicién podemos distinguir que hay esencialmente dos clases im-
portantes de transformaciones. Las que preservan la orientacién y las que la
invierten. Estas corresponden a las que tienen componente lineal con deter-
minante positivo o negativo respectivamente.

Denotando a las matrices invertibles de determinante positivo por SL(n),
podemos decfinir un subgrupo de Af(n), las transformaciones afines que
preservan la orientacion Afy(n).

Afs(n):={F+ fe€e Af(n) | FeSL®)}

3.3 El Espacio de Conﬁguracxones de 4 pun-
tos en R?

Pensemos ahora en las distintas maneras de acomodar cuatro puntos en un
plano, de tal manera que como conjunto estos cuatro puntos generen afin-
mente ¢l plano. Esencialmente hay dos dlstmtas, que tres de ellos formen un
tridngulo y el cuarto se encuentre en el centro, o que formen los vértices de
un cuadrilatero.

2El simbolo 14 denota el producto semidirecto, como conjunto es el producto cartesiano.
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E IR RNl [ TR IR

Figure 3.1: Esencialmente hay dos mancras de colocar 4 puntos en el plano

Para hablar con precisién, empecemos fijindonos en conjuntos de cuatro
puntos que generen el plano afinmente. Llamemos a este espacio Ey, es decir,

E, = {(z1,72. 73, 74)|r; € R? y < x1,72, 73,14 >=R?}

Vamos a decir que dos conjuntos ordenados de cuatro puntos X = (r;,2, T3,4),
Y = (y1,y2,¥3, y4) son afinmente equivalentes si y sélo si existe una transfor-
macién f € Afi(2) tal que f(x:) = yi.

X ~Y & 3fe Afi(2) tal que [f(z:)=wyi

Esta es una rclacién de equivalencia, pues claramente es simétrica, reflex-
iva y transitiva. Haciendo el cocicnte de £4 bajo esta relacién obtenemos el
espacio de configuraciones afines orientadas de 4 puntos en el plano. Esto es,
hacemos cociente bajo la accién del grupo.

f:Ai = LBy f ~

Lo que queremos es describir este espacio, $A%, en términos geométricos,
topoldgicos y combinatorios. Empecemos con los dos casos que habiamos
identificado, el tridngulo y ¢l cuadrilatero. En cada uno podemos parametrizar
dicha configuracion usando coordenadas del plano.

Primero notemos que cualesquiera dos tercias de puntos en el plano que
formen los vértices de un tridngulo son afinmente cquivalentes. Ya que para
cada dos parejas de vectores en el plano existe una matriz que transforma
la primera pareja cn la segunda. Por lo tanto, en ¢l primer caso, podemos
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parametrizar la configuracion usando las coordenadas baricéntricas del punto
que se cncuentra en medio del tridngulo.

Si en cambio tenemos ¢l caso en que los puntos forman vértices de un
cuadrilatero podemos parametrizar la conliguracién usando el punto de in-
terseccion de las diagonales del cuadrilatero.

Dado que quercmos distinguir las confliguraciones que tengan distinto or-
den y distinta orientacion. podemos ver que surgen 8 posibles tridngulos
distintos ¥ 6 cuadrilateros distintos. Un momento de reflexion nes revela
que podemos moverios continuamente entre estos tridngulos y cuadrilateros.
Empezando de alguno podriamos llegar a cualquier otro. Esto se puede vi-
sualizar moviendo continuamette los puntos hasta llegar a la configuracién
descada.

A grandes rasgos lo que esto nos dice es que $4% tiene dimensién dos, es
conexo por trayectorias y por lo tanto conexo .

PPero veamos con mas detalle como se relacionan estos dos casos esenciales
y como podemos construir §A] partiendo de ellos.

En ¢l primer caso. fijindonos en las distintas posibilidades que ticne el
punto 4 dentro del tridngulo, vemos que hay tres. Puede ser que de hecho
coincida con otro de los puntos, en cuyo caso este subconjunto como espacio
tiene dimensién ccro, pucs cousta sélo de tres puntos aislados que son los
vértices del tridngulo de configuraciones correspondiente.

1=4
[ ]

3® ®2

Figure 3.2: Dos de los puntos coinciden

El siguicnte caso que nos interesa ocurre cuando tres de los puntos sc
encuentran en una linea. Al hacer el cociente por A f,(2) la colinealidad se
conserva, ya que las transformaciones afines preservan colinealidad. Como
espacio ticne dimensién uno, pues tiene un solo grado de libertad, que consiste
en moverse a lo largo de la recta de colincalidad de los tres puntos. Nétese
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que este caso contienc al anterior, pues la recta pasa por los dos vértices del
triangulo, cada uno de esos dos vértices corresponden a configuraciones en
las que los puntos correspondientes coinciden. A dicho lado del triangulo se
le d& una etiqueta, correspondiente a leer los puntos que yacen sobre la recta,
en la orientacién de las manecillas del reloj.

1

3® 2
Figure 3.3: Tres de los puntos son colineales

Por 1iltimo tenemos el caso en el que el punto se encuentre dentro del
triangulo. De aqui en adelante podemos etiquetar cada uno de los vertices
pues son los casos en los que los puntos coinciden y las aristas corresponden a
que tres puntos se encuentren sobre esa recta. Como espacio tiene dimensién
dos y conticne toda la informacién de los casos anteriores. Ver figura 3.4 .

3= 342 2=4

Figure 3.4: El tridngulo etiquctado

Ahora veamos cuales son las distintas configuraciones empezando con un
cuadrilatero cualquiera. Veamos que si tenemos 4 puntos asi, mediante una
transformacion afin los podemos mandar a 4 puntos cuyas diagonales sean
perpendiculares y de distancia unitaria. Es decir, podemos pensar que las
diagonales entre los vértices son paralelas a los lados del cuadrado 7/ x 7, y
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que estan contenidas dentro de él. Asi pues el punto de interseccion de estas
diagonales parametriza una configuracién de este estilo, que estan dadas
por los puntos en los extremos de las diagonales. Cuando una diagonal
coincide con el lado del cuadrado, tres de los vértices son colineales como
en el tridngulo.O sea que regresamos a uno de los casos descritos arriba, cn
el que tres puntos son colineales. Si ambas diagonales coinciden con lados
del cuadrado la configuracién corresponde a que dos de los vértices scan cl

mismo. Ver figura 3.5.

3 e 4

312

1@ 2
Figure 3.5: Los cuadrilateros se vuelven aristas de un tridngulo

Asi pues, a cada arista del cuadrildtero le podemos asignar un orden de
colincalidad. Es decir, podemos ctiquetar cada arista con las colinecalidades
que le corresponden al uno de los vértices moverse hasta ser colineal con
otros dos. Mads aiin, podemos también admitir que dos vértices vecinos por
una arista coicidan. Para tomar en cuenta esta situacion ctiquetemos ahora
los vértices con las igualdades correspondientes. Habiendo hecho todo esto
llegamos a la figura 3.6.

Una vez habiendo identificado las etiquetas correspondientes para cada
una de estas piezas podemos ver que se pueden pegar. Es decir, podemos ir
continuamente de una configuracién en un triangulo a una de un cuadrilitero,
asi que. en vez de tener muchos tridngulos y cuadriliteros regados por todos
lados, mejor los pegamos. IEste pegado se hace con aristas correspondientes
y recordando todo el tiempo que hay que preservar la orientacion.

Continuamos etiquetando todos los posibles tridngulos y cuadrildteros,
cuando los tenemos todos, los pegamos. Recordemos que teniamos en total
8 triangulos y 6 cuadrilateros. al identificar todos los que podamos en un
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3=4 4=2
341 124
1=3 2=1

Figure 3.6: Ll cuadrilatero ctiquetado

plano llegamos a un poligono cuyas aristas se deben identificar por pares.
Esta es otra razén por la cual este espacio es una superficie. Al identificar
todas las piezas restantes construimos el policdro conocido como el cubo
truncado. Topologicamente este espacio es la esfera S2? y esta descomposicién
en configuraciones induce una triangulacidén sobre su superficie.

Este es un espacio que tomaremos como modelo a seguir. Pues aqui
llegamos a una descripcion completa de la topologia del espacio, de la com-
binatoria de las configuraciones y la relacién entre amnbas que se cristaliza en
la triangulacién descrita anteriormente.

Esto es lo que buscamos en general al estudiar las configuraciones.
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3=4 ¢

1=3

Figure 3.7: El tridngulo y ¢l cuadrilatero pegados

3.4 Espacios de Configuraciones de n puntos
en R?

En esta seccién veremos como son en general los espacios de configuraciones
afines de n puntos en el plano. Quisicramos poder dar una descripcién tan
completa como la del caso de 4 puntos, pero en realidad de ahi en adelante la
situacién se complica. Para empezar, A% es el tnico espacio que podemos
dibujar, pucs en los casos siguientes la dimensién del espacio es demasiado
grande. Notemos que A f,(2) tiene dimensidn seis, pues tiene seis grados de
libertad, las cuatro entradas en la matriz y dos coordenadas del vector de
traslacion. PPara definir en general el espacio de configuraciones orientadas de
n puntos en el plano, tomames primero F,, el espacio de puntos en R" que
generan el plano. El grupo /A f4(2) acuia libremente sobre este espacio. Ya
que si un conjunto de puntos genera afinmente el plano y una transformacion
lineal lo deja fijo, la transformacion dcja fijo todo el plano. Ahora hacemos
cociente bajo la accién de A f (2). 3

3Podriatnos tambien olvidarnos de la orientacién haciendo cociente todo Af(2), pero
csa cs otra historia que serd contada en otra ocasién .
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122 312 123

Figure 3.8: Un lado del cubo truncado obtenido por $AZ

E, = {(Z1,..-52p)] i €ER?® < z4,...,7, >= R?}

RAL = ELAS4(2)

A los elementos de 942 les llamamos configuraciones orientadas de puntos
en el plano. Como £, es un espacio que tiene por elementos conjuntos de
n puntos en el plano, podemos decir desde un principio que tiene dimensién
2n. De donde podemos afirmar que la dimension de 5A2 es 2n — 6, ya que
Af¢(2) tiene dimensién seis.

Veamos que para n = 4 llegamos a que JAZ es la esfera §2, ahora G4.(2, 3)
es ¢l espacio de todos los planos oricntados que pasan por el origen en R3.
Por lo tanto G, (2.3) es homeomorfo a 2.

Este situaciéon es en realidad un caso particular del caso general que es-
tudiaremos cn la siguiente seccién.
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Figure 3.9: El cubo truncado

3.5 Espacios de Configuraciones de n puntos

L
en R”
Asi como pensamos en espacios de configuraciones de n puntos en el plano,

podemos pensar en general en configuraciones de n puntos en R™.

Cambiando un poco los ingredientes;
Af(m) = GL(m) x R™

E, m = {(pl,~--spn)|l’i € R™ < Plr---3Pn >= Rm}‘

Ahora A f(m) actia libremente sobre E, ., y podemos pensar en el co-

ciente bajo esta accién y llamarlo SA™

Si ademds queremos que las configuraciones esten orientadas, usamos
Afi(m) = SL(m) W R™. En cste caso obtenemos 5 AT, el espacio de config-
uraciones afines orientadas de n puntos en R™
< Pn >= R™ quiere decir que la clausura afin de (py,...,pan) s R™.

TAqui < py, ..
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BB '""‘.'_' .o
OAT = B /Afi(m)
Recordemos que las: Grassmanianas o variedades de Grassman son los

espacios que tienen por elementos a los subespacios lineales de dimensién &
dentro de RY'.

Gl,d)y={VcRY V es un subespacio lineal de R9}

Podemos pensar también en subespacios orientados, G4 (k,d) ,

Gy(k,d)y ={V CcR? V es un subespacio linecal orientado de R%}

Como cada k-subespacio lineal ¥ de RY tiene un espacio ortogonal V* de
dimensién d — k£ , encontramos que existe dualidad entre las Grassmanianas.
Es decir, al mandar un espacio a su ortogonal efectivamente definimos un
homeomorfisino;

1 Gulk,d) = Gold — kyd) , = Golk,d) = Go(d —k,d)

Haciendo uso de eslas propiedades cstamos listos para enunciar y de-
mostrar ¢l siguiente,

Teorema 2 Ll espacio de configuraciones orientadas de n punlos en R™ | es
homeomorfo a la Grassmaniana de espacios lineales orientados de dimension
m en R"~1.

9AT ~ Gy(m,n—1)

Demostracion :

Sea I’ = (p1.-..,pn) €5 A} , sin perdida de generalidad podemos suponer
que py = 0. Definimos fp : R*~! - R™ como la extensién lineal de las
ecuaciones,

frle)=pix1. i=1,...,n—1
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donde ¢€; denota el i-ésimo vector de la base candnica de R™. Sea ker f
el niicleo de f y definimos @ 3§ A7 — Gy(n — 1 — m.n — 1) , dada por
@( ) = ker fp», que csta bien definida.®

Ademads como I = (py,...,pa) genera afinmente, tenemos que (py,...,p,)
genera lincalmente. por lo cual fp es suprayectiva v entonces la dimensién
de su nicleo ker fp esn — 1 —m, ie. dim(®(P))=n—1—m. A ¢(P) le
damos la orientacion de /2.

Demostremos primero la suprayectividad de ®. Sca V € Gu(n—1 —
m.,n — 1) , considercmos su complemento ortogonal 1/, de dimensién m.
PProyectemos ortogonalmente Iy : R®*=1 — V) | entonces tenemos que P =
(0,1Tv (1), ... . Ny {en-y)) es una configuracién de n puntos en V1 | ya que
Il es sobre. Ahora al tomar cualquier isomorfismo lineal entre V4 y R™
obtenemos una configuracion en R™ . Por construccidn tenemos que fp = [y
, de modo que V' = ker fp = @(). Por lo tanto ¢ es sobre.

Ahora veamos la inyectividad, scan I = (py,....pa) ¥y Q@ = (q1y---59n)
dos configuraciénes cn AP tales que ©(?) = ®(Q) . esto es que ker fp =
ker fo . Nuevamente sin perdida de generalidad podemos tomar py =0 = ¢
Y a p2,....pPm como base de R™.

Definimos g : R™ — R™ una transformacion lineal tal que g(p;)
para i = 2,...m . Nos queda demostrar que g(p;) = q; para j > m.

Sean Az, ..., A, tales que,

qi

”m

p;i = Z,\;p,- para j>m

=2

Por definicién de fp tenemos que,

pi = frle) = > (\ifP(ei)

= (Z Aifp(ed)) — fl”(%‘) =0

= fp(z Aiei —e;) =0

=2 .

Ahora bien, como ®(P) = #(Q) tenemos que,

SEsto se demuestra con lujo de detalle en [Str]
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3 Aves = e; € nuclfr) = ﬁu;(fq) ~

i==2
entonces,
fé(z die; —e;) =0
cs decir, ‘ ‘
2_(Nifole) = fale;)) =0
= > Mai=D_ Mifole) = fole;) = g5
=2 =2

Por lo tanto,

m m m
api) =D _Api) =D _ Aala) =>_ Mgi=g;
i=2 i=2 i=2
= g(pi) =g
Por lo tanto ¢ ecs inyectiva y biyectiva. Es claro que ® es bicontinua,
pues al cambiar continuamente la configuracién P, variamos continuamente
V. Por lo tanto hemos mostrado un homecomorfismo entre AT y Gy (n —
1 —m,n—~1)
Para concluir recordemos la dualidad de las Grassmanianas, G.(k,d) ~
G4+(d — k,d). Haciendo uso de este otro homeomorfismo llegamos a que,

BAl = Gy(n—1l—mn—1)~G(n—1,m)

Conluyendo la demostracién. 0O

Los espacios de configuraciones afines orientadas de n puntos en el plano
tienen otra propiedad interesante que vamos a utilizar. Recordemos que
Af+(2) actua libremente en En. Resulta que el cociente q : En =3 A2, es un
espacio fibrado principal . Donde para cada configuracién C € A2 | la fibra
es cl grupo de transformaciones afines A f4(2), es decir , g71(C) =~ Af(2).
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Capitulo 4

Grupos Fundamentales

4.1 La Topologia de las Transformaciones Afines

Estudiaremos ahora un aspecto de la topologia de las funciones afines, a
saber, su grupo fundamental.

Ademas de jugar un papel importante como funciones, resulta que las
transformaciones afines tienen propicedades interesantes.

En particular, nos intcresa conocer el grupo fundamental de estas trans-
formaciones porque este va a jugar un papel importante en determinar otros
grupos fundamentales.

Para poder saber quién es m(Af(2). 7o) vamos a ver que el tipo de ho-
motopia de Af(2) cs el mismo que cl de dos copias ajenas de una circunfer-
encia, S' U S'. Como dos espacios que tienen el mismo tipo de homotopia
tienen grupos fundamentales isomorfos, csto nos basta para poder calcular
m(AS(2), To)

Teorema 3 FEl grupo de transformaciones afines A f(2) tiene el mismo tipo
de homolopia que dos copias ajenas de una circunferencia, S' U S! .

Demostracion :

Primero recordemos que Af(2) = GL(2) X R2, y como conjunto es
GL(2) x R? . Como R? es un espacio que podemos contraer a un punto,
podemos concluir que G L(2) ™ R? tienc ¢l mismo tipo de homotopia que
GL(2).

Aqui vamos a usar el proceso de ortogonalizacién de Gramm-Schmidt
para retracr GL(2) a O(2) , el grupo de matrices ortogonales de tamaio
2x2.
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Sea U € GL(2), U = (u,, u2) , donde u; es la i-ésima columna. Demos una
homotopia cn dos pasos de U a una matriz V € O(2). Sca H, : GL(2) x 1 —
G L{2) la siguiente funcidn;

uy
mu,t)y=((1—-1 {—,
WU = (1= D+ bt )

= I(U)=U , H.(U,l):(iﬁ,uz)

Ya que normalizamos la primer columna u;, proyectamos uz sobre la
recta generada por ui . el orlogonal a u;. A la imagen de dicha proyeccion
la llamamos ». llabiendo encontrado v, definimos una nueva funcién f; :
GL(2) x I = O(2) , dada por,

Ho (U 1) = (77—, (1 — Dua + to

Tl o
e TS
= OO =Gpe) s BOD =g e

A lo largo dc todo este proceso no sc cambia el determinante de la matriz,
por lo tanto hemos retraido GL(2) a O(2). Ahora bien, los elementos de
0O(2) que preservan la orientacién del plano son rotaciones respecto al origen
y tienen determinante positivo. Denotemos un elemento de esta forma por Vy
donde @ es el angulo de rotacién . Los clementos que invierten la orientacién
son los de determinante negativo. Por lo tanto, podemos identificar cada
matriz en O(2) con su angulo de rotacién, que lo podemos pensar como
un elemento de la circunferencia §'. Sea f : O(2) - S'uU S!, dada por
f(Ve) = 0 € S!, si la matriz tiene determinante positive la mandamos a la
primera copia de S, sino a la segunda.

Por lo tanto Af(2) tiene el mismo tipo de homotopia que S' U St. O

Sabemos que el grupo fundamental de S!' U S? es isomorfo a los enteros
Z. Esto cs porque al scleccionar un punto base para los lazos en las clases
de homotopia del grupo fundamental nos restringimos a una sola copia de
S', y el grupo fundamental de S! es un grupo libre con un generador Fy,
que sabemos es isomorfo a Z. Asi que como corolario tenemos que ¢l grupo
fundamental de las transformaciones afines es también isomorfo a los enteros.

mi(Af(2), To) = M (S' VS 00)~Z
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4.2 Grassmanianas

En esta seccion vamos a utilizar el homeomorfisino que describimos en la
seccién 3.3 para probar que la familia de Grassmanianas orientadas son sim-
plemente conexas, es decir, que cualquier lazo dentro de alguna de estas
Grassimanianas lo podemos jalar de regreso hasta el punto donde lo lanzamos.

Como mencionamos antes, el cociente ¢ : E, =9 A%, es un espacio fi-
brado, que tiene la propiedad de levantamiento de homtopias. or lo tanto
podemos usar ¢l siguiente teoremas

Teorema 4 Sca p : I = 3 un espacio fibrado, x¢o € p~'(bo) = F, la fibra
de p sobrc by € B. Entonces existe un morfisino de grupos @ : m(3,bg) —»
wo(F, xo) tal que la siguiente sucesion de grupos es eracta,

w1 (F,ro) oy T E, x0) £ 7 (B, bo) -2, o F, xo)

Aplicando directamente este resultado a lo que nosotros tenemos, lleg-
amos a que la siguiente sucesién de grupos es exacta,

T (AS+(2), Po) = 7By po) 22 m1(SAL, [po]) — mo(AS4(2), o)

Como corolario de lo que vimos en la seccién 3.1, podemos afirmar que
Af(2) tiene ¢l mismo tipo de homotopia que la circunferencia S! . Esto
nos dice en particular que wo( A f4(2), po) es trivial, ya que en general siendo
X un espacio topoldgico conexo por trayectorias, tenemos que mwo(X, ) es
trivial. De donde nuestro problema se reduce a estudiar la siguicnte sucesién
exacta;

T (AS(2). po) > mi(En.po) <5 m (WAL, [po]) 5 0

n

Por ser exacta. tenemos que kerd = imgq.. Por lo que concluimos que g.
es sobre, ya que kerd = m(§A%, [po]) implica que imq. = = (3AL, [po]).
Por lo tanto, por el primer teorema de morfismos de grupos, para cal-
cular m(§A% . [po]) tenemos que fijarnos en el cociente de m(£n, po) por
i-(m1(AS1(2) po))-

Entonces lo que nos hace falta para poder utilizar la sucesién exacta
que encontramos usando ¢l Teorema 4, es estudiar 7 (E,,pg) - Para lo cual

'Ver [Hus) pag. 8



44 CAPITULO 4. GRUPOS FUNDAMENTALES
haremos uso de¢ otro tcorema bien conocido, que enunciamos aqui sin de-
mostracion

Teorema 5 Sca M wuna variedad diferenciable de dimensidn m y N ¢ M
una subvariedad diferenciable de dimension n con m —n > 3 . Sea i :
(M \ N) = M la inclusion, entonces i. : m(M \ N,p) — n,(M,p) es un
isomorfismo.

Para poder aplicar este teorema veamos primero que £, es un abierto de
R32", ya que si lomamos una n-ada de puntos en el plano, C € E,, podemos
encontrar una vecindad de C que se quede completamente contenida en E,.
Ademads E, se obticne al quitar de R?” los conjuntos de n puntos que no
generan afinmente ¢l plano, llamémosle N al espacio dc estos conjuntos.
Este espacio A es una subvariedad de R?" que es una variedad diferenciable,
por lo tanto A’ hereda la estructura diferenciable y la podemos pensar como
una subvaricdad diferenciable de R?".

A los elementos de A los podemos describir de manera explicita, ya que si
no generan afinmente el plano quiere decir que los n puntos se encuentran en
una recta, alincados dentro de ella. Cada punto se puede mover solo dentro
de esta recta, por lo tanto A tiene dimensién al menos n. Ademas debemos
tomar cn cuenta que la recta se puede estar moviendo dentro del plano.
P’ero recordemos que a toda recta f2 situada libremente dentro del plano le
podemos hacer corresponder un plano por el origen I en R®. Pensemos que
la recta R es la interseccion de /2 con el plano = = 1, esta asignacién esta
bien definida y es de hecho un homeomorfismo. Ahora el espacio de todos los
planos por cl origen en R® lo conocemos bien, es el plano proyectivo RP2,
que ticne dimensién 2. Por lo tanto N tiene dimensién n + 2.

Por definicién tenemos que £, = R?" \ N, asi que tomando M = R?",
aplicamos el Teorema 5 y llegamos a que,

m(En,p) = m(R*™ \ N, p) = m (R?*", p)
es un isomorfismo cuando 2n —(n+2) 23 < n > 5. Ahora notemos
que m (R2%, p) cs trivial, de donde m( E,, p) es trivial para n > 5.

Aqui todavia no se acaban las ramificaciones de este resultado, pues esto
dltimo implica que el morfismo ¢. hace que (%A% , [po]) sea también trivial
para n 2> 5. pues ya vimos que g. es sobre.

Usando ¢l homeomorfismo entre A% y la Grassmaniana orientada G4(2,n—
1), Hegamos a que m (G+(2,n — 1), ) es trivial, pues cuando dos espacios
son homeomorfos, sus grupos fundamentales son isomorfos.
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Asi es que se desprenden los siguientes resultados cuando n >'5 ;

T (Ln,p) =0
(A% . [po]) = 0
m(G+(2,n—1),P)=0

Es decir, usando todo el trabajo desarrollado en cste capitulo hemos lle-
gado a probar que toda la familia de espacios de configuraciones afines ori-
entadas de puntos en el plano tiene grupo fundamental trivial.

Ademas, ya que G (2.3) cs la esfera 52, tenemos que todas las Grassma-
nianas orientadas de 2 planos en R"~! también tienen grupo fundamental
trivial.

Pero de la misma manera en la que generalizamos el homcomorfismo entre
los espacios de configuraciones y las Grassmanianas, generalicemos ahora
estos resultados.

Sea E,,, , como antes, ¢l espacio de conjuntos de n puntos, ahora en R™,
que generan afinmente R™ |

Epm = {(P1s---spa)lpi e R™ |, < pi,...,pn >= R™}2

Y recordemos que definimos el espacio de configuraciones afines orientadas
de n puntos en R™ como ;

AT := Enm/[Afi(m)

Apliquemos el mismo razonamiento que para el caso de R? y veamos a
donde llegamos.

El cociente g : Enm —9 AT es un espacio fibrado por las mismas razones
de antes, es el cociente de una accién libre principal. Por lo tanto tenemos
asegurada la siguiente sucesién exacta;

1 (AS+(m), po) =+ T1(Engm, p0) = w1 (AT, [po}) —2> wo(AS+(m), Po)

Aqui primero tencimos que ver que wo( A f(m), po) es trivial, para estar
seguros dc que g. es sobre. Pero de la misma manera en la que retraimos

2Aqui < py,...,pn >= R™ quiere decir que la clausura afin de (py,...,pn) genera a
" .
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Af(2) a SO(2) , retracmos A fi (m) a SO(m), que tiene el tipo de homotopia
de §"!'. Por lo tanto wo(A f+(m), pu) es trivial.
Entonces regresamos a la sucesidn;

m (AS(m), o) LI 71 ( Enms Po) — i (n AT, [ro]) o0

De nueva vez, para calcular (AT, [po]) basta ver que hace q..

Siguiendo exactamente los mismo pasos que antes, llamémosle N, al cs-
pacio de los conjuntos de 7 puntos en R™ que no generan afinmente R™,

Calculemos pues la dimensién de N,,. Si un conjunto C de n puntos en
R™ no genera afinmente R™, es por que todos sus puntos se deben quedar

dentro de un (m — 1)-espacio de R™ . Por lo tanto N, ticne dimensién
al menos n(in — 1), pues estos 1 puntos ticnen cada uno m — 1 grados de
libertad para moverse dentro del (in — 1)-espacio.  Ademas este (o — 1)-

espacio se puede mover libremente dentre de R™, llevdndose junto con él a
C, y a lo largo de todo este movimiento €' se queda dentro de Ny, Es decir,
que ademds le tenemos que sumar a la dimension de N, el hecho de que el
(rmn — 1)-cspacio se mueva libremente dentro de R™.

Analogamente a como procedimos antes, recordemos que un (m — 1)-
espacio libre dentro de R™ lo podemos pensar como un m-espacio por el
origen dentro de R™+!. Como ya sabemos bien, el espacio de todos los m-
espacios por el origen dentro de R™ %! es el espacio proyectivo R/ que tiene
dimension m. Todo lo cual nos lleva a la conclusion que A, tiene dimensién
n(m— 1) +m.

Observemos que N, es una subvariedad diferenciable de R*™, y que R™™
tiene grupo fundamental trivial. PPor lo tanto, haciendo uso nuevamente del
Teorema 5, llegamos a que los grupos fundamentales de £, ., y R*™ son
isomorfos cuando tengamos que,

(nm)—~[n(m~1)4+m}=>23 & n>m+3

Por lo tanto cuando n 2 m + 3 tenemos que,

7rl(£‘ﬂ.m7,)0) ~m(R"™,p)=0

Pero como q. es sobre, esto implica que,

m(RAY . [po]) = 0
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Ademads tenemos ¢l homeomorfismo entre los espacios de configuraciones
orientadas y Grassmanianas orientadas, lo que nos dd como fruto,

m(Gy(m,n—1),P)=0
cuandon — 1 > m + 2.

Asi que, usando las relaciones que encontramos en el segundo capitulo,
mas el hecho de que G (n—2,7n—1) es igual a la esfera S™~2, pudimos llegar
a demostrar que toda la familia de Grassmanianas orientadas tienen grupo
fundamental trivial.

4.3 Trenzas Puras y Configuraciones

En esta seccion relacionaremos los grupos de trenzas puras con el grupo
fundamental de un espacio de configuraciones. Sea,

E,={(p1.---.p): i € R%, pi £ p; Vi 5}
Recordemos que ¢l grupo de n-trenzas puras /7, es isomorfo al grupo
fundametal de £,,. Denotemos por F, cl espacio de n puntos distintos en R?
y que ademais generan afinmente R2, os decir,

Fo={(p,---.pn) :pi €ERE, < py,...,po>=R%E,pi # p; Vi j}

Aqui volvemos a hacer uso del Teorema 5, pensando en la inclusién 1 :
F, — E,'.. Para asegurar que el morfismo inducido i. es un isomorfismo sélo
hay que ver la dimensién de E, \ F;,. Siguiendo ¢l mismo razonamiento que
antes, un clemento en E,, \ F, es un conjunto de n puntos distintos en el
plano que no lo generan afinmente. Por lo tanto los n puntos se encuentran
alineados y por lo tanto dim(E,\ F,) = n+2. Porloquesin > 5, i. es
isomorfismo. Entonces,

a(Fo,p) =2 m(E,) = P,

Como F, essubconjunto de E,,, A f;(2) actia librementesobre F,. Veamos
que sucede aqui cuando hacemos cociente F, bajo esta accién. Sea SDZ este
cociente.

O =: F/Af4(2)
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Igual que antes, ¢ : F'—3 D% es un espacio fibrado. Por lo que nueva-
mente podemos utilizar la sucesién exacta,

o . 9
T (AS(2). po) == T (Fr,po) == w1 (SDA . {po]) — 0
Por lo tanto 4. es sobre y tenemos que,

§ _ 1 (Fa. po)
mGP D = S @)

Sabemos ademads que 7 (AS+(2).po) ¢s isomorfo al grupo libre de un
generador Fy, i.e. milAf4(2,0) =< ¢ >. Por lo cual nos basta ver el grupo
generado por i.(g). Ya que < i.(g) >= i.(m(Af4(2), po). pues se mandan
genceradores en generadores.

Aleora bien, g corresponde a un camino de matrices que van dando una
vuelta al plano y al regresar al inicio el plano dié en total una vuclta com-
pleta. Entonces i.(g) es ¢l clemento en el que los n puntos en ¢l plano inicial
estan fijos, al bajar el plano empiezan a rotar, dando una vuelta completa
al terminar. Esto implica que i.(g) = 9. donde 3, cra la trenza cuyos hilos
daban una vuelta completa al bajar. Recordemos que ¢l grupo generado por
“n» €s €l centro de las trenzas puras, <4, >= Z(/3,). Por lo tanto,

i(m(AS+(2).T) =< i(g) >=< 9n >= Z([%).

De donde podemos concluir que si n > 5, entonces ¢l grupo fundamental
del espacio de configuraciones orientadas de n puntos distintos en el plano,
9D%, es cl grupo de trenzas puras médulo su centro, P, /Z(1,).

P
m(?.W.,, [Po]) = Tpn)

La descripcién de este grupo la podemos hacer todavia mads explicita, -
puecs tenemos una presentacién de /2, y sabemos como es 9, en terminos de
estos generadores. P

De la seccién 3 del capitulo 2, recordemos que,

P, ~< {A;jHri.r2.r3,74 > .

El gencrador del centro de las trenzas de colores es,

T = (A12)(A13A423) .. . (A1 oo (Ancin),
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si ahora llamamos / a la trenza trivial y r5 a la siguiente relacidn,

rs 1 (A AraAez) . (Arn - (Ancin) =1

obtenemos pues una presentacién para 7(’—’;',5,

~< {Aij Hri, T2, 3,74, 75 > .
Por lo tanto,

Teorema 6 Sea SD? el espacio de configuraciones de n puntos distintos en
el plano. Entonces,

m (305, [po]) =< {Aij}r,r2, 3, 1,75 >

L5TA TESIS NO SALY

L
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Capitulo 5
Trenzas Afines

Hemos visto que para n > 5 encontramos el isomorfismo = ($D2, [po]) =<
7('3;3:)—. i Que pasa cuandon < 5 ? Los casos n = 1, n = 2, no tienen mucho
sentido y si n = 3 el espacio {D? es un solo punto, puesto que 3 puntos que
generen el plano son afinmente equivalentes a cualesquicra otros 3 puntos
que generen el plano.

Para n = 4 ya vimos que A% es homeomorfo a la esfera S2. Sea,
By = {(p1s- - pa)lpi € R?, pi # p;, Vi # 5}

cntonces,

m (LY, p) =~ Py.

Por otro lado, sea,

Fy= {(Pl,c--,P4)lP.‘ € R21<Ply"'ap4 >= Rzapl' #pj’vzl #J}

entonces el espacio de configuraciones de 4 puntos distintos en el plano esta
definido como,

o =
D% = Fu/A[(2)

I’odemos obtener D% quitando de $AZ las configuraciones que correspon-
den a que dos puntos sean ¢l mismo. Esto quiere decir gue tenemos que quitar
los vértices del cubo truncado. Entonces $DZ es S? menos doce puntos. lo

I impli D2 ~ [IF, londe Fy; denota el lib
cual implica que m(§D7 , p) =~ [F},, donde Fy; denota el grupo libre con once

generadores.
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Veamos las dimensiones de los espacios involucrades, £ C (R?)4, de
hecho es un abierto de (R?)*%, entonces dim(£}) = 8. Haciendo un cdlculo
analogo a los anteriores llegamos a que i (£ \ Fy) =442 =6,

= dim(E}) — dim(Ej\ Fy) =8 -6 =2.

Es decir, el espacio de conjuntos de 4 puntos en ¢l plano que no lo generan
tiene codimension 2 eu ). Esto nos dice que pueden haber lazos no triviales
en Fy que son triviales en [£]. Veamos las conscecuencias.

Llamemos 7 a 7 (F4.p), un clemento v € T es llamada una trenza afin y
puecde pensarse como 4-trenza tal que los conjuntos de <1 puntos en los planos
que la barren nunca se alincan. Dos de estas trenzas afines son equivalentes si
podemos ir continuamente deformando una en la otra por medio de trenzas
afines. Usando la sucesion exacta descrita en la seccién anterior, tenemos
quce,

Ty

~ o L T L——
Fi = m (§D%,p) = .

donde g es el giro completo del plano.

Vamos a mostrar que existen trenzas que son equivalentes en Py y dejan
de serlo en 74. De lo cual concluimos que para pasar de una trenza a otra
existe un momento en ¢l que los 4 puntos de la interseccién de la trenza con
un plano que la barre, se alinean. :

Recordando la notacién del primer capitulo, A;; denota la trenza pura
donde el 7-ésimo hilo le dd vuclta al j-ésimo y regresa. De las relaciones de
P, tenemos que Ay 2434 = Az A2 on Py

Scan a = A2 y 3 = Ajy pensadas ahora en Ty. Supongamos que
a y 8 conmutan en T, es decir, aff = Ba. Esto implica que sus clases
correspondientes [a] y [3] conmutan en el cociente ~<—'§’>—, es decir [a][3] =
[Blla). Ahora ?54; es un grupo libre, de hecho es Fy,, y si dos elementos
en un grupo libre conmutan, deben ser potencias de un mismo clemento.

Entonces existe {c] € Z% tal que,

1= v [Bl=[d™

lo cual implica que,

c"=agy Yy cm =392
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donde g, 'y g2 son giros.

m

= ag\" = (agy)" = " = (Bg2)" = B892

sa™ =83
Donde g5 = g5g; ™. Pero a™ solo enreda los primeros dos hilos y nunca
el primero y ¢l segundo con el tercero y el cuarto como lo hace 3" g3, a menos
de que gy sca ¢l giro trivial. Por lo tanto o™ = 3%, csto cs claramente una
contradiccién, pues de nuevo a™ enreda solo los primeros dos hilos y 87

enreda solo los tiltimos dos.

s a3 #£Ba en Ty

Esto mismo quiere decir que aBa~!'3~ !, que se desenreda en Py, no es
trivial en 7. Por lo tanto para desenredarse, los puntos en el plano que barre
a la trenza se deben alinear en algun momento. Este es un hecho geométrico,
nada obvio, que aqui demostramos usando las interpretaciones algebraicas a
las que llegamos.

Mas aun, la inclusién 7 : F, — £} induce el morfismo 1. : 74 —
m (£, p) > P;. Cuyo nicleo, keri., es un subgrupo de m(Fy,p), y con-
tiene elementos que para desenredarse en f%, los puntos del plano que barre

la trenza se deben alinear.
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Capitulo 6
Conclusiones

Hemos visto que existe una relacién muy estrecha entre las trenzas y las
configuraciones afines de puntos. Llegamos a describir el grupo fundamental
de un espacio de configuraciones afines orientadas de puntos distintos en el
plano, en términos de la presentacion del grupo de trenzas puras. Lo cual
resultd ser interesante pues si no pedimos que los puntos scan distintos, el
grupo fundamental es trivial. Analicemos esto desde un punto de vista un
poco mds abstracto. Tomamos objetos de dimensién cero, puntos, y vimos
que su grupo fundamental se podia expresar usando trenzas, una coleccién
de objetos de dimensién uno.

Si ahora nos preguntamos gue sucede con espacios de configuraciones
de rectas distintas. la intuicién nos dice que geometricamente un celemento
de su grupo fundamental debe ser una coleccién de superficies regladas y
entrelazadas, es decir. trenzadas o anudadas. Donde ademas la interseccién
de un hiperplano con esta coleccidn de superficies nos dia una configuracién
de rectas. Claro que habria que precisar la dimension del espacio en el que
estan metidas estas rectas y del hiperplano. También habria que pensar las
consecnencias que tiene hacer cociente en este caso con el grupo afin, ya que
en las trenzas puras lo que nos hizo falta fue hacer cociente con el centro.

LLa generalizacion de esta situacion podria ser que el grupo fundamental de
un espacio de configuraciones de m-planos. es decir, hiperplanos de dimensién
i, sea un grupo cuyos clementos son objetos geométricos de dimension m+ 1
que se trenzan entre si, moédulo cierta consideraciéon andloga al hacer cociente
el centro de las trenzas puras.

PPor otro lado podriamos ver qué sucede con toda la sucesion exacta de

grupos de homotopia. no sole con el final. Es decir, estudiar.
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el = ‘n'k(.’\f+(7n),]’) — m{ Lnnp) = 7""(?- ;—"7[]’]) = mpi(ASe(m).p) = ...

Solo para darnos una idea, observemos que Af+(m) lo podemos retraer
a S0O(m), ¢l grupo dc matrices ortogonales de determinante positive. El
problema es que en general SO(m) no tienc ¢t tipo de homotopia de S™~!.
como en el caso m = 2. En general, calcular el grupo fundamental de SO(imn)
es un problema dificil. Mucho mis complicado todavia ¢s pensar en qué
grupo cs wx(SO(n), po), que es isomorfo a mi(Afe(m),po). Por lo tanto cs
mas delicado usar la sucesién exacta como lo hicimos para el caso & = 1.
Sin embargo podemos afirmar que hay una relacién entre T (SO(n), ) y
los grupos de homotopia de las familias de Grassmanianas que estudiamos
en el capitulo anterior, asi como los grupos de homotopia dce los espacios de
configuraciones afines orientadas SAT.
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