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Capitulo 1

Introduccién

1.1. Los lenguajes de programacion

Debido a la importancia que los lenguajes de programacién tienen
dentro del desarrollo de software y el papel que las aplicaciones tienen en
nuestra vida diaria, es indispensable que los programas sean eficientes y
confiables. Debido a esto, surge la necesidad de analizar los lenguajes de
programacién con el fin de verificar que los programas sean correctos,
es decir, que cumplan con las tareas para los que fueron hechos.

La forma en que podemos saber cémo se comporta un programa con
el fin de verificar que sea correcto es teniendo una manera de enten-
der el significado de un programa, a esto se le llama la seméntica de un
lenguaje. Se busca entonces, una herramienta que permita hacer demos-
traciones formales sobre propiedades que reflejen el comportamiento que
nosotros esperamos del programa. Por esta razdén, es necesario estudiar
a profundidad la semadntica del lenguaje en cuestién.

En la actualidad hay una gran cantidad de lenguajes de programa-
cién. Algunos presentan ciertas ventajas sobre otros dependiendo del
problema, las caracteristicas que se buscan o los recursos que se desean
optimizar. En base a esto y algunas otras cosas, un programador puede
decidir en qué lenguaje desea hacer el programa o sistema que resuelva
el problema planteado.

Ultimamente ha tomado gran auge la programacién paralela. Con
ella se busca optimizar el desempefio, ya que se pueden realizar tareas
al mismo tiempo, prescindiendo de la secuencialidad de estas ltimas.
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En muchos casos esta forma de resolver los problemas resulta ser mucho
mas eficiente que la manera convencional.

El presente trabajo tiene como punto central de estudio, la semdntica
de un lenguaje de naturaleza paralela: Gamma.-

A través de este trabajo buscamos encontrar formas de demostra-
cién de programas escritos en Gamma proponiendo una transformacién
para los programas en sistemas de reduccién compuestos. Esta abstrac-
cidén, junto con una semdntica y légica propuestas, permitiran tener un
sistema formal de demostracién y de esta forma, la verificaciéon de los
programas de la que ya hemos hablado.

1.2. Gamma y los SRC

El lenguaje de programacién Gamma estid basado en la metaifora
de una reaccién quimica. Lo que se busca es simular la forma en que
reaccionan las moléculas dentro de una solucién. En un programa de
Gamma, tenemos una tnica estructura: el multiconjunto. Los multicon-
juntos son simplemente conjuntos donde se permite la repeticién de los
elementos. Esta estructura es lo que simula la solucién y los elemen-
tos del multiconjunto simulan las moléculas. Como sabemos, para que
algunas moléculas en la solucién reaccionen entre si, deben cumplirse
ciertas condiciones, cuando estas condiciones se dejan de cumplir deci-
mos que se alcanza un equilibrio y las moléculas no reaccionan mas. Lo
mismo pasa en el multiconjunto, se tienen ciertas condiciones sobre los
elementos del multiconjunto que se deben cumplir para que se lleven a
cabo acciones sobre éstos y de esta forma, que se transformen en otros
elementos del multiconjunto. Una vez que ya no existen elementos en
el multiconjunto que cumplan con la condicién dada, el multiconjunto
se queda estable y decimos que esa reaccién ha concluido.

Si consideramos ahora que varias reacciones pueden llevarse a cabo
en un multiconjunto, es decir, hay varias condiciones y varias acciones
sobre los elementos que cumplen estas condiciones, es facil pensar en
que se pueden estar ejecutando varios programas de Gamma al mismo
tiempo. Nos damos cuenta que de esta forma se tiene de manera natural
el paralelismo dentro del lenguaje pues los componentes de la solucién
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reaccionan unos con otros apareciendo de forma natural la composicién
paralela dentro del lenguaje.

En este trabajo estudiamos a fondo la seméantica de Gamma con el
fin de demostrar propiedades de sus programas, asi como de buscar una
generalizacion del lenguaje con un aparato matematico que nos permita
tener herramientas mejor estudiadas y propiedades mejor conocidas: los
Sistemas de Reduccién Compuestos (SRC). Es decir, tenemos la tarea
de transformar los programas de Gamma en un tipo especial de Sistemas
de Reduccién Compuestos como se vera mds adelante.

Ademds de trabajar con Gamma, también se estudia una varian-
te de este lenguaje, Gamma estructvrado. Esta variante surge por la
necesidad de tener mayor control scbro la estructura de Gamma: el
multiconjunto. En Gamma estructurado se introducen algunas restric-
ciones sobre los multiconjuntos, lo que nos da los multiconjuntos es-
tructurados. En los multiconjuntos estructurados se tienen direcciones
que satisfacen ciertas relaciones y que estin asociadas a valores de los
elementos.

Ahora que tenemos una idea mads clara del objeto de estudio de este
trabajo veamos cémo se llevarin a cabo las tareas antes mencionadas.

1.3. Un panorama general

El presente trabajo estd conformado por siete capitulos. En los
capitulos 2 y 3 nos situamos en el campo donde estamos trabajando.

En el capitulo 2 se busca la comprensién de la importancia y la
utilidad que tienen los lenguajes de programacidn, asi como 1a forma
en que éstos han venido cambiando.

El capitulo 3 nos da un panorama amplio de las herramientas con las
que contamos para realizar la tarea que emprende esta tesis mostrando
diversas formas de estudiar la semantica de los lenguajes (explicada de
manera muy breve anteriormente) y las ventajas y aportaciones que
tiene cada una de las semdinticas presentadas a través del estudio de un
lenguaje muy sencillo. Con el estudio de la semdntica de los lenguajes
de programacién que se hace en este capitulo, podremos abordar el
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tema de los sistemas de reduccién compuestos! (SRC), asi como el de
la transformacién de programas en capitulos posteriores. Al final de
este capitulo se muestra una aproximacién al paralelismo, se explica en
qué consiste y el por qué esta forma de cémputo ha sido importante
para las ciencias computacionales. El estudio del paralelismo se hace
mediante una extensién del sencillo lenguaje que veniamos estudiando.
De esta forma se deja en claro las cuestiones que se busca abordar a
través del estudio de los SRC.

En el capitulo 4 se presentan los SRC, se estudia la semantica opera-
cional para estos sistemas con el fin de entender de manera mas profun-
da su comportamiento y se muestran algunos ejemplos de estos sistemas.
Una vez que se ha estudiado mejor a los SRC, se introducen algunos
“objetos matematicos” (trazas y algunas operaciones sobre ellas) con
el fin de construir una légica sobre los términos de los SRC que permi-
ta hacer demostraciones sobre las propiedades de los términos como se
vera en el capitulo donde se aplican las transformaciones propuestas en
este trabajo a un ejemplo concreto.

En el capitulo 5 se aborda el tema de Gamima, el lenguaje que usa
la metéifora de la reaccién quimica para simular el paralelismo en el
lenguaje de programacién de manera natural. Se revisan algunas cues-
tiones del lenguaje como sintaxis, seméntica y se plantea también una
variante del lenguaje: Gamma estructurado, que surge por la necesidad
de tener mayor control sobre la estructura del lenguaje: el multiconjun-
to. También se estudia la semdntica de esta variante de Gamma y los
tipos estructurados.

En el capitulo 6 se tiene una generalizacién del formalismo de Gam-
ma, buscando ver a los programas de Gamma y Gamma estructurados
como un objeto matemdtico mas abstracto: los SRC. Con esto se pue-
de saber si Gamma y Gamma estructurado pertenecen z una clase de
lenguajes paralelos que ha sido ampliamente estudiada 3 de esta forma,
conocer propiedades de estos dos lenguajes. Algunas de estas propie-
dades nos permitirdn hacer demostraciones sobre la correccién en los
programas de estos lenguajes como se estudia en el capitulo siguiente.

En el capitulo 7 se presenta una aplicacién donde se ven reflejados

lde aqui en adelante también los denotaremos simplemente como SRC
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los resultados de este trabajo, se presenta una aplicacién con memorias
virtuales compartidas (MVC). La aplicacién consiste en la presentacién
de un protocolo de coherencia para un sistema de MVC. Mediante esta
aplicacién se emplean la transformacién propuesta para generalizar los
programas de Gamma (ya que el protocolo para las MVC estd escrito
en este lenguaje), asi como la demostracién de propiedades usando la
l6gica propuesta en el capitulo de los SRC. Las propiedades que se
demuestran forman un invariante, de tal forma que se puede demostrar
que el programa en Gamimna es correcto.

Por 1iltimo se presenta un breve capitulo con las conclusiones del
trabajo y posibles rutas a futuro.

1.4. Las bases de la investigacién

Este trabajo es parte de la investigacién del proyecto “Semdéntica del
paralelismo: en busca de una unificacién” que fue financiado por la Red
de Desarrollo e Investigacién en Informética (REDII) y a cargo del Dr.
Francisco Herndandez Quiroz.

Cabe senalar que durante seis meses se recibié un apoyo econémico
para el desarrollo de este trabajo en el tiempo de investigacién. Este
apoyo fue recibido dentro del Programa de Becas para la Elaboracién
de Tesis de Licenciatura en Proyectos de Investigacién (Probetel) de la
UNAM.

La hipétesis de partida para este proyecto fue que la generalizacién
del modelo semantico de Gamma pudiera ser la base para un modelo
semdéntico de los sistemas de reduccién compuestos y, de este modo,
de una subclase de lenguajes paralelos. Finalmente, se buscé que el
modelo semantico permitiera desarrollar algunas técnicas de verificacién
y transformacién de programas.

Los objetivos del proyecto fueron los siguientes:

1. Extraer un modelo matematico mas abstracto de la semantica de
Gamma. disefiada por [Hernandez, 1999].

2. Caracterizar qué lenguajes de programacién paralela pueden con-
siderarse sistemas compuestos de reduccidn.
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3. Formular un modelo semdntico para todos los sistermas de reduc-
cién compuestos basado en la versiéon abstracta de la semantica de
Gamma.

4. Determinar si Gamma de orden superior es un sistema de reduccién
compuesto.

5. En caso de que no lo sea, corresponde investigar de qué forma se
puede extender nuestro modelo semantico para cubrir este lengua-
je.

6. Del mismo modo que en [Hernandez, 1999}, se utilizar4 la seméanti-

ca para desarrollar técnicas de verificacién y transformacién de
programas paralelos.

Conforme a los objetivos mencionados, surgieron dos trabajos de
tesis de este proyecto. Dichos trabajos tienen las mismas bases de in-
vestigacién: parten de estudiar la semdantica de los lenguajes y las es-
tructuras basicas para entender Gamma. Después de este punto cada
tesis toma caminos diferentes. La presente trata de abocarse a los ob-
jetivos primero, segundo y tercero. Mientras que el trabajo de tesis de
Gustavo de La Cruz Martinez [De La Cruz Martinez, 2002] se enfoca a
los objetivos cuarto y quinto.

Empecemos entonces con el estudio de los lenguajes de programacién
para comprender mas adelante la forma en que podemos describir el
comportamiento de los programas.




Capitulo 2

Los lenguajes de programacion

Partiendo de la idea de que los lenguajes de programacién nos sirven
para describir algoritmos, nos podemos dar cuenta de la importancia
que éstos tienen en el mundo de la computacién.

2.1. Su importancia

Los lenguajes de programacion son empleados en cualquier aplicacién
de software que podamos pensar, para desarrollar cualquier programa,
por mas sencillo que sea, debemos utilizar un medio para decirle a la
computadora lo que queremos que haga. Por esta razén los lenguajes
de programacion son parte del corazén de la ciencia de la computacién.

Sin embargo, no es lo mismo escribir un programa en lenguaje de
mdéquina que en un lenguaje de alto nivel, donde el lenguaje mismo es
independiente de la méquina. En la actualidad hay tantos lenguajes de
programacion como formas de afrontar un problema.

Debido a la gran importancia que tienen los lenguajes de programa-
cién surge la necesidad de estudiarlos y analizarlos a profundidad para
buscar nuevas alternativas para atacar los problemas de implementa-
cién y disefio que se presentan en el desarrollo de software, asf como el
estudiar técnicas que nos permitan saber o demostrar que un programa
realiza la tarea que se desea. Es decir, queremos estar seguros que un
programa resuelve el problema para el que fue hecho.
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2.2. Su evolucién

El avance de la computacion en nuestros dias se da a pasos agiganta-
dos, tanto software como hardware avanzan rdpidamente dando como
resultado nuevas formas de atacar los problemas para ganar velocidad,
almacenamiento o facilidad de uso en los programas o en las miquinas
mismas.

El avance en el software es muy importante, nos permite atacar nue-
vos problemas, resolver los ya existentes o hacer las soluciones mas
eficientes.

Se podria pensar en un principio que el estado de los lenguajes de
programacion en la actualidad es estable, sin embargo, no es raro encon-
trar nuevos paradigmas de programacion, nuevos enfoques para atacar
los problemas, y todo el tiempo surgen nuevas metodologias de progra-
macién y con esto nuevos lenguajes.

Para estudiar un lenguaje debemos poner atenciéon en su sintaxis,
que los programas que se escriban pertenezcan al lenguaje, es decir,
estén bien formados. También debemos estudiar su semantica, es decir,
el significado de los programas escritos en el lenguaje.

A continuacién estudiaremos ¢émo es que se debe entender lo que un
programa quiere decir para que la maiquina lo traduzca a las acciones
deseadas. De esta forma, podemos llegar a demostrar propiedades sobre
el comportamiento de un programa para un lenguaje dado. Seria inte-
resante tener una forma de demostracién que nos permita abarcar no
s6lo un lenguaje de programacion sino un conjunto de éstos. Veremos
mads adelante que mediante la idea propuesta en el presente trabajo, es
posible construir un sistema de demostracién formal mas general. Pa-

semos ahora a estudiar cémo podemos entender el comportamiento de
un programa.

2.3. La semantica de los lenguajes

La semantica de los lenguajes la podemos entender como el proceso
que nos permite conocer el significado de los programas, es decir, in-
terpretar los simbolos que pertenecen al lenguaje y realizar las acciones
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correspondientes. De forma aniloga a como hacemos con el lenguaje na-
tural, en la seméntica de los lenguajes de programacién entendemos la
semadntica como la forma en que traducimos los elementos del lenguaje
en objetos que tienen sentido y significado para nosotros.

Para que quede mas claro el concepto podemos emplear el siguiente
ejemplo:

El cielo es azul

Sabemos que las palabras que forman la oracién pertenecen al len-
guaje espaiiol, es decir, son palabras bien formadas sintdcticamente.
Sin embargo podemos entender perfectamente qué es lo que estamos
diciendo gracias a la semantica del lenguaje, sabemos lo que representa
cada palabra, sabemos a qué objetos nos estamos refiriendo. Es decir,
€l conjunto de palabras tiene sentido.

Algo similar pasa con los lenguajes de programacién, con la ventaja
de que, a diferencia de las lenguas naturales donde encontramos muchas
ambigiiedades, en los lenguajes de programacién tenemos un esquema
mais rigido. Sin embargo, la idea es similar, una vez que tenemos un
programa sintacticamente vialido debemos darnos cuenta si lo que te-
nemos es algo que tenga sentido, es decir, que tenga una interpretacién
valida.

Con un ejemplo de un programa muy sencillo podemos terminar de
aclarar esta idea:

x = (1+4);

Podemos decir que este sencillo programa estd bien construido
sintacticamente pues pertenece a un lenguaje (C por ejemplo), pero de
acuerdo a la semdntica podemos saber que se trata de una asignacién,
que debemos hacer una suma de dos enteros y el resultado serd guarda-
do en la variable x. El simbolo '+’ toma el significado de la operacién
aritmética que correspornde a la suma, los simbolos numéricos 1 y 4 son
interpretados como las dos cantidades que representan en la aritmética
estandar.

Ahora estudiemos mds a detalle estos conceptos.
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2.3.1. Importancia de la semantica formal

Los primeros lenguajes de programacién (ALGOL 60 por ejemplo)
usaban lenguaje natural e informal para describir su semadntica. Debi-
do a esto tenian muchos errores y ambigiiedades en su definicién y las
incompatibilidades entre las implementaciones se hicieron inevitables.
Es decir, se podian encontrar formas diferentes de interpretar el mismo
programa. Fue entonces cuando quedé claro que las especificaciones for-
males eran importantes. Para tratar de dar especificaciones semdnticas
se han abordado varias formas de hacerlo.

2.3.2. La semantica operacional

La semantica operacional describe el comportamiento de un lenguaje
definiendo inductivamente las relaciones de transicién para expresar la
evaluacién y la ejecucién del lenguaje.

Por ejemplo, supongamos en un lenguaje dado consideramos:

=n,meEN
= X, Y € Loc
a € ExpA
be ExzpB

= c € Com

donde Loc es el conjunto de localidades de memoria, EzpA es el conjun-
to de las expresiones aritméticas, EzpB es el conjunto de las expresiones
booleanas y Com es el conjunto de comandos del lenguaje.
Estos conjuntos los podemos describir mediante reglas de formacién:
Para ExzpA:

ax=n)X|ay+a1lapg—a;|ag xa
Para EzpB:

b ::=cierto | falso | ag = a1 | agp < a1 | =b|lbgAbL |boVi



2.3 La semdntica de los lenguajes 13

Para Com:

cu=skip | X :=a | ¢p;c1 | if b then ¢ else ¢; | while b do ¢

De esta manera tenemos una definicién inductiva del lenguaje. A
continuacién podemos decir c6mo se comportan los programas escritos
en este lenguaje cuando son ejecutados.

Podemos pensar de forma intuitiva en cémo se evaltan los conjuntos
antes mencionados utilizando de alguna forma los estados, o valores de
las variables que el programa utiliza. Una expresién aritmética se evalia
en un entero, una expresion booleana se evalia en un valor de verdad.

Los valores resultantes pueden afectar la ejecucién de los comandos,
los cuales son el medio para modificar los estados por los que se va
pasando al ejecutarse el programa.

El conjunto de estados X son funciones o : Loc — N de las locali-
dades a los naturales (en el caso particular del lenguaje que estamos
manejando). Podemos ahora considerar la evaluacién de una localidad

en un estado o dado. Supongamos que a en el estado o tiene un valor
de n, esto es:

{a,0) = n

Al par {a, o) lo llamaremos configuracidén.

Ahora podemos seguir con la especificacién de las relaciones de eva-
luacién con reglas basadas en la sintaxis:
Para evaluar niimeros:

(n,o) > n

Al evaluar el niimero nn obtenemos n mismo.
Para evaluar localidades:

(X,0) = o(X)

Al evaluar una localidad obtenemos el valor de su contenido en ese
estado.
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Para evaluar las sumas:

{ag) =+ ng {(a1,0) = n1
{ap +a1,0) > n

Para evaluar los productos:

{ag) - ng {a1,0) > m
{ap X a1,0) =+ 1

donde n es la suma de ng y n3

donde n es el producto de ng y m3

Estas reglas expresan por ejemplo, que al evaluar la suma de dos
expresiones se obtiene el niimero que corresponde a la suma de los
nimeros correspondientes a la evaluacién de los sumandos.

De esta forma, cuando se quiere hacer una evaluacién de una ex-
presién aritmética a en algin estado o lo que se hace es buscar una
derivacién en la cual la parte izquierda de la conclusién case con (a, o).
A la estructura que vamos construyendo para llegar a tener la evalua-
cién de una expresién la llamamos arbol de derivacién.

Aunque esto no pasa para expresiones aritméticas, en general, mas
de una regla tiene una parte de la izquierda que casa con las configura-
ciones dadas. Para garantizar el encontrar un arbol de derivacién con
la conclusién que case, cuando existe una, todas las reglas que casen
deben ser consideradas, para ver si pueden ser las conclusiones de las
derivaciones. Todas las posibles derivaciones con la conclusién deben
ser construidas en paralelo, es decir, se construyen varios arboles de
derivacién.

De esta forma obtenemos un algoritmo para la evaluacién de expre-
siones aritméticas basado en la biisqueda de un arbol de derivacién.
Como puede ser implementado casi directamente a partir de las reglas
la especificacién del significado, es decir, de la semdntica de las expre-
siones aritméticas de forma operacional, se dice que estas reglas dan
una semdntica operacional de tales expresiones.

La relacién de evaluacion determina una relacién natural de equiva-
lencia sobre las expresiones, definida como:

ag ~ a; sit (Vn € NVo € X.{(ag,0) = n < (a1,0) — n),

es decir, dos expresiones aritméticas son equivalentes si y solo si al
evaluarse producen el mismo valor.



2.3 La semadntica de los lenguajes 15

La evaluacién de expresiones booleanas
Ahora veamos cémo se evahian las expresiones booleanas a los valores
de verdad con las siguientes reglas:

{cierto, o) — cierto
Andlogamente para el caso de falso.

{ag, o) &> n {a1,0) > m
{ap = a1, 0) — cierto

si n y m son iguales.

Anslogamente para el caso de falso, en el caso en que no sean iguales
obtenemos falso.

{@0,0) &> n (ai,0) > m
{ap < a1,0) — cierto

si n es menor o igual que m.

Anslogamente para el otro caso en el que tendremos falso.

{b,o) — cierto
{—b, o) — falso

Anilogamente cuando la evaluacién de b es falso, tenemos cierto.
Ahora vemos el comportamiento para los operadores légicos:

{bo, o) = to{b1,0) — 11
<b0 N bl,d) —t

donde t es cierto si tg = cierto y t; = cierto y ¢t = falso en otros
casos.

Anidlogamente para V, si alguno de los dos es cierto el resultado es
cierto y falso si los dos lo son.

De esta forma, las reglas nos dicen c6mo reducir las expresiones boo-
leanas a un valor de verdad.

Otra vez hay una relacién natural de equivalencia en las expresiones
booleanas: dos expresiones booleanas son equivalentes sii se evaliian en
el mismo valor de verdad en todos los estados:

bp ~ b sii ViVo € .(bg,0) — t <> (bl,a) —t
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La ejecucién de comandos

Las expresiones producen valores al evaluarse en un estado en par-
ticular. Los programas, y por tanto, los comandos, se ejecutan para
cambiar el estado. Un par (c,o) representa una configuracién (o co-
mando), que indica que se ejecuta el comando ¢ sobre el estado o. Esto
es, al ejecutarse c se llevan a cabo posibles cambios en las variables,

modificando asi el estado o y teniendo como resultado un nuevo estado
o’'. Definimos entonces la relacién

{c,0) = o’

Ahora veamos la notacién que usaremos para definir las reglas que
describen la ejecucién de comandos:

o100 = { Ty 3 535

Reglas para los comandos:
Comandos atémicos

(skip,o0) = o

Secuencial
{co, ) =+ " {a,d") — o’
(CO; C1, O') — o'
Condicionales
{b, o) — cierto {cp,0) — o’
(if b then ¢y else ¢;,0) — o’
(b,0) — falso {(c1,0) — o’
(if b then ¢y else c3,o0) — o’
Ciclos

{b, o) — falso
{(while b do ¢c,0) —» o
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{b,0) — cierto (c,o) — ¢” (while b do ¢,o") = o’
(while b do c,o) = o’

De nuevo hay una relacién natural de equivalencia sobre comandos:

co ~ ¢ sii Vo, o' € B.{co,0) = o’ «= {c1,0) = &'

2.4. La semantica denotacional

En la seméntica operacional podemos observar que hay ciertas ar-
bitrariedades en las reglas, por ejemplo el tamaifio de los pasos de las
transiciones de la derivacién. Ademas en la descripcién del comporta-
miento se mezcla la sintaxis, lo que hace dificil comparar dos programas
escritos en diferentes lenguajes. También notemos que el estilo de la
semdntica es bastante cercano a una implementacién del lenguaje, por
lo que la descripcién puede ser dada a un intérprete para conocer la
equivalencia entre expresiones aritmeéticas, booleanas o commandos. Por
ejemplo (como veiamos anteriormente):

co ~ a sii (Vo,0'.{cp, o) = ¢ <> (c1.7) — o).

Sin embargo hay otra forma mas directa de capturar la semdntica
del lenguaje si solo estamos interesados en los comandos equivalentes.
Notemos que cg ~ ¢y sii:

{(e,9){co, 0} = o'} = {(0,0")|{e1,0) — &'}

En otras palabras, dos comandos son equivalentes si y solo si ambos
determinan la misma funcién parcial sobre los estados. Esto sugiere la
posibilidad de definir el significado o la semdntica del lenguaje en una
forma mais abstracta en la cual tomamos la denotacién de un comando
haciéndola una funcién parcial sobre los estados. Esta nueva forma de

describir la semantica es lo que conocemos como semdntica denotacio-
nal.
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Una expresién aritmética a € ExpA denotard una funcién
Afa]: 2 - N
Una expresidén booleana b € FzpB denotara una funcién

Bb]: = T

del conjunto de estados al conjunto de valores de verdad (es decir: T' =
{cierto, falso}). .

Un comando ¢ denotara una funcién parcial Cfc] : & — .

Notemos que A es una funcién de las expresiones aritméticas del
tipo ExzpA — (£ — N), y en lo primero que pensamos cuando vemos
una expresién aritmética es en evaluarla. Los corchetes puestos a una
expresién quieren decir “no se evalie” ya que es un objeto sintictico.
Entonces ponemos los corchetes alrededor de una expresién como argu-
mento de una funcién semdantica para mostrar que el argumento es un
objeto sintictico.

Ahora veamos las denotaciones de las expresiones que tenemos:
Para EzpA:

Aln] = {(o,n)|o € T}
A[X] = {(o,0(X))|e € T}
Alag + a1] = {(o, no + n1)[(0, ng) € Alao] & (o,m1) € Afa1]}
Andlogamente para la resta y la multiplicacién.
Nétese que los signos “+7, “-”, “x” del lado izquierdo de la definicién
representan simbolos sintacticos mientras que los signos de la derecha

representan las operaciones sobre los niimeros, por ejemplo para cual-
quier estado o,

A[3 x 5] = Af3]o x A[5}c =3 x5 =15
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Para ExzpB:
Bfcierto] = {(o,cierto)|c € =}
Blfalso] = {(o,falso)jo € =}

Blao = a1l

{(o, cierto)lo € = & Alaploc = Alai]lo} U
{(o, falso)|o € T & Alao] 7 Afa1lo}
Bfao < a1] = {(o,cierto)|c € © & Afaglo < Afa;jo} U
{(o, falso)|oc € = & Afag] £ Alai]o}
B[-b] = {(o,-t)lo €= & (0,t) € B[b}}
Blbo Al = {(o,toAt1)lo € T & (o,t) € Bibo] & (o, t1) € Blb1]}
Andlogamente para la disyuncién de expresiones
booleanas.

Para comandos:

La definicién de C[c] para comandos es méds complicada. Primero
daremos denotaciones como relaciones entre estados; y después seguire-
mos la induccién estructural para mostrar que son en realidad funciones
parciales.

Es bastante claro que:
Clskip] = {(o,0) | c €}
ClX :=a] = {(o,0m/X])|oc e & m = A[a]c}
Cleosa] = Cle} o Cleo}
C[if b then c¢p else ¢;] = {(o,0")|B[b]c = cierto & (o, ') € Clco]} U
{(o0,d")|B[b]o = falso & (o,d") € Clc1]}

Pero encontramos dificultades cuando consideramos la denotacién de
un ciclo while,
w = while b do ¢
Notemos que la siguiente equivalencia existe:

w ~ if b then c; w else skip



2.4 La semdntica denotacional 20

asi que la funcién parcial Cw] deberia ser igual a la funcién parcial
C[if b then c else skip]. Entonces tenemos

Clw] = {(o,0") | Bibjo = cierto &{o, 0’) € Cfc; wl} U
{(o,0") | Bjb]jo = falso

{(o,7”) | B[bjo = cierto &(o, ') € Cfw] o C{c]} U
{(e, ") | Bb]lo = falso}

Escribiendo ¢ en lugar de Clw], 8 en lugar de B[b] y v en lugar de
Clc], necesitamos una funcién parcial ¢ tal que

¢ = {(o0,0") | B(c) = cierto &(o,0") € po vy} U
{(o, ¢') | B(c) = falso}

Pero tenemos ¢ en los dos lados de la ecuacién. Necesitamos entonces

una forma de solucionar esta ecuacién “recursiva”. Se define entonces
la funcién I' donde:

I'(¢) = {(o,0") | B(o) =cierto &(0,0") € pov}U
{(e, ") | Blo) = falso}
= {(o,0") | Fo”.B(s) = cierto & (o,0") € v & (0”,0') € $p} U
{(o, ") | Blo) = falso}

la cual regresa I'(¢) dada ¢. Notemos entonces que lo que se busca es
un punto fijo ¢ de I en el sentido de que

¢ =T(¢)

Podemos considerar a I' como un operador sobre los conjuntos defi-
nidos por las instancias de reglas:!

R = {({(0'”7 0")}/(0’, U,)) | B(o) = cierto &(a, 0,,) € '7} U
{(®/(o,5") | B(o) = falso}

Sabemos entonces que I" tiene un punto fijo minimo definido por fiz,
de tal forma que:

¢ = fiz(I)

!'Revisar {Winskel, 1993] para profundizar sobre este tema.
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De esta forma se toma la denotacién del programa while como este
punto fijo minimo y se puede seguir con la definicién de la semantica
denotacional de los comandos.

Siguiendo con la definicién estructural:

Ciskip] = {(o,0) | o€z}
CiX :=a] = {(o,0lm/X])| o € & m = Ala]o}
Cleo; 1] = Clei] o Cleo]
C[if b then ¢p else c1] = {(o,d")|B[b]e = cierto & (o, ') € Clecol}
U{(o, o")|Bb)o = falso & (o, ') € Clc1l}
Cwhile b do ] = fiz(I')

donde

T'(y) = {(o,0") | B[blo = cierto & (o,0’) € ¥ o Cc]} U
{(o, o) | B[b]o = falso}

De esta forma definimos una denotacién de cada comando como una
relacién entre los estados. Nétese como la definicién semantica es com-
posicional en el sentido de que la denotacién de un comando es construi-
da a partir de las denotaciones de sus subcomandos inmediatos, debido
a la definicién estructural.

Cabe mencionar que existe la equivalencia entre las dos semdanticas.
Consiiltese [Winskel, 1993] para mas informacién.

2.5. La semantica axiomatica

Ahora vamos a enfocarnos al problema de cémo probar que un pro-
grama hace lo que se desea. Lo que queremos tener es un sistema formal
para probar propiedades de los programas basado en reglas para cada
construccién en el lenguaje que estamos manejando. Estas reglas son las
llamadas reglas (o ternas) de Hoare. Originalmente se intenté no solo
probar propiedades de los programas sino también dar un método para
explicar el significado de las construcciones de programas; el significado
de una construccién fue especificado en términos de “axiomas” (o re-
glas) que dicen cémo probar propiedades de estas construcciones (ciclos,
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asignaciones, condicionales, etc). Debido a esto, esta nueva semdantica
se llama semdntica ariomdtica.
Veamos por ejemplo un programa sencillo en el lenguaje que veni-

mos manejando que nos permita calcular la suma de los primeros 20
naturales:

S = 0;
N :=1;
(while =(VN =21)do S: =S+ N;N:=N+1)

Cémo podemos probar que este programa cuando termina deja en
S = 207?.

Desde luego, una cosa que se podria hacer es correrlo de acuerdo a
la semantica operacional y ver qué obtenemos. Pero supongamos que el
programa es alterado un poco, en lugar de “while =(N = 21) do ...”,
ponemos “while —=(IN = P + 1) do ...”y asignamos un valor positivo
arbitrario a P antes de empezar. De esta forma podria hacerse la suma
hasta cualquier nimero natural. Sin embargo, ya no podemos probar
que el programa es correcto simplemente corriéndolo de acuerdo a la
semantica operacional para todos los valores posibles de P. Debemos
ahora tener una abstraccién y usar alguna légica para razonar sobre el
programa.

Quisiérarnos tener un sistema formal de demostracién para probar
propiedades de los programas basado en reglas para cada construccién
posible en el lenguaje que estamos manejando.

La base del sistema de prueba es el invariante: una proposicién que es
cierta antes, durante y después de la ejecucién de un comando. Tenemos
entonces un sistema de prueba basado en proposiciones de la forma:

{A}e{ B}

donde A y B son proposiciones 16gicas como las que vimos para ExpB
y ¢ es un comando.

Esto quiere decir, cualquier terminacién de ¢ de un estado que satis-
face A termina con un estado que satisface B. A es la precondicién y
B la poscondicién.
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Introduciendo algo de notacién, decimos que un estado o satisface
la proposicién A, o A es verdadera (cierto) en el estado o como :

gl=A

Como un comando ¢ denota una funcién parcial de los estados ini-
ciales a los estados finales, la correccién parcial indica:

Vo.(o |= A & C[c]o esta definido ) = Clc]o = B

En caso de que C[c]jo no esté definido tomamos la convencién de L
como el estado indefinido C[cJo = L. y asumimos que L = A para toda
proposicién A. Para ser consistentes consideramoes que 1 no estd en el
conjunto de estados .

Podemos describir el significado de {A}c{B?} como:
VoeXol=A = Cldo =B

Las proposiciones que nos interesan acerca de los programas: perte-
necen al cilculo de predicados, es decir, queremos tener herramientas
para inferir y demostrar propiedades de los programas, para esto debe-

_mos usar variables enteras que podamos cuantificar. Extendemos pues
a las expresiones aritméticas como el conjunto ExzpAv:

az=n|X|i|lap+arlao—a1 laygxa
donde
n € N (los naturales )

X € Loc (las localidades )

i € VarEnt (el conjunto de las variables enteras cuantificables) *

Y extendemos las expresiones booleanas para incluir estas expresio-
nes aritméticas mds generales con cuantificadores e implicacién:

P := cierto|falso |ap=a1lap<a1| Fo AP, | BV P |-P|
Py= P |Vi.P|3iP
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Llamaremos a este conjunto de expresiones booleanas extendidas como
Prop. . ’

Nosotros tenemos un sentido comin para entender las expresiones
y las proposiciones. Sin embargo, como queremos hacer razonamientos
sobre los sistemas de demostracién basados en proposiciones, no solo en
ejemplos, debemos ser mas formales y dar una teoria del significado de
las expresiones y las proposiciones con variables enteras.

Este tema va mas alld del alcance de la presente tesis, pero se encuen-
tra en cualquier texto de légica. Basta con mencionar que el significado
de las nuevas expresiones aritméticas que incluyen a las variables ente-
ras depende de la interpretacién que se le de a las variables. Es decir,
una interpretacidon es una funcién I : VarEnt — N.

Podemos entonces definir una funcién seméantica P la cual regresa el
valor asociado a una expresién aritmética con variables enteras en un
estado y una interpretacién particulares. El valor de una expresién a €
Prop para una interpretacién I y un estado o se denota como Pja]lo.
. Definimos entonces esta funcién por induccién estructural como:

Plnllo=n

PlX]Io = o(X)

PlilIo = I(3)

Plag + a1}fo = Plaollo + Pla1lio
andlogamente para las demds operaciones aritméticas.

Lo mismo pasa para la nocién de satisfaccién que veniamos mane-

jando, esta nocién, dependerd ahora de la interpretacién particular que
estemos considerando. Por ejemplo, definimos algunas reglas por induc-

cion estructural sobre las preposiciones, para todo o € ¥ y para una
interpretacién I:

o =7 cierto

o |=I (ap = a1) si Plaocllo = Plai}io

o= ANB sio=lA & oF!'B
oI A= B si (KolA) o oE!B

o =1 vi.A si (=" A para todan € N

anilogamente para las demas expresiones.
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Es importante decir que esta idea se emplea mas adelante en el
capitulo donde se revisa una aplicacién concreta y se demuestra la co-
rreccién de un programa. Sin embargo, para entender la clase de lengua-
jes sobre la que se trabajard, es necesario revisar otra forma de cémputo
distinta a la secuencial.

2.6. EIl caso paralelo

Sabemos que el tamafio y complejidad de las aplicaciones actuales
muchas veces sobrepasan las capacidades en cuanto a tiempo de res-
puesta de las maquinas tradicionales y a veces es mucho mas rdpido o
eficiente realizar tareas en paralelo, es decir, repartir el trabajo en tareas
que se pueden llevar a cabo al mismo tiempo y asi realizar el trabajo
en menos tiempo. Esto mismo se puede realizar mediante hardware y
software, empleando varios procesadores o lenguajes paralelos.

La concurrencia en un lenguaje de programacidon y el paralelismo en
el hardware son conceptos independientes. Las operaciones en hardware
ocurren en paralelo si se traslapan en tiempo, esto es, si se ejecutan al
mismo tiempo de forma independiente pero controlada. Las operaciones
en el cédigo fuente son concurrentes si pueden, pero no necesariamente,
ser ejecutadas en paralelo. Podemos tener concurrencia en el lenguaje
sin un hardware paralelo, y también tener ejecucién paralela sin concu-
rrencia en el lenguaje.

A continuacién hablaremos mas acerca de los lenguajes paralelos y
la concurrencia.

2.7. Introduccién al paralelismo y no de-
terminismo
La computacidén paralela se basa en la subdivisién de una tarea com-

putacional en diversas subtareas que se realizan simultdneamente. Entre
las motivaciones centrales de la computacién paralela estan:

= el incremento de la rapidez de cdmputo (es decir, dos computadoras
pueden —en principio— hacer en la mitad de tiempo la misma tarea
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que una computadora sola);

mayor eficiencia en el manejo de los recursos computacionales, pues
en muchas ocasiones el que una computadora se ocupe de una sola
tarea a la vez implica la subutilizacién de recursos (dispositivos

periféricos, memoria, etc.) que podrian emplearse de manera si-
multinea;

= responder a una serie de problemas de la realidad en los que existe
la. interaccién simultanea de distintos procesos.

La subdivisién de tareas se realiza por medio de una combinacién de
hardware y software especificos. Sin embargo, en la mayor parte de los
casos se cuenta con un lenguaje de programacién en el que se especifica
la divisién de tareas.

Una manera sencilla de abordar el tema del paralelismo es extender
nuestro lenguaje del principio con una operacién de composicién para-
lela. Para los comandos ¢y, ¢1, su composicién paralela cp || c1 se ejecuta
como c¢g y ¢1 juntos, sin ninguna preferencia.

Podemos explicar la ejecucién de la composicién paralela de dos co-
mandos por las reglas:

(C0,0') —r1 o’ (co,a) —1 (C()’U,)

(co || e1,0) —1 {e1,0") (co ll @1,0) =1 {cp |l c1,0")
{c1,0)Y =1 o' . {er,0) =1 {1, a")

(a |l a1,0) —1 (c0,0") {co || c0,0) —1 {eo || ¢}, 0")

La simetria en las reglas introduce una incertidumbre sobre el com-
portamiento de los comandos. Consideremos por ejemplo la ejecucién
del programa (X := 0 || X := 1). Sin importar el estado inicial, no
sabemos con qué valor terminard X. Esta incertidumbre sobre el com-
portamiento es llamada no determinismo.

Paraddjicamente, un uso disciplinado del no determinismo nos puede
levar a una presentacién mas sencilla de los algoritmos. Esto es porque

en algunos casos el objetivo de un programa podria no depender de cudl
tarea se debe realizar primero.
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Para lograr esto debemos extender nuestro lenguaje con dos nuevos
conjuntos de comandos y de comandos con guardias. La sintaxis de los
nuevos comandos estd dada por las reglas:

c:=skip | abort | X :=a | cpje1 | if cg fi| do cg od

cg:=b — c| cgoleqn

El constructor usado para formar comandos con guardia es llamado
alternativa. El comando con guardia tipico tiene la forma

(b1 = )l -- §(bn = cn)

En este contexto las expresiones booleanas b son llamados los guar-
dias, la ejecucién del comando ¢; depende de que el guardia correspon-
diente b; se evaliie a cierto. Si ningin guardia resulta verdadero en
una estado el comando con guardia falla, en este caso el comando no
termina en un estado final. De otra forma, el comando ejecuta de ma-
nera no determinista los comandos ¢; cuyo guardia b; sea verdadero. El
nuevo comando abort no termina en un estado final desde cualquier
estado inicial. El comando if cg fi se ejecuta como cg si no falla, y de
otra forma, se comporta como abort. El comando do cg od ejecuta

repetidamente el comando cg hasta que éste falle y actia como skip si
cg falla inicialmente.
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Capturamos esta explicacién informal mediante las siguientes reglas
operacionales:

{skip,o0) = o
{a,0) =+ n
(X :=a,0) = oln/X]

(c0,0) —+ o’ (c0,0) —* {cp,0")
{co;c1,0) — (c1,0) {co; c1,0) —* {chic1,0")
{cg, o) —* (¢, 0")
(if cg fi, o) — (¢, o)

{cg, o) — fail {cg,0) = {c,0")
{do cg do,o) = o {(do cg od, o) — {c;do cg od,o’)

Reglas para los comandos con guardias:

{b,o) — cierto
(b —c,0) = (c,0)

{cgo, o) — {c,0") {eg1,0) — (c, ')
{cgolcgr, o) — (c, ') {cgollcgr, o) = {c, o)

{b,o) — falso {cgo, o) — fail {cg;, o) — fail
(b = c,0) — fail {cgolcg1, o) — fail

Un ejemplo seria un comando que asigne el maximo valor de dos
localidades X y Y a la localidad M AX:

if
X>Y >+ MAX =X
1
Y>X— MAX =Y
fi

La simetria entre X y Y se perderia en el lenguaje tradicional que
veniamos manejando.
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Con los programas concurrentes parece natural permitir decisiones
arbitrarias en el cémputo, siempre y cuando esto no afecte el resultado,
dejando de lado el determinismo.

Ahora pongamos atencién en un formalismo que nos permita modelar
el comportamiento descrito anteriormente en otros términos. Empeza-
remos por entender los sistemas de reduccién.
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Capitulo 3

Sistemas de Reduccion Compuestos

Para entender los Sistemas de reduccién compuestos (SRC), estudia-
mos primero los sistemas de reduccién para luego abordar el tema de
la composicién de estos sistemas.

3.1. Importancia de los SRC

Los SRC pueden entenderse como sistemas de reescritura de térmi-
nos, es decir, se tienen reglas reescritura que nos permiten transfor-
mar los elementos del conjunto que estemos tratando. Un sistema de
reduccién es simplemente una forma mas abstracta de presentar a los
sistemas de reescritura de términos. En el caso de los sistemas de reduc-
cién compuestos se tienen operadores de composicién sobre las reglas
de reescritura, el operador de composicién paralela y el de composicién
secuencial.

El concepto de un sistema de reescritura de términos (SRT) es pa-
radigmatico para el estudio de los sistemas de cémputo. Ya hace medio
siglo, el cilculo lambda, probablemente el mejor coniocido de los SRT,
tuvo un papel importante en la légica matemaitica con respecto a for-
malizar la nocién de computabilidad; mucho después, el mismo SRT
figurd en el trabajo fundamental de Scott, Plotkin y otros, llevandolos
a un nuevo enfoque en la semantica denotacional de lenguajes de progra-
macion. Recientemente, este sistema de 16gica combinatoria, mostré ser
una fructifera herramienta para la implementacién de lenguajes fun-
cionales. Mas recientemente otra familia de SRT realizé importantes
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conexiones entre los conceptos de teoria de categorias y los pasos ele-
mentales en los cdlculos computacionales.

Los SRT son atractivos por su sintaxis y semdntica sencillas —al
menos los SRT que no involucran variables acotadas como el cilculo
lambda, pero involucran la reescritura de términos de un lenguaje de
primer orden. Este aspecto facilita un andlisis matemadtico satisfacto-
rio. Por otro lado, proporcionan un medio natural para implementar el
cémputo, y en principio aun para el cémputo paralelo. Esta caracteristi-
ca hace interesantes a los SRT para el disefio de maquinas de reduccién
paralela.

Otro campo donde los SRT tienen un papel fundamental es en andli-
sis e implementacién de especificaciones de tipos de datos abstractos
(propiedades de consistencia, teoria de computabilidad, decibilidad de
problemas, demostracién de teoremas).

3.2. Los sistemas de reduccién

Los sistemas de reduccién son simplemente conjuntos con una re-
lacién binaria (o coleccién de relaciones) de “re-escritura” como men-
ciondbamos anteriormente. Un sistema de reduccién puede pensarse
como una forma abstracta de cémputo que abarca los conceptos funda-
mentales de la computacidn: iteracidn, terminacién y no-terminacidn.

El cédmputo puede verse como el proceso de re-escritura que hemos
mencionado de forma iterativa, empezando con algiin objeto del con-
junto, y la terminacién corresponde a obtener un objeto que no puede
ser reescrito mas. Por otro lado, la no-terminacién podemos verla como
la capacidad de reescribir indefinidamente.

Ahora veamos algunas definiciones!. de las cuales hablaremos mas
cuando veamos el caso concreto de Gamma con SRC.

Sea & = (M, —) un sistema de reduccién, donde M es el conjunto
de elementos y — es la relacién de reescritura.

= La cerradura transitiva y reflexiva de — se denota —*. Entonces
a —* b si hay una sucesién finita posiblemente vacia de “pasos

1Puede revisarse [Abrahamsky and Gabbay, 1990} para profundizar en el tema



3.2 Los sistemas de reduccién 32

de reduccién” a = a9 — a1 = --+- — ap = b. La relacién de
equivalencia generada por — es =, también llamada relacién de
conversion.

Decimos que a € M es una forma normal si para ninguna b € M
se tiene que a — b. Es decir, si a ya no se puede reescribir mas.

(o0 —,denotando al sistema simplemente por su relacién) tie-
ne una forma normal tnica si Ve,b € Ma = b A
a, b son formas normales = a = b).

(o —) tiene la propiedad de forma normal si Va,b € M (a es
forma normaly a = b = b =" a).

3.2.1. Algunos ejemplos de Sistemas de Reduccién

Podemos ver algunos ejemplos de sistemas de reduccién:
El célculo lambda es claramente un sistema de reduccién, por ejem-
plo considerando la siguiente expresién:

Afunc. arg.(func arg)

que corresponde a la aplicacién de funciones, veamos cémo se realiza la

reduccién. La relacién de reescritura corresponde a la reduccién 8 por
ejemplo:

Afunc.darg.(func arg) sen w —g Aarg.(sen arg) ® g sen w

También podemos ver a una gramadatica que define un lenguaje for-
mal como un sistema de reduccién donde la relacién de reescritura es
simplemente la aplicacién de las producciones:

A= N+N | N—-N | NN | NJ/N
N := 0 | suc(N)

Se puede pensar entonces en tener composiciones de estos sistemas
con el fin de tener construcciones mas complejas.
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3.3. Los Sistemas de Reducciéon Compues-
tos (o programas)

Consideraremos los sistemas (o “programas”) cuyos componentes
bésicos son las relaciones de reduccién de algunos sistemas de reduccién.
Estos sistemas, llamados sistemas de reduccién compuestos, se constru-
yen componiendo relaciones de reduccién con dos operadores naturales
de composicién: la composicién paralela y la secuencial?.

Veamos formalmente la idea anterior mediante la semantica para los
SRC.

3.3.1. Sintaxis y semantica operacional de los SRC

Un sistema de reduccién es una pareja (T, {—r}rcr) donde T es
un conjunto con elementos M, N, M;... (también llamados términos
o estados). Las relaciones de reduccién {—,},ecgr son relaciones bina-
rias sobre estados. Estas relaciones binarias sobre los estados serdn las
unidades bésicas de los sistemas de reduccién compuestos.

Sea (T, {—r}rer) un SRC. Para alguna r € R (alguna relacién de
un SRC) y M, N € T decimos que:

= M sereduce a N si M —, N (ie. (M,N) €—,)
= M converge inmediatamente, escrito M |7, si -3IN € T.M —, N

Los sistemas compuestos de reduccién sobre P, Q, P, Q;, etc. estan
dados por la siguiente gramatica:

Pu=r|P,Q|P|Q

Un SRC puede estar dado por la relacién de reescritura (), por la
composicién secuencial de dos relaciones (P; Q) o por la composicién
paralela de dos relaciones (P || Q).

También podemos nombrar a los SRC como programas para fines
practicos como se ha hecho entender con la definicién anterior de la
gramadtica.

?Tomado del artfculo de Sands, “Composed Reduction Systems” [Sands, 1996)
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Los SRC o sistemas de reescritura se pueden entender mediante una
funcién RT : SRC x T' — IPP(T) definida de las parejas de SRC y
términos de los SRC (reglas de reescritura y los conjuntos que maneja
el SRC) a los términos de los SRC como sigue:

RT(R,t) ={s | t—grs}

Esta funcién RT describe todos los términos que se pueden alcanzar
a partir de un término aplicando las reglas de reescritura.

Hay algunas cosas que se deben entender primero para familiarizarse
con los nuevos conceptos y entender el comportamiento de los SRC.

= La composicién paralela permite la combinacién arbitraria de pa-
sos de reduccién. En el caso mas simple, la composicién paralela
de dos relaciones de reduccién es la unién de las relaciones. La
composicién paralela termina cuando, ambos subsistemas termi-
nan simultdneamente.

= La composicién secuencial nos lleva fuera del campo de los sistemas
reduccién (sobre el conjunto dado). La composicién secuencial de
dos relaciones de reduccién es el sisterma que se comporta como la
primer relacién, hasta la terminacién del primer sistema, después
se comporta como el segundo sistema. Se dice que termina cuando
el segundo subsistema ha terminado.

Aclarando las ideas anteriores: los sistemas reduccién compuestos
no son necesariamente sistermnas de reduccién, pero tienen una nocién
de “paso de reduccién”, y una nocién correspondiente a terminacién.
Vamos a aclarar mejor este punto porque servirid para entender el por
qué la composicién secuencial no corresponde a una composicién rela-
cional de las relaciones de reduccidén.

Los SRC no son necesariamente sistemas de reduccién. Para que esto
fuera cierto, el resultado de la composicién (secuencial y paralela) de
relaciones seria una relacién.

La composiciéon paralela puede ser modelada por una relacién, en
particular, la relacion es la unién de las relaciones que son compuestas de
forma paralela. Sin embargo, esto no pasa cuando para la composicién
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secuencial de dos relaciones (la composicién secuencial de dos relaciones
no corresponde a la composicién relacional de éstas).

Para la composicién secuencial de dos relaciones R; y R, las parejas
que aparecen en R) dependen del estado inicial, es decir, dependen de los
pasos anteriores en el sentido de que se debe conocer en qué momento ha
terminado la aplicacién de R; para poder aplicar Ry. Esto no puede ser
modelado mediante una relacién pues sélo podemos distinguir que una
pareja pertenece a una relacién o a otra pero no cuindo ha concluido
una para poder aplicar la otra.

Supongamos que tenemos la relacién que es la composicién relacional
( o también llamado el producto relativo)® de las relaciones que se quie-
ren componer secuencialmente (denotaremos la composicién relacional
como R; e R2). Sabemos que la composicién secuencial se comporta
como R; hasta que no se puede aplicar mas, es decir, a partir de un
elemento obtenemos otro mediante R; y con el elemento obtenido ha-
cemos lo mismo y asi sucesivamente hasta terminar (en caso de que sea
posible) cuando R; no se puede aplicar mas, obtenemos otro elemento

(a partir del Wltimo obtenido con R;) aplicando Rz hasta que no se
puede aplicar mas.

La composicién relacional es:
VzVy((z,y) € Ry1; Rz <> 3z((x, z) € R1 A (z,y) € Rp))

donde Ri, R3 son las relaciones en cuestién y z,y, z son elementos del
conjunto.

Ahora veamos un ejemplo para darnos cuenta que la composicién
relacional y secuencial pueden no ser iguales:

Sean T = {a,b,c,d,e, f,s}, Ri = {(a,b),(bc),(c,;d)}, Ro =
{(d, e), (e, f), (b, 9)}.

Notemos que para la. composicién secuencial tenemos que:

por un lado ard
1

or otro lado d>
p 7 f

3Véase [Tarski, 1941] Tarski, 1941 donde se trata del cdleulo de relaciones.
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entonces tenemos con la composicién secuencial que

Ahora veamos qué pasa con la composicién relacional. Como en la
composicién relacional podemos aplicar en cualguier momento la rela-
cién Rz, podemos tener:

a —r
Ry;R,

.
a_—r S
R,eR;
Por lo tanto sabemos que un SRC no siempre es un sistema de reduc-
cién. Notemos entonces que es necesario tener alguna forma de describir
el comportamiento que se observa en la composicién secuencial. Pasa-

mos entonces a una descripcién mas formal del comportamiento de los
SRC.

3.3.2. Semantica Operacional Estructural

Debido a la presencia de la composicién secuencial, los programas no
pueden ser vistos como sistemas de reduccién sobre los términos, ya que
el programa no es una entidad estdtica (como ya se explicé anterior-
mente). Para definir la semaéntica para estos programas definimos una
relacién transicién de un sdélo paso entre configuraciones. Las configu-
raciones son pares programa-estado, escritos (P, M). El resultado final
de un cédlculo estid dado por un predicado de convergencia inmediata,
J, sobre configuraciones.

Las reducciones de un solo paso y la convergencia inmediata estian
dadas por la siguientes reglas:

M —. N M-\ (P,M)L (Q,M)]}
(r,M) = (r,N) (r,M)1l (Pll@, M) L
(P, M) — (P', M) (P,M) 1

(P;Q, M) = (P;Q, M) (PQ,M)—(Q,M)

(P, M) — (P', M)
(Pll@ M) = (Pl QM) (QI PM)—>(Q| P,M)
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Trivialmente podemos verificar que la convergencia inmediata de una
configuracién corresponde a la ausencia de alguna transicién para esa
configuracién. Es decir, (P, M) — (Q, N) para algin (@, N) si y solo si
—((P, M} |).

3.3.3. Semantica denotacional para los SRC

Ahora veamos una. forma. de describir el comportamiento de un SRC
no como una serie de pasos (semdantica operacional) sino mediante “ob-
jetos” matematicos que podemos manejar.

Sea D un conjunto arbitrario. Consideremos ahora el siguiente con-
junto:

T(D) = {(My, M2)(Ms, My)...|M; € D}

cuyos elementos llamaremos trazas. Ty, (D) denotard el conjunto de
trazas finitas, y € denotara la traza vacia.

Ahora veamos algunas operaciones y relaciones sobre trazas que
seran titiles mas adelante.

Concatenacion: Tyin(D) x T(D) — T(D). Si e € Tfin (D), B € T(D)
su concatenacién se denota por af3.

Liga. ® : Tfin(D) x T(D) — T(D). Ligar dos trazas difiere de la
concatenacién como muestra la siguiente definicion:

(My, M) ...(Mp—1, M) © (N1, N2)...=
(My. Mp)...(Mn—1, Mp)(N1, N2) ... si M, = N1
tnde finido de otra forma

Absorcion. A C T(D)xT(D). Sea a € Tyin (D) y 8 € T(D). Entonces
se cumple:

(a(M,N)(N,P)B,a(M, P)B) € A

Si T c T(D) entonces A(T) sera su cerradura bajo absorcién.
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Absorcién total. _ : T(D) — T(D). El resultado de la absorcién total
es el iltimo elemento en la cadena t1,...,t,, ...t tal que A(t;, tiv1) ¥
t; # ti+1. Nétese que la cadena puede ser infinita con un elemento que

sirva de cota. La absorcién total (.) es calculada de forma recursiva de
acuerdo a la siguiente regla:

€ = €

(M, Ma)ox si My = Ms
My, Mp)(M3, My)a = -~ —
(M, M3)(M3, M4)o {(Mh Ma)(Ms, Ms)o  de otra forma

Los conjuntos de trazas pueden entenderse como denotaciones de
programas en lenguajes paralelos con estados. Cada par (M;, M;41) en
una traza denota una transicidén del estado M; al estado M;;1 generado
por cierto programa.

En el caso de los SRC, cada par (M;, M;41) en una traza denota una
transicion del término M; al término M;y; de acuerdo a la regla de
reescritura del SRC en cuestién.

En otras palabras, la denotacién de un SRC la entendemos como

las posibles trazas producidas a partir de la aplicacién de las reglas de
reescritura del SRC.

3.4. Ldgica para los SRC

Como se menciona en capitulos anteriores, se busca una forma de
expresar propiedades acerca de los SRC, asi como demostrar dichas
propiedades. Una vez que se tenga una manera formal de hacer esto,
se buscara transformar los programas de Gamma en SRC para tener
forma de probar correccién sobre dichos sistemas.

A continuacién se presentan algunas herramientas légicas sobre los
SRC. Estas herramientas servirdn para probar propiedades de los SRC.
(Esto se aplicari en el capitulo §6 a un caso real, cuando se tenga la
transformacién antes mencionada de los programas de Gamma a SRC).



3.4 Légica para los SRC 39

3.4.1. FEl lenguaje légico para los SRC: L(SRC).

La forma en que se pueden expresar propiedades acerca de los SRC,

asi como demostrarlas formalmente, es mediante una légica sobre dichos
sistemas.

Sea S = (T, R) un SRC. Definimos un lenguaje 16gico L(T") sobre los
términos T de S, el cual nos permita la construccién de proposiciones
sobre los términos del SRC. Este lenguaje sera empleado para expresar

las condiciones necesarias para la aplicacién de las reglas de reescritura
de un SRC.

Suponemos entonces la existencia de una relacién de satisfaccién
ErC T x L(T) para términos T' de un SRC:

t=r ¥ sii t cumple con la propiedad 1, es decir, t se puede
transformar aplicando alguna de las reglas de R
donde t € T" y 9 € L(T) es alguna condicién necesaria para aplicar
alguna de las reglas de reescritura R del SRC.
Veamos un ejemplo para que esto sea mads claro:

Sea S un sistema de reescritura dado por una gramatica definida por
las siguientes producciones:

aAb — aaab
aBb — abbb
donde el conjunto de términos para este sistema son las cadenas o sobre

el alfabeto & donde T = {a,b} U {A4, B}.
Ahora definimos un lenguaje L(T) = {11,142} donde

Y1 = ‘o tiene la forma a Ab’
2 = ‘o« tiene la forma a Bb’
Ahora tomemos algunos términos del sistema S y veamos qué pasa
con la relacién de satistaccién que definimos. Sea o1,z € &* donde
o1 = aaA y ag = a.1b, ahora consideremos la relacién de satisfaccién:

ap bt s
azl=
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de esta forma sabemos que a2 puede transformarse de acuerdo a las
reglas de reescritura del sistema S pues cumple con la propiedad ¥, que
expresa la condicién para que pueda aplicarse la primera produccién de
la gramadtica que habiamos definido.

De acuerdo a la semantica para los SRC dada anteriormente, la de-
notacién de un SRC la podemos entender por medio de trazas sobre los
términos del SRC (como habiamos mencionado anteriormente). Enton-
ces un SRC o programa se denota por la transformacién de un término
en otro a través de las reglas de reescritura, y de esta forma se producen
las trazas que describen la aplicacién de estas reglas. Veamos ahora la
manera en que formalizamos esta idea:

Sea S = (T, R) un SRC y sea T(T") el conjunto de las trazas sobre T'.
Definimos ahora un lenguaje 16gico L(SRC) que nos permita expresar

propiedades sobre los SRC. La sintaxis de L{(SRC) se define por la
siguiente regla:

aeT(T
oa € L(SRC)

La forma en que se expresan las propiedades sobre los SRC usando este
lenguaje es siguiendo la idea intuitiva de la denotacién de un SRC por
medio de trazas.

Definimos una relacién de satisfaccién l=greC SRC x L(SRC) de
manera inductiva usando las siguientes reglas:¢

Sea S = (T, R) un SRC.

Mediador Terminal
ter ¢s, t € RT(R,t), Skgrcoa tH Ps
Sksrc o(t,t) O & Sksnrc o(t, 1)

donde t,t' € T,¢ € L(T) y & € T(T). En la regla Mediador, t' €
RT(R,t) se puede entender como ¢t — t', es decir, t’' se puede obtener a

partir de ¢t aplicando alguna regla del SRC. '

iLas reglas que aquf se proponen fueron presentadas en [Herniandez, 1999] para multi-
conjuntos.
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Ahora veamos qué pasa para los operadores:

Composicién secuencial
PlEsre &, QEsrc oB
P;Ql=sprc oa® B

B Composicién paralela I
Plsrc oaB, P'Er o8, P'\| QEsrc 0¥
P || QEsrcoa @7

Composi_cién paralela II
QEsrc ¢aB, Q'Esrc oB, P || QfE=src ¥
P || QEsrc ca© 7

donde P,P’,Q € SRC y &, 8,7 € T(T).

Ahora el significado intuitivo de la relacién de satisfaccién para los
SRC es claro y usando estas reglas se puede probar formalmente pro-
piedades sobre los SRC como veremos mias adelante.

Estas reglas fueron propuestas originalmente para una légica sobre
multiconjuntos, sin embargo es aplicable también para SRC por la trans-
formacién propuesta en esta tesis, de tal forma que las reglas de inferen-
cia son correctas y condicionalmente completas. Las demostraciones que
aparecen en [Herndndez, 1999] siguen siendo vilidas para este trabajo.

Ahora hablemos del caso que nos importa, un lenguaje de naturaleza
paralela, Gamma.
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Capitulo 4
Gamma

Gamma es un lenguaje de programacién que estd basando en la
metafora de una reaccién quimica. La idea es tener una solucién quimi-
ca que contiene moléculas que reaccionan mientras se cumplen ciertas
condiciones, dando paso a nuevos componentes en la solucién. Las reac-

ciones dejan de ocurrir cuando ya ninguna molécula puede reaccionar
en las condiciones dadas.

4.1. Acerca de Gamma

El formalismo de Gamma fue propuesto hace mas de diez anos e
intenta modelar una solucién quimica de moléculas donde éstas inte-
ractian libremente. Fue introducido entonces el multiconjunto para. si-
mular la solucién quimica y un programa para simular una reaccién,
formada a su vez por una dupla (condicidn, accidn). La ejecucién de
un programa significa reemplazar las moléculas que estédn reaccionando
en la solucién por el resultado de dicha reaccién. Esto es, los elementos
del multiconjunto que cumplen la condicién de reaccién son sustituidos
por el producto de la accién. El programa termina cuando se alcanza
un estado estable, es decir, cuando ninguna reaccidn puede llevarse a
cabo bajo la condicién de reaccién dada.

Gamma posee un alto nivel de abstraccién, debido a las pocas res-
tricciones impuestas por su tnico tipo de datos. Debido a esto, Gamma

puede ser usado como lenguaje intermedio en el paso de derivar un
programa a partir de su especificacién.
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Debido a la naturaleza de Gamma, se presta mucho para programar
aplicaciones en paralelo donde se deba tener un lenguaje de coordinacién
para describir las interacciones entre las entidades de la aplicacion.

Sin embargo, al estudiar mds a fondo a Gamma podemos encon-
trar que presenta algunas debilidades. Por ejemplo, la definicién origi-
nal de Gamma no permite combinar programas de forma clara (véase
[De La Cruz Martinez, 2002} donde se trata el tema mds a fondo me-
diante el estudio de Gamma de orden superior). Ademds, por la explo-
sién combinatoria que surge de la semdntica (cuando definimos las com-
posiciones paralelas y en la verificacién de las condiciones de reaccién)
es dificil pensar en una implementacidn sencilla y eficiente del lenguaje.
También hay que tomar en cuenta que el lenguaje no hace ficil para el
programador el estructurar datos, o especificar estrategias de control.
Este 1iltimo punto seri tratado en mayor detalle mas adelante cuando
pongamos atencién en Gamma estructurado.

4.2. Conceptos basicos

Aunque deciamos que las bases para comprender y estudiar Gamma
son muy sencillas, hay algunas entidades que debemos conocar.

4.2.1. Multiconjuntos

Los multiconjuntos pueden ser pensados como una coleccién de ele-
mentos donde éstos pueden repetirse. Formalmente un multiconjunto
es una funcién M : G — N. Es decir, a cada elemento de G se le asocia
el niimero de apariciones en el multiconjunto.

En el presente trabajo se estudian los multiconjuntos finitos. Se tra-
ta con multiconjuntos finitos por ser una estructura con las minimas
restricciones, es decir, buscamos manejar un dato estructurado muy ge-
neral y nos atenemos al hecho de que la memoria de la miquina es
finita.

También se usa la siguiente notacién para multiconjuntos:

{]:cl,...,:vn[}
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donde los z; no son necesariamente distintos.

Ahora daremos una nocién mas detallada de los multiconjuntos y las
operaciones con las que vamos a tratar. El conjunto de multiconjuntos
finitos de elementos en G se denota como M(G). Si M y N € M(G),

definimos la unién, diferencia e interseccién mediante las siguientes fun-
ciones:

(MY N)z) = M(z)+ N(z)

(M — N)(z) = { gl(m) — N(z) si M(x) > N(x)

de otra forma
(M N N)(z) = min{M(z), N(z)}

Andlogamentesi M(x) > N(z) Vz € G, podemos decir que N (z) C
M (z).

4.2.2. Sintaxis y semantica

Intuitivamente, los programas de Gamma son hechos de reacciones
atdmicas (que como vefamos para los SRC, se pueden considerar reglas
de reescritura), las cuales toman un multiconjunto, verifican que ciertas
condiciones para la reaccién se cumplan y transforman el multiconjunto
de acuerdo a las reglas correspondientes a las acciones.

Las reacciones atémicas se pueden componer en forma secuencial o
paralela.

Ahora veamos cémo se define y comporta Gamma de manera mas
formal:

P = (z1,...,zn) > A™(z1,...,2n) SR™(z1,-..,Tn) | PoP |
Pj P,

donde R™ es un predicado (condicién) y A™ es una accién. Po P es la

composicién secuencial de programas de Gamma y P || P es la compo-
sicién paralela de programas de Gamima.
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El efecto de una reaccién atémica en un multiconjunto M es tomar

una tupla que satisfaga R™ y reemplazarla con el resultado de aplicar

A™ a la misma tupla. Si no existe tal tupla, entonces el multiconjunto
M queda sin cambios y la reaccién at6émica termina.

Para que el comando P» o P termine, primero se ejecuta P, hasta
que termine y luego debe terminar P». Para que Pi |
dos deben terminar al mismo tiempo.

Una regla de reescritura A <= R pued

e ser considerada una funcién
de los multiconjuntos a las conjuntos de multiconjuntos transformados.

Para entender este punto de vista, vamos a introducir otra funcién

S : A" x R* x M(T) — & fin(M(T)) definida como sigue:
S(A™, R, M) =

| P2 termine los

{N|N=(M-—- dz1,-- - zal}) w A™(z1, - ..,Tn)}
donde {z1,---» zn[} corresponde
expresada en R™.

Esta nueva funcién la pode
funcién RT que tenemos para

a la tupla que satisface la condicién

mos entender como una analogia con la
1a transformacién de términos de acuerdo

con la regla de reescritura (definida en §3.3.1).
Esto sera formalizado a co

ntinuacién mediante una semantica ope-
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racional.l

fai,...,an} C M, R(ai,...,an)
(A<= R), M) — (A< R),(M —{a1,.. -, aal}) & Aa1, - .-, an))

-Mai,..-,anl} € M.R(a1,...,an)
(A<= R, M) M

(@, M) =+ M (@, M) = (Q', M")
(PoQ, M) > (P,M) (PoQ,M)—{(PoQ, 6 M)

(P, M) — (P', M) (R, M) - (Q', M)
(PIlQ, M) = (P | QM) (PllQ,M)—=(P| QM)

(PM)y - M (Q,M)y—>M
(Pll@Q,M) > M

Notemos que esta definiciéon de la seméntica operacional induce una
“semadntica de un solo paso”, es decir, los efectos de las diferentes reac-
ciones compuestas de forma paralela ocurren solo una al mismo tiem-
po. En principio este tipo de semantica no modela el paralelismo de
los programas de Gamma, sin embargo esta semantica es equivalente a
la “semantica de pasos miiltiples”? en la cual las diferentes reacciones
pueden actuar al mismo tiempo sobre subconjuntos independientes de
un multiconjunto dado. Esto es claramente la forma de simular el para-
lelismo de Gamma. Sin embargo es empleada la semdntica operacional
de un solo paso porque es mas sencilla y facil de tratar.

1Presentada también en Hankin et al. (1993)
2Esto es explicado a detalle y demostrado en [Chaudron, 1998)
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4.2.3. Algunos ejemplos

Un programa para calcular el producto de los dos niimeros mds gran-
des en un multiconjunto, es el siguiente:

Maz = (z,y,2) > {z,yl <z =2 2Ay ==
Prod = (z,y) — {lz - y[} <= cierto
P = Prod o Max

Un programa que calcula el n-ésimo nimero de Fibonacci aplicado
al multiconjunto {{n[}, Propuesto originalmente por [Hankin C., 1998].

Pred=z — {lz— 1,z — 2} <= (z > 1)
Uno=z — {1} <= (= = 0)

Sum = (z,y) — {lz + yf} <= cierto
Fib = Sum o (Pred || Uno)

Estos ejemplos fueron tomados de la tesis [Herndndez, 1999], ahi se
demuestra la correcciéon de estos programas.

4.3. Gamma estructurado

Es claro que en Gamma es dificil hablar de cosas como datos estruc-
turados o tipos debido a que en realidad sélo se tienen tipos bésicos
y multiconjuntos de éstos. Debido a esto, no es muy sencillo intentar
una estrategia de control de tipos ya que la motivacion original del len-
guaje fue precisamente el poder describir programas con las minimas
restricciones. Una consecuencia desfavorable es que en estos casos el
programador tiene que utilizar “trucos” para expresar algiin algoritmo.

La dificultad de estructurar en Gamma se presenta entonces en los
programas y en la implementacién de éstos.

Debido a esto, surgié Gamma estructurado®. La idea bidsica es la
nocién de multiconjunto estructurado, el cual es un conjunto de direc-

3Presentada en el articulo “Structured Gamma” de Fradet y D. Le Métayer
[P. Fradet, 1998]
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ciones asociadas con valores. Estas direcciones deben cumplir algunas
relaciones especificas.

Como un ejemplo, la lista [1;2;3] puede ser representada por un mul-
ticonjunto estructurado cuyo conjunto de direcciones es {a1,a2,a3} y
sus valores asociados (denotados como @;) son: @1 = 1,@2 = 2,63 = 3.
Ahora, para tener el orden en la lista tomamos una relacién next. Sea

next una relacién binaria y end una relacién unaria; las direcciones
satisfacen

next a1 as,next a2 a3z,end ag

Las relaciones expresan la forma en que se comporta una vecindad
de moléculas de la solucién. Un tipo es definido en términos de reglas
de reescritura sobre las relaciones del multiconjunto. Mds adelante acla-

raremos estas nociones.
4.3.1. Sintaxis de Gamma estructurado

La sintaxis de Gamma estructurado es descrita por la siguiente
gramadtica:

{Programa) ::= NomPrograma = [(Reaccion)]*
(Reaccion) ::= {Accion) <=(Condicion)
(Condicion) := r xz1:--zn | FBzZ,,..., En) |

{(Condicion), (Condicion)

(Accion) = rz1--zn | z:= f'(Z1,.-.,%n) |
{Accion), {Accion)

donde NomPrograma es simplemente una etiqueta correspondiente al
nombre del programa, r (€ R) denota una relacién binaria, z; es una

variable de direccién, Z; es el valor de la direccidén z; y f¥X es una funcién
de Va X.
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Ademass, para que este disefio funcione, un programa de Gamma
estructurado debe satisfacer las siguientes condiciones sintacticas:

= Si F ocurre en la reaccién entonces £ ocurre en la condicién

= Una accién no puede tener dos asignaciones a la misma variable

4.3.2. La semantica de gamma estructurado

Denotamos con A (M) el conjunto de direcciones que ocurren en el
multiconjunto M y con W la unién de multiconjuntos. Un multiconjunto
estructurado M puede ser visto como M = Rel W Val donde

= Rel es el multiconjunto de relaciones representadas como tuplas
(r,a1,...,an) (conr € Ry a; € A).

= Val es el conjunto de valores representado por las tripletas de la
forma (val, ¢, v) (cona € AyveV).

Un multiconjunto estructurado valido es tal que una direccién z no
tiene mds de un valor (es decir, z ocurre a lo mds una vez en Val).
Por otro lado, puede haber varias ocurrencias de la misma tupla en Rel.
Noétese que no es forzoso que:

A(Rel) € A(Val)
A(Val) € A(Rel)

Para definir la semadntica de los programas, asociamos tres funciones
con cada reaccién (A <= C):%.

9(0)({11....,a,-.bl,...,b_,-) = (val,ai,a) € ValA---A
(val,ai,&) € Val A (val, by, b)) € Val
A--- A(val, bj,bj) € Val A |C]
?(C)(al....,a.-,bl,...,bj) = {(val,a;,&;)---(val,a,-,ﬁ,-),(val,bl,l_)l),
-, (val, b, b))} + [C]
M(A)(al,...,ai,bl.-.-,bj.Cl'---rck) = {(Val',ahﬁx),---y(m,ai,ax‘)}lﬂf«‘ﬂ

4]a semdntica también es presentada en el artfculo “Structured Gamma” de Fradet y D.
Le Métayer [P. Fradet, 1998}



4.3 Gamma estructurado 50

donde | ] esta definido por:

X1, X2] = [ X1)ALXz2)
lrzy---zn) = (r,z1,...zn) € Rel
Lf(Z15--2sZn)) = F(Z11.--,%n)
y [ 71 esté definido por:
X1, X21 = [X1]w[Xz2]
frzi---2zn] = {(r,z1,-..%a)} € Rel
[f(Z1,-..,20)] = ©

[z := f(Z1,..-,Za)1 = {(val,z, f(Z1,...,Za))}

y
u {ai1,...,a;} denota el conjunto de variables no asignadas cuyos valores
ocurren en la relacién,
= {b1,...,b;} denota el conjunto de variables asignadas que ocurren en la

condicién C,

= {c1,...,ck} denota el conjunto de variables que ocurren solamente en la
accién A.

La funcién booleana Z(C) representa la condicién de aplicacién de
la reaccién. La funcién ¥ (C) representa las tuplas seleccionadas por
la condicién (es decir, las relaciones y valores que aparecen en C). La
funcién & (A) representa las tuplas agregadas por la accidn, esto es: las
relaciones que ocurren en A, los valores seleccionados pero sin cambio
por la reaccién y los valores asignados.

Entonces la semintica de un programa en Gamma estructurado

P =[(A1 < C1),...,(Am < Cn)]

aplicado a un multiconjunto M estd definida como el conjunto de formas
normales del siguiente sistema de reescritura.
M —p GEM)
si V{z1,...,za} C AM)Vie1,..., ml.~T(Ci)=z1,..-,Tn).
M —p M- %(C)(:q, ey Zn) W F (AT, -
con yi,..-,Ux € A(M)
y {z1,...,za} C AM),2€1,...,m] y T(C)(zx1,-.--,2q)

s Ty Yls - - YK)
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Entonces podemos describir el multiconjunto del ejemplo de la seccién
§4.3 en nuestro primer ejemplo de multiconjuntos estructurados, el mul-
ticonjunto estructurado puede ser escrito como

{(next! ai,az), (neXtr az, (13), (endy 63), (val, a, 1)1 (val, az, 2)1 (val, a3, 3)}

Si ninguna n-ada de direcciones satisface alguna condicién entonces
se llega a una forma normal. El resultado es la estructura accesible
descrita por las relaciones, es decir, corresponde a llevar una reaccién:
se toman los elementos en el multiconjunto que cumplen la condicién y
son reemplazados por los nuevos elementos que son resultado de llevar
a cabo la accidn correspondiente.

La funcién 4% quita de Val las direcciones que no ocurren en Rel.
Formalmente

GE(RelwVal) = Relw{(val,a,v)|(val,a,v) € Val Aa € A(Rel)}

Por otro lado, una tupla de direcciones (z1,...,Z5n) y un par (Cy, A;)
tales que J(C;)(z1...,zyn) son elegidos de forma no determinista. El
multiconjunto es transformado quitando ¥ (C;)(x1,-.-,Zn), asignando
nuevas variables yy, . .., yr ¥ agregando & (A (z1,-- ., Tn, Y1, - - -, Yk)-

4.3.3. Ejemplo

Ahora veamos un ejemplo de un programa en Gamma y su equiva-
lente en Gamma estructurado.

Un programa en Gamma estructurado estd definido en términos de
pares formados por una condicién y una accién tales que

= verifican / modifican las relaciones sobre las direcciones,
= verifican / modifican los valores asociados con las direcciones
Usando las relaciones que definimos en el primer ejemplo de la seccién

§4.3 para multiconjuntos estructurados podemos programar un algorit-
mo de ordenamiento.
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El algoritmo escrito en Gamma para ordenar un multiconjunto es el
siguiente

Sort = [((val, =z, ), (val,y, 7), (next, z,y)) —
(next, z,y), (val, z, §), (val, y, Z) <={(z > 7)]

y en Gamma estructurado tenemos este programa

Sort =[next z y,Z > § b= next z y, z: =7, y:= I

las dos direcciones seleccionadas x y y deben satisfacer la relacién next
z y y sus valores F y 7 son tales que Z > 7. La accién de intercambia sus
valores y deja la relacién como estaba. Pero para que tenga sentido el
programa, el multiconjunto reescrito por Sort debe ser del tipo List y

la relacién preserve el tipo del multiconjunto. Estos puntos los veremos
a continuacidn.

4.3.4. Los tipos estructurados

Los tipos estructurados pueden ser vistos como una técnica sintacti-
ca que le sirve al programador para hacer explicita la organizacion de
los datos. Ahora introducimos una nueva notacién para caracterizar
la estructura de un multiconjunto. Definimos un tipo en términos de
reglas de reescritura sobre las relaciones del multiconjunto. Un multi-
conjunto estructurado se dice que pertenece a un tipo si su conjunto de

direcciones puede producirse por el sistema de reescritura que define el
tipo.

La sintaxis de los tipos esta definida por la siguiente gramaitica:

(DeclTipo) := NomTipo = (Prod),[(NoTerm) = (Prod)]*
{(NoTerm) == NoTermNom x1,...,Tn

{(Prod) := r z1,...,Zn | (NoTerm) | (Prod), (Prod)

donde NomT'ipo y NoTermNom simplemente son etiquetas corres-
pondientes al nombre del tipo y nombre de los simbolos no terminales
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respectivamente, r (€ R) es una relacién n-aria (n > 0), y z; es una
variable de direcciones.

Ejemplo:

List=L x
Lx=nextzy,Ly
Lz=endz

Es una definicién para las listas.

En el articulo “Structured Gamma” de Fradet y Le Métayer
[P. Fradet, 1998] se presenta un algoritmo para realizar la verificacién
de tipos y se muestra su correccién. En capitulos posteriores se ha-

blard con mayor detalle de este tema y la forma en que es aplicado en
el presente trabajo.



=

Capitulo 5

La generalizacion del formalismo

Gamma

Nuestra intencién es buscar una generalizacién del modelo de Gam-
ma y Gamma estructurado en un SRC que nos de un modelo mas
estudiado y mais general que permita trabajar no sélo con programas
de Gamma o Gamma estructurado para verificar propiedades o hacer
demostraciones sobre éstos sino con una subclase de lenguajes paralelos
(los que se puedan transformar en SRC).

Mediante la transformacién propuesta en este trabajo podemos tener

una muy buena idea de c6mo se puede realizar esta transformacién para
otros lenguajes de programacion.

5.1. Introduccién

La semadntica tiene un papel muy importante en la verificacién y
transformacién de programas (como se revisa en §2.3). En términos ge-
nerales, la verificacién de programas tiene como objetivo la demostra-
cién de que un programa es correcto por métodos matemadticos precisos.
La transformacién de programas, por su parte, crea técnicas para de-
sarrollar versiones mads eficientes de un programa dado sin alterar la
semadntica del programa, pues de este modo se asegura que el programa
sigue siendo correcto o como proponemos a continuacidn, la transfor-
macién se lleva a cabo como una generalizaciéon de los programas de
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Gamma en SRC.

Por supuesto, la verificacién y transformacién de programas son fun-
damentales en el desarrollo de software confiable, ya sea éste de natu-
raleza secuencial o paralela.

Debido a que los lenguajes que pertenecen al grupo de los SRC han
sido estudiados a profundidad! y conocemos su seméantica y métodos
para demostrar su correccién, queremos llevar los programas de Gamma
y Gamma estructurado a SRC para poder probar propiedades emplean-
do reglas sobre la semdntica de los SRC comno se verd mas adelante en
el capitulo 6.

De esta forma se busca tener una forma de tener demostraciones mas

generales sobre propiedades para la clase de lenguajes que se puedan
transformar en SRC.

5.2. Transformando Gamma

Para ver un programa de Gamma (o de Gamma estructurado) como
un sistema de reduccién compuesto simplemente basta con definir el

conjunto de estados T ya que el conjunto de relaciones R es el programa
mismo.

M, MYer < Mo, M

donde p es el programa de Gamma (o de Gamma estructurado) en
cuestién y R = {r}.

El conjunto de estados se puede ver como el conjunto de multicon-
juntos (o multiconjuntos estructurados) ya que la regla de reescritura se
puede ver como la aplicacién del programa p que transforma un multi-
conjunto M (o multiconjunto estructurado) en otro multiconjunto M’.

Un ejemplo de esta sencilla transformacién para un programa de
Gamma estructurado podria ser:

Sea Sort el programa estructurado tal que

Sort = [next zy,z:=%, y:=% <= next z y,% > 7]
1Véase [Sands, 1996]
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Y sea M el multiconjunto estructurado que estamos considerando
tal que :

M = {(neXtv ai, 0'2)1 (neXtr az, 0.3), (nex‘;! ag, a‘)v R ] (neXt: An—1, aﬂ)v
(val, a1, 71), (val, a2, 72), . . ., (val, an, Tn), (end, an)}

Este programa puede verse como un SRC de la siguiente forma:

El conjunto de estados (o términos) T (siguiendo con la definicién
de un SRC que se dio en §3.3) sera el conjunto de multiconjuntos es-
tructurados, donde cada multiconjunto tiene la forma de M, ya que en
las reglas de escritura solo modificamos las parejas que pertenecen a la
relacién val. Entonces los multiconjuntos serdn muy parecidos a M solo
que con algunos de los valores para las direcciones modificados.

Las relaciones de reduccién serian la aplicacién del programa mismo:

(M, M) €r < M —got M’

donde M y M’ son multiconjuntos estructurados miembrosde T’y R =
{r}.

De esta forma tenemos el conjunto de estados ¢omo el conjunto de
multiconjuntos estructurados y el conjunto de relaciones estara dado
por los diferentes programas de Gamma estructurado en cuestién.

Nétese entonces que al transformar programas de Gamma estructu-
rado a SRC (lo mismo se aplica para programas de Gamma a SRC,
dando la misma relacién de reescritura y el conjunto de multiconjun-
tos) no cambiamos las propiedades fundamentales del programa (sino
simplemente la sintaxis) y las propiedades semanticas se conservan, por
lo tanto las propiedades y los algoritmos de verificacién de tipos que
Fradet y Le Métayer proponen en su articulo “Structured Gamma”
[P. Fradet, 1998] siguen siendo viélidas.

De esta forma, podemos ver los programas de Gamma y Gamma
estructurado como SRC. Esta generalizacién nos puede ayudar en la
verificacién de programas usando las reglas que se proponen cuando
se estudia la semdntica de los SRC (en §3.3.2) y de esta forma tener
demostraciones mas generales.

Trabajar sobre cosas mas generales (como los SRC) nos puede llevar
a tener un aparato semantico que nos permita hacer demostraciones
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can a la clase de lenguajes que se

sobre los programas que pertenez
se estudia en el capitulo siguiente.

pueden transformar en SRC como




Capitulo 6

Una aplicacién sencilla:

“Protocolos de coherencia”

La aplicacién que se presenta a continuacién esti basada en el articu-
lo “Formalization and Verification of Coherence Protocols with the

Gamma Framework”, de David Mentré, Daniel Le Métayer y Thierry
Priol [D. Le Métayer, 1997].

6.1. Motivacién y objetivos

Los sistemas distribuidos, son muy usados actualmente. Sin embargo,
disefiar e implementar tales sistemas es una dificil tarea que contempla.
el manejo de paralelismo explicito y duplicacién de la informacidén que
se maneja. La coherencia es uno de los problemas mas dificiles que
aparecen con los sistemas distribuidos.

Como en los sistemas distribuidos tenemos la informacién muy dis-
persa en todo el sistema, se necesitan protocolos para tener acceso y
actualizar la informacién de forma coherente con restricciones especifi-
cas, como tolerancia a fallas, desempeiio, tiempo de vida, seguridad,
etc.

Los protocolos de coherencia son presentados usando pseudo-cédigo
normalmente o lenguaje natural. Esta forma de describir los protocolos
dificulta mucho el trabajo de verificacién (en caso de que se quisiera
probar alguna propiedad o correccién sobre e! sistema en cuestién). Sin
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embargo, un enfoque mas formal nos obligaria a tener la especificacién
formal y el modelo del protocolo establecidos claramente, esto permite
realizar la verificacién contra su especificacién de manera m4s sencilla.

Para realizar la descripcién del protocolo, se usarid un lenguaje de
dominio especifico. Esta idea estid basada en el formalismo Gamma.
Ademas, se propone un algoritmo que estd basado en una representa-
cién simbdlica del sistema, dando como resultado una condicién que
tiene que ser satisfecha por el estado inicial del sistema y por los es-

tados alcanzados durante su ejecucidn, es decir, lo que se tiene es un
invariante.

6.2. Memorias virtuales compartidas

Las memorias virtuales compartidas (MVC) han sido propuestas por
Li y Hudak ([Li and Hudak, 1986])como una técnica para facilitar el di-
sefio de aplicaciones distribuidas. Este concepto ofrece la ilusién de un
espacio global de direcciones sobre el espacio de direcciones distribuido.
En este sistema, el espacio de direcciones compartido es dividido en
unidades elementales llamnadas lineas de caché (en hardware, memoria
distribuida compartida) o pdginas (en software, MVC). Esta distribu-
cién permite el acceso simultianeo a los datos y por tanto, se pueden
modificar de manera concurrente varias copias del mismo fragmento
légico de informacién. Si un nodo del sistema distribuido modifica su
copia local de un fragmento de informacién, las otras copias del mismo
fragmento de informacién deberian ser modificadas. Esto debe hacerse
de manera coherente, de tal forma que siempre cada vista del sistema
sea coherente (de acuerdo a cierto modelo de memoria, por ejemplo
un contrato entre el programador y la MVC). Esta modificacién cohe-
rente de los datos distribuidos se logra por medio de un protocolo de
coherencia de caché.

Para implementar un protocolo, la mayoria del software de MVC usa
el mecanismo de paginacién de procesadores comunes para detectar el
acceso a los datos. En cada nodo, la unidad elemental para un espacio
de direccién es una pdgina (generalmente de 4 a 8 Kb). Los accesos
de lectura y escritura para una pagina pueden ser puestos de forma
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independiente. Si un sistema de MVC debe detectar, por ejemplo, las
instrucciones de carga del procesador sobre una pégina especifica, sélo
necesita desactivar el acceso de lectura a esta pagina mediante la légica
de paginacién del procesador. Enseguida, el procesador atenderda una
instruccién de carga para un dato en esta pagina, una falla de lectura de
pégina sera disparada y atrapada por el sistema de MVC. Cada pagina
es asociada con una pagina marco que tiene datos en la memoria fisica.

Mostraremos como ejemplo, el protocolo de coherencia de Li y Hu-
dak de un-escritor/varios-lectores. Este protocolo toma cada paigina de
memoria del espacio de direcciones compartido de manera independien-
te. Una pagina es escrita por un solo nodo o leida por uno o mas nodos.
Cada nodo de lectura tiene una copia local de la pagina. Cuando una
pagina en estado de lectura es escrita, todas las copias de la pégina
deben ser borradas (mediante la fase de invalidacién).

Ahora describimos el formalismo y lo ilustramos con el protocolo
antes mencionado.

6.3. Formalizacién del protocolo

El lenguaje de especificacién para el protocolo esti basado en el
formalismo de Gamma. Se estudia entonces la forma de expresar el
protocolo como el sistema de reescritura de multiconjuntos.

6.4. Expresién el protocolo como reescri-
tura de multiconjuntos

El multiconjunto representa una vista global del estado del sistema.
En este multiconjunto, las relaciones R zi,..., z, describen las enti-
dades del protocolo o los eventos (por ejemplo, para un protocolo de
MVC, los derechos de acceso a las paginas, paginas-marco, fallas de es-
critura o lectura de pagina, etc.). La légica del protocolo es descrita por
un programa de Gamma hecho de reglas (como R; z, R2 y =& R3 = y).
Si el lado izquierdo de la regla se cample en el multiconjunto, entonces
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el lado derecho de la regla (R3z y) se agrega al multiconjunto. Ur paso
de reescritura se considera atémico.

Un protocolo Prt es descrito por la siguiente gramatica:

Prt ::= RIl| RI, Prt
Rl == T, =T — T3
T, i= Ra1,... 0| THTi| 0

Un protocolo estd hecho de un conjunto de reglas Rl, cada regla
tiene tres conjuntos de términos T}, 72, 73. Un conjunto de términos T;
estd hecho de cero o maéas relaciones R z1,...,Zn. En una regla, T1 es
el conjunto que debe estar presente en el multiconjunto para aplicar
esta regla. Ty es el conjunto de relaciones que no deben estar en el
multiconjunto para aplicar esta regla. Cuando la regla es aplicada, todas
las relaciones de 71 son eliminadas del multiconjunto y las relaciones
de T3 son agregadas.
A continuacién se presenta la especificacién completa en Gamma del
protocolo:
R; : DetecLec p n3,LMode p ng,Pagina-Marco pfz p n2
-~ LMode p n31,LMode p n3,Pdgina-Marco pfz p m
Pégina-Marco pfa p n:z

Ry : DetecLec p n;,LEMode p np,Pégina-Marco pfa p ng
— LMode p n;,LMode p n2,Pégina-Marco pfa p nj,
Pagina-Marco pfe p n2

Rz : DetecEsc p n;,LEMode p na, Piagina-Marco pfs p n2
— LEMode p n;,Pagina-Marco pfo p m

R4 : DetecEsc p nj,—~LMode p n;,LMode p ns,

Pigina-Marco pf2 p n2,Ok p — Faselnvalidacién pfo p m
Rs : Faselnvalidacién pfy p n;,LMode p na,
Pdgina-Marco pf; p n2,— Faselnvalidacién pfi p m

Re¢ : Faselnvalidacién pfy p ni,-LMode p ng
— LEMode p ni, Pagina-Marco pfiy p n;,0Okp

R7 : DetecEsc p nj,LMode p n;,Pégina-Marco pfi p m1,0Okp
— Faselnvalidacién pfy p m

Las relaciones contenidas en el multiconjunto caracterizan las enti-
dades fisicas (tabla de pdgina, contenido de la pigina) y las entidades
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16gicas (fase del protocolo por ejemplo). LEMode p n establece quela
pagina p en el nodo n estd en modo de lectura/escritura. LMode p n
establece el derecho de lectura. DetecLec p n (andlogamente para
DetecEsc p n) establece que una excepcién de lectura (o escritura)
ha ocurrido en la pagina p en el nodo n. Pagina-Marco pf p nes-
tablece que una pédgina marco pf (una pigina fisica) correspondiente
a la pdgina virtual p existe en el nodo n. FaseInvalidacién pf p =
establece que la pagina p estd en fase de invalidacién para que la pagi-
na marco pf sea accesible en modos de lectura/escritura en el nodo
n. Ok p establece que la pAgina p no estd envuelta en alguna fase de
invalidacién.

Cada regla expresa un cambio de estado con la precondicién asocia-
da. Por ejemplo, la ocurrencia de LEMode p n en el lado izquierdo
pero no el lado derecho (como en R3) implica que el derecho de lectu-
ra/escritura estd cancelado para la pagina p del nodo n. Las reglas R y
Rs corresponden al caso donde el nodo n; pide derecho de lectura para
una pigina y ésta esta siendo usada en ese momento para lectura (R;)
o para escritura (R2) por otro nodo ny. Las reglas R3, R4 y Ry tratan
el caso donde el nodo 7n; escribe sobre una pagina y ésta es accesada en
modo de escritura (R3) o en modo de lectura (R4) por otro nodo ng o
accesada por ella misma (nodo n;) en modo de lectura (Ry). Finalmen-
te, las reglas Rs y Rg tratan el ciclo de invalidacién de copias de piginas

y el derecho de lectura/escritura cuando todas las invalidaciones fueron
hechas respectivamente.

6.4.1. Las propiedades

Una vez entendido el protocolo se debe encontrar alguna forma de
verificar que el protocolo cumple el trabajo para el que fue pensado.
Esto se puede hacer dando propiedades que debe cumplir el protocolo,
buscando tener un invariante.

Un invariante estd compuesto por propiedades P las cuales son defi-
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nidas de acuerdo a la siguiente gramadtica:

P :=Ryi.. yn < K|Ryr...yn > K
| PAv P | PL APy | P | verdadero| falso
K == 0]1

La notacién Ry . ..yn expresa la cardinalidad de una relacién lla-
mada R en el multiconjunto de acuerdo al patrén y; ...y, (donde y;
puede ser un nombre de variable o un comodin * para cualquier simbo-
lo). Por ejemplo, en el multiconjunto {{R a b,R a c[} tenemos que
Ri*x=2,Rib=1R * » =2 R ii= 0. Las propiedades estdn
implicitamente cuantificadas universalmente sobre sus variables libres.

A continuacién mostramos los invariantes para el protocolo de Li y
Hudak.

P, : LEModep* <1
P, : LMode p * > 0= LEMode p* <0
P3 : LEMode p*>0=LMode p*<0
P; : DetecEsc pm > 0=> DetecLec p m <0
Ps : DeteclLec pm > 0= DetecEscp m<0
Ps : Faselnvalidacion * pm > 0= LEMode pm <0
P : LMode pm>0=
(Pagina-Marco pf p m > 0 A Pagina-Marco pf p m < 1)
P : LEMode pm >0 =
(Pagina-Marco pf p m > 0 A Pdgina-Marco * p *x < 1)

La relacién como LEMode p * expresa el niimero de ocurrencias
de las tuplas que satisfacen la relacién que casan con los argumentos
(* casa con cualquier valor). La propiedad LEMode p * < 1 establece
que para una pagina p, hay a lo mds un nodo m tal que LEMode p m
existe. En el protocolo, es equivalente a decir que siempre a lo mas
un nodo puede escribir sobre una pagina p. La propiedad P; establece
que a lo mas un nodo puede tener acceso de lectura/escritura sobre
una pagina. P» establece que si un nodo tiene acceso de lectura sobre
una pagina, ningiin otro nodo puede tener acceso de escritura sobre esa



6.5 Algoritmo de verificacién 64

pagina. P3 establece el caso dual. Py y Ps revisan que las fallas de lectura
y escritura de una pagina no pueden ser detectadas al mismo tiempo
en una pdgina. Ps establece que en la fase de invalidacién, el nodo
que dispara la invalidacién no deberia tener acceso de lectura/escritura
sobre la pagina. Py establece que si hay un acceso de lectura a la pagina
entonces este nodo no deberia tener una y solo una copia fisica de la
pagina. Finalmente Py verifica que si un nodo tiene acceso de escritura
sobre una pagina, ésta debe tener una copia fisica de la pdgina y no
mas de una copia de esta pdgina debe existir en el sistema.

6.5. Algoritmo de verificacién

Una vez formalizado el protocolo y las propiedades que se espera
que cumpla, necesitamos alguna forma de verificar que las propiedades
sean verdaderamente invariantes del protocolo. Esta verificacién debe
ser automatica y relativamente eficiente para que se pueda aplicar a
protocolos de tamaifio real.

El algoritmo que se propone estd basado en la simple observacién de
que una regla en un programa de Gamma quita e introduce un nimero
finito y dado de relaciones. A partir de una propiedad que se satisfaga
después de la aplicacién de una regla, es posible derivar una propiedad
que se debe satisfacer antes de que esta regla sea aplicada, es decir, una
precondicién. Por ejemplo, consideremos la propiedad Ps:

EMode p * < 0VLEMode p* <0
y la regla R»:
R; : DetecLec p ni,LEMode p np, Piagina-Marco pf;

— LMode p n;,LMode p ny, Pagina-Marco pfa
Pagina-Marco pfz p n2

p mn2
P m,

El traslape entre P y R se muestra en la proyeccién (de las variables
de regla R3 a las variables de la propiedad Pp) u:

w(p) =p wEf)=pf pn)=x*+ pn) ==



6.5 Algoritmo de verificacién 65

En la regla R2, una relacién DetecLec y una relacién LEMode se
eliminan del multiconjunto. Al mismo tiempo, dos relaciones EMode
y una relacién Pagina-Marco también son agregadas. Considerando
la cardinalidad de las variaciones, es decir, el cambio en la cardinalidad
entre el lado izquierdo y derecho de la regla R, tenemos:

ADetecLec p * -1
ALMode p * = +2
ALEMode p * = —1
APAagina-Marco pf p*x = +1

f

Entonces, si P> debe ser verificada una vez que R3 es aplicada, antes
debemos asegurarnos de que:

LMode p * < —2
—ALMode p »
VvV LEMode p*x < 1

—ALEMode p *

Pero notemos que la propiedad LMode p * < —2 es equivalente a
FALSO ya que las cardinalidades no pueden ser negativas. Entonces la
propiedad antes mencionada se reduce a LEMode p * < 1. Ademas
esta condicién se debe satisfacer cuando Ra es aplicable, es decir, cuando
DetecLec p * > 0 A LEMode p x > 0 A Pagina-Marco pf p * > 0.

De esta forma obtenemos la precondicidon mds débil de P, para la regla
Ro:

(DetecLec p * > O ALEMode p * > 0
APagina-Marco pf p* > 0) = LEMode p * < 1

Esta nueva propiedad se convierte en un invariante del protocolo.
Entonces, la verificacién del algoritmo estd definido como un proceso
que va construyendo iterativamente un invariante reforzado. Este pro-
ceso debe converger ya que el lenguaje de las propiedades es finito. El
resultado es o bien FALSO, es decir, en caso de que no se puedan te-
ner dichas condiciones, o una coleccién de propiedades (el invariante
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reforzado) que se deben satisfacer por el estado inicial del sistema. La
verificacién de que esta condicién se satisface también puede hacerse
mecdnicamente utilizando la técnica presentada.

El algoritmo de verificacién se muestra a continuacién:

Verifica(P, Prt) =
TODO := {P}, DONE := 0
Prt := {Rl,..., Rl,}
PROY; := {pi, .-, 14},}
con i € [1,n] y donde PROY; es el conjunto
de proyecciones de la regla Rl; a P.
while TODO # 0 A A otfalse(DONE U TODO) do
Q € TODO
TODO := TODO - {Q}
DONE := DONE U {Q}
for i€ {1,n],j € [1,k] do
RiNA---ARp:=Q}
for k€ [1,m] do
if A ew(Rg, DONE U TODO) then
TODO := TODO U{R.}
end if
end for
end for
end while
{P~,...,P,} := DONE
resultado := M(PLA--- A Pp)

El algoritmo empieza poniendo en TODO el conjunto de propieda-
des. Cada propiedad Q de este conjunto se considera que converge (lo
cual ocurre cuando las riuevas propiedades son implicadas por las pro-
piedades antes generadas). Luego se calcula el conjunto de proyecciones
uj- de las reglas Rl; (del protocolo Prt) a la propiedad Q. Entonces,
se hace la evaluacidn de la condicién mas débil Q‘;- de la propiedad @
para la regla Rl; con proyeccién u?,- usando la funcién PMD. Una vez
que esta nueva propiedad estd normalizada a través de 4, (es decir, se
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propagan las negaciones, se pone la proposicién en forma normal con-
juntiva, es decir, se reduce la proposicién, etc) se agrega al conjunto
T'ODO si esta propiedad no es implicada por las propiedades en TODO
U DONE (por medio de la llamada a la funcién A4 ew). En cada paso de
la iteracidn, se revisa si hay una contradiccién en el sistema generado
por los conjuntos TODO y DONE, llamando a la funcién A4 ot false.

Este algoritmo termina ya que el conjunto de propiedades que puede
ser producido es finito ya que la cardinalidad del conjunto de propieda-
des también lo es, igual que la cardinalidad del conjunto de relaciones,
asi que el proceso de obtener las precondiciones mas débiles también es
un proceso finito. Se supone que los conjuntos de variables usadas para
definir los protocolos y las propiedades (pues sin pérdida de generalidad
podemos hacer un renombramiento).

Finalmente tenemos construido un conjunto de proposiciones que
forman un invariante, lo inico que resta por hacer es la verificacién de
que las nuevas propiedades se cumplen en el estado inicial del sistema.

6.5.1. Las funciones auxiliares

La precondicién mas débil. Una proyeccién de una regla Rl sobre

una propiedad P es una funcién p: FV(RI) U {*} — FV(P) U {*} tal
que:

=,y e VAR,
z F#y = u(z) # p) Ap(z) =py) ==
= p(x) = *
Y estd definida como sigue: PMD(P, T, Ty — T3, 1) =
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K = 0|1, VR; tal que

/\E’yl ceeyn > K Card({Ri z1...z, € Ti
h ~ ~ uj)) =yjVyi=+}) >K
parte 1
—= VR, talque R’; x1 ...z, € T
Ry ... <0 e : n !
!\ ‘ylv n=_" { ulzy) =vyj, T #*=>y; # *

parte 2
VR! que aparezca en P con

=7 L= Card({R”iz1...2n € T3
Ry ...yn+I; *
=>S(p [;&.L]) w(zi) =y Vy; = *})

- Riyi-..yn /, —Card({R”; z1...z, € T1|
m(zj) = y; Vyj = *})
parte 3

El resultado de PMD toma la forma: parte 1 A parte 2 => parte
3. La parte 1 y la parte 2 representan la condicién de aplicacién de
la proposicién actualizada P en la parte 3. La parte 1 y la parte
2 expresan el hecho de que la precondicién calculada tiene que ser
satisfecha cuando la regla es aplicable, es decir, cuando las relaciones
de T estan en el multiconjunto (con cardinalidad estrictamente mayor
que 0) y las relaciones de T3 no estan disponibles en el multiconjunto
(con cardinalidad menor o igual que cero). La parte 3 se deriva de
la proposicién inicial P tomando en cuenta las modificaciones a las
cardinalidades (de acuerdo a la creacién y eliminacién de las relaciones
como lo indica la regla). Después, esta parte es simplificada por § que
es una funcién que sirve para asegurarse de que la nueva propiedad
pertenezca al lenguaje de las propiedades.

Funcién de normalizacién. La funcién AN es empleada para
normalizar cada propiedad antes de que sea pasada a la funcién ANew.
La tarea de la funcién de normalizacién es muy simple, quitar las
negaciones propagéindolas dentro de las expresiones, poner la propo-
sicién en forma normal conjuntiva, ademds, quitar las proposiciones
redundantes y las ocurrencias de verdadero y falso reduciendo de esta
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manera la proposicion.

Deteccién de precondiciones nuevas. La funcién New verifica

que una propiedad dada P no sea implicada por el conjunto de propie-
dades E:

New(P,E) = sea E = {P,..., P}
(Py & P)A---A(Pn = P)

6.6. Aplicacién del protocolo

En el articulo de Le Métayer y Mentré [D. Le Métayer, 1997] se men-
ciona una aplicacién del protocolo de Li y Hudak que consiste en una
implementacién del algoritmo en Objective Caml 2, que es un lenguaje
parecido a ML. Este programa usa bases de datos distribuidas para im-
plementar la revisién .4 otfalse y verificar las propiedades producidas
contra las condiciones iniciales.

Ahora veamos como podemos llevar el protocolo propuesto a un SRC
de la manera en que ya hemos explicado.

6.7. De Gamma a SRC

Dado que el protocolo lo podemos ver como un SRC, donde el con-
junto de términos para el SRC seria el conjunto de multiconjuntos que
manejamos en el protocolo, y las relaciones del SRC las vemos como fue
propuesto en capitulos anteriores, la relacién de un SRC ser4 el progra-
ma mismo de Gamma. De esta forma podemos ver el protocolo como
un SRC y pasamos ahora a demostrar que las propiedades propuestas
son un invariante para el protocolo.

Una vez que verificamos que las nuevas propiedades construidas a
través del algoritmo antes de que se aplique el protocolo (es decir, en
el estado inicial del sistema mediante un algoritmo que vaya recorrien-
do cada propiedad y se vaya verificando), podemos continuar con la
verificacién de que el protocolo satisface las propiedades que forman
el invariante. Esto lo llevamos a cabo mediante la 1égica propuesta en
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el capitulo sobre los SRC, comprobando de esta manera que cada uno
de los estados por los que va pasando el sistema en cada aplicacién de
las reglas, es decir, por cada multiconjunto o término que se obtiene al
aplicar las relaciones de reescritura del sistema durante la ejecucién del
protocolo cumple las condiciones que forman el invariante.

Esto lo llevaremos a cabo empleando la légica (propuesta en el
capitulo 3.4) y la semantica para SRC (§3.3.2), mediante la aplicacién

de las reglas (mediador, terminacion, etc), como se muestra a continua-
cidén.

6.7.1. Aplicacién de la 1l6gica para los términos de

un SRC

Como mencionamos anteriormente, la formma en que mostraremos
que las propiedades del invariante se cumplen durante la ejecucién del
protocolo (SRC) es mediante la aplicacién de las reglas de inferencia
propuestas.

De esta forma estariamos verificando que las propiedades del inva-
riante propuesto se cumplen en cada término (o estado que describe al
sistema de MVC) y de esta forma el protocolo (o0 SRC) seria correcto.

Entonces una vez que tenemos la 16gica para hacer las demostracio-
nes que nos interesan, veamos como podemos escribir 1o que queremos
probar de acuerdo al lenguaje 16gico sobre términos que propusimos.

Queremos verificar que cada multiconjunto o término por los que

pasa el sistema, es decir, las trazas que genera el protocolo, cumplen
con una condicién dada del invariante.

Lo anterior lo podemos ver de la siguiente manera:
Va.Plk o& y VM, que aparece en &, MA}= Inv

donde P representa el protocolo (o SRC), o@ representa a las trazas pro-
ducidas, M}, es el multiconjunto (o término del SRC) correspondiente a

una regla, y finalmente Inv es el invariante (o una propiedad sobre los
términos, expresada en L(T)).

Entonces, la hipétesis inductiva si pensamos en una demostracién
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sobre las trazas producidas seria:
Pl oa y VM € &, Mgk Inv

Ahora, lo que queremos demostrar es:

MoapM A MEInv AN MEInw
—

PloM,M)oa

Es decir, sabemos por hipdtesis de induccidn, que el protocolo has-
ta cierto punto, produce una traza & tal que todo término My que la
compone cumple con el invariante Inwv. Lo que queremos ver ahora es
que una traza mayor también cumple el invariante, es decir, queremos
demostrar ahora que la nueva traza producida por el protocolo cumple
también el invariante, pero eso se reduce a verificar que el protocolo
puede producir esta nueva traza (el consecuente de la implicacién an-
terior) pues la traza anterior & ya cumplia con el invariante (hipétesis
de induccién) y la nueva pareja de términos (M, M') también (por la
implicacién anterior, asumiendo el antecedente).

Usando las reglas antes mencionadas para la semantica y légica pro-
puestas:

Mediador Terminal
t=r Ys, t' € RT(R,t), SEsrc o& tH ¥s
SkEsrc o(t, ) O & SEsrc o(t,1)

donde t, ! e T,y € L) y & € T(T).

Es claro que mediante la aplicacién de esta regla podemos tener una
demostracién por induccién sobre las trazas que generan las aplicaciones
de las reglas que forman el protocolo, mostrando asi que cada multi-
conjunto por el que va pasando el sistema cumple con el invariante.



6.7 De Gamma a SRC 72

Debido a que la construccién del invariante Inv para el protocolo
en cuestién estd dada por un algoritmo, no tenemos completo el inva-
riante hasta que este algoritmo ha terminado. Por cuestiones practicas,
aqui no hemos dado explicitamente el invariante completo, sino que he-
mos mostrado que mediante el algoritmo dado es posible su elaboracién.
Por esta razén, la verificacién de que la propuesta de protocolo realmen-
te lo es, tampoco es dada explicitamente sino que se demuestra que el
invariante se cumple durante la ejecucién del protocolo, utilizando la
regla de la 16gica dada anteriormente.

Es decir, para una regla dada y una propiedad del protocolo, pode-
mos hacer la demostracién de que el protocolo siempre la cumple: lo
que tenemos que probar es que antes y después de aplicar la regla Ry:

Ra DetecLec p n3,LEMode p n2,Pégina-Marco pfz p n2

— LMode p ni;,LMode p n3, Pagina-Marco pfa p ni,
Péigina-Marco pfo p n2

y tenemos la propiedad P una vez que el algoritmo es aplicado, se
cumple la propiedad correspondiente de la propuesta de invariante:

(DetecLec p x > 0 A LEMode px>0
APagina-Marco pf p * > 0) = LEMode p* <1

Sea M el multiconjunto o término que describe el estado antes de
aplicar la regla Rg, es decir, M describe el estado de las paginas y los
nodos del sistema.

Ahora veamos que un término 7" (o multiconjunto) después de apli-
car la regla Ry cumple la propiedad P> del invariante, esto es, tene-
mos que verificar que antes de la aplicacién de R», el estado imicial
del sistema es que tenemos una peticién de lectura sobre una péagina
p en un nodo n;, pero ésta estd siendo escrita por un nodo ns. De
esta forma, vemos que tenemos una peticion de lectura, por lo tanto
DetecLec p * > 0, ademds tenemos a mg escribiendo sobre p, asi que
LEMode p * > 0y tenemos que tenemos una copia fisica para la pagina
p, por lo tanto Pagina-Marco pf p * > 0, ahora veamos que se cumple
LEMode p * < 1, pero esto es cierto, pues sabemos que tenemos solo
a nz escribiendo sobre p. Por lo tanto tenemos que M = Ps.
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Ahora consideremos el estado (multiconjunto o término) M’ que des-
cribe el estado del sistema después de haber aplicado la regla Ry y
veamos que M’ |= P,.

Es claro que se cumple la proposicién P2 en M’ pues asi fue como se
construyeron las propiedades. Una vez que se aplica R2 no hay nodos
que hagan la peticién de lectura, por lo tanto la propiedad P es cierta.
Entonces sabemos que M’ |= P;.

Sea @ una posible produccién de trazas generada a partir del término
M’, de tal forma que tenemos M'|= &.

Ahora podemos aplicar la regla Mediador y tenemos que P |=
o(M,M") e a.

La verificacién en las demdés propiedades se hace de manera similar,
de tal forma que demostramos que cada una de las propiedades del
invariante se cumplen durante la ejecucién del protocolo.

De esta forma la verificacién de las condiciones para tener un inva-
riantes es realizada mostrando que las propiedades deseadas en el pro-
tocolo se conservan durante su ejecucién, y por tanto podemos afirmar
que el protocolo es correcto.

Con esto terminamos la verificacién de propiedades para una aplica-
cién a través de la formalizacién propuesta en este trabajo.
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Capitulo 7
Conclusiones

El presente trabajo de tesis surge como parte del proyecto de in-
vestigacidon “Semadntica del paralelismo: en busca de una unificacién”
(véase §1.4). El trabajo de investigacién de esta tesis se basa en un
profundo estudio de los SRC y del lenguaje paralelo de programacién
Gamma asi como de su semdntica. A través de este estudio, se logran
entender los conceptos fundamentales para llevar a cabo una propuesta
de acuerdo a la hipdtesis de partida: proponer una generalizacién del
modelo semantico de Gamma que permitiera ser la base para un modelo
semdantico de logs SRC y de este modo, de una subclase de lenguajes pa-
ralelos. Puntualizando la hipétesis, la tesis tiene los siguientes objetivos
como parte de los objetivos del proyecto antes mencionado:

1. Extraer un modelo matemaditico mas abstracto de la semdéntica de
Gamma disefiada por [Hernandez, 1999].
2. Caracterizar qué lenguajes de programacidén paralela pueden con-
siderarse sistemas compuestos de reduccién.
3. Formular un modelo semantico para todos los sistemas de reduc-

cién compuestos basado en la versiéon abstracta de la semantica de
Gamma.

1. Para alcanzar los objetivos planteados, la tesis presenta un estudio
de la semantica de Gamma.

1véanse los objetivos gencrales del proyecto de investigacién en §1.4
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El estudio de Gamma y los SRC consiste en entender la seméintica
de los lenguajes de programacién para luego estudiar la seméntica de
los lenguajes paralelos como Gamma y de esta manera entender la
semdntica de los SRC. La tarea de comprender la semantica de los
lenguajes paralelos es realizada mediante el estudio de un lenguaje
de programacién muy sencillo, revisando las semiénticas operacional,
denotacional y axiomaéatica. Una vez que se comprendieron las formas
en que se puede describir el comportamiento de un programa de un
lenguaje secuencial, se extiende este lenguaje para comprender el
paralelismo y de esta forma estudiar la semdantica de un lenguaje
paralelo. Pasamos después a revisar los SRC: primero se estudia el
comportamiento de los sistemas de reduccién y se dan algunos ejemplos
de este modelo de cémputo (como el cdlculo lambda). Una vez que
la idea de los sistemas de reduccién ha quedado clara, se presentan
los operadores de composicién paralela y secuencial para los SRC. Se
estudian también algunas de las caracteristicas de los SRC basadas en
estos operadores de composicién. Finalmente se presenta un estudio de
la semdntica de los SRC y se establece una légica para los SRC. En
este punto se tienen las herramientas para empezar con el desarrollo
de la propuesta de esta tesis.

La propuesta desarrollada en el presente trabajo fue la de trans-
formar los programas de Gamma y Gamma estructurado en SRC vy
de esta forma obtener una generalizacién de estos programas. Ademas
de seguir con la propuesta inicial, se propone una semadantica para
los SRC? y una légica para este modelo con el fin de que el modelo
semdntico propuesto permita desarrollar algunas técnicas de verifica-
cién y transformacién de programas usando la 16gica antes mencionadc.

Para llevar a cabo la transformacién de los programas de Gamma
y Gamma estructurado a SRC se siguié la idea de tener una relacién
para dos multiconjuntos M, M’ (o multiconjuntos estructurados segiin
corresponda) del conjunto de multiconjuntos (0 multiconjuntos estruc-
turados) sobre los que actuaba el programa de Gamma (¢ Gamma

Zbasada en la propuesta del modelo semintico hecha por el Dr. Francisco Hernindez
Quiroz (véase [Herndndez. 1999))
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estructurado) P. La relacién estaba definida como sigue: los multicon-
juntos M, M’ (o multiconjuntos estructurados) estaban en la relacién
si la aplicacién de P sobre M nos llevaba a M’. Por la naturaleza
de Gamma, podiamos componer los programas de manera secuencial
y paralela y de esta forma obteniamos un SRC correspondiente al
programa de Gamma (o0 Gamma estructurado) P, donde la relacién de
reescritura es la que describimos anteriormente y los términos eran los
multiconjuntos sobre los que aplicibamos el programa P.

Un ejemplo de la transformacién propuesta se estudia en el capitulo
6 donde se realiza la transformacién a un caso real: un protocolo de
coherencia para un sistema de memorias virtuales compartidas escrito
en Gamma. Empleando la transformacién de Gamma (o Gamma
estructurado) en SRC que se propone en este trabajo, se obtiene un
SRC gue corresponde al protocolo original escrito en Gamma.

Otra de las razones para tener esta aplicacién es la de llevar a cabo la
verificacién de algunas propiedades del protocolo. Esta verificacién de
propiedades nos permitiria probar la correccién del protocolo de manera
formal. Esta tarea es realizada trabajando sobre el SRC resultante de
aplicar la transformacién propuesta, de tal forma que las propiedades
que se quiere cumpla el protocolo, se expresan como una propuesta
de invariante y se hace una demostracién de que estas propiedades se
cumplen antes, durante y después de la aplicacién de las reglas de rees-
critura del SRC mostrando de esta forma que el protocolo de coherencia
es correcto. Finalmente con este trabajo hecho sobre la aplicacién, se
completa la tarea de llevar a cabo la verificacién de programas usando
la transformacién, semantica y légicas propuestas para Gamma y los
SRC de acuerdo a los objetivos del proyecto del cual surgié este trabajo.

La verificacién de la correccién del protocolo se realiza empleando
la semantica y la 16gica propuestas para los SRC en el capitulo 3.3 Con
estas herramientas para los SRC, es posible hacer demostraciones sobre

3Las propuestas hechas sobre la seméntica y la légica para los SRC estin basadas en la
semantica y la légica propuesta por el Dr. Francisco Herndndez Q. haciendo una adaptacién
para los SRC (como se habia mencionado anteriormente).
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programas usando las trazas generadas por la aplicacién de las reglas
de reescritura del SRC sobre los términos (que para el protocolo en
cuestién son multiconjuntos) y tener de esta manera una demostracién

formal de su correccién siguiendo la idea de las demostraciones por
induccién sobre las trazas.

Ademsds, con la transformacién propuesta se logra que se establezcan
bases para realizar transformaciones sobre los programas de otros
lenguajes paralelos que tengan las caracteristicas de Gamma, es decir,
la subclase de lenguajes paralelos que puedan transformarse en SRC y
de esta forma tener una generalizacién para esta subclase de lenguajes
paralelos. Ademads, se tiene un sistema de verificacién para los SRC
en base a la semdntica y légica propuestas. Con este sistema de
verificacién y la prueba de que esta transformacién se puede extender,

podemos seguir la idea de tener un sistema de verificacién para esta
subclase de lenguajes paralelos. '

De esta forma se cumplen los objetivos? iniciales planteados para
la realizacién de este trabajo y se trazan algunas posibles rutas para
continuar con las lineas de investigacién que siguid esta tesis.

4yéase las bases de la investigacién en §1.4
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