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Resumen

En este trabajo se presenta una revisién de los modelos mis utlizados en el
campo del crecimiento individual Se contemplan los modelos de voo
Berttalanfy, las variaciones del modelo de von Berttalanfy para erecimiento
alométrico e isotnétrico; ademds de los modelos Logisticos y de Gompertz,
analizados estos ultimos como una alternativa de aplicacidn  para
crecimiento individual. Utllizando el método de variables elegantes, se
analizan los supuestos bioldgicos de cada modelo asi como la metodologia
necesaria para calcular sus pardmetros. Los modelos son probados

utilizando datos bibliograficos de la lebranchia Mg/ curerna.

Se desarrollé un programa de computo que permite obtenet los prinicipales
parametros de los modelos de crecimiento revisados, asi como las
hetramientas necesatias pata su operacién. Ademds el sistema cuenta con un
grupo de funciones que permiten calcular tablas de frecuencias, graficas,
métodos de suavizacidn, andlisis modal por el método de Battacharya,

minimos cuadrados y pruebas de 3.

El programa de computo, asi como su codigo fuente quedan a disposicion

de los usuatios para su uso y modificacién libre.



1. Introduccion

Exn el campo del modelaje matemético las areas de crecimiento individual, perteneciente a la
dindmica poblacional, han sido intensamente estudiadas. In la Biologin Pesquera es
importante el estudio de los aspectos poblacionales de las especies icticas con valor
comercial (Salgado-Ugarte, 1992). Entre los estudios mads importantes estdn [os relacionados
con el crecimiento. Bl crecimiento es un proceso de incremento o de desarrollo progresivo
de los organismos que se puede medir, sea como talla o peso entre dos intervalos de tiempo.
El modelaje matemitico reduce a una ecuacidn el conjunto complejo de eventos fisioldgicos
que se Heva a cabo durante el crecimiento. El crecimiento depende de la cantidad y la calidad
del alimento dispontble, el niimero de organismos que tienen que competir por este
alimento, la longitud, 1a edad, el sexo y la madurez sexual del organismo. También depende
de varias condiciones ambientales como la temperatura, oxigeno disponible, etcétera. 5i un
organismo obtiene el alimento suficiente para pagar el costo energético que implica el
mantenitniento, entonces pucde sintetizar nuevo tejido. Este tejido puede implicar
crecimiento o produccidn de pametos. El crecimiento y la reproduccidn son procesos
complementarios que tienen como fin aumentar ef tamafio del organismo o el tamafio de la
poblacién del mismo. Ambos procesos dependen de la energia disponible, misma que es

obtenida de la alimentacidn,

Un modelo matemitico e5 una funcién que describe la relacién que existe entre variables.
Bazicamente es la representacién de cémo cambia una cantidad (por ejemplo la tallay al

cambiar otra (por ejemplo el tieropo).



Sin embargo, una funcién matematica de esta indole debe cumplir dos requisitos basicos:
1. La ecuacién matemdtica debe ser coherente con e proceso biolégico que intenta
describir y
2. Debe deserbir la mayor parte de los datos observados.

En este trabajo se hace una revisidn de los principales modelos que se han propuestc para el
estudio del crecimiento individual, las hipdtesis v concepros utilizados en cada uno, asi como

su aplicacidn. Los modelos que serin revisados son:
» Crecimiento en talla y peso de von Bettalanffy 1938 en Von Bertalanfiy (1976)
* Modelo logistico citado por Moreau (1987)
& Modelo de Gotnpertz citado por Moreau (1987)
* Modelos de Credmiento estacional (Pauly y Gaschiitz {1979)
= Indices de Crecimiento

En el caso de peces de aguas templadas se ha obsetvado un pattdn de estacionalidad en el
crecimiento individual. El crecimiento dende a seguir el ciclo estacional (mis rapido en los
meses céﬁdos y mis lento en los perdodos fros), ciclos de luvia ¢ inclusive la duracién
estacional del dia v la noche. De esta forma, también se tevisardn las modificaciones que a

este respecto se han hecho al modelo de von Bertalanffy.



Objetivos
General

® Analizar los supuestos matemiticos y la interpretacidn biolégica de los parimetros
de crecimiento de los modelos Logistico v de Gompertz para crecimiento en peso,

utilizando ¢l método de Variables Elegantes.

¢ Desarrollar un programa de cimputo que permita obtener los principales
patdmetros de crecimiento a partir de los modelos mas utifizados en ecologia de

poblaciones.

Particulares

¢ Hacer un recuento de los modelos matetmidticos que han desctito el crecimiento

somatico expresado en talla y peso.

*  Determinar tendencias de interpretacion bioldgica de los modelos matemiticos que

describen el crecimiento somiatico de los individuos

¢ Elaborar un programa de computo que permita obtener las variables necesatias para

caleplar las ecnaciones de crectmiento,
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Crecimiento

Desde el punto de vista bioldgico, describir el crecimiento de los peces por medio de
expresiones materndticas es un problema complejo que requiere identificar cada uno de los
componéntes que interviencn en el proceso. Los peces pueden desplegar un intervalo de
tasas de crecimiento intraespecifico bajo diferentes condiciones ambientales. Por estz razén,
el tamafio final del adulto no depende solamente de las caracteristicas genéticas de la especie,
sino que es b sumatona de todos ios factores involucrados. Pauly (1991) determina que
estos factores inciden en las tasas de amabolismo y catabolismo de la siguiente forma

esquematizada en la figura 1.1,
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Figura 1 1 Aproximaci6n biokdgica del crecimiento en peces Factores y procesos involuceados (Modificado de Pauly, 1991)
W= peso, t+ tiempo, Hs=anabolismo, Kw= catabolismo
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Seglin esta figura, ef crecimtento  se base en la relicion de procesos anabdlicos Hsi
catabolieos (Kw). El organisme crece cuando b formacion sobiepasa a la degradacian, y se
dedene cuando se cquilibran ambos procesos. También, se observa que el catabolisme 7R
ey proporcional al volumen o peso (o) v el anaholismo (M} es proporcional a la superficie

LY

A pattir de la ecuacidn de b fipura 1.1 es posible derivar expresiones que representen
cusntitativamente s cnrvas empinicas de crecimiento ¥ oque expliquen un considerable
nirmero de fendmenos de crecimiento.

TABLA T

MORELOS DE CRECIMIENTO

W= peso, 1) = s de anabolisme, W asa de canbolisme,
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Los modelos descritos en la tabla 1.1 cumplen con la relacidn de variables propuestas en la figura
1 pot Pauly {1991). El modelo maltusiano o =pw mis sencillo es totalmente empirico v

representa el crecimiento infinito de un organismo, aunque ha sido usado pata describir el
crecimiento de cualquier organismo en los primeros estadios de vida (Gutierrez, 1984). Ei resto
de Jos modelos serdn discutidos en los capftulos subsecuentes Para llegar a la fornma integrada de
estos modelos, la mayorfa de los autores han partido de alpuna de las ecuaciones de la tabla 1.1
Bl método seguido en este trabajo corresponde al Método de Variables Elegantes desarrollado
por Gutiéreez (1984), Miramontes y Sinchez (1996) y Gutiéerez y Sanchez (1998). El método de
variables elegantes es un método novedoso, que permite linealizar ecusciones complejas, ademis
de proporcionar clementos sencillos para encontrar el valor de los parimetros de estas
ecuaciones. Fn el desatrollo del método dé variables elegantes, los autores mencionados analizan
los casos de las ecuaciones de von Berttalanffy par; crecimiento en talla v peso, asi como los

mnodeles logistico y Gompertz pata crecimiento pohlacional



2, Modelo de crecimiento de von Bertalanffy

Margalef (1977) sefiala que una poblacién se puede caractetizar por su biomasa, Finalmente
Ia biomasa es la contribucién de la poblz;icién al ecosistema. Sin embatgo, la biomasa no
permanece estatica. Es propiedﬁd ¥ caracteristica de los organismos awmentar su biomasa en
forma de crecimiento. Tl crecitiento no es una catacteristica de Ia especie sino de Ia

poblacion.

En “la teoria general de los sistemas”, Bertalanffy (1938) obtene Ia funcién L=L{t) a partit

del desarrollo de W=W(t} y de la ecuacién de alometria L = ¢ W ",

El pianteamiento del autor parte del hecho de que Iz densidad y forma de un organismo se
debe ol ritmo de anabolismo-catabolismo v que el anabolismo es proporcional a Ia superficie
del otganismo (Aguilar &z 2/, 1984 citado por Jurado, 1993). Esta hipétesis se refleja en la

ecuacion:

‘;it" =W ~NW) @9

donde 1 y ¥ corresponden a las tasas metabdlicas (anabolistmo y catabolismay),
La ecuacién 2.1 en su forma integrada se ha descrito como (Moreau, 1987):

W)= Woo(l—e ™) donde Woo es el tamafio asintético, ¥ es una constante, t=t,

cuando W=0; v b es el exponente de la relacién peso/longitud.

vy




La integracién de la ecuacién 2.1 supone algnnas matemdticas para su solucidn, ademds de
algunos problemas para el cdlculo de los pardmetros que I componen (Miramontes y

Sinchez, 1996).

La solucion de ecuaciones diferenciales del tipo
x=Fx

donde y es un vector n-dimensional ¥ F es un campo vectorial en R, aparece con

frecuencia describiendo diferentes procesos naturales. Por ejemplo, modelos de crecitiento
poblacional (Malthus y Verhulst), comperencia (Lotka-Volterra), cinética quimica {Belusov-

Zhabotinsky} y crecimiento de organismos (von Bertalanffy) (Miramontes y Sdnchez, 1996).

La reduccién de una ecuacién diferencial del tipo ).c = F(x) a un sistema lineal mediante una

transformacion no lineal en este tipo de ecuaciones escalares fue descrito formalmente por
Mitamontes y Sanchez (1996} con el nombre de Variables Elegantes. Los autores
demuestran su witlidad e el campo de la deternmactén de parimetros de Ia solucidn de
ecuaciones diferenciales derivadas de modelos matemiticos en Biologia El objeto del
mérodo de solucidn de ecuaciones por vardables elegantes consiste en maltheranizar modelos
clisicos y de esta forms, determinar los pardmeiros en ellos involucrados, Los autores
reconocen que aun 1o se ha desarrollado el caso vectonal de este método

Jutado {1993) aplica el método de variables elegantes de Gutiérrez (1984) para obtener la

.

ecuacion de crecimiento en peso. Este es un método sencillo que utliza conceptos



biolégicos en planteamientos matematicos. Ademds permite obtener los valores de los

paramettos requetidos por el modelo.

La solucién por variables elegantes del modelo de crecimiento en peso de la ecuacién de

von Bertalanffy (ecuacién 2,1) es (segtin Jurado, 1993):

Yp

WD) = Weo(1— Ae™) 2.2)

donde el peso al tiempe t [W()] igual al peso mixime [Weo], una constante

P\t .
[A= YZ@% ], un constante de alomettia [f= 1% ] ¥ una tasa de decremnento de lo que
o0 .
le falta al organismo por crecer -N].

La solucidén de (2.1) descrita por Jurado (1993) sigue los planteamientos generales descritos

pot Miramontes y Sanchez (1996), determinando que [a solucién de la ecuacién 2.1 e5 2.2
W(t) = Woo(1 - Ae™P)B
v que la solucidn lineal para obtener los parametros de la ecuacidn (Woo, A v ) es:
W(t+1)? =mW(Ef +b

de donde se determina que

_NZ—-I-Inmy W:, =L
B 1-m

Con ¢l conocimients de W y a través de una segunda regresién del tipo

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN




W — Wl
WFS

L)

=mt+h,

donde m, =-kByb,=lnA

El parimetro P, Jurado (1993) lo toma de la ecuacién de alometria L. =cW*F. Sin embargo,
ocurre que en muchas ocasiones, no se tienen datos de talla, solo de peso, por lo que B debe
tomazse de Ja bibliografia o consideratse como B3, suponiendo un crecimiento isométrico.

Si se sospecha de alomettia, deberin ajustarse los datos segiin las hipétesis de alometria

discutidas en ka seccion 3

A continuacion se retomarin los supuestos del método de variables elegantes para presentar

Ia solucién de la ecuacién de von Bertalanffy para el crecimiento en talla
El método de variables elegantes parte de 3 postulados (de Gutiérrez, 1984):

1. Segiw la especie, las condiciones ambientales, él sexo y otras variables, el promedio de
los orgapismos en una poblacién mantiene sus ditnensiones corpotales (longitud v
peso) por debajo de dertos topes o dimensiones maximas, al it envejeciendo el

organismo tiende a alcanzar estos topes

2. La velocdad de crecimiento es mayor durante las etapas tempranas del desarrolio y

disminuye después de clerta edad hasta desaparecer al llegar al tope.

3. Existe una vadable £ =L{t) asociada con el potencial de crecimiento, es decir, que

mide lo que le falta al organismo por crecer en el iernpo t ¥ que disminuye de manera

constatite por unidad de tiempo.

10



La grifica de la funcién £71{) (Figura 2.1), refleja una curva con compottamiento
asintStico. En ella se reflejan los postulados 1 y 2 antetiores, esto es diferentes tasas de
crecimiento segin la edad del organismo. Esta tasa decrece conforme se aproxima a la

asintonta £o0 y se tepresenta como

LEH=Lo-LE  (23)

Longitud

Tiempo

Figura 2.1 Relacion talli-edad

El postulado 3 implica la existencia de una vatiable elegante £ (t) que se interpreta como lo

que le falta al organismo por crecer al terpo ty cuya grafica se muestrz en la figura 2.2

11



L{0)

L@

Tiempo

Figura 2.2 La funcién £ ()

L (1) es una funcién maltusiana que decrece de manera constante por unidad de tiempo, de

tal forma que Ia funcién que la define est dada por

LO=LOe"  (24)

Donde

£ (0) = Lo =L(0) (2.5)

Y kes Ia tasa instantinez de decrecimiento de £ (£} Al sustituir las ecnaciones 2.3y 2.5 en

2.4 se obtiene

L) = Leo — [Leo-L(0)e™ (2.6 4)

L{t) = Loo[1-e*] (2.6 b)

La ecuacién 2.6, en cualquiera de sus forimas, representa el modelo de crecimiento en talla

de von Bertatanffy donde 1o es la tallz méxima del organismo, L{0) es la talla al nacer (en el

12



tiempo 0), k es la tasa de crecimiento v t, en la segunda representa el tempo hipotétco

cuando la mlla es 0.

El modelo maltusiano descrito en (2.4} afirma que £ (1) decrece 2 tasa constante por unidad

de tiempo, siempre y cuando ¢ € R lo que implica que

_Lary-Ly)
q= © @7

donde q, que es una constante negativa mayot que -1, implica

incremento en la talla en una unidad de tiempo

talla al inicio del incremento

Al expresar q en términos de 1.(1) se obtiene

Ln-Le+l)
T Le- L)

-despejando L{t+1)

i Lt1) = (1+qLiqlee  (2.8)

La variable £ (t) dectece de manera porcentualmente constante por unidad de tHempo st

existen constantes 0 <m <1 yb > 0 tales que
L{t+1) = mL{+b

Donde

13



m=1+q

b=-qLo
De la ecuacién {2.7) se obtienc
L@ LO=qL()
siecndo t una unidad de tiempo
L) LO)=qLO)
£(1)=£0)+q £ (0
£W)= L O) (1+q)
en dos unidades de tiempo t
L@2)= L1 1+q
tomando cl valor de £ (1)
L{@=[£ O (1+g] (1+g
L (2= L) {1+y)’
o considerando t como unidades de tiempo enteras
LO=L0) 1+  (29)

Al considerar t como cualquier nimero fraccionasio



se obtiene de (2.9)
L(D)= LO) Qo)
ent=1
L= £ 6= £0 1+a)

L OA+g= £ ©O) (1+qy
(I+g) = (1+q)

q =TT -1

L <§>= LO[Avqg-1T

cOy= oot 210)
S

Se puede demostrar que a valores grandes de s, {/(1+g)—1 dende a 0 en forma de

expansién decimal. Sin embargo sq, tende a 0 1823, Este valor se denominz k



s g =yf(i+g -1
10 0.01839
10° 0.001824
10 0.00018238
10° 0 000018232
100 0.000001823
10° 0000000182
107 0.000000018

pata s grandes. Para valores muy grandes de s (10%, se puede afitmar

qiz

1 )
sea W = —, entorices W= ii . Como t = r y s=wk, sustituyendo en (2 9) y (2.10)
k)

L= L (0) (1+ )"'h (2.10)

de igual forma, se puede demostrar que

porlo que
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L (e £ () e® (2.12)

(+gy=¢

La ecuacion 2.12 justifica el supuesto de uso de 1a ceuacidn 2.4, cuando se afiemd que £ (t)

era una funcion malthusiana que decrecia de manera constante por unidad de ttempo

De la ecuacién (2.8) se obtuvo que m=1+q y b=-gLeo, pot io que, dada la relacion lineal que
existe entre L{t) y L{t+1), sc obtienen los parimetros de la ecuacidn de Bertalanffy:

k=Inm v LQQ:L
I—m

Las ecuaciones de crecimiento de von Bertalanffy, en sus formas de talla y peso, han sido
usadas tanto en estudios de crecimiento como en manejo de pesquerias (Morean, 1987), Sin

embargo, su uso tiene los sipuientes problemas:

El modelo de crecimiento de von Bertalanffy es msuficiente para describir las curvas de
crecimientta en talla con forma sigmoidea presentes en diferentes especies de peces de vida
corta, que presentan un puato de infleccidén en sus curvas de crecimiento. Estas especies han
sido desctitas por Yamapuchi (1975) como especies de vida corta, ripido crecimiento y

explotacion temprana.

Lo gene algunas observaciones Pauly (1979) afitma que se sobre-estima ya que

generalmente los peces mis viejos y de lento crecimiento no son muestreados. Ademas,

17




existe controversia en cuanto a la definicion de talla asintética. Ricker (1975) Ia definié como
el tamafic promedio que alcanzaran los peces de una poblacién dada si pudieran vivir y
crecer indefinidamente.  Algunos autores creen que la talla mixima o asintGtica es una
ficcidn matemdtica (Knight, 1968). El crecimiento asintotico es real (los organismos no
pueden crecer indefinidamente, ya que al alcanzar cierta talla deben emplear la energia
disponible para producir gametos y reproducirse, reduciendo dristicamente su tasa de

crecimiento). Sin embargo, 2 estimacién del valor asintético depende del método udlizado.

Lopez-Veiga (1979) sugiere utilizar la signiente ecuacion para la estimacidn de t{0) si se

quiere utilizar la ecnacién 2.6b

1 Leo~L,
o= —].Oge _—
k Lo

donde L, cotresponde a la talla de captura al Hempo t=0.

Considerando la importancia biologiea del cilculo de Lee ¥ t, Schnute y Fournier (1980)

introducen en la ecuacion de von Bertalanffy los Hmites maximo vy minimo, L v 1. del

Tmnir v
max ; Toming -

distribucion de frecuencias de tallas observada. Sea L, ¢l promedio observado a la edad
t=a,, entonces
Lmjn = Lm 1 — e_kfﬂl_(u)

Paral.,,, el promedio observado ala edad t=a,, = a, + M,

L =Taol1— eAk(aﬁM—]—tu)'
max

18



Entonces, para cualquier edad t, Ia talla L se caleula como:

1— g 5

L= me +(Lmax - Lmin) 1 *e_km_l)-

En esta nueva ecuacidn no aparecen los términos Leo ¥ ¢, por tanto, el problema de su

interpretacidn bioldgica desaparece En efecto, tenemos que:

(Lo =Ly )™

Lo = f—e MY
| - |
t =3 ——lo _LM'L_
’ Ge L -1, a0



3. Modelo de crecimiento isométrico y alométrico

En la naturaleza se distinguen dos tipos de crecimiento mdividual: el isométrco y el
alométrico. El crecimiento isométrico consiste en que a lo largo de su vida el organismo
crece en las mismas proporciones, es decir, el crecimiento del pez es tal que su forma se

tnantierie para todo tempo t En la figura 1 se definen las medidas catacterfsticas de un pez.

et | ONGITUD PATRON ety

HDS348D

s LONGITUD TOTAL

Figura 3.1 Dimensioncs caracteristicas de un pez

81 se considera que L{t) es la longitud (patén o total), a{t) la alura mixima y eff) el
espesor, a la edad ¢, eotonces se define el crecimiento isotnético como la relacidn

constante de las razones (Miramontes y Sanchez, 1996)

L) alt) LB
alt) e(t) e(t)

Esto indica que ¢l crecimiento isométrico es comno si se trazara una ampliacién fotografica

del pez.
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Segin Beralanffy {1976), la ecuacién L = ¢ W " es Iz ley de crecimiento relativo mids
sendcilla posible. Sin embargo, ésta es solo una aproximacion simplificada. A pesar de esto,
el principio de alometria es una expresin de la interdependencia, organizacion y

armonizacion de procesos fisioldgicos.

La ecuacién W(L)=cL" desctibe como cambia el peso W de un organismo en funcién

de su longitud L Una curva de la funcién W(L) se muestra en Ia figura 3 2

12

10

Peso
o

4} 2 4 ] 8 10 12 14
|_ Longitud

Pigura 3.2 Relacién alométrica peso-longirad

De la ecuacién W(L)=cL" se observa que InW =lac+blal . De la tecta ajustada se

obtienen los pathmetros by ¢.

A partir de la ecuacién de Bertalanffy para talla: L{t) = Loo-[ Leo-L(0)]e™" (ecvacion 2 6a)

podemos reemplazatla en la ecuacién alométrica ya descrita:

W(t) = c[Leoo — (Loo — L{0)e ™|

[ Tamen .,
| PALLA DE ORICEN




W(5) = WeolLoo ~ L{0)e ™" 31

donde b puede tomar los valores 1 < b £ 3, que van de los casos alométricos (diferentes de
3) e isométricos (igual a 3) 7 WeozcLeo™
La funcién W(t) es una curva sigmoidea (en forma de S} cott dos zonas bien diferenciadas:

1. Crecimiento ripido hasta un punto de inflexién en que la curva cambia de concavidad

v alcanza la maxima velocidad de crecimiento, v

2 Crecimiento lento que tende asintGticamente a Weo

B - —— e
| Wao
o )
15
-]
3
0.
10
5
0+ T
q 2 4 -] 8 10 2 14 16
Tempo
Figuza 3 3 Funcidn W(t)

El cambio absolto en ja magnitud (peso) se denoinina Tasa Absoluta ¢ Instantinca de

cambio (TAY) y se calcula como

W = el (- LOIT



aw  daw d
@ = a et
dw . d
u 3e[L(N)] & L(®)

stenda

% = Loo —(Loo — L{0)e™ = k[ Lo~ L(0)]

Definimos A=[Leo-L{0)]

% =3Ke(Lo— de™ Y (4e™) 3.2

Esta ecuacion define la TAI del aumento en peso. De aqui se desprenden algunas
propiedades:

1 Cuando 0 <t < o0, % > (.. Esto significa que la tasa de ctecimiento en peso es

" positiva. En particalar cuando t=0

%:V;— = W(0) = 3kc{Leo — A 4

2 Cuando t—»oc Ia tasa de crecimiento tiende a 0. Hs dedir, el organismo deja de crecer.

TESsooN |
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aw
— = limDek(Lo— 4e™Y (4e™)] =0

El peso tiende a va valot asintético (Woo) siempre que el iempo sea grande. La grifica de

W(t) tiene un comportamiento asmtdtico como se observa en la fipura 3.3

limW (6= th(LGO Ae™Y = cleo’ = Wen

I—pol

De la ecuacion W(L) =L’ se observa que L= (EU )}/ 5 Asi, sustiuyendo en la ecuacidn
c
32 scobtene

W s Lo (%)
dt c ¢

Escribiende Lo en términos del peso miximo Woo=cLee® | Loo= (A—)}3 v

sustituyendo en la ecuacién anteror:

QPK,_ F_p:m/S ?’fl/g
ekl 2/)[( Y =€)l

Re ordenando los términos

5"; = (3o WP — 3k

Fruacion donde igralando 5 = oo’ 7 ¥ =3k se convierte en la ecuacion 21 de la

cual parte €] razonamiento de Jurado (1993) pa.ta obtener el mismo modelo:
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dw _ % _
o =T =R 33

Este modelo suponis la relacién de medidas metisticas descritas en 3.1, Sin embargo, se

puede considerar de ignal manera que estas razones se COMPOTtan COmo

aW=C el v ew=C,fiwk
donde C,, C, y b son constantes.

Cuando estas relaciones de alomettia se cumnplen, significa que la forma del pez cambia a
lo largo de su vida, esto es que su crecimiento no se da en la misma proporcion en las

distintas relaciones lineales.

Esto implica que existe entonices, unta cierta proporcionalidad entre la superficie § del pez,

su longirud y su altura:
S o 1{t) aft)

Asi mismo, existe una relacion de propotcionalidad entre el peso del pez W, su altara, su

longitud ¥ su espesor:
WS o 8 a9 e

Miramontes v Sinchez (1996) demmuestran que si las relaciones a(t)=C1[I(t)]h ¥
et} =C, [I(t)]h se cumplen v si ademis la talla y el peso tenen Ia propotcionalidad de Ias
medidas descritas, entonces la ecuacién general del modelo de von Bertalanffy de la

ecuacidn 3.3 se puede generalizar como
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b+l
‘2—": =iWE —RW(EH 3.4

Come caso especial, s1b=1 el crecimiento es isométrico con la ecuacién ya descrita
o
%wt— =g ()3 —NW({)

Se hace envonces evidente que de In ccuacién general a partit de la eual parte el

razonamiento de Jurando (1993)

dw
=W )T - Wt
& nwit) {t)

b+1
=
Zh+1

La ecuacidon de von Bertalanffy, tal cual fue descota originalmente considera el valor de
o= 2’5 , suponiendo que ¢l metabolismo en reposc de muchos animales depende de la
superficie, segin la ley de Rubner (Bertalanffy, 1976). También tecuntoce que en otios
animales en los que el metabolismo depende directamente de 1a masa corporal, 0=1. Por
ultimo, aparecen easos en los que la tasa metabdlica cae entre las proporcionalidades con
tespecto a la supetficie v la masa, esto es, 23 <a <l A estas dif'er&nci'p.ls en la
;lependenda del metabolismo con respecto al tamafio von Bertalanffy los llama #por

rretabélicos v propone el sipuiente cuadro:
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Tabla 3.1

Tipos metabdlicos ¥ tipos de crecimiento (Segin von Bertalanify, 1976)

i iay Cana lineal de crecimienta
| yue ncanza st intlexion wn estado |

: i untforme
1. Respiracion {b) Curea de sumento de peso e . Peces
© poporcionalalt | sigmoide, que alcarza con : = W g wWw - i‘.!.n‘:ﬁcnr
superficie. ; Inflexién hacia 1/3 del pesa final E dr b ¥
! un estade uniferme i : !
=2 !
Curvas de creciiniento dnexl yen ;
"5 Respiracid ¢ puso exponencial. No s aleanza :
;= hespiracion ; un estado uniforme sinoquees . dw ¢ Iosectes,
proporcional af interceptado por merumorfosis o d = Nw =cw | crnssicens
pesa ciclos estacionales. ) j
Curva de crecimiento |ineal qu T
3 Respiracidia .ﬂmru-l con inflexidn o esdo
) mtermedis catre Cumiforne. dw TN
propoccionalidad by Cueva de aumento de poso di TN TRW Planorbidas
conTespeeoaly sigmmoide il a 14 :
sapectivic v ¢f peso | 23 em<i ;
: e e e S S . ——

1in su Forma usual, la ecuacion de crecimiento de von Berralantfy resulta de la integracion

{0 soluciin por vambles elegantes) de:

.i!:.._ = rn/‘ '\*:W
dt

dw . il s ; .
donde p es ef crecimiento cxpresado en peso con NWY y NW representando I sincesis
[

{o anabolismo) v la degradacion {o catabolismo]j, ambos asamiendo proporcionalidad a
cierta porencia (d v m respectivamente) Fsa ecuncion fue integrada por Beverton v Holt

2

{1957} con valotes de d v m iguales a 3 v1 . respecivamente ¥ como un ciso partculs

]
e}

) - ]
! ¥ SIekL !
| PALLA DE CRIGEN |



4. Ouros modelos de crecimiento
Modelo Logistico

El modelo de crecimiento logistico fue descrito por Pierre-Francoise Verhulst en 1845 para
describir el crecimiento continuo de una poblacién en el que suponia que el efecto Emitante
del ambiente no entraba en juego inmediatamente y que, en un principio, el crecimiento

seria expornencial (Kingsland, 1982)

De esta forma, las hipdtesis que sustentan el modelo logistico o de Verhulst se pueden

fesumir como:

1) Los recursos son finitos. Esta es l2 hipétesis fundamental que establece la diferencia con
respecto al modelo exponencial de Malthus. Esta hipétesis también supone un tamafo
maximo de la poblacidn denominado “Capacidad de Carga”, es decir, un tamafio

poblacioﬁal méximo.
2) La poblactdn se encuentra aislada.
3) Lapoblacidn es.homggénea
4) Elmedio ¢s homégéﬁéo

Moreau (1987) propone utilizar el modelo logistico, utilizado ampliamente en crecimiento
poblacionsl, para describir el crecimiento individual en peso, considerando las experiencias
de Mmura, o @/ (1976), quienes utilizaron este modelo para describir el crecimiento del

salmon Oncorbynchus thodurus,
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En términos de peso, el modelo loglstieo expresado originalmente como

donde m=1y n=2
se puede redefinir en términos de peso como

aw = %‘:—7— (W0 — W) (Morean, 1987), que en su forma integrada se describe como
o

dt

\

Weo
W(t) = Te'k(‘—‘ - 4.1

Siguiendo el desarrollo por vartables elegantes discutido por Gutiérrez (1984), se puede
pensar en una vagable malthusiana relacionada con el cambio del peso similar 2 la ecuacion
propuesta en 2.3 (£(t)=Loo-L{t)) pero que tenga un componente de satiracién que

regule el crecitniento.

Esta suposicion, junto con las siguientes hipStesis bisicas que sustentan el modelo logistco,

significan que:

1) Cuzndo el tamafio del organismo es “pequefic” no hay factor limitante en el
ctecimiento, pot lo que se puede suponer que en este punto el crecimiento es del tipo

malthusiano.



2) Conforme el organismo crece y a pattir de cierta talla, la velocidad de crecimiento debera
decrecer (de alguna forma), representando algin otro modelo que tienda a una talla

Hsto se puede nterpretar de la siguiente manera: Si W(t) es pequefio en comparaciéna con
Woo, 1a forma de crecer del organismo es rapida (la tasa de crecimiento es grande), mientras
que si W(t) es cercano a Woo se espera que el crecimiento sea lento. En este caso, la
diferencia Weo-W(t) se interpreta como lo que falta por crecer al organismo, y la razdn

Weo = W(O
Wi

es una medida de la conerbucion que se hace al incremento en pese. Definimos entonces, la

variable elegante MUAt) como

_ Wa—W(y

W) ¥

42

La vardable %4f) decrece con el ttempo, tendiendo a ceto cuanto mis cercanc este W(t} a
Weo. HAL) es una variable decreciente 21 aumentar el .tiempo, aungue hay muchas formas en
que esta variable puede dectecer. El método de variables elegantes tiene como premisa €l
que lz variable que se utilice para describir la tasa de crecimiento sea una funcién
malthusiana (Miramontes y Sanchez, 1996). En este caso sc puede suponer, siguiendo a
Gutiérrez y Sinchez (1998) que la varable elegante 4/ {t) decrece a tasa constante por

unidad de Hempo, es decir
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WD -W _

— - IS | = —xt
W6 q & WY=W,(i-g < WH=We

donde q y k son positivas, (1-g)=e*y ), = W w“x: WU , siendo 4 el peso inicial {en t=0).

o

Explicitamente, 4.2 s¢ rescribe, segin esta hipdtesis, como:

despejando W(t) se lega a

W=

- 4.3
1+ Hoe™

recuérdese que ¥, = M, pot lo que 4.3 también se escribe como

W= o e 44

De la ecnacion 4.4 se infieren las siguientes caracteristicas:

1) Si el peso inicial, W, es pequefio en comparacidn con Weo, entonces el término del
denominador W, +(Weo-W,)e™ se comporta como Weoe™, por lo que 44 crece como

W™

k!




2) SiW,=0, W(H=0 para todo tiempo t; mientras que si Wy=Woeo entonces W{)=Woo para
todo tempo ¢ 5i inicialmente no hay peso, nunca lo habri (). La segunda interpretacion

es mas directa ¥ 0til: el peso nunca serd mayor a Woe,

3 Si W, es diferente a cero y a Weo, es decir, si 0 < W, < W, entonces 0 < W) < Weo
para todo dempo, Si el dempo anmenta mids alld de todo tiempo t, el peso tiende a Weo,

es decir

fin W(5) = Wao

1—»en
De manera grafica, la ecuacidn 4.3 tiene el comportamiento de la figura 4.1.
Modelo de Crecimiento Logistico

Peso! 7

Tiempo

Figura 4.1 Modelo Logistico

En la ecuacion 4.3 queda claro que deben determinarse los pardmetros Woo, 4 y k, a partir

de un grupo de datos del tipo t, W(t). Para esto se utiliza, otra vez, la variable elegante #14),
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Weo — WD)

descrita como W)= wo O en términos ya desctitos de W (ff como
t

Wi -we
W ’

W~ Wt+1) We-—W(H
Wit+1) W
Woo— W(0) T4
W

donde al distribuir y reagrupando queda:

i 1
_ =g+ 45
Wit +1) W) Weo
L ’
” : 1 1 ,
De csta ecuscibn se obticne una recta de los puntos — — ~——. Se tiene una

W) We+t)

pendiente M tpual 2 (1-q) y ordenada sl origen B igual a \chl_ - Recuétdese que (1-g)=e™, por
20

lo que los parametros que se obtenen son:

Parz obtener el tercer valor (¥) hay que recordar que

“@0_% =14 e
we o

é # ?“f
% Y




Woo —W(H)

il W)

Y=kt +In,

Es decir, un ajuste por minimos cuadrados con los puntos ¢, In(

una pendiente M= -k y como ordenada al origen B=in#) 6 ,=¢".

Weo ~ ()
W)

=} se obtiene
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Modelo de Gompertz

La curva de Gompertz es también una curva en forma de S con un punto de inflexién gue
divide Ia curva en dos partes asimétricas. Esto expresa el decremento de Iz tasa de
crecimiento en la fase adulta del ciclo de vida. Vardos autores citados por (Moteau, 1987)
han interpretado la curva de Gompertz como ¢l reflejo de la actividad de dos factores

reguladores del crecimiento antagdnicos.

El modelo de Gompertz se escribe comor

T = KWW - lnW(e) 4.6

y su forma integrada como:

~klr-10]

W{t) = Wooe™ 47

El modelo de Gompertz se ha utlizado para describir el crecimiento larvario de la

anchoveta Bagranlis mordax (Zweifel y Lasker, 1976).

Gutiérrez (1984) propone que en el caso del modelo de Gompertz se puede utilizar como

variable elegante Ia diferencia InWeo - InW(t), por lo que para este modcelo definiremos

W)= (nWeo-InW(t)) 48

Esta nueva variable mide, al igual que las anteriormente utilizadas, lo que le falta por crecer
al organismo. Hs dedr, estd midiendo lo mismo que la diferencia Woo-W(t) en una escala

lineal, mientras que la diferencia en 4.8 lo hace en una escala logaritmica,
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Al denivar la funcidn 4 8 se obtiene

aw _ 1 dW(y
dt W dt

Sustituyendo 4.6 en Ia anterior se obtiene

dW _ kW() {ln Woo — ln W(n)}
de Wt

o bien
%Xf; =k{ln Weo —In W5}
£y

y dada 4 & se obtiene que

@W—- =kt 49
dt

2 JE = wakh rA N
P =

L iaitto, sE alifing U

observar 4.9 ya que ésta también se escribe como

W =we™ o dW =kW(t)
dt

O bien, retormando la defmicién de W{L) dada en 4.8

InWeo — InW{t) = (InWeo — InW, e ™™

410

i€ la variable elegante #{Y) (4.8) es ums vanable malthusiana, al
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despejando W) queda InW(t)=laWeo ~ aWeo — 1nW, Je™

sustituyendo W)= (lnWeo-InW,)

W(t) = Wooe ™" 411

que ¢s equivalente a la ecuacién descrita por Gompertzen 47

La ecuacién 4.11 tdene el comportamiento grafico observado en la fignra 4.2

Modelo de Crecimiento de Gompertz

Peso We

Tiempo

Figura 4.2 Modclo de Gompertz
Para encontrar los parametros de la ecuzcion 4.11 recuérdese que la variable elegante %4Y),

que dectece a tasa constante, es equivalente a

Wt+1)— W)
Wi
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O sustituyendo #¥/segin su definicién dada en 4.8, tenemos que

(nWeo - InW(t +1)- fnWeo —InW(g)) _
(nWeo — In W) N

o bien
InW/(t+ 1) = (1- InW(t) + glnWoo 412

donde el ajuste por minimos cuadrados de los puntos In W), InW(t+1) se obtiene la

pendiente m=(1-q), o dado que {1-q)=e™; k=-lnm y ordenada al origen b=qln Woo &

Weo =egltm,
El pariametro %/, se obtiene de un segundo logaritmo natural de la expresién 4.10
1nWoo — 1 W() = (lnWeo — InW, Je™

In(tnWeo — InW(t)) = -kt(InWoo — InW, } 413

Del ajuste por minimos cuadrados de los puntos In(laWeo —1nW(L), t se obdene una

pendiente m=-k y una ordenada al origen b = In %} 6 %= ¢”

Para Moreau {1987}, el modelo de Gompettz describe bien el crecimiento de peces
anddromos, que se caracterizan por un crecimiento lento en sus primeras etapas de vida en
agua dulce, en comparacion con las etapas posteriores en el mar. Para cste autor, el modelo
de Gompertz puede ser utilizado p§m caractetizat especies de vida corta y de ambientes

tropicales, donde se presentan cambios de alimentacion entre los estados juvenil y adulto.
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Modeclo de crecisnicato estacional

La estacionalidad es una caracteristica del crecimiento en peces de aguas templadas (Moreau,
1987). Este patrdn estacional se ha observado relacionado con estaciones del afio en los
tonidos Thumnus thynnus (Oxst ef al. 1977); o con lluvias estacionales en regiones tropicales,
como en el caso del atin listado del caribe Karsumonms pelowis (Pagavino, 1995). Ea el caso
del pescado blanco Coregonnr chipeafromis, Hogman (1968) encontrd que el crecimiento estaba

telacionado con €l ciclo estacional de la duracion de los dias.

Pauly y Gaschiitz {1979) ptop'oncn incorporar una funcién senoidal al modelo general de

crecimiento en talla de Bertalanffy {ecuacion 4 3) de la sigmente forma:

L(t) = Lgo(1 — oAt el (k) ) A4

A es una constante empirica que no incide en la magnitud de las oscilaciones del
crecimiento, t, cotresponde al tempo hipotético donde la talla es 0 y ts expresa el tiempo
entre el nacimiento (t=0) v el punto de 1a primera oscilacién (que es modulada por la curva
senoidal de periodo un afio}.
. . . Ck
El modelo de crecimiento estacional define 1a variable A como py donde K es la tasa de
T
crecimiento, T es 3.1416.. v C es una constante que va de 0 a 1.4 y que representa la
amplitud de la funcién senotdal En la definicidn original del modelo se recomienda “variar

el valot de C hasta que se ajuste mejor a los datos™ (Moreau, 1987).
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Pauly (1982) encontrd que existe una relacién lineal entre C y las vatiaciones de temperanra,
lo que explica la importancia de C como medida de la amplitud de las oscilaciones que
inciden en el patrén de crecimiento. C puede interpretarse como la respuesta del organismo
en fimeién de su crecimiento a las varaciones (de temperatura, lluvias, estacionales, etcétera)

4 las que se ve sometido durante su fase de crecimiento.

25 5

20 | -

-
cn

Longilud estandar (cm;
a

0 . : : . |
i} 1 2 3 4 3 6 |
Tiempeo (afios) ‘

Figara 4 3 Crecimiento estacional de Leuciscus lenciscrs registrado mensualmente durante 4 afios

(dacos de Philippart, 1977 cn Moreau, 1987)
Indices de Crecimiento

Un capitulo importante en la teoda del crecimiento son las comparaciones de tsas de
crecimiento, tanto inter como miraespecificas. Muchos antores citados por Moreau {1987)
han hecho comparaciones entte peces de la misma especic que viven cn diferentes
ambientes. Entre ellos se de.stacan Fortin y Magnin (1972} que estudiaron Perva flaveiuens y

Abad (1982) que trabajé Salmo #rutta. Edwards (1984) demuestra que los peces demersales de
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aguas templadas crecen menos rapido que sus contrapartes tropicales. Una posible

explicacién es la tasa de metabolismo mas grande en los trépicos.
Comparacién de pardmetros de crecimiento.

Existe la tendencia a comparar el desempeiio del creamiento refiriendose a los valores de
Loo, Weo o k. Sin embatgo, el ctecimiento no es lineat por lo que la comparacitn de curvas
de crecimiento es un problema multivariado. Un individuo puede crecer mas rapido que

otro, cuando es més joven y mas lente cuando envejece.

Es claro que las comparaciones de crecimiento no pueden hacerse a pattir de un solo
parametro, por lo que alpunos autores (Gallucel v (ruinn, 1979) han propuesto indices de
crecimiento. Hstos autores identifican la posibilidad de comparaciones estadisticas del
crecimiento a través del pardmetro w = k Leo, esto es, sustituyendo en la ecuacién de

Berttalanfty
w ;
L(t) = Leo[1-** = L= Eii-e'“'"”’]

Gallucci y Quinn azgumentan que w s un pardmetro estable y normalmente distribuide.

Afirman que w es una mejor estimacidn del crecimiento que k v Lo por separado.

Kingsley (1980) demostré que los individuos de dos poblaciones pueden tener el mismo
valor de w y diferentes curvas de crecimiento. Moreau (1987) por su parte, afirma que w
puede servir pata comparar €l crecimiento de los organismos de dos poblaciones cuando t,

es igual y su longevidad es similar,

TRSTS CON X
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De acuerdo a Pauly (1979} un indice de crecimiento puede medir ef rendimiento si estd
relacionado al crecimiento en peso. Este auevo indice debe ser ficil de computar v debe ser

aplicable a cualquier especie de pez, asi como bioldgicamente interpretable.

L. dw . .. .
La tasa de crecimiento en peso d_ o pendiente de la curva de crecimiento ticoe en todos
t

los peces un maxima, que puede ser graficado conira la edad o la talla misma. Pauly (1979)
propone ptilizar la tasa de crecimiento en un punto de inflexion de Ia curva de crecimiento
en peso como un estindar de comparacion del rendimiento del crecimiento de diferentes
peces. En una curva de crecimiento en peso del tipo von Bertalanffy, la pendiente del punto

de inflexion estd dada por

dv =fKWw e donde
dt M, 9 9

P=log (KW.)=log, K-+log, W

Ias curvas de crecimiento de diferentes poblaciones de peces no pueden ser comparadas
directarnente, porque las curvas por si mismas son producidas por tasas de crecimiento que

cambian constantemente con el tiempo y ks talla. El vator de P esta relacionado directamente

Ty

dw . .
con — , independiente de los valores de K y W Eitonces €l valor de P puede ser
HMa

utilizado para comparar el crecimiento de peces con diferentes valores de talla o peso

asintotico.
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La utilidad de! indice de rendimiento del crecimiento (P), se puede demostrar al graficar sus

componentes (Jogl0Wew vs logl0K). Esta grafica se conoce como trama auximétrica (figura

4.4).

log10 K

® | )

1 10 100 1000 10000 10\0600 100000
0

log10 W
o0

Fipura 4 4 Curva Avzimétrica (Tomada de Pauly, 1979)

En esta grafica la linea base (P=0) representa el punto en la grifica que divide a las éspeeies
con un rendimiento del crecimicnto pobre {puntos A v B) y aquellas con un rendimiento
grande (puntos C-G). Los datos de G corresponden a espedies dcll- género Thunnus. La curva
auximétrica muestra también la separacién y definicién de taxa por medio de sus parametros
de crecimiento. En comparaciones intraespecificas puede ayudar a cuantificar y comparar los
efectos de Ios determinantes endSgenos del crecimiento {por ejemplo, el sexo), asi como

factores ambientales (salinidad).
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5. Andlisis Poblacional

Bl “Sistema de Andlisis Poblcional” SISAD) es un conjunto de programas caborados para
faciiitar ef anilisis del crecimiento. Condene algunos de los algonimos mds cotmunes en este

tpa de esmdios

Quizd lo mis imporante de este tpo de wistemas desarrollados o projew para tesolver
problemas particalares, sca la disponibilidad del codign fuente. e esta forma, no se
pretende desarrollar un sistemia completo, sine seniar s bases paru ¢l desarrollo de un
paquete que sex acorde a las necesidades mdividuales de cada invesugndor o esnediante

interesado en los algoritmos de crectmiento individual

Esta elaborado en Visual Basic 50, que es un lengusje de programacidn propio pata

desarrollar aplicaciones que funcionen bajo Windows (figura 5 1)
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Fan estz fase, contene tres madulos funcionales: Relacidn Peso-Longind, Estructuea
Prblacional v Madelos de Crecimiento. Ademds de modulos par ol manejo de Archivos,

Avuda ¢ informacion sobre el sistema

Las opciones de mancio iﬂch!}ﬁi]:. Archivo (INneve, Abnr, guardar, cetrar ¢ Tmportar). Eo
esta version, solo s opaén de importar es opeesble. El Sistema itnporm hojas de cileulo de
lixcel con ¢ formaro CSV {rexto deltmitado) que es compatible con otras hojas de cilenlo.
't archive 2 importar debe tener e} formato de parejas de datos {talla vs peso; edad va peso)
o s se trabaja con una sola variable, Ja segunda debe tener algin valor arbitrario, por
eiemplo 1's. La opeidn de importacion de datos filtea los archivos con el formmto solicitado

{Agura 3.7

Figura 5.2 Opcién pasa inypoesas archivos de Bxcet




Al impariar un archiso, el sistema nforma del ndmero de registros gue se mpotteron (pars

cottobotar easos malos) {fgura 5 33

m
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™
-
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Figura § 3 Modo de importacien

fa telacion Peso-Longitud inchuye la grafica de la relacidn peso-longitud (Figura 54), o
ajuste semu-log (Figura 35) v el ajuste log-log {caleulado con logaritmos naturales) {(Figura
56). En cada seccion se puede obtener el andlisis de regresidn de cualquier par de vatiables

con ¢l grifico comespondiente al andlisis de residuos v b ecuacidn del ajuste (=mx-+b).
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Figura 5.0 Relecion: logaeitmic

14 seecidn de Hastructurs Poblacional obtiene la tabla de frecuencias de la vamable X FI
nimero de inteevalos v b amplined se caleulan a pardr de la regh de Stusges, aungue esta
opcion se puede modificar para escoger €l intervalo descado. Con estos datos se obrience ¢l
poligona de frecuencias correspondisnte para el amalisss muliimodal de los clementos

prustanos de la distribucion (B 57).

et e
I
i

%
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Figura § 7 Poligraw de frecocactas i cjomplo




Parte del znahsis multimodal inclye b susvizacion no Tieal resistente empleando el métado
de medianas corredizas deserito por Salgado (1992 La téenicn de suavizacsdn, segun ef
antor, se utiliz para analizar hissiogramas “roidesos”, es decis, aquellos con dats extremaos
o aberrntes que producen ruide en la forma del histograma. 1 méodo de medianas

corredizas de 3 es el mas sencillo de los deseritos por salpado (1992). (figura 5 8)

Figura 5.8 Tublu de frecucnsias mclayendo ¢l s izador no tinead resistentc por medianay de 3

Con ¢l fin de explorat las posthilidades del sistema, sc desarrolld la opeidn de amibisis de
modas a tavés del algoritteo propuesto por Bhavacharya (1967). Este ajuste se hace sobre
los daros orginales o sobre duros suavizados. Se recomienda explorar otras forms de
swavizacion para delimitar de mejor maneta los componentes modales de ma diserbucion

de frecuencias.

La aplicacién mchiye los agodouos necosarios parn fa moportacion de  archivos,
ordepanuento de datos, cilenlo de frecuencias, ajuste logdog v semilug, suavizado por

medizs corredizas de 3, graficacion de datos.

44




Hl madulo de modelos de crecimiento melave los modelos de von Berattalanfy para peso, ¢l
modelo Logistico v ¢l modelo de Gompertz Figura 3.9 Parn cada maodelo se obtiene la
prafica de los datos, o ajuste de los mismos segin se explica en cada apartado de Jos
modelos v las pruebas de ¢” parz probar cada modelo. Fn este caso, se incluyen {os ajustes

por minimos cuadrados para obrencr los parimetros fecesands para consrrur cada modela.

Figura 59 Modelos de Crecimiento

Es impottante hacer una aclaracidn con tespecto al método de programacién wilizade. Se
utitizd el congepro de “programacion :;stm{:rumdz” par facilitar la modularidad ded sistema
Por efemplo, sc escrbid una funcion que recibe una hoja de cdlculo v pasa los datos 2 un
arreglo de datos (grid). Eswe grid se utiliza como fuente para todos los demds mddulos Se

escribleron funciones que reciben cere arreglo de datos para los afgoritmos de mimmos




cusdeacdos, para graficacidn y pars proebas de ¢° e esta forma, b constuccion de un

modelo naevo solo debe lamuar 2 estas fonciones.

Far ejemplo, pate hacer un ajuste de minimos cuadrados de un arreglo de daros, solo bastm
con lamar a la fupcidn minmo Cuadrado con el arreglo que dene los datos como

patimetsy
valores = minimo_Cusdeado{Estrctars GodAjusee]
Todas las fonciones escritas en este progrma se udlizan de esta forma.

Se ineluye wn sistema de ayuda (Figura 5.10) propio de las aphcaciones de Windows que
wcluye comenido, indice v bsqueda por palabras clave Ademds de la avuda propia de
operadin de la aplicacidn, el sistema de ayuda contene los ripicos desarroliados en este

trabajo.

Histond e feaiis Poblasion
TOHTERIDG
Hesichifes
Elodsing ge Ly
ERS®n

Figura 5 19 Sistewa de avudd
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6. Aplicacién de Andlisis Poblacional
Relacion Peso-Longitud

El andlisis de los datos de Longitud vs Peso se basa e Ia ecuacién que describe la relacién

del peso con respecto a la talla. W(l)=cL'

A partir de los datos del archivo ejemplol.cvs, que contiene 285 obsetvaciones de tallas (en
centimetros) v pesos (en gramos) de Lagamwr novemfaciates (Rodriguez, comunicacién
petsonal) se calcula la recta de minitnos cuadrados de los datos considerando una recta

semi-logaritmica o una recra log-log.

In W) =tL+lne = W(L)=ce'™

I W) =thLB+lhe = WE)=c’

En ambos casos se calcula la pendiente m=r y la ordenada al otigen b= In ¢ A partir de este

ajuste s¢ chtienen los valores de r v ¢ como c=¢".

En el archivo de ¢jemplo, los valores de la recta ajustada son:
In WL) = (0.89)*L —1.77 parala recta semi-logaritmica y

tn W(L) = (0 32) *log, L{t)-1.72 patala recta log-log.

Fn ambos casos se calcula también una prueba de ¥ para probar el ajuste de los datos segiin

cada mo de los modelos. La pracba de %7 se calowld con a ecuacién:
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2 _ o (observado, —esperade, )’
x =

o esperado,

Para los datos del ejemplo 1 el valor de %° para el ajuste de la recta semi-logaritmica es (.92,
mientras que el valor de 3% es 0.11 En esta caso, las tablas de 3” con 284 grados de libertad
v 0=0.05 ¢s 124.3. Aunque aparentcmentc ambas curvas se ajustan, la curva log-log pata

cste caso tene un valox de %° calculada menor, por lo que el zjuste es mejor. Adernis el valor
del cocficiente de corrclacidn de Pearson para la cutva log-log es 1=0.989, mientras que para

la curva semi-logarfimica es 1=0.91%

La grafica 6 1 representa el comporiamiento de los datos,

Peso (g)
(o2}

i D T T T T i
| 000 200 400 600 800 1000 1200 |
Talla (cm) |

Figura 6.1 Relacion Talla-Peso de Lutanes novemfasciatug

Bl ajuste de los datos, considerando la cutva loglog se tepresenta en la grifica 62, S

representa tamibién el ajuste por mimmeos cuadrados.
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log (Peso)

-3.00 -2.00 -1 60 0.00 1.00 200 3.00
log (Talla)

Figura 6.2 Ajuste por minimos cuadrades de los datos de la grifica 6.1

De jgual forma, SISAP proparciona Ia recta obtenida, que en este caso es:
In W)= (0.32)*log L{)-1.72

De donde se obtiene que la relacién del peso con respecto a la talla, estd dada por:

W(L)=5.62-1°%"

Modelos de Crecimiento

Para el andlisic de los modelos de crecimiento se tomaron los datos de Jurado (1993}

correspondientes a 6 observaciones de edad-peso de Mugil carema
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Tabla 61 Datos de crecimiento en peso de Mug# curema

Edad Peso (gr)
1 629
2 1M16
3 135.4
4 167.9
5 2240
8 2678

En cada modelo, se obtienen los parimetros para cada ecuacién segin se descidbe
anteriormente, se calcula la tecta de minimos cuadrados v, finalmente se comparan los datos

observados con los datos obtendidos de cada modelo mediante una prueba de %

Modslo de von Bertalanffy

Para el modelo de von Bertalanffy se obtiene de la recta de minimos cuadrados de los

puntos W{t)g vs Wit+1) P los parimetros de la ecuacion
Wier 1) P=mw(g o
Donde m=e*® ¥ b=qWoeo

A partir de Ins hipotesis de trabajo de Jurado (1993) se utilizard ¢l valor de f= 1/3/ {aunque
Jurado obtiene de Ia relacién W(t)=cL(t) P un valor de 2.59)
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La recta de minimos cuadrados de los puntos W{i+1) B WD ¥ s¢ obtiene del médulo de
Modelos de Crecimiento/Modelo de von Bertalanffy/Ajunste, de los datos de la tabla 6.1,

modificada para reflejar el exponente. Los resultados se fustran en la tabla 6.2

‘Fabla 6.2 Datos para ¢l ajuste segin el madelo de von Bertalanfiy

W - Wl

8 B W

Edad Wit Wity WH{t+1) o
1 629 39 48 07
2 1116 48 51 -0.9
3 1354 51 55 -1.1
4 167.9 55 80 -12
5 2240 8.1 64 15

Los resultados de la primera regresidn son:

b=1.39 y m=0.824; de donde se obtene que k=0.58 7 Weo=492.7,

De la segunda regresion se obtiene que b=-0.57, por tanto A=0.58.

Con estos datos es posible construir Ia ecuacion de von Bertalanffy que queda como:

058

W(Q) = 492.T*(1—0.56%¢ 3 ')°

b
Naétese que WeoP= PR v que Woo= ool
-m
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Los datos del modelo de von Bertalanffy v los datos orginales se muesttan en la tabla 6 3

La grifica de los datos ajustados se muestran en la figura 6.3

Tabla 6.3 Modelo de von Bertalanfly

Edad Observados von Bertalanffy
1 62.9 76.97
2 1116 11732
3 1354 159 58
4 1679 2012
5 2240 240.48

La pruehba de ¥’ para el ajuste de los datos dio como tesultado 13.16. El valor

correspondiente de x” g5 =9-488, que s el valor en el limite ¥ 0y =13.277
Madein bgg'_rj_fgg

Ll

En el modelo logistico se obtienen los parametros de la ecuacion 4.3

W{t)=——lﬂio—;kwt— a través de la recia de minimos cuadrados de los puntos
1+ #oe
1
! =(‘1—q)——+—q—,donde
Wit+1) Wiy Wo

m= (1-q) 7 b= Bvim ”
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Utilizando el méduloe de Modelos de Ctecimiento / Modelo Logistico / Ajuste se obtiene el

valor de 1a pendiente v ka ordenada al otigen de los datos de la tabla 6.1,

Para obtener el valor de ) se realiza una segunda regresion de los puntos

Woo ——W(t)) -

log, ( W0

—kt +log, W/, de donde se tiene que b=In/,

La tabla 6 4 muestra el tratamiento de estos datos.

‘Tabla 6.4 Tratamiento de los datos de la tabla 6.1 para el modelo logistica

r o in (W_“'ﬁﬂ(’ @>
EDAD Wit) W Wit+1) W(t)
1 629 0.016 008 1253
2 1116 0.009 0.007 0.429
3 1354 0007 0008 0.088
4 1679 0.006 0 004 -0.378
5 224 2 004 0004 1.334

De la primera tegresion se obtiene

—--_—Lw = 0.434*1—* +0.002 , de donde se tiene que
Wiy

W= - o= o, = Z9vevilordek=1aM = 1n0434=-08

- — 58
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De la segunda regresion se tiene que

Weo —W(H)
-3 = -0.524t +1 66, por lo que
W)

log, (

W=c® = &'*=524

Por lo que la ecuacidn logistica queda como

283

W)= —
® 1+5.247%%

Los datos de la ccuacidn logistica y los datos originales se presentan en la tabla 65 La

grafica con el ajuste de los datos y los datos oniginales se representan en la figura 6.3.

Tabla 6.5 Madelo Logistico
Edad Observados Lagistico
1 629 86.43
2 11186 142.93
3 1354 198.13
4 167.9 238.64
5 224 26187

La prueba de ¥ para el ajuste de los datos dio como resultade 59.39. El valor

correspondiente de %* .. ,=9.488, que es el valor en el limite. % ;. ,=14.860



Madelo de Gampersy

wf,t'g

Para ¢l modelo de Gompertz, los parimemos de la ecuacidn 411 W) = Weee™ se

obtiepen a pattir de la recta de ominimos cusdrados de los  puntos
N

log Wit+1) = (1-glog, W)+ qlog, Wee, donde se obtiene que k=lnm y Woo =¥,

Udlizando el méduio de Modelos de Crecimiento / Modelo de Gompertz / Ajuste se

obtene el valor de la pendiente y 1a ordenada al origen de los datos dela tabla 6.1.

Una segunda regresién de los datos de la recta
log, (log, Weo — log, W(t)) = -kt(log, Weo — log W, ) permite conocer ¢l valor de T4/=¢" . De

la primera regresion se obtiene la recta

jog, W(t+1) =0 721)log, W(t) +1.646 de donde se obtiene que

k=lom = k=In0.721 =k=033y

65

b
Woo =gl = Woo = 07 = Weo = 365 037
De la segunda regresion se obtiene Ia recta

log, (Jog, Woo —log W(t) = 0.78(-0.263)t , de donde se obtiene que

W=c" = de W=¢"" = de W,=2.17.
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Tabla 6.6 Tratamienta de los datos de L tabla 6 1 paza el modele de Gomperz

EDAD Wi InW(1) InWit+1) ln (nWeo ~In Wi(t))
1 629 4142 4715 0.564
2 111.6 4715 4.908 017
3 1354 4808 5.123 -0 008
4 167.9 5123 5412 -0 283
5 224 5412 550 0717

Por o que la ecuacién de Gompertz queda como

W) = (365.037) * 27"

Los datos de la ecuacion de Gompertz y los datos originales se observan en la tabla 6.7, La

grifica con el ajuste de los datos y los datos originales se representan en la figura 6.3,

Tabla 6.7 Modelo de Gompertz

EDAD Observados Gompertz
1 g2.2 7634
2 1116 11812
3 1354 161.8
4 1679 20302
5 224 239.12
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La prueba de %* de estos datos denuesien que el muste de los datos ongmnales A modelo. 1-)

valor de 7 es 14063 Recudbrdese que ¢ valor en of limite de g . = 1407

En I tabla 6.7 se hace un comparaiivo de los datos observados v los datos obtenidos con

ios freg modelos anahzados.

Takila 6 ¥ Prnos de crecimients para los modelos snatizados

: E_DAQ : ébsewédos o Benalanffy_ | - Logistico > .. : . ] _(;.om;.sertz.
1 629 | ? a7 8643 76.34
2 1116 117 32 14293 118 12
3 1354 159 58 198.13 161.80
4 1678 20120 238.84 203.02
5 224 240 48 26187 23812
« 13.16 5938 14.08
Foom, 4213277 3 s, = 14860 i = 1447
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Figura 6.3 Grificas comparativas de los modelos de crecimiento
Indices de Crecimsiento de Panty

El indice de rendimiento del crecimiento de Pauly se calcula con 1a ecuacion:

Prlog,(KWe)

Donde en el caso de los datos del ajuste de los datos de Mugi/ curemra segin el modelo de von

Bertalantfy, se tiene que
P=log10(0.341*307.69)=2.02.

El valot de T pot si mismo no dice nada ya que debera ser comparado con otios calculados

de Iz misma especte (comparacion de factores enddgenos) o con otras especies
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7. Discusién y Conclusiones

Las ecuaciones diferendales del tipo ;:=F(x) aparecen con frecuencia describiendo
fenémenos naturales. La forma general descrita aparcce en modelos de dindmica de
poblaciones (Malthus, Lotka-Volterra, Vethulst), en modelos de crecimiento (von

Bertalanffy), en cinética quirnica (Michaelis-Menten) etcétera

Bl proceso de modelacién, que permite establecer la solucién de ecuaciones como la
mencionada debe, ademds de resolver el problema matemitico inherente, dar interpretacidn
a los parimetros obtenidos asf como un método para determinarlos a partir de informacién

de campo

La ecvacién x = F(x) pucde resolverse usande métodos de regresién no lineal (Miramontes

y Sanchez, 1996) que puede tepresentar una gran cantidad de tiempo invertido, ademds de
los conocimientos necesatios pot patte del investigador. Sin embargo, en muchas ocaciones
la interpretacién adecuada de un fenémeno natural sustituye buena parte del trabajo

matemdtico formal, facilitando la bisqueda de soluciones

El método de variables elegantes propuesto formalmente por Miramontes y Sinchez (1996)
considera la reduccién a modelos simples de modelos complejos. De forma genérica, cl

modelo de crecimiento mds sencillo es el modelo maithusiano

% = kx(t)

y cuya solucion es
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x(t) = xe™

Este sencillo modelo presenta dos parametros: la tasa de crecimiento instantinea per capita k
y el tamafio en t=0, x;. 1a forma de determinar estos patimetros a partir de datos de campo
del tipo (t, x(t)) es inmediata a partir de un ajuste de minimos cuadrados de los puntos ¢,

Inx{t). El método de variables elegantes parte de la idea de reducir ecuaciones del tipo

x=F(x)al tipo % = kx(). Esto se denotnina malthusiantzacién del modelo x = F(x).

A partir del modelo x= F(x} se busca una vatiable que cumpla con el modelo malthusiano

definido, de tal forma que esta nueva variable elegante (X) satisfaga

dx

X(=Ae ' ©®

donde A es una constante La solucién mids sencilla de esta ecuacién es X{=kX{0). Esta
ecuacién tiene dos propiedades importantes que son bésicas para el desarrollo del método

de variables elegantes:
(D) =xe"
x(t+1}- x{f) = qx(t)

Esta forma stmplificada de abordar los problemas biolégicos tienen algunos inconvenientes
Primeto, solo constderan un pardmetro independiente y la metodologia solo sirve pata

variables escalares. Aun no se han explorado las posibilidades en el caso vectoral.



El modelo descrito por von Beralanffy para representar el crecimiento del organismo,
considerando su edad y su talla fue descrito pot vez primera en 1938, A partir de esta fecha
la cantidad de publicacioncsr que utllizan este modelo para describir el crecimiento de
organismos de todos los pyle conocidos ha crecido exponencialmente. Sin embargo, dentro
de 1a teotia del crecimiento el mismo von Bertalanffy reconoce que sn ecuacién no puede
deserbit todos los tipos de crecimiento, debido a que el crecitmiento es nn fendmeno

demasiado complejo.

El modelo de von Bettalanffy se puede obtener de dos maneras diferentes: como una
telacion edad-talla, considerando el tipo de crecimiento alométrico o isométrico; o
direcramente de los datos edad-peso. En cualquier caso, ¢l uvso de varables clepantes
permite ¢l conocimiento de los parimetros que forman parte de los modelos, utilizando
regresiones lineales simples de los datos de campo. Sea cual fuere el origen de las hipotesis
para Ia construccidn de los datos, se llega al modelo peneral de crecimiento en peso de von

Bestalanffy y que considera los tipos metabdlicos de crecimiento:

+1

i*% = WO -~ NWO™

Los modelos Logistico y de Gompertz, que han side usados ampliamente en crecimiento
poblacional, pueden abora ser considerados para crecimiento individual. Las hipotesis que
los formulan siguen la relacion general propuesta. Sin embarge se ha demostrado que se
pueden utilizar para crecimiento individual, considerando algunos ajustes a la mterpretacion
biolégica. Estos modelos se ajustan a organismos que presentan particularidades en su

desarrollo, que se reflejan en los cambios de la tasa de crecimiento a lo largo de su ciclo de
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vida. En Ia figura 6.3 se observa que los modelos logisticos y Gompertz se ajustas bien a los
datos observados. Ambes modelos pueden ser utilizados para describir el crecimiento de
organismos donde el modelos de von Bertalanffy no se ajusta bien o para deserbir

segmentos de las curvas de crecimiento, donde el muestreo es incompleto.

Los modelos de crecimiento propuestos poseen las mismas caracteristicas de la ecuacidn
general del tipo Bertalanfiano, son coherentes con el proceso biolégico que pretenden
explicar y podrian ser incorporados a modelos generales de dindmica poblacional y

administracion pesquera.

En cuanto al sistema desarrollado se puede afirmar que no es un producto terminado. Es un
punto de partida y una coleccién de funciones que permitirén desarrollar hetramientas

especificas 4d boc a Ias necesidades de cada trabajo.

Hxisten paquetes comerciales que hacen la mayoria del trabajo, pero tienen varios

inconvenientes, ademds del costo. Por ser sistemas generales no pueden resolver

rutinas necesatias para tesolver sus necesidades. La elaboracion de sistemas especificos,
juato con la liberacion de su cédigo fuente permitird re-utilizar y re-encavzar los esfuerzos
individuales. De igual forma, existen otros esfuerzos pot elaborar software especifico para
resolver problemas de crecimiento (Valencia, 1998) que, al no proporcionar el codigo

fuente, no permiten modificar los programas, adecuarlos y hacerlos crecer.
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