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Capitulo 1

Introduccién

Un fluido inhomogéneo es aquel cuya densidad presenta una variacion espacial. La des-
cripeidn del estado de coexistencia liquido-vapor es uno de los problemas centrales de los
fluidos inhomogéneos. En un estado de coexistencia en la regién que separa las dos fa-
ses del bulto se forma una intercara. Por intercara entendemos aqui que es una frontera
macroscopica localizada en la separacidn de las fases liguido-vapor en coexistencia de un
sistema en equilibrio termodindmico. Para llevar a cabo el estudio consideramos un sistema
liquido-vapor en coexistencia de una sustancia pura de un sélo componente, de moléculas
de masa m, encerrado en un volumen V y en presencia de un campo externo. Consideremos
como ejemplo, el caso de un campo gravitacional. El campo rompe la simetria traslacional
y separa el sistema en dos fases. Si se escoge z como la direccién en la que actia el campo
gravitacional, el volumen lo denotamos como V = L¢'L, donde L y L, son longitudes
perpendiculares y paralelas a la direccién del campo z, con L <« L,. De manera que el
sistema, bajo condiciones termodinamicas de temperatura T y potencial quimico y y en
presencia del campo gravitacional, se separa en dos fases, con la densidad del fluido apro-
ximéndose a sus valores de las fases del bulto liquido y vapor, oy ¥ po, para z = =L, ¥
2 — L, respectivamente

En esta tesis, nuestro propdsito es estudiar el comportamiento de la intercara
en dos situaciones fisicas. En la primera consideramos una intercara plana en el limite
de gravedad tendiendo a cero. En el segundo caso queremos obtener las expresiones mi-
croscopicas de las propiedades interfaciales, como son, la tensién superficial, la curvatura
espontdnea y las rigideces de flexién y gaussiana, de superficies con curvaturas arbitrarias.
Existen bdsicamente dos esquemas de aproximacién para el estudio de la intercara, el de
las fluctuaciones y el del equilibrio. En el esquema de las fluctuaciones el campo externo
juega un papel importante, ya gue es el que controla las fluctuaciones de la intercara, y éste
resulta ser el esquema natural para el estudio de la intercara plana en el limite en el que
la aceleracién gravitacional tiende a cero, g — 0%. En el esquema del equilibrio, aunque
es el campo externo el que genera la intercara, podemos ignorarlo en una aproximacién
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de campo medio y suponer la existencia de una intercara intrinseca suave. Este resulta
ser el esquema natural de aproximacién para el cdlculo de las propiedades interfaciales de
geometrias curvas.

Ya que estamos considerando sistemas en equilibrio termodinamico es impor-
tante sefialar lo que esto implica. Primero, el sistema debe estar en equilibrio térmico {esto
es que la temperatura sea la misma, en todos los puntos del fluido), equilibrio quimico (que
para un fluido de un sdlo componente el potencial quimico debe ser el mismo en cualquier
punto del fluido) y equilibrio mecdnico. La dltima condicién para sistemas homogéneos
indica que la presidn es la misma en cualquier punto del fluido, pero para un fluido inho-
mogéneo la presién es un tensor; esta condicién se traduce en una ecuacidén de balance de
fuerzas [1, 2].

Los dos esquemas de aproximacién arriba senalados son complementarios para
tener una descripcion maés completa de las propiedades de la intercara y es interesante
tomar en cuenta ambos puntos de vista. Estos dos esquemas de aproximacién pueden ser
tratados desde un punto de vista microscépico utilizando funcionales de la densidad. La
motivacién para la realizacién de este trabajo estd basada en dos antecedentes; primero,
que la explicacién dada por las teoria de campo medio (van der Waals) al problema de la
intercara plana en el limite de gravedad tendiendo a cero no ha sido satisfactoria, y segundo,
la escasez de resultados microscdpicos rigurosos o de primeros principios en el estudio de
las intercaras curvas.

En referencia al problema del ancho de la intercara plana en presencia de gra-
vedad, este tiene su origen en el modelo de ondas capilares, propuesto de manera feno-
menoldgica por Buff, Lovett y Stillinger {3]. En este punto de vista se considera que la
intercara no es suave, sino que presenta ciertas ondulaciones que son debidas a las fluctua-
ciones térmicas de la densidad; este fendmeno es usualmente conocido como ondas capilares.
Al analizar el costo de tension superficial y gravedad debido a las fluctuaciones de ondas
capilares en una intercara entre dos fases fluidas, sefialaron que el ancho interfacial depende
del tamano del sistema y del campo externo. El resultado principal es que la intercara es
ensanchada por las ondas capilares térmicamente excitadas. Una de las consecuencias mas
interesante de este ensanchamiento, para la intercara de un fluido en coexistencia, es que
en el limite termodindmico (L — oo) y con gravedad tendiendo a cero g — 0 el ancho
W diverge logaritmicamente en un espacio de tres dimensiones, d = 3. Esto también fue
seflalado por Wertheim [4] de manera independiente. Pero ademds, Wertheim indicé que la
intercara desarrolla correlaciones de largo alcance en el limite en que la gravedad tiende a
cero Siguiendo esta linea de razonamiento, llevé a Weeks [5] a sugerir una analogia con los
fendémenos criticos, de tal manera que la funcién de correlacién densidad-densidad H (7, #)
deberia obedecer una ley de escalamiento en el limite g — 0. Ademds de esto, usando el
modelo clasico de ondas capilares, Weeks y colaboradores estudiaron ampliamente el com-
portamiento de la intercara en cualquier dimensién, encontrando que no es posible remover
la divergencia logaritmicaen d = 3 [5, 6]. Posteriormente Romero-Rochin, Varea y Robledo




(RRVR), usando teoria de funcionales de la densidad construyeron el modelo extendido de
ondas capilares [7], el cual tiene la caracteristica de contener todos los momentos de la
funcién de correlacién directa C(7, 7'}, y analizaron el ancho de la intercara para todas las
dimensiones. En el caso d = 3 se obtiene una expresidn similar a la del modelo clésico, es
decir que una divergencia logaritmica estd presente, pero que depende de la rigidez de fle-
xién, la cual, a su vez, est4 relacionada con el cuarto momento de la funcién de correlacién
directa C(7, 7). Inspirdndose en los trabajos de Weeks [5, 6], dichos autores propusieron
una hipétesis de escalamiento més general que la de Weeks. Teniendo en cuenta que C
v H son funciones inversas, esta hipodtesis implica un escalamiento para los momentos de
C; en particular, para el cuarto mormento o rigidez de flexién x de la superficie, hallaron
que se escala de tal manera que hace que W no diverja rapidamente. La hipdtesis de es-
calamiento propuesta en el modelo extendido, similar a la propuesta por Weeks conduce
a que la rigidez de flexidn se escala como k ~ L2, donde L, = (7/Apmg) es la longitud
capilar clisica del fluido; + es la tensidn superficial, m la masa de las particulas, y Ap
es la diferencia en densidades de bulto del fluido; este es un resultado interesante ya que
generalmente se supone que -+ es un pardmetro constante. En resumen, el caso d = 3
queda inconcluso. Para d > 3 las fluctuaciones son irrelevantes, es decir que el ancho de
la intercara es independiente del campo externo. En estas dimensiones el esquema de las
fluctuaciones coincide con el esquema de van der Waals. Es conocido que para dimensiones
més altas que la dimensidn critica las teorias de campo medio describen el comportamiento
del sistema. Debe quedar claro gque ain el modelo extendido es de tipo Gaussianc, en el
sentido de que sélo contiene términos cuadriticos en los desplazamientos de la intercara.
En el cdleulo de la funcidn de particidn con los modelos Guaussianos, si se toman en cuenta
las fluctuaciones, pero la apro ximacién no es suficiente para describir de manera correcta
un compor tamiento de tipo critico.

Tanto Wertheim como Weeks llegan a la conclusion que en el limite g — 0,
la intercara desarrolla correlaciones de largo alcance. Esta es una caracteristica de los
sistemas criticos. Sin embargo, campo medio en general deja inconcluso el problema. En
este sentido una mejor explicacion del comportamiento de la intercara y de las propiedades
interfaciales es posible, al tomar prestadas las herramientas de estudio de los fenémenos
criticos, con una aproximacién distinta a la de campo medio. Es decir, proponemos que el
costo de la energia del fluido, por producir fluctuaciones de tipo de ondas capilares de la
superficie, y denotadas por una funcién ¢(R&), estén dadas por un Hamiltoniano efectivo.
Este Hamiltoniano entra en la funcién de particién sobre todas las pos1bles fluctuaciones
aB(R) de la superficie. La hipdtesis principal de esta parte de la tesis es que el comporta-
miento critico de la intercara, en la vecindad de ¢ — 0, puede estar contenido dentro de la
clase de universalidad de Ising; en este caso, el Hamiltoniano apropiado para describir el
sistema es de tipo Landau-Ginzburg-Wilson, generalmente conocido como el modelo Agt, y
la herramienta tedrica para analizarlo es el Grupo de Renormalizacién (GR). Esta hipétesis
se basa en el hecho que un Hamiltoniano de este tipo puede ser justificado de la teoria de




funcionales de la densidad cuando se calcula el costo en el gran potencial debido a una
fluctuacién arbitraria de la superficie divisoria de Gibbs, extendiendo la expresién para el
costo de energia hasta considerar términos de cuarto orden en el desplazamiento ¢(R). La
teorfa A¢? ha sido estudiada ampliamente tanto para sistemas infinitos [8, 9] como para
sistemas finitos [10]. Recordamos aqui que parte del propdsito del GR es poder expresar las
cantidades “desvestidas”, o sea las que forman parte del Hamiltoniano efectivo, en términos
de cantidades que realmente se pueden medir o “renormalizadas”. Estas cantidades que se
pueden medir son los valores que toman las funciones de correlacién renormalizadas para
algunos valores de sus pardmetros. Estas cantidades generalmente entran dentro de las
condiciones de renormalizacién. En el caso que trataremos en esta tesis, las condiciones
de renormalizacién son las mismas que la del grupo de renormalizacién estdndar [8]. Sin
embargo, es muy importante recalcar que el uso del GR, en nuestro trabajo difiere del usual
en el sentido de que, para un fluido, el punto critico se identifica con una temperatura
critica de la transicidn liquido-vapor. En nuestro caso, el comportamiento critico se refiere
al desarrollo de correlaciones de largo alcance sobre la superficie, en el limite en que la
gravedad tiende a anularse. La temperatura no juega ningin papel. De la misma manera,
y fundamental para nuestro estudio, las cantidades medibles relacionadas con las funciones
de correlacién renormalizadas difieren de las usuales.

De manera mas técnica, la condicién de renormalizacién crucial en nuestro es-
tudio, en el lenguaje del GR, relaciona la funcién de dos puntos en momento externo cero
con el inverso de la susceptibilidad (que es la masa renormalizada en el lenguaje de la teorfa
de campo) . En nuestro caso, la expresidn que nos “define”la correspondiente susceptibili-
dad es identificada con la expresion reportada por Lovett, Mou y Buff [11] y Wertheim [4]
(LMBW), que establece una relacién entre la funcién de correlacién directa y el gradiente
de los campos externos. De esta manera, llegamos a la identificacién fundamental que
nos dice que la gravedad juega el papel del inverso de la susceptibidad (excepto por unas
constantes). Esta identificacién es la clave para los resultados que se han obtenido v a la
vez la contribucidn més importante de este trabajo en el andlisis de la intercara en el linite
de gravedad tendiendo a cero. Cabe mencionar aqui que la funcidén de correlacién H es
justamente la funcién de vértice de dos puntos en el lenguaje del grupo de renormalizacion.
En este trabajo se toma el punto de vista de que los resultados exactos son los obtenidos
para la intercara por medio de la teoria de funcionales de la densidad en el comportamiento
critico de la intercara en el limite en que la gravedad tiende a cero. Se exige que cualquier
teorfa fenomenolégica de fluctuacién de la intercara satisfaga estos resultados. Para los
propositos de este trabajo es suficiente con disponer de un cdlculo a dos lazos de las funcio-
nes de vértices principales. Pero realmente la funcién de vértice que nos interesa es la de
dos puntos, ya que esta proporciona la informacion principal. Esta es tratada ampliamente
en el texto del Capitulo III. Las otras funciones de vértice nos permiten obtener las fun-
ciones de Wilson, que estan relacionadas con los exponentes criticos y se pueden consultar
en el Apéndice B. Aqui se utiliza el hecho de que cerca del punto critico (en este caso



g — 0} la funcién de vértice de dos puntos se puede desarrollar en potencias de la longitud
de correlacién £. Esta funcién es evaluada en momento externo cero y relacionada con el
resultado exacto (LBMW). De esta relacién se obtiene el escalamiento de Ja longitud de
correlacién & con la gravedad. El escalamiento que presenta la longitud de correlacion no
es clésico, como lo predice el modelo usual de ondas capilares, y en este caso depende del
exponente andémalo 7. Pero cuando 7 = 0, se recupera la longitud capilar clasica, es decir
§ = L.. Un hecho conocido en fendmenos criticos es que cuando la longitud de correlacién
diverge, esta divergencia se refleja en las cantidades fisicas. Como consecuencia de esto se
encuentra un escalamiento para las propiedades interfaciales, pero no en términos de la lon-
gitud capilar cldsica como lo predice campo medio y el modelo Gussiano, sino en términos
de una longitud de correlacién de tipo Ising, con exponentes criticos de Ising. Uno de los
logros de este trabajo es poder expresar lag propiedades interfaciales (tensidn superficial y
rigidez) en términos del campo externo, a diferencia de los trabajos tradicionales de fluidos
inhomogéneos donde los resultados que se encuentran para las propiedades interfaciales son
expresiones “vacias”, en el sentido de que son relaciones entre las cantidades que se pueden
medir y la funcién de correlacién directa C(7,7), pero que en tanto no se tenga informa-
cién de esta dltima no expresan gran informacién.” En nuestro caso tenemos una tensidn
superficial divergente. Lo cual parece sorprendente, debido a que generalmente se espera
una tensién superficial constante, pero en este caso se encuentra que la tensidn superficial
diverge cuando la gravedad se hace pequeiia. El significado fisico de este resultado es que
la, energia libre no favorece grandes ondulaciones de la superficie. Sin embargo, también se
encuentra que la rigidez de flexion diverge y ademés es negativa. El significado conjunto
fisico de estos dos resultados es que en este limite la intercara prefiere grandes curvaturas.
En resumen lo que se encuentra es que en el limite g — 0, la rigidez de flexién diverge més
rapide que la tensidn superficial, de tal manera que la superficie que representa la intercara
sufre grandes ondulaciones que ensanchan la regién interfacial. Esto estd de acuerdo con
otros resultados obtenidos de manera independiente para la tensidn superficial y la rigidez
de flexién. Por un lado, Robert [12] encuentra que el segundo momento de la funcién de
correlacion directa diverge en gravedad cero. Por otro lado, resultados de simulaciones
numericas de dindmica molecular [13] y experimentos [14], han encontrado que la rigidez
de flexién de una intercara liquido-vapor es indiscutiblemente negativa.

Vemos que por haber escogido una clase de universalidad, que ademds puede ser
justificado por funcionales de la densidad, se obtienen resultados interesantes. El acuerdo
que se tiene con los resultados independientes [12, 13, 14], no es pura coincidencia sino
que es el resultado de haber hecho un buen planteamiento. Sin embargo, reconocemos
que pudiera existir otra clase de universalidad que resulte mis apropiada para describir el
comportamiento de la intercara liquido-vapor en el limite en que la gravedad tiende 2 cero.
Es claro, por lo pronto, que los modelos de campo medio de tipo van der Waals quedan
descartados de esta posibilidad, debido a que son independientes del campo externo y no
capturan los efectos del dicho campo sobre ia intercara; esto se debe a que en dichos modelos



la intercara siempre es estable sin importar el valor del campo.

El otro problema que abordamos en esta tesis, es el del cdlculo de las expre~
siones microscépicas de las propiedades interfaciales para intercaras curvas. Este problema
tiene mucha relevancia en los fluidos inhomogéneos y el esquema natural de aproximacidn
es el del equilibrio. Este punto de vista tiene su fundamento en el trabajo de van der Waals
[15], que originalmente fue propuesto con el propdsito de describir sélo intercaras planas.
Las intercaras curvas cobran importancia a partir del trabajo de Helfrich [16] quien propone
un Hamiltoniano fenomenoldgico que contiene términos de curvatura hasta segundo orden.
En este modelo las propiedades interfaciales son consideradas como pardmetros. Uno de los
primeros esfuerzos para extender el modelo de van der Waals consiste en agregarle términos
proporcionales al laplaciano cuadrado de la densidad y asi describir superficies curvas[17].
Por otro lado, usando la teoria de funcionales de la densidad para el ensemble gran canénico
v partiendo de primeros principios Romero-Rochin, Varea y Robledo construyen un forma-
lismo para el estudio de la intercara liquido-vapor [1], que puede tener cualquier geometria,
sea plana o curva. En este formalismo el gran potencial se puede separar en dos contribu-
ciones, una que es debida al bulto y otra que es debida a la intercara. Teniendo en cuenta
que la intercara que se estd tratando debe ser suave, utilizan el hecho de que la intercara
debe satisfacer la condicién de equilibrio mecanico, que para los fluidos inhomogéneos se
traduce en que la divergencia del tensor de presiones deber ser igual al campo externo
aplicado. De manera que para el cdlculo del gran potencial sélo es necesario conocer el
tensor de esfuerzos, o de presiones. Este tensor de esfuerzos también se puede separar en
dos contribuciones; una que es debida a la parte homogénea y otra que es debida a la
inhomogénea. La expresion més general del tensor de esfuerzos de la parte inhomogénea se
debe al trabajo de Romero-Rochin y Percus [2, 18], que es exacta y simétrica. La expresién
del tensor de esfuerzos no depende de algiin modelo en particular, es decir que es vilida
para cualquier funcional de la densidad de la energia libre,

En este trabajo basicamente se utiliza el formalismo de Romero-Rochin, Varea y
Robledo con el tensor de esfuerzos de Romero-Rochin y Percus. Este es aplicado a las inter-
caras representadas por superficies curvas paralelas, que son planas, esféricas y cilindricas.
El objetivo es obtener cada una de las expresiones microscépicas de las propiedaes interfa-
ciales de manera mdependlente Las propiedades interfaciales que deseamos calcular son la
tensién superficial; la curvatura espontédnea, la constante de rigidez debido a la curvatura
media y la constanté de rigidez debido a la curvatura Gaussiana. El procedxmwnto gue se
siglie para esto es el siguiente: Primero calculamos el tensor de esfuerzos para el modelo de
van der Waals, utilizando geometrias planas, esféricas y cilindricas. Estos resultados son
utilizados para el cdlculo del gran potencial. Se encuentran expresiones exactas del gran
potencial para las intercaras planas, esféricas y cilindricas, con una energia libre de tipo van
der Waals. Sin embargo, estas cantidades dependen de las expresiones exactas del perfil de
densidad. Para propdsitos practicos el perfil de densidad es aproximado por un perfil de
tipo escalén, que es valido para una intercara con un ancho del tamafio de la longitud de



correlacién del bulto. Esto permite evaluar las expresiones del gran potencial con relativa
facilidad en cada una de las geometrias antes mencionadas. Para identificar las propiedades
interfaciales tomamos el punto de vista de que los pardametros del modelo de Helfrich son
equivalentes a estos que se han obtenido con el gran potencial. Para esto presentamos las
expresiones del gran potencial con la estructura de Helfrich para las geometrias esféricas y
cilindricas, ya que para la intercara plana, los radios de curvatura principales son infinitos.
De esta manera se obtiene la expresion de la tensién superficial que estd de acuerdo con los
valores que se han reportado desde otros puntos de vista [19, 20, 21]. Para conocer cada una
de las expresiones microscopicas de las constantes de rigidez, suponemos gue para grandes
radios de curvatura, la rigidez de flexién que es debida a la curvatura media es la misma
en la, intercara esférica y cilindrica, de manera que podemos usar los resultados de estas
geometrias y obtenemos cada una de las constantes de rigidez de manera independiente.
Estos valores son comparados con los que reportan Napiérkowski y Dietrich [19] y se en-
cuentra una discrepancia entre estas cantidades. Esta discrepancia puede ser debida a las
suposiciones introducidas en el calculo del modelo utilizado por esos autores, que difieren
de la manera en que este problema es abordado en esta tesis. Finalmente para comparar
con los resultados de Blokhuis [20], en la expresién del gran potencial para la intercara
esférica realizamos la aproximacién de Fisher y Wortis [22) En este caso, los resultados
que se obtienen estdn de acuerdo no sdlo a nivel de la tensidn superficial sino que también
a primer orden en la curvatura.

Este trabajo se ha ordenado de la siguiente manera. En el Capitulo II se
presentan los fundamentos del trabajo de la tesis, que se utilizarén para los Capitulos 111 y
IV, que son en los que se desarrollan los resultados originales de esta tesis. En ese mismo
Capitulo I se presentan algunos resultados generales de la teoria de fluidos inhomogéneos,
y se muestran también los esquemas de cdlculo para el estudio de la intercara. En el
Capftulo TII se presenta el resultado principal de este trabajo. Se encuentra que en el
limite g — 0 la intercara es inestable. Como consecuencia, la tensién superficial vy la
rigidez de flexién presentan un escalamiento que depende directamente del campo externo.
Se ha intentado ser lo mas autocritico posible con los resultados que se han obtenido. En
el capitulo IV se presentan las expresiones exactas del gran potencial para las geometrias
planas, esféricas y cilindricas. Estas cantidades son evaluadas en la aproximacién de un
perfil escalén. Se muestran las expresiones de la tension superficial, curvatura espontdnes y
rigideces de flexidn y gaussiana. Estos resultados son comparados con los obtenidos desde
otros puntos de vista. En el Capitulo V se presentan las conclusiones finales. También se
han anexado tres Apéndices. En el Apéndice A se complementan algunos puntos, como
son la demostracién de los teoremas de Hohenberg-Kohn, asi como la deduccién del gran
potencial en términos de los funcionales. En el Apéndice B se presenta el procedimiento
de renormalizacién para las funciones de vértice de un sistema de un solo componente
Se hace especial enfasis en la funcién de vértice de dos puntos. También se muestra la
deduccion de las funciones de Wilson, asi como su relacién con los exponentes criticos,




la finalidad de que los resultados del grupo de renormalizacién utilizados en el Capitulo
IIT resulten lo mas claro posible. En el Apéndice C, se realizan algunos detalles de las
ecuaciones del contenido del Capitule I'V. En el Apéndice D se anexan las publicaciones
generadas por esta tesis. Este trabajo se ha elaborado de manera que los Apéndices puedéan
ser evitados si asi se desea.



Capitulo 2

Fluidos inhomogéneos y funcionales
de la densidad

El enorme progreso que se ha tenido en la comprensién de los fluidos homogéneos en sus
distintos aspectos ha motivado el interés en el estudio de los fluidos inhomogéneos. Estos
son fluidos cuya densidad promedio experimenta una variacién espacial. El estudio de
estos sistemas no ha tenido el mismo éxito que en el caso de los sistemas uniformes, por
un lado debido a la complejidad intrinseca del problema, y por otro, porgue no se han
podido establecer claros resultados generales debido a la divergencia en los distintos puntos
de vista con los que se aborda el problema. Sin embargo, los avances obtenidos en las
propiedades termodindmicas y en la estructura microscépica, sugieren que resultados cada
ver mas precisos son posibles cuando se parte de primeros principios.

En este sentido, la teoria de funcionales de la densidad se propone como la
teoria microscdpica que describe de manera correcta el comportamiento de los fluidos inho-
mogéneos. Notables progresos se han tenido en los sistemas inhomogéneos por la aplicacién
de estas herramientas. La cantidad fisica principal para el estudio de los sistemas inho-
mogéneos es el gran potencial del ensemble gran canénico. La teoria de funcionales de la
densidad para el ensemble gran candnico es debida principalmente a Mermin {1966) [23].
El resultado que se obtiene es que el gran potencial se puede expresar en términos del
funcional de energia libre de Helmholtz. Como consecuencia, se tiene que el gran potencial
es un funcional de la densidad, y a su vez el campo externo es un funcional de la densidad.
La construccidn de la teoria de funcionales de la densidad se apoya en log dos teoremas
fundamentales de Hohenberg-Kohn (ver Apéndice A para su demostracién) [24]. El primer
teorema establece a la densidad como una variable bésica, y ademds establece una relacidn
funcional entre la densidad y el potencial externo, de manera que la densidad determina
su propio campo externo. El segundo teorema garantiza un principio variacional para los
funcionales de la densidad; esto permite conocer una de las relaciones fundamentales en
el estudio de los fluidos inhomogéneos, a saber, la condicién de equilibric. En la siguien-

9
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te seccidn se reproducen algunos pasos que conducen a la expresién funcional del gran
potencial.

Este capitulo lo hemos ordenado de la siguiente manera: En la seccidn 2.1 se
presenta a grandes rasgos el procedimiento mediante el cual se construye la teoria de fun-
cionales de la densidad, siguiendo las ideas de Mermin. Este mismo resultado se obtiene
usandd los teoremas de Hohenberg y Kohn [25]. En la seccién 2.2 se presentan algunos
resultados generales de la teoria de los fluidos inhomogéneos que serdn utilizados en los
Capftulos III Y IV; en dichos capitulos se desarrollan y se presentan los resultados prin-
cipales de esta tesis. En la seccién 2.3 se presenta el estudio de los fluidos inhomogéneos
desde el punto de vista de las fluctuaciones; se discute como el modelo clisico de ondas
capilares puede ser obtenido del modelo extendido. Ademds, se muestran los resultados
que se han obtenido en el estudio del ancho de la intercara en distintas dimensiones. Esta
seccidn es la base principal para el Capitulo II1. En la seccién 3.4 se desarrolla el estudio
de los fluidos inhomogéneos desde el punto de vista del equilibrio, ¥ se introduce el modelo
clésico de van der Waals lo més apegado posible a las ideas originales. En esta misma sec-
cidn se muestra como la teoria de funcionales de la densidad permite un procedimiento mas
general, que el propuestd por van der Waals, para el estudio de los fluidos inhomogéneos
Tal procedimiento conduce a la construccién del tensor de esfuerzos més general de un flui-
do inhomogéneo, el cual es exacto y simétrico. Utilizando ese resultado en el formalismo
de Romero-Rochin, Varea y Robledo se muestra cémo es posible conocer las propiedades
interfaciales de la intercara liquido-vapor. Este formalismo es el fundamento del andlisis
desarrollado en el Capitulo IV.
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2.1 Formulacién de la teoria de funcionales de la den-
sidad

De acuerdo con Mermin [23], para el estudio de los sistemas inhomogéneos es practico con-
siderar un ensemble gran canénico. Con esta finalidad se define la densidad de probabilidad
de equilibrio fy para un sistema de N particulas a temperatura 7,

fo = B  exp(=8(Hy — pN)}, | (21)

donde Hy es el Hamiltoniano para N particulas, u es el potencial quimicoy 5 = Elf con k
la constante de Boltzmann. La gran funcién de particién se calcula como

- [ dFdP, - - - dF NPy exp (—B(Hy — uN))
2 TN /
= Troexp (—8(Hy — uN), (2.2)

donde hemos denotado Tr, como la traza cldsica. De acuerdo con Mermin [23], el gran
potencial {2 es funcional de f, una distribucién de probabilidad arbitraria,

Of) = Tref (Hy ~ 4N+ 57 In f), (2.3)
v para la densidad de probabilidad de equilibrio tenemos
Qfe) = -8 ==, | (2.4)

donde 2, evaluado en f;, es el gran potencial de equilibrio. Debido a que §2[f;] es un
minimo, el funcional Q[f] satisface la desigualdad

QUfT > Q{fo] , (2.5)

para toda densidad de probabilidad f # fy que satisfaga Tr.f = 1.
Los términos que componen al Hamiltoniano son

Hy=T+U+V, | (2.6)
donde
N 2
A a2
T_;gm, 2.7)
UEU(FM"M?FN): (28)

. N :
Vo= Z Vgxt(ﬁ)‘ (2 -9)

=1
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m es la masa de cada una de las particulas; U es el potencial de interaccidén entre las
particulas; ¥ Vi.:(7) es el potencial externo arbitrario.
El perfil de densidad de equilibrio po(7) se define como

po(F) = (A7) - (2.10)
donde
ﬁ(?")=§5(r“*ﬁ) | (2.11)

es el operador de densidad. En términos del gran potencial, ec. (2.2), la densidad de
equilibrio se calcula como

P[}(F) = Tr; fo ﬁ(f?

X0 -3N
- =1y A [ am 5(7) e (f ) 5 - U)
' 32 :
= (2.12)

donde u(f) = u— V(P y A = (%‘;i,ﬂ,)E es la longitud de onda térmica de de Broglie.

Conviene aqui introducir los teoremas de Hohenberg-Kohn (HK}, adaptados al
problema termodindmico siguiendo el punto de vista de Mermin, y analizar sus consecuen-
clas para nuestro estudio.

Teniendo en cuenta que para un un sistema de N particulas el potencial ex-
terno Vi..(7) fija completamente al Hamiltoniano, entonces, N, V.:(7) y, por suppuesto
T, determinan completamente las propiedades del estado de equilibrio. Sin embargo, el
primer teorema de Hohenberg-Kohn (1964), en lugar de N y V,4(7), legitimiza el uso de
la densidad de particulas pg(F) como una variable bésica. Por un lado pg(7) determina el
numero de particulas, pero por otro y lo mds importante, es que este teorema establece
que el potencial externo V;(F) también es determinado de manera tnica por la densi-
dad de particulas py(7), excepto por una constante aditiva trivial. La demostracién de
este teorema se encuentra en el Apéndice A. La consecuencia mds importante es que py(7)
también determina la energia libre y, por lo tanto, todas las propiedades del sistema. La
demostracién de este hecho es simple aplicando el primer teorema de HK. Veamos.

Primero, tomamos en cuenta que la probabilidad de equilibrio fi es un funcional
del potencial externo Ve (7), ec. (2.1 ) y (2.9 ). Entonces, po(F) es también un funcional
de Vit (7), ec. (2.12). En base a estos resultados podemos ahora demostrar que fy es un
funcional de py [27]. La idea central es que, de acuerdo al primer teorema de HK, para
un potencial de interaccién dado U(7,...,7n), Ver(7) estd determinado unicamente por
po(7), es decir sélo un Ven(7) puede determinar una po(7) dada. Ahora, como el potencial
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externo V. determina fy, esto implica que fy es un funcional de po(7) y, por lo tanto, po{7)
determina la energia libre.
El segundo teorema de Hohenbexg Kohn {1964) establece un principio varia-
cional para la energfa libre. Este se lee asi: para una densidad de prueba p(7) que satisfaga
p(F) > 0y [ p(fdF = N, tenemos

Q< Qg (213)

donde fp] es un funcional de la densidad y Q es el gran potencial de equilibrio. Esto

conduce a la ecuacién de Euler-Lagrange, que es una de las mdas importantes en la teoria de

funcionales de la densidad. A continuacién mostramos estos resultados siguiendo, de nuevo,

a Mermin. Para una discusién a lo largo de las ideas originales de HK, vea el Apéndice A
Notamos primero que para un potencial U{7, ..., 7y} dado

Floo(F)] = Trefo(T + U + 87" n fo), (2.14)

es un funcional inicamente de la densidad po(7). F[p] representa la energia libre intrinseca
de Helmholtz y desempefia un papel fundamental en el estudio de los fluidos inhomogéneos.
La otra cantidad clave es el funcional

QLp(F)] = Flo(A)] - [ dFo(@)l = Veu(7). (2.15)

Cuando p{7) = po(7), el perfil de densidad de equilibrio, entonces Qfp] se reduce al gran
potencial £, vease la ec.(2.3). El segundo teorema de Hohenberg-Kohn indica que este
estado es un minimo del funcional. Para demostrar dicha afirmacién suponemos que p'(7)
es la densidad de equilibrio y que la correspondiente densidad de probabilidad asomada f
de traza unitaria es

QUf} = Tref (Hy - N + 57 f)
= Flo(] - [ dFlu = Ve ] #(7) (216)

y como ya se discutimos arriba Q[f'] = Qp]. De la ec. (2.5) tenemos Q[ fyl < Q(f'], v de
aqui se sigue que

Qlpol < Q. (2

De esta manera el perfil de densidad de equilibrio py{#) representa el valor que minimiza
el funcional Q[p] sobre todas las funciones de la densidad que pueden estar asociadas al
potencial V(7). Realizando el célculo de variaciones usual, obtenemos la ecuacién de
Euler-Lagrange, cuyo resultado es la densidad de equilibrio py(7)

562

A, = 0, | (2.18)
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y sustituyéndola en el funcional, obtenemos.

Qo] = 2. (2.19)
De la ec. (2.18) tenemos una forma alternativa de la ecuacién de Euler-
Lagrange,
§Fp]
N = = V). (2.20)
6[)(?:') s emt(_j

Esta expresion resalta la relevancia de la energia libre intrinseca de Helmholtz y su relacién a
la densida de equilibrio. Est4 es la relacién clave para el estudio de los fluidos inhomogéneos
y es garantizada por el segundo teorema de HEK.

Para un sistema sin interaccién (gas ideal, U = 0), F[p] se reduce a

Fumolpl = 87" [ drp(#) (In(A9() — 1), (2.21)

en tanto que el potencial quimico intrinseco estd dado por 871 in(A3p(7)). Con estos datos
el perfil de densidad de equilibrio que se obtiene es

po(7) = N exp(B{k — Vear(7)). (2.22)

Para el caso donde se toman en cuenta las interacciones, ya no es posible
conocer de manera general la forma de F[p| y es necesario recurrir a diferentes tipos de
aproximacion.

2.2 Funciones de Correlacion y Resultados Exactos

In el estudio de los sistemas interactuantes las funciones de correlacién juegan un papel muy
importante, ya que son las que incorporan los efectos de la interaccién entre las particulas
de manera efectiva. Con la finalidad de observar los efectos sobre las cantidades fisicas, se
propone que el funcional Fp(7)] se puede separar en dos contribuciones, una que contiene
la contribucién a la energfa libre de los términos sin interaccidén Fig vy la otra que toma en
cuenta la interaccién Fj,;, es decir

Flo] = Fuelp] + Finslpl. (2.23)

Fie[p] estd dada por la ec. (2.21). La ecuacién de Euler-Lagrange, ec. (2.18), se escribe
ahora de la siguiente manera

= Veael7) = In(Ap(7) — clp; 7, | (2.24)
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donde

5ﬂnt[p] -
el 7 = —f——=. (2.25)
A=
Esta se llama la funcién de correlacién de primer orden.
Asi, la densidad de equilibrio también se puede reescribir en términos de la
funcién de correlacién de primer orden, es decir

po(7) = X exp(B(p — Veat) + o, 7). (2.26)

Las funciones de correlacién de orden superior se obtienen con mas derivadas,
por ejemplo

clpi ™l B8 Fulol _ oyo |
clp 7T = = = —r—e—— = = (T 2.27)
PETI= o) = ey ¢ T (
Esta expresion evaluada en el perfil de densidad de equilibrio es conocida como la funcién
de correlacion directa de Orstein-Zernike, para un fluido inhomogénec. Su relacién con la
funcién de correlacion directa es muy simple. Para este propdsito, consideremos la expresién
del gran potencial con campo externo cero (Vey: = 0)

el = Flol - [ dro(7)- (228)

Calculamos el cambio en el gran potencial debido a un cambio en la densidad Jp(7), man-
teniendo el potencial quimico constante, es decir

<5F [p
AQ = Qpo + 7] f [ arar P
donde po(7) es el perfil de densidad de equ;hbrlo_. Observamos que a orden mds bajo el
cambio en el gran potencial es cuadratico en la fluctuacion de la densidad y depende de la
funcién de correlacién C(7, ),

SFlp | _8F=7) e
G G R A 1230

donde se han utilizado las ecs. (2.24) y (2.27).

La ec. (2.30) relaciona la funcidn de correlacién directa C' v la funcién de co-
rrelacidn directa de Orstein-Zernike de un fluido en equilibrio. Estas cantidades tienen una
forma maés simple en el espacio de momentos. Para esto es conveniente definir las transfor-
madas de Fourier, teniendo en cuenta que el cambio en el gran potencial, en términos de
C, estd dado por

AR = % [ [ ardr o menrse) + -+ (2.31)

=yl d0(P)op(T) + -, (2:29)

C(7,#) =
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En términos de u(7), el gran potencial se puede escribir como

Qfp) = Flo) - [ drfu(®)]o(®). (2.32)

Observamos que hay un acoplamiento entre u(7) y p(7). Esto permite calcular
de manera directa el perfil de densidad, teniendo en cuenta que p(7) es un funcional de
u(F); tenemos

gfg o) + [ S a7 2T) ﬂ (‘5‘?% u(f*)). (2.33)

Pero en este caso el perfil de densidad corresponde al valor de equilibrio, es decir p(¥) =
po(7), lo cual, por la ec. (2.20) conduce a que la cantidad entre paréntesis se anula. Por lo
tanto

3l _
bul?)

De lo anterior se cbserva que £ puede ser considerada como una funcién generatriz en u
para la densidad de equilibrio, ya que la ec. (2.34) puede ser obtenida del gran potencial
Q, ec. (2.12). '

Derivando nuevamente la ec. {2.34) respecto a u, nos permite definir la funcién
clave H (7, ) como

—p(7), (2.34)

H{r. ) kT (5u((ﬂ

IH

= ((A(F) = po(FN(AT) — po(T))), (2.35)

\__/

que es la funcidn de fluctuacion de la densidad o bien la funcidn de correlacién densidad-
densidad. Tst4 funcidn estd relacionada con la funcién de distribucién por pares ot (7, 7).
Para ver esto escribimos la ecuacidn anterior como

H(E#) = () — po)oo(F). (2.36)
El primer término de la ec (2.36) toma la forma
GOAE) = (80— RS = )+ (526 - A~ )
= p(g) (7 7) + po(FY6(F — 7), (2.37)

que al sustituirla en la ec. (2.36), se obtiene

H{7, ™) = pP (7,7) + po(PSF — 7) = po(F)pa(7). (2.38)
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Ahora bien, el inverso de H estd relacionado con la funcidén de correlacién de
Orstein-Zernike. Para demostrar esta relacién, se puede escribir la ec. (2.24) en términos
de u,

elpn, 7 = In{p(7) — Bu(7) (2.39)
Ahora diferenciamos esta ecuacioén respecto de po(7)

S(r—7)  Bou(d)
Po() po(7)’

Observamos que la aplicacién del principio variacional sobre el gran potencial
‘proporciona la ec. (2.24), y anteriormente se habia definido que y — Veye = u = §F/6p. De
“aqui y de las definiciones de C' y H conducen a la relacién de Orstein-Zernike en su forma

mas general:

(2.40)

6(2)(7", 7Y = dpo, 7 7] =

f dR H(7,7)C(7, 7) = §(F — 7). (2.41)

El otro resultado que es de gran importancia en esta tesis es la llamada relacién
de Lovett-Mou-Buff-Wertheim [4, 11]. Iniciamos por aplicar el gradiente en cada lado de
la ec. {2.39):

Veloo, 7 = Vin{p(F)) - BV (1 — Vear(7) = Vin{p(F)} + BV Vers(7). {2 42)

La dependencia espacial de ¢[po, 7] estd contenida en p(7). De aqui se sigue que

Velpo, 7 = [ d?“%%??p(?). | (2.43)

Notamos que la derivada funcional involucrada en la integral es dada por la ec. (2.40). Por
lo tanto, la ec. (2.42) se escribe como

VIn(p(7) + BV Vere(7) = [ dFe® (777 p0(7). (2 44)

Fisicamente la ec. (2.44) significa que la fuerza efectiva sobre una particula debida a la
interaccién con otras particulas, 87 Ve{pp; 7), es exactamente balanceada por la suma de
las fuerzas externas —V V() méds el término cinético.

La manipulacién involucrada en el paso del primer miembro al segundo en Ia ec.
(2.44) no es directo ya que el potencial u(7) es iinicamente funcional del perfil de densidad
de equilibrio pg{F); de aqui se sigue que si py(7) es desplazado por una distancia espacial
Z, entonces u(7) debe ser similarmente desplazado, es decir u(7; [pp(7)]) = (7)), donde se
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expresa explicitamente la dependencia funcional sobre po(7). Entonces, u{7; [po(F+ £)]) =
u{71 + Z). Realizando un desarrollo funcional de Taylor en py(7),

w(@;[eo(T+ T)) = ul(f;po{7)]) + (2.45)
J B o+ ) = o)+

donde la derivada es tomada en la densidad sin desplazar, se sigue que

u(F+ ) — u(f) = /d" 6,00 )])Iz o {po(F +T) — po(F)) -+, . (2.46)

Por lo tanto, en el limite ¥ — 0, tenemos

Vu(F) = f a7 5(;7“;((2)‘:?';90(7*’). (2.47)

Usando las ecs. (2.39) y {2.40) se obtiene (2.44).

Similarmente, usando el hecho de que u(7) es el tinico campo que localiza a
po(7) en el espacio, un corrimiento de u(7) por una distancia 7 debe causar un corrimiento
similar en po(7) Asi, el inverso de la ecuacién anterior puede ser deducido:

0p0{7) o
Vol = [ ar ). 24

Este resultado fué obtenido independientemente por Lovett, Mou y Buff [11]
y por Wertheim [4]. La ec. (2.47) y ec. (2.48) son resultados generales y exactos. Su
aplicacién a un campo externo en particular se tendrd en la siguiente seccidén.

2.3 Fluidos Inhomogéneos: Ruta de las fluctuaciones

Como va se dijo antes, un fluido inhomogéneo es aquel que experimenta una variacion
espacial en la densidad promedio; por ejemplo, la regidn interfacial de un sistema liquido-
vapor en coexistencia. FEste serd nuestro tema de estudio. El anilisis de este problema
no es nuevo, pero a pesar de que hace ya varias decadas que se inicié, las propiedades
interfaciales no son todavia del todo entendidas. Los distintos esquemas de aproximacion
hacen aln mas complicado este aspecto debido a la divergencia que se tiene en cuanto a
los resultados. Este hecho estimula aiin més el estudio de tales sistemas, con el propésito
de tener una comprensién mas completa de la estructura termodindmica y microscépica de
las propiedades interfaciales de los estados de coexistencia.

Los funcionales de la densidad en el ensemble gran candnico han sido amplia-
mente explotados en el anélisis de estos sistemas. A diferencia de las teorfas fenomenolégicas



19

que proponen una forma de la energia libre, la teoria microscépica de funcionales de la densi-
dad no tiene esa libertad. En esta teoria solo se puede suponer la existencia de un funcional
de energia libre F[p()]. Sin embargo, la ventaja es que los resultados que se obtienen por
esta via son méds generales y de menor controversia que los que se obtienen por el punto de
vista fenomenolégico. Entonces, la ventaja principal de funcionales de la densidad es que
los resultados se obtienen de primeros principios [28]. No es necesario imponerle al sistema
los términos que lo deben describir, sino que el sistema mismo lo indica. En esta seccidén
vamos a repasar algunos de los resultados que se han obtenido al utilizar esta teoria en el
estudio de la intercara liquido-vapor.

La teorfa de funcionales de la densidad es muy util debido a que nos permite
estudiar la intercara de un fluido inhomogéneo por dos rutas, la de las fluctuaciones y la del
equilibrio. En esté seccién s6lo nos vamos a referir a la primera. Lo que estd aproximacién
considera es que la intercara plana no es lisa o suave, sino que tiene cierta rugosidad que es
debida a excitacién de ondas capilares en la supericie. De manera que si uno supone una
superficie matemadtica como la del equilibrio, la Hamada superficie divisora de Gibbs, lo
que esta aproximacién dice es que la intercara no siempre se localiza sobre dicha superficie
sino que tiene ciertos desplazamientos perpendiculares a ella.

Para el andlisis de la intercara por esta ruta una cantidad muy inportante es
la funcién de correlacién directa. La importancia de esta cantidad fisica radica en que es
capaz de atrapar los efectos de la interaccién entre las particulas.

La teoria de funcionales de la densidad proporciona un mecanismo para tratar
las fluctuaciones de la densidad alrededor del estado de equilibrio. El cambio en el gran
potencial debido a una fluctuacién arbitraria en la densidad, para p— V. (F) v T fijos, viene
dado a orden mds bajo por la ec. (2.29) o en términos de la funcién de correlacién C(7, )
en (2.31). Sin embargo, un tratamiento mds especifico de las fluctuaciones es posible.
Siguiendo a Triezenberg y Zwanzig [29], se considera que la fluctuacién de la densidad
5p(7) se puede escribir como dp(F) = p(F) — po(z), donde p(F) es el perfil de densidad
referida al punto 7y R es la proyeccidn del vector d-dimensional 7 == (R, 2) sobre ¢l plano
z = 0. El perfil de densidad p(7) se puede aproximar como

dp(z)
dz '

p(7) = po(z — H(B)) = po(2) — $(R) (2.49)

que s6lo toma en cuenta desplazamientos normales a la intercara dados por gﬁ(ﬁ). Es im-
portante sefialar que ain cuando la deformacidn de la intercara debida a las fluctuaciones
puede ser convenientemente descompuesta en sus componentes normal y tangencial a la
superficie divisora de Gibbs, resulta que, si la superficie no tiene frontera como es nuestro
caso, la parte tangencial de la fluctuacién siempre puede estar asociada con una reparame-
trizacién de la superficie [30]. Todas las cantidades fisicas que vamos a considerar aquf son
invariantes ante una reparametrizacion de la superficie, ¥ por lo tanto podemos olvidarnos
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de esta contribucién y enfocarnos Ginicamente en las deformaciones normales de la superficie
[30]. Con estas consideraciones la fluctuacién se puede evaluar directamente:

o) = 0(7) — po(2) = —g( AL (250)

Asi, las ﬂuctuamones consideradas aquf consisten de desplazamientos rigidos de
laintercarade z = 0 a z = ¢(R), es decir, si ¢(E) se fija entonces la forma del perfil también
es fijada; esta funcion es arbitraria pero univaluada. Se espera que estas fluctuaciones sean
lo suficientemente generales como para capturar Ia fisica de las ondas capilares.

La ec. {2.31), que nos da el coste de energfa libre debido a una fluctuacién, se
escribe como '

H
aq =X fdz/dz /fdrdr’(* (z,2;|R — B2 (z 2) dfi(z, o(Ro(F) +---, (251)
donde hemos supuesto que la funcién de correlacion directa mantiene su simetria traslacio-
nal ¥ rotacional en las direcciones transversales.
Definimos ahora la transformada de Fourier de ¢(R),

- / dRexp(iQ - R)o(R), (2.52)
v la transformada de Fourier para la funcién de correlacion directa,
COG;z,2) = /dﬁexp(iQ-E)C(z)(R; z,2'). ' (2.53)

Sustituyendo la ec. (2.50) en la ec. (2.51) y tomando en cuenta la transformada de Fourier
de C'(H;z,2'), el cambio en el gran potencial se puede escribir como

QL“/dz/dzzc?)(Q,, DI oG+ (259

Esta expresién es mas practica para propositos de cdlculo. Tomando en cuenta
que paralelamente a la superficie la fluctuacién en la densidad tiene dnicamente componen-
tes de longitud de ondas largas, la funcién de correlacién C(Q) puede ser desarrollada en
potencias de los momentos y asi{ sélo tenemos que tomar en cuenta los primeros términos
del desarrollo; es decir,

C(Q;2,7) = C© (2 D+ QD (z, )+, (2.55)

Sustituyendo en la expresién para el cambio del gran potencial y volviendo a las variables
del espacio de conﬁguracxon tenemos

_ KL ydpo(z )dpo(z’)( cO(z
AQ = 2‘ [ dnaer BT 7) [ Rl (R

+C2,2) [ dRIVH(R)P + - ) . (2.56)
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El primer término de la ecuacién anterior, se mostrard mds adelante, es pro-
porcional al campo externo, y como discutiremos ampliamente en el Capitulo 3, el compor-
tamiento de la intercara es muy interesante en el limite en el que el campo se hace tender
a cero. '

El término [dR|V¢(R)]® se puede identificar como el orden mas bajo de la
diferencia de sreas entre la superficie “rugosa” z = ¢(R) y la superficie plana, es decir

AA = /d}’é V1+ {vﬂfé)[? - /dﬁz.‘ (2.57)

Este resultado permite identificar al segundo término como el costo en energia libre debido
al incremento en el drea de superficie; llamando Ay a ese costo, éste debe estar dado por
~vA A donde v es la tension superficial. De la ec. {2.56), por lo tanto, obtenemos

— kafd dz rdeLZ) dpg(?)c{tz ( :), {2.58}

donde, de acuerdo con (2.55)
CD(z, ) = _i [ ARIRPC(R: 2, 2) (2.59)

Esto permite identificar la expresion mads general para la tension supefﬁcial Y1z, obtenida
originalmente por Triezenberg y Zwanzig {29]

g = —— / 4o 202) dpo(Z) fdzé'[R'FC(é; z,7). (2.60)
0 dz  d7

Este esquema de cdlculo basado en las fluctuaciones de la intercara, introducida
por Triezenberg y Zwanzig [29], proporciona otros ingredientes al problema. de la intercara.

Teniendo en cuenta la ec. (2.29) que representa el cambio en el gran potencial
debido a una fluctuacién en la densidad notamos que es posible obtener las expresiones
microscépicas de las cantidades interfaciales. Por ejemplo, el procedimiento anterior nos
condujo a la expresién de TZ para la tensidn superficial al considerar el desarrollo de la
funcién de correlacidon a segundo orden. Sin embargo, la serie no termina alli; se puede
considerar el siguiente orden en el cambio én el gran potencial AQ y analizar su efecto, y
lo més importante, identificar su significado fisico. Romero-Rochin, Varea y Robledo [17]
han estudiado el término cudrtico y han identificado que tiene un significado fisico simple:
representa la rigidez de flexion « del sistema. Es decir, este término mide cudnta energia
gasta el sistema por hacer curvaturas en la intercara.

La expresién microscépica para la rigidez  se obtiene siguiendo un tratamiento
paralelo al de la tensidn superficial [17]. Para esto, es necesario suponer que esta cantidad
puede ser evaluada para una intercara plana en z = 0, via el célculo del cambio en el gran
potencial debido al incremento en la curvatura media causado, a su vez, por una pequeila
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fluctuacién en la densidad. El cambio en el gran potencial estd dado por la ec. (2.51) y
el tratamiento para las fluctuaciones de la densidad es el mismo que el dado por la ec.
(2.50). Sin embargo, lo que en ese trabajo se considera, Ref.[17], es que ¢(x,y) se puede
desarrollar a cuarto orden con respecto a ¢(x,y). Los términos resultantes son

kT ,dpo(2) d
AQ = —i-ffdzd polz) p" UdR|R|QC(2)(R 2,2 )%

T dz
‘2
/ dadyd(z,y) (ﬁ + ﬁ) f dRIRACO(R; 2, ) x
5% gt ot '
/dmdygb %) (8 (f 5 ¢ + 233;2;;2) + ] X (2.61)

La ausencia de los términos impares es debida a que se anulan por los requisitos
de equilibrio y simetria. La ec. (2.61) puede ser integrada por partes teniendo en cuenta
que las derivadas de ¢ se anulan en la frontera. Identificando los cambios en el drea y
la curvatura media debidos a la deformacién de ¢, permite a su vez identificar la tension
superficial v, ec. (2.60), que es la misma obtenida por Triezenberg y Zwanzig [29], ¥ la
rigidez de flexién «:

_ 1 ,dpo dPD 4 4(2) ; _
- 32kT//dzd delRl CO(R, 2, 7). (2.62)

Una caracteristica muy importante en este andlisis es poder notar el hecho de
que las propiedades interfaciales son funcionales de la superficie S definida por la intercara.
Esto implica correcciones a las propiedades interfaciales cuando S se separa de una forma
plana.

2.3.1 E] modelo clédsico de ondas capilares

Como vimos en la subseccidn anterior, si el campo externo estd presente, un analisis de la
intercara por la ruta de las fluctuaciones es posible. Este andlisis considera que la intercara,
presenta pequenas ondulaciones debidas a fluctuaciones térmicas y de la densidad, y que
‘son conocidas como ondas capilares. Buff, Lovett and Stillinger [3], en un trabajo clésico
introdujeron el siguiente modelo. Consideran un fluido en un campo gravitacional con una
superficie divisora de Gibbs de drea plana A localizada en z = 0. El correspondiente perfil
de densidad en equilibrio es pg(z) y la tensién superficial es . Las ondas capilares se
describen entonces como distorsiones de la superficie divisora de Gibbs de amplitud ¢(E),
donde R es un vector bidimensional en el plano A. El modelo de ondas capilares supone que
dicha amplitud de las distorsiones es pequefia y de longitud de onda larga; asi, se supone
que la funcién ¢(R) es univaluada. Entonces, el costo de energfa libre o de gran potencial
asociado con dicha perturbacién se obtiene de considerar (a) el cambio en energia debido
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al incremento en el 4drea de la superficie y (b) el trabajo realizado contra la gravedad al
desplazar el vapor y el liquido en la cercania de la superficie:

AQ = »yfdfi—&/dﬁé (1+1ve(B)P)"

. [E(R)
/dR/O ~dz(pr — py)mgz, (2 63)

donde p; ¥ p, son las densidades del liquido y del vapor respectivamente, m es la masa de
las particulas que componen al fluido, y ¢ es la aceleracidén gravitacional. Desarrollando a
mas bajo orden en la fluctuacidn y definiendo Ap = p — p,, obtenemos

A0 = o [ aB (4IVo(R)? + Apmgl¢(B)) (2.64)

Tomando la transformada de Fourier de qﬁ(ﬁ)

—

= A~ Z $(Q) exp(—i§ - R), (2.65)
el costo en gran potencial (2.64) se puede escribir como

Al = — Z Q)7 (Apmg + Q7). | (2.66)

El modelo de ondas capilares consiste en asociar una probabilidad térmica de
acurrencia a cada configuracidn ¢(R), esto es, proporcional a exp(—-AQ{@]/kT). De esta
manera, la correspondiente funcién de particién estd dada por

Z=N/qug( exp --—-Z|¢ Q) (Apmg-f—’y@g) (2.67)
@

donde A es una constante de normalizacién. De aqui uno puede calcular todas las propie-
dades referentes a este modelo, y en lo sucesivo haremos referencia a esta cantidad. Pero el
punto principal que nos trae en este capitulo a este modelo, es precisamente porque estamos
interesados en el célculo del ancho de la intercara con este modelo. Con dicho propdésito
y basado en la naturaleza cuadrética de (2.66), conviene definir la funcién de correlacién
altura-altura S(K) como

ezp(—iQ.R)
(vQ% + Apmg)

S(R) = ($(R)p(R + R)) Ld_l Z (2.68)

El calculo de S(E) es posible en todas las dimensiones, pero lo interesante de esto es la
relacién que se establece con esta funcién y el ancho de la intercara W. Una medida del
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ancho de la intercara [3, 6] estd dada por la fluctuacién cuadritica media en qb(ﬁ), va gue
esta cantidad proporciona una medida del ensanchamiento producido por las distorsiones
del perfit po(z}. Identificamos, entonces, a W como dicha fluctuacién:

7 D = (2P :_1_ ,.__#___
W= =5(R=0)={(¢"(R)) A%Apmy—%’y@gj

(2.69)

Esta expresidn puede integrarse en cualquier dimensidn d tomando el limite del continuo
para un sistema de tamafio infinito,

1 ! d-1
P g fee (270)
2]
Con esto, la expresién para el ancho de la intercara es
1 d*'Q
W? = / . 2.71
(2m)4=t I (vQ? + Dpmg) 270

Puesto que W se puede cdlcular para cualquier dimensidn es interesante considerar aqui los
resultados que se obtienen parad < 3, d =3y d > 3, donde d = 3 es la dimensién critica.

De la definicién de W podemos notar que es suficiente conocer la expresion
de S(ﬁ) para todas las dimensiones y asi conocer W. Para hacer mas simple el cilculo,
definimos la longitud capilar clésica,

. 1/2
Py v T 2.7
b (Apmg) 2.72)

y hacemos el cambio de variable ¢ = @L,. Se encuentra que la ec. (2.68) tiene la siguiente
expresioén

L% R

3 i (B
S(R) = oS KA, (2.73)

donde v = @-"2'—@ y KU(L%) es la funcién de Bessel modificada de segundo tipo, definida
como

R 1 I—V(I%) B IV(E%)

K"(EZ) . §W[ sin vw ]’ (2.74)
donde I,,{%) es la funcién modificada de Bessel de primer tipo; para R/L, < 1 tiene la
forma

1R '
L2 ~ (53 T +1), (2.75)
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de manera que en este limite la funcién S(R) llega a ser

(Byr G
S(R) = L Mi-v ~ EF(ui]] (2.76)
(QW)QE—}@Y sin v

El ancho de la intercara W? = S5(0), para distintas dimensiones se puede estudiar en los

tres casos antes citado.
i)yd < 3

3d
~4 LC

By

Ahora, para grandes valores de £ el argumento de la funcién de Bessel K, (£) tiene un

w? (2.77)

decaimiento exponencial, K (7} ~ (%)%exp(—;—f), v en R = 0, la funcién S(R) es finita.
El valor del ancho es
5 _ Lg_d 2l .
(277)%"'1'37 I'(1 — v) sin{nv)
il)d = 3.
Este es el caso mas complicado; de la ec. (2.73) podemos ver que para R # 0,
S{R) toma la forma

(2.78)

S(R) = G ol ) (2.79)

Para B > L., K, decae exponencialmente como en el caso anterior. Sin embargo, para
R — 0, Ky(R/L,), tiene una divergencia logaritmica :

1 2L,
55 In( 7 ).

Esto implica que S(0) no estd definida. Para eliminar este problema se introduce un corte
A de longitud de onda corta; esta es una seleccién arbitraria basada en el hecho de que el
Hamiltoniano del modelo de ondas capilares describe ondulaciones interfaciales. La longitud
de ondas cortas es frecuentemente identificada como la longitud de correlacidn del bulto &,.
Por lo tanto el ancho W? = §(0), se puede escribir como
1 2L
W2 = In(~—=). : 2:81

(2m) By ( ) ) | (2.81)
Lo interesante de este caso es que W? ~ In(L.)/Bv, lo cual predice una divergencia lo-
garitmica para el ancho conforme ¢ — 0. Pero si ¢ es finita, entonces W también es
finita. '

S(R) ~ (2.80)
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i) d > 3
El procedimiento para este caso es andlogo al anterior, encontrandose que
& |
W ~ — (2.82)
Brel!

Observamos que el ancho de la intercara en este caso es independiente de L,

Podemos notar que este modelo sencillo es capaz de aportar informacién sobre
el ancho de la intercara, en el sentido de poder extraer el comportamiento del ancho con
L.. Sobre todo en el caso especial d = 3, donde se encuentra que conforme la gravedad
se hace pequefa, el ancho diverge. Sin embargo, no puede proporcionar informacién sobre
el comportamiento de las propiedades interfaciales en ese limite. Sin duda otro punto de
vista u otros elementos son necesarios para esto, como veremos a continuacién.

2.3.2 El modelo extendido de ondas capilares

Como pudimos ver en la subseccidn anterior, una cantidad que resultaria muy importante
conocer en el estudio de un fluido inhomogéneo es el ancho de la intercara, sobre todo en ¢l
limite en que la gravedad se ha,ce pequeﬁa Esta cantidad se ha definido como W? = 5(0),

y se ha encontrado que W?* = ﬁ,r ,{d < 3). Parad =3, W2 =1In(L,) y parad > 3, W
permanece finita, cuando L, — oo. Sm duda el caso interesante es d < 3.

También se puede notar que en el caso d = 3 el ancho no esta definido para
R = 0. Sin embargo, el problema se resuelve al introducir un corte A el cual se identifica
como la longitud de correlacién del bulto &. Una de las dificultades del modelo usual de
ondas capilares consiste en la introduccién de esta cantidad arbitraria. Esto puede ser
evitado ya que el modelo cldsico de ondas capilares ignora los términos de orden superior
de la funcidn de correlacidn directa C, siendo que éstos pueden alterar las expresiones del
ancho. Una idea tentativa entonces es pues tomar en cuenta los términos de orden superiox
de la funcién de correlacion directa €. '

Trabajando en esta direccién Romero-Rochin, Varea y Robledo [7] obtienen
algunos resultados interesantes utilizando un modelo extendido de ondas capilares. Este
modelo es deducido utilizando la teoria de funcionales de la densidad, a través del cambio
en el gran potencial, debido a una fluctuacién del tipo dada por la ec. {2.50} y manteniendo
todos los términos del desarrollo del gran potencial en términos de dicha fluctuacién, vedse
la ec. (2. 6]) Para ver esto de manera més simple, en la ec. (2.54) redefinimos lo siguiente

Ry= [ [ azar L0z, 2, Rl (2.83)
dz dz' :

donde R = |R| En términos de esta funcién el cambio en el gran potenmal puede expresarse
como

LHZC 16(@)e(-Q), _ (2.84)
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donde Q = |}, (f(Q) y #(Q) son las transformadas de Fourier de C(R) y qﬁ(é), respectiva-
mente; L es el tamaifio del sistema perpendicular a la direccién 2. Esta expresion contiene
todos los términos de la funcidn de correlacidn. '

El calificativo “extendido”para el modelo que se estd usando aqui es claro al
implicar que en la expresién (2.84) el desarrollo de C{Q) puede llevarse a érdenes superiores
a %, Sin embargo, esto puede ser apreciado mas directamente recordando los resultados
exactos mencionados en la seccion 2.1. La finalidad de estos resultados es mostrar que
los momentos de la funcién de correlacién directa estan relacionados con las propiedades
interfaciales.

El primer caso es el que relaciona el gradiente del campo externo con la funcién
de correlacién directa y el gradiente del perfil de densidad (2.47), lo cual se puede escribir
Como

VVeae(F) = kT / AP C(F, 7V pol7). ' (2.85)

Recordamos aqui que po = po(z). Multiplicando la ec. (2.85) por ‘—idﬁzg, integrando sobre z ¥
usando la ec. (2.83), resulta la relacién entre el momento cero de C(R) y el campo externo;
es decir,

[ @t Re(ft) = ~pmg [ 4522 = apmg, (2.86)
0 bien
C(0) = BApmg, - | (2.87)

donde Ap = p; — py. La ec. (2.87), es un resultado exacto que el caso de una intercara
plana en presencia de gravedad.

A lo largo de las mismas lineas, hallamos de la ec. {2.60) que la tensién super-
ficial se puede escribir en términos del segundo momento de C(ﬁ) En la notacidn que se
esta usando aqui, tenemos

kT 820(Q)

s . (2.88)
. 2 an Q=0

— kT d—1 B1 BI277 DY __
7= —-—-——g(dﬁl)/d RIRPC(R) =

La sustitucion de (2 87) y (2.88) en la ec. (2.84) y despreciande los términos
de orden superior en ¢ conducen al modeio cldsico de ondas capilares.

El propésito del modelo extendido es utilizar el siguiente orden del desarrollo
de C(@), o bien de mis alto orden y anilizar sus consecuencias. Los términos de mis alto
orden también tienen significado fisico asociado. Para el caso del cuarto momento, se ha
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demostrado [17] que estd relacionado con la la rigidez de flexién x, que mide el cambio en
la curvatura eldstica de la energfa libre de superficie. x estd dada por

. — KT 0'C(Q)
4l Qe 0=0

Otra cantidad que interviene aqgui es la funcion de correlaciéon densidad-densi-
dad H (7,7}, definida en la ec. (2.35), pero que en términos de la fluctuacion del perfil de
densidad se puede escribir como

H{7,7) = {(6p(r)o ()}, (2.90)

= kTC™(0). (2.89)

la relacién entre C' y H, dada por (2.41) se mantiene

El resultado (2.85) puede ser expresado de manera alternativa y conveniente
utilizando la funcidn H; esto se puede ver en la ec. (2.48), que también se puede escribir
como

VoolF) = =8 [ dF H (7 )V Vearl7), | (2.91)
con el campo gravitacional como potencial externo. Después de integrar sobre z resulta
A o1 = - Ap
d—1 / ’, _ el ol
[ R/'/ dade' H(z, 2 1K) = ATE. (2.92)

La ecs. (2.86} v (2.92) representan resultados exactos. Lo mds relevante de
la ec (2.92) es que muestra explicitamente que, para un sistema infinito, la correlacién
se hace de largo alcance en el limite cuando g — 0 y Ap permanece constante o se anula
mas lentamente que ¢ [4]. La funcién H también se ve afectada por la fluctuacién de la
densidad (2.50), y se escribe como

= Ao B GP0 Ao :
H{77) = {¢(R+ RN$(E))y——, 2.93
(7, 7) ~ (@R + B)p(R) T2 (2.93)
donde los promedios son cdlculados con el ensemble gran candnico. De la ec. (2.93) se
define la funcidn de correlacién transversal S(R)

S(R) = (¢(R + R)o(R"). | (2.94)

De esta manera S(E) captura el comportamiento transversal de H. Para obtener una
expresion para S(K), consideramos a AQ, dado por la ec. (2.84), como el costo de la
energia debido a la fluctuacién ¢(R) (o alternativamente, como un Hamiltontano (d — 1)
dimensional). De aqui, la funcién de particidén resultante en este ensemble es

2= NT] [ a6(Q exp{-520(3T)), o)
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donde A es un factor de normalizacién. Debido a la naturaleza cuadratica de AQ en ¢(Q),
el promedio de |#{Q)}]* puede ser evaluado. El resultado es
Ld—l

c(@)

Por lo tanto, hallamos que la funcidén de correlacién transversal S (}?) estd dada
por la transformada de Fourier del inverso de la funcidén de correlacion C. Para un sistema
de tamaifio infinito la expresién correspondientes es

= 1 exp(—iQ. R
S(R) = — / dd—lQ-fE(Tﬁ—J (2.97)
Le= (@) |
~ donde la integral se evalia en los limites Qumin ¥ Gmas-
De la ec. ( 2.97), se observa que se satisface la relacion

S(Q)EQ) =1, (2.98)

que es exacta para @ = 0, vea (2.92); es decir, S y C son funciones inversas en el espacio
R. Los resultados dados por las ecs. (2.86) y (2.92) han sido deducidos para el modelo de
ondas capilares por distintos autores y por diferentes métodos (6, 3]; el primer reporte se
debe a Wertheim [4]. En este caso el tratamiento se enfoca en relacionar el costo de energfa
necesario para distorsionar la superficte & la funcién de correlacién directa del fluido en
equilibrio.

(S = {2.96)

Como pudimos ver en la subseccién anterior, la fluctuacién de la altura, la raiz
cuadrédtica media, S{XX = 0), proporciona una medida del ensanchamiento o distorsién del
perfil pp(2). Usamos la misma notacién

— - g 1 1
W2 = S(R = 0) = ($(Bd(R)) = /d“‘l — 2.99)
(R=0)= 6(R(R) = s [ 4705 (2,99
Los limites asintdticos solo pueden ser caleulados después de que la integral ha
sido hecha, en el limite termodindmico y para g tendiendo a cero pero estrictamente distinta
de cero. Como se supone g finita, es posible un desarrollo de Taylor de C{@)) alrededor de
@ = 0; se puede comprobar [7] que es

o0
C(Q) = > M2 Q" (2.100)

n=0
Los coeficientes de potencias impares de () desaparecen debido a la simetria rotacional y
traslacional en el planc z = 0 de C(ﬁ), en tanto que tos coeficientes Ay, son los momentos
pares de C(ﬁ). Los tres primeros estian dados por My = SApmg, My, = By v My = Bk.
Como hemos podido ver antes, estas propiedades interfaciales pueden ser deducidas y tienen
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expresiones explicitas que dependen directamente de la funcién de correlacmn de dos puntos.
Esto permite poder escribir el gran potencial como

A= ziil 2 {Apmg + Q" + £Q)$(Q)d(-Q) + - - (2 101)
' Q

Se observa que el modelo usual de ondas capilares [3] puede ser obtenido al cortar a segundo
orden en los momentos. Los autores de la Ref.[7] proponen anadir el cuarto momento de la
funcién de correlacién C(ﬁ), esperando eliminar de esta manera la divergencia logaritmica.
Este término cudrtico, como ya discutimos en la seccién anterior, puede ser identificado
comno el médulo 1nterfa(:1al de rigidez de flexién [17]. El resultado que se obtlene para S(R)
tiene la forma

shy < Bt / g exp[-14.(#£)]
JB'Y (27.[.)@—1 1+q2 +a2q4 -+ b4q6+

donde se usd el cambio de variable §= éLc.
Las constantes adimensionales a, b, etc. en la ec. {2.102) estan dadas por

(2.102)

=9

9 Q@ M4 K )

CE = Hi T I (2.103)
4

bt = i = 5o (2.104)

Observamos que por cortar a segundo orden se obtienen los resultados para
el ancho W del modelo cldsico de ondas capilares. Sin embargo, tomando en cuenta el
siguiente término del desarrollo, es decir el término del cuarto momento de la funcién
de correlacidn directa, se obtienen resultados interesantes. Teniendo en cuenta que el caso
donde se presenta la dificultad es en d = 3, el propdsito de eonsiderar el siguiente término es
para eliminar la divergencia logaritmica en el ancho de la intercara. Por lo tanto, realizando
la integral con el término cudrtico (2.102), se obtiene

— 1 R R
S(R) = Kolag—=—) — Kp{a;—)], 2.105
(F) = ooy Ralea) — Koo ) (2.105)
donde las cantidades adimensionales a, y @, estan dadas por
1 1
0}, = 5oLl * (1 - 4a)?], (2.106)

con a; 3> ap Para grandes valores de R se tiene nuevamente (como con el modelo cldsico)
un decaimiento exponencial; pero para R = 0, se obtiene
, I _ _
In(—), | (2.107
(2m)By " a )

W2
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que es un resultado muy similar al obtenido con el modelo cldsico de ondas capilares [3],
siendo la diferencia que en el presente caso el ancho depende del cuarto momento de la
funcidn de correlacién de dos puntos y no de un pardmetro arbitrario.

Romero-Rochin et. al. [7] observan que cuando L, — oo, la ec.{2.107) predice
una divergencia logaritmica del ancho, si v ¥ & permanecen constantes o al menos esta
altima diverge mds lentamente que L2. Sin embargo, desde el punto de vista del modelo
de ondas capilares esto no es obvio ya que 7y y %, después de todo, son momentos de C(é),
una cantidad que en general depende de g. Bajo este argumento Romero-Rochin et. al. [7]
proponen una hipétesis de escalamiento para C{Q) en el limite ¢ — 0. Como consecuencia
de esa hipdétesis de escalamiento resulta que <y es constante y x se escala como

K~ L2, (2.108)

obteniendo con esto que W no diverge tan rdpido en el limite cuando g tiende a cero. Los
resultados para los casos d < 3 y d > 3, en general estan de acuerdo con el modelo clasico,
v no hay dificultad en el limite de gravedad tendiendo a cero; por ejemplo, cortando la serie
en S(R) a cuarto orden, en d = 4 resulta

W2 E%— ' {2.109)
4y @
Se espera que en general para d > 3 el comportamiento no sea divergente.

Entonces, del modelo de ondas capilares extendido resultan dos aspectos in-
teresantes. El primero es que, como consecuencia de considerar el cuarto momento de la
funcién de correlacién, se obtiene una expresién para el ancho que depende directamente de
la rigidez de flexién; y por otro lado, se encuentra que esta rigidez se escala proporcional al
cuadrado de la longitud capilar cldsica. Si bien el modelo extendido no es capaz de eliminar
esta divergencia logaritmica, sf resulta como consecuencia del escalamiento propuesto que
esta divergencia puede ser m4s lenta, ademés de mostrar la importancia de los momentos
superiores en la cercania de g -+ 0. El argumento para una hipétesis de escalamiento
estd basado en el comportamiento no analitico de la funcidn de correlacién, y io que se
estd sugiriendo con este escalamiento es que las propiedades interfaciales no tienen por qué
ser simples pardmetros constantes. Esto debiera ser comprobado con herramientas més
formales como el grupo de renormalizacién. Queda claro entonces que la fisica del com-
portamiento del ancho de la intercara sélo puede ser proporcionada por un esquema que
incorpore de manera correcta las fluctuaciones del sistema. Estd probado que el modelo
de ondas capilares es apropiado para esta situacidn en tanto que un esquema de tipo van
der Waals, que propone una intercara intrinseca suave con un ancho definido, es incapaz
de aportar o decir algo acerca de lo que estd sucediendo con el ancho de la intercara en
una situacién donde la gravedad g tiende a cero La discusién y analisis mas detallados de
estos aspectos, es el tema, principal del Capitulo 3 de esta tesis.

LT
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2.4 Fluidos Inhomogéneos; Ruta del Equilibrio

Como se ha comentado ya en la seccidn anterior, para el estudio de la intercara hay en
seneral dos esquemas de aproximacion; el de las fluctuaciones y el del equilibrio (van der
Waals). En esta seccidén nos vamos a referir al segundo esquema, ya que es la base del
anilisis que se presenta en el Capitulo 4. Dentro de este esquema de aproximacién surgen
dos puntos de vista. El primero, y més primitivo, considera la aproximacién de van der
Waals tal cual o con ligeras modificaciones . El segundo, al igual que en la seccién anterior,
utiliza para su analisis la teoria de funcionales de la densidad pero en este caso se enfoca
hacia el tensor de esfuerzos del fluido. Primero vamos a comentar brevemente sobre la
aproximacién de van der Waals y en el resto de la discusién nos ocuparemos del segundo
punto de vista. La presentacién de esta seccidn también permite distinguir claramente la
diferencia entre el punto de vista fenomenoldgico y el punto de vista microscdpico.

2.4.1 Aproximacién de Van der Waals

Una manera de aproximarse a la descripcion de la intercara que separa dos fases fluidas
en equilibrio termodindmico, por ejemplo liguido-vapor en coexistencia, sigue de la idea
formulada originalmente por van der Waals [15] . En esta aproximacién la existencia de
la intercara es una propiedad intrinseca de un fluido inhomogéneo en coexistencia liquido-
vapor. En particular, en esta aproximacion la existencia de una intercara no necesita de
campos externos como la gravedad, ni del tamafio finito del sistema o de algin otro agente
externo con el cual interactie la intercara, sino de las condiciones de frontera, que en cierta
manera representan el efecto de un campo externo, pero no lo hace de manera explicita. De
acuerdo con esta aproximacion, al perfil de densidad presente en un sistema inhomogeneo
que representa una intercara, se le llama perfil de densidad intrinseco po(z) [19].

En este espacio Unicamente vamos a mencionar algunas caracteristicas del mo-
delo original de van der Waals para una intercara plana que separa las dos fases de bulto,
liguido y vapor. En el Capitulo 4 presentaremos una generalizacidén de dicho modelo que
permite tratar intercaras de geometria arbitraria, pero que continia siendo de campo medio.

Entonces, para tratar la intercara plana se define f(z), como una funcién conti-
nua que representa la densidad de energia libre local, de un sistema de un sdlo componente.
Sea F'(z) el exceso de densidad de energia libre; este exceso es debido a la inhomogeneidad
en la regién que representa a la intercara; esto es

F(z) = f(2) = fin- (2.110)

donde la superficie interfacial separa dos regiones, la del liquido (I), con densidad g y
densidad de energia libre f;, para esta fase del bulto. La otra region es la del vapor (v),
con densidad p, v densidad de energia libre f,. '
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pl pv

Figura 2.1: Densidad de energia libre de van der Waals. Se indican las densidades de
coexistencia liquido y vapor, pr ¥ pu

Se elige la supetficie divisora de tal manera que la superficie o exceso de energia
libre de Helmbholtz es la tensidn superficial v [31]. Asi, de la definicién de F(z), en la ec
(2.110), se tiene

,Y:[:’:o F(z)dz. | , (2.111)

Para un fluido homogéneo, podemos considerar la densidad de energia libre
f{p, T) como una cantidad en la aproximacion de campo medio. En la figura 2.1 se mues-
tra f(p,T) como funcién de la densidad p, para una temperatura fija, en la region de
coexistencia [31]. Permitiendo que la densidad varie espacialmente, p = p(z), podemos
identificar la densidad de energia libre local como f(z) = f(p(z),T)

' De la construccién de la tangente comun resultan las densidades de bulto g, g,
del sistema en coexistencia. Ahora conviene definir la funcién —W (p), como la distancia de
la curva f(p, T) sobre su doble tangente. La figura 2.2 muestra el negativo de esta funcién
W(p), que presenta dos maximos iguales g; y o, cuando W = 0, y en cualquier otro punto
de la grifica W < 0.
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Figura 2.2: W como funcion de p. En los puntos g y pu, W es la presién de coexistencia.

De aqui se puede demostrar [31] que

[Z{f[p, T] - fip}de = - f_o; Wp(2)] dz, (2.112)

donde la integral del lado derecho es independiente de la eleccién de la superficie divisora.
Identificando la densidad de energia libre f(2) con f[p(2), T], es equivalente a identificar el
exceso de densidad de energfa libre F(z) con —W{p(2}], en el sentido de que estan bajo la
misma, integral. _

van der Waals corrigid el exceso de densidad de energia libre aumentando
términos que son grandes cuando el gradiente de densidad es grande. Esta teoria en su
version mas simple toma la forma '

_ 1, (do(2)\
F(z) = =Wip(2)] + 2A ( > ) , (2.113)
donde A es un coeficiente independiente de %ﬂ v de cualquier derivada més alta.

La diferencia entre la ec. (2.110) y la ec. (2.113), es que la tdltima considera
que F es un exceso de densidad de energia libre de Helmholtz, cuya integral por unidad
de drea es la tensién superficial; mientras —W, el cual también tiene dimensiones de una
densidad de energia libre, es el negativo de un exceso de presién [31]. Para ver que —W es
el negativo de un exceso de presion, recordamos su definicidn como la altura de la isoterma
f(p, T) sobre su tangente doble. De aqui se deduce que

~W(o)=p—pup+f(p,T) (2.114)
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donde p es el potencial quimico de equilibrio (la pendiente de la doble tangente) v p es la
presidén de equilibrio. Estos valores corresponden al interior de las fases del bulto cuando
la intercara es plana. De esta manera —W/|p(z)] es el negativo del exceso de presién formal
up — f(p, ), que es una funcién analitica de p, sobre la presién de equilibrio. Cuando

ahadimos el término %AE%%‘?)-Q, de acuerdo con la ec. (2.113), llega a ser el exceso de presidn
negative F(z), el cual cuando se integra como en (2.111) resulta la tensién supetficial.

La ec. (2.113) puede ser vista como e] primer término de una expansién en
potencias del gradiente 9%(51 o derivadas méds altas. Si F es analitica en el gradiente,
entonces su necesaria invarianza a la eleccién de z positiva exige que dnicamente existan
potencias pares, vy si el gradiente es supuesto pequefo, entonces el dasarrollo puede ser
truncado en el término de mas bajo orden, (%ﬂ)z. Un término en F' proporcional a %P;{g’i,
podria conducir al mismo exceso de energfa libre integrado como un término proporcional
a (g%{fl)Q con un coeficiente apropiado A(p), esto puede ser checado integrando por partes.
De esta menera si A depende de p, de manera conveniente, la ec. (2113}, podria no ser
mds general por incluir términos con segundas derivadas.

El exceso de densidad de energia libre F' en la ec. (2.113), no puede contener
un solo término, independientemente de cual se trate, es decir que no puede ser inicamente

2
~Wip(2)} o (%mi%%l , ¥a que en ambos casos implica que a tensién superficial se deb_e
anular [31]. La ec. {2.113) con ambos términos da lugar a la densidad p que minimiza F,
y corresponde a una intercara de espesor finito y de tensién superficial distinta de cero
Para propdsitos practicos, A en (2.113) se ha considerado independiente de p
La ecuaciéon de Euler-Lagrange para p{z) que minimiza F es
dp _ dW(p) -
ALt o 2.115
dz? dp ( )
La ec. (2.115) puede ser resuelta sujeta a las condiciones de frontera p = p, en z = +o0 y
p = p en z = —oo El origen de z es arbitrario. Puede ser elegido de manera que localice
la superficie divisora. La ec. (2.115) se puede integrar y resulta

%Ap’(z)g S W) =0, (2.118)

El perfil p(2), en forma de Ia funcién inversa z{p), se obtiene de manera directa de la ec.
(2.116): :

waf=

r=x [ a2

De la teoria primitiva dada por la ec. {2.113), se puede tener una expresién
més general para el perfil, por considerar en la ec. {2.113) que A no es independiente de p;

(2117)
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en este caso la ec. (2.115) es mds general,

dp 1,dA dp(z).,  dW{p) | |
Ez_?+2(dz)( dz ) = dp (2.118)
ilustrando que aGn a nivel de la teoria primitiva el perfil puede ser méds complicado. Se
pueden llevar a cabo otras generalizaciones [19], pero nuestro objetivo en esta subseccién
es mostrar el procedimiento que conduce a la aproximacién de van der Waals dada por la
ec. (2.113 ) Por lo tanto omitimos comentar mds acerca de estas generalizaciones.

De las ecs. (2.111), {2.113) y (2.116), se sigue que la tensién superficial, en esta
teoria primitiva de van der Waals, con A en general dependiente de p, puede ser calculada
mediante cualesquiera de las siguientes formas

o0 2 js.=}
v = fmA[p(z)]d':i—f) dz = -2 /_Oo Wip(2)|dz =

" 2AW )y (2.119)

El punto principal de este trabajo es que van der Waals estaba interesado en
describir un fluido inhomogéneo. Para esto era necesario disponer de una energia libre que
capturara informacién de la regién inhomogénea. Cualquier versién (2.113) o (2.115) es
la aproximacion mds simple que describe la intercara plana de un fluido liquido-vapor en
coexistencia. De la misma manera cualquier versién de las antes mencionadas puede ser
utilizada para extraer las propiedades interfaciales, como se ha visto en el caso anterior con
la tensidn superficial.

Finalmente conviene considerar el origen de la ecuacién de estado de van der
Waals en estas lineas. La teoria de van der Waals puede ser vista como un ejemplo de apro-
ximacién de campo medio efectivo a una transicién de fase. Este modelo puede de alguna
manera ser justificado con los elementos de la teoria de ensemble de la fisica estadistica.
La suposicion principal es que cada molécula en el gas siente un potencial efectivo de in-
teraccion media debide a todas las otras moléculas del gas; el potencial se puede escribir
como '

00, para r < 7y ‘

Ur) = { u < 0 de otra manera. } (2.120)
Esto supone que cada molécula tiene una coraza dura de radio vy, donde el potencial es
infinitamente repulsivo, y es débilmente atractivo (v < 0) fuera de este nicleo. Para r > rg
debiera tener cierta dependencia con la distancia r al centro de la molécula, pero por
simplicidad se puede considerar que es el promedio obtenido a través del espacio ocupado
por ¢l gas. En consecuencia U(r) depende de la densidad de moléculas dentro del volumen
ocupado por el gas. La presién esta dada por

= (8F) — xr2n2), | (2.121)
T :

av av
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La funcién de particién Z para el gas puede ser vista como el producto de N
funciones de particién de una sola particula, dada por,

2

7 / d f dFexp[-8(2—+ U ()] (2122

donde evitamos el factor de proporcionalidad. La integral se lleva a cabo en el espacio
de momentos 7y coordenadas 7. La integral sobre los momentos 7 se puede realizar con
facilidad y da un factor que es independiente del volumen V'; por lo tanto, este valor no
contribuye a la presion P. Por otro lado la integral sobre el espacio de coordenadas 7,
puede ser escrita como

Vewer €xp{—00) + {V — Viga) exp(—Bu) = (V = Vigu) exp{—Bu) (2.123)

donde Vg es el volumen excluido, correspondiendo a la coraza dura de todas las moléculas
en el gas. Puesto que Z = Z{¥, entonces la presién es

P= NkT-—[lnv vm,) Bu). (2.124)

Ahora podemos suponer V., es proporcional al nimero total de moléculas en el gas y que
u, que corresponde a un potencial de interaccién atractlvo es proporcional a la densidad
de moléculas en el gas. De aqui

Vst x N, es decir, V,, = (—N—)N, _ (2.125)
A _
mientras que
N
U o (—-?}), es decir, u = _(Faj—)’ (v); (2.1286)

con @ y b constantes. N4 es el nimero de Avogadro. Sustituyendo las ecs. (2.125) y (2.126)
en la ec. {2.124), se obtiene

( )2

_ . N4
P = NkT[V - Tfr’v")b NV? ] (2.127)
A
v para un mol de gas, es decir %— =1, sellegaa
(p+ Ui‘z-)(v ~b) =RT - (2128)

Esta es la ecuacion de estado de van der Waals, en la cual ¢ = #- ¥ v es el volumen molar.
La ec. {2.113) conduce a esta misma ecuacién de estado. '




Conviene remarcar aqui que la energd libre de van der Waals, ec. (2.113), es
independiente de los campos externos. También, el ancho de la intercara es fijado por el
mismo modelo; este ancho es estable en todas las situaciones de campo externo a las que
se pudiera someter el sistema. La forma del perfil que se obtiene al resolver la ec. {2.115)
es invariante ante rotaciones alin en la presencia de campos externos. Esto debido a que
mediante condiciones de frontera se le impone al sistema los valores que debe tomar. En la
practica esto se consigue mediante campos externos, pero que en este caso quedan excluidos
de esta teoria.

Se ha procurado escribir el procedimiento que conduce a la teoria de van der
Waals lo més cercano posible a la idea original, debido a que el punto de vista moderno con-
sidera ligeras modificaciones o extensiones a esta teoria, que en ocasiones resultan confusas,
sobre todo cuando no se conoce el modelo original . Estas modificaciones o extensiones pue-
den darse de dos maneras. La primera es modificando la energia libre, agregando términos
de laplaciano cuadrado {17]. La otra puede darse en cuanto al procedimiento de célculo,
por gjemplo introducir un procedimiento para tomar en cuenta las distintas configuraciones
de la intercara [21]. Sin embargo, lo que queremos enfatizar es que cuando la existencia de
la intercara es independiente del campo externo, y a su vez el ancho de la intercara queda
determinado, el modelo es de van der Waals.

2.4.2 Tensor de Esfuerzos

En la subseccion anterior pudimos notar el procedimiento fenomenoldgico mediante el cual
se propone la teorfa de van der Waals. Sin embargo, los resultados que se obtienen de
este modelo pueden ser justificados siguiendo el formalismo de funcionales de la densidad.
Los funcionales de la densidad permiten construir una estructura para el cilculo de las
propiedades interfaciales, a través del conocimiento del tensor de esfuerzos del fluido. A
diferencia del caso anterior, este procedimiento se construye de manera rigurosa y apegado
a primeros prineipios, y enfatizaremos que el tensor de esfuerzos obtenido es vélido para
cualquier funcional de energia libre del fluido. Sin embargo, para su aplicacién a casos
especificos, recurriremos al modelo mas general de van der Waals, y lo més relevante, que
veremos en el Capitulo 4, es que nos permitird calcular las propiedades interfaciales de
la intercara liquido-vapor para cualquier tipo de geometria que presente la intercara, sean
planas o curvas.

Para llevar a cabo la descripcién de la intercara desde este punto de vista, es
necesario tomar en cuenta la ecuacion fundamental de los fluidos inhomo géneos ec. (2.20),
que ademds es garantizada por el segundo teorema de HK. La ec. (2.20) se obtiene al
minimizar el gran potencial AQ[g], por lo tanto contiene informacién sobre las propiedades
del equilibrio. Sabemos que la solucién de la ec. (2.20) contiene toda la informacién que
necesitamos sobre el perfil; sin embargo, la solucién de esta ecuacién no es posible hallarla,
de manera exacta, ain en los casos en los que conociéramos de manera exacta la energia
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libre. Suponemos ahora que pg = po{F), proporcionada por la ecuacién de Euler-Lagrange
(EL) ec. {2.20), sea un perfil tipo liquido-vapor; es decir, un perfil que cambia abruptamente
de uno de sus valores del bulto g a otro p,. La regién que los separa es lo que se llama el
ancho del perfil. Nétese que la geometria no tiene por qué ser plana. Como ya discutimos
en la Seccién 2.2, a cada perfil le corresponde un potencial externo dado, V(7).

Como ya se mencioné anteriormente, un resultado de la teoria de funcionales
de la densidad [25, 27] es que py(z) resulta de la condicién de equilibrio, que ademas, es el
valor de expectacién de equilibrio del operador de densidad

po(F) = (; (7 — 73)). (2129)

Bl perfil depende en general de la temperatura T, el potencial quimico y, el campo externo
Vet (7} y del potencial intermolecular. Recordemos que las condiciones que definen el
equilibrio térmodinamico completo son: El equilibrio térmico, que es equivalente a pedir
que la temperatura sea la misma en todos los puntos del sistema; equilibrio quimico, es
equivalente a pedir que ¢l potencial guimico 4, sea el mismo en cualquier punto para
una especie del fluido; y el equilibrio mecanico. Esta Gltima condicién, para un sistema
homogéneo, es equivalente a pedir que la presion sea la misma en cualquier punto del fluido.
Sin embatgo, para un fluido inhomogéneo la condicién de equilibrio mecdnico se transforma
en la ecuacidén de balance de fuerzas [1] '

V&= ~feut (2.130)

donde & es el tensor de esfuerzos y ﬁmt es la fuerza externa por unidad de volurnen. Romero-
Rochin et.al. [1] observan que laec. (2.20) puede ser modificada en la condicion de equilibrio
mecéanico al multiplicarla por Vpy(7), esto es '

§F[p

S n(r) = Vs = Vi) = o Vil 2131)
El lado derecho de esta expresion es el negativo'de la fuerza externa por unidad de volumen
actuando sobre el sistema y, por lo tanto, el lado izquierdo se identifica como la divergencia
del tensor de esfuerzos en el estado de equilibrio. La ec. (2.131) se puede escribitr como

V& = o) VW), | - (2132)

que es la expresién bien conocida [31]. Este tensor de esfuerzos no es dnico, siempre se le
puede sumar un tensor simétrico a o cuya divergencia se anule. Conoclendo el tensor de
esfuerzos, este se puede separar en dos partes;

G(7) = 60(7) + Ginn(T), ' | | (2133)
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donde
G0 = [f (7, [po]) — (1 = Vewe(7)) o] (2.134)

con I el tensor unitario.
Con la identificacidn anterior se puede mostrar, usando la ec. (2.131}, que el
tensor g, satisface la relacién

V. Gsunl7) = ‘SF(“i}mwom V(7 Loul)- (2.135)

Est4 separacién es motivada por el hecho que oy, (7) surge de la parte no local
de F[p(F)} y se anula en el estado homogéneo del fluido; cualquier término local en la
densidad, tal como el gas ideal, no puede contribuir a &;,5. Si el sistema se encuentra en su
estado homogéneo donde Vo () = 0, el tensor 0;,, (7} también se anula. En tales regiones,
y en un estado homogéneo en general, podemos ver que &y es constante e igual a (menos)
la presién hidrostdtica. ‘

Un resultado que sigue de la separacién del tensor de esfuerzos, es-que la integral
sobre todo el volumen de la componente normal del tensor de esfuerzos a la superficie
interfacial, da como resultado el gran potencial (1],

Q= /dra”(f") - /dragh(ﬂ. (2.136)

Este es un resultado muy importante para el estudio de los fluidos inhomogéneos. Ademds,
si uno observa el gran potencial como una cantidad extensiva, se esperaria un resultado con
esta forma. Esta estructura tiene ademads la ventaja de ser muy préctica para propédsitos de
calculo. Las cantidades interfaciales emergen de manera directa, como se vera mas adelante,
del segundo término de la ec. (2.136). De aqui podemos ver que todo el trabajo consiste en
calcular la componente normal del tensor de esfuerzos. Esto indica que podriamos tener una
receta para el cdlculo de las propiedades interfaciales si conocemos una expresién adecuada
del tensor de esfuerzos.

Con esta finalidad se han construido diversas expresiones del tensor de esfuerzos
[1, 17, 32, 33]. Sin embargo, todas estas expresiones son aproximadas, por considerar
expresiones especificas tipo campo medio de la densidad de energia libre. En un trabajo
notable, V. Romero-Rochin y J. Percus {2, 18] consiguieron obtener la expresién més general
del tensor de esfuerzos que ademds es exacta y simétrica. El resultado es’

L=NTp0) 1o
528 (7) / dFr f Sl (5,007‘—%—/\?”!) ¥ 50 + AFY)

5f )F’JPO) i
Ve /d ,f aAA 5p0 7+ AP T3

[ro Vupo(F + AT — 1,V apo(7 + AF1Y]. (2.137)
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Podemos ver que es simétrica por intercambiar los indices a y £. Pero ademds la energia
libre no esté referida & un modelo en particular, por lo que es valida para cualquier energia
libre. El pardmetro A en esta ecuacién indica que el tensor de esfuerzos no es tnico, y
refleja la libertad de norma que tenemos en la condicién de equilibrio mecédnico ec. (2.130)
Para analizar la parte més técnica de este trabajo se puede consultar la Ref {18], en tanto
que para la discusidn fisica s¢ puede consultar a la Ref.[2].

La belleza y elegancia de este resultado pueden ser apreciados en el Capitulo
IV en el que se utiliza para el cdlculo de las propiedades interfaciales. Mostraremos que
el uso de esta poderosa herramienta, para una energia libre de tipo van der Waals, lleva
a obtener expresiones exactas y sencillas del gran potencial para las geometriag planas,
esféricas y cilindricas de la intercara liquido-vapor.
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Capitulo 3

Renormalizacion de la intercara
liquido-vapor en el limite de gravedad
tendiendo a cero

3.1 Introduccion

El modelo de ondas capilares de la intercara liquido-vapor es uno de los més atractivos e
interesantes resultados tedricos (3, 6] en el estudio de la mecénica estadistica de los fluidos
inhomogéneos [27, 31, 34]. Este fué formulado originalmente en una manera fenomenoldgica
por Buff, Lovett y Stillinger [3] para describir fluctuaciones de ondas capilares de una in-
tercara plana intrinseca entre dos fases fluidas. El modelo describe la competencia entre
la gravedad y la tensidn superficial de la intercara y ha probado ser extremadamente dtil
en el entendimiento de la estructura de intercaras fluidas asi como también en medidas de
la tensién superficial de liquidos. Una muy significativa prediccién del modelo es que las
fluctuaciones térmicas interfaciales ensanchan la intercara y en el limite en que la gravedad
desaparece, el ancho diverge logaritmicamente (para un sistema en el limite termodindmico)
{3, 6]. Recordemos que el modelo de ondas capilares considera finicamente la gravedad y la
tensién superficial como las fuerzas restauradoras para las distorsiones térmicas interfacia-
les Este modelo predice un ancho divergente W para d < 3, en tanto que W permanece
finito para d > 3 ec. (2.82}; la divergencia logaritmica se presenta precisamente para d = 3
ec. {2.81). ,

Sin embargo, puede ser mostrado que este ensanchamiento es el resultado del
hecho de que la longitud de correlacion transversal de las fluctuaciones de la densidad,
diverge conforme la gravedad se hace méds pequena [6, 35]. De esta manera una analogia
con los fenémenos criticos puede ser usada, con la gravedad jugando el papel de la distancia
al punto critico [6]. Esta rugosidad del ancho interfacial ha sido claramente demostrada en
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muchos modelos similares y en célculos nimericos de sistemas tipo Ising [36].

Concentrandose en una intercara fluida y usando teoria de funcionales de la
densidad para fluidos inhomogéneos Romero-Rochin, Varea y Robledo [7] han mostrado que
este modelo puede ser deducido de una expresién general para el costo del gran potencial
debido a una fluctuacidén arbitraria de la superficie divisora de Gibbs, como vimos en el
capitulo anterior. Limitdndose a términos cuadréticos en las fluctuaciones de la superficie,
se puede obtener una expresion para el costo de la energia que se asemeja cercanamente al
modelo de ondas capilares pero que adem4s incluye términos de orden superior ausentes en
el modelo fenomenolégico. Tal deduccidén usa el hecho de resultados rigurosos exactos, a
saber, lasg relaciones entre las funciones de correlacién directa y el gradiente de los campos
externos (2.47) y (2.48), deducidas por Lovett, Mou, Buff [11] y Wertheim [4] (LMBW) y
de la expresion de la tensidn superficial en términos del segundo momento transversal de
la funcién de correlacién directa (2.60) encontrada por Yvon [37], Triezenberg y Zwanzig
[29] (YTZ), vedse la ec. (2.60) del Cap. II. Los términos de orden superior del modelo
extendido son expresados en términos de derivadas de orden superior de la desviacion de
la superficie intrinseca y éstos ciertamente tienen significado fisico [38]. EI més notorio
es el costo de energia de flexién de la superficie [16]. Este término es proporcional al
coeficiente de rigidez de flexidn veces la curvatura de la superficie; puede mostrarse que
dicho coeficiente es proporcional al cuarto momento transversal de la funcién de correlacién
directa (RRVR) [17, 7], como se vi6 en el capitulo anterior, ec.(2.62).

Ya que la fisica que acompafia a las fluctuaciones de largo alcance de la super-
ficte indica que un comportamiento de tipo critico estd presente, Weeks [5] propuso una
hipdtesis de escalamiento de la funcién de correlacidn correspondiente, en términos de la
longitud capilar cldsica L2 = Aoy 2qui vy es la tensién superficial (constante), Ap = p—p,
es la diferencia en la densidad del liquido y el vapor, m es la masa de las particulas del
fluido ¥ ¢ es la aceleracién gravitacional. Esta hipdtesis es ciertamente obedecida por el
modelo original de ondas capilares e indica que la longitud de correlacién del sistema es la
longitud capilar.

En este punto conviene sefialar la diferencia entre los conceptos de intercara de
un fluido simple, de un surfactante y de una membrana. En el primer caso, la intercara esta
compuesta de los mismos dtomos que forman las fases del bulto, y en el caso particular de
un fluido simple de un solo componente, la intercara plana existe dnicamente en presencia
de un campo externo. En ausencia de éste no existe la intercara plana y el sistema es de
una sola fase. Por otro lado, en el caso de un surfactante la intercara existe en ausencia de
campo externo pues en este caso el surfactante da la estructura de la intercara. La presencia
de campo externo no es necesaria para su existencia. Para el caso de una membrana, la
intercara estd formada por dtomos que no son necesariamente de los elementos del bulto
y la estructura es compleja y existe en todo momento con o sin el campo externo. Es
importante tener en cuenta esto antes de abordar el estudio de la intercara, ya que de otra
manera se puede caer en confusiones, como tendremos la oportunidad de ver en la seccion
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de discusidn de resultados, méas adelante en este capitulo.

En este trabajo, introducimos un punto de vista diferente en las relaciones,
entre resultados exactos referentes a la intercara obtenidos de la teoria de funcionales de la
densidad, v el comportamiento critico de la intercara conforme la gravedad es despreciable.
La idea es que en lugar de usar la teoria de funcionales de la densidad para construir un mo-
delo de ondas capilares, exigimos que estos resultados exactos sean obedecidos por cualquier
teoria fenomenoldgica con o sin fluctuaciones de la superficie. Este método es muy comtin
en las aproximaciones fenomenoldgicas en las cuales se propone, por un lado, un modelo de
alguna propiedad interfacial, y por el otro una energia libre con cierta estructura; se procede
con la ultima en alguns aproximacidn y, posteriormente se apela al modelo: los resultados
se obtienen al comparar ambas cantidades. Podemos citar como ejemplo un modelo muy

:conocido, el Hamiltoniano de Helfrich {16] para la superficie interfacial; éste ha sido amplia-

mente explotado por distintos autores usando energias libres de tipo campo medio, para

- obtener expresiones de las propiedades de la superficie [1, 2, 21, 39}. Lo que en esta tesis se

-esta proponiendo es la conexidn entre una teoria fenomenoldgica y otra microscépica. El

_punto de partida es que, para gravedad suficientemente pequeiia y suponiendo que estamos

enfrentando un fendmeno critico, proponemos que existe un Hamiltoniano desvestido de
tipo de ondas capilares. Este Hamiltoniando incluye fluctuaciones de la superficie hasta
cuarto orden, como en cualquier teoria A¢* que se sabe es renormalizable; ademas de que se
conoce perfectamente el comportamiento de las cantidades cerca del punto critico. Vamos
3 utilizar los resultados de esta teoria en un sistema en (d — 1)-dimensiones, asi que en
nuestro caso, la dimensidn critica es d = 3. De esta manera, la correspondiente funcién de
correlacidon de dos puntos puede ser calculada v los momentos de esta funcidn pueden ser
comparados con resultados exactos: de la expresion LMBW resulta la dependencia de la
longitud de correlacién en términos de la gravedad (la cual difiere de la longitud capilar
cldsica). Luego, usando las expresiones YTZ and RRVR para la tensidén superficial y la
rigidez de flexion encontramos la dependencia de estas cantidades en términos de la gra-
vedad. Ciertamente un escalamiento es obedecido, no en términos de la longitud capilar
clasica, como en campo medio, pero si en términos de una longitud de correlacién de ti-
po Ising con exponentes criticos de Ising. Veremos que existe un andlogo del exponente
n, v cuando la gravedad g — 0%, obtendremos una tensién superficial divergente y una
rigidez de flexién también divergente pero negativa. Aln cuando estos ultimos resultados
no parecen intuitivos no son no fisicos [12, 13, 14]: mientras que la tensién superficial se
opone a incrementar el 4rea, una rigidez de flexién negativa favorece curvaturas. Conforme
la gravedad tiende a cero, la rigidez diverge mds fuertemente que la tensién superficial de
manera que la superficie final presentara grandes distorsiones que ensanchan la regién in-
terfacial. Ademés, como enfatizaremos més adelante, estos resultados estdn de acuerdo con
resultados independientes sobre el comportamiento de la tensién superficial y de la rigidez
de flexién: Robert [12] argumenta que el segundo momento de la funcidn de correlacién
transversal directa diverge cuando la gravedad se hace cero. Y en fechas muy recientes,
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tanto por la ruta de la dindmica molécular [13) como por resultados experimentales [14], se
ha encontrado que la rigidez de flexién de una intercara liquido-vapor es indudablemente
negativa

3.2 Mas alla de las ondas capilares en los fluidos in-
homogéneos

El perfil tiene las propiedades que p(z — o} = p;, p(z — —0) = p; con una regién
interfacial de ancho W en la vecindad de 2 = 0. El cambio en el gran potencial debido a
una fluctuacion arbitraria dp(7), para p — Vo (F) y T dadas, con Vi = mgz, estd dado a
orden cuadratico en dichas fluctuaciones por Ia ecuacién (2.29). Sin embargo, no es el tnico
orden al que se puede ir ya que drdenes superiores también estin presentes. Aqui mostramos
el cambio en gran potencial hasta cuarto orden para mostrar que el Hamiltoniano efectivo
que usaremos adelante puede incluir dichos términos. De esta manera, obtenemos,

AQ = Qfp] - Qfpo]
= Z5 [ drdri0®(r, m)s0(r)d0(rs) + (3.1)

kT .
T /d’rld?"ngad?‘4c(4)(T‘1, ra, 73, T4)0p(r1)8p(ra)ép(rs)dp(rs) + . .

El cambio en el gran potencial debido a una fluctuacién representa el costo
de energia del sistema por esta realizacidon. Es decir, cudnto le cuesta al sistema dichas
realizaciones. En la expresién anterior, C(r,71) es la funcién de correlacién directa del
fluido y la siguiente C® (7,71, 7,) es la funcién de correlacién de cuarto orden. Siguiendo a
Triezenberg y Zwanzig [29], las fluctuaciones son tratadas como se indicé en el Capitulo II
ec. (2.50). Es importante sefialar que lo que hasta este momento se ha definido no contiene
ninguna informacién explicita acerca del ancho del perfil. El cambio en gran potencial,
entonces, se puede reescribir como

80 = =L [aRARC(R:, R)o(R:)o(Ro) + | (3.2)
%’: /dR1dR2dR3dR“C(4)(R1’ Ry, Ry, Ra) (B )(Ba) b Bg)d(Fa) + - -

La funcién de correlacién transversal directa, que ya se estudio en el Capitulo II, se escribe
aqui nuevamente para visualizar la analogia de las funciones de orden superior,

= dpo dpg
- {2) .
C(A, f / dz1dzC® (B, Ry) 222 rey | (3.3)



Tendremos una expresién similar para C@(Ry, Ry, Rs, R4),

o dpo dpo dpoo dpo |
@ 3
CW(R;, Ry, R, Ra) f f / / R T o T Pl

C(z1, 22, 23, 24; | R, [ Ral, | Rsl, | Ral) (34)

El resultado exacto deducido por Lovett, Mou y Buff [11] y Wertheim [4], ec.
(2.86), se mantiene debido a que este resultado es independiente del modelo. En este caso,
dicha expresién puede ser escrita como

_ - Apmg -
d—1 _ %
fd RC(R) = T {3.5)

Denotando por C(Q) la transformada de Fourier (d — 1)-dimensional de C(R),
“uno puede también escribir (LMBW)

5 Apmg
C0) = ——
(0) kT
El resultado obtenido por Trlezenberg y Zwanzig [29] para la tension superficial
(2.60) se mantiene también

(3.6)

_ kT BQC 0
8@2
que es identificada como el costo en el gran potencial {2 debido a un incremento de drea
surgiendo de la fluctuacion o( R). |
Lo mismo ocurre con el resultado para la rigidez de flexidn « ec. (2.62).

_ kT 3'C(0)
4 age

que es obtenido siguiendo el mismo razonamiento que en [29], por Romero-Rochin, Varea
v Robledo [7, 17}, calculando la rigidez de flexién de la intercara como el costo en el gran
potencial €2 debido a un cambio en la curvatura generado por la fluctuacién qb(é) :

De la misma manera que el cambio en el gran potencial no tiene unicamente
términos cuadrédticos, también se puede ir a términos de mds alto orden en el desarrollo de
C(Q) y extender el modelo de ondas capilares [7], como se ha comentado ampliamente en
el Capitulo II. Hemos visto también que la contribucién mas importante de este modelo
es que es capaz de expresar el ancho de la intercara en términos de la rigidez de flexién,
v que via una hipdtesis de escalamiento se puede obtener una expresion de & que depen-
de directamente del campo externo. De los resultados antes citados podemos ver que las
propiedades interfaciales son cantidades derivadas que dependen del estado termodindmico

(3.8)
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del sistema. Entonces, no existe ninguna razén para considerar que las propiedades inter-
faciales sean constantes, a pesar de que esto pueda estar en contra de la intuicién. En la
hipétesis de escalamiento para el modelo extendido se obtiene que la tensién superficial es
constante y que la rigidez de curvatura se escala con g. Sin embargo, uno podria pensar que
esta hip6tesis estd en cierta forma influenciada por los resultados de los modelos fenome-
noldgicos que sugieren que la tensidn superficial es constante. Se esperarfa una respuesta
mds solida acerca de lo que realmente le sucede a las propiedades interfaciales en ese estado,
al utilizar las herramientas del grupo de renormalizacién. Esto es sugerido por el mismo
comportarmiento de la funcién de correlacién en el limite ¢ tendiendo a cero. En este limite
la funcién es no analitica y esto sugiere que campo medio no es el camino correcio para
tratar el problema. Por otro lado seria incorrecto que una funcidén que no es analitica sus
momentos st lo fueran. Si esto fuera cierto entonces la solucién a la no analiticidad de las
funciones seria muy simple; bastaria con desarrollar las funciones en sus momentos y el
grupo de renormalizacién no tendrfa sentido. Sin embargo, sabemos que esto no ocurre
asi. En resumen, e] modelo extendido de ondas capilares sugiere que podria existir un
escalamiento al menos para la rigidez de curvatura. Tomando el punto de vista de que las
cantidades interfaciales son dependientes del estado termodindmico y por los argumentos
anteriores, no esperamos que estas cantidades se escalen como simples parametros.

Sin embargo, el punto relevante ahora es que los resultados (3.6), (3.7) y (3.8),
son exactos e independientes del modelo de ondas capilares. Al mismo tiempo, estas ecua-
ciones son simples declaraciones de las relaciones entre cantidades medibles y la funcién
de correlacién directa C(ﬁ) Conociendo tnicamente estas expresiones sin algo adicional,
estas relaciones son vacias y estdn lejos de predecir su dependencia sobre cantidades ter-
modindmicas tales como el potencial quimico p, la temperatura T, y el campo externo, que
en este caso es la gravedad g. En lo que sigue mostraremos, utilizando la teorfa estandar
de fenémenos criticos y el grupo de renormalizacion [8] adaptado al presente caso, que uno
puede establecer 1a conexidn entre las cantidades anteriores y la gravedad. Este es uno de
los resultados mas importantes de este trabajo.

En las expresiones anteriores no tenemos una forma explicita para las funciones
de correlacion directa de dos y de cuatro puntos ec. (3.3) y ec. (3.4). De la funcién de
dos puntos tenemos la informacién del modelo Gaussiano hasta el cuarto momento de esta
funcién (modelo extendido de ondas capilares), pero hemos visto que esto no proporciona
una explicacion satisfactoria. La situacidn se vuelve mas complicada cuando consideramos
la funcién de cuatro puntos, de la que no tenemos informacion, es decir que no conocemos
ninguna cantidad fisica relacionada a esta funcién. Esto hace imposible calcular la gran
funcién de particién con un Hamiltoniano dado por la ec. (3.3). La idea de fondo es que un
Hamiltoniano que tiene las caracteristicas dadas por la ec. (3.3), captura méas informacién
sobre las fluctuaciones al incorporar una funcién que mide la correlacién entre cuatro puntos
distintos y podemos tener una informacion mads real de las propiedades interfaciales en el
limite de gravedad pequeia.
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En vista de estas limitaciones vamos a invertir el problema, y la manera de
hacer esto es recurriendo a las teorfas efectivas. Vamos a suponer que existe una teoria
efectiva que describe de manera aproximada el comportamiento de la intercara; esta teoria
debe contener informacién de la funcién de correlacién de cuatro puntos en el modelo.
Inspeccionando la ec. (3.3), vemos que si colocamos la informacién de campo medio ec
{2.64) en ésta, la forma nos sugiere una teoria efectiva bien conocida, la teoria de Landau-
Ginzburg-Wilson. El modelo es el siguiente 8, 10}

Hiow = [ = RRIV(BP + RHR) + S61F) - IplR) (39)

donde J es el campo externo, ¥, ag, A son pardmetros desvestidos y el acoplamiento
“desvestido X es el que captura la informacién de la funcién de correlacién de cuatro puntos
‘La ventaja de utilizar esta teoria es que es universal; esta universalidad implica que el
‘Hamiltoniano no necesita tener términos de altos momentos en el coeficiente de ¢2, ni altas
‘derivadas de ¢, tampoco potencias mayores que ¢*. _

Proponemos que el Hamiltoniano que describe las fluctuaciones de largo al-
cance de las ondas capilares en el limite de gravedad tendiendo a cero es, precisamente,
el Hamiltoniano de Landau-Ginzburg-Wilson; esto es, identificamos H, = Al = H g .
Entonces, podemos utilizar los resultados de la teoria de campo de este modelo. En nuestro
caso ¢ es un campo escalar y tiene el mismo significado que en la ec. (2.50); es decir, es
la desviacidn o fluctuacién local de la superficie divisioria de Gibbs. De la misma manera
que en fenémenos criticos usual, se identifican los pardmetros del modelo para campo me-
dio. En la teoria microscdpica que estamos utilizando, el equivalente a campo medio es ¢l
modelo usual de ondas capilares, o sea el modelo Gaussiano y es con este modelo que se
puden identificar los pardmetros desvestidos del modelo ec. (3.9). Entonces para A =0 de
acuerdo con la ec. {2.64), se tiene que v = vy y que gy = éﬁ—;’—“ﬂ.

En lo sucesivo vamos a considerar A # 0. Como consecuencia de esto veremos
que fas cantidades medibles tendran una forma totalmente distintade la campo medio. Para
no perder de vista que los resultados que se presentan aqui tienen la finalidad de aplicarse
al problema de gravedad pequefia, cada vez que se defina una cantidad relevante para la
teorfa A¢?, mencionaremos su equivalente en la teoria de fluidos inhomogéneos. La analogia
entre el fendmeno critico para 7 cerca de T, v gravedad tendiendo a cero ¢ — 07, se discute
a continuacién.

3.3 El Grupo de Renormalizacién

Para gravedad tendiendo a cero, la funcién de correlacién transversal directa a momento
externo cero, C(0), se hace cero; ver ec. {3.6). Esto es equivalente en la teoria de fendmenos
criticos usual a decir que el inverso de la susceptibilidad se anula en el punto critico §]. El
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punto critico es de este modo identificado como el valor g = (. Se debe hacer notar aqui que
no estamos considerando el sistema en g = 0. Para nuestro caso g es estrictamente distinto
de cero. También cabe sefialar que esto no implica que la gravedad es el equivalente de
la diferencia de temperaturas con referencia a |T"— T,|. La analogia es que la gravedad g,
aparte de una constante, es equivalente al inverso de la susceptibilidad x™!. Esto significa
que cerca del punto critico ¢ = 0 es posible definir un Hamiltoniano de tipo ondas capilares
que tiene la misma forma de un Landau-Ginzburg-Wilson ec. (3.9). Para este Hamiltoniano
la funcién de particién estd dada por

217 = [ Dge~ow = [ Dlp(Ryle~?#~ (3.10)

donde Hgw es el Hamiltoniano desvestido. Este es un Hamiltoniano fenomenolégico que
describe de manera correcta el comportamiento del sistema en la cercania de su estado
critico. Debemos tener en cuenta que este Hamiltoniano sélo se aplica en situaciones donde
las fluctuaciones del sistema son de largo alcance, como es el caso para gravedad tendiendo
a cero [4],

El modelo Aé? es muy conocido y ha sido ampliamente estudiado para sistemas
de tamafios tanto finitos como infinitos (8, 9, 10]. Esto nos permitird utilizar los resultados
de esta teoria para entender el comportamiento de la intercara. Por lo tanto, es conveniente
aqui mencionar algunos aspectos y resultados que se derivan por utilizar este modelo,
teniendo en cuenta que uno de los objetivos de la técnica del grupo de renormalizacion, en
el contexto de los fendmenos criticos es el cdlculo de los exponentes criticos. '

Una de las aplicaciones exitosas del grupo de renormalizacion estd en la fisica
estadistica, pues gracias a esta técnica se puede entender mejor la transicién de fase de
segundo orden. Entendiendo aqui, por transicion de fase de segundo orden, aquella donde
el sistema se aproxima continuamente a un estado donde la longitud de correlacién llega a
ser ilimitada; en este punto las primeras derivadas de la energia libre varian continuamente.
El nombre de transicidn estd asociado al hecho de que el sistema experimenta un cambio
de simetria en el mismo punto, aiin cuandoe la transicién de segundo orden de punto critico
liquido-vapor no implica un cambio de simetria en todo.

Una variable ttil para describir el comportamiento del sistema, durante la tran-
sicién de fase de segundo orden, es el pardmetro de orden. De manera que durante una
transicién de fase de segundo orden el pardmetro de orden varia continuamente de una fase
a la otra, pero pasa de un valor cero arriba de la transicién, a uno diferente de cero abajo
de la misma. Para los sistemas ferromagnéticos y liquido-vapor, por ejemplo, el pardmetro
de orden son la magnetizacién y la diferencia entre las densidades del bulto del liquido y
el vapor. En nuestro caso es el campo ¢ que mide los desplazamientos transversales de la,
intercara. Una transicién de fase de segundo orden se caracteriza porque la longitud de
correlacién es muy grande o de largo alcance y esto se refleja en la divergencia de algunas
cantidades fisicas; por ejemplo, la susceptibilidad y el calor especifico. Para que la longi-
tud de correlacién pueda tomar un valor tan grande; se debe considerar el sistema en el
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limite termodindmico. Este es en el limite donde ocurren las transiciones de fase, ya que
si el sistema es finito, la longitud de correlacién més grande que puede tener el sistema es
del tamano del sistema. Pero ademads esta indicando que si el sistema es finito, no puede
experimentar el cambio de una fase en la que el pardmetro de orden es distinto de cero a la
fase que caracteriza el pardmetro de orden cero. En este caso las funciones termodindmicas
claves que describen el comportamiento critico del sistema son finitas o analiticas y no
existe ningiin problema. Esto no significa que el estudio de los sistemas de tamand finito
sea simple, por el contrario este es un tema bastante complejo, pues las funciones termo-
dindmicas claves en sistemas finitos deben depender del tamafio del sistema de tal manera
que estas cantidades en el limite termodindmico reproduzcan el comportamiento critico de
los sistemas infinitos [10]. Pero a pesar de que en el limite termodindmico existen dificulta-
des, genheralmente estas cantidades que muestran un comportamiento no analitico después
de un proceso de renormalizacién, se encuenira que cerca del punto critico presentan un .
escalamiento. En su forma més simple, esto significa que dos cantidades que se pueden
medir dependen una de la otra en forma de ley de potencias. Mds adelante haremos uso
explicito de esta propiedad.

3.3.1 Teoria de Landau-Ginzburg-Wilson

El estudio de los sistemas tridimensionales con interaccién es uno de los retos de la fisica
estadistica, debido a que en tres dimensiones no hay soluciones exactas para este tipo de
sistemas. En una dimensién son bien conocidas las soluciones de sistemas de espin con
dos posibles orientaciones o bien el modelo de Ising unidimensional. En dos dimensiones al
menos se cuenta con Ja solucién exacta de Onsager para sistemas interactuantes sin campo
magnetico [40]. El problema es para los sistemas tridimensionales, en los que no se tiene
ninglin caso resuelto de manera exacta. A medida que los modelos se aproximan més a la
realidad las dificultades técnicas aumentan, al grado que es imposible calculat de manera
exacta la funcién de particién del sistema. Esta sélo se puede calcular de manera exacta en
la aproximacion de campo medio y a nivel del modelo Gaussiano (A = 0 en laec. (3.9)). Sin
embargo, la teoria de campo medio es una aproximacién en la que sélo se considera el valor
més probable despreciando las fluctuaciones; esto es equivalente a resolver un problema de
un sistema sin interaccién colocado en un campo externo, donde ademaés se tiene la ventaja
de escoger el campo. Pero cerca de la temperatura critica T, (0 g - 07) las fluctuaciones
son de largo alcance y campo medio no es apropiado para describir este comportamiento;
de hecho, cuando se aplica de manera ingenua esta teorfa a la situacién anterior se obtienen
los exponentes clasicos y por clisicos aqgui debemos entender gue no se estdn tomando en
cuenta las fluctuaciones térmicas y por lo tanto los exponentes reportados no estdn de
acuerdo con los que se obtienen experimentalmente. Mientras que en el modelo Gaussiano
si se consideran las fluctuaciones, péro la aproximacién no es suficiente para describir el
comportamiento critico de un sistema. En este caso el exponente c¢ritico asoctado al calor




especifico o se entera de las fluctuaciones, pero los demas exponentes mantienen los valores
de campo medio. Sin embargo, el modelo Gaussiano nos puede ilustrar el tratamiento que
se debe dar al campo ¢, cuando se toman en cuenta las fluctuaciones, para el cdlculo de
la funcién de particién, como veremos a continuacién. El Hamiltoniano que describe el
modelo Gaussiano es el siguiente

| - _
Hod) = 5 [ dslIVEP + mid - Il (3.11)
que es equivalente a la ec.(2.64). La funcidén de particién para un Hamiltoniano Gaussiano

ec. {3.11), con J =0, es

il
T2

VIS An

donde A, son los eigenvalores del operador V2 + m
mediante un procedimiento similar se obtiene

Z[0] = (3.12)

2. De la misma manera, si J # 0,

Zo[J] = Z10] exp é- [ dtadtar (@)Go(a,2')I (), (3.13)
donde Gg(z, z') es el propagador libre o funcién de Green de orden cero

_ n [ aexpl—ig.{z — )] .

Golz,2') = /d R Pl | (3.14)

La clave para obtener la ec. (3.12) y la ec. (3.13) a partir de la ec. {3.11),
consiste en poder expresar la funcién de particién como un producto de integrales; esto se
consigue al expresar el pardmetro de orden en ¢l espacio de Fourier (ver Apéndice B}. Pero
el modelo Gaussiano es una aproximacién muy pobre para describir el comportamiento de
un sistema interactuante en tres dimensiones. En cambio, el modelo Landau-Ginzburg-
Wilson {LGW), ec. (3.9), que si describe estos sistemas, aunque de manera aproximada,
ha proporcionado muy buenos resultados, atin cuando la ruta para lograrlo puede ser muy
pesada. Pues a diferencia del modelo Gaussiano donde se puede calcular 1a funcién de par-
ticién de manera exacta, con un modelo LGW no es posible calcularla de manera completa
y uno tiene que recurrir a los métodos de la teoria de perturbacién, que permite calcular
de manera aproximada una expresién para la funcién de particién y de aqui para el cdleulo
de las funciones de correlacién. Sin embargo, esta aproximacién introduce algunas dificul-
tades técnicas que resuelven recurriendo a la técnica del grupo de renormalizacién (GR).
Esto es debido a que el desarrollo perturbativo para las funciones de correlacién se hace en
potencias de la constante de acoplamiento A, cuyos coeficientes son integrales dadas por las
reglas de Feynman [8]. Algunas integrales ¢ diagramas de Feynman presentan problemas
de divergencias ultravioletas (UV), es decir para grandes momentos, o bien infrarojas (IR},
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es decir para momentos pequefios (ver Apéndice B). El origen de este problema es debido
a que el conjunto de pardmetros del modelo original (desvestidos) son vestidos por las fluc-
tuaciones y este vestimiento puede ser grande, lo cual sugiere que una reparametrizacion
es necesaria. Siempre que se presentan grandes vestimientos de los pardmetros se puede
apelar al grupo de renormalizacién, independientemente de si las fluctuaciones surgen en
el ultravioleta {(UV) o en el infrarojo (IR}. Asi, el GR es una técnica mediante la cual uno
tiene la libertad para reparametrizar una teoria y para encontrar los pardmetros adecuados
de acuerdo a los grados de libertad efectivos del sistema. Para ver con més detalle consulte
el Apéndice B.

Sin perder de vista que nuestro objetivo es utilizar las herramientas del GR
estandar construidas para el modelo Ag?, vamos a utilizar la notacién usual de fendmenos
criticos [8, 9, 10]. En este sentido en la ec. (3.9) debemos realizar algunos Cambioe de
variable, estos son; ¢g = (70)%, mp +tlpg = ayyo, Ag = Mgy Jg = J(yg) donde se
ha utilizado el subindice B para denotar las cantidades desvestidas. Con estos camblos el
-Hamiltoniano ec. {3.9) toma la forma

Hiow = [ (5(Vés)+ 50 +ta(@)dh+

264~ Jola)os). (315

Podemos observar que este Hamiltoniano contiene algunos pardmetros micros-
copicos, como son mp y Ag. Es interesante conocer las propiedades microscopicas del
sistema, ya que esto permite conocer mejor su estructura interna. En particular, cerca del
punto critico donde las fluctuaciones son de largo alcance, estas cantidades microscépicas
juegan un papel fundatnental para entender el comportamiento del sistema  Para esto,
comenzamos con la funcién de particidén del sistema

[P 2
m% +tg(x))oy +

fDq’)exp{ /dd (Vog)* 2(
qﬁ“ Jr(x)98)}, (3.16)

Observamos que esta expresidon no se puede separar en un producto de integrales inde-
pendientes como en el caso gaussiano, pues existen términos cruzados, ver Apéndice B
Afortunadamente las técnicas de Feynman para la teoria cuantica de campo han probado
ser muy Utiles en esta situacién [41]. Esta técnica permite escribir la integral funcional en
una serie infinita de diagramas, conocidos como los diagramas de Feynman, donde cada
diagrama es una expresion matematica, y la funcién de particién es una suma de todas
estas expresiones.

La clave para tener una expresmn aproximada de la funcmn de particitn, con-
siste en desarrollar la exponencial que contiene el término de interaccién en potencias del
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acoplamiento desvestido Ag vy sacar [uera de la integral esta serte o suma. El resultado que
se obtiene después de algunas manipulaciones es
Ag 81
217 = exp|- 32 [ &z 20, - 317
donde Zy[J] es la funcion dé particién del caso gaussiano dado por la ec. (3.13). Podemos
ver que a cualquier orden de aproximacién de la funcién de particién, se reduce a operar
sobre la funcién de particién del modelo Gaussiano. La expresion anterior puede ser escrita
explicitamente usando el resultado para la funcién de particién del modelo gaussiano en el
espacio configuracién ec. (3.16):

7] = Nexp{—-/dd—lxwi;)}

exp {%/dd:rdd:rfJ(x)Go(m,x!)J(;c!)} (3.18)

donde N representa los factores que no dependen del campo externo J, estos provienen
de Z[0]. En el estudio de un sisteta con interaccién, como ya argiiimos en el Capitulo 2,
la informacién relevante estd contenida en las funciones de correlacion. Con esta finalidad
realizamos el siguiente cambio de variable

WilJ] = In Z[J] = In AV + In[e"e®), . (3.19)

como N no depende de J es irrelevante para el cdlculo de las correlaciones, ya que al no
depender del campo externo se anula al derivarlo respecto de J. En tanto que E tiene la
siguiente expresion

E= % [ dadtei (@)Go(a, o) (@), | (3.20)

Aplicando la definicién (B.11) podemos calcular las funciones de correlacion de
N puntos. Asi, se tiene que la funcién de Green de dos puntos a nivel de dos lazos para un
sistema de un sélo componente, en la notacién de diagramas de Feynman, resulta ser
2 2 2
Pwmw=-_-s0+re-28 200 5.21)
La expresion explicita de cada uno de estos diagramas es irrelevante a este nivel, debido a
que no todos contribuyen en el cdlculo de las cantidades fisicas, como veremos més adelante.
Las funciones de Green tienen su equivalente en la teoria de funciones de co-
rrelacion. Su andlogo es la funcién de correlacidén densidad-densidad H, ya que ambas se
obtienen como derivadas respecto del campo externo, en el caso de esta dltima el campo
externo estd dado por u, ec. (2.36).
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Las funciones de Green conectadas derivadas de la funciénal generatriz ec.
(3.19), pueden contener dos tipos de términos; reducibles e irreducibles [8]. Los términos
reducibles son aquellos que se pueden expresar como un producto de términos desconectados
y los términos irreducibles son aquellos que al cortarlos por una recta en un punto no
generan dos diagramas desconectados. Aplicando la segunda definicién al dltimo término
de la ec. (3.21), si cortamos en el punto medio entre los dos lazos, se generan dos diagramas
desconectados igual al segundo término de esta misma ecuacién. Por otro lado, todos los
términos excepto el primero de la ec. (3.21) contienen lineas externas; de aqui que cada
uno de estos términos se puede expresar como un producto del propagador libre (i.e. lineas
rectas) por el diagrama irreducible. Las funciones que contienen {nicamente términos
irreducibles son conocidas como funciones de vértice T'[¢]. La funcién de vértice de dos
puntos I'?| se define como el inverso del propagador libre menos la suma de los diagramas
irreducibles de la funcién de Green de dos puntos, ec. (3.21).

Teniendo el calculo de las funciones de Green conectadas es posible obtener la
funcién de vértice correspondiente [8]. Sin embargo, hay un procedimiento para obtener la
funcién generatriz de estas funciones de vértice [8]. Se ha demostrado que para esto sélo se
necesita hacer una transformada de Legendre de W1[J] = In Z[J] con respecto al valor de
expectacién del pardmetro de orden {¢(k)}; la idea es ex presar Wi [J], que es una funcional
del campo externo J(k), en términos del pardmetro de orden. Recordando que

< _ W]
la transformada de Legendre es
Ig) = [ dedla)J () - WilJ]. (3.23)
Si ahora derivamos T respecto de ¢ obtenemos
ST(g] _
56 J(x). (3.24)

La relacién anterior tiene una propiedad importante que permite estudiar el rompimiento
de la simetria. Esta propiedad es la que indica la aparicién de un valor diferente de cero
del parametro de orden, es decir, de la transicion de fase. La condicién para que exista un
rompimiento de la simetria esta dada por la ecuacién

5T(% -
'“gg;—]l&(x)mw =0 (3:29)

Esto indica que T[] tiene un extremo en ¢{zx) = 2(z), el cual es obtenido
cuando J — 0. Si uno esta interesado en conocer si existe o no rompimiento espontdneo
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de la simetria, el estudio de la ec. (3.25) proporciona la respuesta. De acuerdo con esta
misma ecuacién el rompimiento de la simetria es identificada como una propiedad extrema
de I'[¢]

Para ver como estan relacionadas las funciones de Green y las funciones de
vértice, derivamos la ec. (3.22) respecto de ¢(y), que al derivar en cadena surge también
la derivada de la ec. (3.24); esto conduce a la siguiente expresién

| oW o°T
8(ar,22) = [ N T @0 @) 53)80(z)

Es decir, la funcién de Green de dos puntos es la inversa de la funcién de vértice de dos
puntos. Este es un resultado que también tiene su equivalente en la teoria de funciones
de correlacidn, esta es la relacidn que conecta la funcidén de correlacién directa C y la
funcién de correlacién densidad-densidad H ec. (2.41), con la diferencia de que éstas no
necesitan ser renormalizadas. De acuerdo con esto la funcién de vértice de dos puntos
(renormalizada) es el equivalente a la funcién de correlacion directa C. En general, e}
cambio en el gran potencial dado por la ec. (3.3) corresponde a la funcién generatriz de las
funciones de vértice ec. (3.23} {renormalizada) y las funciones de correlacién directas que
se generan son las funciones de vértice renormalizadas. Mediante una sencilla manipulacién
en el espacio de Fourier de la ec. (3.26) se obtiene

(3.26)

PQ) = [GPH@) (3.27)
donde se ha definido la funcién de vértice de dos puntos,
§°T [¢]
T (g, — 3.28
(092) = S5 yb0(a) 529

Utilizando la relacion con la funcidn de Green de dos puntos tenemos una
expresién diagramatica para la funcion de vértice de dos puntos; a orden de dos lazos
resulta

F2Q) =@ +mb +tg + BOB BOBOB——eB (3.29)

donde el subindice B en los diagramas de Feynman indica que dependen de los parametros
desvestidos, y en el lenguaje de los fluidos inhomogéneos esto corresponderia a una funcién
de correlacién directa desvestida. Otras funciones de vértice necesarias para nuestro célculo
de renormalizacidén son las siguientes [10]

2
re = 1= 2210 - 3,001+ 2210+ 4] (3.30)
agﬂrB =1- 'XGB@, , (3.31)
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2y

B0 +44), (3:32)

I = s~ 2280 - 2O0]+

donde €& = %@. La expresidn de cada uno de los diagramas se presents en el Apéndice
B. La ec. (3.32) es la que corresponde en los fluidos inhomogéneos a la funcién de correlacidn
directa de cuatro puntos desvestida, la correspondiente funcion vestida es la ec. (3.4).
Las funciones de vértice ecs. (3.29)-(3.32) dependen del pardmetro de corte
A a traves de los diagramas de Feynman, esto genera dificultades para A — oo, pues
aparecen algunas divergencias en estas funciones de vértice, conocidas como divergencias
ultravioietas; esto es debido a que son el resultado del comportamiento del integrando para
_.vectores de ondas grandes. Pero la divergencia ultravioleta no es la nica en las funciones
. de vértice, ya que también se presenta la divergencia infraroja, esta ocurre cuando 7' — T,
‘que es el limite en el que interesa conocer los exponentes criticos. Sin embargo, notamos
que las funciones de vértice, ecs. (3.29)-(3.32), son funciones desvestidas porque dependen
_ de los pardmetros microscopicos desvestidos del Hamiltoniano ec. (3.15). Se puede utilizar
“este hecho para aislar esta divergencia en un nuevo conjunto de parimetros. Y esa es la
idea del Grupo de Renormalizacién: eliminar los pardmetros desvestidos involucrados en las
funciones de vértice en términos de un nuevoconjunto de pardmetros renormalizados m, ¢ y
AR, tal que estos Ultimos son los que se identifican con las cantidades medibles respectivas.
Mediante la renormalizacion se consigue eliminar la sensibilidad al pardmetro de corte A en
las funciones de vértice, al menos para d < 4. Y como ya mencionamos, también se consigue
expresar las funciones de vértice en términos de cantidades que realmente se puedan medir,
como es la longitud de correlacién. El procedimiento que permite eliminar las divergencias
ultravioletas e infrarrojas de las funciones de vértice {ver por ejemplo con detalle ¢l caso
de I'® en el Apéndice B), se presenta a grandes rasgos a continuacién. Existen cuatro
funciones mg, Ag, Z3 y Zy las cuales dependen de los nuevos pardmetros m, Ag y A, de
tal manera que la relacién que se establece después del proceso de renormalizacién entre
las funciones de vértice desvestidas y las renormalizadas es la siguiente

Mlz

T (Qum? Arlk), k) = ZF (Ar(k), k, AYZh(Ar(k), k, A) x
T8 (@i As, A) (3.33)

donde los factores son constantes de renormalizacién del campo ¢ y del conjugado del
operador compuesto ¢z, es decir

br = Z4° ¢z, (3.34)

= ;;tB. (3.35)
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Notamos que el campo y el conjugado del operador compuesto son renormalizables multi-
plicativamente, pero también el acoplamiento libre se renormaliza multiplicativamente, es
decir

Por el contrario, la masa se renormaliza aditivamente
m=mg + Amg. (337)

Cada una de estas cantidades tiene expresiones diagramadticas las cuales se calculan en &l
Apéndice B.

Se tiene que para d < 4, las funciones I‘EQN’L) son finitas cuando A — oo para
toda N y L en cada orden en un desarrollo perturbativo en Ag. Las cuatro cantidades
anteriores pueden ser fijadas en una escala de renormalizacién arbitraria x mediante las
condiciones

TP(Q =0,t = &%, Ag, k) = &2, | (3.38)
51-‘(2) |

E&?(Q’f = kg: AR "")1'@::[} =1, : (339)
MP(Q =0, =k Ap, k) = An, (3.40)
Te(Q =0t =k Ap, k) = 1. (3.41)

Estas son Jas condiciones de renormalizacién para una teorfa Ag* para describir
un fenémeno critico cerca de la temperatura critica, y que fijan m%, Ap, Zy y Z42. Esto
permite conocer cada una de estas cantidades como un desarrollo en serie de Ap en el cual
los coeficientes de estas cantidades, excepto por un factor ndmerico son los diagramas de
Feynman que dependen dnicamente de m y A. La ec. (3.38) representa el valor que toma
la funcién de correlacién directa ec. (3.3) en momento externo cero. De la misma manera
la ec. (3.40) representa el valor de la funcién de correlacién directa de cuatro puntos ec
{3.4) en momento externo cero. :

La longitud de correlacion £, se define mediante el segundo momento de la
funcién de dos puntos G

[ d*zz?Gi ()

2 _ 3.42
¢ 2d [ dixG3 (x,0) (3.42)
y su transformada de Fourier es
12
E=—= Q) (3.43)

8T (Q)
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La expresiéon anterior establece la relacién entre € y ¢ Ademds que permite identificar m
como un invariante del grupo de renormalizacién, ya que es el inverso de la longitud de
correlacion.

La aplicacién de las condiciones de renormalizacién ecs. (3.38)-(3.41) a la
funcién de vértice de dos puntos desvestida nos proporciona la renormalizada, ver Apéndice
B. Fl resuitado es

r®(Q, \g,m) = Q* +m? m—(e - o= a)+Q2 @ lg=0 - (344)

Esta funcion de vértice renormalizada es la que corresponde a Ja funcidn de
correlacién directa ec. (3.3), que se obtiene de la teorfa microscépica. De esta manera
se‘establece la equivalencia entre los resultados de la teoria efectiva y los de la teoria mi-
croscopica, clave para los resultados que se presentan més adelante. Las cuatro cantidades
M, AB, Lp ¥ Zg2, e pueden escribir en términos de la escala de renormalizacién arbitraria
k; esto permite también escribir la ec. (3.33) en términos de ésta cantidad, es decit

N
TR (Qim?, Aa(k), k) = Z7 (An(k),k, A) x
Zh (Oa(k), &, ATSH(Qy, Ap, A). (3.45)

A esta funcién de vértice le corresponde una ecuacién diferencial que expresa el hecho de
que las funciones desvestidas permanecen inalteradas ante un cambio infinitesimal de la
escala k, o bien que es independiente de ésta. La ecuacidn diferencial puede ser derivada
de la ec. (3.45), y nos da

5} _u
0 = k(ﬁ),\E,A[ZQS : ()\R(k),k‘,/\) X
Z5 (k) b, TR (Qsm, Ar(k), K)) | (3.46)
y el resultado que se obiiene es

0 = [kﬁ + BOR) e — =Ns(\r)

ok Org 2
+Lfy¢z(»\RJ} M2 (Qi Ar, k) | (3.47)
en la cual
B(r) = (k%”-\,f) (3.48)

o= (252 T
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. ah’l Z¢,2
fY‘:’Z(AR) - (k 8k ))\B : . . (3 50)

Estas funciones son conocidas como las funciones de Wilson; una expresién diagramatica
de estas se puede consultar en el Apéndice B.

3.4 FEscalamiento

El concepto de escalamiento planteado por Leo Kadanoff, Benjamin Widom, Michael E.
Fisher y sus colaboradores, es uno de los resultados fundamentales del grupo de renorma-
lizacion, [42, 43, 44]. Ellos notaron que cerca del punto critico es posible tener expresiones
aproximadas de las funciones de correlacién que ademés son invariantes de escala. Es-
te comportamiento asintdtico de las funciones de correlacion generalmente se expresa en
términos de la temperatura o la longitud de correlacidn. La dependencia entre estas canti-
dades es en forma de potencias, que es lo que se llama escalamiento. Para explicarlo més
directamente consideremos ¢{7) como una variable microscdpica loca]mente definida. Los
experimentos de dispersidén observan la funcién de dos puntos

G(7) = ($(0)$(7). (351)

Fisicamente, G(¥) es importante ya que proporciona medidas directas de la influencia
de las fluctuaciones microscépicas principales entre dos puntos separados por 7 o més
explicitamente por una distancia r = |#]. La propiedad fundamental de un punto critico es
que en su vecindad, una fuerte influencia de ordenamiento o correlacién se extiende esencial-
mente sobre distancias macroscopicas, ¥y como consecuencia, se encuentra un decaimiento
de las correlaciones en forma de ley de potencias en vez de un decaimiento exponencial.
Esto es,

D
G, (F) = 3w (3.52)

cuando r — o0 y T = T, que como ya vimos antes es el andlogo de ¢ = 0. Aqui d es la
dimesionalidad del sistema y n es un exponente critico.

Una de las virtudes del formalismo del grupo de renormalizacion consiste en
poder calcular exponentes criticos no cldsicos (es decir 7 # 0). Todas las teorias clasicas
como la de Landau-Ginzburg o van der Waals, predicen que 7 es cero. Matematicamente la
razén de fondo de esta prediccién es que las funciones basicas que entran en la teoria tienen
un caracter suave, analitico o no singular. Asi que pueden ser libremente diferenciadas y
por o tanto desarrolladas en serie de Taylor en potencias de integrales positivas aln en
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el punto critico. Fisicamente, la prediccién n = 0 generalmente resulta al despreciar las
fluctuaciones o siendo mds precisos, de la suposicién de que unicamente Huctuaciones de
escalas mucho més pequeiias juegan un papel significativo [45]. En tales circunstancias las
fluctuaciones pueden ser incorporadas rdpidamente en los parametros efectivos y no cambia
el caracter basico de la teorfa

Sin embargo, una dependencia en leyes de potencias sobre la distancia implica
una invariancia de escala, es decir G(7) es invariante de escala. Del trabajo de Onsager
se puede suponer que en la regién critica todas las longitudes se escalan como la longitud
de correlacién £(T), [44, 46]. Formalmente esto se expresa que para t — 0y r — o0, la
funcién G(7,T) definida previamente, se escala como

G(T;7) = Td_DMg (E(T’;!”)) . (3.53)

En consistencia con (3.52), la funcién de escalamiento G(z) satisface la condicién de norma-
lizacion G(0) = 1. Integrando #en todo el espacio resulta la susceptibilidad (7). Teniendo
la susceptibilidad, es posible derivar una ley de escalamiento que resalta la importancia de
la longitud de correlacién £ en la regidn critica {42, 43, 45] . Obtenemos, por lo tanto, que
el grupo de renormalizacién proporciona una estructura conceptual y de cdlculo, mediante
la cual las leyes de escalamiento se derivan de manera natural y se expresan en términos
de la longitud de correlacidén cerca del punto critico. Veamos por ejemplo la manera como
se obtiene una ley de escalamiento desde este punto de vista. [8, 10].

Analicemos el caso de la funcidn de vértice de dos puntos. De la solucidén de ia
ec. (3.47), se obtiene

F(QutArk) = (ko) exp BN /,,lwwtw))gf}x
R’ (Q}: ;gkbn( ),. ) (3.54)

donde t(p) ¥y A(p) son el corrimiento de la temperatura y el acoplamiento, que satisfacen

(

\.—»’

= B(A(p)) | - (3.55)

ﬂd—z%ol = 742 (A(p))t(p). ._ (3.56)

En la ec. (3.54) la funcién ~y, depende explicitamente del acoplamiento y de la escala. La
ec. {3.55) es la misma que la ec. (3.48), sélo que la Gltima es funcidén del pardmetro p. En
la solucién del grupo de renormalizacidn, ec. (3.54), se elige que el pardmetro arbitrario p
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sea p. dado por %(;%} = 1, que en conjuncién con las condiciones de normalizacién (3.38),
(3.39) y (3.41) implica que €72 = p2k?. Sustituyendo en la ec. (3.54) se obtiene

{d=2) 1
I (@t Am k) = (OF -dexp{éfv /. w(AR(:chi—‘E}x
P €T

Ta(Qi, € Ar(EE)) (3.57)

y evaluando en el punto fijo se tiene
I"(N) Mok — Nﬂ%&l_d 1N ! U dz
R (@), 4 AR E) = (&) €XpPy3 '/fE Ve R(CU))“':E" %

Qi€ 4% (3.58)

donde 7} = 7,(A*). Entonces I'™) como funcién de £ se escribe

T, 1, k) = £5FH-4GN(Q,6) | (3 50)

donde G son funciones de escalamiento universales. Redefiniendo las variables de esca-
lamiento para absorber las correcciones debido al escalamiento alrededor del punto fijo se
obtiene (8, 10]

T (@i, b, k) = VSN (@) (3.60)

donde A" es una funcién universal. De la ec. (3.60) se encuentra para la susceptibilidad,
x = (CP(Q = 0))7Y, que x = =", De aqui se obtiene la ley de escalamiento 7, =
v(2 ~n), donde hemos denotado 7, como el exponente critico asociado a la susceptibilidad,
para distinguirlo del simbolo de la tensién superficial que hemos estado utilizando. El
exponente v esta asociado a la longitud de correlacién, mientras que el exponente 7 esta
asociado a la funcién de correlacién de dos puntos, como se pudo notar antes. Esto se
puede consultar en el Apéndice B.

La funcién de dos puntos definida previamente, en el espacio de momentos y en
el limite asintdtico se comporta como éf:z) (@) ~ Q%" en el punto critico, donde observamos
el exponente anémalo n. Para ver como se obtiene este exponente de las funciones de vértice,

consideremos la ec. (3.54) en el punto fijo. Esta se puede reescribir como

F%N)(Q, A, k) = (p)(N+d—§Nd—%*m()\“))rgi{V)(k%?,\(p), k). (3.61)

En el caso particular de NV = 2 obtenemos la corresp.ond_'iente funcién de dos puntos.

PRQ) = (o) MTR (07Q). (3.62)
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Esta expresidén puede ser evaluada en el momento externo dilatado pk para resultar

L% (0Q) = ()" TR (Q), | (363)
y esto nos permite identificar el exponente critico n como
7 = 7(A"). (3.64)

De esta maners el exponente anémalo 77 puede ser evalyado. Acerca de los otros exponentes
a, ﬁ, ~, ¥ v, omitimos comentar, debido a que no son necesarios para nuestro estudio. El
parametro p en la ec. (3.54), indica el corrimiento de la escala del grupo de renormalizacién
que estamos utilizando v nos conecta directamente con la longitud de correlacién  Esto
permite escribir las funciones de correlacién directamente en términos de esta longitud £
como se puede ver en la ec. {3.58). Ademds, £ es una cantidad que se puede medir.

No debemos perder de vista la importancia del punto fijo en la teoria, ya que
en este punto las funciones de vértice (correlacion directa) son invariantes ante un cambio
de escala; el punto fijo se consigue al exigir la siguiente condicién sobre la funcién 3 ec.

(3.55)
B(A) =0, (3.65)

cuyas raices -A* gson los puntos fijos del sistema. Es importante tomar en cuenta el com-
portamiento de la ec. (3.65) en los dos limites de interés. El primero es el de momentos
pequefios {infrarrojo) y el segundo es el de momentos grandes (uliravioleta). Siempre que
la constante de acoplamiento renormalizada Ag, en la vecindad de los ceros de la funcién 3,
fluye hacia el punto fijo en cualquiera de los limites de pequefios momentos o altos momen-
tos, pero nunca en ambos, se dice que el punto fijo es estable; dependiendo de hacia donde
fluya puede ser estable en el infrarrojo o estable en el ultravioleta. El punto fijo estable en
el infrarrojo es de gran relevancia en la fisica estadistica. Los exponentes criticos y otras
propiedades macroscdpicas de una transicién de fase son el resultado del comportamiento
de Jargo alcance de las funciones de correlacién (y por lo tanto de las funciones de vértice).
La ec (3.60) indica que si el punto fijo estable infrarrojo existe, sus propiedades controlan
el comportamiento de largo alcance; las propiedades macroscépicas dependen tinicamente
de los puntos fijos ¥y no de los pardinetros microscépicos del Hamiltoniano. Para el pro-
blema de gravedad pequefia nos interesa el limite en el infrarrojo, ya que la prediccidn de
campo medio es en el Hmite termodindmico y cuando la gravedad tiende a cero, que es el
analogo de la temperatura critica.

Para un GR estandar [8] la solucién de la ec. (3.65) nos proporciona dos valores
del acoplamiento que corresponden al punto fijo Gaussiano Az = 0 vy al punto fijo en el
limite termodindmico (Wilson-Fisher) Ag = A*; para un GR de sistemas finitos tendremos
3 puntos fijos [10]. Para los fines de este trabajo, nos interesa el valor del acoplamiento
en el limite termodindmico, y lo podemos obtener usando el GR estandar [8] o bien el GR
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de sistemas finitos [10]. En caso de utilizar un GR para sistemas finitos, sélo tenemos
que tomar el limite cuando el tamafo del sistema tiende a infinito [10]. El valor que se
obtiene es el del punto fijo estable en el infrarrojo. Para ver la expresién diagramaética de
la funcién 3 consulte el Apéndice B. La solucién de esta ecuacién nos proporciona el valor
del acoplamiento en el punto fijo A%. A orden de un lazo en el limite universal resulta

Mkp) = (3.66)

2

3(O(k))

El hecho de considerar el limite universal es porque se busca universalidad en
los resultados, aunque este concepto es mds amplio [8]. El fondo de este punto es que la
teoria A¢* no puede tener un punto fijo estable en el infrarrojo A% para A finito. La tinica
manera en que se puede tener Ag = A} es cuando A — co. En este sentido, la universalidad
se puede entender como que por tomar el limite A — 00, se alcanza A} independientemente
del valor inicial del acoplamiento Ag. De esta manera las cantidades fisicas y los exponentes
criticos llegan a depender inicamente del punto fijo. De acuerdo con lo anterior, el limite
universal es equivalente al limite térmodindmico (tamafio del sistema infinito) y se alcanza
cuando se hace tender a infinito la escala inicial.

El diagrama aqui involucrado es facil de evaluar, principalmente en el limite

termodindmico (tamand del sistema infinito). El resultado que se obtiene es, ver Apéndice
B _

1 a2 5—d ‘ |
= (— T kT (——). 3.67
Ok) = (1) (5. (3.67)
El valor de X\ en este limite corresponde a su valor en el punto fijo; esto se obtiene al
sustituir la ec. (3.67) en (3.66), y resulta
2 ¢-1
ME) = ——F——{47) T K% (3.68)
3(T(%4) |
Esta cantidad nos permite conocer explicitamente, aunque de manera aproximada, cada
uno de los exponentes criticos.

3.5 Renormalizacién de la intercara liquido-vapor

En e] Hamiltoniano desvestido de ondas capilares que se ha propuesto, ec. (3.9), queremos
senalar que no hay necesidad de incluir términos de mds altos momentos en el factor de
|#?| o derivadas de orden superior de ¢. Puede ser mostrado que estos términos en el
Hamiltoniano son irrelevantes en el sentido de que no afectan el comportamiento critico (8].
Esto se debe a que el modelo A¢* es universal, es decir que no se necesitan més términos de
altos momentos en el coeficiente de ¢?, ni potencias mayores del campo a ¢*, ni términos de
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momento en el coeficiente de ¢*. Pero esto no implica que la teoria no tenga informacidn
de estas cantidades. Por ejemplo, con esta teoria podemos calcular funciones de correlacién
conectadas de orden N, GL¥/ | sin necesidad de agregar un término Ayé?" en el Hamiltoniano
efectivo. Lo mismo ocurre con los momentos de orden superior; éstos estdn contenidos en la
teoria, sin necesidad de agregarlos en el Hamiltoniano efectivo. Esta es una de las bellezas
de la teoria A@*, vy vamos a utilizar este hecho para el cédlculo de los momentos de orden
superior. Nos interesan los momentos superiores de la funcién de vértice de dos puntos, ya
que de acuerdo a la teoria microscépica, los momentos de esta funcién estan relacionados
con las propiedades interfaciales. Para analizar dicho caso veamos directamente la funcién
de vértice renormalizada de dos puntos {Apéndice B), ec. (3.44), y vamos a centrarnos
en el término & (% — &%_0); podremos darnos cuenta de que el diagrama de Feynman
que depende del momento externo comntiene todas las potencias de él. Esto puede ser
verificado al desarrollar el diagrama y encontrar que es una serie en potencias del momento
externo, ver Apéndice B. Este hecho es explotado aqui para quedarnos a orden cudrtico en
él momento e identificar directamente por simple comparacién con la teoria microscépica,
la constante de rigidez (ademas de la tensién superficial).

Lo novedoso en el presente problema es precisamente la inclusion del término
Ago‘*(ﬁ). Este término en el Hamiltoniano dard surgimiento a todos los términos de to-
dosg log drdenes en la funcidn de correlacidn de dos puntos. Claramente, si A es cero, se
recupera el modelo Gaussiano; entonces 7y = v la tensidn superficial real, a5/2 = Apmyg
y todos los términos de altos érdenes tales como s desaparecen. Es en esta manera que
el término Ago‘*(ﬁ) hace el calculo diferente. Queremos enfatizar que la motivacién fisica
para introducir esta contribucién es la aparicién del término de cuarto orden en el costo
del gran potencial, debido a la fluctuacion de la superficie dada por la ec. (3.2). En otras
palabras, la expresién para la funcién de particidn, ec. (3.9) y ec. (3.10), es una de las més
simples que sigue de considerar la contribucidén no trivial de mds bajo orden al gran po-
tencial (2. Este cdlculo nos permite encontrar expresiones aproximadas para las cantidades
que se pueden medir, que necesariamente dependen de los pardmeteros que se han definido
en el modelo libre, pero también encontraremos la dependencia sobre la gravedad, que es
precisamente lo que nos interesa.

Por otro lado, como ya se comenté previamente, uno puede escribir la funcién
de dos puntos como una serie en potencias de los momentos externos. A orden cudrtico
resulta (ver Apéndice B) una expresion que se puede escribir en términos de la dilatacion
de los momentos externos y que después de evaluarla en el punto fijo es funcién dnicamente
de los momentos externos @,

PP (71Q) = k2 + p72Q% + p4Q" | (3.69)
donde
(k) = S, - ——pLL: (3.70)
6 27kAT(24)) » |
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con I una integral adimernsional convergente que estd dada por la siguiente expresion

_ -1 1
o= [t pat W@+ Dl g+ 1P

(3.71)

La solucién de la ecuacidn del grupo de renormalizacién ec. (3.47) con L = 0
(que indica que no se toman en cuenta las correlaciones de ¢?), proporciona una relacién de
la funcidn de vértice en dos escalas distintas, que en términos de la funcién de correlacién
se escribe como

Tr(@) & 1o (k&) 202 + (k€)2Q* — (k) mp@* + -], (3.72)

donde £ es Ia longitud de correlacion dada por la ec. (3.43), cuya dependencia sobre g es
encontrada mas adelante; & es la escala de renormalizacion arbitraria. Estos resultados,
como veremos mas adelante, nos permiten deducir la dependencia de las propiedades in-
terfaciales -y, x, etc. como funciones de la gravedad g Nuevamente, si en el Hamiltoniano
A es igual a cero uno obtiene k, = 0, y entonces v = vy ¥y x« = 0, esto es, recuperamos el
modelo Gaussiano.

Para tener expresiones exp11c1tas de las diferentes cantidades de interés, como
funciones de la escala es necesario evaluarlas en el valor de A*, lo cual también nos permite
obtener expresiones universales, es decir que cantidades que sélo dependen del punto fijo;
en este caso nos interesa conocer el valor del exponente 9, que como se vié en la seccién
anterior estd relacionado con una de las funciones de Wilson v4(A*), v cuyo valor en el
punto fijo nos proporciona el exponente 7. A nivel de un lazo, y,{A*) se anula, asi que su
contribucién a orden mas bajo es a nivel de dos lazos; evaluada en el punto fijo de Ising da
como resultado {8, 9] (Ver apéndice B).

(5 - d)?

Yo (A') = 4

(3.73)

De acuerdo con la ec. (3.72) la forma de escalamiento de la funcién de correla-
cién resulta como se esperaba [3, 7, 47]; esto es, tal funcién se escala como T’ = F(-g}. Sin
embargo, £ no es igual a la longitud capilar cldsica a menos que # = 0. La existencia de la
anterior dimensién andmala esta de acuerdo con la hipétesis de escalamiento propuesta por
Romero-Rochin, Varea y Robledo [7]. Ahora sélo resta hacer la conexién con los resultados
exactos, ecs. (2.86) y {2.92).

Primero hacemos la identificacién principal que se obtiene de igualar la-funcién
de vértice renormalizada a momento externo cero I'r{Q = 0), ec. (3.72), con la funcién de
correlacién transversal directa real C(Q = 0), ec. {3.6); se obtiene '

Apmg = (k)22 o (3.74)
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El resultado principal aqui es que encontramos la dependencia de la longitud de correlacién
& como funcidn de la gravedad. Esto es

£~ g T | | (3.75)

Uno puede ver directamente de la ec. {3.74) que st 7 = 0, £ es igual a la longitud capilar
clasica.

Con la identificacién de la longitud de correlacién &, ec. (3.75), podemos pre-
decir la dependencia de la tension superficial con la gravedad ec. (3.7) y la curvatura de
rigidez ec. (3.8}, recordando que la primera es proporcional al segundo momento de la
funcién de correlacion y la segunda al cuarto momento. La tension superficial es

7 = Yo (k€)7 ~ g7 (3.76)

Este resultado puede parecer completamente sorprendente ya que muestra que conforme
la gravedad se hace muy pequefia la tensién superficial diverge. Esto indica que la energia
libre no favorece grandes ondulaciones de la superficie. El resultado, sin embargo, estd de
‘acuerdo con las conclusiones obtenidas por Robert [12], quien argumenta que el segundo
momento transversal de la funcién de correlacién directa C(z, 2';|7]) no existe en ausencia
de campo externo para d < 3. La manipulacién de este resultado en las expresiones de
la tensién superficial también indica una ausencia de separacién de fase en d < 3, 0 en
otras palabras, que una estructra de intercara plana no es sostenible. Sin embargo, en
nuestro caso no es la unica cantidad que diverge, ya que el coeficiente de rigidez de flexién
también diverge y, ademas, es negativo. El signo negativo también ha sido obtenido en las
simulaciones nimericas de dinamica molecular realizadas por Stecki [13],

= 3o (RE iy ~ —g G | (8.77)

La rigidez de flexidn, que estd relacionada con el cuarto momento de la funcién
de correlacién directa, tiene 1in comportamiento que no es intuitivo. Sin embargo, este
comportamiento estd de acuerdo con la prediccién del modelo extendido de campo medio,
aunque no en cuanto a la forma. El signo obtenido no sélo estd de acuerdo con simulaciones
nurericas, también estd de acuerdo con los resultados de campo medio obtenidos para la
rigidez de flexidn [48], como se podrd ver en el Capitulo IV de este trabajo Por otro lado,
los recientes experimentos de dispersidn realizados por Fradin [14] también indican que el
signo negativo es correcto. .

‘ Un coeficiente de rigidez de flexién negativo favorece grandes curvaturas de
la intercara. Sin embargo, conforme g tiende a cero, x crece mas rapido que v, de tal
manera que pueden resultar grandes ondulaciones de la superficie. Esto es ciertamente un
argumento fisico que apoya el hecho esperado de que cuando g —+ 07F, la intercara crece
v es inestable, como lo sugiere el modelo cldsico de ondas capilares. Sin embargo, cuando
la gravedad llega a ser més pequefia, los términos de mas alto orden en la funcién de
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correlacién transversal C (@) son cada vez mds y més relevantes. En particular, en g = 0,
el célculo del grupo de renormalizacién indica el comportamiento singular bien conocido
i8], T(Q,g = 0) ~ Q%" que previene el desarrollo en potencias de @, y por lo tanto, la
definicién misma de vy &

3.6 Comentarios finales y conclusiones

Un punto importante que debemos sefialar aqui es que el estado ¢ = 0 no es una conti-
nuacion analitica del limite g — 0. Esto es, por pequeiia que sea la gravedad el sistema
se separa en dos fases, mientras que en g = 0 el sistema es homogéneo. Esto es clave para
entender lo que se ha realizado en este trabajo, tomando en cuenta también las diferencias
que se expresaron al principio de este capitulo con respecto a las intercaras, membranas y
surfactantes El trabajo que se ha presentado aqui recibié una critica “muy fuerte” [49],
que encuentra su apoyo ignorando estas diferencias. El punto central de la critica es que en
¢ = () la intercara no satisface los requisitos de simetria, como son traslacién y rotacion. Sin
embargo, los autores de esta critica ignoran que la intercara debe su existencia al campo
externo y que en ausencia de campo externo el sistema es homogéneo [50], es decir, no
existe ninguna inhomogeneidad come la intercara misma. Este argumento, por supuesto,
es valido tinicamente para un sistema de una sustancia pura de un sélo componente, no ast
para membranas vy surfactantes que existen aiin en ausencia de campo externo. De manera
que si uno exige los requisitos de simetria {traslacién y rotacién) para cada una de estas
intercaras en campo externo igual a cero, no habria ningdin problema para los tres tipos
de intercaras fluidas considerados aqui, pues en el primer caso es una fase homogénea que
cumple perfectamente estos requisitos; en los dos tltimos casos es trivial pues uno los puede
ver como un “modelo de tambor”, el cual es invariante ante rotaciones y traslaciones en au-
sencia de campo [51, 52], El modelo de tambor considera a la intercara como semi-rigida, y
en la cual la tensidn superficial actia como la tnica fuerza restauradora de las desviaciones
de la intercara plana. El modelo de tambor toma en cuenta unicamente configuraciones de
intercaras que pueden ser representadas en la forma z = f(7). Ciertamente, si uno conside-
ra un modelo tipo van der Waals que supone la existencia de una intercara intrinseca con
un ancho fijo o definido, independientemente del campo externo, esto también es cierto.
Pero como ya hemos comentado previamente, dicho modelo no describe de manera correcta
las fluctuaciones del sistema, y por lo tanto, no puede considerarse como una explicacién
adecuada para el caso que hemos discutido en este Capitulo. El modelo de van der Waals
es una buena aproximacion a nivel de campo medio para estudiar energias libres de super-
ficies, asi como también para obtener la dependencia de las propiedades interfaciales en los
parametros microscépicos del modelo que describen al fluido; de hecho, explotaremos este
aspecto en el siguiente Capitulo.

Después de haber sefialado la diferencia entre una intercara de un fluido simple
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v una membrana, queda claro que los trabajos de renormalizacién de membranas [53,
54] debido a vibraciones térmicas, no corresponden a la situacién fisica que estudiamos
aqui; asi como tampoco corresponden a la situacién de una intercara cerca del punto
critico. En ambos casos la temperatura juega un papel fundamental para que esos sistemas
experimenten esos comportamientos. En el caso que se ha tratado aqui, el campo externo
es el que juega el papel fundamental.

Los resultados que se han obtenido pueden parecer sorprendentes si uno se
desconecta de las teorias microscépicas. Como hemos venido haciendo énfasis, Ia gran
diferencia con las teorias fenomenoldgicas es que éstas proponen las propiedades interfa-
ciales como Simples constantes independientes del estado termodindmico del sistema. Por
el contrario, el modelo microscopico de ondas capilares que hemos descrito aqui, considera
Jas propiedades interfaciales como cantidades derivadas que dependen del estado termo-
dindmico a través de la funcion de correlacion directa del fluido, asi como también del
_perfil de densidad, y de esta manera, del campo externo. Vemos que por tomar en cuenta
el hecho de que el modelo de ondas capilares no consiste unicamente de los términos del
-modelo usual [3], sino que existen términos de orden superior cuya consideracién en el
Hamiltoniano dependen de la situacién fisica prevaleciente, da lugar a las dependencias no
triviales en términos de la gravedad. De esta manera, el modelo de ondas captlares prueba
ser el mejor para describir el comportamiento de la intercara.

El escalamiento correcto ha sido obtenido al auxiliarnos con las herramientas
del GR. El resultado que en particular parece mds novedoso es el de la tension superficial,
ec. (3.76), que generalmente se supone constante. Queremos enfatizar que no hay evidencia
fisica que en las condiciones de campo externo tendiendo a cero debiera ser constante; en
otras palabras, tal resultado es confiable a menos que se demuestre que en las condiciones
en que se ha analizado la intercara el comportamiento del ancho sea analitico, ademds de
que esto indicaria que el modelo cldsico de ondas capilares es suficiente para desmhlr el
comportamiento de la intercara en cualquier situacién fisica.

Para gravedad pequefia &l presente resultado podria ser experimentalmente
probado. Sin embargo, parece que en los experimentos de microgravedad [55) las condiciones
son tales que los estados liquido-vapor obtenidos estan en la forma de gotas de una de las
fases, yva sea liquido o vapor. Para probar las predicciones de este trabajo, la intercara
plana deberia permanecer fija mientras que el tamafio del sistema se hiciera mds grande
que la longitud de correlacidn £ esperada para los valores dados de gravedad; para as{
simular el tamafio infinito del sistema que este andlisis requiere. Para d = 3, la superficie es
bidimensional y el resultado exacto de Ising predice n = % Naturalmente, esta dependencia
puede ser probada unicamente dentro de la regién de Ginzburg. Fuera de esta regidn campo
medio es valido, entonces «y es constante, y aunque & es finito, se convierte en una cantidad
irrelevante para determinar el comportamiento de la intercara para valores pequefios de
la gravedad Finalmente, como el modelo cldsico de ondas capilares sugiere (3], si uno
identifica el cuadrado del ancho de la intercara como el valor de la funcidn de correlacién
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altura-altura en B = 0, esto es W2 = S{0), ec. (2.94), la presente ley de escalamiento
predice que el ancho diverge como W? ~ £37977 para d < 3. Debido a que la funcién de
correlacién H(0) parece finita para d > 3, uno puede concluir que el ancho de la intercara
diverge cuando la gravedad se hace muy pequeiia [7, 47]. Por otro lado, si el modelo
clasico de ondas capilares es correcto a valores arbitrariamente pequefios de g, entonces
uno encuentra en d = 3 la divergencia logaritmica bien conocida en términos de la longitud
capilar, W ~ In(L.) {3, 11}. Esto podria significar que el comportamiento critico de la
intercara es siempre de tipo campo-medio, un resultado que deberia ser verificado.

T.os resultados presentados se han obtenido en base a una propuesta “atrevi-
da”para describir el comportamiento de la intercara, a saber, que las propiedades criticas
de la intercara en el limite de gravedad pequeiia son del tipo Ising. Sin embargo, la teoria
de funcionales de la densidad permite considerar tantos términos como sea posible en el
calculo del costo en el gran potencial debido a una fluctuacidn; esto significa que términos
de mds alto orden que los del modelo usual de ondas capilares son posibles. Se podria
pensar que una demostracion rigurosa sobre la validez de los resultados del modelo clésico
de ondas capilares en el limite en que la gravedad tiende a cero, debe ser tal que pruebe
que tomando en cuenta los términos de orden superior, el comportamiento es el mismo o
bien que estos términos son irrelevantes para describir el comportamiento del sistema. O
dicho de otra manera, que la serie del gran potencial se debe cortar a segundo orden en las
fluctuaciones. Sin embargo, no hay una razén fisica para que esto ocurra y es generalmente
la dificultad técnica para tratarlos lo que origina que los términos de orden superior queden
excluidos.

Para finalizar este Capitulo queremos mencionar brevemente posibles extensio-
nes de este trabajo. Primero, reconocemos que la propuesta que conduce a los resultados
interesantes mostrados aqui puede ser cuestionada en el sentido de que si el comporia-
miento del ancho de la intercara, en el limite en que la gravedad se hace pequena, no es
descrito por la clase de universalidad del modelo A¢*, entonces los resultados podrian ser
incorrectos. Esto nos lleva a proponer como un trabajo a futuro el utilizar otras clases de
universalidades que tentativamente podrian describir el comportamiento de la intercara
Una segunda actividad interesante es el analisis de la regidn de Ginzburg para determinar
si el comportamiento del ancho de la intercara cuando ¢ — 0 es 0 no de tipo campo medio.
Y, finalmente, proponemos analizar el comportamiento de la intercara para un sistema de
tamano finito; lo que se espera es que se mantenga el comportamiento de las cantidades
interfaciales aqui mostradas a medida que el tamano del sistema crece.




Capitulo 4

Propiedades interfaciales de
‘intercaras con geometrias plana,
‘esférica y cilindrica en campo medio

El problema. de la intercara liquido-vapor ha sido ampliamente estudiado desde hace varias
décadas [56, 57, 58]. Sin embargo, cuando se analizan los reportes que se han tenido en
los dltimos afios uno puede observar que a diferencia de la fisica estadistica de intercaras
planas donde existen resulttados rigurosos bien establecidos {17, 29], esto no ocurre para las
geometrias curvas en general, ni alin en los casos mas sencillos como por ejemplo la esférica
y la cilindrica [20, 21, 22, 48]. Esto no significa que no se hayan hecho esfuerzos suficientes
hasta ahora para entender el comportamiento de las intercaras curvas; por el contrario, la
historia de los trabajos en esta direccidn es muy amplia. Se pueden encontrar trabajos de
fundamentos de intercaras curvas que van muy atrds, a los trabajos pioneros de Gibbs (58]
y se puede notar que un trabajo mas reciente del problema de intercaras curvas se registra
hace aproximadamente 50 afios con Tolman{56]. Un impulso muy fuerte en esta direccién
fue dado con la contribucién de Helfrich en 1973 {16] quien propuso un Hamiltoniano
fenomenolégico que se puede escribir en términos de las curvaturas. En ese modelo, la
tensién superficial es la curvatura de orden cero, pero ademds de la tensidn superficial,
incorpora dependencias de la energia libre en la curvatura espontédnea y en las curvaturas
media y Gaussiana enriqueciendo atin més la fisica del problema; de esta manera, en la
actualidad existe una diversidad de trabajos que se han realizado con el propésito de tener
expresiones explicitas de las propiedades interfaciales tales como la tensidn superficial, la
longitud de Tolman y las constantes de rigidez [17, 20, 21, 48]. Sin embargo, sucede algo
interesante en los resultados obtenidos en estos trabajos, pues se observa que los resultados
obtenidos por los distintos grupos [2, 17, 20, 21, 48] generalmente coinciden a nivel de la
tension superficial, pero mas alla de esta cantidad, existe una divergencia en los resultados
En otras palabras, las propiedades interfaciales tales como la longitud de Tolman, y las
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constantes de rigidez tienen factores numéricos distintos. Mds atln, existen casos extremos
donde difieren los signos y las expresiones mismas, de manera que es muy dificil hallar
dos trabajos en el que los resultados obtenidos para las propiedades interfaciales sean los
mismos.

Uno podria tratar de justificar esta discrepancia diciendo que esta diferencia
se debe a que existen diversos esquemas de aproximacién para el estudio de la intercara.
Atin asi, basicamente podemos identificar dos esquemas de aproximacién {ver Capitulo 2)
que son: la de tipo van der Waals y la microscépica via fluctuaciones. Cabe mencionar
que la aproximacion por la via microscépica no sélo sirve para el estudio por la ruta de
las fluctuaciones, también es posible estudiar el sistema en equilibrio utilizando teorias
microscdpicas, como se mostrd también en el Capitulo 2. En este capitulo se presentan
resultados que se han obtenido del estudio de la intercara por la ruta del equilibrio a través
del tensor de esfuerzos, en la aproximacién de campo medio. Conviene mencionar que
dentro de este esquema de aproximacién se presentan tres puntos de vista, el primero es
fenomenolédgico y los dos dltimos son microscépicos con funcionales de la densidad.

El modelo de van der Waals, tal cual, ha sido ampliamente explotado en el
célculo de las propiedades interfaciales por Blokhouis et al. [20]. Para esto, ese grupo con-
sidera la energia libre del modelo de van der Waals extendida con un término de laplaciano
cuadrado. Este modelo extendido con término de laplaciano cuadrado fue introducido por
Romero-Rochin et. al. [17. La caracteristica principal en los trabajos de Blokouis et al.
es que utilizan la aproximacién de Fisher y Wortis [22], la cual consiste en suponer que
para grandes radios de curvatura algunas cantidades termodindmicas se pueden desarrollar
en potencias del inverso del radio de curvatura. En particular, el desarrollo del pexfil en
esta aproximacion es lo que facilita e! cdlculo de las propiedades interfaciales; entonces, la
forma que toma la energia libre de van der Waals es comparada con la energia libre de
Helfrich, lo cual permite identificar las propiedades interfaciales. En la parte final de este
capitulo se muestra explicitamente, a manera de ilustracién, los resultados a que conduce
la aproximacién de Fisher y Wortis utilizada en la expresiéon del gran potencial obtenido
para el caso de una intercara esférica. '

, Una version modificada de 1a teoria de van der Waals es propuesta por Dietrich
et. al. [21]. Segun estos trabajos, es necesario afiadir dos pasos mds al modelo original
de van der Waals para describir correctamente el comportamiénto de la intercara o dicho
de otra manera, segtn ellos para describir correctamente la intercara se deben seguir tres
pasos. El primer paso consiste en suponer la existencia de la intercara intrinseca de van
der Waals. El segundo paso consiste en suponer ondulaciones a la superficie original de
van der Waals, donde ésta es vista como la superficie de referencia respecto de la cual
se miden estas ondulaciones. Finalmente en el tercer paso, el Hamiltoniano efectivo que
obtienen, el cual se _supone describe la intercara completamente, es utilizado en el factor
de Boltzmann; con esto suponen que las distirit_a,s configuraciones de la deformacién de la
intercara son _toma.daé en cuenta. Para este andlisis utilizan un funcional de la densidad
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cuyo potencial de interaccidn es separado en dos contribuciones, una parte repulsiva de
corto alcance y una parte atractiva de largo alcance. Esta separacion les permite tener una
expresién del gran potencial que depende explicitamente de ambos potenciales de corto y
largo alcance. El objetivo principal de esos trabajos es obtener un Hamiltoniano efectivo
en que se puedan identificar las contribuciones debidas a las curvaturas Para llegar a ta-
les resultados, suponen que el gran potencial se puede separar en distintas contribuciones
independientes, bulto, superficie, linea y punto [21]. Se puede argumentar una objecién a
este procedimiento, basado en que la separacidn del gran potencial en las diversas contri-
buciones es arbitraria. El otro punto de vista dentro de la ruta del equilibrio es impulsado
por Romero-Rochin, Varea, Robledo y Percus {1, 2, 7, 17) (VRRVRP). Ellos suponen la
existencia de un funcional de energia libre que contiene toda la informacién del sistema
como ya se comenté ampliamente en el Capitulo 2, vedse la ec. (2.14). Por esta via, que
es 1a ruta del equilibro, se minimiza el gran potencial y la ecuacién de Euler-Lagrange
(EL) resultante se manipula de tal manera que permite distinguir la condicién de equilibrio
mecénico, como una ecuacién de balance de fuerzas, y de donde surge de manera natural el
tensor de esfuerzos. Los autores muestran en dichos trabajos las ideas para desacrotlar un
formalismo en términos del tensor de esfuerzos. Mids aun, han obtenido de manera rigurosa
que es posible escribir el gran potencial en términos tinicamente de la componente normal
del tensor de esfuerzos, de tal manera que el gran potencial se puede separar en dos partes:
una contribucidén del bulto y otra de la de la superficie (2.136). Este punto de vista es el
mas cercano a primeros principios y de aqui los resultados antes mencionados tienen una
demostraciéon menos ad-hoc a diferencia de los puntos de vista anteriores. Se han realizado
va algunos trabajos con este formalismo para el calculo de las propiedades interfaciales
(2, 48]. Pero la diferencia entre estos trabajos y el que se presenta en este capitulo es que
para nuestro estudio incorporamos la expresién més general del tensor de esfuerzos (2.137),
y se espera que las cantidades interfaciales sean por lo tanto mds precisas. Estos resultados
no han sido reportados antes.

Los dos primeros puntos de vista, de Blokhuis et al. [20] y de Dietrich et
al. [19], no tienen manera de localizar la superficie divisora de Gibbs, por lo cual su
eleccion es un tanto arbitraria. En el trabajo aqui presentado se tiene la ventaja de que el
formalimo desarrollado permite decir donde se localiza la superficie divisora de Gibbs, que
es precisamente en la region donde el gradiente del perfil de densidad es distinto de cero,
es decir donde se localiza la inhomogeneidad.

Sin embargo, se esperaria que estos trabajos por ser de tipo campo promedio,
sean eqguivalentes. Reconociendo desde luego que un andlisis estadistico méds completo
puede ser obtenido por la via microseépica (fluctuaciones) debido a que desde este punto
de vista la intercara depende del estado termodindmico del sistema, y su existencia no es
arbitraria como en el esquema fenomenoldgico, {vedse el Capitulo 3)

Uno no debe esperar diferencia en los resultados, después de todo no debe ser
tan importante la ruta por la cual se resuelve un problema, si el resultado es el mismo. Sin
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embargo, esto no ocurre en este problema de la intercara liquido-vapor, lo que nos obliga a
la siguiente pregunta, jcudl es el esquema de aproximacidn correcto?. La respuesta no es
nada fécil si consideramos que cada uno de los grupos esta convencido de que sus resultados
son correctos. El punto de vista fenomenolégico tiene la desventaja de que los términos
en las expresiones de la energia libre son colocados “a mano”. Evidentemente que una
propuesta para el estudio de la intercara lo mds apegada posible a primeros principios tiene
ventajas; la teoria microscdpica implementada por Romero-Rochin et. al. parece tener esta
virtud [1, 2, 7, 17]. Este enfoque, como hemos dicho antes, le deja més libertad al sistema
de seleccionar los términos que lo describen. Ya que en este punto de vista el funcional
de la energia libre contiene toda la informacidn del sistema, lo restante es saber operar
sobre él para extraer la informacién relevante. El presente trabajo no pretende resolver
la discrepancia entre los distintos puntos de vista, como tampoco es el propdsito explotar
la divergencia. que existe en los resultados para anadir un resultado mas. Lejos de esto,
este andlisis estd inspirado en los trabajos de Romero-Rochin y Percus [2, 17, 32|, donde
los antores construyen la expresién més general del tensor de esfuerzos, de manera exacta,
para la intercara de un fluido inhomogéneo.

El capitulo se compone de varias secciones con el propdsito de ser lo més claro
posible en la presentacidn del tema. En la Seccidn 4.1 se escribe el gran potencial comio
funcidn del tensor de esfuerzos y se muestra que puede reducirse a una expresién més sencilla
en la aproximacién del modelo de van der Waals, donde la expresién resultante depende
directamente del perfil de densidad. Con esta expresién se calcula el gran potencial para
las geometrias plana, esférica y cilindrica. En estos resultados con un perfil de densidad
general, se realiza la aproximacién al perfil de densidad de tipo escaldn, en el que el cambio
de la densidad ocurre sobre una superficie matermatica sin ancho. El resultado asi obtenido
se compara con la contribucidn de la superficie a la energia libre propuesta por Helfrich,
y se identifican las propiedades interfaciales. En la Seccidn 4.2 se resumen los resultados,
donde se puede ver el cdlculo de cada una de las constantes de curvatura por separado. En
la subsecuente seccién se comparan los resultados obtenidos con los que se han obtenido
desde otros puntos de vista. También se realiza el cdlculo de la intercara esférica en la
aproximacion de Fisher y Wortis [22]. Esto con la finalidad de comparar con los resultados
obtenidos por Blokhouis et. al [20]. En la seccidn 4.4 se hacen los comentarios finales.

4.1 Tensor de esfuerzos y resultados

Los funcionales de la densidad permiten tratar ambos esquemas de cédlculo, equilibrio y
fluctuaciones, para la intercara liquido-vapor. En este capitulo utilizamos el esquema de
la ruta del equilibrio tratado con funcionales de la densidad, asi como los resultados que
se han obtenido por esta via. En el Capitulo 2 observamos que la aplicacién del principio
variacional sobre el gran potencial conduce a una ecuacién de Euler-Lagrange, ec. (2.12),
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que proporciona el perfil de equilibrio. Sin embargo, teniendo en cuenta que la ec. (2.12)
representa la condicidn de equilibrio para el sistema inhomogéneo, ésta se puede modificar
de tal manera que sea posible identificar 1a condicidén de equilibrio mecanico como una
ecuacién de balance de fuerzas, ec. (2.130), de donde emerge de manera natural el tensor
de esfuerzos. También se ha demostrado que es posible tener una expresion muy general del
tensor de esfuerzos, ec. (2.137), [18] que es simétrica. Sin embargo, tiene la caracteristica
de no ser dnico, lo cual se puede apreciar por la existencia del pardmetro A. El tensor de
esfuerzos no es tnico debido a que existe una libertad de norma en su determinacién; esto
se puede ver directamente si en la ecuacidn de balance de fuerzas se adiciona un tensor u
otro término cuya divergencia sea cero: se cumple que no modifica la condicién de equilibrio
mecénico ec. (2.130).

: El hecho que el gran potencial se pueda separar en dos contribuciones (2.136)
"es un resultado muy importante para el estudio de los fluidos inhomogéneos. Ademis, si
uno observa el gran potencial como una cantidad extensiva, se esperaria un resultado con
esta forma. Esta estructura tiene ademads la ventaja de ser muy préctica para propésitos
de cdlculo y las cantidades interfaciales emergen de maners directa, como se verd més ade-
lante. De aqui podemos ver que todo el trabajo consiste en calcular la componente normai
del tensor de esfuerzos. Enfonces, nuestro cdleulo también nos permitird indirectamente
verificar qué tan cierto es que en la regién interfacial donde el sistema es inhomogéneo,
el gran potencial {2y asociado a un modelo de tipo van der Waals puede ser separado en
contribuciones de bulto y de superficie

Q, = Qbulto[pequi('?)] + Qinh[ﬂequﬁ(ﬂ]l (4.1)

La contribucién del bulto contiene términos de presién-volumen para el caso homogéneo,
v para este caso, ademads de este término nos da las contribuciones que permiten excluir la
intercara del bulto. En tanto que el término £2;,, considera a la superficie y esperamos que
cumpla una ecuacién tipo Helfrich {16]. Es decir, esperamos que £, se pueda escribir de
la siguiente manera,

Qpp = / dsly — 2keod + kJ? + RK], | (42)

donde ds es el elemento de area, - es la tension superficial, ¢y es la curvatura esponténea, J
excepto por un factor es la curvatura media, k£ y % son las constantes de rigidez asociadas
a las curvaturas media y Gaussiana. La curvatura esponténea es ¢y = =, donde Ry el
radio de curvatura en ausencia de cualquier perturbacién. Las curvaturas media H = %
y Gaussiana K son la traza y determinante del tensor de curvatura, en el punto 7 de la
supetficie interfacial; en un punto de la superficie, en termmos de los radios principales de
curvatura By y By, J = -+ -+ -~ . De agf
J 1.1 1

H = ~2— = 5 -§1- + E) '- .' | (4.3)
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La justificacién de que el gran potencial que describe la regiénh inhomogénea
~ del sistema se pueda escribir de la manera dada por la ec.(4.2), se encuentra sustentada
en el hecho fisico de que la energia libre del sistema puede ser modificada debido a que
varie el drea de la superficie y también porque la superficie pueda curvarse. Por esto,
se pueden asociar cantidades interfaciales tales como la tensién superficial, la longitud de
Tolman y los términos de rigidez de curvatura media y Gaussiana. El significado fisico
de estas cantidades es simple. La tensién superficial es la energia libre por unidad de
area, la longitud de Tolman mide la diferencia en la tensién superficial entre intercaras
esféricas y planas (mds adelante se menciona el origen de esta cantidad); las cantidades &
v K miden cambios en el gran potencial o en la energia libre debido a desviaciones sobre
de la curvatura espontdnea c; y debido a la curvatura Gaussiana, respectivamente. Las
cantidades antes mencionadas, v, ¢y, kK ¥ R, constituyen las cantidades interfaciales que
queremos calcular El procedimiento se puede esbozar de la siguiente manera. Con la
expresidn del tensor de esfuerzos, ec. {2.137), cdlculamos la variacidn de la energia libre
para el modelo de van der Waals; teniendo esta expresion calculamos la componente normal
del tensor de esfuerzos y finalmente el gran potencial de donde se identifican las propiedades
interfaciales, al comparar con la ec.(4.2).

Para un sistema inhomogéneo de tipo liquido-vapor, el perfil de densidad de
equilibrio po{7) es uniforme en cada una de las fases del bulto sea liquido o vapor, pero es
no-uniforme en la regién interfacial que separa las dos fases del bulto. En esta regién el perfil
cambia abruptamente de uno de sus valores del bulto a otro. El cambio experimentado es
reflejado en el gradiente de la densidad Vpo(7), el cual es cero en todas partes excepto en
la regidn interfacial donde es agudamente picudo [1, 17].

Sin embargo, en las teorias que no tienen manera de localizar esta superficie,
introducen una superficie matematica divisora R en la regién de la intercara. El valor de la
energia libre de superficie es independiente de la eleccidn de la superficie divisora a orden
+ [31, 56]. La cantidad asociada a este orden de aproximacién algunos la llaman longitud
de Tolman [20], pero en general se conoce como la curvatura espontinea [16, 17] y en este
trabajo seguimos el segundo punto de vista. Esto implica que la longitud de Tolman o
curvatura espontinea también es independiente de la eleccién de la superficie divisora. Es-
to podria ser un argumento para justificar la divergencia en los valores obtenidos para los
términos de segundo orden. El argumento entonces seria que los resultados obtenidos para
los términos de segundo orden difieren debido a que en cada punto de vista la localizacion
de la superficie divisora es distinta. De manera que distintas elecciones naturales de la
superficie divisora dan lugar a: la superficie de tensién, la cual hace la ecuacion de Laplace
exacta v donde puede ser decirse la tensién superficial actia; y la superficie divisora equi-

K (4.-4)
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molar definida de tal manera que el exceso de densidad es cero. La longitud de Tolman se
define como el limite planar de la diferencia entre estas dos superficies divisoras,

0= iimge’Ra_)oo(Rg — Rs) = Zg -~ g (4 5)

Ambos 7. y z, son localizados en la intercara vy por lo tanto )a longitud de Tolman se espera
que sea del orden del ancho de la intercara.

El gradiente del petfil de densidad también define la normal A(7) a la superficie
que representa la intercara. De manera que la componente normal del tensor de esfuerzos
se puede calcular como o™ = A - & - A. De acuerdo con la ec. (2.136) la integracién de o™
en todo el espacio proporciona la parte de bulto del gran potencial {2. Se debe tener en
cuenta que o cerca de la intercara tiene el significado fisico de una presién actuando sobre
la intercara. Lejos de la intercara el fluido es uniforme y la componente normal del tensor
de esfuerzos ¢ es (menos) la presidn comdnmente conocida. Pot lo tanto Qi representa
la contribucién de la superficie a la energia, pues esta cantidad sélo es distinta de cero en la
regién interfacial donde V p(7) # 0. Con base en lo anterior, los célculos que a continuacién
s¢ llevan a cabo tienen por objeto demostiar que Q4p proporciona de manera correcta la
tension superficial v las correciones debido a las curvaturas.

La variacién de la energfa libre indicada en la expresién del tensor de esfuerzos
(2.137), se debe evaluar para el modelo que se est4 tomando en consideracién para describir
la region inhomogénea. Por ejemplo, el caso que vamos a considerar aqui, es el modelo de
van der Waals, que es la aproximacion mds simple para describir un sistema liquido-vapor
en coexistencia. El funcional de energia libre F[p], en este caso viene dado por,

Flo) = [ darfo(p(®) + (1/2) [ [ arara(r—)p(@)p() (4.6)

Donde fo es la densidad de energia libre y (7 — ) es el potencial de interaccién entre las
particulas, el cual es de corto alcance. Entonces, si identificamos F{p(7)] como

Flo)] = [ a7/ (p(), (47)
de aqui se tiene que

§f(Fip) _ dfole(7)

HO 57— )

Sy dp(F)
.;.%5(;_ ) / B (7 — ) pli) p(7)
4o - ) W

La variacién de la energia libre del modelo de van der Waals (4 8), se puede
expresar en términos de las variables indicadas en el tensor de esfuerzos &, ec. (2.137),
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usando la sustitucién ¥ — 7 — (1 - A}@ y ¥ — 7+ A7, y con esto la ec. (4.8) queda de la
siguiente manera

0fF~ (=N _ diF-(1-N7)
ST d:(f' —ym 0T+
/d'rwr— — NF — ) ()
+%p(?""’—— (1 — NF)B(7 ~ 7). (4.9)

Al introducir esta variacién de la energia libre en la expresion del tensor de esfuerzos,
obtenemos una versién mas simplificada de éste que ahora depende directamente del perfil
de densidad. Esta expresidn es

1 t ' = - o~y ) - —
oSh () = =5 [ [ Al (1= NFYE(F )T ape(F X)
0 *n o )
_.-é-Vyfd'r /0 dAAp(7 — (1 — NPa(|7 D-’f‘ﬁ[fr Vopo(F + A7)
—74, Vapo(F + A7), (4.10)

donde @« y # indican las componentes cartesianas del tensor de esfuerzos, es decir . es la
« = &, Y, 2 componente cartesiana del vector 7. Los indices repetidos indican suma.

Este es el tensor de esfuerzos exacto para una energia libre de van der Waals.
Ahora se aplicard a las distintas geometrias. El procedimiento que aqui se sigue nos va
a permitir conocer una expresién muy simple del gran potencial para cada una de las
geometrias plana, esférica y cilindrica.

' Como hemos notado, en el formalismo gue estamos utilizando para el calculo
del gran potencial y en particular para §;,,, sélo la componente normal del tensor de
esfuerzos es necesaria para obtener las propiedades interfaciales. Esto se puede ver mas
claramente si multiplicamos la ec. (4.10), por los vectores unitarios normales propios de la
geometria en cuestidn, es decir por n(7) v ng (7). Esto es,

Qi = [ drorlin() = [ a(ohs(F)dr (4.11)

Los vectores unitarios se pueden calcular en términos del perfil y su definicidn es,

ap(":‘)
"= Fon@l (612

Sustituyendo el tensor (4.10) explicitamente en el gran potencial de la intercara,
obtenemos

Qine, = ~—-/dr/dr / ING{ |7 Ve ()5 {F) X
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< (7 = (1 = NV 07+ A7)
=V {o(f = (1 = N)i)rg x
X[ 50 (7 AF) = 7V o (7~ AT} (4.13)

Integrando por partes el segundo término del lado derecho, obtenemos el siguiente resultado,

Qun = 5 [ 07 [ @ [ BTl ~ (1 = NF) Vbl + 37)
5709951~ M50, 7))+ 7).
AT, (M) V e (7)) (4.14)
La ec. (4.14) estd diciendo que no importa que geomettia sea, si tenemos los

vectores unitarios podemos conocer el gran potencial. Esta forma facilita el cédlculo del
gran potencial, como veremos a continuacién.

4.1.1 Intercara plana

Aplicando las ideas anteuores consideremos primero el caso més sencillo, el de una intercara
plana. :

En este caso el vector normal estd en la direccién de la coordenada z. Si
estamos hablando de coordenadas cartesianas y tenemos ademas la simplificacion que el
perfil depende umcamente de la coordenada z, tenemos por la ec. (4.12)

falF) = k. - | (4.15)
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Sustituyendo en la ec. (4.14) y después de unas sencillas operaciones tenemos,

Qs =~ [ @7 [ @ [ a7 otz ~ (1= W) ple + 12) (4.16)

Nétese que esta expresion aparentemente depende del parametro A, lo que indicaria una
dependencia de norma. No es asi. A continuacién mostramos cémo podemos eliminar el
parametro A. Para esto usamos una relacién entre este pardmetro y el vector espacial Bn
general, tenemos

3} 7
%
Con esta identidad podemos pasar de expresiones con derivadas en las coordenadas a de-
rivadas en el pardmetro A. Esto permite manipular la integral sobre A para dejarla de una

manera m4s simple y poder integrarla. El resultado que se obtiene para el gran potencial
despues de integrar por partes (Apéndice C) es

Qs = / dz [ dR? / d2H(R? + 2%) / d (4.18)

lo(z = (1 = X))ol + A2) = ol + M) sl = (1 A)2),

T Vo7 4 M) = + A7) (417}

y mediante un simple cambio de variable se realiza la integral sobre el parametro A. La
expresion resultante del gran potencial sin el pardmtero A es -

Qi = /d'rl /d?"g(?" W r (17 — 7)) p(22)88 p(z1), (4.19)

La expresion (4.19) se puede manipular para dejarla como el segundo momento
de la funcidén de correlacién directa C(R). Los detalles se encuentran en el Apéndice C, y
obtenemos :

Q; m-___l_ AR ood md 2 25012 | [ o a \2
oo = =7 PR an [ dn{ [ EREPHE + (21~ 2)%)

4 00 -00

= ola) = polea) (4.20)

La identificacion de la tension superficial es directa, ya que en esta ecuacién los
términos de orden superior se anulan debido a que los radios de curvatura principales son
infinitos. Observamos que la tensidn superficial es justamente la de Triezenberg y Zwanzig
[29] citada en el Capitulo 2, ec. {2.60).

El perfil po(2) se obtiene de la condicién de equilibrio ec. (2.12). La ecuacién
de Euler-Lagrange (EL) resultante no es posible resolverla de manera exacta, ain con una
expresién explicita para (|7}, asl que para propdsitos de célculo uno debe contar con
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una expresién aproximada del perfil. Encontramos que la aproximacidn mas simple que
podemos utilizar para éste fin es el perfil de tipo escalén. Esto nos permitird conocer la
primera contribucidn a la tensién superficial debido a las curvaturas media y Gaussiana.
Esto también nos permitird comparar los resultados con los obtentdos por Dietrich [21],
quien utiliza el mismo perfil en sus cdlculos para evaluar los resultados Il perfil escaldn
se define como

polr) = pb(z0 ~ z) + pub(z — 20), (4.21)
donde 8(x) es la funcién escalén y 2y la posicién de la intercara. De aqui es obvio que

L polz) = —Apd(z0 — 7). (422)

dz

~Por simplicidad, consideraremos z5 = 0. Sustituyendo en la ec. (4.20) y realizando algunas
integrales (vedse el Apéndice B), llegamos al resultado final para el gran potencial en la
aproximacion del perfil escaldn:

Qs = __.E(é.&_

{ / ARE*G(R)} [ Ry = 714 (4.23)

El resultado identificado para la tensidn superficial es justamente el resultado
de TZ para un petfil escalén. Este resultado para la superficie plana es exacto. Por lo
tanto, podria considerarse como un valor de referencia para otras geometrias

4.1.2 Intercara esférica

En este caso suponemos que tenemos una intercara esférica. Es decir, una gota de liquido
inmersa en su -vapor. :

El procedimiento es el mismo que en la geometria plana para el cdlculo de la
componente normal del tensor de esfuerzos y del gran potencial. La diferencia es que en
este caso el perfil depende de la magnitud del vector 'r, y su gradiente define el vector
normal ec. (4.12). La normal resultante es,

Irf

Con esto, realizando el célculo de los vectores unitarios en la ec. (4.14) tenemos

AF) = (4.24)

Qinr = "ifd"‘fd?"foldAw(l?*'l)v‘L{p(F~ (1= AF)Bap(F + AF) —
p(7 + AP ) Oap(F ~ (1 — X))} ‘ (4.25)
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Figura 4.2: Coordenadas esféricas.

La realizacién de la integral del pardmetro ), un posterior cambio de variable
v algunas manipulaciones permiten obtener una expresion del gran potencial muy simple
(vedse el Apéndice C). El resultado es

Qo = _% [ar [am [ % dsVpl(F) V(i )id(s + (7 — #)2). (4.26)

Teniendo en cuenta que tampoco podemos conocer de manera exacta el perfil de la intercara
esférica, conviene utilizar entonces la aproximacion sencilla del perfil tipo escalén que nos
permititird evaluar el resultado anterior. Esto nos permitira conocer la primera correccidn
a la tension superficial debido a las curvaturas media y Gaussiana. El perfil escaldn en este
caso es el siguiente

pol(r) = p8{R — )+ p,8(r — R), (4.27)
donde R es el radio de la gota esférica. Tenemos que
Vo(F) = —FApd(r — R). {4.28)

Estamos suponiendo que en la expresién anterior la funcién delta de Dirac estd definida
de —oc a oc y no de 0 a oc. Esta suposicion es debida a que en nuestras integrales,
por ser sobre coordendas esféricas, no comprende los limites (al menos uno) sobre el cual
estda definida la funcidén delta de Dirac. Tomando en cuenta lo anterior, considerando que
d$); = do; sin 8;df; y realizando la integracién sobre la coordenada radial tenemos

(A

2 o)
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Observamos que la expresion resultante sélo depende de la parte angular. La presencia del
producto escalar 7 - 7o, introduce una dependencia angular que puede ser simplificada.
Considerando que se puede fijar el vector 7 en la direccidén de 2/, el producto de los vectores
unitarios es simplemente #; - i, = cosfy. Realizando el cambio de variable z = cos s,
tendremos que los limites sobre 8, que eran de [0, 7] ahora cambian para la nueva variable
z de [1,~1]. Encontramos que el gran potencial se puede escribir después de algunas
simplificaciones como (ver Apéndice C)

1
22) ps (27r [ [ 7 dsi(s + 2R% — 2R2sc)) . (4.30)
-1 D

Después del siguiente cambio de variable y = 2R? — 2R%z, llegamos 2 una expresién en la
cual la integral sobre ¢ es mds ficil de realizar; ésta es

o m(Ap)? AR [
Qinp = 5 ——— R*(2m) / dy/ dsi{s + y)
4 dyy . |
/0 SR2 Jo dsw(s + y)} ﬁ (4.31)

En la expresién anterior observamos que la integral sobre y tiene los limites de [0, 4R?]
y también notamos que en el potencial de interaccion w(s + y), que es de corto alcance,
contiene la variable y. Esto significa que el valor mas grande que puede tomar y sin que
la ec. (4.31} se anule es del alcance del potencial de interaccidn, ya que @(R} ~ 0. Por
lo tanto, el limite superior de la integral scbre y puede ser extendido a infinito sin ningiin
problema. Ahora, tenemos que las dos integrales tienen los mismos limites y mediante un
cambio de variable simple podemos realizar una de estas integrales para obtener

Qink, = —47TR2{-7-;'<A9)2 /Om dr'rstﬁ.(ﬁ) VT (A,o)zf drrid(r?)}. {4.32)

Para una intercara esférica los radios de curvatura principales son iguales, por
lo tanto, J =% y K = ;. La ec. {4.2) se escribe ahora para una intercara esférica como

1
Qi = /ds [y — 4@ + (4R + R)] (4 33)

Comparando la ec. (4.32), con la ec. (4.33) vemos que es immediato la identificacién de
las siguientes cantidades, ¢y = 0,

= (&p / drr® o (r (4-34)

4+ R = __f}%fi /Dm drrod(r?) o (4.35)
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Figura 4.3: Coordenadas cilindricas.

Este es nuestro resultado principal para el fluido de van der Waals, en una
geometria esférica y con un perfil de tipo escalén. Se ha tomado este caso por ser el mds
simple. Sin embargo, la ec. {4.26) es general para una geometria esférica con un perfil que
cae de manera suave.

Primero, notamos de la ec.(4.35) que el valor de la tensién superficial es el
mismo que el de una intercara plana. El segundo resultado importante es que de la ec.
(4.35) conocemos la suma de las constantes de rigidez asociadas a las curvaturas media y
(Gaussiana, pero que no es posible conocer cada una de ellas por separado. Lo interesante
seria conocer cada una de las contribuciones de las curvaturas por separado. Para este fin
conviene realizar el cdlculo para una intercara con geometria cilindrica. En este caso uno
de los radios de curvatura es infinito y, por lo tanto, sélo esperamos contribucién de la
curvatura media. Aqui estamos suponiendo que para radios de curvatura suficientemente
grandes, el costo en energia libre asociado a la curvatura media coincide con el de las
esféricas. De esta manera esperamos obtener cada una de las propiedades interfaciales por
separado.

4.1.3 Intercara cilindrica

Ahora suponemos que tenemos un sistema inhomogéneo en en forma de una “gota” cilin-
drica de liquido en coexistencia con su vapor.

Aunque es un caso poco realista, en principio, la ecuacién de BEuler-Lagrange
admite tales soluciones que correspondenderian a condiciones a la frontera que forzaran tal
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geometria. Para este caso, a diferencia del caso de las esféricas donde el perfil dependia de la
magnitud de un vector en tres dimensiones, ahora el perfil también depende de la magnitud
de un vector pero en dos dimensiones. El procedimiento a seguir es completamente similar
al caso de las esféricas excepto por algunos detalles. A pesar de eso, se mostrardn los
siguientes pasos para que resulte mas claro.

Una expresién para el gran potencial {1;,,5, que se obtiene después de eliminar
el pardmetro A, es la que sigue {ver Apéndice C)

Qinh = é/dzl /dzz /u% de '/()gﬁ/drﬂl./d’rﬂb(?'g) - 7'&2]) X

@([(z1 ~ 22) + (7 — 7)) p(ra) B p(71), (4.36)

donde (r,z,¢) son las coordenadas cilindricas En este caso tenemos dos vectores con
coordenadas (ry, z1, 1) y (2, 20, P2), respectivamente. La coordenada z se escoge de manera
que coincida con el eje mayor del cilindro, dando como resultado que los vectores 7y y 7
se localizan en el plano perpendicular al eje de coordenadas z. Para simplificar el cdlculo,
uno de los vectores se puede escoger a lo largo de la direccién donde el angulo ¢ es cero. El
vector ¥, tiene dos componentes en coordenadas cartesianas, estas componentes se pueden
denotar mediante rfj), y similarmente para 7.

Seguiremos la misma linea que para los casos de las geometrias plana y esférica,
con el propdsito de conocer la primera correccién a la tensién superficial debido a la cur-
vatura media. De nuevo, se considera un perfil escaldn,

pol(r) = pf(R —7) -+ p,8(r — R). (4 37)

El gran potencial toma la siguiente forma:

Qinn = —%/dzldeQ /DM di /0% dqbgfdrlm /d’f'g?’g /000 ds

(s + (s — 22) + (7)) = 1)) Vp(7).V (7). (438)

Después de sustituir el perfil escaldn en la ec. (4.38), resulta una expresién para
el gran potencial en la que debemos tener cuidado en la evaluacién de la integral sobre la
variable @, debido a que estamos integrando una funcién periédica y que toma los mismos
valores en ambos limites: si uno evalta directamente la integral, se anula. Para evitar esto
separamos la integral sobre ¢, en dos partes Esto es

Qc = _i(ﬁﬂﬁR/dSl(R)/_c; dZQ -/(;oodS{./Owdgbgﬁj(S-I- (zl __32)2 +

2R2(1 — o8 4g)) + [ deuib(s + (21 — ) +
2R2(1 — CGS8 ¢2)} (439)
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En la segunda integral sobre ¢9, realizamos el cambio de variable ¢4 = ¢ — 7. Con esto y
después de un cambio de variable donde se elimina la dependencia sobre ¢,, se tiene una
expresidon que no tiene el problema anterior,

2

Qi = Ap)"’R/dSl [ dzgf ds/ l_le B(s + (21 — 2)°

L2RM1 - a) + E(Ap)2Rfd5‘1(R) ]:oodzzfo ds/_] -(—1%
W(s + (21 — 29)% + 2R*(1 + 1)). (4.40)

Elegimos los cambios de variable ¥y = 2R*(1 — z) y ¥’ = 2R%(1 + z)} en cada integral en
z. Con esto notamos que los limites que anteriormente eran de [—1,1} ahora cambian a
[0,4R?). También observamos que el potencial de interaccién con este cambio de variable
ahora es funcién de las variables W(s + 27 + y); esto significa que el valor mds grande que
puede tomar y sin que se anule el gran potencial €5, es del orden del alcance de este
potencial, que por ser de corto alcance es muy pequefio. Por lo tanto, #(R) ~ 0. Este
hecho puede ser utilizado para que en la integral sobre y en el limite superior 4R? pueda
ser extendido a oo sin ningun problema y ademds el radical pueda ser desarrollado de la
siguiente manera '

1 _ y 3y ,
= s TETeR T (441)

Esto da como resultado la siguiente expresién

0, = Ap /dSl / dzlf ds/oo WY (s + 2 +1) (4.42)

.321?2 (80)" [ asu(r / dz [ de dyyii(s + 22 + )

Dos de estas integrales se pueden realizar mediante simples cambios de variable. El resul-
tado que obtenemos es el siguiente

Ap)? oo
Qinp = —/dS{(—é—g—)—?r/U dzztii(z?) — 64R2 / dzz®d(a (4.43)

Como hemos podido ver, el procedimiento para esta geometria ha seguido la
misma linea que para la geometria esférica excepto por algunos detalles técnicos. Conti-
nuando sobre la misma linea, s6lo que ahora para el caso de las cilindricas, tomaremos en
cuenta que uno de los radios de curvatura principales se anula, esto es, debido a que el
radio de curvatura en la direccién del eje mayor del cilindro es infinito. Tenemos ahora
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que J = z%:v y K = 0. Con esto y de acuerdo con ec. (4.2), el gran potencial para las
coordenadas cilindricas se puede escribir como

Q= / [y — 3’;—‘:‘) + -%]. (4.44)

Por simple comparacién de las ecuaciones (4.43) y (4 44}, tendremos las siguientes canti-
dades, para un perfil de tipo escalén, ¢ = 0,

2
) / * dzato(z?) (4.45)
2 0

K

= i(A,c))zar /00 dxz®i(z?). | (4 46)
64 0

, Estos son los resuttados que se obtienen para una geometria cilindrica con un

perfil escalén. Observamos que tenemos la tensién superficial del plano, mds una correccién

debida a la curvatura media. El resultado que se obtiene para la curvatura en coordenadas

cilindricas se puede utilizar para determinar cuanto vale cada una de las constantes de

cutvatura por separado en la intercara esférica.

4.2 Resumen

De acuerdo con los resultados anteriores, v bajo la suposicion de que para grandes radios de
curvatura el resultado obtenido para la constante de cutvatura media de las cilindricas es
el mismo que para las esféricas, podemos calcular cada una de las constantes de curvatura
por separado. Esta suposicidn aparece como correcta va que en todos los casos obtuvimaos
la misma tensién superficial. Esto nos indica que en el limite de radios de curvatura grande
existen propiedades intrinsecas del fluido; no es claro que esta propiedad sea sélo debido al
hecho que estamos usando un modelo de campo medio.

En resumen, para el modelo de van der Waals con un perfil de tipo escalén
hallamos las siguientes expresiones de v, ¢g, &, ¥ E.

oY) S S P :
vE=— ’FT/(; dxx’d(z*), {4.47)
Cp = 0, (448)
_ 3 a_ [ L 50 2
= (Ap) 71‘/0 dzzw{x®), (4.49)
¥
5

- _ 2 % drrSo(2?). A
R 4'64(Ap)7rf0 dzz®w(z®) (4.50)
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En ambos casos, esférica y cilindrica, para un perfil de tipo escalén hallamos
que la curvatura espontanea se anula. Esto indica que no hay correccién a este orden para
un perfil de tipo escaldn y no estd implicando que siempre sea cero.

Podemos observar una simetria en cuanto a la forma de las expresiones obteni-
das para el gran potencial en las tres geomterias que se han estudiado ec. (4.20), ec. (4.26)
v la ec. {4.38). La forma es la misma y se esperaria que esta forma se mantenga para otras
geometrias. Es decir, la geometria se refleja en el argumento del potencial @{|7]), y siempre
aparece el producto punto del gradiente de las densidades evaluadas en puntos distintos de
la intercara. Estas expresiones tienen la ventaja de ser exactas para el modelo de van der
Waals. Por lo tanto los resultados son confiables

Iis muy importante resaltar que, ademds de tener la forma explicita de las
constantes de rigidez, se verifican dos hechos que obtuvimos ya antes: primero, que las -
congtantes de rigidez son proporcionales al cuarto momento de la funcién de correlacién
directa {2 62); v segundo, que las constantes de rigidez son negativas. Este tltimo resultado
ha, sido independientemente hallado por simulaciones numéricas [13], por experimentos [14],
y por nosotros mismos, como vimos en el Capitulo IIL [59].

4.3 Comparacién de resultados

4.3.1 Dietrich et.al

Con el propoésito de llevar a cabo una comparacién de resultados presentados en el resumen
anterior, en esta seccidn se presentan los resultados que se obtienen para las propiedades
interfaciales desde dos puntos de vista distintos. Nos interesa ver el valor que toman estas
cantidades cuando el perfil de densidad se aproxima a un escaldn.

En 1992, Napidérkowski y Dietrich [19] reportaron algunos resultados para las
propiedades interfaciales. Ellos utilizan teorfa de funcionales de la densidad microscédpica
para un sistema inhomogéneo de un fluido simple y derivan una expresién no Gaussiana
para el Hamiltoniano efectivo de una intercara fluctuante liquido-vapor. La aproximacién
estd basada en la separacién que hacen del potencial de interaccién w{r) entre las particulas
en dos partes, una de largo alcance y la otra de corto alcance. Si wy, representa la parte
repulsiva de corto alcance del potencial y wy la parte atractiva de largo alcance del potencial
de interaccion, entonces

w(r) = wa(r) + wr). {4.51)

A contianacion se reemplaza el potencial esféricamente simétrico w(7) por
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que también es esféricamente simétrico. El resultado que se obtiene es que el gran potencial
se puede escribir como

Q{7 T, s {w(@} AV () = [ dfalp(?), T) +
ksde fd""P 7) () eBun (P71} (1 _ g=BuillF~71)
- ,u,_/drp 7Y - /drp (A V(F) (4.53)

donde las variables gy, T, p, son las mismas variables termodindmicas que se han manejado
hasta el momento en este capitulo; f, es la densidad de energia libre de un sistema de
‘referencia con densidad p. La forma del gran potencial (4.53) resulta de reemplazar la
“funcién de distribucién de dos particulas por su limite de baja densidad.

, El ohjetive de ese trabajo es el cédlculo del Hamiltoniano efective para la in-
“tercara; teniendo la expresién del hamiltoniano aproximan el perfil de densidad como un
“escalén y las propiedades interfaciales pueden ser identificadas con més facilidad. Dicho
Hamiltoniano estd dado por

H({f}) = [ dRho(R,{}). | (4.54)

donde

Wl 1) = 30— o [ [z [ aagr - ), (4.55)

donde p; ¥ pu, son las densidades del liguido y vapor respectivamente. La ec. {455), no
considera campo externo. La ec. (4.55) tiene dos caracteristicas

DH({f +cte.}) = H({f}),
2V H{f =cte.})=0.

La primera propiedad indica que en un sistema liquido-vapor en coexistencia
de tamano infinito, el costo de energfa libre por un corrimiento uniforme de la intercara
en una distancia arbitraria es cero. La segunda propiedad significa que el costo extra en
energia libre descrita por el Hamiltoniano efectivo es cero para una intercara plana Las
caracteristicas anteriores las satisface el siguiente Hamiltoniano efectivo fenomenoloolco de
la intercara [3, 52, 60, 61, 62]

HOUSY) =% [ do [y [T+ (V77 -1]. (4.56)
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La ec. (4.54) se reduce a (4.56) [19] Localmente la forma de la intercara descrita por la
funcién f{r,y) estd dada por la curvatura media H{z,y),

fm:c(l + f;) + fyy(l + fa:xQJ - wayfxfy

H = , 4.57)
L+ 2+ ) (
y por la curvatura Gaussiana K{z,y),
_ s
f{ .f:c:cfyy f;)::y (458)

T (FfEe 7

Si una expansién en gradientes es efectuada en el Hamiltoniano efectivo {4.54), después
de una resumacion parcial obtienen que el término principal del Hamiltoniano efectivo es
proporcional al incremento de drea de la intercara, relativo a la configuracién plana. Los
siguientes términos principales son proporcionales a las curvaturas medias y Gaussiana
respectivamente. El Hamiltoniano efectivo finalmente queda como

H{F) —a;gtfdm/dy (S1+(Vf)2-1)

o [ do [ ay T (9 P2AH? - —K] (4.59)

donde
K= BW Ap) f drr®i{r) \ (4.60}
ot = - (ap) fﬂ ” drrda(r?). (4.61)

Podemos ver que la ec. {4.61), que representa la tensién superficial obtenida en esta
aproximacién, tiene el mismo valor que el que se obtuvo en nuestro trabajo de las geometrias
plana, esférica y cilindrica ec. {4.47), y como se esperaba los resultados deben ser los mismo
a este nivel. *

Sin embargo, debemos notar que en la expresién del Hamiltoniano efectivo
ec. (4.59), la cantidad H? — %K, para el caso de las esféricas tendria el valor 3R2, que
multiplicado por la éc (4.60), tiene el mismo valor que se encontrd para la suma de las
constantes de curvatura en las esféricas ec. (4.35), pero con el signo cambiado. Para las
cilindricas H* — 1K = 5. Por lo tanto, hallamos que nuestros valores y los de Dietrich
et al [19] difieren tanto en valores nimericos como en signos.
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4.3.2 Blokhuis et al.

Los trabajos de Blokhuis et al. [20] son los que mds se aproximan al modelo original de
van der Waals, con la, diferencia que utilizan la aproximacién de Fisher y Wortis [22) para
comparar sus resultados con cantidades planares. La combinacién de las ideas de van der
Waals con las de Fisher Wortis permite obtener resultados interesantes sobre todo porque
se pueden comparar con las cantidades del plano. Aqui queremos mencionar los resultados
mds recientes (1998) que se obtienen de esta manera [20].

La idea es utilizar el Hamiltoniano de Helfrich [16], que propone una estructura
para la energia libre de superficie en potencias de las curvaturas principales ¢; y ¢3. En
términos de la curvatura media J = £; + ¢, ¥ la curvatura Gaussiana K = ¢y, 1a expresion
usada por tales autores es

Hypp = /dAlfy ~ Reod + ZJ? 4 RE + -+ (4.62)

donde « es la tensién superficial, ¢y es la curvatura espontdnea, x es la constante de rigidez
de flexidén y & es la constante de rigidez de la curvatura Gaussiana. Los términos de segundo
orden dependen de la geometria de la gota, si es esférica o cilindrica. La energia libre por
unidad de drea para una intercara esférica es

J; 1 1 |

——:Tsf- =y — 2'7(5‘}_{' -+ 25 + REE + (4.63)
y para una intercara cilindrica

He 1 11

donde ¢ es la longitud de Tolman., En esos trabajos toman el punto de vista de que la
correccion de primer orden en la curvatura es la longitud de Tolman en vez de la curvaturs
espontdnea. Dichos autores, Ref. [20], relacionan la curvatura espontdnea por xey = —d,
El subindice esf indica simetria esférica en tanto que cil denota simetria cilindrica..

En esos trabajos el exceso de energia libre de una intercara curvada de un
sistema liquido-vapor en coexistencia, se supone que tiene la forma

PUl = [ {0l - Sulpls) - o]+
) ] | |
Lo7) [ aro()lot + 7 - p(f‘)]-}. (4.65)
Ll exceso de energia libre f(p)} tiene dos minimos iguales, en cada una de las densidades

de coexistencia del bulto y es el costo de tener un fluido con una densidad uniforme p
localmente. A es la diferencia de potencial quimico entre una superficie curvada y una
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superficie plana; py(7) es igual a la densidad del bulto liquida p; para 7 < Ry a la densidad
del bulto de vapor p, para r > R. @(7) = ¢(r) es la parte atractiva del potencial de
interaccién entre las moléculas.

Minimizando la energia libre se obtiene

P = b+ [ aFop( +7) — ()] = 0, (4.66)

Para las geometrias esféricas y cilindricas, el perfil de densidad p(7) depende unicamente de
la distancia r, por lo tanto p(7) = p(r). En el caso de la simetria esférica podemos escribir

) = s 4 — (1—5)(‘1—5§1>+---, (4.67)

TJ

donde s = cos# es el coseno del angulo entre @ y 7. El argumento para el desarrollo es que
' es mucho mayor que r. Este desarrollo permite escribir el perfil de densidad como

W7D = oot s+ =) (1= ) 7+ o)+

A s\ 2 .
(1—s32 (1=} "+ +sr)+---. (4.68)
82 ad

Ahora definiendo z = v — R, donde R es el radio de la superficie divisora, el
rango de z es de —oc a oo en el limite en que R — co. La densidad y el potencial quimico
se expanden en potencias del inverso del radio de la gota R, resultando

1 1

plz) = polz) + ;{z) 5 + pale) 5 4 (4.69)
1

Ap = ﬁyq 7 + AJUQE e (470)

donde la diferencia de potencial quimico Ayy es cero. pp{z) es el perfil de densidad de
la intercara plana. El procedimiento para obtener las propiedades interfaciales consiste
primero en sustituir la ec. {4.68) en la ec. (4.66); luego, en la cantidad resultante se
sustituye la ec. {4.69) y ec. {4.70) y exigiendo que los coeficientes en potencias de % se
anulen, se obtiene un conjunto de tres ecuaciones que por simplicidad no se escribe pero
que se puede consultar en la Ref. [20]. Posteriormente se repite el mismo procedimiento en
la ec. (4.65). Esta ltima expresién se compara con la energia de Helfrich para la intercara,
esférica (4.63), v se identifican las propiedades interfaciales:

v = /dZ{ )+ pa fdrqé (r}po(z’ + sr) = pol2 )]} (4.71)
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6 = - {z’f@o(z'))—%%[po(zv—po,b(z’n-r- - un

@) [ s [tz 41 = )]+ 3770 = (2 + )] |

2k + R = f _dz’{z'gf {po(2")) — 22/ Bpa[po(2’) — posp(2)] —
Apialpo(#') — pop(2)] - ‘é‘ﬁul[ﬂl(zf) — p1p(2)] +

%Po ’)/dw [ [po(Z' + s7) — po(&)] —

; 2(1 — sl (2 + s7) + %rz(l — %) (7 — sr)ph(2 + 1)
+é—r“(l = s pi(2 + sr)” (4.73)

Estas complicadas ecuaciones no parecen conocidas. Sin embargo, mediante un
tedioso proceso algebraico pueden ser simplificadas, al menos, las dos primeras ecuaciones
y el resultado que se obtiene es

v=~3 [ [ aretr)R( - () + sr) (474)

E = —-/dz: /drqb 201 — §2) ('), (2" + s7) (4 75)

la ec. (4.74) cuando se evalua para un perfil de tipo escaldén ec. (4.21) resulta la misma’
expresidn que se obtiene en el caso del plano (4.23). En tanto que laec. (4.73) que Blokhuis
et.al [20] identifican como la longitud de Tolman, en general se conoce como la curvatura
espontanea y ésta se anula para un perfil de tipo escalén. Esto estd de acuerdo con nuestros
resultados.

El procedimiento para realizar esta aproximacién en la intercara cilindrica sigue
la. misma linea que en e] caso de las esféricas. El resultado que se obtiene para la rigidez
debido a la curvatura media x, es utilizado con la ec. (4.73) para conocer la rigidez que
es debido a la curvatura Gaussiana . Sin embargo, evitamos escribirla debido a que el
procedimiento para reducir estas cantidades es bastante tedioso y queda indeterminado en
el sentido de que hay cantidades como p;, Ay, etc., que no es claro su significado fisico.
Por lo tanto, no es posible dar una expresién més familiar de £ y &, que permita comparar
los resultados obtenidos. |
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4.3.3 La aproximacién de Fisher-Wortis

Es necesario sefialar que ain cuando las expresiones obtenidas para el gran potencial (4.20},
(4.26) y {4 38) se han evaluado para un perfil de tipo escalén, no significa que sean validas
tnicamente para este tipo de perfil. Estas expresiones son vélidas en general para cualquier
tipo de perfil. De aqui resulta interesante evaluar cada una de las cantidades en otra
aproximacion al perfil, como una primera aproximacién en un desarrollo en el cociente
entre el alcance de potencial y los radios de curvatura. Una aproximacién tentativa podria
ser la propuesta por Fisher y Wortis [20, 22] pero con el formalismo usado en el presente
trabajo. Debemos tener en cuenta que la aproximacion sugerida en el trabajo de Fisher
y Wortis es una aproximacion basada en la libertad de poder suponer que, para grandes
radios de curvatura R, la tensidén superficial se comporta de la siguiente manera

20 )
PR
donde v €s la tensién superficial del plano, R el radio de curvatura, § es la correccion a
primer orden de la tension superficial debido a la curvatura, y a la correccidén de segundo
orden.

75 3R] = tusll - +o | (476)

El trabajo de Fisher y Wortis se enfoca sobre gotas esféricas, atin cuando se ha
utilizado también para cilindricas [20]. Sin embargo, con el propésito de llevar a cabo una
comparacion apegada a las ideas originales de la aproximacién [22], realizamos el cdlculo
sélo para la geometria esférica utilizando nuestro resultado obtenido para el gran potencial
ec. {4.26). Lo tdnico que tenemos que hacer es introducir la aproximacién sobre el perfil y
sobre el elemento de volumen. De acuerdo con esta aproximacién, para grandes radios de
curvatura R, el perfil de densidad se puede escribir como [20]

P = 5h(2) + mAh(2) + mhle) + - (77

donde se ha definido z = » — R. El elemento de volumen también cambia ante esta

transformacidn; este se escribe '
- , . 2 . 9 2 Zg

di¥ = dpdf sin fr°dr = dpd@sin R (1 + QE + =) (4.78)

Al realizar esta aproximacién en la ec. (4.26), nos va a permitir comparar los
resultados que se obtienen con los obtenidos por Blokhuis et al. [20], quien ha explotado
ampliamente la hipétesis de Fisher y Wortis.

De acuerdo con los trabajos de Blokhuis et. al. [20], es conveniente manejar
la aproximacién sobre una sola variable; para esto utilizan el hecho que el potencial de
interaccién es de corto alcance, que a su vez, nos permite decir qué cantidades son grandes
o pequenas. En la comparacion que realizamos aqui, tomamos ese punto de vista. Primero,

en la ec. (4.26) realizamos un cambio de variable, lo cual nos permite dejar el potencial
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de interaccién como funcidn de una sola variable. Esto es similar a lo que utiliza Blokhuis
[20]. La expresién resultante es

Vot = 5 [ 07 [ 77 (o7 = ¥)Bapl(77) = A1) Bup(17 + 7D} (479)

El paso de la ec. (4.26) a la ec. (4.79) puede consultarse en el Apéndice C.

Esta dltima forma nos permite manipular el petfil como funcidén de dos varia-
bles. Ya que la ec. (4.79) introduce una constriccidén sobre 7 (i.e. 7 es del tamano del
alcance del potencial} esto implica que |7] > |7|. Utilizando este hecho, tenemos

. 1 12 ,rl
|'r-i—1"|:7‘—+—r’3+~2~%—(1—32)(1—?5)+... (4.80)

Utilizamos la ec. (4.80) para realizar un desarrollo en serie de Taylor del perfil;
el resultado que se obtiene es

2 ’
plF =) = p{r —sr') + 51 )1+ s=)p (r = sr') +
(;:(1 — 891+ s%)gp”(r — sy + ... (4 81)
¥
P+ 71) = A+ 51 + (1 = (1 = sT)l o + 57 +
%gi(l ~ s52(1 - sg)gp’”('r' +sr') 4+ ... (4.82)

Abora, sustituyendo en la ec. (4.79), realizando las operaciones algebraicas, y manteniendo
términos hasta orden -, obtenemos

Q= 5 [ [P olr — 1)~ Hlr 4 57)ple) +

(r')? 2 ST n (r)? 2y st ;
—-é;-(] - s M1+ =)p(r)p(r —sr') — 5 (1—s%)p"(r + sr')p(r)
+(g;): (1 -1+ -7;3)2;3”(7" — s () + (;233(1 — 57
20+ 5)olr) = 01 026 (4 ar)otr) +
(Tf)z 2y 7 7 (,',,J)S 2\2 /
5oz (L= )0+ 57)p(r) + 5-s{1 = &°)p (r +57')0(r)
(’rl)‘i 242 ¢ - (T’)S 22 '
g (1= 850" (1 4 sr)o(r) = 5=8(1 = %) (r + s77)p(7)
6 o,
+518%(1 =81+ s)d(r)p (r — s7')} (4.83)
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Hasta aqui se ha explotado el hecho |F] > |7|. Sin embargo, el objetivo es
comparar las geometrias esféricas p(|7]) y planas p(z); para este fin utilizamos las aproxi-
maciones sobre el perfil de densidad (4.77) y el elemento de volumen (4.78) en la ec. {4.83),
teniendo en cuenta que ésta es la aproximacién sugerida [22]. Asi que de manera similar a
la ec. (4.77}, tenemos

Pllr+sr’) = pylz + sr') + =pi (2 + 87"} + = polz + s7'). (4.84)
Sustituyendo todas estas expresiones en la ec. (4.83} y quedandonos a orden -l;%-g-, se obtiene
una gigantesca expresion que por simplicidad evitamos aqui. Sin embargo, la expresién
puede ser modificada mediante sencillos cambios de variable (ver Apéndice C). El resultado
final después de estas operaciones es

Vs = 5 [t [y [ @R+ (z - yf"){(R*J? - A0 -

b)) + L) ()]~ s V) + AL (Al () +
(@) P (y) — (&° + y*)m (33)90(@/)_2%00(1"):00(11”"['
+5 @ =PI (485

Este es el resultado que se obtiene después de haber realizado una aproxima-
cién de Fisher y Wortis en la ec. (4.26). Observamos que los dos primeros términos son
exactamente los mismos que obtiene Blokhuis et. al. [20], y que corresponden a la tensidn
superficial y a la longitud de Tolman (en la notacién de Blokhuis et. al.) ecs. (4.74) y
{(4.75). Esto puede ser verificado si en las expresiones de Blokhuis et al, ecs. (4.74) y (4.75),
se realizan los mismos cambios de variable que permiten escribir la ec. (4.85) (ver Apéndice
C).

Pero ademas, la ec. (4.85) tiene los términos de correccién debidos a las cur-
vaturas media y Gaussiana, éstos son los términos que van como erz-. La expresién (4.85)
es mucho mds sencilla que la de Blokhuis et al. [20], y por inspeccién hemos hallado que
algunos términos no se reducen a los de la ec.(4.85). Por otro lado, esos autores han re-
portado que las expresiones para k aparecen con signos positivos, en clara discrepancia con
los signos negativos que nosotros hemos encontrado. Creemos que las diferencias se deben,
entre gtras posibles causas, a la eleccion de la superficie divisora de Gibbs; aunque la dis-
crepancia podria tener su origen también en los procedimientos diferentes que ese grupo y
el nuestro han seguido para identificar 1a energia libre de superficie.

Esta diferencia en los resultados obtenido para las rigideces, claramente man-
tiene abierto ¢l problema de la intercara liquido-vapor. Esta podria ser una buena tarea
que nos mantenga ocupados en el futuro.
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4.4 Comentarios finales y trabajos futuros

Debido a que en el analisis realizado se utilizé un tensor de esfuerzos vélido para cualquier
funcional de la densidad, podemos afirmar que para el modelo de van der Waals hemos
obtenido expresiones exactas del gran potencial ec. (4.20), ec. (4.26) y ec. (4.38), para
las geometrias planas, esféricas y cilindricas respectivamente. Estas representan el costo de
energia para mantener el sistema en tales estados de coexistencia. Cuando aproximamos
el perfil de densidad por el del escalén, obtenemos resultados de manera rigurosa, dados
por las ecs. (4.47), (4.49) y (4.50). El resultado que se obtiene para la tensién superficial
ec. (4.47) estd de acuerdo con los que se obtienen por otros procedimientos 20, 19} Esto
no ocurre con la rigidez £ que es debida a la curvatura media, ni con la rigidez K que es
debida a la curvatura Gaussiana; por ejemplo, al comparar con los resultados obtenidos
por Napiorkowski v Dietrich notamos una diferencia en cuanto a los signos. Sin embargo,
el signo negativo encontrado en nuestros resultados para x v &, estd de acuerdo con los
resultados experimentales {14}, con las simulaciones nimericas de dindmica molecular {13],
y con el resultado para la rigidez de flexién en el Capitulo ITL

En general, los resultados estan de acuerdo con los que se obtienen por distintos
puntos de vista.a orden %; por ejemplo, los resultados que obtiene Blokhuis [20] (usando
la. aproximacién de Fisher y Wortis) para la tensidn superficial ec. (4.74) y la longitud de
Tolman (curvatura espontanea) ec. (4.75), se reducen a los que hemos obtenido cuando se
evalian para un perfil escalén, como se muestra en la ec. (4.47) y la ec. (4.48) A orden
;%—5, la divergencia en los resultados continta, y hasta el momento no hay una razdén fisica
contundente que permita explicar el origen de esta divergencia; esta es una tarea pendiente
en este problema.

Queremos mencionar también que las ecs. (4.20), (4.26) y (4.38) obtenidas
para el gran potencial tienen la misma forma, a pesar de representar distintas geometrias;
es decir, son simétricas en cuanto a la forma. Pensamos que esta simetria se mantiene
en general para cualquier supetficie curva en la aproximacién de van der Waals. Para
convencernos de esto proponemos realizar primero un calculo para una geometria esferoidal,
que es un poco mas general que las que se han trabajado aquf; y si la forma se mantiene
en este (ltimo caso se buscard demostrar la generalidad de este resultado.

Finalmente, se tratard de obtener cada uno de los valores de las rigideces de
manera independiente, como el resultado principal de este Capitulo, pero para un perfil
mas general. En este sentido, la aproximacién de Fisher y Wortis aplicada a las geometrias
esféricas y cilindricas es una alternativa, alinque no es la dnica.
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Capitulo 5

Conclusiones

La descripcion del estado de coexistencia liquido-vapor de una sustancia pura de un sdlo
componente es uno de los problemas m4s importantes e interesantes en la fisica estadistica
de los fluidos inhomogéneos. En esta tesis se han estudiado dos aspectos interesantes de
este problema, los cuales nos han permitido entender mejor las propiedades de los fluidos
inhomogéneos: El primero es el de 1a intercara plana en el limite termodinémico cuando la
aceleracidn gravitacional tiende a cero y el segundo problema comprende el calculo de las
expresiones microscopicas de las propiedades interfaciales como son, la tensién superficial,
la curvatura esponténea, la rigidez de flexion debido a la curvatura media v la rigidez de
flexidén debido a la curvatura Gaussiana. _

Para estudiar el comportamiento de la intercara plana en el limite de gravedad
tendiendo a cero, supusimos que el costo de la energia debida a las fluctuaciones térmicas
en forma de ondas capilares, puede ser aproximadamente descrito por el modelo A¢?, donde
# es la amplitud local de la intercara. Esta hipdtesis es soportada por las conclusiones de
Wertheim [4], quien demuestra que para gravedad tendiendo a cero la intercara desarrolla
correlaciones de largo alcance, que es equivalente a decir que la longitud de correlacién
diverge, indicando un comportamiento de tipo critico. Esta es la explicacion de la diver-
gencia logaritmica del ancho de la intercara en d = 3, predicha por el modelo cldsico de
ondas capilares, ya que dicho modelo identifica el ancho de la intercara con la fluctuacidn
cuadratica media de la amplitud ¢. Lo interesante del uso del modelo A¢* es que se pueden
utilizar las herramientas del grupo de renormalizacién, lo cual nos ha conducido a nuevos
e interesantes resultados. _

Notamos que ¢l resultado exacto de fluidos inhomogéneos (LMBW) nos rela-
ciona la funcién de correlacidn directa con el campo externo, C:“(Cj =0) = Qﬁ%‘ﬁ, y podermos
ver que esta funcién se anula cuando el campo gravitacional tiende a cero. El equivalente
de C'(Q) en la teoria usual de los fenémenos criticos es el factor de estructura que, a vector
de onda cero, es el inverso de la susceptibilidad; esta Gltima cantidad, como sabemos, se
anula en el punto critico |8, 9, 10]. De aqui se da un paso importanie en la realizacién de
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este trabajo, al identificar que la gravedad, excepto por unas constantes, es el inverso de la
susceptibilidad. ; N
' Cerca del punto critico la funcién de correlacién C(Q) se escala como C(G€),
donde € es la longitud de correlacién de tipo Ising. Por otro lado, usando el grupo de
renormalizacién, calculamos la funcién de dos puntos FR(Q), Con esto se obtiene la identi-
ficacién mds importante al exigir que la funcién de dos puntos renormalizada en momento
externo cero ['z{Q = 0) sea igual a la funcidn de correlacién directa real C(Q = 0). Esta
identificacién conduce al resultado principal de este trabajo, en lo que respecta al problema
de la intercara plana. Se encuentra que la dependencia de la longitud de correlacién € con
la gravedad g, se escala como & ~ g“ﬁé'ﬂ ec. (3.75). Esto difiere de los resultados de
campo medio en el que la longitud de correlacién es la longitud capilar cldsica [5]. Con este
resultado encontramos que si n = 0, se recupera la longitud capilar cldsica, que indica un
comportamiento de tipo cldsico.
- Sin perder de vista que las expresiones microscopicas de la tensién superficial
ec. (2.60) y la rigidez de flexién ec. (2.62) dependen del estado termodindmico del sistema
[17], debido a que son cantidades derivadas, entonces cualquier modificacién del campo
externo debe reflejarse en estas cantidades. De aqui que para gravedad tendiendo a cero,
el grupo de renormalizacién permite encontrar la dependencia de estas cantidades como
funcidén de la longitud de correlacidn £, y en consecuencia de la gravedad g. Sin duda, el
resultado mds sorprendente es el de la tensidn superficial que se escala como 7y ~ gﬁf?..
Podemos ver que este escalamiento no es de tipo cldsico ya que el escalamiento depende
directamente del exponente anémalo 7. Pero si el exponente n = 0, se recupera el resultado
de campo medio vy, ec. (3.7), es decir un valor constante. Lo mds interesante de este
resultado es que esta divergencia en la tensién superficial indica que la energia libre no
favorece grandes ondulaciones de la superficie. Esta divergencia también fue encontrada
por Robert [12], quien argumenté que el segundo momento de la fincién de correlacién
directa transversal, C(z, #/; |I%l), no existe para d < 3 en gravedad cero. La conclusién de
Robert es que no hay separacién de fase sin campo externo para d < 3.

De nuestro analisis también se encuentra una expresién para la rigidez de fle-
xién como funcién del campo externo, ec. (3.77), que ademds de ser negativa, indica una
divergencia cuando la gravedad se hace pequeiia. FEl signo negativo de la rigidez de fle-
xién favorece grandes curvaturas de la intercara. Conforme g — 0%, la rigidez de flexién
crece mas rapido que la tensidn superficial, de tal manera que pueden resultar grandes
ondulaciones de la superficie. Il signo negativo de la rigidez es confirmado por resultados
experimentales {14] v por resultados de simulacién ndmerica de dindmica molecular {13].
Este mismo signo es obtenido en los resultados del Capitulo IV, para la rigidez de flexidn,
en campo medio. En resumen el signo de la rigidez de flexién es indudablemente negativo.
De nuevo, si el exponente i es cero, el resultado esta de acuerdo con las predicciones del
modelo extendido [7]. | o
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El comportamiento asintético de la tensidn superficial y de la rigidez de flexidn
como funciones de la longitud de torrelacidn, en el limite de gravedad tendiendo a cero,
confirma la hipdtesis del comportamiento critico de la intercara. Sin duda la confirmacion
mas importante de los resultados ec. (3.75), ec. (3.76) y ec. (3.77), debe venir a través de
los experimentos. Para llevar a cabo estos experimentos se debe tomar en cuenta que el
analisis se ha realizado es para gravedad tendiendo a cero y tamano del sistema infinito. Sin
embargo, tal parece que en los experimentos de microgravedad realizados en la actualidad
[55], las condiciones termodindmicas son tales que el estado liquido-vapor que se obtiene
permanece en forma de gotas de una fase dentro la otra; esto se debe a que las paredes del
sisterna actlian como campo externo. Para realizar la comprobacién de nuestras prediccio-
nes, la intercara debe permanecer fija, en tanto que la longitud de cotrelacidn € debe ser
pequena comparada con las dimensiones del sistema, para un valor dado de la gravedad.
Esto es necesario para poder simular el tamafio infinito del sistema.

Recientemente, fue criticado el andlisis que hemos realizado para la intercara
plana, en el limite de gravedad tendiendo a cero [49]. La razdén de esta critica al trabajo
del Capitulo ITI, ha sido aclarada [50]. Por nuestro lado, efectivamente reconocemos que
los resultados se obtienen en base a una proposicién “atrevida”, pero que es justificada por
las predicciones experimentales, de dindmica molecular y de campo medio [3, 4, 13, 14]. A
pesar de que los resultados obtenidos son congruentes con estas predicciones, de ninguna
manera consideramos que todo esté dicho en este problema. Por el contrario, reconocemos
que la clase de universalidad de Ising puede no ser la correcta. En este sentido una tarea
pendiente podria ser la bdsqueda de otras clases de universalidad que permitan dar una
explicacion mis completa de este problema o bien construir un grupo de renormalizacién
funcional que permita estudiar el comportamiento de la intercara. Otra tarea pendiente es
el andlisis de la regién de Ginzburg.

En lo que concierne a la descripcién de la energia libre para describir las in-
tercaras curvas seguimos la ruta del tensor de esfuerzos. La clave para esta aproximacidn
consiste en considerar que el sistema se encuentra en equilibrio termodinamico, que im-~
plica tener equilibrio térmico, equilibrio quimico y equilibrioc mecanico. Para un fluido
inhomogéneo la condicion de equilibrio mecénico se traduce en una ecuacién de balance de
fuerzas ec. (2.130), que expresa que la divergencia del tensor de esfuerzos es equivalente
a (menos} la fuerza externa por unidad de volumen. Este hecho ya ha sido utilizado en
el andlisis de la intercara por la ruta del tensor de esfuerzos [1, 17]. En el andlisis aqul
realizado hemos utilizado la expresién mas general del tensor de esfuerzos que representa
la inhomogeneidad (2, 32], y éste puede ser calculado con cualquier energia libre que re-
presente al fluido en cuestién. En este caso utilizamos la energia libre del modelo de van
der Waals. La ventaja de utilizar este formalismo es que, a pesa,r de ser de campo medio,
obtenemos resultados de primeros principios. _

Usando estas herramientas, derivadas de la teoria de funcionales de la densidad,
hemos considerado intercaras liquido-vapor con geometrias planas, esféricas y cilindricas,
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para el cdlculo de las expresiones microscpicas de las propiedades interfaciales. Con este
esquema hemos stdo capaces de obtener las expresiones exactas del gran potencial para
el modelo de van der Waals en cada una de las geometrias antes mencionadas, ec (4.20),
ec.(4.26) v ec. (4.38). De la expresién del gran potencial de la intercara plana, un resultado
que se obtiene de manera exacta es la tensién superficial cuya expresidén es la misma que
obtuvieron Triezenberg y Zwanzig [29] ec. (2.60); el énfasis que hacemos es que esos autores
lo obtuvieron por la ruta de las fluctuaciones y vemos que el mismo resultado se obtiene
por la ruta del equilibrio. '

Las expresiones exactas del gran potencial arriba mencionadas fueron evaluadas
mediante la aproximacién de un perfil de densidad tipo “escalén”, que consiste en suponer
que la intercara tiene ancho infinitesimal; esto limita el cdlculo a intercaras con radios de
curvatura muy grandes comparados con el ancho real de la intercara. Con esta aproximacién
del perfil de densidad se pueden distinguir las distintas contribuciones en el gran potencial,
correspondientes a la tensidn superficial, a la curvatura espontinea y a las rigideces de
flexion y gaussianas. Para obtener cada una de las expresiones microscdpicas de estas
propiedades interfaciales, con su factor niimerico correspondiente, suponemos que el gran
potencial que es debido a la parte inhomogénea tiene la estructura de la energia libre de
Helfrich para cada una de las geometrias consideradas. Al comparar estas expresiones, ec.
(4.33) y ec. (4.44), con las que se han obtenido al aproximar el perfil, ec. (4.32) y ec.
(4.43), se identifican las propiedades interfaciales.

El resultado que se obtiene para la tension superficial en esta aproximacién
ec. (4.47), es el mismo en cada una de las geometrias; cabe mencionar que este valor es
el mismo que se obtiene por procedimientos distintos [19, 21, 20] al aqui considerado. En
nuestro caso la curvatura espontanea es cero, es decir que no hay correcion de primer orden
a la tensién superficial. Si uno considera un perfil més general, la correccién de primer
orden surge [20].

Para el calculo de la rigidez debida a la curvatura media y de la rigidez debida
a la curvatura Gaussiana, que son independientes, se considerd que para grandes radios de
curvatura, tales rigideces son las mismas tanto en la geometria cilindrica como en la esférica
Esta suposicién conduce a dos ecuaciones, ec. (4.35) y ec. (4.46), de donde obtenemos los
dos valores buscados. Las expresiones microscépicas que hemos obtenido para la rigideces
debidas a las curvaturas media y Gaussiana son negativas en la aproximacién del perfil
escalén ec. (4.49) vy ec. (4.50}). Estos resultados estdn de acuerdo con el signo encontrado
en el Capitulo ITT para la rigidez de flexidn, que es el mismo que indican los experimentos
[14] y las simulaciones numéricas [13]. Cuando estos valores son comparados con los que se
obtienen desde otros puntos de vista [19, 20], se nota una discrepancia en el factor numérico
y en el signo. Queremos sefalar que en el procedimiento que hemos utilizado para el cédlculo
de las propiedades interfaciales, la superficie divisora de Gibbs es localizada en la regién
donde el gradiente del perfil de densidad Vp(7) es distinto de cero. Esto no da lugar a
suposiciones arbitrarias en cuanto a su localizacién, debido a que una eleccidn arbitraria
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de la superficie divisora de Gibbs es reflejada en las curvaturas de segundo orden [56}; es
decir, los resultados parecen depender de la la eleccién de dicha superficie. Esta podria ser
la razén de la discrepancia en los valores de las rigideces, con respecto a los trabagos de
Blokhuis y Dietrich {19, 20, 21].

A pesar de los resultados interesantes que se han obtenido, estos no son su-
ficientes para dejar cerrado este problema tampoco. Por el contrario, el problema de las
intercaras curvas continla como un problema abierto debido a que no es postble conocer
el perfil de densidad de manera exacta; asi que se pueden realizar otras aproximaciones
al perfil, en las que, por ejemplo, la curvatura espontdnea sea distinta de cero [20, 22].
Por otro lado, hemos visto que el esquema del equilibrio recupera la misma expresion de
la tensién superficial obtenida por (TZ) ec. {2.60), que es un resultado de la ruta de las
fluctuaciones. Otra tarea pendiente en este problema, podria ser recuperar mediante el
esquema del equilibrio 1a expresién de la rigidez de flexién obtenida por la ruta de las
fluctuaciones [17].

. Finalmente, los problemas contemplados en esta tesis permaneceran como pro-
blemas abiertos mientras no se establezcan un mayor nimero de resultados rigurosos.
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Apéndice A

Un Resumen de Funcionales de la
Densidad

A.1 Funcilones de Onda

En el Capitulo I se ha presentado la teoria de funcionales de la densidad para el ensemble
gran canonico siguiendo el punto de vista de Mermin. Sin embargo, en este Apéndice sc
presenta agrandes rasgos el procedimiento original seguido por Hohenberg y Kohn en la
construccion de la teoria de funcionales de la densidad en general Se muestra como la
utilizacién de estas ideas conduce al mismo resultado obtenido por Mermin. La diferencia
esencial entre este procedimiento y el seguido por Mermin es que este tiene un enfoque
cuantico. Como se verd a continuacion.

Los principios de la teoria de funcionales de la densidad son convenientemente
expuesto haciendo referencia a la teoria convencional de funciones de onda {25]. Pot lo
tanto algunas notas sobre mecdnica cuantica elemental es conveniente, para este fin hemos
considerado escribir un hreve repaso de algunos conceptos de la mecanica cudntica, en
el cual también se realizan algunos detalles sobre los resultados més importantes que se
mencionan aqui.

La teorfa de funcionales de la densidad permite reemplazar la complicada fun-
cién de onda de N-electrones W(x,,xy,...,2x) ¥ la ecuacion de Schrédinger asociada por
una densidad de electrones p{7) ademds de su esquema de calculo asociado.

Cualquier problema en la estructura electrénica de la materia es comprendida
por la ecuacién de Schrédinger incluyendo el tiempo. Sin embargo, en muchos casos uno
estd interesado en la interaccién con dtomos y moléculas independientes del tiempo, asi
podemos enfocarnos en la ecuacion de Schorddinger independiente del tiempo.
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Para un sistema aislado de N-electrones, 4tomos o moléculas en la aproximacion
no-relativista de Born-Oppenheimer, esta dado por

HY = EV (A1)

donde E es la energia electrénica , ¥ = (7,7, ..., 7,) es la funcién de onda y H es el
operador Hamiltoniano

=N . i=N . i=N 1
H= Z ———V YD eF) 4+ D> — {A.2)
2 i=1 i<q Ir?;j

en la cual
v(73) = Z

es el potencial externo actuando sobre el electrén 4, el potencial debido a nucleos de car-
ga Z,. Las coordenadas r; del electrdn ¢ comprende las coordenadas espaciales &; y las
coordendas de espin s;. La ec. (A.2) puede ser escrita de manera més compacta como

H=T+V,+ Ve (A.4)
donde

Z,
o~ (A.3)

(-5 (A5)

n
i

es el operador de energia cinética
N
S ol (A6)
=1

es el operador de energia de atraccidn electrén-nucleo y

Z = (A7)

z<;'
es el operador de energia de repulsion electrén-electrén. La energia total W es la energia
electronica. F' mas la energia de repulsién nucleos-nucleos

Vrm = Z _Zaﬁ

_ (A.8)
a< B chﬁ'

Esto es

W = E + Vi (A.9)
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La ec. {A.1) debe ser resuelta sujeta a condiciones de frontera apropiadas.
¥ debe ser una funcién bien comportada, en particular decayendo a cero en infinito pa-
ra un atomo o molécula obedeciendo condiciones de frontera periédicas para un sélido
regular infinito. |¥?| es una funcién de distribucién de probabilidades en el sentido que
| T (7N, S¥)|?dr? es la probabilidad de encontrar al sistema con coordenadas de posicion 7™
y 7Y 4+ d7¥, y coordenadas de espin igual a §¥. Las coordenadas espaciales son continuas,
mientras que las coordenadas de espin son discretas. Como los electrones son fermiones, ¥
también debe ser antisimétrica con respecto al intercanbio de coordenadas (espaciales y de
espin) de calesquiera dos electrones. Existen muchas soluciones aceptables e independientes
para la ec. {A.1} para un sistema dado. El conjunto de las ¥y es completo y las ¥y, siempre

pueden considerarse ortogonal y normalizado,
/‘I’};\I’ngN = (4] ¥)) = by (A.10)

Cuando un sistema se encuentra en el estado ¥, el promedio de muchas medidas
de la energia es dado por la férmula
| (T|A|T) |
E¥] = % (A.11
T )
ya que cada medida particular de la energia proporciona uno de los eigenvalotes de }fl,
tenernos

E[¥] > E, (A.12)

Un resultado muy importante para construir los funcionales de energfa es la
existencia de un principio variacional para el estado base. Se espera que de la completa
minimizacién del funcional E[¥] con respecto a todas las funciones de onda de N -electrones
permitidas, conduzca al estado base ¥y y la energia E[¥,| = Ey; esto es

Desde este punto de vista cada eigenestado ¥ es un extremo del funcional E[¥]. En otras
palabras, uno puede remplazarla ecuacién de Schriodinger (A.1) con el principio variacional

§EIY] =0 (A.14)

Cuando (A.14) se cumple, también (A.1), y reciprocamente.

En un sistema electrdnico, el nimero de electrones-por unidad de volumen
en un estado dado es la densidad de electrén para ese estado. Esta cantidad es de gran
importancia en esta teorfa; la designamos por p(¥). Su férmula en términos de ¥ es

p7) = N [ [19G, 7, ., 7) Pdsidrs - -driy (4.15)
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Esta es una simple funcion no negativa de tres variables, z, ¥ vy Z. Integrando
sobre todo el volumen nos da el nimero total de electrones,

/ o(F)dF = N (A.16)

En cualquier nucleo atomico de un atomo, molécula o sélido, la densidad de electron tiene
un valor finito; para un dtomo designamos esto con p(0).

Los conceptos anteriores de mecdnica cuantica elemental, pueden ser generali-
zados para llevar a cabo discusiones de estados fisicos que no pueden ser descritos mediante
funciones de onda. Para esto uno asocia con cada estado un vector ket |I), en el espacio
vectorial lineal H, llamado el espacio de Hilbert. La linealidad del espacio de Hilbert permi-
te implementar el principio de superposicién. De manera similar al caso de un vector en el
espacio de tridimensional de coordenadas que puede ser definido por sus tres componentes
en un sistema de coordendas particular, el ket |¥) puede ser completamente especificado
por sus componentes en cualquier representacidn particular. La diferencia es que el espacio
de Hilbert tiene un nimero infinito de dimensiones.

En una correspondencia uno a uno con el espacio de todos los Kets | T), hay
un espacio dual consistiendo de vectores bra (¥|. Para un bra arbitrario (¢ y un ket |¥),
el producto interno {¢|¥) es definido por

(@) =3 ¢" s (A.17)

Esto es en el caso en que ambos vectores estan representados en una base discreta. Sila
representacion se lleva a cabo en una base continua, tenemos una integral en lugar de una
suma, por ejemplo el producto anterior seria

@) = [ & (A()ar (A 18)

El producto interno de un ket y un bra es un namero complejo y satisface

(o0} = (T|®)", (A.19)
esto si
(¥[T) =1, | (A.20)

decimos que ambos el bra y el ket estan normalizados. El bra se dice que sera el conjugado
del ket. Si consideramos ahora una base completa {|f;)}, satisfaciendo las condiciones de
ortonormalidad

{(fil ) = ds5. (A.21)
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Entonces cualquier ket |¥) puede ser expresado en términos de la base de ket | f;) mediante
[T) = DTl fi). (A.22)
i

El producto interno de |¥) con un bra {f|, encontramos la j-esima componente de [¥) en
la representacion de las | f;)

Uy = (fi|¥). (A23)
Si la base es continua la condicién de ortonormalidad llega ser
(A7 = 3(F - 7), {A 24}

donde §(F — ) es la funcién delta de Dirac y para un ket arbitrario | ¥},

v) = [ ¥(@|Adr | (A 25)
y de aqui |
V() = (7T) (A 26)

Agui {7} es precisamente la funcién de onda ordinaria en el espacio de coordenada Un
operador A transforma un ket en otro ket en el espacio de Hilbert

A|T) = |AT) = |T'). (A.27)
El adjunto de A denotado por A*, transforma el cotrespondiente bra,
(W] A* = (49| = (¥, | (A 28)

Un operador es autoadjunto o Hermitiano, si es igual a su adjunto; los operadores que
representan observables siempre tienen esta propiedad. Para un ket y bra normalizados la
ec. (A.27) puede ser escrita como

APy = (19)(¥))| ), (A.29)
y la ec. (A.28) como
(WA = ()9, | (A.30)

Otra cantidad muy importante también es el operador de proyeccién sobre un ket |¥7)
normalizado:

P =1Y)(Y]. - (A.31)
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La propiedad de proyeccién se manifiesta cuando actua sobre un {30) de la ec. (A.22):

B0y = | [)(fil %) = G| f). (A 32)
El operador de proyeccién es idenpotente, esto se expresa como
PPy =P, (A.33)

Sustituyendo la ec {A.23) en la ec. (A.22), observamos que
Oy =D 1AW = (D1 AT (A.34)

Del cual se sigue que

S =X Ri=1, (A.35)

donde [ es el operador identidad. Esta es conocida como la relacién de cerradura. Su
correspondiente expresidn para una base continua es

Jdnmin = [art =1 (A 36)

La utilidad de ia relacidn de cerradura consiste en facilitar enormemente la transformacién

entre diferentes representaciones. Ahora consideremos el efecto del operador A en la ec.
(A 27)

(FIAID) = 3 AIAIR AT = (719, | (A.37)

donde los niimeros complejos (f;lA|f;) forman la representacién matricial de A en la base
de |f,}. Si usamos la base continua tendremos

(1A = [ dra(,PeE) = V'), (4.38)

donde A(7",7) = (P|A|P. La ec. (A.38)} indica que un operador puede ser no local. Un
operador A es local si

A(F,7) = A(F A6 — 7). (A.39)

Si el espin de la particula es incluido, entonces la relacién de cerradura es

[ann i =3 [ arsiersi =1 | (A40)

Con esto, todas las ecuaciones anteriores pueden ser consideradas como si incluyeran el
espin, con el ¥, cambiado por 7, = (7, s).



111

La distribucién probabilidad asociada con una solucién a la ec. (A.1) con el
operador Hamiltoniano Hy viene dado por

Up (1o B )W {Frde - En), | (A.41)

donde se ha cambiado la notacidn de 7 por .
Uno de los objetivos principales consiste en establecer la utilidad de cantidades
de tipo

(L By By, Kafa Bn) = Un (B2 ) U (Brds. En) (A.42)

La ec. (A.42) puede ser vista como un elemento de matriz el cual se Hamard matriz de
densidad. Si # = 7, para toda 1 obtenemos el elemento diagonal ec. (A.41). La ec.
(A.42) puede ser vista como una representacién del operador de densidad en el espacio de
coordenada

| @) (P | = An. (A.43)
Se puede observar que %y es un operador de proyeccién. Para Wy normalizada
tr(n) = /qu(fN)%(fN)di 1 - (A.44)

Una descripcién de un estado cudntico mediante operador, llega a ser necesario
cuando el estado no puede ser representado por una superposicién lineal de eigenestados
de un Hamiltoniano particular Hy. Esto sucede cuando el sistema de interes, es parte de
un sistema cerrado més grande, por ejemplo un sistema macroscépico en equilibrio térmico
con otros sisternas macroscopico. Para estos sistemas no es posible tener un Hamiltoniano
completo, conteniendo nicamente sus propios grados de libertad. Por lo tanto impide la
descripcién por funciones de onda.

Un estado se dice que es puro si puede ser descrito por una funcidén de onda
y es mezclado si no puede ser descrito por una funcién de onda. Un sistema en estado
mezclado puede ser caracterizado mediante una distribucién de probabilidad sobre todos
los estados puros accesibles. Para describir esto se generaliza el operador de densidad ec
(A.43) al operador de densidad de ensemble

= ZPzI‘I’zH‘I’z‘L (A.45)

donde p; es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado |\¥;), la suma es sobre
el conjunto completo de estados puros accesibles. Los requisitos de probabilidad exigen que
7, sea real, ademas p; > 0y >, p, = 1. Para un sistema en un estado puro, una p, es 1 y ¢l
resto cero; en este caso | es igual a AN . ' es normalizado: en una base completa arbitiatia

‘fk)v .
Tr(l) = Z;pa‘ = {Se| i) (Tilfi) = Zﬁf(‘l’f\_‘l’i) = Zp{ =1, (A 46)
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[" también es positivo v es Hermitiano:
DI = (AT ) (A.4T)

Para que un sistema se encuentre en un estado puro una condicidn necesaria y
suficiente es que el operador de densidad sea idempotente:

NN = dwN, (A.48)

de la definicién es obvio. El operador de densidad de ensemble, en general carece de esta
propiedad:

-

et (A.49)

[De aqui, cuando un sistema, se encuentra en un estado mezclado en lugar de un
estado puro, es necesario describir el sistema con operadores de densidad. Este es el caso
precisamente para un sistema a temperatura finita, debido a que se ignora los detalles de la
interaccién entre el sistema y sus alrededores es imposible definir un Hamiltoniano. Lo que si
se puede tener es una distribucién de probabilidad sobre estados puros accesibles de la forma
ec. {A.45), con probabilidad p, para los estados accesibles |¥;), en el operador de densidad
de ensemble I'. Estd probabilidad puede ser determinada por métodos de la mecénica
estadistica. La cantidad clave aqui es la entropia de la distribucién de probabilidad

S=—kgd plnp = —kgTr(TInT). {A.50)

La primera férmula es la definicidn, la segunda sigue del hecho que la traza de
un operador es la suma de sus eigenvalores, en tanto que kg es la constante de Boltzmann.
El primer caso de temperatura finita rmuy frecuente en la fisica es el ensemble candnico, el
cual es una mezcla de estados puros teniendo todos el mismo nimero de particulas N. En
consecuencia

fN = ZpNi\‘I’N-e‘)(‘I’N¢|-- o (A 51)

Para determinar las py; por el principio de méxima entropia. Para S en equilibrio sujeto a
dos constricciones. La suma de las probabilidades debe ser igual a la unidad, por el cual se
puede introducir un multiplicador de Lagrange y que el valor de expectacién de Hy debe
ser igual a la energia observada, es decir

F=tr(lvH) S (A.52)

Para el cual se puede asociar otro multiplicador de Lagrange. Con estos elementos se puede
flevar a cabo la variacidn, variando ambos p,; v [%n;) 0 més elegantemente trabajando con
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I'x. Si se escoge hacer lo ditimo se tendria que usar Iy = f‘?\, + 6Tw. Esto da como
resultado

—-BH

A0 e
FN =

- (A 53)

donde 8 = @, en la cual @ es la temperatura.
Estos resultados pueden ser reformulados de la siguiente manera. Se define la
energia libre de Helmholtz F' para el operador de densidad T'y por

FT] Etrf‘N(-é—lan+fI)=E—95 (A 34}
Entonces para todo Tw positivo v de traza unidad

P[] < FIfx], (A.55)
:donde

FIf0) = _%m Z, | | (A 56)

con Zy la funcién de particién

Zy = tre?H. (A.57)

A.2 Teoremas de Hohenberg-Kohn (HK)

Si bien las ideas anteriores contribuyen para establecer la teoria de funcionales de la den-
sidad. De mayor importancia en la construccion de esta teoria son los teoremas de (HK)
Pues es la generalizacidn de estos teoremas lo que conduce a la identificacidn del funcional
de la energfa libre F[p()], ec. (2.14).

De acuerdo con lo que se dijo en el Capitulo I acerca del primer teorema,
para su demostraciéon. Consideremos una densidad p{7) para el estado base no degenerado
de algln sistema de N, electrones. Esta determina NV por simple cuadratura ec (A 16).
Esta también determina »(7) y de aqui todas las propiedades del sistema. Pero si fueran
~ dos potenciales externos v y v’ estando la diferencia a lo mds en una constante, cada una
dando la misma densidad p, para su estado base, podriamos tener dos Hamiltonianos H
Y H’', cuyas densidades del estado base fueran la misma aunque las funciones de onda
normalizadas ¥, y ¥/, podrian ser diferentes. Tomando ¥’ como una funcién de prueba
para el problema H, podriamos tener usando {A.12) '

By < (V|EW) + (V|H - B\W) = By + [ pl#)iolr) - o/ ()]aF, (A 58)
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donde Eq y Ef son las energias del estado base para Hy H respectivamente.
Slmllarmente tomando ¥ como una funcién de prueba para el problema H’

By < (WA = (WA + (VH' — HIY) = Bo - [ p(7)p(7) — o(7))r (4.59)

Sumando (A 58} v {A 59), podriamos obtener Ey + Ej < E| + Ej, lo cual es una contra-
diccion y asi no pueden haber dos diferentes v que den la misma p para su estado base.

De esta manera p determina N y Ve v de aqui todas las propiedades del estado
hase, pot ejemplo la energia cinética T[p], la energia potencial V[p} v la energia total By
Esta energia puede ser escrita de manera que se muestre de manera explicita su dependencia
con el campo externo Vi,

Erlp] = T(p] + Vo] = Tlp] + Vaelp] + Veelp] = f pUF) Veae(F)AF + Fr, (A.60)
donde
Frui = Tp) + Veelp]. (A.61)

La ec. {A.60) esta inspirada en la expresién para la energfa total obtenida pox
Tomas y Fermi [25], en el intento por construir la teorfa de funcionales de la densidad. El
modelo de Tomas-Fermi, no puede describir de manera correcta un fluido inhomogéneo,
pero estas ideas originales han estimulado el desarrollo de la teorfa de funcionales de la
densidad

Para demostrar el segundo teorema, observamos que el primer teorema garan-
tiza que p determina su ptopio %, Hamiltoniano H y funcién de onda ¥, la cual puede ser
tomada como una funcion de prueba para el problema de interes teniendo potencial externo
u. Asi

(9H19) = [ 35(7)e(F)dr+ Fuxlf] = Bl > Bl (A.62)

Conviene tener en cuenta que la ec. (2.13), que representa la esencia del segundo teorema,
se puede escribir en los términos que se estan usando aqui como
Fo < Erip]. (A.63)

Suponiendo diferenciabilidad de Er[p], el principio variacional ec. (A.63) exige
que la densidad del estado base satisfaga el principio estacionario

5{Eulp) = pl [ p(7)d7 ~ N]} =0, | (A.64)
el cual da la ecuacidn de Euler-Lagrange que es justamente la ec. (2.20)
0 By p] §Fuxip]
b ==t = gy (F) A.65
P25 0T T (4.65)



donde u es el potencial quimico.

Si conocemos la Fyy exacta, la ec. {A.64) podria ser una ecuacion exacta pars
la densidad de electrones del estado base. De acuerdo con la definicion de Fx ec. (A 61) es
independiente del potencial externo v(7); esto significa que Fyg[p] es un funcional universal
de p(F). Una vez conocida la forma explicita para Fri[p], podemos aplicar este método a
cualquier sistema. La ec. (A.65) es la clave para trabajar con teorfa de funcionales de la
densidad.

A.3 Aplicacién

Ahora veamos la aproximacién al ensemble gran candnico. El sistema le es permitido tener
una f“N mas general, en la cual hay probabilidad distinta de cero asociada con diferentes
numeros de particulas, pero un nimero promedio de particulas igual para algun nimero
observado

Tr(ITN) = N. | (A 66)

La entropia debe ser maximizada sujeto a energia constante ec. {A.52) y ndmerc de
particulas constante ec. (A.66). Esto da como resultado la expresién para 'Y

B{H-uN)

i W’ (AA. 67)

donde p es el mutiplicador de Lagrange para la constriccién ec. {A.66) y es llamado el
potencial quimico. Nuevamente una reformulacién es posible. Definiendo el gran potencial
por

O = Trf‘(% InT' + A - uN)) = E ~ 85 — uN. (A 68)

Entonces para [ posttivo y de traza unidad

Q] < QL. (A.69)
Donde
QIE] = ;}; nZ, | (A.70)

v Z es la gran funcion de particién

Z = Tre™PH-u¥) (AT1)
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Podemos ver tres principios minimos: para la energia del estado base ec. {A.12),
para la energia libre de Helmholtz ec. (A.55), y para el gran potencial ec. (A.69). El
segundo extiende el primero pata temperaturas flmtas dentro del mismo espacio de Hilbert
de N particulas. El tercero también se aplica para sistemas de temperaturas finitas, pero
para espacios de Fock mds grandes. La teoria de funcionales de la densidad se estructura
de manera similar, partiendo de la teorfa del estado base para extender a sistemas de
temperatura finita, basado en los ultimos casos. Por ejemplo en caso del gran candnico,
que se trata a continuacion, se puede hallar el funcional de energia libre F[p|, siguiendo un
- extremal similar

En el emsemble Gran candnico el estado de un sistema es descrito por un
operador de densidad en el espacio de Fock, que es con probabilidad distinta de cero para
diferentes niimeros de particulas. El operador de densidad en general es

U= S posl Ui (T . (A.72)

N i

Y el gran potencial Q[ ec. (A.68) es

Qpws, Uil = QI =Tr[ (—% InT 4+ A — ,u,j{T) = (A.73)

1 S
Z ZPN;’ (5 Inpyi + (Wi H W n) — #N) ’
N

donde u es el potencial quimico del sistema. La prueba del principio variacional para el
gran potencial ec. (A.69) es sencilla. Primero fijamos el conjunto de variables {Uy;} y se
busca el minimo de {2 con respecto a {px:}. La ecuacién a resolver es entonces

&
5? Ni

[Q{ Pri, One) + A D pwi — 1)) = 0. (A.74)
N
o de manera equivalente

1 .
'g(ln Pm + 1) + (‘I’Nzlfj - .U’N|\pNz> + AP =0, - (A75)

donde A, es el multiplicador de Lagrange, para la restriccién sobre la probablhdad la cual
debe ser normd,llzada

Y> pwi=1 _ (A.76)
N
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El resultado que se obtiene es el siguiente

Ni = A S : :
Lo 2 exp(—B{Tni|H — uN|¥ni))
De aqui
U {phi Twi}) = “—mzz,exp B{T il H — ulN W y;h). (A.78)
Ahora se debe comprobar que Q[{p%,, ¥x;}]] es un minimo para {¥y;} fijo:
Q[{pNé:\DNi}] - [{po’\’u\DNi}]
- ZLPN@ ( znpNz (q’]\%'ﬁ - )U‘N|\I}N1,>)
+-§an S exp(—B{U x| H — pN|T ;)
N
1
=3 sz: > pws (Inpwi — Inp) > 0. (A.79)

Donde se ha hecho uso de la. ec. {A.77) y de la desigualdad de Gibbs [58], la. cual viene
dada por

N P
-3 ﬁzn};‘_‘; > 0, (A 80)
) i .

donde P y P’ son dos probabilidades diferentes pero que, cumplen la misma condicién de
normalizacién. Ahora utilizamos la desigualdad de Jensen [25], extendida a una funcmn
convexa de un operador Hermitiano. Estd es

G({D)) < {G(OY) | (A 81)

donde O es el operador Hermitiano. Con esto
1 . N
Q{phi, T}l = —--5anZewp(—-5(\I'm|H — uN|¥ng}) =
, N i
_.l_gn 3 Z{q;m,|e“-ﬁ(H—nN)|\pM> _ In Tre—BU—ui)
ﬂ ol ﬁ : :

- Q{{pDNza 1]'1?\”}] ' (A 82)

La desigualdad en esta formula llega a ser una igualdad cuando cada Wp; es \Il%l un ei-
genestado de (H — ulV). {p%,, ¥%,} corresponde a una situacion de equilibrio. .Sumando
(A.79) v (A.82), obtenemos el principio variacional deseado ec. (A 69)
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La construccién de una teoria de funcionales de la densidad por investigacion
restringida es directo, esta idea es la que se utiliza en el procedimiento que sigue. El
método de investigacién restringida se debe principalmente a Levy [63]. Esto surge debido
a que se presenta un problema. Pues teniendo la funcidén de onda del estado base ¥y por
cuadratura se tiene la densidad py. Sin embargo, se presenta un problema pues hay muchas
funciones de ondas antisimétricas que proporcionan la misma densidad del estado base sin
ser funciones de onda del estado base, el problema es como distinguir estas funciones de
ondas ¥, de las de! estado base ¥q. Levy encontro que la respuesta es muy simple [63].
Pues al aplicar el principio de minima energia resulta

(U0 | H|W ) 2 { T H|Wo) = Ey, (A 83)
donde H es dado por la ec. (A.2). La ec. (A.83) es equivalente a
(W [ H + Voo [ 0,) 2 (U] T + Voo | Vo) = F, (A.84)

esto debido aque Vi, es un funcional de la densidad. La conclusién a que llega es que entre
todas las funciones de onda que dan la misma densidad del estado base gy, la funcion de
onda del estado base ¥y es la que minimiza el valor de expectacion (T + Vi.).

0% = QI = MintTr[T{H — uN + %lnf‘)] = (A.85)

Min,{ Ming_,, Tr[0({T + U + ;l,j;lnf“)] + /(L(f") — w)p(Fidry,

esto define la ec. (2.14) del texto en el cap. II,

Flp(#)] = Ming_,Tr[0 (0 + U + -é-znf)], (A.86)
entonces

QY = MinsQp(F)], {A.8T}
donde el funcional del gran potencial es

Qlp(7)) = Flot) + [ (6(7) - wp()dr: (A 88)

Se puede separar F[p(F)| en sus componentes

Flp()) = T[p(F)] + Ulp(r)] = 6S(p()] = Trlf™(F + 0+ Sinfrm)],  (A.89)

g
donde 77" es el operador de densidad que minimiza TTf(f“-f—I?-i— %an) y simultaneamente
se obtiene p(7). Sila densidad po(7) para un estado de equilibrio de algin v(7) es dado,
entonces la ec. (A.86) alcanza el minimo en el operador I'® para el mismo v(7). De la
ec(A 87) y de la ec. (A.74). Sigue la ec.(2.15) del cap.IL



Apéndice B
El modelo \¢*

En este Apéndice, se presenta de un resumen del cilculo que conduce a la funcidn de dos
puntos renormalizada ec. (3.44). Se intenta seguir el procedimiento estandar de cilculo,
esto hace necesario tomar en cuenta algunos elementos previos, de tal manera que no resulte
oscuro este procedimiento.

B.1 Fenomenologia de los
Exponentes Criticos

Cerca del punto critico las cantidades fisicas tienen un comportamiento asintético, que
les permite ser invariantes ante los cambios de escala y tener un escalamiento respecto
de la temperatura. Esto puede ser apreciado por gjemplo en el comportamiento del calor
especifico. En el punto critico el calor latente se anula y esto no garantiza que el calor
especifico tenga un comportamiento suave como funcién de la temperatura De hecho, el
calor especifico ¢ diverge en la vecindad de T, como ¢ ~ |T—T,[7% con & > 0. El ndmero o
es llamado el exponente critico. El comportamiento singular presentado por las funciones
térmodindmicas claves durante una transicién de fase de segundo orden queda caracterizada
por un conjunto de estos exponentes criticos. En el caso que estamos mencionando ¢ es
infinito en 7, y no es claro que ¢ tenga el mismo exponente por arriba o por abajo de la
temperatura critica. Entonces se puede escribir en general

(T -T)™* paraT>T, | .
¢ { (T~ Tc)“"" parea T < T, (B1)

con o # w. Pero, el calor especifico ¢ no es la Gnica cantidad que tiene este comportamiento
cerca del punto critico. Como ya habiamos mencionado la longitud de correlacidn £ tiene

una divergencia cerca del punto de transicién. Su comportamiento asintdtico queda descrito
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€ ~ { BT -T,)™" péra T>T, (B.2)

B_(T - TC)*“' para T < T,.

Cabe mencionar que existen diversos sistemas que experimentan este comportamiento y
la cantidad clave en términos de la cual uno puede estudiar el sistema es el pardmetro de
orden, de manera que esto permite manejar un mismo lenguaje en todos los casos. Bajo
esta unidad de lenguaje, se define el comportamiento singular de la susceptibilidad como

— —Ye L
N{A“T T para T > T, (B.3)

AT ~TJ]™ paraT < T,

x es la respuesta del sistema que mide el cambio en el pardmetro de orden promedio cuando
se aplica un campo externo débil, el cual se acopla al parémetro de orden Por encima de
la temperatura critica, la funcién de correlacién se comporta como

(06(7)86(0)) it-ro0 ~ 1777, | (B.4)

donde d indica el ndmero de dimensiones espaciales.

El parametro de orden también tiene asociado un exponente critico y es posi-
ble medirlo a través de la curva de coexistencia (una idea prestada de la termodindmica
del sistema liquido-vapor). Para un sistema magnético este es el comportamiento de la
magnetizacién en campo externo cero

M~ (T =T, (B.5)

donde M es la magnetizacién. El otro exponente definido cerca de la transicién en T' = T,
pero con campo externo b s 0, describe el comportamiento de la magnetizacion

M~ hE (B.6)

Los exponentes definidos describen el comportamiento de estas cantidades y el
hecho de que estas cantidades tengan este comportamiento asintético indica que estamos
cerca del punto critico de una transicion de fase de segundo orden. Conocer el valor de
estos exponentes es muy importante porque este indica la rapidez con la que diverge y
porque ademds permite comparar su valor con los datos experimentales. Para este fin la
teoria de campo ha desarrollado un mecanismo que permite evaluar de manera correcta los
exponentes, este es el formalismo tedrico del grupo de renormalizacién. Este formalismo
surge ante la incapacidad de la teoria de campo medio para resolver este problema. La
teoria de campo medio reporta los exponentes cldsicos que no corresponden a los datos
experimentales de un sistema que se encuentra cerca del punto critico. Esto es debido a
que es una teoria cldsica en el sentido que no incorpora las fluctuaciones del sistema sino que
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para su analisis sélo require del valor mas probable del pardmetro de orden. Omitiremos
comentar mas acerca de esta teoria, debido a que es irrelevante en en el andlisis de las
fluctuaciones. Por lo tanto, en 1o sucesivo sélo comentaremos brevemente la manera como
se llega al cdlculo de los exponentes criticos, sin entrar en detalle. En el Apéndice B
se muestra con mas detalle la manera como se lleva a cabo el procedimiento de calculo
haciendo énfasis en la funcién de correlacién de dos puntos que es la que nos interesa para
nuestro proposito.

B.2 Modelo Gaussiano

En esta seccién se calculan la funcién de particidn del modelo Gaussiano ec. (3.13), pero
en vez de realizar el caso discreto ec. (3.13), realizamos el caso continuo. Esto no altera en
nada los cdlculos, ya que la diferencia es una cantidad independiente del campo externo J,
por lo tanto al calcular la ec. (3.21), este término se anula.

Para el estudio de un fendmeno critico desde el punto de vista de la fisica
estadistica es indispensable calcular los promnedios del parametro de orden. Para esto, una
de las cantidades indispensable es la funcién de particiéon dependiente del campo externo.
Puesto que una transicién de fase continua se caracteriza por las fuertes fluctuaciones en el
parametro de orden v para resolver el problema de calcular los promedios, las fluctuaciones,
correlacién, etc. es necesario recurrit a los métodos de la fisica estadistica donde este es un
recurso conocido.

En el Hamiltoniano ec. (3.11), podemos ver que existe un término J¢. Este
término contiene el efecto del campo externo J, cuya funcién es acoplar linealmente todos
los campos relevantes, ademés la funcion de particién ests evaluada sobre todos los posibles
valores del campo. Este campo proporciona ademds una ventaja técnica pues las derivadas
de la funcional Z[J], respecto del campo externo permite conocer todas las funciones de
correlaciones conectadas y los promedios de ¢. Asi, por ejemplo,

. 821J]
(Pulz)) =Z S (B.7)
Esta es la idea que se utilizard de aqui en adelante para el cilculo de las funciones de
correlacion, pero también es necesario pedir que, esto sea a campo externo igual a cero.
Este formalismo que es propio de la fisica estadistica, es una técnica muy poderosa pues
conociendo Ja funcién de particion Z, como una {uncién de los campos externos J;, factlita
el cdlculo de las correlaciones. Por ejemplo, cn el caso de la funcidénes desconectadas, se
calculan de la siguienie manera

1 8°Z

1 oz B.
Z 87,81, (B£)

<¢z‘¢5j) =
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y también
Pz
Z aFoJ;0

Sin embargo, las funciones de correlacidén anteriores, no son las mejores para
describir el cornportamiento de un sisterna. Lo que interesa es la parte de la correlacidn
que mide la interaccion entre las particulas y ésta es dada por las funciones de correlacion
conectadas. Por ejemplo, si queremos medir a correlacion que es debida a la interaccion
entre las cantidades ¢; y ¢;, entonces esta se Hamara la funcién de correlacién conectada
de dos puntos y se define como

G(i, §) = {guth) ~ () (), (B.10)

la contribucidn de {¢,¢;) que es debida a cada valor del campo separadamente ha sido
extraida. Entonces, si las funciones conectadas solo atrapan la fisica de la interaccidn, debe
quedar claro que se anulan para sistemas no interactuantes. También existe una técnica
de célculo para estas funciones, muy similar al caso de las funciones desconectadas, que

ademas es muy sencilla. Iin general para una funcién de n puntos tenemos
| 8 8
G (4. dy) = oo
C ( i n) a‘];l 3‘]:?:”

que puede ser verificado facilmente, al menos para los érdenes mas bajos.

Para el cdlculo de las funciones de correlacién de manera explicita es necesario
conocer antes la funcién de particién. La funcidn de particién para el modelo Landau-
Ginzburg-Wilson no se puede calcular de manera exacta El dnico caso en el que es posible
calcular de manera exacta la funcién de particién es para el modelo Gaussiano. El Hamil-
toniano del modelo Gaussiano con campo externo J tiene la forma

HolJ] = [ dal5(Vo(@) + 3m**(z) — J(@)(z)], (B.12)
la funcidn de particion tiene la forma
J= f Dge~Ho (B.13)
mas explicitamente |

/w ~[ HHT AN+ 01 S (B.14)

<¢z¢7¢k> (Bg)

InZ, | (B.11)

podemos integrar por partes el primer término del Hamiltoniano para reescribirlo de la
siguiente manera

Hel[J] = [ ddxddy@(ﬁj)[u(vz +m? / A%z (x (B.15)

2
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Para resolver esta integral es necesario hallar las eigenfunciones del operador entre corchete
cuadrado. Ya que esto permite escribir la integral funcional Z[J] mediante un producto
de integrales multiples ordinarias, en el cual podemos integrar sobre todas las funciones
¢(x). Estas funciones pueden ser escritas como una combmacmn lineal de las primeras V
eigenfunciones del operador

Alz,y) = 6(x ~ y)(V2 — m®) ~ (B16)

Las correspondientes-eigenfunciones g,

Polx) = e??, (B.17)
¥ correspondientes eigenvalores Ag son
—(Q* + m?). (B 18

Si el sistema se localiza en un cubo de volumen V = L% las eigenfunciones
forman un conjunto discreto. Las componentes de €, son restringidas a multiplos enteros
de 2.51 Ahora calculamos Z{J; Al, que es la integral sobre las ¢(z), que pueden ser escritas
como una combinacién lineal de eigenfunciones g, para el cual {J| es menor que algin
valor particular A.

El pardametro de orden ¢, que estamos considerando aqui es de un solo compo-
nente y ademas ¢{x), es una funcién real Gnicamente de la posicidn z Eon la notacidn que
estamos utilizando hemos escrito D¢, esto indica que estamos tratando el caso de una inte-
gral funcional sobre el pardmetro de orden y que esta tomando en cuenta todo el espectro
de configuraciones que pueda tomar ¢, o dicho de otra manera, es una suma sobre todas
las incontables formas que ¢(7) pueda tomar. Ahora, antes de hacer la integral debemos
tener en cuenta qué valores del pardmetro ¢ vamos a sumar, o dicho de otra manera, qué
valores del campo son permitidos. Es que no debemos perder de vista que el sisterna bajo
consideracion estd compuesto de atomos y el pardmetro de orden no estd definide para
distancias menores que las distancias dtomicas. Ademés, existen muchos valores de ¢ que
cambian rapidamente de punto a punto y no tiene sentido tomar en cuenta valores de ¢
més pequefios que las distancias atémicas. Estos valores deben ser eliminados de ta suma
¥y una manera sencilla de realizarlo es definiendo la siguiente cantidad

r‘)— = 3 Qe (B-19)

Q Q<A

sustituyendo en la ec. (B.15) resulta la expresién

Holll=7; ¥ 5@ +m?)3Qb(-Q) - 67-Q), (B.20)
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debe quedar claro que A, es el pardmetro de corte. También se debe tener en cuenta
que si @(F T Y J('c} son reales entonces qﬁ(@) debe ser real. Entonces debe cumplirse
que ¢(Q) = ¢*(—=Q), y J(@) = J'(-@), teniendo en cuenta que el vector de onda @,
tiene dimensiones del inverso de la distancia. Cualqguier funcién que se escribe de la forma
{1 19) debe ser una funcidn suave sobre distancias menores o igual al inverso del pardmetro
de corte. Esta es la manera de limitar la suma y eliminar al mismo tiempo los valores
indeseables de ¢, que varian rapidamente. _

Las ventajas que se obtienen de la transformacién a $(@) es que solo debemos
tomar en cuenta la mitad del espectro de los posibles valores de @, es decir valores para
los que @, > 0. Esto es indicado con una prima en la suma

Hoe = + S @2+ m2)(FHQ) + FQ) +

G.Q<A i )
2dr(Q)Ta(Q) + 6:(Q)4(Q), (B.21)

donde se ha usado el subindice R e I, para indicar las partes reales e imaginarias de ¢(X)
y J{z).

_La forma final de H hace mas facil el cdlculo de la funcién de particién, ya
que las ¢{Q)) para diferentes ¢ son desacoplados. La funcidn de particidén se escribe como

Zold Al = QQM/d:wR (Q)e~ o, (B.22)

nuevamente la prima en Il indica que solo se estan tomando en cuenta la mitad de los
posibles valores de |Q |. La integral es analiticamente tratable que ademds se puede escribir
como un producto de integrales independientes. Esta integral es ahora el producto de
muchas integrales Gaussianas unidimensionales. El resultado que se obtiene después de
realizar estas integrales es

2 (“'Q)
Zold, A] = exp[—= Z In(@* + m2)] exp Z —=1. (B.23)
G.@zh G:@<h Q2 +m?

S}

Si el tamarfio del sistema es infinito L — 0o, tenemos una integral sobre ¢}

Zald, A] = exp[= Ldf d*q1n{g* + m2)] exp| 2/ d4q= (@)i;ﬂ@’)] (B 24)

donde hemos cambiado la variable ¢} por 7, para indicar que es un momento interno,
mientras que la notacidén ¢ lo utilizaremos para indicar los momentos externos. Aqui, se
esta llamando momento interno a las variables de momento sobre las que se esta integrando
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en los diagramas de Feynman y momento externo a aquellas que no lo estan. para J =0
se obtiene

1 N .
Z010] = expl3 L [Q @G log(Q? +m2)]. (B.25)
La funcidén de particién del modelo Gaussiano para J # 0, se escribe como
J(—q)
z RUCE(G! B.2
77 = Zi expd [ =550 | (33.26)

en el espacio de configuracidn esta dada por la ec. {3.13).
Mientras que, el propagador libre en el espacio de momentos esta dado por

1 §*2° | 1
P = |J=0 =
2°0J187(@)8.J(~Q) Q*+m?
A este nivel no hay ningiin problema, alin cuando pareciera que la introduccién del pa-
rametro de corte pudiera indicar esto; es decir, que la energia libre, las cotrelaciones, la
capacidad calorifica, etc. son andliticas y bien comportadas.

La ec. (B.24) es la funcién de particidn del modelo Gaussiano para el caso con-
tinuo. Para el caso discreto esencialmente es la misma solo cambia por un factor numérico.

(B 27)

Go(@) = (¢(Q)8(-Q)) =

B.3 Calculo de la funcién desvestida de dos puntos

Como se dijo al principio, en este Apéndice nos interesa ver como surge la funcién de
correlacién de dos puntos renormalizada ec. (3.44). Para llegar a esta expresidn es necesario
conocer primero la funcién de Green de dos puntos ec. (3.21}, de aqu{ en adelante nos vamos
a centrar en esta cantidad, para esto comenzamos con el Hamiltoniano Landau- Ginzburg-
Wilson ec. (3.15). .

El modelo Ag?, es muy conocido y ha sido ampliamente estudiado (10, 8, 9], de
manera que los resultados de esta teoria que se mencionan aqui, pueden ser encontrados
con relativa facilidad.

Teniendo en cuenta que la técnica del grupo de renormalizacion, permite reali-
zar el cdlculo de los exponentes criticos. Para disponer de una aproximacion a fa funcién de
particidon es necesario desarrollar e] término de interaccién en poten01as del acoplamiento
desvestido

fD¢exp{ fdd ~{Vég)? %(ms)z(ﬁbs}g T

'Q"ts( z)(pg)’ ~ Jp(z )¢B]9XP[ B} - (B2g)
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Z1] = Z/qus; ﬁ—[dd $Ling Hoon, | (B.29)

Esta expresion puede parecer mas familiar si multiplicamos y dividimos por Zg
(funcidén de particién del modelo Gaussiano), para darle la forma

FAE f D¢ —-< / dz olJ] (B.30)

De aqui, podemos notar que tenemos un producto de la parte de la interaccién
con la parte desvestida, este potencial de interaccién actuando sobre la parte Gaussiana
Esto sugiere que el potencial se puede escribir en forma de operador de la siguiente manera

Z1J] = r?rp[m /ddz-(s—ﬁ—]zg[ I, {B.31)

21) = expl=V ()] Zol], (B.32)

5J

Esta expresién puede ser escrita explicitamente, si recordamos la expresién de
la integral Gaussiana en el espacio configuracién ec. (3.16), la cual es apropiada para los
propoésitos que aqui se persiguen.

- 5
Z[J] = N exp — / & aV (-

5wy P é f d'dzt ] (z)Go(z, /)] (/) (B.33)

Para el cdlculo de las funciones de correlacion, sélo necesitamos las derivadas
respecto del campo externo J de la ec. (3.19), para este fin el dltimo término de la ec.
(3.19), se puede reescribir de una manera mas practica

In[eVe?] = E 4 Infl + o), (B.34)
donde
o=e"Fe"el —efe P = Fle — 1]ef (B 35)

La finalidad de todo esto es realizar un desarrollo en potencias del acoplamiento libre Ag.
Para esto consideramos que si g, es pequeno

2 0.3 0_4

a
In(l+ o) —a-——é—+~:‘3-+z-+...... (B.36)

Esta expresion se puede manipular, si recordamos que la expansion del logarit-
mo es conocida, de aqui una expresion mas simple de W[J], es posible

2 0.3 0’4

Wl[J]=1nN~+E-+—a—%—-+—3——I+~-~ (B.37)
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pero ademas o = o)), puesto que V = —2 2 [ d*z{s5=)". Entoces o se puede desarrollar

(
en serie de Taylor, el resultado que se obtlene a O(A3).
o{A) = o h +oed woh® 4 (B.38)

entonces W se puede escribir como
2
1
Wi [J] =InN + E+ oA+ (02 — 5"2—1)/\2 + (o5 — o109 + ga?))v”’ + O, (18.39)

A orden A*, en Wi [J], podemos obtener las funciones basicas para el proceso
de renotmalizacién, a orden de dos lazos de la teoria Ad*. Sin embargo, nuestro interes en
- este apéndice es mostrar el procedimiento de renormalizacidn que sigue para la funcién de
correlacién de dos puntos. Para el cdlculo de esta funcién a orden de dos 1azos, es suficiente
con quedarse a orden A?. A este orden de aproximacién utilizaremos W;[.J], dande prioridad
al calculo de esta funcidn, teniendo en cuenta que a este orden, la funcién de cuatro puntos
solo se puede calcular a orden de un lazo.

En términos de las variables que estamos usando, la funcién de dos puntos se
define como

ewi &
6J(y)8J(y2) ~ 6J(11)0J (o)

Ahora la tarea es conocer o;, en términos del potencial, como ya tenemos una
expresion para o, estas cantidades se puden deducir facilmente, esta expresién es

o = exp(—F) (2%1" (14—,’\) ( [ dta J?;,)4)n) exp(E) (B.41)

80lo necesitamos conocer ¢y, y os.

Vamos a intentar reproducir algunos cédlculos que conducen a la funcién de dos
puntos, sin entrar en demasiado detalle. La derivada respecto al campo externo J, juega
un papel importante en este caso. Tenemos que

2
Gl 2) = {InN + E+ o1\ + (03 - %))\2}. (B.40)

82 ~
5 T(2)? exp B = Go(z,2), _ (B.42)
de manera similar
| 51 ] 5E 5B\
'5J(93F exp E = exp B{3G,(z,z)" +6 (5']( )) Golz, :r) ((”—(—7) }. {B.43)

Asi, una expresién de o es posible
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xp —F g4 1 '
—g = PXp‘“ /ddéj(;c)“* expE =— 71 &XP E exp —E/dd{fiGo(.?:,.’E)? +
3E \* SE
o(55t) oo+ (37 )) } B

Siguiendo la misma linea de cédlculo, atin que un poco més tedioso se obtiene
una expresion similar para o3 De acuerdo con la ec. (B.41), 1a expresién compacta es

i d=1,, gd~1 g 6
Oy = 2(4|) expCfd zdd (5J(m)" 5Ty exp B, (B.45)

desarrollando esta expresion tenemos

g1 g
5T (e
= 024G, (x, 2" + 96(8, EN6, )G, (xz, 21
+72{Golz, 2N Golt, )G oz, ) + (5, E)2Go(wt, wt) x
Golz, 20} + 72{ (6 E)2G\(z, 21)2G (2, 2) + (60 E)*

(6. EV2Go(z, 22} + {144(6,E) (6, )G, (1, z1) %

Golz, 20)Go(z,2) + 16(6,E)*(63,Go(z, 21)} + 48

{00 E) (6, E)*Golmt, NG o(2t, 2) + 48(8, E) (6, F)?

Golz,21)Golz,2)} + as. (B.46)

exp B = 305, exp E

Donde, el altimo término se ha denotado con a; por simplicidad, ya que nos
interesa la funcién de dos puntos, sélo van a contribuir aquellos términos con derivadas
funcionales de E que esten a orden cuadrético, pues con derivadas menores se anulan al
derivar y con derivadas mayores también se anulan puesto que se deben evaluar en J = (,
de la segunda derivada, en este sentido el dltimo término se va a anular por la segunda
consideracién. En otras palabras a;, reagrupa todos aquellos términos, que al derivarlo dos
veces respecto del campo externo v evaluarlo en momento externo J = 0, se anulan.

Teniendo en cuenta que nuestro interes es el cdlculo de la funcién de dos puntos,
las siguientes derivadas son necesarias

oy = exp{E} exp{—E} x

1
2(4‘)
/ U d®er{24G4 (x, 21) + 96(6},:E)(5x,E)G%(x, zf) +
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728, )2 (8 BV Gz, 21) -+ (85 B)2 Gz, 2 Colat, 21} + T2[(6 E) %
Golz, 2)G2(x, 2t) + Golz, 2)Golat, 2 GE(z, 7)) + 16(6 E) (6, E)® x
Go(x, 21) + 144(8, ) (6 B) Golx, 2)Go(z, s Go (1, 1) + 48e"[(6, E) X
(6 E)Go(z, 2)Colz, 27) + 48(8, E)* (8, B)Golz, 2N Go(zr, x0)[(6, E)*
+3G,(7, )% + 6 (5.E)” Gylz, )] [(6:.F)® + 3(6 B)Golz, 28, { (0. B)*
+3G,(zh, z1)° + 6 (6 E)* Golzt, 2] }. (B.47)

Sustituyendo estas expresiones en la ec. (B.40) y evaluando, tenemos que la
expresion para la funcion de dos puntos en el espacio de configuracion es la siguiente

1 A
G (y1, y0) = “‘Go(yly’sz - ‘“‘fdd"liﬂgo(%yl)@o(x,yg)Go(a:,;c) -
/\‘2
2(41)?

144(-——)fdd“lﬂfdd"lﬂf?o(:c,x)@o(x, e Goler, 1) Golat, 12) +

(192) / 4 d VG (2, )2 G, 1) Gor, ) + (13.48)

144 ) /dd‘ 2d 121G oz, 2N Gy (2t 1) Gy (21, yz}G;(w, 1)

288 4‘)2) f A g d G (2, 2) Gy (1, ©) G o (2, )G (21, 42 ) o2, 11)-

Que después de simplificar los factores numericos y pasar a la notacién de
diagramas de Feynman, se obtiene la funcién de Green de dos puntos, a nivel de dos lazo
para un sistema de un sélo componente ec. (3.21),

2 2 2
6Oy =__~5 0+ o4 ol ~ 00 (B 49)

Las otras funciones de Green se obtienen de manera similar, por ejemplo, si uno desea obte-
ner la funcién de Green de cuatro puntos G{y1, ¥z, ¥s, ¥a), derivamos respecto de J(y1),J (),
J(ys),J{y4). Tomando solo los términos lineales en oy, la contribucién lineal de o1 y 02, a
la funcién de cuatro puntos en su forma de diagramas de Feynman es

2 /\2 :
Gy, y2, ys, ) = —AX + % ( >(O< + 2permuta.)+ - (X) + 3pe_rmuta.) (B.50}

Estas funciones, estan calculadas para un sistema de un solo componente, su
extensidn a un sistema de N, componentes no es muy complicada, un cédlculo de estas
funciones a orden de dos lazos se encuentra en los trabajos de C. R. Stephens et. al. [10].
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Hasta el momento conocemos la funciones de Green de dos puntos en el espacio
de coordenadas ec. (B.49, pero conviene tener estas expresiones en el espacio de momentos,
va que esto facilita el proceso de renormalizacién. Escribiento las integrales explicitamente
tenemos

: | d
GUQ Q) = 5 ~ 5o |

T 0 +m? 2 (Q2 +m2)2 ) p2tm?
pY: 1 d%p, d%p,
4 (Q2 + m2)? /pff + m? /p% T (B:51)

A / dipy / dps
4 (Q2+m%2J (pP+m2)?J pi+m?
A’ /‘ d’p,d’py
6(Q% +m2)2J (pt+ m2)(pd + mA)[(Q — p1 — p2)? + m¥]

Entonces se tiene que la funcidn de Green de dos puntos a nivel de dos lazo
para un sistema de un solo componente en la notacién de diagramas de Feynman resulta,
ser.

" AN R A2
G (yl)QQ):__'_§Q+€_6_+_4' +"'4“Q_O_~

Por el momento evitamos escribir los diagramas desvestidos, para no escribir cantidades
gue no intervienen en las funciones renormalizadas, al final de este Apéndice se colocaran
los diagramas bésicos.

B.4 Renormalizacion de la funcion
de dos puntos

En esta seccidn se presenta a grandes rasgos, el proceso de renormalizacién que sigue la
funcién de dos puntos ec. {3.44), cuando ya se cuenta con la funcién de Green de dos puntos
ec. (B.40). Todas las funciones de correlacién que se obtienen con la funcidn de particién
del modelo A#*, dependen de cantidades microsedpicas como mg, Ag, ¥ A, las dos primeras
tienen su origen en el modelo y la ultima es adquirida durante el cdlculo de la funcién de
particién Gaussiana ec. (B.24). Esta dependencia en el pardmetro A genera dificultades
en las funciones de correlacidon, en el limite en que A = 0. La eliminacién de estas
dificultades es conocido como renormalizacién. Durante este proceso de renormalizacion las
cantidades desvestidas como my, y Ag, son reemplazadas por cantidades renormalizadas,
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de manera que las funciones renormalizadas son finitas para d < 4, en el limite A — oo
y no dependen de cantidades microscépicas. Las funciones bdsicas que intervienen en el
proceso de renormalizacién son las siguientes '

D A2, 2 AB Mg Ao
Ty (@) = Q% +mp + 5 Om— 70O ms Omp — & Sma> (B.52)
@1 _ ;A8 Aoz 5
g =1- '—;[O =~ A5G0 +-BO 64, (B 53)
oy _ 1 - 52&@ (B.54)
3@2 - 2 H . *
3., 1
I =Ap = SO0 = 200 ] +35[70° + 4], (B 55)

donde &b = -5%3-@.

El problema que presentan las funciones de correlacién por la presencia del
parametro A, es un problema de divergencia ultravioleta, es decir cuando A — 0o, La
funcién de dos puntos I'? presenta una divergencia cuadratica ultravioleta, esta divergencia
puede ser absorbida en un nuevo pardmetro definido, como la masa renormalizada m, de
manera que el grado de divergencia disminuye. Esta divergencia solo se ha recorrido a una
dimensién superior, pues para d < 4 T'® es finita, pero cuando d -+ 4 una divergencia
logaritmica aparece en I'®  de manera que diverge como lnA. Pero la funcién de dos
puntos no es la tinica que diverge, ya que la funcién de cuatro puntos también presenta una
divergencia cuadrdtica cuando d -+ 4, esta divergencia es eliminada por la renormalizacidn
de la masa, de manera que para d < 4, '™ permanece finita. Pero en d = 4 una divergencia
logaritmica ultravioleta se desarrolla. Para tratar esta divergencia logaritmica en T'%, se
redefine la constante de acoplamiento como un nuevo pardmetro Ag, de tal manera que esta
divergencia es absorbida, esta cantidad es el valor de T en momento externo cero v es
conocida como la constante de acoplamiento renormalizada. La renormalizacion es Hevada
a cabo sustituyendo los valores renormalizados m, ¥y Ag, en las funciones de vértice. A este
nivel [y T son finitas como funcién de m y Az abajo de cuatro dimensiones, cuando
A = oc. Para d =4, 'Y, permanece finita, pero T? diverge como In A

Para eliminar esta divergencia logaritmica restante en I'?, la multiplicamos por
un numero que que sea independiente de los momentos, de tal manera que la diverpencia
sea removida. La nueva funcién de dos puntos se define como

TP = Zy(m, da, AT (B.56)

1
en la que Z], es llamada la constante de renormalizacién del campo.
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Sin embargo, estas cantidades renormalizadas no son suficientes para eliminar
las dificultades de la funcién T"®1) pues esta después de sustituix m y Ag, divergeen d = 4,
cuando se toma el limite A — co. Esta divergencia puede ser removida por multiplicar
T2 por un numero que sea independiente de los momentos. Este niimero que depende de
m, Ar, A puede ser elegido como el inverso de T3 (Q; = 0). De manera que definiendo

reQ.) = Z2iret @), (B.57)

la divergencia es absorbida.
Este proceso de eliminar las divergencias multiplicativamente es generalizado,
estableciendose una relacidn entre las funciones desvestidas y renormalizadas.

N
rit = Lz Tt (B 58)

Este procedimiento de renormalizacién es sintetizado, en las condiciones de
renormalizacién ec. (3.38), ec. (3.39), ec. (3.40) y ec. (3.41). Nuevamente escribimos estas
condiciones, para referirlas con més facilidad

TNQ=0t=k% Ap k) =m? | (B.59)

ar(g)

—é@%(Q,t = k% Aryk)lg=s = 1 (B.60)
T(Q =0,t = k%, Ag, k) = Ag (B.61)

TE(Q =0, = k% Ap, k) =1 (B.62)

Usando la ec. {B.52) y ec. {B.56)

AB YA

@A) = 2@+ my + 5Oy Bo ms Oms ~ & Sms] (B.63)
como Zg, no depende de los momentos externos de la condicién ec. (B.60), tenemos
or® A\ 8 '
— B.64
07 Q=07 Zy[l = = anemB | o=0]- (B.64)
De aquf resulta la expresién Zj, en términos de diagramas de Feynman
Ag '
Zy=1+ f@, (B.65)
donde
o

&b = 6?22@’“3 lo=0 - : (B.66)
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La ec. (B.65), es la forma explicita de la constante de renormalizacién del campo ec. (3.34).
Ahora, de la condicién ec. (B.59)

Q= 0)=m? = Z,L'%(Q, A, mz) |o=0, (B 67)

de aqui obtenemos una expresién para la masa renormalizada m, que tiene la forma de la
ec. (3.37).

A2 AL
m? = [1+ —69][622 14220 1y = 220 11y Oy = 2 Omal lomo=
/\2
m2 + .MO mg F_O mBOmB - Esi@mﬁi
+m3, 28 < @ lg=0 +O(X%), (B.68)

vemos que efectivamente se renormaliza aditivamente.

Ahora veamos el efecto de esta masa renormalizada en los diagramas de Feyn—
man, por ejemplo el méas simple (. Para el nivel de aproximacidén que se esta manejando,
es suficiente con quedarnos a orden Ap, esto es a un Jazo

Ap

m% =m* — 5 O ma - (B.69)
El resultado que se obtiene es el siguiente
O s —Omw‘- OmOm (B 70)

Para renormalizar a dos lazos, es suficiente la aproximacién dada en la ec. (B.69}, ya que las
correcclones debidas a ordenes superiores a A? se desprecian. Sustltuyendo en la ecuacién
para mBi resulta

A oy A%
miy =1~ 2O+ Fmp lgmo +my 2B gm0 +O(N) (B71)

Ahora sustituyendo los valores de m%, y O pp» 0 TEH{Q, A, m), se obtiene una funcién
de dos puntos que todavia depende del acoplamiento desvestido. La renormalizacion en el
acoplamiento es simple a este nivel, pues es suficiente con cambiar Ag, por Agp. De aqui
resulta la funcién de dos puntos renormalizada ec. (3.44). '

2

A pY:
PR (@ Arm) = @ +m? — ZHS™ ~ & |gm) + QL lo=o - (B.72)

Mediante un procedimiento similar al anterior se renormalizan las funciones
desvestidas, cuya renormalizacion es multiplicativa. Para comprender la renormalizacidn,
de todas las funciones que se renormalizan aditivamente es necesaria una condicién extra.
Evitamos comentar sobre esta, para no hacer demasiado extenso este espacio.
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B.5 Constantes de Renormalizacién y funciones de
Wilson

Hemos visto como podemos obtener Zy ec, {B.65), de las funciones de vértice desvestidas
ec. {B.64). Para conocer Z, seguimos un procedimiento similar, en esta ocasidén utilizando
la ec. (B.57). De la tltima condicién de renormalizacién ec. (B.62), tenemos

, 1 1 1
Z; 75 =1 W§ABO+E/\%C}2+-2—)\QBQ). (B.73)

Pero como Zgl, ya es conocido ec. (B.63), de aqui podemos conocer z;zl, la expresién que
resulta es

Zy _1—-~/\BQ+ /\ 207+ /\2(@+ @) (B.74)

De esta forma tenemos la expresién en dlagramas de Feynman, de Ja segunda constante
de renormalizacién. Esta es la constante de renormalizacidn del conjugado del operador
compuesto tp ec. (3.35}.

Con estas dos constantes de renormalizacién ec.(B.65) y ec. (B.74), podemos
calcular las funciones de Wilson ec. (3.49) y ec. (3.30). De acuerdo con la ec. {3.49) y ec.
(B.65), tenemos

d ' -

Para el (:al(:ulo de la segunda funcién de Wilson ec. (3.50}, utilizamos la ec. (B.74), el
tesultado que se obtiene es el siguiente
Vo2 = ﬂ—/\Rk—O + = Az[k (@ - - ) + g &z@] (BT@)
De acuerdo con los propdsitos de este Apéndice, sélo resta mostrar el procedi-
miento de cdleulo, para el valor del acoplamiento en el punto fijo. Para esto, es necesario
conocer primero la funcién 3{)), esto implica conocer otras funciones o constantes de renor-
malizacién. Comenzamos de la funcién de cuatro puntos, tomando en cuenta que contamos
con la expresion libre de esta ec. (B.53), y que también conocemos Zg. Utilizando la ec.
(B.58) con L = 0, y ec. (B.61), considerando ademés que A = z3Ap, podemos tener un
mecanismao para conocer 2,

zgl“g)
AB

realizando las operaciones, tenemos

=1 2a50 + N0+ 207+ 3] (B.78)

(B.77)

Zy =
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También podemos conocer la expresion para Ag, de la ec. (B.77), conocemos
su relacidn con esta cantidad. De aqui

Ap = A+ 220 - N30+ 0%+ %@] (B.79)

Esta es la expresidn para el acoplamiento desvestido en términos del acopla-
miento renormalizado. Para llevar a cabo la renormalizacidn de las cantidades anteriores
es suficiente con tomar los dos primeros términos de esta expresién, para obtener las canti-
dades en términos de el acoplamiento renormalizado. Silo que se quiere es el acoplamiento
renormalizado, entonces multiplicamos 2z, por Ag. Peto como el propédsito es céleulo de la
funcién B, ec. {3.48), necesitamos tomar en cuenta la siguiente relacion

BA) kdZ,

_ kdZ, B.g
X T Tk (B.80)

de la ltima igualdad tenemos

1= IO+ XBET () ~ 507 + k6] (B.81)
De su relacidn con la funcién 5 resulta
_pBA L 3y d s 4 L 1.4
A kdk = 2/\ kdko + A [3kdk(<]) 2(} )+ gkde] (B.82)

de esta manera obtenemos la expresién de la ec. (3.48), en términos de diagramas de
Fevnman.

Para fines practicos es necesario conocer el valor del acoplamicnto en el punto
fijo. Desde luego la dificultad en este caso esta en el orden al que queremos resolver la
funcion beta, en este caso nos vamos a quedar a orden de un lazo, a este nivel su expresion

es
dA 3., d0O '
kdk = —--2)\ k"(ﬁ;’ (B.83)
la solucidn de esta ecuacién proporciona
1
Alk) = (B 84)

= X)) — O k)

En el limite universal, que consiste en hacer tender la escala inicial a infinito, con esto se
consigue eliminar aquellos términos que dependen de las condiciones inicial, el resultado
que se obtiene es el siguiente

A= ) (B 85)
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Otra relacién interesante aqui es la que relaciona la temperatura ¢ y la dilatacion p, ec.
(3.56). Se puede mostrar (8, 10], que esto conduce a la siguiente relacidn

¢
p~ () (B.86)
_ 1
donde v = =

Para conocer el valor de este exponente, falta conocer el valor de 7}, en el
punto fijo (el = indica que es en el punto fijo}. El valor del acoplamiento en el punto fijo es
la raiz de la funcidon 3, ec. (3.65) En este caso nos interesa el limite L — co, este puede ser
obtenido de la ec (B 85) Para ver esto, escribimos el diagrama en términos del tamafio
del sistema L {10],

41r2n2q

O =& Zf dse™te” =t T (B.87)
Lz 5
En esta parte consideramos apropiado usar la representaciéon de suma para la
funcidn 6
o 2
s (x|t) = Z g e?ne (B 88)
donde
g = e (B.89)

g <1

Usando la férmula fundamental de inversién para la funcién &,

0(01t) = (5)0(0] - 7) (B.90)
el resultado que se obtiene es
n?L?
E: 48
O = Z/ ‘”[- gl (B.91)
5 S) 2

Por lo tanto los otros diagramas se obtienen facilmente de aqui derivando res-
pecto de s sin olvidar su signo

n?L?

o P v
= dsse 5~ - B.92
O %:/D [(47&3)#'3']" ( )
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(B 93)

o 2 —st[
O HZ/O dss’e [(47rs)i5_1

El diagrama €, es el que esta involucrado en la ec. (B 85), en el limite que

nos interesa L — oc. Por lo tanto
{B.94)

—‘s-.’c2 kd-—f-l 4—d
471'8 (47r)2
que es evaluado para (d — 1)-dimensién en la ec. (3.67). Con esto el valor del acoplamiento
en el punto fijo es
2kt 4-d |
M= —c——T{——). B.95)
que también es evaluado para d — 1-dimension ec. {3 68}
Teniendo este valor del acoplamiento podemos calcular los exponentes criticos
Vamos a calcular por ejemplo el exponente v
1 k%% _ 6-d
- N B.96)
La expresion de v, a un lazo es dado por ec. {B.76) es [8, 10
2
3 = _u}\k B.9T)
"}"¢,2. dk ( 9?)
La expresion de 7., después de sustituir el valor de A", ec. (B.95}, resulta ser
21 O
= 4r*== B
después de sustituir el valor de los diagramas se obtiene
1
Yo = 5 (4 —d) (B.99)
(B 100}

De donde el exponte v sera
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B.6 Escalamiento de la Funcion de dos Puntos

En la funcién de dos puntos renormalizada ec. {3.44), tenemos que el término -—%g(em ~
& |g=0, depende del momento externo &. Desarrcllamos este término hasta cuarto orden
en el momento Q% Observamos que la contribucin en momento cuadrado @, que tiene
divergencia logaritmica, se anula con el {iltimo términc de esta misma funcién. Pero el
términos con momento cudrtico permanece y queremos ver su comportamiento. Esto puede
no set interesante en los problemas estandar de fenorhenos criticos, pero en el problema de
la intercara plana en el limite cuando la gravedad tiende a cero, no es claro que ocurra lo
mismo Considerando algunos términos de este desarrollo tenemos

T(Q)(Qb At= kg) = kg + Q2 - Q‘l(%?) (BIO]‘)

dd“‘lpd‘t“lq
// (Q% . k2)3(q2 + kg)(pg i kﬁg) +O(K5),

donde
G =p+q. (B.102)

Ahora vamos a introducir variables adimensionales con e] fin de tener una
integral adimensional, dejando todo en funcién de una escala & y denotando por I la
integral resultante tenemos que

2
TO@Q AL =K) = K + Q7 = Q) Iok™2, (B.103)
Ahora el coeficiente del momento a la cuarta, lo denotamos como
_ )f 2l 12 '
Ky = 8 I[)k s (B.104)
k) = (e 2 (4m)* o(5) (B.105)
’ 27(T(%4)) P ONg2

que esta dado por la ec. {3.70). Esto conduce a la ec. (3.5)

Hemos calculado la rigidez de flexién, pero sin tomar en cuenta el escalamiento
de las funciones de vértice, conviene recordar, que de las condiciones de renormalizacidn
ec. {B.59) y ec. (B.60), se obtien la relacidn con la masa fisica {cantidad vestida). Esta es
un invarianie del grupo de renormalizacion.

5—2 — m’z — F(Bg) (Q? f‘B(m)a AB; L)
‘ anr(Bg)(Q,tB(m)a)\B:L)’

(B.106)
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en términos del parametro p,
Pk =gt ' (B.107)

El escalamiento de las funciones de vértice es conocido

MQAK) = (ko) 3D onl-T [0 DI (0D B0y

Esta misma ecuacién se puede obtener, si cambiamos la escala de los momentos de & por
pk

dz

N
QA k) = (9) 449 exp(—5 | w(/\(m»—_—;]r‘i?)(;%, o), k). (B.109)

Es obvio que estas expresiones se pueden escribir en términos de la funcién de correlacion
Si estamos en el punto fijo esta expresion toma la forma

PR @Ak = (p)W”—%N*"%%f*‘”JF%N)(;‘%,A(p),k» (B-110)

Ahora én el caso particular de N =2
TP (k) = (p)*~AITE (07 'k) (B 111)

Por otro lado hemos hallado que la funcidn de dos puntos hasta el cuarto
momento esta dada por la ec.(3.53) Ahora evaluamos un factor de la cantidad del lado
derecho de la ec. (B.111)

TP (pQ) =k + p72Q% + p~'Qxs (B 112)
En términos de la funcién de correlacién queda como

M2 (07Q) = K + (€5)°Q* + (€k)' Q" ks (B.113)

Utilizando la ec. (B.111), se obtiene la ec. (3 72).
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B.7 Diagramas

Aparte de los diagramas que se evaluaron antes, tenemos otros que con frecuencia intervie-
nen, en el calculo de los exponentes criticos

O = / a’"qqg ]_H, (B.114)
O = /ddqm’ (B.115)
o= [0 [ e (B.116)
Y e (o ey MG

Estos diagramas pueden ser evaluados en la aproximacion en €, de tal manera
que permite calcular las funciones de Wilson, que estan relacionadas con los exponentes
criticos. Se encuentra que a orden en €3, y €%, en el punto fijo, estan dadas por [8, 9]

€ 109 |
Hf: — B B
7= 2L+ 1ozl (B118)
. . 8
Ypr = 73[1 + *2—?6] (B.119)

Vemos que la ec. (B.llg),‘ a orden ¢, esta de acuerdo con la ec. {(B.99).




Apéndice C

Calculo de ();,; para diversas
geométrias interfacialas

En este Apéndice, se pretende ser més explicito algunos pasos de las ecuaciones que se
muestran en el capitulo 4, pero gue cuestiones técnicas se omiten en el texto, para que la
lectura no resuite demasiado técnica. De manera que si se esta interesado en los detalles
técnicos, este Apéndice puede ser de mucha utilidad. Para comenzar, veamos el caso del
plano.

C.1 Detalles de la Geometria plana

Partiendo de la ec. {4 14) es facil obtener la ec. (4.16), lo que tal vez no sea obvio es el
paso de esta Gltima a la ec. (4.19). Para realizar este paso se necesita utilizar nuevamente
la ec. (4.17), ya que 2/%p(z + Az') = &p(z + A¢) Teniendo en cuenta esto, se sustituye
en la ec. (4.19) y se integra por partes en A Si denotamos por [, esta integral se tendria

Iy=plz + 2')pl2) — plz)p(z — ') - /Dl dAp(z + Az’)-{% (2 — (1= A)2), (C1)

al volver a sustituir esta integral en la ec. (4.19), los dos primeros términos de I, se anulan
Esto puede ser checado, tomando para el primer términos los cambios de variable

zo=z47, (C2)
Zp = Z, _ (C 3)
con este cambio de variable el primer término 7} resuita

T = [aRe [ = [ a2 + (22 = 20l )0l22). (C.4)
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Los cambios para el segundo término son

2=z — 2, {C.5)
2y = 2, (C.6)
la expresion resultante para este término es 7).
T, = /d}?f”/dzlfdzgw(}%'g + (22 — 21)%)plz ) p(22), (C7)
de donde Ty — Ty = 0, el resultado que se tiene para el gran potencial es
Qe = f dz / ai" / d2"B(R? + #2) f ar (C.8)

[plz — (1 = A)z )a/\p(z +27) = plz + A7 )——p(z = {1 )7},
tomando los cambios de variable
2 =z+4 A7, | (C.9)
=z — (1 A2, ' - (Ch0)

con estos cambios, la integral sobre el pardmetro A es directo y el resultado que se obtiene
después de integrar es

Qe = ;1 / R’ / dR? / dz [ dze(R? + (21 — 22)7)
[ﬂ(%)%‘ﬂ(zl) - p(zz)a"%p(zg)](zl — 23}, - (G111

v mediante simples cambios de variable se llega la ec. (4.19).
Fl siguiente paso que suponemos necesita ser més claro es el de la ec. (4.19) a
la ec. {4.20) Para esto nos auxialiamos en una W que sea tal que

(o1 = 2B+ (21— ) = =W+ (11— 2"
d d
= C—i;;W = ——-d—z;W (C.12)

sustituimos la ultima igualdad en la ec. (4.19) e integramos por partes respecto de 2y,
obtenemos : ‘

Qo = % / 4R / dR” / dz, f A W(R? + (21 — 2))
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Ahora por definicién de W, tenemos

(—%W(u? + R?) = wii(R”? + u), (C14)

entonces se cumple que
u.‘
W (s + R'2) = f dui(R? + u). | (C 15)
—00

Ahora tomando el cambio de variable

y = u? —u”, . (C.16)
se gbtiene

Wu? + R?) = --%- /Om dyd(y + u* + R"®), (C.17)
entonces se tiene

/ ARPW(R? + (21 — 7)) = é— / &R fﬂ ¥ dyily + (21 — ) + RB?). (C.18)
Mediante simples cambios de variable, se simplifica la ecuacién anterior para vesultar

o . 1 —
/ dRPW(R” + (21 - 2)") = —3 / ERB5((z — 2)? + R?), (C 19)

sustituyendo esta integral en la ec. {C.13) se obtiene 1a ec. (4.20).

C.2 Detalles de la Esférica

El segundo caso que corresponde a las esféricas, en este caso hay dos alternativas para obte-
ner el tensor de esfuerzos, en lugar de utilizar la ec. (4.14}, uno puede utilizar directamente
la ec. (4.10) en vez de la ec. (4.13).

C.2.1 Una alternativa

Usando la ec. (4.10) es posible conocer todas las componentes del tensor de esfuerzos La
idea es utilizar el hecho, de que el tensor de esfuerzos en la ec. {4.10}, depende directamente
de dos vectores de posicién, uno fijo y otro que se esta moviendo sobre toda la superficie
en consideracion. Estos son 7y 7 respectivamente. Por conveniencia vamos a expresar la
base del vector ¥ en términos de los vectores base de 7. Es necesario conocer la matriz de
transformacién de la base ¥ a 7. Para esto primero escribimos la expresién de los vectores
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unitarios en la base de las coordenadas esféricas, asi para un vector 7 de coordenadas
(1,6, )

F =&, (0.20)
é, = sin B cos @i + sin §sin ¢7 + cos Ok, (C.21)
&g = cos B cos 1 + cos O sin ¢7 — sin Ok (C 22)
£ = —sin g + cos ¢, (C.23)

y reciprocamente

i = sin  cos ¢, + cos 0 cos déy — sin péy, ‘ (C.24)
; = sin @ sin gé, + cosf sin péy + cos ¢é,, (C.25)
k = cos pé, — sin fey. _ (C.26)

De manera similar para el vector de coordenadas (v, ¢, ¢'), los vectores unita-
rios toman la forma

& =sinf' cos ¢t + sin & sin ¢'7 + cos 0'k, (C.27}
&, = cos 0’ cos @' + cos ¢ sin ¢’ — sin 'k, {C.28)
&, = —sin ¢'t + cos ¢'J, | (C.29)

y teciprocamente para los vectores cartesianos unitarios, pero ademds esta base es tnica.
Por lo tanto

7 = sin§' cos ¢'é, + cos &' cos ¢'éy — sin ¢'éy, (C.30)
j = sin §'sin ¢'é + cos @' sin ¢'ép + cos P'éy, (C.31)
k= cos¢'é, — sin#é,. (C.32)

Tomando en cuenta lo anterior, los vectores base de las coordenas esféricas de
7 se escribe en términos de los vectores base de 7. Esto es

&, = (cosfcos® + sin§ sin f cos(d — ¢'))é, + (—sinf cos§’ +
sin @' cos @ cos(p — ¢'))ép — sin @' sin(¢p — ¢')éy, (C.33)
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&y = (—cos Bsin & + cos &' sin B cos{¢ — ¢'))é, + (sinfsin ' +
cos §' cos B cos(¢ — ¢'))és — cos &' sin(d — ¢')éy -, (C.34)

&y =sin@sin(¢ — ¢')é, + cos fsin(@ — ¢')é + cos(d — ¢')és. (C 35)

En las ecuaciones (C.33), (C.34) y (C.34), introducimos una notacién mds simple

é’, = €o8v11ér + C08Y196p + COS’Y13é¢, (C 36)
&y = 7216, -+ cosY28y + co5Ya3é4, (C.37)
&, = Cos7y31 &, + COSY32€g + COs7Y33E4. (C.38)

donde cos7y;; se identifican en las ecuaciones (C.33), (C.34), (C.35).
En una relacién matricial mds compacta, los elementos de matriz se identifican
como Co8 y;5, esto es

Ers COS7Y11 COS7Y12 COS i3 ér
g | = | cosvye cosSer COS o3 €y (C.39)
€4 COS8 Y3y COS7yap COS“¥ay €4

El calculo del tensor de esfuerzos por esta ruta tiene la ventaja que es posible
conocer todas sus componentes (normales y tangenciales, normal-tangencial). Pues la ec.
(4.13), se puede escribir en términos de los vectores de una sola base. El paso de la ec.
(4.13) a la ec. (4.25) por esta ruta es totalmente algebraico pero tedioso. De acuerdo con
el formalimo que se utiliza en este capitulo, para conocer las propiedades interfaciales solo
necesitamos la componente normal del tensor de esfuerzos. En un sentido practico podemos
evitar célculos innecesarios por el momento si nos enfocamos ditectamente en el célculo de
la componente normal del tensor de esfuerzos o del gran potencial. El resultado que se
obtiene de considerar esto es la ec. {4.14), que proporciona ¢l mismo resultado que el caso
anterior y con menos trabajo.

C.2.2 Algunos detalles

Igual que en el caso de la geometria plana, el paso de la ec. (4.14) a la ec. {4.25) no es tan
obvio. La expresidn que resulta directamente de las operaciones algebraicas de los vectores
unitarios en la ec. (4 14) es

Q= 5 [ dF [ di* [ € (71)p7 - (1 = N 2up(+ A7) (.40
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Usando la relacién dada por la ec. {4.17), en la ecuacién anterior e integrando por partes
respecto del patdmetro A. El resultado que se obtiene es :

Qs = =3 [ a7 [ [ B all7+ M) Bapll7 = (1= 1), (c41)

De la ec. (C.40) y ec. (C 41) resulta la ec. (4.25). El procedimiento mediante el cual se
elimina el pardmetro A de la ec. (4.25) es muy similar al caso de la geometrl’a plana. La
ec. (4.25) puede modificarse completamente mediante los siguientes cambios de variables,

T’QJ =Ty + /\T;, (C'42)
7 =7~ (1= A (C.43)

El resultado que se obtienen es

Qup = ;11 f a7, / A7 (7D — 7DV (|7 — 7)) x
({28 p(|71]) — p(lri DA p(Ir2))], (C.44)

esta ecuacion puede ser simplificada resultando
1 3 3 o
Qipp = -2*/05?"1 /drz(fﬁl) - ﬁz))w(l?"l - 7"2|)P(?‘2)3é1)ﬁ(?“1)- (C.45)

El siguiente paso consiste en pasar de la ec. (C.45) ala ec. (4.26). Nuevamente
el procedimiento es completamente similar al caso de la geometria plana. Se define W, de
tal manera que

(71 = ) (i = 73) = ViW(|fy ~ 7af) = = VoW (|71 — 7}, (C.46)

de esta ecuacion la iltima igualdad es sustituida en (C.45) e integrando por partes respecto
de 7 tenemos '

1 - - . _, . . _
i = / ar, / &R,V p(7y) - Vp(Fy) W (I — 7). (C.47)

en esta ecuacién podemos aplicar la ec. {C.18), componente a componente y resulta la ec.
(4.26). El paso de la ec. (4.31) a la ec. {4.32) ain cuando no es complicado, pensamos que
requiere un paso mds, con este propdsito se hard aqui una de las integrales, tomando por
ejemplo el primer término de la ec. (4.31). Después de haber considerado que wW(R) ~ 0,
entonces para y = 4R?, se puede considerar y — oo. Entonces

Q0O o0
I =/0 dy/o dsw{s + y), (C.48)
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2

tomando los cambios de variable y = 2%, s = . Tendremos

I = [) “ ordz /0 “osds'B(a? + 82), (C.49)

a continuacién tomamos nuevos cambios de variable z = rsinf, §' = rcosd, es importante
mencionar que el dngulo @, en este caso estd variando en el intervalo [0, %]

I =4 /Ooo drr? /{)E df sin 6 cos 68 (r?) (C.50)

la, integral sobre # conduce a la ec. (4.32)

El caso de la geometria cilindrica es similar al caso de la geometria esférica
De manera que la explicacidn del texto, mas los detalles del cdlculo que se han aradido
~ para las geometr{as planas y esféricas, pueden ser utilizados de manera analoga en esta
geometria para conducir a la ec. (4.43).

C.3 Detalles de la aproximacion de Fisher y Wortis

Algunos de los detalles que consideramos practico comentar es sobre el procedimiento que
conduce a los resultados mostrados en laec. (4.85). Para esto debemos comenzar mostrando
la manera como se llega a la ec. {4.79). Est4 ecuacidn puede ser obtenida de la ec. (4.26).
Sin embargo, es mds directo obtenerlo de la ec. (C.45), mediante un sencillo cambio de
variable, para esto la ec. (C.45) se reescribe de la siguiente manera

Qinp, = fdﬁ]d Pt (|7 — 7o) % (C.51)
( Yo(r)8 plry) — ;0(?"2)3(1 p(f'x))A_ (C.52)

Podemos ver que esta integral consta de dos términos independientes, la idea es utilizar

distintos cambios de variable en cada término. Para el primer término proponemos
T-‘d - F1 b 7721 (053)

7= (C.54)

= -7, | (C.55)

T = 7). (C 56)
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Estos cambios conducen a la ec. (4.79)

Finalmente los dltimos detalles que queremos comentar es el paso de la ec.
{4.83} alaec. (485). En este apéndice vamos a mostrar como se lleva a cabo la aproxima-
cidn, utilizando los cuatro primeros términos de la ec. (4.83). Esto es

= 5 [0 [ T ol - s7) = 0+ 1ol +
72 2 .
EL - 01 - sy = o0 = 20t 5 457, (©.5)

Para esto en la ec. (C.57) sustituimos la aproximacién realizada al perfil y al
elemento de volumen, dada por las ecs. {4.77), (4.84) y {4.78). Esto genera la expresién
del gran potencial que contiene la tensién superficial y los términos de correccion debido a
las curvaturas media y Gaussiana, pata estos términos. La expresion resultante es

Qinp, = —%/dz/dz’[dQR’w(R’Qv—l-‘z’) X

{Rlet(z)po(z = 2') ~ polz + 2 hpo(2)]

+op{2)p(z = 2') + P (2)polz — ') = phz ~ 2)pr(2) — ;{2 + 2)pole) +
32{ph(2)po(z ~ 2') = p(2 + &) po(2)] +

Elb(E)a(z = 2) = il ~ ) + Az ~ 2)
;—p’o(z +2)p2(2) — ph (2 + 2)p1(2) — gz + 2 )po(2)] +
Zoh{)e (= = 2) + ol (@polz = 2) ~ bz + ) (2)

—pi{z + 2 )m{2)] + %[PE(Z)PG(Z =2y = pylz + Z’)po(z_)] +

1o (Denlz ~ ) + AE)er(z = 2) - i + 2)pale)

a4z + 2 ()] + Saleb(edalz — #) + (ool — ) +
pilzimlz = 2) = gy(z + 2)oe(2) — o (2 + 2)p(2)

2
~ e+ hnla)] + gl (= - 2) + A (on(z — 2)

bl + D) — Al + D)) + Syl (Eonlz - 7)

~ph(z+ 2o (2)]}
*ﬁs [z [ a2 [ @R @Ew(RT + )60 - 2) -
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Bhla+ /)ml) + I (E)hle ~ ) + ph()ok (s — ) -

Aoz + 2o (2) = Pz + ') po(2)] + %lpb(z*)po(z -2} -
otz + #)o(2)]

sl (@nlz ~ 2) + A6 = #) + fhlz — 2)ph(2)

—po(z + 2 )pa(z) = (2 + 2)pr(2) = pa (2 + 2 Yoo (2)] +

A (2)ohlz — ) + (2l = 2) = iz + 2)pn(2) -

2
P+ ) oo(2))] + 12z = &) = sl (2 + o2} (©58)

Donde se ha tomado en cuenta el hecho que en coordenadas esféricas 2/ = s7/
y (R')? = (r")}?(1 - s?). Esta gigantesca expresion para el gran potencial, puede reducirse
mucho si tomamos en cuenta los siguientes cambios de variable, segiin convenga en cada
término

llz=zy2d=c-y deaquiz—2 =y

Az=yyZ=z—y deaqui z+ 2 =z.

La utilizacién de los cambios en la ec. {C.58) conduce a la ec. {4.85).
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Renormalization group calculation of the dependence on gravity of the
surface tension and bending rigidity of a fluid interface.
Physical Review Letters 86, 2369 {2001).

2. H.W. Diehl and R.K. Zia.
Comment on “Renormalization group calculation of the dependence on
gravity of the surface tension and bending rigidity of a fluid interface.
Physical Review Letters 87, 209601 (2001).

3. José GG, Segovia-Lépez and Victor Romerc-Rochin.
Segovia-Lépez and Romero-Rochin Reply
Physical Review Letters 87, 209602 (2001).
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Renormalization-Group Caleulation of the Dependence on Gravity of the Surface Tension
and Bending Rigidity of a Fluid Interface
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The surface tension and the bending rigidity of a planas liquid-vapor inlerface in the presence of

vanishing gravity are analyzed using the rerormaliz
of inhomogencous [luids, we show thal a torm, g
the classical capillary-wave mode so that a renor

ation group. Based o the density functional theory
uarlie in the density Uuciuations, can be added Lo
malization-group calculation can be performed. By

camparing the outecoime of such a caleulation with rigorous results relating the direct correlation tunction
with surfade tension and bending rigidity, we find the scaling dependence of the latter on gravity The
results agree with the expected fact that the interface should become unstable as gravity vanishes,

GO 10.1103/PhysRevE el 86,2369

The capillary-wave model of the tiquid-vapor interface
is ane of the most stiking and interesting theoretical re~
sults {1,2] in the study of the statistical mechanics of in-
homogeneous Auids [3-5) Tt was originally formulated in
4 phenomenslogical fashion by Buft, Lovett, and Stillinger
[1]in order to describe the competition of gravity and sur-
face tension, in the form of capillary-wave (luctuztions of
an otherwise planar intrinsic interface between two [uid
phases A significative ptediction of the model is that the
ntertucial thermud Ructuations broaden the actual width
ol the intertace and, in the fimit of vanishing gravity, the
width diverges (for o system infinite in size) [1.2). More-
over, it can be shown that this broadening is the resuft of
the fact that the tansverse correlation length of the density
fAuctvations diverges as gravity vanishes [2,6], Thus, 2n
unalogy with a criticul phenomenon cun be used with grov-
ity playing the role of the distance to the criticul point [7].
This roughening of the interfacial width has been clearly
demonstrated in many similar models and in numericat cal-
culauiens of Ising-like systems {8).

On the other hand, concenteating on a fluid intetface and
using density functional theory for inhomogeneous fuids,
Romero-Rochin, Varea, and Robledo {9] showed tha this
model mzy be derived from a peneral expression for the
cost in grand potential due to an arbitrary density fluctua-
tion of the Gibbs dividing surface. Specializing (o terms
guadratic inn the fuctuations of the surface, one obtains an
expression for the energy cost that closely resembles the
capillary-wave model but that actally includes higher or-
der terms absent in the phennmenalogical model. I such
a derivation use is made of exact rigorous results, namely,
the relationship betwesn the direct correlation function and
the gradients of the external Geld, derived by Lovett, Mou,
and Buff (10} and Wertheim (1] (LMBW), and of the
axpression for the sutface tension in werms of the second
lransverse moment of the direct comrelation fimition found
by Yvon [12} and Triezenberg and Zwanzig {13] {YTZ).
The higher order terms of the extended model e ex-
pressed in terms of higher derivatives of the deviation af

0031-9007/01/86(1 1)/236%(4)$15 00

PACS numbers: 68.03 Cd, 05 10 Ce, 05 70Tk, 05.7D.Np

the intrinsic surface, and they certainly have physical mean-
ing [£4] The most notations is the energy cost of bending
the surface [15]. This teim is Properticnal to the bending
rigidity times the curvature of the surfuce, and the bend-
ing coefficient can be shown to be proportional to the
fourth transverse moment of the digect warrelation function
(RRVR) |9,16]. The bending 1igidity of Nuid interfaces in
the-present context has been studied exténsively {17-21].

Since the physics dccompanying the lung runge develop-
ment of the surfuce fluctuations indicate thar a eritical-fike
behavior is present, Weeks [7] proposed 4 scaling hypothe-
sis of the corresponding correlation funetion in terms of
the classical capillary length L2 = v/Bpme; here v is
the (constant) surface tension, Ap = p; — Pg is the dif-
ference in liquid and vapor densities, m is the mass of the
fluid partictes, und g is the gravitationul sceeleration. This
hypothesis is certainly vheyed by the ariginal capiilary-
wave model and indicates that the cosrelation length of the
system is the capitlary length

In this Letter, we introduce ancthel point of view in
the relationship between exact results pettaining o the in-
terface, obtained from densily functionul theory, and the
“critical” behavior of the interface as gravity vanishes
The idea is thar instead of using density functional theory
10 build a capillary-wave madel, we rather reguire those
exact results to be satisfied by any phepomenclogical o
otherwise theory of the surface Huctnations. This ap-
proach has already been used by several authars, in mean-
fiefd theories, to obtain expressions for surface properties
{17-19,22]. Now, for gravity almast vanishing and assum-
ing that we are facing a boua fide critical phenomenon,
we propose that there exists o “bare” capillary. wave- [ike
Hamiltonian, which includes fourth oreder surface fuctia-
tions, as in any Ag* theory, that must be 1enormalized
The corresponding renormalized second order correlation

function can thus he caleulated, and the moments of this.

function are o be compared with the exact results: the
LMBW expression vields the dependence of the actual eor-
zelation length an gravity (which differs from the classical

© 2001 The American Physical Sdeiety 2369
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capillary length), and with the.use of the YTZ and RRVR  dent results pertaining to the surface tension and the bend-
expressions for the surface tension and the bending rigid-  ing rigidity: Robert [24] argued that the second transverse
ity we find the dependence of those quantities in terms of  moment of the direct correlation function diverges at zero
gravity, Certainly, scaling is obeyed, not in terms of the  gravity, And very recently, both by molecular dynamic
mean-field fashion classical capillary length but tn terms  simulations [21T and by experimental results [23), it has
of an lsing-tike correlation length with Ising critical expa-  been found that the beading rigidity of a liquid-vapor in-
nents We shall see that the existence of the analog of the  terface is unequivocally negative

7 exponent yields, as gravity vanishes, a diverging sur- Let us begin presenting the exact results of density
face ension and a diverging but negative bending rigidity functional theory [3-35,9-13]. Consider a fluid in a coex-
Although these tesults may appear aot intuitive they are  isting liquid-vapor state in the presence of gravity with an
not unphysicsl [21,23,24]; while the surface tension op-  equilibrium dengity profile py(z), The profile hus the prop-
poses increase in area, the bending rigidity being negative  erties that plz — %) = py, plz = —=) = p; with an
favors curvature. As gravity vanishes, the rigidity diverges  interfacial region of width w in the vicinity of z = ¢ The
more suongly than the surface tension so that the surface  change in grand potential due to an atbitrary density fluc-
ends up with large distortions that broaden the interfacial  tuation, at given u — Veq (7} and T, with Vg, = mgz, is
region. Our findings are ulso in agreement with indepen-  given by

J

AD = Q[p] - Qlpe] = %’- f 4P AP CF )0 (P8 p )

+ %’rl [ 47 dF 47 4R WG L B S p ) p (PSP ST ¢, (D)

where Ep(F) = p(r) — po(z) und_ﬁ is the projection of
the d-dimensional vector 7 = {z, k) on the z = ( plane . . = dpo

C(F,7) is the direct cormelation function of the uid, and Fp(F} = polz — £(R)) — pulz) = =~ {(K) 2 (2
COF, 7, P #) is the next, fourth ordet correlation func-

tion. Following Trezenberg and Zwanzig [13], we con-  Where £(R) is an arbitrary single-valued function that sep-
si?]lc-:r ih(; dznsitg}' ﬁuctuatiou% wanzig [13] " resents the “capillary-wave” [luctuation of the Gibbs divid-

| ing swface. Equation (1) becomes

AN - 521 f dRaR' CUR — R'DZIRIC(RY

+ L[ ak aR aR? ab? COR R R RRRICRD SR + ®

defining the rrassver e ditect correlation function |

L., : dpo dpg A tified the sucface tension of the interface as the cost in £2

C{r — &' = H dz di by C(z.251R = R'l),  duetoanincrease of area arising fiom the fluctuation ¢ [R).
. zodz They found (YTZ)

. (4 -
oo, e, 250
and an analogous expression for C¥N&, R\, RY, R"). y = % g C;(n ) )
Laovett, Mou, and Buff {10] and Wertheim [11] derived age
the following exact result: Following the previous reasoning, Romero-Rochin, Varea,
. e aiver and Rebledo [9,16) caleulated the bending rigidity of the
VVeai(F) = — T f 4V C(F F )V polF') (5)  intertace as the cost in £¥ due to a change in cwvature
In the present case, this expression can be written as generated by the uctuation g’(:&‘)_.. l'}he fesultis RRVE)
' kT a*C10
lE et Apmg ) = e o (N
-1 —-— K =
jd RC(R) = 2E2E © IRy
Denoting by, CQ) the (d — 1)-dimensional Fourier trans- Evidently, one may go to higher order terms in the ex-
form of C(R), one may also write (LMBW) pansion of C(Q), and extend the capillary-wave model {9]
) Apm However, the relevant point now is that the results (7}, (8),
) = 2pmg {7y  and (9} are exact and independent of any capillary-wave

kT model. At the same time, those equations are simple state-
In a well-known paper, Triezenberg and Zwanzig [13]iden-  ments of the relationship berween measurable quantities
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and the direct correlation function C(R). Without know-
ing anything about the latter, those rzlationships are empty
as far as predicting actval dependences on thermodynamic
quantities such u and T and external variables such as g
Our purpose below is to show that with the use of the stan-
dard theory of ¢ritical phenomenz and the renormalization
group [25-27], adapted to the present case, one can fill the
gap and obtain the dependence on gravity

For vanishing gravity, the transverse direct cortelation at
zero momenwim, C{0), vanishes; of. Bg (7). This is the
equivalent in usuul critical phenomena of saying that the
inverse susceptibility vanishes at the critical point [23,26].
The critical point is thus identified as the value g = Q
However, this does not imply that gravity is the equivalent
of the tempejature difference from the eritical emperature
IT — T.f. The analogy is rathe: that gravity g, besides
some constants, is equivalent o the inverse susceplibility
x "' This means that near the critical point g == 0, there
exists a bare capillary-wave-like Hamiltonian of the form

o it 20 g B0 2py L A amy ]

Hoom [ I R[ L 0scioR « 2 20 + 4 04B)
(10

with the partition function given by
z = [ Digtne s an

Qur main interest is to calenlate, from Bq (11), the cone-
lation function

HR - B') = Ry RY, (i2)

whose inveise is the ditect cotrglation function C(ﬁ’) {or
the two-point vertex function in the renormalization-group
language).  In proposing the above form of the bae
capillary-wave Hamiltonizn, Eq. (10), we point oul that
there is no need to include guadiatic terms beyond those al-
ready included [i.e , quadratic kerms proportional to higher
derivatives of ¢(R)]: those terms in the Hamiltonian ¢an be
shown to be irrelevant, in the sense that do not modify the
critical behaviot [25) What is very important, and the nov-
elty of our propogal in the present problem, is the inclusion
of the term AZ4(R). This term in the Hamiltonian will give
rise 10 terms of all orders in the correlation function € (R}

Cleanly, if A is zero, one recovers the Caussian model,
then yo = - the actual swrtacs tension, ¢p/2 = Agmg, and
uli the higher order terms such as x vanish Thus, it is the
ALH(R) term which makes the caleulation different. The
physical motivation to include this contribution is the ap-
peatance of the fourth order teum in the cost in grand poten-
tial due to a surface fluctuation, Eq. (1), In other words, the
expression for the purtition funciion, Egs. (10) and (113,
is the simplest one that follows from considering the low-
st nontrivial contributions 10 Afl. With this ealeulation
we will find approximate expressions for the measurable
quantities that tecessarily depend on the parameters of the

bare mode!, but as we shall see, the dependence on pravity
will also be found, which is our goal here.

Using  standard renormalization-group calculations
[25,27} one can find, for arbitrary dimension, the renor-
malized N-vertex functions Our interest now is the two-
point fuagtion, which can be shown to be

Cr(@) = yolkey W2 + (he)*Q?

- k& e+ 1, U3
where £ is the correlation tength, and whose dependence
on g is tound below k& is the arbitrary renormalization
scate. Up to two loops one can express y 3l A"}, the anoma-
lous dimension exponent evaluated at the fixed Ising point,
as [27]

oo (8- a
ye(AT) = 5 .
For simglicity, and to follow the usual nomenclawre, we

shall now catl the exponent 7 = ¥4(A*) The fourth order
coefficient &, can be calculated and yields

)(:m)"“'fo. (15

(14)

2
Ky = |
’ (27k2r2("~;,—’)
whete fp is the convergent, adimensional, integral
' |
7 nfdd--l l,'fa'—l -
‘ PTG e e T
{1¢)

Again, if in the Hamiltonian A is set equal Lo zero, one -
obtains x, = 0

We wrote Bg (13) in such @ way w highlight the scal-
ing form of the height-height comrelation funclion. Namely,
we find ttmt, as expected [2,9], such a funclion scales as
C = C(R/&) However, ¢ does nat eyual the classical
capillary length unlsss 7 == 0 The existence of the latter
anomalous dimension is in agreement with the sealing hy-
pethesis praposed by Romero-Rochin, Viveq, and Robledo
[£,20]

With the above results, we are now in a position to make
contuct with the exact results previously found  First, we
make the main identification, by eguating the renormals
ized vertex function C"R(Q = 0}, Eq (13), with the actual
transverse direct correlation function € (2 = 0}, Bq. (7
One ohtaing

Apmg = yolk) MR 13!
The principal result hére is that we find the dependence of
the correlation length £ on gravity That is,
£ gTeT (18)
Needless to suy, from By, (17) one sges that it m = Q, £
equals the clussical capiiiary length.

With the identification of the conelation length,
Eg. (18), we can now predict the scaling dependence on
gravity of the measured surface tension, Eq (%), and the
bending rigidity Bq. (8). The surtace tension is

: y = yolké)? — g77E (19)
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This resuit may appear quite surprising since it shows that
as gravity vanishes the swface tension diverges [24], thus
indicating that the free energy does not favor Jarge undu-
lations of the surface However, the bending rigidity also
diverges and it is negative {21}, '

K= —yolhé) iy ~ -y TR wfE-n 20

A negative bending rigidity favors large curvature of the in-
terface. Morgover, as g vanishes, x grows faster than ¥ such
thar lazge undulations of the surface may tesult. This is cer-
tainly a physical argument supporting the expected fact that
as g vanishes the interface becomes wider and unstable, as
the classical capillary-wave model suggests However, as
gravity becomes even smaller. the higher order terms in the
transverse correlation function € {Q) ate mare and more
relevant, so that at g = 0, the renormalization-group cal-
culation indicates the well-known singular behavior [25],
C(@Q.z2 = 0) ~ (*77, that prevents the expansion in
powers of  and, therefore, the definition of ¥ and .

For smaif gravity the present resulis could be experi-
mentally tested. It sppears, however, thut in the current
microgravity experiments |28] the conditions are such that
the liquid-vapos states obtained are in the form of drops of
one phase on the other. To test these predictions the planar
imerface should remain pinned, while the size of the sys-
tem should be made longer than the expected courelation
length ¢ at the given value ot gravity, in ordes to simulate
the infinite gize of the system that this analysis requires.
For d = 3 the surface is two dimensional and the exact
[sing 1esult predicts % = 1/4. Of course, Lhis dependence
may be tested only within the Ginzburg region; cutside it,
mean field is valid, then y is constant, and k, altbough
finite, becomes an irrelevant quantity in determining the
behavior of the interface at small values of gravity.

Finally, if as the cldssical capifiary-wave model suggesls
[1], one identifies the square of the width of the interface
as the value of the height-height conelation function at
R =0, namely w? = H (0) (cf Eq. (12)], the present
scaling law predicts that the width diverges as w® ~
£379°1 for 4 < 3, Since the correlation function 4 (0)
appears finite for 4 = 3, one cannot copclude bow the
width of the interface diverges as gravity vanishes [9].
Cn the other hand, if the classical capillary-wave model
is correct down to arbitrarily small values of g, then one
finds for d = 3 the well-known logarithmic divergence in
terms of the capillary length, w ~ In{L,) [1]. This would
mean, however, that the critical behavior of the interface
is always of the mean-field type, a result that should have
o be experimentally veritied

*Corresponding author.
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Commient on “Renormalization-Group Caleulation
of the Dependence on Gravity of the Surface Tension
and Bending Rigidity of a Fluid Interface”

In a recent Letter 1) 2 renormalization-group (RG) cal-
culation of the gravity dependence of properties of a liquid-
vapor interface is presented whose central point is the use
of the (bare) capillary-wave-like Hamiltonian

. — d=lpi Y os2 - alz) 2 A
ch[;]—fd R[2 Vel + =557+ 24

(1}
to study the interface in the limit of vanishing gravitational
acceleration g Here (R} is the local height of the inter-
face configuration [¢] at position R relative to the plane
z = 0. Recognizing that (1) is just the usual @* Ham.
iltonian and that ag{g} vanishes as g — 0, the authors

followed the standard RG analysis for the critical fsing
system, arrived at the fixed point Hamiltonian

[ R[S wer + j—:r‘:l‘ @

and reached a remarkable conclusion: intetfacial proper-
figs (in d dimensions) tor g = 0 should be identical to
those in a critical, d — | dimensional bulk Ising system

In order for this analysis and its conclugions 10 be valid,
the (renormalized) coupling constant A must remain posi-
tive in this limit, i e, limg—pA(g} = A% > 0. However,
in the present interface case (in contrast to that ot critical
bulk systems), there we fundamental symmetiy require-
ments that enforce A'Y = 0. We belisve that the authors®
introduction of a nontrivial A(g) ts justifigble But as we
show in the seyuel, their assumption ot A% > 0 is unten-
ahle, so that their subsequent unalysis is irrelevant und the
conclusion unieliable

Consider a simple liquid-vapor system in 4 dimensions,
under the influence of a potential gz. Let (x;) = (Rq, xy =
‘z) € R? be the coordinates of a point relative to a fixed
frame with Buclidean unit vectors 2. In the absence of
gravity, the system respects the Buclidean symmetries und
hence is invariant under translations and iptations x; —
xl = Ryx; — A;, where (R;;) is a rotation matix [n the
two-phase region (of the g = ( system), these symmetries
are broken spontaneously by the presence of an interface,
so that nonlinear realizations of the Buclidean group are
necessary, For g # Q, thess symmetries are broken explic-
itly. Under = 1otation, the system transforms into one with
a rotated field: péy — Rzt

Let us write possible (hare) interface Hamiltonians as

HE ] = f TR LW e at ). D)

wheze 82, %4, . stand for first, secand, and higher par-
tial derivatives 8¢ /0R, et H DY) must be invaziant
under the transformations discussed above, We consider
sepaiately the consequences of this uivial observation.

2096011 0031-9007/01/87(20)/20¢601{1)$15 CO

{(t) Translations along the z axis —This symmetry is
realized by £ — ¢' = ¢ - Ay The invariance of H ™
means that the energy cost of such a translation vanishes
as g — 0. Hence £™ cannot depend explicitly on ¢:
we must have £ & e £O(ar 322, ). This rules out
terms such as AZ*, as well as (2), in the limit g — 0 Yet,
A = 05 erueial for the appioach in [1), the presence of
an upper c¢ritical dimension of 5, and the fixed point {2)

{11} Retations about &, —As discussed in Ref [2),
H O must realize this symmetry in & nonlingar fushion
Specifically, it only Aist derivalives 8¢ are tuken into
aceount, then W iy simply proportional to the surface
area, ie,

L£9%0,.) = a7, 4

where n = | + (9.4 is the dercrmingal uf the induced
metric  Tn taet, this “drumbead” model can be derved
directly from appropriate bulk models of the ¢ type in
the Tow-temperatuie limis (3] Cosrections to it depending
on derivatives of higher than fitst order can be derived in a
yystematic fashion [4,5]; the leading ones involve the race
of the curvatare tensor and the curvatwre scalar.

Starting from 4 " model fur the bulk, the parameters ag
and A could be computed by an appropriate generalization
of the analysis of Rets, [3] and [4] to the ¢ase g #* 0. Thar
these parameters vanish tor g = 0 has already been shown
in these references

In summary, the intertace model of Ref [1], while valid
for g # 0, violates fundamental symmetry reguirements
for g = 0. Thus its results cannot be applied to critical
properties of interfaces in vanishing gravitational felds

One of us (H.W.D.) is indebted to 8. Dietrich tor calling
his attention to Ref. [1].
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Segovia-Lépez and Romero-Rochin Reply: The claim
of the Comment by Diehl and Zia [1] is that the resuits pre-
sented in our Letter [2] are unreliable because our assump-
tice that the “critical™ behavior of the interface is Ising-like
us gravity becomes smafl is untenable due to “fundamen-
il symmetry requirements.” The éssence of the Comment
is the statement that in the absence gf gravity, an imerfa-
cial Hamiltonian can have no terms ptoportional to £(R)
(at any power) because of the symmetry requirements ex-
plained in (i) and (ii} of the Comment Indeed, we agree
that this should be the cuse provided the interface exists in
the absence of gravity (or in the absence of any externul
field) However, this is not true for an actual tiquid-vapor
interface of 4 one component simple Auid: such an inter-
face exists only if an externut field is present, be it grav-
ity, confining walls, o1 in the form of prescribed boundary
conditions. That is, in the thermodynamic lirit, the equi-
librium state of a fluid in the absence of any external field
is one with uniform density everywhere; any inhomogene-
ity increases the free energy of the system. This is a point
that the authors of the Comment have missed Thus, the
symmetry arpuments presented in the Comment may ap-
ply to intetfaces that exist in the absence of external fields,
such as biological membranes or amphiphilic inteifaces,
but they aie irrelevant to a fluid system at g = 0. Inci-
dentally, u uniform system does satisfy the symmetiy re-
quirements expressed in the Comment, but this is certainly
not the point of Diehl and Zia [1] We bave made clear
in the Letter [2] that ow results are valid only asymptoti-
cally and we stress here that it should also be cleas that the
thetmodynamic state ot 4 fluid at ¢ = 0 Is not an analytic
continuation of the state obtained in the limit g ~ 0. One
should also be careful in noticing that our intetfacial Ham-
iltonian is net a prescribed phenomenological medel but,
rather, that it follows from a class of density fluciuations
of the whole fluid [see Eq. (2) of our Letter [2]], includ-
ing both the inteiface and the bulk of the fluid That is,
there is no a fortiori reason that such a Hamiltopian still
represents a true interface in a limit where the fluid does
not tzke on such a state.

With this we do not want to imply that we have fully
justified the proposal that the ciitical properties of the in-
tetface ae Ising-like in the asympfotic regime g — 07
As a matter of fact, in our Letter we have clearly indicated
that this assumption is only plausible but that, in fact, it
may ot be the case That is, it may be true that the “uni-

209602-1 003 1-9007/01 / 87(203/ 209602(1)$15 00

vessality class™ of the critical phenomenon of the interface
is different from the one corresponding to the lsing fixed
point. What does remain true is that we have clearly shown
that in the Timit considered 4 nontrivial bona fide critical
phenomenon is at hand, and we have also shown how to
connect the tesults of whatever mode! for the critical state
is used, with measurable propetties of the fluid and the ex-
ternal field; see Eqs. (7)-(9) and {13) of cur Lenter [2] 1n
this regard we point cut that the models of Refs. [3-5] of
the Comment {i.e., the drumhead model) are irrelevant to
the print the authers of the Comment make, That is, those
models are mean-field -like and the width of their predicted
interfaces is well known 1o be independent of any exter-
nal field That is, those models, as well as the mean-field
maodels of Rety [16-18] of our Leter, cunnot shaw that
the width of the interface grows 48 gravity is made 10 van-
ish, neither that a critical-like behavior is obtained in such
u limit. The predictions of ) those mean-ticld models are
al odds with what is known and expected as shown, fot
instance, by the classical capillary wave model of Buft,
Lowver, and 3nitingar {Ret {17 of our Lewer) Do resulss
are dlong the lings ot that work and some of ow predic-
tions a1¢ in agreesnent both with simulativns and experi-
ments (Refs, [21] and [23] of our Letter)

To summarize, although we ceitainly agree thal we have
not justified the proposal that the critical behavior ot the
interface as gravity vanishes iy Tsing-like, we do not agree
that the objection ot the Comment rules out such a possi-
bitity The elucidation of thiy point deserves further inves-
tigation within density functional theory explicitly taking
into account the role of the external field and the limit when
this field vanishes

José G. Seguvia-Lupez and Victor Romero-Rachin
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Universidad Nacional Autdnoma de Mésico
Apariada Postal 20-264, 01000 Mcxico, D F Mcexico
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