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INTRODUCCION

En el presente trabajo se aborda el problema de valores atipicos en
poblaciones estadisticas. Este problema ha sido tratado de diferen
tes maneras a o largo de la historia. Una 1inea de pensamiento f
sostiene que deben rechazarse los valores sospechosos cuando difie-
ran sustanciaimente de los valores medios, mientras que otra forma
de pensar arguye que a todo dato debe ddrsele igual peso sin impor-
tar qué tan lejos se encuentre de los valores "normales".  Ambas
concepciones tienen puntos débiles puesto que cada dato tiene siem

pre una probabilidad finita de ser falso, de haber sido malinterpre

tado o de contener equivecaciones 0 errores humanos,

E1 problema general de 105 valores atipicos puede ser planteado asi:
dada la densidad de probabilidades previa para la variable en cues-
tidn, las probabilidades previas de que cada valor individual de la
muestra sea valido, y los valores de una muestra, hallar Ta probabi
lidad posterior de que cada valor sea valido y por tanto la distri-

bucién posterior de la variable de interés.

Diremos que un valor es vdlido {o que pertenece a la poblacibn de
valores vdlidos) cuando en efecto refieja el resultado de un expe-
rimento o Ta opinidn de alguien sobre alglin estado de cosas sin

otros errores que no sean de medicidn u otros tipos de aproximacidn.
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A este tipo de errores se les denominard errores aleatorios para dife-
renciarlos de los grandes errores o errores humanos que son 1o0s que
hacen que un valor pertenezca a la poblacién de valores no vdlidos o

valores falsos.

E1 problema general de valores atipicos usualmente se complica al
considerar la posibilidad de valores falsos, de errores aleatorios y
de que los datos vdlidos puedan provenir de subpoblaciones con dife-

rentes parametros.

Este trabajo consta de 5 partes. En la primera se plantean las ecua
ciones generales para valores de una variable aleatoria que puede
pertenecer a una de dos poblaciones cuyos valores tienen distribucio
nes arbitrarias. En la segunda parte se particularizan las ideas de
Ta primera a distribuciones expdnenciaies, las cuales tienen un am-
piio rango de aplicacidn préctica: funciones de confiabilidad de
sistemas y componentes, procesos de espera tales como 1lamadas tele-
fﬁnicas 1legando a una central o temblores que afectan a un sitio en
particular, etc. A continuacidn se explora la posibilidad de que los
valores de la muestra se encuentren afectados de errores aleatorios y
de que en una muestra algunos valores no pertenezcan a la pob]acidn_
de datos vé]idoé y otros se encuentren afectados de errores aleatorios.
Posteriormente se analiza el caso en que los valores vélidos puedeh
pertenecer a una de varias subpoblaciones y finalmente se presenta la

solucifn de ejemplos numéricos.



El enfoque del trabajo es bayesiano. La teoria general sobre.procg
samiento de informacidén dudosa se encuentra desarrollada en la ref

1. En la ref 2 el andlisis se particulariza al caso de distribucio
nes gaussiana§, por 1o que estos trabajos constituyen las bases del

presente.



1. POBLACIONES INDEPENDIENTES CON DISTRIBUCIONES ARBITRARIAS

Presentamos aqui Tas expresiones generales que servirdn de base para de-
sarrollos posteriores. Estas expresiones se encuentran deducidas en Tla

ref 1. La notacion se ha simplificado.

Sea Y Ta poblacién de valores verdaderos y Z la de valores falsos. Su-
pondremos 1hdependencia entre ellas. Sean p;(') ¥y po(+) sus respectivas
funciones previas de densidad de probabilidad. Sea Q; 1la probabilidad
previa de que el i-8simo valor de una muestra {x} de tamafio n pertenezca
ayY, es dec{r, Qi =P'(x; eY) y 1-Q) =P'(xy €Z). EI teorema de 1la
probabilidad total proporciona l1a densidad posterior:

n

L@ Pyios, ) (1.1)

o~ b

Polyd =
j=

donde {x}k < {x} es alguna de las 2" combinaciones de los n valores de
] _
la muestra, tomados de menm, 0 <m <ny Q; es 1a probabilidad poste-

rior de que todos los elementos de{x}l y solo estos, sean verdaderos:
J

n

0 = (1/0) 0 ) Lot ) 1 (1-0q)  (1.2)

¢
Il
5 k=1 Qk k=n-mt+1

donde {x}ll = {x} -V{x}k., {x}l. N {x}k.==¢, ¢ = conjunto vacio, y la

3 J 3 J
‘constante de normalizacién D es la suma de los 2" términos que tienen la

forma del numerador. Ademds, p;{({x}k )y p;({x}l ) son las densidades

3
conjuntas previas de los conjuntos {xik y {x}l respectivamente.

3 3



En 1a ec 1.1 podemos reemplazar las funciones de densidad con funciones

de distribucitn acumulada.

Por ejemplo, si n = 2 y se reporta gue se observaron X, Y X, de acuerdo .

con la ec 1.1 tenemos
polx) = Q7 py(x) + @} P;(XIXI) 05 pylx]x,) + Q) pp(x]x s x,)

1 es la probabilidad posterior de que x, y x, sean falsos ({X}kl =%y
{x}; = {x;» x,}); Q) es 1a probabilidad posterior de que x sea verda-
1
dero y x, sea falso ({x)y = {x}} {x}; = {x,}) y Q[ es Ta probabilidad
1 2

de que x, y x, sean verdaderos ({x}, = {x;, X,}, Xy, =)
N

De acuerdo con la ec 1.2,

1l

DQY = (1-Q;) (1 - Q;) pi(x,s x,)
= (1-Q)) (1-0;) prlx,[x,) p, (x,)

= (1= Q) (=) P! (x,]x) Bl (x))

It

DQ3 1 (1 -0) pylx;) pyx,)
DQ} > (1 =070 py(x,) prix;)

DOy = Q) @ pylx;s x,) = Q) Q) plx, x,) pl(x,)

fl

n

Igualando a 1 la suma de Tas Q" puede calcularse el valor de B. La fun-

cidn posterior de densidad pg(-) obtenida de una muestra de tamafio n es



2. DOS POBLACIONES INDEPENDIENTES CON DISTRIBUCIONES EXPONENCIALES

Considérese que Ta variable correspondiente al proceso valido tiene dis-
tribucidn exponencial con panm‘?tmetro/\x.y (1a "intensidad" del proceso). En-

| tonces, su funcidén de densidad de probabilidad es
py) =A e "y (2.1)
0 bien,
a _
Y = EXP(Ay) : (2.2)

El parémetroAy no se conoce con precisidon. Lo trataremos como una va-
riable aleatoria, asigndndole una distribucidn previa y calculando su
distribucion posterior. Como es costumbre en el andlisis Bayesiano, de
no haber razdn en contra, suele asignarse a Tos parametros una distribu-
cidén conjugada natural*. La conjugada natural de la ec 2.1 es la dis-
tribucién Gamma ®. Su funcién de densidad de probabilidad puede ser es-

crita de la siguiente forma

' £
r|_1 tlr e-)\ v
ooy s MY y¥ 7 (2.3)
AY Y I-(r.l) .
4

* Se dice que un parametro de la funcidn de distribucidn de una variable aleatoria tiene
una distribucidn conjugada natural cuando la forma de esta Qltima (y por tanto 'la de.
la distribucidn Bayesiana de la variable aleatoria) no cambia al incorporar informa-~
cidn estadistica; sdlo sus pardmetros cambian. Mas adelante restrigiremos el término
“eonjugada natural” a aquellas distribuciones de parametros, gque cumplan con la defi-
nicién y que tengan ellas mismas el menor nimerc posible de pardmetros.



donde I'(-) es la funcién Gamma y r' y t' son Tos parametros de Tla dis-

tribucion. De la ec 2.3 se sigue gue
E'A =r'/t' 2.
Y rY/tY : s ( 4)
'A = 1 i 2 .
VAR Y %/% (2.5)

Escribiremos 1a ec 2.3 como sigue:

En la misma forma, elegiremos para Z -la poblacién de datos falsos- y

para su pardmetro las distribuciones previas

Hi

EXP (4, )

i

G(r;, té)

La funcidn Bayesiana de densidad de probabilidad de Y, incluyendo la in-

certidumbre en Ay, es *

P;(jy.) =—
(ty + Y) v

Ta cual denotaremos como



Donde P representa la funcidn de distribucidon de potencia (transladada).

De manera andloga

De la ec 2.6 se obtiene que

E'Y

H
i
N:‘\
-3
[
1
—
ot

|
——
L]
—
n
3

VAR'Y =

Supongamos que de la poblacidon Y se extrae una muestra yi, yo... y, de

_ g
tamafio ny. La aplicacidn de]‘teorema de Bayes conduce a que
= 1 Iy
Y P(ry s ty) (2.7)
con
t; = t§ + Ly (2.8)
Py =yt (2.9)

y expresiones similares para Z.

Reemplazando primas con dobles primas obtenemos las esperanzas y varian-

zas posteriores de Ay ¥ Az.

Como ocurre con otras conjugadas naturales en estadistica Bayesiana, los



parametros de la distribucidn previa pueden ser interpretados heuristi-
camente como resultados de experimentos ficticios. Entonces, puede con-
siderarse que la esperanza y varianza previas de Ay y Y son resultado de
una muestra imaginaria de tamafio r§, cuya suma de valores vale ty- Pos-
teriormente, tomamos una muestra real de tamafio nos ¥ los valores de t;
y r; resuitan de agrupar los experimentos real y ficticio. Lo mismo se
aplica para Z. Sin embargo, r; y r; -y por tanto r; y r;- no tienen que

ser enteros.

En contraste con las distribuciones Gaussianas tratadas en la ref 2, el
parametro que se considera incierto no es la esperanza de la poblacion.

siy 2 EXP(A,), entonces EY = 1/ .

Empleando las ecs 2.6 y 2.8 es posible evaluar las distribuciones Baye-
sianas posteriores, asi como las credibilidades posteriores, sustituyen-

do en las ecs 1.1-1.2.

Considérese el siguiente ejemplo:

1.1832

|
)
Q_

i

t''= 63 r' =7; entonces E'Y =
y y

1t
.
Q-

H

4; ‘entonces E'Z

[l
1
—
™o
e
-3
N~
[k}

5.66

De la ec 2.6,
. _8x7’
¥ (y+7)°

(6.1167)8
y+6




Supongamos gue se observan tres valores: y; = 1, y, = 3, y; = 4, 8, 20.

Si s6lo y, perteneciera a la poblacidén Y tendriamos

t"=6+1=7

Entonces,

8x7°

(y+7)°

P;(YIY1)

. (7.1046,e
- 5T

Si y1 y ¥y, pertenecieran a Y,

9x10°
(y+10)°

"

p;(ylyl, y2)

- (9.8952 )1°
y+10

En forma similar pueden determinarse el resto de jas distribuciones pos-
teriores y las credibilidades correspondientes. Las funciones de den-
sidad de interés son combinaciones Tineales de funciones de densidad co-
mo las presentadas anteriormente. Las funciones de distribucidn acumu-

lada son combinaciones lineales de funciones de la forma

I

I} - - Y r"
P (.Y) 1 (Y":“ET;) ¥y



Las distribuciones acumuladas resultantes se muestran en papel semiloga-
ritmico en las figs 2.1-2.3 para Qi = 0.6, 0.8, 0.9. Las credibilidades

posteriores se muestran en la tabla 2.1

A partir de las figs 2.1-2.3, es claro que la importancia de las credibi-
lidades previas aumenta conforme los valores observados difieren mas y

mds de la esperanza previa. Comparense las diferencias entre las tres

curvas para Yy, =4yy, = 20.

Como con las distribuciones Gaussianas, es deseable averiguar si cada
dato debe ser tratado como sospechoso, en virtud de que el nlmero de
distribuciones que deben combinarse 11nea}ménte es 2", donde n es el ni-
~ mero de datos. Para explorar esta cuestidn, se repifieron los cdlculos
con los datos anteriores pero con Q; = Q; =1 Q; = 0.6, 0.8, 0.9. Las
distribuciones resultantes se presentan en las figs 2.4-2.6.y se compa-
ran con las curvas del andlisis Bayesiano convencional (@ = 0 o 1). Las
credibilidades posteriores correspondientes se proporcionan en la ta-
bla 2.2. La comparacidn indica que con Q; > 0.8 no hay diferencias
apreciables entre asignar Qi = 1 a todos Tos datos excepto a los atipi-
~ cos y asignar a cada dato su credibilidad previa real. Aun con credibi-
lidades previas tan bajas como Qi = 0.6, las diferencias entre valores
de Y asociados a una probabilidad de excedencia dada, son menores de 5%
y solo son apreciables -para valores pequefios de Y. Se concluye que con
fines practicos basta con tratar a los datos atipicos como sospechosos,

es decir, con Qi < 1.
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Notese que para el cdlculo de Ta distribucidén posterior de Y también se

puede proceder como se indica a continuacion:

Sea Aj el evento consistente en observar que de la muestra {y}, de tama-

o N, el conjunto {y}k es verdadero y el {y}l es falso. E1 conjunto

j _ 3
{y}kj estd formado por n - elementos, y el {y} por n_ ; n, 0, = N,
i=1,2,...2% {y}

3 j y 3 '
n {y}l = ¢, {y}k U {y}l = {y}. La funcidn de
. . : 5

k
i ] ]
verosimilitud del evento Aj, dados Ay y Az, vale

1

=]
Aley, A {y}k_|A {y}l_|Az
J ]
n ALy n -\ Iy
= . e k. Az, e . 2 .10
YYZI ] ] YZJ Y lJ ( 1 )

donde Zy esla suma de los elementos de {y}_ y Zy. es Ta suma de 1los
k., k. 1.

i 3
elementos de {y}l .
J

La verosimilitud del evento A, consistente en la observacidn de {y}, es:
N

alp,n "F
vyl Tz 3=

n In
-2z z -A L
1 P Yy ey Yk, a %y e Y 2.11
QJ g3 v Ry Ayd 271, ( )

1

donde Qﬁ es la probabilidad prévia de la ocurrencia del evento Aj. La ve-

rosimilitud posterior conjunta de AY y AZ va]e

por lo que
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Efectuando las operaciones correspondientes se llega a que

2 T(pr". (). H Y-
pr(y) =1z g (réy ) 7095 )y .
y D 5=1 7 t) Tzt ooy + ty ) v "
j j j .
donde
N I(rz, ) T(ry. )
p=2I Q! J J
j=1 Togn Tz Ty,
con
r' =y 4 5ttt o=t! 4+ Ly
Y, Y Yy o Vs k,
i = ! " ] b
Y‘z Y‘z + n » tz' t + yl
J ;| J ]
Es claro entonces que
l" " I"Y..ll
Q" =.1_ (rzj ) ( Y"-l ) Q"
j D t" l’; tu r"' 3
J y. 3

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

{2.16)
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3. TRATAMIENTO DE ERRORES

3.1 Solo errores aleatorios

Sea Y = UW, donde U representala poblacion de valores verdaderos y W es
un coeficiente de error experimental o de observacidn. Supongamos que

d ‘ ar
g A A2
U = EXP( u) y Ay

G(r;, t&). En general, el coeficiente W deberd ser
tratado como dna variable aleatoria, por lo que se hace necesario asig-
narle una distribucidn de probabilidad. Dependiendo del fendmeno que se
intente modelar, W puede tener diferentes distribucicnes, y por tanto, -
conducir a diferentes distribuciones para Y; la mayoria de estas resul-
tan de manejo ana]itiéo complejo. Sin embargo, se ha observado® gue en
numerosos problemas de toma de decisiones, el uso de concentraciones de
probabilidad que satisfagan los primeros momento§ de Ta variable en cues-
tion conduce a resuitados que son poco sensibles a momentos de orden su-
perior; con un considerable ahorro en la labor de cdlculo. Por estas ra-
zones y péra dar mayor generalidad, elegiremos para W una ~distribucidn

de concentraciones como la que se muestra en la fig 3.1. De esta figura

es claro que
Pyt P+ Py=1 (3.1)
WoPo + WP, + woPp = EW (3.2)

Los valores de Pos Pas Pys Wos Wy ¥y W, deben asignarse de manera gue re-

flejen 1o mds fielmente posible nuestro conocimiento de Tla variable W.
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En particular, serd razonable suponer para w_ un valor igual a la espe-
ranza previa de W; W,y W, deberdn ser tales que sea improbable que W W,
y W >w, 5i los valores de w_, W,y W, son asignados con estos crite-
rios, los valores de Pa y Pb pueden calcularse a partir de PO con las
‘ecs 3.1 y 3.2. Asignaremos a este pardmetro la siguiente densidad de
;.probabilidad:
pg.,,o(po) =P &b )+ P 6 (p, - 1)

donde S8(+) es la funcidn Delta de Dirac. EI primefo de los sumandos re-
fleja la posibilidad de que W tenga una distribucidn casi plana; el se-
gundo, la posibilidad de que 10s valores de W estén fuertemente concen-
trgdos alrededor de W, para el cual, de no existir errores sistemidticos

(como los de calibracidn), serd razonable suponer un valor de 1.

En estas condiciones,

E'W =-Pé1 W, + Pl (P1w1 + Pzwz) (3.3)
VAR'W = P! [P.wi +Pw> ]+ Pl w2~ (E'W)® - (3.4)
con
P, =P(W=w/|P =0)
P, = P(W =w,l[P_= 0)
P, +P,=1 (3.5)
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Si W, W yw se asignan de manera que las distribuciones resultantes
cubran el rango de posibles varianzas de W, los valores de P' , P' ,

01l oo
P1 y P2 pueden determinarse con las ecs 3.3-3.6.

En este punto no deseamos conocer la distribucidn posterior de Y sino la
de U, pero no podemos proceder directamente porque desconocemos los va-

lores observados de esta variable.
Sean y;» 1 =1, 2... n, los valores observados. Para cada uno de ellos,

vy =gy

por lo que

Analizaremos primero el caso P, = 0 que se presenta con probabilidad
P;O . La variable W puede tomar los valores w y w con probabilidades
1 2

P1 y P2 respectivamente.

Si se observa un conjunto de n valores de Y, los réspectivos valores de
W serdn algln subconjunto del conjunto de todas las posibles combina-
ciones con repeticidn de dos valores, w; ¥ W tomados de n en n. A cada
uno de estos subconjuntos le corresponderd una probabilidad, dada por
el producto de las probabilidades individuaies de cada uno de los valo-
res de W. Por ejemplo, el subconjunto Cirizis...in' , ij = 1,2, es-

tard formado por los valores {wi s W seees W }* y tendra una probabi-
1 2
Ik

* Como ij puede valer sbélo 1,2, un posible conjunto C podria ser Cygyyg-+-r formado por
{Wyr Wor Wy Wi Woeoo}
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lidad asociada que vale Pii Piz"'Pi . En general, existen 2" subconjun-
n
tos posibles. A cada uno de ellos le corresponde un conjunto de valores
de U dados U = {y1/h&f yz/wiz,...yh/wi } por lo que, de ser esta la com-
I

binacion de valores de W que se presentaron, la distribucién posterior

de Au tendria los siguientes paradmetros:

u u

r* = ¢! +n (3.7)

n = 1
o 7 bt Yalvy *oy g, et Yl (3-8)
Como cualquiera de los 2" subconjuntos C podria ocurrir, la distribucidn
posterior de A resulta ser una combinacién lineal de 2" distribuciones
Gamma, ponderadas de acuerdo con 1a probabilidad de ocurrencia de
cada subconjunto C especifico. Si J designa cualquier subconjun-

to C 2oy » diremos que

T I
11 12 n

Sj =‘y1/wi1 +.Y2/wi2 tooat yn/Win (3'9)
Py= Py Piz...Pin (3.10)
ty =Lt S (3.11)

Ahora, si E"A = E"(A_[P_ =K} y VAR"A_ = VAR"(A |P_ = k)5 k = 0,1, en-
. u

k k
tonces
2n Y,Et
E"p =% P,
uO j=1 3 !
1u
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2" ri(rt + 1)
VAR"A =1 P - (E"n )?
'Llo 3=1 J tuZ 1.10
Y]
Denotaremos px (-]PO = k) como PR (+); k = 0,1. Entonces,
u
k n
Pt A xr"-1 t&ru e_kutu.
") =8 P, e ] ’
pA a - : )
LI j n
vy j=1 T{r u)

De 1o anterior resulta que la distribucidn posterior de U serd una com-

binacién 1ineal de 2" distribuciones P(+,). Sea p" (*) = p" (*|P =k,
_ u, u o
k = 0,1. Entonces,
A e
p" () =z p, B L (3.12)
Y% j=1 7 {urtg) Tur
n tll
2 u,
E"U0 =5 p, —I1— (3.13)
j=1 7 (rx - 1)
n 2 tll 2
2 Uj
VAR"UO =z P. - (E"UO)2 (3.14)

=19 (rio1) (ri-2)

Ahora, si PO =1, lo cual ocurre con probabilidad Py, , tendremos que
W= wo en forma deterministica y u; = yi/wo, i=1,2...n. En este caso,

r' =yr' +nyt" = 5oy /wo=t"
u u

u i=1 i o u_
Mo~ e e Ao
pn ()\ ) - o
A u 1
uy . P(Y‘u)
P .tur.;
u uo
n -
pl,‘l.,1 (U) (t" + u)]"{;+1 (3'16)
et

o]
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con £
1] - uO n
B o ]
th r"
VAR"U = (w2r) —=— , ! > 2
u r;—z u

E1 teorema de Bayes permite actualizar Péo y P61 :

POO LYO (.y1a y29 "'!y)

n
p =
00 H
P LY1 (¥ s Yyoeves ¥ )
Pll =
01 H
- 1 )
H = Pg, Lyo (¥,» Ypeooy) + P2 Ly1 (Y5 ¥yoeen
Sabemos.que
Py Py
n - _—_ pn _ T
Pyo ) = ¥ pUO(y/wT) ', Py, (y/w,)
Por tanto,
n 2 Pl
L, (¥qseeey,) =T [E2 = p {(y./w.)]
’YO 12 n j=1 i=1 wi UO i’ i
También,
]
pY (y) =— p! (y/w.),
Y4 Wo Y, 0
por lo que
n 1
= — n
Ly, (¥ys ¥ooere¥y) RS Py. (y; /viy)
Finaimente,

(3

(3.

(3.

(3.

.17)

.18)

.19)

.20

.21)

22)

23)

24)

.25)

.26)
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por 1o cual,

E"W = PN EU, + Y. E"U, (3.27)
VAR'U = PY E'UZ + PhEUUZ- (E'U)° (3.28)
siendo
eyl = VAR"U, + (E"U)% k = 0,1
De 15 ec 3.3, _
E'W = Pg1 W, t Pgo (P1w1 + P2w2) (3.29)
De 3.4,
VAR = PU (P + Pows) + PY o we - (E"W)? (3.30)
De la independencia entre U y W se tiene
E'Y = E"U E"W | | (3.31)
VAR"Y = [VAR"U + (E"U)%] [VAR"W + (E"W)?] - (E"Y)? (3.32)

Puede observarse en la ec 3.12que la evaluacidn de pg (*) requiere de
' 0

gran labor numérica aun para n moderado.

Se ha encontrado que se obtienen resultados suficientemente precisos si

se emplea la siguiente aproximacion:

ngn X T
n rutu_. u R® TuR
| - - (3.33)
RIS UL
]

[E R I S

pgo (u) =j

donde R" y T" son tales que el miembro derecho tenga iguales primero y

segundo momentos que el izquierdo, es decir,
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Tll

T ° E"U0 (3.34)

T 42 ._._.._R”_. = n
(g1 Rz = VAR'U (3.35)

con E”U0 ¥ VAR"U0 dadas por las ecs 3.13 y 3.14

Esta aproximacidn es vdlida siempre que

m r; R m
z Pk = D> pk =1
k=1 (ri-Z) (R"-2) k=1

Esto ocurre siempre que la varianza previa de W no sea excesivamente

grande.

Por ejemplo, sea py (*) = 0.3 P(3,4) + 0.15 P(4,5) + .35 P(4.5,6) +
Yo
+ 0.2 P(5,7)

E"UO = 0.3 x 412 + 0.15 x 513 + 0.35 x 613.5 + 0.2 7/4 = 1.800

T 2x 42 2x 52 2x 62 2x7%
VAR'U0 = 0.3 5% Tt 0.15 357~ +0.35 55,55 +0.2 ;7Y 3 = 1.8
= 7.3233

Entonces, T/(R-1) = 1.8 y (T/(R"- 1)) A(RVR'- 2) = 7.3233, de donde

R'= 3.587 y T"= 4.6565.

Es decir,

py (*) < P(3.587, 4.6565)
O -
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Tenemos que
[

e - 2 = 3 4 45, 0,5
Ki1 IPK(rk/rk 2) = 0.3 x T+ 0.15 5+ 0.35 5 0.2 3
= 72.1633
R _ 3,587 _
R-7 " T%57 - Z2.26027

La relacidn entre Zﬁi(ri/r; - 2) y R/R"- 2 es cercana a 1, por 1o que la
aproximacion es valida.

En la tabla 3.1 se presentan los valores exactos y aproximados de Pu
o
para diferentes valores de UO.

La aproximacidn también puede emplearse, en forma reiterada, para la eva-

luacidn de p; » en virtud de las siguientes relaciones:
o) /

Sea
Pl (+) T PR, T)
(o]
De la ec 3.22,
P1 P2
Py ) = gmpg )+ =y (y/w)) (3.36)
o) 1 Q 2 o .

Pero si p; {+) es de la forma P(-,+), entonces,

© - Rlw. T)F

1, !
w Pu (Y/W1) =

1 "o (y + w1T?R"

es decir, una distribucién P con parametros Ry w1TT Por tanto,

pt (+) = P P(RY w.T) + P (R, w, T) (3.37)

Como P1 + P2 = 1, es posible aplicar la ec 3.33
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Con Tos mismos datos anteriores, supongamos que w1 = 0.8y W, = 1.2 con

P =0.4, P_= 0.6:
1 2

w1 T = 3.725; w2 T = 5,588

p* {(+) = 0.4 P(3.587, 3.725) + 0.6 P(3.587, 5.588)

Yo

Aplicando 3.33,

p" () = P(3.454, 4.593)
Yo

En la tabla 3.2 se prsentan los valores de p" (<} para distintas Y, em-
Yo

pleando la ecuacidn exacta y la aproximacidn reiterada.

. — i , 7oy
A .2 Lorvores eleatsrios Y €FLIIaCionts
L .Vf.’.'?ﬂ.:sc GO S 23.1'/'

3.2 VALORES DUDOSOS

Sean nuevamente Y = UKW, U valores verdaderos y W el coeficiente de error.
Y representa la poblacién de valores validos. Designaremos como Z a la
poblacidén de valores falsos ¥y supondremos independencia entre todas las

variables,

Sea {Q;} el vector de las probabilidades previas de que una muestra in-

dependiente, {y.} pertenezca a la poblacidn de valores validos.
_ i

Al igual que en el inciso 3.1, estamos interesados en calcuiar la distri-

bucidn posterior de U, aunque ahora tomaremos en cuenta el hecho de que



algunas de las observaciones pueden ser falsas.

La distribucion posterior de U puede calcularse a partir de la ec 1.1:

py, (u) = L QJ Py (u]{y}kj) (3.36)

d a! ' '
Si U = EXP (Au), Ay = G(r; R t'u) y W tiene la distribucidn indicada en

el idinciso anterior, entonces‘p; (u|{y}k } puede determinarse con la ec

3
3.26.

Para el cdlculo de Q puede hacerse uso de la ec 1.2:

{5}
Wiy ety )T QT (1-QY)
p -
Q':; = Y kj lj k=1 kk=n—-m+1 k (3.37)
D

Notese que debemos emplear la distribucion posterior de Y y no ia de U
puesto que no se cobservan los valores de esta variable. La distribucién
posterior de Y suponiendo que todos los valores observados son validos,

es la siguiente

P (y) = P Bt () Pt (y) (3.38)

Q ¥

1]

con p" (-) y p" (‘) dadas por las ecs 3.22 y 3.24 respectivamente.

y ¥4

o

Con p; {u) y p; (y) dadas por las ecs 3.36 y 3.38, el procedimiento nu-

mérico es similar al del inciso 2.
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Notese que es posible calcula, ‘ot valopes de §” en 7orma directa con la

ec 2.16, siempre que se encuentren ius valores de rts r%, R tgr yth
j j ]

3 J
equivalentes, con la aplicacidn reiterada de la ec 3.33.

En este caso, no es necesario considerar que si un valor pertenece a la
poblacidn de datos falsos puede también contener errores. Serd suficien-

te con considerar que es falso.

" TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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4. SUBPOBLACIONES

Sea Y nuevamente una variable aleatoria tal que Y‘Z EXP(A) y'A(l'G(r'lt').
Llamaremos "l1a poblacion" al conjunto de valores que puede tomar Y. Su-
pongamos que la poblacidn se encuentra dividida en un nimero finito, N,
de subpoblaciones. Cada subpoblacidn serd un subconjunto de va1ores. de

Y, ¥y no existen intersecciones entre estos subconjuntos.

A su vez, la j-8sima subpoblacidén tendrd su propio parametro, Aj, j=1,

2,...N, desconocido. Estableceremos que

A, = E.A | (4.1)

-Donde Ej, j=1, 2,..., N es un conjunto de coeficientes constantes que

por ser desconocidos trataremos como variables aleatorias. Las supondre-

mos independientes de Ae ndependientes entre s, con las condicionés. de

que Ej > 0 para toda j.y que Zj aj Ej = a con a= CTE, aj >.0, J = 1,...N.

La Gilitima condicidon puede reflejar cualquiera de los siguientes casos:

El parametro de 1a pob]ac1on es la suma de los parametros de las subpo-

b1ac1ones en cuyo caso g puede as1m11ar a a, y 5. E 1 o bien el pa-
rametro de la poblac1on es el promedio ponderado de 1os parametros Aﬁ de

las subpoblaciones, y debe satisfacerse que zjaj = a.

En virtud de que los valores de Y tienen distribucidn _exponencial, su
pardmetro A puede interpretarse como la  intensidad de un proceso de

Poisson, de manera que para obtener informacidén sobre su valor puede
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procederse de dos formas: medir directamente el "tiempo" entre la ocu-
rrencia de dos eventos sucesivos o contar cudntos de estos eventos ocu-
rren en un "tiempo" determinado. Seguiremos el segundo camino por pre-

sentar ventajas de sencillez analitica.

Sea n:.l el nimero de eventos observados durante el tiempo tj en la j-é€si-
ma subpoblacidon. La probabilidad de que ocurra el evento conjunto de

la observacién en las N subpoblaciones es®
5
- 1) exp{z e} (4.2)

es decir, el producto de las probabilidades de que se presente el evento

correspondiente a cada subpoblacidn. En esta expresidn, £ es el vector
de gj, j=1,...,N. Ademds, la cantidad Zj Ej tj es constante dada Ta
independencia entre A y Ej, e igual a Ej tj por las condiciones impuestas

a E.
Asi, Ta verosimilitud del evento, dado & vale

T By -ATLE.t,
LEIQ_ [ j(EjA) 1 e™5%y 3

J
exponente de e se convierte en -At, y como nﬁ = Eﬁ ,

'Si hacemos n. =& . t/tcont=2 t.,Z, n.=1, puede verse que el
J A i3 3 _

L, =0 4] (4.3)
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La forma de esta verosimilitud sugiere asignar a n una distribucion con-
junta de Dirichlet’ como distribucidn previa, por ser una conjugada na-

tural de Lélﬁ' Diremos entonces que

m'—1
I n. Jj

| P(m'j) (4.4)

Pr(ngs Nyseeony )= T(m')

donde m', j = 1..., N son Tlos parametros previos de la distribucion y

3
m = ij'j. Tendremos que

2'" - R'l
7" teln'n
=1
2 = Hn mJ
n 33
MIn, m'-1 m'-1
2," = . . = ]-[ i N 4.5
n T 533 Ny N3 (4.5)
donde m; = mé + n,. De 1a ec 4.5 se concluye que
; . n"
pﬂ (n1s n2:---9 nN) = (m ):l 'E_(TTIT)—— (4'6)
3°

con m" =25m"j. Es posible demostrar’ que la distribucién marginal de
cada una de Tas nj es:
-1 m"—m"~1

g ngt (1-n) (4.7)

It

p;(nj)

. =-r(m“j) T(m" - m;) - (4.8)
I-(mll)
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Es decir, una distribucion Beta. Por tanto,

E_ll . = I.I n .
Ny mj/m (4.9)
m" - mll-
¢y, = ———1 (4.10)
T (a" + 1)
3
C .= E.t./t,
omornJ EJ J/
n = [N LY
E €j E ny t /tj ,
= (muj/mu) (t“/t"j) (4.11)
con t" =t' + Z.t.,yth. =1t', +t,. En esta expresion I t'., =t' para
373 J J J s
la condicion Zjnj = 1, Ademas,
"2 L= n2 . 4.12
c 53 c nj { )
De 1a ec 4.1 y la independencia entre A y Ej,.
- np = EYE. E"A
E 5 E EJ E
nzs — na2 + u2_- n2 + nz2
c Aj c Ej C EJ c" A+ c"“A
Donde E"A y ¢"2A se calculan como en el inciso 1:
E"A = v"/t" (4.13)
" o= Y4+ I, .
r r Jnj (4.14)
c"A = 1/py" (4.15)
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Por tanto,
EIIAj = (mllj/mll) (tll/t"j) (r.ll/t")
= (ml:II /mll) (r‘ll/tllj) (4.16)
m" - mt. 1 1
", ——— (14 —) ¥ — (4.17)
] m; (mu + 1) r" Pt

En numerosos problemas de interés practico procede tomar E'nj proporcio-
nal a la 1mportancia relativa de la subpoblacidn correspondiente, aunque
esta condicion no es indispensab]e. Si se hace esta suposicion, tg y mé
también deberan ser proporcibna]es'a1 tamafio de' 1a subpoblacidn, como se

desprendé de las condiciones ij5 =m'y th% =t'. En todo casb, m},

t 5 E ys J f 1,...,N.

Notese que para tener definidas las distribuciones previa y posterior de

n es necesario contar con un valor de m'. Este pardmetro crece con el

-

grado de correlacidon entre las hj Yy puede estimarse considerando que la

P

relacion entre Ai y Aj, i#Jj, es tal que puede probarsé que

c'2A « .
p!, = ————— (4.18)
13 ¢' A ' A :

1 ]

-

donde pij es el coeficiente de correlacion entre A, y Aj. De la ec 4.17,
- si se sustituyen Tas dobles primas con primas, es posible determinar 1la
relacion dé m' con p'i . En particular, si todas las subpoblaciones son
j .
iguales, se 1lega a que ]
(N -1) (1/c'?A+ 1)

Ve'; -1
3

n -1 (4.19)
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Notese que si todas las subpoblaciones tienen el mismo tamafio, es decir,
B'E, = E'gj = I/N, i, =1, 2,..., N, la distribucidn de Dirichlet obli-
ga a que todos los coeficientes de correlacidn entre parejas de Aj sean
iguales. Notese también que no todas las posibles combinaciones de coe-
ficientes de correlacidn entre parejas de Aj son admisib1eé con el es-
quema de Dirichlet cuando Tas subpoblaciones tienen diferentes tamafios.
En este caso, si sé sustituyen las ecs 4.13 y 4.14 en la 4.15 -cambiando
dobles primas por primas-, es posible calcular p'i' para una m‘I dada y
para una pareja A., Aj. Si se efegtﬁa este cé1culg para todas las pare-
jas Ai ¥ Aj.y para diferentes valores de m', podrd obtenerse la combina-
cidn admisible de coeficientes de correlacién que mejor refleje el cono-
cimiento previo que el decisor tiene sobre las relaciones entre las sub-
poblaciones. De no existir una combinacidn adecuada, no serd posible
utilizar la distribucion de Dirichlet como conjugada natural. La ref 8
presenta un tratamiento alternativo que puede usarse en estos casos y la
ref 6 proporciona criterios para estimar m' cuando se procesa informaéiﬁn

sismica.

Desde este enfoque, en gehe&aI; las Aj no tendrdn distribucidn Gamma. Si
r'*t > m" > m; + 1, la densidad de probabilidad de Aj serd una combinacidn
lineal de distribuciones Gamma con la misma t" pero diferentes r". Sélo
én el caso en que m" = r'y mg =y -1 Aj tendra diétribucién G(rf-—l, t").
Sin embargo, pueden calcularse tantos momentos de Aj, como se desee, Yy
siempre podrd calcularse numéricamente la densidad de probabi]idad. Tam-.
bién puede‘sustituirse la densidad de Aj por concentraciones® sin come-

ter gran error. .
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5. EJEMPLOS NUMERICOS

A continuacion se presentan ejemplos numéricos que ilustran la teoria que

se desarrolld en los incisos anteriores.

E1 ejemplo 1 estd dedicado al'procesamiento de datos que pueden no per-
tenecer a la poblacidon de datos vdalidos; en particular, sepresentael uso
de las ecs 2.12-2.16. Los resultados se comparan con los que se obten-

drian del andlisis Bayesiano convencional.

En el ejemplo 2 se presenta el tratamiento de datos cuyos valores reales
se encuentran afectados por errores. Los resultados son comparados con
los que se tendrian si se ignora la componente de error. En este ejem-

plo se considera que todos los datos son validos.

En el ejemplo 3 se ilustra un caso similar al anterior, pero en el que

cada dato tiene una probabilidad diferente de cero de ser falso.
Los ejemplos 2 y 3 ilustran el uso de-la ec 3.33.

E1 ejemplo 4 trata el caso de informacidn proveniente de subpoblaciones
parcialmente correlacionadas cuando las subpoblaciones son de igual ta-
mafio. ET ejemplo 5 trata el caso mis general de subpoblaciones de dife-
rente tamaﬁd.‘En'e1 ejemplo 4 se comparan los resultados con los que se
hubieran obtenido de habef ignorad6 Ta corfe]acién'entre subhob]aéiones.
En el ejemplo 5 se presenta el cdlculo de la distribucion poéterior de
los Qa]ores‘de una subpoblacidn, sefialando las simp]ificacionés que pue-
den hacerse para disminuir la complejidad analitica y comparando los re-

sultados con los de un cdlculo exacto.
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EJEMPLO 1

Una empresa investiga las propiedades de duracidén de cierto componente
electrdnico cuya vida se supone de distribucidn exponencial con paréme-
tro desconocido. E1 analista, de acuerdo con su experiencia en compo-
nentes similares, decide asignar al parametro una ﬂistribucién Gamma
con r; =7y té = 6 ‘afios; es decir, Ay 2'6(7, 6). Por tratarse de un
artefacto sumamente costoso sélo podrdn ser ensayados tres especimenes,
y los resultados seran reportadoslpbr un laboratorio externo al cual el
analista asigna una credibilidad preQia de 0.9 para cualquier dato re-
portado. Asimismo, el analista considera que de haber datos falsos, el
parédmetro AZ tendria distribucin Gamma con pardmetros r) = 4 y t) = 12
afios. E1 laboratorio externo reporta y, = 8: y» = 3, y3 = 8; y;en afios.

Se pide la distribucion posterior de 1a vida del componente.

N=3;2=38
1 = ‘ = = . 1 = 3
- para J 1 {y}k,l $s '[.Y}Q’l {1, 3, 8}9 Q{.l} 0.1
n_ =0 n_ =3 |
V1 Z1
r* =7+0=7 r" =3+4=17
v1 Z1
" =6+0=6 t' =12+ 12 =24
¥ Z1
r{7) r(7) |
DQ" = —— 0.1%= 4,0376 x 10713
1 247 67

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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) =2 {y}k2 = {1}; {y}zz = {3, 8}; Q2

DQ" = r(8} r(6) x 9 x-10"%= 2
4 148 16°

j =5 {y}k5

Dt = I9) I(5) y 8.3 x 1072

10° 20°
-6 ), = 0, 8) Ul = Bk Qg
pgr = HOLIG) g 37y 1072

6 152 158
=7 {y}k7 = {3, 8%; {y}27 = {1}; Q;
DQ! = I(9) ™8) , 5.1 x 1072

19° 13°

{1, 3% (), = 81 Q.

= 0.9 x 0,12 =9 x 107¢

n =1 n =2
y2 z2
Y'" = 8 r‘u = 6
y2 z2
t" =7 t" =23
v2 z2
r(8) r(6)
pQ* = e x 9 x 1073%= 6.3783 x 10712
2 78 236
= 3 _ 4 : = {1, 8}; Q' - ' -3
) = 8% Udy = (L, 850 =9x10
- 1(8) r(6)
DQ" = —————— x 9 x 107%= 1.4743 x 10712
3 98 216
1 = = . = . ! = -3
4 {y}k4 8y iy, = 1, 3} Q, 9 x 10

.1984 x 10713

/
2.4494 x 107

LS

= 8.1 x 107%

]
2.6850 x 10712

4 +
h

=8.1x 1072

1.7802 x 107**
. [

= 0.9%x 0.1 = 8.1x 107 ?

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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j=8 {y}

o = (1,3, 8 yhg=30Q =0.9°

DQ: - 110) T(4) 4 .95 = 2.1438 x 10727

18 12*%
D = 5.8873 x 10~ '
Entonces,
p;(-) = 0,00686 P(7, 6) + 0.10834 P(8, 7) + 0.02504 P(8, 9) +
+0.00373 P(8, 14) + 0.41605 P(9, 10) + 0.04561 P(9, 15) +
+

0.03024 P(9, 17) + 0.36414 P(10, 18)

por lo que E"Y = 1.55 afios
VAR"Y = 3.43 afios?
c"Y = 1,19

Si se hubiese considerado que Qi =1,1=1, 2, 3; es decir, andlisis

Bayesiano convencional, se tendria:

E"Y = 2 afios

. VAR"Y

i

5 afios

c"Y

it

1.12
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EJEMPLO 2

En una situacion similar a la del ejemplo anterior, el analista consi-
dera que si bien todos los datos reportados serdn vé]’idos, es posi-
ble que el aparato que simula grandes duraciones en la prueba acelera-
da de vida proporcione lecturas equivocadas. Se consulta al experto
del Taboratorio, quien considera que la madquina no produce errores sis-
tematicos; asevera también que el coeficiente de variacion de los erro-
res es 0.155 y que aungque esta estimacidn fuera equivo_ca},_da, el coeficiente
de variacidn dificilmente podria exceder a 0.2. E1 analista considera que
ro=5y ty =6 afos. ET laboratorio ensaya dos especimenes y repor-
ta y; = 1, Yo = 3, ambos en aﬁos.l Se pide la distribucion posterior

de la vida del componente.

Con los datos proporcionados por el experto, el analista procede de la
siguiente forma: como no existen errores sistemdticos, E'w:? lyw,=1.
Si la estima;ién del coeficiente de variacion fuera equiyﬁéada, se sa-
be que casi seguramente no seria mayor que-0.2. En estéﬁ condiciones,
y como E'W = 1, el analista hace wy = 0.8yw,=1.2. Dé c'W = 0.155
concluye que VAR'W = 0.024 y con estos vaiores, y la aplicacidn de las

ecs 3.3-3.6, obtiene que P{y; =0.6, P, = 0.4, P, = 0.5, P, = 0.5.

%
1

e

a) Si Py =0 : ©
j=1 ¢, =1{0.8, 0.8}; U ={1/0.8, 3/0.8} = {1.25, 3.75)
j=2 ¢, =108, 1.2}; U ,={1.25, 2.5}
i=3 ¢, =112, 08; u, =1{0.833, 3.75}
. [
=4 Gy = {12,120 U, = (0.833, 2,50
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S,=1.25+3.75=5 3 t' =5+6=11

S,= 1.25 + 2.5 = 6.25; t'  =6.25+6 = 12.25

S, = 4.5833 ; t', = 10.5833

S, = 3.3333 o g, = 9.3333

De 3.12,

P (+) = 0.25 P(7, 11) + 0.25 P(7, 12.25) + 0.25 P(7, 10.5833) +
o 0.25 P(7, 9.3333)
E"U = 1.7986%
E"UZ = 7.8363

VAR"Y_ = 4.6014

De acuerdo con la ec 3.33

py (+) = P(6.735, 10.315)
o

I

1.7986

I

? : en virtud de que 10.315/5.735
‘ (10.315/5.735)2 x 6.735/4.735
A - ) Wi n_ - '= .
Notese que Ekpk Loy /(rk. 2) = 1.4 y 6.735/4.735 = 1.4224;
1.4224/1.4 = 1.02 = 1. Por tanto, la aproximacidn es adecuada.

E"Y y
o]

4.6014

If

VAR"U
o

b) SiP =1, r*=7, t'=6+4 =10
. (o] u u

P(7, 10)
1.6667

By ()
.U1
E"U,

; E"Uf = 6.6667
| 3.8889

"
VAR U,
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c) Calculo de L
YO

De acuerdo con las ecs 3.36 y 3.37,

D () 2 (i)
v Po y/w )+ —=pl (y/w,
o W o W2 o

1

P .
pr ()

[

Yo

p! () P, P(6.735, 0.8 x 10.315)+ F’2 P(6.735, 1.2 x 10.315)

Py (-) % 0.5 P(6.735, 8.252)+.0.5 P(6.735, 12.378)

[}

“p" (-)  P(5.8514, 8.7257)

Yo

y de acuerdo con la ec 3.23,

2
L, = T p* (y;)
Yo g=1 Yo I
‘ LY = {0.5 x 0.3369 + 0.5 x 0:2983) (0.5 x 0.0741 + 0.5 x 0.1015)
o) : '
L = (0.0279
7

d) Calculo de L
Y4

De 1a ec 3.24, y como “E =1,

. (y) = P, (¥)

P(7, 10)

=
T e—
<
n

y de acuerdo con la ec 3.25,

pt (y.)
j=1 49 3
0.3266 x 0.0858

0.0280

1—
i
I =

L
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= n n
e} Cdlculo de P00 ¥ P01

De las ecs 3.19-3.21

"

P00 0.5991

i

P01 0.4009
T) Distribucién final de U

it —- n H 1 ]
E"U = P00 E Uo + P01 E"U

0.5991 x 1.7986 + 0.4009 x 1.6667

i

1.746 afios

EuUz:_.‘ p E“Uz + p" EuUz
00 o 01 1

L1}

0.5991 x 7.8363 + 0.4009 x 6.6667

i

7.367 afios?

VAR"U = 7.367 - 1.746%
= 4,318 afios?
= 1.190

c"U

u ui

p? (u) = P 'p:o (u) + P pt (u)

[

pil (_)

u

0.5991 P(6.375, 10.315) + 0.4009 P(7,10)

Aplicando la ec 3.33,

p: (-}~ P(6.7899, 10.1074)



e

. Si se hubiese despreciado la posibilidad de tener errores, se habria

1legado a que

1.667 afios

E"U =
VAR"U = 3.889 afios®
c"U = 1.183
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

EJEMPLO 3

En una situacion similar a la del ejemplo 2, el analista estima que
cada dato tiene una probabilidad de 0.9 de ser verdadero. E1 resto
de los valores numéricos permanece inalterado, y se pide la distri-

bucidn posterior de U, considerando que r; =4y t; = 12 afios.

a) Los dos valores son verdaderos

Del ejemplo 2,

e}

—
.

—
H

* P(6.7899, 10.1074)

-U—
—_
.
—

124

0.5991 P(5.8514, 8.7257) + 0.4009 P(7, 10)

Aplicando l1a ec 3.33,

p (*) ® P(6.1739, 9.0321) N .

A
\ . -

. rd
Como los dos valores son verdaderos, R; (<) = P(4, 12)

b) Sélo y, es verdadero

r, =5+1=6 1
c, =10.8};U=1{1.25}; P=0.5;S =125 t" =,6+1.25
1 1 1 K u1 |
¢, =11.2}; U= {0.8}); P =0.5;5 =0.8%3; t" =6.833
- ) 2 2 a2
P (+) = 0.5 P(6, 7.25) + 0.5 P(6, 6.833)
pr, (+) ¥ P(5.9820, 7.0162)

E‘Q'K‘A TESIS NG 8477
DE LA BIBLICTRC 4




Pyo (°

Paq (-
9;1 (-
yo

Vil

Poo

c) Sélo y, es verdadero

40

) ® 0.5 P(5.9820, 0.8 x 7.0162) + 0.5 P(5.9820, 1.2.x 7.0162)
% 0.5 P(5.9820, 5.613) + 0.5 P(5.9820, 8.4194)
* p(5.3204, 6.0844)
)"'_" P(G: 7)
) = P(6, 7)
= Py (1) = 0.3342
= p;1 (1) =.0.3366
= 0.5983; Py, = 0.4017
(-) ¥ 0.5983 P(5.9820, 7.0162) + 0.4017 P(6, 7)
% p(5.989, 7.0094)
' i
(-} = 0.5983 P{5.3204, 6.0844) + 0.4017 P(6, 7),ﬁ
z P(5.5616, 6.4089)
(-) = P(5, 13)

4 L4

0.5 P(6, 9.75) + 0.5 P(6, 8.5)

(-) =
~ P(5.9083, 8.9577) .
(-) ~ 0.5 P(5.9083, 0.8 x 8.9577) + 0.5 P(5.9083, 1.2 x 8.9577)

P(5.2669, 7.7871)

[
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pt . (+) = P(6, 9)
P, () = P(6, 9)
= " =

Lo = Pho (3) = 0.0882

L, =Pl (3) = 0.0890

Poo = 0.5979; PL. = 0.4021

p"(+) = P(5.9432, 8.9716)
| p(+) = P(5.4887, 8.1930)

p"(+) = P(5, 15)

d) Y, ¥ ¥y, son falsos

p;(') = P(Ss 6) |

p;(-) = 0.5 P(5, 0.8 x 6) + 0.5 P(5, 1.2 x &)
% p(4.5862, 5.3793) .

p.{+) = P(6, 16)

e) Cilculo de Q; con la ec 2.16

r(4) 1r{6.1739)
bg"! = x 0.92
! 12% 9.03216-173°9

r(5) r(5.5616)
pQ:! = x 0.09
2 135 6.40895-5616

4.7661 x 1078

1.0961 x 107°
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r(5) I{5.4887)
DQY = . 0.09
15° 8.193°- 4887

1.417 x 107°

r{6) r{4.5862)
DQ: = x 0.01
16% 5.3793%.5862

4.1087 x 1070

6.0457 x 107° y.

]

Por tanto, D

Q) = 0.7883
Q! = 0.1813
Q" = 0.0234
Q" = 0.0068

y

Ademés,

p" (+) = 0.7883 P(6.7899, 10.1074) + 0.1813 P(5.989, 7.0094) +
+ 0.0234 P(5.9432, 8.9716) + 0.0068 P(5, 6)

Por 1o que, estando U en afios,

E"U = 1.684
VAR"U =-4.103
c"U = 1.203

De haber despreciado errores y equivocaciones, se tendria

E"U

= 1.667
VAR"U = 3.889
c"U = 1.183

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN
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De haber despreciado equivocaciones pero no errores,

E"U
VAR"Y

- c n U

1.746
4.318
1.190

De haber despreciado errores pero no equivocaciones,

E"y
VAR"U
c"l

n

it

1.602
3.690
1.199

TESIS CON

FALLA DE ORIGEN|
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

EJEMPLO 4

Se desea afinar la estimacion que se tiene sobre el pardmetro B de una
cierta regidon sismica, donde se supone que la tasa de excedencia, A,
es de 1la fbrma A= a(e'BMo - e'BMﬁ), siendo MO el umbral de magnitudes
sismicas, arriba del cual se tienen datos completos, ﬂu la magnitud ma-
xima posible y a un parémetro conocido. Sea ﬁi = Mi - MO, donde M:_L es
la magnitud del i-ésimo temblor ocurrido durante el intervalo de ob-
servacion. En la ref & se demuestra que ﬁ tiene aproximadamente _dis-
tribucidn exponencial con pardmetro g*. La regidn de interés se en-
cuentra dividida en dos regiones, de &reas sensiblemente jguales y cu-
ya similaridad tectdnica hace pensar al experto que el coeficiente de
correlacidn entre tasas de excedencia es 0.6. Ademés,lel experto es-
tima que E'B =2yc'B=0.2. Se dispone de los registros de magnitu-

des que se muestran en la tabla 5.1 para ambas regiones, con M0 = 4.

Se asignard a B una distribucidn Gamma, por lo que r' = 25, t' = 12.5,
Aqui y en lo gque sigue, todos los tiempos estdn en aflos. Como las re-

giones son jguales, E?n1 = E'n;_= 0.5, t; = t; = 6.25.

It
"

De la tabla 5.1, qz = 12, n, = 12, t

t=t +t =10.690. Por tanto, t"

1 2

r" =25 + 24 = 49; t: = 12.010, t; = 11.180.

5.76, t = 4.93,

1
t' +t=12.5 + 10.60

I
]

23.190

De 1a ec 4.13, E"g = 49/23.190 = 2.113; de la ec. 4.15, c"2p= 1/49 = 0.0204.

* La distribucion se trunca en M = M, - M, pero si se trata con magnitudes no muy cer-
canas a la maxima posible, la aproximacidén es satisfactoria. Esto ocurre, por ejem-
ple, en ¢l disefio de edificlos medianos. :
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De Tla ec 4.19, m' 38. De 1la igualdad entre subregiones,

-m; = m; =19, m" =38+24=62; m" =m" =19 + 12 = 31. Entonces,

de la ec 4.16, E'B1

(31/62) (49/12.010) = 2.040, E“g = 2.191;
2 .
c"?8 = (1/63) (1 + 1/49) + 1/49 = 0.0366 y c"28 = 0.0366.
2

Si se hubiese despreciado 1a correlacion, se habrian obtenido las mis-

mas esperanzas pero c"?g = c¢"?g = (.0612.
1 2
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TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

EJEMPLO 5

En una situacidn similar a la del problema 4, se considera que la re-
gion 1 contribuye con 70% de los sismos, por ser de mayor tamafio. Nue-
vamente el experto estima que E'B = 2, ¢'B = 0.2 y P, " 0.6. Los re-

gistros de magnitudes se muestran en la tabla 5.2.

También en esta ocasion B > G(25, 12.5). A partir de las ecs 4.17
-,y 4.18, se 1lega a que m; = 17.9, m; = 0.7 x 17.9 = 12.53, m' = 5.37.
1= 0.7 x 12.5 = 8.75, t! = 3.75.

De 1a tabla 5.2, n1 = 11, t1 =591, n =5, t = 1.52. En-
tonces, r® =25+ 11 +5 =41; t =7.43, t" = 12.5 + 7.43 = 19.93;
E"8 = 41/19.93 = 2.057, ¢"28 = 1/41, c"8 = 0.156 m" = 12.53 + 11 = 23.53,

m" 5.37 +5 =10.37, m" = 33.9. t: = 8.75 + 5.91 = 14.66,

1 2

3.75 + 1.52 =5.27. Entonces, a partir de 1la ec 4.16,

tll

2

1}

E”B' (23.537/33.9) (41/14.66) = 1.941, E"g, = (10.37/33.9) (41/6.27) = 2.38.

e

De la ec 4.1, c“zn1 = 0.0126, c“zn2 = 0.0650. Sustituyendo en 4.17,

C"ZB1 = 0.0373, c"282 = 0.0910.

Notese que

B =E&B
1

(t"/t") n B
1 1

1.359 nIB

a d
con B = G{41, 19.93} y n, = Be(33.9, 23.53) donde Be (:,+) denota la
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distribucion Beta. En estas condiciones, el calculo de la densidad
de probabilidad de 61 requiere de integracidon numérica. La densidad
correspondietne se presenta en la fig 5.1 y es aproximadamente igual
a una distribucion G(26.81, 13.81). Entonces, la variable < EXP(g)
tendrd a posteriori una distribucidn aproximadamente P(26.81, 13.81)

con E"M = 13.81/(26.81 - 1) = 0.535,6VAR"M = 0.309, c¢"M = 1.040.
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CONCLUSIONES

Se ha hecho ver que cuando una muestra estadistica contiene valores
atipicos puede errarse gravemente tanto ;i se desprecia a estos va-
lores como si se les da el mi;mo peso que a 10s que no son atipicos.
Larforma racional de proceqer consiste en reconocer que cada valor
tiene una probabilidad finita de ser falso. Se ha mostrado que para
cada problema pyeqe existir un rango en que se comete poco error al
asignar a un valor ya]idez total, otro rango en que el valor puede
ignorarse Yy otro rango mﬁs en que es indi;pensab]e tomar en cuenta

la probabilidad de que el valor sea vadlido.

Las figuras corre§pondientes a valores Qb;ervados muy Tejanos a la

esperanza previa‘myestkan que en las Co]as,de la distribuci6n puede
errarse en la estimacjén de la confiabilidad por més de un orqen de
magnitud. Se recomienda ampliamente el uso de este enquye en estés
casos. Néte;e que aunque el rango de valores para el que es necesa-
rio tomar en cuénta la credibi]idad sélo puede determinarse a'poste-

riori, las soluciones de Bayes cldsico y la del preéénte enfoque coiﬁ

cidirfan si el efecto de la incertidumbre en las observaciones no fue

ra importante.

" Se destaca el hecho de que cuando se recurre al analisis Bayesiano,

el efecto de] tamafio de Ta muestra se refleja en la disperéién de la
distribucién de los pardmetros inciertos y, a través de &sta, en la

distribucion de la variable de interés.
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Se hah examinado varia§ situaciones. Primero, un dato puede perte-
necer a la poblacidn de datos vdlidos o a la de datos falsos. Se
asignan probabilidades previas a cada situacidon. En cualquiera de
los dos casos el dato tendrd distribucion exponencial. con parametro
desconocido. A estos pardmetros se asigna una distribucidn previa
de probabilidades gamma, que constituye una conjugada natural. La
probabilidad de que cada valor sea valido se actualiza a la luz de
los datos observados, lo cual permite actualizar la distribucidn de

valores validos.

En una segunda_situaciﬁn, los valores vé]idos pueden estar distor-
sionados por errores aleatorios. E1 error se considera como un
factor multiplicativo aleatorio, con una distribuciﬁn suficiente-
mente rica. La distribuci 6n de valores vdlidos es actualizado tam-

bién.

Finalmente se ha analizado el caso de subpoblaciones, en donde las
correlaciones entre miembros de una subpoblacidn son mayores gue

entre miembros de diferentes subpoblaciones. -

Se han desarrollado métodos aproximados para reducir el trabajo nu-
mérico. Se ha mostrado que en muchos casos las aproximaciones son

suficientemente precisas.

Los planteamientos tedricos se ilustran con aplicaciones a .confiabi~

lidad de componentes sistemas y a procesos de Poisson, puesto que
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los tiempos entre eventos tiénen distribucidn exponencja]. Aunque,
como se muestra en la ref 2, las variables con distribucién‘exponeg
cial pueden ser transformadas en.gaussiahas y ser sometidas a la
teoria desarrollada en ese trabajo, existen ventajas conceptuales,
analiticas y numéricas que justifican el tratar con la distribucidn

exponencial directamente.

En el presente trébajo se ha paftido de la suposicidn de que hay
razones suficientes para pénsar que la variable de interés tiene
distribucién exponencial. Esto, en general, no es algo evidente,
por 1o que se 1lama la atencidn sobre las posibles {mplicaciones
que acarrearia una inadecuada seleccidn de d{stribuciones subyacen-
tes. En general, la e}eccién de distribuciones previas no tiene

un impacto -tan grande, sobre todo en problemas de decisién en que

solo interesan los primeros momentos de la variable,

Aungue se considera que la estadistica Bayesiana constituye la

‘mejor herramienta para enfrentar problemas como los que se han
discutido, es necesario hacer menciﬁn de que la herramienta no - i
puede extrapoiar Tos 1fmites de informacién contenida en los datos,

y-los resultados deben ser interpretados en esta inteligencia.
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Tabla 2.1 Credibilidades posteriores cuando Q1=Qé=Qé

alw |l e |e e e e e |,
4 0.9 |.00108 .01117 .00526 | .00489 | .05281 | .04645 | .07969 | .79866
8 0.9 |.00170 | .02107 ! .00651 { .00393 | .08118 | .03378 | .08451 | .76733
20 0.9.’ .00414 { .08011 | .01628 | .00278 | .34656 | .01703 | .06909 | .46401
4 0.8 }.00929 | .04279 | .02013 | .01873 | .08992 | .07908 | .13568 | .60436
"8 0.8 | .01387 | .07646 | .02361 { .01426 | .13093 | .05449 | .13631 | .55007
20 0.8 §.02373 ] .20414 .04148 .00708 | .39248 | .01929 | .07824 | .23355
4 0.6 |.08106 | .14000 | .06587 | .06129°] .11031 | .09701 | .16644 | .27802
8 0.6 [.10585{ .21890 | .06758 | .04083 { .14056 | .05850 | .14633 | .22144
20 0.6 |.11883 4 .38331 | .07789 ] .01329 ! .27635 | .01358 | .05509 | .06167
QU = probabilidad de que ningﬁn va]or_searvéleQ‘ |
= Qi‘= probabilidad de que y; sea valido - | ?
ff; QIJ probabilidad de que y; Yy yJ sean va11dos N 5
! QTJk probab111§ad de que yT,yJ y yk sean va11dos
Tabla 2.2 Credibilidades posteriores cdando'Qi = é =1 1
y3 Q; Q'I'z . Q;:za
4 1 0 1
8 1 0 1
20 1 0 1
4 0.9 06203 .93797
8 1 0.9 . 09567 .90433
20 - 0.9 42755 57245
4 0.8 . 12952 .87048
8 0.8 {1Q227 .80773 ‘ )
20 0.8 .62693 .37307
4 0.6 .28407 .71593 TESIS CO
8 0.6 .38829 61171 ALLA N
20 0.6 .81756 .18244 DE ORIGEN
4, 8,201 0 1.000 0




TABLA 3.1 COMPARACION DE RESULTADOS AL EMPLEAR LA

APROXIMACION DE LA EC 3.33 PARA p:ﬁ

uo’

\\\\\\33_(u) VALOR EXACTO | VALOR APROX. | ERROR, %
u Lo '
0 0.7504 0.7703 2.7
o 0.09626 0.09418 -2.2
uo
20 0.02262 0.02241 0.9
‘ uo .
30 0.00737 . 0.007519 2.0
uo
4o 0.002999 0.003115 3.9

TABLA 3.2 COMPARACION DE RESULTADOS AL EMPLEAR. LA

APROXIMACION DE LA EC 3.33 PARA p"
N -]

) p;;(y) VALOR EXACTO | VALOR APROX. ERROR, %
0 0.7504 0.7520 0.2
o, 0.08659 0.08578 -0.9
20, 0.02034 0.02005 1.4
30, 0.006742 70.006714 -0.4
40 0.002758 0.002791 1.2

Y
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Tabla 5.1 Catdlogo de temblores para el ejemplo 4

Region 1 Regidn 2
m, M My My
1 | Ts27 b 127 | a9 0.90
2 | 4.74 0.74 4.8 | 0.84 |
3 4.69 0.69 4.82 0.82
4 4.68 0.68 | 4.41 0.41
5 4.49 | 0.49 " 4.40 0.40
6 - 4.46 0.46 |- 4.38 0.38
7 4.40 0.40 | 4.31 10.31
-8 4.39 0.39 4.30 | 0.30
9 4,24 | 0.24 4.19 | 0.19
10 4.19 0.19 S 415 ] 0.15
11 4.36 | 0.16 4.13 0.13
12 4.05 0.05 4.10 | 0.0
z | 576 | | .83

Tabla 5.2 Catdlogo de temblores para e].ejemblo 5

Region 1 . Region 2
Mi My Mg By
1 | s.07,] 1.07 4.68 0.68
2 3.72 0.72 4.54 0.54
3 | 4.68 0.68 4.15 0.15
4 4.64 | 0.64 .| 4.08. | o0.08
S5 | 4.7 0.57 | 4.07 10,07
-6 4.56 0.56 - | |
7 | 455 | 0.5
8 |._.4.36 0.36
9 | 431 | o0.31
10 4.25 0.25
1 4,20 0.20
z 5.91 o 1.52




