03094
UNIVERSIDAD NACIONAL |
EecEs  AUTONOMA DE MEXICO

/

PROGRAMA DE POSGRADO EN CIENCIA DE LA TIERRA

CALCULO DE PROPIEDADES EFECTIVAS EN ROCAS

T E. S I S
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE
DR. EN CIENCIAS

(MODELACION MATEMATICA DE SISTEMAS TERRESTRES)

OSCAR CERAPIO VALDIVIEZO MI1JANGOS

DIRECTOR DE TESIS: DR. FEDERICO SABINA CISCAR




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradecimientos

Agradezco el financiamiento otorgado por los proyectos CoNaCyT No. 32237-E y PA-
PIIT (DGSCA, UNAM) No. IN103301 para la realizacién de esta tesis. ‘Al CoNaCyT
por la beca que se me otorgo para la realizacién de los estudios de doctorado. Al
Departamento de Matemdticas y Mecanica (IIMAS, UNAM), el apoyo secretarial y .
logistico prestado por Alma Rosa Rodriguez y Ma. de Lourdes Romero, también el
apoyo computacional de Ana Cecilia Arteaga. A los Drs. Julian Bravo Castillero y
Reinaldo Rodriguez Ramos y al M.Sc, Radl Guinovart Diaz sus sugerencias y progra-
mas que me permitieron avanzar en el trabajo de tesis. También quierc agradecer a los
organizadores del ”4th Workshop on Applications of the Physics of Porous Media”la
oportunidad de presentar los resultados de esta tesis.



Indice General

Introduccién 131

1 Termoelasticidad 1
1.1 Imtroduccién . . . . . . . . . e e e 1
1.2 Coordenadas . . . . . . . . e 1
1.3 Deformaciones . . ... .. e e e 4
1.4 El teorema del transporte . . . . .. . ... o 6
1.5 La ecua,cién de continuidad . . ... .. .. e e e e e 8

1.6 DBalance de la cantidad de movimiento lineal . . . .. . ... .. .. .. 9
1.7 Balance de la cantidad de momento angular . . . - ... ... L. 11
1.8 Conservacidn de laenergfa . . . . . . . . ... . Lo oL 13
1.9 Las relaciones constitutivas de la termoelasticidad . . . . . . . ... .. 15
1.10 La ecuacién de conduccién del calor generalizada, . . . . . .. . .. .20
1.11 Casos particulares del tensor de médulos termoelasticos . . . . . . . . . 23
2 Homogeneizacién 27
2.1 ‘Introduceidn . . . . . .. ... DT 27
2.2 Un ¢jemplo de homogeneizacién en una dimensién . . . . . . .. .. .. 28
2.3 Homogeneizacién del problema dindmico en elasticidad . . . . . . . .. 33
2.4 Propiedades efectivas de medios periddicos (celda cuadrada) . . . . .. 38
2.4.1 Planteamiento del problema . . . . . ... ... . ..o 38
2.42 Relacionesexactas . . . . . . . . .. . ..o 41
2.4.3 El problema de deformacién antiplana 15L. . . . . . .. .. ... 43
2.4.4 El problema de deformacién plana L. . . . . . . .. .. ... 46
2.4.5 El problema antiplano 1oL . . . . . . . e 50

2.5 Propiedades efectivas de medios periddicos (celda hexagonal) . . . . . . 51
2.5.1 Planteamiento del problema . . . . . . ... ... 51
2.5.2 Relaciones exactas . . . . . . . . .. ..o 52
2.5.3 El problema de deformacién antiplana 32 . . . . . ... . ... 53
2.5.4 Kl problema de deformacién antiplano L . . . . ... ... .. 25

2.6 Fibras vacias y completamente rigidas . . . .. .. .. ..o 57
2.7 Consideraciones numéricas . . . . . . . . . . . ..o 59
2.8 Conclusiones . . . . . .. .. 62



ii

INDICE GENERAL

.3 El método autoconsistente para un medio termoeldstico

3.1 Introduccién . . . ... ..

3.2 Planteamiento del problema . . . ... ... ... .. e e e e
3.3 La funcién de Green de un medio termoeldstico . . . . . . e
3.4 El problema de un solo dispersor . . . . . .. ... oL,
3.5 El cédlculo de las integrales sobre una inclusién esférica . . . . . .. ..
3.6 Las ecuaciones autoconsistentes del problema termoeldsticos . . . . . .

3.6.1 El caso desacoplado
37 Discusidbn . ... ... ..
3.8 Conclusiones. . . . .. ..

. 4 Conclusiones generales y problemas abiertos
4.1 Meétodo de Homogeneizacién Asintética . . . .. ... ... ...
4.2 El Método Autoconsistente . . . .. ... ... ... . ...... i

A Propiedades de las funciones elipticas

Propagacién de ondas en medios termoeldsticos

C Anisotropia en elasticidad
C.1 Definicién . . . .. .. ..

C.2 Un medio anisétropo simple; una pila de capas isétropas . . . . . . ..

C.3 Simetrias en cristales . . .
C.4 La ecuacién de Christoffel

Anexos

65
65
66
68
73
7
82
85
85
8%

91
91
92

95
9

101
101
101
103
108

117



Introducciéon

El imprecedente incremento tanto de calidad como de cantidad de datos geoffsicos

ha mejorado draméticamente nuestro conocimiento acerca de la superficie de la tie-

rra. Este desarrollo no ha sido motivado solamente por el incremento en exploracién

de yacimientos minerales, reservas de energia (gas, petroleo, energla geotérmica, ete.)

sino también por el estudio de sismos naturales y generados por el hombre (detonacio-

nes nucleares). En nuestros dias, medidas acusticas, eléctricas y otras son hechas en
forma rutinaria por distintos técnicas geofisicas. El objetivo de este trabajo consiste

en calcular las propiedades efectivas de rocas las cuales por su misma naturaleza son

medios heterogéneos y anisétropos. Las propiedades efectivas son aquellas cantidades

medibles en el laboratorio, por ejemplo, la rigidez, la compresibilidad, la densidad, el

coeficiente de expansion volumétrica, el calor especifico, la conductividad térmica, ete.
que describen al medio heterogéneo en forma global. Una vez teniendo estas propieda-

des es posible conocer las velocidades de propagacion de ondas en esta clase de medios,

es decir, conocer las velocidades en medios heterogéneos y anisétropos. Y aqui me

gustaria citar textualmente lo siguiente:

“Yet, despite all the problems with velocity, we are reluctant to give up the hope
that somewhere, if only we could find it, there must be a master variable connecting
velocity and geology - a master variable meaningful to a geologists, and yet leading to
the physical property of velocity.”

Mensaje dirigido por Anstey al “the EAEG/SEG workshop on estimation and prac-
tical use of seismic velocities”, Anstey (1990).

Aqui se presentan dos modelos matematicos con los cuales es posible hallar pro-
piedades efectivas de medios heterogéneos y anisétropos y como consecuencia se puede
calcular las velocidades correspondientes a esas propiedades efectivas. Las dos técnicas
matematicas para calcular propiedades efectivas de medios heterogéneos son: El Método
de Homogenetzacion Asintdlica y el Método Autoconsistenie. Ambas técnicas han sido
utilizadas recientemnente para caracterizar medios compuestos. Por ejemplo, el MHA se
usé para describir medios que contienen fibras arregladas en forma biperiédica donde
los constituyentes, es decir cada uno de los medios que conforman el medio inho-
mogéneo, son homogéneos {Pobedrya, 1984), transversalmente isétropos (Rodriguez-
Ramos, et.al., 2001) v aqul se presentan resultados originales cuando los constituyentes
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tienen anisotropia ctibica. Por otro lado, también el Método Autoconsistente se uti-
lizé para hallar propiedades mecanicas que describen un medio heterogéneo donde hay
inclusiones de forma esférica distribuidas aleatoriamente (Sabina y Willis, 1988) y en.
este trabajo se presenta el método autoconsistente para hallar propiedades, ademds
de las eldsticas las termoeldsticas, es decir, la conductividad térmica, el coeficiente de
expansién volumétrica y el calor especifico.

En el primer capitulo se establecen las ecuaciones basicas de la termoelasticidad
a partir de primeros principios. Para ello se usan las leyes de la mecanica clisica
y de la termodindmica debido a que se consideran efectos térmicos. Las ecuaciones
constitutivas en este caso son conocidas como las ecuaciones de Duhamel-Neumann.
En el caso particular cuando la interaccidén es puramente eldstica se recuperan las
ecuaciones de Navier.

En el capitulo segundo se estudia el Método de Homogeneizacién Asintética (MHA).
Este es un método matematico completamente formal con el cual es posible hallar pro-
pledades globales de medios heterogéneos a partir de su microestructura. Esta técnica
parte del hecho de que hay dos escalas, una a nivel microscépico y la otra a nivel
macroscépico y ambas estan relacionadas por medio de un parametro pequefio e: Para
cada una de las variables v y o, desplazamiento y esfuerzo respectivamente, se pro-
pone un desarrollo asintético en potencias de ¢. Estas variables se sustituyen en las
ecuaciones que gobiernan la microescala, se agrupan las ecuaciones resultantes en po- .
tencias de € y se van resolviendo a los ordenes mas bajos. Después se promedian las
ecuaciones a segundo orden en ¢ y se toma en cuenta la geometria a nivel microscopico .
En este caso se consideran fibras arregladas en forma biperiédica. Lo que conduce a -
ecuaciones y propiedades que describen el medio inhomogéneo a nivel macroscépico. -
Las propiedades efectivas estdn dadas en términos de desplazamiéntos locales, i.e., de .-
desplazamientos en la microescala, de ahi que las propiedades dependan de la microes-
tructura. En este capitulo se muestran resultados originales cuando los constituyentes
tienen anisotropia cibica y se estudian dos geometrias, una cuando la celda base es
cuadrada y la otra cuando es hexagonal. Como caso -particular, los constituyentes pue-
den ser isdtropos y las fibras estar llenas de otro solido o bien de un fluido o bien estar
vacias. Aqui se considera que la matriz son rocas de dos tipos y las fibras pueden estar
llenas de cuarzo o de aceite, agua, aire, o estar vacias que es el caso de un medio poroso
cuyos poros estan desconectados. Al final se presentan algunas conclusiones sobre los
resultados obtenidos. |

En el ultimo capitulo se usa el Método Autoconsistente para obtener propiedades
efectivas termoeldsticas de medios heterogéneos en la forma como lo hicieron Sabina y
Willis (1988) para un medio eldstico. El estudio de la propagacién de ondas en medios
compuestos es muy complicado debido a que hay muchos dispersores, que en este caso
seria cada una de las inclusiones. Aqui consideramos solamente un dispersor, es decir,
el efecto que tiene una sola inclusidn sobre una onda que se propaga en un medio ter-
moeldstico. Para ello es necesario calcular la fiincién de Green. Con esta funcién es



posible describir la dispersion en todo el espacio. Una primera aproximacién para ha-
llar la deformacién es considerar que el desplazamiento es constante sobre la inclusién
(aproximacién de Galerkin). Después se propone que exista un medio termoeldstico
homogéneo con propiedades equivalentes de tal manera que tengan el mismo compor-
tamiento que aquel medio que tiene un dispersor y de esta manera se identifican las
propiedades efectivas. Esto conduce a un sistema no lineal de siete ecuaciones con siete
incégnitas complejas. En la parte final se presentan ejemplos sintéticos, se compara
con datos experimentales y se dan algunas conclusiones.

Al final de este frabajo se presentan algunos problemas abiertos para poder conti-
nuar este trabajo de investigacidn.



Introduccidén



Capitulo 1

Termoelasticidad

1.1 Introduccion

En el presente trabajo se hace uso de la teoria de la mecdnica de los medios continuos
que trata de las deformaciones y los movimientos de los cuerpos bajo la influencia de
efectos externos, tales como fuerzas, desplazamientos, cambios térmicos, interacciones
quimicas, efectos electromagnéticos y otros cambios del medio ambiente. Para el estu-
dio aqui realizado sélo se consideran las fuerzas de origen mecénico y fuentes de calor.
Dicha teorfa se basa en la hipdtesis del continuo. Esta hipdtesis desprecia la estructura
atdémica de la materia, es decir, no toma en cuenta su estructura discreta y supone que
es un medio continuo cuyos puntos geométricos se identifican con puntos materiales.
Esto equivale, fisicamente, a decir que cualquier elemento de volumen contiene un gran
nimero de dtomos. Con esta hipdtesis estamos considerando fendmenos macroscépicos.
Cuando se hable de un elemento de volumen infinitesimal siempre se quiere decir que
es muy pequefio en comparacion con el volumen del cuerpo que se estudia, pero muy
grande en comparacion con las distancias entre sus dtomos. (Fig. 1.1.1) También las
cantidades fisicas que se emplean en la teoria, tales como, densidad de masa, despla-
zamiento, etc. se consideran como funciones continuas de la posicién x y el tiempo t.

1.2 Coordenadas

Para describir la posicién de un punto en el medio continuo-se pueden emplear dos tipos
de coordenadas que se mencionan a continuacién. Los puntos materiales de un medio
continuo al tiempo t = 0 ocupan una regién B que consiste del volumen material V' y
su superficie S. La posicién de un punto material P de B se puede describir usando
un sistema de coordenadas cartesianas, X = (X, X, X3) 6 por el vector P que va
del origen O de las coordenadas al punto P (fig. 1.2.1.a). Después de un tiempo ¢ los
puntos materiales de B ocupan una regién b (fig. 1.2.1.b) que consiste del volumen
espacial v y su superficie s. En esta nueva conformacidn, el punto material I’ pasa a
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Cuarpe
continuo

Punto
Material

Figura 1.1.1 Un punto material en relacién al cuerpo, que se considera
continuo y muy grande.

Figura 1.2.1 Sistema de coordenadas cartesianas para ubicar un punto
en el cuerpo (a) al tiempo ¢ = 0 antes de la deformacién, (b) al tiempo ¢
después de haber sido deformado.

ocupar un punto espacial p, que se puede localizar por un vector p que va del origen
o de otro marco de coordenadas cartesianas al punto p x = (21, T3, %3). Hasta aqui se
han usado dos tipos de coordenadas: las llamadas materiales o lagrangienas X y las
espaciales o eulerianas x. Las coordenadas lagrangianas describen el movimiento de -
las particulas y mientras que las culerianas describen como se modican las particulas
" cuando pasan por un cierto punto en el espacio. En la mecdnica de los medios continuos
se trabaja generalmente con las coordenadas lagrangianas. Las deformaciones sufridas
por el cuerpo y su movimiento lleva a varios puntos materiales a lo largo de varias
posiciones espaciales, es decir,

x = x(X, 1), (1.1)

y también reciprocamente
X = X(x,t}. ‘ (1.2)

De acuerdo a la ecuacién (1.1), el movimiento ileva a un punto material P de B al
tiempo ¢ = 0 a una posicién espacial p en b al tiempo t. El movimiento inverso (1.2)
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nos dice que podemos rastrear los puntos materiales que ocupan la posicion espacial p
al tlempo ¢ a una posicién original P (véase fig. 1.2.2).

X=X (%, £}

Figura 1.2.2 Con el movimiento inverso se pueden rastrear los puntos
materiales que estdn-en b al tiempo ¢ a la posicién original B.

Axioma de continuidad

Suponemos que el mapa dado en la ec. (1.1) es uniforme y que posee derivadas
parciales continuas con respecto de sus argumentos de cualquier orden que se necesite,
excepto posiblemente, en algunos puntos, curvas y superficies singulares. Esto implica
que cada una de las ecuaciones {1.1) y (1.2) son el inverso unico de las otras en la
vecindad del punto material P, i.e., la materia es indestructible, o sea, que no es posible
deformar un volumen finito de materia en un volumen de tamano cero o infinito. La
materia es impenetrable, o sea, que el movimiento lleva cada regién a una regién,
cada superficie a una superficie, y cada curva a una curva. Una porcién de la materia
nunca penetra en otra. En la practica, hay casos en los que este axioma no se cumple,
por ejemplo, cuando hay rupturas, efc. En este trabajo no se considerard este caso.
En general, el objetivo de la mecénica del medio continuo consiste en hallar la forma
explicita de ec. (1.1} cuando los efectos externos y las condiciones iniciales y de frontera
se conocen, es decir, si determinamos p(t) para cada punto material P, podemos

construir la nueva forma y posicién del cuerpo a cada tiempo t relativo al tiempo
t=0.

El axioma se garantiza a través del Teorema de la funcion implicita. Si para un
tiempo fijo ¢ las funciones x,(Xk,t) son continuos y poseen derivadas parciales de -
primer orden continuas (i.e., 7, € C' ) en una vecindad | X} ~ Xx| < A del punto p
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y si el jacobiano

8z O8n 9z

a..r 84X, X9 8X3
. E || 8ze 82y B (1 3)
I=ax . |laxy 8x, axsi :
K dxa dzs dx3

X,  9X: 8Xs

es-diferente de cero en una vecindad del punto p, entonces existe una funcién inversa
y Unica de la forma {1.2) en una vecindad |z} — zx! < & de un punto p al tiempo ¢.
Nuestro objetivo, en general, consiste en hallar la forma explicita de (1.1) cuando los
efectos externos y tanto las condiciones iniciales como las de frontera se conocen, ¢s
decir, si determinamos p(¢) para cada punto material P, podemos construir la nueva
forma y posicién del cuerpo a cada tiempo t relativo-al ¢ = 0. Més frecuentemente
en sismologia se presenta el problema inverso, o sea que nuestro objetivo es obtener
informacién acerca del interior de la Tierra a partir de los sismégrafos que se obtienen.
de un terremoto en las estaciones repartidas alrededor del mundo; también se busca
determinar las caracteristicas de la fuente que lo produce. Las ondas sismicas que se
registran en un sismégrafo son portadoras de informacién acerca de la constitucién y
de procesos tectdnicos del interior de 1a Tierra.

1.3 Deformaciones

Para hacer un anlisis de la deformacién se localiza a los puntos del cuerpo en los esta-
dos sin deformar y deformados por medio del mismo sistema de coordenadas rectangu-
lares 7, T2 ¥ 3. Sean dS y ds las longitudes de los elementos de linea infinitesimales -
en los estados sin deformar y deformado respectivamente, entonces: .

dS? = dXdXy, (1.4)
ds® = dx;dz;; (1.5)

a menos que se diga lo contrario en el presente trabajo se usarj la convencién de suma
de FEinstein de indices repetidos. Descripcidn euleriana de la deformacidn, ie., Xi -
como funcidén de x y del tiempo ¢.

4x, = 22Xk g (L.6)
Jx;
de (1.4) y (1.6) tenemos
4s? = %ff%%dmxj, (1.7)
mientras que
ds* = §;;dw;dz;, (1.8)

donde d;; es la delta de Kronecker

1, stk =1
Ot = {0, si kL. (1'9)
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Puesto que dS? = ds? para todo par de puntos en el cuerpo es una condicién necesaria
y suficiente para que la transformacién (1.1) sea una de movimiento de cuerpo rigido,
la diferencia ds® — dS?% es una medida de la deformacién. Escribimos

ng - d82 = 2nijd$id$j, I (110)
donde 5%, 5
1 k OXj

i = = | 85 — ———— 1.11

w5 =3 (65~ G2 5] o amw

se llama la deformacion euleriana. Definimos el vector de desplazamiento u como

Entonces

y= o oL - AT L.

la cual tiene una parte lineal ¥ otra no lineal. Descripcion lagrangiana de la deforma-
cidn, i.e., 2;(X,1).

Ox;
dz; = ———dX,. 1.14
% = gy K (1.14)
De (1.5) y (1.14) obtenemos
| Ox; Ox;
2 _ O 0%;
ds* = an adeXkdX,;. (1.15)
y de (1.4) se tiene que
dS? = 6 d X pd X (1.16)
Por tanto podemos escribir '
ds® — d§? = 2(udXrdX), (1.17)
donde 9. 5
1 x; O%;
= o 2= 1.18
Cri 7 (BXkan 5kl); (1.18)

por lo tanto

e

1 (81&;; a'u,l 3u1 aut) . (1.19)

== +
2\0X, 0X, 0X,0X,
Para una deformacion pequefia tal que el gradiente del desplazamiento es pequefio se

tiene que (y se reduce a la deformacidn infinitesimal ey cuando se desprecian en (1.19)
términos superiores al de primer orden. O sea que

1{0u 8
Qo = 5 ( L ) = Cpy- (1.20})

oY, ' 9X,
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Nétese que e es un tensor de segundo orden simétrico y que a partir de aqui se
estard tratando de la teoria de deformaciones pequeiias tales que cada componente
del gradiente de desplazamiento es muy pequeno. Para entender mejor el significado
del tensor de deformacién infinitesimal se pasard a dar una interpretacién geométrica.
Se pueden distinguir dos tipos de deformacién esencialmente diferentes: una que es
normal o longitudinal, dada por e, esx ¥ ess v la otra de corte o transversal, dada
pOr, €13, €13 ¥ €23. La primera correspondiente a e;; se puede ver en la fig. 1.3.1. Se
puede notar un aumento de longitud en la direccién Oz, €l cociente de dicho cambio
de longitud entre la longitud inicial , esto es:

OA - OA . By
OA N 8.’131

esta es la parte normal o longitudinal de la deformacién. La parte cortante o transversal

= ey | (1.21)

1\'.:
e B B
______
H
!
i
i
i, ey @, 4%,
H
h
;
:
o PN x
dxl

Figura 1.3.1. En el plano z,z,, la seccién transversal OABC de un pe-
quefo elemento de volumen sufre una deformacién normal o longitudinal
en la direccién Ozx;. La nueva seccién transversal es OA1B,C.

de la deformacién e;, se puede ver en la figura 1.3.2. Este es otro tipo de deformacién
v tiene que ver con las variaciones de los angulos I'; y T's , esto es,

-
*—9123[‘14-1_‘22-*——-}‘_—:2612. (122)
2 z

Por simetria, este andlisis se puede hacer para los demés planos y el razonamiento es
el mismo para las otras componentes normales y de corte.

1.4 El teorema del transporte

Para obtener la ecuaciones de movimiento de la elasticidad lineal se hace uso de la
formulacién global de cuatro leyes de conservaciéon que son: masa, cantidad de movi-
miento lineal, momento angular y energia. También se usa el teorema de transporte
que a continuacion se expone.



1.4 El teorema del transporte
- %,
X ax, 5,
X € ;
-(——’: —————————— B :
C — ;
‘ ',
ﬂ[ ,'
1
ax /T ;
.u’iI :'
J' eu F :IA -Ez e
' i,___-; 2 ) 1
PN Lo
° ~A
xl
dxl.
Figura 1.3.2. En el plano z1z9, la seccién transversal OABC de un

pequeiio elemento de volumen esta sujeto a una deformacion de corte o
transversal en el mismo plano. La nueva seccién transversal O A, ByCh se

manifiesta en la variacién angular 8.

Teorema de Transporte

el interior de un volumen material v cuya frontera es s esta dado por
d¢

i), )

i o= [[Gto+ [ [enmas= [ |50+

donde n es la normal unidad exterior a s, %; es la derivada material de la componente

La derivada material de una integral de volumen de cualquier campo ¢ definido en

j de u.
Una demostracién de este teorema se puede consultar en Eringen (1980) pp. 77
Se deben hacer algunas aclaraciones sobre la funcién que se esta derivando, o sea, si es
una funcién material o si no lo es. Si f es una funcién material, es decir
(1.24)

f = f(xa t)!
para x independiente de ¢, entonces
df of
(1.26)

En cambio si f es una funcién espacial. o sea
x = x(0),

f=1Fx),
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se tiene que
dt 8t Bx; Bt
Esto es debido a que x = x(t). Al primer término de {1.27) se le lama razdn local o

no estacionarie mientras que al segundo se le conoce como el término convectivo. Se
usard la notacién f =-df /dt para indicar la derivada material.

(1.27)

1.5 La ecuacién de continuidad

El principio de conservacion de la masa dice que la masa total del cuerpo no cambia
durante el movimiento, es decir, que no se crea masa pero tampoco se destruye.

Sean p(x,t) ¥ po{x,t) las densidades del medio continuo en ¢l sistema espacial y
material, respectivamente. Entonces se puede escribir la conservacién global o total de
la masa como

f odv = [V podV, (1.28)
o equivalentemente '
%fpdv —0, (1.29)

donde d/dt es la derivada material. En el teorema de transporte (1.23) se identifica a
¢ = p. Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de superficie se obtiene-

f (gi + 68 (puj)) dv = 0. , (1.30)

Como esto debe ser valido para cualquier volumen v se tiene que

0
SLNN A

ER -(pti;) = 0. (1.31)

Esta es la conservacién de la masa local y se le conoce como la ecuacidn de continuidad.
Para el caso de una deformacién infinitesimal

- a'U,j BUj aj.."k .
%= 3t " B 0t (1.32)
se reduce a 3
| i = %, (1.33)

ya que se despreciaron términos de segundo orden. También, al mismo orden de mag-

nitud
Ou; _ 9 (Ouy\ _ .
dz; T ot (3%) €1 (_1'34)
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Substituyendo (1.28) en (1.25) se tiene

Pren=0,  o0)=m. (1.35)

Integrando esta ecuacién y tomando en cuenta que e;;(0) = 0 se obtiene

log 2 = —e;;. (1.36)
Po :

Como ej; < 1, (1.36) da al primer orden de magnitud

LA R (1.37)
20
entonces o .
ejj:V-u———-l-—j’-EA, (1.38)

~ ya que la masa total del medio continuo es la misma antes y después de la deforma-
cién. A se llama la dilatacion cibica puesto que da el cambio relativo en el volumen
deformado v. Hay que notar que cuando A < 0 se trata de una compresién.

1.6 Balance de la cantidad de movimiento lineal

El principio del balance de la cantidad de movimiento lineal dice que la razén temporal
del momento lineal es igual a la fuerza resultante F que actia sobre el cuerpo, es decir:

;;% [ pudv =7. (1.39)

En la mecanica de los medios continuos es necesario considerar dos tipos de fuerzas:
las de cuerpo y las superficiales. Aquellas que actian sobre los puntos masa del cuerpo
se llaman fuerzas de cuerpo; por ejemplo, las fuerzas de la gravedad y electrdstatica.
Mientras que las fuerzas superficiales son aguellas que resultan de la accién de un cuerpo
sobre otro a través de la frontera. Por ejemplo, la presién hidrostdtica que actia sobre
la superficie de un cuerpo. Sea t(n,x) la traccién, i.e., la fuerza por unidad de é4rea
del cuerpo deformado que actia sobre la cara de un pequeiio elemento de superficie
cuyo vector normal unitario exterior es n y centro de aplicacién es x. (Ver fig. 1.6.1).
Suponemos que t es una funcién continua. Ademas se cumple que

t(—n,x) = —t(n,x) (1.40)

por la tercera ley de Newton. Sea F la fuerza de cuerpo externa por unidad de masa.
La ecuacién de la cantidad de movimiento se escribe como:

d
dt/pudv /dev+/ n, x)ds (1.41)
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que al aplicar el teorema de transporte (1.23) al lado izquierdo de (1.41) con ¢ = pu;
se obtiene

d . g, . -
) fﬂ puidy = ]U a(pui)dv-k fs puitnds
: a, . o, ..

= /ﬂ [a(ﬁui) + 'éx_(touiuj)} dv, (1.42)

J

" por el teorema de la divergencia. Agrupando términos se tiene

dr .. o . Ow) . [8p 8, .
~ f pitidv. | (1.43)

Usando la ecuacién de continuidad e identificando la derivada total de #; respecto del
tiempo se tiene que

[mﬁ—qu:/umxm& (1.44)

v &

Para obtener la ecuacién local de conservacién de la cantidad de movimiento lineal es .
necesario expresar a la integral de superficie (1.44) como una integral de volumen. Con
este propdsito se aplica la ecuacién (1.44) a un pequefio volumen tetraedral v como lo
muestra la figura (1.6.1) Sea n la normal exterior a la cara inclinada del tetraedro, de

t (n,x)

Figura 1.6.1. Pequeno tetraedro de volumen v. Se muestra la traccion
t sobre la cara inclinada de drea ¥ y vector normal unidad n.

area 2, vy que dista h del centro xg. Suponemos que t{n, x) es una funcién continua de
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x y que F y 14 son finitas en v. Aplicando el teorema del valor medio para integrales a
la ecuacién (1.44) se tiene que:

1
[?’th("*i]_, Xl) -+ szt(—-iz, Xz) + n3t(—13, X3) +-t(l’l, X4)] X+ ghEk =0 (145)

- donde k es [p(1 — F)](0) para algin 8 que este dentro de v y ademds k est4 acotado.
El valor de k se toma de esta manera debido a que se aplica el teorema del valor medio
en ambas partes de la ecuacién (1.44). i; son los vectores unidad en las direcciones
de los ejes y son perpendiculares a las otras tres caras del tetraedro con vértice xq ,
donde x;, 4 = 1,2,3,4, son puntos en cada una de las caras del tetraedro. En el limite,
cuando & — 0, siendo x el punto limite correspondiente del tetraedro, se tiene

t(n,xg) = —~ [mt(—1iy,xp) + nat(—is, xo) + nat(—is, x0)] - (1.46)

Si se escribe
t(—ij,%0) = —(0j1, 952, 04s), =123, (1.47)
entonces g;; es la iésima componente de la traccion en la direccién x;. Se tiene entonces
que, para cualquier punto x,
t,-(n, X) = Ojin; (148)
puesto que t; y n; son vectores, oy es un tensor de segundo orden llamado el tensor
de esfuerzo. Se ha probado que el estado de fuerzas alrededor de cualquier punto del

cuerpo ésta completamente caracterizado por las nueve componentes cartesianas del
tensor de esfuerzo o;;. La ecuacién de conservaciéon de momento lineal queda entonces

como
[ oty — Fy)dv = / o ds. (1.49)

Ahora se aplica teorema de la divergencia y se agrupan todos los términos en una sola
integral. Como esto se debe cumplir para todo volumen v la ecuacidén que resulta es:

pli; = ﬂ + pFi, (1.50)

que es la ecuacién que representa el balance de la cantidad de momento lineal local. Si
p = pu es la densidad de lo cantidad de momento lineal, la ecuacién (1.44) se puede
escribir como

p = dive + pF, (1.51)

donde o es el tensor de esfuerzo cuyas componentes son o;;.

1.7 Balance de la cantidad de momento angular

El principio del balance de la cantidad de momento angular dice que la razén de cambio
temporal del momento angular alrededor de un punto fijo 0 es igual a la torca resultante
M alrededor de 0, esto es

I 1; p(x At)dv =M, {1.52)
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“donde A significa el producto cruz. Para obtener una ecuacién que represente la con-
servacion local del momento angular se usard el teorema del transporte y de las leyes
. de conservacién hasta aqui obtenidas. Se escribe el lado derecho explicitamente

d
7 [ plx Aa)dv = /p(x AF)dv + /x At(n, x)ds. (1.53)
Utilizando el teorema de transporte en el lado izquierdo de (1.53) se tiene que
d . %4 N1 )
% / pxAQ)dy = f pn [p(x A )] dv + /p(x A w)U,nds (1.54}

= [{cn il + o oot o

entonces

-(%[)p(x/\ﬁ)dv - [{ [gt(xAu)+ujaa (x/\a)] |
4 {(xAu) (gf; 5(uj))]}dv. (1.55)

En el segundo sumando del lado derecho de esta ecuacidn, el término entre paréntesis
representa la conservacion de la masa por lo que es igual a cero. Entonces queda

jt[p(x/\u dv—/p x/\u)dvm[p(x/\ﬁ)dv, (1.56}
porque a0 A 0 = 0. Asi se puede escribir de (1.50) y (1.48)
/ px A (it — Fdy = fx At(n,x)ds. (1.57)
U B

La ecuacién (1.51) se puede escribir en componentes usando (1.50)

0o, o
[veij,-ca:jgéf—dv = fsez—jkxjagkn;ds —[633[9 [5ﬂagk -|-5CJ 80-”:} d'U, . (1.58)

donde ¢;;; es el tensor de Levi Chivita es definido por

(1, si 17k es una permutacién
par de 123
0, si 47k hay dos indices
repetidos
~1, si 47k es una permutacién
L impar de 123

€ijk = § (159)

entonces

€ije0jk = 0. (1.60)
O sea que

Okj = O (1.61)
Es decir, que el tensor de esfuerzo es simétrico. Esta es la ley local de conservacion del
momento angular.
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1.8 Conservacion de la energia

La razén de cambio temporal de la suma de las energias cinética K ¢ interna U es igual
a la suma de la potencia L de las fuerzas externas mas d@/dt que es el incremento del
calor en el cuerpo

d _ aQ
Ei(ic+u)~_£+ e (1.62)
Se calcula explicitamente £,
L= prmidv-% /ti(n,_x)uids. (1.63)

Sustituyendo ¢; = oj;n; de (1.48) en (1.63) y aplicando el teorema de la divergencia se
tiene que ‘

I
v J

La primera parte de la ecuacién anterior es igual a pdi;/dt por el principio del balance
de la cantidad de movimiento lineal, de esta manera la ecuacién anterior es ahora

L= fv (puzzif + O};jé—:a) de, (165)
identificando a la energia cinética por unidad-de tiempo como
1 .. o
K= 5 / puiuidv. (166)

Obsérvese que a través de un elemento de drea dA con vector norrmal n fluye una cierta
cantidad de calor —¢;n;dA. Aqui, q es el vector de flujo de calor. El flujo total de calor
que atraviesa la superficie completa A estd dado por la siguiente férmula

Haciendo uso del teorema de Gauss se obtiene de la férmula (1.67)
Ahora introduzcamos la energia libre U por unidad de volumen.
U= [ Udv. 1.6
/b v (1.69)

Sustituyendo ahora las ecuaciones (1.63), (1.66), (1.68} y (1.69) en la ecuacién de
balance de energia (1.62) se tiene que :

J(U + pgis) o = [ Fiado + [ tiiida = [ giudo. (1.70)
b Jb Ja 4b
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La integral de superficie puede ser transformada de la siguiente maneéra:
/ti’l:bida = f ajmj'&ida = '/;(O'jiﬂi),jdv = fb(ajiui’j + crﬁ,j?l,-)dv. (171)
a @

Haciendo uso de la ecuacién de movimiento pii = F; 4 0;; y las relaciones (1.71) se
puede transformar la ecuacién {1.70) en la forma

fb(U — 04t  + gig)dv = 0. (1.72)

Esta ecuacion es vélida para cualquier volumen arbitrario b del cuerpo considerado.
Esto implica la siguiente relacién local '

U = ojitti; — iz (1.73)
Obsérvese que
. 1, . 1. ) ) )
Ujj = *2-(11.1',3' + Uj,i) + ‘2-(11.1',3; - uj,z-) = €;; + Wiy, ‘ (1.74.) o

es decir, que 1, ; se puede descomponer en la suma de un tensor simétrico e;; y en un
antisimétrico wy;. Pero el producto interior de un tensor simétrico por uno antisimétrico
es cero, ouwy; = 0. Esto se puede ver de la siguiente manera. Puesto que oyw;; =
—0i;W;; ¥ por otro lado oy;w;; = ojwy; y ahora intercambiando los indice se llega a que
gijij = —owi; = 0. Por lo que la ecuacién (1.73) se puede escribir como

U = O'jq;éji - i (175)

En el caso de materiales reales el principio de conservacion de energia debe ser tomado
en cuenta por la segunda ley de la termodindmica. Esta ley contiene dos funciones de
estado: la entropia s y la temperatura absoluta T'. Anélogamente para la energia inter-
na, la entropia es una unica funcién del estado interno de un sistema termodindmico,
La entropia es independiente del camino-a lo largo del cual ocurre el proceso. Por esta
razén, su diferencial es una diferencial total. La ecuacidén de balance de la entropia
tiene la forma, (ver, por ejemplo, de Groot y Mazur, 1983 cap. 2)

ds

TEE =divg 6 T3 = _qi’ii (1.76)

Consideremos ahora el volumen del cuerpo b delimitado por una superficie a. Entonces-
la integral

gy [ G
./‘;sdv— v, (1.77)

constituye la razén de cambio de la entropia en el volumen v, debido al flujo de calor.
La expresién (1.77) puede ser transformada como sigue:

(% [ aTy
fbsdv_/b(T)ﬂ_dv A (1.78)
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Con la ayuda del teorema de Gauss se obtiene que

Y P U Y O
/bsdv = /a T da T dv. (1.79)

El primer término del lado derecho constifuye un incremento o decremento de la en-
tropia con el tiempo, debido al flujo de calor a través de la superficie a. De esta
manera, esta integral es la razon de intercambio de la entropia con su medio ambiente, -
que puede ser positiva o negativa. La segunda integral del lado derecho de la ecuacién
(1.79) constituye una fuente de entropia y describe la razén de su incremento. Lo que
nos dice que la entropia smmpre es creciente

g

3=

dv > 0, (1.80)

donde § es la fuente de entropia. Regresemos al balance de entropia local (1.76).
Eliminando de las ecuaciones (1.75) y (1.76) la cantidad ¢;; obtenemos
U= Cfﬁéji +Ts. (1.81)

En lo que sigue reemplazaremos la funcién U(e;;, s) por la energia libre de Helmholtz
f =U — sT. De esta manera U depende de las variables e;; y s donde s es la entropia,
por lo que la derivada total es

f=0jiés— 5T (1.82)
Debido a que df es una diferencial total
. (of af
f= (8%) i+ (BT) (1.83)

Suponiendo que las funciones oj; y s no dependen explicitamente de las derivadas
temporales de las funciones e;; y T, y definiendo la entropia por medio de la relacién
s = —3f /0T, obtenemos, comparando las relaciones (1.82) v (1.83)

of - of

56_;;- , 8= _8_,1-.': (184)

Estas relaciones hardn posible establecer relaciones entre el esfuerzo, la entropla la
deformacion y la temperatura.

1.9 Las relaciones constitutivas de la termoelastici-
dad .

Existen varias formas de obtener las relaciones constitutivas, una de ellas puede ser
usando flujo y produccién de entropia junto con las leyes de conservacién y de ba-
lance. Una caracteristica importante que tiene esta forma de obfenerlas es que es
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posible determinar todas las variables del sistema, es decir, las constantes eldsticas,
termoeldsticas, piezoeléctricas, etc. (ver de Groot y Mazur 1983, cap 4). Aqui presen-
to una forma sencilla de determinar las variables del sistema usando. la energia libre de
Helmholtz.

Una relacién constitutiva es aquella que caracteriza al material que se estudia.
Puede ser una relacién entre el esfuerzo con la deformacion v la temperatura. En
general lo que determina esta relacién es la observacién experimental del material que
se degea estudiar. :

Conociendo la energia libre estamos en posicién para relacionar el tensor de esfuerzo
con el tensor de deformacién y la temperatura.

Desarrollemos la energia libre f{e;;,T) como una serie de Taylor en la vecindad de
un estado de equilbrio local (cuando e;; = 0y T = 6;)

ey, T) = £(0,80) + Do g (L= 60) + (1.85)
1 [8%£(0, 80) 8% £(0,00)
i[aeijaem eien + 2 ap wT )+
52f(0:90)

o7 (T ~ 90)2} +

La cantidad constante f(0,8) es la energia en el estado de equilibrio y suponemos que
es cero. Mds ain, podemos suponer que 9f(0,8,)/8T es también cero puesto que se
puede suponer que la entropfa inicial es cero por la relacién (1.84), lo que se hace al
suponer 8f/0T y f(0,6) iguales a cero es cambiar el estado de referencia

—-——3f(;f_? 7) = —S(Gij,T),
asi of :
é"f(O:QO) = —5(0,6) = 0. (1.86)

Con ayuda de la relacién de (1.84) y tomando solamente los términos lineal y cuadritico,
obtenemos

af  0f(0,6p) i & £(0,6) . 82 £ (0, 6)

Ty = = Ckl
I 36¢j aeij 882'3' Bek; 86@'8T

(T — 6y). (1.87}
Esta es una relacién lineal vélida para pequefias deformaciones y aqui es necesario
hacer la suposicion que |6/6] << 1 que nos dice que estas ecuaciones son vélidas
para pequenas variaciones en la temperatura., En la ecuacién (1.87) debemos suponer
0f(0,6;)/0e;; = 0 para el estado natural (e;; =0, T = f;) cuando o;; = 0.

Introduciendo la notacién

O°£(0,60) _ OPF0.60) __ 8M(0.60) _
3eijaekl — kD aeijaT . ?713» 8T2
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podemos representar las relaciones (1.85)y (1.87) en la forma

1 6?
f(ez-j, T) = EC@jmeﬁekt — 'r;ijez-jﬂ + m? (188)
Ti5 = LijpiCri — mjf?- (1-89)
Obsérvese que
. Boij | 30’5,‘:,'
e oy 1298 = 1,
(aekl)T .Ozjkl; ( T )6 | Mg ( 90)

La ecuacién constitutiva (1.89) es la ley de la clasticidad generalizada para la termoe-
lasticidad. Estas son las llamadas relaciones de Duhamel-Neumann para un cuerpo
anisétropo las cuales seran usadas en el capitulo 3 en el caso isétropo.

Las constantes Cyjk las cuales se calculan en el estado isotérmico juegan el rol de
constantes del material. Las cantidades Cjji son los coeficientes elasticos mientras que
75 son las asociadas con las propiedades termoeldsticas de un medio anisétropo . Para
un medio isétropo y homogéneo la energia libre puede generalizada ser escrita en una
forma simple

A 1
flei, T) = pege; + & ChkEnn negkf + §m92 + ... (1.91)

Esta expresidn proviene de las siguientes consideraciones. Puesto que la energia libre
es un escalar, cada término de la ecuacién (1.91) es un escalar. Sin embargo, de las
propiedades del tensor de deformacién, es posible construir solamente dos escalares
independientes de segundo grado, llamado el cuadrado de la dilatacién epre,, v la
suma de los cuadrados e;;e;; de todos los componentes del tensor e;;. El tercer término
en (1.91) contiene el término lineal ey, el cual aumenta debido al hecho que existen un
solo escalar lineal construido de las componentes del tensor e;4, viz, la dilatacion e.
Las constantes materiales 12 y A que aparecen en la ecuacién (1.91) son los pardmetros .
de Lamé, mientras que las cantidades » y m seran definidas mds tarde.

En el caso de un medio isétropo la relacién (1.89) toma la forma
0ij = 2pei; + (Aewy — 16)dy, i,J=1,2,3. (1.92)

La traza de o estd relacionada con la expansién volumétrica ey, de la siguiente manera
2
Ok 23(K8kk -—?’,‘9), K = A—{-g,u. (193)

Resolviendo la ecuacién (1.92) para e;; v la ecuacién (1.93) con respecto a ey, obtene-
mos . \
n
= 06+ — (0 — ———
“ 73K 13,+ Q,u(gj 3A+2u
Tk

_ M, Tk
ewe = g0+ 37

Tkibis), (1.94)

(1.95)
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Para determinar la cantidad 7, consideremos una expansion libre de un- elemento de
volumen que no tiene traccién en la superficie. Puesto que el esfuerzo se hace cero, las
ecuaciones (1.94) y (1.95) implican las relaciones

o _ T né
Ciy = 3_R-’95ij y Cp = e (1.96)
donde el superindice ¢ indica a esfuerzo cero. Es evidente que un cambio de volumen e,
de este elemento es proporcional a la temperatura, el coeficiente de proporcionalidad
corresponde al coeficiente de expansién térmica volumétrica o = /K. Denotindolo
por oy = /3, el coeficiente de expansidn térmica lineal, podemos escribir las relaciones
(1.96) en la forma

Egj = ozté;?éij y sz = 3&39. (1.97)

Estas relaciones describen una propiedad de un medio isétropo: El elemento de volu-
men de un medio no cambia su forma con el aumento de temperatura; el cambio que
manifiesta es en el volumen.

Se ha determinado la cantidad n = (3A + 2p)y = 3K o que aparece en las expre-
siones para la energfa libre y en las relaciones de Duhamel-Neumann.

Obsérvese que las ecuaciones (1.92) y (1.95) implican las relaciones

30'@-_7- . N aekk - 1 c’iekk .
(3T )E = N, (&Tkk)am 3K’ ( o1 )J = dos. ' (1.98)

Se debe enfatizar que las cantidades u, A, K que aparecen en las férmulas{1.91)-(1.95)
se refieren al estado isotérmico, es decir, son medidas a temperatura constante.

Regresando a la energia libre (1.91) y eliminando en esta expresién todas las po-
tencias mayores a la segunda en la deformacién y agrupando todos los términos que
dependen solo de la temperatura en un sélo término G(6), se obtiene

A ‘
[ = pegey + 5 CkkCon — nexid + G(6). (1.99)

Para la entropia se obtiene la siguiente relacién

of oG

8§ = —55 = NCki — -6? (1100)

Puesto que s = s(ey;, T),

Js Js
ds = (é—ei—j)Tdeij+ (é?)cdrf, (1101)

donde ds es una diferencial total. La cantidad T'(0s/9T), constituye una medida de la
cantidad de calor generado en una unidad de volumen de un cuerpo, debido al cambio
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de temperatura a deformacién constante. Esta cantidad es denotada por ¢, y es llamado
el calor especifico a deformacién constante. Por otro lado, por la ecuacién (1.100) se

tiene
2

o
ds = ndegy — "éT_CidT‘

se tiene que

(ds &G '
Ce = T (&*T:)e = _T-é?i (1102)
Integrando una vez la relacién (1.102), es decir,
02G c;
- = [ 7

y teniendo en cuenfa que las constantes de integracion se hacen cero (en el estado de
equilibrio s = 0, f = 0), se obtiene

oG T
—-B—T' = celn(%). ‘ (1103)

De esta manera se llega a que la entropia {1.100) toma la forma

§ = Negr + ¢ In (1.104)

'9_0.
Como se menciond anteriormente |#/6;] << 1 sobre el campo de temperatura y este
hecho va a ser utilizado para encontrar relacion sencilla entre la entropia s y el cambio
en la temperatura ¢ = 0y — T . Para esto se desarrolla en serie de Taylor In(T'/6;) =
In(1+8/6) = 6/6y — (6/64)%/2 + ... y nos quedamos solamente con el primer término,

el cual es lineal c
(]

to
El primer término de la relacién de arriba es debido al acoplamiento de la temperatura
y el campo de deformacién, mientras que la segunda constituye la entropia generada
por la conduccién de calor.

Procedamos a calcular la funcién f determinando G/(6) de la ecuacién

5 = neg + —6. (1.105)

entonces llegamos a la relacién para la energia libre de Helmholtz

A ¢
ey, 8) = peyey + Sexnenn — newd = 55;92. (1.106)

donde los primeros dos términos del lado derecho son puramente eldsticos mientras
que la ultima es puramente térmica. Por otro lado, el tercer término es de naturaleza
mixta y expresa la interaccion entre la deformacién v el campo de temperatura.
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1.10 . La ecuacién de conduccién del calor generali-
zada

Hace falta una ecuacién para tener el sistema completo para la temperatura € y para - -
el desplazamiento u. HEsta dltima ecuacién corresponde a relacién que existe entre la,
entropia y la conduccion del calor. La transferencia de calor en un sélido ocurre.por
medio de la conduccion que consiste en transferir calor de lugares con una mayor tem-
peratura a lugares con menor temperatura. Este proceso es espontaneo e irreversible y
estd estrechamente conectado con la generacién de entropia. La ecuacion de la conduc-
cién de calor se deduce como una consecuencia del principio de conservacién de energia,
"y la forma del flujo de la entropia. Esta ley, constituye la forma local de la segunda
ley de la termodindmica y tiene la siguiente forma (ver de Groot y Mazur, 1983)

ds 1, . .. Qi w

donde q es el vector de flujo de energia, en nuestro caso es igual al flujo de calor y W
es la cantidad del calor generado en una unidad de volumen y unidad de tiempo.

La ecuacién (1.107) se puede escribir también de la siguiente forma

__ % __ﬂi - «___qe'Trz'
$= (T),z-+T+S’ §=—"r > 0, (1.108)

~ donde § se definid en la seccién anterior. La fuente de entropia estd relacionada con
las causas de los procesos irreversibles, las asi lamadas fuerzas termodindmicas f; por
medio de la relacién

§ = qif,;. (1109)

La fuente de entropia es igual a la suma de los productos de las fuerzas termodindmicas
con sus flujos. Al comparar las ecuaciones (1.108) y (1.109) se encuentra que

T.

£ = _T_-;. (1.110)

En el caso considerado de la conduccién del calor, la fuerza termodindmica es el gra-
diente de temperatura.

Por otro lado, el vector de flujo de calor esta relacionado con las fuerzas termo-
dindamicas por medio de la relacién funcional '

q; = Q@(fquz,fa)- (1-111)

I'n el caso de la termodindmica irreversible se supone que la relacién lineal
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es valida, es decir, que hay una relacién lineal entre ¢; v las fuerzas termodindmicas f;.
La relacién anterior es de naturaleza fenomenoldgica. Las cantidades L;; son constantes
y satisfacen las relaciones de Osanger

Lij = Lj;. (1.113)
Sustituyendo la ecuacién (1.110) en (1.112) se obtiene

LT

q; = — T2 (1.114)

Esta ecuacién estd de acﬁerdo con la ley de Fourler, es decir, que el flujo de calor es
proporcional al gradiente de temperatura. En el caso de un cuerpo isétropo la relacién
(1.114) toma la forma .
@ =l w=7m>0 (1.115)
Suponemos que la cantidad x = L/T? es constante; « es el coeficiente de conduccién
del calor. Sustituyendo la ecuacién (1.113) en (1.107) llegamos a la forma final para el

cambio en la entropia con respecto al tiempo

d
Tag = kV?T + W, (1.116)

Combinando la relacién (1.115) con la (1.104) se llega a la ecuacion

kV2T + W = néT + +c.T), (1.117)
6 - w .
v - e 20O T (1.118)
K K K

Hemos llegado a una ecuacién no lineal en la cual los términos no lineales tienen la
forma, ékkT.

Usando la definicién para el incremento de temperatura § = T'— 6 se puede escribir
la ecuacién (1.118) en la forma '

2, W
2g_ Lg_, 1 — :
Vg )\9 /ekk(+90) o (1.119)
donde
o= 2 n%
Ce K

Suponiendo que {#/8y| << 1 se puede linealizar la ecuacién {1.119) llegando a ser

W :
Vi — -)TQ ydiva = ——,  ep =div . (1.120)
0 K
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La ecuacién de conducciéon del calor generalizada contiene el término ndiv 1 que rela-
- ciona el cambio de dilatacidén en el cuerpo que se deforma.

Observe que los paridmetros de Lamé iy Ay la expresién para 7 estan referidos al
estado isotérmico. '

Introduciendo la cantidad @ = Why/k = W/c. que describe la fuente de calor,
se llega a que la ecuacién de conduccién del calor (1.120) la cual se puede escribir
convenientemente de la forma

(v2 ~ iat) g - ydiv i = _e (1.121)
Ao Ao
El conjunto de ecuaciones diferenciales (1.50) {conservacién de momento lineal),
(1.89) la relacién constitutiva termoeldstica, (1.120) la ecuacién generalizada del ca-
lor, (1.76) balance de entropia y (1.105) la expresién para la entropia que por mayor
comodidad reenumeraré

aO'j?; .

iy = ——— + pk;, ‘ 1.122

dij = Cijrer — 7350 (1.123)
2 1. T 4 )

Ve = )\—9 + ydiv i — — err = div u, (1.124)

0
§ = nexp + &9, (1126)
b0 -

forman el conjunto fundamental de ecuaciones termoelédsticas. Es facil ver que se tiene
un sistema completo, es decir, el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas. Al
sustituir la ecuacién {1.123) en (1.122) se tienen seis incOgnitas, tres desplazamientos
u;, la temperatura 8, la entropia s, y el flujo de calor g; v seis ecuaciones, tres de
(1.122), y las (1.124)-(1.126).

- Aqui vale la pena hacer algunos comentarios sobre los procesos fisicos que ocurren
en un medio termoeldstico.

La deformacién y los campos de temperatura acoplada son originados por las fuerzas
de cuerpo y las fuentes de calor, o bien por las fuerzas externas y la interaccion térmica
del sélido con sus alrededores. El campo de deformacién y el campo de temperatura
se incrementan como resultado de la accion de cualquiera de estds fuentes.

Si ocurre en el cuerpo un proceso de conduccidén irreversible debido al gradiente de
temperatura, entonces este proceso espéntaneo conduce a la deformacién eldstica del
cuerpo. Aqui el fendmeno de deformacién es secundario, ocurriendo como resultado de
la conduccién de energia. El proceso de conduccién es identificado con la produccién de
entropia, contrariamente, el proceso de deformacién puede conducir a un decremento
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en la entropia (ver ec. 1.105). Sin embargo, la diferencia en el incremento de entropia
que se mencionan arriba, es positiva para todos los puntos del cuerpo y conduce a la
generacion de un calor no compensado que se convierte en disipacién de energia.

Contrariamente, si ocurre en el cuerpo un proceso de deformacién debido a una
carga aplicada externamente al cuerpo o a la accién de fuerzas de cuerpo, entonces
esto conducird a un proceso secundario que es la conduccién de energia calorifica.

En ambos casos nos enfrentamos con procesos acoplados, debido al acoplamiento
de la deformacién con el campo de temperatura. Un medio, el cual es caracterizado
por procesos elasticos reversibles y procesos térmicos irreversibles es llamado medio
termoeldstico.

Volviendo a la relacién constitutiva (1.123) se puede ohservar que se compone de
dos partes, una que tiene que ver con la deformacién eldstica e;; y la otra con la
temperatura 8. En el capitulo 2 se usard iinicamente la parte elistica para el calculo de
propiedades efectivas de medios compuestos mediante el Método de Homogeneizacion y
en el capitulo 3 se usard la relacién constitutiva termoelastica completa. A continuacién
se hardn algunas consideraciones que seran utilizados en los capitulos siguiente.

1.11 Casos particulares del tensor de mdédulos ter-
moelasticos

Si la constante de acoplamiento termoeldstico n;; es cero en (1.123), se tiene que el
esfuerzo depende Unicamente de la deformacién e;; y entonces se trata del caso eldstico.
La relacion entre el esfuerzo y la deformacién es lineal, la cual se conoce como la ley
de Hooke, y se escribe de la siguiente manera

Tig — LigklChi, (1-127)

donde Ciyji es el llamado tensor de mddulos eldsticos, y es un tensor cartesiano de
cuarto orden. En forma simbdlica algunos autores Ia escriben como

o = Ce. (1.128)

Debido a las simetrias del tensor de esfuerzo (ecuacién 1.61) y del tensor de deformacién
(ecuacidén 1.20), el tensor de constantes eldsticas tiene las siguientes simetrias:

Cijrt = Cine = Cijie = Cjaars (1.129)

y el ntimero de componentes independientes que originalmente era de 3* = 81 se
reduce a 21 solamente en el caso mdas general de un medio anisétropo. Un medio se
llama isétropo si las propiedades eldsticas en cada punto del cuerpo son las mismas en
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todas las direcciones en ese punto. La expresidén para el tensor de esfuerzo con estas
caracteristicas se puede escribir como:

Oij = )\ekkéij + 2pe;;. (1.130)

Los dos coeficientes A y p se llaman pardmetros de Lamé. Fl tensor de esfuerzo también
se puede escribir en términos del mddulo de compresibilidad K y de rigidez u, esto es,

' 1
gy = Keydi; + 2ulen — 55@-8”). (1.131)

donde K, en términos de A y de p, es K = A+ %,u.

Un medio con simetria ctubica tiene la propiedad de que si se rota los ejes crista-
logréficos respecto al origen en 7/2 las propiedades del material no cambian. Para un
material con esta simetria, el tensor de constantes eldsticas se puede escribir como:

Cuu Cp Cp 0 0 0
012 011 012 0 0 0
| €2 Cia €y O 0 0
0 0 0 0 Cu O
0 0 0 0 0 Cuy

en la ecuacion anterior.se estd usando la siguiente notacién para los subindices

(11) =1, (32) = (23) — (4

(22) — 2, (13) — (31) — (5),
(33} — 3, (21) — (12) — (6)

?

puesto que se estd escribiendo un tensor de cuarto orden en una matriz de seis por seis.
Como ejemplo el coeficiente Chi11; se escribe como Cy;.

En términos de las constantes eldsticas K, u, y u el tensor de constantes eldsticas
C se puede escribir como:

K. + %JU'C K.~ %P"c K, - zﬂc 0 0 0
Kc_ gJUJc Kc+§ﬂ‘c Kc_ gMc 0 0 0
- Ko—2p, K.o—2p, K.+ip. 0 0 0
— 3 3 3
C = . ) . IRl (1.133)
0 0 0 0 4 0
o 0 0 0 0 4

el cual serd de utilidad en el capitulo 2 donde se obtienen propiedades efectivas de
compuestos cuya simetria es cubica.
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Para un material isoétropo la matriz C toma la forma

A2 A A0 0 0
A A+2 A 0 0 0

oA A A+2u 0 0 0

“=1 9 0 0 x4 0 0 (1.134)
0 0 0 0 u# 0
0 0 0 0 0 p

Regresando a las relaciones constitutivas termoeldsticas (1.123), (1.126) y (1.105),
también se puede escribir una ley de Hooke termoeldstica generalizada de la siguiente
g

manera
O- .
S=1|s], L=
‘ q vT

En forma matricial y en términos de K y p la matriz C de la ecuacién (1.135) se escribe
COmo '

0 (1.135)

C —n .
n Cez/g() 3 E=
—K

K+? Kw? KM? o 00 -n 0 0 0
K—gu Kogu K58 000 -5 0 0 0
K—3%y K-% K+3, 0 00 -5 0 0 0
0 0 0 £ 00 0 0 0 0
0 0 0 0 o 0 0 0 0 0
L=1 0 0 00 0 0 0 0 (1.136)
7 7 7 0 0 0 c/fp 0O 0O O
0 0- 0 000 0 - 0 ©
0 0 0 000 0 0 -x O
0 0 0 000 0 0 0 -—x

En la ecuacidn (1.136) estdn incluidos todos los elementos que contribuyen a las de-
formaciones termoeldsticas para un medio igétropo. En el capitulo 3 se usardn estas
relaciones constitutivas para hallar los coeficientes efectivos de un medio termoeldstico
mediante el método autoconsistente.
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Capitulo 2

Homogeneizacion

2.1 Introduccion

El Método de Homogeneizacién Asintética (MHA) es una técnica matemdtica con la
cual es posible encontrar ecuaciones y propiedades que gobiernan el comportamiento

de un medio heterogéneo a nivel macroscépico a partir del conocimiento de su microes-

tructura. Esto quiere decir que mediante tal teoria, es posible obtener propiedades que
sean equivalentes a nivel macroscépico a partir de sus constituyentes microscépicos.

El MHA ha sido utilizado en distintas dreas del conocimiento, por ejemplo en in-
genierfa mecdnica (Parton, 1993), en fisica aplicada (Mei, et.al,, 1997), en medios
poroeldsticos (Burridge y Keller, 1981), etc. en donde es importante conocer las pro-
piedades efectivas de medios heterogéneos. Cuando las heterogeneidades se expanden
sobre una regién muy amplia, es casi imposible describir con detalle lo que sucede a
nivel local. Una idea natural consiste en reemplazar un medio heterogéneo que tiene
variaciones rdpidas por un medio homogéneo equivalente. Un camino sencillo para
hallar este medio equivalente es partir de la microescala para incluir las heterogenei-
dades y deducir ecuaciones y propiedades efectivas por medio de un método racional
de promediacién. Esta es basicamente la idea del MHA.

El uso de varias escalas y un método de promediacién racional para obtener pro-
piedades y ecuaciones efectivas ha sido utilizado por distintos autores (Bensoussan,
1978), (Sanchez-Palencia, 1980), (Pobedrya, 1984), (Bakhvalov y Panasenko, 1989),
entre otros. :

La técnica consiste primero en identificar dos escalas: una pequena que caracteri-
ce los fendmenos en la microescala y otra en la macroescala. Después se propone un
desarrollo asintdtico para las cantidades desconocidas y por tltimo se define el prome-
dio que nos conduzca tanto a las ecuaciones como a las propiedades que describen el
comportamiento macroscopico del medio en estudio.

IEn la primera parte de este capitulo se resuelve un problema completo unidimen-
stonal que consiste en una barra no homogénea cuyo médulo de Young es periddico.
En la seccién (2.3) se estudia el problema en tres dimensiones. Se encuentra la ex-

be
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presién para calcular las propiedades efectivas asi como las ecuaciones que gobiernan
el medio heterogéneo. En la seccién (2.4} se calculan las propiedades efectivas de un
medio periédico que contienen fibras de seccién transversal circular cuya celda base
tiene forma cuadrada y cuyos constituyentes tienen anisotropia cibica. En la seccién
(2.5) se considera el mismo problema pero con una celda base de forma hexagonal.
Después, en la seccidén (2.6) se consideran casos particulares de fibras, cuando la fibra
estd vacia, cuando es completamente rigida y cuando los constituyentes son isétropos.
Finalmente, en la seccién (2.7) se muestran algunos resultados numéricos para las pro-
piedades efectivas y velocidades de algunas rocas. Se consideran dos tipos de rocas:
granito y calizas las cuales contienen fibras que pueden estar llenas de un sélido, de un
fluido o vacias.

2.2 Un ejemplo de homogeneizacion en una dimen-
sion

Un ejemplo en una dimension nos permite entender claramente qué es y cémo funciona,
el método de homogeneizacién es uno en una dimensién. Supongamos que se tiene
un barra de longitud L que estd compuesta por dos materiales distintos que varfan
periddicamente, como se muestra en la figura 2.2.1

Figura 2.2.1 Barra de longitud L con una celda periddica de longitud /.

El médulo de Young E varia periédicamente. Claramente se puede ver que la
barra es un material heterogéneo. Lo que se desea encontrar son las propiedades
efectivas asi como la ecuacién que describe el comportamiento del medio completo.
En otras palabras, se quiere hallar un médulo de Young efectivo que permita que el
comportamiento del medio se pueda tratar como un medio homogéneo; de ahi que el
nombre de homogeneizacién.

Para el caso unidimensional solamente el término C); de la relacién (1.132) es
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“diferente de cero por lo que la ecuacién diferencial que describe el desplazamiento local
u es la siguiente:
(5% 20, 0<i<lL (2.1)
de \ dz) ’ '
donde F = ;1 es una funciton periédica de  con posibles cambios bruscos en cada

interface. La condicidn en la interface es que el desplazamiento y la traccién sean
continuos, es decir, '

du ‘
full=0, [ E—]=0, (2.2)

las barras paralelas significan salto de la funcién en la interface. La ecuacién (2.1) tam-
bién puede describir la deformacién estatica de un compuesto laminado formado por
dos materiales distintos o bien el flujo de filtracién en un medio poroso estratificado pe-
riodicamente. En este tltimo, u representaria la presién del poro y E la conductividad
hidraulica mientras que E(du/dx) serfa la rapidez del flujo de] fluido.

Supongamos ahora que estamos mds interesados en la variacién promedio sobre
una regién mucho més grande que la de un periodo tipico o la variacidn local en cada
capa. ;Se podrd encontrar una F efectiva que describa todo el medio? ie., jse podrd
encontrar un medio homogéneo equivalente al medio heterogéneo original? La respuesta
es si. A continuacion se presenta la manera de hacerlo.

Una caracteristica importante de este problema es la presencia de dos escalas dife-
rentes: una escala a nivel microscépico I, la que caracteriza el ancho tipico de la celda,
y una escala macroscdpica I, que caracteriza la dimensidén del medio, por lo que se
tiene la relacidn { << L.

El método de perturbaciones de escalas multiples es particularmente 1til para es-
tudiar problemas que involucren escalas contrastantes, como ocurre aqui. Primero
transformemos el problema original, que es de una dimension, a otro mas general de
dos variables, en donde una variable y variara a escala ! microscépica y la otra z a
escala L macroscépica. Esto quiere decir que el desplazamiento » serd una funcién
de las dos variables. Conviene definir el parametro e que relacione las dos diferentes
escalas

{
€= “L—,
y suponer que € << 1 (pardmetro pequefio). Ya que se tiene el problema planteado en
dos variables T y y vamos a restringirnos a una cierta regién del plano, es decir, vamos
a relacionar las dos variables mediante el pardmetro e.

y=¢tu, (2.3)

A y le vamos a llamar variable local y a x variable global. Tanto x como y van a ser
tratadas como variables independientes.
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El desplazamiento u, que hasta ahora es desconocido, se supondrd como un desa-
rrollo asintético en serie de potencias de ¢: ‘
w(z,y) = uo(z,y) + ewr (2, y) + Sua(z,y) +- - . (2.4)

La derivada con respecto a z en (2.1) y (2.2} serd calculada por medio de la regla de

la cadena, i.e.,
d g 10

—_— = — _l_ — B
dr  dr €0y
Al sustituir esta nueva representacién de la derivada en la ecuacién (2.1) se obtiene lo

siguiente: _
( 9 4 3) [E (3 + eﬂ) (ug + eur + ey + )} = (.

(2.5)

5@ ‘Bz y Oz
y desarrollando en detalle esta ecuacidén

ey
K
N
_I_
B
—_
=
®
—~—
+ o+
W
—
e}
jo5)
E
S
+
it
[en)

Para encontrar las ecuaciones para u; a distintos ordenes en €, primero se hace
¢ = 0, se encuentra la ecuacién a orden cero, después se deriva con respecto a € y se
evalliia en € = 0 y asi sucesivamente. A orden O(¢°), se obtiene

0 BUO .

la cual gobierna la variacién a microescala de ug, sujeto a las condiciones de interface

duo
Jugll=0, [ B> =0 27

Debido a que se supone que la microestructura es periddica, entonces ug también es
periddica. La solucién general de la ecuacién homogénea (2.6) es
voty  dy
Uy = Al(x)/ ——— + As(z)
: Yo E (2’) H y) ’

donde A,(z) y As(z) son constantes de integracién. Para asegurar la periodicidad
sobre la distancia [, es decir, que up{z,y) = ug(z, y + 1), se tiene que cumplir que

yo+y+l dy
A x] = 0,
(@) vty E(z,y)
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y para que se cumpla la relacién anterior A;(z) debe ser cero porque de otra manera
se perderia informacién sobre la microestructura. Esto implica que el desplazamiento
a primer orden depende solamente de la macroescala, i.e.,

Uy = uo(:c) = Ag(iﬁ) (28)

Al siguiente orden O(€) y ya tomando en cuenta que ug = up(z), la ecuacién perturbada
es

17, 8'11.1 Bug

— | F|—4+—1]| =0 2.9

5175+ 5] o e
con las condiciones en la interface

Suy  Ou
lul=o.  186) (5 +52) 1= 210)

también u; debe ser peridédica. Notemos que la ecuacién (2.9) es una ecuacién no
“homogénea para u;. Una forma de resolver la ecuacién diferencial (2.9) es construirla,
o bien proponerla. En este caso, debido a que {2.9) es una ecuacién diferencial lineal,
se propone u; como soluciéon de la forma

= Q(z, y) + gy (z), - (2.11)

R

debido a (2.9). De las condiciones de interface se obtiene

donde Q(z,y) debe satisfacer

lQi=0, nE@+wﬂn— (2.13)

Por lo tanto @ también debe ser I— periédica. De esta manera, @ es la solucién de un
problema canénico de un periodo tipico. Al resolver (2.12) se llega a que

vo+¥
O=—y+ Dl(g;)f Y L Dyla), (2.14)
Yo E‘
donde Dy y Dy son constantes de integracion. Debido a que @ debe ser {—periddica es
necesario que
1oyt dy\ T
D == —= . 2.15
1 (LL E) (215)

Matematicamente, esta ecuacién es la condicidén para hallar la solucién del problema
inhomogéneo de @ é uy, dado que el problema homogéneo tiene una solucién no trivial
ug. Vamos a denotar el valor promedio de E~* por E!, entonces

1 1 1 rwe+tdy
— ={—=)=- —=. 2.1
E, <E> ! /yo E (2.16)
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Se sigue de (2.11) y (2.14) que

Yoty o ou
u1:{“y+D1fy Ey-*-Dz(m)]a—;“‘ul( ),

y al derivar respecto a ¥ y usar la relacién (2.16) para F, se Hega a

Ouy  Oug | E.up

st St A S il 2.17
oy Oy + E Oy (217)

El siguiente paso es considerar la ecuacién perturbada a orden O(e?), i.e.,

0 Oun 0 Oug 0 Ouq 8 Suy

—{ F— — | E— E— E—1]=0, 2.18

Jy ( Oy ) oz ( 83:) By ( oz ) Bz Oy 0 (2.18)
la cual es una ecuacién inhomogénea de us debido a que uy y u; son conocidas. La
condicién de interface es

0 o,
loti=0, 186 (52 +52) I=o. @19)

M4ds ain, uy es [—periddica. Al multiplicar la ecuacién (2.17) por E y luego derivarla
respecto de x se obtiene

%) Juy . 0 Oug _g %
9z (Ew) B (E8$)+6’m (Eeax>’

por lo que la ecuacién (2.18) se puede escribir como

) Oty 0 Auy d Oury
Oy (an) +89; (EEBIE) +8y (Eax) =0,

Al tomar el promedio de la ecuacién anterior sobre [ y debido a la periodicidad de Us

y 41 se tlene que
% (Ee%) = 0. (2.20)

Esta ecuacién gobierna la variacién a escala macroscépica del desplazamiento promedio,
mientras que F, es el médulo de Young efectivo. Obsérvese que en esta ecuacién (2.20)
a diferencia de la de la ecuacién (2.1) el coeficiente es constante. La funcién ug se
puede encontrar, dadas las condiciones de contorno. La variacidén en la microescala se

puede hallar de (2.11) y (2.16). Hasta aquf{ la tnica restriccién es que [ << L y sobre
F no hay ninguna.

Veamos un ejemplo. Se tiene un material que esta compuesto de dos medios dis-
tintos con un periodo I. Los mddulos de Young y el ancho de cada uno de los medios
son: (E1, Ea) y (I — nl, nl) respectivamente. De la ecuacién (2.16) se puede hallar la
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propiedad efectiva F. al hacer la integral sobre un periodo que en este caso es {. La
~ propiedad efectiva es: ‘

1471 1-n ny\! FE\Es
E El EQ (1 — ’n)Eg + TLEl

En particular, si n 6 » — 1 no son muy pequehos comparados con la unidad, entonces

E, ~ 15—2
n
£

(1~n)

Estos resultados pueden ser verificados al resolver el problema en cada una de las capas

tomando en cuenta las condiciones de continuidad en la interface para u y E{du/dz).

1

E, =

Hasta aqui se ha resuelto el problema completo de una barra inhomogénea cuyas
propiedades cambian periddicamente. Se encontrd el médulo de Young efectivo (2.16)
y la ecuacién que gobierna el comportamiento de la barra completa, ecuacién (2.20).
La técnica de homogeneizacién hace precisamente esto, es decir, convierte un proble-
ma heterogéneo caracterizado por una ecuacién diferencial ordinaria con coeficientes
rédpidamente oscilantes en un problema homogéneo caracterizado por una ecuacién dife-
rencial parcial con coeficientes constantes y de ahi viene el nombre de homogeneizacidn.

En la siguiente seccidn de este capitulo se tratard esta misma técnica de homogenei-
zacion, pero ahora en tres dimensiones y ademés considerando el problema dinamico
en elasticidad.

2.3 Homogeneizacién del problema dindamico en elas-
ticidad

Consideremos un cuerpo eldstico anisdtropo con una estructura regular que ocupa una
regién {2 en tres dimensiones con una frontera suave definida de la siguiente manera

8&2 - 819 U 329 (819 M 3282 = @)

Vamos a suponer que la regién 2 esta constituida por un arreglo periédico cuya celda
unitaria es ¥ en la forma de un paralelépipedo con dimensiones €Y; con 4 = 1,2, 3. Las
ecuaciones de movimiento y las condiciones de frontera del problema lineal de interés
de la elasticidad puede escribirse de la siguiente forma

A A
P e

0z
ul = 0 sobre 8,9, (2.22)

Ji? Ty = tgé) sobre Ja(1,

en Q. (2.21)
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Hu®

w? = ¢

ot

donde la relacién entre esfuerzo y deformacién es la que ya estudiada ley de Hooke en
el capftulo 1 ecuacion (1.127)

=0 al tiempo t=0, (2.23)

o) = Ciju (g) es?,
y la deformacién estd dada por
o0 au{ 9 8u§€)
el = (3:61 + 8:0;:)’
las cantidades P; son independientes de € v representan las fuerzas de cuerpo y p'9 =

p(y) donde y = /¢ es la densidad de masa del material inhomogéneo. Es claro que el
tensor de constantes Cy;y eldsticas también serd una funcion de y.

Como se estudié en en el Capitulo 1 ecuacién (1.129), el tensor de constantes
eldsticas satisface las simetrias siguientes )

Ciinly) = Criij () = Chun(v) = Cijie(y)- | - (2.24)

Son funciones peridicas definidas positivas de y donde y = z/¢. El tensor Cijy
puede ser una funcién continua por pedazos. La figura 2.3.1 muestra una celda unitaria
del arreglo periddico.

En la celda unitaria existen dos fases distintas: una la matriz y la otra la fibra. El
tensor de modulos eldsticos que definen a esta celda unitaria esta dado de la siguiente
manera

- C,il'k:l €n YM‘
o) = { 8 oo 32 (2:25)

donde kal ¥ ngkl son las constantes eldsticas de la fibra y de la matriz, respectiva-
mente. Las condiciones en la interface son las siguientes

lofnili=0 vy lw? =0, (2.26)
que significan continuidad en la traccién y en el desplaz.amientb.

En la seccién anterior se propuso que el desplazamiento u tuviera un desarrollo
asintético en potencias de €, aqui cada una de las cantidades desconocidas u, e y o, se
proponen como un desarrollo asintdtico en potencias de € de la siguiente manera

ul? u(z,y, 1) + e (2, y, ) + (2.27)

E;J = o (z,y,t) + ey (2, 3,8) + .. . (2.28)
ol Jgjl(m,y, t) + eagj'}(:c,y,t) + o (2.29)

I

1]
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Y,

Figura 2.3.1 Una celda unitaria de-un compuesto periddico de fibras.

()

i » en este

se usa la regla de la cadena dada por (2.5) para encontrar la deformacién e
caso el operador derivada parcial con respecto a z; se convierte en:

8 _08.,198
c'ixj (9.’)35,' € ayj.,
()
ij
en la definicién de deformacién tanto para augﬁ) /Oz; como para Buge) /0, es decir,

0ulwy) _fouw” | ou”  Low? N 1foul ol L0
oz;  \ Bz, Oz, dz; €\ 0y, 0y; dy; )7

como en el caso de una dimensién. Para encontrar e;;’ se sustituye el operador derivada

y su parte analoga para B‘uge) /0z;. Después de agrupar en potencias de ¢ se obtiene

que
(0) L{ou  Ou T D 9 |
V- t) = — P
€; ; (a:,y, ) 5 ( 8’1‘] + oz, ) 2 ayj + Av; '

Wiz, y,t) = 1 [ oult + 8“'5'” + L(ow? + au§2)
e T, Y, 0 = 2 8T)j ami 2 6'})’3 ayl ’

(2.30)
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y de manera similar para el esfuerzo

™ oul
ol (@, y,t) = Cijkl(y)——*“a;[ + Cijrly) 855 , (2.31)
(1) (2)
{1} . Oy~ C.. Auy”.
(:E Y, ) Ct]kl(y) 33:; + ""Jkll(y) 3yz )
al sustituir (2.27) y (2.29) en (2.21), es decir,
8 18 | |
(5; * <5 ) ( aé;”(sc,t) +eoly) (@,9,0) + €00 (z,y,8) + ) + P,
7 J
= W (z, ) + el (2,9, 1) + eul® (z, 9, £) +
= paz? Yy, t) +ew” (z,y,8) +..)
v quedandose con los términos 0(¢™1) v 0(°) se encuentra que
o (0) :
Py - 0, 2.32
Ay; (23
oo 9o 5l |
oy T ay TR T (233)
Se sustituye la ecuacion (2.31) en (2.32) y se llega a
9 o 2 @nd] _ 9u)@Y) 0Cum) (2.3
3’31;,‘ “ 63}5 3.7)1 B'yj ’ )

como en el caso unidimensional, es necesario resolver el problema a orden O(e 1) que
en este caso es (2.34). Aqui se propone que la solucién sea de la forma u{)(z, y, £}, con-
siderando que x y £ son pardmetros, de la siguiente manera, por convemenma cambiaré
el subindice k por n y usaré preindices para evitar confusion

3u(0)( £)

ugzl)(m)ya ) = MU ( ) 633,! )

(2.35)
donde MU es una funcién periédica. Al sustituir (2.35) en (2.34) se obtiene los siguien-

tes problemas locales, los cuales se usan para determinar las funciones y-periddicas
MU ( ) (TL k [ = 1,2,3)

%) OulUn| - 0CHuly)
Se puede introducir la siguiente notacién
8 c Un

ayh ,
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~ donde g7;; es el tensor de esfuerzo local, es decir, en una celda unitaria. La ecuacién
(2.34) se puede escribir de la siguiente forma -

OiTis OC;j ()
- , 2.38
dy; dy; (2:38)

la cual es muy familiar en la teoria lineal de la elasticidad. El término 8C;;(y)/0y;
actia como una fuerza externa que depende de y para el problema local. Al sustituir
la ecuacién (2.35) en (2.31) se obtiene que

akt Un (y) 3“’14:

o - g g
(.‘13 y} t) - Ozgkl (y) + C?,jﬂh(y) ayh 833,; ( t) (239)
au(")
(0) (m U, t) = [Cijkl(y) + kiTij (’y)] ——&il—)—, :
2y (2,) Fuf

0f (2,5,8) = Ciinn®)rUa(y)

R + Cijen(y) Bun (2.40)

La ecuacién de movimiento del medio homogeneizado se puede obtener de la ecua-
cién (2.33), 1a cual, junto con (2.40) son un sistema de ecuaciones para determinar .

ut? (%,y,t) en la celda unitaria Y. De la ecuacion (2.33), 303)/ Oy; se puede escribir -
como (1) o {0)
d 2,40 do,;
% _ 09 p 9% (2.41)
c?yj 6t2 (933;,‘
al tomar el promedio volumétrico sobre una celda unitaria se obtiene
82 6‘0(0)
p9—t — P i dy =0 2.42
V1 / 6t2 N - (242)
puesto que
30' (1) ( )
= ds =0 2.4
Sty = [, o mids = | (2.43)

donde n; es la componente j del vector normal unitario a la superficie Y, y el inte-
grando tiene signos contrarios en lados opuestos a la superficie debido a la periodicidad.

De la ecuacién (2.42) se llega a

2 {0)
(0)
— < > P > t 2.44
donde )
0
(0} _ [ Ouy ' (z,t)
<oyl = d =< Cip > —Sm 2.45
iY—! Y= ikl ami ( )
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< Cijig >= T%]* /;/ [Cijty) + i (y)] dy, (2.46)

~ son las constantes efectivas de un medio no homogéneo que tiene arreglo periddico y
< p > el promedio de la densidad de masa sobre una celda unitaria.

Para encontrar las constantes efectivas de esta clase de medios es necesario resolver
el problema local (2.38) para el esfuerzo y luego calcular la integral (2.46) sobre una
celda unitaria Y. En la siguiente seccién se encontraran el esfuerzo local para un medio
con fibras cilindricas distribuidas periédicamente, primero cuando la celda es cuadrada
v luego cuando es hexagonal.

2.4 Propiedades efectivas de medios periédicos (cel-
da cuadrada)

Las propiedades eldsticas de las rocas dependen de la propiedades de sus constitu-
ventes, de la cantidad de cada una de ellas, de forma como estdn acomodadas en el
espacio, etc. En esta parte del trabajo se hallardn propiedades eldsticas de medios
compuestos, que en particular pueden ser rocas, usando el Método de Homogeneiza-
cién Asintética. Estas propiedades obtenidas dependen tanto de la microestructura
como de la concentracidén de sus constituyentes.

Un importante nimero de ejemplos de medios reforzados y otras caracteristicas son |
presentados en (Kalamkarov y Kolpacov, 1997). Recientemente, (Rodriguez-Ramos
et.al., 2001) estudiaron el problema de un medio reforzado por fibras que estdn arre-
 gladas en forma periddica cuya celda base es un cuadrado y tanto la matriz como
la fibra son transversalmente isétropos. Ellos encontraron férmulas cerradas para las
propiedades efectivas. La técnica matemadtica que usaron fue el Método de Homoge-
neizacion Asintdtica y esta misma técnica puede ser usada para obtener resultados
similares cuando los constituyentes tienen un tipo de anisotropia cibica. Nétese que la
anisotropia cibica no es un caso particular de las medios transversalmente isétropos.
Muchos minerales, por ejemplo, el oro, la plata, ¢l aluminio, el niguel, poseen este
tipo de anisotropia. En esta parte del trabajo se presentara la forma de cémo obtener
férmulas cerradas para las propiedades efectivas de esta clase de compuestos ademds
de presentar ejemplos para distintos materiales.

2.4.1 Planteamiento del problema

Se considera un material compuesto finito, el cual consiste de dos fases, una dentro de
otra la cual tiene forma de fibra cilindrica y éstas se encuentran perfectamente alinea-
das. Las dos fases se suponen homogéneas v tienen propiedades clasticas anisdtropas
de tipo cibico (fig 2.4.1). Las componentes del tensor de propiedades eldsticas de
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Figura 2.4.1 Medio periédico de longitud L con una celda base de longitud
caractefstica {.

cuarto orden tanto de la matriz como de las fibras estan denotadas por Ci(jl;)c: y Ci(fgl
respectivamente. Las fibras estdn periédicamente distribuidas sin superponerse en dos
direcciones ortogonales 4, yo. El compuesto muestra una simetrfa cuadrada en ese
plano. En principio, la seccidn transversal de la fibra puede tener una forma arbitraria,
incluyendo el caso cuando la fase y la matriz no se encuentran en contacto soldado,
es decir, que no hay movimiento de una fase respecto de la otra. Maés adelante la
seccidén transversal de la fibra serd particularizada a una forma circular para dar al-
gunas férmulas cerradas para las propiedades efectivas. La celda unitaria periddica se
denotard por S ocupando un cuadrado (Fig. 2.4.1); tal celda estd compuesta por dos
dominios Sy v Sy, donde S1US; =S5 v 518, = . La interface entre los dos dominios
estd denotada por I'. Note que las cantidades relacionadas con la matriz y 1a fibra usan.
los subindices 1 y 2 o los superindices en los paréntesis (1) y (2), respeciivamente. M4s
aln, la notacién de doble barra se usa para denotar el contraste entre las propiedades
en la interface T, i.e., || /U ||= fO(y) — f®(y) para -y €T, tal como se hizo en la
ecuacién (2.7). El promedio volumétrico sobre una celda unitaria S| = 1 estd definido
como

< F>= é—lst(y)dy. (2.47)

Cuando la dimensién del compuesto es mucho mas grande que su periodicidad,
el método de homogeneizacién asintdtica se puede usar para obtener las propiedades
efectivas, las cuales se-pueden obtener con la relacidén de la seccidén anterior en la
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Figura 2.4.1 Una celda unitaria de seccién circular.

ecuacién (2.46).
Clisg = (Cijpa + Cijit pgU ), (2.48)

Ia cual hereda todas las propiedades de simetria del tensor de médulos eldsticos como
en la ecuac.lf’)n (1.129) del capif:ulo‘ LClie = Ching = Copis = Chingr En la ecuacion (2.48)
la convencidn de suma sobre indices repetidos se supone sobre los indices latinos, los
cuales van de 1 a 3. Las funciones que tienen los preindices qu(T),T = 1,2, son los
desplazamientos sobre una celda unitaria, de aqui que la solucién unica periddica de

los problemas locales ,,L-estd definida como sigue:

pqagg = Oen S,
loali 1l = enT,
H png)na | = —iC 5pq || s sobre I,
e} = 0, (2.49)
donde
anz(;f) = CthAPqUIET/;\)?PQ 33 Casupq aoﬂ (2.50)

aqui también se usa la convencién de suma sobre indices repetidos sobre los indice
minusculos griegos que van-de 1 a 2; la coma denota diferenciacién parcial con respecto
a la variable rdpida ys, ie., pqafaa = 8pqa ) /8ys; nes el vector normal unitario a I.
El tipo de solucion buscada es doblemente periddica pues las fibras estdn arregladas
en forma biperiddica y la periodicidad de las fibras determina cémo deben ser las
funciones a hallar. La funcién qu(r) es doblemente periddica de periodos w; = {1,0)
y wy = (0, 1). Nétese la simetria ,,U™ = ,, U}, Los términos de la relacién esfuerzo-
- deformacién para un medio con simetria cdbica se pueden escribir, tanto para la matriz
como para la fibra, en términos de tres pardmetros K, p, ' como sigue:

i 2
o = K(en + e 4 €33) + 5#(2611 — €29 — €33),
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o 9
Toy = K(Gn + €35 + 533) + 5”(2622 i 611),

2
a3 = Klep +€an +€33) + 5“(2633 — €11 — €22),

O3z = 2”'632,
O = 2[€31, .
o = 2pen, (2.51)

que son las ecuaciones que se mostraron en el capitulo 1 ecuacién (1.133). La tnica
diferencia aqui es que estan escritas en forma de relacién constitutiva.

En la siguiente subseccién se encontrardn relaciones exactas entre los coeficientes .
efectivos y sus contrastes. Estas son halladas sin resolver ningin problema local y el
procedimiento, asi como el resultado obtenido, han sido aceptados recientemente para
aparecer en Valdiviezo-Mijangos, et.al. {en prensa) anexo no. 1.

2.4.2 Relaciones exactas

Como consecuencia de la simetria de la geometria sobre el eje Oy,, es facil mostrar que
cada problema, local {2.49) se puede desacoplar en dos conjuntos de ecuaciones, que son
llamados, sistemas de ecuaciones de deformacion plana qu(gT) y sistemas de ecuaciones

de deformacién antiplana qugr). Ademads, los elementos distintos de cero del tensor de

moédulos eldsticos C‘g,')? del lado derecho de la ecuacidn. (2.49¢) significa que el dnico
problema con una solucién no trivial corresponde a cuatro problemas planos ppL y

12L, y dos problemas de deformacién antiplana o5L y 13L.

Se puede ver ficilmente, de la ecuacién (2.49¢), que las funciones p prf), QUQ(T) y
13U3(T) son pares respecto a 8 y ppU%T),lez(T) y PPUQ(T), 12U§T) y 23U§T) son impares
respecto a @ por lo que los elementos distintos de cero; de las propiedades efectivas

(2.48), se pueden escribir como:

1 1
K = (K+gp+(K+ g#)(nUm + 11Uz2))

3
= (K+ %PJ‘*‘ (K + %M)(zzUl,l +22Us2)), (2.52)
o= (K- %AH‘ (K - %u)(uUm +11Uz2))
= (K- i‘ﬂ + (K~ %N)(wUl,i + 22U52))
= (K - %PL + {K + %u_)(33U1,1 + 33U22)), (2.53)
n o= (K4 %u. V(K ~ %M)(%Ul,l T s3laa)), (2.54)

p*t = {u -+ walse) = (U + uwnUs,). {2.55)
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m'™ = (A (U~ 1Us)) = (¢ — 1 (22U11 — 22Uz)), | (2.56)
m* = (4 plelig + 1pU21)), (2.57)

donde las seis constantes independientes &*, I*, n*, p*, m* y m* son los coeficientes efec-
tivos de las relaciones de esfuerzo-deformacidn, llamada simetria tetragonal y que viene
dado de la siguiente manera

%(0“11 +092) = k"(e11 + ea0) + "egs,
| o33 = "{en +exm) + nless,
on—on = 2m”(en — €xn),
o2 = 2p“es,
o3 = 2pes,
o1z = 2m'es. (2.58)

Esto quiere decir que el medio compuesto por fibras alineadas, que tienen anisotropia
cubica dentro de una matriz que también posee anisotropia del mismo ftipo, tiene
un nuevo tipo de anisotropia que pertenece a la familia de los medios con simetria
tetragonal.

Una relacién, que serd de mmucha utilidad, entre las soluciones de los problemas

locales 110,22 y 33L, puede ser encontrada facilmente a partir de (2.49); esla siguiente

| K~ Sl (U +mU) =2 K + 20 U, (2.59)

Esta relacidén implica que el nimero de problemas a resolver se reduce en uno.
Dos relaciones universales se siguen de las ecuaciones (2.52)-(2.54) y (2.59)

B (E+gm) P —(K—3m) [ K+ip]

(K =~3) (K45 K =3pll

(2.60)

Unas relaciones universales similares fueron halladas por Hill (1964) para componentes
transversalmente isétropas que contienen fibras cilindricas perfectamente alineadas que
estdn distribuidas aleatoriamente. Estas relaciones son:

K=k K=k Il ki—ks
Folh Pl nr—n, Lol

donde k,! y n son las constantes elasticas de un medio transversalmente isétropo y
los subindices 1 y 2 indican propiedades de la fibra y de la matriz respectivamente.
(Hill, 1964, ec. 2.1). Las ecuaciones (2.60) tienen la virtud de ser independientes de
la solucién de los problemas locales y dnicamente dependen de sus contrastes que son
| K+iplly |l K~2pll, y dela fraccidn de drea ocupada por la matriz y por la fibra
en la celda. Con estas ecuaciones, dos coeficientes estan determinados, una vez que uno
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de ellos sea conocido; estas identidades son aplicables a cualquier forma de la interface
I' cumpliendo tan sélo con que la celda periédica sea cuadrada. Estos resultados han
sido aceptados para aparecer en Valdiviezo-Mijangos, et.al., (en prensa). Anexo No. 1.

Las integrales de drea en (2.52)-(2.57) pueden ser transformadas a integrales de
linea usando el teorema de Green. Ademds usando la continuidad en el desplazamiento
(2.49b) sobre T' y la doble periodicidad de las funciones se llega a

1
E* = Ky+ -p— || K+ MH[HU Yy, — 1:US  di,

3

2
r = K, —3@1,— ||K~H—,u anU )d’y?—nUzmdyh

4 HK M”2 1 1
= K, - 3 / U()d _ U()d ’
11 3 _——HK‘F%#” Al Yo — 11Uy "din

vt = sl [Fmvé”dyz,
m" = = | 4] [FllUl(l)d"yz +uUay,,

m = e [l [ U dy = U dy,, (2:61)

donde ¢l subindice v denota el promedio aritmético o de Voigt de la propiedad en
cuestion, i.e., K, = Vi K, + VW K,, etc., aqui V] v V5 son la fraccidn de drea ocupada por
la. matriz y la fibra respectivamente. Né6tese que Vi +V, =1, donde Vo = 7wR?> y R es el
radio de la fibra. Solamente es necesario resolver tres problemas locales para obtener
todas las propiedades efectivas y esos son 11L, 1oL y 13L como puede apreciarse de las
expresiones (2.61).

En la siguiente parte del trabajo se resolverdn los problemas locales necesarios para
calcular todas las constantes efectivas (2.61).

2.4.3 El problema de deformacién antiplana i3L.

El problema de deformacién antiplana consiste en encontrar el desplazamiento que es
perpendicular al plano de corte (y; — y2) en una celda y depende solamente de y; y
y2. Puesto que la forma en que estan arregladas las fibras es biperiddica se buscan
soluciones dentro de la clase de funciones que son doblemente periddicas y ademas que
satisfagan la ecuacién de Laplace. Se proponen las soluciones como un desarrollo en
serie de Taylor en la fibra y un desarrollo en serie de Laurent para la matriz. Luego
con las condiciones en la interface se hallan los valores de los coeficientes de las dos
series.

Las ecuaciones (2.49)-(2.50) para el problema 3L se pueden escribir de la siguiente
manera

AUY = (en Sy,
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1O = 0sobrel,
IixUPna || = — || iy || u sobre T,
Uy = 0, (2.62)

donde A es el laplaciano en dos dimensiones y por comodidad U se escribe en vez
de 13U3(T). Se buscan funciones U(Y) arménicas que sean doblemente periédicas de la
forma

(k=1)( 5
UN(z) = Re{ ) - wz] —i-z a;cC ](L)')}

UB(z) = Re{ iockz'“}, _ | (2.63)
k=1

donde la ((z) y ¢(%)(z) son las funciones Zeta de Weierstrass cuasiperiédicas y su
k—ésima derivada de periodo wy y wy (ver Grigolyuk y Fil’shtinskii, 1970); el su-
perindice “0” en el simbolo £ indica que la suma es sobre los indices impares. Los
coeficientes ay, ¢ son reales y deben ser determinados. Como se menciond antes serdn
determinados con las condiciones en la interface L.

El desarrollo en serie de Laurent U} (z) cerca del origen tiene la forma

(o] o0 o0
UM z) = Re{ —mayz+ Y o Y Sy Z"nklzl}, (2.64)
=1 k=1 =1

donde 1 # nue es definido en {A.10¢).

Se observa que si las series de Taylor y de Laurent (2.63b) y (2.64) son sustituidas
en la integral de linea (2.61d), los dnicos términos que quedan son aquellos que tie-
nen el factor cosé por la ortogonahdad de las funciones trigonométricas. Asi se nota
inmediatamente que

oo}

P = - || JU'IT H (mVia; + V2 Z"a;nu)- (2.65)
=1

Los coeficientes ay. ¥ ¢, son determinados sustituyendo (2.63b) y (2.64) en las condicio-
nes de interface y (2.62b,c). Después de algunas manipulaciones algebraicas, se llega a

un sistema infinito de ecuaciones lineales para los coeficientes ag, (ver Kantarovich y
Krilov, 1964)

ap = xR* [(1 — may)o + Z"am.zk]1 (2.66)
=1

donde

x =1 1/ (6 + ph). (2.67)
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Sustituyendo & = 1 en (2.66), la suma infinita puede ser eliminada por (2.65) y
(2.66) para obtener una expresién para p* en términos de solamente un coeficiente a,
le., :

p* = (1 — 2may). (2.68)

Ademads, una expresién cerrada para a; puede ser hallada de (2.66) basado en el
hecho que 7y, desaparece cuando Siyy en (A.10¢) es cero y esto sucede cuando & +{ no
es de la forma 4t para t = 1,2,3,... (ver la tabla 1). El sistema infinito (2.66) puede
ser descompuesto en tres sistemas pare(:ldos al sustituir k =1, k=4s—1yk=4s+1,
sucesivamente. Esto es,

(1+xVe)ar = xR*(1+ Zae;t-l Tat—1 1),

=1

o0
— 2(4s5—1
Qgs—1 = xIt ( )(azm 45—1F Za4t+1 Mat+1 45—1)7
=1

o0
Ggsp1 = xRMST D Garot Tag-1 4si1s - (2.69)
=1
para s = 1,2, 3, ... de (2.69), se sigue que
. X
14+ xVo — XQVTM‘WP’

(2.70)

donde el superindice T' denota transpuesta, el vector Vp(v,), la matriz M,(my,) y el
vector V,(@;), son de orden infinito, cuyas componentes estén dadas por

8
vs = R7mp g5,
oo
— 2 8 8
Mis = -1 4s-1— X' R SZR Nat—1 441 Tait1 4s—1
i=1
Uy = Nag-1 1, (2.71)

parat,s=1,2,3,..
La expresién final para p*, despties de la sustitucién (2.70) en (2.68)

p' =l —2Vo || ¢ || P/ (] + ma)ls (2.72)

donde ;
P =1+ xVs = x*VEM; V™, (2.73)

En el caso que no hubiera fibra, el valor de la propiedad efectiva deberia ser el valor
de la propiedad de la matriz. Esto es facil ver puesto que en el caso limite cuando el
radio de la fibra fiende a cero, es decir, R — 0 la propiedad efectiva p* es u} que es el
valor de la propiedad respectiva de la matriz, tal como se esperaba.

Hasta este momento se ha resuelto el problema antiplano ;3L con el cual es posible
conocer la propiedad efectiva p*. En la siguiente subseccidn se resolverd el problema
plano ;; L con lo que se podré calcular las propiedades efectivas &%, I*, n* y m'*.
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2.4.4 El problema de deformacién plana ;L.

Resolver el problema de deformacién antiplana consiste en hallar el desplazamiento u,
"y us en el plano de corte sobre la celda. Este desplazamiento sélo depende, de igual
manera que en caso antiplano, de las variable ¥ y y. La idea que se usa para hallar
este desplazamiento es esencialmente la misma que para el problema 31 L, pero aqui se
usan los potenciales de Kolosov-Muskhelivili (Sokilnicoff, 1956).

Como en el problema anterior, para hacer mas clara la notacién, en esta parte
del trabajo supondremos U™ = ;U™ y los preindices 11 son omitidos de todas las
cantidades relevantes, asi las ecuaciones (2.49-2.50) llegan a ser

A0

Tass = Oen Sv,
| US| = OsobreT,
1 agg)n(s il = — || Cass || ns sobre T,
(Ua> = 05 . (2.74)
donde
4
o) = (By+ 3MT)U(T) + (Ky — 3 we)USY,
2
Cfg) = (Ky - gur)Ul(T) + (Ky + 3#T)U2(T2),
oy = WU +ULD). (2.75)

Las ecuaciones (2.74) y (2.75) se pueden identificar como uno de los problemas de defor-
macién plana. Debido a esto, los métodos de variable compleja z en términos de dos fun-
ciones arménicas @y (2) y ¢¥r(2), los potenciales complejos de Kolosov-Muskhelishvili,
pueden ser usados. Los potenciales estdan relacionados con las compounentes del despla-
zamiento v del esfuerzo por medio de las siguientes férmulas

2 (U +0) = wrpr(s) — 5px(®) - Br0o),
oD Fok = 2lph(z) + k(7).

T T . (T -
ok —on + 2oty = 2[E0Y(z) + ¥r(a)], (2.76)
la prima denota derivada con respecto a z y la barra arriba el complejo conjugado y
24y |
=14+ ———.
* Ky + 2pr/3

(ver Sokolnikoff, pp. 264-5, 1956)

Pobedrya, (pp. 200-204, 1984) resuelve un problema similar de deformacién plana
para medios isotréopos. Usando una notacién mas natural y clara, los potenciales ¢ y
Yy de periodos wy ¥ we se pueden escribir como

01(z) = aopz+arl{z +Zakzz—'mn :
Pi(z) = boz+01({z )-I~a1Q(~)
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o]
Z [ Z - ﬁmﬂ)_k + ka'k ZIan(z - ﬁmn)_k—l]: (277)
k=3 myn m,n

donde los coeficientes aq, by, ax ¥ by son reales e indeterminados, ((z) es la fun-
cibn Zeta de Weierstrass, {z) es la funcién de Natanzon, fm, = mw; + nwe, para
m,n = 0,11, 42, ..., el simbolo sigma prima significa que es doble suma y no incluye
el elemento m = n = 0. Ver el apéndice A para las definiciones y méas propiedades
de estas funciones. La doble periodicidad y la cuasiperiodicidad de estas funciones
conducen a :

ay = m(rg— 1) by,
by = m(ky+5Se/1H)ay,

donde S; esta definido en (A.10a)
Como en el caso anterior para resolver el problema 3;L se propone un desarrolio en
serle de Laurent alrededor del origen de (2.77) el cual es

w1(z) = 7wk —1) 1blz+Za;z +Z akz M2,
‘ k=1 =1

Pi(z) = w(ky +5Sy/7)ayz + Z"bgz*l + Z"bk Z"nk,gz‘

=1 k=1 =1

[e.e] [e 0]
+ Y Tkak Y n (2.78)
k=1

donde 75, # ., esta dada en (A.10d).
Para los potenciales s ¥ 95 en el interior de S, su representacion en serie de Taylor
alrededor del origen

O
@a(2) = D ek,
k=l
o o]
Ya(z) = Zodkzk. ‘ (2.79)
k=1
Como sucedié en el problema 5, L, el desarrollo en serie de Taylor v de Laurent
(2.78) y (2.79) se usan en (2.76a). Se separan las soluciones U y UV y se sustituyen
en (2.61 a,b.c, y ) y por la ortogonalidad de las funciones trigonométricas sélo aquellos
términos que tienen sen € y cos 6 son distintos de cero. Asi se llega a que las constantes
efectivas s6lo dependen de los coeficientes ¢; v a;

1 1

kK= K, + g~ Va |l Ky + FhT I (r2 — 1} e1/ o,
2 2

"= K,- g~ Vo || Ky - Tl | (52 — 1} e1/pia,
4 Ky — oy |

n = Ky 4~y — V5 Ko — 1) ¢ ,
3Ju‘ OHKT'F%MTH(Q ) 1/!'-1‘2

m'* = [ — Vg(l - f’{,l) CL]/R2. (280)
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Los coeficientes a; ¥ ¢; Se encontrardn usando las condiciones en la interface (2.49b,c).
La segunda de estas condiciones es integrada a lo largo del arco I'. Cuando estos son
escritos en términos de los potenciales complejos, las dos condiciones de interface se
escriben de la siguiente manera ‘

I [Bror(t) =t (&) — e (®/pr | = 0,

I e (@) + (@) +ox (@) | = =t b [ +E]] por ], (2.81)

donde t = Re®, 0 < # < 2m. Después de algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene
un sistema de ecuaciones infinitas para q;, esto es,

o0

ar + w(ky +5Si/m?)BR" 80, + R* S °(Arg + By + CR ) ax
k=1
= || kr | DR¥**2ny+ || my || ER™6y, (2.82)
para [ = 1,3, ..., donde
T = ZOR%WM?M,
i=1
: k4152
i = k(ﬁRanpZ 1 ﬂL,g); (2.83)

para k,! = 1,3,5,...; las series dobles sobre (2.82), >, , g y Skt kL, ¥ en (2.83a),
>k T SOn absolutamente convergentes, y las constantes que aparecen en (2.82) son

A = (571Xm - 52)B/(N2 + Xm)'s

B = (1= xm)/(1+&1Xn),

C = [(k1 — Vxm — (k2 — 1)|B/F,

D (ks — 1)B/2F,

E = B/(l - Xm)a

F = Vixm+ (82~ G,

G = 1/2+Vyf(ky — 1),

Xm = mafmi. (2.84)

El coeficiente ¢; estd dado en términos ay, i.e.,

6 = 3m| (14 ) S Y + Vi | g || ]/2F. (289)

=1

Las series Sgy; ¥y Tiyy no figuran en la expresion (2.85) debido a las propiedades
asociadas a las componentes de las matrices 7 v 1), asi como de las propiedades de las
propias series mostradas en la tabla 1. De ellas se sigue que ry ¥ gy $00 cero como se
muestra en la tabla 2 y 3. Estas propiedades permiten al sistema de ecuaciones infinitas
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(2.82) separarse en tres sistemas parecidos. Estos sistemas son semejantes a aquellos
que aparecen en (2.66)—(2.69), asi la ecuacién {2.82) se escribe para{=1,l=4s—-1y
4s + 1 y esto conduce a tres sistemas infinitos

(1+R*H")ay + R*Yaw(Arsgry + Bgasry) =[| m, || ER?,

t=1

oG
> ag [54#1 ss-1 + B¥ 72 (Argees 451 + Bguo14521 + CR* yy1im 4&1)]
=1

=l &y || DRSs?h 4s—1;

R83+2CL1(A7'1 4s+1 -+ Bgl 4s+1)

+> tun [54¢+1 ast1+ R¥TH(Argin gop1 + Bgu 4s+1)] =0, {2.86)
t=1

donde ‘
H* = Aryy + Blr(k1 £5S4/7%) & gu]. (2.87)

De la ecuacién (2.86a,c) se sigue que

— | px || ER?

- — 2.88
14+ R2H+ — VL MV (2:88)

donde el vector Vo (v7), la matriz Moy (m) v el vector Vo (3), son infinitos, teniendo
las siguientes componentes

rU;t = R83+4(iAT‘1 4s+1 + 391 4s+1):

mE = Oaryiaser + REVH(Argn 441 £ Boay as1),
ﬁti = LArgp1+ Bgaa, (2.89)

parat,s =1,2,3...

El resto de la ecuacién (2.86b) y los términos que se hacen cero m; y M1 para
Ct=1,2,3, ... muestran que el coeficiente buscado ¢, dado en términos de a4 es

cr = By || Xm| Vi + (1 51) DVI MV, | /2F, (2.90)
donde las componentes de la matriz de orden infinito Mg (mys) estdn dados por

Mis = Oap—14s-1 + RBSRZ(AM*.A as~1+ Bgar—1 451
+ CR™ ey mas—1), - (2.91)

para t,5 = 1,2,3,... Los vectores, V,(v,) vy f)p(ﬁt), tienen sus componentes definidos
por (2.71a, c) respectivamente.
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Las propiedades globales k*,1*,n* y m’* se obtienen de (2.80), (2.88) y (2.90). Las
férmulas para estas componentes son

1 4
k* = Kv+§,u,,~V2 l KT"‘ENT * K/p1,
" 2 4 2
= Ko— g = Vo [l K rgue | Ko = gur | K/
4 2 ’
nt = Kv+§quz I Kr—gﬂr 2 K/,
m* = - Vol gy || M, (2.92)

. donde

K = DIV, +(1+r)DVIM;'V,}/B,
M = (1+#)E/[1 +HYR? = VLMV, (2.93)

Nétese que las relaciones universales (2.60) se obtienen directamente de las ecuacio-
nes (2.92a, b, ¢). Pobedrya (1984) obtiene férmulas similares para (2.92) en compuestos
cuyas fases son isétropas. En su libro, Pobedrya, no hace referencia a las relaciones
universales expresadas en (2.60), lo cual en el presente trabajo se demuestra su validez.
Las ecuaciones (2.92) muestran que las cuatro propiedades efectivas k*,I*, n* y m™
son dados en términos de las propiedades de sus constituyentes, la fraccidn de area
ocupada por ellos y el radio de la seccidn transversal de la fibra. Las dos expresiones
K y M' en (2.93), de hecho, estdn relacionadas con dos pardmetros de la-microes-
tructura Ay y A, introducidos por Avellaneda y Swart (1998}, los cuales tienen una
interpretacién fisica sencilla, esto es, Ay y A, representan, respectivamente, la defor-
macién hidrostatica transversal promedio y la deformacidn desviatoria prormedio en la,
inclusion, por unidad de presion aplicada transversal y de cizalladura. Estos son

A = 14|k, || K/,
Am = M. (2.94)

Las propiedades de la matriz son obtenidas cuando R — 0 en (2.92), como en el caso
para p*, y también cuando las propledades de la fibra son las mismas que las de la
matriz.

- Al haber resuelto el problema plano 11 L se han obtenido cuatro constantes efectivas
més, que son las ecuaciones (2.92). Solamente falta por resolver el problema 151 para
tener todas las constantes efectivas y es lo que se hard en la siguiente subseccion.

2.4.5 El problema antiplano ;51

La solucién del problema local 15 L es muy parecido al problem‘x 114 Recordando que
nU(T) v MUQ son funciones impares de 6, y 11U2 y 12U1 son funciones pares,

o

entonces los potenciales complejos 19y ¥ 12%y son escogidos como 1 1@y ¥ ¢ 1%,
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respectivamente, donde 139y and 119y corresponden a los potenciales del problema
11L. Después de algunas manipulaciones algebraicas, se encuentra que

m* = - Vol pr || M,
. (1 + Kll)E — (295)
1+ R*H- —VIM_ 1V, _
donde la expresién para los coeficiente H~ estd dado en (2.87) y las componentes del
vector Vi, (v7), la matriz Mo, (mg) v el vector ¥V, (97), de orden infinito estdn dados
por (2.84). El limite, cuando los materiales de la fibra y la matriz en (2.95) son los
mismos, se encuentra que m* = pu; cuando R - 0, como en los casos anteriores.
Al haber resuelto los dos problemas planos y un antiplano se puede decir ahora que
ya se tienen todos los coeficientes efectivos. A continuacién se presenta la matriz del
medio homogeneizado cuyos coeficientes son los efectivos

F4+m* kF—m* I* 0 0 0
B —mt kK mt D 0 0
N om0 0 0 |
¢ = 0 0 0 p* 0 0 (2.96)
0o 0 0 0 p* 0
0 0 0 0 0 m"

Esta matriz se forma a partir de la relacién constitutiva (2.58), las ecuaciones (2.65),
{2.92) y (2.95) corresponde a la familia de los materiales cuya anisotropia es tetragonal.
Es claro que a partir de este resultado, cuando los constituyentes tienen simetrfa cibica,
el medio homogeneizado posee una nueva anisotropia caracterizada por seis constantes
eldsticas independientes lo cual constituye una simetria denominada tetragonal.

2.5 Propiedades efectivas de medios periédicos (cel—
da hexagonal)

Las propiedades efectivas calculadas con el Método de Homogeneizacién dependen en
gran medida de la forma de 1a celda base que se considere debido a que es ahi donde est4
la informacion de la microestructura. En esta seccidén se tomard como base una celda
hexagonal (ver fig 2.4.1). El procedimiento que se usard para obtener las propiedades
efectivas es basicamente el mismo que el usado en el caso de una celda cuadrada. Con
objeto de no ser repetitivo en los argumentos iré senalando las diferencias con respecto
al caso anterior. Vale la pena mencionar que en muchas ocasiones la diferencia es
solamente un factor de 1, = 7 /3 que esta relacionado con el periodo de la celda base.

2.5.1 Planteamiento del problema

Se considera una celda base en forma hexagonal con las mismas caracteristicas que el
caso de la celda base de forma cuadrada. En este caso los periodos son wy = (1,0) vy
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=¥,

Figura 2.4.1 Una celda base hexagonal unitaria de seccién circular.

wy = (COS fiy, SN0 f1,) CON fp = 7 /3.

2.5.2 ‘Relaciones exactas E
Las constantes efectivas (2.52)—(2.57) para la celda hexagonal se convierten
o= (K4 %M'l- (K + %u‘)(nUm + 11Us2)} |
= _(K + %M + (K + %#) (22011 + 22U2,2.)), (2.97)
r= (K- %#'{' (K — g#)(nUl,l + 11022)) |

2 2 '
= (K—-p+ (K- §I—’»)(22U1,1 +99Us2))

3
2] --
= (K- 73'M+ (K + g“)(%Ul,l + 33U2,2)), (2.98)
4 2 . |
n = (KA gpt+ (K~ i)l +sl2), (2.99)
pto= (w pnelse) = (6 + w'als), (2.100)
m* = (A pl2Uig + 12U21)), (2.101)

Notese que aqui sélo son cinco constantes eldsticas efectivas a diferencia de las seis
del caso anterior. Las relaciones universales (2.60) son las mismas y esto quiere decir
que tampoco dependen de si la celda base es cuadrada o hexagonal. .

Después de usar el teorema de Green, la doble periodicidad de las funciones qui(Y)
y la continuidad en el desplazamiento en I se llega a.

1

L
k* = K,+ FHo | K+ FH !I (fr U dy, — uUél)dyl) /sen pup,
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2 -
" = K,— gHo~ (Wi PL I (fr n U dy, uUzgl)dyi) /sen py,
4 Kl 1 ()
= K, - fw——%—ﬂ( U“d_Ua!) :
[t 3 “ K-f—%u, “ A‘ll 1 y2 119 yl) /Sen lu'p
P = a0 ) fsen i,
m o= gl ( fr U dyy — 12Ufndy1) Jsen fop, (2.102)

En estas ecuaciones aparece el factor sen u, el cual se debe a la forma hexagonal de
la celda base. Observemos que solamente es necesario resolver dos problemas locales,
el 1L y a1 L. A continnacién se resolverdn estos dos problemas.

2.5.3 Il problema de deformacién antiplana 3L

Es el mismo problema (2.62) que el de la celda cuadrada. Las funciones doblemente
periddicas que se buscan son ahora de la forma

(%D (z)
UN(z) = Re{a[((2) — w2/ sen py)+ Z ““ k- 1)1}

UP(z) = Ref Zockzk}. (2.103)
k=1 ‘
El desarrollo de U (z) en serie de Laurent alrededor del origen toma la forma

o0 o0 o
U (2) = Re{ —mayz/ sen p, + Z"a;z*l + Z"a;c Zonk;zl}, (2.104)

{=1 k=1 {=1

donde ng # ny, estd definida en (A.10d). Sustituyendo la ecuacién (2.104) en (2.102d)
y tomando en cuenta la ortogonalidad de las funciones trigonométricas se llega a

pt =~ | g |l (reralfsen thy - Vo i"aknkl). (2.105)
El sistema infinito de ecuaciones andlogo a (2.66) es
= xR2[(1 ~ way/ sen py)dy + ioami], | (2.106)
k=1
para !l =1,3,5, ..., donde
X =il /(0 + ), (2.107)

y asi se llega a

p* = (1 — 2ma fsen p,). (2.108)



54 ‘ Homogeneizacién

que es la relacién equivalente a (2.68).

Es claro que el Gnico término que interesa para la propiedad efectiva p* es a; y este
es posible hallarlo resolviendo el sistema infinito (2.108).

Por las propiedades de 7, el sistema infinito se puede descomponer en cuatro
sistemas infinitos para [l = 1,1 =65 —3,{ =06s -1y { =65+ 1 (ver tabla 4)

(1+xWa)ar = xR*(1+ Z Ggt—1 Met—11),

=1
: o0
Ups—3 == XR2(65_3)Za6t-—3 M6t -3 65—35
t=1
0o
U5s—1 = XRz(ﬁs_l) (01771 Gs—1+zaﬁt+1 776t+163—1):
t=1
dps+1 = RQ(SSH}ZQ& 1 Met—1 6541, (2-109)
t=1

para s =1,2,3... De (2.1093, ¢, d), se llega a que

R2
o = X —, (2.110)
1+ xVs — x2VEMSD,

la cual tiene la misma forma que (2.70) pero las expresmnes para los vectores y las
matrices de orden infinito es diferente

Vs = Rws?h 651
m 13
Mes = Opt—1 6s-1 — X R D R N6e_1 641 Noit1 6515
i=1
Uy = NMsg—11, (2.111)
parat,s =1,2,3, ..
La expresion final para p* es
p* = i1~ 2Va || iy || P (a4 )], (2.112)
donde
1

- — 2.113
1+ xVs — x2VIM LD, (2.113)

Igual que en el caso de la celda cuadrada, cuando R — 0, el valor de la propiedad
efectiva es la de la matriz.
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2.5.4 Fl problema de deformacién antiplano ;;L

El problema que se tiene que resolver es el (2.74) y se buscan soluciones doblemente
periddicas de la forma (2.77). Debido al periodo (1,0), (cos 7/3,sen 7/3) los nuevos
coeficientes ag y by son

ap = w(k;—1)7tby/ senm/3

by = mwkia;/ sen /3. (2.114)

Las expresiones para los desarrollos en serie de Laurent alrededor del origen de (2.77)
con los nuevos coeficientes son

(o] oc o0
wi(z) = w(k — 1)_1blz/ senn /3 + Zoa;z_l + Zoak Zonk,;zt,

=1 k=1 =1
(2.115)
oG o0 o0
PYi(z) = mriaiz/ sen py+ > bz Y b S Ot
N N =1 k=t =1 :
+ S ka0, - (2.116)
k=1 i=1
donde 7}, # 7}, esta dada en (A.1d).
Y para los potenciales @2 ¥ 12 en el interior de S, son
' o
wolz) = Z"ckzk,
k=1
oo
@bg(z) = Z"dkzk. (2117)
k=1

Las relaciones para los coeficientes efectivos se pueden hallar usando la ortogonalidad
de las funciones trigonométricas como en la otra celda

1 1
k* = Ky+zpw—Val Kr+ P 1 (ke — 1) ¢/ o,

3
\ 9 9
o= Ku-—gpuu*—VzH K“rfgm [ (12 — 1) Cl/ﬁ%z,
4 | Ke — 2pr |2 '
to= K'u Iy 'U_V E -1 3
' +3,u 2 H KT+%M ” (m )01/1&2

m* = ;_[,'1 - Vg(l -+ K:']_) G,]_/RQ. (2118)

La relacion que corresponde a la segunda condicidén en la inferface es la misma pero el
sisterma de ecuaciones infinitos es diferente y estd dada por
o0

a; + wrBRM6yan/ sinw/3 4+ R*S (Arg + By + C R nimu) ax
k=1
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= |l kr | DR* 0yt || my | ERM 65y, | (2.119)

para | = 1,2,3 donde 7, g, A, B,C,D,E,F,G y xm v las relaciones para ¢; son
idénticas a las del caso de la celda cuadrada. FEl sistema infinito (2.119) se puede
separar en cuatro sistemas infinitos usando las propiedades ry ¥ gx que se muestran
en las tablas 5 y 6. Las ecuaciones (2.119) se pueden escribir como sucesiones, asignando
al=1,6s—3,6s—1y6s+1paras=1,2,. yesto conduce a

(1+H Ra, + Rz(z Bagi-396t-31 aet

=1

0o
+ Z Aage1T6ta1 1)
t=1 .
= | mr || ER,
o0
> [aat_s (56:5—3 6s-3 + AR Crg_ye,_3B
t=1

1256
+BR Y agir196e41 63#3]
— 12s—-6
= —-BR 91 65301,

o0

125—2
S g1 [5&—1 6s-1 + R (A”f"ec-l pa—1 T Bget—1 651
=1

+C R es—11M1 63—1)] |
= | kr || DR™ i gs-1,

o0
12542 12542
Z[asz+1(56t+1 6s+1 + AR T6t+165+1)- + BR“ " ag_3961--3 Ss+1] ‘

t=1
aﬁt-3] .
= —ARY"r o100 ' (2.120)
donde

H = Ary; + mwy B/sen 7 /3. (2.121)

De (2.109a, b, d} se llega a |

ER?

| my | ER (2.122)

'TIYHR —VIM-Vy

donde el vector Vi (v,), la matriz M, (mys) v el vector f)m(ﬁs) de orden infinito estin ‘
dados por

v, = [BRlzs—chl 6s—3 AR123+4?‘1 65+1]Ta
P [5&—3 6;;3 ;!;stm“Gr&_g 65—3 BRIZSHQ??:{S&H ’
I 96t+1 65—3 sttt 6541 + AR g1 6541
B = [Bgg a1 Argeid)”, (2.123)

respectivamente para t,s = 1,2,3, ...
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Debido a las propiedades de ny, 74y y gr ver tablas (4, 5, 6) el coeficiente estd en
términos de los coeficientes tipo ag:—1 los cuales son hallados de (2.109¢) para llegar a

oy =l by || XmB [Vi 4 (1+ k1)) DVI MGV, [2F, (2.124)

donde las componentes de la matriz de orden infinito My(my;) estan dadas por
Mys = gt 651 + B> 7%(Ares1 65-1 + BYst-165-1 + CR*Net—11 M 6s—1),2.125)
pal;a t,s = 1,2,3,... Los vectores, V,(vs) ¥ fip(ﬁt), de ordén infinito estdn definidos

en (2.71a, ¢). Los coeficientes k*, I*, n* y m* se siguen de (2.118)}, (2.122), (2.124) y
(2.126). Las férmulas finales son

X 1 4
= K+ Zpy—Va || Ky + zpr |IP K/,

3 3
. 9 4 2
" = Ku"gﬂm—Vzll KT+§#T i Kr"glﬂ i K/,
. 4 2
n = Ku*‘rgﬂu"“vz | Ky ~ghr I* K/,

m= = Vel e | M (2.126)
donde '

K = DVi+ {1+ x)DVIMV,]/B,
M (1 ~ Kfl)E
1+ HR? - VIMY,,

(2.127)

Hasta el momento se has encontrado expresiones cerradas para los coeficientes
eldsticos efectivos de medios compuestos, cuya microestructura es una celda cuadrada
y cuando la celda es hexagonal. Se han encontrado que estas constantes dependen de la
concentracién de sus constituyentes. Estos resultado se han reportado en Valdiviezo-
Mijangos, et. al., (en prensa). Anexo no. 2.

En siguiente subseccién mostraremos algunos resultados cuando se toman casos
particulares de fibras, es decir, cuando las fibras se encuentran vacias y cuando son
completamente rigidas.

2.6 Fibras vacias y completamente rigidas

Usando el MHA es posible hallar resultados cuando las fibras que se consideran estdn
vacias 0 son completamente rigidas. En el primer caso se trata de un medio poroso
cuyos poros se encuentran aislados. En Sabina, et. al. (2001) (anexo no. 3) estudiamos
esta clase de medios heterogéneos cuando la celda base es cuadrada. Las propiedades
elasticas de la matriz y de la fibra son respectivamente Ky, ji) y Ko, po, donde K es
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el coeficiente de compresibilidad y u el de rigidez (ver ecuacién 1.131, capitulo I). Al
tomar el limite cuando las propiedades de la fibra tiende a cero, es decir, ¢l caso de
fibras vacias se tiene que

1 1
ke = (Ki+gum)Vit (Kt 5#1)2}:&/#1,
2 2 2
L = (K- 5#1)1/1 — Va(Ky + §P1)(K1 - g#l)Ke/,U«h
4 2
n, = (Ki+ g#l)vzt —~ V(K — gﬂl)gKe/M1,
yu (1l — 2Va ),
m: - }'.1:1(1 - %Me):
me = wm(l—VaMy), (2.128)
donde K,, M,, P, y M,
K, = Di[Vi+(1+mDV] M 'V,|/B;,
P, = 14+xV,~ XQVEM;IIH/I,]‘I,
M. = (1+6)E/[1+RH — Vo MW,
M, = (14 s)B/[1+ RPH — VoM W], (2.129)
con los coeficientes respectivos
—A, = Bi=FE,=x=1,
Oi = '—2Dl,-, = —1/Gi,
7 1 ,

Los coeficientes efectivos para fibras vacias estdn dadas por las ecuaciones (2.128).
En el caso en que las fibras son completamente rigidas, es decir, cuando los valores -
de-las propiedades de la fibra son muy grandes se llega a

1
]C: = (K1+§#l)(1—+V2K7‘)1

Py = #1(1+2V2Pr):
m: ru’l(1 -+ VZM?‘))

l

my = 1+ VaM]), (2.131)
donde
Ko o= 1+ (m— 1) [Gi— (1 + ) BVIMV, /W /W,
P = [1=Va=VIM Y,
M, = (1+1/k)/[1+R*H; —VEMV,],
M. = (1+1/k:)/{L+ R*HS - VI, M V) (2.132)
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v los valores para las constantes que aparecen en las matrices y vectores infinitos son

Ai = X = —1,
, 7 1
By = -1/kl=—(Ki+ 5#1,)/(-[(1 + §M1),
' 7
Ci = ——2u1/1/'1(K1 + 5,(1,1), (2133)

Los coeficientes efectivos para medios compuestos cuando fibras son completamente
rigidas estdn dadas por las ecuaciones (2.131). |

En la siguiente seccién se presentan algunos resultados numéricos para distintas
combinaciones posibles.

2.7 Consideraciones numéricas

En todos los casos anteriores se ha considera que tanto la matriz como la fibra tienen
simetria cibica. Particularmente la fibra puede ser isdtropa o puede contener-algin
fluido, por ejemplo, agua, gas, aceite, o bien estar vacia, que es el caso de un medio
poroso cuyos poros estan desconectados. Se mostrardn algunos ejemplos de rocas que
contienen fibras con las caracteristicas que mencione arriba. Las cantidades fisicas que
se usan para generar los ejemplos sintéticos se presentan en la tabla 2.7.1 y fueron
tomados de Schéon (1996).

Medio 011 012 044 P
Granito | 67.89 ] 19.85 | 24.02 | 2705
Caliza | 84.25 | 32.50 | 25.87 | 2658
Cuarzo | 72.20 | 15.90 | 28.10 | 2600
Agua 2241 | 2.241 |0 1000
Aire 0.0111 | 0.0111 |0 1.21
Aceite | 1.4469 | 1.4469 | 0 877

Tabla 2.7.1 Datos usados para hacer los ejemplo sintéticos (Schon, 1996).
Las constantes eldsticas Cy; estan dadas en GPa y la densidad p en kg/m?®.

Aqui se presentan algunos experimentos numeéricos usando el MHA para calcular las
propiedades efectivas de rocas porosas. Los poros pueden estar llenos de aceite, agua,
aire, alglin mineral o bien estar vacios. Se utilizan dos tipos de rocas: roca caliza, que
es una roca sedimentaria y el granito que es una roca ignea. Se consideran los dos
tipos de microestructura que se estudiaron en este capitulo, i.e., cuando la celda base
es cuadrada y cuando es hexagonal.

En cada figura hay dos graficas en la de lado izquierdo se muestran las constantes
eldsticas efectivas como funcién de la concentracién y en la del lado derecho la rapidez
de la onda P y de la onda § también como funcidén de la concentracidn de fibra. La
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aire en una matriz de granito con una celda
base en forma cuadrada. La gréfica a) representa las propiedades efectivas
y la b) la velocidad de la onda P y de la onda S.

Se ha demostrado que el hecho de haber fibras hace que aparezca un tipo de. ani-
sotropia, mas aun, esta anisotropia es la conocida como transversalmente isétropa
(subseccidén 2.4.2 y 2.5.2). Esta anisotropia es posible observarla en las graficas corres-
pondientes a las propiedades efectivas. A concentracién cero de fibra se recuperan las
propiedades de la matriz, como se esperaba y conforme aumenta la concentracion apa-
recen las seis constantes elasticas que caracterizan un medio transversalmente isdtropo.

En las rocas cuyos poros estdn lenos de fluides, (fig. 2.7.1, 2.7.2 y 2.7.3) cada una
de las propiedades decrece con la concentracién de la fibra excepto para la constante
C1o para el caso del granito con fibra llena de agua {fig. 2.7.3). En ¢l caso de aceite en
caliza (fig. 2.7.1) se observa que la curva que corresponde a esta constante se incrementa
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Figura 2.7.3 Fibra llena de agua en granito con una celda base en forma
hexagonal. La grafica a) representa las propiedades efectivas y la b) la
velocidad de la onda P y de la onda S.

ligeramente, después decrece y su concavidad es la opuesta a las demds. En los casos de
aire en granito (fig. 2.7.2), de agua en granito (fig. 2.7.3) se observa ligeramente este
mismo comportamiento. La magnitud de la constante Cs3 disminuye y lo hace casi en
forma lineal a diferencia de las demds constantes en todos los casos. Las propiedades
efectivas decaen desde un 80 % hasta un 100 % respecto de las propiedades de la matriz.
La velocidad de la onda P y de la onda S decaen con respecto a las velocidades de
la matriz. Los cambios mds drésticos se dan cuando se excede en un 80 % de la
concentracién de la fibra. ‘

Cuando la fibra esté llena de cuarzo (S70;) y la matriz es piedra caliza (fig. 2.7.4),
no todas las propiedades efectivas decrecen, algunas se incrementan y esto es debido
a los contrastes de las propiedades en las distintas direcciones. En el caso de cuarzo
en granito, las velocidades de ambas ondas la P y la S se incrementan. En el caso de
cuarzo en roca caliza la rapidez de la onda P se incrementa mientras que la de la onda
S decrece. En los dos tipos de rocas la rapidez de las ondas cambia casi en forma lineal
con respecto a la concentracién. En los incisos ¢) y d) se comparan los resultados que
se encuentran usando el MHA con las cotas de Hashin-Strikman. Se puede ver que
ambos métodos predicen practicamente lo mismo.

Las constantes efectivas de las rocas cuando ias fibras estdn ilenas de algin fluido
tienen basicamente las mismas caracteristicas cualitativas, es decir, no importa el tipo
de fluido, la respuesta es cualitativamente equivalente excepto en la constante efectiva
Ci?.

Cuando la fibra estd vacia cada una de las propiedades decrece, incluso la C;; (fig.
2.7.5).

Una diferencia importante entre las dos geometrias estudiadas es que los valores
minimos se alcanzan a concentraciones més pequetias cuando la celda base es cuadrada
que cuando la celda base es hexagonal.
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Figura 2.7.4 Fibra 1Iena de cuarzo en caliza con una celda base en for-
ma hexagonal. La gréifica a) representa las propiedades efectivas, la b)
la velocidad de la onda P y de la onda S. Los incisos ¢) y d) muestran
una comparaciéon con las predicciones de que se obtienen con las cotas de
Hashin-Strickman para compresibilidad y el coeficiente de sizalladura efecti-
vos, respectivamente. La notacién para la propiedades efectivas es la misma,
que en la figura 2.7.3 a).

Con MHA es posible calcular propiedades efectivas en forma analitica hasta el punto
de contacto entre las fibras. Cuando se va més alld de ese punfo ya no es posible decir
nada sobre las propiedades efectivas y como consecuencia con este método no se puede
decir nada soble percolacidn.

2.8 Conclusiones

Con base en las secciones anteriores se pueden escribir las siguientes conclusiones

e Se obtuvieron Relaciones Universales, es decir, relaciones entre propiedades ma-~
croscopicas sin tener que resolver ningin problema local y sin importar la mi-
croestructura (ecuaciones 2.60).

e Es posible hallar propiedades efectivas en forma analitica usando el Método de
Homogeneizacién Asintética para modelar rocas heterogéneas, ecuaciones (2.92)
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Figura 2.7.5 Fibra vacia en granito con una celda base en forma hexagonal.
La gréfica a) representa las propiedades efectivas y la b) la velocidad de la
onda P y de la onda 5.

y (2.126).

« Con las ecuaciones antes citadas, es posible validar resultados numéricos que se.
encuentren para otras microestructuras.

o Ll comportamiento de un medio heterogéneo es cuantitativamente y cualitativa-
mente diferente si la fibra estd llena de un fluido o de otro sélido. En el caso de
todos los fluido estudiado aqui, las propiedades efectivas se comportan de manera
semejante.

o Una diferencia importante entre las dos geometrias estudiadas es que los valores
minimos se alcanzan a concetraciones més pequefias cuando la celda es cuadrada
que cuando es hexagonal. '

¢ Cuando las fibras estén llenas de algin fuido el comportamiento de las velocidades
de ambas ondas p vy s es semejante, es decir, no importa el fluido, la respuesta,
del medio es basicamente la misma.
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Capitulo 3

El método autoconsistente para un
medio termoelastico |

3.1 Introduccién

En este capitulo se usard el Método Autoconsistente para obtener propiedades efec-
tivas termoeldsticas de medios heterogéneos en la forma como lo hicieron Sabina y
Willis {1988) para un medio eldstico. El estudio de la propagacién de ondas en medios
compuestos es muy complicada debido a que hay muchos dispersores, que en este caso
seria cada una de las inclusiones. Aqui consideramos solamente un dispersor, es decir,
el efecto que tiene una sola inclusién sobre una onda que se propaga en un medio ter-
moelédstico. Para ello es necesario calcular la funcién de Green. Con esta funcién es
posible describir la dispersion en todo el espacio. Una primera aproximacién para ha-
llar 1a deformacién es considerar que el desplazamiento es constante sobre la inclusién
(aproximacién de Galerkin}). Después se propone que exista un medio termoeldstico
homogéneo con propiedades equivalentes de tal manera que tengan el mismo compor-
tamiento que aquel medio que tiene un dispersor v de esta manera se identifican las
propiedades efectivas. Esto conduce a un sistema no lineal de siete ecuaciones con
siete incognitas donde cada una es un nimero complejo. A partir de estas incégnitas,
que son las propiedades efectivas, se puede calcular tanto la velocidad de fase como
la absorcién. En la parte final se presentan ejemplos sintéticos, se compara con datos
experimentales y se dan algunas conclusiones.

En la seccidén (3.2) se presenta el planteamiento del problema, la seccidén (3.3)
‘muestra un forma de hallar la funcién de Green para un medio termoeldstico, la cual
juega un papel muy importante en el cdlculo de las propiedades efectivas y sersd usada
en la seccidn (3.4) para resolver el problema de un sélo dispersor. Més adelante, en la
seccidn {3.5) se halla el promedio del nicleo de la funcién de Green en una inclusidn
esférica para hallar las ecuaciones autoconsistentes de la seccién (3.6). Finalmente se
presentan algunos resultados numéricos comparandolos con experimentos.

/s
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3.2 Planteamiento del problema

Se considera un medio compuesto que se compone de una matriz cayo tensor de médulos
eldsticos es L4, tensor de médulos termoelasticos 7,41, calor especifico ¢,41, tensor
de coeficientes de conductividad térmica kn4; y densidad de masa p,41 en la cual se
encuentran inmersos n tipos diferentes de inclusiones distribuidas aleatoriamente sin
que se traslapen. La inclusién esférica de tipo r tiene las propiedades fisicas correspon-
diente denotadas por L., 7, ¢, K, ¥ pr. Estas ocupan un dominio z’ + ., donde (2.
define el tamafio de la inclusién y su “centro z'” estd distribuido aleatoriamente. Kl
medio heterogéneo ocupa el dominio Q = 1"F1 Q. y es lo suficientemente grande para
contener muchas inclusiones (ver fig 3.1.1).

Iigura 3.1.1 Medio heterogéneo donde las inclusiones son de forma
esférica. Aqui r = 4.

Las ecuaciones que describen el comportamiento de un medio termoeléstico se es- -
tudiaron en el capitulo 1 y son las (1.123)-(1.126) que aqui retomaré. En ausencia de
fuerzas de cuerpo y fuentes de calor estas ecuaciones son

g — P = 0, ‘ (3.1)

Gi+S = 0,
donde o¢;; es el campo de esfuerzos, p; es la componente ¢ del vector de densidad de
momento, g; es la componente 4 del vector de flujo de calor y S es la entropia. Estas

cantidades estdn relacionadas con el tensor de deformacién e;;, la temperatura 8, su
gradiente T; y el vector de velocidad v = 4 mediante las relaciones constitutivas

oy = Lijrien — ni50, (3.2)

¢
S = €5 + —f,

0o
donde fg es la temperatura de referencia y

g = —n‘ﬂa‘jrﬁ:,
pi = Pl
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Eistas relaciones pueden ser escritas en forma simbdélica de la siguiente manera
T = LS, (3.3)

donde
L —-n

[ = ] 6/90 S =

o e
S 0
g’ - —K ¥ T

T =

p p U
En esta notacién la matriz £ es considerada un operador lineal el cual transforma el
vector § en otro vector 7. Con esto en mente, la ecuacién (3.3) puede ser vista como
la Ley de Hooke Generalizada y T, L y & como el esfuerzo, los médulos elésticos vy la
deformacién generalizada, respectivamente. En este caso, los requerimientos autocon-
sistentes trasladados a esta notacién para los componentes del compuesto termoeldstico
son

<T>=Ly< 8>, con <8 >=8, (3.4)

(ver Sabina y Willis, 1988) donde S se obtiene de la onda incidente
up(z,t) = me'thos—vt) . . (3.5)
oz, t) = Qelkos vty (3.6)

la cual se propaga en un material de referencia cuyas propiedades son Lg aqui m es el
vector de polarizaciéon del desplazamiento, 6 es la magnitud del campo de temperatura,
de la onda y kg es el nimero de onda.

Las condiciones de autoconsistencia son la mismas que usan Sabina y Willis (1988)
ecuaciones (3.23) las cuales en este caso son

EOSO . { a1 + Z f«r koa ( ]goa,) (Er — En—i—l [I + g_é"') (.Cr - 50)]_1)}807

| (3.7)
donde f, es la fraccién volumétrica ocupada por la inclusion r, I = I = (0 +
Sidis) /2 y '

1
h,?-(kioa) L= m 0 lexp (ikoa . m)dm, (38)
1 S '
1| S 7 (39)

donde la barra representa el valor promedio sobre la inclusién, el subindice r se refiere
al tipo de inclusidn, a es el radio de la esfera

Gowny  —wGagpke Gage  — WGk
Gk/l,i —wG oy G44,k —1w(Ggy
Gria bt —iwGay  Gaage —iwGiay
Gty —iwly; Gl —iwGik
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donde los paréntesis () como subindice indica simetrizacién y ){ antisimetrizacién, es
decir, ag ) = (G +054) /2 Y Gy = gaz-,j —a;:)/2; y cuando el centro de las inclusiones -
coinciden con el centro de simetria Qér) toma la forma

Coway  —~wGag
5(r) Gray ~iwGay
= : = . A . 3.11
9e Guaie —wGiak (3.11)
Gaugr  wGi
En la ecuacion (3.7) esta representada cada una de la propiedades termoeldsticas de
Ly las cuales dependen del valor promedio del nucleo de la funcién de Green sobre
la inclusién. En la siguiente seccidon se hallard la funcién de Green para un medio
termoelastico.

3.3 La funciéon de Green de un medio termoelastico

La funcién de Green juega un papel muy importante en la obtencién de propiedades
efectivas usando el Método Autoconsistente (ver ecuacidn 3.7). Como se puede apreciar
cada una de las propiedades dependen de la funcién de Green promediada sobre una
inclusién Gs. '

Para hallar esta funcién se usan las ecuaciones que gobiernan un medio termoeldstico
que son las (2.97)-(2.98) con una fuerza externa f; y una fuente de calor R

Oiji — PUige = —fi, (3.12)
Q‘j,j -+ GOS,t = Rv
con las respectivas relaciones constitutivas .
ai; = Cijmen — 150, (3.13)
908 = cf - 90mjeij.

Al sustituir las ecuaciones (3.13) en (3.12), y después de pasar al dominio de las fre-
cuencias usando la transtormada de Fourier, se llega a

0;CijrBug — Omii8 + pwu; = —fi, . (3.14)
—amijajﬂ + iW(CG + BUnz-ijui) = —R.
o bien
ajCijklamk - 8j7’]ij9 + pwzui = ~f (3.15)

ﬁi&ijajﬁ + iw(cﬂ + 90771-3-8:,%-) = R,

donde 9; representa 8/0z;. Introduciendo la funcién de Green con el objeto de hallar
el desplazamiento u; y la temperatura & en todo el espacio, se tiene que

ui(z,t) = Guxfet+vixR, (3.16)
9(3}, t) = ]-\k*fk + g £ R,
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donde * es el operador convolucién, (7 ¢s un tensor, v y I' vectores y g un escalar, los
cuales satisfacen las siguientes ecuaciones para una fuerza puntual §;;6{x) y una fuente
de calor §(z),

(3_3;053'“81 -+ pwzéik)ij - 8,3%[‘!3 = _5,;j5($), (3.17)
(8;Ci001 + pu* i) e — Omizg = 0,

(amijé‘j -+ iwc)Fa + z'wé?(}mjc‘?ij = {,
(0:k:30; + iwe)g + iwbymi0y; = —8(z).

Al obtener la transformada de Fourier de la ecuacién (3.17) se llega a

[As(k) — pw?8sk|Gs(k) + ikgniTs = &, (3.18)
—%wgoThJ‘lkJGm(k) -+ [k-zﬁ',(k) - ZWC]F,IG(]{I) = O,
[K,(k) — iwc]g — ngg?’]zjlkj’)/z(k) = 1,
tkimig(k) + [Aﬂc(k) - pw25ik] w = 0
donde se usa la siguiente notacién |
kj

Ai(k) = EAixl6), Aw(8) = Cynbé, fj'-ti‘ﬂ—l; (3.19)
wlk) = E(E), ®() = k&l

El sistema de ecuaciones (3.18) puede ser escrito en forma simbdlica de la siguiente
manera

L(k)G (k) =T, (3.20)

donde

Lk} = k—iwﬂobf?k) k K(k) — WC{,
Gii(k)  vu(k) _ % 0
Gk = | 1) ?(k)l’ =10 1\'

Se sigue de la ecuacién (3.20) que

y la representacién de la funcién de Green en términos de las variables z, w se puede
hallar con de la transformada. inversa de Fourier

1

G(z,w) = (27}

/L‘l(k)e*’“'mdk, (3.21)
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Ahora, hallemos las expresiones explicitas para la funcién de Green de un medio ter-
moeléstico isdtropo. Las ecuaciones (3.19) se particularizan a -

Aw(€) = (A+2u)&by + FHik, B, = 6k — &, & = kiR,
K’(f) = K, bf, = “'ngn:

y para las dos primeras ecuaciones de (3.18) se tiene que
{[k?(A +2u) — pw?léile + (K*p — pwz)ﬂik} Gri(k) + ikl (k) = &y, (3.22)

de la segunda de estas ecuaciones se despeja a I';(k)

iw@on
Lith) = e i

ik G (k), - - (3.23)

y sustituyendo la ecuacién (3.23) en (3.22) se llega a

iwbon’k®

{{kz(k F2) ~ pu? | Ekr 4 (K2 — Pw2)9ik} Gri(k) =6, (3.24)

— W

Puesto que los tensores &£, v 6 son ortogonales se puede escribir a G;; como la suma,
de dos partes

Gij(k) = G1(k)&:&; + Ga(k)by5, (3.25)
donde
_ r(k* — q)
Crlk) = [B2(A + 2u) — pw?x(k? — q) ~ iwBn2k?’
1 we
Ga(k) = P B

La cantidad G;(k) puede ser representada en la forma

k*—gq
(A + 2p) (k% ~ kT) (k2 — k3)’

Gi(k) = (3.26)

donde k2 v k2 son los niimeros de los distintos tipos de onda que se propagan en un
medio termoeldstico (ver apéndice B) y corresponden las raices de la siguiente ecuacién
cuadratica

k' — o 4 g(1 + €))E* + ga® = 0, (327

las cuales son

2
k’l,2 =

[N RN

{a2+q(l+e)j:\/[a2+q(1 + €)]? —4qoz2}, (3.28)
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Y
mnty n
= = 3.29
con \
o= (3.30)
vy

donde v% = (A+2u)/p es la rapidez de las ondas longitudinales en un medio isétropo y
homogéneo. Toda esta notacién es tomada de Nowacki (1975) pp. 106. Las expresiones
para las cantidades GG y G5 pueden reescribirse de la siguiente forma

2 : 2 _ L2
Gl _ 1 (8 (kl q N llug Q), (331)

AV A
Gy = ! £
- w2k2 52’
donde )
g =2 (3.32)
Ur

y 'u% = 11/ p es la rapidez de las ondas transversales en un medio termoeléstico isétropo
y homogéneo. Debido a la relacién
¥ 1 1
kZ(kQ — ’Y?) - k2 — "/2 k2’

ahora podemos hallar la expresion final para Gy

1 52 1 k—gq
Gi(k) = { ﬁ2 — kiky, o k2 %; ———@ : (3.33)
Usando ahora la relacién (3.23) tenemos que
Tk = =T ), (3.34)

k(k? — q)
zw(?gm Z

Y con el segundo par de ecuaciones (3.18) se Hega a

w(k® — q)g(k) — iwbymikivi(k) = 1, (3.35)
ikig(k) + [N (k) — pw®dulye(E) = 0,

despejando a v

—E k), (3.36)

71.(]“) = (/\ + 2'“)(‘%2 _ @2).
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we noon kC

kg — X8 k) =1
* LR A—%—Zyck?—a?]g( ) !

asi se llega a

k? — o 1 & %kf —a?
9ik) = r(k? — kD) (R —k3) ﬂm 22( 1) % — k2 (3.37)

y como consecuencia de (3.36)

) 2 .
vilk) = &_(k%g_) 2= 1)3@%@- (3.38)

i=1

Se puede ver de las ecuaciones (3.34) y (3.38) que las expresiones para I';(k) y (k)
son iguales salvo el factor —iwdy, esto es,

Ty(k) = —iwboys(k). | (3.39)

Para tener la representacion en el espacio z, w para las componentes de la funcién de
Green, hay que obtener la transformada inversa de Fourier, i. e.,

_ 1 —ik-z
6(z) = s / G(k)e *2dk, (3.40)
donde Ginlh) (k)
— ik Tk
Q(k) B —z'wé?(,%-(k) ? ’
Tomando en cuenta la identidad
tk * * kzdk 2ﬂ- tkr cos 0
/kz—p = ) o / f senfdo, (3.41)
4z goo psen(kr) 21% _
==/ o =" (= al)
se obtiene ) (=)
ik Yel®
=1l 3.42
g() —iwbvi(z) g(x) (3:42)
donde
1 @tBr etfr _ q eikir
sz(.’ﬁ) = 47pr2 {ﬁ 5’:‘.]6 + azak: l: - kg — r’{:% ; r ]}(3 43)
_ Oy(z) 1 m 2 e
’}’1(7')) - amz - 47]_”(]9%__ %) ;(_1) - 3 (344)
1 1 2 P2 2 g
glz) = —gm;(—l) (ki —af) — (3-45)‘
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Las ecuaciones (3.43)—(3.45) representan las componentes del tensor de Green para un
medio termoeldstico.

En la siguiente seccidn se encuentra el campo de desplazamiento y el de temperatura
debido a la presencia de un solo dispersor y para ello se hard uso de la funcién de Green
hallada en esta seccién.

3.4 El problema de un solo dispersor

El siguiente paso para usar el Método Autoconsistente consiste en hallar el campo de
desplazamiento y de temperatura que es originado por un solo dispersor. Como se verd,
estos campos estan en términos de la funcion de Green.
Se considerard ahora, un medio infinito, que tiene las propiedades del medio com-
puesto. cuyas caracteristicas estaran indicadas por el superindice 0, en donde se en-
cuentra una sola inclusién centrada en el punto z. Kl sistema de ecuaciones acoplados
'para el campo de desplazamiento u;(z) y de temperatura #(x) tienen que satisfacer las
siguiente ecuaciones
8;Cyji(x) Oyuy () — Bymij(2)0(z) + p(x)w’ui(z) = 0, (3.46)
Oiriz()0;0(x) + wwlc(x)8(z) + Oonyj (2)0jui(z)) = 0,

donde las funciones C'(z}, n(x), p(z) y c(z) se propone como la suma de dos partes
Cla) = CO+ OV (@), nls) = P +Ve), o) = +cV(z), (347)
p(z) = po+pV(), |

donde
Ct=C-C% nt=n—0", a=c-C p=p—p

y Vi(x) es la funcién caracteristica de la inclusién y est4 definida como

Vi(z) = {1 siz € inclusién,

0 en otro caso.

. Con esto en mente la ecuacién {3.46) se transforma en
ajijmaguk‘— 83-77%9 + powtu; = — [ﬁjC’}juem — 3jni1j9 _E plwzui] Vi(z), (3.48)

6jfcgj8i9 + 72&](609 + ng?jeij) = - [aj&éjajt? + iw(019 -+ 90071-13-61-3-)] ‘/r(ﬂi)

Con la ayuda de la funcién de Green que se introdujo en la seccién anterior el sistema
de ecuaciones (3.48) se escribe como

u(e) = W)+ [ Guslo — o) [Chiapeas(a’) - nis0(=")] d' +

+  pw? f‘ G (e — 2 (zdz' + f‘ Yiale — ')kl gta(a")d' +
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+ i [ u(e =) e0() + 0on)geas (@)de', - (3.49)
0z) = 6°) + [ Tuslo ~ o) [Chiagean(s) — mif(a)] da’ +
+ p;wzva’k(m——m’)uk(x’)da:'—l—fvg,a(x—m’)miﬁtg(m’)dx’—i—
o iw [ 9o —2)[a0(s) + Bombpeas(@)lde’ (3.50)

donde _
€ap(z) = Ue,p)(T),  talz) = Oa(z), (3.51)

Una representacion de e{z) y t(z) se puede encontrar al derivar las ecuaciones (3.49)
v (3.50) -

eifz) = () + [ Piule ~) [Climemo() = niy(z)] do’ +
+ pw? [Gi)k,(j(:n — 2V up(z')dz' + /V“/(z-?j)a(:c — &)kl gta(a’)dz’ +

+ iwfﬁ/(i,j)(x — ') [c19(:r’) + Bgnclxﬁe_aﬁ(x')_] dr’, (3.52)

tiz) = 1¥(z) + /V Tiij(@ = 2') [Climnemn(z) — nk;0(z)] dz’ +
+ pw® / Lri(z — 2" Yue(z')dz' + /v ez — 2L gta (") da’ +
+ iw_/g,z-(x — ') [clﬁ(m") + Oompg€as (z’)] dx’, (3.53)

Ahora, buscaremos una solucién aproximada a este sistema de ecuaciones integrales,
tomando las funciones u(z), 6{z), e(z) y t(z) constantes sobre la inclusién la cual es
conocida como la aproximacion tipo Galerkin. Si también suponemos que la inclusién
tiene su centro en el centro de simetria del compuesto entonces todos los tensores de
rango par son iguales a cero. El sistema de ecuaciones (3.49)—(3.53) se transforma en

U = ﬁ? + plwzéikuk + ’-ﬁjaﬁl}lﬁtﬁ, (3.54)
ti = B+ puwTrue + Gurpt, '
e = &+ (PijutClimn + 10%,500Mm) emn — Pigriliy + iwysjc1)  (3.55)
8 = 0+ (Te;Chjmn + WG0Tn) emn + (= Lk i + iwes 6.
Notemos que la solucién de este sistema de ecuaciones con respecto a las funciones w,

t, e y 8 es equivalente en complejidad a hallar el operador inverso de la matriz (3.18).
Empecemos por resolver las ecuaciones (3.54)

(8i — lezéik)uk - ’Yz,kf‘iflgztl = a?, (3.56)

£

"plwzf‘i,kuk + (8 — Gunrg)tt = 1),
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Escribiendo la primera de estas ecuaciones en la forma
u = (g — 1w Grr) Frsiints = (Sl — p1w?Gr) 10, (3.57)

multiplicando los dos lados de esta por p,wl; & y sustituyendola en la segunda de {3.56)
se obtiene

(8 — §Lkﬁ}c¢ - .O1w2fz',k (8pr — lezémﬁr,m#‘%}n;]ﬁe = f? + plwzfi,k(5km - lezékm)ﬁlﬂ«?m

de la cual llegamos a
t; = Tigl [EE + plwzf‘k#(ém — ,Olw?(—;'”)_lﬂg] ) (358)

donde

Tie = 6ix — Jurery, — 110 L8 — prw?Gir) ™ Arm s (3.59)
En forma andloga se obtiene

&

87

[Osr + pw’Gig P1w_27?;,mf€}m(5zr — Glake,) " Trplus = ’fbg + VikBhr (Ors = Jrmbims)
de la cual se sigue que
w; = Ug" [@ + Fearly (Ore = Grmtinms) ™3] (3.60)

donde B .
U = 635 — ;G ~ prw*Fimby(8r — Giakly) T (3.61)

Antes de resolver el segundo par de ecuaciones (3.55), reescribdmoslas de la siguiente
manera

Ajjrer, + 00 = &, (3.62)
——Bmew + bo :9_0,
donde
Ajjt = Iijkl - Pijlclc,%zmn - iweo%,jmlm, _ (3-63)
aij = Pymmy — wict,

Bi.?' = f\ﬁsca}sij T szOE"ﬁj
b= 1+ f‘i,j‘?]éj — iwgcl,

Al resolver el sistema {3.62) con respecto a e;; y € conduce a

1 1 -
€ij = Rijtlct(ezw—gakteo)a (3.64)
1

g = Y (9_0 + BijA;;,';lc,gé?cz),
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donde

1

Rijm = Aiyu+ EaijBM’ (3.65)
Ag = b -+ B,;in_j],;lakl.

Supongamos que el medio compuesto es isétropo con el mddulo de compresibilidad kg

y de cizalladura pg, coeficiente de esfuerzo térmico 1y y calor especifico ¢y. Si ademas

tomamos en cuenta que la inclusién tiene forma esférica, la ecuaciones { 3.59) y (3.61)

se simplifican. Tomando en cuenta que este es €l caso

T =Ty, T = (1-p?G)7 [(1 - §r)(1~ p’G) - P1w2f"7f€1] ;
Up=Uby, U = (1~gr)~ [(1 — p®GY(1 - §'r) - plwzf‘“”ml},

donde p; = p' — g%, k1 = k' —KY,..., p, &' son las propiedades de la inclusién. Podemos
escribir

1 - -

t; = —— |(1- pw’@E + pwTaf] (3.66)
Aq

U = = [(1 — gDl + f’mlf‘?]
Al i Tt

Ay = (1 ='W~ gr') — pw? T 6

Las cantidades T, g, T y 7 serén calculadas explicitamente para una inclusién esférica.
Bajo la suposicién que la inclusién y la matriz son medios isétropos se tiene que

1
Aijkl - 3 (]- — 9P1k — 37'(*)90777 )5235kl + (1 - 2P2M1)(I'ijl — wézjék;) (3.67)

ai; = ady, a= 3Pnp' —iwvc!,
Bij B(SZJ =3k + zwﬁogn )
b = 1+ Sf‘nl — dwic!,

y por conveniencia

1
Age = 5A0;00 + A(lyu — 5136“) (3.68)

Al = 1 gplkl — 3%&)90’)’7’] s
A2 = 1—2152#.1

Entonces se tiene que

: 3aB 1
= b ' Ay B .
Ag + —— A Al( b+ 3ab), (3.69)

1 3aB
Riju = =(A; + (;

3 )5116kt + A?(Izjkt

35@-5“),
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k= 3—@'415—1‘373*55@5“-%‘ Aiz(lijkl'— %5@'5:”),
Bij Ak Ailc?m, % Gk = M—%Jﬁéij’
y la solucién de (3.55) toma la forma
€ = Ez’jklégg ~ AifSijgo, (3.70)
g = Az(A 16° -+ B;e),

donde

1 1
Ez’jkl = §E15ij(5kl -+ Eg(fijk[ — 55235;‘:5)

b 1
By = A By = 4,
Hasta aqui se ha encontrado el gradiente de temperatura T; y el campo de despla-
zamiento (3.66) y el campo de deformacién e;; y el de temperatura § (3.70) que se
originan del hecho de haber un dispersor.
En la siguiente seccién se calculard el promecho del nicleo de la funcidén de Green
sobre una inclusién de radio a.

Ag = A]_b + 3aB.

3.5 El calculo de las integrales sobre una inclusién
esférica

Para calcular las propiedades efectivas usando el Método Autoconsistente es necesario
calcular el promedio de la funcién de Green sobre la inclusidén esférica. Antes que nada
consideremos la siguiente integral que es una integral prototipo de muchas que hay que
calcular

ikl '
= /Vdmjvdm’—é—, R=l|z -2, (3.71)
sobre el dominio V (lz| < a) donde a es el radio de la esfera. Calculemos la integral
| GhR . _
J(z) = fv -4, (3.72)

es conveniente usar la siguiente expansién que es tomada de Morse y Feshbach, 1953
pp. 1466)

ghR e " (-1
T " k> (2n+1) }; emm cos[m(y — )] x (3.73)

n=0 m=0 '

m s Jnlkro)ha(kr) T > 19
X P{cosfy) P (cosf) {jn(kr)hn(icro) r < ro,
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donde 6, ¢, r son las coordenadas esféricas en el punto de observacién z, 6y, ¢, 7o son
también las coordenadas esféricas pero ahora en el punto =’ que son las coordenadas de
integracidn, €, es el factor de Newman quees 1sin=0y 2sin > 2y j, ¥ hy son las
funciones de esféricas de Bessel. Escogemos el sistema de coordenadas de tal manera
que el eje polar es considerado como el vector de observacion x. En este caso tenemos

PM1y=P)(1)=1 PM1)=0, m=1.2 .,

y la expansién (3.73) toma la forma

et e 0 jn(k'ro)h’n(‘kr) T > To, i
7= ik T?L:J[}(Zn + 1} P, (cos bp) {jn(kr)hn(kro) r <o (3.74)
Ahora podemos escribir
eikR o0 ‘ 21 1 a
f d' =ik'S (2n+ 1) f dy [ P(2)dz / £, ro)r2dro, (3.75)
v R = 0 —1 0
donde f(r,rq) estd definida como _
[ dnlkro)h (kr) 1 > 7,
f(?", TO) - {jn(k’f')hr(k)To) r <7y (376)

Tomando en cuenta que Pg(z) = 1 y la relacién de ortogonalidad

1 2 (n+m)!
m m —
[ PP R = g e S, 3.17)
se obtiene _
eszd | amik
/;/ 7 de = A Jla,r).
donde '

J(k, 7") = hg(k?") /: jo(k?‘o)?"gd’f‘g + _j‘o(k?") /;a ho(k’f‘o)?"%d?"g

- bl eaolnel

kr

1 . : ' :
- @{(krﬂho(km(kr) — jo(kr)ha(kr)] + (kawo(kr)hl(ka)}
Al usar las relaciones para las funciones esféricas de Bessel {Abramowitz y Stegun 1965,
p- 439)

. . 1

In{2)hn—1 = Jn-1(2)hnl(2) = —,
se obticne

T (kr) = [z + (ka)? jg(kr)hl(ka)},



3.5 El calculo de las integrales sobre una inclusién esférica 79 .

y finalmente tenemos
kR

[v R = g[“'(ka)%O(k?‘)hl(ka) - 1}.

Ahora calculemos

g =[]
= %72[ f;” de f; sen Odf fO“ ridr [i(ka)gjo(kr)hl(ka) _ 1},
- 167?;? [i(i;;):a (ka)?j;(ka)h, (ka) — C;—g] ,
por lo que |
J(ka) = 1637;5@“‘ [3zka31(ka)h1 (ka) — 1} - (3.78)

La segunda integral que hay que calcular para usar el Método Autoconsistente es

Ty = / [axzamj/ ZR } 379)

Tomando en cuenta la ecuacién (3.78) se tiene que

”“R 4 Jo (k) :
' = —i(ka)*h,(ka 3.80
amaxjf o = qailke) )a 2:0z; (3.80)
Calculando la segunda derivada de la funcién de Bessel j; se llega a
623‘0(’67‘) 9 1 oot
W ,— —k r Jl(k'f') ij gz‘f_?.b(kr) gz = ?,
; :
Ty = _ﬁ% (ka 2h,1(k;a / r2dr fmm { J1(kr)dy; .f%gjjg(kr)] dSe,
1672 el 3 .
= - z(ka)ghi(ka)/g {E;jl(kT) — J,g(k?")} r2dré;;.
Usando la siguiente relacién de recurrencia de las funciones esféricas de Bessel
2n 41
D) ) = forr(D) + Fum (2,
se lleg:i a
1
TJij = 6; hl (ka) 03 A r? Jolkr)d (3.81)
161r

~ 3 (ka)h1(f'€a)31(ka)

£STA TESIS NO balk
DE LA BIBLIOTECA
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Ahora consideremos la expresidén

a '.l.kR :
oy (3.82
Jijet = [ O ez, 9m0 / 7 (3.82).
y tomando en cuenta las relaciones
szo(kT) 2 1 . .'171333 .
filkr) = Gt = = [ E(kn)sy — ()
y luego
T
fuslkr) = —K [ 5 By + B - Syzi)ja () + k2L 33(kr)}
) k
Jijpi(kr) = *-kg[ - 7‘3(51‘;'5@! + 8i b1 + O8:) Jolkor) + ?,—3(5«;;;%%
| =+ (Sik.’ﬂjﬁg + 6_,',2;-:61'% + (Sig:llj.’lik + 63-!3:%-:13,6 + (5kzmixj)j3(k;r)
i '.
- sz‘ﬂ?jkal.?é(kr)}
obtenemos
2 T .
Toua = [ dp [ sen0fiudd (3.83)
k2 . WS -
= 4r ﬁ(&jam + 2L 1) g2 (k) — "3—(523% + 2Ljm1) 33 (kr) +

kA :
+ I-g(éijék; + 2Iz'jkl)34(k?“)]

113 . ) 1156 . o
= 47[';64((5:;3‘5]61 + 21'”“){% [?g—;jg(k?") — jg(k'f‘)] - Tg [E?:jg;(k'r) e j4(k?"):l }
4wkt 3. 7
= 7;5 (0450m1 + ZLM) [k 1(kr) — -k-;-—jg(k’l") + h(kr)]
Akt 3 . .
= 5 ——(8450k1 + 203551) [?{;]1(’”) — J2(k7“)}
4kt

=~ Iz —— (64581 + 20501 ) Jo ().
Después de algunos calculos se tiene que
¢ . -1 .
[ raotkr)dr = 55 (k)i (kr),

y obtenemos finalmente

1672a®
15

Tijol = (k*Yi(ka)ji(ka)hy (ka) {60k + 2Lisur)- (3.84)
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Las expresiones obtenidas permiten ahora hallar los valores promedios de los niicleos
de la funcién de Green sobre las inclusiones esféricas

Gie = Goy (3.85)
= 1
G = 302 [3 2¢p s W Z( Gki],

Ginn = —— L 58eo0ub — | B2, + (3.86)
ik,j 15[70&)2 BYikYj B .

Q!Z

2 .
o 2 (1)K — @en | (i0m + 2igr) ¢,
ki — k3 =

e 2 z . 1
Giglanwy = Pyn = P16yl + P (Iz'jkl - §5ij5kt) ) (3.87)
donde
— 2 k2 _q
nos ' 3.88
' 3(3390 + 4g) ; k% — k2 Cks» (3.88)
7 It 1 9 2 . k2 g
R P 1 ' 3.
’ 5 {"LO /3 3;{;0 + 4!1,0 2( 1) k? . kg le]) ( 89)
1
= vl d’”’f dogle =) (3.90)
2
- K, (,Ig? Z( 1 — 1)
2 kz — a2 kz _ sz
= - H z ] R
o [;( ) =TT 7 }
2 2 Gtz(k% o k%)}
= - 1 [ z b + QK] — Ry)
(’“ {;( Bk
y de esta manera,
101 & k2 _ a2
Rl V' aE g 91
T Li’ +;( Ve —kg)%} - (Bay
debido a k2k3 = a?q ‘
g,ik = gr ik,
13 o? ~ kf
I = e U T 3.92
? 3ko i:l( ) k% - k% Ehs A ( )
Yige = Yok, (3.93)
2 .
_ e (_1)1
T 3k 94
! 3k (2 lk% k3 Chio (3.94)

Fi,k = f‘éik, F—_Zh}@g’)’.
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En la presente seccién se calculd el promedio de la funcién de Green sobre una .
inclusidn esférica (3.85), (3.91) v (3.93) las derivadas de algunos de sus elementos.

En la siguiente seccién se usard la funcién de Green promedio para encontrar las
ecuaciones que definen las propiedades efectivas con el Método Autoconsistente.

3.6 Las ecuaciones autoconsistentes del problema
termoelasticos

Aqui se plantearan las ecuaciones autoconsistentes para un medio compuesto de dos
fases y para ello se tomara en cuenta la relacién (3.7) con la cual es posible hallar las
ecuaciones autoconsistentes para las propiedades efectivas. Consideremos ahora este
medio compuesto de dos fases cuyas inclusiones son de forma esférica. De las relaciones
constitutivas tenemos

<0y > = Ofgkzegt - ?73390 +p(O?.1_jrs O‘?Jrs) < €rs > —p(mlj = 773}) < 8>,
<§> = 90772 e° + ¢f° -|-p90(nﬁ.j - 7?53') < ey >1 +plep — ) < 8 >y,

<g > = —-K,”t? —p(ﬁ,” — K5) <t >1,

<pi> o= —iwpety —iwp(py — pa) < g >, | (3.95)

donde < - > significa el promedio sobre el volumen ocupado por la inclusién { el
superindice 2 quiere decir que se frata de las propiedades de la matriz y el 1 de la
inclusién). Suponemos que el promedio < u; >= uY y < 8 >= 0° son ondas arménicas
planas de la forma,

uf = miexpli(k -z —wt)], <6 >=rexpli(k-z — wt)]. (3.96)

Sustituyendo en el lado derecho de (3.95) en (3.66) v ( 3.70) después de promediar
sobre el volumen ocupado por la inclusién esférica se llega a

<O > = C?:ijzegz - W?jgo + ph(k)h(~ ){(Ozljrs Jrs)(Rr_sktekl
1 1 1 -
- )~ o = Bl
= {C!._jkl + ph‘ ( ) \i(czl;ws C'.'.gjrs) ;skb
~ (ny - TI”) BTSA;skl} }em {7713 + ph(k)h(—k)

1 _
|: 7713 - nw (ijrb szjT‘S) 1~s].icla'kl} }90 (397)
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<s> = eonz?jegj + et + Ph(k)h(_k){%(nzj nzy)(Rkaiekl
R“Haklﬂ ) (Cl — C2) (_A'_ﬂ“eo AB Bz Az}}clegl) }

1
b
| ) 1,
_ {90?7;3; + ph(k)A(—E) {90(??3;.- - n?j)Rijk; + (1 — C2)A—93iinj}cl} }egz

1 1
+ Cy + ph(k)h(—k) {(Cl - CZ)E - 90(7?:'3 - an)BR;Llak;] }901- (398)
<g> = fﬂ;;.i? ~ ph{kYh(~k) (s}, — i) (Dist] + dieju) \ (3.99)
= |kl + ph(R)A(—k) (ki — 53) Diglt] — ph(k)h(—k) (refy, — Ko} dpsue]
<pi> = —z'w{pou? + ph(k)R(—k) (o1 — p2) (Fixuf, + fiktg)}

. z’w{ [pam + ph{RYR(=E) (o1 — pa) Facu + R(E)H(—E) (o1 — pz)fik@z.}om

Escribamos ahora las ecuaciones (3.97)-(3.100) como las ccuaciones de movimicento
promediadas junto con la conductividad térmica

div<o> = <p>, (3.101)
V<g>+<s> = 0, ' '

y como resultado tenemos
9; Cy klaluk 33'%)90 ~w?[phui + ph(k)(—k) (o1 - p2) fir00°], (3.102)
donde ”

= O+ ph(k)h(;k) [(c1 - CHR™ — (o - ng)i—BA"l] (3.103)

1 .
7 = 1?4 ph(k)h(-k) [(nl ~ 1)+ (C* - C?) bR“ ] (3.104)
0
e = b+ ph{k)R(—k) (o1 — p2) Fi. (3.105)
La ecuacién (3.102) puede ser escrita en la forma
a [Cz;lklaiug - ?710_]90] + wPEfcug = 0: (3106)

donde

1 1
n; = n5 + ph(—k)h(k) [('U}j - n%)z\; + (Clirs = Cies) g Rrguons — w? (o1 = p2) fis | -

(3.107)
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El promedio de la ecuacién de la conductividad del calor nos lleva a

B;k%,0;6° + iww {0 el + °6°} + ph{k)h(—k)B;(ih, — k3 )drgul =0, (3.108)

donde
'fgj = K’z?j + ph(k)h(—k) (53, — K3) Dij, (3.109)
7?1(;2) = ’T?j + ph(k)h(—k) [(n}ce - WEE)RE;%;' + (& )Aﬁ BMAMU] (3.110)
O = -+ ph(R)h(=k) [(c1 ~ cz)i_@ — ol n,.j)R;jmaMH L (311
La ecuacién (3.108) toma la siguiente forma
Bik%0;6° + iw [Bynyel + 0°] =0, (3.112)

y ahora

- 1 -
77% = 777;2;,' + ph{k)h(—k) {("7}11 - Wit)Rkﬁj + (a1 — C2)m_3kt/4k§j (3.113)

L 2
— (K — Kz ) dril.
ngo( ik zk) k.?]
Se sigue de las ecuaciones (3.106) y (3;112) que las cantidades C°, n°, & &® y p° pueden
ser considerados como las propiedades globales del medio compuesto. Escribamoslas
explicitamente para un medio compuesto isétropo con inclusiones: esféricas en una
matriz isétropa. Fstas cantidades se pueden escribir de la siguiente manera

1
O’ijl = kgéijakg + Q#U(Iijkl - 56,-3-6,5,;), . . . (3114)
Mk)h(—k
ko = ky +P—%£—l (k1 — k)b — (m — m2) B|, (3.115)
1
po = o+ ph(k)h(—Fk) (1 — Mz)“A—Qa (3.116)

b = 1+ 3f‘(?’]1 — 770) — iwg(q _..CO):

3L (ky — ko) + iwboF(m — g),

Ay = Ab+ 3aB, .

Ar = 1-9Pi(ky ~ ko) + 3T(m — m),
a = 3P(m —m) —wYa — ),

sV
}

Ay = 1-2P(u ~ ),

Ty = 7o, (3.117)
hk)h(—k )

wo= mtp MR G A+ 30k — ko)a (3.118)

Ay
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-~ wgpﬂ@z@(p; — p2)7(K1 — Ko),

Ay = [1—{p1 = po)w’Gl[L — (k1 — Ko)] — (01 — Pn)l(f‘ﬁi — ko)w’T'7,

Ky = koby, | | (3.119) |
K = ke +pu@£—5_~k—)(ml — Kyp) [1 —w(p, — po)c?], (3.120)
g = +pﬂ%ﬂ{(q — cg) Ay — 30p(m — 'f]g)a], (3.121)
o= ot B - g = ) (3.122)

Las ecuaciones (3.115), (3.116), (3.118), (3.120)—(3.122) forman el sistemas de ecua-
ciones autoconsistentes para las propiedades globales del medio compuesto. Para co-
nocer las propiedades efectivas es necesario resolver este sistema para cada de las
frecuencias de interés. o o

Un caso particular sucede cuando no hay interaccién termoeldstica, i. e., cuando los
procesos eldsticos y térmicos no interaccionan. -En este caso se recuperan las ecuaciones
autoconsistentes puramente eldsticas de Sabina y Willis (1988) (5.3)-(5.5).

3.6.1 El caso desacoplado

Consideremos el caso cuando no existe un acoplamiento termoelastico.
El caso desacoplado se presenta cuando 7 = 0,¢ = 0, k% = o2, k2 = g y las ecuaciones
(3.85), (3.88), (3.89), (3.92) y (3.93) conduce a que § =0,y=T =0y

— EQ

A "~ 3(3ko + 4pso) (6:129)
P, = —% L%De,e o kozj-a@o} (3.124)
G = - 3{;})2 [3 - 265 — €] - (3.125)

§ = —g—‘;i- O (3.126)
Ay = 1 —9P(k — ko), (312

las cuales reproducen las ecuaciones (5.3)- (5.5) de Sabina y Willis (1988) que corres-
ponden a los efectos puramente eldsticos.

3.7 Discusion

Challis (1998), et al,, presentan resultados experimentales para un medio heterogéneo
donde la matriz es un epoxy y hay una concentracidn de inclusiones en forma de
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hojuelas de Talc de Luzenac con una distribucién de didmetros dada. Aquf se hardn
algunos comentarios sobre las figuras que aparecen en el articulo antes mencionado y
los resultados obtenidos con el Método Autoconsistente.

Se considera una matriz epdxica con inclusiones de forma esférica de Talc de Lu-
zenac. Los radios de las inclusiones tiene una distribucion que se muestra en la figura
3.7.1. Los valores de las propiedades termoelasticas de los medios que se utilizaridn se

-4

=55
RADIGH EN 169,

Figura 3.7.1 Distribucién de radios de las inclusiones vs. concentracién -
de volumen de las inclusiones.

presentan en la tabla 3.7.1. Estos datos los presentan Challis (1998), ellos tomaron los
valores del vidrio para el Talc de Luzenac debido a que no existen datos en la literatura.

Medio | epmfs) | es(m/s) | plkg/m?) | k(W/m °K) | ¢(J/kg °K) | a(1/°K)
Epoxy 2675 1198 1190 2.102 0.22 2.03 x 10~
Tal de Luzenac | 5900 3830 2780 10.46 0.18 2.1 x 107®
Keremid 601 1975 0948 1440 - 0.230 1.0 50.0 x 107°
Si04 5271 3291 2600 13.8 1.17 0.5 x 107°®

Tabla 3.7.1 Datos usados para hacer los cdlculos numéricos. Epoxy y.

Tal de Luzenac tomados de Challis (1998). Para ¢! Keremid 601 y el

cuarzo tomados de Arridge (1992).

Descripcidn de las figuras

En la figura 3.7.2 (figura 4 de Challis, 1998) se presentan la absorcién multiplicada
por la longitud de onda (aX) como funcién de la frecuencia (MHz).

La absorcién a es la parte imaginaria del nimero de onda complejo el cual esté

dado como sigue

cplw)

+ 10 (w),
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Figura 3.7.2 Absorcién por longitud de onda obtenidos con el Método
Autoconsistente considerando dos medios con comportamientos diferen-
tes: uno eldstico y otro termoeldstico ademés de datos experimentales
como funcién de la frecuencia.

donde ¢, es la rapidez de la onda P. La linea continua corresponde a datos experimenta-
les del medio heterogéneo (Challis 1998), la linea discontinua representa los resultados
que se obtienen usando €l Método Autoconsistente para medios termoeldsticos mien-
tras que la puenteada son los resultados encontrados con el Método autoconsistente
sin incluir efectos termoelasticos.

En la figura 3.7.3 se muestra aA a 40 MHz como funcién de la concentracion.
Las cruces representan datos experimentales y para las curvas se considera la misma
notacién que en la figura anterior.

03, d - T —

L] 0 12 54 3
FRACCION VOLUMETRIGA

Figura 3.7.3 Absorcién por longitud de onda obtenidos con el Método
Autoconsistente considerando dos medios con comportamiento diferente:

uno eldstico y otro termoeldstico y datos experimentales como funcién
de la concentracién de inclusiones.

En la figura 3.7.4 se exhibe el cambio en la velocidad del medio compuesto de
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una matriz epéxica con una concentracién de 10 % de Talc de Luzenac como funcién
de la frecuencia. El cambio en la velocidad se define como v, — v, donde v, es una
velocidad de referencia. Para las otras curvas se emplea la misma convencién de las
figuras anteriores.

TESIS CON
FALLA DE ORICEN |

: 4
s AD

ZIO ZSFHGCUE'*ICIA(MszJ
Figura 3.7.4 Cambio en la velocidad (vp — v;) como funcién de la fre-
cuencia obtenidos con el Método Autoconsistente y datos experimentales.

En la figura 3.7.5 se presenta la grafica de las propiedades efectivas para el com-
puesto formado por Cuarzo en Keremid 601. Estas propiedades son calculadas con el
Método Autoconsistente a frecuencia cero (linea continua}, las cotas de Rosen-Hashin
(linea discontinua) y datos experimentales {circulos). El inciso a) muestra la compre-
sibilidad, el b) el mdédulo de sizalladura y el ¢) el coeficiente de expansién volumétrica
como funcién de la fraccidén volumétrica de las inclusiones.

Discusién de las figuras

En la figura 3.7.2 se puede observar que cuando se usa el Método Autoconsistente
teniendo en cuenta efectos termoelasticos se aprecia que la cantidad o) es mayor que
cuando se toman tnicamente encuenta efectos eldsticos en casi un 100%. Esto es
debido a que hay disipacién de energia. Alrededor de la frecuencia de 25 MHz los datos
experimentales y los resultado calculados con el Método Autoconsistente termoeldstico
son parecidos. Se observa que existe un comportamiento cualitativo semejante hasta
una frecuencia de 34 MHz.

En la figura 3.7.3 se observa que a mayor concentracién de impurezas la cantidad
aA crece.” También se puede notar que los resultados que se obtienen con el Método
Autoconsistente para el caso termoeldstico son més cercanos a los datos experimentales
que aquellos cuando no se consideran tales efectos térmicos. Los resultados numéricos
para A que se encuentran son muy sensibles a cambios en la frecuencia.

El cambio en la velocidad (v, — v,) figura 3.7.4 es practicamente creciente hasta
una frecuencia de 24 MHz. Se puede observar que los datos experimentales estan muy
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FRACCION VOLUMETRICA

Figura 3.7.5 Comparacion de los resultados obtenidos usando el Método
Autoconsistente y usando las cotas de Rosen-Hashin junto con datos ex-
perimentales el coeficiente de expansién volumétrica. El inciso a) muestra
la compresibilidad, el b) el modulo de sizalladura y el ¢) el coeficiente de
exapansion volumétrica.

cercanos a los resultados que se obtienen con el Método Autoconsistente sin tomar en
cuenta efectos térmicos.

Claramente se puede observar que los resultados calculados con el Método Autocon-
sistente estan dentro de las cotas de Rosen-Hashin lo mismo gue los datos experimen-
tales. Este ejemplo muestra que hay combinaciones que, por un lado, pueden reforzar
ciertas propiedades, por ejemplo la compresibilidad y el médulo de sizalladura, y por
otro lado disminuir el coeficiente de expansién volumétrica. Este hecho es muy 1til en
1 disefio y fabricacién de placas para circuitos electrénicos.

3.8 Conclusiones

Las conclusiones que se obtienen de las secciones anteriores son:

o Los resultado que se encuentran con el Método Autoconsistente incluyen el caso

cuando unicamente se consideran efectos eldsticos y son las ecuaciones (3.123)-
(3.127) (Sabina y Willis, 1998).

¢ Se tiene un modelo para calcular propiedades termoeldsticas efectivas de medios
heterogéneos con una distribucidn radios dada de inclusiones esféricas usando el

TESIS CON
FALLA DE QRIGEN
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Método Autoconsistente.

La absorcién que se obtiene con las ecuaciones termoeldsticas es mucho mayor que
aquella que se encuentra con las ecuaciones puramente eldsticas (casi el 100%).

En el caso de la absorcidn como funcién de la concentracion de las inclusiones los
resultados calculados tomando en cuenta efectos termoelédsticos estdn muy cerca
de los datos experimentales a 40 MHz.

Para el cambio en la velocidad v, — v, el Método Autoconsistente puramente
eldstico predice con mucha precisién los datos experimentales desde una frecuen-
cia de 16 MHz hasta 28 MHz.



Capitulo 4

Conclusiones generales y problemas
abiertos

En los capitulos anteriores se presentaron dos modelos matemaéaticos para describir el
comportamientos de medios heterogéneos: uno de ellos el Método de Homogeneizacién
Asintética y el otro el Método Autoconsistente. Por comodidad retomaré las conclusio-
nes de cada uno de ellos y luego presentaré algunos problemas abiertos con los cuales
se puede continuar esta investigacién para cada método.

4.1

Método de Homogeneizacion Asintética

Las conclusiones a las que se llego usando el MHA son:

Se obtuvieron Relaciones Universales, es decir, relaciones exactas entre propie-
dades macroscdpicas sin tener que resolver ninglin problema local y sin importar
la microestructura (ecuaciones 2.60).

Es posible hallar propiedades efectivas en forma analitica usando el Método de

Homogeneizacién Asintética para modelar rocas heterogéneas, ecuaciones (2.92)

y (2.126).

Con las ecuaciones antes citadas, es posible validar resultados numéricos que se
encuentren para otras microestructuras.

El comportamiento de un medio heterogéneo es cuantitativamente y cualitativa-
mente diferente si la fibra esta llena de un fluido o de otro sdlido. En el caso de
todos los fluido, las propiedades efectivas se comportan de manera semejante.

Una diferencia importante entre las dos geometrias estudiadas es que los valores
minimos se alcanzan a concetraciones mas pequenas cuando la celda es cuadrada
que cuando es hexagonal.

9l
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¢ Cuando las fibras estdn llenas de algiin fuido el comportamiento de las velocidades
de ambas ondas p ¥y s es semejante, es decir, no importa el fluido, la respuesta
del medio es basicamente la misma.

Algunos de los problemas abiertos con los que se puede continuar este trabajo de
investigacion son: '

e En el capitulo 2 se estudiaron fibras infinitas de seccién transversal circular. Un
siguiente paso es tomar la forma de la seccién transversal de la fibra arbitraria, es
decir, que no sea circular. Para ello hay que resolver numéricamente la ecuacién
de Laplace, sobre Ia fibra y sobre la matriz tomando en cuenta la nueva interface,
de tal manera que la solucién sea doblemente periddica. Se tienen resultados
analiticos que fueron descritos en el capitulo 2 con los cuales es posible checar
los resultados numéricos.

» Considerar un medio periédico en forma de tejido o bien entrelazados y nueva-
mente resolver las ecuaciones numéricamente, para modelar con més fidelidad las
rOCas. -

e Las propiedades efectivas que se presentan en este trabajo son estiticas, i.e., no
dependen de la frecuencia y ademas no es posible observar atenuacion en el medio
equivalente. Una manera de observar la atenuacién es considerar las propieda-

 des efectivas dinamicas y para ello habria que usar el MHA en las ecuaciones
dindmicas de la elasticidad.

4.2 El Método Autoconsistente

Las conclusiones a las que se llegaron usando el método autoconsistente son:

e Los resultado que se encuentran con el Método Autoconsistente incluyen el caso
cuando Unicamente se consideran efectos eldsticos y son las ecuaciones (3.123)-
(3.127) (Sabina y Willis, 1998).

e Se tiene un modelo para calcular propiedades termoeldsticas efectivas de medios
heterogéneos con una distribucién radios dada de inclusiones esféricas usando el
Método Autoconsistente.

o La absorcién que se obtiene con las ecuaciones termoeldsticas es mucho mayor que
aquella que se encuentra con las ecuaciones puramente eldsticas (casi el 100%).

e En el caso de la absorcién como funcién de la concentracién de las inclusiones los
resultados calculados tomando en cuenta efectos termoeldsticos estdn muy cerca
de los datos experimentales a 40 MHz.
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» Para el cambio en la velocidad v, — v,, el Método Autoconsistente puramente
elastico predice con mucha precisién los datos experimentales desde una frecuen-
cia de 16 MHz hasta 28 MHz.

Y los problemas abiertos:

¢ Para hallar la deformacién en todo el espacio por el hecho de haber un dispersor se
uso la aproximacién tipo Galerkin que consiste en suponer que la deformacién es
constante sobre la inclusion. Los resultados pueden ser mejorados si se considera
la deformacién exacta sobre la inclusidn.

e En el presente trabajo se consideréd que las inclusiones tienen forma esférica.
También es posible usar este método para estudiar el efecto cuando las inclusio-
nes tienen otras geometrias por ejemplo, elipsoides, elipsoides con una razén de
aspecto muy grande, etc.,y para estos casos habria que encontrar la funcidn de
Green para un medio termoeldstico isétropo y de ahf los nicleos de la funcién
integral.



94

Conclusiones generales y problemas abiertos
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Apéndice A
Propiedades de las funciones

elipticas

Representacién de las funciones Zeta de Welerstrass cuasi-periddicas ((z), funciones
elipticas de Welerstrass p y la funcién de Natanzon @Q(z) con periodos w;y ¥ wy

((z) = %+Z’ L —1ﬁmn + ﬁ‘;’ + B—}ﬂ , (A1)

p(z) = %‘F Z’ {(z_;mny - ﬁi ] ] (A.2)
_ 2 1

W) = S|~ | (A3)

Las funciones ((z) y Q(z) son funciones impares mientras que g(z) son pares. Estas
funciones y sus derivadas estdn relacionadas mediante las expresiones

C{z4+wy) ~((2) = by, : (A.4)
Qlz+ws) —Q2) = @ap(2) + Yo, (A.5)
QP (2 4+ wa) — QP (2) = @ap®™(2) para k>1, (A.6)
pEH 2+ we) — W (2) = 0 para k >0, (A7)
o o) = (). (43)
diwe — daty = 2w,
Oty — a0y = Yol1 — V1We,

donde

505 = QC(Wa/z)a
Yo = 2Q(wa/2) ~ Dap(wa/2). (A.9)
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Series relevantes de funciones elipticas asociadas
Sprt = 3Bk para k41> 2,
1,7t
Tirt = 9 BrnBi ™' para  k+12>3,
M,

Mt — _cilc+t-18k+h
M = CinThst, (A.10)

donde la prima del simbolo ¢ indica que es la doble suma sobre m y n excluyendo
m =n =20, donde

5&m = mw, +nwe para m,n =0,+1 £2, ..

CL = k\/1(k — 1!

En el caso en que la celda base es cuadrada w; = 1, wy = ¢ y las series Sy y
e se hace cero cuando £ + 1 no son de la forma 4f para ¢ = 1,2,3,... Las series
Tw ¥ my son cero cuando k£ + ! no son de la forma 4t — 1 para ¢ = 1,2,3,... aqui
81 =T, 0 = —im, 11 = —5S*/x,y2 = 5iSy /7

En el caso que la celda base es un hexdgono wy = 1, wy = €%, u = /3, & =
7/ sen u, 8y = dre” %, v real y 1y = yre®.

Las series Spyt ¥ 7 son cero cuando k + [ no es de la forma 6t para ¢ = 1,2, 3, ...
Las series Ty v 1%, son cero cuando k + ! no son de la forma 6¢ — 1 para t = 1,2,3,...
(ver, por ejemplo, Grigolyuk y Fil'shtinkii (1970))

Tabla 1.
Para t, s = 1, 2, 3, ..., Las componentes que se hacen cero de 7 estan dadas por

E\D 1 4s—1 4s+1

a4 -1 . 0

4+1 0 . 0
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Tabla 2.
Parat,s =1, 2, 3, ..., las componentes cero de ry son

E\l 1 45—1 4s+1

1 0
44-10 . 0
44 +1 . 0

Tabla 3.

Las componentes nulas de gy son mostradas para t,s =1, 2, 3, ...

KD 1 4s5—1 4s+1

1 0
44 -1 0 . 0
4a4+1 . 0
Tabla 4.

Componentes cero de n para t,s =1, 2, 3, ...

K\l 1 6s—3 6s—1 6s+1

6t—3 0 . 0 0
6t—1 . 0 0

6t+1 0 0 . 0
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Tabla 5.
Componentes cero de i parat,s =1, 2,3, ...

K\ 1 6s—3 6s—1 6s+1

1 0 0
6t—-3 0 . 0 0
6t—1 0 0 ) 0
6t+1 . 0 0
Tabla 6.

Componentes cero de gy parat,s =1, 2, 3, ...

E\l 1 6s—3 6s—1 6s+1

6t -3 . 0 0

6t—-1 0 0 . 0

66+1 0 . 0 0




Apéndice B

Propagacion de ondas en medios
termoelasticos

El objetivo del presente apéndice es mostrar los nimeros de onda que aparecen en un
medio termoelastico cuando una onda termoeléastica plana se propaga. Se considera un
medio termoeldstico infinito homogéneo y se parte de las ecuaciones que describen en
campo de desplazamiento u; y el campo de temperatura # del capitulo I (1.123)—(1.124)

aj[cfjkzalug - 77%90] + wppu; = 0, (le) |

8ik3;0,0° + iwlfongel; + cof®] =
Se propone que las soluciones sean ondas planas de la forma

wl(z) = Uie®®,  6%(z) = Te*®, - (B.2)

k3

donde % es ¢l nimero de onda. Después.de sustituir (B.2) en (B.1) y de considerar que
el medio es isétropo se tiene la siguiente relacién de dispersién ‘

(A% (k) — w?000ikiUs + ikimeT = 0, (B.3)
—iwly - 1thimelUs; + (kzﬁig — ZQJC())T = 0,

despejando a T
T = iwgo(k2f€0 - iwCO)—likiﬂgUi ' (B4)
A (k) B2 (Mo + 2u0)&bs + pobirl, Ok = 0u — &ibs, & = —

fl

Usando a (B.4) en (B.3) se tiene

{16 O + 2000) = oo € + (K710 = pow”) i — iy k*n (K s — iwee) 66k} Ui = 0
(B.5)

h
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Se tienen dos casos, cuando el desplazamiento es paralelo a la propagacién de la onda
u; || & v cuando wu; L &. El primero es para la onda p v el segundo para la onda s aqui
se¢ encontraran ambos. Consideremos el caso cuando u; || &

iw90ﬁ2k2 ‘
E* (Mo + 2u0) — ppw? | ———— =0, B.6
e e (8.6)
0 bien
[kz()\(] + 2p0) — png] (kKo ~ iweo) — twbon’k? =0, (B.7)
reescribiendo la ecuacién (B.7)
4 2 2 _
kK — [% + o1+ 60)] + gocy =0 (B.8)
donde se usa la siguiente notacién
1Weo moMoby 70 o pow® 4
= -—, = y My = ————, = 4+ - B.9
do . €0 e 0 o + 2120 Qg %o 3 ( )
Los nimeros de onda al cuadrado para la onda p son
2 LTy ' 2 2 2
kis = 5|t qo(1l + o) + \/[Oéo + qo(1 + €0)]? ~ 4goed | - (B.10)
Lo cual quiere decir que existen dos tipos de onda p, una para + y otra para —. Si

tomamos el caso cuando u; L & se obtiene el nimero de onda para las ondas s. .

pow’
K= B (B.11)
25}

Noétese que cuando € = 0, es decir, el caso cuando no hay término de acoplamiento
termoeldstico, se recupera el numero de onda asociado con una onda plana que se
propaga en un medio puramente eldstico.



Apéndice C
Anisotropia en elasticidad

C.1 Definicién

Un medio anisdtropo es aquel cuyas propiedades fisicas cambian de acuerdo a las distin-
tas direcciones. En particular la rapidez de las ondas, varia dependiendo de la direccién
de la propagacién de la onda. La polarizacién de una onda eldstica dada depende no
solo del tipo de onda y de su direccidén de propagacién, sino también de las propiedades
del medio. Es claro que la propagacién de ondas elasticas en en medios anisétropos es
un tema nada facil de tratar.

Cuando se tiene un grado bajo de simetrias en un cristal, el nimero de constantes

eldsticas para caracterizaria se incrementa. Por ejemplo, un medio que tenga simetria

triclinica, es altamente anisétropo y es necesario conocer 21 constantes independientes
para describirlo. Por otro lado, para un medio que es transversalmente isétropo sélo
son necesarias tres constantes elasticas.

Cuando se tienen medios heterogéneos, aparece lo que se le conoce como isotropia
aparente, la cual se nota en la macroescala aunque sus componentes sean isétropos.
Esto puede ser debido a la forma cémo estan arreglados sus constituyentes.

C.2 Un medio anisétropo simple; una pila de capas
isdtropas
Vamos a ver un ejernplo donde la anisotropfa aparente se puede ver claramente. Con-

sideremos una pila de capas isétropas paralelas donde cada capa tiene ridez py y po
que estan presentes alternativamente, como se muestra en la figura C1.

Sea u(z,y,z) el campo de desplazamiento que estd asociado con la deformacion
elastica. Las ecuaciones que describen la deformacién de corte Ou, /0y y Ou,/0z son

Hn By = Sn; n=12, (C.1)

16}
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Figura C.1: Deformacidén eldstica de una pila de capas isétropas homogéneas bajo dos
tipos de esfuerzo de corte; uno a lo largo del eje z y el otro al del eje y.

Oy

s

donde i, es la rigidez para la capa n. Las condiciones de fronteras son diferentes

para los casos 1, y 1;. En (a}, la geometria del problema conduce a un campo de

desplazamiento uniforme en el plano ¥y = 0 y y = L donde las fuerzas de corte son

aplicadas. La capa con rigidez y; sufre un esfuerzo s; y la de uo, se. El promedio del
esfuerzo de corte es:

= 8n; n=172, (C.2)

< § >= (81h1 + 82h2)/H, (03)

donde H es el grueso total de la pila mientras que hy y ho son el grosor respectivo para
cada una de las capas. Al sustituir lo que vale s, de (C.1) en (C.3) se obtiene

_ (k| peha\ Ouy PR _ 2
<s>-( 17 + H)&y’ 6 bien<s>=< u> —, (C.4)

donde D es el desplazamiento que se muestra en la figura (C.1a) y L es el largo de la
capa en direccién del eje y.
La rigidez aparente < u > es el promedio aritmético de las dos rigidez locales.

SRC SR
M _UlH #2H-

(C.5)
A este tipo de promedio se le conoce como el promedio de Voigt.

Por otro lado, en la figura (C.1b) el esfuerzo de corte es aplicado uniformermente
en la partede arriba asi como en la parte de abajo de la pila. El esfuerzo es uniforme
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dentro de todo el material mientras que la deformacién local du,/dz varia punto a
punto:
auly a”U,gy
0z 0z
La deformacién total D}/H puede ser calculada al dividir el desplazamiento relativo
total D por el grosor H de la pila, i.e.,

S = Ly (06)

D 8’&1 6U21 1 hl hg :
—_=1h ¥ YVl - =[-2 —_ .
7 (18z + g 8z)H (M1+#2 S/H, (C.7)
o1 ahora definimos la nueva rigidez aparente < y; > como
L (h—l ; 513) H. (c8)
< p > pr o o

Se obtiene la siguiente relacién esfuerzo-deformacidn entre S y la deformacién global
D/H:
S=<y >DJH. (C.9)

A éste se le conoce como el promedio de Reuss, el cual es més pequeiio que rigidez
aparente que da el promedio de Voigt.

Existen otros tipos de promediacién para definir las propiedades eldsticas sobre todo
el medio ademads de las calculadas anteriormente. Los procesos de promediacién maés
usuales son los de Voigt v Reuss. Bl promedio de Voigt es calculado como el promedio
de las constantes elasticas locales y el de Reuss como el promedio de las complianzas.
Un tercer tipo de promediacién es el de Hill y estd definido como el promedio de ambas.

C.3 Simetrias en cristales

Larigidez < u > introducida en la seccién anterior es una componente de un tensor mas
general que relaciona el esfuerzo y la deformacione: el tensor de constantes eldsticas.
Con este tensor se puede describir cualquier cristal con cualquier tipo de simetria.

Vamos a estudiar este tensor para un promedio isétropo arbitrario. Los campos
de deformacion y esfuerzos son tensores simétricos de segundo orden. Para analizar
sus propiedades de simetria hay que estudiar la forma general de la energia libre de
deformacidn de un cristal que es

1
F= 5 CiklmEikClm _ {C.10)

donde cigm es el tensor de médulos eldsticos y e;; la deformacién. Debido a que la
deformacion es un tensor simétrico entonces egep, 10 cambia st i, k, 6 I,m, 6 4,16
k,m son intercambiados. De aqui el tensor de constantes eldsticas tiene las siguientes
propiedades: '

Ciktm = Chalm = Cikml = Clmik- (C.11)
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La condicion de arriba permite reducir el nimero de constantes eldsticas independientes
de 81 originalmente a 21 para el medio anisétropo més general. El tensor de esfuerzos
o;; es la derivada parcial de la energia libre de deformacién respecto de ¢;;, es decir,

Tij = CijkiChi- (C.12)

El tensor de esfuerzos es también un tensor simétrico.  Dada la simetria del tensor
de constantes elasticas, éste lo podemos representar como una matriz de 6x6 Cj;. La
condicién de simetria cijr = Cji Dos lleva a considerar seis parejas independientes
(¢,7). Por razones practicas es conveniente escribir este tensor como una matriz de 6x6
aunque no tiene ningln significado fisico. Para pasar de ¢;ju a C;; se usa la convencién
. de ‘

Explicitamente

1111 Ci122 €133 Ci123 €113 C1112
Coa11 Coo2  C2033  C2223  ©C2213  Co212
Oij _ 033}1 Czzz2  Cazzs  Cszzs  C3313  C3312 (C.13)
Co311  Cag22  €2333  Caz2az Cozigs Co23i2
Cizi1 €1322 C1333  Ci1323  C1313  C1312
Cizi1  Ciz22 €233 Ciza  Ciz1g Cizie

La matriz Cj; es simétrica, es decir, que Cj; = Cj;, por lo que el nimero méximo de
entradas de la matriz C es (36-6)/2+6=21. En el caso més general de anisotropia, el
nimero de constantes independientes es 21. Este nimero se puede reducir cuando se
cuenta con simetrias, por ejemplo, simetria ctbica, tetragonal, etc. El fluido es un caso
particular de un medio eldstico cuyo tensor de médulos elasticos se reduce a

Cijrr = K06;508 (C.14)

donde & es el médulo de comprensibilidad y &;; - es la delta de Kronecker: (1si¢ = j
y 0si 4 # j). Para un medio isétropo, el tensor de modulos eldsticos se puede escribir
COMmLO

Cijkl = }\5ij5ki + u(éikc?jl + (5ig6ik), (015)
donde A y u se conocen como los pardmetros de Lamé.

En la tabla 1 se muestra el nimero de constantes necesarias para distintas simetrias
y un mineral tipico. Los datos fueron tomados {7].

A continuacién se muestra la matriz de constantes eldsticas. No hay que confundir
el nimero de constantes eldsticas distintas de cero con el numero de coeficientes de



C.3 Simetrias en cristales

105

Tipo de simetrfa Numero de constantes
elasticas independientes
Triclinico 21
Monoclinico 13
Orthorombico 9
Tetragonal '
Triagonal I
Triagonal II
Hexagonal
Cibico
Isétropo

B LW ULy =1 O

Mineral

tipico
Plagioclase
Hornblende

Olivine

Stishovite

Ilmenite
Quartz

Hielo

Garnet,

Cristal voleanico

Tabla C.1: Numero de constantes elasticas independientes para diferentes sistemas de

simetrias y minerales tipicos.

C diferentes de cero. Por ejemplo, para el tipo de simetria triclinica, se necesitan 21
constantes eldsticas diferentes, pero al escoger un sistema de coordenadas adecuadas
se pueden reducir a 18 coeficientes no cero (Son necesarios tres dngulos para definir el

sistema de referencia).
Sistema triclinico 21 constantes distintas

Ciy Cr Cis
Crpa Cyp Cu
Cis Co Ca
Cuu Cou Cy
Cis Cos Cias
Cw Cau Css
Sistema monoclinico 13 constantes.
Cu Cr Cis
Cra Cpn Oy
Cia Oy Cag
0 0 0
Cis Cy Css
0 0 ]

Sistema ortorémbico 9 constantes.

Cn Ci Cu

Cia Co Cn

Ci Cos Cxn
0 0 0
0 0 0
0 (0 0

Cia
Coa
Cya
Cas
Ces
Cus

CJQC?C?O
N

o o D

fan]

Cis
Cys
Cis
Clas
Css
Cse

Cle
Cos
Cag

o (C.16)

. 056

Ches

o oo

(C.17)

o)

Ces

s oo R o S

(C.18)

o

Ces
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Sistema tetragonal 6 constantes

Cu Cu

Cia Cu

Cis Cus
0 0
0 0
0 0

Sistema triagonal I 7 constantes

Cu  Cp
Ciz Oy
Cis  Cuis
014 _014
—Cos  Cos
0 0

con Cys = Chs, Css = Cha, Cos = 1/2(Chy — Cia).

Sistema triagonal II 6 constante

Oll 012 013
012 Oll 013
Ciz Ciz U
Cua —Cuu 0
0 0 0
0 0 0

Sistema hexagonal 5 constantes

Cun Ci Cis
Cip Cu Cia
Ciz Ciz Cas
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Sistema cibico 3 constantes

Cn Ch

Ciz Cy

Cia Cia
0 0
0 0
0 0

Ciz 0O 0 0
Cizs 0 0 0
Cy 0 0 0
0 Cy O 0
0 0 Cu 0
0 0 0 Ces
Cizs Cuu —Cyp O
Cis —Ciy Cy 0
Cis 0 0
0 Cu Cas
0 Cyp  Cu Ce
Cla 0 0
—Cu 0 0
0 0 0
Cua 0 0
0 Cu Cha
0 Cu 3(Cn—-Chu
0 0 0
0 0 A
0 0 0
Cua 0 0
0 Cu 0
0 0 Cu-Cu)
Ci, 0 0 0
Cyo 0 0 0
Cu O 0 0
0 Cu 0 0
0 0 Cu O
0 0 0 Cu

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)
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Sistema is6tropo 2 constantes

Cun Cpp Cip O 0 0

Cip Cp Cip O 0 0

Cip Cip Cy 0 0 0
6 0 0 Cu 0 0 | (€29
0 0 0 0 Cu 0

0 0 0 0 0 Oy

donde Clg = 011 - 2044 .

El caso de simetria hexdgonal es interesante en sismologia debido a su relativa
simplicidad y a que pueden aproximarse diversas situaciones reales a esta particular
simetria. Notemos que la simetria hexdgonal y la cilindrica alrededor de un sélo eje
son equivalentes en las propiedades eldsticas. Esto quiere decir que la propiedades
eldsticas de un cristal con simetria hexdgonal son invariantes cuando se rota seis veces
alrededor de su eje de simetria. Debido a que las propiedades del cristal sobre el plano
perpendicular al eje de simetria no cambian, se le llama transversalmente isétropos.
También es lamada anisotropia azimutal. '

Otro ejemplo de simetria cilindrica es una estructura estratificada como la que se
vié en la seccidn anterior. ‘

Un medio isétropo agrietado es otro tipo de medio anisétropo con simetria cilindrica.
Recientemente se le ha dado mucha importancia a tales medios debido a que son de
gran interés en la exploracidn sismica de campos petroleros en México y en el estudio de
areas de fuentes de temblores. Las propiedades de medios agrietados son importantes
én el estudio de campos de esfuerzo tecténico de las capas de la corteza quebradiza
profunda, debido a que el campo de esfuerzo pueda abrir grietas preexistentes paralelas
a la direccién de esfuerzo comprensivo maximo mientras que las grietas perpendiculares
a esta direccidn, las pueden mantener cerradas.

Aqui se ha estudiado el tensor de constantes elasticas que relaciona el esfuerzo con
la deformacién. También se puede estudiar el tensor que relaciona la deformacién con
el esfuerzo, a este tensor se le llama complianza. La forma més facil para obtener la
complianza del tensor de constantes eldsticas es escribir la ley de Hooke en notacidn
matricial. Si escribimos los seis componentes de los tensores de esfuerzo y deformacion
en forma de vector columna con e; = eq1, €3 = €39, €3 = €33, €4 = €23, €5 = 2€31,
eg = 2e15 y por otro lado oy = g11, 0y = 099, 03 = O33, T4 = 023, 5 = U31, T = O13, 1
ley de Hooke puede ser escrita como

Fn = Cnm€m (025) |

al invertir la matriz ¢, se tienc
em = SnmOn ‘ (C.26)

donde s,,, es la matriz de complianza.



108 Anisotropia en elasticidad

C.4 La ecuacidén de Christoffel

Consideramos una onda plana que se propaga en un medio homogéneo anisétropo de
la forma:
u(r,t) =af(t—n-r/ic), ‘ {C.27)

donde u es el desplazamiento de una particula localizada en la posicién r al tiempo ¢,
f() es la dependencia en el tiempo del movimiento de la particula en un punto fijo es el
espacio, o es el vector que da la amplitud y la polaridad de la onda y n es la direccién
de propagacién de la onda. La condicién que debe satisfacer el vector a y la velocidad
se obtiene de la ecuacién de la elastodindmica para un medio homogéneo. La ecuacién
de la elastodindmica, que ya se ha estudiado en la Unidad Tedrica A, es

a a &u
= Ciipl — = p-—r, C.28
Bz, Oij = Cijk z; (ext) patg ( )
donde p es la densidad y ex; la deformacién, se tiene que la.deformacion es
1 Suk 81143
==+ —1, C.29
=3 (83:,; * amk) : (C.29)

al tomar encuenta la simetria del tensor de deformacién y el tensor de constantes
elasticas se pueden escribir

o 0 g%
Cij'“‘a—m;%‘k(m) = PaTg(uz-), | (C.30)

al sustituir {C.27)en (C.30) se llega a
maty = ca;, : (C.31)
donde a m;; se le conoce como la matriz de Christoffel y estd dada como
My = CijlMi N/ P. (C.32)

La ecuacién (C.31) es la ecuacién de de Christoffel. Esta es una ecuacién de valores
propios. Los valores propios estan relacionados con las distintas velocidades y los
vectores propios son las respectivas direcciones. Las simetrias del tensor de constantes
eldsticas nos llevan a que la matriz de Christoffel es una matriz simétrica por lo que
sus vectores propios son muatuamente perpendilulares, excepto en el caso de valores
propios degenerados.

La clase mas general de sélido anisétropo es el sistema triclinico. Esta clase de
medidas no posee ninguna simetria ctibica y el nimero de constantes elasticas necesarias
para describirlo es 21. La matriz de Christoffel para el caso mdas general es de la
siguiente forma:

o
m=—|6 (C.33)
€

0

T S
T e
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donde:
o= Cllli + C(jﬁl,ﬁ + C55lz + 2055%52 - 2Cl5lzlx + 2clslmly,

B = ceels + Caall -+ casll + 2c0alyl. + 2eqglle + 2co6lsl,

v = cssls + C44l§ + 03312 -+ 2¢aalyl, + 2¢35l,1; + 2¢a5ll,,
6 = ciolz + casll + casl? + (cas + cas)lylz -+ (Cra + es6)lcle + (Cr2 + cos)lely,
e = cusly + call + 03552 + (cas + cas)lyly + (c13 + css)lela + (c1a + cs6)laly,

& = Csolz + coall + caal? + (caa + cas)lylz + (a5 + as)lals + (25 -+ cag)lly,

donde
ny
ly = —,
td
o .
l, = —, ' (C.34)
Y Inj
[ = 2
ol

Cuando se tiene simetrias, como ya se ha visto, el nimero de constantes eldsticas
disminuye. Vamos a estudiar el caso de simetria hexdgonal el cual nos permitira intro-
ducir la nocién de la onda s “splitting” que es una de las més importantes propiedades
en anisotropia sismica. El tensor de constantes eldsticas para un cristal con simetria
hexdgonal tiene 5 constantes elasticas las cuales son

Cllll = C‘2222 = A,

Css33 = C,

Casn= Cap=F, (C.35)
Coszs = Ciziz = L,

Cio1p = N,

Las constantes A, C, F', L y N se le conocen como los coeficientes elsticos de Love
[41] . Escogemos a z3 como €l eje de simetria y examinamos una onda plana a lo largo

del eje z,. La matriz de Christoffel para una onda que se propaga en la direccidén z,
e; = {1,0,0) es _ : ‘ ‘

1 A 0 0
m=-]0 N 0], (C.36)
Pl\o o0 L

de la ecuacién (C.32) y (C.35). La matriz de Christoffel (C.36) para el caso de simetria
hexdgonal tiene 3 valores propios distintos y tres direciones de propagacién por lo tanto
3 velocidades con distintas direciones. Las tres velocidades son

A N L

A= —, Ay = — 1 Ag = —, C.37
! P 2 P Y 3 P ( )
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De aqui se ve que que puede hacer tres-ondas que se propagan a lo largo del eje z;.
Cada onda muestra una rapidez y una polarizacién distinta. Los tres vectores propios
asociados a Ay, As v A; dan las diferentes direcciones de polarizacién. Estos tres vectores
se pueden escoger de la siguiente manera

a; =(1,0,0), az=(0,1,0) y as=(0,0,1), (C.38)

La onda maés rapida es la asociada con el vector que es paralelo a la direccién de

propagacién (onda p).
y) ,
=3/ A =4 s ‘ (C.39)

Las otras dos ondas estan polarizadas perpendicularmente a la onda p. Si consideramos
un medio donde N > L la segunda onda que se observa es

By = \/X; = \/g, | (C.40)

su vector de polarizacién esta sobre el plano (z;, 2o} paralelo al eje 2o La tercera onda

que se observa es
By = \/‘ \/‘ (C.41)

esta onda esta polarizada paralela al eje de simetria z3. Debido a la simetria alrededor
del eje x5 ,.las propiedades son invariantes en el plano perpendicular al eje za.

La figura C.2 muestra cada una de estas ondas.

Direccion de Propagacion

Irigura C.2: Tres posibles ondas planas que se propagan en el plano perpendicular al
eje de simetria 23.
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Abstract

An elastic material with unidirectional evlindrical fibers periodically distributed
is analyzed. Each periodic cell is a binary homogeneous elastic medium with cubic
symmetry constituents. Pefect bounding conditions at the interface are consid-
ered.- Simple closed-form formulae are obtained for the overall properties using the
asymptotic homogenization method. The analytical solution of the required result-
ing plane- and antiplane-strain local problems, which turns out to be only three,
makes use of potential methods of a complex variable and properties of Weierstrass
elliptic and related functions of periods (1,0) and (0,1). Two new exact relations are
derived without solving any local problem and are va,l_id for aﬁy shape of the interface

compatible with the square symmetry. Some numerical examples are shown.

Keywords: Fiber-reinforced composite: Exact relations; Asymptotic homoge-
nization method; cubic symmetry; Tetragonal symmetry; Elliptic functions; Effec-

tive properties

S}



1 Introduction

An important technological question is the prediction of the material properties of binary
phases based upon the knowledge of the properties of the constituents and their volumet-
ric fractions. Quite a large number of important examples of reinforced materials and
other characteristics are i)resented in {1. Recently. Rodriguez-Ramos et. al. [2] stud-
ied the problem of a fiber-reinforced composite under a square periodic arrangement for
transversely isotropic phases and produced closed-form formulae for the effective prop-
erties. The same technique, viz., the asymptotic homogenization method, used by them
can be utilized to produce similar closed-form formulae when the constituents have cu-
bic symmetry. More references to relevant fibre-reinforced papers and the mathematical

technique can be found in [2].

In the present paper, thé formulation of the calculation of the effective properties of
a fibre-reinforced composite is set up for cubic components. In Section 2, the overall
coefﬁcients formulae is set up at the outset as well as the local problems equations. In
Section 3, as a consequence of the symmetries of the overall coefficients and a relation
among the local problems y;L, 5L and 33L, two new exact relations are derived assuming
an arbitraryly shaped interface compatible with the square symmetry. The solution of
the local problems to be solved are taken from {2], so that closed-form formulae for the
overall properties are immediately given. Section 4 provides some numerical examples.

The paper ends with some concluding remarks in Section 5.
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2 Statement of the problem

A bonded composite material is considercd. in which the embedded phase consists of
continuous and perfectly aligned cylindrical fibres. Both phases are assuined to be ho-
mogeneous and have cubic elastic properties along the fibre direction, which is taken as
the Ox; axis. The components of the fourth-order tensor of elastic properties of the ma-
trix and the fibre are denoted by Ci(jlz.t and Cg-z,ll, respectively., The fibres are periodically
arranged without overiapping in two orthogonal directions. Thus the composite exhibits
square symmetry in the Oz, and Oz, directions. Initially, the cross-section of the fibres
may be arbitrary, including the case where they may be disjoint. The proof of exact rela-
tions among the effective coefficients will be make use of this fact. Later the cross-section
will be specialized to a circle in order to give some closed-form formulae for the cffectivé
properties. Let the periodic unit cell be denoted by S, occupying a square (Fig. 1); it
is composed of two disjoint domains 5; and S, they may themselves be disjoint, where
S is occupied by the matrix material and S, by the ‘ﬁbre, S U8, =8 and .5'1 NS, = 0.
The common interface between the two domains is denoted by I'. Note that quantities
related to the matrix and the fibre use subindices 1 and 2, or superindices in brackets (1)
and (2), respectively. Moreover, the double bar notation is used to denote the contrast in
properties across the interface T, i.e., | fT7 ||= fM{y) — f®&(y) for yeT.

The volume average per unit length over the unit cell |S| = 1 is defined as follows:

< F>= i—%v,/SF(y)dy. ‘ (2.1)



When the dimension of the composite ts much larger than its periodicity. the asyvmptotic
homogenization method is widely used to get the effective properties. Without going into
the details of the derivation. which can be found elsewhere (see, for instance, {21}, the

formulae for the overall coefficients C7yy, is written at the outset,

qu - (CUPQ‘ + CUM pqLL E) (22)

. * _ * _ *
which inherits the symmetries of the elastic tensors, viz., Cj,, = Cjp 0 = Croi
where the summation convention is understood over Latin indices which run from 1 to 3.
The pg-functions qum, T = 1,2, are displacements, the unique periodic solution of the

local problems WL which are deﬁned as follows:

(1)

pe¥iss = 0in Sy,
i qui(T) | = Uiil‘P,
00 ms | = ~ 1 Ch InsonT,
() = 0, (2.3)
where
?"J‘Jg) - Cf;?,\ PGUI(c:I;)= PqU(T} C33.11 qu&TaJ (2.4)

the summation convention is also applied to Greek lower case indices, which run from
1 to 2; the comma notation denotes partial differentiation relative to the fast variable
vs, L.e., ,,qaf}g = pqau; ) /@ys; the unit normal vector into the matrix material is n. The

function ,, U™ is doubly periodic of periods wy = (1,0) and wy = (0, 1). Note the symme-

try ,, U = U™ The non-vanishing terms of the stress-strain relationship for cubic



svmmetry may be written for either the matrix or the fibre in terms of three parameters

K,pand 4 as
‘ 2 , -
g1l ZI{(EM +622+€33) ‘fg,u(?éll — €99 —633),012 - 2,(1,612._ (20)

with other components defined cyclically, where the strain tensor compouents are ¢; =

{uij +u;;)/2 and 1 is the displacement.

3 Exact relations

3.1 Elementary considerations

As a consequence of the geometric symmetry about the Oys-axis, it is easy to show that
each local problem (2.3) uncouples in two sets of equations, namely, a plane-strain system

of equations for ,,U{" and an antiplane strain equation for quéT}. Moreover, the non-

{7)

vanishing components of the elastic tensor Ciy,,

on the right-hand side of (2.3¢) means
that the only non-homogeneous problems with a non-trivial solution correspond to four
plane—strain problems pplL and 5L, and two antiplane strain ones o3L and (3. That the
functions PpUl(T), 12U§T} and 13U§T) are even in & and PPUQ(T), mU]m and 23U§T) are odd

can easily be seen by noting the right-hand side of equation (2.3¢). Now, the non-zero

elements of the effective properties (2.2) can be written as follows

1 1
ko= (K+ Ple + (K + - ) (11U + 1lag))

3
i 1
= (K+ e + (K + 5#)(22U1,1 + 22022)), (3.1)
2 2
" = (K- §u+ (K — -p)(11Ur1 + 1lap))
2 2
= (K- —é,u +{K - g#)(?QUl,l + 22U22))



2 oo ; .
= (K- gﬂ + (N + =)l + :3.".[-"'_’:_?»- {3.2

3
. .4 .2 . )
n" o= (KN + 3# + (N~ gﬁ-f')(%(flj + 3al720)). (3.3)
pto= (1 palhg) = (W + dnlsa). (3.4)
m™ = {4+ (0l = alag)) = (1 — 12l — 22l20)), (3.5)
m* = {u+ plliz+2U21)), | {3.6)

where the six independent constants &*,[*,n*,p*,m” and m™ are the coefficients of the

effective stress-strain relation, namely, that of tetragonal symmetry given as follows:

%(011 +on) = k(e +en) + e,
oz = (en +en) +n'ess,
on —on = 2m7(en — en),
Oz = 20%em, 05 = 265,00y = 2mery. (3.7)

A relation among certain solutions of the local problems (2.3) can be easily found, viz.,
2 L
| K - H | (WU +2U)=2]| K+ e l| 33U. (3.8)

Two universal relations follow from Egs. (3.1)-{3.3) and (3.8)

oK U U= K+ ]
(K —-%p) nw~(K+im [K-3ul

(3.9)

Similar universal relations were found by Hill [3] for transversely isotropic components.
Egs. (3.9) have the virtue of being independent of the solution of any local problems,

depend on two contrasts, viz., | K +3u [j and [| K — 24 ||, and the area fractions occupied

7



by matrix and fiber materials in the cell. With these universal relations. two cocfficients
are fixed. once one of them is known: they are applicable to an interface T of any shape

s0 long as it complies with the square symmetry. Thesc results are believed to be new.

The area integrals in (3.1)-(3.5) can be transformed into line integrals using, Green’s
theorem. Furthermore, use of the continuity of displacements (2.3b) across I and doubly

periodicity of the functions are made to vield

S 1
o= Ko i K+ gl [ a0 - a0y,

3
. 2 .2 (1) (1)
b= Ky S VK = sl a0 dy - uUPdy,
4 H K — gﬂf ||2 1 1
¥ = Ku_“u"_—'—_"i_'”" U()d _ U'{)d.
n 3]-1‘ ” I‘:- + %‘u’ || r 11 1 y2 119 yl:

* 1
o= b [ U e,
m* = = [ aUPdy+ 008y,

m' o= py— |l fFleéndyz — UM dy,, (3.10)

where the subindex v denotes the arithmetic or Voigt average of the concerned progerty,
ie. K, = V1K + VoK, ete,, here V, and V5 are the area fractions occupied by the matrix
and fiber, respectively. Note thdt Vi + V5 = 1, where ¥, = wR%. Only the solution of
three local problems are required to get all the effective properties, say, 1,L, 1oL and 3L.
The derivation of (3.10) is quite general with regard to T, i.e., that satisfies the square

symmetry.

The antiplane-strain problem 13L.



T

Eqs. (2.3)-(2.1) for the problem 3L are cast in following way

AUV = 0in Sy
[T = oonT,
| U e il = | N’T' inyonT,
{uy = 0, (3.11)

where A is the two-dimensional Laplacian, UY) stands for 13U§T). A similar problem is
solved in {2], using potential methods and properties of doubly periodic functions. The

final expression for the solution is therefore

pr= il =2V | gl || P/ + 5], (3.12)

where
P =1+ xVy~ x"VIM 'V, o (3.13)
the superindex T denotes 2 transpose vector, the vector V,(v,), matrix My (mys) and

vector V,|(7;), of infinite order, have components given by eq. (3.14) in [2].

The plane-strain problem 1 L

Again for the sake clarity, in this section let UM = ;U™ and the i1 preindices are

dropped from all the relevant quantities, then equations (2.3)-(2.4) become

Ooss = 0in Sy,
JUM | = oonl,
Holnsll = — i Casnr i mson T,
9



(Ua) = 0. (3.14)

where

A S .2
O_ng) = (IXT -+ ng)Ul(I) -+ (I\T — E“T)Ué:g}’
O (ke — 2,000 & (e 4 2D
oy’ = (Ky-— g#ﬂr) 1+ (K + gMT)U:z,z :
o b (T T
oty = WUy +Usy), C(3.15)

Egs. (3.14)-(3.15) can be identified with the plane-strain elasticity equations. As in (2],
this problem can be solved using potential methods of a complex variable. The solution

of (3.14)-(3.15) becomes

1 4
k" = K,+ g~ Vo || Ky + FHT 1 K/,

2 4 . 2 _
" = K, - ‘é»u'v -V, H Ky + ‘?;NT |||| K~y — EPLT ” K/Ml,
* 4 7 - 2 2 -
n' = K,+ gﬂ'v - V| Ky - gﬂ'r I\ K/ us,
m"* = = Vol gy | MY (3.16)

where

K = DWVi+(1+x)DVIMY,)/B,

M = (Q+&)E/l+H R -V, MZMV,, (3.17)
where H™, the infinite order vector Vi, (vs), matrix M. (my), vector ]—)mr(tl"),;) and ma-

trix ~Mk(mts) -are given by equations (3.30), (3.32) and (3.34) of [2]. The parameters

A B ,C,D,E,F,G, xm and k; here take the values

A = (Kixm — K2)B/(K2 + Xm),

10



B = {1-1m)/( 4 mivn).

C o= {l#s— Vuw = (ke ~ DIB/F.
D = (xs—1)B/2F,

E = B/(~2m).

Fo= Vixm + (82 - 1)G,

G = 1/2+Vo/(m - 1),

X = 'U-fz/ K,

2
Ry = 1+2}Lr~f/(kr+§}£~f),r= 1,2, (3.18)
The plane-strain problem 1oL
The solution of the 1oL problem can be written from (3.38) of [2] as follows

.

m

p= Vo i | M,

M = (1+x)E/(L+RH™ —VIM_ V) (3.19)

where H™, vector V(v ), matrix M,,{mg), vector Vy{v;), of infinite order, are given

by Eqgs. (3.30) and (3.32) of [2]
4 Numerical considerations

As an illustration of the analytical closed-form formulae derived in Section 3, a few nu-
merical calculations are displayed in Figs. 2 to b, where effective stress components 1s

plotted against volume fraction V, for various combinations of fibre and matrix materials
g

11



given in Table 1, taken from [4] and [3]. All the figures show the following generic be-
havior. When 15 = 0, the effective stress components are the stress components of the
matrix. There are three different intersections with the ordinate a‘\'is.‘ As 15, increases.
two curves bifurcate from each of those points, producing six curves which correspond to
the six stress components of the composite. This being of tetragonal symmetry. Each

- figure shows different behaviour of the effective moduli.

The weakest of the three fiber materials considered is Aluminium. Fig. 2 shows the
results of considering Aluminium fibers in epoxy matrix. The net effect of the fiber is a
wealk almos linear increase in the stress components. Also, it can be seen that each of the

three pairs of curves is very close to each other. Thus the effective composite is nearly

isotropic.

Tungsten, on the other hand, is the strongest of the fiber materials considered. Tungsten
fibers in epoxy matrix results are displayed in Fig. 3. The stress components n* and
k* + m* show the strongest increase in the properties; the remaining four, £* — m”, [* and

p*, m™ show a weak increase and each pair is close to each other.

The third cqbic fiber material, i.e., Iron, is combined with epoxy and polyvmer. The results
are plotted in Figs. 4 and 5, respectively. Four stress components show a strong increase,
namely, n*, k* +m*, k* —m* and [*. The remaining two components show a rapid increase
for large values of V5. Note that, in a certain large V; interval, £* — m* < [* in Fig. 5,
whereas in Fig. 4, k* —m* > [* in the whole of V5. This is the effect of the matrix material,

on Iron fibers.

12



Concluding remarks

Closed-form formulae were obtained for fiber-reinforced materials whose constiruents ex-
hibit cubic symmetry. Numerical calculations are easy to perform .since powers of the
radius R of the fiber appear in the formulae.. Since R < 0.5, and the rapid convergence
of the series involved, it is seen that truncation of the infinite vectors and matrices to
two gives results with enough accuracy. Two new exact relations among the effective
properties; are derived. Some examples of cubic materials in an isotropic material show
reinforcement due to the fibers. In the case of Aluminium fibers in epoxy, the symmetry
of the composite is nearly isotropic. Not so, for Tungsten and Iron fibers in an epoxy or

polymer matrix, whose composite is tetfagonal.
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Table 1. Stiffness moduli in GPa

Cllll C1122 02323

Aluminium 108.0 61.3 28.5

Iron 237 141. 116
Tungsten 502 199 152
Epoxy 8.0 4.4 1.8

Polymer 3.86 257  0.64
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Figure captions

Fig. 1. It shows the unit periodic cell in the yy.-plane. The matrix (fiber) occupies the

domain 5;(5;), with common interface I', a circle of radius R and center 0.

Figs. 2. It displays the effective stress components of the composite in GPa against

volume fractions V3 for Aluminium fibers in epoxy matrix.
Fig. 3. As Fig. 2, but for Tungsten fibers in epoxy matrix.
Fig. 4. As Fig. 2, but for Iron fibers in epoxy matrix,

Fig. 5. As Fig. 4, except that the matrix is polymer.

16



-1/2

1/2

-1/2

B

Y



0.5

11

]
o
-

o)}

os] I~ w [Te] ~r

(BdD) ININOJWOO SSIHLS FAILO3S4T

0.8

0.7

0.6

0.3

0.2

0.1

1Y

\*/ic&_ ya



40
35

5) ININOJWOD SSIHLS FAILOTH43

0.8

0.7

0.6

0.5

0.3

0.2

0.1

19

.

DCX'



I 1 i

20

18

161

L)

<t o o e0]

~— -~ ~—

(edD) LNINOJWOD SSIHLS FAILDISHS

0.8

0.7

0.6

0.5

0.3

0.2



| ] -1 ; 1

1

18

16

1
<t
il

(e

1
[y (=] o O <t N
—

d9) LNINOdWOD SSIHLS FAILDT443

0.8

0.7

0.6

0.5

0.3

0.2

041

AL

FJ

ST

L



106 Anexos

Anexo No. 2

1A



ELASTIC EFFECTIVE COEFFICIENTS OF
FIBRE-REINFORCED COMPOSITE WITH CUBIC
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Introduction

During the last few years, certain composite materials have been studied and used with

~ penodic structure. Methods based on Fourier analysis may be useful to study their charac- ;

teristics {1]. Also, the method of asymptotic homogenization has been widely used. Based
on a two-scale asymptotic expansion, it is a rigorous mathematical theory for investigating
both macroscopic and microscopic properties of such kind of heterogeneous media [2-7].
From a mathematical point of view, this method guarantees that the solution of the original
problem with a periodic microstructure converges to the solution of the homogenized prob-
lem as the microstructure period goes to zero. In this way, a transition method from the
initial problem to a homogeneous body one is indicated, but this requires the solution of the
so-called unit eell (or local) problem. The method of asymptotic homogenization has been
applied in many areas by means of analytical or numerical solution of the local problems and
the corresponding effective moduli of the composite structure have been estimated [8-14].
On the other hand, exact formulae may be useful, besides its theoretical importance, for the
checking of numerical codes. The same kind of utility applies to universal relations for the
point-wise fields and among some of the properties, for instance, [15-16] in elasticity, and
[17-19] in piezoelectricity.

In this paper, the asymptotic homogenization method is applied to obtain simple-closed
analytical expressions for the effective elastic coefficients of a fibre-reinforced composite with
circular cylindrical shape periodically distributed in the matrix, so that the overall properties
of the composite have a hexagonal symmetry. Both matrix and fibre have cubic symmetry
properties and they are in welded contact. As in [4,6,8], the potential methods of a complex
variable and the properties of doubly periodic Weierstrass elliptic and related functions are
used for the solution of the local problems, but here these are applied to hexagonal symmetry
and cubic constituents. In [4,6,8], they dealt with the case of square symmetry and isotropic
constituents. One important result follows ab initio without solving the local problems, that
is to say, Hill's universal relations [15] among some of the effective properties. They are
easily obtained in what is believed a new and simple way, but here it is apply to a periodic
composite with hexagonal symmetry, including the case when the interface shape is arbitrary,
not only of circular cross-section.

Use is made of general formulae presented in [10]; references to sections, equations and figures
from that paper are given the prefix I.



Statement of the problem. Local problems

The probiem treated in this paper is similarly stated as in section 1.2, except that here fibres
and matrix have cubic elastic properties. Thus, note that it Is not a particular case of that
dealt with in [10]. The conventions, notation and consequences of section 1.2 also applicable
in this case.

The non-vanishing terms of the stress-strain relationship for cubic symmetry may be written
for either the matrix or the fibre in terms of three parameters K, u and p' as

o = K(ey + €0 + €33) + 20(2€q; — €22 — €33) /3, grp = 2u'erg, _ (1)

with other components defined cyclically, where the strain tensor components are ¢;;.

Fig. 1 here, which corrects Fig. 1.1, shows the periodic cell.

Exact relations for the effective coefficients

When the dimension of the composite is much larger than its periodicity, the asymptotic
homogenization method is widely used to get the effective properties. Without going into the
details of the derivation, which can be found elsewhere (see, for instance, [6]), the formulae
for the overall coeflicients C7;, is written at the outset, |

Cling = (Cijpg + Cisit pgUst), (2)
which inherits the symmetries of the elastic tensors, viz., C;,, = Cjipp = Cpgijr Where the
non-zero unique solution qui(T) in Hy of equations (1.2.1.a, b, ¢, d), (1.2.2) must be found

among doubly periodic functions of periods w; = 1 and wp = €™3. Note the symmetry
Ui = Ui
pgdi = qpli

As a consequence of the geometric symmetry about the Oys-axis, it is easy to show that
each local problem (1.2.1a, b, ¢, d) uncouples in two sets of equations, namely, a plane-
strain system of equations for ,,UU{") and an antiplane-strain equation for qug(,T). Moreover,

the non-vanishing components of the elastic tensor C’i(;;,z, on the right-hand side of (1.2.1c¢)
means that the only non-homogeneous problems with a non-trivial solution correspond to
four plane-strain problems ppl and 5L, and two antiplane strain ones o3L and 3L. That
the functions ppU{T), mUéT) and 13U-§T) are even in & and ppUéT), 12U§T) and 23U§T) are odd

can easily be seen by noting the right-hand side of equation (I.2.1c). Now, the non-zero



elements of the effective properties (2} can be written as follows

k™ = (K4 pu/3+ (K +p/3) (11U +1Uz2))

(K + /3 + (I + 11/3) (22U 1 + 22U22)), (3)
(K —2u/3+ (K = 2u/3)(11lh1 + 1U22))

= (K —2u/3+ (K — 2u/3}(22U11 + 2U22))

il

l*

Il

= (K —2u/3+ (K + 1/3) (3011 + 33Ua2)), (4)
nt = (K + 4;1/3 + (.K - 2#/3(33[]1,1 + 33U2,2)>, (5)
Pt o= paUs) = (W + ' Usy), ‘ (6)
m” = {u+ u(2U2 +12Us1)), (7)

where the five independent constants k*,*, n*, p* and m* are the coefficients of the effective
stress-strain relation, namely, that of 6mm symmetry given as follows:

(011 +022)/2 = k(€11 + €x2) + Iega,

* *
o3 = (en + ex2) + nleas,
011 — T2 = Qm*(ﬁn — 622),
* E e *
O33 = 2p7€3,03 = 2pT€31, 010 = 2mM €. (8)

A relation among certain solutions of the local problems can be easily found, similar to
(L.3.2), 1.e.,

NE —2u/3 | (WU +2U0) =2 || K + /3| U, (9)

Two universal relations follow from Eqgs. (3)-(5) and (9)

B~ (K +pf3) U= (K —24/3) _ | K +p/3]
(K —2n/3)  n—(K+au/3) | K 23|

(10)

Similar universal relations were found in [15] for transversely isotropic components. Egs.
{(10) have the virtue of being independent of the solution of any local problems, depending
on two contrasts, viz., || K + u/3 |} and || K — 2x/3 ||, and the area fractions occupied by
matrix and fibre materials in the cell. With these universal relations, two coefficients are
fixed, once one of them is known; they are applicable to an interface I' of any shape so long
as it complies with the hexagonal symmetry. These results are believed to be new and were
obtained in a simpler manner.

The application of Green’s theorem to (3-7) over the periodic cell H, the doubly periodicity
of the functions qui(T) and the continuity of displacements (1.2.1b) across ' for each local
problem leads after the solution of the local problems [10] to the following effective coefficients

P = [t =2V L PG + b)), - 1)



where i

' P=[14xVa— x*VIM 'V, (12)
the superindex 7" denotes a transpose vector, the vector V,(v,), matrix My (mu,) and vector
V,(7;), of infinite order, have components given by eq. (1.3.14).

E = K,+u/3-Va| Ky +duv/3 | K/,
" = K, = 2u,/3 ~ Vo || Ky +4dpr /3 | Kx — 207 /3 || K/,
n' = Ky,+du,/3~ Vol Kv — 2ur/3 ||* K/,
m* = u -V llur | M, (13)

where

K = D[Vi+ (1+x)DVIM;'V,]/B, .
M = (1+x)E/1+HR* - VMV, (14)
where H, the infinite order vector V,(v,), matrix M, (mys), vector V() and matrix

M (mys) are given by equations {1.3.29), (1.3.30) and (1.3.32). The parameters A, B,C, D,
E,F,G, xm and sy here take the values

= (riXm — K2)B/ (K2 + Xm),

= (1= xm)/(1 + K1Xm),

[(%1 = DXm — (K2 — 1)]B/F,

(ko — 1)B/2F,

B/(l - Xm)a

Vle + (!‘CQ - 1)G,

1/2 -+ Vz/(ﬁll - ].),

Xm = M/,

Ky = 142/ (K +20r/3),T = 1,2. (15)

QmHnT QW
i

Numerical results

The final formulae that were derived for the five effective properties of the composite, which
are (11) and (13) invoive three expressions P, K and M that require the truncation of
infinite matrices and vectors to a finite order in block groups of order two [20]. It is noted
that truncation to second order yields good enough results; they do not change appreciably
from truncation to higher orders. Since R < 0.5, the powers of R in the components of the
matrices and vectors play are important role in making the computation simpler.

]



The material parameters used for the computation were taken from [21] and they are listed
in the Table 1.

TABLE 1. Elastic constants of materials.

Stiffness in GPa

Cn Caa Cr

Aluminium 108.0 28.5 61.3
Nickel 250.0 118.5 160.
Tungsten  502.0 152. 199.
Epoxy 80.0 18.0 44.0
Polymer 38.6 6.4 25.7

In the Figs. 2 the behavior of the effective coefficients n* (with cross lines), k* + m* (dot
lines}, k* —m* (empty circles), I* (dashdot lines) and p* (dashed lines) are shown for different
combination of materials as a function of the volume concentration V3, where the matrix is
either epoxy or polymer and the fibres can be tungsten, nickel and aluminium thus the
numerical examples carried out were for a cubic symmetric fibres embedded in an isotropic
matrix. In all the examples shown below the general behaviour of the cubic symmetry fibres
is to reinforce the matrix materials in which they are embedded. Note that, in all cases, the
effective properties of the composite at zero concentration coincide with those of the matrix.
The examples display the various behaviours which are encountered. '

The case of aluminium fibres in epoxy shown in Fig. 2a is interesting because the rein-
forcement become almost cubic, ie., n* =~ k* + m* and I* = k* — m*. The next example
considered consists of tungsten fibres and epoxy matrix. It is shown in Fig. 2b. As the
concentration increases, the anisotropy of the effective properties increases monotonically.
The overall material is of 6mm symmetry. The most noticeable increase corresponds to n*,
whereas for the other components the increase is only slight.

The results of considering nickel fibres in epoxy are displayed in Fig. 2c. The components n*
and k* —m* show the greatest increase whereas for the other remaining components is less
great. In Fig. 2a, b, c, the five effective components of stress do not intersect as a function
of the volume concentration. The overall composite behaves anisotropically, however, Fig.
2d shows the results of the combination of nickel fibres embedded in polymier. The £* +m*
properties is less that &* —m* in 0,0.1]; otherwise it is greater.



Concludings remarks

A fibre-reinforced composite having a hexagonal arrangement has been studied here. The
fibres have a circular cross-section. The material properties of matrix and fibres are cubic
symmetry. Closed-form expressions for the overall properties of this composite were obtained
by means of the asymptotic homogenization method. These are equations (11}, (13). The
numerical calculation of these is quite simple. ‘

The methods of potential theory for plane- and antiplane-strain elasticity were applied and
the properties of Weierstrass elliptic and related functions were used to solve the two resulting
local problems. Without the explicit solution of the required local problems, it was found
that the overall properties k*,{* and n* satisfy the universal relations of Hill [15], but here
they apply to hexagonal symmetry and periodic media for not only a circular cross-section
fibre, but for one which is symmetric with respect to the y;- and yo- axis. This derivation,
which appears to be new and simpler than other algebraic methods, may be found useful in
other applications of the asymptotic homogenization method.
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Figure Captions

Flg 1 Hexagonal cell H;UH,. The matrix (fibre) occupies the domain H;(H;}. The common
interface [ is a circle of radius R. ¥} = 1/2,Y, = 3~V/2

Fig. 2 Effective stress components in G Pa against volume concentration V; for (a) aluminium
fibres in epoxy; (b) tunsgen fibres in epoxy; (c) nickel fibres in epoxy; (d) nickel fibres in
polymer.
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Abstract

The overall properties of a binary elastic periodic fiber-reinforced composite are studied here for a cell periodicity of
square type. Exact formulae are obtained for the effective stiffnesses, which give closed-form expressions for composites
with isotropic compenents including ones for empty and rigid fibers. The new formulae are simple and relatively easy o
compute. Examples show the dependences of the stiffnesses as a function of fiber volume fraction up to the percolation
limit. The specific example of glass fibers in epoxy yields new curves, which correct those displayed before by Meguid
and Kalamkarov. Comparison with experimental data is very good. Bruno, Hill and Hashin's bounds are compared
with the exact solution. In most cases. the latter is very close 10 a bound in a given interval. A useful fact to know, where
the easy formula afforded by the bound is advantageous. Plots of effective properties are also given for values of the
shear moduli ratio of the two media. The overall parameters in the cases of empty and rigid fibers are also shown. The
exact formulae explicitly display Avellaneda and Schwarts’s microstructural parameters, which have a physical
meaning, and provide {formulae for them, The equations easily lead to Hill's universal relations. © 2001 Published by
Elsevier Science Ltd. '

Kevwords: Fiber-reinforced cdmpositCS; Isotropic components; Empty fibers; Rigid fibers: Asymptotic homogenization; Tetragonal
symmetry

1. Introduction

Here the concerned problem of finding effective properties is related to materials that have a periodic
microstructure. Methods applied to composites with a random distribution of inciusions such as the self-
consistent technique can be found in various textbooks (Aboudi, 1991; Christensent, 1991; Nemat-Nasser
and Hori, 1999). For periodic media, on the other hand, Fourier series methods have been applied by

" Corresponding author. Tel.: +52-56-223563: fax: +52-56-123564.
E-mail address: Qs@uxmyml.iimas.unam.mx (F.J, Subina).
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Iwakuma and Nemat-Nasser {1983) and more recently by Luciano and Barbero (1994). Also, Aboudi
(1991) introduced the so-called method of cells, which covers a wide range of applications. An alternative
technique, in the absence of exact or numerical solutions, are the bounding raethods, which offer the ca-
pability of providing a limited range of possibilities for the relevant property. Thus the bounds of Hashin,
Hill, Hashin and Shtrikman (Christensen, 1991), Bruno (1991) and many others (see, for instance, Nemat-
Nasser and Hori, 1999). The asymptotic homogenization method (Bensoussan et al., 1978; Sdnchez-Pa-
lencia, 1980; Lions, 1981; Pobedrya, 1984; Bakhvalov and Panasenko, 1989; Oleinik et al., 1992; Parton and
Kudryavtsev, 1993; Kalamkarov and Kolpakov, 1997) is another technique, which can produce closed-
form solutions (Pobedrya, 1984; Rodriguez-Ramos et al., 2001) or numerical solutions upon solving the so-
called cell problems (see, references in Rodriguez-Ramos et al.,, 2001). Here the problem of finding the
effective properties of a two-phase fiber-reinforced composite is addressed. Elastic isotropic materials are
considered and fibers distributed periodically along the x;- and x,-directions are studied by means of the
asymptotic homogenization method. Exact closed-form formulae are provided directly from the formu-
lation of Rodriguez-Ramos et al. (2001} in a manner which is suitable for a relatively easy computation.
The formulae, for the limiting cases of empty and rigid fibers, are also obtained from the original formulae.
It must be mentioned that Pobedrya (1984), Parton and Kudryavtsev (1993) and Meguid and Kalamkarov
(1994) also applied the asymptotic homogenization method to a fiber-reinforced composite with only
isotropic elastic constituents. The former provided closed-form formulae, but not for empty or rigid fibers,
in a complicated notation, whereas the latter two did not get any final closed-form formulae for the effective
properties. In fact it is possible to get the same formulae which is given in this paper through the two
slightly different routes of Pobedrya (1984), which was used in Rodriguez-Ramos et al. (2001), and the
other two. This is not explicitly given here,

Parton and Kudryavisev (1993) did not produce any numerical results and share with Meguid and
Kalamkarov (1994) a “misprint’””, which is carried out in latter equations. It says “G),/G#" where it should
say “Gr/Gy’" in Eqgs. (35) and {9.21), respectively. In fact several plots in Meguid and Kalamkarov (1994)
are incorrect. Here the correct ones are given. Comparison with experimental data, known bounds are
other solutions {Aboudi, 1991; Luciano and Barbero, 1994; Pobedrya, 1984) is done with the exact sclution.
[t turns out that, in a certain interval of the fiber volume fraction, some bound and the exact solution are
very close to each other thus providing a simple formula, the bound, for its use in the calculation of the
problem involved and giving a greater certainty in the result. See, for instance, Talbot (1999). Also closed-
form expressions are given for the two microstructural parameters of Avellaneda and Swart (1998).

‘Section 2 starts with the statement of the problem, introducing the overall stiffnesses and engineering
constants of the composite. Section 3 has the exact closed-form formulae for the overall properties of the
binary composite with isotropic constituents and square symmetry. Similar formulae are also provided for
two important limiting cases: of empty and rigid fibers. Various examples are considered in Section 4, where
comparison among the exact solution, known bounds (Hashin, Hill and Bruno), other solutions and ex-
perimental data is discussed. Section 5 has some final remarks. The paper ends with two appendices.
Appendix A defines parameters which appear in the exact formulae. Appendix B defines vectors, matrices
and series relevant to the formulae.

2. Statement of the problem

A binary periodic composite is considered here in which aligned cylindrical fibers are embedded in matrix
material. The direction of the fibers, which have a circular cross-section, are parallel to the Ox; axis. See
Fig. 1. Both components have isotropic elastic properties. The periodic cell S of the composite is a square,
that is, the fibers are periodically distributed without overlapping aleng the directions parallel to the Ox,
and Ox, axes. The effective properties of this composite are tetragonal. The non-vanishing components of
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Fig. 1. It shows a corss-section of the unit square cetl S of the composite, which is repeated in the directions of the Ox, and Ox; axes.
The fiber occupies a circular region S; of radius R and center O, the matrix occitpies Sy so that S = 5 U §;. The common interface is I'.

the stress-strain relationship may be written in terms of six independent constants %, 7, &, p, / and #' as
follows:

&y3 = (& + €x2) + A&,

Gn — G = 20 (&) — €n), 2.0
F1 = 2pEss,
&y = 2pey,

012 = 2méz

where &,; are the components of the stress tensor, the indices {, frun from | to 3; the components of the
strain tensor are

_ l 2u; au,.
5
= (87:} ax, ) (2.2)

here @, are the components of the displacement vector; & is the plane-strain bulk modulus for lateral di-
latation without longitudinal extension; [ is the associated cross-modulus; 7 is the modulus for longitudinal
uniaxial straining; 5 is the rigidity modulus for shearing in the longitudinal direction; /i ts the rigidity
modulus for shearing in any transverse dircction. In terms of these parameters, the axial, with subindex a,
Young's modulus and Poisson’s ratio are E, and v, in that order; the transverse, with subindex t, Young's
modulus and Poisson’s ratio, £, and #, respectively, are related as follows

E‘ =di— 1%k =h— 4k,
i/sz

krm (k m/‘a)zz(Hm)rﬁ.
(/? im/Ea)/ (k + i/ E,).

I

(2.3)

Pl
.p.
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The bulk and rigidity moduii of the matrix and the fiber are denoted by X, g, and K3, p,, respectively. The
area fractions occupied by the marrix and the fiber in the x,x,-plane are ¥, and ¥, in that order, so that
¥, + ¥, = 1. Note that the percolation limit is ¥; = =/4, when the fibers are in contact. The arithmetic or
Voigt average of the above properties is written by

szKipi +K2V3)

(2.4)
o= Vb,

in that order.

Furthermore, the contrast of the properties X and g across the interface I' is written using the doubie bar
notation, viz.,

KN = K1 — &3, (2.5)
llall = sy — #a,
respectively.

The main objective of this paper is to give useful closed-form formulae for the calculation of the effective
properties and its associated engineering moduli.

3. Closed-form formulae
3.1. Two-phase elastic composite

Recently, Rodriguez-Ramos et al. (2001) studied a similar fiber-reinforced composite with the same
geometry except that both elastic media considered had transversely isotropic properties. The effective
properties of the composite were obtained using the method of asymptotic homogeneization, and properties
of doubly periodic functions. Those results can be specialized to the case of isotropic components to yield
the following simple expressions:

k= Ko+ n, = BIK + Wil K/,
F=K, =3, — WK + uiillK - 3ujiK/
A=K, +3n, - VIK - P/,

- (3:1)
B =l = 2K{ufiB/ () + u)l,
m = 4 = Wilul|M;,
T AT
where
Ki=Dy[Vi + (1 +w)Diy 47 ¥,/ B,
- . 2T il '

M o= (L+r)ES L +RH - ¥T 47!y,
M o= (L+w)E/L+RH - ¥ a7} ¥ ),
where the parameters 4, 8., C, D.. £,, F, G, 7,, ¥; (J = 1,2) and y are defined in the Appendix A, whereas

the infinite order vectors ¥, ¥ ,, ¥ ', ¥ 'm, ¥'w. ¥ » and matrices .y, Hp, Mpn, -Hnp are given in
Appendix B, together with /{*. The superindex T denotes a transpose vector.
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Tt is worthwhile 1o see that the effective properties &, [, i, 5, m, and i’ in Eq. (3.1} are given in terms of the
properties of the two constituents, the area fraction occupied by them, the radius R of the circular cross-
section and series related to doubly periodic functions of square symmetry. The four expressions K, M,, P,
and M that appear in Eq. {3.2) are, in fact, relatively easy to compute. Numerical experiments show that
enough accurate results are obtained, when the infinite order vectors and matrices involved are truncated to
the second order, because powers of R, a number less of equal than 0.5, are present and the series that
appear converge very quickly. 1t is also interesting to mention that K; and M| are related to two micro-
structural parameters 4; and 4,,, introduced by Avellaneda and Swart (1998). They have a simple physical
interpretation, i.e., 4; and 4. represent, respectively, the mean transverse hydrostatic strain and mean
deviatoric strain in the fiber phase, per unit applied transverse pressure and shear. Therefore,

Ao = 1+ ||K = ullKi/ my, - (33)
AmJ =-"M: .

Thus, Eq. (3.3) provides a closed form expression for Avellaneda and Swart (1998) microstructural pa-
rameters,

Another interesting result follows from the elimination of X; in the first three terms of Eq. (3.1), that is to
say,

WK +4ull k—Ko—gu,  T-K +3n
WK =3l [-K, +3p, A—Ko-§m'

(34)
the universal relations of Hill (1964) are easily found from the exact formulae.

3.2. Empty fibers

Appfopriate closed-form formulae can also be obtained for the case when the fiber is empty. The limit,
when the properties of the fiber material tends to zero, yield the following closed-form expressions

ke = (Ky + 30V + (K + ) K/ 1y,
lo= (Ki =~ 3,) 0 ~ KKy + 3 (K = u)Ke/ wy,

fie = (K + 3V — V(K = 3)Ke /1, (3.5)
p. = (1 - 21hF,),
m, = Jul(l - V..‘.‘we)s
w, = (1 = M),

where K,, M., P. and M, are given by Eq. (3.2) upon the substitution there of the values of the parameters 4;,
B:, Ci, D,, Gi, E;, y and |, as follows:
—A, =8 =E =y1=1, .
Ci= —2D; = -1/G, (3.6)
= (K + 3 (Ky + ).

Again the universal relations (3.4) follow with X3 = u, = 0, or by the elimination of X, from the first three
terms of Eq. (3.5).
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3.3. Rigid fibers

Closed-form expressions for the overall properties of rigid fibers can also be derived from Eq. (3.2) in the
limit of very large values of the fiber properties. The relevant quantities become

Fo= (K +3a)(1+ KK,
B = m(1+21P),

_ 37
?ﬁr_:ul(l'*'%Mr)v (
"ﬁ:— = }u'l(l + VZM:):
where
K= 1+ (k0 = VG = (1 +.)BY LMV o[V,
=l —~ V=¥,
P [ 2 P P P] . (3.8)
M, = (1 + 1/} /(L + RRH =V L M),
M = (L+ 1)/ +RHS =V LMV )i
here, and in the infinite order vectors and matrices
A(' == "-l,
Bi= — 1/ = —(Ky +3u)/(Ki +4u,), : (3.9)
G = “'2#|/V1(Kl+§#1); '
G; is given by Eq. (A.1) and H* by Eq. (B.4).
It is interesting to note that a relation exists between P. and 2., namely,
PPl 2 2R, (3.10)

since £, and F, are independent of the parameter proberties and depend on the square sjrnmctry and the
radius R of the fiber only. '

4. Numerical examples
4.1. Two-phase elastic composite

As a first example, the same materiais that were considered by Meguid and Kalamkarov (1994), Luciano
and Barbero (1994), is deait with. Here the properties are taken from Tsai and Hahn (1980) for the epoxy
matrix, Young’s modulus is £; = 3.45 GPa and Poisson's ratio is v| = 0.35, whereas the corresponding
values for the glass fibers are £; = 73.1 GPa and v, = 0.22. [t is believed that these values are representative
of those used by Meguid and Kalamkarov (1994). They did not give these explicitly.

As a function of the fiber volume fraction ¥4, up to the percolation limit of n/4, dimensionless plots of the
effective transverse Young's modulus E,/E;, transverse and axial shear moduli A/y,, p/u,, axial and
transverse Poisson’s ratio ¥,/v;, %/v, computed using the exact formulae (continous line) are shown in Figs.
2-6, respectively. Also, in those figures, two other curves are displayed, viz., upper (dash-dotted line) and
lower (dotted line) bounds. {the bounds of Hashin (1965) and Hill (1964) (see, also Christensen, 1991) fora
transversely isotropic medium appear in Figs. 2-6. In Fig. 4, however, those of Bruno (1991) are plotted).
Fig. 3 also shows the dimensioniess modulus m'/g,.

[%
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0 0.2 0.4 0.6

Fig. 2. Plot of the dimensionless overall transverse Young's modulus £, /£, against the fiber volume fraction #2. The continuous line is
computed using the exact formulae, the dash-dotted (dotted) line shows the epper (lower) bounds of Hashin (1965) and Hiil (1964),
Tsai and Hahn (1980) experimental data are shown as open circles.

14 : .
- Lower bound o
12| .~ .. Upper bound a
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Fig. 3. Normalized transverse shear modulus A/, (star) and m'/u, (continuous line) against fibre volume fraction I; plot, with the
same conventions of Fig. 2. Note that the exact solution for /4, need not be between the bounds.

168 It is found that the exact solution and the bounds coincide for the dimensionless axial Young's modulus
169 E,/Ei, like in Meguid and Kalamkarov (1994), showing an almost linear behavior. This figure is not shown
170  for brevity. However, the other four parameters in Figs. 2-5 show quite a different behavior from those
171 calculated by them. The corrected ones are presented here.

172 The effective transverse Young's modulus £,/E;, which lies between the bounds, increases monotonically
173 and is closer to the lower bound up to 0.2 of the fibre volume fraction and then it deviates appreciable up to
i74 J3 = m/4, as it can be seen in Fig. 2. The experimental data, taken from Tsai and Hahn (1980), are also
175 shown as the open circles. The agreement is quite good between the experimental values and the exact
176  solution, which follows the data through the middle of the data cloud. These results can also be compared
177 with those obtained by Aboudi (1991) using the method of cells and those calculated by Luciano and



178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189

SAS 2470

8 F.J. Sabing et al. | International Journal of Solids and Structures 000 (2001} 000-000
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O - Experiments 1
joll=~ Upper bound ' H

Fig. 4. Dimensionless axial shear modulus g/ g, versus fibre volume fraction F; plot. Same convention as in Fig, 2, but here the bounds
are those of Bruno. The exact sclution lies between the tight bonds.

1 _ . ’
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—
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Vz

Fig. 5. Plot of the normalized axial Poisson’s ratio ¥, /v against fibre volume fraction #5. Same conventions as in Fig. 2.

Barbero (1994), who used a Fourier series technique by considering a piecewise constant cigenstrain. All the
three curves show the same trend. The [atter two curves are not plotted. Their behavior can easily be es-
tablished in relation with the data. Both curves, viz., Aboudi, Luciano and Barbero, lie next to the lower
edge of the data cloud and they are close to each other. Aboudi’s curve is closer to the exact solution.

As it is shown (star) in Fig. 3, the effective transverse shear modulus m/y,, also increases monotonically
as a function of fibre volume fraction ¥; and is quite close to the lower bound except near the percolation
limit. It must be recalled that the bounds plotted correspond to a transversely isotropic medium which has a
different anisotropy from the tetragonal effective medium considered here. There is no reason for the exact
solution to lie between these bonds. Luciano and Barbero’s also computed this parameter. Their curve is an
underestimate for the exact curve. A plot of n'/y, against fibre volume fraction ¥4 is also shown in Fig. 3.
The exact solution displays a monotonically increasing value as a function of ¥, close to the lower bouad
up to ¥; = 0.2, it always lies between the two bounds.
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0.2
Fig. 6. Plot of the normalized transverse Poisson’s ratio #/v, against ¥;. Same conventions as in Fig. 2.

As for p/uy, shown in Fig. 4, the closed-form solution increases monotonically and is closer to the lower
bound up to ¥; = 0.5, where it deviates up to the percolation limit; it always lies between the bounds. The
tighter upper bound of Bruno (1991} is also shown in Fig. 4 as the dashed line. The lower bound of Bruno is
the same as the Hashin-Hill lower bound. Note that th exact solution is very close to the upper bound of
Bruno up to ¥; = 0.3 where it starts to deviate up to 5 = =n/4. This behavior is not shown by Meguid and
Kalamkarov (1994) in their Fig. 3(a}, where their calculated value, which is clearly wrong, lies closer to the
upper Hashin-Hill bound value. Fig. 4 also shows experimental data as open circles from Tsai and Hahn
(1980). The agreement of these with the exact solution is quite good, since it goes through the middle of the
data cloud. The curves obtained by Aboudi (1991) and Luciano and Barbero (1994), not plotted here, show
the same characteristics that were discussed for them in the Fig. 2.

In Fig. §, the exact expression of v,/v,, which decreases monotonically, is very similar to Luciano and
Barbero's curve except near the percolation limit, which lies close to the upper bound up to /5 = 0.5, where
it deviates; it always lies between the bounds.

An independent check of the correctness of the calculated values using the exact formulae of this paper
and tabulated values of Pobedrya (1984) was carried out. He derived formulae for the effective properties of
a fiber-reinforced composite with only isotropic elastic constituents using the asymptotic homogenization
method. For the ratio u,/n) = 20, which is closé to the value of 23.45 that corresponds to the materials used
in the example of Figs. 2-6, the calculated normalized values here and in Pobedrya’s table, have a relative
error less than 0.5% except near the percolation value, where the error is larger: less than 3%. For the other
values in the table, as a function of p./g, and ¥4, the relative error is less that 3% except near the perco-
latiori limit and the larger values of p,/u,. It must be mentioned than the rigid limit has to be taken
carefully. Here explicit exact formulae are also given.

The plot of the dimensionless plane Poisson’s ratio #/v versus % in Fig. 6 shows that the exact solution
lies in between the Hashi bounds, not being close to any of them. It differs from the one calculated by
Luciano and Barbero, specially near the percolation limit, in their case, it never is smaller than one as it is

the case here beyond approximately ¥ = 0.45. It is mteresnng to note two different regimes relative to the
matrix value.

Except for the latter parameter, the other properties in Figs. 2-5 show a linear behavior for small values
of ¥4 and then a rapid monotone one, this is consistent with the concept of a fibre-reinforced material, that

o |
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30 1 L] 1 T T 1 T

25F

20 #» 120
— infinity

LR T

4] 0.1 0.2 Q3 0.4 0.5 0.6 0.7

Fig. 7. Normalized overall plane bulk modulus &/K, versus fiber volume fraction ¥: plot as a function of 2 = uy/p;. The shown curves
are for z = 0 (empty fibers as open circles), 0.9 {dash}, 6 (dash-dot), 20 (dots), 120 (star) and 2o (rigid fibers as the continuous line).

is to say, the composite becomes stiffer as the (stiffer) fiber material increases, with the indicated behavior
relative to F4. o .

It is interesting to show the dependence of the overall stiffnesses plotted versus fiber volume fraction Vs as
a function of the shear modulus ratio of the constituents materials z = p,/y,. Fig. 7 shows a plot of k/K;.,
versus F5 for z = 0 (empty fibers as open circles), 0.9 (dash), 6 (dash-dot), 20 (dot), 120 (star) and oo (rigid
fibers as the continuous line). There is no overlap between the curves which either increase {for
z=6,20,120 and oco) or decrease (for z = 0 and 0.9) monotonically from the matrix value at zero fiber
volume fraction to the percolation limit. The curves for g/u,, m/u, and m'/u, have a similar behavior as in
Fig. 7, although these are not shown here for brevity. As a function of = each curve shows a linear behavior
for small values of ¥5 and then a rapid monotone change, either stiffer or weaker according to z > 1 or
z< .

The exact solution for j/u, is plotted as the continuous line as a function of z = u,/u, in the range
between 0 and I in Fig. 8; In the figure ¥4 = n/4 is the percolation limit. The upper {(dash-dot) and lower
{dot) bounds of Bruno (1991) are also shown. In the interval [0,1], Bruno's lower bound is quite close to the
exact solution and, from about = = 0.5 the three curves almost overlap in an almost linear fashicn.
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Fig. 8. Plot of normalized overall shear modulus 5/, against & =y, /4, from 0 to {. The upper (dash-dot) and lower (dot) bounds of

Bruno (1991) are also shown.

4.2. Empty fibers

The next two figures, Figs. 9 and 10 show plots against the volume fraction ¥; of three normalized axial
and transverse effective parameters, respectively. The coatinuous line corresponds to Young’s moduli, the
dotted line to shear modulus and the dash-dotted line to Poisson’s ratio, in the same order, in Figs. 9 and

—— Axial Young's modulus
- — - Axial Poisson's ratio
- Axial shear modulus

0 : — A i
0 0.2 0.4 0.6

Va

Fig. 9. Axial overall properties for empty fibers against fiber volume fraction /5. Young's modulus £,/E,, the continuous line: shear
moduius 5, /u;. the dotted line; Poisson’s ratio v, /v, the dash-dotted line.
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—— Transverse Young's modulus
- —-- Transverse Poisson's ratio
- - Transverse shear moduius

Fig. 10. Transverse effective properties for empty fibers versus fiber volume fraction ¥;. Young's modulus £,/E,, the continuous line;
shear modulus &/, the dotted line: Poisson’s ratio #;/v, the dash-dotted line.

10. The axial Poisson’s ratio is constant in the whole interval, The other five parameters decrease mono-
tonically from the matrix value. The shear modulus decreases to a near zero value at the percolation {imit.
The other three parameters decrease to a small value, however. [t is worthwhile to note that the transverse
Poisson’s ratio reaches a minimum value near the percolation value and this was not shown by Meguid and
Kalamkarov (1994) in their Fig. 5. In this weakened compesite the moduli exhibit the diminishing effect of
lesser material.

4.3, Rigid fibers

Fig. 11 displays two plots of dimensionless axial Young’s modulus £,/E; (continuous line) and Poisson’s
ratio ¥ /v, (dash-dotted line) against fiber volume fraction ¥4 for rigid fibers. The Young’'s modulus in-
creases monotonically from the matrix value; near the percolation limit, the increase is very rapid producing
a stiffer composite. On the other hand, Poisson’s ratio decreases almost linearly from the matrix value to
nearly zero at V5 = /4.

5. Concluding remarks

Exact closed-form formutlae are given for a two-phase periodic fiber-reinforced composite, whose con-
stituents are elastic isotropic media. The composite periodicity is square, so that the overall properties are
tetragonal. Two limiting cases are considered as well, that of empty and rigid fibers for which new formulae
are also given. The formulae are amenable for relatively easy computation. The series involved converge
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40}| - =~ Transverse Poisson's ratio
—— Transverse Young's modulus

~ 307

0 0.2 04 O 6

Fig. 11. Axial overall properties for rigid fibers against fiber volume fraction #. Young's modulus £,/£,, the continucus line; Poisson’s
ratio #/v, the dash-dotted line. '

rather quickly. Not more that the second order of the infinite order vector and matrices are needed, because
high powers of the radius of the circle R €0.5 are present. ‘

The results presented include comparisons with known bounds: Hashin and Hill’s for transversely iso-
tropic composite and Bruno (1991) for dielectric material composite. In a large number of cases, the exact
solution is very close to the bound in a certain interval of the fiber volume fraction ¥ or in the ratio of fiber
to matrix parameters. This kind of information may be useful where the use of the simple expression given
by the bound can yield easily amenable results in a certain problem. For instance, se¢ Talbot (1999), where
Bruno's bounds can produce improved bounds for 4 nonlinear composxte

Some of the results presented here are corrections to the ones given in Meguid and Kalamkarov ( 1994) A
misprint in their formulae is found. It says “G,/G¢" where it ought to say “Gr/Gy" in their Eq. (35). A full
check of their equations was not done. Incidentally, the same “misprint” appears in the book of Parton and
Kudryavtsev (1993) in their Eq. (9.21), etc. and possible others, which were left unchecked, becduse it is
beyond the scope of this paper.

The comparison of the exact solution with experimental data is also very good, even better than the
curves produced using other methods (Aboudi, 1991; Luciang and Bisegna, 1994). These two methods
produce curves which generally lic below the one for the exact solution, and lie close to the lower edge of the
set of experimental data. :
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Appendix A

Definition of parameters that appear in some equations of Appendix B and in Eqgs. (3.1) and (3.2)

i = (K12, — ®2)Bif (k2 + 1),
B =(1-2)/(1 +xiz,),
C = [(y — Dy — (k2 — 1)]|Bi/F,
D; = (1y — 1)Bi/2F,
E=8/(1- Xp)v '
Fi =V, + (2 - 1)Gy,
=1/2+ VW/(xs - 1),
X = Mo/t
i = (K + ) (K +3m), F=12,
1= llall/ (i + 1)

Appendix B

The infinite order vectors and matrices of Eq. (3.2) are given as follows. Heret,s = 1,2,3,.. .. The vector
¥ ,(v.), matrix .#p,(m,) and vector ¥ ,(%,), have components given by '

85
U = R 415

. .
My = Sar-145-1 — O RY Z R¥Nayaisn Maist a1y , (B.1)
i=i

Uy = Na1 1y

where 3, is Kronecker's delta; it is equal to one, if ¢ = s and zero otherwise. For a definition of ¢ and the
parameters below 4;, B, Cj, see Appendix A. .
Similarly, for ¥ (0]}, Mw(m}), ¥ w(5}) and ¥, (v7), M n{m;), ¥ (5 ), the components are defined as
follows
vF = R&’M(i/!,l‘t dset + Bigraser),
3:

m, = (54¢+]4.r+1 + R (A iFde 1 4541 + Bg-l¢+i4;+l) . (B‘?)
0f = £ Airaens + Bigusn,

the matrix .#¢(m,) has components defined next

My = Oapmt tet + R H APy 451 + Bigur a1 + CR Mgy Miaset)s (B.3)
Finally,
HE = diry + B[n(x) £ 58/7%) £ g | (B

The above formulae involve certain convergent series related to the doubly periodic elliptic functions of
periods wy = | and w, = § defined below
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) : }
Stet = Z : fork+1322,
mo
- _ _' _
Tivt = 3 BuaBi™™" fork+123, _ ‘ (B.5)
mr ’ .
!
My = — Ck+l—lSk+h
'L’u = Cii+.rn+h
where 8, = mw +nwy,m,n=90,1,2,..., the prime on the sigma symbol denotes that the double sum-

mation excludes the term m = n = 0 and C} = k!/I!(k — {)!. Also,
o0
e = ZORZUu’?::s
i=3

k+1+2 '
8u = k(‘“’}'q_—l—'Rz’fu-z: + ’T’H) '

(B.6)

fork,/=1,3,5,.... The superindex o on the sigma symbol means that the summation is carried only over

odd indices. The double series 5, , g« and 3, ru are absolutely convergent. The above series converge
very quickly.
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