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Introducción 

En el presente trabajo se asume que el lector tiene conocimientos de Análisis 
Matemático I y Topología I. 

Las propiedades topológicas más importantes son la compacidad y la 
conexidad. No sólo en topología sino en otras ramas de las matem>íticas como 
el Análisis ]\,[atemático y la Variable Compleja, los conjuntos que tienen estas 
dos propiedades juegan un papel relevante. Recordemos a manera de ejen1-
plo el c01nportan1iento que tienen las funciones continuas en los conjuntos 
c01upactos y métricos (alcanzan su máxirno y su mínimo, son uniformemente 
continuas) o recordemos las regiones donde las integrales de las funciones 
complejas tienen un buen comportanlicnto. 

Cuando esta clase de espacios son tmnbién metrizables, es decir, que la 
topología dada en ellos resulta ser inducida por una métrica, reciben el nom
bre especial de "continuos métricos" o sin1plemente "continuos". Algunas de 
las propiedades más importantes de esta clase de espacios son las siguientes: 

Por ser metrizables, los continuos satisfacen todos los axiomas de sepa
ración, son regulares (separan puntos de cerrados), son normales (separan 
cerrados de cerrados), y en consecuencia, son completamente regulares (es 
decir, son espacios de Tychonoff). Por otra parte, recordemos que un espacio 
topológico es completamente normal si todo subespacio de éste es normal; 
tainbién recordernos que un espacio es perfectamente normal si es normal 
y todos los conjuntos cerrados inducidos por la métrica son conjuntos Gó. 
Es bien sabido que todo espacio métrico es perfectamente normal. Como la 
propiedad de ser un espacio perfectamente normal implica la de ser complc
tmnente normal, entonces todo espacio métrico también es completamente 
nor111al. 

Por otro lado, si con1binamos la propiedad de ser inetrizable y la com
pacidad, tenernos propiedades inuy fuertes, por ejemplo, éstos satisfacen el 
segundo a.xioma de numerabiliclad, es decir, tienen una base numerable, y por 
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INTRODUCCIÓN vii 

consiguiente, también son sepru·abks, Lindelof y satisfacen el primer aximna 
de numerabilidad, entre otras. 

Por último, la aportación de la conexidad a estos espacios, nos da como 
propiedad principal que todo contilluo localn1ente coucxo es arco conexo. 

Curu1do un espacio cumple ser el" Hausdorff, compacto y conexo, pero no 
metrizable, éste recibe el nombre <'~pecial de "continuo 110 n1étrico". Lógi
cnn1cnte: estos espacios pierden un buen nü1nero de propicdadl's que ya se 
tenían por la n10trización. En el presente trabajo hacemos u11 estudio de 
las propiedades más importantes d<· seiH continuos no métricos que ilustran 
propiedades esenciales que se pierd<'n por la ausencia de una 111<;1 rica. Corno 
primer ejemplo presentamos el cuadrado lexicográfico. el cual da un buen 
eje1nplo de un espacio de Hausdorff. compacto, conexo y localmente conexo 
que falla en ser separable y arco co11cxo. 

El segundo ejemplo es la línea lnrga y su extensión, las cualPs denotamos 
por L y L•, respectivamente. La lín1•a larga en sí uo es un continuo, pues no 
es un espacio compacto, pero su cxt <>tIBión sí lo cs. 

La. línea larga es construida a par! ir del espacio ordiual [O, w 1 J, (donde w 1 

es el primer ordinal no numerable). y agregando una copia del intervalo de 
números reales (O, 1) entre cada. ordinal y su sucesor. En el capítulo cuatro 
hacexnos la. construcción formal de [n, w 1], así co1no t.an1bifa1 de la línea. larga 
y su c.'<tensión. 

Al igual que el cuadrado lexicográfico, la línea larga extendida es un 
continuo no n1étrico que no es separable y que satisface ser localmente conexa 
pero no arco conexa, pues no es co11Pxa por tra:ycctorias. 

El tercer ejemplo es el producto cartesiano L • x L •. Aquí sólo de
mostramos que este espacio es un cout.inuo que no es completrunente normal. 
Esto se hace aprovechando las propit•dades de la. línea larga. 

El cuarto ejemplo es el cuadrado de Alexandroff. Aquí demostramos que 
este espacio es un continuo que al iµ.11al que el producto cartesiano L• x L• 
no es completamente normal. 

El quinto ejemplo es el producto cartesiano 1 1 • Éste ilustra que el produc
to cartesiano no numerable de un espacio topológico metrizable no es nece
sariamente un espacio metrizable. La demostración principal en este ejemplo 
es que 1 1 no es completamente normal. Por últin10, en el sexto ejemplo estu
diainos un subespacio de 1 1 (el subc"njunto de todas las funciones crecientes 
con su topología usual). E.<;te espacio se conoce con el nombre de espacio de 
Helly, y resulta interesante ver que '"' separable. 
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Una característica común en los seis ejemplos desarrollados en este trabajo 
es que ninguno satisface ser perfectamente normal. Obviamente esta es una 
de las razones por la cual ninguno de estos espacios puede ser metrizable. 

Para el estudio del cuadrado lmdcográfico, In línea larga y su extensión, 
desarrollamos una parte fw1dmnental de los espacios topológicos ordenados, 
pues tanto el cuadrado lexicográfico como In línea larga y su extensión lo 
son. Gran parte de este desarrollo es analizada desde el punto de vista de 
la conve.xidad; es por eso que en el primer capítulo de esta tesis definimos y 
demostrmnos algunas propiedades que tienen que ver con este concepto. 



Parte 1 

Topología del Orden 

1 



Capítulo 1 

Conjuntos ordenados 

1.1 Definiciones y ejemplos 

En este capítulo definiremos que es un orden parcial y un orden total, también 
daremos algunos ejemplos de conjuntos ordenados; posteriormente definire
mos el concepto de convexidad y demostraren10s algunos teoremas impor
tantes sobre este concepto. Todo esto servirá para el estudio de la topología 
del orden que se define y se desarrolla en el siguiente capítulo. 

De forma intuitiva, un orden es una relación entre los elementos de un 
conjunto que nos permite decidir si un elemento precede o antecede a otro. 

Definiremos básicamente dos tipos <le orden; un orden parcial y un orden 
total. 

Definición 1.1 Una relación :::$ en un conjunto no vacío )( es un orden 
parcial si la relación :::$ satisface lo siguiente: 

i) Para cada x E X, x :::5 x (refl=ividad}; 

ii) Si x :::$ y y y :::$ z, entonces x :::$ z {transitividad}; 

iii) Si x :::$y y y :::5 x, entonces x =y (antisimelria}. 

Al pa1· (X,:::$) le llamaremos conjunto parcialmente ordenado. 

Definición 1.2 Sea ()<, :::$) un conjunto parcialmente ordenado tal que para 
cualesquiera x, y E X, x :::$ y o y :::$ x, en tal caso diremos que (X, :::5) está 
totalmente ordenado. Algunos autores llmna11 a :::5 un orden lineal. 

2 



CAPÍTULO l. CONJUNTOS OIWENADOS 3 

Definición 1.3 Fn conjunto parcialmente ordenado (X, :::5) tiene asociado 
un orden estricto dado por x -<y si y sólo si ;:¡; :O y y x #-y. 

A continuación dai·emos algunos ejemplos de espacios ordenados: 

1) Sea IR el conjunto de los números reales y sea:::; la relación de menor o igual 
en la recta real IR. Entonces, (IR,:$) es un conjunto totalmente ordenado. 

2) Sea 21R el conjunto potencia de los nún1eros reales y sea ~ la inclusión de 
conjuntos; entonces, (2"', ~)es un conjunto parcialmente ordenado. Notemos 
que (21R, ~) no es m 1 orden total, ya que existen elementos que no se rclacio1 ian 
entre sí, a saber, cualquier par de conjuntos no vacíos A, B tales que An B = 
0. 

3) Sea IR2 = IR x lP.'. y sean a, b, e y d E IR. Definimos la relación de ordeu :::5 
entre los elementos de IR2 de la siguiente manera: 

Diremos que (a, b) :::5 (c, d) si y sólo si a2 +b2 < c 2 +d2 6 (a2 + b2 = c2 + d2 y a < e) 
ó (a2 + b2 = c2 + d" y a= e y b :S d). 

Veamos qu.e el orden que definimos en IR2 es un orden total. 

i) Reflexividad. Sea (a, b) E IR2 • Como a2 + b2 = a2 + b2 y a= a y b :S b, 
entonces (a,b) ~ (a,b). 

ii) Transitividad. Sean a, b, e, d, e y f E IR tah<; que (a, b) ~ (e, d) y (e, d) :::5 
(e, J). Entonces, tenemos los siguientes seis casos: 

Caso l. 
a 2 + b2 < c2 + <12 y c 2 + d 2 < e2 + f 2

• Entonces a 2 + b2 < e2 + f 2 • Así, 
(a, b) :::5 (e, f). 

Caso 2. 
a 2 +b2 < c2 +d2 y (c2 + d 2 = c2 + f 2 y e< e) ó (c2 + d 2 = e2 + f2 y e= e y d :S f). 

Entonces, a 2 + b2 < e2 + f 2 • Así, (a, b) :::5 (e, f). 
Caso 3. 
a2 +b2 = c2 +d2 y [a< e ó (a= e y b :S d)] y c2 +d2 < c2 + f 2 • Entonces, 

a 2 + b2 < c2 + f2. Así, (a,b) :::5 (e,f). 
Caso 4. 
a 2 + b2 = c2 + d2 y a < e y c2 + d2 c 2 + f 2 y e :S e. Entonces, 

a2 + b2 = e2 + J2 y a< c. Así, (a,b) ::O (e,f). 
Caso 5. 



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS ORDENADOS 4 

Si a 2.+ b2 = c2 + ,P y a = e y b :S d y c2 + d 2 = c 2 + f 2 y e < e. Entonces, 
a 2 + b2 = e 2 + J 2 y a= e< e. Así, (a, b) ::S (e , f) . 

Caso 6. 
a 2 + b2 = c2 + d 2 y a = e y b :S d y c2 + d 2 = e 2 + f 2 y e = e y d :S J. 

Entonces, a 2 + b2 = e 2 + f 2 y a= e= e y b :S d :S f. Así, (a,b} ::S (e , f). 
Por consiguiente, el orden definido en IR2 es transitivo. 

iii) Antisimetría. Sean a,/,, e, d E IR tales que (a., b) ::S (e, d) y (e, d} ::S (a, b}. 
Bajo estas condiciones el tínico caso posible es a 2 + b2 = c2 + d 2 y a = e y 
b :S d y c2 + d 2 = a 2 + b2 y e = a y d :S b. E11tonc:es, a = e y b $ d y d :S b, 
por lo cual b = d. Así, (a, b} = (e, d}. 

iv) Claramente cualquier par de elementos de JR2 se relacionan entre sí. 
Por tanto, el orden definido en IR2 es un orden total. 

4) Orden lexicagráfico. 
Sea X = Z x Y , donde Z y Y son espacios totalmente ordenados y no 

vacíos. Definimos el orden lexicográfico en X de la siguiente manera: 
Sean (a, b} y (e, d} puntos de X, decimos que (a, b) :::5 (e, d) si y sólo si 

a < e ó a = e y b $ d . 
Veamos que el orden lexicográfico en X es un orden tota l. 

i) Refle.xividad. Sea (a, b) E X. Como b E Y, entonces b < b, pues Y es 
un espacio totalmente ordenado. Así, (a, b) :::5 (a, b) . Por tanto, el orden 
le.xicográfico es reflexivo. 

ii) Transitividad. Sean a, e, c E Z y b, d, f E Y tales que (a, b) :::S (e, d) y 
(e, d) :::5 (e, f). Entonces, tenemos los trns casos siguientes: 

Caso l. a < e y e$ c. Entonces, a < e. Por tanto (a, b) ::S (c, J). 
Caso 2. a= e y e < e. Entonces, a < c. Por tanto (a, b) ::S (e, f). 
Caso 3. a= c y e= e. Entonces, a= e y b $ f. Así, (a, b) :::5 (e, f). 
Por consiguiente, el orden lexicográfico es transitivo. 

iii) Antisimetría. Sean a, e E Z y b, d E }' tales que (a, b) :::S (e, d) y 
(e, d) ::S (a, b) . Entonces, por definición del orden lexicográfico, a = e y 
b = d. Por tanto (a, b) = (e, d) . 

Así, el orden lexicográfico es antisimétrico. 
Por otra parte, observemos que todos los elementos en X pueden ser 

c01nparados entre sí, pues cada punto en )( está formado por una pareja 
de elementos pertenecientes a espacios totalmente ordenados. Por tanto, el 
orden lexicográfico es un orden total. 
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1.2 Convexidad en conjuntos ordenados 

Definición 1.4 Sean X un conjunto parcial-mente onlcnado y S e X un 
subconjunto no vacío de )(. S es convexo si para cualesquiera a, b E S con 
a < b, los puntos que están entre a y b vertcneccn a S; es decir, si a, b E S 
y a< t < b, entonces t E S. 

Definición 1.5 Sea .Y 11n conjunto totalmente ordenado y no vacío, un in
tervalo abierto con extremos a y b es el conjunto denotado por (a, b) y 
definido como (a,b) = {x E X: a< x < b}. Similanncntc, un intervalo 
cerrado es el conjunto denotado por [a, 11] y definido como [a, b] = {x E .Y: 
a$ X$ b}. 

Teorema 1.6 Sean X un conjunto totalmente onlenado y no vacío; y {C0 : 

a E A} una familia de conjuntos convexos con intcrsccció11 no vacía, entonces 
LJ{ C 0 : a E A} es convexa. 

Demostración. Sean p, q E U {Ca : a E A} tales que p < q, veremos 
que el intervalo (p,q) está completamente contenido en LJ{C0 : a E A}. 
Supongamos que p E C 00 para algún no E A y q E Ca, para algún a 1 E A. 
Como n{C0 : a E A} =f 0, entonces existe r E C,,0 n C 01 y tenemos los tres 
casos siguientes: 

Caso l. q S r. Entonces, como p, r E Cu 0 y por ser C00 convc..xo, 
[p, r] e Cao· Pero (p, q) e (p, r) e Cno· Así que (p, q) e U{Ca : a E A}. 

Caso 2. p < r < q. Entonces, como p, r E Cu 0 y r, q E C01 , tenemos que 
[p, r] U (r, q] e Cn0 U C 0 ,, c.<; decir, [p, <J] e Cºº U Ca,. Así, (p, q) e LJ{C0 : 

a E A}. 
Caso 3. r :5 p. Entonces, como 1-, q E C01 y por ser C,., convexo [r, q] e 

C01 • De manera que (p,q) C (r,q) C Ca,· Así, (7J,q) C LJ{C0 : a E A}. 
Por tanto LJ{C0 : a E A} es convexa. • 

Teorema l. 7 Sea X un conjunto totalmente ordenado y no vacío; y sea 
{C0 : a E A} una familia de conjuntos convexo.< con intersección no vacía, 
entonces n{c.,: a E A} es convexa. 

Demostración. Si n{Ca : a E A} = {p}, entonces n{C0 : a E A} es 
convexa. En otro caso, sean p, q E X tales que p < q y p, q E n{ C 0 : a E A}. 
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Entonces, para cada a E A, p, q E Ca, y corno C 0 es convexo, el intervalo 
(p,q) e Ca para toda a E A. De manera. que (p,q) C n{c0 : o: E A}. 

Por tanto, n{Co: a E A} es convexa. • 

Lema 1.8 Sea X un conjunto totalmente ordenado y sea S e X un sub
conjunto no vacío y conv=o de X. Si a, b E )( son tales que a, b ~ S 11 
[a, b] ns# 0, entonces s e [a, b]. 

Demostración. Supongamos por el contrario que S e;?: [a, b]. Sea x E S 
tal que x ~ [a, b]. Esto implica que x <a ó b < x. Ahora elijamos un punto 
y E [a, b] n S, y consideremos dos casos: 

Caso l. 
x < a. Corno a :S 11 y por ser S convexo, tenernos que a E S, lo cual es 

una contradicción. 
Caso 2. 
b < x. Como y :S b nuevamente por la convexidad de S, b E S, lo cual 

vuelve a contradecir nuestra hipótesis. 
Por tanto, Se [a, b]. • 

Definición 1.9 Sea )( un conjunto totalmente ordenado 11 sea S e X un 
subconjunto no vacío de X. Definimos la cornponente convexa de p E S 
(o conjunto convexo rnaxirnal de p en S) denotado ]IOT Cp como la unión 
de todos los conjuntos convexos de X contenidos en S que contienen a p. 

Teorema 1.10 Sea X un conjunto totalmente ordenado y sea S e x: un 
subconjunto no vacío de )(. Si p, q E S son tales que Cq n Cp # 0, entonces 
Cq = Cp. 

Demostración. Corno CPnCq # 0, entonces por el Teorema 1.6, CpUCq 
es también conve.xo, además Cp U Cq contiene tanto a p como a q, así que 
Cp u Cq e Cp, y Cp u Cq e Cq. De aquí que Cp = C1, u Cq = Cq. • 

Observemos que en un conjunto totalmente ordenado cualquic1' subcon
junto no vacío puede ser expresado de manera única cmno unión de compo
nentes convexas. Precisamente, tenernos: 
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Teorema 1.11 Sea )( un conjunto totalmente ordenado y sea S C X un 
subconjunto no vacío de X, para cada p E S, sea C1, la componente convexa 
de p en S. Entonces, S = U{C,,: p ES}. 

Demostración. Por definición C,, e S, para todo p E S. Entonces, 
U{Cp:pES} cs. 

Sea p E S. Como {p} es convexo, entonces {p} C C,, e U{C0 : q ES}. 
Por tanto S = U{Cp: p ES}. • 



Capítulo 2 

Espacios topológicos ordenados 

2.1 Topología del orden 

En este capítulo definiremos la topología del orden y desarrollaremos una 
parte fundamental de los espacios topológicos ordenados. Esto con el único 
fin de estudiar posteriormente (capítulo 3 y 4) las propiedades más impor
tantes de dos continuos no métricos (el cuadrado lexicográfico y la línea larga 
c.xtendida) los cuales llevan la topología del orden. 

Antes de entrar en el estudio de la topología del orden haremos algunas 
convenciones en notación. 

Sea ;'\ un espacio completan1ente ordenado y no vacío. Con una flecha 
indicando hacia la derecha denotaremos a los elementos en X que sean ma
yores que un determinado punto y E X, por ejemplo: el intervalo (y,-+) 
representará a todos los elementos del espacio que sean 1nayores que y. Es 
decir, (y,-+)= {x E X: y< x}. 

Análogamente representaremos a los elementos en ;'\ que sean 1nenores 
que un determinado punto y con una flecha indicando hacia la izquierda. Es 
decir, (<-,y)= {x E X: x <y}. 

Por otra parte, denotaremos la cardinalidad de un conjunto no vacío 
A e X como IAI. Diremos que un conjunto A es finito si IAI < N0 , a lo más 
numerable si IAI :S No y no numerable si IAI > N0 . 

Teorema 2.1 Sea;'\ un conjunlo totalmente ordenado y no vacío. Entonces, 
el conjunto f3 ={(y,->): y E X} U {(<--,z): z E X} U {(y,z): y,z E 
X} U {X} sirve de base para una topologfa r en X. 

8 
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De1nostración. Notemos que la unión de elemcut.os de f3 es X. 
Ahora es suficiente demostrar que si B 1 y B2 E (J. entonces B 1 n B 2 E /3. 

Para hacer esto consideraremos seis casos. 

{3. 

Caso l. 
B1 = (y, - ) y B2 = (x,-+ ). Entonces, B1 n B2 = (mmc{y, x }, -+) E {3. 
Caso 2. 
B 1 = (<--, z) y B 2 = (<--,y). Entonces, B1 n B2 = ( ~, min{z, y}) E {3. 
Caso 3. 
B 1 = (x, y) y B 2 = (z, w). Entonces, B 1 nB2 = (max{x, z}, min{y, w}) E 

Caso 4. 
B 1 =(y,-) y B 2 = (<--, z). Entonces, B1 n B2 =(y, z) E [J. 
Caso 5. 
B 1 =(y,-) y B 2 = (x,z). Entonces, B 1 nB2 = \tna.x{y,x},z) E /3. 
Caso 6. 
B 1 = (<--, z) y B 2 = (x, z). Entonces, B 1 n B 2 = \.1·. min{y, z}) E /3. 
Por tanto /3 sirve de base para una topología r eu X. A los elementos de 

{3 les llamaremos básicos canónicos. • 

Definición 2.2 La topología inducida por f3 en el Tcon,ma 2.1 es la topología 
del orden. Un conjunto totalmente ordenado scrrí 1111 espacio topológico 
ordenado, cuando lo consideremos con esta topologio. 

Definición 2.3 Sea )'( un espacio topológico ordenado y no vacío; y sean 
x, y E X. x y y son puntos consecutivos si (x, y) = ~l. 

Teorema 2.4 Todo espacio topológico ordenado y "" i•acío X es de Haus
dorff (T2}-

Demostración. Sean x, y E X tales que x < -"· Consideraremos dos 
casos: 

Caso l. 
(x, y) = 0. Entonces, los básicos (<--,y) y (x, - ·) contienen a x y y, 

respectivamente y (<--,y) n (x,-+) = 0. 
Caso 2. 
(x,y) =F 0. Entonces, existe z E X tal que z E 1.r. y). De manera que 

( <--, z) y (z, -) contienen a x y y, respectivamente y 1 ~, z) n (z,-->) = 0. 
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Por tanto X es un espacio de I-Iausdorff. • 

Recordemos que un par de conjuntos ajenos y no vacíos A, B son separa
dos si A n cl(B) = 0 y E n cl(A) = 0. Así, tenemos Ja siguiente definición: 

Definición 2.5 Sea )( un espacio topológico no vacío. X es completa
mente normal si para cualesquiera dos conjuntos no vacíos y separados A 
y B en )( existen dos conjuntos abiertos y ajenos que contienen a A y B, 
respccl.ivamente. En particular, si X es además un espacio topológico T 1 , 

entonces diremos que X es T 5 . 

Lema 2.6 Sea X un espacio topológico ordena.do y no vacío; y sean A y B 
subconjuntos separados y 110 vacíos de X. Si A• es definido como: 

A"= LJ {[a,b): a,b E A y [a,b) ncl(B) = 0}, 

y s· como: 

B" = LJ {[a,b]: a,b E By [a,b] ncl(A) = 0}. 

Entonces, se satisfacen las siguientes propiedades: 

i) A e Aº y B e B"; 

ii) A" n s· = 0; 

iii) cl(A") = A" U cl(A); 

iv) A• y B" son conjuntos separados. 

Demostración. i). Dado p E A, sabemos que p ¡/; cl(B). Así que, 
[p,p] n cl(B) = 0. Esto muestra que p E A". 

De manera análoga se muestra que B e B•. 

ii). Supongamos por el contrario que existe p E Aº n B". Entonces 
existen a, b E A, y c, d E B tales que p E [a, b] n (c, d) con [a, b] n cl(B) = 0 y 
(c, dJ n cl(A) = 0. En el caso en que e :S a, tenemos que c :S a :S p ::::; d. Así, 
a E [c, d) n cl(A), lo cual es absurdo. 

En el caso en que a ::::; c, tenemos que a ::::; c :S p ::::; b. Esto implica que 
e E [a, b] n cl(B), lo que también es una contradicción. 
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Por tanto A* n B• = 0. 

iii). Por inciso (i), sabemos que A e A•, de manera que cl(A) e cl(A*). 
Por tanto A* U cl(A) e cl(A*). 

Para demostrar la otra contención, tomemos un elemento p E X tal que 
p rt A* U cl(A); entonces existe un básico canónico S de X que contiene a p 
y Sncl(A) = 0. 

Observemos que todos los hüsicos canónicos en un espacio topológico 
ordenado son convexos. Aseguramos que S n A* = 0. Snpongan1os por el 
contrario que existe un punto q E S n A·; entonces existen a, b E A tales que 
[a, b] ncl(B) = 0 y q E [a, b]; notemos que a, b </e S, así que podemos aplicar el 
Lema 1.8 y obtener que S e [a, b], de modo que 7> E [a, b], por lo que p E A•, 
lo cual contradice nuestra hipótesis. 

Por tanto S n A* = 0, luego 7' no puede ser un punto lí1nite de A•, por 
consiguiente p r/. cl(A*). 

iv). Como cl(A•) e A·uct(A), entonces B·ncl(A•) e B" n(A" Ucl(A)), 
pero B• n (A* u c!(A)) = (A• n B•) u (B• n cl(A)). 

Por inciso (ii), se tiene que A· n B" = 0. Entonces, B· n (A• U cl(A)) = 
B* n cl(A), así que B• n cl(A•) e B· n ci(A). Pero por definición de B•, 
tenemos que B• n ci(A*) = 0. 

Similarmente tenemos que A• n cl(B•) = 0. 
Por tanto, A* y B* son conjuntos separados. • 

Por otra parte, recordemos que; por el Teorema 1.11, cualquier subcon
junto no vacío de un conjunto totalmente ordenado puede ser expresado de 
manera única como unión de sus c01nponentes convexas; de tal rnanera que 
si {A0 : o: E J\}, {B13 : /3 E 1} y {C., : -y E w} representan las componentes 
convexas de A•, B• y X\ (A• Un•), respectivamente, entonces: 

A*= u {Ao: C> E J\}, n· = LJ{Bp: f3 E r} y X\ (A• u B") = LJ{c..,: -y E w}. 

Teore1na 2. 7 Sea X un espacio topol69ico ordenado y no vac(o, entonces X 
es completarnente nonnal. 

Demostración. Sean A y B subconjuntos separados y no vacíos de X, 
y sean A* y B* definidos como en el lema anterior. Entonce>;, Por inciso (i), 



. CAPITULO 2. ESPACIOS TOPOLÓGICOS ORDENADOS 12 

tenemos que A e A" y Be B". Además, por inciso (iv), sabemos que A" y 
B" también están separados. 

Definamos a F como la familia de componentes convexas de A", B" y 
X\ (A" U B"). Es decir: 

F = {A0 : cr E A} U {B11: (3 E r} U {C.,: -y E '11}. 

Observemos que F es una colección de conjuntos ajenos dos a dos. 

Ahora definiremos un orden en F. 
Sean C y D elementos cualesquiera de F, decimos que C ::: D si y sólo 

si existen a E C y b E D tales que a $ b. En el caso en que C # D diremos 
que C precede a D est1-ictamcntc (C --< D). 

El sucesor inmediato en F. 

Sea C un conjunto no vacío en F . Definirnos el sucesor inmediato de C en 
F como el sucesor estricto de C que precede a todos los sucesores estrictos 
de C en F. 

Observemos que el sucesor irunediato de C en Fes único (cuando existe). 
Probaren1os dos afirmaciones acerca de F. 

Afirmación 1. Sean C y D E F conjuntos no vacíos. Entonces C 
precede a D estrictamente (C--< D) si y sólo si a < b para todo a E C y para 
todo b E D. 

Como C--< D, entonces C # D y existen a E C y b E D tales que a< b. 
Supongamos que existe t E D tal que t :::; s para alguna s E C. Entonces, 
tenemos dos casos: 

Caso l. 
t < a. Entonces, t < a < b y corno D es convexo en X, tenemos que 

a E D, lo cual es absurdo. 
Caso 2. 
a :5 t. Entonces, a :::; t :5 s y como C es convexo en X, tene1nos que 

t E C, lo cual también es absurdo. 
Por tanto, a< b para todo a E C y para todo b E D. 
Para probar la suficiencia, basta observar que C n D = 0, pues todo 

elemento de D es cota superior estricta de C. De manera que C # D; así, 
C--<D. 

Afirmación 2. El orden de F es un orden total. 
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i) Reflexividad. Sea C E F y elijamos un punto a E C. Hacemos b =e= a. 
Entonces, b :5 c . As!, C :='C. 

ii) Transitividad. Supongamos que C :=' D y D :=' E. Entonces tenemos los 
cuatro casos siguientes: 

Caso l. 
C -< D y D-< E. Entonces para todo a E C y para todo b E D, se tiene 

que a < b. También para todo b E D y para todo e E E , se tiene que b < c. 
Por consiguiente a < b < c, para cualesquiera. a E C, b E D y e E E. Por 
tanto C-< E. 

Caso 2 . 
C-< D y D =E. Entonces, C ::SE. 
Caso 3 . 
C = D y D-< E. Entonces, C ::SE. 
Caso 4 . 
C = D = E . Entonces, C ::S E . 
Por tanto el orden en F es transitivo. 

iii) Antisimetr!a. Supongamos que C =:;.D y D ::S C . 
Si C -< D, entonces para todo a E C y para todo b E D, se tiene que 

a < b, por consiguiente, no pueden existir b E D y a E C tales que b :5 a, lo 
que contradice la segunda hipótesis, por tanto C = D . 

iv) Todos los elementos de F se relacionan ent.re sí, pues para cualesquiera 
conjuntos no vacíos C y D en F, siempre es posible comparar sus elementos 
por pertenecer a X. 

Por tanto, F es un espacio totalmente ordenado. 

Por otro lado, para cada o E A definamos a S0 C X como el conjunto de 
cotas superiores estrictas de A 0 en X. Es decir: 

S0 = { x E X : x > a para toda a E A 0 }; 

y sea Q0 C X el conjunto de cotas inferiores estrictas de A 0 en X. Es 
decir: 

Q0 = {x E X: x <a para toda a E A.,}. 

Similarmente, para cada f3 E r, definamos: 

Sp = {x E X: x > b para toda b E B 11 } ; y 
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Q11 = {x E X: x < b para toda b E B 11 }. 

Probaremos que cada vez que A., n cl(S0 ) # 0, entonces A 0 tiene sucesor 
inmediato en F que es de la forma C..,, con -y E >It. Similannente, cada vez 
que A., n cl(Q0 ) # 0, Ao tiene predecesor inmediato en F que es de la forma 
C..,, con -y E •1'. 

Esto sucede de igual manera para cada conjunto B¡i, pero sólo realizare
mos la prueba para las A 0 , la prueba para las BfJ es arníloga. 

Supongamos que A 0 n cl(S0 ) # 0, entonces existe p E A 0 tal que p E 
cl(S0 ), luego p E A•, por consiguiente existen a, b E A tales que p E [a, b] 
y (a, b] n cl(B) = 0. Como cl(B•) = B· u cl(B), entonces p <f. cl(B"). Por 
tanto, p E X\ cl(B•). Esto implica que existe un ln\sico canónico G en X 
tal que p E Ge X\ cl(B•). 

Primero diremos por qué podernos suponer que Ges de Ja forma (.-,y) ó 
(x, y). Si G fuera de la forma (x,-+ ), al ser So # 0 existiría una cota superior 
y de A 0 (y entonces p <y). De manera que el básico (x, y) tiene a p y está 
contenido en (x,-+ ). Por lo cual, hubieramos podido tomar a (x, y) en lugar 
de(x,-+). 

Observemos que (p, y) C G, y por ser p punto límite de S 0 , entonces 
(p,y) n So f 0. 

Para continuar con Ja prueba de esta afirmación necesitamos utilizar al
gunas observaciones. 

Observación l. (p, y) n n· = 0 y (p, y) n cl(B) = 0. 
Como p E G e X\ cl(Bº), entonces (p, y) e X\ (B• U cl(B)), luego 

(p, y)n(B• U cl(B)) = 0, por consiguiente (p, y)ncl(B) =(~y (p, y)nB· = 0. 

Observación 2. p E A. 
Noten1os que si a = b, entonces p E A. 
Si a < b, afirmamos que [a, b] e A 0 • 

Prilnero notemos que [a, b] e A•, ahora notemos que A 0 es componente 
convexa de p en A•. Como [a, b] es convexo y p E [a. b] n A 0 , entonces 
[a, b) U A 0 e A 0 • Por tanto [a, b] e A 0 • 

Ahora mostraremos que p = b. 
C01no b E A°' entonces b no puede estar en S 0 • 

Si p < b. Entonces, como pes punto límite de S.,, el básico(+-, b) que 
contiene a p satisface que ( +-, b) n S 0 # 0. De manera que existe q E ( +-, b) 
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tal que q E S 0 , esto es, q es una cota superior estricta de A 0 , por lo que 
b < q, lo cual es absurdo. 

Por tanto p = b. En particular p E A. 

Observación 3. (p, y) n cl(A) = 0. 
Supongamos por el contrario que (p, y) n el( A) # 0. Esto implica que 

existe t E (p, y) tal que t E cl(A). Como (p, y) es una vecindad de t y 
t E cl(A), entonces (p, y) n A # 0. Sea s E (p, y) n A. Notemos que 
(p, s] e [p, y), así que [J', s] n cl(B) = 0. De aquí que [p, s] e A*. 

Entonces, [p, s] U ..4 0 es un convexo contenido en A• y como A 0 es compo
nente convexa de p tenemos que [p, s)UA 0 = A.,. Pero ( +-, s) es una vecindad 
dep y p E cl(S,.). Así que existe q E(+-, s)nS0 • Entonces, q es cota superior 
de A 0 , por lo que s < r¡. Esta contradicción prueba. la Observación 3. 

Observación 4. (p, y) n A* = 0. 
Supongamos por el cont nu·io que (p, y) n A· # 0. Esto implica que existe 

z E {p, y) tal que z E A•. Así, existen e, d E A tales que z E [c, d) y 
(e, d) n cl(B) = 0. Como z E (p, y) n [e, d] y por la Observación 3, (p, y) n 
cl(A) = 0, podemos aplicar el Lenia 1.8 y obtener que (p, y) C [e, d). Así, 
p < z < d. De esta manera, y recordando que p E A (Observación 2), 
tenernos que [p, d) C A*. Como A 0 es la componente convexa de p en A*, 
entonces [p, b] e .A 0 • Pero por ser p w1 punto lín1ite de S 0 tenemos que 
( +-, d) n S 0 # 0, por tanto existe w E ( +-, d) tal que w E S0 , lo cual 
contradice que w < d. 

Por tanto (p, y) n A* = 0. 

De las Observaciones 1 y 4 podemos concluir que el intervalo abierto (p, y) 
está completamente contenido en X\ (A* U B*). Esto es, (p, y) e LJ{C.., : 
-y E w}. Notemos que (p, y) # 0, pues el abierto (.-,y) es una vecindad de 
p y entonces (+-,y) n S,, # 0. Dada z E (+-,y) n S 0 , corno p E A 0 , p < z, 
así que z E (p, y). 

Como los elementos de la familia {C.., : ¡E '11} son ajenos dos a dos, existe 
una única componente convexa que contiene totalmente a (p, y); denotaremos 
a esta componente co1no C-,

0 
donde ¡

0 
E '1!. 

Ahora es claro que C..,
0 

es el candidato a ser el sucesor inmediato de A 0 

en F. 
Primero veamos que C-,

0 
es un sucesor estricto de ..40 • Rccorden1os que 

para cada a E A y para cada ¡ E W tenemos que C.., n A 0 = 0. Elijamos 

1 -, 
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z E (p,y), entonces z E C-,
0

, y como p E A 0 , concluimos que A 0 -< C-,
0

, es 
decir, C-,

0 
es un sucesor estricto de A 0 en F. 

Ahora veamos que C-,
0 

precede a cualquier otro sucesor estricto de A 0 en 
F. 

Sea S un sucesor estricto de A., en F tal que A 0 -< S :::5 C-,
0 

y sea 
z E (p, y). Consideraremos dos casos: 

Caso l. 
z E S. Entonces, como z E C-,

0 
y z :$ z, tenemos que C-,. :::5 S. Por 

tanto s = c.,Q. 
Caso 2. 
z f/; S . Entonces, S # C-,

0
, es decir, S -< C.,

0
• Como Ses convexo, se 

tiene que para todas ES, z < s 6 s < z. 
Si para todas E S, z < s, entonces C-,

0 
-< S, lo cual contradice nuestra 

suposición. 
Si para todas ES, s < z, como A 0 -< S, entonces p < s para todas E S. 

De manera que Se (p,y) e c.,., así, Se C-,
0

, lo cual contradice que son 
ajenos. 

Por tanto S = C-, •. 
Por consiguiente, C-,

0 
es el sucesor inmediato de A., en F. 

Análogamente, cada vez que A 0 n cl(Qn) # 0 y procediendo de igual 
manera a la prueba, podemos ver que A 0 también tiene predecesor inmediato 
en F, al que llamaremos C;¡. •. 

Para cada ¡ E '11, elegimos un punto k-, E C.,. 
Cada vez que A 0 n cl(S0 ) # 0, hagamos / 0 = [pe., k..,J, donde p., E 

A., ncl(S0 ) . En otro caso, sea / 0 = 0. 
De manera similar, cada vez que A 0 n cl(Q 0 ) # 0, sea Jº = (k;¡. 0 ,qa], 

donde q 0 E Aa n cl(Q0 ). En otro caso, Hea J,. = 0. 
Por último, para cada a E A, hagamos U0 = J0 U A., U In. 

Para las componentes convexas { BfJ : /3 E l'} en· F, realizaremos una 
construcción similar. Es decir: 

Cada vez que B 1, n cl(SfJ) # 0, hagamos lp = [tfJ, k..,,,), donde tp E Bp n 
cl(Sp) y C-,P es el sucesor inmediato de Bp en F. En otro caso, sea IfJ = 0; 
y cada vez que Bpncl(QfJ) # 0, sea JfJ = (k;¡.p,wfJJ. donde wfJ E Bpncl(Qp) 
y C;¡.0 es el predecesor inmediato de B 13 en F. En otro caso, sea Jp = 0. 

Por último, para cada /3 E r, hagamos V13 = J13 U Bp L! lp . 
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Ahora demostraremos dos afirmaciones acerca de U., y Vµ. 

Afirmación 1. Para cada Cl' E A, U0 es abierto y convexo. 
Realizaremos la prueba considerando cuatro casos. 
Caso l. 

17 

Jo i= 0 y la i= 0. Como qº E Ja n A 0 y ambos conjtmtos son convexos, 
entonces tenc1nos que Ja U Aa es convexa. De manera siniilnr. co1110 710 E 
A 0 n I 0 y ambos son convexos, tenmnos que A 0 U ! 0 es convexa. Así que 
U0 = Jª U A 0 U In = (k>.ª, k..,ª) tambi<~n es convexo, y claramente es abierto. 

Caso 2. 
J 0 = 0 y la = 0. Entonces, Ua = Ao, así que U0 es convexo. 
Como A 0 n cl(Sa) = 0, para cada x E A 0 existe un básico canónico G 

que contiene ax y está completamente contenido en X\ S 0 • Análogamente, 
como Aa n cl(Qo) = 0, existe un btísico canónico H que contiene ax y está 
completamente contenido en X\Q 0 • Como A 0 es convexo. ;y= Q0 UA0 US0 • 

Así que X E G n He (X\ So) n (X\ Qo) e A .. 
Por consiguiente, A 0 es abierto. 
Caso 3. 
J 0 = 0 y In i= 0. Entonces, U0 = A 0 U la, el cual es convexo (Caso 1). 

Sólo resta probar que U0 es abierto. 
Sea X E Ao u la. Si Po < x, entonces X E (Po, k.,a) e Aa u!,,. 
Si x :s; Pe., entonces x E Aa. Como Ao n cl(Q0 ) = 0, existe un básico 

canónico G que contiene a x y está completamente contenido cu )'( \ Q0 • 

Con10 )( \ Q0 = A 0 u Sa, entonces Ge Aa u S 0 • 

Si Qª i= 0. Entonces, A 0 también está acotado infcriormente, de manera 
que c.xiste r E X tal que r <X. Así que X E (r, k..,n) n Ge Anula. 

Si Qª = 0. Entonces, X E ( +-, k.,ª) = A 0 U I a· 

Por tanto A 0 U I ª es abierto. 
Caso 4. 
J 0 i= 0 y la = 0. Este caso es similar al Caso 3. 
Por tanto, para cada a E A, Uª es abierto y convexo. 
Similarmente tenemos que para cada {3 E r, Vµ es abierto y convexo. 

Afirmación 2. Para cualesquiera a E A y {3 E r, U0 n F3 = 0. 
Sean a E/\ y (3 E r tales que A 0 -< Bµ. Consideremos cuatro casos: 
Caso l. 
In i= 0 y Jµ i= 0. En la prueba de la Observación 2 se mostró que 

p 0 E Ao. Por analogía wµ E Bµ. Ya que A 0 -< Bµ, tenen1os que p 0 < w 13 . 

- ----·--· ---- ---- - ----------
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Ya que (p .. , k.,.) n n· = 0, tenemos que W13 "' (p.,, k-,.). De n~anera que 
Pa < k-,

0 
< wp. Similarmente, Po < k;;.,, < w13. Si ocu1Tiera que k;;.,, < k-,

0
, 

entonces k;;.,, E (p0 , k.,.) C C-,.. Ya que k;;.11 E C;;.,, y las componentes 
convexas de X\ (Aº U Bº) son ajenas entre sí, tenemos que C;;.,, = C.,

0
• De 

manera que k-,
0 

= k;;.,,. Ya que U,, e (+-,k-,
0

) y Vp e (k;;..,-+), concluimos 
que Ua n Vµ = 0. Ahora, si ocurre que k-,

0 
:;::: k;;.0 , como U0 C ( +-, k-,

0
) y 

Vµ e (k;;.,,, -+),también obtenemos que U0 n \/pe (+-, k-,
0

) n (k;;.,,, -.) = 0. 
Esto completa el análisis <le este caso. 

Caso 2. 
la ,¡ 0 y Jµ = 0. Dacia b E B13, por la prueba de la Observación 2, se 

tiene que p 0 E A 0 , de manera que Pa < b. Y como (p,., k-,
0

) n n· = 0, 
tenernos que b </; (p.., k-,

0 
). Por tanto b > k-, •. De manera que la intersección 

U 0 n v11 e (+-,k-,.) n (k-,
0

,-+) = 0. 
Caso 3. 
10 = 0 y Jµ # 0. Este caso es similar al Caso 2. 
Caso 4. 
la = 0 y Jµ = 0. En este caso, fijarnos a E A 0 y b E Bµ. Entonces, 

U0 e (<-,a) u Ao y Vp e (b, _,)u Bµ. De aquí que U0 n V13 = 0. 
Por tanto para cualesquiera a E A y {3 E r, U0 n Vµ= 0. 

Por último, hagamos U = LJ{U0 : a E A} y V = LJ{V13 : /3 E r}. 
Entonces, por las Afirmaciones 1 y 2 de U 0 y V13, tenemos que U y V son 
conjuntos abiertos y ajenos en X. Además, satisfacen que A e A•= LJ{A0 : 

a E A} C U y B C n· = LJ{B13: {3 E r} C V. Así, hemos construido un par 
de abiertos ajenos conteniendo a A y B, respectiva.mente. 

Por tanto X es completamente normal. • 

Corolario 2.8 Si X es un espacio topológico ordenado y no vacío, entonces 
~Y es Ts . 

Demostración. Como X es de Hausdorff, entonces X es T 1 , y al ser 
completa.incnte normal, )( es Ts. • 

2.2 Propiedad del supremo y completez 

Recordemos que para poder hablar de la mínima <:ota superior (sup1'Cmo) <le 
un conjunto no vacío es necesario que dicho conjunto tenga algún orden . 



CAPÍTULO 2. ESPACIOS TOPOLÓGICOS OHDENADOS 19 

Sea X un espacio topológico ordenado; decimos que un subconjunto no 
vacío A de X está acotado superionnente si existe /3 E X tal que para toda 
a E A se satisface que a $ {3. 

Similarmente, decimos que un subconjunto no vacío A de)( está acotado 
inferiormente si existe o E X tal que para toda a E A se satisface que o $ a. 

Diremos que un subconjunto no vacío A e X está acotado si A tiene cota 
superior y cota inferior. 

Denotaremos a la máxima cota inferior y a la míni1na cota superior de un 
conjunto no vacío A (cuando existen) por inf A y s11p A, respectivamente. 

Teorema 2.9 Sea X un espacio topológico ordenado y no vacío. Si todo sub
conjunto acotado superionncntc y no vacío A de X tiene suprc1no, entonces 
todo subconjunto acotado infcriormente y 110 vacfa A de X tiene ínfimo . 

Demostración. Sea A en X un s11uco11ju11to acotado infcriormcnte y no 
vacío. Consideremos el conjunto C = {x E X : x ::; a para toda a E A}. 
Notemos que C ~ 0, pues A está acotado inferiormentc. Por hipótesis, C 
tiene supremo en X. Sea f3 = supC y consideremos dos casos. 

Caso l. 
/3 E C. Entonces, para cada a E A, /3 $a. De manera que /3 es una cota 

inferior de A y también es la máxima, pues /3 = snp C. 
Por tanto /3 = inf A. 
Caso 2. 
/3 !/:. C. Entonces, existe a E A tal que a< {3. Notemos que a es una cota 

superior de C, lo cual contradice la elección de /3, pues /3 = sup C . 
Por tanto, este segundo caso no se puede dar y, por el Caso 1, concluimos 

que A tiene ínfimo. • 

Definición 2.10 Sen }( un espacio topológico onlenado y no vacío . X es 
completo si todo subconjunto acotado superiormente y no vacío de X tiene 
suprcrno. 

Teorema 2.11 Sea X un espacio topológico ordenado y no vacío. Entonces 
X es compacto si y sólo si X es acotado y completo . 

Demostración. (Neccsidnd). Primero demostnu-emos que X es acotado. 
Supongamos primero por el contrario que x: no es acotado superiormente; el 
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caso en que X no sea acotado inforiormente se demuestra de manera similar. 
Consideremos a la familia U = {(<-,x) : x E X}. Vemnos que U es una 
cubierta abierta de )(. Sea y E X, entonces por hipótesis existe x E X tal 
que y< x, de manera que y E (+-,x). Por tanto, U es una cubierta abierta 
de X. 

Notemos que cualquier subfamilia finita de U es de la forma V= {(+
,x) : x E F} con Fe X finito. Sea a= max{x E X: x E F}, entonces 
LJ{(+-,x): x E F} = (+-,n). Pero como X no es acotado, existe x E X 
tal que a < x. Asf que V 110 cubre a X; contradiciendo la compacidad del 
espacio. Por tanto )( es acotado. 

Ahora probaremos que X es completo por contrapuesta. 
Supongan1os que existe A e )( no vacío tal que A no tiene supremo. 

Como )( es acotado, A también es acotado. De manera que podemos definir 
para cada cota superior /3 de A el conjunto Sf3 = {x E X: /3 < x}, y hacer 
E = {/3 E )( : /3 es cota superior de A}. También definamos para cada 
a E A, el conjunto P 0 = {x E X : x < a} y consideremos a la colección G 
formada por todos los P 0 y todos los SfJ en)(. Es decir: 

C = {P0 : a E A} U {Sf3: /3 E E}. 

Probare1nos que G es una cubierta abierta de X que no posee una sub
cubierta abierta finita. 

Observe1nos que para cada a E A, P 0 es abierto, y que para cada /3 E X, 
sf3 es abierto. 

Probaremos que XC (LJ{P0 : a E A}) U (LJ{Sf3: /3 E E}). Sea x E X. 
Considerare1nos dos casos: 

Caso l. 
Existe a:guna a 0 E A tal que x < a 0 . Entonces: 
x E Po 0 C (LJ{Po: a E A}) U (LJ{Sf3: /3 E E}). 
Caso 2. 
a ::; x para toda a E A. Entonces, x es cota superior de A. Además existe 

una cota superior /30 de A tal que /30 < x, de lo contrario x sería el supremo 
de A. Por consiguiente, x E S;3

0 
C (LJ{P0 : aE A}) U (LJ{Sf3: /3 E B}). 

Por tanto, X e (LJ{P0 : n E A}) U (LJ{Sp: /3 E E}). 
Ahora sólo resta demostrar que G no posee una subcubierta finita. 
Notemos que cualquier subcubierta abierta finita de C es de la forma: 
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donde °'k = max{a, E A : i E {l, 2, ... , k}} y /3,,. = min{/3; E X : j E 
{1,2, ... ,rn}}. 

Observemos que X= Po, U ... U P 0 , u Sil,··· U Sil ... = (-,ak) U (/3"', -+). 
Así que (ab /3m) = 0. Pero esto implica que o: :S °'k para toda a E A y 
°'k ::; /3 para toda cota superior /3 de A. De aquí que °'k es el supremo de A, 
lo cual contradice la hipótesis de que A no tiene supremo. 

Por tanto, C no posee una subcubierta abierta finita para X. Así, X no 
es compacto. 

Esto prueba la necesidad. 

Para probar la suficiencia, tomamos una cubierta abierta U= {C; : i E I} 
de X. Sea a= inf X y definamos un conjunto S de la siguiente manera: 

S ={y E X: existe un subconjunto finito Je J tal que [a,y) e LJ{C;: í E J}}. 

Notemos que S f 0, pues para algún j E J, tenemos que a E C;. De lllanera 
que existe un básico de la forma [a, x) tal que a E [a, x) e C;. Así que para 
J = {j}, se satisface que \JI= 1 y [a, x) C C; = LJ{C; : i E J}. Así, x E S. 

Por otro lado, como X es acotado, entonces S también es acotado y por 
ser J( completo, S tiene supremo al cual llamaremos n. 

Ahora probaren~os que para toda z E X tal que z < a, z E S. 
Primero notemoo que para cualesquiera x, y E X tales que y E S y 

x < y, se tiene que x E S; pues existe un subconjunto finito J C I tal que 
[a,y) e LJ{C;: í E J}. Entonces, [a,x) e [a, y) C LJ{C;: í E J}. De esta 
manera, x E S. 

Sea z E)( tal que z <a. Entonces z no es cota superior de S, de nrnnera 
que existe w E S tal que z < w. Por lo que probamos antes, z E S. Esto 
muestra la afirmación. 

Ahora dernostraremos que a E S. 
Como U es una cubierta de X, existe k E J tal que a E Ck: y como Ck 

es abierto, entonces existe un básico canónico G e Ck tal que a E G e Ck· 
Caso l. 
Ges de la forma G = (x,y). Entonces, por la observación anterior x E S. 

De manera que existe un subconjunto finito Al e I tal que [a,x) e LJ{C, : 
i E M}. Nuevamente, como U es una cubierta de X, existe l E I tal 
que x E C1. De manera que [a,x] C LJ{C; : í E ]lf U {I} }. Por tanto, 
[a,a) e LJ{C;: i E MU {l,k}}, es decir, a E S. 
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Caso 2. 
Ges de la forma G =(~,y). Entonces, para J = {k}, [a,o) e U{C; 

i E J} =(~,y). Así que a E S. 
Notemos que el caso G = (x, ~) es similar al Caso l. 
Por tanto, o E S. 
Ahora demostraremos que a = snp X. 
Supongamos por el contrario que a < snp X. Sea nuevamente k E I tal 

que a E Ge Ck. Consideremos tres casos. 
Caso l. 
Ges de la forma G = (x,y). Como a ES, existe un subconjunto finito 

Je I tal que [a,a) e LJ{C, : i E J}. De manera que J• = JU {k} es 
un subconjunto finito de I. Por otro lado, notemos que [a, o) U (x, y) e 
[a,a) U Ck e (LJ{C;: i E J}) U Ck = LJ{C; : i E J•}. Es decir, [a,y) e 
LJ{C;: i E J•}. Así que y ES, lo cual es imposible, pues a= supS. 

Caso 2. 
G es de la forma G = (~,y). Este caso es similar al caso anterior. 
Caso 3. 
G = (x,~). Entonces, .co1no a ES, sirnilarment.e al Caso 1, existe un 

subconjunto finito J e I tal que [a, a) e LJ{C, : i E J}. De manera que 
J" =JU {k} es un subconjunto finito de I. Entonces, [a,a) U (x,~) = 
X e (a,a) UCk e (LJ{C,: i E J}) UCk = LJ{C;: i E J"}. De manera que 
(a, sup X) e LJ{ C, : i E .J•}. Esto es absurdo, pues c.t < snp X. Con esta 
tercera contradicción obtenemos que a tiene que ser igual a sup )\. Por tanto 
sup X E S. De manera que [a, sup X) puede cubrirse con un número finito 
de elcn1entos de U y como sup )\ se puede cubrir con un elemento de U, 
concluimos que [a, sup X] se puede cubrir por un número finito de elementos 
de U. Por tanto )( es compacto. • 

2.3 Conexidad, axioma de Dedekind y propiedad 
del supremo. 

Sea X un espacio topológico ordenado no vacío. Decimos que p E X es 
un punto de corle de X si X \ {p} puede ser separado por los conjuntos 
Mp = (~,p) y NP = (p,~). Como estos conjuntos son abiertos y ajenos, en 
realidad sólo se pide que l\lp y NP sean no vacíos; es decir, que p no sea el 
núnitno ni el má.xirno de )(. 
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Axio1na 2.12 (Axioma de Dedekind) Sea X un espacio topológico ordenado 
y no vacío. Decimos que X satisface el axiorria de Dedel.--ind si pam cada 
A y B subconjuntos no vacíos y ajenos de X tales que A U B = )( y para 
todo a E A y para todo b E B se tiene que a < b, existe ~ E X tal que a :5 ~ 
para todo a E A y ~ :5 b para todo b E B. 

Notemos que en realidad~ es el supremo de A y el ínfimo de B. 

Teorema 2.13 Sea)( un espacio topológico ordenado y no vacío. Entonces, 
las sigu.ientcs tres propiedades son cquivulentes. 

i) X sutisface el axioma de Dedekind. 

ii) ¿'\{_ es conexo. 

iii) X no tiene ¡nmtos consecutivos y todo subconjunto acotado superior
mente tiene suprerno. 

Demostración. i) => ii). Supongamos por el contrario que X es dis
cone.xo. Sea (U, V) una desconexión de X y sea u E U tal que u < v para 
alguna v E V. Sea E,. la componente convexa de U que contiene a u. 

Sea A = (<-,u] U Eu . Entonces, .A es convexo, pues es la unión de dos 
conjuntos convexos que se intersectan (Teorenrn. l.G). 

Por la convexidad y la definición de A, tenemos que a < b para toda 
a E A y toda. /1 E X\ A; por hipótesis, supA = inf X\ A. 

Sea p = s11p A . Entonces, p E A ó p E X \ A. 
Si p E A , entonces u :5 p, así que p E E,. C U. Así, Eu también es la 

co1nponente convexa de p en U. Como U es abierto, existe un básico canónico 
Ge U , ta.! que p E Ge U. Como los b1ísicos cru1ónicos en X son convexos, 
tenemos que Ge E,.. Así, p E Ge E,. CU. 

Como p < 11y11 E V , entonces G no puede ser de la forma (z, -+);por lo 
cual Ges de la forma (z,y) o (.-,y), para algún z <y. Así, (p,y) C G C 
E,. e A. 

Pero como p = sup A, entonces (p, y) = 0, es decir, p y y son puntos 
consecutivos. Así X = (+-,p] U [y,->) y sup{x E X : x :5 p} i' inf{x E 
X : y :5 x}, lo que contradice el axioma de Dedckind. Por tanto p rt. A. 
Entonces, p E X \ A. 

- _____________ ._:.__ - . 
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Recordemos que p E U ó p E V. Sea Ep la componente convexa de p 
contenida en U ó V. Entonces como U y V son abiertos, análogamente al 
caso anterior existe un b;1sico canónico G tal que p E G e EP. Afirmamos 
que Ep e X\ A; de lo contrario existiría z E E 1, tal que z '!. X\ A. Si z E Eu, 
entonces Eu = Ep, lo cual es absurdo, pues ET'% A. Si z E (+-,u), entonces 
z < u < p, por lo que u E E,, y Eu = E,,, lo cual también es absurdo. 

Por tanto p E G e .6"'¡, e X\ A. 
Corno Ge X\A y" E A y p E X\A, G no puede ser de la forma(+-, y); 

por lo que G es de la forma (z, y) o (z, ~ ). Así, (z, p) e Ge E" e X\ A. 
Pero al ser p el ínfimo de X\ A, tenemos que (z,p) = 0. Por consiguiente, 
X= (+-,z] U (p,~) y sup{x E X: x :5 z} ~ inf{x E X: p:::::; x}, lo que 
contradice nuevamente el axiorna de Dedekind. 

Por tanto p tampoco puede estar en X\ A. Así, p </: X. Pero esto también 
contradice que X satisface el axioma de Dcdekind. 

Por tanto X no puede ser disconexo, luego ,'\ es conexo. 

ii) => iii). Por hipótesis X es conexo. Primero probaremos que X no 
tiene puntos consecutivos. 

Supongamos por el contrario que existen o: y fJ en X tales que a < f3 y 
(a, fJ) = 0. Entonces los conjuntos (+-,a] y (/3, ~) forman una desconexión 
de X. Por tanto )( no puede tener puntos consecutivos. 

Por otro lado, afirmamos que todo subconjunto acotado superiormente 
en X tiene supremo. Supongarnos por el contnu-io que A es un subconjunto 
no vacío que está acotado superiormente en )( y no tiene supremo. Sea 
G = {x E X : a < x para toda a E A}, y para cada a E A definamos 
Ha= (+-,a). Observemos que G y U{Ha: a E A} son conjuntos abiertos 
tales que LJ{Ha : a E .4} n G = 0. Probemos que LJ{Ha: a E A} U G =X. 
Por construcción de los conjuntos tenemos que LJ{Ha: a E A} U Ge X. 

SeaxEX. 
Si a< x para toda a E A, entonces x E G C LJ{Ha: a E A} U G. 
Si x < ao para alguna a 0 E A, entonc<'-S x E Hao C LJ{Ha: a E A} U G. 
Si x = a 0 para alguna a 0 E A, entonces existe a 1 E A tal que ao < a 1 , 

pues A no tiene supremo. De manera que x E Ha, C U{Ha: a E A} U G. 
Por tanto X C U{Ha: a E A} U G. Así, G y LJ{Hn: a E A} forman una 

desconexión de X; pero esto contradice que el espacio es conexo. 
Por tanto todo conjunto acotado superiormente en X tiene supremo. 



CAPÍTULO 2. ESPACIOS TOPOLÓGICOS ORDENADOS 25 

(iii) => (i). Por hipótesis X no tiene puntos consecutivos y todo conjunto 
acotado superiormente en él tiene suprc1no. Sean .4 y B subconjuntos no 
vacíos y ajenos de X tales que A U B = X y a < b para todo a E A y para. 
todo b E B. Como A está acotado superiormente, A t ie11c supremo. Sea. 
a = sup A. Corno todo elemento de B es cota superior de A, entonces a es 
cota inferior de B. Sea /3 = inf B. Como X no tiene puntos consecutivos, 
entonces n = (3. 

Por tanto, X satisface el a.xioma de Dedekind. • 

Corolario 2.14 Sea X un espacio topológico ordenado no vacío. Si X es 
compacto y no tiene 1n1.ntos consecutivos, entonces )\ e,.; conp.xo. 

Demostración. Como X es cornpacto, entonees por el Teorema 2.11, X 
C".S con1pleto, y corno .,"'( no tiene puntos consecutivos~ por el tcorc111a anterior 
)( es conexo. • 

Corolario 2.15 Sea X un espacio topológir,0 ordenado no vacío. Si X es 
conexo y acotado, entonces X es compacto 

Demostración. Como X satisface la propiedad del supremo, entonces 
X es completo, además X es acotado. Así que por el Teorema 2.11, X es 
compacto. • 

Corolario 2.16 Sea X un es¡>acio topológico ordenado 110 vacío. Si Y e X 
es conexo, entonces Y es convexo. 

Demostración. Sean x, y E Y y z E X tales que x < z < y. Si z !/:. Y, 
entonces Y n (+-, z) y Y n (z,-+) son dos conjuntos abiertos, no vacíos y 
ajenos de Y tales que Y = (Y n (+-, z)) U (Y n ( z, -+)). E.-;to contradice la 
conexidad de Y y muestra que z E Y. 

Por tanto Y es convexo. • 

Teorema 2.17 Sea X un espacio topológico onlenado conc:i:o y no vacío. Si 
Y e X es convexo, entonces Y es conexo. 
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Demostración. Si Y tiene dos puntos co nsecutivos x < y, aseguramos 
que éstos también son consecutivos en)(; si esto 110 o c urre, entonces existe 
z E X tal que x < z < y. Por la convexidad de Y, z E Y . lo que contradice 
que x y y son puntos consecutivos en Y . Por tanto, x .v y s o n puntos con
secutivos en X. Esto C'.S imposible pues X es conexo. Por tanto, Y no tiene 
punt.os consecutivos. 

Sea A e Y un subconjunto diferente de vacío y a cotado superiormente 
en Y . Probaremos que A tie ne supre mo en Y. 

Como A es acotado supe riormente en Y, si z es una cot a superior de A en 
Y, entonces z es una cota s uperior de A en X. Por el Teorema 2.13, c.xiste 
°' = sup A (en X) . Aseguramos que a también es el supremo de A en Y. 
Por definición a :5 n para toda a E A. Si z es una cota superior de A en Y 
y a E Y, por la convexidad de Y, tenernos que [a,z] e Y, de manera que 
°'E Y. Sólo nos falta ver que n :5 s para toda co ta superior s de A en X. 
Si por el contrario exis tiera una cota superior s de A en x: tal que s < °'· 
Sea a E A, por la convexidad de Y , s E [a, o:] e Y, asf que s E Y , s es cota 
superior de A en Y y s < a. E s to contradice el hecho de que a: es el sup A 
en Y y prueba que °' también es el s up A en Y. Por tanto, Y es conexo. • 

Corolario 2.18 Sea¿'( un espacio /.opológieo ordenado, conexo y no vac{o, 
entonces )( es local7nente conexo. 

Demostración. Sea p E X y sea U un abierto en X tal que p E U e X. 
Como U es abierto, existe un b<lsico canónico Gen X tal que p E G e U e X. 
Como los b<isicos canónicos son convexos, el Teorema 2.17 a plicado a G, 
implica que G es conexo. Asf, X es localmente conc.xo. • 

Observemos que en un espacio topológico ordenado. conexo y no vacío 
los subconjuntos abiertos y conc.xos forman una base de X: . 

Teorema 2.19 Sea X un espacio topológico ordenado,compacto, conexo, no 
degenerado y se¡Jarable; ent.011ces X es homeomorfo nl intervalo [O, l] . 

Demostración. Sea A= {a; ; i E 111} un conjunto denso nwnerable en 
X, y sea D el conjunto de los números diádicos contenidos en el intervalo 
cerrado [O, I], definido por: 

D = { ~ : O < k < 2" y k, n E N} . 



CAPÍTULO 2. ESPACIOS TOPOLÓGICOS ORDENADOS 27 

Demostraremos que existe un homeomorfisrno J definido de D U {O, l} 
en A, y posteriormente extenderemos el homemnorfismo a todo el intervalo 
[0,1] y X. 

Notemos que cualquier diádico f., puede ser expresado de la forma ~ 
con r,11. E Nu {O}. 

Consideraremos a los elementos mínimo y máximo de X como elementos 
del denso A, sólo que con subíndice O y -1, respectivamente; es decir, los 
elementos a 0 y a_, representan el mínimo y el máximo de X. 

f debe conservar el orden creciente entre los conjuntos A y D; de esta 
manera, podremos obtener la inyect.ividad de f. En otras palabras: 

Sea t = ~ E D, not.cn1os que~ < ~ < ~- Así que -fo < ~ < r;:.1 

Como quere1nos que J conserve el orden, debe ocurrir que: 

f (.;n) < J c;::"!:l) < J (r:;:.'). 
Definiremos a f como una función J: DU {O, l}----> AU {a0 ,a_1 }. Para cada 
t E D U {O, l}, escribiremos: 

f(t) = am(t), donde mes una función tal que rn: D U {O, l} -+ N U {O, -1}; 

y definida corno: 
m(O) =O, m(l) =-l. Para rn: D-+ N, definimos, inductivamente sobre 

n, 

(
2r+ 1) . { • } rn 2 n+l = nun n EN: ªm(.Jir) <Un• < ª,,.(W) . 

Entonces, f(O) = minX = a 0 y f(l) = maxX = a_1 • Notemos que por 
ser A un conjunto denso en X, para todo t E D, tenemos que rn(t) tiene 
sentido. 

Probaremos que f conserva el orden. Es claro que O< 1 y a,,.(o) < am(l)· 

Para el diádico t = ~ tenemos: 

m. (~) = m. (2~%';1) = min { n• EN: ªm(;%-) <D.n•< ªm(W)}· 

Es decir, rn (t) = rnin{n• EN: Um(o) < an• < a,,.c1¡}. Así, O<~< 1 y 

minX <a,,,(~)< maxX. 

Para los diádicos t = t y t = ~ obtenemos: 
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m(t) =m(2~~~1') =min{n· Ef\l:am(:/T) <an• <am(!\¡!¡1-)}•Y 

m (~) = m (2~R\ 1 ) = min { n" E f\I: ªm(,'r) < an· <ª"'(-\Y-)} · 

Es decir, m (t) = min { n• E f\I: am(O) <O.,.• < ªm(~)} Y 

m (~) = min { n• EN: ª"'U) < nn· < nn,c 1 > }· Así, O< t < 4 < ~ < 1 y 

CLm(O) < ªm(t) < ªm(~) < ªm(t) < íLm(l)· 

28 

Este proceso continúa inductivamente, ac01nodanclo a los diádicos de la mane
ra siguiente: 

Paran= 1, hacemos: ªm(:/T) < ªrn(f,.)· 

Paran= 2, hacemos: ªm(,;.) < ªm(-,':r) < ª,,.(~) < ªm(f,) < ªm(fr)· 

Para n = 3, tenemos: ªm( fr) < ªm( -,!r) < ªrn( ~) < · · · < ªm( :fr) < ªm( fr) · 

Suponemos válido para n: 

ªm(!lir) < ªm(.,1.-) < ªm(-dlr) < ªm(.j:,.) < ··· < ªm(a.;,r.t) < ªm(~)· 

Probaremos que estas desigualdades se cumplen para el sucesor n + l. Es 
decir: 

ªm(.,&) < ªm(v.1rr) < ªm(,.frr) < a,.,(,.!h) < ··· < ª,,.(1~~!.T') < ªrn(~)· 

Notemos que nuestra hipótesis de inducción es equivalente a la expresión: 

ªm(.,&) < ªm(#) < ªm(;;;TI-) <a,.,(~)<···< ªm(1~~i¡2) < ªm(~)· 

De manera que sólo resta demostrar que: 

ªm(~) < ª·,,.(f.<*) < ªm(f.i*) para todo r EN u {O} con r::; 2n - l. 

Es decir, sólo nog falta ver que: 

ªm( ,¡;..) < ª"'( :t;it+) < ªm( .:;p,i. ). Pero por hipótesis de inducción 

a.,.(,¡;.)<ª"'(*) y, precisamente, definimos a ªm(f.'i#) de tal forma que 

a.,.(,¡;.)< ªm(f,iti-) < ªm(W)• 

Por tanto f conserva el orden. 

Notemos que como consecuencia inmediata f es inyectiva, ya que si 
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fñ < 
2
'!,., entonces k2m < s211

, de n1anera que 2~.~··:n < 2~2;: .. , y por lo anterior, 

ªm( 2~2+":..) < a.,.11 ( 2~?t"')' es decir, ªm(.jrr) < ªm(..pn-)· Por tanto Je..~ inyectiva. 

Nuestro siguiente paso es probar la suprayect.ividad de f. 
Bastará probar que m es suprayectiva. Sea m(D) la imagen de D en 

A. Probaremos que para cada j E N, {l, ... ,j + l} e m(D). Supongamos, 
inductivamente, que para toda i E {l, ... ,j}, existe un diádico 

:ji¡;- tal que m (:f.¡;-)= i. Sean= max{n1, ... ,n;}. 

Si j + 1 E m ( {,P..,~' ... , 2
·;;;-

1, f.-}), entonces 110 ha~· nada que probar. 

En otro caso, como sabemos que: 

ªm(,.m) < ªm(-;¡¡¡1rr) < ªm(~) < ªm(.,.i'rr) < ··· < º..,(':;~;¡•) < ªm(F--}}) 

y como a;+l E A, entonces existen ; .. , r:}_;,1 E D tales que "rn( 7-) < a;+1 < 
ªm(;t.!.)· 

Recordemosquem (;:-:ti)= min { n• EN:ª ... (,,;,-)< a,.. < a,,,(W)}· En-

tonces, m c;:-:::1) ::; j +l. . 

Por otra parte, si i E {1, ... ,j}, entonces a;= a (_.,__)=a (•"-"••)'por lo 
na 2"'I rn ~~ 

que no es posible que a; E ( ªm( ,,;,- ) , ª"'( W)) . Por t auto, j + 1 es el primer 
número tal que 

a;+1 E (am(..¡;r)•ªm(W))· Es decir, m (~) = j +l. Por tanto mes 

suprayectiva. 

Por último probare1nos que f es abierta y continua; para ello conside
remos solamente los subbásicos de D U {O, 1} y de A U { a 0 , a_ 1}. 

Sea ( +-, x) un subbásico ele DU{O, l}. Como J conserva el orden. entonces 
f((+-,x)) = (+-,f(x)), el cual es un subbásico de A U {a0 ,a_ 1}. Así, f 
transforma abiertos de D U {O, l} en abiertos de A U {a0 , a_i}. Por tanto f 
es una función abierta. 

Como f es biyectiva, entonces ¡-1 (( +-, J(x))) = ¡- 1 (f (( +-. x))) = ( +

'x). Así, f es continua. 
Por tanto D U {O, l} y A U {a0 , a_t} son homeomorfos. 
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El siguiente paso es extender el homeomorfisrno a X y al intervalo [O, l], 
para lo cual definiremos la siguiente función: 

Sea F: [O, l] -->X la extensión de f definida como: 

F(x) = sup {J(r) : r :S x y r E D}. 

Probaremos que F está bien definida probando que conserva el orden 
creciente. 

Sean x,y E [O, l] con x < y. Corno Des un conj1111to denso en [O, l], 
entonces existen s, t E D tales que x < s < t < y. Así, como f ~creciente, 
f(s) < f(t) y por definición de F, f(s) < f(t) :S F(y). 

Notemos que f(s) = F(s) para todo s E D. 
Dada r E D tal que r :S x, tenemos que r < s. De manera que f(r) < 

f(s). Por tanto, J(s) es cota superior del conjunto que define a F(x). Esto 
muestra que F(x) :::; f(s) < f(t) :::; F(y) . De manera que F(x) < F(y). Por 
tanto F conserva el orden . En particular, Fes inyectiva. 

Ahora probaremos que F es suprayectiva. 
Sea w E X, queremos encontrar x E [O, l] tal que F(x) = w. Para ello, 

definiremos x = sup { r E D : f ( r) :S w} y consideraremos dos casos: 
Caso l. 
F(x) < w . Entonces, corno A U {a0 ,a_ 1 } es denso en X. existe f(t) E A, 

con f. E D, tal que F(x) < f(t) < w. Es decir, F(x) < F(t) <u:. Como F 
conserva el orden, tenemos que x < t, lo cual contradice la definición de x. 

Caso 2. 
w < F(x). Como AU{a0 ,a_1 } es denso en X, existe f(t) E A , con t E D, 

tal que w < f(t) < F(x). Como F conserva el orden, t < x. Entonces, t es 
una cota superior del conjunto { r E D : J ( r) :S w}; de lo contrario existiría 
r E D tal que t < r y F(r) < w < F(t), lo cual es una contradicción. Así, t 
es una cota superior del conjunto {r E D: J(r) :S w} coutradiciendo que x 
es el supremo. 

Por consiguiente, F(x) = w. Luego, Fes sobre. 

De manera similar a f, tenemos que F es abierta y cout i1111a, pues, es una 
función que conserva el orden entre espacios ordeuados. 

Por tanto X y el intervalo [O, l] son homcomorfos. • 

Corolario 2.20 Sea X un espacio topológico orde11atlo y cone.ro. Si paro 
cualesquiera x #-y en X, el intervalo ce,-rado [x, y] es separable, enl.onces X 
es arco co71exo. 
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Demostración. Como X es conexo y [X.JJ] convexo, entonces por el 
Teorema 2.17, [x, y] es conexo, y como es acotado, por el Corolario 2.15, [x, y] 
es compacto. Así que [x, y] cumple con las hipótesis del teorema anterior. Por 
tanto, [x, y] es homeomorfo al intervalo [O, 1]. Por tanto, X es arco conexo . 

• 
Definición 2.21 Sean X un espacio topológico y A e X '"' subconjunto 
no vacio. A es un conjunto G, si A es la intersección de u11a cole=ión 
numerable de abierfos de X. 

Teorema 2.22 Sea X un espacio topológico ordenado y 110 vacío. Entonces. 
X es primero numerable si y sólo si todo conjunto unitario c11 )( es G6. 

Demostración. (Necesidad). Sea 'Y = {U; : i E N} una base local 
numerable de p E X y supongamos por el contrario que n{ U; : i E N} =f {p}. 
De manera que existe q E X tal que q =f p y q E n{U; : i EN}. Como X es 
un espacio de Hausdorff, por llevar la topología del orden, entonces existen 
abiertos ajenos V y U conteniendo a q y a p, respectivamente; como ')' es 
base local de p, existe i 0 EN tal que p E U;

0 
e U, así que q f: U;0 , lo cual es 

una contradicción. Por consiguiente, {p} = n{U;: i EN}. Por tanto {p} es 
un conjunto G6. 

Notemos que en la demostración de la necesidad sólo basta pedir que el 
espacio sea de Hausdorff. 

(Suficiencia). Corno {p} es G6, existe una colección de abiertos {Un : n E 
N} tal que {p} = n{Un: n EN}. Para cada n EN, sea Vn = U1 n ... n 
U,,. Entonces, {p} = n {Vn: n EN}. Ya que cada U,. es abierto, podemos 
suponer que U,. es un b>\sico canónico. Entonces por el Teore1na 1.7 cada 
Vn es un convexo. Aseguramos que /3 = {V .. : n E N} es una base local 
nun1erable de 1' en ,'(. Para \'er esto, sea U un b>\sico canónico que tiene a 
p. Consideremos los tres posibles casos para U. 

Caso l. 
U es de la forma U = ( <-. x). En este caso, p < x. Como x =f p, e.xiste 

n E N tal que x f: V ... Aseguramos que Vn e (.-,x). De no ser así, existe 
u E Vn tal que x ~ u. Ya que p < x y Vn es convexo, x E (p, u] C Vn lo cual 
es absurdo. Por tanto p E Vn e ( .-, x). 

Caso 2. 
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U · es de Ja forma U = (y,-+). Este c11so se demuestra de manera similar 
al Caso l. 

Caso 3. 
U es de la forma U = (x, y). Como x, y # p, existen m :S n tales que 

y <t. V,.,. y x f/c Vn. Entonces y, x f/c Vn. Por el Lema 1.8, como \?" es convexo, 
v;, e (x,y) =U. 

En cualquier caso existe n E N tal que p E v;, e U . Por tanto /3 es una 
bnse local numerable de p en X. • 

Teoren1n 2.23 Sea X 1111 espacio topo/69ico ordenado y no vacío. Si X es 
separable y tiene a lo m<Ís un mfrnero numerable de vares de puntos conse
cutivos, entonces X es segundo numerable. 

Demostración. Sea B el conjunto de todos los puntos en X que son 
parte de un par de puntos consecutivos en )( y sea A C )( un subconjunto 
denso numerable. E11tonccs A U B es un conjunto numerable. 

Proponemos como bnse numerable para X al conjunto: 

'Y= {(s,t): s,t E AUB} U {(s,-+): s E A U B} U {(<-,t): t E AU B}. 

Claramente '"Y es numerable. Para ver que 'Y es base de X, tomemos un 
básico canónico (x, y) de X y un punto p E (x, y). 

Caso l. 
(x,y) tiene sólo un elemento de)(. Entonces, x y y E D. Por tanto 

(x,y) E 7 y p E (x,y) C (x,y). 
Caso 2. 
(x,y) tiene dos o más elementos de X . Entonces, (x,p) fo 0 o (p,y) # 0. 
Si (x,p) # 0 y (p,y) # 0, entonces por ser A denso existen a,b E A tales 

que a E (x, p) y b E (p, y). Así, p E (a, b) C (x, y) y (a, b) E 7 · 
Si (x, p) # 0 y (p, y) = 0, entonces por ser A denso existe a E A tal que 

a E (x,p). Por otro lado y,p E B. Así, p E (a,y) E '"Y y (a,y) C (x,y). 
El caso (x . p) = 0 y (p, y) # 0 es similar. 
Por tanto (x, y) es unión de elementos <le '"Y· 
Análogrunente los básicos canónicos (x,-+) y (<-,y) pueden ser expresa

dos como uniones de elementos de '"Y· Así, X es segundo numerable. • 

l\1ás adelante, veremos tm ejemplo en el que se muestra que la hipótesis de 
In. numerabilida<l del conjunto de pares <le puntos consecutivos es necesaria 
en el Teorema 2.23. 



Parte II 

Continuos no métricos 
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Capítulo 3 

Cuadrado lexicográfico 

3.1 Topología del cuadrado lexicográfico 

En este capítulo definiremos el cuadrado lexicográfico y demostraremos que 
es un continuo no métrico que satisface el primer axioma de numerabili
dad. Para demostrar la co.mpacidad y la conexidad, utilizaremos algunas 
propiedades desarrolladas en el capítulo anterior. Veremos que, a diferen
cia de los continuos metrizables, el cuadrado lexicográfico es un continuo no 
métrico localmente conexo que no es conexo por trayectorias; y que además 
no satisface ser un espacio separable y perfectamente normal. 

Recordemos que en el Ejemplo 4 de los conjuntos ordenados (página 4) 
definimos el orden le..xicográfico, y probamos que es un orden total. En el 
caso particular de que X = 1 x I, donde 1 es el intervalo unidad, el orden 
lexicográfico queda determinado de la siguiente manera: 

Sean a, b, e y d E 1 y (a, b) , (c, d) E X. Entonces, (a, b) ::; (e, d) si y sólo 
si a < e ó a = e y b :5 d. 

Entonces, el par ordenado (X, r), donde res la topología del orden, es el 
cuadrado lCJ:icogrcífico. 

En la figura 3.1 presentamos un básico característico del cuadrado lexi
cográfico dado por la región sombreada incluyendo los segmentos AB y CD. 

34 
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Figura 3.1 

Teorema 3.1 El cuadrado lexicográfico no tiene puntos consecutivos. 

Demostración. Sean o = (a, ú) y f3 = (e, d} E X tales que o -< (3. 
Caso l. a < c. Entonces, existe t E (O, 1] tal que a < t <c. Asf, ¡ = (t, b) 

pertenece a X y ex -< ¡ < (3 . 
Caso 2. a= e y ú <d. Entonces, c..xiste s E (O, 1] tal que b < s <d. Así, 

¡ = (a, s) pertenece a X y o -< -y < (3 . 
Por tanto X no tiene puntos consecutivos. • 

Teorema 3.2 El cuadmdo lexicográfico es compacto. 

Den~ostración. Recordemos que en el Teorema 2.11 probamos que un 
espacio con la t.opologfa del orden es compacto si y sólo si es completo y 
acotado. 

Notemos que (0,0) es el mínimo <le X y (1, 1) es el máximo de X. Por 
tanto X es acolado. 

Por otra parte, sea A un conjunto no vacfo en )( y sea: 

C = {x E [O, 1]: (x, y) E A para algún y E [O, 1]}. 
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Notemos que Ce (O, 1) y C =I- 0, por lo cual tiene supremo. Sea a = sup C. 
Probaremos que si An {(a,y): O:::; y:::; 1} = 0, entonces (a,O) es el 

supremo de A. 
Primero probaremos que (a, O) es cota superior de A. 
Como a= supC y A n {(a,y) : O S y:::; 1} = 0, entonces para cada 

(x, y) E A tenemos que x < a. De manera que (x, y) -< (a, O) para todo 
(x, y) E A. Por tanto (a, O) es col.a superior ele A. 

Ahora probaremos que (a, O) es la mínima cota superior. 
Si (a, O) no fuera el supremo de A, entonces tomemos una cota superior 

(/3, v) de A menor que (a, O). Así, u S /3 < a para toda u E C. pero esto 
contradice que a es el supremo de C. Por tanto (a, O) es el supremo de A. 

Ahora supongamos que A n {(a, y) : O $ y ::;; 1} 1' 0. Sea v = sup{y E 
(O, 1): (a, y) E A}. 

A. 

::\·lastraremos que (a, v) es el supren10 de A. 
Primero probaremos que (a, v) es cota superior de A. 
Sea (x, y) E A y consideremos dos casos: 
Caso l. x < a, claramente (x, y) -< (a, v). Así, (o:, v) es cota superior ele 

Caso 2. x =a. Entonces, como v = sup{y E [O, l] : (n, y) E A}, tenemos 
que y$ v. De manera que (x, y) ::5 (a, v). Así, (a, v) es cota superior ele A. 

Ahora probaremos que (a, v) es Ja mínirna cota superior. Supongan1os 
por el contrario que existe una cota superior (/3, z) de A menor que (a, v). 
Entonces, (x, y) ::5 (/3, z) -< (a, v) para todo (x, y) E A, y, entonces x ::;; f3 
para tocia x E C. 

Si f3 < a. Entonces, /3 < sup C, lo cual es absurdo, pues a es el supremo 
de C. 

Si f3 = a. Entonces, para todo (a, y) E A, tenemos que ¡¡ ::;; = < v. Lo 
cual también es absurdo, pues v = sup{y E [O, 1) : (a, y) E A}. 

Por tanto (a, v) es el supremo de A. 
Así, hen1os demostrado que todo subconjunto no vacío de )( tiene supre

mo. Por tanto, .Y es completo, y por ser acotado es compacto. • 

Teorema 3.3 El cuadrado lexicográfico es conexo y localmente conc:w. 

Demostración. Observemos que el cuadrado le..xicográfico cmnple con 
las hipótesis del Corolario 2.14, por lo cual es conexo; y poi· el Corolario 2.18, 
tan1bién es localmente cone..xo. • 
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Teore1na 3.4 El cuadrado lexicográfico e,, primero numerable. 

Demostración. Sea p = (a, b), donde O ::; a ::; b ::=; l. Si p -/= 
(0,0), (1, 1), entonces los básicos del cuadrado lexicográfico que tienen a p 
pueden ser tomados de la forma (x, y). En el caso en que 7' = (O, O), los bási
cos pueden ser tomados de la forma (~,y) y, en el caso en que p = (1, 1), 
pueden ser tomados de la forma (y,-+). 

Para probar nuestra. afirmación consideraremos cinco casos y propon
dremos una base local numerable distinta para cada caso. 

Caso l. O ::; a $ 1 y O < b < l. Entonces, proponemos la familia: 

/3 1 = {((a,w) ,(a,z)): w,:: E (O, l] nQ y w < b < z}. 

Caso 2. O < a $ 1 y b = O. Proponemos la familia: 

{32 = { ((t, 1), (a, z)) : t E (O, a) n Q y ::: E (O, l] n Q}. 

Caso 3. a= O y b =O. Entonces, proponemos la familia: 

{33 = {(~, (O,z)): z E (O, l] nQ}. 

Caso 4. O ::=; a < 1 y b = l. Entonces, proponemos la fa1nilia: 

/34 = {((a, w), (t, O)) : w E (O, 1) n Q y t E (a, l] n Q}. 

Caso 5. a = 1 y b = l. Entonces, proponemos la familia: 

{35 = {((1,w),-+): w E [O, l) nQ}. 

Notemos que en cada caso, /3; sirve de base local numerable en p. Por tanto 
el cuadrado lexicográfico es primero numerable. • 

Teorema 3.5 El cuadrado lexicográfico no es separable. 

Demostración. Sea L el subespacio <le X definido por C = { (x, y) : 
O ::; x ::5 1 y y = 4} y para cada x E [O, l) sea U,, el abierto en X definido 
por U,, = { (x, y) : :\- < y < n. Entonces la familia de intervalos abiertos 
{U,,: O::; x::; l} es una colección no numerable de abiertos ajenos. Si Des 
un subconjunto denso de X, para cada x E [O, 1), existe un punto d,, E DnU,,. 
Si x -/= w, dx -/= dw pues U,, n U.., = 0. De manera que {dx E D: x E [O, l)} 

----.·---·:..·: :·.<.";, 
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es no numerable. Por tanto D es no numerable. Esto demuestra que X no 
es separable. • 

Recordemos que en el Teorema 2.23 hicimos mención de que la hipótesis 
de la numerabilidad en el conjunto de pares de puntos consecutivos en un 
espacio ordenado y separable es necesaria para que este sea segundo nume
rable. A continuación daremos un ejemplo que muestra la necesidad de tal 
hipótesis. 

Considere1nos solamente la parte superior y la parte inferior del cuadrado 
lexicográfico, es decir, consideremos el conjunto X= {I x {O}} U {I x {l} }, 
donde I es el intervalo unitario. 

Notemos que X tiene una infinidad de parejas de puntos consecutivos, a 
saber, la familia de todas las parejas de puntos de la forma { (x, O) y (x, 1) : 
O :5 x :5 l}. Por otra parte, notemos que X es separable, pues el conjunto 
D = {{I x {O}) n<Q} U { (I x {l}) n<Q} es un subconjunto denso y numerable 
de X. 

Probaremos que )( no es segundo numerable. 
Supongamos por el contrario que )( es segundo numerable. Entonces su 

subespacio Y = [O, l] x {O} también es segundo numerable. Ahora veamos 
cual es la topología inducida en Y. Tomemos pues un elemento p = (a, O} E Y 
y sean x = (u, u) y y = (w, z) t.alcs que x < p < y . Entonces u < a (no es 
posible que u = a y v < O), adem1\s a < w o a = w y O < z. Entonces, u< a y 
existe O < q < 1 tal que p = (a, O} -< (a, q} -< (w, z} =y. De manera que p E 
W~", !}, (a, q}) C (x, y) . Notemos que W~", !»(a, q) )nY = (''~",a] x {O}. 
Por tanto, dado un punto de Y de la forma (a, O} con O < a :5 1, una base 
local est.;\ constituida mediante los conjuntos de la forma (t, a] x {O} con 
O < t < a. Similarmente, {(O, O}} es un abierto en Y. Por tanto, Y tiene la · 
topología de la recta de Sorgenfrey restringida a un intervalo cerrado. 

Corno Y es segundo numerable y esta propiedad se hereda bajo productos 
finitos, tenemos que Y x Y es segundo numerable. Ahora consideremos el 
subespacio D. = { (x, -x + l} : t :5 x :5 ~ }. Entonces, la familia de básicos 
1' = { (a, u] x (e, -u + l J : O < a < u y O < c < -u + l y t :5 u :5 ~} inducen 
la topología discreta en D.. De manera que D. es un subespacio de Y x Y que 
no es segundo rmmerable. Por tanto, )( no es segundo numerable. 

Teorema 3.6 El cuadrado lexicográfico no es conexo por trayectorias. 
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Demostración. Recordemos que un espacio topológico X es conexo 
por trayectorias si para cualesquiera dos puntos a, b E X: existe una ÍWlción 
continua f: [O, 1] - X tal que f(O) =a y f(l) = b. 

Supongamos por el contrario que )( es conexo por trayectorias. Entonces, 
en particular existe una función continua f : [O, 1] -+ X tal que f(O) = (O, O} y 
f{l) = (1, 1). Por otro lado observemos que f([O, l]) cumple con las hipótesis 
del Corolario 2.16, es decir, f{[O, !]) es conexo y cst.á contenido en un espacio 
ordenado, por consiguiente es convexo. Así, [f(O) , f( l)] C f([O, l]), es decir, 
f([O, 1]) = X. Por tantn f es sobre. 

Para cada X E [O, 1] definamos el básico U,, = {(:r:,y) : t < y < n. 
Entonces, la familia {U,, : O :S x ::; 1} es una familia. no numerable de básicos 
ajenos dos a dos en X. Corno f es sobre, para cada :r: E [O, l], el abierto 
¡- 1 (U,,) es diferente del vacío y al ser f continua tenemos que la familia 
{J- 1 (U,,): O :S x ::; l} es una familia no numerable de abiertos no vacíos y 
ajenos dos a dos en [O, l]. 

Como ¡- 1(U,,) pertenece a la topología usual de [O , l] , existe un básico 
(a,b) no vacío de la topología usual de IR tal que (a,/>) e ¡- 1 (Ux) e [O, l]. 
De manera que para cada x E (O, l] tenemos que ¡-1(Ur) tiene números 
racionales, contradiciendo el hecho de que Q es nun1crable. 

Por tanto el cuadrado lexicográfico no es conexo por trayectorias. • 

Teorema 3. 7 El cuadmdo lexicográfico no es pc1fectamcntc normal. 

Demostración. Recordemos que un espacio topológico no vacío X es un 
espacio G6 o perfecto, si todo subconjunto cerrado de X es un subconjunto 
G 6 • Llamarnos a X un espacio topológico perfectamente nonnal si X es un 
espacio normal y G6 . 

Notemos que el cuadrado lexicognüico es Wl espacio normal, pues lleva la 
topología del orden, probaremos que este espacio no es un espacio G~ . Para 
lo cual consideraremos nuevamente el subconjunto Y= (1 x {O} )U(I x {1} ), 
donde l = [O, 1]. 

Notemos que para todo punto p = (a, b) con O < b < 1, la vecindad 
((a,~), (a, b~ 1 )) no int.ersccta a Y . Así que Y es cerrado en X. 

Ahora, supongamos, por el contrario, que Y es un subconjunto G 6 , y 
sea F = {Un : TI E N} una familia numerable de abiertos en X tales que 
Y= n{u .. : n E N} . 

Para cada punto p = (a, 1}, con O :S a :S 1, y cada 11 E N, elegimos un 
básico de la forma B,..n = ((a,w1,,n),(tp,.,,O}) tal que O :S Wp,n < 1, a< tp.n 
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y p E Bp,n C Un. Sea Vp.n = Bp,n n ( l x { ~}). Notemos q11t• Vp,n C U,. para 
toda ne N. 

Consideremos el subconjunto I x { J,} con la topología usual r,. que here
da del plano, y para cada n E N, sea D,. = intT. (U{V,.,., : pe I x {l}} ). 
Entonces, Dn C Un para cada n EN. 

Ahora probaremos que el subconjunto Dn es denso en l x { ,!; } (con la 
topología Tu)· Sea q = (a, ,~) y G un básico de la topología usual ele I x {p 
de la forma G = (x,y) x Hl tal que a E (x,y) (los casos C = [O,y) x {,} 
y G = (x, l) x {*}se demuestran d e manera similar). Hac1•mos p =(a, l). 
Como a < y y ~ < tP·"' podernos elegir un número b E \a, y) n (a, tp,n). 
Entonces (b, ~) E G n in1T. (\-;.,,.) C G n Dn. 

Así que la familia D = {D,. : n E N} es una familia de subconjuntos 
densos en I x H }. Como cada D,. es abierto en l x H} y I x H} es 
un espacio de Daire, entonces n{n .. : ne N} es densa en IX {*l · Pero 
n{n .. : ne N} e Cn{u .. : 7l EN}) n (!X Hl) = 0 , lo cual •'S un a-bsurdo y 
muestra que Y no es G6 . 

Por tanto, X no es un espacio G,, así, X no es perfectamente normal. • 



Capítulo 4 

La línea larga y su extensión 

En este capítulo construiremos y definiremos los nú1neros ordinales, la línea 
larga y su extensión. 

Demostraremos algunas propiedades importantes que satisfacen la línea 
larga y su extensión. Por ot.ra parte, veremos que la línea larga cxte1~dida es 
un continuo no métrico que al igual que el cuadrado lexicográfico satisface 
ser localmente conexa, pero no arco conexa. Ta1nbién dctnostrarcmos que la 
línea larga c..xtendida no es perfectamente normal. 

Para finalizar este capítulo estudiare1nos el producto cartesiano Lº x Lº. 
Aquí sólo demostramos que este espacio es un continuo no métrico que, a 
diferencia de los continuos metrizables, no es completamente normal. Esto 
se hace aprovechando las propiedades estudiadas de la línea larga. 

4.1 Construcción del espacio ordinal [O, wi] 
Sea )( un conjunto 110 numerable; por el lema de Zorn podemos suponer que 
se le puede chu- un buen orden. Considere1nos un punto p </c. X. Extendemos el 
orden de X al conjunto x· = X U {p} imponiendo las condiciones siguientes: 

1) p :::5 p; 
2) Para cualquier x E X, x -<p. 
Probaremos '11le x· es un conjunto bien ordenado. 
Sea A un subconjunto no vacío contenido en x·. Entonces A = {p} 6 

AnXf:.Cll. 
Si A= {p}, entonces claramente A tiene primer elemento, el mismo p. 

41 
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Si A n X #- 0, como A n X es un subconjunto de X, entonces A n X 
tiene primer elemento, el cual a su vez será el priiner elemento de A visto 
corno subconjunto de x•. Por tanto, x· también tiene un buen orden (el 
extendido por X). 

Definamos como O al primer elemento de )(º. 

Sea w 1 = rnin{x E x· : [O, x] es no numerable}. Observemos que dicho 
elemento debe existir debido a la existencia del punto p. 

Notemos que el conjunto [O, wi] hereda cl bmm orden que ya se tenía del 
conjunto x·. 

A los elementos de [O, w 1 J les llamn.remos números ordinales. 

4.2 Los primeros elementos de [O, wi] 
Llamemos 1 al mínimo de [O, wi] \{O}. Observemos que O < 1, y que no hay 
.ningún elemento entre O y l (mayor que O y menor que 1). Ahora llamemos 
2 al mínimo de [O, wi] \{O, l}, notemos que no hay ningún elemento entre 
1 y 2. Si seguimos con este proceso, poden1os construir una copia ordenada 
de los números naturales en [O, wt], además los podemos colocar en orden: 
O < 1 < 2 < 3 < ... Notemos que no hemos agotado los elen1entos de 
[O, w 1] pues este conjunto es no nu1nerable. Entonces podemos tomar el 
mínimo del conjunto [O, wi] \ {O, 1, 2, 3, ... } y llamarle w. Notemos que w es 
mayor que todos los números naturales. Ahora podemos tomar el mfnhno 
de [O, wt] \ ({O, 1, 2. 3, ... } U {w} ). A este elemento lo denota.remos por w +l. 
Si continuan10s por <~~te camino, ahora podemos construir otra copia de los 
ntírneros naturales y acomodar a todos los elementos que lievan1os de la 
siguiente manera: O < l < 2 < 3 < .. . w < w + l < w + 2 < w + 3 < ... Hasta 
ahora sólo hemos tomado una cantidad numerable de elementos de [O, wi], 
por lo que no hemos agotado a sus elementos. Podemos entonces llamar a w2 
al mínimo de [O, wi] \ ({O, 1, 2. :!, ... } U {w, w + l,w+ 2,w+ 3, ... }),y comenzar 
de nuevo el proceso. De esta manera podemos construir otra copia de los 
números naturales que quedará ordenada de la siguiente manera: 

O < 1 < 2 < 3 < .. . w < w + l < w + 2 < w + 3 < ... < w2 < w2 + 1 < 
w2 + 2 < w2 + 3 < . . . Este proceso se puede continuar obteniendo más 
copias de los nlln1cro.s naturales, y así construir w3, w4, w5, etc. Una VC'"~ 
que se construyen todos los wn, seguimos teniendo una cantidad numerable 
de elementos y el compl.emento [O, wt] \ ({O, 1, 2, ... }U {w,w + 1, w + 2, ... }U 
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{w2,w2 + l,w2 + 2, ... } U ... U {wn,wn + l,wn + 2, ... }), sigue siendo no 
nwnerable. Por lo que podemos llamar ww al mínimo <le dicho conjunto. 
Al elen1ento que le sigue se le llama ww + l. Notemos que este proceso 
no termina, porque si construimos in<luctivainente más elementos, siempre 
tendremos una cantidad numerable. De esta n1anera hemos 1nostrado cml.les 
son los primeros elementos de [O, w 1 ]. 

Sean o y -y elementos cualesquiera en [O, w 1 ], decimos que a precede a -y 
o que -y es un sucesor de o: si n < -y. 

Decitnos que et es el predecesor inmediato <le -y (o que -y es el sucesor 
inmediato de a ) si 'i' es el ordinal sucesor de a nuis pequeño (denotamos a 
-y corno et+ 1). 

Ta1nbién decin1os que a es 1111 ordinal límite si a # O y et no es un sucesor 
inmediato de nadie. Es decir, si para todo ordinal i; < et, se tiene que 
a#l;+l. 

Notemos que todo ordinal tiene un sucesor inmediato (et < a+ 1), pero 
no todo ordinal tiene un predecesor inrnediato, por ejemplo w y w 1 no lo 
tienen. 

Denotaremos al espacio ordinal [O, w 1] corno O. 
Si a O le darnos la topología inducida por f3 (la base de la topología del 

orden), entonces O es un espacio topológico ordenado. 
Cuando no consideremos al punto w 1 en O, entonces el subcspacio [O, w 1) 

será denotado como 0 0 • 

4.3 Tres propiedades de S10 

Lema 4.1 Todo subconjunto A e S1o no vacío y acotado superiormente tiene 
supremo. 

Demostración. Sea C = {-y E Do : -y es cota superior de A}. Como 
Ce 0 0 , entonces C tiene prin1er elen1ento en [0,w1). Así, A tiene una cota 
superior n1ínima. • 

Teorema 4.2 Todo subconjunto numerable A e 0 0 no vacío tiene supremo. 
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Demostración. Dada °' E A, el intervalo [O, o:] es numerable, de lo 
contrario w 1 ::; a, lo cual es absurdo. Así, el conjunto B = LJ{[O, a]:°' E A} 
es numerable. De manera que no\ Bes no nurnerable y. en particuhu-, t.iene 
primer elemento 'Y· Como 'Y </:. B, entonces tampoco pertenece a ningún 
conjunto de la forma [O, a], donde°' E A. Por tanto o: < 'Y para toda°' E A. 
Así, 'Y es nna cota superior de A, y por el Lema 4.1. A t.icnc supren10. • 

Teorema 4.3 Si J : n0 _.no es tal que f(O) =O y para cada a E n0 \{O}, 
f(o:) < a, entonces, existe un punto /30 E no tal que para f.odo /3 E no, c-:dste 
>. 2: /3 tal que f(>.) ::; /30 • 

Demostración. Supongamos por el contrario que para todo ¡30 E !10 

existe f3 tal que p>u-a todo ..\ 2: /3 se tiene que f(..\) > {30 • Dada /30 E 
no, notemos que el conjunto B = {/3 E n 0 : para toda ..\ 2: /3, f(..\) > {30 } 

está contenido en n 0 , de manera que tiene prin1er elemento. Definamos la., 
funciones g : no -+ no por: 

g(/30 ) = Inin {/3 E no : para toda>. 2: /3, f(..\) > /30 } , 

y h: (O,w)-+ n0 dada por: 

h(O) =O y h(a + 1) = g(h(a)) para toda o: E [ü,w). 

Notemos que el conjunto A = {h(a) : a E [O, w)} es numerable y estú con
tenido en n0 . De nianera que por el Teorema 4.2, A tiene supren10, el cual lla
maremos 'Y· Notemos que g(O) = min {/3 E n0 : para toda..\ 2: O, f(..\) >O}, 
como f(O) =O, O no pertenece a este conjunto, así que g(O) > O. Si ocurriera 
que h(a) =O p¡u-a alguna a E [O, w), entonces h(o: + 1) = g(O) >O. Así que 
h(a + 1) > O. Con esto hemos mostrado que A # {O}. Por tanto 'Y > O. 
Entonces f(¡·) < ¡. Por otra parte, como g(h(a)) = h(o: + 1) ::; "( p>u-a toda 
a E [O, w), entonces por definición h(a+ 1) = {, donde { = nün{/3 E n0 : para 
toda >. 2: /3, f(..\) > h(a)}; en particular como { ::; "(, entonces f('Y) > h(o:) 
para toda o: E [O, w). Es decir, f('Y) es una cota superior de A, así que 
'Y ::; f ('Y), lo cual es absurdo, pues J ( "() < "(. Por tanto, existe un punto 
/30 E no tal que para todo f3 E no, existe ..\ 2: /3 tal que f(..\) ::; /30 • • 
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4.4 La línea larga y su extensión 

Consideremos el producto cartcsiru10 L = no X [O, 1), donde [o, 1) es el in
tervalo unidad de núnlCros reales abierto superiormente. Asignemos el orden 
lexicográfico a L. Entoccs, L es un espacio topológico ordenado, al cual 
llamaremos fo línetL larga. 

Similarmente, consideremos el producto cart.<'.siano L• = n x [O, 1) \ 
{(w1,t}: O< t < l} y asignemos el orden lcxicogr<\fico a L·. Llamaremos 
a L • la línea larga e:rte11dida. 

A continuación probaremos algunas de las propiedades 1nás importantes 
de L y L'. 

Teorema 4.4 La línea largtL y su =tensión no tienen ¡nmtos consecutivos. 

Demostración. Sean o: y /3 En y sean x y y E [O, 1). Consideremos los 
puntos (a:, x} y (/3, y} EL• tales que (a:, x} -< (/3, y}. 

Consideremos los siguientes dos casos: 
Caso l. a -< {3. Entonces, existe "';1 E (O, 1) tal que (a, x) -< (a, "';1} -< 

(/3,y) y (o:,x),(/3,y) no son consecutivos. 
Caso 2. a= /3. Entonces, (a,x}-< (o:,"'~"} -< (/3,y}. y (a,x),(/3,y) no 

son consecutivos. 
Por tanto la línea larga y su extensión no tienen puntos consecutivos. • 

Teorema 4.5 La línea larga y su =tensión satisfacen la ¡iropicdad del supre
mo. 

Demostración. Haremos la prueba para L, la demostración para L• 
será entonces una consecuencia. inmediata. 

Sea A e L un subconjunto no vacío y acotado superiormente, y sea. 

B ={a: E no: existe x E (0, 1) tal que (o,x) E A}. 

Primero probaren~os que B tiene supremo en n 0 . 

Como A#- 0 existe (e>,x} E A, de manera que a E B, así, B no es vacío. 
Por otro lado, como A est;\ acotado superiormente, existe (/3, z} E L tal 

que (a, x} :::$ (/3, z} para todo (a, x} E A. Luego a ~ /3 para toda a E A y 
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.f3 es cota superior de B, y como B e f20 , entonces por el Lema 4.1, B tiene 
supremo. 

Sea 'Y= sup B. Analizaremos dos casos para probar que A tiene supremo 
en L. 

Caso l. 'Y <f. B. Entonces, (-y, O} es una cota superior de A, ya que no 
existe ningún elemento x E [O, 1) tal que (-y, x) E A. Probaremos que (-y, O} 
es el supremo de A. 

Supongamos por el contrario que existe un elemento (.>.,y) E L tal que 
(.>.,y) -< ('Y, O} y para todo (a, x) E .A, (o:, x) ::$ (.>.,y). Entonces >. <-y. De 
manera que>. es una cota superior de B menor que -y, lo cual contradice que 
'Y es el supremo de B. Así, sup.A = (-y,0}. 

Caso 2. 'Y E B. Entonces tenemos dos subcasos: 
i) El conjunto {x E [O, 1) : (-y, x) E A} está acotado superiormente en el 

intervalo (O, 1). Entonces, claramente el punto (-y, sup{x E (O, 1) : (-y, x) E A}) 
es el supremo de A. 

ii) El conjunto { x E [O, 1) : (-y, x) E A} no está acotado superiormente en 
el intervalo [O, 1). Entonces, probaremos que el supremo de A es precisamente 
el punto ('Y + 1, O}. 

Supongamos por el contrario que el punto ('Y + 1, O} no es el supremo de 
A, entonces existe (-y,y) E L tal que (¡,y) -< ('Y+ 1,0) y (-y,x) ::$ ('Y,y) 
para todo (-y, x) E A. Entonces, y sería una cota superior del conjunto 
{x E (O, 1) : ('Y, x) E A} en [O, 1), lo cual es contrario a nuestra suposición. 
Por tanto (¡- + 1, O) es el supremo de A. 

Por tanto L tiene la propiedad del supremo. 

Para ver que L• también satisface esta propiedad, consideremos un con
junto no vacío A e L •. Claramente A tiene cota superior por estar contenido 
en Lº. 

Si A e L, entonces por lo anterior A tiene supremo en L. 
Si A n { w 1 } #- 0, entonces claramente w 1 es el supremo de A. 
Por tanto L • también tiene la propiedad del supremo. • 

Teorema 4.6 La cerradura de L es L •. 

Demostración. Noternos que los básicos que contienen a w 1 son de la 
fonna (x, w.] para alguna x E L, de manera que w 1 es un punto de acumu
lación de L. Por consiguiente, L• = Cl(L). • 
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Teorema 4. 7 La. línea. la.rga y su extensión son conexos. 

Demostración. Como L y L" no tienen puntos consecutivos y cualquier 
subconjunto acotado superiormente en L y L" tiene supremo en L y L", 
respectivarnente, entonces, se cumplen las condiciones iii) del Teorema 2.13 
del axioma de Dedel<lnd. 

Por t a nto L y L • son conexos. • 

Teorema 4.8 Todo conjunto numerable en L tiene supremo en L. 

Demostración. Sea C = {(nn,x,.) : °'n E no y x,. E (O, 1) y n EN} un 
conjunto nun1erable en L; y consideremos al conjunto: 

B = {n,. E !lo : n EN}. 

Como Ces numerable, entonces Bes uuinerable. Por el Teorema 4.2, B tiene 
supremo en n 0 . Sea {3 tal supremo; entonces C está acotado superiormente 
por f3 + 1. Como L satisface la propiedad del supremo, C tiene supremo en 
L. • 

Teore1na 4.9 La. línea larga no es de Lindclof. 

Demostración. Probaremos que C = {(+-, (n,O)): °'E [O,wi)} es una 
cubierta a bierta de L, la cual no posee una subcubicrta numerable. 

Sea p = (>., z) E L. Entonces p -< (>. + 1, O). Por tanto p E ( +-, (>. + 1, O)). 
Así, C es una cubierta abierta de L. 

Por otro lado, C no puede tener una subcubicrta numerable, pues de 
existir una, sería de la forma {(+-,(a;,0)) : i EN}. Pero el conjunto {a;: 
i E N} tiene una cota superior .X en (O, w 1 ). Entonces, (>. + 1, O) no pertenece 
a ning11n conjunto(-, (a;,O)). Este absurdo completa la prueba de que la 
líne;1 larga no es un espacio de Lindclof. • 

Teorema 4.10 La línea larya nn es sepa.roble. 

Demostración. L no puede contener un subconjunto denso numer
able, pues todo conjunto numerable tiene supremo {3 E L tal que {3 < w 1 

y ({3, wi) # 0. • 
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Teorema 4.11 La línea larga es primero nU?ncnzblc. 

Demostración. Sea 7J = (A, z) E L, consideremos dos casos : 
Caso l. z > O. Entonces, proponemos como base local numerable de p a 

la familia: 

-y= { (<>•, z - .!._),(A, z + .!._)) : n. EN,.!._< 1 - z y.!..< n}. 
n. n n z 

Claramente -y es una base numerable para el punto p. 
Caso 2. z = O. Entonces: 
Si A es un ordinal sucesor en n0 , de modo que A = a+ 1, proponemos 

como base local numerable ele p a la familia: 

-y = { ((a, n :, 
1
), (A,~)) : n E N} . 

Si >. es un ordinal lfmite en n0 , proponemos como base local numerable de p 
a la familia: 

'Y= { ((o:,O), (A,~)): n EN y a:< A}. 
Comprobaremos, en este caso, que -y es una base local de 7J cu )(. Bastará 
probar que pes un punto de acumulación del conjunto {(n,O) EL: a< A} 
y de la sucesión {(A,*)}:;"=,· Claramente p es un punt.o de acumulación de 
la sucesión { (>., *)} :;"=I' pues como { *} converge a O, (>.-<l.a converge a p por 
la derecha. De manera que p es un punto de acumulación de {(A,-!;)} ::

1
• 

Por otra parte, como A es un ordinal límite en n 0 , dado un abierto U del 
pw1to p, tenemos que existe un b<lsico de la forma ( (o:0 , x), (A, y)). donde a 0 < 
.A, x E [O, 1) y y > O. Entonces, n 0 + 1 < A y (a0 + 1, O) E ( (a 0 . x), (>.,y)) n 
{{o:, O) E L : a < .A}. Así que p es un punto de acumulación del conjunto 
{{o:, O) EL: o: <A}. Por tanto, cualquier abierto de p cont.ienc un b<ísico de 
la forma ({a, O),(>.,*)). 

Por tanto L es primero numerable. • 

'Teorema 4.12 La líncn larga es 11rco conexa. 
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Demostración. Dados cualesquiera dos puntos (a, x), (/3, y) E L tales 
que (o,x) -< (/3, y), el conjuut.o 

C = { (>., r} : >.E (a, /3) y r E [O, 1) n Q} n[(a, x), (/3, y)), 

es un subconjunto denso y numerable del intervalo cerrado [(a, x), (/3, y)]. 
Además, como L es conexa, L cumple con las hipótesis del Corolario 2.20, 
de manera que L es arco conexa. • 

Teore1na 4.13 La línea i<Lrga extendida es compacta. 

Demostración. Como L* satisface la propiedad del supremo, L* es 
completo. Además, todo subconjunto en L" está acotado por (O, O} y (w1 , O). 
De manera que cumple el Teorema 2.11, es decir, L" es un espacio topológico 
ordenado, acotado y completo. Por tanto L" es compacta. • 

Teorema 4.14 La línea larga es numcmblcmcntc compacta. 

Demostración. Queremos probar que cualquier sucesión en L tiene 
punto de acumulación en L. 

Sea {xn}nEN una sucesión en L. Entonces, el conjunto {xn : n E N} 
tiene supre1no /3 = (a, z). Como L • es compacta, el intervalo cerrado 
A = [(O, O), (a, z) J es cerrado en L" y, por tanto, A es compacto. Además la 
sucesión {xn}neN está contenida en A, por lo que tiene un punto de acumu
lación en A e L. Por tanto L es numerablemente compacta. • 

Teorema 4.15 La línea lmya extendida no es conexa por tmyectorias. 

Demostración. Supongamos por el contrario que L" es conexa por 
trayectorias. En part.i-cular, existe una función continua f : [O, 1) ..... L" 
tal que f(O) = (0,0) y f (l) = (w,,O). Notemos que {f- 1 ((w,,O))} #- 0, 
pues 1 E {J-1 ((w1,0))}. Sea to= min{J-1 ((w1,0))}, y sea {tn}neN una 
sucesión en [O, l] tal que { t,.} -+ to y tn < lo para toda n E N. De manera 
que para toda n EN, tenentos que f (tn) -< (w1 , O), de lo contrario t 0 no sería 
el mínimo del conjunto {¡- 1 ((wr.O})}. Así, f (t,.) EL para toda n EN. 

Como todo conjunto numerable en L tiene supremo, entonces existe 
(>., z} E L tal que f (tn) ::$ (>., z) para toda n E N. Sea Uw, = ((>., z), (w1, O}] 
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un básico de (w1 , O) en Lº. Entonces t 0 E ¡-1 (Uw, ), y como, ¡-1 (Uw,) 
es un abierto de t 0 , existe k E N tal que para toda n E N, si n 2: k, 
entonces tn E ¡-1 (Uw, ) . De manera que para toda n 2: k, se tiene que 
f (tn) E Uw,, lo cual es absurdo. Por tanto, no existe una función continua 
tal que f(O) = (0,0) y f(l) = (w1 ,0), lo cual muestra que la línea larga 
extendida no es conexa por trayectorias. • 

Teorema 4.16 Sea f una función continua definid<L de L a un espacio métri
co X, entonces J es constante a partir de algún punto. 

Demostración. Primero proben1os que para toda n. EN, existe (a:n, x) -< 
(w1 , O) tal que para todo (-y, y) E L, con (a,,, x) -< (¡,y), se cumple 

d(f((-y, y)),f((o:n , x) )) < 1;. 
Supongamos por el contrario que existe n 0 E N tal que para toda (a, x) -< 

(wi,0), existe (¡,y), con (a,x)-< (-,-,y) y d(J((-y,y)),/((a,x)));;:::: ;
0

• 

Sea {xn}neN una sucesión de elementos de L que satisfacen lo anterior, 
es decir, x,. < Xn+I y d(J(xn), J(x .. +1 )) ;;:::: ;!;; para toda n E N. Como 
L es numerablen1ente compacta (Teorema 4.14) y {x,.}ueN <'.S creciente, en
tonces {x,.}neN converge a su supremo, el cual llamaremos /3 . Por otra 
parte, como f es continua, es secuencialmente continua, de manera que 
lim /(xn) = f(/3) . Así, para toda e > O existe N E N tal que para toda 
n > N, se tiene que d(J(xn), f({3)) <E:. En particular, para E:= ,:,

0
, tenemos 

que d(J(xn).f(/3)) < 2 ,
1
,
0 

y d(J(xn +iJ,/({3)) < 2~0 • Así, d(f(xn),J(x,.+1)) :5 
d(f(xn) , J(/3)) + d(f(x,,+ 1 ), f({3)) < ;!;;, lo cual contradice la elección de las 
x,.. Por tanto, para toda n. E N, c.xiste (a,,, x,,) -< (w1 , O) tal que para todo 
(-y,y) EL, con (an,xn)-< (1-,y), se cumple d(J((-y,y)),f((a,.,x,.))) < 1;. 

Ahora consideremos una sucesión {{a,., Xn) }neN en L que satisface In 
propiedad anterior y sea (a, z) su supremo. Así, para cada n E N, 

d(f({a,z)),f((o:,.,xn))) < 1;. De manera que dado (¡,y) EL, con (a,z)-< 
{-y, y), tenemos que d(f((-y, y)) , J( (a", xn))) < 1; . Así, d(f( (-y, y)), J((a:, z))) < 
~ para toda n E N. Por tanto, /( (r, y)) = J( (a, z) ), y f es consta nte. • 

Una consecuencia inmediata de este resultado es la siguiente: 

Teorema 4.1 7 Sea f una función continua definida de L a un es]lacio métri
co X, entonces f tiene una extensión continua a L". 
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Demostración. Por el teorema anterior, sabemos que existe un punto 
(a,z) < (wi,O) tal que f([(o,z),(w 1 ,0))) ={e}, donde e E X. Definamos 
una nueva función F: L•--> X de la siguiente manera: 

F((i,x)) = { J((1,x)), s! (¡,x)-< (w 1 ,0), 
e, s1 (-y,x) = (w1,0). 

Notemos que para probar que F es continua en L• basta probar que F 
es continua en ( w 1 , O). Para esto, tomemos un abierto U del punto e E 
X. Notemos que ((n,z),(w1 .0)] P.S un abierto de (w1 ,0) en L•. Así que 
F(((a,z),(w1,0)]) CU, pues F(((n,z),(w1,0)]) ={e}. Por consiguiente, 
F es continua en (w1 , O) y F es continua en L•. Así, F es una extensión 
continua de L a L •. • 

Teorema 4.18 La línell lm:qa y su extensión no son perfectamente normales. 

Demostración. Para ver que L• no es perfectamente normal, conside
remos al cerrado { (w1 , O)} y probaremos que no es posible ponerlo como una 
intersección nuriicrab!e de abiertos de L •. 

Notemos que cada abierto de (w1, O) contiene un b;\sico de la forma 
((a, x), (w¡, O)], para algún (a, x) E L. Veamos que { (w¡, O)} no es la 
intersección de una familia numerable de este tipo de bilsicos, para esto 
tomemos una familia {(a,,x,) : i E N}, donde (a;,x;) E L para cada 
i E N. Sea (/3,y) el supremo de {(a,,x,) : i E N} (Teorema 4.8). Co
mo (/3 + 1, O) E n{((n;, x;). (w1 , O)] : i E N} \ { (w1, O)}, tenernos que 
n{( (a;, x;), (w1, O)] : i E N} # { (w1.0) }. 

Por tanto L• no es un espacio G 6 , y en consecuencia no es perfectamente 
normal. 

Para probar que L no es perfectamente normal, consideremos el conjunto 
de todos los ordinales límites en el espacio de ordinales f20 = (O,w1 ) que 
denotaremos como 8 0 • Sea S = {(o:, O) E L: a E S 0 }. Probaremos que Ses 
un subconjunto cerrado en L que no es G 6 .Sea (.>., z) E L \S. Consideremos 
dos casos: 

Caso l. z = O. Entonces, como (.>., z) <f. S, existe a E [O, w1) tal que 
°' + 1 =>.,es decir, o: es el predecesor inmediato de>. en n 0 • De manera que 
(>.,O) E ((a,O), (.>. + 1,0)) e L \s. 

Caso 2. z # O. Entonces, (.>., z) E ( (.>., ~), (.>., '~ 1 )) e ((.>.,O),(>.+ 1, O)) e 
L\S. 

Por tanto L \ S es abierto, así, S es cerrado. 
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Por último consideremos a una fanülia nunlCrable y cualquiera de abiertos 
{U; : i E N} tales que S C U; para cada i E N. A,;!, S n (L \ U;) = 0. 
Como Les normal, entonces para cada i EN, existe una función de Urysohn 
f;: L _,(O, 1) tal que f;(S) = {O} y f;(L \U,)= {l}. 

Por el Teorema 4.16, sabe1nos que toda función continua definida de L 
al intervalo [O, l] <'-5 constante a partir de algün punto menor que (w1 ,0). 
De manera que para cada i E N, existe un elemento (a;, O) E L tal que 
f; h(a;,O),(w,,o)) es constante. Sea ((J, O) el supremo de {(et,, O) : i EN}, así que 
para toda i E N, las funciones f; son constantes en el intervalo [ (,B, O), (w1, O)), 
y como en el intervalo (¡3, w 1 ) existen ordinales límite, s"a .X nn ordinal límite 
en [,B, W¡) (por ejemplo, A = min n{[o, W¡) \ [O, B + k] : k E N} ). Entonces, 
f; h<P.O),(w1,o))= {J;(.X)} ={O} para toda i EN. Pero entonces f;((.X+ 1, O))= 
O, para toda i E N, lo cual implica que (.X + 1, O) E U; para toda i E N y 
entonces (.X+ 1, O) E n{u, : i E N} =S. Esto es un absurdo que completa 
la prueba de que L no es G6- • 

4.5 Paracompacidad y metacompacidad. 
caso de la línea larga. 

El 

En esta sección definiremos los conceptos de paracompacidad y metac01npaci
dad. Veremos que la línea larga no es metacompacta y en consecuencia tarn
poco paracompacta. Haremos dos pruebas diferentes de esta propiedad. La 
primera consistirá en utilizar la naturaleza del espacio de ordinales y probar 
que todo subconjunto cerrado de un espacio paracompacto es paracompacto. 
La segunda será una demostración más general, para esto, demostraremos 
que todo espacio paracompact.o y numerablerncnte compacto es compacto. 

Sea X un espacio topológico no vacío, y sea U = {U; : i E J} una 
cubierta abie1·ta de X. Decimos que la cubierta abierta V= {V;: j E J}, es 
un refinamiento de U si para cada j E J, existe i E I tal que V; e U,. 

Diremos que V es un refinamiento localm.e11te finito de U, si V es un 
refinamiento de U y para cada x E )(, existe una vecindad que intersect.a 
sólo a un 111ín1ero finito de elementos de 'V. 

Diremos que V es un refinarniento puntualmente finito de U, si V es 
un refinamiento de U y cada x E X pertenece sólo a un nümero finito de 
elen1entos de V. 
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Decimos que un espacio t.opológico es ¡)(Jracornpacto si cada cubierta abier
ta de X, posee un refinainiento localmente finito. 

Similarmente, un espacio topológico es 1nctaco111pacf.o si cada cubierta 
abierta de )(, posee un refirnuniento puntualment.e finito. 

Diremos que V es un refinamiento pu11tualrnr.11tc finito de U, si V es 
un refinamiento de U y cada x E X. pertenece sólo a un número finito de 
elementos de V. 

Decimos que un c.-<pacio topológico es paracorripacf.u si cada cubierta abier
ta de X, posee un refinamiento locahnente finito. 

Sirnilarrnente, un espacio topológico es mcl.acompacto si cada cubierta 
abierta de .,,y, posee un rcfi1uunie11Lo puut uah11c11te finito. 

Teorema 4.19 Sean X un espacio topológico ¡uiracompacto y I< un subcon
junto cerrado de)(, e11lo11ccs I< con la topología usual es paracornpacto. 

Demostración. Sea U = {U; : i E J} una cubierta abierta. de K. 
Entonces, cada U; es de la forma G; n I< para algún conjunto abierto G; de 
X. Notemos que u· = {G;: i E J} U {X\ K} es una cubierta abierta de X, 
y por ser paracompacto, u· t.icne un refinamiento localmente finito V. Así 
que V" = { H n J< : H E V} es un refinamiento localmente finito de U que 
cubre a I<. Por tanto ¡,· es paracompact.o. • 

Corolario 4.20 La línea liuya no es paracompacta. 

Demostración. Para ver que L no es parac0111pacta probaremos que 
!10 x {O} = n0 es un subconjunto cerrado en L que visto como subespacio 
no es paracompacto. 

Sea(,\, z) E L\n0 • De manera que z ,,¡. O. Entonces, (,\, z) E ( (,\, ~), (,\, •;•)) e 
((.>.,O), (,\ + 1, O}) e L \ no. 

Así que L \ !10 es abierto, y por tanto S10 es cerrado. 

Ahora, supongamos por el contrario que n0 es paracornpact.o, y consi
deremos la cubierta abierta C = {[O,/") : -,. E no}. De manera que existe un 
refinamiento localmente finito V= {V0 : a E A} de C. Así que dada a E S1o, 
existeª" E A tal que o E Va

0
• Como\/"ªª es abierto, existe un básico (y0 ,a) 

de a con Ya < o: ta.! que (yu, n) C \1"00 • De manera que podemos definir una 
función f : flo-> no tal que f(O) =O y para cada a E !10 \{O}, f(a) =Ya· 
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Así que f(a) < a para-todo a E Slo \ {O}. EntoncC'.s, por el Teorema 4.3 
tenemos que existe un punto /30 E no tal que para todo /3 E no, existe .>. ;::: /3 
tal que f(.>.) 5 /30 • De manera que para todo /3 ;::: /30 + 1, existe A(J ;::: /3 tal 
que f(>•(J) 5 /30 • Así que /30 + 1 E (f(.>.(J), A(J] e Va,,, E V para una infinidad 
de elementos de V. Por consiguiente, \/ no puede ser un refinamiento de 
punto finito, luego, tampoco puede ser un refinainiento localmente finito, 
contradiciendo lo supuesto. Por t.ant.o n 0 no es paracompacto. Así, por el 
Teorema 4.19, L no es paracompacta. • 

La segunda forma de demostrar este resultado es la siguiente: 

Teorenl.a 4.21 Sea X es un espacio topológico no vacía, metacornpacto y 
numerablemcntc compacto, entonces ,-...;: es compacto. 

Demostración. Sea U = {U; : i E I} una cubierta de puntualmente 
finita de X. Primero probaremos que U tiene una subcubierta irreducible. 
Es decir, existe .! e I tal que u· = {U, : i E .!} es una cubierta de X y para 
toda i E .!, u·\ U; ya no es cubierta de X. 

Consideremos a la familia: 

F ={A e I: {U;: i E I \A} es cubierta de X}. 

Ordenemos a F usando la inclusión, es decir, (F, e) es un conjunto par
cialn1ente ordenado bajo la contención de conjuntos. 

Notemos que F # 0, pues 0 E F. 
Sea C = {.Ak: k E K} una cadena en (F, e). De manera que para todo 

k E I<, tenemos que {U; : i E 1 \ Ak} es cubierta de X. 
Consideremos el conjunto A' = LJ{Ak : k E J<}. Entonces, afirmamos 

que {U; : i E I \A•} es una cubierta de X, pues si {U; : i E I \A•} no 
fuera una cubierta de X, existiría x E X tal que x ~ LJ{U,: i E 1 \A•}. De 
manera que para toda i E I \ A•, x <t U,. 

Por otra parte, como U c..~ una cubierta de X, entonces x E U; para 
i E J. Además, con10 U es puntualmente finito, x pertenece sólo a un número 
finito de elementos {U;,, ... ,U;"} de U. Entonces, i 1 ~ 1 \A'. Es decir, 
i 1 E A•, por lo que existe k 1 E J< tal que i 1 E .1-h,. Similarmente, para 
cada j E {l, ... , n}, existe i, E ](tal que i 1 E Ak,· Como Ces una cadena, 
entonces {i 1 , ••• i,.} e A1 para algún l E K. Por tanto {U; : i E 1 \ A1} no 
es cubierta de )(, lo cual es absurdo, pues para todo k E I<, teníamos que 
{U;: i E l \ Ak} es cubierta de X. 
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Por tanto {U;: i E I \A•} es una cubierta de X. 
Por tanto A• es una cota superior de C en (F, e). Así que por el Lema 

de Zorn, F tiene un elernento rna.ximal. 
Sea A 0 un elemento rnaximal de F. De manera que para J = I \ A 0 , 

tenemos que U• = {U, : i E J} es cubierta de X y para toda i E J, u·\ U; 
ya no cubre a X. 

Por tanto u· es una cubierta irreducible. 

Ahora probaremos Ja cornpacitlad de X. 
Sea V= {V..: r E R} una cubierta abierta de,'(. Ya que X es mctacom

pacto, existe un refinamiento puntualmente finito U = {U; : i E J} de V. 
Sea u• = {U; : i E J} una subcubierta irreducible, extraída de U. Veremos 
que por ser u· una subcubierta irreducible, para cada i E J existe x E U; tal 
que X no pertenece a otro elemento distinto do U•. 

Supongamos por el contrario que para algún i E J todos sus elementos 
pertenecen al menos a otro elemento diferente de U; en u·. Así que u· \ U; 
sigue siendo cubierta de X, lo cual es absurdo, pues u· es una cubierta 
irreducible. 

Por tanto, para cada i E J, c..xiste x E X tal que x no pertenece a otro 
elemento distinto de u, en u·. 

Por último, probaremos que U• es una subcubierta finita de U. 
Supongamos por el contrario que u· no es finita y construyamos un con

junto infinito en X de la manera siguiente: 
Para cada i E J, elegimos uno y sólo un punto a, E U; tal que para toda 

j #- i, a; <t. Ui, y sea A = {a; : i E J}. Entonces, A es un conjunto infinito, 
pues estamos tomando sólo un punto de cada elemento de la cubierta, el 
cual no está en dos o más elementos de ésta. Como X es nu1nerablcmente 
compacto, entonces A tiene un punto de acumulación p en ,'(. De manera 
que existe l E J tal que p E U1, pues u· es una cubierta de )'(. Como U1 

es abierto, U1 contiene una infinidad de puntos de A, lo cual contradice la 
elección de estos, pues se eligieron de tal manera que en cada elemento de 
u·, en particular de U1, existiera uno y sólo un punto de A. 

Por tanto, u· es una subcubierta finita de U y por tanto X es compacto . 

• 
Notemos que como Les numerablemente con1pacta (Teore1na 4.14) y no 

es compacta, entonces por el teorema anterior, L no puede ser paracompacta. 
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4.6 El producto cartesiano L* x L* 

Consideremos el producto cartesiano X= L• x L• con la topología usual del 
producto. 

Notemos que corno L• es un espacio con1pacto, conexo y Hausdorff, en
tonces X también lo es. 

Teorema 4.22 L• x L• no es completarncntc normal. 

Demostración. Sea S = { (n, O) E L : °' E N U { w}}. Probaremos que 
el subespacio Y = L • x S \ { ((w1, O), (w, O))}, no es normal. 

Consideremos los subconjuntos A= (L" x { (w, O)}) n Y y 

B = ( { (w1 , O)} x S) n Y. Notemos que A es un subconjunto cerrado en Y, 
pues A es la intersección de un cerrado en L• x L• (a saber L• x {(w,O)}) 
con Y. Similarmente, como el subconjunto { ( W¡, O)} x S contiene a su único 
punto de acumulación (( w 1 , O), ( w, O)), entonces B es la intersección de un 
cerrado en L• x L• con Y. · 

Supongamos entonces que X es completamente nonual, de manera que 
Y es un subespacio normal de )(. Por consiguiente, existe una función de 
Urysohn f: Y-+ [O, l] tal que f(A) ={O} y f(B) = {l}. 

Para cada f3 E S \ { {w, O)}, hagiunos Lf3 = L x {,3}. Es chu·o que cada 
Lf3 es una copia de L. De manera que por el Teorema -1.16, para cada f3 E S\ 
{ (w, O)} existe un elemento ~f.! < w 1 tal que f IL,, {[{{(3 , O), !3), {{w1 , O), {3))) = 
{cf3}, para alguna C¡J E [o, 1]. Entonces, el conjunto e = { {~{3> O) : f3 E S} e 
L, y como C es numerable, por el Teorema 4.8, tiene supremo en L. 

Sea p = supC. Entonces, para cada f3 E S \ {{w,O)}, tenemos que 
J 1 Lo ([ (p, {3), {{ W¡, O), {3})) = { Cf.1}. Por el Teorema 4 .1 7, sabemos que para 
cada f3 ES\ { {w, O)}, f IL"tiene una extensión continua f IL;,· Así que para 
cada f3 ES\ {{w,O)}, f IL~ (((w1,0),[3)) = cf.I. Pero {{w1,0),f3) E B, así 
que f 11.¡, (((w1,0),{3)) = f(((w¡,0),{3)) = {l}. Por consiguiente, para cada 
f3 ES\ {{w,O)}, J IL¡, {[(p,{3), ((w¡,0),[3)]) = {l}. 

Por otra parte, notemos que el punto {p, {w,0)) es un punto de acmnu
lación del conjunto P = { {p, {a, O}) : a E N}, y como {p, {w, O)) E A e 
¡-1 ([o.t)), entonces ¡- 1 ([o.t)) n P # 0, pues ¡- 1 ([O.j)) es un conjunto 
abierto. Así que existe {31, ES\ {{w,O)} tal que {p,3,.) E ¡-1 ([O, t)) n P, 
de manera que f({p,{3,.)) E [O, tl; pero f({p,{3P)) = f IL •• ({p,{3p)) y 
f k •• ( {p, f3P)) = 1, lo cual es un absurdo y muestra que A y B no pueden 
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ser separados por abiertos ajenos que contengan a A y a B, respectivamente. 
Por tanto Y no puede ser un subcspacio normal. As í, X no <'.S completamente 
normal. • 



Capítulo 5 

Cuadrado de Alexandroff 

5.1 Topología del cuadrado de Alexandroff 

En este capítulo definiremos el cuadrado de Alcxandroff y demostraremos 
que es un continuo no métrico que satisface ser conexo por trayectorias y 
secuencialmente compacto. Además, vere111os que este espacio no es local
mente conexo en los puntos de la diagonal. Por otra p;nte, demostraremos 
que, a diferencia de los continuos rnetrizablcs, el cuadrado de Alexandroff no 
es primero nmnerable y tampoco satisface ser completmnente normal. Por 
últirno veremos que los subconjuntos unitarios contenidos en la diagonal son 
cerrados pero no G 6 • 

Sea X el cuadrado unidad definido por el producto cartesiano del intervalo 
cerrado [O, 1) con él mismo. Sea t:. = { (x, x) : x E [O, l]} la diagonal de X. 

Dados E [O, 1), é >O y un conjunto F C [O, 1) tal que IFI <No y s <j. F, 
definimos las vecindades básicas del punto (s, s) de radio é como: 

M,((s, s), F) = {(x,y) E X: s - :: <y< s +E: y x <j. F}. 

Para los puntos fuera de la diagonal de X, dada E: > O y (s, t) E X \ f::. 
definimos las vecindades básicas del punto (s, t) de radio é tornando a: 

N,((s, t)) = {(s,y) E X\ t:.: Jt -yJ < é}. 

Probaremos que la familia de vecindades definida así en )( sirve de base 
para una topología en )(. Dicha topología recibirá el nombre de topología de 
Al=androjJ. 

58 
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Sea {3 = {.Nfe((s, s), F) : (s, s) E X, é > O, F es finito y s <f. F} U 
{Nc((s,t)): (s,t) E X\.ó. y é >O}. 

Notemos que para el punto (t, t> y radio é = 1 la vecindad M1((t, í>. {0}) = 
{(x,y) E X: x E [O, 1] y y E (-Í, ~)}=X. 

Ahora sólo nos falta demostrar que si B 1 y B 2 E /3 y B 1 nB2 # 0, entonces 
B 1 n B2 E /3. Para ello consideraremos 3 casos: 

Caso l. 
(s, s) y (1·, t) en X con r # t, y é > O, c5 > O y F e I tal que F es finito 

y s <f. F. Como 1V!,((s,s),F)nN6((r,t)) e N6((r,t)) C {r} x [O, 1], entonces 
Mc((s,s), F)nN6((r,t)) = [M,((s, s), F) n ({r} X [O, l])]n{r} X (t-ó,t+ó), 
y esto a su voz es igual a (X\.ó.) n ( {r} x (t - ó, t + ó)) n ( {r} x [O, 1]). Esta 
interseccióncsunconjuntodelaforrna(X\Ll.)n({r} x (a,b))n({r} x [0,1]), 
que resulta ser de la fonna N,.((r,w)). Por consiguiente, en este caso B 1 n 
B2 E /3. 

Caso 2. 
(s, t) y (s, w) en X son tales que s # t y s # w; y é > O y c5 > O. Como 

Nc((s,t))nN6 ((s,w)) = (X\Ll.)n({s} x (t -e,t+é))n({s} x (w-ó,w+ó))n 
({s} x [O, l]). Que es de la forma N,.((s,r)), entonces B 1 n B 2 E /3. 

Caso 3. 
(s, s) y (r, r) en X; é >O, ó >O y F, J contenidos en [O, l] son tales que 

F y J son finitos, s <f. F y r <f. J. Notemos que lvl,((s, s), F) n M 6((r, r), J) = 
M..,((w, w), FU J), para alguna w E [O, l] y -y> O. Por tanto B 1 n B 2 E /3. 

Por tanto /3 sirve de base para una topología en X, a saber, la topología 
de Alexandroff. 

La figura 5.1 muestra un básico característico para un punto en la diagonal 
dado por la franja sombreada quitando un número finito de líneas verticales. 
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La figura 5.2 muestra un par de básicos para puntos fuera de la diagonal. 
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Teorema 5.1 El cuadrado de Alexandroff es de Hausdorff. 

Demostración. Tomemos dos puntos arbitrarios (s, t) y (r, z) E X y 
consideremos tres casos: 

Caso l. t < z. Entonces, el básico con centro en el punto (s, t) y radio 
~ - t tiene intersección vacía con el básico con centro en (r, z) y radio 
z _ t~z. 

Caso 2. z < t. Entonces, el básico con centro en el punto (r, z) y radio 
·~· - z tiene intersección vacía con el b<isico con centro en (s, t) y radio 
t - '~%· 

Caso 3. t = z. Entonces, s i" t o r # z. 
Sis# t y r # z, entonces para cada E:> O y para cada {j >O, los básicos 

N,((s, t)) y N 6 ( (r, z)) tienen intersección vacía. 
Si s =ft t y r = z, entonces dado E: = 1 y F = {s}, la vecindad 

M 1 ((!, !), {s}) contiene al punto (r, z) y la intersección con el básico N,( (s, t)) 
es vacía. 

El caso en que r # z se c.lemucstra e.le manera análoga al caso anterior. 
Por tanto el cuadrado de Alexandroff es de Hausdorff. • 

Teoren1a 5.2 El cuadrado de Alexandroff es compacto. 

Demostración. Observemos que la topología inducida sobre !:>. por la 
topología de Alcxandroff es la topología usual que 1R2 le induce a Ll.. Por lo 
que Ll. resulta compacto. 

Sea C = {U; : i E r} una cubierta abierta de X. Entonces, existe una 
subfamilia finita V= {U; : j E J} (J finito) que cubre a il. Observemos que 
los elementos de V son de la forma M,((s,s),F), pues estos son los únicos 
básicos que intersectan a la diagonal. Como cada uno de estos abiertos carece 
a lo miís de un número finito de líneas verticales, y Ll. e U{ U; : j E J e r y 
!JI < No}, entonces existen a lo n1á.s un número finito de scg1nentos cerrac.los 
verticales que no intersectan a Ll. en X y que no son cubiertos por V. En 
ellos, la topología inducida es la misma que la que les hereda la topología 
usual de 1R2 . De manera que estos segmentos de X pueden ser cubiertos con 
un número finito de básicos de la forma N,( (s, t)). Por tanto X es compacto . 

• 
Teorema 5.3 El cuadrado de Alexandroff es conexo por trayc.ctorias. 
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Demostración. Dado que ca da segmento ve rtical de X así como la 
diagonal ó. tienen la misma topología que la heredada por la topología usual 
del plano, cada línea vertical y la diagonal son conectablcs por trayectorias. 
Por consiguiente cualquier p a r de puntos (x, y) y (z , w) en X pueden ser 
conectados mediante la función f : (O, l] -+ X d e finida por: 

{ 

(1 - 3t) (x, y)+ 3t(x, x), 
J(t) = (2 - 3t)(x,:i:) + (3t - l)(z, z}, 

(3 - 3t)(z, z) + (3t - 2)(z , w), 

si O :S t $ ~, 
s~ 4 < t $ 3 , 
SI~< t $ l. 

Claramente fes continua . Por tanto el cuadra do de Alexandroff es conexo 
por trayectorias. • 

La figura 5 .3 muestra. la imagen de f. 

, 
,; , 

; 
; ,, 

Figura 5.3 

(z, w) 

Teorema 5.4 El cuadrado de Al=androff es secuencialmente compacto. 
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Demostración. Tomamos una sucesión cualquiera { (s;, t,) }¡:;, en .,'(. 
Notemos que X = [O, 1] x [O, l] con la topología euclideana es un espacio 
secuencialmente compacto. De manera que cualquier sucesión { (sk, tk) }~1 
en X tiene una subsucesión convergente. 

Sea pues { (skc;J, tk(;)) }¡;:;,1 una subsucesión de { (sk, tk) }~1 que converge a 
un punto (s, t), en la topología cuclideana. 

Si cada línea vertical de )( posee un nún1ero finito de elementos de la 
subsucesión { (sk(•l• tk(iJ) }¡;:;, 1 • Entonces, probaremos que { (sk(i), tk(iJ) }¡:;, con
verge en la topología de Alexandroff al punto (t, t). En otro caso, si existe 
una línea vertical de X con un número infinito de elementos de la subsucesión 
{ (sk(i)> tk(iJ) }¡;:;, 1 . Entonces, tornaremos una subsuccsión de { (sk(i)' tk(iJ) }~ 1 • 
la cual convergerá ni punto (s, t) en la topología de Alexanclroff. Esto sig
nificará que )( es secuencialmente compacto en la topología de Alexandroff. 

Caso l. 
Cada línea vertical de )( posee un número finito de elementos de la sub

sucesión { (sk(i)> tk(iJ) }¡;:;, 1. Entonces, como p1tra cada rectángulo Re( (s, t)) = 
(s - e, s +e) x (t - e, t +e) de la base de la topología euclideana de IR2 

existe N E N tal que (sk(i), tk(i)) E R« (s, t)), si N :5 i; dados e > O y 
F e (O, 1] tales que IJI < \{0 y t !/:. F, tenemos que R« (s, t)) \ { (x, y) E 
F x (t - e, t + e)} e M,( (t, t), F). Además, M,((t, t), F) sigue teniendo a 
todos los elementos de la subsucesión { (sk(i), tk(;¡) }'= 1 excepto a un número 
finito de ellos, pues únican1eute quitamos un nún1ero finito de líneas verti
cales las cuales por hipótesis sólo poseen un número finito de elementos de 
la subsucesión. Por tanto, en este caso, la sucesión { (sk(il, tk(i)) }'=1 converge 
al punto (t, t) cu la topología de Alexandroff. 

Caso 2. 
Existe al menos una línea vertical de X con un número infinito de e

lementos de la subsucesión {(sk(i)> tk(iJ) }~ 1 • Entonces, no pueden existir 
dos o más líneas ,·erticales de )( con una cantidad infinita de elementos de 
{ (sk(i), tk(iJ) }~ 1 pues { (sk(i)> tk(•J) }¡;:;, 1 converge al punto (s, t) en la topología 
euclideana. Notemos que la intersección ( { s} x l) n { (sk(i), tk(;i) }¡;:;,, =J 0 y 
además forma una nueva subsucesión de la sucesión original { (sk, tk) }~ 1 . 
Llamemos a esta nueva subsucesión { {sh(k(i)l, th(k(i))) }~1 . También notemos 
que { (s1,(k(i)), ti.(k(')» }~1 converge al punto (s, t) en la topología euclideana, 
pues es una subsucesión de { (sk(i)> tk(i)) }¡;:;,1 . Así, como para cualquier rec
tángulo R,( (s, t)) = (s - E, s + t:) x (t - E, t +e) de la base de la topología 
euclideana de IR2 existe N E N tal que (sh(k(i))• th(k(i)¡) E R,((s, t) ), si N :5 i; 
dado é > o, tenemos que (sh(k(i))• th(k(i))> E R« (s, t)) n( {s} X J) = N,((s, t) ). 
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Por tanto, { (sh(k(i))> t,,(k(i)¡) }~ 1 converg,c a (s, t) en la topología de Alexan
droff. 

Por tanto, el cuadrado de Alexandroff es secuencialmente compacto. • 

Teorema 5.5 El cuadrado de Alcxandroff no es localmente conexo en los 
puntos de fo diagonal. 

Demostración. Supongamos por el c:ontrario que existe un punto p = 
(s, s) tal que para cada abierto U que contiene a (.s, s) existe un abierto 
conexo V tal que (s, s) E F C U. Sin perdida de generalidad, pode
mos suponer que s 11:. { t, ~' ~ }. Entonces, dada e = * y el conjunto F = 
{t,~,f}, existe un abierto conexo V do (s,s) contenido en la vecindad 
básica 1\1!,; ( (s, s), {t.~' t}). Como V es abierto, entonces C."<iste un bási

co M5((s,s),H) e V, donde o< fJ :S *'{~.~.ne H, s 11:. H y \Ill < N 0 • 

Así, (s,s) E M5((s,s),H) e Fe Mt ((s,s),U,~,t}). 

Sea D = {X E [O, l] : ( {x} X (s - *· 8 + *)) n .6. = 0} y elijamos w E 
D tal que w 11:. H. De manera que Jos abiertos Af* ((s,s),{t,~.f,w}) 
y N!¡;((w,s)) forman una desconexión de Mt ((s,s),{t,~,Ü)· Por consi

guiente M6((s,s),H) e V e Mi ((s,s),{t,~.~,w}), lo cual es absurdo, 
pues { w} x (s - ó, s + ó) C l\ft ( (s: s), H). Por tanto el cuadrado de Alcxan
droff no es localmente conexo en los puntos de la diagonal. 

Sin embargo cualquier elemento fuera de la diagonal tiene una base lo
cal forrnada por conjuntos conexos, pues si (s, t) 11:. .6., entonces la familia 
{Ne( (s, t)) : € >0} es una base local formada por conexos de (s, t) en X. • 

Teorema 5.6 El cuadrado de Alc:i;a7ldroff no es prinicro nu1nerable en los 
puntos de la diagonal 

Demostración. Supongainos por el contrario que existe un punto p = 
(s, s) que tiene una base local numerable 1 = {V.: i EN}. 

Dada i E N, como Vi es un abierto que contiene a p, existen e¡ > O y 
F; e [O, l] tales que IF·I <No, s 11:. F; y Mo,((s,s),F;) e V;. 

Hagamos /{ = LJ{F; : i EN}. De manera que I< es a lo más numerable. 
Elijamos un elemento w # s tal que w E [O, l] \ I< y hagamos e = l. 

Entonces, existe algún j EN tal que V; e M 1 ((s,s), {w}) C ([O, l] x [O, l]) \ 
( { w} x [O, l]), pues 1 es una base local de p. Por consiguiente, V; no intersec
ta al segmento { w} x [O, l]. Pero por la elección de I<, w 11:. F; para toda i E N, 
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de manera que, (w, s) E ( { w} x [O, l]) n 111,. ( (s, .,) , F,) e ( { w} x (O, l]) n V¡. 
Esto es absurdo y completa la prueba de que el cuadrado de Alexandroff 
no puede ser primero numerable en los puntos de la diagonal. Sin embargo 
cualquier punto fuera de la diagonal tiene una base local nunlCrahl<>. Para. vm· 
esto basta notar que, si (s. t) <f. C:.., entonces la familia {N .!. ( (s, t)) : n E N} 
es una base local numerable de (s, t) en )\. • " 

Teorema 5.7 El cuadrudo de Al=androff no es completamente nm;naL 

Demostración. Para demostrar esta afirmación considere1nos el sigu
iente ejemplo: 

Sean A=¡),.\ {(0,0)} y n = {(x,y): o< X :S 1 y)/= O} en X. Probare
mos que A y n son conjuntos separados que no pueden estar contenidos en 
abiertos ajenos. 

Dada E:> O y un conjunto Fe (O, l] tal que \F\ < N0 • la vecindad b¡lsica 
.M,((O, O), F) n C:.. # 0, pues como \F\ < N0 , para alguna n E N, -;'; <f. !"y;; < 
1, así que el punto (-;';, ;;) E 1H,((O, O), F) n C:... De manera que el punto (O, O) 
es un punto de acunmlación del conjunto A. Notc111os que los puntos fuera 
de la diagonal no son puntos de acumulación del conjunto A, pues los btlsicos 
para estos puntos son de la forma No( (s, t)) = { (s, y) E X\ C:.. : \t - y\ < E:}. 
Por tanto cl(A) = C:... 

Por otra parte, notemos que el punto (O, O) tmnbién es un punto de acu
mulación del conjunto B, pues como B es no nmncrable, dada E: > O y un 
conjunto Fe (O, l] tal que \F\ < N0 , la vecindad básica M,((O, O), F)nB # 0. 
Observemos que cualquier punto (s, t) fuera del conjunto (O, l] x {O} no es 
punto de acumulación de B, pues si dicho punto est.¡\ sobre C:.., entonces dado 
E:=~ y Fe (O, l] tal que \F\ < N0 , el básico M1((s, s), F)n([O, l] x {O})= 0. 
Similarmente, si (s, t) <f. ([O, l] x {O}) y (s, t) <f. C:... Entonces, escogiendo 
E:=~. el IJ¡\sico N,((s, t.)) n ([O, l] X {O})= 0. Por tanto cl(B) = [O, l] X {O}. 
Así, cl(A)nB = 0 y cl(B)nA = 0. Por tanto A y B son conjuntos separados. 

Sólo resta probar que los conjuntos A y B no pueden ser separados por 
abiertos ajenos. 

Supongamos por el contrario que existen conjuntos abiertos y ajenos U y 
V tales que contienen a A y B, respectivamente. Escojamos Ex > O con10 el 
radio de una vecindad del punto (x,0) E B que está contenida en V. Para 
cada n EN definimos el conjunto Bn = {x E (O, l]: ~<E,,}. 

Probaremos que (O, l] C LJ{Bn : n E N}. 
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Sea x E (O, 1). Si para toda n E N, O < ex < -!;, entonces N estaría 
acotado superiormente, lo cual es absurdo. Así que existe n 0 E N tal que 
O< nto <E:,,. Por tanto x E Bno C LJ{Bn : n E N}. 

Ahora como (O, l] e LJ{B,, : n E N}, debe existir N E N tal que BN es 
no nun1erable, pues de lo contrario LJ{B,. : n EN} sería numerable. 

Sean e> O y Fe I tales que IFI <Na, -j¡ fÍ; F y la vecindad M, ( (-j,, -j¡), F) 
esté contenida en U. Por la elección de BN, tenemos que 1\1, ((*, *), F) 
intersecta a una cantidad no numerable de vecindades de radio ex > * con
tenidas en V. Así, Un F #O. 

Por tanto, A y B 110 pueden ser separados por abiertos ajenos. Por tanto 
X no es completamente normal. • 

En la Figura 5.4 mostramos la intersección de una vecindad básica de un 
punto en la diagonal con básicos de radio ex. 

/ 
/ 

/ 
/ 

Figura 5.4 

/ 
/ 

Notemos que como J( no es completamente normal, entonces X no es 
perfectamente normal. A saber, una fainilia de cerrados que fallan en ser 
subconjuntos G 6 son los puntos en la diagonal. En efecto: 

Seap E t:>.. Entonces, cualquier abierto dep contiene un básico M,( (s, s), F) = 
{(x,y) E X : s - e < 1J < s +e y x !f: F}. Sea F = {M,;((s,s),F;) : 



CAPÍTULO 5. CUADRADO DE .ALEXANDROFF 67 

i E ,N} una familia numerable de básicos que contienen a p y, hagamos 
I< =· LJ{.F; : i E N}. Notemos que K es numerable, de manera que el 
conjunto (I x {s}) \ I< x {s} es no numerable y (J x {s}) \ J( x {s} e 
n{Mc,((s,s),.F;): i EN}. Por tanto, {p} no es un conjunto G6. 



Capítulo 6 

Producto Cartesiano ¡I 

6.1 Topología de Tychonoff 

El producto cartesiano 11 es un ejemplo clásico que ilustra que el producto 
cartesiano no numerable de un espacio topológico metrizable no resulta ser 
necesarianiente un espacio metrizable. Tan1bién veremos que a pesar de ser 
un espacio compacto no es secuenciabneute compacto. 

La de111ostración principal en este eje111plo será que ! 1 no es c0111pleta
mente normal. Por último, estudiamos un subespacio de ! 1 (el subconjunto 
de todas las funciones crecientes con su topología usual). Este espacio se 
conoce con el non1brc de espacio de Helly, y resulta interesante ver que es 
separable. 

A diferencia de los continuos metrizables, 1 1 y el espacio de Helly no 
satisfacen ser perfectamente normales. La demostración de que el espacio de 
Helly no es perfectamente normal no es incluida. 

Sea I el intervalo cerrado [O, 1], y para cada i E I, sea I, una copia de 
éste. Definimos el producto cartesiano de todos los conjuntos I, con i E I, 
como el conjunto de todas las funciones con dominio I y cuya imagen está 
contenida en l. Es decir: 

11 = II I, = {!: I--+ I: fes una función}. 
iE/ 

Para referirnos a algún elemento del espacio coordenado l; algunas ve
ces escribiremos f(i) o simplemente f;. Así, entenderemos que el valor del 

68 
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elemento f en la í-ésima coordenada en el intervalo cerrado [O, l], es precisa
mente f(í). 

Sea a E I, la función r.0 : n,E, I; ~ la definida por r.0 (f) = f 0 es la 
a-ésirna proyección de f sobre el espacio coordenado I 0 • 

Si consideramos a cada I, con su topología usual, definimos la topología en 
e) espacio producto niE/ f; COJl10 la menos fina que hace continuas a toda..5 )as 

proyecciones, esto es, toman1os con10 base para la topología a los conjuntos 
de la forman u,, donde el conjunto u, es un abierto cid espacio coordenado 
l; y U; = I; para toda í, excepto para un número fiuit.o, es decir: 

TIU, = r.;_;
1
1 (U0 ,) n ... n r.;;,'.(Ua"). Esta topología recibe el nombre de 

topología producto o topología de Tychonoff. 
En la Figura 6.1 se muestra un eleineuto de una vecindad b<ísica del 

producto dado por la función J. 

Figura 6.1 

La Figura 6.2 muestra un básico del producto dacio por la unión de todas 
las funciones f: I ~ I tales que para las coordenadas x, y y z las proyecciones 
7r,,(J), 7r,,(J) y 71",(f) pertenecen a los básicos A, By C, respecth-amente. 
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y 

Figura 6.2 
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Es bien s abido que el producto de espacios compactos es compacto (Teo
rema de Tychonoff) . También que la conexidad, la conc..'<idad loca l , la co
nexidad por trayectorias y la propiedad de ser un espacio d e Hausdorff, son 
invariantes del producto. De manera que 1 1 es compacto, conc.xo , localmente 
conexo, conexo por trayectorias y Hausdorff, pues I lo cs. Notemos también 
que 1 1 resulta ser arco conexo, pues todo espacio de Hausdorff y conexo por 
trayectorias es arco conexo (\Villarcl, S. , Corolario 31.G, pag. 222]. 

Teorema 6.1 11 no es completamente normal. 

Demostración. Para cada i E I, sea B ; = { !; E 1 : n E N} y 
Y = ftei B, C 11

• Como cada B, tiene la topología discre ta, entonces 
para cada ele mento f E Y denotaremos sus vecindades básicas en Y co
mo U(f;o: 1 , ••• ,on), donde o; E I para cada j E {1,2, . .. ,n}. Es decir, 
U(f; a 1 , . . . ,o,.) consiste de todas las funciones g E Y tales que g(a) = f(a) 
para toda o E {a:1 , .. . ,on}· 

Para cada k E N, definimos e l conjunto: 

Ak = {1: J--> {~: n EN}: ¡¡-1 
( {~}) 1 E {O, l} p;u·a toda m EN\ {k}}. 
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Es decir, Ak consiste de todos los elementos de Y que envían ninguno o un 
elemento a los ~. donde m # k. De esta manera, casi todos los elementos 
son enviados a Í · 

La Figura 6 .3 muestra un posible conjunto A 4 • 

:1. 2•-------------------
:1. 3•--+--------------
:1. 
- •t----<>------<>-----~~----<>-----t .. ______ ...,.. _________ _ 

"'"-- ____ T _____ ....,. __ 

Figura 6.3 

Probaremos dos afirmaciones sobre Ak. 

Afirmación 1 
Sean k , r EN tales que k # r, entonces Ak n Ar = 0. 
Supongamos por el contrario que existe g E Y tal que g E Ak y g E Ar. 

Como g E Ak y k # r, entonces jg- 1 (U}) 1 E {O, 1}. Similarmente, 
como g E Ar y r # k, entonces ¡g- 1 

( {t}) 1 E {O, l}. De manera que 
para toda rn E {N\{k}} U {N\{r}} = N, ¡g- 1 ({~})1 E {0,1} . Así que 
g-• (U{~: m EN})= UmESg-1 ({~})es a lo nu\s numerable, lo cual con
tradice que g: I _. {;'; : n EN}. Por tanto Ak n Ar= 0. 

Afirmación 2 
Para cada k EN, Ak es un subconjunto cerrado de Y. 
Sea p E Y \ { Ak}. Entonces: 
p !/; {f: I - {;';: n EN}: 11- 1 ({~})1E{O,1} para toda rn EN}. De 

manera que exis te m E N tal que m # k y ¡,,- 1 ( { ~}) 1 ~ 2. Por consi-
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guiente, existen a 1, a 2 E 1 tales que a 1 # a 2 y p(a1 ) = ;:!:; y p(a2 ) = J.. 
Así, 

U(p; a 1 , a:2 ) = {!: 1-+ {-!;: n EN} : f(a;) = p(a;) para cada i E {l, 2} f es 
una vecindad dep en}'. Notemos que para toda f E U(p; a 1, c:r2 ), 11-1 

( {;;;:}) 1 2: 
2 y como m # k, entonces f <t Ak. Así que U(p; a 1, a:2 ) n Ak = 0. Por tanto 
Ak es cerrado en Y. 

Así, hemos probado que la familia F = { Ak : k E N} consiste solamente 
de conjuntos que son cerrados y ajenos dos a dos. 

Ahora probare1uos que no es posible encontrar conjuntos abiertos en Y y 
ajenos que contengan a A 1 y A 2 , respectivamente. 

Sea U e Y un abierto en Y tal que A 1 e U, y consideremos la sucesión 
{f; : i E N} de elementos de A 1 definidos de Ja siguiente manera: 

Para n = l, sea f 1 {a) = 1 para toda a E l. Notemos que f¡ es 
un punto interior de U. De manera que existen a:1, ... , a:n, E 1 tales que 
U(f¡;a1 , ..• ,a .. ,) e U. 

Para simplificar Ja notación haremos A 1 = {a1, .. .,an1 }. De modo que 

U(f¡¡ a¡, ... , an.) = U(f,; Ai). 
Para n = 2, sea: 

h(a) = ; ' 
{ 

l. 

l, 
si a= a, para algún i E {l, 2, ... , n 1}, 
en otro caso. 

Nuevamente por ser h un punto interior de U, existen {3 1 , •• .,{3,,. E I tales 
que U(f2;{3 1 , •• .,{3"') e U. 

Hagamos A2 = A1 U {{31, .. ., .B.,.} . Así, reordenando los elementos de 
A2, poden1os escribir /\.2 = {a1 1 ••• ,on 1 ,o-n 1 +1, .. . ,on2 }, donde n1 $; n2. De 
manera que U(h; A2) e U. 

Similarn~ente, para n = 3, sea: 

fa(a) = { t• 
1, 

si a= o 1 para algún i E {1,2, ... ,n.2}, 
en otro caso. 

Como f 3 es un punto interior de U, existen TI, .. ., Tr E 1 tales que U(h; TI, .. ., Trl e 
U. Sea A 3 = A2 U {¡·1, .. .,Tr}· Reordenando los elementos de A3, podemos 
escribir J\3 = {a¡, .... O:n110n1+1i · ··1ªn:p0'.n2+l1·"'10'n3}, donde n2 :5 n3. Así, 
U(h;A3) e U. 
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Así, podemos seguir construyendo de manera inductiva la sucesión de ele
mentos de A 1 asignando a cada elemento h un conjunto abierto U(fk; Ak) e 
U. De manera que el elemento fk+1 (a) de Ja sucesión queda definido como: 

Ík+1(a)={ t si a= ai para algün i E {1, 2, ... , nk}, 
en otro ca .. qo. 

Sea g E A 2 definido de Ja siguiente manera: 

g(a) = { Í' 
2' 

si o= n, para algtín i E {1, 2, ... }, 
en otro caso. 

Probaremos que para cualesquiera ..\ 1 , ..\2 , ••. , Am E J, U(g; >.,, ..\2, ••. , Am)nU # 
0. 

Sea A= LJ{An: n E 1\1} = {a1,a2, ... }y supongamos que {..\1, ..\2, ... ,>..} = 
{..\i,..\2 , ••• ,..\,.,,} nA. Demanera que para cada j E {l, ... ,s}, se tiene que 
..\; = a;, para alguna i; E N. 

Sea r = ma..x {i1 E 1\1 : j E {1, ... , s}} y sea k E N tal que Ák :J {a¡, ... ar}. 
Entonces podemos escribir Ak = {a¡, n2, .... ar} U { <>r+ 1, ... , D.nk}. 

Definamos: · 

h(a) = Ík+1(a), si a E Ak \ {..\¡, ..\2 .... , Am}, 
{ 

g(a), si a E {..\ 1, ..\2, ... , ..\,,.}, 

1, si a E 1 \ (A k U { ,\ 1 , ..\2, ... , ..\,.,,}) . 

Probaremos que h pertenece a Ja intersección 

U(g;..\i,..\2, ... ,..\m)nU(fk+1;Ak+i) e U. 
Por definición, h E U(g; ..\ 1 , ..\2 , •.. , ..\,,.). Para probar que h(a) E U(fk+ 1 ; Ák+i), 

consideraremos dos casos: 
Caso l. a E Ak n {..\1 ,..\2 , ..• ,,\,,.}. Entonces, a=..\;=ª•; y i; < r. 

De manera que g(a) = g(a,,) = .!.. Y corno a, E Ab también Ík+i(a) 

fk+1(a;) =.l... Por consiguiente h(a) = g(o) = fk+1(a). , ,, 
Caso 2. Si a E Ak+I \ Ak. Entonces, corno Ak+I \ Ak e A y r = max{i; E 

f\l: ..\;=a,,}, tenernos que Ak+t \ Ak n {..\1, ..\2, ... , ..\,,.} = 0. De nlanera que 
a E I\Aku {..\i,..\2, ... ,..\,,.},así que h(n) = 1 = fk+1(a). 

Por tanto h(a) E UCfk+1; Ak+ 1). 
Así, h(a) E U(g;..\1,..\2, ... ,>.m)nU(Jk+1;Ak+1) e U. Por tanto no es 

posible encontrar un par de conjuntos abiertos y ajenos que contengan a 
A 1 y A 2 , respectivamente. Es decir, Y no es normal. Por tanto ! 1 no es 
completamente normal. • 

,_·,,, ____ :. ____ ·_. _.·:_. 
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Teorema 6.2 11 no es primero 11u1nerable. 

Demostración. Supongamos por el contrm·io que f3 = {B;(f) : i E N y 
f E X} es una base local numerable alrededor de un elemento f E 11

• Como 
B;(f) es Ull b<isico del producto, entonces, B;(f) = rr;;,1 (Va.) n ... n rr;;-.'. (Vo,). 
donde V0 , es un básico del punto f(D!;) E / 0 , paracadaj E {1,2, .. . ,n}. 

Notemos que rr0 (B;(f)) = 1 para tocia a : E J, excepto posible mente para 
{O!i, 0!2 , ••• ,a .. }. De manera que existe °'º E 1 tal que rr00 (B.(f)) = 1 para 
toda i E N, pues I es no numerable. Sea Va 0 = (J(O!o) - t. f(cro) + !) . 
Notemos que rr~~ (V00 ) es un abierto de f en X, el cual 110 contiene ningün 
elemento de /3, pues de lo contrru·io 

1 = 7ra0 (B;(f)) C 7ro 0 (1100 ) C (J(a:o) - t. f(ao) + -;}). Así, 1 1 no es primero 
nwnerable. • 

Teorema 6.3 11 110 es secuencialmente conipacto. 

Demostración. Probaremos que la sucesión de funciones { ª"} :;"=• definidas 
por: 

a:,,(x) = n-(•.simo dígito de la expansión binaria de x E /, 

no tiene subsucesioncs convergentes en 11 . 

Para que a: .. esté bien definida, supondremos que ningún nún1ero x tiene 
una cola infinita de unos en su expansión. 

Supongamos por el contrario que la sucesión {O!n}:'=I tiene una subsucc
sión { a·k(n)} :"= 1 tal que lim °'k(n) = a para algún °' E )(. Entonces, para cada 
x E /, la sucesión de números { rr,,(a:k(n))}~= l converge a 7Tz(a). Es decir, para 
toda x E/. lim7r,,(Ctk(ni) = et(x). Notemos que °'k(nJ(x) = k(n)-ésimo tér
mino de la expansión binaria de x. Definimos un número p E 1 definiendo a 
sus dígitos (en expansión binaria). Para <'.Sto hacemos: p(i) = i-ésimo dígito 
de la expansión binaria de p deninido por: 

p(i) = { o, 
1, 

si i = k(n) para algún n impar, 
en otro caso. 

De manera que los primeros k(l) - 1 términos de la expansión binaria de p 
son unos. Luego, para la posición k(l), el punt.o p tiene el valor de O. Para 
los lugares k( 1) + 1 hasta k(3) - 1, 1> tiene el valor de l. Para la posición 
k(3), p tiene el valor O, y así sucesivamente. 
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Asf que: 

sin es in1par, 
sin es pax. 

Ya que limak(n) =a, entonces limak(n)(P) = cx(p). 
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Pero esto es imposible pues la sucesión { °'k(n)(P)} ~=I toma, alternada
mente, los valores 1 y O. E.<;ta contradicción completa la prueba de que I 1 no 
es secuencialmente compacto. • 

6.2 Espacio de Helly 

El subespacio ,'( de I 1 que consiste de todas las funciones crecientes es el 
espacio de Helly. 

Teorema 6.4 EL espacio de Helly es compacto. 

Den~ostración. Para mostrar que ,'( es compacto, es suficiente probar 
que X es cerrado en I 1 • Sea f E I 1 

\ ,'(. Entonces f no es creciente. 
De manera que existen puntos x y y E I tales que x < y y f(y) < J(x). 
Entonces, dada e: < f<x>; 1M, los abiertos B,(J(x)) e I y Bc(J(y)) e I 
sirven para formar el básico rr; 1(B,(J(x))) n rr; 1 (B,(J(y))) de f que está 
completa111ente contenido en I 1 \X. Por tanto, I 1 \X es abierto y X es 
cerrado. • 

Teorema 6.5 EL espacio de Hclly es primero numerable. 

Demostración. Dada f E X, sabemos que f tiene a lo más un conjunto 
de discontinuidades numerable [Rudin, \N., Teorema 4.30, pag. 96]. Sea: 

A¡ = {ex E I: fes discontinua en a} U (Q n I). 

Entonces, A¡ es numerable. 
Probaremos que el conjw1to de todas las intersecciones finitas de elemen

tos de la familia: 
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es una. base local numera.ble pa.ra. f en X. 
Notemos que es suficiente probar que cualquier subbásico 7T;1 (B,(f(x))), 

donde x E I y t: > O contiene un elemento de la familia. F; para lo cual 
considera.remos dos casos: 

Caso l. x E A¡. Entonces, elegimos n E N tal que !; < E: y observarnos 
que 

7T; 1 
( B-;1¡-(f(x))) e 7T; 1 (B.(f(x))). 

Caso 2. x íf A¡. Entonces, f es continua. en x. De manera. que existe ó > O 
tal que si y E B 6 (x), entonces f(y) E B,(f(x)). Elegimos°' E (x, x + ó) n IQ 
(en el caso en que x = 1, no hace falta elegir a a·), así, f(a) E B,(f(x)) y 
elegimos un nümero natural n tal que Bi(J(o)) C B«J(x)). 

De manera similar, tomamos /3 E ('.;; - ó, x) n Q (si x = O, tampoco 
elegimos a /3). Así, J(/3) E B,(f(x)) y elegimos un natural rn tal que 

B-?;;(f(/3)) e B,(J(x)). Notemosquecualquierelementog E 7r;; 1 (n-;1¡-(J(n))) 

satisface que g(x) ::; g(n) E B,(J(x)) y cualquier elemento g E 7T¡j1 ( B-?;;(f(/3))) 
satisface que g(x) ;::: g(/3) E B,(J(x)). De manera que cualquier · 

satisface g(x) E B,(J(x)). De manera que 

Por tanto el espacio de Helly es primero numerable. • 

Teorema 6.6 El espacio de Helly es separable. 

Demostración. Para cada i E N U {O}, sea A; = {%, *' ... , 2 '2-;-
1

, ~} un 
subconjunto de nÚIDeros diádicos en I. Entonces, para cada i EN U {O}, el 
conjunto A; posee 2' + 1 elementos. Notemos que 

D = LJ{A;: i EN U {O}} 

es el conjunto de todos los números diádicos en el intervalo (O, 1). Sabemos 
que D es un subconjunto denso y numerable en I. 
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Para cada k EN U {O} tal que O$ k $ 2' + 1, consideremos a la familia: 

F = { J E X : f es continua y f ( k; 
1

) , f ( ~) E Q} . 
Para cada i EN U {O}, hagamos: 

Y;={! E F: J(x)[ffe·*l = 2' (1e;. 1
) - f (~)) [x - ~] + f (~)}; 

donde en lo sucesivo /(x)¡,¡.-.*] denotará la restricción <le f en el intervalo 

[-f., k;.1]. 
Como A; tiene un número finito de elementos, cada elemento de Y; puede 
verse como una unión finita de segmentos lineales con extremos (/ft,f (f.)) 
y (kt,1,/(kt,1)) (O:::; k::; 2' + 1) y como los extremos de cada segmento 
lineal siempre interseeta a un número racional, entonces existen un número 
numerable de segn1ent.os lineales. Por tanto Y; es numerable. De manera que 
Y = LJ{Y; : i E N U {O}} c>..s numerable. 

Probaremos que Y es denso en X. 
Sea U = U(g; a 1 , n 2 , ••.• et,,1 ) un básico de g en X, y sea V0 ¡ con i E 

{l, 2, ... , m} un básico del intervalo In,. De manera que para cada i E 
{l, 2, ... ,m}, tenernos que g(n;) E V0 ,. 

Sea -y= min{d(a;, a;+1 ): 1 $ i $ m- l}. Entonces, corno Des denso en 
I, existe un número natural r tal que O < fr < :,f. Notemos que el intervalo 
[O, l] lo podernos representar en términos de una unión de intervalos cerrados 
de longitud .jr. Es decir: 

(O, l] =(f., ,jr) U (.jr, f.) u ... U (2
;;

1 ,f.). 
Sea O ::; k ::; 2r + 1, entonces {r es un diádico que pertenece a 

A, C LJ{A; : i EN U {O}}. 

Como d(ffe, k;.
1

) =f.,< :,f <-y$ d(a;,a;+ 1 ), entonces cada intervalo 

[f.-, k;.1 J contiene a lo más un punto a; para algún i E {l, 2, ... , m}. También 

notemos que para cada i con 1 $ i $ m - 1, existen al menos dos diádicos de 
Ar en el intervalo abierto (a;, 0;+1 ), pues .jr < :,f. De manera que si a; i= O, 
entonces a; tiene un sucesor y un predecesor imucdiato en Ar. 
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Denotaremos como * y * al predecesor y al sucesor inn1ediato de a, 
en A,, respectivamente. 

Probaremos que U contiene un elemento f que pertenece a Y. 
Para definir a f primero hagamos una partición dd [O, 1) mediante la 

siguiente unión de intervalos: 

[o ~]u[~ S.) u (S. ~]u u [k;;~-• k.t,.,_,] u [k.t, .. _, !2m.] u[!;;!.,.. i] 
f 2'" 2'" ' 2'" 2'" 1 2'" • '• 2'" l 2'" :!'" 1 2r 2r 1 • 

Por otro lado, para cada i E {l , ... rn}, sea V0 , el abierto del espacio coor
denado 10 , tal que r.o,(U) = Vo, y sea B 0 , e V0 , e l.,, un básico tal que 
100 ,(g) E B 0 , y g(a;_t) < inf B 0 ,. A continuación definamos a f: l-+ J en 
cada intervalo de la partición de la siguiente manera: 

Para f[ •t] fijamos un punto P 1 El,!. nQ tal que inf B01 < P1 < g(a1 ). 
o,;:y .y-

Posteriormente, trazamos la recta f ( x ) = P 1 parn toda x E [O, !:f;i.] . 
Para definir a f[•+ .- ] [•- ,+ ] consideremos dos casos: :;p.,...y. u -r.;:p. 

Caso l. 
g(a1) = g(o2). Entonces, prolongamos la recta J(x) = P 1 para toda 

[~ S.) u [S. k;!",] Es d . f p 
X E 2• ' 2• 2• ' V . ectr' [ •! ] [ ·~· •;;, ] [ •,-;, •t ] = 1 · o.y u 7-·:r u """7'•7 

En otro caso, como o 1 < *- y 'f." < 02, entonces consideremos un básico 
Ba2 C Vo2 e 102 tal que 1002 (9) E Bo, y g(a:,) < inf Bo2 • Elcjimos un punto 

P2 E l.;;, nQ tal que inf B 0 2 < P2 < g(o2) y hncemos f(k;;) = P2 • 
,.-

p t . t t 1 t J( ) - ?'(_!:=D._)( ~) p os .enormcn e, razanios a rcc a x - - J...·;;
2 
-k~ 1 x - 2 ... + l para 

x E [*°·*}y para x E [*· ";;) trazamos la constante f(x) = P2 • 

Con10 en el intervalo (a:,, a:;+ 1 ) siempre existen al menos dos diádicos de A,, 
este proceso lo podemos repetir inductivamente hasta llegar a °'m· Es decir: 

Para definir a f en [ k~;..-• , ~] U [ ~' l] consideremos dos casos: 

Si g(am-d = g(am), entonces prolongamos In recta f( :i:) = Pm-I para toda 
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[
ktm-1 ~] r~ ] X E . -:¡r-, 2• u 2• ' 1 . 

En otro caso, considerarnos un básico B 0 m C V0 m C / 0 m tal que 11"0 .,(g) E 

Bom Y g(om-d < inf Bnm· 

Elegimos un punto Pm E I .- n IQ tal c¡uc inf 8 0 < Pm < g(om) y hacernos -;¡¡;. m 

!(%-) = Pm . 
p P. k + 

Posteriormente, t.raza mos la recta f(x) = zr(k_m=k··-• )(x - •;.-•) + Pm-t 

para x E [ k.t;.-• , ~], donde Pm-1 = f ( k;l;~-:) y··;~ = f ( ~); y para 

x E [~, i) trazamos la recta f(x) = Pm· 

Así, f E U(g; 01, a~ , . . . , O<m) n Y. 
Por tanto Y es denso en X. • 

En la figura 6.4 mos tramos la construcción de f, para el abierto U = 
U(g; -¡'¡¡, t, !, ~),donde -y=~ y .,P = ft· Los puntos P1 , P 2 , • • • ,P, representan 
una altw·a racional. 

ESTA TESIS NO SAU 
DE X~c\ BIRL[OTECA 

" . 

- -- - ·--·-·· -·---· - -···-- -,- ···· ·· ·· ·--·- · ·· -~---·· -- - - -·- --- · -----'-- --· -·· 
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I~ 1-t I~ 

I I 
'P, 
1 

..L..2....~ A... .L1_6_ L 1 JL 10 .11 12 u _z_ .li 1.§. o 16 16 16 161631616 2 16 16 16 16 16 8 16 16 
Figura 6.4 

Teorema 6. 7 El espacio de Helly no es metrizable. 

Demostración. Consideremos la familia de funciones <I> = {f, : x E I} 
definida por: 

J,(t) {

o, 
~. 
1, 

si t < x, 
si t = x, 
Si t >X. 



CAPÍTULO 6. PRODUCTO CARTESIANO 11 81 

Deinostraremos que esta familia con la topología relativa de )'( es un 
subespacio discreto. 

Sea B,, = (;\-,~)un básico del espacio coordenado ! 0 , entonce; el elemento 
/ 0 {t) definido como: 

{

o, 
f a (I.) = ~, 

1, 

pertenece a B 0 • 

si t < a, 
si t. = cr , 
si t >o:; 

Si o: < x. Entonces, /,,(o) =O, luego Jx{n) '/e B 0 • 

Si x < a. Entonces, f,,(o) = 1, luego f,,(o) '/e Bo- De manera que 
7r; 1 (B,,) = {!0 (t)}. 

Así, la familia •l> es un subcspacio discreto no nume1·ablc, ~· por con
siguiente <I> no es segundo numerable. Por tanto, )( t.ampoco es segundo 
numerable, y al ser separable, no es metrizablc. • 
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