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Introducción 
Con el desarrollo, durante el siglo pasado, de computadoras con 

velocidades y memorias cada vez más impresionantes las aplicaciones 
de métodos numéricos para la solución de problemas sumamente 
complejos en Economía, Ingeniería, Física y Química están ahora más 
cerca de ser una realidad. Un ejemplo inmediato y dramático sobre el 
desarrollo tan espectacular que han tenido las computadoras lo 
tenemos en la UNAM. Hace 1 O años se adquirió la recientemente 
clausurada supercomputadora CRA Y -4YPM considerada en esos 
momentos la computadora más veloz en paises en vías de desarrollo. 
Según usuarios de supercómputo, los actuales procesadores de 
INTEL Pentium IV a 1.8 GHz le compiten en velocidad a aquellos de 
la CRA Y. De tal forma que un gran poder de cómputo se encuentra al 
alcance de la mano y a muy bajo costo. Por ello, de un tiempo para 
acá, el reconocimiento y auge de la línea de trabajo conocida como 
Física Computacional. No deja de ser interesante que esta materia se 
imparta, de acuerdo al nuevo plan de estudios, en el curriculum de la 
carrera de Física de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Otro 
aspecto, desde el punto de vista de esta tesis, que complementa al 
análisis numérico son las visualizaciones y posibles animaciones de 
los problemas a resolver. Es más agradable e intuitivo analizar 
soluciones de problemas con la ayuda de representaciones visuales 
del fenómeno que hacerlo exclusivamente con los resultados 
numéricos; consideramos particularmente válido esta aseveración 
para estudiar fenómenos que se presentan en la Física. La 
importancia y fascinación de las visualizaciones en diversos campos 
se refleja en que la compañía más importante de visualizaciones, 
SlLICON GRAPHICS, compró en 1997 a la empresa de los 
procesadores más rápidos, la CRA Y. Es interesante ver simulaciones 
de dispersión de contaminantes, debido a los vientos, sobre la ciudad 
de Los Angeles, la formación de compuestos químicos hechos por 
compañías farmacéuticas o la prospección de petróleo todo esto 
simulado con una supercomputadora CRA Y que hace los cálculos y 
visualizado en tiempo real por una estación de trabajo SILICON 
GRAPHICS. El tema de la simulación numérica para resolver 

3 



problemas de Física es viejo y va acompañado del desarrollo de las 
computadoras, después de la 2a. Guerra Mundial, para estimar la 
potencia de las explosiones nucleares y el cálculo de las trayectorias 
de cohetes balísticos. También es interesante recordar que el 
encargado del grupo de cómputo de IBM en el proyecto Manhattan 
fue uno de los fisicos mas importantes del siglo XX, Richard P. 
Feynman [l]. 

El Laboratorio lnterdisciplinario del Departamento de Física de la 
Facultad de Ciencias, donde se desarrolla la presente tesis, tiene 
como proyecto general de trabajo el desarrollo de un Laboratorio 
Virtual de Física en problemas que se presentan tanto en la enseñanza 
como en la investigación. La intención de la presente tesis es 
desarrollar simulaciones de la dinámica de partículas que se mueven 
en 2 dimensiones (20), usando distintas interacciones. Como ejemplo 
principal se desarrollará un modelo que trata de representar a cristales 
líquidos utilizando métodos numéricos de diferencias finitas para 
resolver las ecuaciones de movimiento tipo newton. Los métodos 
numéricos que se utilizan en el presente trabajo son las técnicas de 
Dinámica Molecular para sistemas clásicos. 

El estudio de la dinámica de sistemas de partículas moviéndose en 
dos y tres dimensiones mediante el uso de técnicas de la dinámica 
molecular (DM), ha adquirido gran relevancia durante los últimos 
años. Por ejemplo, estudios de frontera de materiales mediante la 
propagación de defectos, conduce a estudios sumamente útiles para la 
industria de los materiales en la construcción de aviones, 
contenedores para transportar sustancias delicadas. En la industria de 
los alimentos se utilizan cristales líquidos liotrópicos como 
emulsificante para preparar algunos alimentos con aplicaciones que 
tienen importancia desde un punto de vista médico-biológico [2]. 

Es por todo esto, que el grupo interdisciplinario del departamento 
de Física de la Facultad de Ciencias de la UNAM ha considerado 
interesante trabajar en la teoría y simulación de cristales líquidos 
como un ejemplo del uso de la DM para obtener propiedades fisicas 
de un sistema dinámico en 20. Como ya se dijo, una de las 
características de este grupo de trabajo es su intensa actividad en la 
simulación de problemas de física aplicados a la materia condensada. 
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Esta simulación comprende desde el análisis numérico, visualización 
y hasta animación, de los fenómenos físicos en cuestión, en PCs, 
estaciones de trabajo, supercomputadoras como la CRA Y y la 
ORIGEN 2000 de 40 procesadores, de tal forma que el presente 
trabajo se ecuentra contenido dentro de los proyectos del grupo. 

La presente tesis contiene nociones del Movimiento Browniano en 
el capítulo 1, en el capítulo 2 se hace una introducción a cristales 
líquidos y su simulación en un modelo que nos va a permitir ver la 
respuesta a campos eléctricos externos. Estos últimos son los que se 
consideran en este trabajo como una primera aproximación en la 
simulación de este tipo de sistemas. En el capítulo 3 se expone el 
algoritmo básico de la dinámica molecular conocido como el 
algoritmo de Verlet , en el capítulo 4 se realiza el planteamiento y 
desarrollo de la aplicación de DM a la dinámica de CLs, en el 
capítulo 5 se analizan resultados y finalmente se presentan las 
conclusiones del trabajo realizado en el capítulo 6. En los apéndices 
se presentan materiales que complementan el material de la tesis, 
pero que no son parte fundamental para seguir el desarrollo de la 
misma. 
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Capítulo 1 
Movimiento Browniano 

En este capítulo se hace una introducción del movimiento 
Browniano como puede ser el movimiento de partículas coloidales 
flotando en un medio líquido o de pequeños espejos suspendidos en 
un gas rarificado. Empleando un ultramicroscopio puede uno 
observar el movimiento irregular de partículas coloidales, o en el caso 
de los espejos, por la reflexión de un haz de luz en los espejos, se 
observa una oscilación irregular de los espejos, esto es bien conocido 
como una evidencia directa del movimiento molecular térmico, el 
cual es por supuesto, la base de la teoría microscópica de la estructura 
de la materia, debido a las fuerzas azarosas que mueven a las 
moléculas del líquido o a las moléculas del gas. Este fenómeno se 
denomina "Movimiento Browniano" debido a que fue observado por 
primera vez por el botánico Brown. El así llamado movimiento 
Browniano, sirve como una de las demostraciones más convicentes de 
la realidad del movimiento de las moléculas. Experimentos especiales 
mostraron, [3] que el carácter del movimiento browniano depende de 
las propiedades del líquido o gas en el que estan suspendidas las 
partículas, y no depende de las propiedades de las partículas. La 
velocidad de movimiento de las partículas brownianas crece con el 
aumento de la temperatura y con la disminución de las medidas y 
masas de las partículas. La explicación de estos hechos se facilita si 
admitimos que los movimientos de las partículas en suspensión se 
originan a consecuencia de los choques que sufren las moléculas del 
líquido o gas en movimiento, en el que se encuentran las partículas 
(partículas que llamaremos brownianas). Cada partícula browniana 
esta sometida a golpes por todas partes. Durante el movimiento 
completamente desordenado de las moléculas, parecería ser y se 
esperaría, que el número de choques que recibe la partícula desde 
cualquier dirección debería ser exactamente igual al número de 
choques en dirección contraria, de manera que todos estos choques 
deben compensarse completamente unos con otros y la partícula debe 
quedarse inmóvil. Así ocurre si las partículas no son muy pequeñas. 
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Pero cuando tenemos partículas microscop1cas (J0-4 -10-5 cm), la 
cuestión es diferente. Del hecho que los movimientos moleculares 
sean caóticos, se deduce solamente, que en promedio el número de 
choques es igual para las distintas direcciones. Pero en un sistema de 
muchos cuerpos como un líquido o gas son inevitables las 
desviaciones de los valores medios. Tales desviaciones de los valores 
medios de unas u otras magnitudes, que se realizan en un pequeño 
volumen o durante pequeños intervalos de tiempo, se llaman 
fluctuaciones [3][ 4][5]. Einstein en 1905 fue quien dió la explicación 
correcta en función de las fluctuaciones al azar que deben ocurrir en 
el equilibrio. Una partícula sólida esta sometida a una fuerza neta 
fluctuante debido a los numerosos choques al azar de las partículas 
con las moléculas del líquido. Como la partícula es pequeña, el 
número de moléculas con las que choca por unidad de tiempo es 
relativamente grande y, de acuerdo con esto,tluctúan su posición o 
velocidad apreciablemente. El movimiento irregular resultante de la 
partícula es lo bastante grande como para ser observado. Por otro 
lado, aunque las colisiones moleculares son azarosas, un número de 
colisiones predicen un resultado sistemático proporcional a la 
velocidad de la partícula (movimiento browniano traslacional) o a la 
velocidad angular (movimiento browniano rotacional). De aquí,que 
los impactos azarosos de las moléculas de los alrededores 
generalmente causa dos clases de efectos. Primero, las colisiones 
generan una fuerza azarosa sobre las partículas Brownianas para 
enfatizar su movimiento irregular incesante, y segundo, proveen una 
fuerza de fricción para un movimiento forzado. El primero es la parte 
azarosa y segundo es la parte sistemática del efecto. Esto significa 
que la fuerza de fricción y la fuerza azarosa deberán estar 
relacionadas, debido a que ambas provienen del mismo origen. Si la 
fuerza de fricción (Stokes) es Fe= -av, m V +yv = º· implica que 
v +yv =o, por lo que y= ;:, = +.Luego si además existe una fuerza 
fluctuante F1{t). Tenemos que v +yv = r(t), r(t) = Ft,1> (fuerza fluctuante 
por unidad de masa); < rcl)> = O ,<rct)rcn> = q8(1 - n. por lo que la 
intensidad de la fuerza fluctuante queda determinada por q = 2y ~;; 
finalmente tenemos que la relación de Einstein para la constante de 
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difusión de m es D = ,~~ = -i;z. Esta relación interna entre las partes 
sistemáticas y azarosas de las fuerzas microscópicas es, de hecho, de 
una manera general, una manifestación del conocido Teorema de 
"Fluctuación-Disipación". Este teorema establece una relación 
general entre la respuesta de un sistema dado a una perturbación 
externa y la fluctuación interna del sistema en la ausencia de la 
perturbación [6][7][8] [9]. Fue Einstein quién hizo notar que la fuerza 
de fricción viscosa de una partícula Browniana deberá estar 
relacionada a la constante de difusión de la partícula por la ecuación: 

D =~~ 1.1 
donde Des la constante de difusión, mes la masa de la partícula, y es 
la constante de fricción, K es la constante de Boltzmann y T es la 
temperatura del sistema. En la presencia de un campo potencial dado 
V(x), las partículas fluyen con una velocidad de drenado: 

U = dv/dy 1 2 
d my . 

la cual es opuesta por la corriente de difusión, por lo que la corriente 
J(x) neta esta dada por: 

J(x) = - D ª1~)' +udf(x)' 1.3 

donde f(x) es la concentración en la posición x. Al desaparecer esta 
corriente neta en equilibrio, se requiere se cumpla la relación de 
Einstein ec. ( 1.1 ), debido a que f(x) deberá tomar la forma.f(x) = 
aexp(-vlkt). Ahora bién, en la teoría clásica del movimiento Browniano, 
generalmente se describe con una ecuación estocástica 
fenomenológica de la forma: 

m u (t) = - myu + R(t) 1.4 
Este es el ejemplo más simple de la ecuación de Langevin para una 
partícula Browniana libre en una dimensión. La fuerza de fricción 
ejercida por el medio esta representada por el primer término sobre el 
lado derecho y el segundo término, R(t) es la fuerza azarosa debido a 
las colisiones azarosas de las moléculas de los alrededores. 

Por simplicidad e idealización, la fuerza azarosa se supone que 
sastiface las condiciones 1) Que el proceso R(t) es un proceso 
Gaussiano y 2) que su tiempo de correlación es infinitamente corto, a 
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saber la función de autocorrelación de R(t) tiene la forma: 
< R(t1)R(t2) > = 27rG12S(t1 - t2) 1.5 

donde G 12 es una constante. La suposición Gaussiana es un tanto 
razonable para partículas Brownianas que poseen una masa mucho 
más grande que las moléculas con las que colisionan, debido a que su 
movimiento es el resultado de un gran número de colisones sucesivas, 
la cual es una condicion, para que sea aplicable el Teorema del 
Límite Central. Esta situación también justifica la segunda 
suposición, debido a que la correlación entre impactos sucesivos 
durante el movimiento de una molécula es corto en la escala de 
tiempo del movimiento Browniano [10][11]. 

Para la simulación que se desarrolla en el capítulo 4, se suponen a 
las moléculas del CL nemático inmersas en un medio viscoso que se 
va a representar por fuerzas de fricción y estocásticas de acuerdo a 
las ecuaciones (1.4) desarrolladas en el presente capítulo. 
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Capítulo 2 . \:-: 

... ;.· .:. 

El presente capítulo está dividido en 2 secciones. En la primera se 
. describirán los CLs con cierto detalle y se clasifican los más 
relevantes para el desarrollo de la presente tesis. A manera de 
información adicional, en el apéndice B se complementa esta 
introducción para definir formas de CLs, que no usaremos, pero que 
pueden redondear la exposición del presente trabajo. En la segunda 
sección se tocaran generalidades de los CLs y se mencionan algunas 
de sus aplicaciones para destacar la importancia de entender mejor a 
estos sistemas con propiedades ópticas tan espectaculares. 

Introducción a los cristales líquidos. 
El estudio de los CLs, empezó en 1888 cuando el botánico 

austríaco llamado Friedrich Reinitzer observó que un ·material 
conocido como colesterol (Cholesteryl benzoate) aparentemente 
exhibía dos puntos de ebullición. En sus experimentos Reinitzer 
incremento la temperatura de una muestra de un sólido y observó que 
el cristal cambió en un líquido nuboso conforme se incrementaba la 
temperatura, para posteriormente volver a ponerse como líquido 
transparente. Debido a sus primeros trabajos, a Reinitzer se le 
reconoce con frecuencia como el descubridor de esta nueva fase de la 
materia, la fase del Cristal Líquido. 

Los materiales de cristales líquidos son únicos en sus propiedades 
y usos. Conforme las investigaciones dentro de este campo continúan 
y conforme nuevas aplicaciones son descubiertas, los cristales 
líquidos ya se han convertido en una parte importante de la tecnología 
moderna [2]. 

Como ya se ha mencionado, el término CL significa un estado de 
agregación que es intermedio entre· el sólido cristalino y el líquido 
isotrópico. Como una regla, una substancia en este estado es 
fuertemente anisotrópica en alguna de sus propiedades y aún exhiben 
fluidez, que para las fases líquido cristalinos de bajo peso molecular 
es comparable a aquellos que posee un líquido ordinario. La primera 
observación de las propiedades mecánicas, ópticas y termodinámicas 
de medios líquido cristalino o medio mesomórficos, fue realizada a 
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finales del siglo pasado por Reinitzer y Lehmann. Miles de 
compuestos orgánicos son ahora reconocidos como CLs. Un 
requerimiento esencial para que ocurra el mesomorfismo es de que la 
molécula deba tener una anisotropía geométrica alta, el sistema 
quizás pase a través de una o varias mesofases antes de que sea 
transformado en líquido isotrópico [12]. Las transiciones para que 
estos estados intermedios se lleven acabo pueden darse puramente 
por procesos térmicos (mesomorfismo termotrópico) o por la 
influencia de solventes (mesomorfismo liotrópico ). Siguiendo la 
nomenclatura propuesta por Friedel, los CLs liotrópicos se clasifican 
a grosso modo en tres tipos: nematicos, colestéricos y esméticos. Los 
nemáticos son estructuras moleculares con forma de "varillas", que 
presentan una rigidez del eje mayor, y dipolos fuertes y/o materiales 
que son fácilmente polarizables. 

La característica distinguible del estado líquido cristalino es la 
tendencia de las moléculas para apuntar a lo largo del eje llamado 
"director''. Este grado de orden es responsable para el 
comportamiento único del material. En contraste, las moléculas en la 
fase líquida no poseen un orden intrínseco. En el estado sólido, las 
moléculas poseen un alto orden orientacional y posicional y tienen 
libertad traslacional. El grado de orden orientacional del estado 
líquido cristalino se encuentra entre las fases tradicionales sólida y 
líquida. Nótese que el alineamiento promedio de las moléculas para 
cada fase se muestra en la figura 2.1. 

5ollolo Crt.1:91 Uc:¡uMlo 

:--- ---- -- --- ------T '!"'r-r...C.Ur.--------------- > 

Fig 2.1 

Algunas veces es dificil determinar cuando un material se 
encuentra en el estado cristal ó cristal líquido. 
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Los materiales cristalinos demuestran un rango grande de orden 
periódico en tres dimensiones. Las substancias que no poseen este 
grado de orden posicional, pero que muestran más que un. líquido 
isotrópico son propiamente llamados cristales líquidos. Para 
cuantificar la alineación promedio de un material, el parámetro de 
orden escalar (S) se define como: 

S = (112) < 3cos28-1 > 2.1 

donde fJ se refiere al ángulo entre el director y el eje mayor de cada 
molécula. Los corchetes alrededor del coseno denotan un promedio 
sobre todas las orientaciones moléculares, esto último se tratará más 
adelante [13]. En un líquido isotrópico, el promedio del coseno 
desaparecerá produciendo un parámetro de orden igual a cero. Para 
una alineación perfecta del cristal líquido, el parámetro de orden se 
evalúa a uno. El parámetro de orden de un cristal líquido típico esta 
entre 0.3 y 0.9. 

Caracterización de los Cristales Líquidos. 
Los siguientes parámetros describen la estl,"uctura de un cristal 

líquido: 
(a) Orden posicional 
(b) Orden Orientacional 
(c) Orientación Molecular. 
La extensión para el cual el promedio molecular o grupo de 

moléculas muestran simetría traslacional (si es que se mueven juntas) 
es conocida como orden posicional. El orden orientacional describe 
no únicamente como las moléculas son empacadas en un sistema de 
dos dimensiones, si no que también, la orientación de los enlaces de 
los centros de masas de los vecinos más cercanos. 

La mayoría de los compuestos de los cristales líquidos exhiben 
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poliformismo o una condición donde más de una fase es observada en 
el estado cristalino líquido. El término mesofase es utilizado para 
describir las "subfases" del cristal líquido. Las mesofases son 
formadas ya sea por imposición de un orden en una o dos 
dimensiones o permitiendo a las moléculas tener movimiento de un 
grado de libertad traslacional [2][13]. 

Las fases de los cristales líquido 
Un cristal líquido es una fase distinta de la materia observada entre 

la cristalina (sólida) y el estado isotrópico (líquido). Existen muchos 
tipos de estados de CL, dependiendo de la cantidad de orden en el 
material. Daremos una breve d_escripción del comportamiento de los 
materiales cristales líquidos. · 

Fase nemática. 
La fase nemática de un cristal líquido se caracteriza por que sus 

moléculas no poseen un orden posicional, pero tienen una tendencia 
de apuntar en promedio en la misma dirección que definen al campo 
director. En la figura 2.2, se puede observar que las moléculas 
apuntan verticalmente pero no están arregladas con un orden en 
particular (no existe una preferencia). 

u ...... ,~.~ ..... d~la u.. 
IW!Nit.ioa f......-). 'lf H• foto M 
un oNtal l"tllido N"1~tioo. (•riO•). 

Figura2.2 

.._,; 

.: l 

• 1 .. _,,. 

.i 

Los CLs son materiales anisotrópicos y las propiedades físicas del 
sistema varían con el promedio de la alineación, es decir con el 
director. Si la alineación es grande, el material es muy anisotrópico. 
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Similarmente, sí la alineación es pequeña, el material es casi 
isotrópico. Existe una clase especial de cristal líquido, y es el 
conocido como nemático torcido ( chiral nematic ). El torcido ( chiral) 
se refiere a la única habilidad selectiva de reflejar una componente de 
la luz polarizada circularmente. El término de nemático torcido 
( chiral nematic) es utilizado indistintamente con el colestérico. 

Fase esmética 
La palabra esmética se deriva de la palabra griega jabón. Se ve que 

su origen es un tanto ambíguo y se explica por el hecho de que la 
pegajosa (slippery)substancia frecuentemente se localiza en el fondo 
de unajabonera, de allí que ésta sea considerada un CL esmético. 

Uu ,..,,_ ... taold'. ~ita. .d•I• 
f'--~(~):fUUI 
foto d"' la .......... f.ff"' (artO•). 

..,,...,., .,.,.,,,,.sykiN~ ~ iHNº-:nly 

Figura 2.3 

El estado esmético es otra mesofase distinta de los CLs. Las 
moléculas en esta fase muestran un grado de orden traslacional no 
presente en la fase nemática. En el estado esmético, las moléculas 
mantienen la simetría rotacional de los nemáticos, pero también 
tienden alinearse a sí mismas en capas o planos, y el movimiento de 
las moléculas esta restringido a estos planos. En este caso son 
observados planos separados, que fluyen unos a través de otros. El 
incremento del orden significa que el estado esmético "se parece más 
bien a un sólido" que a un nemático. Muchas fases esméticas han sido 
observadas, tantas como 12 de estas variaciones han sido 
identificadas, las cuales no trataremos aquí [14][15]. 
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lnfluencias .. ext~i-nas sobre ·los cristales líquidos i . 

Tanto científicos como ingenieros están posibilitados en utilizar a 
los CLs en una variedad de aplicaciones debido a que perturbaciones 
pequeñas pueden causar cambios significativos en las propiedades 
macroscópicas de los CLs. Ambos campos tanto el eléctrico así como 
el magnético pueden ser utilizados para inducir estos cambios. La 
magnitud de los campos, asi como la velocidad a la cual las moléculas 
se mueven pueden ser utilizadas en dispositivos de CLs para· forzar 
una orientación específica del director. En la presente tésis sólo se 
estudia el efecto de campo eléctrico [16]. 

Efecto del campo eléctrico. 
La respuesta de las moléculas de cristales líquidos a un campo 

eléctrico es la mayor . característica utilizada en las aplicaciones 
industriales. La habilidá<fdel director par~ alinearse a lo largo de un 
campo externo es catjsado por la ~·naturaleza eléctrica de las 
moléculas. Dipolos eléctricos .· permanentes · resulta cuando una 
molécula tiene carga positiva neta en un lado mientras que en otro 
posee una carga negativa. Cuando un camp.oe .eléctrico externo es 
aplicado al cristal líquido, los dipolos rii:ole'culares tienden a 
orientarse a simismo a lo largo del campo, como se muestra en la 
figura 2.4, las flechas negras representan al vector del campo 
eléctrico y las flechas rojas representan la fuerza eléctrica sobre cada 
molécula. 

Figura 2.4 

Aún si, una molécula no forma un dipolo permanente, pue<.Ie 
todavía ser influenciado por un campo eléctrico, en algunos casos, el 
campo produce ligeros rearreglos de electrones y núcleos en · las 
moléculas tales como los dipolos eléctricos inducidos. Mientras no 
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existan dipolos permanentes fuertes, la orientación con el campo 
externo todavía puede ocurrir. Los efectos de campos magnéticos 
sobre las moléculas de cristales líquidos son análogas a los campos 
eléctricos. cabe aclarar que estos efectos son mucho menores que en 
el caso eléctrico porque la susceptibilidad magnética es 
aproximadamente 7 órdenes de magnitud menor que la eléctrica en un 
termotrópico. Debido a que los campos magnéticos son generados por 
cargas eléctricas en movimiento, dipolos eléctricos permanentes son 
producidos por electrones que se mueven cerca del átomo [ 12][ 17]. 

Vector director y parámetro de orden 
Conforme a las mesofases líquido cristalinas, se puede apreciar 

que cualquiera de éstas presentan moléculas de una gran anisotropía 
que tienden a orientarse en promedio en una dirección específica. 
Este comportamiento colectivo de las moléculas puede ser 
representado mediante un vector unitario ñ denominado director ( ver 
figtura 2.5). Una propiedad importante del director es la equivalencia 
entre las direcciones ñ y -ñ del mismo. (Sólo válido para nemáticos) 

Figura 2.5 Representación de la orientación promedio de las 
moléculas de un nemático mediante el vector director 

Para poder cuantificar qué tan ordenadas orientacionalmente se 
encuentran las moléculas de un cristal líquido, se recurre al parámetro 
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de orden. Si consideramos que las moléculas del mismo son barras 
rígidas idénticas, y asociamos a su eje largo un vector unitario k, 
entonces el parámetro de orden macroscópico S está definido por la 
cantidad escalar: 

1 - - - - 1 2 S = 2<Ck • n)(k • n)-1) = 2 (3cos O- 1) 2.2 

en donde 8 es el ángulo que el eje largo de la molécula forma con el 
vector director y denota un promedio estadístico sobre la distribución 
de e. Este parámetro permite describir el orden de largo alcance de las 
moléculas. Se dice que es macroscópico, porque evalúa la respuesta 
promedio de las moléculas del cristal líquido. La definición anterior 
resulta adecuada para la descripción de sistemas líquidos crsitalinos 
compuestos de moléculas que tienen simetría rotacional ó cilíndrica 
alrededor de k, por lo que para moléculas rígidas de forma arbitraria 
se define el parámetro de orden S~JJ como una generalización natural 
del anterior : 

2.3 

en donde i,j = x', y', z' son los ejes de un sistema coordenado fijo a 
las moléculas, y a,fl = x, y, z son los ejes del sistema coordenado del 
laboratorio (ver figura 2.6). y donde sa11 y o;¡ son deltas de Kronecker, 
.s':/ es un tensor simétrico en i, j y en a, f3 y carente de traza. 

En los cristales líquidos reales las moléculas pueden ser flexibles, 
por lo que se hace preferible definir la cantidad de orden de las 
moléculas de un cristal líquido en términos de una propiedad 
macroscópica del mismo, de manera que sea independiente de 
cualquier suposición respecto a la rigidez de las moléculas.[18]. La 
propiedad macroscópica que puede seleccionarse para representar la 
cantidad de orden, puede ser la anisotropía dieléctrica, esto es; 

Qap = EafJ - j ÓapEaf3 2.4 

en donde Eap es el tensor de permitividad eléctrica por unidad de 
volúmen. Qa11 también es un tensor simétrico sin traza. Si el medio es 
uniaxial, el parámetro de orden (2.4) toma la forma : 
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2.5 

en donde nª es la componente den en el sistema de laboratorio fijo al 
sistema de coordenadas y Qo es el módulo del parámetro de orden. 

/ .. 
/ 

y 

Figura 2.6 Orientación de una molécula respecto al vector director 

El parámetro de orden definido por la expresión (2.5) es un 
promedio sobre todo el sistema, de manera que proporciona una 
medida del orden orientacional de largo alcance de las moléculas del 
cristal líquido, mientras mayor sea el alineamiento de los ejes de las 
mismas con respecto al vector director, más cercano a la unidad será 
el valor de Qo. Por otra parte, si éste es cada vez menor, Qo llegará a 
anularse, como ocurre en los líquidos isotrópicos. Además, los 
cristales líquidos presentan orden orientacional de corto alcance, el 
cual como en el caso de los líquidos isotrópicos, consiste en que sus 
moléculas dentro de cierta distancia están correlacionadas mediante 
interacciones moleculares [ 18]. 

Generalidades sobre los cistales líquidos 
La mayoría de las moléculas alargadas, como barras, de los 

cristales líquidos están compuestas de átomos neutros y por 
consiguiente no están cargadas. Sin embargo, algunas veces la 
ligadura entre los átomos de las moléculas causa que una parte de la 
molécula sea ligeramente positiva y la otra parte sea ligeramente 
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negativa. Como dijimos anteriormente esta ligera separación de 
cargas positivas y negativas es lo que conocemos como. dipolo 
eléctrico permanente. Concentremos nuestra atención en la evolución 
temporal de las fluctuaciones espaciales asociadas a la transición 
orientacional, que es inducida en las moléculas del cristal líquido 
nemático, cuando un campo eléctrico externo pasa de un valor inicial 
[E;]< [Ec] • menor a un valor crítico [Ec],hasta otro final [EJ-] > [Ec]. 

Durante este proceso, el sistema llega a ser inestable y las moléculas 
del cristal líquido nemático tenderán a alinearse con el campo 
eléctrico externo aplicado. En respuesta a un campo eléctrico externo 
aplicado, una molécula tenderá orientarse con su eje dipolar paralelo 
al campo. Si este eje esta más o menos en la dirección del eje mayor 
de la molécula, entonces esa molécula se dice que tiene una 
anisotropía dieléctrica positiva, así mismo, las moléculas con 
anisotropía dieléctrica negativa, tenderán a orientarse con su eje 
mayor perpendicular al campo elécrico externo aplicado (19]. 

Dentro de las estructuras moleculares que se mencionan en la 
bibliografía se encuentran entre otras, los CL esméticos y los CL 
nemáticos, mismas que están de acuerdo con el orden de sucesión de 
las cuatro fases de la materia, dentro de la escala de la temperatura. 
Para bajas temperaturas, se dice que pertenece al tipo cristalino, en el 
cual la repetición periódica espacial de las unidades están 
pefectamente definidas y la agitación térmica juega unicamente un 
papel insignificante. A mayores temperaturas el CL esmético exhibe 
un cierto grado de repetición periódica, pero de la estructura 
perfectamente periódica del cristal existe una persistencia, 
unicamente paralela en una dirección común de las moléculas y sus 
disposiciones son superficies equidistantes. A más altas temperaturas 
el CL en la fase nemática exhibe agitación térmica conforme rompe 
toda periodicidad, todas las distribuciones regulares de los puntos 
correspondientes de las moléculas y conforme permite unicamente un 
paralelismo en una dirección de la molécula que persiste, esto es, un 
paralelismo promedio y una perturbación provocada por un 
movimiento visible, como podría ser el Movimiento Browniano. La 
estructura de la fase nemática posee mayor movimiento que aquella 
que corresponde a la fase esmética. Esto es mostrado por la alta 
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fluidez de la fase nemática, la cual es algunas veces mas fluido que 
los líquidos amorfos y tienden alinearse cuando son calentados. 
También se manifiesta en un Movimiento Browniano espontáneo de 
los "nudos" discontinuos, que es precisamente lo que le confiere su 
nombre de fase "nemática". 

El uso de los cristales líquidos es debido a su gran potencialidad 
para obtener mejores pantallas de televisión y monitores entre otras 
de sus aplicaciones [20]. Las ventanas que se opacan con cristales 
líquidos se han pensado usar en casas, refrigeradores, autos, etc [21]. 
Los cristales líquidos nemáticos cuando son colocados cerca de las 
paredes del contenedor, estos tienden a permanecer paralelos al 
mismo (o perpendicular, dependiendo sobre las propiedades exactas 
del cristal líquido). Los otros cristales líquidos seguirán esta 
alineación, por lo que las moléculas de los cristales líquidos se 
agruparan como una pila de panecillos dentro de una celda del cristal 
líquido. Sin embargo cuando un campo eléctrico externo se aplica, 
tendrán una tendencia a alinearse con dicho campo (una vez más, esto 
dependerá de las propiedades específicas del cristal líquido en 
cuestión). Esto significa que en bulto todo el material, donde las 
moléculas estan libres de alinearse como ellas deseen, lo hacen según 
el eléctrico externo aplicado, pero en los límites en donde 
interaccionan con las paredes del contenedor las moléculas son 
forzadas a alinearse con las paredes. Conforme el campo eléctrico es 
incrementado ocurre un cambio súbito, conocido como transición de 
Freedericksz [22][23] donde las moléculas son alineadas más con el 
campo que con las propias paredes [24]. 
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Capítulo 3 
En el presente capítulo se va a desarrollar el algoritmo numérico 

para hacer la simulación de la dinámica de CLs nemáticos. Para ello 
se hara una introducción al tema de dinámica molecular. 

¿ Que es la Dinámica Molecular ? 
Llamamos dinámica molecular (DM) a la técnica de simulación 

por computadora donde la evolución del tiempo de un conjunto de 
átomos es seguido integrando sus ecuaciones de movimiento. 

En la dinámica molecular se utilizan las leyes de la mecánica 
clásica, en lo particular las leyes de Newton: 

F; =m;a; 

para cada átomo i en un sistema constituido por N átomos. Aquí, m; 
es la masa del átomo, a; = d 2 r;ldt 2 su aceleración, y F, es la fuerza que 
actua, debido a las interacciones con otros átomos. Por consiguiente, 
la dinámica molecular es una técnica determinista: dado un conjunto 
de posiciones y velocidades iniciales, la evolución del tiempo 
subsecuente es en principio determinado completamente. 

La computadora calcula una trayectoria en un espacio fase de 6N -
dimensiones (3N -posiciones y 3N momenta). Sin embargo, tal 
trayectoria generalmente no es particularmente relevante por si 
misma. La Dinámica Molecular es un método de la mecánica 
estadística; es una forma para obtener un conjunto de configuraciones 
distribuidas de acuerdo a alguna función de distribución estadística ó 
ensamble estadístico. Un ejemplo es el ensamble· canónico, donde la 
temperatura T es constante y la densidad de probabilidad es la 
función de Boltzman: exp(-H(r)lkEl). De acuerdo a la física estadística, 
las cantidades físicas son representadas por un promedio sobre las 
configuraciones distribuidas de acuerdo a un cierto ensamble 
estadístico. Una trayectoria obtenida por la dinámica molecular 
provee tal conjunto de configuraciones. Por consiguiente, una medida 
de una cantidad fisica por medio de la simulación es simplemente 
obtenida por un promedio aritmético de varios valores instantáneos 
asumidas por tal cantidad durante la corrida de la DM. 
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La física estadística es el enlance entre el medio microscópico y la 
termodinámica. En el límite de tiempos de simulación muy largos, 
uno podría esperar que el espacio fase sea muestreado 
completamente, y de que en ese límite, este proceso promediado 
represente las propiedades termodinámicas. En la práctica, las 
corridas son siempre de tiempos de longitud finita, por lo que uno 
deberá tener cuidado para estimar cuando el muestreo es bueno (esto 
es, que el sistema esta en equilibrio) o no. De esta manera, las 
simulaciones de la DM puedan ser utilizadas para medir propiedades 
termodinámicas y por consiguiente evaluarlas, digamos, el diagrama 
de fase de un material en específico. Llendo más allá del uso 
tradicional de la DM, es también utilizada para otros propósitos, tales 
como el estudio de procesos fuera de equilibrio, y corno una 
herramienta para optimizar estructuras de energía mínima locales 
entre otros [25] [26]. 

Algoritmo de integración del tiempo 
El motor de un programa en la dinámica molecular, es el algoritmo 

de integración del tiempo, requerido para integrar las ecuaciones de 
movimiento de las partículas que interactúan y seguir asi su 
trayectoria. 

El algoritmo de integración del tiempo esta basado en métodos de 
diferencia finita, donde el tiempo es discretizado sobre un número 
finito de celdas, el "pasd' del tiempo t:.1 es la distancia entre dos 
puntos consecutivos en la celda. Conociendo las posiciones y algunas 
de sus derivadas en el tiempo t (el detalle exacto depende del tipo de 
algoritmo que se use.), el esquema de integración da las mismas 
cantidades a un tiempo posterior t + t:.1 se determina, continuando con 
el procedimiento la evolución del tiempo del sistema puede ser 
seguido por largos periodos de tiempo [27] [28]. Por supuesto que 
estos esquemas son aproximados y existen errores asociados a ellos. 
En particular, uno puede distinguirlos entre: 

" Errores por truncación, relacionados con la exactitud del método 
de diferencia finita con respecto a una solución verdadera (real). Los 
métodos de diferencia finita estan generalmente sustentados sobre un 
desarrollo de Taylor truncado en algún término, de aquí su nombre. 
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Estos errores no dependen sobre la implementación, son intrínsecos al 
algoritmo. 

"Errores por redondeo, estan relecionados a errores asociados a una 
implementación en particular del algoritmo. Por ejemplo, el número 
finito de dígitos utilizados en el cálculo aritmético. 

Ambos errores pueden ser reducidos decrementando !!11. Para !!11 

grandes, los errores de truncación predominan, pero ellos decrecen 
rápidamente conforme l!it decrece. Por ejemplo el algoritmo de Verlet 
tiene un error de truncación proporcional a 6.t4 para cada integración 
de paso de tiempo. Utilizando una precisión de 64 bits (corresponde a 
"una doble precisión" cuando se utiliza C en la mayoria de las 
estaciones de trabajo) ayuda a mantener el error por redondeo al 
mínimo [29] [30] [31] [32] [33] [34]. 

Existen dos métodos de integración populares para realizar los 
cálculos de DM y estos son el algoritmo de Verlet y el algoritmo de 
"predictor - corrector".[Predicción-Correción]. 

Algunas técnicas de la dinámica molecular, el algoritmo 
de Verlet 

En la Dinámica Molecular, el algoritmo de integración del tiempo 
mas comúnmente utilizado es probablemente el conocido algoritmo 
de Verlet. La idea básica es escribir dos desarrollos de Taylor de 
tercer Orden para las posiciones r(t), uno antes y uno después en el 
tiempo. Designando a v como las velocidades, a a como las 
aceleraciones, y b como la tercera derivada de r con respecto al 
tiempo t, uno tiene: 

r(I + 6.1) = r(t) + v(t)l!it + ( :1, )a(t)ll.t2 + ( ¿ )b(t)6t3 + 0(6t4 ) 3 .1 

r(t - 6.t) = r(t) - v(t)ót + ( i )a(t)ll.t 2 - ( ¿ )b(t)6t3 + 0(6t 4 ) 3 .2 

Sumando estas dos ecuaciones, obtenemos: 

r(t + !.lt) = 2r(t) - r(t - IJ.t) + a(t)JJ.t2 + 20(!.lt4 ) 3.3 

Esta es la forma básica del algoritmo de Verlet [35] [36]. Integrando 
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las ecuaciones de Newton, a(t) es exactamente la fuerza dividida por 
la masa y la fuerza regresa a ser función de la posición, esto es de 
r(t). 

a(t) = -(llm)VV(r(t)) 3.4 

Como puede uno ver inmediatamente de la ecuación 3.3, el error de 
truncación del algoritmo cuando uno involucra al sistema por 6.t es del 
orden de 6.14 , aun si las derivadas de tercer orden no aparecen 
explícitamente. Este algoritmo es al mismo tiempo simple de 
implementar, exacto y estable, lo cual explica de esta manera su gran 
popularidad entre los que se dedican a la simulación en la dinámica 
molecular. Sin embargo, un problema con esta versión del algoritmo 
de Verlet, es de que las velocidades no son generadas directamente. 
Debido a que no se requieren para la evolución del tiempo, pero su 
conocimiento es algunas veces necesario. Más aún, ellas son 
requeridas para calcular la energía cinética E, cuya evaluación es 
necesaria para probar la conservación de la energía total. Esto es una 
de las más importantes pruebas para verificar que una simulación en 
la dinámica molecular es calculada correctamente. Uno podría 
calcular las velocidades de las posiciones utilizando: La regla de las 
ecuaciones 3 .1 y 3 .2 

Sin embargo, el error asociado a esta expresión es del orden de 6.t2 en 
lugar de 6.t4 • Para subsanar esta dificultad, algunas variantes del 
algoritmo de Verlet han sido desarrolladas. Ellas dan una misma 
trayectoria, y difieren en las variables que son almacenadas en la 
memoria y en el tiempo. El algoritmo de Leap-frog, no reportado 
aquí, es uno de tales variantes en donde las velocidades son tratadas 
mejor. 

Una mejor implementación del algoritmo básico es el conocido 
.. esquema de las Velocidades de V erlet". En donde las posiciones, las 
velocidades y aceleraciones en el tiempo 1+6.1 son obtenidas de las 
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mismas cantidades al tiempo t de la siguiente manera: 

r(t + At) = r(t) + v(t)At + ( ~ )a(t).At2 

v(t + .At/2) = v(t) + ( ~ )a(t)At 

a(t + At) = -( ~1 )"VV(r(I + .6.t)) 

v(t + .At) = v(t + .At/2) + ( ~ )a(t + At).At 

3.5 

3.6 

Nótese que se requieren 9N localidades de memoria para poder salvar 
las 3N pos1c10nes, velocidades y aceleraciones, pero nunca 
necesitaremos tener simultáneamente almacenados las valores en dos 
tiempos diferentes para cualquiera de estas cantidades [25]. 

Otro método muy utilizado por la Dinámica Molecular es el 
algoritmo de Predicción-Corrección, la cual utiliza métodos de clase 
para integrar las ecuaciones de movimiento. Aquellos más 
frecuentemente utilizados en la dinámica molecular son debido a 
Gear, y consiste de tres pasos: 

1 )Predicción: De las posiciones y sus derivadas en el tiempo 
respecto a cierto orden q, todos conocidos al tiempo t, uno "predice" 
las mismas cantidades al tiempo +D.t por medio de un desarrollo de 
Taylor. Entre estas cantidades son, por supuesto, las aceleraciones a. 

2)Evaluación de la Fuerza: La fuerza es calculada tomando el 
gradiente del potencial de las posiciones predichas. La aceleración 
resultante será en general diferente de las aceleraciones predichas. La 
diferencia entre los dos constituye una ''señal de error". 

3)Corrección: Esta señal de error es utilizada para "corregir'' las 
posiciones y sus derivadas. Todas las correcciones son proporcionales 
a la señal de error, el coeficiente de proporcionalidad siendo un 
"número mágico" determinado para maximizar la estabilidad del 
algoritmo. Para más información al respecto el lector es referido a las 
referencias [25][37]. 

La vecindad de un sistema puede ser calculado si tenemos, para 
las partes del sistema, un conjunto de condiciones iniciales más las 
fuerzas de interacción. Desde la época de Newton a nuestros días 
esta interpretación mecánica determinista de la naturaleza ha 
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dominado la ciencia. Cabe mencionar en contraste que el método 
puramente estocástico, conocido como de ·Monte Cario, es 
típicamente desarrollado sobre un número fijo de N moléculas 
colocadas en un volúmen fijo V y mantenida a una temperatura 
absoluta constante T. El procedimiento de la simulación es adoptada 
de los métodos generales de Monte Cario para evaluar integrales 
multidimensionales [25][35][38]. 
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Capítulo 4 
Planteamiento y Desarrollo 

Para modelar al CL se va a suponer una interacción 

dipolo-inducido dipolo-inducido que tiene la forma: 

g,,.(n, n'. r) = - ~~ [ n.n· - 3 }2 (n.r)(n'.r) r 4.1 

C>O es la constante de interacción. Esta interacción conocida 
como dipolo inducido dipolo inducido simula muy adecuadamente la 
tendencia a alinearse de las moléculas de CL de acuerdo al vector 
director. [39]. 

Para simular un CL con anisotropía dieléctrica positiva, 
mencionado en el capítulo 2, asociamos a cada molécula un dipolo 
eléctrico a lo largo del director ñ, que se alineará a lo largo de un 
posible campo eléctrico externo. Los potenciales y fuerzas de 
interacción, que se utilizarán en las ecuaciones de movimiento 
desarrolladas en el capítulo 3, se discuten en la siguiente sección. 

Fuerzas entre cargas, dipolos y campos eléctricos 
externos. 

Para realizar el estudio sobre el comportamiento del sistema se 
proponen las interacciones del tipo: carga - carga, carga - dipolo y 
dipolo - dipolo. Mismas que se utilizarán en la simulación en una 
computadora, mostrándo en una animación el comportamiento del 
sistema segun evoluciona en el tiempo. 

El campo eléctrico producido por una carga i y por una cargaj esta 
expresado respectivamente por: 

E - q ¡COSO ij 
Xq¡ - 2 

r;¡ 

E _ q1senfJij 
yq, ri. 

IJ 

4.2 

donde Ex.,. E~v1 son las componentes x e y del campo eléctrico 
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respectivamente, debido a la interacción carga - carga (q, ,q¡). El 
campo eléctrico debido al dipolo i-ésimo (p; -ésimo ), se puede 
expresar como : 

E 
p 13sen0p, cosOp, 

.-cP; = 3 
r¡¡ 

E . _ p;(3cos2 0 - 1) 
yP1 - J 

rlJ 
4.3 

Y como en el caso anterior E ... p, , E_vp; son las componentes x e y 
debido al dipolo p, -ésimo respectivamente. La interacción dipolo -
carga esta dada por la ecuación 

4.4 

donde d... y d.... son las derivadas de las componentes del campo 
eléctrico en la direcciín de x e y respectivamente. la interacción 
dipolo - dipolo queda expresada por la ecuación: 

4.5 

F~v = [(Fey + qepur)(Eypj + I'...je) + P:c(parJ(axEypj + d.-cEyqj) + P_v<.par) * (d_vEy + EyPJ) 

- Poy<purJ(EjqjE.>=Py)] 

y finalmente la torca queda epresada por la ecuación: 

4.6 

Con las ecuaciones anteriores ( 4.5 y 4.6) y el algoritmo de Verlet se 
realiza la programación de la simulación propuesta. El procedimiento 
consiste en calcular las velocidades a partir de las posiciones, y de 
igual forma se calcula la energía cinética del sistema. Para finalmente 
calcular el parámetro de orden, para así, determinar el 
comportamiento del sistema. 
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Todo lo anterior se utiliza para la programación de la simulación 
propuesta que junto con el algoritmo de Verlet, (con el cual se 
calculan las velocidades a partir de las posiciones, y a simismo se 
calcula la energía cinética del sistema) y con éstas se realiza el 
cálculo para obtener el parámetro de orden para así poder determinar 
el comportamiento del sistema. En nuestro caso primero se realiza 
una corrida del programa para observar el comportamiento sin campo 
eléctrico externo, y se analiza para determinar si se encuentra en la 
fase nemática, posteriormente se realiza otra corrida donde se le 
aplica un campo eléctrico externo y se analiza su comportamiento. 

La forma de la fuerza de interacción en el sistema a tratar se 
propone que sea de la siguiente: 

donde 

F = Felectrica _ m ;yv; + Ffstocástica 

F'!510 = a nrad l 

con a = J2myksTl8t 

4.7 

y donde el comportamiento azaroso queda determinado por 

F(x) = l exp[-...L( (x - n )2c!µ = <P 
J'E[a 2 ª 

Considerando que peiecirica es la contribución de la fuerza eléctrica , 
m;yv; es la contribución debido a una fuerza del tipo disipativa y Fm0 

es la fuerza azarosa debido a las colisiones azarosas de los 
alrededores de las moléculas, Nótese que F(x) es un proceso tipo 
gaussiano, como ya se mencionó en el capitulo 1, con tiempos de 
correlación cortos. 

Por otro lado, considerando el algoritmo de Verlet (3.1, 3.2 y 3.3) 
pero hasta el término cuadrático (por las consideraciones expuestas 
en el cap 3 ) en una primera aproximación tenemos: 

x(t + h) = x(t) + v(t) + 1 a(t)h2 4.8 
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x(t - h) = x(t) - v(t)h + ~ a(t)h2 4.9 

x(t + h) = 2.x(t) - x(t - h) + !:'z h 2 4.10 

mismas que utilizamos para obtener las velocidades, la energía 
cinética y el tiempo de interacción del sistema a partir de las 
posiciones de cada una de las moléculas. 

A continuación definamos algunas unidades que se utilizan en 
nuestra simulación. Sea lpixel =lOA, esta unidad se requiere para 
definir el tamaño que ocupa una celda en la pantalla del monitor, 
misma que se utiliza para saber el número de moléculas que se 
dibujan en la pantalla. Por otro lado, las masa promedio de moléculas 
típicas de los cristales líquidos (nemáticos termotrópicos) 
termotrópicos utilizados caen en el intervalo de [2.4, 6]Kamu. Para una 
unidad densidad de p = 1grlcm3 se obtiene que p = 6.024096xl03 ª"'", la 

pixel 

cual es la densidad típica que consideramos en nuestro sistema. Esto 
significa que existen en principio alrededor de 1 a 3 moléculas por 
pixel cúbico. Utilizando el algoritmo de Verlet ecuación ( 4.1 O) 
obtenemos el tiempo típico propio del sistema ro que en nuestro caso 
es ro = 2.68x10-15 [s] y el tiempo real queda expresado como S = 

2 ~,0 xl0 15ro. Por otro lado considerando que el movimiento de las 
partículas en nuestro sistema se parece a uno del tipo Browniano, se 
propone una fuerza estocástica de la forma J im~o:sr , donde m es la 
masa de las moléculas a considerar, y es la fuerza viscosa, Kn es la 
constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta y h es el tiempo 
(el paso). Sí consideramos que en un cristal líquido liotrópico "real", 
por lo general es reportado que algunos sistemas se encuentran 
diluidos en donde el solvente utilizado ocupa el 10% de la mezcla, 
entonces, podremos estimar la densidad ''rear' del sistema. Sea N el 
número de dipolos; Mo la masa unitaria del dipolo; V 1' el volúmen del 
sistema; pr la densidad total del sistema; Mv la masa total de los 
dipolos NMo y finalmente Mf es la masa total del fluido prVr. Esto es: 
sea a = [0.1] porcentaje del solvente que se reporta aproximadamente 
igual al 1 Oo/o. Sea aMf = Mv = NMo por lo tanto Mf = ... '.~/" luego 
V rPr = NMoO + -k-) es decir que V r = ";;0 (1 + -k-) se tiene que aclarar que 
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esta relación deja de funcionar si a = o o 1. 

Sí N=IO, Mo = 240[amu],pr = 1grlcmJ y a= 0.1 en nuestras unidades 
obtenemos que la densidad queda expresada como Pr = lgrlcmJ 

-6.0241x10- 1["':;"] por lo tanto Vr= 4.385xl0 5A-3 ; luego sea el tamaño 
de la celda dado por LxL .. Lz = 4x10 5 debido a que deseamos trabajar en 
el plano entonces normalizamos, esto es hacemos Lz = 4 por lo que 
obtenemos finalmente que L .. L.A = 4xl0 5 , para obtener un lado de 
nuestra celda calculamos la raíz cuadrada lo cual nos da que L = 
300A y por último la pantalla típica en A en el monitor es de x 
=12500A e y= 10240A Una vez concluido el cálculo del tamaño de 
la celda que ocupa nuestra imagen en la pantalla del monitor se 
prosigue con los cálculos debido a las interacciones carga - carga, 
carga - dipolo, dipolo - dipolo a simismo el resto de las interacciones 
propuestas (ver ecuaciones de la 4.1 a la 4.6) Finalmente recordando 
que myv es la fuerza disipativa y que la fuerza total de interacción en 
el sistema en términos generales queda expresada como: 

FT = q1;2 r+ q1f2 r + P;P2 - myv 4.11 
r12 r12 12 
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Capítulo 5 

Como ejemplo de la aplicación de la dinámica molecular en la 
simulación de un cristal líquido, utilizamos la solución nemática de 
poly (n - hexil iso cyanate) (phic) que fue sometida a un campo 
eléctrico externo, la cual fue estudiada experimentalmente por J -
Kuan Yang y Annete D. Shine. [''Electrology of nematic poly 
(a-isocyanate) Solutions", J - Kuan Yang y Annete D. Shine. Opto. of 
Chemical Engineering. Univ. Delaware, Newark, Delawere 19716. 
1992. Edi. The Society of rheology]. Uno de los problemas más 
interesantes en los cristales líquidos, tanto para una descripción 
teórica como para aplicaciones prácticas, es el entendimiento del 
comportamiento del director cercano a la superficie. La mayoría de 
las pantallas de cristales líquidos consisten de una capa contenida 
entre dos sustratos (superficies). Las superficies imponen una 
orientación específica del director del cristal líquido cercano a las 
fronteras que probablemente tengan una influencia considerable en 
las propiedades electro ópticas del material. En particular nosotros 
trabajamos en el caso de un cristal líquido nemático colocado entre 
dos placas planas, las cuales inducen un anclaje de 45° al director 
como podrá ser visto en la figura 5. 1 

ln~•racclon dl.GOlo-dtoolo 

" 

-- ~~ ==-·- --· ----~~ -=~-------==---- =~ ll - -- - -- -- -- -- -- ~ -"'."'.-___:.--_--_ -----=-------== ¡; 
---------- ¡~ - _-_-_-__ - _--__-__ - __ -- ~ ==- --__ -----==---------____ ----¡~ 

Fig 5.1 
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Limitamos nuestra discusión a una defonnación plana, en la cual 
se permite que las moléculas roten en planos paralelos (planos X Z) 
perpendiculares a ambas paredes (planos xy). 

Hemos supuesto un orden nemático perfecto inicial, lo cual 
significa, que el director de las moléculas coincide con el director del 
nemático n en cualquier parte de la muestra [39]. 

Análisis 
Como ya se mencionó, limitaremos nuestro análisis para el caso 

particular en donde la condición de anclaje es para cada superficie. 
Escogemos un anclaje perpendicular al director con un ángulo de 45° 
grados para ambas paredes (que contienen a la solución). El ejemplo 
que aquí se presenta, corresponde a una fase nemática con anisotropía 
dieléctrica positiva. (ver introducción). Esta configuración simula las 
condiciones similares a los propuestos para materiales cristales 
líquidos que podrían manipular eléctricamente la orientación 
molecular en la superficie. Los resultados aquí mostrados han sido 
obtenidos a través de la aplicación de la DM, utilizando el algoritmo 
de Verlet mostrados en el capitulo 3, buscando que la distribución del 
director estabilice al sistema. Lo primero que se detecta, es que al 
realizar las ''corridas" en la supercomputadora CRA Y y Berenice de 
la UNAM, el programa con el método propuesto tiene fuertes 
inestabilidades y de aquí que los tiempos de máquina se vieron 
alargados. En la fig. 5 .1 se muestra la distribución para un campo 
eléctrico externo cero. El anclaje para cada superficie esta indicado 
por una línea diagonal para ambas superficies, tanto en parte superior 
como inferior. Este estado es obtenido después de que el sistema ha 
sido relajado, después de iniciarlo para un estado espacialmente 
homogéneo. 

33 



90• •o• 90• 'º• 90• 90• •o• 90• 

r,¡· 1 ll i ! 1 1 1 l 1 1 1 l 1 1 1 l 
1 1 1 : 1 1 ' 1 1 il 1 1 1 1 1 1 1 1 1, 1 1 1 1 •. 

:.·,11 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 ' l 1 1 1 

1 ¡' 1 1' 1 1' 1 1' 1 1 1 i 1 1 1 '1 
1 1 1 1 1 1 1 1 ,l 1 1· 1 il 1 1 1 1 1 .· 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 .'.· 1 1 1 1 :,·¡ 1 1 1 
. 1 1 1 

1 1 .. I 1 · .• 1 ' ···1 ¡· 11, .:¡ .. ' .1. 1 '1. 1, 

¡·¡:.ll: /11 1 11 \ 1, 11 · 11 11 11 
1 1 1 1

1 •••. ,1 1 1
1 1 

:¡ 1 ,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 l 

1 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

oe• '90• -Ao• '"JO- -Jo• 90- '°• CJo• •n• 

Fig 5.2 
En la figura 5 .2 se muestra la vizualización de la distribución del 
director, como en la figura 5.1, pero ahora el campo eléctrico externo 
es diferente de cero. El campo eléctrico siempre es tomado en la 
dirección x. Esta figura se muestra como un ejemplo de cómo las 
moléculas del cristal líquido nemático, se reorientarían en presencia 
de un campo elécrico externo. La figura 5 .3 muestra la orientación 
promedio del director como una función del campo eléctrico externo 
aplicado. 

Molécula PHIC 
Angulo (radianes)Vs Campo Eléctrico (v/m) 

1 .5 

ººººººº oc CJCJ CJ CJ CJ 

1 .o 

e 
0.5 

CJ 

o 1 000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 6000 9000 1 ºººº 
X Campo eléctrico (v/m) 

Figura 5.3 
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En esta figura 5.3 se muestra la dirección promedio del director para 
cada celda, los ángulos se muestran en radianes contra el campo 
eléctrico aplicado en [Vlm], por lo anterior se puede decir que estamos 
observando la respuesta para diferentes campos elécricos externos 
aplicados al sistema conformado por un conjunto de celdas (Zumer et 
al), de aquí que podamos decir que existe un campo eléctrico crítico. 
Este valor está determinado por el balance de torcas (ver 
introducción) para el cual el sistema de moléculas de cristales 
líquidos se reorienta. Concentrando nuestra atención en la evolución 
temporal de las fluctuaciones espaciales asociadas a la transición 
orientacional, que es inducida en las moléculas del cristal líquido 
nemático, cuando el campo eléctrico externo pasa de un valor inicial 
IE;I < IEcl, menor a un valor crítico IEcl hasta otro final IEcl < ¡E.j-\. Durante 
este proceso, el sistema llega a ser inestable y las moléculas del cristal 
líquido nemático tenderán a alinearse con el campo eléctrico externo 
aplicado. En respuesta a un campo eléctrico externo aplicado, una 
molécula tenderá orientarse con su eje dipolar paralelo al campo. Si 
éste eje está más o menos en la dirección del eje mayor de la 
molécula, entonces esa molécula se dice tener una anisotropía 
dieléctrica positiva. A simismo, las moléculas con anisotropía 
dieléctrica negativa, tenderá a orientarse con su eje mayor 
perpendicular al campo eléctrico externo aplicado [19][41]. 

En lo particular, el campo eléctrico crítico se puede escribir como 
E~ = j2k/EoEa -J- donde "º es la constante dieléctrica, k es la constante 
elástica del nemático, y d la separación entre las placas. [19], algunas 
de las propiedades de la molécula PHIC son"º"ª= 6.19xl0-9 NN 2 , K = 
l0- 12N, d = 4xl0-<> m.y Ec = 4490 [vlm] datos proporcionados por el 
laboratorio de cristales líquidos del lFUNAM. Con esta información y 
la proporcionada por la referencia [ 40], se procedió a realizar un 
calculo teórico que posteriormente comparamos con el simulado, 
obteniendose: E~= 28534E~; donde E~ es el campo eléctrico crítico 
simulado y E~. es el campo eléctrico teórico. 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

Desde el punto de vista de la interacción que se utilizó creemos 
que la forma propuesta, ecuación 4.1 representa adecuadamente a las 
moléculas de CL para que tiendan a alinearse de acuerdo a sus 
directores. Posteriormente, al asociarles a cada molécula un dipolo 
eléctrico, ya sea permanente o inducido, nos permitió hacer la 
dinámica de la interacción con el campo eléctrico externo que 
respondía adecuadamente para simular al CL en presencia del campo. 

Otra conclusión que nos parece interesante destacar es la 
conveniencia de usar fuerzas dispativas y estocásticas, expuestas en 
el capítulo 2, en el algoritmo de DM para alcanzar los estados de 
equilibrio del sistema en cuestión. 

Un análisis de las figuras 5.1 y 5.2, pero sobre todo de la figura 
5.3, nos muestran las variaciones del director en función de dicho 
campo externo, de las mismas figuras se puede observar que existe un 
campo eléctrico crítico a la cual el sistema tiene una ''mejor" 
respuesta, esto es, que responde al campo eléctrico aplicado y de que 
su orientación tiende a orientarse con el mismo. El campo eléctrico 
crítico obtenido, hay que insistir, es cualitativo pues al no tener un 
control absoluto de las unidades cualquier comparac1on con 
experimentos es sumamente dificil. La interacción fundamental que 
utilizamos, ecuación 4.1, de la referencia [ 40] no tiene definidas 
completamente sus unidades, razón por la cual no se logró tener un 
control absoluto de la simulación a pesar del gran esfuerzo que se 
hizo. 

Dentro de las conclusiones generales tenemos que la simulación en 
computadoras de los cristales líquidos ha demostrado ser una 
herramienta útil para visualizar el cambio en la orientación de las 
moléculas en un cristal líquido nemático, en lo particular para la 
molécula PHJC, sobre todo cuando se carece de un laboratorio en 
donde poder experimentar. Dado el carácter general de la simulación, 
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no solamente se puede simular el comportamiento de un cristal 
líquido sino que también se puede en un momento dado predecir el 
comportamiento bajo una serie de condiciones de interés tanto 
teóricas como experimentales y que pueden tener una aplicación 
directa en procesos industriales mediante el estudio de ciertas 
propiedades fisicas, tales como la aplicación de campos eléctricos 
externos y la respuesta que este tipo de sistemas tienen a los cambios 
del mismo. 
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Apendice A 

Modelo dipolar 
Cuando se forma un enlace entre dos átomos que difieren en 

electronegatividad, hay una acumulación de carga negativa en el 
átomo más electronegativo, lo que deja una carga positiva en el 
menos electronegativo. Esto constituye entonces un dipolo eléctrico 
que, por definición, es una carga negativa y positiva iguales ±Q, 
separados por una distancia r. Un dipolo, como el que se muestra en 
la figura (3.1) se caracteriza, por su momento dipolar µ , un vector 
que tiene la magnitud Qr y la dirección de la línea que une la carga 
negativa a la positiva. Un dipolo construí do por cargas + - e ( 4.80 
xl0- 10 ues) ó 4.SOxI0-18 ues.cm. La unidad 10 18 ues.cm. se llama 
debye(D). 

_/~ 

Figura 3.1 

Polarización de dieléctricos 
Para examinar la determinación de momentos dipolares tenemos 

que revisar algunos aspectos de la teoría de dieléctricos. Imaginemos 
un condensador de placas paralelas, con vacío en la región entre ellas 
y supongamos que la carga por unidad de área es +a en una placa y -o 
en la otra. El campo eléctrico dentro del condensador es así normal a 
las placas y tiene la magnitud Eo = · E 01o. La capacidad es: 
c 0 = ..lL":h = 4- = "Jº.-1 .en donde A es el área de las placas, d la distancia 

...... Eo ud 

que las separa y ~<ll la diferencia de potencial entre ellas y 
Eo :::: ~¿" xl 0-9 F.m-1• Imaginemos que el espacio entre las placas se llena 
con alguna sustancia de conductividad eléctrica despreciable. Bajo la 
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influencia de pequeños campos, los electrones se mueven con libertad 
por los conductores, mientras en aislantes o dieléctricos, estos campos 
desplazan los electrones sólo ligeramente de sus posiciones de 
equilibrio. Un campo eléctrico que actúa sobre un dieléctrico, 
produce así, una separación de cargas positivas y negativas. Se dice 
que el campo polariza al dieléctrico. Esta polarización se muestra en 
la figura 3.2 

p 

~r.-·-
1•1 lbl 

Figura 3.2 
La polarización puede ocurrir de dos maneras; por el efecto de 

conducción y por el efecto de orientación. Un campo eléctrico 
siempre induce dipolos en moléculas, ya contenga o no dipolos para 
empezar. Si el dieléctrico contiene moléculas que son dipolos 
permanentes, el campo tiende también a alinear estos dipolos en su 
propia dirección. Los movimientos térmicos al azar de las moléculas 
se oponen a esta acción de orientación. Nuestro mayor interés esta en 
los dipolos permanentes, pero antes de estudiarlos han de distinguirse 
claramente los efectos debidos a dipolos inducidos. Cuando se 
introduce un dieléctrico entre las placas de un condensador, la 
capacidad aumenta en un factor €, llamada constante dieléctrica. Así 
si Co es la capacidad con el vacío, la capacidad con un dieléctrico es 
e= ECo. Como no cambian las cargas en las placas del condensador, el 
campo normal a las placas se reduce en el factor€, de modo que 
·E= Eu/€. La causa de que el campo se reduzca se ve claramente por el 
cuadro del dielectrico polarizado, todos los dipolos inducidos se 
alinean de modo que se produce un momento dipolar total que baja la 
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fuerza del campo. Examinando la figura 3 .2(b ), un cubo unidad de 
dieléctrico entre las placas del condensador y definimos una cantidad 
vectorial P llamada "polarización dieléctrica" que es el momento 
dipolar por unidad de volumen. Así, el efecto de la polarización es 
equivalente al que se produciría por una carga por unidad de 
superficie de +P en una cara y -P en la otra cara del cubo. El campo 
en el dieléctrico está ahora determinado por la densidad de carga neta 
en las placas, de modo que: 

EoE =(a -P) 3.2 
Se ha definido un nuevo vector, llamado desplazamiento eléctrico 

D, el cual sólo depende de la carga a, conforme a D = ~ • por (ec. 
anterior) 

Se 

D=E+L Eo y 

deduce 
E - 1 =_E_ 

E o E 

en el vacío, en donde E = I y P = o. D = E. 

Polarización Inducida. 

3.3 

que: 
3.4 

La polarización es la suma de dos términos P=Pc1 + Po . La 
polarización inducida o de distorsión es P c1, producida por la 
separación de cargas positivas y negativas, debido a la acción del 
campo eléctrico sobre el dieléctrico. La polarización de orientación es 
Po y se debe a los alineamientos preferenciales de los dipolos 
permanentes en la dirección del campo eléctrico. Para calcular P c1 

tenemos que considerar la magnitud del momento dipolar m inducido 
en una molécula por el campo que actúa sobre ella. Podemos suponer 
que este momento inducido es proporcional a la fuerza del campo 
local F y está en Ja misma dirección del campo, de modo que: 

m = aF 3.5 
El factor de proporcionalidad a se llama polarizibilidad. Es el 

momento inducido por unidad de fuerza del campo. Obsérvese que :0 

tiene las dimensiones de volumen, pues 3L_ = Eor3 . La polarizibilidad 
•or2 

de un átomo de hidrógeno es 4.5aoEo, [ ] que esta muy cerca de la 
correspondiente a una esfera de radio igual al de la órbita de Bohr, 
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(4/5)1ra0Eo = 4.19aoEo. La polarizibilidad de unión es una buena medida 
de su volumen. En el caso de un gas a baja presión, las moléculas 
están tan separadas unas de otras que no ejercen fuerzas eléctricas 
apreciables entre ellas. En este caso, el campo que polariza una 
molécula [m = a.E] es simplemente el campo externo E. 

F = E(gas a baja presión) 

Sí M es la masa molar, L el número de Avogadro y p la densidad, el 
número de moléculas en unidad de volumen es Lplm. Por ello, la 
polarización de distorsión será: 

P d = Lp m = Lp aE 
M M 

Observación: en el caso general, en que la dirección del momento 
inducido no es la misma que la del campo, escribiremos m=aF, donde 
a es un tensor y por (3.4) la constante dieléctrica del gas diluido es: 

E= 1 + LLp 3 6 
EoM · 

Así, podemos calcular inmediatamente la polarización inducida en 
un gas. Sí el dieléctrico no es un gas diluido, tenemos que tener en 
cuenta la influencia de las moléculas circundantes, para calcular el 
campo que actúa para polarizar una molécula dada. Este dificil 
problema no ha sido resuelto todavía por completo, pero se han 
obtenido fórmulas aproximadas para varios casos especiales. Para 
gases a alta presión, líquidos no polares y soluciones diluidas de 
solutos polares en disolventes no polares, el valor efectivo de F suele 
tomarse como: 

F=E+_E_ 37 
3Eo • 

Se deduce que m = a[E + (P/3Eo)], y en vez de (3 .6), obtenemos: 
E - 1 M _ La - p 3 8 
€ + 2 P - 3Eo - m • 

La cantidad Pm se llama también polarizibilidad molar. Hasta aquí, 
sólo incluye la contribución de dipolos inducidos y ha de agregarse un 
término debido a dipolos permanentes para obtener la polarizibilidad 
molar total. La ecuación (3 .8) fue deducida primero por Q.F. Massoti 
en 1850. 
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Determinación del Momento Dipolar 
Cuando se coloca una molécula en un campo eléctrico, siempre 

habrá un momento dipolar inducido. Esto es producido casi 
instantáneamente en la dirección del campo. Es independiente de la 
temperatura, pues si se perturba la posición de la molécula por 
colisión térmica, el dipolo es inducido de nuevo inmediatamente en la 
dirección del campo. La contribución a la polarización, producida por 
los dipolos permanentes es sin embargo, menor a altas temperaturas, 
porque las colisiones térmicas al azar de las moléculas se oponen a la 
tendencia de sus dipolos a alinearse en el campo eléctrico. Es 
necesario así calcular la componente media de un dipolo permanente 
en la dirección del campo en función de la temperatura. Imaginemos 
un dipolo con orientación al azar. Sí no hay campo, todos las 
orientaciones son igualmente probables. Este medio puede expresarse 
diciendo que el número de momentos dipolares dirigidos dentro de un 
ángulo sólido dm es simplemente Adw, en dondeA es una constante que 
depende del número de moléculas bajo observación. Sí un momento 
dipolar µ esta orientado en ángulo o en un campo de fuerza F su 
energía potencial es u= -µFeoso. Conforme a la ecuación de Boltzman 
el número de moléculas orientadas dentro del ángulo sólido dm es, 
entonces: 

-U _ µFeos() 
A exp KT dw - A exp KT dw 

El valor medio del momento dipolar en la dirección del campo, este 
se puede escribir: 

_ JA exp(µF eos (}/ K1) µ eos Odw 
m= -"----~~~~~~~~~~ J Aexp(µFeos9/K1)dw 

en donde las integrales se toman por todas las orientaciones posibles. 
Para evaluar esta expresión sea µF!KT = x, coso= y~ entonces 
dm = 2n:senlJd(J = 2n:dy. Así 

-1 J +I exyydy 

J+l -xydy 
-1 e 

dado que 
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J+l X -X 
-1 eXJ1ydy = e -;. e 

y 

J•I xy dy _ ex+ e-·" e·"+ e-·" 
-1 e Y - x + x2 

resulta 
ñ = e"+ e-x - .1- = cothx - .1- = l(x). µ ex_ e-x x x 

donde l(x) se llama función Langevin, en honor de este tratamiento 
[ 16]. En la mayoría de los casos. x= >;;. es una pequeña fracción, de 
modo que al desarrollar l(x) en una serie de potencias, sólo hay que 
conservar el primer término, con lo que queda l(x) =+. o 

µ2 
m= 3KTF 3.9 

La polarizibilidad de orientación debida a dipolos permanentes se 
añade ahora a la polarizibilidad inducida. En vez de ( 3.9), la 
polarizibilidad molar total es: 

2 
E - 1 M = p = _L_(a + µ ) 3.10 
E + 2 P M 3Eo 3KT 

esta ecuac1on se debe a P .Debye [Moore, Química Física Tómo2. 
Urmo,S.A. Ediciones 1972. pp 802,808-11,892 ][Reitz Milford. 
Foundations of electromagnetic theory. segunda. edición]. 

Momentos dipolares y estructura atómica 
Los momentos dipolares aportan dos clases de información acerca 

de la estructura molecular: 
l) El grado en que un enlace esta polarizado permanentemente. 
2) Una visión de la geometría de la molécula, especialmente de los 

ángulos entre los enlaces. 
Tan sólo se mencionará una aplicación representativa al respecto. 

El dióxido de carbona no tiene momento dipolar en su estado 
fundamental, a pesar de la diferencia de elctronegatividad entre el 
carbono y oxígeno. Se puede concluir que la molécula es lineal, 
O-C-0; los dos momentos del enlace C-0, que han de existir debido a 
la diferencia de electronegatividad de los átomos, se anulan 
exactamente el uno al otro por su suma vectorial. 
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En cambio , el agua tiene un momento de 1.85 D y ha de tener 
estructura triangular. Se ha calculado que cada enlace 0-H tiene un 
momento de 1.60 D y por ello, el ángulo de enlace es alrededor de 
l 05°. [Moore, Química Física Tómo2. Urmo,S.A. Ediciones 1972. pp 
802,808-1 1,892] 
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Apendice B 
Fase Colestérica. 

¡; 

Las fases de cristal · líquido Colestéricas. son similares -a . la 
nemática, sin embargo, existe un giro acumulativo en el director entre 
las moléculas. El término colestérico es utilizado debido a que la 
mayoría de los materiales que muestran esta fase, son parientes 
cercanos del colesterol. 

pitch 

Figura 2.4 
El giro acumulativo del director es mostrada en la figura 2.4, 

donde las flechas representan al director a diferentes tiempos y la 
línea punteada representa la trayectoria que el director ha viajado a 
través. Este efecto es causado por las fuerzas intermoleculares que 
alinean a cada molécula a un ligero ángulo. Conforme este ángulo se 
construye, el director rota ligeramente y forma una estructura 
helicoidal. Una propiedad importante de los cristales líquidos 
colestéricos es su ''giro'". El "giro" se define como la distancia que le 
toma al director para rotar una vuelta completa en la hélice. 
Generalmente, el "giro" es mucho más grande que la longitud 
molecular. Un aspecto único de la fase Colestérica, es la dependencia 
de la temperatura del "giro". Conforme se incrementa la temperatura, 
así también lo hace la longitud de la hélice. 

Fase Columnar 
Los cristales líquidos columnares son diferentes del· tipo previo 

discutido, debido a que su forma son como discos en lugar de 
"varillas largas". Esta mesofase se caracteriza por columnas apiladas 
de moléculas. Las columnas son empacadas juntas para formar un 
arreglo cristalino de dos dimensiones. El arreglo de las moléculas en 
las columnas y el arreglo de las columnas por si mismas permiten 
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nuevas mesofases [Birenda Bahadur, Vol l. Liquid· Crystals . 
Applications and Uses. Editado por Birenda Bahaélur,· World 
Scientific. (1990); S.Chandrasekhar, Liquid Crystals, Cambridge 
University Press. (1980); Peter J. Collings, Liquid Crystal Natures 
Delicate Phase ofMatter. Princeton Unv. Press. 1990], ver figura 2.5. 

Figura 2.5 

Propiedades Químicas de los Cristales Líquidos. 
Los cristales líquidos pueden ser clasificados en dos categorías 

principales: (a) Tennotrópico y (b) Liotrópicos. Estos dos tipos de 
cristales líquidos son distinguidos por el mecanismo que controla su 
propia organización, pero son similares de muchas formas. Las 
transiciones Tennotropicas ocurren en la mayoría de los cristales 
líquidos, y estas son definidas por el hecho de que las transiciones en 
el estado cristal líquido son inducidas térmicamente. Esto es, que uno 
puede llegar al estado de cristal líquido incrementado la temperatura 
de un sólido y/o bajando la temperatura de un líquido. En contraste 
con las mesofases termotrópicas, las transiciones de los cristales 
líquidos liotropicos ocurren por la influencia de solventes y no por un 
cambio en la temperatura. Las mesofases liotrópicas ocurren como un 
resultado de los agentes solventes agregados inducidos· en la 
estructura. Un gran número de componentes químicos conocidos 
exhiben una o varias fases de cristal líquido. A pesar de las 
diferencias significativa.S en las composiciones químicas, estas 
moléculas tienen algunas propiedades químicas y físicas comunes 
[Birenda Bahadur, Vol l. Liquid Crystals. Applications and Uses. 
Editado por Bfrenda Bahadur, World Scientific. (1990); 
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S.Chandrasekhar, Liquid Crystals, Cambridge University Press. 
( 1980); Peter J. Collings, Liquid Crystal Natures Delicate Phase of 
Matter. Princeton Unv. Press. 1990; 
http://liq-xtal.cwru.edu/lcdemo.htm]. 

Orden de corto alcance antiferroeléctrico 
La vasta mayoría de nematógenos son compuestos polares pero la 

ausencia de ferrolectricidad en la fase nemática muestra que existe 
una probabilidad igual de dipolos apuntando en cualquier dirección. 
Debido a esto, generalmente suponemos que la contribución polar 
permanente al orden orientacional es despreciablemente pequeña. Sin 
embargo, un cálculo muestra que la interacción entre los dipolos 
vecinos es nada trivial comparado con las fuerzas de dispersión, 
particularmente en materiales fuertemente polares. Tomemos un 
modelo, en el cual se considera la influencia de los dipolos 
permanentes y que es al mismo tiempo consistente con el carácter no 
polar del medio. Supongamos que las moléculas son cilíndricamente 
simétricas por lo que el momento dipolar esta a lo largo del eje mayor 
de la molécula, ahora si un dipolo es colocado en O como se muestra 
en la figura 2. 7 (1) y (U) representan situaciones de energía mínima 
para un dipolo vecino uno a lo largo y otro a lado respectivamente. 

® 
• ® ~ 11 

Figura 2.7 
Evidentemente, por virtud de la forma anisotrópica de la 

molécula, la situación I será más importante, por ejemplo, si existe 
una mayor tendencia para con sus vecinos más cercanos suponiendo 
una orientación antiparalela. Sin embargo, la ausencia de un orden 
traslacional de largo alcance en los fluidos nemáticos excluye la 
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posibilidad de ordenes de largo alcance de antiferroeléctricos. 
[S.Chandrasekhar, Liquid Crystals, Cambridge University Press, Cap 
2, Pp 81, 97, 1 980] 
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Apendice C 

La Ecuación de Difusión en Una Dimensión 
La ecuación de difusión describe las propiedades macroscop1cas 

de una solución, específicamente que la concentración de la misma 
cambia con el tiempo en proporción a la segunda derivada del 
gradiente de la concentración. Esto es, en alguna forma intuitiva: se 
espera que las partículas se muevan de las áreas de alta 
concentración, a las áreas de baja concentración , es un proceso que 
actúa con el tiempo, para suavizar las irregularidades iniciales en la 
concentración. 

dc-x: o2 c-x: 
--= D--:z-
ot iX Ecuación de Difusión en una Dimensión (5 .4) 

D = constante de Difusión de la molécula 
ex= concentración (en la dirección x) 
Para ilustrar, considere un solvente en un volumen dónde, en t-0, 

todo el soluto está en el plano x O. (por ejemplo un cubo con soluto 
de moléculas en el fondo , en el cual el soluto es puro a t O, ver 
Fig.5.1.) 

Fig.5.1 

La solución general para una ecuación diferencial parcial de 
Segundo orden del tipo anterior es: 
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e = k 6 -s 14Dt 

• :..J<Dt) Solución para la ecuación de difusión en una 
dimensión (5.5) 

ex = concentración (en la dirección x) 
D = Constante de Difusión de la Molécula 
k = una constante 
Especificando las condiciones del límite nos permite que 

determinemos k. Si el número total de partículas del soluto es N, 
entonces las k pueden ser encontradas integrando la expresión 
anterior para la concentración (en la dirección x) sobre todas" las x" 
para un t conveniente (esto es aceptable, donde el número de 
partículas del soluto es constante sobre toda la t ). Tomando entonces 
a t = l /D, se obtiene la siguiente expresión: 

c.= 1ce-"'• Gradiente de concentración a t = 1/D (5.6) 
Integrando esta función de la concentración de x = O a x = infinito 

obtenemos: 
k= N 

-;¡; Solución para la constante de la ecuación de Difusión. (5.7) 
Así, dadas las condiciones de frontera que todas las partículas N a 

t = O empiezan en x = O, la ecuación de difusión unidimensional da el 
gradiente de la concentración resultante para cualquier tiempo 
positivo t como: 

e - _!!_e-• 14
"' 

• - .JC:rDt) 1-D Solución del Gradiente de Concentración (5.8) 
Una Solución Tridimensional 

La forma general de esta ecuación puede mantenerse, pero ahora 
considerándola en tres dimensiones, postulando una área de sección 
transversal A. Esto da al cubo,. ~,~ift<iio específico, y permite 
encontrar la concentración volumétrica'· simplemente dividiendo lo 
anterior por el área. Se asume que la concentración es constante para 
cualquier x dado, variando únicamente en la dirección de x. Esto da 
la forma final de la función de concentración como: 

. N -• 14r:r 

e,,= A.J(.•Dt) e 
Gradiente de Concentración lirieal 3-D (5.9) 
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ex = "real" 3-D concentración en la dirección x 
N = número total de partículas. 
A = sección transversal del contenedor. 
D = constante de Difusión. 

El Desplazamiento promedio de una Molécula 
Se necesita tener cuidado cuando se considere el movimiento de 

una partícula que se esta difundiendo, debido a que sigue una 
trayectoria aleatoria. Lo que es de interés primario es la distancia 
promedio que viajó durante un período de tiempo t, " el 
desplazamiento promedio.' 

Fig. 5.2 

Esto es diferente de la distancia real cubierta por la partícula. 
Además, la velocidad instantánea de la partícula pudiera ser aun 
mayor que la que aparenta debido al ' desplazamiento promedio', 
causada por las colisiones entre las moleculas . El hecho anterior se 
debe a la naturaleza fractal del movimiento Browniano dónde la 
partícula se mueve por encima de una distancia mayor que la que uno 
se pudiera imaginar por mera observación, desde su punto de salida y 
hasta su punto final durante un período de tiempo, debido a que 
colisiona continuamente, las mismas retroceden y/o giran alrededor 
azarosamente. (Fig. 5.2). 

La distancia promedio viajada por una partícula del soluto puede 
ser encontrada desarrollando el resultado anterior. En t O, todas las 
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partículas están en el x =O. En cualquier momento posterior, ellas se 
encuentran distribuidas dentro del rango entero de O a x. De aquí que 
la distancia promedio viajada por todas las partículas en t=O a algún 
nuevo t=T de tiempo, simplemente es la suma ponderada del 
gradiente de la .concentración. Considerado la dirección x 
únicamente, y usando el gradiente de la concentración 
unidimensional: 

N ·• t•r11. 
c.= .Jc~Dt) e 

(Ecuación 5.8 repetida) 
si ex x x/N, se integra para encontrar la suma ponderada esto 

produce la distancia promedio viajada por todas las partículas, y de la 
distancia promedio viajada .<:lada c.ualquier partícula( dado t=O para 
una nueva T). Esto da: · · 

(x} = f~. clx 
-o 

1 . ., 
= --1 xe-· 14

Dt cb: 
.J;: r::t •O 

1 

= 2( r::t '1 2 

'· _7 ·' distancia p~ott?-'edio viajada en ID (5.10) 

La distancia promedio cuadrada 
De una manera similar, la distancia promedio cuadrada viajada en 

una-dimension puede ser encontrada integrando x2cx IN. Esto es útil, 
debido a que puede 

generalizarse al caso dónde las partículas se están difundiendo en 
ambas direcciones del origen. 

<x2 )= f: x 2c,ck 

f:. 

Distancia promedio al· cuadrado en 1 D 
(5.11) 

Este resµltado simple realmente es nada sorprendente: el hecho 
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real podría leerse directamente de la función de concentración 
anterior,luego sustituimos a t2-x2/2-Dt y comparamos el resultado 

con la forma estandar de la curva normal,:. 

Una solución real tridimensional 

, :··:., 

------Gradiente de 
r------iConcentradón 

Radial 

'"º·'"'·O. r11 
-(Posk tón ... 'te' '1l 

de""' part ""'""' 

Fig. 5.3 

1 (w-•• f 
f(x) = $a• ,.... 

'.•l 

',' ¡. 

;: r: · · La ecuación 5 .11 da una solución, pero sólo para el movimiento en 
·: ·una coordenada. Para encontrar la fórmula general para el 

movimiento en tres dimensiones, el gradiente de la concentración 
dada por una fuente puntual inicial (digamos una pelotilla de so luto 
dejada caer en un cubo) puede ser considerada. (Fig.5.3). · · 

A t =O, todas las partículas de N están en el origen (en x = O,y = 
O,z = O). Después de este tiempo, las partículas se distribuyen a lo 
largo del espacio entero. Como antes de, la solu~ión a la ecuación de 
difusión dada las condiciones de frontera se reqoli!te. 

· La ecuación de difusión en tres dimensiones es: 
r~ ., . ( re== t'"C~ iC .. ~: \ 
--:-- = LJ\' -e = D¡ --;--;- .,. --;--;-~ -::"7 \ 
(•( \ fX- (_l'- <:-) Ecuación de Difusión en 3-D (5.12) 

Sin embargo, dado la geometría de la situación, será bueno darla 
en coordenadas polares esféricas, que dan a la ecuación una 
apariencia más compleja: 
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. i'c =.E..(,;~ (r2 i'c) + _1_ (.72c + _1_(siu o ccd) .. 
r.'.l r2 ... l'r ,.,~r siu 2 o ,;\12 sin o ciO Ecuación d~ Difusión polar 

en 30 (5.13) 
Sin embargo, debido a que se espera que nuestra concentración 

tenga la simetría esférica, sólo la distancia del origen importará, no el 
ángulo, por lo que esto puede simplificarse a: 

1"c D r7 ( , r"c~ -=- = ~-:-1 ,.,- -::- ; ,., ,.- ,,. ' ,.,.,. 
radial (5.14) 

Ecuación de Difusión polar en 3-D con simetría 

La solución general a esta ecuación de difusión esférica es: 

k . r' '• l\' e= .,. .... 
(Dt)'-

radial en 3-D (5.15) 
k = una constante 

Ecuación de Solución general de difusión polar 

D = constante de difusión 
r = distancia radial desde el origen 
t= tiempo 
Para encontrar la forma exacta de la ecuación, para una 

concentración de N partículas, el procedimiento sugerido puede 
repetirse. Tomando una t = 1/D, el gradiente de la concentración se 

obtiene de una forma simplificada e= ke"' ,. Integrando esto por todo el 
volumen, la k se encuentra como: 

N 
k.=~ 

S;; Solución para la constante "k"' para la ecuación ( 5 .15) 
Esto da la f°"°a final para la función de la concentración 

tridimensional para las. condiciones del límite en t = O, y x = O para 
todas las partículas de N,: 

.N ----e-1·~/·IDr 
e= (4,TD/ )3r::? 

Función de Concentración de simetría radial 
en 3-D (5.16) 

La distancia cuadrada promedio de una concentración esférica . 
Ahora que la función de la concentración para una concentración 

esférica está definida, la distancia cuadrada promedio puede 
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encontrarse como anteriormente, integrando x2c/N en todo el 
volumen. 

( ,.
2 

} = í"" r 2 c(r2 
SllllfÍ )dJ-d~~dtJ 

•O 

I 1 ., I r 5\ 
= 1 312 ) l r 1 -1 

'• 4;r Dt' , ' '.!1 
• 4Dt i

512 

\' • 1 4,7' 1 

'.! I 

= 6Dt Distancia 
promedio para la Concentración Radial ( 5. 1 7) 

Cuadrada 

Esto se esperaba, debido a que es tres veces la distancia cuadrada 
promedio obtenida anteriormente para el caso lineal. De la raíz el 
valor del cuadrado promedio, o desviación estándar, del movimiento 
en 3-D. En este caso la raíz cuadrada es tres veces la desviación 
estándar que en el caso lineal, que es lo que se encontraría por la 
simple suma de vectores. 

La exactitud de la aproximación Gaussiana 
Todas estas fórmulas se basan en la fórmula Gaussiana que es una 

aproximación adecuada a la naturaleza del movimiento molecular 
(real) azaroso. Para que la aproximación sea válida, los tiempos y las 
distancias entre las colisiones de la partícula del soluto con las 
partículas del solvente deben ser substancialmente menores que los 
tiempos y las distancias que se usan en nuestra simulación para la 
aproximación. 

La ecuación de Einstein-Smoluchowski proporciona una forma 
para checar que éste sea el caso: 

-· /.-
1) . 

2: Ecuación de Einstein - Smoluchowski 
lamda - la longitud del promedio de los brincos entre las 

colisiones 
tau = La diferencia del tiempo promedio entre las colisiones 
Es razonable suponer que la distancia promedio entre las 

colisiones estará en el orden del tamaño de una molécula de agua 
(digamos, alrededor de 250pm). En este caso, para una proteína muy 
pequeña con una constante de difusión D = 1 x 1O-1 O, el valor será de 
312ps. 
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De aquí, según el tiempo que le tome a la simulación realizar los 
cálculos estos deberán estar en el orden de los mili - o micro -
segundos, es razonable esperar que la partícula sufrirá miles o 
millones de colisiones con las partículas del solvente para cada paso 
de la simulación, de aquí que la aproximación Gaussiana sea válida. 

Resumen del Movimiento de la Partícula y su Difusión 
Si la constante de difusión es conocida para un soluto en un 

solvente dado, el perfil de la concentración inicial de ese soluto, y las 
condiciones de frontera del vaso(para este caso) que contiene al 
soluto, la función gradiente de concentración puede ser encontrada 
durante todo el tiempo que usa la ecuación de difusión. 

Similarmente, mientras consideremos una sola partícula, una 
distribución de probabilidad para las posibles posiciones en la 
partícula en el futuro pueden determinarse de la misma información. 
Mientras la partícula se mueva en un movimiento Browniano ( o ' 
trayectoria aleatoria' ) , a un tiempo t ,en el futuro la probabilidad de 
la partícula de ser encontrada en un punto dado, es dada por una 
función de probabilidad Gaussiana, con una variancia de 2-Dt en 
cada uno de las coordenadas x, y, z , al menos que esto sea 
modificado por las condiciones de frontera. 

Esto da la desviación estándar para el movimiento de una molécula 
(la raíz cuadrada promedio del cambio esperado en la posición por un 
lapso de tiempo t' como se muestra, en coordenadas polares,: 

Cambio radial en la posición RMS (5.18) 
- El ángulo real del origen es completamente al azar. 
Expresando estos resultados de una manera diferente, 

desviación estándar en coordenadas lineales puede escribirse como: 
la 

(í,. v_ ..,·'J.Dt Desplazamiento de la ecuación de difusión 
RMS (5.19) 

El modelado de toda esta actividad no se requiere en el equipo 
actual , y es en cualquier caso innecesario. El resultado de número tan 
grande de interacciones de una partícula grande con muchas 
partículas solventes es bien conocido, y es el famoso ' paseo 
aleatorio' el movimiento Browniano. 
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El Movimiento de la partícula: 
La simulación 

El movimiento Browniano de las partículas individuales causan 
que.el medio de líquidos mixtos se distribuya. Usando la constante de 
difusión D, el cambio en la posición de una partícula después de un 
tiempo t, se encuentra distribuido probabilísticamente a través de una 
curva nonnal, con la desviación estándar,: 

Cambio en coordenadas Cartesianas RMS (Ec. 5 .19) 
Esto permite una caracterización completa del movimiento 

Browniano. También permite el modelado en un primer aspecto del 
medio de una partícula: donde se moverá después en un solo paso de 
tiempo. (time sep) 

Cuando el programa simula el movimiento de un objeto, en este 
caso una molécula, usa una función Gaussiana, para cada uno de las 
direcciones x, y, z , con las desviaciones estándar definidas 
anteriormente, para determinar donde el objeto aparecerá después del 
próximo paso de tiempo. 

La rotación 
Otro aspecto del movimiento por considerar es el movimiento 

rotacional. Para partículas pequeñas que se mueven a distancias 
grandes comparado con su tamaño, puede suponerse que su última 
orientación es esencialmente al azar. Ellas habrán estado envueltas en 
tantas colisiones, que ellas pueden quedar en cualquier posible 
dirección después de un paso de tiempo. 

Para moléculas grandes la situación no es tan simple. Estas no 
rotan tan azarosamente en el transcurso de un microsegundo. 

La simulación se ocupa de este problema calculando el momento 
del inercia para todos los objetos, ajustando el momento de inercia de 
una manera paulatina incrementándolo, debido a que los objetos se 
unen y se despegan. Si el momento de inercia es suficientemente 
grande, calcula una orientación no-azarosa, basándose en una 
heurística que aproxima a los modelos una fuerza rotatoria, que 
experimentan los objetos. El movimiento rotacional no esta 
caracterizado completamente en esta simulación. 
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La Aproximación Rotacional 
La aproximación utilizada para el movimiento rotacional - qué se 

presenta sin la prueba experimental, pero que es un heurístico útil. 
para la simulación - es que el comportamiento rotatacional del 0bjeto 
es enérgicamente similar al Movimiento Browniano traslacional del 
mismo (ver Fig. 5.4). 

Esto no representa necesariamente un reflejo del hecho fisico, pero 
si es una aproximación útil. Se propone la analogía con el 
comportamiento de las moléculas pequeñas que se tienen dentro del 
marco de la mecánica cuántica. dónde el principio de equipartición 
nos dice que para una temperatura suficientemente alta, esto es una 
"temperatura rotacional crítica" los modos lineales y rotacionales de 
una molécula compartirán cantidades iguales de energía de la 
molécula. De donde, a escala de la simulación, la cuantización de 
estos modos es tan fina como para formar un continuo virtual, La 
suposición es hecha en base a que las energías rotacional y 
traslacional de las moléculas simuladas están idénticamente 
distribuidas. 

Usando esta suposición de que la distribución de la energía 
rotacional de las moléculas es igual a la energía translacional de las 
mismas, una suposición que va más allá, es el hecho de que puede 
extenderse la naturaleza del movimiento Browniano traslacional al 
movimiento rotatorio de las moléculas como se ilustra en la figura 
5.4. Esto implica que el movimiento rotacional de la molécula, en 
lugar de de tener una rotación continua con un ligero cambio en el 
momentum angular, es en cambio una serie de cambios aleatorios en 
la dirección angular, causada por los impactos irregulares del gran 
número de las moléculas del solvente. 
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Movimt..,to Brown1ano 
Trastadonal 

Movimiento 
Browniano M 

RotactonalM. 

Fig. 5.4 Movimiento Browninano Traslacional y "Rotacional". 

Para modelar esto, el cuadrado de la desviación estándar lineal 
para una dirección dada (recordar que la ecuación 5.19 establece que 
esta es igual en las direcciones x, y y z) se multiplica por la masa de 
la molécula, y el resultado se iguala a los tiempos de la desviación 
estándar angulares de los momentos principales apropiados de 
inercia . 

.ll-fo} = I J[% X o;,. 
=I >:tf2 n <1!I 

= Iu X o~ 

donde 
Aproximación rotacional. (5.26) 

M = la masa de la molécula 
e = la desviación estandar lineal en cada dirección x, y y z 
Ice = los ttres momentos principales de inercia. 
c = la desviación angular estándar, alrededor de los tres momentos 

de inercia principales. 
La aproximación anterior se deriva de las consideraciones clásicas; 

si el objeto estuviera moviéndose con una velocidad lineal constante v 
y a una velocidad angular, su energía de traslación sería: 

1 1 1 1 
-Mv 2 = -Mv 2 +-Mv2 +-Mv:a 
2 2 •2 "2. Energía de traslación: ecuación (5.27) 
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ecuación (5.28) . 
Subsecuentemente en la simulación el desplazamiento lineal por 

unidad de tiempo (correspondiendo conceptualmente al término de v 
anterior), es normalmente distribuído con la desviación estándar c, la 
desviación estándar del desplazamiento angular c, se trata 
semejantemente como corresponde. Usando la " Aproximación 
Rotacional " la ecuación (5.26) las tres desviaciones estándar del 
desplazamiento angular se encuentran como: 

estándar Angular. 
(5.29) 

Utilizando estos resultados de la aproximac1on en el medio 
esperado: las moléculas alargadas y delgadas "rodarán " fácilmente 
alrededor de su eje mayor, pero no girarán alrededor de sus ejes 
menores, mientras los moléculas esféricas se moverán con la misma 
facilidad o dificultad en las diferentes direcciones angulares. Debido 
a la aproximación rotacional browniana heurística, las moléculas no 
girarán fácilmente con una velocidad angular fija, sino adoptará 
nuevas posiciones angulares que varían de sus posiciones antiguas a 
una magnitud mayor o menor que depende de su inercia rotacional. 

Aunque este criterio es suficiente para el propósito de esta tesis, 
hay que recordar de nuevo, que ésta es una aproximación heurística 
sirnple, y no debe tomarse como una simulación exacta del 
movimiento rotacional de las moléculas en un solvente. 
[http://pegacat.com.au/phd/nanosimulator/nanosimulator .html] 
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Apéndice D 
A continuación se presenta el programa que se utilizó para la realización 

de la simulación 
/* 
/*Esta es una version del programa de dipolos en c */ 
/*La integracin numrica es con el algoritmo de Verlet */ 
/* 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include "nr.h" 
#include "gasdev.c" 
#include "ran l .c" 
#define No 1001 
#define pi 3.14159 
int m,Np,c[No],sem,dt,Nchoq[No],choque[No][lO]; 
float x[No],y[No],ta[No],Masa[No],Inercia[No],radio[No]; 
float q[No],p[No],px[No],py[No]; float Xl [No],Yl [No],tal [No]; 
float x2[No],y2[No],ta2[No]; 
float x3[No],y3[No],ta3[No]; 
float xi[No],yi[No],tai[No]; 
float vx[No],vy[No],w[No],xxx; 
unsigned long t; 
int t 1, t2, Tf,gid,xv 1,yv l ,xv2,yv2, boxx, boxy ,Npx,N py ,xo,yo,xc,yc; 
float h,h2,ma,Ect,Ecr,Epi,densidad, V e, Temp,tap,pd,Ecf; 
float 

K,Fx,Fy,torca,Exe,Eye,l,Lx,Ly,alfa,gama,gamar,Ltx,Lty,Ltz,Exl,Eyl; 
float qi,qj,xij,yij ,rij,rij2,nijpi,nijpj,W qiqj, W qipj, Wpiqj, Wpipj; 
float ml ,m2,Kb=(5.97E-6),fu,R,fac,xr,yr; char 

s[ 1],ss[1],ID[12],s 1; 
short ver; int sem=(-13 ),op; FILE *fp; 
unsigned short raster[] = {Oxf800, Ox8800, Ox8800, Ox8800, 

Oxf800, 
Ox7000,0x8800,0x8800,0x8800,0x7000,}; 
/******************************************************* 
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abrir(s) 
/******************************************************/ 
char s[ 40]; {if((fp=fopen(s,"w")) =O) 
{printf("no se puede abrir archivo de estructura\n");exit( 1 ); } } 
/*****************************************************/ 
!*=====================--=======================* 
F(par,x,y ,ta) 
/*==================================--====--=====*/ 
int par; 
float x,y,ta; {intj,k; 
float xj,yj,qj,pj,alfaj,rij,rij2,rij3,rij4,sentetap,costetap,costetap2; 
float dxsentetap,dxcostetap; 
float dysentetap,dycostetap; 
float dxrij,cosij,dxrij_l ,dxrij_3; 
float dyrij,senij,dyrij_l ,dyrij_3; 
float xi,yi,Exqj,Eyqj,Expj,Eypj; 
float dxExqj,dxEyqj ,dxExpj ,dxEypj; 
float dy Exqj ,dy Eyqj ,dy Expj ,dyEypj; 
float 

Fex,Fey,Fest,Fextx,Fexty,Exppj,Eyppj,dxExppj,dxEyppj,dyExppj,dyEyppj 
float F o,dxExp,dxEyp,dyExp,dyEyp,rl, v; 
/* fu= factor de unidades propias para las fuerzas electricas 
fu= 1/4 pi epsilon cero (Internacional) 
fu= 1 (cgs) 
fu= 434 (nuestras unidades) */ 
/*Fuerzas externas no electricas */ 
/* Fuerza tipo fricion Stokes * / 
Fex = -Masa[par] *gama* vx[par]; 
Fey = -Masa[par] *gama* vy[par]; 
/* Fuerza estocastica al azar * I 
Fo= 3.48E-3*sqrt(Masa[par]*gama*Temp/h); 
Fextx = Fex +Fo* gasdev(&sem); 
Fexty = Fey +Fo* gasdev(&sem); 
/*Fuerzas internas electricas */ 
px[par]= p[par] * cos(ta); py[par]= p[par] * sin(ta); 
xi= x; yi= y; 
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Exqj= O; Eyqj= O; Expj= O; Eypj= O; dxExqj = O; 
dyExqj = O; dxEyqj = O; 
dyEyqj = O; dxExpj= O; dyExpj= O; dxEypj= O; 
dyEypj= O; 
forU=l;j<-Np;j++) ifU !=par) { alfaj= ta2[j]; 
xj = x2[j]; yj = y2[j]; pj = p[j]; qj = q[j]; 
rij= sqrt( (xi-xj )*(xi-xj )+(yi-yj)*(yi-yj) ); 
rij2= rij * rij; rij3= rij2 * rij; rij4= rij2 * rij2; 
dxrij = (xi-xj)/rij; dyrij = (yi-yj)/rij; 
cosij = dxrij; senij = dyrij; 
/*Campo elctrico producido por la cargaj */ 
Exqj= Exqj + qj * cosij / rij2; Eyqj= Eyqj + qj * senij / rij2; 
/*Campo elctrico producido por el dipolo j */ 
sentetap = sin(alfaj) * cosij - cos(alfaj) * senij; costetap -

cos(alfaj) * cosij + sin(alfaj) * senij; costetap2 = costetap * costetap; 
Exppj = pj * 3 * sentetap * costetap / rij3; Eyppj = pj * (3 * 

costetap2 - 1) I rij3; 
Expj= Expj + sin(alfaj) * Exppj + cos(alfaj) * Eyppj; Eypj= Eypj -

cos(alfaj) * Exppj + sin(alfaj) * Eyppj; 
dxrij_l= - dxrij / rij2; dyrij_l= - dyrij / rij2; · 
dxrij_3= - 3 * dxrij / rij4; dyrij_3= - 3 * dyrij / rij4; 
/*Para fuerza dipolo-carga*/ 
dxExqj = dxExqj + qj * (l/rij3 + (xi-xj) * dxrij_3); dyExqj = 

dyExqj + qj * (xi-xj) * dyrij_3; 
dxEyqj = dxEyqj + qj * (yi-yj) * dxrij_3; dyEyqj = dyEyqj + qj * 

( l/rij3 + (yi-yj) * dxrij_3 ); 
/* Para fuerza dipolo-dipolo */ 
dxsentetap= sin(alfaj) I rij + (sin(alfaj) * (xi-xj) - cos(alfaj) * 

(yi-yj)) * dxrij_l; 
dysentetap= -cos(alfaj) / rij + (sin(alfaj) * (xi-xj) - cos(alfaj) * 

(yi-yj)) * dyrij_l; 
dxcostetap= cos(alfaj) / rij + (cos(alfaj) * (xi-xj) + sin(alfaj) * 

(yi-yj)) * dxrij_l; 
dycostetap= sin(alfaj) / rij + (cos(alfaj) * (xi-xj) + sin(alfaj) * 

(yi-yj)) * dyrij_l; 
dxExp= 3 * pj * ((costetap * dxsentetap + sentetap * dxcostetap) / 
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rij3 + sentetap * costetap * dxrij_3); 
dyExp= 3 * pj * ((costetap * dysentetap + sentetap * dycostetap) / 

rij3 + sentetap * costetap * dyrij_3); 
dxEyp= pj * ( 6 * costetap / rij 3 * dxcostetap + (3 * costetap2 - 1) * 

dxrij_3); 
dyEyp= pj * (6 * costetap / rij3 * dycostetap + (3 * costetap2 - 1) * 

dyrij_3); 
dxExpj= dx.Expj + sin(alfaj) * dxExp + cos(alfaj) * dxEyp; 
dyExpj= dyExpj + sin(alfaj) * dyExp + cos(alfaj) * dyEyp; 
dxEypj= dx.Eypj - cos(alfaj) * dxEyp + sin(alfaj) * dxEyp; 
dyEypj= dyEypj - cos(alfaj) * dyEyp + sin(alfaj) * dyEyp; } 
Fx= (Fextx + q[par] * (Exqj + Expj + Exe) * fu + px[par] * 

(dxExqj + dxExpj) *fu+ py[par] * (dyExqj + dyExpj) *fu); 
Fy= (Fexty + q[par] * (Eyqj + Eypj + Eye) * fu + px[par] * 

(dxEypj + dxEyqj) * fu+ py[par] * (dyEypj + dyEyqj) * fu); 
torca = (px[par] * (Eyqj + Eypj + Eye) * fu - py[par] * (Exqj + 

Expj + Exe) *fu) - Inercia[par] * gamar * w[par]; 
/* printf("0/od: 0/o8.4f o/o8.4f %8.4f\n",par,Fx,Fy,torca); gets(ss); */ 

} 
/*======--======================================== 
void main () 
/* 
{ short val,salida,queda; int ij,trues; 
for(i=O;i<No;i++) { 
Nchoq(i] = O; forG=O;j<lO;j++) choque(i][j]= O; } salida- 1; 

queda= 1; 
boxx= 250; boxy= 300; 
posiciones_ iniciales(); abrir(ID ); 
/* e le u lo de los parametros para cada partcula * / 
for (i= 1 ;i< Np;i++) { 
px[i] = p(i] * cos(ta2(i)); py(i] = p[i] * sin(ta2[i]); } 
Ecr = O; Ect = O; tap = O; pd = O; Epi = O; 
fprintf(fp,"T= %5.lfK, gama= %6.4f\n",Temp,gama); 
fprintf(fp,"Npx= %2d, Npy= 0/o2d, Np= %3d\n",Npx,Npy,Np); 
fprintf(fp,"M= %7.lfl=%4.lfLx o R= %5.lfLy= %5. 
1 f densidad= %10.4f\n", 
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Masa[0],1,Ltx,Lty, l .66*densidad); 
fprintf(fp,"p= %5.1 f q= º/o5 .1 f\n" ,p[O],q[O]); 
printf(" \n"); 
printf("T= %5.lfK, gama- %6.4f\n",Temp,gama); 
printf("Npx= %2d, Npy= o/o2d, Np= %3d\n" ,Npx,Npy,Np); 
printf("M= 0/o5 .1 f amu, 1= %3. 
1 f A, Lx o R= %4. l f A, Ly= o/o4. l f A, densidad= %6.4f gr/cm3\n", 
Masa[O],l,Ltx,Lty, l .66*densidad); 
printf("p= 0/o4. l f eA, q= %4. l f e\n" ,p[O],q[O]); 
printf(" \n"); 
for (i=l;i< Np;i++) { 
tap = tap +fmod(ta2[i],pi); } 
tap = tap/Np; 
for (i=l ;i< Np;i++) { 
Ecr = Ecr + Inercia[i]*w[i]*w[i]/2; 
Ect = Ect + Masa[i]*(vx[i]*vx[i] + vy[i]*vy[i]) /2; 
pd = pd + cos(tap-ta2[i]) * cos(tap-ta2[i]); qi = q[i]; 
for U= 1 ;j< Np;j++) if (i != j) { 
qj = q[j]; xij = x2[i] - x20]; yij = y2[i] - y2[j]; 
rij2 = xij * xij + yij * yij; rij = sqrt(rij2); 
/* if(rij >O) */ 
{ 
nijpi = (xij * px[i] + yij * py[i]) / rij; nijpj = (xij * pxü] + yij * 

py[j]) / rij; 
Wqiqj = qi * qj / rij; Wqipj = qi * nijpj / rij2; Wpiqj = - nijpi * qj / 

rij2; 
Wpipj = (px[i] * px[j] + py[i] * py[j] - 3 * nijpi * nijpj)/(rij*rij2); 
Epi= Epi + Wqiqj + Wqipj + Wpiqj + Wpipj; } } } 
Epi= Epi *fu/ 2; pd = (3 * pd/Np -1) /2; 
printf("paso temp Ect Ecr Ep E Director P. Orden\n"); 
printf('' \n"); 
fprintf(fp,"%5d o/o8.2f %12.6f o/ol2.6f º/ol2.6f %12.6f %10.4f 

0/o 1 O .4 f\n", 
O,Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd); alfa= 1; 
printf(''º/o4d %8.2f %10.6f %10.6f %10.6f %10.6f o/o9.4f 

%9.4f\n", 
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t,Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd); 
/* 
X 1 : posicion a t-h x2 : posicion a t xi : posicion a t+h * / 
t=O; do { 
t++; 
if(t>tl && t<t2) { 
Exe= Exl; Eye= Eyl; } else { 
Exe = O; Eye = O; } 
for (i=l ;i< Np;i++) 
{ /* Entra el algoritmo de Verlet para calcular posiciones en el 

tiempo t+h */ 
posicion( i ); 
/* Momentos di polares electricos al tiempo t * / 
px[i] = p[i] * cos(ta2[i]); py[i] = p[i] * sin(ta2[i]); } 
for (i=l;i< Np;i++) { 
colision(i); } 
for (i=l;i<-Np;i++) if(Nchoq[i]) { 
corree ion( i ); 
/* correcion_fina(i); */ } 
/* Energia potencial al tiempo t * / 
Epi= O; for (i=l ;i< Np;i++) { 
qi = q[i]; 
for (j= 1 ;j< Np;j++) if (i != j) { 
qj = q[j]; xij = x2[i] - x20]; 
yij = y2[i] - y20]; rij2 = xij * xij + yij * yij; 
rij = sqrt(rij2); 
/* if(rij >O) */ 
{nijpi = (xij * px[i] + yij * py[i]) / rij; nijpj = (xij * pxO] + yij * 

pyLJ]) / rij; 
Wqiqj = qi * qj I rij; Wqipj = qi * nijpj / rij2; Wpiqj = - nijpi * qj / 

rij2; 
Wpipj = (px[i] * px[j] + py[i] * py[j] - 3 * nijpi * nijpj)/(rij*rij2); 
Epi =Epi + Wqiqj + Wqipj + Wpiqj + Wpipj; } } } 
Epi = Epi * fu / 2; 
for (i=l;i<=Np;i++) { 
/* Velocidades al tiempo t * I 
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vx[i] = (xi[i] - X 1 [i]) / 2 / h; 
vy[i] = (yi[i] - y 1 [i]) / 2 / h; 
w[i] = (tai[i] - tal [i]) / 2 / h; 
/* corrimiento de posiciones para siguiente tiempo en el algoritmo 
de Verlet */ 
Xl[i] = x2[i]; Yl[i] = y2[i]; tal[i] = ta2[i]; x2[i] = xi[i]; 
y2[i] = yi[i]; ta2[i] = tai[i]; 
x[i] = xi[i]; y[i] = yi[i]; ta[i] = tai[i]; 
/* A partir de aquí : 
x : posicion al tiempo t+h xi : posicion al tiempo t+h 
X 1 : posicional tiempo t x2 : posicional tiempo t+h */} 
/* Energía cinetica al tiempo t * / 
Ecr =O; Ect =O; tap =O; pd =O; for (i=l;i< Np;i++) { 
tap = tap + fmod(tal [i],pi); } 
tap = tap/Np; 
for (i=l;i<=Np;i++) { 
Ecr = Ecr + Inercia[i]*w[i]*w[i]/2; 
Ect = Ect + Masa[i]*(vx[i]*vx[i] + vy[i]*vy[i]) /2; 
pd = pd + cos(tap-tal[i]) * cos(tap-tal[i]);} pd = (3 *pd/Np - 1) /2; 
if(!(t % 100)) { 
printf("o/o4d %8.2f %10.6f %10.6f 0/ol0.6f %10.6f %9.4f 

%9.4f\n'',t, 
Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd); 
fprintf(fp,"%5d o/o6.2f %12.4f %12.4f o/ol2.4f 0/ol2.4f %10.4f 

% 10.4f\n", 
t,Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd); } 
/* dev = qread(&val); 
dev = qread(&val); if (dev == SKEY) { 
trues= l; do { 
dev = qread(&val); dev = qread(&val); 
if (dev==CKEY) trues=O; } while (trues); } */} while (t<=Tf); 
/* 
dev= qread(&val); switch(dev) 
{ 
case ESCKEY: 
break; } */ close(fp); } 
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/* 
/* 
opcion() 
{ printf("\n\nOPCION DE CONDICIONES INICIALES\n\n"); 
printf(" 1- ESMETICO\n"); printf("2- NEMA TICO\n"); 
printf("3- GOTA CIRCULAR CON DISTRIBUCION DIPOLAR 

RADIAL\n"); 
printf("4- GOTA CIRCULAR CON DISTRIBUCION DIPOLAR 

TANGENCIAL\n"); 

} 

printf("S- LIQUIDO ISOTROPICO\n"); 
printf("Que numero deseas : "); scanf("%d" ,&op ); 
if(op=l) opcion_l(); if(op==2) opcion_2(); 
if(op=3) opcion_3(); if(op=4) opcion_ 4(); if(op==S) opcion_S(); 

/* 
posiciones_iniciales() 
/* 
{ 
int i,ra,rNp,j,k; float rl; ver= 1; 
/* prueba_de_random_gaus(); 
*/ 
printf("IDENTIFICADOR DEL CALCULO ( 12 caracteres 

maximo) : "); 
scanf("'%s" ,&ID); 
Tf= 1000; 
printf("Numero de pasos : "); 
scanf("º/od" ,&Tt); 
fac = 1.35; xc =O; ye= O; 
gama= 0.1; gamar= 0.1; 
t =O; h = 0.4; h2 = h * h; K =O; dt= 1; 
fu = 434; Exe = O; Eye = O; srand(349); 
/* printf("DAME UN NUMERO AL AZAR:"); 
scanf("o/od" ,&sem); printf(''NUMERO DE PARTICULAS :"); 
scanf("°/c,d",&Np); */ m= l; /* printf("MASAS IGUALES o al 

AZAR (O/ 1) :''); 
scanf("%d" ,&m); if(m=O) 
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{ 
printf("MASA (> 1) : "); scanf("%f'' ,&ma); } */ 
/* printf("FRONTERA CIRCULAR o RECTANGULAR (0/1) :"); 
scanf("%d" ,&f); */ /* posiciones y velocidades iniciales */ 

srand(l ); 
Temp= 300; 

~'); 

Npx = 10; Npy = 10; 
printf("Particulas por eje (Nx Ny, !ojo Np <= 1000!) : "); 
scanf("o/od %d" ,&Npx,&Npy); Np = Npx * Npy; 
Masa[O] = 240; printf("Masa del dipolo (amu) : "); 
sean f("%f'' ,&Masa[ O]); 
p[O] = 3; printf("Momento dipolar (eA) : "); 
scanf("%f'' ,&p[O]); 
q[O] =O; 
densidad= 0.625; 
printf("Densidad total del sistema en amu/ A3 (0.625 = 1 gr/cm3) : 

scanf("%f'' ,&densidad); 
printf("Coeficiente de viscosidad :"); 
scanf("%f" ,&gama); 
printf("Coeficiente de viscosidad rotacional:"); 
scanf("%f'' ,&gamar); 
/* printf("Dimensiones de la celda unitaria :\n"); 
printf("Lx (25): ");.scanf("%f'',&Lx); printf("Ly, Lz (4) : "); 
scanf{"o/of'' ,&Ly); */ 
printf(''Temperatura (K) : "); scanf("%f'' ,&Temp ); 
printf("Ex, Ey, prender, apagar : "); 
scanf("%f %f %d %d" ,&Ex 1,&Eyl ,&tl ,&t2); 
alfa= 0.1; printf("Concentracion de la mezcla:"); 
scanf("%f'',&gama); Ve= Np * Masa[O] * (1 + 1/alfa) /densidad; 
Ltz = 4; Ltx = sqrt(V c/Ltz); 
Lty = Ltx; R = sqrt(Vc/pi/Ltz); 
Lx = Ltx/Npx; Ly = Lty/Npy; 
boxx= Ltx; boxy= Lty; 
opcion();} 
/* 
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/*=============================================== 
opcion_l() 
/* 
{ 
int ij ,k; float r 1; 
fac = 1.25; xc = 25; ye= 100; for (j = l; 
j <= Npx; j++) for (k = 1; k <= Npy; k++) { 
i = (k-1) * Npx + j; 
Masa[i]= Masa[O]; 
radio[i]= pow(Masa[i],1/3); l= 10; 
Inercia[i] = Masa[i] * l * 1 / 12; x2[i] = Lx * j; y2[i] = Ly * k; 
rl = rand(); rl = rl / 32767; 
ta2[i] = 1.5 * rl; 
vx[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142; 
vy[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142; 
w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem); c[i] = 2; 
q[i]= q[O]; p[i] = p[O]; X 1 [i] = x2[i]; 
Yl [i] = y2[i]; tal [i] = ta2[i]; 
F( i,x2[ i] ,y2[ i] ,ta2[i]); 
x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx / Masa[i] / 2; 
y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy I Masa[i] / 2; 
ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca/ Inercia[i] / 2; 
/* printf("%d, '',rand()); */ } 
printf("\n"); } 
/* */ 
genera_posicion(ii) int ii; { float rl; int ll; float sum; 
rl = rand(); rl = rl / 32767; 
xr = Lx * rl * Npx; rl = rand(); 
rl = rl / 32767; yr = 1.0 * Ly * rl * Npy; 
if(ii> 1) { 
for(ll= 1; ll<ii; 11++) { 
sum = sqrt((xr-x2[ll])*(xr-x2[1l])+(yr-y2[ll])*(yr-y2[ll])); 
if(sum<=radio[ll]+radio[ii]+5) genera_posicion(ii); } } } 
/*------~---~---------~~~--~~--~~--~*/ 

opcion_5() 
/* *! 
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{ 
int ij,k; float rl; 
srand( 18697); 
fac = 1.25; xc = 25; 
ye= 100; for (j = 1; j <= Npx; 
j++) for (k = 1; k <= Npy; k++) { 
i = (k-1) * Npx + j; 
Masa[i]= Masa[O]; 
radio[i]= 1 O; l= 1 O; 
lnercia[i] = Masa[i] * l * 1 / 12; 
genera _posicion(i); 
x2[i] = xr; y2[i] = yr; 
rl = rand(); rl = rl / 32767; 
ta2[i] = 2 *pi* rl; 
vx[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142; 
vy[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp I Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142; 
vx[i] = O; vy[i] =O; w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem); 
c[i] = 2; 
q[i]= q[O]; p[i] = p[O]; 
X 1 [i] = x2[i]; Yl [i] = y2[i]; 
ta 1 [i] = ta2[i]; 
F(i,x2[i],y2[i],ta2[i]); 
x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx I Masa[i] / 2; 
y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy I Masa[i] / 2; 
ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca/ Inercia[i] / 2; 
/* printf(''o/od, ",rand() ); * / } 
printf(''\n"); } 
/* - -- -- ----~----~-------- ------- -* 
/* 
opcion_2() 
/* 
{ 
int ij,k; float rl; 
srand( l 8697); 
fac = 1.25; xc = 25; ye= 100; 
for U= l;j <= Npx; j++) for (k = 1; k <= Npy; k++) { 
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i=(k-l)*Npx+j; 
Masa[i]= Masa[O]; radio[i]= 10; l= 10; Inercia[i] = Masa[i] * 1*1 / 

12; 
genera _posicion( i); 
x2[i] = xr; y2[i] = yr; rl = rand(); rl = rl / 32767; ta2[i] = 0.5 * rl; 
vx[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142; 
vy[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142; 
w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem); 
c[i] = 2; q[i]= q[O]; p[i] = p[O]; XI [i] = x2[i]; Yl [i] = y2[i]; 
tal [i] = ta2[i]; F(i,x2[i],y2[i],ta2[i]); 
x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx / Masa[i] / 2; 
y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy / Masa[i] / 2; 
ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca / Inercia[i] / 2; 
!* printf("º/od, ",rand() ); * / } 
printf("\n"); } 
/* 
/* 
opcion_3() 
/*=============================================== 
{ 
int i,j,k; float rl ,dr,dte,ri,tei; ver= 1; 
fac =O. 7; xc = 245; ye= 300; 
dr = R/Npx; dte = 0.314159; dte = 2 * pi / Npy; 
for (j = l; j <= Npx; j++) for (k = l; k <= Npy; k++) { 
i = (k-1) * Npx + j; 
Masa[i]= Masa[O]; radio[i]= pow(Masa[i],1/3); l= 10; 
lnercia[i] = Masa[i] * l * l / 12; 
ri= dr * j ; tei= dte * k; x2[i] = ri * cos(tei); 
y2[i] = ri * sin(tei); ta2[i] = tei; 
vx[i] =O; 
vy[i] = O; w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem); 
c[i] = 2; 
q[i]= q[O]; 
p[i] = p[O]; 
X 1 [i] = x2[i]; 
y 1 [i] = y2[i]; 
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tal [i] = ta2[i]; F(i,x2[i],y2[i],ta2[i]); 
x2[i] = x2[i] + h * vx:[i] + h2 * Fx / Masa[i] / 2; 
y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy / Masa[i] / 2; 
ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca/ Inercia[i] / 2; 
/* printf("o/od, ",rand() ); * / } 
printf("\n"); } 
/*====================================--========== 
/* 
opcion_ 4() 
/*=============================================== 
{ 
int i,ra,rNpj,k; float rl,ri,tei,dr,dte; ver= l; 
fac = 0.7; xc = 245; ye= 300; 
dr = R/Npx; dte = 0.314159; dte = 2 * pi / Npy; 
for G = l;j <= Npx;j++) for (k = l; k <= Npy; k++) { 
i = (k-1) * Npx + j; 
Masa[i]= Masa[O]; radio[i]= pow(Masa[i],1/3); 1= 10; 
Inercia[i] = Masa[i] * 1 * 1 / 12; 
ri= dr * j ; 
tei= dte * k; x2[i] = ri * cos(tei); y2[i] = ri * sin(tei); 
ta2[i] = tei-pi/2; 
vx[i] = O; vy[i] =O; w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem); c[i] = 2; 
q[i]= q[O]; p[i] = p[O]; X 1 [i] = x2[i]; Yl [i] = y2[i]; 
tal [i] = ta2[i]; F(i,x2[i],y2[i],ta2[i]); 
x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx / Masa[i] / 2; 
y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy / Masa[i] / 2; 
ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca / Inercia[i] / 2; 
/* printf("o/od, ",rand()); */ } 
printf("\n"); } 
/* 
/* 
posicion(p) /* C lculo de posiciones con algoritmo de Verlet */ 
/*=============--================================= 
int p; { int av,l,k; float dij,vxp,vyp,vl,v2,nx,ny; 
/* Posiciones */ 
F(p,x2 [p] ,y2[p] ,ta2[p ]); 
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xi[p] = 2 * x2[p] - Xl[p] + h2 * Fx / Masa[p]; 
yi[p] = 2 * y2[p] - Yl [p] + h2 * Fy I Masa[p]; 
tai[p] = 2 * ta2[p] - tal[p] + h2 *torca/ Inercia[p]; 
/* if(f =1 11 f--0) { 
if(abs(xi[p])+radio[p]>=boxx-20) { 
xi[p]= Xl[p];} if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy-20) { 
yi[p]= Yl[p];} } */} 
/*========--====--=================--================= 
/* 
posicion_intermedia(p,hc,X 1,x2,yl ,y2,tl ,t2) 
/*=============================================== 
/* C \culo de posiciones con algoritmo de Verlet */ int p; float 

hc,X 1,x2,y 1,y2, t 1 , t2; 
{ 
/*Posiciones*/ 
F(p,x2,y2,t2); x3[p) = 2 * x2 - Xl +he* Fx / Masa[p]; 
y3[p] = 2 * y2 - yl +he* Fy I Masa[p]; 
ta3[p] = 2 * t2 - tl +he* torca/ Inercia[p]; 
} 
!* 
/* 
colision(p) 
/*-------------~---~~--~---------~-~-~~--

int p; { int i,k; float dij; 
k= O; for ( i = 1 ; 
i <= Np; i++) { 
if(i !=p) { 
dij = sqrt( (xi[i]-xi[p ])*(xi[i]-xi[p]) + (yi[i]-yi[p ])*(yi[i]-yi[p ])); 
if(dij <= radio[i]+radio[p]) { 
k++; choque[p][k] = i; } } 
Nchoq[p]= k; } } 
!* 
/* 
correcion(p) 
/* 
int p; { int k,l; float dij,nx,ny,vxp,vyp,vl,v2; 
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for(k=l;k< Nchoq[p];k++) { 
l= choque[p][k]; dij= sqrt((x2[p]-x2[l])*(x2[p]-x2[1]) 
+ (y2[p]-y2[l])*(y2[p]-y2[l])); 
nx = (x2[1]-x2[p])/dij; 
ny = (y2[1]-y2[p])/dij; 
vxp= vx[p ]-vx[l]; vyp= vy[p ]-vy[l]; 
vl= (Masa[p]-Masa[l])/(Masa[p]+Masa[l])* 
(vxp * nx + vyp * ny);.v2= vxp * ny - vyp * nx; 
xi[p]= x2[p] + (vx[l] + vl * nx + v2 * ny) * h; 
yi[p]= y2[p] + (vy[l] + vl * ny - v2 * nx) * h; } Nchoq[p]= O; 
!* if(f== 1) { 
if(abs(xi[p])+radio[p]>=boxx+20) { 
xi[p]= Xl[p]; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy+20) { 
yi[p]= Yl [p]; } } if(f O) { 
if(abs(xi[p])+radio[p]>=boxx.+20) { 
xi[p]= Xl [p]; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy+20) { 
yi[p]= Yl [p]; } } */} 
!*=============================================== 
!*======================================--======== 
correcion_fina(p) 
!*==============--================================ 
int p; { int sal,k,l,ti; float dij,nx,ny,vxp,vyp,vl ,v2,hi,hd,hdc; 
float xi p,x 11,x2p,x21,y1 p,yl l,y2p,y21; tloat vxl,vyl,vxpp,vypp; 
ver= l; sal= 1; hi= h/10; xlp= Xl[p]; ylp= Yl[p]; 
x2p= x2[p]; y2p= y2[p]; for(k=l ;k< Nchoq[p];k++) { 
l = choque[p][k]; xll = Xl[l]; yll= Yl[l]; 
x21 = x2[1]; y21= y2[1]; ti= O; do { 
ti++; posicion _intermedia(p,hi*hi,x 1 p,x2p,yl p,y2p ); 
xlp = x2p; ylp = y2p; x2p = x3[p]; y2p = y3[p]; 
posicion_intermedia(l,hi*hi,xll,x21,yll,y21); x 11 = x2l; 
yl 1 = y21; x21 = x3[1]; y21 = y3[1]; 
dij = sqrt((x3[p]-x3[1])*(x3[p]-x3[1]) 
+ (y3[p]-y3[l])*(y3[p]-y3[1])); if(dij<=radio[p]+radio[l]) { 
sal= O; } } while(ti<=lO && sal); 
vxp= (x3[p]-xlp) / 2 I hi; vyp= (y3[p]-ylp) / 2 / hi; 
vxl= (x3[1]-xll) / 2 / hi; vyl= (y3[1]-yll) / 2 / hi; x2[p]= x2p; 
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for(k=l;k< Nchoq[p];k++) { 
I= choque[p][k]; dij = sqrt((x2[p]-x2[l])*(x2[p]-x2[1]) 
+ (y2[p]-y2[l])*(y2[p]-y2[l])); 
nx = (x2[1]-x2[p])/dij; 
ny = (y2[l]-y2[p])/dij; 
vxp= vx[p]-vx[l]; vyp= vy[p]-vy[l]; 
vl= (Masa[p]-Masa[l])/(Masa[p]+Masa[l])* 
(vxp * nx + vyp * ny);.v2= vxp * ny - vyp * nx; 
xi[p]= x2[p] + (vx[l] + vl * nx + v2 * ny) * h; 
yi[p]= y2[p] + (vy[l] + vl * ny - v2 * nx) * h; } Nchoq[p]= O; 
/* if(f = 1) { 
if(abs(xi[p])+radio[p]>-boxx+20) { 
xi[p]= X 1 [p]; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy+20) { 
yi[p]= Yl [p]; } } if(f O) { 
if(abs(xi[p])+radio[p]>=boxx+20) { 
xi[p]= X 1 [p]; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy+20) { 
yi[p]= Yl [p]; } } */} 
!*=================--============================= 
/*------------------~-~---------------~--~---

correc ion_ fi na(p) 
!*=============================================== 
int p; { int sal,k,l,ti; tloat dij,nx,ny,vxp,vyp,vl ,v2,hi,hd,hdc; 
float x 1p,xl1,x2p,x21,y 1p,y1 l,y2p,y2l; tloat vxl, vyl, vxpp, vypp; 
ver= l; sal= 1; hi= h/10; xlp= Xl[p]; ylp= Yl[p]; 
x2p= x2[p]; y2p= y2[p]; for(k=l;k< Nchoq[p];k++) { 
l = choque[p][k]; xll =X 1 [1]; yl l= Y 1 [l]; 
x21 = x2[1]; y21= y2[1]; ti= O; do { 
ti++; posicion_intermedia(p,hi *hi,x 1p,x2p,y1 p,y2p ); 
xlp = x2p; ylp = y2p; x2p = x3[p]; y2p = y3[p]; 
posicion_interrnedia(l,hi*hi,xll,x21,yll,y21); xll = x21; 
yl 1 = y2l; x21 = x3[1]; y21 = y3[1]; 
dij = sqrt((x3[p]-x3[l])*(x3[p]-x3[1]) 
+ (y3[p]-y3[l])*(y3[p]-y3[1])); if(dij<=radio[p]+radio[l]) { 
sal= O; } } while(ti<=lO && sal); 
vxp= (x3[p]-xlp) / 2 / hi; vyp= (y3[p]-ylp) / 2 / hi; 
vxl= (x3[1]-xll) / 2 / hi; vyl= (y3[1]-yll) / 2 / hi; x2[p]= x2p; 
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y2[p]= y2p; 
x2[1]= x21; y2[1]= y21; 
dij = sqrt((x2[p]-x2[l])*(x2[p]-x2[l]) 
+ (y2[p]-y2[1])*(y2[p]-y2[1])); nx = (x2[1]-x2[p])/dij; ny -

(y2[1]-y2[p ])/dij; 
vxpp = vxp-vxl; vypp = vyp-vyl; 
v 1 = ( Masa[p ]-Masa[I] )/(Masa[p ]+Masa[l] )* 
(vxpp * nx + vypp * ny); v2= vxpp * ny-vypp * nx; 
vxp= (vxl + vl * nx + v2 * ny); vyp= (vyl + vl * ny - v2 * nx); 
F(p,x2[p ],y2[p ]); 
hd= h - ti* hi; hdc= hd * hd; 
X 1 [p] = x2[p] - hd * vxp + hdc * Fx I Masa[p] / 2; 
Yl [p] = y2[p] - hd * vyp + hdc * Fy / Masa[p] / 2; 
x3[p] = 2 * x2[p] - Xl[p] + hdc * Fx / Masa[p]; 
y3[p] = 2 * y2[p] - Yl [p] + hdc * Fy / Masa[p]; } Nchoq[p]= O; } 
/*-- -
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