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Introduccidén

Con el desarrollo, durante el siglo pasado, de computadoras con
velocidades y memorias cada vez mas impresionantes las aplicaciones
de métodos numéricos para la solucion de problemas sumamente
complejos en Economia, Ingenieria, Fisica y Quimica estan ahora mas
cerca de ser una realidad. Un ejemplo inmediato y dramatico sobre el
desarrollo tan espectacular que han tenido las computadoras lo
tenemos en la UNAM. Hace 10 afios se adquirido la recientemente
clausurada supercomputadora CRAY-4YPM considerada en esos
momentos la computadora mas veloz en paises en vias de desarrollo.
Segiin usuarios de supercoOmputo, los actuales procesadores de
INTEL Pentium IV a 1.8 GHz le compiten en velocidad a aquellos de
la CRAY. De tal forma que un gran poder de coOmputo se encuentra al
alcance de la mano y a muy bajo costo. Por ello, de un tiempo para
aca, el reconocimiento y auge de la linea de trabajo conocida como
Fisica Computacional. No deja de ser interesante que esta materia se
imparta, de acuerdo al nuevo plan de estudios, en el curriculum de la
carrera de Fisica de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Otro
aspecto, desde el punto de vista de esta tesis, que complementa al
analisis numérico son las visualizaciones y posibles animaciones de
los problemas a resolver. Es mas agradable e intuitivo analizar
soluciones de problemas con la ayuda de representaciones visuales
del fenémeno que hacerlo exclusivamente con los resultados
numéricos; consideramos particularmente valido esta aseveracion
para estudiar fendmenos que se presentan en la Fisica. La
importancia y fascinacion de las visualizaciones en diversos campos
se refleja en que la compailia mas importante de visualizaciones,
SILICON GRAPHICS, compré en 1997 a la empresa de los
procesadores mas rapidos, la CRAY. Es interesante ver simulaciones
de dispersion de contaminantes, debido a los vientos, sobre la ciudad
de Los Angeles, la formacion de compuestos quimicos hechos por
compaiiias farmacéuticas o la prospeccién de petroleo todo esto:
simulado con una supercomputadora CRAY que hace los calculos y
visualizado en tiempo real por una estacion de trabajo SILICON
GRAPHICS. El tema de la simulacidbn numérica para resolver
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problemas de Fisica es viejo y va acompaiiado del desarrollo de las
computadoras, después de la 2a. Guerra Mundial, para estimar la
potencia de las explosiones nucleares y el calculo de las trayectorias
de cohetes balisticos. También es interesante recordar que el
encargado del grupo de computo de IBM en el proyecto Manhattan
fue uno de los fisicos mas importantes del siglo XX, Richard P.
Feynman [1].

El Laboratorio Interdisciplinario del Departamento de Fisica de la
Facultad de Ciencias, donde se desarrolla la presente tesis, tiene
como proyecto general de trabajo el desarrollo de un Laboratorio
Virtual de Fisica en problemas que se presentan tanto en la ensefianza
como en la investigacion. La intencion de la presente tesis es
desarrollar simulaciones de la dinamica de particulas que se mueven
en 2 dimensiones (2D), usando distintas interacciones. Como ejemplo
principal se desarrollara un modelo que trata de representar a cristales
liquidos utilizando métodos numéricos de diferencias finitas para
resolver las ecuaciones de movimiento tipo newton. Los métodos
numeéricos que se utilizan en el presente trabajo son las técnicas de
Dinamica Molecular para sistemas clasicos.

El estudio de la dinamica de sistemas de particulas moviéndose en
dos y tres dimensiones mediante el uso de técnicas de la dinamica
molecular (DM), ha adquirido gran relevancia durante los ultimos
afios. Por ejemplo, estudios de frontera de materiales mediante la
propagacién de defectos, conduce a estudios sumamente utiles para la
industria de los materiales en la construccion de aviones,
contenedores para transportar sustancias delicadas. En la industria de
los alimentos se utilizan cristales liquidos liotropicos como
emulsificante para preparar algunos alimentos con aplicaciones que
tienen importancia desde un punto de vista médico-biolégico [2].

Es por todo esto, que el grupo interdisciplinario del departamento
de Fisica de la Facultad de Ciencias de la UNAM ha considerado
interesante trabajar en la teoria y simulacion de cristales liquidos
como un ejemplo del uso de la DM para obtener propiedades fisicas
de un sistema dindamico en 2D. Como ya se dijo, una de las
caracteristicas de este grupo de trabajo es su intensa actividad en la
simulacion de problemas de fisica aplicados a la materia condensada.
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Esta simulacién comprende desde el andalisis numérico, visualizacion
y hasta animacion, de los fenbmenos fisicos en cuestion, en PCs,
estaciones de trabajo, supercomputadoras como la CRAY y la
ORIGEN 2000 de 40 procesadores, de tal forma que el presente
trabajo se ecuentra contenido dentro de los proyectos del grupo.

La presente tesis contiene nociones del Movimiento Browniano en
el capitulo 1, en el capitulo 2 se hace una introducciéon a cristales
liquidos y su simulacién en un modelo que nos va a permitir ver la
respuesta a campos eléctricos externos. Estos ultimos son los que se
consideran en este trabajo como una primera aproximacion en la
simulacion de este tipo de sistemas. En el capitulo 3 se expone el
algoritmo basico de la dinamica molecular conocido como el
algoritmo de Verlet , en el capitulo 4 se realiza el planteamiento y
desarrollo de la aplicacion de DM a la dindmica de CLs, en el
capitulo 5 se analizan resultados y finalmente se presentan las
conclusiones del trabajo realizado en el capitulo 6. En los apéndices
se presentan materiales que complementan el material de la tesis,

pero que no son parte fundamental para seguir el desarrollo de la
misma.




Capitulo 1

Movimiento Browniano

En este capitulo se hace una introduccion del movimiento
Browniano como puede ser el movimiento de particulas coloidales
flotando en un medio liquido o de pequeiios espejos suspendidos en
un gas rarificado. Empleando un ultramicroscopio puede uno
observar el movimiento irregular de particulas coloidales, o en el caso
de los espejos, por la reflexién de un haz de luz en los espejos, se
observa una oscilacion irregular de los espejos, esto es bien conocido
como una evidencia directa del movimiento molecular térmico, el
cual es por supuesto, 1a base de la teoria microscépica de la estructura
de la materia, debido a las fuerzas azarosas que mueven a las
moléculas del liquido o a las moléculas del gas. Este fenémeno se
denomina “Movimiento Browniano” debido a que fue observado por
primera vez por el botanico Brown. El asi llamado movimiento
Browniano, sirve como una de las demostraciones mas convicentes de
la realidad del movimiento de las moléculas. Experimentos especiales
mostraron, [3] que el caracter del movimiento browniano depende de
las propiedades del liquido o gas en el que estan suspendidas las
particulas, y no depende de las propiedades de las particulas. La
velocidad de movimiento de las particulas brownianas crece con el
aumento de la temperatura y con la disminuciéon de las medidas y
masas de las particulas. La explicaciéon de estos hechos se facilita si
admitimos que los movimientos de las particulas en suspension se
originan a consecuencia de los choques que sufren las moléculas del
liquido o gas en movimiento, en el que se encuentran las particulas
(particulas que llamaremos brownianas). Cada particula browniana
esta sometida a golpes por todas partes. Durante el movimiento
completamente desordenado de las moléculas, pareceria ser y se
esperaria, que el nimero de choques que recibe la particula desde
cualquier direccién deberia ser exactamente igual al namero de
choques en direccidn contraria, de manera que todos estos choques
deben compensarse completamente unos con otros y la particula debe
quedarse inmovil. Asi ocurre si las particulas no son muy pequeiias.




Pero cuando tenemos particulas microscopicas (10-*-10-5¢cm), la
cuestion es diferente. Del hecho que los movimientos moleculares
sean caoticos, se deduce solamente, que en promedio €l nimero de
choques es igual para las distintas direcciones. Pero en un sistema de
muchos cuerpos como un liquido o gas son inevitables las
desviaciones de los valores medios. Tales desviaciones de los valores
medios de unas u otras magnitudes, que se realizan en un pequeiio
volumen o durante pequeiios intervalos de tiempo, se llaman
fluctuaciones [3][4][5]. Einstein en 1905 fue quien di6 la explicacién
correcta en funcidn de las fluctuaciones al azar que deben ocurrir en
el equilibrio. Una particula s6lida esta sometida a una fuerza neta
fluctuante debido a los numerosos choques al azar de las particulas
con las moléculas del liquido. Como la particula es pequeiia, el
numero de moléculas con las que choca por unidad de tiempo es
relativamente grande y, de acuerdo con esto,fluctian su posicién o
velocidad apreciablemente. El movimiento irregular resultante de la
particula es lo bastante grande como para ser observado. Por otro
lado, aunque las colisiones moleculares son azarosas, un namero de
colisiones predicen un resultado sistematico proporcional a la
velocidad de la particula (movimiento browniano traslacional) o a la
velocidad angular (movimiento browniano rotacional). De aqui,que
los impactos azarosos de las moléculas de los alrededores
generalmente causa dos clases de efectos. Primero, las colisiones
generan una fuerza azarosa sobre las particulas Brownianas para
enfatizar su movimiento irregular incesante, y segundo, proveen una
fuerza de friccion para un movimiento forzado. El primero es la parte
azarosa y segundo es la parte sistematica del efecto. Esto significa
que la fuerza de friccibn y la fuerza azarosa deberan estar
relacionadas, debido a que ambas provienen del mismo origen. Si la
fuerza de friccion (Stokes) es F. = —av, m v +yv = 0, implica que

v+yv =0, por lo que y= & = 1 Luego si ademas existe una fuerza
fluctuante F, (/). Tenemos que v +yv = I'(t), T'() = £42 (fuerza fluctuante
por unidad de masa); < r(> = 0 ,<r@re)> = qs¢ '), por lo que la
intensidad de la fuerza fluctuante queda determinada por g = 2y4C;

m 3

finalmente tenemos que la relacion de Einstein para la constante de




difusiéon de m es D = 4% = ;4. Esta relacion interna entre las partes

sistematicas y azarosas de las fuerzas microscoépicas es, de hecho, de
una manera general, una manifestacion del conocido Teorema de
“Fluctuacion-Disipacion™. Este teorema establece wuna relacion
general entre la respuesta de un sistema dado a una perturbacion
externa y la fluctuacion interna del sistema en la ausencia de la
perturbacion [6][7][8] [9]. Fue Einstein quién hizo notar que la fuerza
de friccion viscosa de una particula Browniana debera estar
relacionada a la constante de difusion de la particula por la ecuacion:

D _—_% 1.1
donde D es la constante de difusion, = es la masa de la particula, y es
la constante de friccion, ¥ es la constante de Boltzmann y 7 es la
temperatura del sistema. En la presencia de un campo potencial dado
V(x), las particulas fluyen con una velocidad de drenado:

U~ d";,{g 1 .2

la cual es opuesta por la corriente de difusion, por lo que la corriente
J(x) neta esta dada por:

J(x) = —Déﬂagl+udf(x)' 1.3

donde fix) es la concentracion en la posicion x. Al desaparecer esta
corriente neta en equilibrio, se requiere se cumpla la relaciéon de
Einstein ec. (1.1), debido a que f(x) debera tomar la forma sx) =
aexp(—v/kr). Ahora bién, en la teoria clasica del movimiento Browniano,
generalmente se describe con una ecuaciébn estocastica
fenomenoldgica de la forma:
miu () = —myu+R(@) 1.4

Este es el ejemplo mas simple de la ecuacién de Langevin para una
particula Browniana libre en una dimension. La fuerza de friccion
ejercida por el medio esta representada por el primer término sobre el
lado derecho y el segundo término, R(t) es la fuerza azarosa debido a
las colisiones azarosas de las moléculas de los alrededores.

Por simplicidad e idealizacidn, la fuerza azarosa se supone que
sastiface las condiciones 1) Que el proceso R(t) es un proceso
Gaussiano y 2) que su tiempo de correlacion es infinitamente corto, a




saber la funcién de autocorrelacion de R(t) tiene la forma:
< RUDR(2) > = 2nG126(t) — 12) 1.5

donde G, es una constante. La suposicion Gaussiana es un tanto
razonable para particulas Brownianas que poseen una masa mucho
mas grande que las moléculas con las que colisionan, debido a que su
movimiento es el resultado de un gran mimero de colisones sucesivas,
la cual es una condicion, para que sea aplicable el Teorema del
Limite Central. Esta situacion también justifica la segunda
suposicion, debido a que la correlaciédn entre impactos sucesivos
durante el movimiento de una molécula es corto en la escala de
tiempo del movimiento Browniano [10][11].

Para la simulacién que se desarrolla en el capitulo 4, se suponen a
las moléculas del CL nematico inmersas en un medio viscoso que se
va a representar por fuerzas de friccién y estocasticas de acuerdo a
las ecuaciones (1.4) desarrolladas en el presente capitulo.




CBpitU'O 2 . R . » - _,'-',-t -‘52_1;?

El presente capitulo esta dividido en 2 secciones. En la primera se
_describiran los CLs con cierto detalle y se clasifican los' mas
relevantes para el desarrollo de la presente tesis. A manera de
informacién adicional, en el apéndice B se complementa esta
introduccion para definir formas de CLs, que no usaremos, pero que
pueden redondear la exposicion del presente trabajo. En la segunda
seccion se tocaran generalidades de los CLs y se mencionan algunas
de sus aplicaciones para destacar la importancia de entender mejor a
estos sistemas con propiedades Opticas tan espectaculares.

Introduccién a los cristales liquidos.

" El estudio de los CLs, empezé en 1888 cuando el botanico
austriaco llamado Friedrich Reinitzer observé que un material
conocido como colesterol (Cholesteryl benzoate) aparentemente
exhibia dos puntos de ebullicion. En sus experimentos Reinitzer
incremento la temperatura de una muestra de un sélido y observd que
el cristal cambidé en un liquido nuboso conforme se incrementaba la
temperatura, para posteriormente volver a ponerse como liquido
transparente. Debido a sus primeros trabajos, a Reinitzer se le
reconoce con frecuencia como el descubridor de esta nueva fase de la
materia, la fase del Cristal Liquido.

Los materiales de cristales liquidos son Unicos en sus propiedades
y usos. Conforme las investigaciones dentro de este campo contintan
y conforme nuevas aplicaciones son descubiertas, los cristales
liquidos ya se han convertido en una parte importante de la tecnologia
moderna [2].

Como ya se ha mencionado, el término CL significa un estado de
agregacion que es intermedio entre €l sélido cristalino y el liquido
isotropico. Como una regla, una substancia en este estado es
fuertemente anisotrépica en alguna de sus propiedades y atin exhiben
fluidez, que para las fases liquido cristalinos de bajo peso molecular
es comparable a aquellos que posee un liquido ordinario. La primera
observacion de las propiedades mecanicas, Opticas y termodinamicas
de medios liquido cristalino o medio mesomorficos, fue realizada a
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finales del siglo pasado por Reinitzer y Lehmann. Miles de
compuestos organicos son ahora reconocidos como CLs. Un
requerimiento esencial para que ocurra el mesomorfismo es de que la
molécula deba tener una anisotropia geométrica alta, el sistema
quizas pase a través de una o varias mesofases antes de que sea
transformado en liquido isotrépico [12]. Las transiciones para que
estos estados intermedios se lleven acabo pueden darse puramente
por procesos térmicos (mesomorfismo termotropico) o por la
influencia de solventes (mesomorfismo liotropico). Siguiendo la
nomenclatura propuesta por Friedel, los CLs liotrépicos se clasifican
a grosso modo en tres tipos: nematicos, colestéricos y esméticos. Los
nematicos son estructuras moleculares con forma de “varillas”, que
presentan una rigidez del eje mayor, y dipolos fuertes y/o materiales
que son facilmente polarizables.

La caracteristica distinguible del estado liquido cristalino es la
tendencia de las moléculas para apuntar a lo largo del eje llamado
“director”. Este grado de orden es responsable para el
comportamiento unico del material. En contraste, las moléculas en la
fase liquida no poseen un orden intrinseco. En el estado soélido, las
moléculas poseen un alto orden orientacional y posicional y tienen
libertad traslacional. El grado de orden orientacional del estado
liquido cristalino se encuentra entre las fases tradicionales sélida y

liquida. Noétese que el alineamiento promedio de las moléculas para
cada fase se muestra en la figura 2.1.

0000 Q000 Qw0
9000 0900 S N
AL A

Cristal Liquido Liquido

Sereseean Tomperatura >

Fig 2.1

Algunas veces es dificil determinar cuando un material se
encuentra en el estado cristal 6 cristal liquido.
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-Los materiales cristalinos demuestran un rango grande de orden
periddico en tres dimensiones. Las substancias que no poseen este
grado de orden posicional, pero que muestran mas que un. liquido
isotrépico - son propiamente llamados cristales liquidos. Para
cuantificar la alineacion promedio de un material, el pararnetro de
orden escalar (S) se deﬁne como:

= (1/2) < 3cos?20—1 > 2.1

=2
<

donde ¢ se refiere al angulo entre el director y el eje mayor de cada
molécula. Los corchetes alrededor del coseno denotan un promedio
sobre todas las orientaciones moléculares, esto ultimo se tratard mas
adelante [13]. En un liquido isotrépico, el promedio del coseno
desaparecera produciendo un parametro de orden igual a cero. Para
una alineacion perfecta del cristal liquido, el parametro de orden se
evaltia a uno. El parametro de orden de un cristal liquido tipico esta
entre 0.3 y 0.9.

Caracterizacién de los Cristales Liquidos.

Los siguientes parametros describen la estructura de un cristal
liquido:

(a) Orden posicional

(b) Orden Orientacional

(c) Orientacién Molecular. :

La extension para el cual el promedxo molecular o grupo de
moléculas muestran simetria traslacional (si es que se mueven juntas)
es conocida como orden posicional. El orden orientacional describe
no unicamente como las moléculas son empacadas en un sistema de
dos dimensiones, si no que también, la orientacién de los enlaces de
los centros de masas de los vecinos mas cercanos.

La mayoria de los compuestos de los cristales liquidos exhiben
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poliformismo o una condicion donde mas de una fase es observada en
el estado cristalino liquido. El término mesofase es utilizado para
describir las “subfases” del cristal liquido. Las mesofases son
formadas ya sea por imposicion de un orden en una o dos
dimensiones o permitiendo a las moléculas tener mov1m1ento de un
grado de libertad traslacional [2][13].

Las fases de los cristales liquido

Un cristal liquido es una fase distinta de la materia observada entre
la cristalina (sé6lida) y el estado isotropico (liquido). Existen muchos
tipos de estados de CL., dependiendo de la cantidad de orden en el

material. Daremos una breve descripcion del comportamiento de los
materiales cristales liquidos.

Fase nematica.

La fase nematica de un cristal liquido se caracteriza por que sus
moléculas no poseen un orden posicional, pero tienen una tendencia
de apuntar en promedio en la misma direccién que definen al campo
director. En la figura 2.2, se puede observar que las moléculas
apuntan verticalmente pero no estan arregladas con un orden en
particular (no existe una preferencia).

Una roprecentacidn tedrica ds la thoo RN
nemdbitica {ixquierds) y una foto ds R
un pristal iquidio nomético. (arrida). T

[

Figura 2.2

- Los CLs son materiales anisotrépicos y las propiedades fisicas del
sistema varian con el promedio de la alineacién, es decir con el
director. Si la alineacién es grande, el material es muy anisotrépico.
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Similarmente, si la alineacion es pequefia, el material es casi
isotropico. Existe una clase especial de cristal liquido, y es el
conocido como nematico torcido (chiral nematic). El torcido (chiral)
se refiere a la unica habilidad selectiva de reflejar una componente de
la luz polarizada circularmente. El término de nematico torcido
(chiral nematic) es utilizado indistintamente con el colestérico.

Fase esmética
La palabra esmética se deriva de la palabra griega jabon. Se ve que
su origen es un tanto ambiguo y se explica por el hecho de que la
pegajosa (slippery) substancia frecuentemente se localiza en el fondo
de una jabonera, de alli que ésta sea considerada un CL esmético.
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Figura 2.3

El estado esmético es otra mesofase distinta de los CLs. Las
moléculas en esta fase muestran un grado de orden traslacional no
presente en la fase nematica. En el estado esmético, las moléculas
mantienen la simetria rotacional de los nematicos, pero también
tienden alinearse a si mismas en capas o planos, y el movimiento de
las moléculas esta restringido a estos planos. En este caso son
observados planos separados, que fluyen unos a través de otros. El
incremento del orden significa que el estado esmético “se parece mas
bien a un s6lido” que a un nematico. Muchas fases esméticas han sido
observadas, tantas como 12 de estas variaciones han sido
identificadas, las cuales no trataremos aqui [14][15].
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Inﬂuencuas externas sobre Ios crlstales I|qu|dos :
Tanto cientificos como ingenieros estan posibilitados en utlllzar a
los CLs en una variedad de aplicaciones debido a que perturbaciones
pequeiias pueden causar cambios significativos en las propiedades
macroscopicas de los CLs. Ambos campos tanto el eléctrico asi como
el magnético pueden ser utilizados para inducir estos cambios. La
magnitud de los campos, asi como la velocidad a la cual las moléculas -
se mueven pueden ser utilizadas en dispositivos de CLs para forzar
una orientacion especifica del director. En la presente tésis solo se
estudia el efecto de campo eléctrico [16].
Efecto del campo eléctrico.

La respuesta de las moléculas de cristales liquidos a un campo
eléctrico es la mayor caracteristica utilizada en las aplicaciones
industriales. La habilidad' del director para alinearse a lo largo de un
campo externo es causado por la” naturaleza eléctrica de las
moléculas. Dipolos eléctricos . permanentes resulta cuando una
molécula tiene carga positiva neta en un lado mientras que en otro
posee una carga negativa.Cuando un campo eléctrico externo es
aplicado al cristal liquido, los dipolos moleculares tienden a
orientarse a simismo a lo largo del campo, como se muestra en la
figura 2.4, las flechas negras representan al vector del campo

eléctrico y las flechas rojas representan la fuerza eléctrica sobre cada
molécula.

Figura 2.4
AUn si, una molécula no forma un dipolo permanente, puede
todavia ser influenciado por un campo eléctrico, en algunos casos, el
campo produce ligeros rearreglos de electrones y mnicleos en las
moléculas tales como los dipolos eléctricos inducidos. Mientras no
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existan dipolos permanentes fuertes, la orientaciéon con el campo
externo todavia puede ocurrir. Los efectos de campos magnéticos
sobre las moléculas de cristales liquidos son analogas a los campos
eléctricos. cabe aclarar que estos efectos son mucho menores que en
el caso eléctrico porque la susceptibilidad magnética es
aproximadamente 7 6rdenes de magnitud menor que la eléctrica en un
termotrépico. Debido a que los campos magnéticos son generados por
cargas eléctricas en movimiento, dipolos eléctricos permanentes son
producidos por electrones que se mueven cerca del atomo [12][17].

Vector director y parametro de orden

Conforme a las mesofases liquido cristalinas, se puede apreciar
que cualquiera de éstas presentan moléculas de una gran anisotropia
que tienden a orientarse en promedio en una direccidén especifica.
Este comportamiento colectivo de las moléculas puede ser
representado mediante un vector unitario 7 denominado director ( ver
figtura 2.5). Una propiedad importante del director es la equivalencia
entre las direcciones 7 y -7 del mismo. (Sélo valido para nematicos)

\\I\n\' |

\'\ \|||\ \\
SRR \\\\\ .

| ' \/ \! ||
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Figura 2.5 Representacion de la orientacion promedio de las
moléculas de un nematico mediante el vector director

Para poder cuantificar qué tan ordenadas orientacionalmente se

encuentran las moléculas de un cristal liquido, se recurre al parametro
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de orden. Si consideramos que las moléculas del mismo son barras
rigidas idénticas, y asociamos a su eje largo un vector unitario %,

entonces el parametro de orden macroscopico S esta definido por la
cantidad escalar:

S = -%-((78 e K ) —1) = -%(3 cos?60 — 1) 22

en donde ¢ es el angulo que el eje largo de la molécula forma con el
vector director y denota un promedio estadistico sobre la distribucién
de 6. Este parametro permite describir el orden de largo alcance de las
moléculas. Se dice que es macroscopico, porque evalia la respuesta
promedio de las moléculas del cristal liquido. La definicién anterior
resulta adecuada para la descripcion de sistemas liquidos crsitalinos
compuestos de moléculas que tienen simetria rotacional 6 cilindrica
alrededor de %, por lo que para moléculas rigidas de forma arbitraria

se define el parametro de orden S;? como una generalizacion natural
del anterior :

S5? = L Giajp - Sapbi) 2.3

en donde i,j = x’, y’, z’ son los ejes de un sistema coordenado fijo a
las moléculas, y «,8 = X, ¥, z son los ejes del sistema coordenado del
laboratorio (ver figura 2.6). y donde s.; y 6; son deltas de Kronecker,
S;# es un tensor simétricoen i, j y en «,8 y carente de traza.

En los cristales liquidos reales las moléculas pueden ser flexibles,
por lo que se hace preferible definir la cantidad de orden de las
moléculas de un cristal liquido en términos de una propiedad
macroscopica del mismo, de manera que sea independiente de
cualquier suposicion respecto a la rigidez de las moléculas.[18]. La
propiedad macroscédpica que puede seleccionarse para representar la
cantidad de orden, puede ser la anisotropia dieléctrica, esto es;

Qap = €apg — %—‘501/360:3 2.4

en donde e.; es el tensor de permitividad eléctrica por unidad de
volumen. ¢.; también es un tensor simétrico sin traza. Si el medio es
uniaxial, el parametro de orden (2.4) toma la forma :
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QOap = Qo(ngng — —;—6,1;;) 2.5

en donde n. es la componente de 7 en el sistema de laboratorio fijo al
sistema de coordenadas y Qo es el médulo del parametro de orden.

e

Figura 2.6 Orientacion de una molécula respecto al vector director

El parametro de orden definido por la expresion (2.5) es un
promedio sobre todo el sistema, de manera que proporciona una
medida del orden orientacional de largo alcance de las moléculas del
cristal liquido, mientras mayor sea el alineamiento de los ejes de las
mismas con respecto al vector director, mas cercano a la unidad sera
el valor de Qo. Por otra parte, si €ste es cada vez menor, Qo llegara a
anularse, como ocurre en los liquidos isotrépicos. Ademas, los
cristales liquidos presentan orden orientacional de corto alcance, el
cual como en el caso de los liquidos isotropicos, consiste en que sus

moléculas dentro de cierta distancia estan correlacionadas mediante
interacciones moleculares [18].

Generalidades sobre los cistales liquidos
La mayorfia de las moléculas alargadas, como barras, de los
cristales liquidos estan compuestas de atomos neutros y por
consiguiente no estan cargadas. Sin embargo, algunas veces la
ligadura entre los atomos de las moléculas causa que una parte de la
molécula sea ligeramente positiva y la otra parte sea ligeramente
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negativa. Como dijimos anteriormente esta ligera separacion de
cargas positivas y negativas es lo que conocemos como. dipolo
eléctrico permanente. Concentremos nuestra atencion en la evolucion
temporal de las fluctuaciones espaciales asociadas a la transicidn
orientacional, que es inducida en las moléculas del cristal liquido
nematico, cuando un campo eléctrico externo pasa de un valor inicial
[£i1 <[£:] . menor a un valor critico (E.},hasta otro final [£ > [E.]
Durante este proceso, el sistema llega a ser inestable y las moléculas
del cristal liquido nematico tenderan a alinearse con el campo
eléctrico externo aplicado. En respuesta a un campo eléctrico externo
aplicado, una molécula tendera orientarse con su eje dipolar paralelo
al campo. Si este eje esta mas o menos en la direccion del eje mayor
de la molécula, entonces esa molécula se dice que tiene una
anisotropia dieléctrica positiva, asi mismo, las moléculas con
anisotropia dieléctrica negativa, tenderan a orientarse con su eje
mayor perpendicular al campo elécrico externo aplicado {19].

Dentro de las estructuras moleculares que se mencionan en la
bibliografia se encuentran entre otras, los CL esméticos y los CL
nematicos, mismas que estan de acuerdo con el orden de sucesion de
las cuatro fases de la materia, dentro de la escala de la temperatura.
Para bajas temperaturas, se dice que pertenece al tipo cristalino, en el
cual la repeticion periddica espacial de las unidades estan
pefectamente definidas y la agitacion térmica juega unicamente un
papel insignificante. A mayores temperaturas el CL esmético exhibe
un cierto grado de repeticion periddica, pero de la estructura
perfectamente periddica del cristal existe una persistencia,
unicamente paralela en una direccion comun de las moléculas y sus
disposiciones son superficies equidistantes. A mas altas temperaturas
el CL en la fase nematica exhibe agitacion térmica conforme rompe
toda periodicidad, todas las distribuciones regulares de los puntos
correspondientes de las moléculas y conforme permite unicamente un
paralelismo en una direccién de la molécula que persiste, esto es, un
paralelismo promedio y una perturbacion provocada por un
movimiento visible, como podria ser el Movimiento Browniano. La
estructura de la fase nematica posee mayor movimiento que aquella
que corresponde a la fase esmética. Esto es mostrado por la alta
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fluidez de la fase nematica, la cual es algunas veces mas fluido que
los liquidos amorfos y tienden alinearse cuando son calentados.
También se manifiesta en un Movimiento Browniano espontaneo de
los “nudos” discontinuos, que es precisamente lo que le confiere su
nombre de fase “nematica”.

El uso de los cristales liquidos es debido a su gran potencialidad
para obtener mejores pantallas de televisidn y monitores entre otras
de sus aplicaciones [20]. Las ventanas que se opacan con cristales
liquidos se han pensado usar en casas, refrigeradores, autos, etc [21].
Los cristales liquidos nematicos cuando son colocados cerca de las
paredes del contenedor, estos tienden a permanecer paralelos al
mismo (o perpendicular, dependiendo sobre las propiedades exactas
del cristal liquido). Los otros cristales liquidos seguiran esta
alineacion, por lo que las moléculas de los cristales liquidos se
agruparan como una pila de panecillos dentro de una celda del cristal
liquido. Sin embargo cuando un campo eléctrico externo se aplica,
tendran una tendencia a alinearse con dicho campo (una vez mas, esto
dependera de las propiedades especificas del cristal liquido en
cuestion). Esto significa que en bulto todo el material, donde las
moléculas estan libres de alinearse como ellas deseen, lo hacen segan
el eléctrico externo aplicado, pero en los limites en donde
interaccionan con las paredes del contenedor las moléculas son
forzadas a alinearse con las paredes. Conforme el campo eléctrico es
incrementado ocurre un cambio subito, conocido como transicidén de
Freedericksz [22][23] donde las moléculas son alineadas mas con el
campo que con las propias paredes [24].
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Capitulo 3

En el presente capitulo se va a desarrollar el algoritmo numérico
para hacer la simulacién de la dinamica de CLs nemaéticos. Para ello
se hara una introduccion al tema de dinamica molecular.

¢ Que es la Dinamica Molecular ?

Llamamos dinamica molecular (DM) a la técnica de simulacion
por computadora donde la evolucién del tiempo de un conjunto de
atomos es seguido integrando sus ecuaciones de movimiento.

En la dinamica molecular se utilizan las leyes de la mecanica
clasica, en lo particular las leyes de Newton:
F; = mua;
para cada atomo i en un sistema constituido por N atomos. Aqui, m,
es la masa del atomo, a; = d2r,/4r> su aceleracion, y F, es la fuerza que
actua, debido a las interacciones con otros atomos. Por consiguiente,
la dinamica molecular es una técnica determinista: dado un conjunto
de posiciones y velocidades iniciales, la evolucion del tiempo

subsecuente es en principio determinado completamente.

La computadora calcula una trayectoria en un espacio fase de 6N -
dimensiones (3N -posiciones y 3N momenta). Sin embargo, tal
trayectoria generalmente no es particularmente relevante por si
misma. La Dinamica Molecular es un método de la mecanica
estadistica; es una forma para obtener un conjunto de configuraciones
distribuidas de acuerdo a alguna funcién de distribucién estadistica 6
ensamble estadistico. Un ejemplo es el ensamble* candnico, donde la
temperatura T es constante y la densidad de probabilidad es la
funcion de Boltzman: exp(-#H(T)/k:7). De acuerdo a la fisica estadistica,
las cantidades fisicas son representadas por un promedio sobre las
configuraciones distribuidas de acuerdo a un cierto ensamble
estadistico. Una trayectoria obtenida por la dinamica molecular
provee tal conjunto de configuraciones. Por consiguiente, una medida
de una cantidad fisica por medio de la simulacién es simplemente
obtenida por un promedio aritmético de varios valores instantaneos
asumidas por tal cantidad durante la corrida de la DM.
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La fisica estadistica es el enlance entre el medio microscopico y la
termodinamica. En el limite de tiempos de simulacion muy largos,
uno podria esperar que el espacio fase sea muestreado
completamente, y de que en ese limite, este proceso promediado
represente las propiedades termodinamicas. En la practica, las
corridas son siempre de tiempos de longitud finita, por lo que uno
debera tener cuidado para estimar cuando el muestreo es bueno (esto
es, que el sistema esta en equilibrio) o no. De esta manera, las
simulaciones de la DM puedan ser utilizadas para medir propiedades
termodinamicas y por consiguiente evaluarlas, digamos, el diagrama
de fase de un material en especifico. Llendo mas alla del uso
tradicional de la DM, es también utilizada para otros propositos, tales
como el estudio de procesos fuera de equilibrio, y como una

herramienta para optimizar estructuras de energia minima locales
entre otros [25] [26].

Algoritmo de integracién del tiempo

El motor de un programa en la dinamica molecular, es el algoritmo
de integracidén del tiempo, requerido para integrar las ecuaciones de
movimiento de las particulas que interactian y seguir asi su
trayectoria.

El algoritmo de integracion del tiempo esta basado en métodos de
diferencia finita, donde el tiempo es discretizado sobre un numero
finito de celdas, el ”paso™ del tiempo Ar es la distancia entre dos
puntos consecutivos en la celda. Conociendo las posiciones y algunas
de sus derivadas en el tiempo t (el detalle exacto depende del tipo de
algoritmo que se use.), el esquema de integracion da las mismas
cantidades a un tiempo posterior t + Ar se determina, continuando con
el procedimiento la evolucién del tiempo del sistema puede ser
seguido por largos periodos de tiempo [27] [28]. Por supuesto que
estos esquemas son aproximados y existen errores asociados a ellos.
En particular, uno puede distinguirlos entre:

< Errores por truncacion, relacionados con la exactitud del método
de diferencia finita con respecto a una solucion verdadera (real). Los
métodos de diferencia finita estan generalmente sustentados sobre un
desarrollo de Taylor truncado en algin término, de aqui su nombre.
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Estos errores no dependen sobre la implementacion, son intrinsecos al
algoritmo.

‘Errores por redondeo, estan relecionados a errores asociados a una
implementacion en particular del algoritmo. Por ejemplo, el nimero
finito de digitos utilizados en el calculo aritmético.

Ambos errores pueden ser reducidos decrementando ar. Para As
grandes, los errores de truncacién predominan, pero ellos decrecen
rapidamente conforme Ar decrece. Por ejemplo el algoritmo de Verlet
tiene un error de truncacién proporcional a ar* para cada integracion
de paso de tiempo. Utilizando una precision de 64 bits (corresponde a
una doble precision” cuando se utiliza C en la mayoria de las
estaciones de trabajo) ayuda a mantener el error por redondeo al
minimo [29] [30] [31] [32] [33] [34].

Existen dos métodos de integraciéon populares para realizar los
calculos de DM y estos son el algoritmo de Verlet y el algoritmo de
»’predictor - corrector”.[Prediccion-Correcion].

Algunas técnicas de la dinamica molecular, el algoritmo
de Verlet

En la Dinamica Molecular, el algoritmo de integraciéon del tiempo
mas comunmente utilizado es probablemente el conocido algoritmo
de Verlet. La idea basica es escribir dos desarrollos de Taylor de
tercer Orden para las posiciones r(t), uno antes y uno después en ¢l
tiempo. Designando a v como las velocidades, a a como las
aceleraciones, y b como la tercera derivada de r con respecto al
tiempo t, uno tiene:

r(t + AL = r(t) + v(D)AL + (—;-)a(:)mz + (Tls-)b(t)Ar‘ + O(Ar*) 3.1

r(t = AD = r(0) = v()A + ($)a@ar - (Drvar + oar) 3.2
Sumando estas dos ecuaciones, obtenemos:

r(t + At) = 2r(t) — r(t — AL + a(O)Ar?2 + 20(At*) 3.3
Esta es la forma basica del algoritmo de Verlet [35] [36]. Integrando
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las ecuaciones de Newton, a(t) es exactamente la fuerza dividida por
la masa y la fuerza regresa a ser funcién de la posicion, esto es de

r(t).

a(t) = —(1/mVV(r@)) 3.4

Como puede uno ver inmediatamente de la ecuacién 3.3, el error de
truncacién del algoritmo cuando uno involucra al sistema por ar es del
orden de As,aun si las derivadas de tercer orden no aparecen
explicitamente. Este algoritmo es al mismo tiempo simple de
implementar, exacto y estable, 1o cual explica de esta manera su gran
popularidad entre los que se dedican a la simulacion en la dinamica
molecular. Sin embargo, un problema con esta versiéon del algoritmo
de Verlet, es de que las velocidades no son generadas directamente.
Debido a que no se requieren para la evolucién del tiempo, pero su
conocimiento es algunas veces necesario. Mas aun, ellas son
requeridas para calcular la energia cinética E, cuya evaluacion es
necesaria para probar la conservacion de la energia total. Esto es una
de las mas importantes pruebas para verificar que una simulaciéon en
la dinamica molecular es calculada correctamente. Uno podria

calcular las velocidades de las posiciones utilizando: La regla de las
ecuaciones 3.1 y 3.2

v = r{t+ At)zztﬂt—g)
Sin embargo, el error asociado a esta expresion es del orden de A2 en
lugar de ar'. Para subsanar esta dificultad, algunas variantes del
algoritmo de Verlet han sido desarrolladas. Ellas dan una misma
trayectoria, y difieren en las variables que son almacenadas en la
memoria y en el tiempo. El algoritmo de Leap-frog, no reportado
aqui, es uno de tales variantes en donde las velocidades son tratadas
mejor.

Una mejor implementaciéon del algoritmo basico es el conocido
“esquema de las Velocidades de Verlet”. En donde las posiciones, las
velocidades y aceleraciones en el tiempo r+ar son obtenidas de las
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mismas cantidades al tiempo t de la siguiente manera:

r(t+AD = r(®) + V(DAL + (L)awar 35
v(t + At/2) = v(t) + (—é—)a(t)At
a(t + At) = —(I)VIV( + A1)
v(t+AD = v(t+ AU2) + (L)at + Apat 3.6

Nétese que se requieren 9N localidades de memoria para poder salvar
las 3N posiciones, velocidades y aceleraciones, pero nunca
necesitaremos tener simultaneamente almacenados las valores en dos
tiempos diferentes para cualquiera de estas cantidades [25].

Otro método muy utilizado por la Dinamica Molecular es el
algoritmo de Prediccion-Correccion, la cual utiliza métodos de clase
para integrar las ecuaciones de movimiento. Agquellos mas
frecuentemente utilizados en la dinamica molecular son debido a
Gear, y consiste de tres pasos:

1)Prediccion: De las posiciones y sus derivadas en el tiempo
respecto a cierto orden q, todos conocidos al tiempo t, uno “predice”
las mismas cantidades al tiempo +ar por medio de un desarrollo de
Taylor. Entre estas cantidades son, por supuesto, las aceleraciones a.

2)Evaluacion de la Fuerza: La fuerza es calculada tomando el
gradiente del potencial de las posiciones predichas. La aceleracion
resultante sera en general diferente de las aceleraciones predichas. La
diferencia entre los dos constituye una “seiial de error™.

3)Correccidon: Esta seiial de error es utilizada para “corregir™ las
posiciones y sus derivadas. Todas las correcciones son proporcionales
a la sefial de error, el coeficiente de proporcionalidad siendo un
“nimero magico” determinado para maximizar la estabilidad del
algoritmo. Para mas informacion al respecto el lector es referido a las
referencias [25][37].

La vecindad de un sistema puede ser calculado si tenemos, para
las partes del sistema, un conjunto de condiciones iniciales mas las
fuerzas de interaccion. Desde la época de Newton a nuestros dias
esta interpretacidn mecanica determinista de la naturaleza ha
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dominado la ciencia. Cabe mencionar en contraste que el método
puramente estocastico, conocido como de Monte Carlo, es
tipicamente desarrollado sobre un numero fijo de N moléculas
colocadas en un volimen fijo V y mantenida a una temperatura
absoluta constante T. El procedimiento de la simulacién es adoptada

de los métodos generales de Monte Carlo para evaluar integrales
multidimensionales [25][35][38].
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Capitulo 4

Planteamiento y Desarrolio
Para modelar al CL se va a suponer una interaccion

dipolo-inducido dipolo-inducido que tiene la forma:

g (n,n’,r) = —-’(_—;-[n.n' - 3—'}7(n.r)(n'.r)]2 4.1

C>0 es la constante de interaccion. Esta interaccion conocida
como dipolo inducido dipolo inducido simula muy adecuadamente la
tendencia a alinearse de las moléculas de CL de acuerdo al vector
director. [39].

Para simular un CL con anisotropia dieléctrica positiva,
mencionado en el capitulo 2, asociamos a cada molécula un dipolo
eléctrico a lo largo del director #, que se alineara a lo largo de un
posible campo eléctrico externo. Los potenciales y fuerzas de
interaccion, que se utilizaran en las ecuaciones de movimiento
desarrolladas en el capitulo 3, se discuten en la siguiente seccion.

Fuerzas entre cargas, dipolos y campos eléctricos
externos.

Para realizar el estudio sobre el comportamiento del sistema se
proponen las interacciones del tipo: carga - carga, carga - dipolo y
dipolo - dipolo. Mismas que se utilizaran en la simulacion en una
computadora, mostrando en una animacion el comportamiento del
sistema segun evoluciona en el tiempo.

El campo eléctrico producido por una carga i y por una carga j esta
expresado respectivamente por:

;send;
E,, =420 4.2
donde E£.., £, son las componentes x e y del campo eléctrico
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respectivamente, debido a la interaccidon carga - carga (q; ,q,)- El

campo eléctrico debido al dipolo i-ésimo (p:-€simo), se puede
expresar cComo :

Pi3senBp cosOp,
. 29 —
E,pi = pi(3 cos3 0—1)

ry

ExPi =

4.3

Y como en el caso anterior E.p; , E,p, son las componentes x e y

debido al dipolo p; -€simo respectivamente. La interaccion dipolo -
carga esta dada por la ecuacion

deEvq; = qi
xExdi ry 4 (i —x) * dori?

_ q;
A Fogs = 4.4
vty rz’ + =y * dx".}a

donde d. y d, son las derivadas de las componentes del campo

eléctrico en la direcciin de x e y respectivamente. la interaccidn
dipolo - dipolo queda expresada por la ecuacion:

Fe=[(Fex+ q (pary * (Exq;' + E‘xpi +FE )+ P.\'(par)(dexq;' + dexpj)

4.5
+ PyEpary(SyExqy + dyExp;)]

F'y = [(Fey + g (par) (E_‘.pj + Eje) + Px(p(,r) (axE_.,pf + d,rE_vq,-) + P_v(par) * (dyEv + EyP/)
— Poytpary(EjgEPy)]

y finalmente la torca queda epresada por la ecuacion:
T = [Pepar * (Evq; + Eypj) — Pupar * (Ejq; * Expy)] 4.6

Con las ecuaciones anteriores (4.5 y 4.6) y el algoritmo de Verlet se
realiza la programacion de la simulacidn propuesta. El procedimiento
consiste en calcular las velocidades a partir de las posiciones, y de
igual forma se calcula la energia cinética del sistema. Para finalmente

calcular el parametro de orden, para asi, determinar el
comportamiento del sistema.
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Todo lo anterior se utiliza para la programacion de la simulacion
propuesta que junto con el algoritmo de Verlet, (con el cual se
calculan las velocidades a partir de las posiciones, y a simismo se
calcula la energia cinética del sistema) y con éstas se realiza el
calculo para obtener el parametro de orden para asi poder determinar
el comportamiento del sistema. En nuestro caso primero se realiza
una corrida del programa para observar el comportamiento sin campo
eléctrico externo, y se analiza para determinar si se encuentra en la
fase nematica, posteriormente se realiza otra corrida donde se le
aplica un campo eléctrico externo y se analiza su comportamiento.

La forma de la fuerza de interaccion en el sistema a tratar se
propone que sea de la siguiente:

F = [electrica __ m;yv; + F’gstoca'stica 4.7
donde

F¢° = onrad
con o = J2mykpT/ot

y donde el comportamiento azaroso queda determinado por

(<]

- - 1 1 SX—I‘I 2 —
F(x) o exp[—5-( Yelu = ¢

Considerando que Fe#<ea es la contribucion de la fuerza eléctrica ,
miyv; €S la contribucion debido a una fuerza del tipo disipativa y Few
es la fuerza azarosa debido a las colisiones azarosas de los
alrededores de las moléculas, Notese que F(x) es un proceso tipo
gaussiano, como ya se menciondé en el capitulo 1, con tiempos de
correlacion cortos.

Por otro lado, considerando el algoritmo de Verlet (3.1, 3.2 y 3.3)
pero hasta el término cuadratico (por las consideraciones expuestas
en el cap 3 ) en una primera aproximacion tenemos:

x(t +h) = x(t) + v(£) + -%—a(l)hz 4.8
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x(t — h) = x(2) — v(t)h + %—a(l)hz 4.9

x(t+h) = 2x(6) —x(¢ — h) + L_p2 4.10

mismas que utilizamos para obtener las velocidades, la energia
cinética y el tiempo de interaccion del sistema a partir de las
posiciones de cada una de las moléculas.

A continuacion definamos algunas unidades que se utilizan en
nuestra simulaciéon. Sea lpixel =10A, esta unidad se requiere para
definir el tamafio que ocupa una celda en la pantalla del monitor,
misma que se utiliza para saber el nimero de moléculas que se
dibujan en la pantalla. Por otro lado, las masa promedio de moléculas
tipicas de los cristales liquidos (nematicos termotrépicos)
termotropicos utilizados caen en el intervalo de [2.4,6]kamu. Para una
unidad densidad de p = 1gr/cm® se obtiene que p =6.024096x103;‘:—:i-‘;7 la
cual es la densidad tipica que consideramos en nuestro sistema. Esto
significa que existen en principio alrededor de 1 a 3 moléculas por
pixel cubico. Utilizando el algoritmo de Verlet ecuacion (4.10)
obtenemos el tiempo tipico propio del sistema z; que en nuestro caso
€s 7o = 2.68x10"15[s] y el tiempo real queda expresado como S =
st-x10%7,. Por otro lado considerando que el movimiento de las
particulas en nuestro sistema se parece a uno del tipo Browniano, se
propone una fuerza estocastica de la forma [Z2%T | donde m es la
masa de las moléculas a considerar, y es la fuerza viscosa, «z €s la
constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta y h es el tiempo
(el paso). Si consideramos que en un cristal liquido liotrépico ’real”,
por lo general es reportado que algunos sistemas se encuentran
diluidos en donde el solvente utilizado ocupa el 10% de la mezcla,
entonces, podremos estimar la densidad ’real’ del sistema. Sea N el
numero de dipolos; M, la masa unitaria del dipolo; V; el volimen del
sistema; pr la densidad total del sistema; M, la masa total de los
dipolos NM;, y finalmente M, es la masa total del fluido p;Vr. Esto es:
sea a = [0.1] porcentaje del solvente que se reporta aproximadamente
igual al 10%. Sea aM; = Mp = NM, por lo tanto M, = 2/ Juego
Virpr = NMo(1 + +) es decir que Vr = 2 (1 + L) se tiene que aclarar que
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esta relacion deja de funcionarsie =00 1.

Si N=10, My = 240[amu), pr = lgriecm* Y a = 0.1 en nuestras unidades
obtenemos que la densidad queda expresada como p; = 1gricm?
~6.0241x10-'[22«] por lo tanto Vr = 4.385x10%4-3 ; luego sea el tamafio
de la celda dado por L...L. = a4x10° debido a que deseamos trabajar en
el plano entonces normalizamos, esto es hacemos L. =4 por lo que
obtenemos finalmente que L.L,4 =4x105 , para obtener un lado de
nuestra celda calculamos la raiz cuadrada lo cual nos da que L =
300A y por ultimo la pantalla tipica en A en el monitor es de x
=12500A e y = 10240A Una vez concluido el calculo del tamario de
la celda que ocupa nuestra imagen en la pantalla del monitor se
prosigue con los calculos debido a las interacciones carga - carga,
carga - dipolo, dipolo - dipolo a simismo el resto de las interacciones
propuestas (ver ecuaciones de la 4.1 a la 4.6) Finalmente recordando
que myv es la fuerza disipativa y que la fuerza total de interaccién en
el sistema en términos generales queda expresada como:

Fr = qlzqzr+ ql£2r+p;g2
Fi2 ri2

— myv 4.11
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Capitulo 5

Como ejemplo de la aplicacion de la dinamica molecular en la
simulacidén de un cristal liquido, utilizamos la soluciéon nematica de
poly (n — hexil iso cyanate) (phic) que fue sometida a un campo
eléctrico externo, la cual fue estudiada experimentalmente por J -
Kuan Yang y Annete D. Shine. [“Electrology of nematic poly
(a-isocyanate) Solutions™, J - Kuan Yang y Annete D. Shine. Dpto. of
Chemical Engineering. Univ. Delaware, Newark, Delawere 19716.
1992. Edi. The Society of rheology]. Uno de los problemas mas
interesantes en los cristales liquidos, tanto para una descripcion
tedrica como para aplicaciones practicas, es el entendimiento del
comportamiento del director cercano a la superficie. La mayoria de
las pantallas de cristales liquidos consisten de una capa contenida

entre dos sustratos (superficies). Las superficies

imponen una

orientacion especifica del director del cristal liquido cercano a las
fronteras que probablemente tengan una influencia considerable en
las propiedades electro opticas del material. En particular nosotros
trabajamos en el caso de un cristal liquido nematico colocado entre
dos placas planas, las cuales inducen un anclaje de 459 al director
como podra ser visto en la figura 5.1
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Limitamos nuestra discusion a una deformacion plana, en la cual
se permite que las moléculas roten en planos paralelos (planos X Z)
perpendiculares a ambas paredes (planos xy).

Hemos supuesto un orden nemdtico perfecto inicial, lo cual
significa, que el director de las moléculas coincide con el director del
nematico n en cualquier parte de la muestra [39].

Analisis

Como ya se menciond, limitaremos nuestro analisis para el caso
particular en donde la condicion de anclaje es para cada superficie.
Escogemos un anclaje perpendicular al director con un angulo de 45°
grados para ambas paredes (que contienen a la solucion). El ejemplo
que aqui se presenta, corresponde a una fase nematica con anisotropia
dieléctrica positiva. (ver introduccion). Esta configuraciéon simula las
condiciones similares a los propuestos para materiales cristales
liquidos que podrian manipular eléctricamente la orientacion
molecular en la superficie. LLos resultados aqui mostrados han sido
obtenidos a través de la aplicacion de la DM, utilizando el algoritmo
de Verlet mostrados en el capitulo 3, buscando que la distribucién del
director estabilice al sistema. Lo primero que se detecta, es que al
realizar las “corridas™ en la supercomputadora CRAY y Berenice de
la UNAM, el programa con el método propuesto tiene fuertes
inestabilidades y de aqui que los tiempos de maquina se vieron
alargados. En la fig. 5.1 se muestra la distribucién para un campo
eléctrico externo cero. El anclaje para cada superficie esta indicado
por una linea diagonal para ambas superficies, tanto en parte superior
como inferior. Este estado es obtenido después de que el sistema ha

sido relajado, después de iniciarlo para un estado espacialmente
homogéneo.

33




Interaccion dipolo-dionlo
»
J
90° 20° 90~ 20°* 20"~ 9(\!‘ *0° 20° ¥
e ! 1
1 i )
o : Log
a Pl
H : ll i1
! !. P
H . i "
! i i
[ L P
! i Vg
i . i il
H L 1
{ 1 } b
1 I H
i i ik
i S i A
1 ; T
i } { :
H 1 H +
| i [N
1 1 1 '
l
[:T:24 0~ o 20~ s0° 20- so* 0" [ 1:04
.
Fig 5.2

En la figura 5.2 se muestra la vizualizacién de la distribucién del
director, como en la figura 5.1, pero ahora el campo eléctrico externo
es diferente de cero. El campo eléctrico siempre es tomado en la
direccién x. Esta figura se muestra como un ejemplo de coémo las
moléculas del cristal liquido nematico, se reorientarian en presencia
de un campo elécrico externo. La figura 5.3 muestra la orientacion

promedio del director como una funcién del campo eléctrico externo
aplicado.

Molécula PHIC
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Figura 5.3
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En esta figura 5.3 se muestra la direccion promedio del director para
cada celda, los angulos se muestran en radianes contra el campo
eléctrico aplicado en [v/m], por lo anterior se puede decir que estamos
observando la respuesta para diferentes campos elé€cricos externos
aplicados al sistema conformado por un conjunto de celdas (Zumer et
al), de aqui que podamos decir que existe un campo eléctrico critico.
Este valor estda determinado por el balance de torcas (ver
introduccion) para el cual el sistema de moléculas de cristales
liquidos se reorienta. Concentrando nuestra atencion en la evolucién
temporal de las fluctuaciones espaciales asociadas a la transicion
orientacional, que es inducida en las moléculas del cristal liquido
nematico, cuando el campo eléctrico externo pasa de un valor inicial
|Ei| < \Ecl, menor a un valor critico |£.| hasta otro final |£.| < |£4. Durante
este proceso, el sistema llega a ser inestable y las moléculas del cristal
liquido nematico tenderan a alinearse con el campo eléctrico externo
aplicado. En respuesta a un campo eléctrico externo aplicado, una
molécula tendera orientarse con su eje dipolar paralelo al campo. Si
éste eje estd mas o menos en la direccidon del eje mayor de la
molécula, entonces esa molécula se dice tener una anisotropia
dieléctrica positiva. A simismo, las moléculas con anisotropia
dieléctrica negativa, tendera a orientarse con su e€je mayor
perpendicular al campo eléctrico externo aplicado [19][41].

En lo particular, el campo eléctrico critico se puede escribir como
E: = /2kece. = donde e es la constante dieléctrica, k es la constante
elastica del nematico, y d la separacion entre las placas. [19], algunas
de las propiedades de la molécula PHIC son epe, = 6.19x10-° N/V2 | K =
10-2n, d = 4x10~* m.y E. = 4490 [vm] datos proporcionados por el
laboratorio de cristales liquidos del IFUNAM. Con esta informacion y
la proporcionada por la referencia [40], se procedié a realizar un
calculo tedrico que posteriormente comparamos con el simulado,
obteniendose: E: = 28534£:; donde E: es el campo eléctrico critico
simulado y £¢ es el campo eléctrico tedrico.
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Capitulo 6

Conclusiones

Desde el punto de vista de la interaccion que se utilizé creemos
que la forma propuesta, ecuacion 4.1 representa adecuadamente a las
moléculas de CL para que tiendan a alinearse de acuerdo a sus
directores. Posteriormente, al asociarles a cada molécula un dipolo
eléctrico, ya sea permanente o inducido, nos permitié hacer la
dinamica de la interaccidon con el campo eléctrico externo que
respondia adecuadamente para simular al CL en presencia del campo.

Otra conclusidn que nos parece interesante destacar es la
conveniencia de usar fuerzas dispativas y estocasticas, expuestas en
el capitulo 2, en el algoritmo de DM para alcanzar los estados de
equilibrio del sistema en cuestion.

Un analisis de las figuras 5.1 y 5.2, pero sobre todo de la figura
5.3, nos muestran las variaciones del director en funciéon de dicho
campo externo, de las mismas figuras se puede observar que existe un
campo eléctrico critico a la cual el sistema tiene una “mejor”
respuesta, esto es, que responde al campo eléctrico aplicado y de que
su orientacion tiende a orientarse con el mismo. El campo eléctrico
critico obtenido, hay que insistir, es cualitativo pues al no tener un
control absoluto de las unidades cualquier comparacion con
experimentos es sumamente dificil. La interaccién fundamental que
utilizamos, ecuacién 4.1, de la referencia [40] no tiene definidas
completamente sus unidades, razén por la cual no se logrd tener un
control absoluto de la simulacién a pesar del gran esfuerzo que se
hizo. :

Dentro de las conclusiones generales tenemos que la simulacién en
computadoras de los cristales liquidos ha demostrado ser una
herramienta util para visualizar el cambio en la orientacion de las
moléculas en un cristal liquido nematico, en lo particular para la
molécula PHIC, sobre todo cuando se carece de un laboratorio en
donde poder experimentar. Dado el caracter general de la simulacion,
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no solamente se puede simular el comportamiento de un cristal
liquido sino que también se puede en un momento dado predecir el
comportamiento bajo una serie de condiciones de interés tanto
tedricas como experimentales y que pueden tener una aplicacion
directa en procesos industriales mediante el estudio de ciertas
propiedades fisicas, tales como la aplicacion de campos eléctricos

externos y la respuesta que este tipo de sistemas tienen a los cambios
del mismo.
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Apendice A

Modelo dipolar

Cuando se forma un enlace entre dos atomos que difieren en
electronegatividad, hay una acumulacion de carga negativa en el
atomo mas electronegativo, lo que deja una carga positiva en el
menos electronegativo. Esto constituye entonces un dipolo eléctrico
que, por definicién, es una carga negativa y positiva iguales +Q,
separados por una distancia r. Un dipolo, como el que se muestra en
la figura (3.1) se caracteriza, por su momento dipolar ;. , un vector
que tiene la magnitud Qr y la direccion de la linea que une la carga
negativa a la positiva. Un dipolo construido por cargas + - e (4.80

x10-1© ues) 6 4.80x10-'* ues.cm. La unidad 10'® ues.cm. se llama
debye(D).

Figura 3.1

Polarizacion de dieléctricos

Para examinar la determinacion de momentos dipolares tenemos
que revisar algunos aspectos de la teoria de dieléctricos. Imaginemos
un condensador de placas paralelas, con vacio en la region entre ellas
y supongamos que la carga por unidad de area es +o en una placay -o
en la otra. El campo eléctrico dentro del condensador es asi normal a
las placas y tiene la magnitud E, = -e5'c. La capacidad es:
Co = $ = 7%~ = <s-.en donde A es el area de las placas, d la distancia
que las separa y Ao la diferencia de potencial entre ellas y
€0 = s-—x10"°F.m '.Imaginemos que el espacio entre las placas se llena
con alguna sustancia de conductividad eléctrica despreciable. Bajo la
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influencia de pequefios campos, los electrones se mueven con libertad
por los conductores, mientras en aislantes o dieléctricos, estos campos
desplazan los electrones so6lo ligeramente de sus posiciones de
equilibrio. Un campo eléctrico que actia sobre un dieléctrico,
produce asi, una separacion de cargas positivas y negativas. Se dice

que el campo polariza al dieléctrico. Esta polarizacion se muestra en
la figura 3.2
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Figura 3.2

La polarizaciéon puede ocurrir de dos maneras; por el efecto de
conducciéon y por el efecto de orientacion. Un campo eléctrico
siempre induce dipolos en moléculas, ya contenga o no dipolos para
empezar. Si el dieléctrico contiene moléculas que son dipolos
permanentes, el campo tiende también a alinear estos dipolos en su
propia direccién. Los movimientos térmicos al azar de las moléculas
se oponen a esta accion de orientacion. Nuestro mayor interés esta en
los dipolos permanentes, pero antes de estudiarlos han de distinguirse
claramente los efectos debidos a dipolos inducidos. Cuando se
introduce un dieléctrico entre las placas de un condensador, la
capacidad aumenta en un factor ¢, llamada constante dieléctrica. Asi
si ¢, es la capacidad con el vacio, la capacidad con un dieléctrico es
C = €Co. Como no cambian las cargas en las placas del condensador, el
campo normal a las placas se reduce en el factor ¢, de modo que
E = Eoe. La causa de que el campo se reduzca se ve claramente por el
cuadro del dielectrico polarizado, todos los dipolos inducidos se
alinean de modo que se produce un momento dipolar total que baja la
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fuerza del campo. Examinando la figura 3.2(b), un cubo unidad de
dieléctrico entre las placas del condensador y definimos una cantidad
vectorial P llamada “polarizacién dieléctrica” que es el momento
dipolar por unidad de volumen. Asi, el efecto de la polarizacion es
equivalente al que se produciria por una carga por unidad de
superficie de +P en una cara y -P en la otra cara del cubo. El campo
en el dieléctrico esta ahora determinado por la densidad de carga neta
en las placas, de modo que:
€oE = (6 - P) 3.2

Se ha definido un nuevo vector, llamado desplazamiento eléctrico
D, el cual sélo depende de la carga o, conforme a D= ¢ . por (ec.
anterior)

- P D _
D = E+ &5 y =€ 33
Se deduce que:
€e—-1=2L 3.4
€k

enel vacio,endonde e =1 y P=0.D =E.
Polarizacion Inducida.

La polarizacién es la suma de dos términos P=P,+ P, . La
polarizacion inducida o de distorsion es P, producida por la
separacidon de cargas positivas y negativas, debido a la accion del
campo eléctrico sobre el dieléctrico. La polarizacién de orientacidon es
P, y se debe a los alineamientos preferenciales de los dipolos
permanentes en la direccién del campo eléctrico. Para calcular P,
tenemos que considerar la magnitud del momento dipolar = inducido
en una molécula por el campo que actia sobre ella. Podemos suponer
que este momento inducido es proporcional a la fuerza del campo
local F y esta en la misma direcciéon del campo, de modo que:

m= aF 3.5

El factor de proporcionalidad « se llama polarizibilidad. Es el
momento inducido por unidad de fuerza del campo. Obsérvese que -&
tiene las dimensiones de volumen, pues -2 = ¢,r*. La polarizibilidad

(orz

de un atomo de hidrégeno es 4.5a060,[ ] que esta muy cerca de la
correspondiente a una esfera de radio igual al de la 6rbita de Bohr,
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(4/5)raceo = 4.19a,¢,. La polarizibilidad de unién es una buena medida

de su volumen. En el caso de un gas a baja presion, las moléculas

estan tan separadas unas de otras que no ejercen fuerzas eléctricas

apreciables entre ellas. En este caso, el campo que polariza una

molécula [m= «e£] es simplemente el campo externo E.
F = E(gas a baja presion)

Si M es la masa molar, L el nimero de Avogadro y p la densidad, el

nimero de moléculas en unidad de volumen es Lp/m. Por ello, la
polarizacion de distorsion sera:

Observacion: en el caso general, en que la direccion del momento
inducido no es la misma que la del campo, escribiremos m=aF, donde
e es un tensor y por (3.4) la constante dieléctrica del gas diluido es:
LLp
oM 3.6
Asi, podemos calcular inmediatamente la polarizacidn inducida en
un gas. Si el dieléctrico no es un gas diluido, tenemos que tener en
cuenta la influencia de las moléculas circundantes, para calcular el
campo que actia para polarizar una molécula dada. Este dificil
problema no ha sido resuelto todavia por completo, pero se han
obtenido formulas aproximadas para varios casos especiales. Para
gases a alta presién, liquidos no polares y soluciones diluidas de

solutos polares en disolventes no polares, el valor efectivo de F suele
tomarse como:

e =1+

F=E+ L 3.7
360
Se deduce que m = a[E + (P/3€0)], Y en vez de (3.6), obtenemos:
e—1 M La

e+2P—3£o=P'" 3.8

La cantidad P,, se llama también polarizibilidad molar. Hasta aqui,
sélo incluye la contribucién de dipolos inducidos y ha de agregarse un
término debido a dipolos permanentes para obtener la polarizibilidad

molar total. La ecuacion (3.8) fue deducida primero por Q.F. Massoti
en 1850.
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Determinaciéon del Momento Dipolar

Cuando se coloca una molécula en un campo eléctrico, siempre
habra un momento dipolar inducido. Esto es producido casi
instantaneamente en la direccioén del campo. Es independiente de la
temperatura, pues si se perturba la posicion de la molécula por
colisiéon térmica, el dipolo es inducido de nuevo inmediatamente en la
direccion del campo. La contribucion a la polarizacion, producida por
los dipolos permanentes es sin embargo, menor a altas temperaturas,
porque las colisiones térmicas al azar de las moléculas se oponen a la
tendencia de sus dipolos a alinearse en el campo eléctrico. Es
necesario asi calcular la componente media de un dipolo permanente
en la direccion del campo en funcién de la temperatura. Imaginemos
un dipolo con orientacién al azar. Si no hay campo, todos las
orientaciones son igualmente probables. Este medio puede expresarse
diciendo que el namero de momentos dipolares dirigidos dentro de un
angulo sélido do es simplemente 4de, en donde 4 es una constante que
depende del nimero de moléculas bajo observacidén. Si un momento
dipolar u esta orientado en angulo ¢ en un campo de fuerza ~ su
energia potencial es U = —uFcosg. Conforme a la ecuacion de Boltzman

el nimero de moléculas orientadas dentro del angulo sélido dw es,
entonces:

Aexp —'I%L—T-.I-dw = Aexp —’—JEI—{‘E%Sﬁdw

El valor medio del momento dipolar en la direccion del campo, este
se puede escribir:

j'A exp(uF cos6/KT)ucos0dw
_[A exp(uFcos@/KT)dw

en donde las integrales se toman por todas las orientaciones posibles.
Para evaluar esta expresion sea uF/KT = x, COSO = y; entonces
do = 2nsenfd8 = 2rdy. Asi

1 I+] e"’yydy

m=

m _
o
dado que
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1 -
A |7 evydy = €252

y
[T ey = eipe  eTaem
resulta
% - .gj_’::_%_ —71(— = cothx — % = I(x).

donde 1(x) se llama funcién Langevin, en honor de este tratamiento

[16]. En la mayoria de los casos. x=4£ es una pequeifia fraccion, de

modo que al desarrollar 1(x) en una serie de potencias, sélo hay que

conservar el primer término, con lo que queda I(x) =%, o
5 .

n= H__

m= — KTF 3.9

La polarizibilidad de orientacion debida a dipolos permanentes se

afiade ahora a la polarizibilidad inducida. En vez de (3.9), la
polarizibilidad molar total es :

L p?
cr2p —Pm = 355@+ 357) 3.10

esta ecuacion se debe a P.Debye [Moore, Quimica Fisica Tomo2.
Urmo,S.A. Ediciones 1972. pp 802,808-11,892 ][Reitz Milford.
Foundations of electromagnetic theory. segunda. edicion].

Momentos dipolares y estructura atémica

Los momentos dipolares aportan dos clases de informacién acerca
de la estructura molecular:

1) El grado en que un enlace esta polarizado permanentemente.

2) Una visién de la geometria de la molécula, especialmente de los
angulos entre los enlaces.

Tan sOlo se mencionara una aplicaciOn representativa al respecto.
El diéxido de carbona no tiene momento dipolar en su estado
fundamental, a pesar de la diferencia de elctronegatividad entre el
carbono y oxigeno. Se puede concluir que la molécula es lineal,
O-C-90; los dos momentos del enlace C-O, que han de existir debido a
la diferencia de electronegatividad de los atomos, se anulan
exactamente el uno al otro por su suma vectorial.
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En cambio , el agua tiene un momento de 1.85 D y ha de tener
estructura triangular. Se ha calculado que cada enlace O-H tiene un
momento de 1.60 D y por ello, el angulo de enlace es alrededor de
105°. [Moore, Quimica Fisica Tomo2. Urmo,S.A. Ediciones 1972. pp
802,808-11,892]
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Fase Colestérica. _ R T
Las fases de cristal liquido Colestéricas son similares -a la
nematica, sin embargo, existe un giro acumulativo en el director entre

las moléculas. El término colestérico es utilizado debido a que la

mayoria de los materiales que muestran esta fase, son parientes
cercanos del colesterol.

pitch —_—

.’/’ ﬁ

Figura 2.4
El giro acumulativo del director es mostrada en la figura 2.4,

donde las flechas representan al director a diferentes tiempos y la
linea punteada representa la trayectoria que el director ha viajado a
través. Este efecto es causado por las fuerzas intermoleculares que
alinean a cada molécula a un ligero angulo. Conforme este angulo se
construye, el director rota ligeramente y forma una estructura
helicoidal. Una propiedad importante de los cristales liquidos
colestéricos es su “giro”. El “giro” se define como la distancia que le
toma al director para rotar una vuelta completa en la hélice.
Generalmente, el “giro” es mucho mas grande que la longitud
molecular. Un aspecto tnico de la fase Colestérica, es la dependencia
de la temperatura del “giro”. Conforme se incrementa la temperatura,
asi también lo hace la longltud de la hélice.

Fase Columnar _

Los cristales liquidos columnares son diferentes del tipo previo
discutido, debido a que su forma son como discos en lugar de
“varillas largas”. Esta mesofase se caracteriza por columnas apiladas
de moléculas. Las columnas son empacadas juntas para formar un
arreglo cristalino de dos dimensiones. El arreglo de las moléculas en
las columnas y el arreglo de las columnas por si mismas perm1ten
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nuevas mesofases [Birenda Bahadur, Vol 1. Liquid- Crystals .
Applications and Uses. Editado por Birenda Bahadur, World
Scientific. (1990); S.Chandrasekhar, Liquid Crystals, Cambridge
University Press. (1980); Peter J. Collings, Liquid Crystal Natures
Delicate Phase of Matter. Princeton Unv. Press. 1990], ver figura 2.5.

T T

S

Iy

Figura 2.5

Propiedades Quimicas de los Cristales Liquidos.

Los cristales liquidos pueden ser clasificados en dos categorias
principales: (a) Termotrépico y (b) Liotropicos. Estos dos tipos de
cristales liquidos son distinguidos por el mecanismo que controla su
propia organizacion, pero son similares de muchas formas. Las
transiciones Termotropicas ocurren en la mayoria de los cristales
liquidos, y estas son definidas por el hecho de que las transiciones en
el estado cristal liquido son inducidas térmicamente. Esto es, que uno
puede llegar al estado de cristal liquido incrementado la temperatura
de un sélido y/o bajando la temperatura de un liquido. En contraste
con las mesofases termotropicas, las transiciones de los cristales
liquidos liotropicos ocurren por la influencia de solventes y no por un
cambio en la temperatura. Las mesofases liotropicas ocurren como un
resultado de los agentes solventes agregados inducidos en la
estructura. Un gran nmimero de componentes quimicos conocidos
exhiben una o varias fases de cristal liquido. A pesar de las
diferencias significativas en las composiciones quimicas, estas
moléculas tienen algunas propiedades quimicas y fisicas comunes
[Birenda Bahadur, Vol 1. Liquid Crystals. Applications and Uses.
Editado por Birenda Bahadur, World Scientific. (1990);
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S.Chandrasekhar, Liquid Crystals, Cambridge University Press.
(1980); Peter J. Collings, Liquid Crystal Natures Delicate Phase of
Matter. Princeton Unv. Press. 1990;
http://lig-xtal.cwru.edu/lcdemo.htm].

Orden de corto alcance antiferroeléctrico

La vasta mayoria de nematdogenos son compuestos polares pero la
ausencia de ferrolectricidad en la fase nematica muestra que existe
una probabilidad igual de dipolos apuntando en cualquier direccion.
Debido a esto, generalmente suponemos que la contribucion polar
permanente al orden orientacional es despreciablemente pequefia. Sin
embargo, un calculo muestra que la interaccion entre los dipolos
vecinos es nada trivial comparado con las fuerzas de dispersion,
particularmente en materiales fuertemente polares. Tomemos un
modelo, en el cual se considera la influencia de los dipolos
permanentes y que es al mismo tiempo consistente con el caracter no
polar del medio. Supongamos que las moléculas son cilindricamente
simétricas por lo que el momento dipolar esta a lo largo del eje mayor
de la molécula, ahora si un dipolo es colocado en O como se muestra
en la figura 2.7 (I) y (II) representan situaciones de energia minima
para un dipolo vecino uno a lo largo y otro a lado respectivamente.

@ .
« 0 -

Figura 2.7
Evidentemente, por virtud de la forma anisotréopica de la
molécula, la situacion I serd mas importante, por ejemplo, si existe
una mayor tendencia para con sus vecinos mas cercanos suponiendo
una orientacion antiparalela. Sin embargo, la ausencia de un orden
traslacional de largo alcance en los fluidos nematicos excluye la
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posibilidad de ordenes de largo alcance de antiferroeléctricos.
[S.Chandrasekhar, Liquid Crystals, Cambridge University Press, Cap
2, Pp 81, 97, 1980]
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Apendice C

La Ecuacion de Difusién en Una Dimensién

La ecuacion de difusion describe las propiedades macroscoOpicas
de una solucidon, especificamente que la concentracion de la misma
cambia con el tiempo en proporcion a la segunda derivada del
gradiente de la concentracion. Esto es, en alguna forma intuitiva: se
espera que las particulas se muevan de las areas de alta
concentracion, a las areas de baja concentracidn , es un proceso que
actia con el tiempo, para suavizar las irregularidades iniciales en la
concentracion.

de, é%c

ot e Ecuacién de Difusién en una Dimensién (5.4)
D = constante de Difusidén de la molécula
cx = concentracion (en la direccidon x)
Para ilustrar, considere un solvente en un volumen dénde, en t=0,
todo el soluto esta en el plano x=0. (por ejemplo un cubo con soluto

de moléculas en el fondo , en el cual el soluto es puro a t=0, ver
Fig.5.1.)

AN
7

Gradiente de Concentracon

— X =0
Posic 16N Ink ol de
Las pawt culas

Fig.5.1

La solucién general para una ecuacion diferencial parcial de
Segundo orden del tipo anterior es:
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Rz Solucion para la ecuacidon de difusion en una
dimension (5.5) e

cx = concentracion (en la direccion x)

D = Constante de Difusidén de la Molécula

k = una constante _ :

Especificando las condiciones del limite nos permite que
determinemos k. Si el nimero total de particulas del soluto es N,
entonces las k pueden ser encontradas integrando la expresion
anterior para la concentracion (en la direccidn x) sobre todas ” las x>
para un t conveniente (esto es aceptable, donde el numero . de
particulas del soluto es constante sobre toda la t ). Tomando entonces
at= 1/D, se obtiene la siguiente expresion:

cy = ket

-x /4 D¢

Gradiente de concentraciéon at = 1/D (5.6)

Integrando esta funcidén de la concentracion de x = 0 a x = infinito
obtenemos:

N

"% Solucién para la constante de la ecuacién de Difusion. (5 .7)
Asi, dadas las condiciones de frontera que todas las particulas N a
t = 0 empiezan en X = 0, la ecuacion de difusion unidimensional da el

gradiente de la concentracidn resultante para cualquier tiempo
positivo t como: :

N

7 Jewoh 1-D Solucién del Gradiente de Concentracién (5.8)
Una Solucion Tridimensional

La forma general de esta ecuacidon puede mantenerse, pero ahora
considerandola en tres dimensiones, postulando una area de seccion
transversal A. Esto da al cubo _un-radio especifico, y permite
encontrar la concentracién volumétrica® snmplemente dividiendo lo
anterior por el area. Se asume que la concentracion es constante para
cualquier x dado, variando Unicamente en la direccion de x. Esto da
la forma final de la funcidén de concentracion como:

e—x /4 e

c = e-—x fADr

Gradiente de Concentracién lineal 3-D (5.9)
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cx = “real” 3-D concentracién en la direccién x

N = numero total de particulas.

A = seccion transversal del contenedor.

D = constante de Difusion.

El Desplazamiento promedio de una Molécula

Se necesita tener cuidado cuando se considere el movimiento de
una particula que se esta difundiendo, debido a que sigue una
trayectoria aleatoria. .o que es de interés primario es la distancia
promedio que viajé durante un periodo de tiempo t, 7 el
desplazamiento promedio.’

Fig.5.2

Esto es diferente de la distancia real cubierta por la particula.
Ademas, la velocidad instantanea de la particula pudiera ser aun
mayor que la que aparenta debido al * desplazamiento promedio’,
causada por las colisiones entre las moleculas . El hecho anterior se
debe a la naturaleza fractal del movimiento Browniano dénde la
particula se mueve por encima de una distancia mayor que la que uno
se pudiera imaginar por mera observacion, desde su punto de salida y
hasta su punto final durante un periodo de tiempo, debido a que
colisiona continuamente, las mismas retroceden y/o giran alrededor
azarosamente. (Fig. 5.2).

La distancia promedio viajada por una particula del soluto puede
ser encontrada desarrollando el resultado anterior. En t=0, todas las
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particulas estan en el x = 0. En cualquier momento posterior, ellas se
encuentran distribuidas dentro del rango entero de 0 a x. De aqui-que
la distancia promedio viajada por todas las particulas en t=0 a algan
nuevo t=T de tiempo, simplemente es la suma ponderada del
gradiente de la concentraciéon.  Considerado la direccion x

Unicamente, y usando el gradiente de la concentracién
unidimensional:

N
De)

e-x 4 De

C, =

A

(Ecuacion 5.8 repetida)
si cx x X/N, se integra para encontrar la suma ponderada esto
produce la distancia promedio viajada por todas las particulas, y de la

distancia promedio viajada dada cualquler particula( dado t=0 para
una nueva T). Esto da:

xe™* B g

distancia pg‘oﬁﬁédio viajada en 1D (5.10)

i

La distancia promedio cuadrada
De una manera similar, la distancia promedio cuadrada viajada en

una-dimension puede ser encontrada integrando x2cx /N . Esto es qtil,
debido a que puede

generalizarse al caso donde las particulas se estan difundiendo en
ambas direcciones del origen.

{x?)= f:xzc,cbc

Distancia promedio al cuadrado en 1D
(5.11)

Este resultado simple realmente es nada sorprendente: el hecho
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real podria leerse directamente de la funcion de concentracion
anterior,luego sustituimos a t2=x2/2-Dt y comparamos ‘el resultado

!r-,‘;)‘

s@®=
con la forma estandar de la curva normal,: Ve

Una solucién real tridimensional

Gradiente de
C) Concentracidn

Radial

U A0 0
——({POSK BN N0
de Las part xuls

Fig. 5.3

~:+ La ecuaciéon 5.11 da una solucidn, pero s6lo para el movimiento en
»'una coordenada. Para encontrar la férmula general para el

movimiento en tres dimensiones, el gradiente de la concentracion
. dada por una fuente puntual inicial (digamos una pelotilla de soluto
‘dejada caer en un cubo) puede ser considerada. (Fig.5.3).

A t = 0, todas las particulas de N estan en el origen (en x = 0,y =

0,z = 0). Después de este tiempo, las particulas se distribuyen alo
largo del espacio entero. Como antes de, la solu¢ién a la ecuacioén de
- difusion dada las condiciones de frontera se reqiféte.

'~ La ecuacién de difusién en tres dimensiones es:

= DV3c= D; o

-3+

~ 2 -2
rc x < f‘C' e l

r;\-' ="

Ecuacion de Difusion en 3-D (5.12)
Sin embargo dado la geometria de la situacion, sera bueno darla
en coordenadas polares esféricas, que dan a la ecuamén una
aparnenc1a mas compleja:
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A D(L(ad), 1 ()
A AV ol sin?0 54% 0 sing pZ7)
en 3D (5.13)

Sin embargo, debido a que se espera que nuestra concentracion
tenga la simetria esférica, s6lo la distancia del origen 1mportara, no el
angulo, por lo que esto puede simplificarse a:

Ecuacién de Difusion bbiar

Ecuacién de Difusion polar en 3-D con simetria
radial (5.14)

La solucidn general a esta ecuacion de difusion esférica es:

L
T D3

radial en 3-D (5.15)

k = una constante

D = constante de difusiéon

r = distancia radial desde el origen

t = tiempo

Para encontrar la forma exacta de la ecuacién, para una
concentracion de N particulas, el procedimiento sugerido puede
repetirse. Tomando una t = 1/D, el gradiente de la concentracion se

obtiene de una forma simplificada <= k" * Integrando esto por todo el
volumen, la k se encuentra como:
k=t . .
8z Solucidn para la constante 7k’ para la ecuacién (5.15)
Esto da la forma final para la funcién de la concentracién
tridimensional para las condiciones del limite ent = 0, y x = O para
todas las particulas de N,:
N
" (42D

en 3-D (5.16)
La distancia cuadrada promedio de una concentracion esférica .
Ahora que la funcién de la concentracion para una concentraciéon
esférica estd definida, la distancia cuadrada promedio puede

Lo

Ecuacién de Solucion general de difusion polar

e ~oADr

Funcion de Concentracion de simetria radial
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encontrarse como anteriormente, integrando x2c/N en todo el
volumen.

(r2) = 7 c(*smg)drdgdo
N/
- |\'4 Dr'm“
= 6.D1

AY

Ry '401'5,2
joant

End /

IJ|'J|

Distancia Cuadrada
promedio para la Concentracion Radial (5.17)

Esto se esperaba, debido a que es tres veces la distancia cuadrada
promedio obtenida anteriormente para el caso lineal. De la raiz el
valor del cuadrado promedio, o desviacion estandar, del movimiento
en 3-D. En este caso la raiz cuadrada es tres veces la desviacion
estandar que en el caso lineal, que es lo que se encontraria por la
simple suma de vectores.

La exactitud de la aproximacién Gaussiana

Todas estas formulas se basan en la formula Gaussiana que es una
aproximacion adecuada a la naturaleza del movimiento molecular
(real) azaroso. Para que la aproximacion sea valida, los tiempos y las
distancias entre las colisiones de la particula del soluto con las
particulas del solvente deben ser substancialmente menores que los
tiempos y las distancias que se usan en nuestra simulacion para la
aproximacion.

La ecuacidon de Einstein-Smoluchowski proporciona una forma
para checar que éste sea el caso:

/.
DX
2 Ecuacion de Einstein - Smoluchowski
lamda = la longitud del promedio de los brincos entre las
colisiones

tau = La diferencia del tiempo promedio entre las colisiones

Es razonable suponer que la distancia promedio entre las
colisiones estara en el orden del tamafio de una molécula de agua
(digamos, alrededor de 250pm). En este caso, para una proteina muy
pequefia con una constante de difusion D = 1 x 10-10, el valor sera de
312ps.
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De aqui, segun el tiempo que le tome a la simulaciéon realizar los
calculos estos deberan estar en el orden de los mili - o micro -
segundos, es razonable esperar que la particula sufrirda miles o
millones de colisiones con las particulas del solvente para cada paso
de la simulacidn, de aqui que la aproximacion Gaussiana sea valida.

Resumen del Movimiento de la Particula y su Difusién

Si la constante de difusion es conocida para un soluto en un
solvente dado, el perfil de la concentracion inicial de ese soluto, y las
condiciones de frontera del vaso(para este caso) que contiene al
soluto, la funcidén gradiente de concentracion puede ser encontrada
durante todo el tiempo que usa la ecuacidén de difusion.

Similarmente, mientras consideremos una sola particula, una
distribucion de probabilidad para las posibles posiciones en la
particula en el futuro pueden determinarse de la misma informacion.
Mientras la particula se mueva en un movimiento Browniano ( o °’
trayectoria aleatoria’ ) , a un tiempo t ,en el futuro la probabilidad de
la particula de ser encontrada en un punto dado, es dada por una
funciéon de probabilidad Gaussiana, con una variancia de 2-Dt en
cada uno de las coordenadas x, y, z , al menos que esto sea
modificado por las condiciones de frontera.

Esto da la desviacion estandar para el movimiento de una molécula
(la raiz cuadrada promedio del cambio esperado en la posicion por un
lapso de tiempo t’ como se muestra , en coordenadas polares,:

v = \4'(»!_)1

Cambio radial en la posicion RMS (5.18)

- El angulo real del origen es completamente al azar.

Expresando estos resultados de una manera diferente, la
desviacidn estandar en coordenadas lineales puede escribirse como:

a. 7. [ N2

RMS (5.19)

El modelado de toda esta actividad no se requiere en el equipo
actual , y es en cualquier caso innecesario. El resultado de numero tan
grande de interacciones de una particula grande con muchas
particulas solventes es bien conocido, y es el famoso ’ paseo
aleatorio’ el movimiento Browniano.

Desplazamiento de la ecuacidn de difusion
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El Movimiento de la particula:
La simulacion :

El movimiento Browniano de las particulas individuales causan
que el medio de liquidos mixtos se distribuya . Usando la constante de
difusién D, el cambio en la posicion de una particula después de un
tiempo t, se encuentra distribuido probabilisticamente a través de una
curva normal, con la desviacion estandar,:

Cambio en coordenadas Cartesianas RMS (Ec. 5.19)

Esto permite una caracterizacion completa del movimiento
Browniano. También permite el modelado en un primer aspecto del
medio de una particula: donde se movera después en un solo paso de
tiempo. (time sep)

Cuando el programa simula el movimiento de un objeto, en este
caso una molécula, usa una funcién Gaussiana, para cada uno de las
direcciones x, y, z , con las desviaciones estandar definidas
anteriormente, para determinar donde el objeto aparecera después del
préoximo paso de tiempo.

La rotacion

Otro aspecto del movimiento por considerar es el movimiento
rotacional. Para particulas pequeiias que se mueven a distancias
grandes comparado con su tamaifio, puede suponerse que su ultima
orientacion es esencialmente al azar. Ellas habran estado envueltas en
tantas colisiones, que ellas pueden quedar en cualquier posible
direccion después de un paso de tiempo.

Para moléculas grandes la situacién no es tan simple. Estas no
rotan tan azarosamente en el transcurso de un microsegundo.

La simulacion se ocupa de este problema calculando el momento
del inercia para todos los objetos, ajustando el momento de inercia de
una manera paulatina incrementandolo, debido a que los objetos se
unen y se despegan. Si el momento de inercia es suficientemente
grande, calcula una orientaciéon no-azarosa, basandose en una
heuristica que aproxima a los modelos una fuerza rotatoria, que
experimentan los objetos. El movimiento rotacional no esta
caracterizado completamente en esta simulacion.
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La Aproximacién Rotacional

La aproximacion utilizada para el movimiento rotacional - qué se
presenta sin la prueba experimental, pero que es un heuristico util.
para la simulacién - es que el comportamiento rotatacional del ebjeto
es enérgicamente similar al Movimiento Browniano traslacional del
mismo (ver Fig. 5.4).

Esto no representa necesariamente un reflejo del hecho fisico, pero
si es una aproximacion util. Se propone la analogia con el
comportamiento de las moléculas pequefias que se tienen dentro del
marco de la mecanica cuantica. donde el principio de equiparticion
nos dice que para una temperatura suficientemente alta, esto es una
’temperatura rotacional critica” los modos lineales y rotacionales de
una molécula compartiran cantidades iguales de energia de la
molécula. De donde, a escala de la simulacién, la cuantizacion de
estos modos es tan fina como para formar un continuo virtual, La
suposicion es hecha en base a que las energias rotacional y
traslacional de las moléculas simuladas estan
distribuidas.

Usando esta suposicion de que la distribucion de la energia
rotacional de las moléculas es igual a la energia translacional de las
mismas, una suposicién que va mas alla, es el hecho de que puede
extenderse la naturaleza del movimiento Browniano traslacional al
movimiento rotatorio de las moléculas como se ilustra en la figura
5.4. Esto implica que el movimiento rotacional de la molécula, en
lugar de de tener una rotacién continua con un ligero cambio en el
momentum angular, es en cambio una serie de cambios aleatorios en

la direccidn angular, causada por los impactos irregulares del gran
namero de las moléculas del solvente.

idénticamente

60




Movimiento Browniano

Trastacionat /7 - _:§3~
N 4
[N
'.\ .
4 Movimiento
\ Browniano *
\
1

Rotacional”.

Fig. 5.4 Movimiento Browninano Traslacional y "Rotacional”.

Para modelar esto, el cuadrado de la desviacion estandar lineal
para una direccion dada (recordar que la ecuacion 5.19 establece que
esta es igual en las direcciones x, y y z) se multiplica por la masa de
la molécula, y el resultado se iguala a los tiempos de la desviacién
estandar angulares de los momentos principales apropiados de
inercia.

Mo? =1

2
xxx()oa'

. 2
1, =0,

=7 xﬂi

& Aproximacion rotacional. (5.26)
donde

M = la masa de la molécula

c = la desviacion estandar lineal en cada direccion X,y y z
Icc = los ttres momentos principales de inercia.

= la desviaci6én angular estandar, alrededor de los tres momentos
de inercia principales.

La aproximacion anterior se deriva de las consideraciones clasicas;

si el objeto estuviera moviéndose con una velocidad lineal constante v
y a una velocidad angular, su energia de traslacion seria:

1o Loancrs Lanas Lann

sz = 2Mv,+ 2Mv,+ ZMV,

Energia de traslacion: ecuacion (5.27)
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1 1 1 1
. , .. —Ieo’= I 0+l 02 +—I o}
Mientras que su energia de rotacién es: 2 2 272
| llw’—-—lw+ Ia)+llm
2 ‘ 2 2wy
ecuacion (5.28)

Subsecuentemente en la simulacion el desplazamlento lineal por
unidad de tiempo (correspondiendo conceptualmente al término de v
anterior), es normalmente distribuido con la desviacién estandar c, la
desviaciéon estandar del desplazamiento angular ¢, se trata
semejantemente como corresponde. Usando la > Aproximacion
Rotacional > la ecuacién (5.26) las tres desviaciones estandar del
desplazamiento angular se encuentran como:

M .
i

T, . I =
L

=

A
S V1= Desviacion  estandar  Angular.
(5.29) '

Utilizando estos resultados de la aproximacion en el medio
esperado: las moléculas alargadas y delgadas ”rodaran ” facilmente
alrededor de su eje mayor, pero no giraran alrededor de sus ejes
menores, mientras los moléculas esféricas se moveran con la misma
facilidad o dificultad en las diferentes direcciones angulares. Debido
a la aproximacion rotacional browniana heuristica, las moléculas no
giraran facilmente con una velocidad angular fija, sino adoptara
nuevas posiciones angulares que varian de sus posiciones antiguas a
una magnitud mayor o menor que depende de su inercia rotacional.

Aunque este criterio es suficiente para el propdsito de esta tesis,
hay que recordar de nuevo, que ésta es una aproximacién heuristica
simple, y no debe tomarse como una simulacion exacta del
movimiento rotacional de las moléculas en un solvente.
[http://pegacat.com.au/phd/nanosimulator/nanosimulator.html]
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Apéndice D
A continuacion se presenta el programa que se utilizé para la realizacion
de la simulacion
/*
/* Esta es una version del programa de dipolos en ¢ */
/* La integracin numrica es con el algoritmo de Verlet */
/*
#include <math.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include ”nr.h”
#include ”gasdev.c”
#include ”ranl.c”
#define No 1001
#define pi 3.14159
int m,Np,c[No],sem,dt,Nchog[No],choque[No][10];
float x[No],y[No],ta[No],Masa[No],Inercia[No],radio[No];
float q[No].p[No],px[No],py[No]; float X1[No],Y1[No],tal[No];
float x2[No],y2[No],ta2[No];
float x3[Nol],y3[No],ta3[Nol];
float xi[No],yi[No],tai[No];
float vx[No],vy[No].w[No],xxx;
unsigned long t;
int t1,t2,Tf,gid,xv1,yv1,xv2,yv2,boxx,boxy,Npx,Npy,x0,y0,xc,yc;
float h,h2,ma,Ect,Ecr,Epi,densidad,Vc,Temp,tap,pd,Ecf;
float
K,Fx,Fy,torca,Exe ,Eye,l.LLx,Ly,alfa,gama,gamar,Ltx,Lty, L. tz.Ex1,Ey1;
float qi,qj,xij,yij.rij,rij2,nijpi,nijpj,Wqiqj, Wqipj, Wpiqj, Wpipj;
float rnl,m2 Kb=(5.97E-6).fu, R, fac,xr,yr; char
s[1],ss[1],ID[12],s1;
short ver; int sem=(-13),0p; FILE *fp;
unsigned short raster[] = {0xf800, 0x8800, 0x8800, 0x8800,
0xf800,
0x7000, 0x8800, 0x8800, 0x8800, 0x7000,};

/*******************************************************
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abrir(s)
/******************************************************/
char s[40]; {if((fp=fopen(s,”w’*)) == 0)

{printf(’no se puede abrir archivo de estructura\n);exit(1); } }
/% 3% oK sk ok ok sk ok ok ok ok ok e ke o s 3 ok ke e ok s ek sk ok s ok sk o sk e e Aok e e ok e s sk ok 6 ok s ok ok ke ke ok ok ok /

/* -
F(par,x,y,ta)

/% */
int par;

float x,y,.ta; {int j.k;
float xj,yj.qj.pj.alfaj,rij,rij2,rij3,rij4,sentetap,costetap,costetap2;
float dxsentetap,dxcostetap;
float dysentetap,dycostetap;
float dxrij,cosij,dxrij_1,dxrij_3;
float dyrij,senij,dyrij_1,dyrij_3;
float xi,yi,Exqj,Eyqj,Expj,Eypj;
float dxExqj,dxEyqj,dxExpj,dxEypj;
float dyExqj,dyEyqj.dyExpj,dyEypj;
float
Fex,Fey,Fest,Fextx,Fexty, Exppj,Eyppj.dxExppj.dxEyppj).dyExppj,.dyEyppj
float Fo,dxExp,dxEyp,.dyExp,dyEyp.rl,v;
/* fu = factor de unidades propias para las fuerzas electricas
fu = 1/4 pi epsilon cero (Internacional)
fu=1 (cgs)
fu = 434 (nuestras unidades) */
/* Fuerzas externas no electricas */
/* Fuerza tipo fricion Stokes */
Fex = -Masa[par] * gama * vx[par];
Fey = -Masa[par] * gama * vy[par];
/* Fuerza estocastica al azar */
Fo = 3.48E-3*sqrt(Masa[par]*gama*Temp/h);
Fextx = Fex + Fo * gasdev(&sem);
Fexty = Fey + Fo * gasdev(&sem);
/* Fuerzas internas electricas */
px[par]= p[par] * cos(ta); py[par]= p[par] * sin(ta);
Xi= x; yi=y;
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Exqj= 0; Eyqj= 0; Expj= 0; Eypj= 0; dxExqj = 0;

dyExqj = 0; dxEyqj = 0;

dyEyqj = 0; dxExpj= 0; dyExpj= 0; dxEypj= 0;

dyEypj= 0;

for(j=1;j<=Np;j++) if(j != par) { alfaj= ta2[j];

xj = x2[j]; yj = y2[j}; pj = pi}; ai = qlik

rij= sqrt((xi-xj)*(xi-xj)+(yi-yj)*(yi-yi));

rij2=rij * rij; rij3=rij2 * rij; rij4=rij2 * rij2;

dxrij = (xi-xj)/rij; dyrij = (yi-yj)/rii;

cosij = dxrij; senij = dyrij;

/* Campo elctrico producido por la carga j */

Exqj= Exq} + qj * cosij/ rij2; Eyqj= Eyqj + qj * senij / rij2;

/* Campo elctrico producido por el dipolo j */

sentetap = sin(alfaj) * cosij - cos(alfaj) * senij; costetap =
cos(alfaj) * cosij + sin(alfaj) * senij; costetap2 = costetap * costetap;

Exppj = p} * 3 * sentetap * costetap / rij3; Eyppj = pj] * 3 *
costetap2 - 1) / rij3;

Expj= Expj + sin(alfaj) * Exppj + cos(alfaj) * Eyppj; Eypi= Eypj -
cos(alfaj) * Exppj + sin(alfaj) * Eyppj;

dxrij 1= - dxrij / rij2; dyrij_1= - dyrij / rij2;

dxrij 3= -3 * dxrij/ rij4; dyrij _3= - 3 * dyrij / rij4;

/* Para fuerza dipolo-carga */

dxExqj = dxExqj + qj * (1/rij3 + (xi-xj) * dxrij_3); dyExqj =
dyExqj + qj * (xi-xj) * dyrij_3;

dxEyqj = dxEyqj + qj * (yi-yj) * dxrij_3; dyEyqj = dyEyqj + qj *
(1/ri33 + (yi-yj) * dxrij_3);

/* Para fuerza dipolo-dipolo */

dxsentetap= sin(alfaj) / rij + (sin(alfaj) * (xi-xj) - cos(alfaj) *
(yi-yj)) * dxrij_1;

dysentetap= -cos(alfaj) / rij + (sin(alfaj) * (xi-xj) - cos(alfaj)
(vi-yj)) * dyrij_1;

dxcostetap= cos(alfaj) / rij + (cos(alfaj) * (xi-xj) + sin(alfaj) *
(yi-yj)) * dxrij_1;

dycostetap= sin(alfaj) / rij + (cos(alfaj) * (xi-xj) + sin(alfaj)
(yi-yj)) * dyrij_1;

dxExp= 3 * p} * ((costetap * dxsentetap + sentetap * dxcostetap) /

*

*
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rij3 + sentetap * costetap * dxrij_3);

dyExp= 3 * pj * ((costetap * dysentetap + sentetap * dycostetap) /
rij3 + sentetap * costetap * dyrij_3);

dxEyp= pj * (6 * costetap / rij3 * dxcostetap + (3 * costetap2 - 1) *
dxrij_3);

dyEyp= pj * (6 * costetap / rij3 * dycostetap + (3 * costetap2 - 1) *
dyrij_3);

dxExpj= dXxExpj + sin(alfaj) * dxExp + cos(alfaj) * dxEyp;

dyExpj= dyExpj + sin(alfaj) * dyExp + cos(alfaj) * dyEyp;

dxEypj= dxEypj - cos(alfaj) * dxEyp + sin(alfaj) * dxEyp;

dyEypj= dyEypj - cos(alfaj) * dyEyp + sin(alfaj) * dyEyp; }

Fx= (Fextx + q[par] * (Exqj + Expj + Exe) * fu + px[par] *
(dxExqj + dxExpj) * fu + py[par] * (dyExqj + dyExpj) * fu);

Fy= (Fexty + q[par] * (Eyqj + Eypj + Eye) * fu + px[par] *
(dxEypj + dxEyqj) * fu + py[par] * (dyEypj + dyEyqj) * fu);

torca = (px[par] * (Eyqj + Eypj + Eye) * fu - py{par] * (Exqj +
Expj + Exe) * fu) - Inercia[par] * gamar * w[par];

/* printf(”%d: %08.4f %8.4f %8.4f\n”’ par,Fx,Fy,torca); gets(ss); */
h .

void main ()

/*

{ short val,salida,queda; int 1,j,trues;

for(i=0;i<No;i++) {

Nchoq[i] = 0; for(j=0;j<10;j++) choque{il[j]= 0; } salida= 1;
queda= 1;

boxx= 250; boxy= 300;

posiciones_iniciales(); abrir(ID);

/* ¢ Iculo de los parametros para cada partcula */

for (i=1;i<=Np;i++) {

px[i] = p(i] * cos(ta2[i]); pyli] = pli] * sin(ta2{i}); }

Ecr=0; Ect=0; tap =0; pd = 0; Epi = 0;

fprintf(fp,” T= %5.1fK, gama= %6.4f\n”’, Temp,gama);

fprintf(fp,”Npx= %2d, Npy= %2d, Np= %3d\n”,Npx,Npy,Np);

fprintf(fp,”M= %7.1f 1=%4.1f Lx o R= %5.1f Ly= %S5.

1f densidad= %10.4f \n”,
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Masa[0],1,Ltx,Lty,1.66*densidad);

fprintf(fp,”p= %65.1f q= %5.1f\n”,p[0],q[0]);

printf(” \n"’);
printf(’T= %265.1fK, gama= %6.4f\n”’, Temp,gama);

printf("Npx= %2d, Npy= %2d, Np= 263d\n”’,Npx,Npy,Np);
printf("M= 265.1f amu, 1= 263.

IfA,LxoR=%4.1f A, Ly= %4.1f A, densidad= 266.4f gr/cm3\n”,
Masa[0],1,Ltx,Lty,1.66*densidad);

printf(’p= %4.1f €A, q= %4.1f e\n”,p[0],9[0]);

printf(” \n”);
for (i=1;i<=Np;i++) {

tap = tap +fmod(ta2{il,pi); }

tap = tap/Np;

for (i=1;i<=Np;i++) {

Ecr = Ecr + Inerciali]*w[i]*w[i}/2;

Ect = Ect + Masa[i]l*(vx[i}*vx[i] + vy[i]*vyl[i]) /2;

pd = pd + cos(tap-ta2[i]) * cos(tap-ta2[i]); qi = q[i];

for =1;j<=Np;j++) if (1 !=)) {

qj = qli]; xij = x2[i] - x2[j]; yij = y2[i] - y2[j};

rij2 = xij * xij + yij * yij; rij = sqrt(rij2);

/* if(rij > 0) */

nijpi = (xij * px[i] + yij * pyliD) / rij; nijpy = (xij * px[j] + yij *
pyUil) / rij;

Wqiqj = qi * qj / rij; Wqipj = qi * nijpj / rij2; Wpiqj = - nijpi * qj /
rij2;

Wpipj = (px[i] * px[j] + pyli]l * pyli] - 3 * nijpi * nijpj)/(rij*rij2);

Epi = Epi + Wqiqj + Wqipj + Wpiqj + Wpipj; } } }

Epi=Epi * fu/2; pd =3 * pd/Np -1) /2;

printf(”’paso temp Ect Ecr Ep E Director P. Orden\n”);

printf(” \n");

fprintf(fp,”%5d %8.2f 212.6f %12.6f %12.6f %12.6f %10.4f
%10.4f\n”,

0,Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd); alfa = 1;

printf(’%4d %8.2f 9%10.6f %10.6f %010.6f %010.6f %9.4f
%9.4f\n°,
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t,Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd);

/*

X1 : posicion a t-h x2 : posicion a t xi : posicion a t+h */

t=0; do {

t++;

if(t>tl && t<t2) §

Exe= Ex1; Eye= Eyl; } else {

Exe =0; Eye=0; }

for (i=1;i<=Np;i++)

{ /* Entra el algoritmo de Verlet para calcular posiciones en el
tiempo t+h */

posicion(i);

/* Momentos dipolares electricos al tiempo t */

px[i] = p[i] * cos(ta2[i]); py[i] = pli] * sin(ta2[i]); }

for (i=1;i<=Np;i++) {

colision(i); }

for (i=1;i<=Np;i++) if(Nchoq[i]) {

correcion(i);

/* correcion_fina(i); */ }

/* Energia potencial al tiempo t */

Epi = 0; for (i=1;i<=Np;i++) {

qi = q[il;

for (J=1;j<=Np;j++) if (i 1=)) {

qi = qlil; xij = x2[i] - x2[j};

yij = y2[i] - y2[3]; rij2 = xij * xij + yij * yij;

rij = sqrt(rij2);

/* if(rij > 0) */

{nijpi = (xij * px[i] + yij * pyliD / rij; nijpj = (xij * px[j] + yij *
pylil) / rij;

Wqiqj = qi * qj / rij; Wqipj = qi * nijpj / rij2; Wpiqj = - nijpi * qj /
rij2;

Wpipj = (px[i]l * px[j] + pyli] * py[j] - 3 * nijpi * nijpj)/(rij*rij2);

Epi = Epi + Wqiqj + Wqipj + Wpiqj + Wpipj; } } }

Epi =Epi * fu/2;

for (i=1;i<=Np;i++) {

/* Velocidades al tiempo t */
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vx[i] = (xi[i] - X1[i])/ 2/ h;
vy[il = (yi[il - Y1[il)/ 2 / h;
w[i] = (tai[i] -tal[i]) /2 / h;
/* corrimiento de posiciones para siguiente tiempo en el algoritmo
de Verlet */
X1[i] = x2[i]; Y 1[i] = y2[i]; tal[i] = ta2[i]; x2[i] = xi[i];
y2[i] = yil[i]; ta2[i] = tai[i];
x[i] = xi[i}; y[i} = yilil; ta[i] = tai[i];
/* A partir de aqui :
X : posicion al tiempo t+h Xi : posicion al tiempo t+h
X1 : posicion al tiempo t x2 : posicion al tiempo t+h */ }
/* Energia cinetica al tiempo t */
Ecr = 0; Ect = 0; tap = 0; pd = 0; for (i=1;i<=Np;i++) {
tap = tap + fmod(tal[i}],pi); }
tap = tap/Np;
for (i=1;i<=Np;i++) {
Ecr = Ecr + Inercia[i]*w[i]*wl[i]/2;
Ect = Ect + Masa[i]*(vx[i]*vx[i] + vy[i}*vy[i]) /2;
pd = pd + cos(tap-tal[i]) * cos(tap-talfi]); } pd =3 *pd/Np - 1) /2;
if(1(t % 100)) {
printf(’’%4d 2%68.2f %610.6f %10.6f °610.6f 9%10.6f %69.4f
%9.4f\n” t,
Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd);
fprintf(fp,”%5d %6.2f %612.4f %12.4f %612.4f %12.4f %10.4f
%10.4f\n>,
t,Ect/Np/Kb,Ect,Ecr,Epi,Ect+Ecr+Epi,tap,pd); }
/* dev = qread(&val);
dev = qread(&val); if (dev == SKEY) {
trues = 1; do {
dev = gread(&val); dev = qread(&val);
if (dev==CKEY) trues=0; } while (trues); } */ } while (t<=T¥);
/*
dev= gread(&val); switch(dev)
{
case ESCKEY:
break; } */ close(fp); }
NSTA TESIS NO SALE
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/*
/*
opcion()

{ printf(C>\n\nOPCION DE CONDICIONES INICIALES\n\n”);
printf(’1- ESMETICO\n”); printf(”2- NEMATICO\n”);

printf(’3- GOTA CIRCULAR CON DISTRIBUCION DIPOLAR

RADIAL\n);

printf("4- GOTA CIRCULAR CON DISTRIBUCION DIPOLAR

TANGENCIAL\N);

printf(”’5- LIQUIDO ISOTROPICO\n™);

printf(’Que numero deseas : ); scanf("%d”’,&op);

if(op==1) opcion_1(); if(op==2) opcion_2();

if(op==3) opcion_3(); if(op==4) opcion_4(); if(op==>5) opcion_5();

/*
posiciones_iniciales()
/*
{
int i,ra,rNp,j.k; floatrl; ver = 1;

/* prueba_de_ random__gaus();

*/

printfCIDENTIFICADOR DEL CALCULO (12 caracteres

maximo) : ”’);

scanf(%6s”,&ID);

Tf = 1000;

printf("Numero de pasos : 7);

scanf(’%d” , & TT);

fac = 1.35; xc =0; yc = 0;

gama = 0.1; gamar = 0.1;

t=0h=04:h2=h*h; K=0;dt=1;

fu = 434; Exe = 0; Eye = 0; srand(349);

/* printf’DAME UN NUMERO AL AZAR :);

scanf(’’%d” ,&sem); printfC("NUMERO DE PARTICULAS :™);
scanf(’’%d”,&Np); */ m= 1; /* printf("MASAS IGUALES o al

AZAR (0/1) );

scanf(”’%d”,&m); if(m==0)
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{

printf("MASA (>1) : ”); scanf(”%f”’,&ma); } */

/* printfC’FRONTERA CIRCULAR o RECTANGULAR (0/1) :™);
scanf(’%d”,&f); */ /* posiciones y velocidades iniciales */

srand(1);

’3).
3

Temp= 300;

Npx =10 ; Npy = 10;

printf(Particulas por eje (Nx Ny, !ojo Np <= 1000!) : *);
scanf(”%d %6d”,&Npx,&Npy); Np = Npx * Npy;
Masa[0] = 240; printf(’Masa del dipolo (amu) : **);
scanf(%f”,&Masa[0]);

p[0] = 3; printf("Momento dipolar (eA) : );
scanf(”%f”,&p[0]);

q[0] =0;

densidad = 0.625;

printf(’Densidad total del sistema en amuw/A3 (0.625 =1 gr/cm3) :

scanf(”%f’,&densidad);

printf(’Coeficiente de viscosidad :»);

scanf(”%f”’, & gama);

printf(’Coeficiente de viscosidad rotacional:™);
scanf(”%f”,&gamar);

/* printf(”Dimensiones de la celda unitaria :\n”);

printf(’Lx (25) : »); scanf(”%f’,&Lx); printf(’Ly, Lz (4) : );
scanf("%f,&Ly); */

printf(’Temperatura (K) : ”); scanf(”’%f”, & Temp);
printf(”Ex, Ey, prender, apagar : »);

scanf(”%f %6f %d %d”,&Ex]1,&Eyl,&t1,&12);

alfa = 0.1; printf(”’Concentracion de la mezcla :*°);
scanf(”%f”’,&gama); Vc = Np * Masa[0] * (1 + 1/alfa) /densidad;
Ltz = 4; Ltx = sqrt(Vc/Ltz);

Lty = Ltx; R = sqrt(Vc/pi/Ltz);

Lx = Ltx/Npx; Ly = Lty/Npy;

boxx= Ltx; boxy= Lty;

opcion(); }

/*
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opcion_1()
/*

{

int i,j,k; float r1;

fac = 1.25; xc =25; yc=100; for (j = 1;

j <= Npx; j++) for (k = 1; k <= Npy; k++) {

i=(k-1) * Npx + j;

Masali]= Masa[0];

radio[i}= pow(Masali],1/3); I= 10;

Inercia[i] = Masa[i] *1* 1/ 12; x2[i] = Lx *j; y2[il]=Ly * k;

rl =rand(); r1 =rl / 32767,

ta2[i] = 1.5 * rl;

vx[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142;
vyli] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142;
w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem); c[i] = 2;

qli]= q[0]; pli]l = p[0}; X1[i] = x2[i};

Y 1[i] = y2[i]; tal[i] = ta2[i];

F(i,x2[i},y2[i],ta2{i]);

x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx/ Masal[i] / 2;

y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy / Masa[i] / 2;

ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca / Inerciali} / 2;

/* printf(”’%d, ,rand()); */ }

printf(C"\n”); }

/* */
genera_posicion(ii) int ii; { floatrl; int 1l; float sum;

rl =rand(); r1 =rl1 /32767,

xr = Lx * r1 * Npx; rl = rand();

rl =r1 /32767, yr=1.0 * Ly * rl * Npy;

if(ii>1) {

for(ll=1;ll<ii;H++) §

sum = sqrt((xr-x2[11])*(xr-x2[11D+(yr-y2[ D *(yr-y2{11]));
if(sum<=radio[ll]+radio[ii]+5) genera_posicion(ii); } } }

/* */
opcion_5()
/* */
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{
int i,j,k; float r1l;

srand(18697);

fac = 1.25; xc = 25;

yc = 100; for (j = 1; j <= Npx;

j++) for (k = 1; k <= Npy; k++) {

i=(k-1) * Npx +j;

Masali]l= Masa[0];

radio[i]= 10; 1= 10;

Inercia[i] = Masal[i] *1*1/12;

genera_posicion(i);

x2[i] = xr; y2[i] = yr;

rl =rand(); rl =rl1 /32767,

ta2[i] =2 * pi * rl;

vx[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i})* gasdev(&sem)/1.4142;
vyli] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142;
vx[i] = 0; vy[i] = 0; w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem);

cl[i]=2;

qfil= q[0]; pli] = p[O];

X1[i] = x2[i}; Y1[i] = y2[i];

tal[i] = ta2[i}];

F(i,x2[i].y2[i].ta2[i]);

x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx / Masali] / 2;

y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy / Masali} / 2;

ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca / Inerciali] / 2;

/* printf(”%d, 7, rand()); */ }

printf(C’\n); }

/*

/*

opcion_2()
/¥

{

int i,j,k; floatrl;

srand(18697);

fac = 1.25; xc =25; yc = 100;

for (j = 1; j <= Npx; j++) for (k= 1; k <= Npy; k++) {
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i=(k-1) * Npx + j;
Masali]= Masa[0]; radio[i]= 10; 1= 10; Inercia[i] = Masa[i] *1*1/
12;
genera_posicion(i);
x2[i] = xr; y2[i] = yr; r1l = rand(); r1 =rl1 / 32767; ta2[i] = 0.5 * r1;
vx[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142;
vy[i] = 4.233E-3 * sqrt(Temp / Masa[i])* gasdev(&sem)/1.4142;
wii] = 4.233E-4 * gasdev(&sem);
c[il = 2; qlil= q[01; plil = p[0]; X1[i] = x2[i]; Y 1[i] = y2[il;
tal[i] = ta2[i]; F(i,x2[i],y2[il.ta2[i}]);
x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx / Masali] / 2;
y2[i] = y2[i} + h * vy[i] + h2 * Fy / Masali] / 2;
ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca / Inerciafi] / 2;
/* printf(’%d, 7, rand()); */ }
printf(”’\n”’); }
/*
/*
opcion_3()
/*
{
int i,j,k; float r1,dr,dte,ri,tei; ver = 1;
fac = 0.7; xc = 245; yc = 300;
dr = R/Npx; dte = 0.314159; dte = 2 * pi / Npy;
for (j = 1; j <= Npx; j++) for (k = 1; k <= Npy; k++) {
i=(k-1) * Npx + j;
Masa[i]= Masa[0]; radio[i]= pow(Masali],1/3); 1= 10;
Inerciali] = Masali] *1* 1/ 12;
ri=dr * j ; tei= dte * k; x2[i] = ri * cos(tei);
y2[i] = ri * sin(tei); ta2[i] = tei;
vx[ij = 0;
vy[i] = 0; wli] = 4.233E-4 * gasdev(&sem);
cfi] = 2;
qlil= q[0];
plil = pl0i;
X1[i] = x2[i];
Y 1[i] = y2[i};
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talli] = ta2[i]; F(1,x2[i],y2[i],ta2[i]);

x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx / Masa[i}/ 2;
y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy / Masa[i]/ 2;
ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca / Inercia[i] / 2;
/* printf(%d, ”’,rand()); */ }

printf(C’\n”); }

/*

/*

opcion_4()
/*

{
int i,ra,riNp,j.k; float r1,ri tei,dr,dte; ver = 1;

fac = 0.7; xc = 245; yc = 300;

dr = R/Npx; dte = 0.314159; dte = 2 * pi / Npy;

for (j = 1; j <= Npx; j++) for (k = 1; k <= Npy; k++) {
i=(k-1)* Npx +j;

Masa[i]= Masa[0]; radio[i}= pow(Masali],1/3); 1= 10;
Inercia[i] = Masafi] *1 * 1/ 12;

ri=dr *j;

tei= dte * k; x2[i] = ri * cos(tei); y2[i] = ri * sin(tei);

ta2[i] = tei-pi/2;

vx[i] = 0; vy[i] = 0; w[i] = 4.233E-4 * gasdev(&sem); c[i] = 2;
qlil= q[0]; p[i] = p[0]; X1[i] = x2[i]; Y1[i] = y2[i];

tal[i] = ta2[i]; F(,x2[i],y2[i],ta2[i]);

x2[i] = x2[i] + h * vx[i] + h2 * Fx / Masa[i] / 2;

y2[i] = y2[i] + h * vy[i] + h2 * Fy / Masa[i] / 2;

ta2[i] = ta2[i] + h * w[i] + h2 * torca / Inercia[i] / 2;

/* printf(”’%d, ,rand()); */ }

printf(C’\n”*); }

/*

/*

posicion(p) /* C lculo de posiciones con algoritmo de Verlet */
/¥

int p; { int av,Lk; float dij,vxp,vyp,vl,v2, nx,ny;
/* Posiciones */
F(p,x2[pl.y2[p].ta2[p]);
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xi[p] = 2 * x2[p] - X1[p] + h2 * Fx / Masa|p};
yilp] = 2 * y2[p] - Y1[p] + h2 * Fy / Masa[p];
tai[p] = 2 * ta2[p] - tal[p] + h2 * torca / Inercia[p];
/* if(f==1 || £==0) {
if(abs(xi[p])+radio[p]>=boxx-20) {
xi[pl= X1[p]; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy-20) {
/yi[p]= Y1i[p)} } */}
/*
posicion_intermedia(p,hc,X1,x2,y1,y2.t1,t2)
/*
/* C lculo de posiciones con algoritmo de Verlet */ int p; float
he, X1,x2,y1,y2,t1,t2;
{
/* Posiciones */
F(p,x2,y2.t12); x3[p] =2 * x2 - X1 + hc * Fx / Masa[p];
y3[pl =2 * y2 -yl + hc * Fy / Masa[p}];
ta3[p] =2 *t2 - t1 + hc * torca/ Inercia[p];
1
/*
colision(p)
/*
int p; { int i,k; float dij;
k=0; for i=1;
1 <= Np; i++) {
if(i!=p){
dij = sqrt((xi[i]-xi[pD)*(xi[i]-xi[p]) + (yilil-yilpD)*(yilil-yilpD);
if(dij <= radio[i]+radio[p]) {
k++; choque[p]lk] =1i; } }
Nchogq[pl=k; } }
/*
/*
correcion(p)
/*
int p; { int k,1; float dij,nx,ny,vxp,vyp,vl,v2;
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for(k=1;k<=Nchoq[p};k++) {

I= choque[p][k]; dij = sqrt((x2[p]-x2[1])*(x2[p]-x2[1])

+ (y2lpl-y2[1D*(y2[pl-y2{1]));

nx = (x2[1]-x2[p])/dij;

ny = (y2[11-y2[p])/dij;

vxp= vx[p]-vx[l}; vyp= vy[pl-vy[l};

v1= (Masa[p]-Masa[l])/(Masa[p]+Masa[l])*

(VXp * nx + vyp * ny); v2= vxp * ny - vyp * nx;

Xi[pl= x2[p] + (vx[1] + vl * nx + v2 * ny) * h;

yilpl=y2[p] + (vy[l] + v1 * ny - v2 * nx) * h; } Nchoq[p]= 0;
/* if(f==1) {

if(abs(xi[p})+radio[p]>=boxx+20) {

xi[p]= X1{pl; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy+20) {

yilpl= Y1[p]; } } if(f==0) {
if(abs(xi[p])+radio[p]>=boxx+20) {

xi[p]l= X1[p]; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy+20) {
yilpl=YI1[pl; } } */}

/*
/*
correcion_ fina(p)
/*
int p; { int sal,k,L,ti; float dij,nx,ny,vxp,vyp,vl,v2,hi,hd, hdc;

float x1p,x11,x2p,x2Ly1p,y11,y2p,y2l; float vxi,vyl,vxpp,vypp;

ver = 1; sal= 1; hi= h/10; x1p= X1[p}; ylp= Y 1[pl;

x2p= x2[pl; y2p= y2[p}; for(k=1;k<=Nchoq{pl;k++) {

I = choque[p]l[k]; x11 = X1[1]; yll= Y1[1];

x21 = x2[1]; y21= y2[1]; ti= 0; do {

ti++; posicion_intermedia(p,hi*hi,x1p,x2p.y1p,y2p);

x1p = x2p; ylp = y2p; x2p = x3[p]; y2p = y3[pl;
posicion_intermedia(l,hi*hi,x11,x21,y11,y21); x11 = x21;

y11 = y21; x21 = x3{1]; y21 = y3{l1];

dij = sqrt((x3[p]-x3[1])*(x3[p]-x3[1])

+ (y3[p)-y3I)*(y3[p]-y3[11)); if(dij<=radio[p]+radioll]) {

sal= 0; } } while(ti<=10 & & sal);

vxp= (x3[p]-x1p) / 2 / hi; vyp= (y3[pl-ylp) / 2 / hi;

vxl= (x3[1]-x11) / 2 / hi; vyl= (y3[l]-y1]) / 2 / hi; x2[p]l= x2p;
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for(k=1;k<=Nchoq[p];k++) {

I= choque[p][k]; dij = sqrt((x2[p]-x2[ID*(x2[p]-x2[1])
+ (y2[pl-y2[ID*(y2[pl-y2[1D);

nx = (x2[1]-x2{p])/dij;

ny = (y2[1]}-y2[pD/dij;

vxp= vx[p]-vx[1]; vyp= vy[pl-vy[l];

v1= (Masa[p]-Masall])/(Masa[p]+Masa[l])*

(vxp * nx + vyp * ny); v2= vxp * ny - vyp * nx;
xi[pl= x2[p] + (vx[1] + v]1 * nx + v2 * ny) * h;
yi[pl=y2[p] + (vy[l] + vI * ny - v2 * nx) * h; } Nchoq[p]= 0;
/* if(f==1) {

if(abs(xi[p])+radio[pl>=boxx+20) {

xi[p]= X1[p]; } if(abs(yi{p])+radio[p]>=boxy+20) {
yilpl= Y1[pl; } } if(f=—0) §
if(abs(xi[p])+radio[p]>=boxx+20) {

xi[pl= X1{p]; } if(abs(yi[p])+radio[p]>=boxy+20) {
%:[p]=Y1[p]; y ¥y

/*
correcion_fina(p)
/*
int p; { int sal k,Lti; float dij,nx,ny,vxp,vyp,vl,v2,hi,hd,hdc;

float x1p,x11,x2p,x2Ly1p,y1Ly2p,y21; float vxl,vyl,vxpp,vypp;

ver = 1; sal= 1; hi= h/10; x1p= X1[p]; yip= Y1[p];

x2p= x2[p]; y2p= y2[p]; for(k=1;k<=Nchoq[p];k++) {

1 = choque[pl[k]; x11 = X1[1}; y1l= Y 1[1];

x21 = x2{1]; y21= y2[1]; ti= 0; do {

ti++; posicion_intermedia(p,hi*hi,x1p,x2p,y1p,y2p);

x1p = x2p; ylp = y2p; x2p = x3[p]; y2p = y3[p];
posicion_intermedia(l,hi*hi,x11,x21,y1l,y2l]); x11 = x2I;

y1l = y21; x21 = x3[1]; y21 = y3[1];

dij = sqrt((x3[p]-x3[11)*(x3[p]-x3[1])

+ (¥3[pl-y3UD*(y3[pl-y3[1])); if(dij<=radio[p]+radio[l}]) {

sal= 0; } } while(ti<=10 && sal);

vxp= (x3[pl-x1p) / 2 / hi; vyp= (y3[p]-ylp)/ 2/ hi;

vxl= (x3[1]-x11) / 2 / hi; vyl= (y3[l]-y1l) / 2 / hi; x2[p]= x2p;
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y2[pl= y2p;

x2[1]= x2I; y2[1]= y2I;

dij = sqrt((x2[p]-x2{1])*(x2[p]-x2[1])

+  (y2[pl-y2(ID*(y2[p]-y2{1D)); nx = (x2{1}-x2[p])/dij; ny
(y2[11-y2[p])/dij;

vXpp = vxp-vxl; vypp = vyp-vyl;

v1= (Masa[p]-Masa[l])/(Masa[p]+Masall])*

(VvXpp * nx + vypp * ny); v2= vXpp * ny - vypp * nx;

vxp= (vXl + vl * nx + v2 * ny); vyp= (vyl + vl * ny - v2 * nx);

F(p.x2[pl.y2[pD);

hd= h - ti * hi; hdc= hd * hd;

X1[{p] = x2[p] - hd * vxp + hdc * Fx / Masa[p] / 2;

Y 1[p] = y2[p] - hd * vyp + hdc * Fy / Masa[p] / 2;

x3[p] = 2 * x2[p] - X1[p] + hdc * Fx / Masa[p];

y3[p]l =2 * y2[p] - Y1[p] + hdc * Fy / Masa[p]; } Nchoq[p}=0; }

/*
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