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INTRODUCCIÓN 

EL COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES ae conatituyó deade au c.-..ci6n en ww 
entid8d novedoaa por un lado y como un organiarno de pem..nente innoveclón por el otro. 

Dlt8de el eñl> de 1971, ae pretendió q- ... ciencille y le• hunmnidede• eatuvleaen 
vlncu....,a eatrec:he......W ecet.ndo de u,_ vez por toda• con el mutuo eielllmiento que 
•iempre tuvieron. 

Ea por eUo q- tambWltn ae luchó deade su Inicio .,_,. q- le INTERDISCIPLINA fueae el 
vinculo Ideal pel'll -ta• doa ,.mea de le ciencia • 

LA INTERDISCIPLINA ain embargo, no dable de entenderae corno una auperpoelclón 
deeordenede de matenlla, aino que el hilo conductor q .. lea unleae -. de -r EL 
MÉTODO CIENTIFICO. 

¿Que ea el ~ cientlftco? ¿Exl•te une .- trann. de epltce.to? ¿ Se puede epllc:er en 
gene,.I pe,. cualquier ciencia o verle de dieclpllna a dlacipllne?. 

El propóeitD de eate ..._jo. mea que -rraller un libro de 0---trta pe,. t.chlllenlto, 
ea el de procul'llr que el alumno entiende a la geometrte como una clenci. Hgede e tode• 
laa demás por el MÉTODO CIENTIFICO. 

Par lo anterior, el siguiente trabajo Inicia el capitulo 1 con una descripción del Método 
Cientlflc:o en Genel'lll; enaeguida ae lleve a cabo u,_ .,.._¡clón -.. el método cientltlco 
en le meterútice poniendo como ejemplo de éate e la Tearie de Gnitlcaa. 

En el capitulo 11 - heblll de la Geome- Euclldl9,_ y au geataclán hlatórlca, hecl6ndola 
,__.._. en au aapecto emplrlco pe,. deapu6a -tudlarta desde el punto de viata ..,_.. 
heeta donde ea posible en eate nivel del t.chillerato. 

El trabejD preaente tiene doe referen .... loa C...-. - Importante ..,.._., por un ledD, 
debo decir que el programe de la ,..terle n.rn.d9 ... -...tlcee 111 aurgló como reaultedo 
de le• sea-. de lnlbejo que loa po f - del ..... wtuvin- con el Dr. Santiago 
López de Med,.no, antes de irnplementerta en el -Ión de clllae, ea decir, q- loa 
contenidoe y abjetlvoe de eate cuerpo ele co11a · i ntoa a nivel 119chlllerato no f\w lde9 
e inlcl8tlva de un aolo Individuo, sino de un cuerpo coleglado; por otro lado, eate eacrtto ea 
una recopilaci6n de laa cia-a que,_ tocó Impertir. 
E,. en -te -....tre( el tercero), que loa contenldae ele lae dem6a materi.a currlc......_ 
enfattzaben la gr-. umdlld del llModD clenUllco.,..... llegllr a un conocimleneo can-de 
la realidad, t.I.,. el ceso de Teorla de la Hietarla, Blologia. lllMado experimental, etc. Par 
eata món heblll que enaellarlae a loa •lumw le lmpartancte que tienen la Mateo állc
en cuento• que: 

a) Son utw ectivlded que eietemmtiza y orgmníza el conocimiento touMeno. 
b) No son un c- de conocllmientDe ;.werlablee, aino que prwaenlmft ww _..,... 

gmnm de poaibi"dr de• de deaa.....-0 y - aerie de .,_tiol.a que aún - objeto 
de eatudio y aabre lea que -laten dlfe,....... poeic.._. 

c) lluchoe de loe mMDdoa........ '?' • _, 1,.ill ..._•la meyorie de ................ 
de e.1 r.- que elloe peiHAln deacubrlr • ...._. praftlndma entre dfatlne.. 
wa del conocimiento humano y a....ndaee en _ ... •lllM:áai-. papo;_. 
nuevoe prablerne• y nMllDdoa. 



Ea por la• raz- anteriorea que - tam6 a la Teorta de Gnítlca• y a • Geometna como 
modelo de teonaa deductivaa que en algunoa puntoa ,._.., muy perecida• a lo que -
hacia en la• otra• ciencia• o ,.maa del cocimiento. 
Dentro de el proceao enaei\anza-aprendizaje, procUl'llbe que el alumno entendleni loa 
princlpioa de lo que se q_,. en-ñar, a trav6a de ejemploa •-nte -ncllloa, 
trat.ndo de guiar la ele- de tal mane,. que ,...._ hacia gr8doa ,_ profundae de 
abatnlcc:lón, .,..ndo generain.nte el ~ Inductivo( de una ,.._,., «nplrlca) pera 
~· en loa que•• t8nla que demoatrar • ....,._ f6nnul9 y el rMtadD deductivo pera 
cuando el alumno junto con et profe9or hubWI.- llegado a la aiUamatizaclón de la 
teorta. Lo anterior fue poelble en la parte de T--. de Gr*ftcaa. Por lo que concierne a • 
Gemnetria. ae mencionaron directamente loe axioma• planteadoe por Euclldea, en virtud 
de que ya ae aabill cómo llegar a alatematlz8r una teorta con la upertencla de la Teorta de 
Gríltlcaa, en ... algulentea ele-• combil- alempre la Inducción con la dedUCClón ... ,. 
deacubrir nuevoa teorwnaa, alguiendo •!empre el algulante 89q...,..: 



CAPITULO 1.- EL Mt:TODO CIENTIFICO Y LAS MATEMÁTICAS 
1.1.- El ........... clci1tlllco., ... C!enciu 

Úlllmmnent. - he dicho que •L.aa ciencia• •medida que - desanolllln y - v..iven '"*8 
te6ric9•, •e confund8n con Ma.__tica••. E•bl lcl8a v• de •cueráo con la concepci6n 
..,.ra1 que en .. •ctu.Hded - ti8ne ntmpecto • la-• del conDCimlentD cl8ntlllco que 
con8ia .. - ...,. ··~ ~ci6n de loe i..ci-, - que.,.._ de lo cem..-1 -
cte.cubre i. __,,..,, lre• lo •ingul8r lo gmneral y ..,..._ ..- bl!•• - llev• a cabo la 
prevlll16n de loe dlt'9ren ... fan6n1enoe, obj.eoe y ~-(1). 
1 

La genenllzac:lón de todo .-:imienlD .--. corno - de •upone~ por todo ... praceeo 
que 8ellún algunoe ~ con9iete en: 

1. La obeervaclón directa del objeto de -tudlo como un conjunto en el que todo cambie y 
_ .. lrllerrei.cionado. 

2. El an6U.la del objelo, ,....nando •ua dllltilnle• facebl• y -ludiendo•- ...._nloe. 
3. La ,._•tllucl6n del cuadro de~ del objeto..,..._ la beee de unir el Anall81a y la 

Slnte819. 

Lo anterior ...,, ... el "'*lado ~I de lnv-tigllcl6n en cuelquler ciencia, 8in ....._.,., 
~ clcitGie en perticull!r va teniendo 111• • ....,.........._ que le confieren blnlo el objeto 
de -ludio corno .. tonne de hecerto. 

En ... clenci.a que w 1......-. "Eape1il1wnte ... • cama .. Fl81ca, Qulnlic:e. Blologla, etc. 
- •coeturnbnl •"llluir io. eiguiente. p11-: 

1. Obeervación 
2. Hlpóte•ia 
3. EalperinWntacl6n 
... Conclu.16n 
5.T--. 
IS. Ley 
7. Principio 

El ..,.lado clentltlco en 111• "'-dea del Área Hletórico Socllll, - encuentre en el llamlldo 
-.. .............. Hl•tórtco" el .....i. como m6IDdo de an6Hele - epllce • "Laa _........_ 
pera explicar eu deewrollo • IT •"'Ido ley- .-cadlla de la pt9ctlc8 willl mi.ma. _, como 
coiicepme o categoñe8 que ...... na eo111+w•lder el devenir hi8'6ñco, •nelllz8r le ,_Hded 
vigente y t.an.r une pomlcl6n....,. 68tll convlrtHlndonoe en........_ de cembio•(2).2 

He d8eeedo en _._ trabl!jo, ....._r loe a.,...._ m6• Importante. que caracterizan el 
..-todo dentffloo delllro de In .,,_. dl8cilP. rilD del Colegio de Clenciea y 
Hwnenidedea, perticulllnnen ..... de loe clcle pclluwwww -ar.e.~ - en e.tae donde 
••va a ._..r el dem•nollo de laa d8ln6e dillc:lpllnuua ln'fWUdli6 en loe deun6a _.,__ 

Se fllwlizer8 -• •ecclón con la con•'du ación del m6IDdo clciullfloo dentro del Áree de 
Ta ....... npecllllrnente en ... ,_.__. de T•ller de Ndeccl6n y Tall9r de Lec:t&M9 de 
CW.81ooe. 

1 M.B. Kedrov y A. Spidtin "La Ciellcia .. 

: Memorias del Grupo ln&crdisiplinario C.C.H. 1974. 
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En Taller de redacción al rn6tado qua - algtM - el alguiante: 

1. Ralacl6n con al marco ta6lico al c-1 •• recurra pe,. fundm1•nter la nacaaldad y 
ca,..ctar de la lnv-tlgacl6n. 

2. Planteamiento del pnlblanm, donde - preclaa el objeto de -tudlo. aaftlllando ..._ y 
llmttaclonaa. 

3. Formulacl6n de la Hlpótaata. 
4. o-nono y v..itlcacl6n de la• hlpót8ala. 
S. An611ala y conclualonaa. 

En el Tallar de Lectuni de Clllalcaa, laa et.pea del mMDdo eon la• qua a c:antinu.cl6n •• 
enllat.n: 

1. Daacripcl6n de loa niv .... detenninadoe de un tadD. 
2. Expllcacl6n de loa nlv•._ po aflj8doa a partir de loa niv•... detennlnant.e. que •• 

encuenban dentro de un ....... 
3. Expllcacl6n de loa ,....._ nlvela9 da una obnl eacrtl8, • tnv .. de loa ....,.._ 

principala9 de la aocladad(3). • 

1.2. TEORIA DE GRAFICAS O UN EJEMPLO DEL MtTODO CIENTIFICO EN LAS 
MATEMATICAS. 

Se Inicia,.. el -tudlo clt.ndo algunoa ejamploa como el alguiente: 

En muchas de las situaciones con las que uno se puede enfrentar a diario son 
suaceptiblee de aer ....,.......... par ._.., da W*tlca• como cuando - pregunta: 
¿Cuelaa son la• ,.mmc.~ de.._ fmnilla?, aal: 

hija 1 yamo1 

niatD,niatD 
nieto, nieto 

' Memorias. Op. Cit. 

hljo3 -...1 hljll4 yamo• 

.....-1.1 



Otro ejempk>- el de la conexl6n de reaietenci.a en pmf'8lelo como - v• • ~: 

Otro ejemplo- el del monohibiidlemo en gen6ticll como - mwtre en le alguiente flguf'8: 

flg ..... 1.3 

A la• gr6ftclla precedente• hebrie que egreger otre rn6a femlller como la que ...........,.. 
un hipotético ._._, pentagol•I de Futbol ~. en el que ~ punta(vMtice) 
....,,...senlll un equipo y.,.... ..._ (aria .. )~ .. el pmrtido que - ...,. •cebo entre 
doe equlpoe COlllO •• ve -eguide: 

E D 

ftguf'81.4 

3 
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Se i.n11 a.. .......,,ación lmpol'tant.: En .. ~ am.rtor, loe crucee entre ... arieta• no 
tlonnoon otro v6rtlca. 

Laa gnllftcll• que H i.n dlbujlldo 8lrven muy bien par11 el contaxtD ya 8eflallldo. pero parll 
el objetivo que - per8igue que - el de conatnllr Inda .... '-t. • parUr de canceptaa 
elemanta .... ,_ conviene Ir i.ci. otro nivel ..,.. •llD de 8betracclón repreaent611do .. • 
eolarnente con puntoe (v*'tic-> y U-a (arla .. •) y entonca8 laa gr6ftcaa de lea fluwa• 1.1 
• 1.3 - varilln de 18 •igulenta maner11: 

figura l.5.-E•tructur11 de loa lazoa fllmlllarea 

flgur'll 1.8.- conexión de tra8 real81ancim• 

l 
figura 1.7.- llonohllwldlamo 
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Finalmente, otro ej9mplo que u- encuentra muy • ......-. - el de loe ..,.._. que 
,.,. 1 .... n lea ...... de l.._...,._. -- el e.....-,ejempto donde loe v.....,_ 
• ...,, ... c.....,._ y .......... a eon lea rute•devuelo: 

D 

"-91.8.- ...... de.,... ....... 

SI - q..._.. hacer una cleelflaeci6n Incipiente de lee grlilftce• • .........._ por •imple 
abeervecl6n - encontrarle q- hey doe tlpoe muy ue-na- de ..... , 

1. Aquella• cuy••_... .... ee cortan e6lo en loe v6rtices (plenerea). 

2. La• gráftcae cuyaa arietas •• cortan tambi6n fuera de loa v6rtices. 

o-tro del pnr.- gnapo - enc......_n ... gr6ftce• de le• tlguNa 1.5 • 1.7 y dentro del 
aegundo 8l'UPO - tienen • lea ~ 1.4 y 1.a. Sin _,._rgo •• ..... que lee gr6tlc9e de 
... figurea 1.5 y 1.7 tienen une ..,._muy peculiar• le que - le de el ._....... de "'6rtlor'; 
por otro ledo ... lll*ftcJle de ... ._._. 1.7 y 1.8, ·- ...... - nea-. - decir, -
encuemr.n-ntlldJJe •le• cue- ••lea l..._rá: "gÑflce• dlrtgidll.-o~··· 

Le c ... lftceclón propuaete podl'W quacler lluetnde de le •lguiante ma-.w: 

tlgu1111.9 

Le •nbtrior cleelllcecl6n hebr6 qua ._..... en cuente ...- ~Irá de puna de pmrtidll 
pera .. cmnetruccWln de .. --- qua - pe¡ ...... ..._ .. del mMDdo c:i9nllllco. 



1.2.1. El proltle•• ... dio oritte• • .. Te ..... de GrAflo••· 

U.._.. de grMlc9a tiene mucho tiempo q.- wl6 • s-rtlr'de ... IM• ti 1w muy-to. 
el Cl.WI __.. vldo __ .. ...:ct6n. 

El .. .._n. que dio W'tgen •la._., de~ - el que - - - el wlbre de: 
"Loe ........ de KOQl ........ g" . Eat. pNblw- - la ..,.._ .. mnt fM l.-.do 
Eular en el Siglo XVIII y au planl88nlliento pmreclll w muy aimpla - - _.... • 
conlinu9ct6n: 

Lai Cludlid de K61 lg ' •'11 en Pnieie Oriantal, - --=--- H• ' lt • ... ~del Rlo 
Pregeloamo_.......,... en la ftgurll 1.10 

e 

D 

• 
a 

Como puede ab9erv•,.., 18 cluded - encuentra • ......._ 90bi'w c-lro Plll'tea, 18• e-les 
en la ftgurll -'*" ..,_ladea por ... letre• n.yúaculaa A.B.C y D. Ea ... ,....._• - vez -
encuentran ...,.... -... aiete puenge • loa caa ... - ._ ...-1 .. on ......_ minúac:ulae: 
a,b,c, ... ,g. Puae bien, el prablenw conaialle ... ......,. un wrido par loa...,.,.._.... eln 
Pll-rdoe v- por un mialno ........ 

Al lec:tlor - le propone hacer v•rioa .-1 idOa par loe alet. puent.a. ba .. ndo de no repetir•....-. como el que-v• • ~= 

15 



E• •eguro que deapu6a de hllc•r varios Intento. digll.- que Mno - puede~; •In embargo, 
6ata atlnnacl6n no puede .......,... como concluyente para - lnv88ti(laclón clenUllca, 
pues el pn>blerll9 conalate en dar loe argumento. euftcientea para aaber al - o no poelble 
tal ntc:Ol'Tldo. 

Lo dicho en el p41rrafo anterior ea Importante al •• pone uno a pe,...r que anterionnente 
hube coeae que ae deci. que no pocti.n aar como la tranetann.cl6n de plata en plmtino la 
caml hoy - poalble ,...11zar con ayuda del ciclo-. o .,.._, la tranamlalón de vocee • 
k!Wge"- a trav .. del aira que hoy aon perfectamente poelblea, etc. 

Enaegulde ae pregunta lo que hizo Euler para dllr ....,.._ta a-•.,....,.,..._, 
1. o..1g,..r ..- reglón aeperadll por el ague con la• letra• ..,.yúecula• A.e.e. D como ae 

ve a continuecl6n: 

e 

D 

• • 
B 

2. S~r el número de puentea aumentando en una unidad el núlftero reeultante como v- en•egulda: 

N+1•7+1-S 

3. E•crlblr a continuación de cada letra de la ciudad, el número de puentea que llegan a 
ella: 

A5 
83 
e 3 
03 

4. Se ..,.rcan con aet.riaco la• letra. de laa regione9 que tienen ni:.-.,. ..... Como -
v• -te paeo no - poalble llevarlo a cabo en -• fWablerna porque a tadae la•.,_,.._. 
de la ciudad llega un número imp.r de.,._.... 
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5. Se •nota .. mitad de loe núrnero8 irnp9rea •-ntadoe - 1 como - hllce .a.jo: 

Aqul el 3'"(5+1)12. 2-(3+1)/2, etc. 

N+1•7+1-e 

A 5 3 
B 3 2 
e s 2 
D 3 2 

6. Se aum11n loe ~de .. última colurNW y - contr.ata -te.,.._,.., con lo obtenido 
en el punto 2 como ae ve en i. siguiente blblll: 

Pllrteade .. Puentea(P) (P+1)12 
clud9d 

A 5 3 
B 3 2 
e 3 2 
D 3 2 

Suona• 9 

Aqul ~ abaerv•rse que i. aum11 obtenidll (9) - mayor que lo c.lcui.do en el punto 2 
queea8. 

Después de hacer otros experimentos más, habr .... noa de establecer la posibilidad o 
impoaibllidMt de rec:GfT'er toda i. cludMt sin repetir •lgún puente. 

Como en todll lnv-f9c16n, Leon11rd Euter ae pmnteó otroe problemll• como el siguiente: 

s-n doa iai.s A y B rocte.ma por rloe y con puentea que comun~n • a.a otr.a .-rtea 
de .. ciudmd: e.o.E y F como - ve en .. aiguielD ng.w.: 

D E 

e a 

F 

En este ~ .. mbi*n hubo de plmntearae la cueatl6n de reconer toai. i. clud8d sin 
.-.. rdoa veces por et...-,_ puente a~loe pew •ntarioo"-: 



1. Enllatar laa part- de la ciudad: 

A 
B 
e 
D 
E 
F 

9 

2. C•lcular el número total de puentea ..... 1. - decir N+1•15+1•18 

3 y 4. Contar el número de puentea que llegan a C..- lugar aetUilando con aatertaco la• 
f)llrte• de la clucs.d a ... cu.lea llega un nClrnero f)llr de puentea: 

P•rteadela Puentea(P) 
ci-

(*)A 8 
(*) B .. 
(*)C .. 

D 3 
E 5 

(*) F 8 

5 y 6. Agregar otra columna a .. tablm anterior en donde ae cmlcule la mitad de loe 
números parea y/o la mitad de loa impares"'*• uno y aum.ndo la columna agregada: 

N+1•15+1•18 

Part_de .. Puentea(P) P/2 o (P+1 )12 
Ciudad 

(*)A 8 .. 
(*) B 4 2 
(*)C 4 2 

D 3 2 
E 5 3 

(*) F 8 3 
Sum.• 18 

En -te ~ultado obaerv•moe que N+1 - lgu.I •la • .._de la última columna de .. tabi. 
anterior y en este caso, •aegurabe Euler, ea poalble hacer el racoo 1 Ido por toda la ciudad 
ain paamr doa veces por un miamo puent.. De aer poelble, intente el lector eate iwww rldu y 
.,.,. que - cierto lo que ae dice. 



10 

a 
Siguiendo .... ...-,._ paw 9jeculadoe .. 111mlcll'11_,le .. antb9 al ~que ya -
IWbia ubt9tllidc> y Euler conctuy6: "Qua no - poalble el wrido por .... ...._ puentes en 
virtud de qua la • ..._ de la coiw- - 9 y N+1-e-. - daclr .... .........,_qua ....... -.. 
dlatlnloe. 

En .,.nnlnoa da la lwt. da gr6tlcaa .. dice qua la gñtlca de .... puMd8a de KOgnia b 1rg 
no - poalble w1•la toda aln pawdoa v-por la mian. arieta. 

Otni gr811ca irnpoftante para el desarrollo de la t--. de gr6flcaa - la llamMla: "Firma dat 
diablo•, la cual se Ilustra a continuación y se pide al lector que Intente recorTerla toda sin 
paaar doa vec- por la miarna artala. utilizando el m6tDdo llualrado maa arriba. 

Ejarclcloa 1.1 

1.- Utilizando .. ........., da ......... da ......... _ ... da ....................... puedan 
,_,_ aln paaardoav-porla mlanm _.... 
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e) d) 

f) 
e) 

De las gráficas anteriores que se pueden recorrer todas sin pasar dos veces por la misma 
arista decir: 

a) ¿Cu•alea contlenzan au l6CGi 1 Ido en ... v6rtice y tenniluln - el mlanlo?. 

b) ¿CuAlea inicilln su recorrido en ... vMtlce y deapu6ll de~,.. liodlia sin s-.. r doa 
veces por .. mieme •riata termin.n en obu v...,. dletintD?. 

e) ¿Qu6 canictertaticaa tienen loe v•rtlc:n de ... gñflcaa que pueden recorre,.. toda• 
aln pe-r doa v- por la millnw •riata y que caracl8rieticaa tienen loe v6rtk:ee de la• 
g'*tlcll• que no pueden ser •-•Ida• de• mienm l'IWnet'lll?. 

A -ta• •ltunia que y• •• ha ..--.... con un buen número de ll'*flcaa, pmrece que faltan 
recunoa pmni seguir ade .. nte con el poablenlm c-er.1 que dice: ¿a.jo que~ -
puede recorrer una g'*flca aln s--r doe vec- por la rnlanui arista? 

Sin embargo, - poelble que - ...., punto Y• - puede dar .... .._.,.,....•...,. prablurw 
haciendo m6a formal la '-111. Op•raftdD de ....... ....., l6glca podlmn- ..,._., • 
definir loe elefnentlo9 con loe que - i.n b • jrdo que -= G'*'lca, vlllancill de un 
v6rtlce, &'*flc:a planar, ar*ftC11 no plalWr, gr6tlca dlrigjdll, circuito, llrbol, etc. 

Se define entone .. : 

• Gráfica : Ea un conjuntD de v6rtic-y aria .... 

E•ta deftnlcl6n .. c .. ra puesto que .. &'*flca ••M tonn.m por .,.._,.._ que - sabe 
lntultivamenta qu6 son, - decir, no - --_..,... v.ace ni •riata s--to que - ... 
ha llamado ..... punto. y ........... 
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• V•lencla de un v6rtice: E• el núr-.a de artat.e que llegan a cllCMI v•rtice. 
A pmrtir de esta definición •• claro que • valencia de un v6rtice puede aer Pllr o imp.r. 

• · G'*ftca planmr: E• aqueli. cuy•• •rtat.• •• cort.n aólo en lo8 v6rticn. 

• G'*t'lca no pl8nmr: E• aquella cuya• artat.a, apmrte ele lnbtnect.rse en lo8 v6rtk:e• 
tambi6n - lnteraectan ,.,.,. de elloe(aln que la• nueva• lnteraecclone• ... n v6rticea). 

• G'*t'lca dlrtgidll - aquea. en • cuel, •• arieta• .. t6n dlrlgldlla. 

• Circuito : E• aquella gniftca o pmrte de ell8 que puede recon"e,... IDda •in pe .. r do8 
v- por la mlam8 an.ta y el v*rtice de .. 11c:1a - el mlamo que el de llegmda. 

• Árbol: Ea aquella a'*tlca que no tiene clrcuitaa. 

• Gniftca conexa: E• aquell8 que con•ta de un aólo pedazo. 

Con lada• -ta• detlnlclonea •• poelble ya afirmar que: 

Una 11r•flc• puede recorrer•• toda aln P•••r do• vecea por la MI••• •rl•ta, el y 
solo el •• con••• y todos aue v6rtlcee Uenen v•lencla par o •olo do• con valencl• 
l111p•r. 

E•t. •ftmMlclón debe dividirse a eu vez en ot..a doe: 

1.- u,, • !)ráflca puede reconerae toda •in pasar dos vece• por la misma artata, al y 80lo al 
es ccnexe y tadoa eua v6rtice• tienen v•lencia Pllr. 

2. - Une a'*ftc8 puede~ tuda sin s-ear cloe v- por 18 ......_arieta •I y 80lo al 
ee conexa y tlelM -ctarnente doe v•rtlc- 1mp11 ..... 

Las llftrm8clonee a 18• que .. i.n lleg8do ym no - d911nicionee; pero quiUI •lgulen 
pregunta'*: ¿EnlDnc- qu6 aon? ~ • -ta• atlnnaclonea •• lea da el .-nbre de 
teore•••· Y en la ...._...tic8, un'- - un. llflrmact6n que cMbe ,._ ...._tr.dm; 
pero podri8 8urglr la dlmm pmre .....,._, ¿ P- oon tDdD ID que - e. hecno no~ ym 
~trada?, 18 .._..... .. - no porque - _rto..._trart. .-re todll• i.. Qniftcae 
y Miio ee ha trabajado con -- pmrticu ...... 

Sin.,........,....._ de .... ,_..._ el.....,._ al cuual .. e. antbmdo, tDdlivla fa ... n •i.
elenuenlD8 que - _..., lf'• •In d8&wlrect6n lo8 _... - .._e&•da axioma•, .. toe 
aon •ftn&U1clonee primllrla• de IDda teorla ma-....tic8 y eabre loe cueles .. conetnuye au 
edltlclo. 

Aqui- el ..._rTOllo del~ - ,_ lleglldD e ID •lgl 1 nte; 

Axlomll 1.0 O- v6rticee deWrmlnen •1- Uft8 arieta. 

Axioma 2.- Une arieta tiene por...,.._• doe v6rticau. 

Ya con ...._ •lenMntoe ....._ - ..-1111111....,.... de c1e&1wwwtw.r el teorw, el cu.-1 ym 
complello dlrte de la elgul1 •ta_..: 
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Teore111a 1.- u ... g,.fica puede ....,.,,.,..,.. toda •in pa .. r doe vec- por la mlema anat. 
•i y eolo al ea cone- y tiene todoe aue v6rtlcea con valencia p11r. 

Primero ee demoatnl'*: 

-Si u,,. gráfica puede recorreree toda eln p11 .. r dos vecea por la mierna anata entone
•• cone- y tiene todoa •u• v•rtlc- con valencia p11r. 

D-tnlción: Hay que euponer que ee inicia el reCCM rido en un v6rtice cualquiera •N•; 
por el ••loma No. 2 - poelble llegar al v6rtice aiguiente "M'", llagando a ,.. ee puede .. 11r 
por otra nueva anata ya que la eupoelci6n inicial aeeguno que - poelble recotTar toda la 
grafica eln p11ear doe v- por la mlerna anata, -to -· C.- vez que ee entre a un 
v6rtlce •iernpre •• .. Id,. por una nueva artat. y -to a •u v- quiere decir que a cada 
entrada le correeponde una .. Uda. en otra• p11labrae, •!empre •• encontrara el par: 
•entrada--lldll• y a la primera .. 11c:1a del v6rtice •N• corntaponde,. - última llegada al 
miemo, lo cual dem~tnl que la valencia de lados loe v6rticee - par, adenúl• de que -te 
tipo de recoe 1 ldoe aeegura que la g,.tlca coneta de un eólo plldezo, en otrae p11labrae, -
cone-. 
En virtud de que la expreai6n •s1 Y SOLO s1• Implica la demoetrecl6n del reciproco ahora 
••,. d-tl'8do el lnvereo que dice: 

-SI una gráfica •• con••• y la valencia de eua v6rtic•• ea par entone•• puede 
recorrer•• toda eln paear doe vece• por la 111ie111a arieta. 

0emowtn1ción: otra vez, euponer que iniclamoa nueatro recorrido en un v6rtice arbitrario 
•N•; por el axioma No. 2 es posible llegar al siguiente vértice •M•; ya en él, podremos salir 
Nicllmente hacia otro vértice que, por hipótesis ,tiene valencia par y asl sucesivamente, 
cada vez que lleguemoa a un v6rtice, en virtud de la conexidad de la g,.tica llegarernoa a 
otro con valencia par haata que completemo• tocia la g'*tlca pu- a la primera .. 11da del 
v6rtice Mff• correaponde,. una última llegada a -te. con -to. puea. ae recorni toda la 
g'*tlca eln pa .. r doe vec- por la mlama artet.. 

Teore111a 2.- Éate teorema que ae orlgln6 en la aftnnaci6n No. 2 - Nlcllnwnte 
~tnlble utilando una •anata ,., ... que una loa doe v6rtlc- con valencia impllr y ya 
con eato, - poelble recorrer toda la g'*fica aln p11 .. r do• v- por la mlama anata como 
en el aigulente ejemplo: 

A eete tipo de g,.ftca• - lea llama,. Eulertanaa. 

Ea poelble aegulr deearrollando la teorta de gr6ftcaa, poniendo rúe dellnlclonea, por 
ejemplo, ae puede agregar al edlftclo teórico algo que no - tenla haet. ai-. como eon 
la• g~a c:ompletaa, en laa cua ... , cada uno de aue v6rtic- _.,. unido con tDdoa loe 
dem6a por una anat. y como ejemploe ••tienen a laa algulentea gráfica• completaa: 
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B e 
A B 

C><J 
e D 

A 

D E 

etc. 

En .. gr6ftc:a compem de 3 vMtlce8, ~-de elloa -11111 unido con loe oboe dae; en• 
grMlcll de 4 v~ C.- -de loa cumbo v~ -11111 unido con~ - de loe otrae 
b'ee vWtic:ee, etc., IWciendo ......._ .. omantacl6n de que .. •rtat. AB - .. .....,_que• 
arte .. BA pe,_ .., conlmr dae V- el ""'- de ....... Con ... om.v~ 
•n~ -podr6 ..._ .. •9 ..... ...,.., 

No. de v6lrtlcae No.de ...... 
2 2(2-1)12-1 
3 3(3-1)12-s 
4 4(4-1~ 
5 5(~1)12-10 
e 8(8-1)12-? 
7 7(7-1)12-? 

• 8(8-1)12-? 
... 
n nfn-1\12 
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Ejercicio• 

1. 0.-tnr que - uni11a1 tlelMI un,..-_.., pmr de v6rticH ...,._,.... 

2. Demoetnr que el~ clclom*tico de tDdll gráftcll canpleta .. iguml a: 
(B-1)(-2)12. 
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3. 0.-tnr que en todll gr6tlca con..,..ta el ......._,., de v6rticee --. valenctm par -......... 
4. Ealllblecer y derwtnr el a-que - -upe del ,,_,Ido de une gr6ftca aln .,....r 
doe v- por la mlelna arle .. , levantando una vez el Ulpiz( con• ILI .,. el caeo -Y el 

->· 
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tgua•ndo ... doe f6rmulll• y deapejllndo. 1t - tiene lo •lguienlle: 

4(84181) • 1t - decir: 

1t - 258181• 3.18 

Hey muchoe olrae ejel1..,_ de problelw que eborde en Pepiro RNnd. pero o11v--.... 
no - conaidere'*n IDdoe, lo que •I - noe.ble, - que - canoc...._ el valumen de • 
pi ........ ~. y eetD - digno de~ .... ye que loe Eglpcioa fueron grandee 
conetructorea de pl'*mldea . 

........ Ucoe Gd-n?'·- Loe_...,. de .... pueblo fueron loe,_. fill'8ndeade .. en'igll E d•d 
por loa clescubrlmi9nla9 que en todea •• ciencie• iogrwat. Su ,_.,..,., mee&dloo 
loe hizo llever •le GeaenAlii por ejemplo•~ •lbm y fua Euclldea quien llevó•• 
Geaenetrle •u._ gren perf9cci6n puea fue el prtmero en...,._....,._ 

En -te puntD - dee•rrolla'* uaw .. ..._tr.cl6n aae.. el tww que ..._ 
-tnrron aobre: •-dll los.,,,,._in,_..,,_ dll un,,.,,.._~,.._.,,_,. -'-*-ce.no __ ,,..,, la ............ 

. ~ 
La ..._tnrcl6n, corno - v-*. no he variedo deede aquel enlDnCee (..........,..._ 
cinco •igloe ente• de_.,..,.,, aqul- tiene: 

s.. et trl6ngulo ABr y ...._. por A u....,...... &E • ar. P-tio que ar y &E -
pa ........ '11 loe ....... •tt.rno.....,,.. - ......... 6ilglilD &AS - Igual ... ....... 
ABr y el....., EAr - igual• Ara . ..._. BAr • ......... Entoncee loa ......... &AS, 
BAr, rAE equtw .... illw •&AS, BAE, que -len doe rectae. - ......... e loe "- 6nguloe 
del tri6ngulo ABr. Pm- lo._...,, loe"- 6nguloa del bi6I ll'do - lgualae • daa ractDe (
decir. 1809). 

Como Y• - hable dicho, lo m6a nolellle del ~de Euclldee - eln dudll. el ....... 
.. ion.uz.do .. 01~m•tale. - daolr. ~e • Ido -- ............ paetulJldDe 
qua - ......... eln ..._tr.cl6n y que - como dwciJI Eucllde9 • .,, .......... par el 
......_-.1oec.-..-: 

Poatulado 1. Doe puntoa detiermli•n - y aolo u.. rwctaJ: 



Poatulado 2. u .. recta pueda poolong•,.. 11.-11..........,... en ambme dlrec:Ctones: 

Po•tulado 3. Todoe loa •nguloa rectos en el plllno eon lgu. ... u- a loa otroe: 

L 
P-tulado 4. Dada cualquier centro P y cualquier dlatancla r, - paelble conatrulr un. 
circunferencial que e.nga por centro a P y tanga corno nidio• r. 

G 
P-tulado 5. Dada u,. recta L y un punto P extartor • ella, - paelble conatruir -
panilela L, a L q- pmae por P 

p 

19 

Hubo •In..........,, en el tiempo que - le dio un lnllalnieldD -loi!Mlloo a .. o-n.tn., 
• ....,._ ~ aobrw llDdo en • dellnlcl6n ch ctarta. ...... ~nMrlooe como par 
ejmt1plo el punto, -- - detlnla corno algo que no tiMte .__.,,_,pero al - dmll.tja un 
punto, V- que .... u..-.--.. aunque - muy......,..., lo,....,__ trat6da 
....... la u- y pi.no,...,.. .... ••lidlidea gecllnMricaa no• mm,.....,,.,..._ 

No...,....,.., hay que lanar en e_.. •V-deftnic:._ y P"'llfllialr' t que ayudaÑn • 
C01Wbuir • 0-nwb • p111 .. que• el objeto ch -ta tramjo. 
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11.2 Angulo• y Ull08 de ••guloa 

Ángulo E• la porcl6n de plano llmiblda por doe ..._ Ndme qua oonc:unwn en un punto 
li.m.do v*ttlca. 

~E• la 38CMv9 P11rte de un circulo. 

L- .. .,..._ - miden en grMloa y ••I - ._,. • ....,_ *ngulae muy eapec:ill ... que ea 
deben --.rpor ejemplo: 

""e"P Rec:tD como lo....,,,.. Euc...,.,: "SI - recta cae eabr'a otra de tal .-nara que -
fannan 6nguloe ........... loa 6nguloe - ... ...._. NCtaa y .... ractae - ... ..._ 
parpatnidlcula.-•. 

ÁngufQ Rec:tD.- Ea aquel qua mide llO" como - va a contlnuacl6n: 

1 
N6ta9e que en la definición de Euclldee, - definen da una-. el 6ngulo recto y la• rectaa 
parpandk:ula.-. 

""e"P llano Ea 8qlMI qua mida 180" o - Igual la •urna de doa 6nguloa rec:toa omno - va 
en la algulanta tlguN: 

Da aqul - ..... otras dellniciolws de 6nguloa - loa qua ........ , 

Ángulo"""'° Ea aquel qua mide "'*8 da O" pam - de 80'". 

""e .. obbaeo Ea aquel qua mide,..... de 80" paro,_ d91809 como -va: 



Á"R'"P cóncayo Ea el 6ngulo que mide rn6a de 180" pero menoe de 380"'. 

Ejercicio• 

Contee .. r la• algulentee pregunt.a: 

1.- ¿Cu*ntoa 6ngulaa rectoa tiene un 6ngulo ... no? 

2.- ¿Cu6ntoa 6nguloe rectoa tiene un 6ngulo de una v_...? 

3.- ¿Cu6ntoa 6ngulaa de 4159 U.ne un 6ngulo llmno? 

4.- ¿Cu6ntoa 6nguloe llanee U.ne et 6ngulo de una vuelta? 

5.- ¿Cualinto mide en grados, medio ángulo recto? 

8.- ¿Cu6ntoa 6nguloa de 45" tiene medio 6ngulo llarm? 

11.2.1 Pareja• d• 6n911loa 
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Ánguloe m•centea Son aquetloa que ... _.. un v6rtlce y un lado - común como - va. 
continuacl6n: 
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••tiene: 
a.+P•P•5 .... ,......_en_....,.n...,, ... _ .. perteoamún y 

a.•oque-loque_.......,...._....,r. 

Corolario 1.- Doe 6ngulDe que tienen el rnlemo 6ngulo oornplementarto 80n ........ 

o.mo.tncl6n. Apoy6ndoiwe en .. tlgur'8 •m-tor- elgue que: 

a.++•909 
p + •• 909 • por lo tllnlo: 
a. + •• p + •• ftnalmente: 

a. •p 

Corolario 2.- Doe 6nguloe que u.nen el mi.mo 6ngulo ••••• 11entarlo _ ......,.._ 

Pa,. daimeliar _ .. oorol9riD - •igumn loe rnlernoe .,._que en el.__ 1 y el 
oorolllrto 1. por lo tanllo - deja de ejercicio al lec:tnr. 

otra dellnlcl6n que - (di! - .. •lguient.e: 

Biyctrtz • am •'V*· e. llqU6llll recta que divida al 6ngulo en dD9 6ngulo8 ......... como 
- obeanfa a oonllnuael6n: 
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Ángulo• com•le••ntartoe Ea un par de •ngu1oa que •-n 90'" como - ve en la tlgur8: 

6nguloe complementarioa 
Pdyecentea 

........... oomplemantarloa 
no PdyacentPa 

•...-. auplamenlllrtoa 
no Pdyacentiaa 

Anw"?' opuntoe par •I vtrUce Son loa •nguloe que tienen un v6rtice en común pero uno 
de elloe - flDnNI con .. p«*lt....,16n de loe llldae del otro. 

Con IDdlla _ ... detlnicionea uno puede~ PI aiguiante: 

Teor••• 1.-1.oe •ngu-~toa por el v6rtlce _.. igla ... : 

Ac!9rwc:!6n. En elgunaa oca...._,.-. defwtrar-ta tww, - cae en .. tantPci6n de 
madlr loa •nguloe, lo cual - l11001'T9Cto, ~ ~ v- qua - tuvieran doa •ngu1ae ...,._toa por el v6rtlce - debertmn de rnadlr. Lo lmpmtanl8 de la GeaWAble y de au 
-truct&w9 - el podar dei•ilNill•~ un'--,_... c.........- piil"Pja de •ftlll'IOa ~ 
porelv6rtice, ~to deloquemlmn. 

s-ndo ... .,....... et+ fl •180" y 

fl + l'i =1809 de donde, Igualando loa doe prin.roa ..........,._, 
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Ejercicio• 

1. SI •• u.-n doe •ngueoe coonplemenblrioe, uno mide x y el olro 4•, ¿cmntD miden loa 
doe •nguloe? 

2. Se dibujlln doe •nguloe • ..,._....no., uno mide 7x y el otro mide ••. ¿cmnto miden 
loadoeanguloa? 

3. En i. algulent9 tlgun1 - U.- doe •nguloe ...,,_... y camplement.riae a y P • loa 
cU8 ... - ... tniz.n aua blaectrlcea. Moetrar qua laa blaectrlcea tlannan un •ngulo de 
45°. 

4. Muy •-Jente al prablern8 •nterior: - dlbujmn doe •nguloe ectyec:em- y 
auplelnentertoa 8 y +. • loa e-lea - ...... n .._.... aua blaacb"tc-. Delwtl'8r qua 
eatea blaectrlcea aon perpendlcule .... 

11.3 RECTAS PARALELAS 

En i. p11rte 11.1, donde fue trat.do el •ntecedente hlatbrico de la Geometri., - IWM:ton6 
del qukltD poatul9do de Euclldea, pues bien, origll...._n... _ .. poatuledo ....._ 
redact.do de i. •lguienl8 manen1: 

S..n doe rect.a L, y L. en un mismo pleno cor--. .,_- une b"enav-1, - donde 
conaidenln loa •nguloe a y 13 loa e-lea aumen - que doa •nguloe rectoe, - decir: 

a+pc180" 

L,--?~ 
... ~~~~.......,7~ ....... ~~~~~~~~~ 
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Del ........ d9I paebMdo de Fa H111 puede 8Urglr la 8iguiente prwgunla: ¿~ .__.. .. 
la-deayl}---l•dDerecti..-decir¿que.-..con ... ,_...L,yLo .. ci+IJ 
• 180'"?. La......,...., ... rectaa L, y Lo'°" .......... 

SI - con8idenln daa NC:tma L1 y L2 cartmdaa por un. tnft8Y...i. - flDnlmn 8 ~de •ngu1oe. • 4 de elloe - ... de_..,.n: 

L, ------+r-7'-r-...... &---

Lo ---+---oqi<:_.__.__~ --
¡;y+ - ...._n •nguloa corT88POftdlen .... lo mlamo que e y 1J • 

Viendo• Ger- do8 ...... en .... miama ....._, 

Bien. puea 8q&li - U.- • flgur8 camplebl y • det-nin•cl6n de loa ,....,._ que -
...... n: 

~====?:IJ=c === frY.--
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Loe 6nguloe S y cp - ............. altemo _...,,.,.,ID mi9moque y y c. 

En_ ... NC:taas-ra ..... cortr *' porU1W tr.nsv-e, _..._que.._ ......... 
alterno In'-'-_ !gua ........... ,.,. .. alguiente propoelclOn: 

Propoalcl6n 1. Si - u.n.n doe ract.a OGltr'"lee por ........... v.,... y loe.,..,........,.,_ 
lnternoa .............. enlDncee loe •nguloe -~ - ........ 

Not.: En..- caeo, deiwtrer una prnpoelclOn- lo mlamo qua dMWtr8r wt '--por 
18nto - a.na .. , 

DemaMnciOn: S•111 .. en .. ftgurEI ......_ que .. nl9dldrl a - V-1 a .. medldlfl + Y 
..._.._ .... qua la• medldae /5 y cp eon lguml9e: 

... meclldlEla a y /5 _..,. ... por aar loe 6nguloe as--toa por al ..-ac.; 

... medldlla +y cp - ...-por aar loe.,...._ ~toa por al v6i'tlce; 

de ID ant.rlor ..,__ .. algulantie C-... d9 lgualdfldaa: S •a•+• cp, por lo 18nto: 

S•cpqua.,.IDque_ ....... ~ .... r. 

Propoalc.._ 2. Si - ..,_ doa recta. ,_......_ COi1rldaa por U1W ...._.,..... y loe 
•nguloe •llianlo-~ .............. entonc:ea loe .. ......,. conwepondlantee ......... 
..... nlgue .... 

Eata prap»lcl6n se deja de ejercicio al lactar 

A 

1). ~D 2). 

F 
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A 

1) ~- 2) 

F 

Para et ca110 No. 1 - prolongmn loa aeg11-'Da AC y FE obWniendD un •ngu1o allldll9r cuya 
medida - +. Eata medldm - Igual a a. ya que loa aagm9n1De da recta CB y EF _. paraleloa 
y loa •nguloa _.. corrupoodlantee. Por la......._ món +y p _.1gua ... y por lo tanto 
a.-lguala p. 

Para el caao No. 2 - prolonga el s...,.....m FE oon ww l'9Cta auxlllllr fann6ndoee ,.. 
•ngulo auxiliar con,,_+. da-... - tiene que lea rnedidaa: 

a. = ¡; = + por aer loa •nguloa corraapondlantee. 

por otra parta ll + <> • 180", tambi6n ll +a.• 180" enlDncea loa •ngu1oa cuya• medida•_.. 
a. Y ll - •...,..._ntartoe. 

Eataa dos observaciones demuestran: 

Teor••• 1. Doa •nuu- que U.- aua ladoe raapec:tlvaRMnte paraleloa _. lgualea o • ..,...._...r1oa. 

11.3.3 Ánguloa con aua ladoa reapecUvalWente perpendlcularea 

Como an el ca- da loe •"11'*- con - ladoe reapecttv_,,.. paraleloa, doe •ngu1oa 
pueden taner aua ladoe reapactiv-.tte perpendicularea. 

Anteada aegutr adelanta•• ~tren. al.__ algulanta: 

Teor••• 1. SI doa ..._. rectaa dlatintaa L., y ~ _.. perpatidk:ularwa a .... tercera l'9Cta 
L., enlloncee L., y~ W'I paralalaa. 

:====·t= ... ·==== 
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Dw!l)!Mbwc!ón.- Alll'wflndoae - •figo-. ant.wrtor - obwwrva que loa.....,. • ...,.._ 
lm- con .._"1 •a y P - ......... .,._..,que por hlp6Wale _.. - de...,. mide 
909 ya que L, y L.. -. pwrpwndlcule,.. • L, • S. concluye entoncee que ... rect.e L, y L.. ............... 
Le• tonnaa princlpelea en que - preeenten doe 6nguloa con •ue ledoe reepecttv.._... 
pwp911111c:: .. 1aree - rnueetran a continultc!ón: 

1) 2) 

Tembl6n el •iguiente teorwna •• demuestra de mane.. •-jante al anterior con loe 
flngulos respectivamente pa,.lelos y dice: 

Twore•a 2 Doe flnguloe con aue ledoe reapectlvamente pwrpwndlcula,... eon lguelee o 
auplementarloe. 

p 
1) 2) 

Q 

R S 

2T°Mtr? 'On ,..... el caeo 1) - trm por el punto O del flngulo cuya rWllda - a un 
flngulo a--.r +de tal ti... q119 OR - perpendlcul9r a OQ y OS - ,...,... • •r • OP, 
wt11D1- por el '-- 1 de .... eeocl6n, loe ... .._._ OR y O'P' - pmLI ' e y loa 
....,_.._ OS y O'Q' w tambi6n ............ y por .. pmpoelel6n 1 de la eecc16n anterior 
loe flnguloe _.,......._+y P-. .......... P-lembi6n loe flnguloe con medldee ay+-
lguelee por ......... ......_ ........ complanNollarto - madidll 5. Por ... tanto: loa ..... 
con rnedidee a y p-. ......... que - ID que-quena ~trar. 
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P•ra el Cll80 2), - V.Z. un 6ngulo •uxllillr con medld8 +. por el ca80 denmetr8do 
•ntarionnent9, ... medld8a 11 y .¡. aon lgu8 .... P8f'O loe 6nguloe - rnedidMI + y p -n 
180", por lo t.nto ... medkllla a y p auman t.mb66n 180", - decir, loe 6nguloa en c-116n 
aon •~nt.rloe. 

Deftnlcl6n: u ........_trtz de un aegmento de rect. - el canjuntD de puntoe que equldla .. n 
de loe·~ del aegmento, como - m-tnl • continuacl6n: 

~· 
Como puede v-... medilltrtz ea perpandicW.r al aaur-nto y pa- por au punto medio. 

EJarclcloa 

1. En la siguiente figura, dado la medida del Angulo o.'"47"', ¿cuanto miden los otros siete 
•ngulos fonnados por las paralelas y la transversal? 

2.- otra vez como en el ~ •ntarlor, - tienen dae recma ccwtama por une 
tranaveraml en donde -u.n n-radoa loa 6nguloe que reaull8n, al el 6ngulo 1 mide 18 
c ... re. parte del 6ngulo 4, enconlnlr 18• medld8• de loe ocho 6nguk'9 que - fonnmn. 

3 Derwtnor 18 algulente propoelcl6n: SI L1 - paralel8 a L, y Ls - ,_,.. .... a Ls. enllM
L, - .. ,.. ..... Ls. 



4 Supongm que ae tienen doe .._... pooralelea cort8CMa por W ... _ve,..I 'I/ doe de·
•nguloa can98pOldentn - igumlea, ~trer que laa blaec:lrtcee de - •nguloe 
corTe8pOndlentea blmbi*n - pooralelaa, v .. _ le tlglwm: 

5 Sean doe i-ralel8a corillcMa pordoe tni-vemlee·oomo - rwllw a conUwl6n: 

a 

SI AO-AD. ~ ... r que OD - .. bleectriz del •nuu1o AOB. 

7 En le algulenta f9wa de..........,. la medida de loe •nguloe que-....._,~ .. 
•ngulo que - m como mio, •lea f'9Ctlla - .-ra ..... doe a dae. 
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11.4 Trt6ngulo• 

u ... de ... tlgu,.• fUndamentalea para al -ludio de la Geometrúl - •In duda al trt6ngulo, 
FKMa ca•I todma la• .._ p1a .... que - conocen pueden trtang.....,._ y par ello • .. n 
Importante au con•lde,.cl6n. 

Deflnlcl6n.- TrWlngulo - uu porción de plllno llmlbldm por trea rectall que •• cort.n da8 ·-· 
.L 

e 

El trt6ngulo..,.. denobido par ... latnl• mayO.Culaa que - colocan en•- v*'1k:em, en .. 
figura anwnor ••U.ne un trl6ngulo ABC. 

11.4.1 Cl••ltlc•cl6n de loa lrt6nguloa 

Le claaitlcalcl6n de ..,. tri6nguloa - i.ce: 

•) Según au. ledlJ8 

b) Según ·- 6nguloe 

Por •u. i.da8 - clealtlcan en: 



32 

• ,...., ' • San 8qU911cae que U.- •I - doa llldae....,..... o~- Deftlro de_._-----"..,. trl6ngulo8 ........._. 

a e 

• E1ca..._ Son ....... queu..n todoe •- llldoll dee9w..-. 

ª¿e 
Segc.n 1ue •nguloe •• clilllllc8n en: 

• Acuüngu.... Son .quelio. que tienen fOd09 •ut •ngulae llg&ldol. 

A 

.~ 
e 

• Rec:Mnpulat! Son aquellal que U.-un •ngulo recto. 

A 

~ 
a e 

·~e 
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11.4.2 Algun•• propl•d•d•• de lo• tri6ngulo• 

L- tri6nguloe tienen muchlaim.. propied9de8, •In 8111bargo llqlll 861D •• venn atu-a d8 
le• m6• repreeentmltv••· le• cu. ... - u-Ñn ...... 8idelllnte. E•bl• ..... n vla ... como 
enunci.do8det--.. 

Teor••• 1 Lo•- d8 lo• medide• d8 loe 6ngulo8 lnternoe de un trt6ngulo - iguol • 
1809. 

Aunque -to propled8d yo h8ble •Ido "-'-trodll en le parte hlatnnc., •• volv...., • 
repetir le -tración: 

Si - dibuje un tri6ngulo ABC cu.lqulere y, •uponlendo que por el puntlD e - dibujo u
.,........, a le racbl AB. Se eabe q- -ID - ~· hacer grocie• ol quinto poMuledo de 
Eucltdee. 

A 

Con el ouxlllo de le figuro anterior, - -uentnl que le• rnedldae: fl=q> y a.,.. par •er 
6nguloe alterno lntarno8, m6• la medkl9 8 - cm1 .... bl un 6ngulii .. no el c ...... - ...,., 
mide 180". Con ••tD -dernuemtra el........,... 

De .... teorwne - puede deducir cu6nto •uman lo8 6nguliiii l........,_ d8 un pollgono 
cu.lqulere. en ef9ctD, viendo un cuedrtl6tero ABCD carno el •iguiente: 

A 

Como - v•. - poeible dividir cuelqui9r cuodrtl6t..o en doe trtllngulDe, cade uno de lo8 
cu.les. •u• •ngu1oe lnt.rnoe •uman 1eo-. Ami. la•- de loe 6nguloe l....._ de un 
cuedril*tero - Igual• 380". 

Por lo vleto antertorm8nta. coda v- que - t.ngm un p .. 11ª llO. - divo en tri6nguloe y el 
número de tri6nguloe quo ~ua.. - mulapllcar6 por 180" y do...,. monore - ........, la 
sume de loe 6nguloe 1m.rr-. 
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No ......... aun. de ........ .._..... 
3 (3-2)(111r) 
4 (4-2)(111r) 
5 (~2)(111r) 
e ? 
7 ? 
... . .. ... . .. 
n 1 ... 2v1~ 

Haata _ .. ..-nentD - '- vlatlt, c-nto •-n loa •ngu1aa In._ de un pallgaoio 
c-lqulara, pero uno puede .....,....,.., ¿cuanto aUIWI loa •nguloa ........_ de un 
pollgollO cumlquiera? Y. • todo -'°· ¿c6rno - d9ftne un •ngulo _..mo, por ejemplo de un 
tnllngulo?. 

•naliulndo prirnvo un tri6ngulo al qu. - le i.n lnlzadD loa Anguloa .....,.._, 

Oíl'C 
Como puede v.,_, un Angum ~ - rorm. oan .. prolongllcl6n de - de loa l9doa 
del •ngulo Interno 8dyacent.e. 

Con al auxilio de .. figura anterior, - poalbla aumar loa •ngu1oa lnlarnoa oan •- •nguloa 
externoa .ctyacent.a reapac:tivoe obteni*ndoa• .. •lgut8nte •-: 

a. +a.•• 1809 
13 +P' •1809 
l>+B' • 1809 

( OL + 13 + !)~ OL' + 13' + o')-540° 

P- - ..._ .- ( "'+ 13 + B) • 1809, _ .. IÚW'O - ,_.. de ...,._ mianlbioa en .. 
111-llllad ant.rtor y .........,, 

OL' + IJ' +¡;•a 380" 

Eata ... ultado~tr.ei: 

Teore•• 2.- La • .._ de ... n 1 Sta de loa •nguloa ext.nma de un trMingum c..equlara 
- lgu81 a: 380". 
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De -.W - puede~ eablblecer •que e• lguml • •-d9 •• rnedidma d9 loa 6ngWaa 
....._ d9 c&mlquler pollgono. p_. ejemplo el C880 d9 un cuadrtl6tero. NlciandD lo 
......... que ...... trl6ngulo: 

Como en el - del .,...ngulo - ...... Cllde 6ngulo ext.rno con au Interno reepectivo y -
obtiene: 

4( 18Cr)- 7:ZO-, -to - lo que ·-n ... medide• ... loa 6nguloa ~ y - lnternoa 
8dyecenl8a, pero al le rwate .. aume de loa 6nguloa lntemoa que - lguel • 3eo- reeultllr6: 

7209 - 3809 • 380", - dac:ir-L.oa 6nguloe externoa de Ull CUedrll6taro au•e11 SeO-. 

Eata proceao puede aegulne con cuelquler pollgolllO encot•b•ndo qua: •L• •••• de loa 
6ngulo• externo• de cu•lquler pollgono e• lgu•• •seo-. 

Relacionando ahora las medidas de los ángulos Internos con loa ángulos externos. Para -to. ee considera • •urna de lea medida" de loa 6nguloa lntemoe de un trl6ngulo 
cualquierm y le •- de lea medlde• de un 6ngulo externo con au .....,.ctlvo 6ngulo 
Interno como ae muealnl en• alguienta flg&wm: 

B e 

Donde: 11+ti'•°'+11+S,porque8111boa 1Mtoa d9 .. igueldml wt ....... NIP cUw-1111 
e 18o-. R-tendo .. medida común 11 d9 Cllde ledo de .. Igualdad: 

11' •a.+ s, - d9clr, con~ - caer-atre el: 

T•-• 3. En lado trl6ngulo. un 6ngulo ext.nto - igual • • •- de loa 6ngWaa 
lntarnoe no edyecentea • el. 
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T•or••• 4. En todo bi6ngulo 19óece .... • l9doe !gua ... - oponen 6ngulo8 !gua ... 'JI 
vlceve ..... 

Se....._tra el primer-uncl8do: A..._ ......... -oponen 6llgUkle .......... Coneldemr 
el •igll la ita trWingulo que u.ne•- doe l9doe ......... y •I c-1 .... V.Z. • perpendlculalr 
All 

A 

Como.,._.. ve,.., el....,_. All - madi blz de BC .,._ID que - P8f'pendlculalr• .... 
y,_.. por eu punto medio p que~. de 8CIUI ent1Dnc8e, -dcbl8., 6ngulo 6 •lo l8rgD 
de todo .. ....-nto All, - tiene q-: llC coincide can BM y .. aegmenlD AC coincide can 
AB, - decir, .. 6ngulc a cclnclde oon p, ......._trando .. enuncllido. 

Ahora habrá de demostrarse quo a 6ngulos Iguales se oponen lados Iguales. Para ello ae 
utllizair6 .. m6todo de reduccl6n al abeurdo que corwleta en neger • ..... y 118gar a une 
conllwdlccl6n: 

Suponiendo que en .. algul8nt9 trWingulo loe 6nguloe a y P _. lgualee pero AB y AC _.. 
dletinlDe, o bNln AC>AB 

A 

M 

Puedo que AC>AB, - ..._ eobrw AC un punto N lal que: BN-llC, enlDI-, p -divide en 
dc8 .......... p, y p, - decir: 

p = PI + p2, pero ODllD BN"8C, etdm-: 
P = PI + 6, pero por lilp6teele P = 6, .,........_ : 

P=PI +P""Pob6en: 
p ""p , lo cuel - - coelb cdlccl6n. 



Ea .. contradiccl6n c... al ee acept. que AB-AC, lo c .. 1 -.tra la v-ldmd del 
enuncleldo. 

Atoor., al•• ,,..me. el t........ en fonlW dlatinbl, - tendr6 el •lguiente enunciado: 

Teore111a 5. En algún b'Wlngulo, •mayor llldo ea opone mayor 6ngulo y vlc--. 

3 7 

Pera le demoatracl6n de -te teorema, ee utlllzer6 lo vlelD en le pmrte anterior reapecto 
del b'Wlngulo laóecelee. 

Trazando un tri6ngulo ABC en el q,_ ee eupone que el '-do AC - mayor que cuelqulere de 
loa otro. doe, por ejemplo AB, como ee m-tra en le elgulente figura: 

SI AC>AB , entonce• .. toma eobre AC un punto N .. 1 que AB-AN, por lo q,_, ee va a 
demostrar que el 6ngulo ABC - el ángulo mayor, en efecto : 

6ngulo ABC• ID + <P 
6ngulo ABC• .¡. + <P por aer laóacelee el trimngulo ABN. 

Pero + •• un 6ngulo eJCten>o del trl6ngulo BNC, por lo .. nto. + = cp + 15 por el '-- 3, 
entoncee, •-tituyendo el valor+ en le ú1t1nw lguelded: 

6ngulo ABC• cp + li + cp • por tanto: 
6ngulo ABC• :?cp + 6 >6 y eel 
6ngulo ABC > 15 que - lo que - querie demoetrer. 

Se tennlner6 -ta aeccl6n ~trando el t--... que - conoce con el IMXllbre de le 
•o..1gualded del trt6ngu1o• 

Teore111e e. En IDdo tri6ng&m, la longitud de un ledo - menor q,_ le •- de lee 
longltudee de loe....._ doe ...... 
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En el trlftngulo ABC ...._..que .-.-1rar que AC e AS+ BC. P- ello - mn. llGbrw AC un 
punlD N ... que NC-CB, por lo que el tri6ngulo ACB - le6acelH, por un ledo, por otra 
perta AN<AD ptMeto q- AB - el ledo n.yor del b16ngulo Mm pues - cpcne al 6ngulD 
mayar ro. Aal .,._, 

AC-AN + NC, pero CN-CB por..,. NCB le6ac .... , aal 
AC-AN + BC, pero ANcAB, por-...: 
AC-AN + BCc AB + BC y tina~ 
ACCAB+BC. 

Ejarclcloa 

1. 0--trar que un b16ngulc no puede te.... doa 6nguloe rectoe, e doa 6ngulca ~o 
un recto y un obtuao. 

2. 0--trar el inv ...... del .__ 5, - decir: •A mayor 6ngulc .. opone mayor i.do •, 
uaando el tn6tDdc de reducción al ... urdo. 

3. 0--trarque en todo trt6ngulc rect6ngulo, loe 6nguloe rectoe -. -.plement.rtoa. 

4. En la alguiente figura, calcular el 6ngulo que - Indica: 

!~•-' 

8. En el alguienlla trl6ngulo calcular le medldm de c:ad9 ._de•- 6nguloa ""--' 
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7. En la •igulenta figura, el ..gmentD AB - SM1ralelo al •egmerdD CD. enconll'ar la r...tid9 
de loa 6nguloa que •• lndiclln: 

a. En el alguien .. tli6ngulo, •• tiene un 6ngulo _..mo y •u 6ngulo lnl9rlor Mlyacenta, 
moatrar que la• biaectrice8 de_._ •nguloa aon perpendlculerea. 

9. En la algulenta figura encontrar laa medida• X y Y: 

10. En el algulente tli*ngulo 19óec .... , encontrar la• medida• de tDdoa loa 6nguloa 
lntenloe: 

11. 0.-trarque todo trt6ngulo equil6tero bunbi6n - ...... Qulo. 



40 

11.S. Congruencia de tri6nguloa 

Una de laa herramient.a maa etlc:ac- para muctuaa delwtrac...._ en la 0-b"ia lo 
conatltuye la lg&aldad o congruencia de trl6ngulo9. Aal que, un c-üeMw11iedtD 
lmports,.. _, ¿En q• c.w aon lg&alea o congrvellWe doa trl6nguloa? 

Primer ...... C&ando lle...,, aua ladoa reapectivamente lgua-: 

E• decir AB•A'e!. ec-e·c· y Ac-·c· ; ae .. llama criterio LLL, - decir: lado, i.do, lado. 

Seau!!do e11eo. Doe trt6ngutoe aon lg&alea cuando tienen un •ngulo Igual, comprendklo 
entre doa ladoe ig&alea cont0 ae mueatra • continuacl6n: 

B~C B~C' 
Ea decir: Ae-·a· • BC-S'C' y 6ngulo p = •ngulo fl'; - .. llama crtterlo LAL o bien: lado, 
ángulo, lado. 

Tercer caao· Doa trt6nguloa aon lg&a- cuando tienen un lado Igual 8dyaacente • doa 
•nauloa lgua ... como - ve en laa algulentea tlguraa: 

O~: A~'B' , 6ngulo <>.=ángulo ci' , 6ngulo fl=6ngulo fl'; ae le...,_, •ngulo, lado, •ngu1o. 
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P9maetnic!ón 4. Sean loa tri6nguloe ABC y ADC 196M:-. demoetnir que loe trW!nguloe 
ABO y CBD son lg-le•. v- la figura: 

En virtud de que BD-OC por aer BDC laóecelea, Ae-AC por aer ABC laóecelee y tener AD 
como lado camún, loa tri6nguloa BDA 'J CDA llOn lg_ ... por el crit81io Ll.L. 

EL algulente ejercicio - dejao •I lector: 

Oemoetraci6n 5. En • algulente flgunl e - al punto medio de loe aegmentoe AD y BE. 
demoetnir que loe tl'Ulnguloa BAC y EDC - lgue ... o conun-ntea: 

D 

·~· 
A 

Demoatnic!ón 8. En el algulente triilngulo la6acelea: AB-BC. AD-EC y F - punto medio de 
AC, ~tnir que loa tri6nguloa DAF 'J ECF aon lg_ ... : 

B 

F 

Pueallo que AD-eC aon lg-les .... medidaa a y ~ aon ~ ... por aer ABC un lri6ngulo 
laóace ... y AF-FC, enlanc- por L.AL, loa doa lrl6nguloa llOn congruam... 
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11.5.1. Algun•• d••oatrecl-•• uaendo con9ruencl• da trUln9uloa: 

PemDatrac!6n 1. Se tiena un tri6ngulo equil6tero ABC, en dDnda - ...._ dletllnciea 
lgue ... AL-Sll-CN, ~ ... r que al tri*ngulo LllN ,_ ..... nte - t8mbl6n ............. De 
la algulanta figura: 

Se 0..-... rá que loe tri*nguloe ALN, BllL y CNll aon congruentaa. Como AL-alll-CN y 
~to que ABC - un -ngulo _....ro,......,.. LB, llC NA aon lgua-. paro........., 
loa •nguloe en A en By en e aon lglalea. puea cede uno de alloe mide eo-. entDnc:ea por el 
criterio LAL loa -nguloa amt lgue .... en pertlcuter, loa ledoa: Lll, llN y NL aon ~y 
por lo tllnto el tri6ngulo LllN - equl'*t.ro. 

o.n..tmcKm 2. S.. el algulanta, un pe,.....,11,._ ABCD, al - tr.ze una dlegonel, 
damoatrar que loa doa trl*nguloa que ae farman aon cognoentea o lgue ... : 

r;y· 
C D 

Lo primero que ae notll an loe tri6nguloe ACD y DBA - qua tienen el lado AD en común, 
por un lado, y por otro lado, loa...,_ a y 5 aon V-lea por ••r •nguloa •n.n-inte~ 
ya que loe aagmentoa AB y CD aon .,.,. ...... y loa •nguloa p y + aon .,_... por aer 
.. ....,..,, •nguloa -~ puaa - •8111••nli0e AC y BD aon pe,.laloe, •ilaooca• por 
el crtt.rlo ALA loa doa -nguloa aon lgue- o COllgl'U8iltae. 

l>wnoetn!ci6n 3. S.. el aiguianta trapecto la6ac .... ABCD en donde - - trazedo i.a 
dlegao .... de modo qua AE • EB y EC-ED, dalw ... r que loa bt*nguloa AEC y BED aon 
lgue-o~. 

J>*!\. 
Pueato que AE-EB, Ec-ED y =P por aer opueatoa por el vMtice, loa trt6nguloa AEC y BED 
aon lgua ... por el crtt.no LAL. 
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Ejercicio• 

En loa algulent.a ejerclcloa ~ .. lgualdMt o congruenc• de loa trillllngulDa 1 '11 11, 
aeftalando q.- crtt.rio de congruencia •• utiliul: 

•) 

b) 

D 

e) 

A 
E 

e 

D 
F 

DatDe: 6ngulo a. ... ......, ~ 
G punto medio de BF 

DatDe: BE perpendicular e AD 
CF ~ndk:ular a AD 
BE• CF '11 AE-EFaFD 
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11.8. S•••J•nz• de trl6nguloa 

Intuitivamente ae puede decir que doa trWnguloa aon ....... jant.s al ·-a... hect.. • --•·.de la mlarna manera en que ..uan fllbllcadoa loe -1onea. coci- bercoe, -· 
etc. S. tiene tambl*n pmra loa tl'Wlnguloe, tr.a ca- de aemejllnza, que aon loe que -
Uuatrarán • contlnuecl6n: 

1. Doe trl6nguloa aon aemejantea al tienen ... tr.a 6nguloe nt8p9Ctiv-nte ...-... 
como - muestra -eguidll: 

A 

A' 

a~c· • .. 
Loa tl'i6nguloe ABC y A'B'C' aon -...jant.s ~ a= a' , p = (3' , ¡; = 6'(crtt.rto A.AA, -
decir: .................... 6ngulo). 

2. Doe tl'Wlnguloa aon ....... jant.s al tienen un 6ngulo igual, campntrxlldo entre doa ladoa 
proporc:lana-. 

A 

A' 

e~c· 
• .. 

e b 
Loa trWtnguloe ABC y A'B'C' aon .........._ ~ a= a' y ¿=¡;:(c...._., L.AL, o bien: 

lado, •ngulo lado) 

3. Doe tri6nguloa ABC y A'B'C' aon - ......... al ...._, - .,_ ladoa reapecliv-U 
proporcionm-. 

A 

A' 

aLlc· • •• 
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a b e 
Loa b'Mlnguloe ABC y A•a•c• aon aernej8ntes puea d = -¡; = d (crtterio LLL ... decir: 18do. 

lado. lado). 

Algun•• ollaarv•clonea Importante• reapacto • I• aamej•nz• de do• trl•nguloa: 

Elemplo 1. Obaenle loa doa b'Mlnguloe algulentea: 

A 

A• 

6 

Por lo que ae ve. loa doa b'Mlnguloe aon a-Piilea por el hecho de que aua i.ctoa aon 
praporcion. .... ea decir, al hacer ... algulenlma opermc-.: 

se ve que hay una conatante. eata conatante es Han...- •cona .. nte de proporcionalidad"' y 
por lo vlalD. ••obtiene. dividiendo .. • longitudea de loe - liam.doe hanOlogoe. 

E!emplo 2. SI ee dlllujll un tn6ngulo cualquiet'a ABC y •• traza un. para.... PQ • 
cumlqulerm de aua i.doe. ••obtiene la algulenw flgurm: 

A 

Se pueden obtenerla• alguienlma ~: 

2. :a• A~ ... to úlUmo por el hecho de q.- loe trtllngum ABC y APQ aon ............. 



11.e.1. A'9un•• d••o•tr•clon•• uaando I• ••••Janzai de trlmgulo•. 

Pemoetración 1.- Sea un tri6ngulo rwctAnguk> ACB, el cual tiene el •ngulo recto en el punto 
e, deadlt el cuml ••V- u.,. •lb#9 Cll, loe~ ,..ultant.a AllC y CMB - c8dll 
uno-Jantea • ACB y •-18- entre al, vem: 

e 

~. 
M 

El trWingulo AMC - ............ •I trWlngulo ABC porque tienen un~ rwcto en M y en C 
reepectiv-nta, tienen un •ngulo común a. y loe •ngu1oa <¡>y 13 ..., V.- porque tienen 
el mlarnD •ngulo ._..ip1a1nentarto e; .Son a-Jant.a por el criterio AAA. 

El trWingulo CMB - ............ •l ...... ngulo ACB porq-. camo - vló •ntmrlonnenta, tienen 
un •ngulo rwcto en M y en C reapac:ttv.mente, Uenen un •nuulo en común que - 13 y + • a 
por -r el mlamo •ngulo complementario. Tambl6n aan aanwjw1 ... por el crit8rlo w. 
Se deja al lector demostrar que los triángulos AMC y CMB también son semejantes. 

1>9moetraci6n 2. Doa t"*nguloe que tienen - ladoe hmlli66ogDe reapectiv••-u 
pmreleme,..., ~. como-v•• conar-cl6n: 

Loa trilllnguloe ABC y aan _.....,.._ ..-to que tienen aue .,..._ l'Mfl 1 ctt __... 
igu81ee; _.., - - cl8..-nt8 por el r-ho de que IDe ...... ..,_...,_ eon ....... 
porque 80ft COllW .... 1&•R1tea. 0 bien par el Wmw que dice que: ""Doa ......... que tienen·- .... rwmpectlv--. pa ........ - ... --. 
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~cl6n 3. Doe lri6nguloa que tienen •- t.doe .....-cttv_,.. ...,_,de .... ,_ 
-.. -..ejmntea, ._...._puede abaenter en le alguiente ...-: 

Aqul blmbién - eplk:e ............._.._ el '-- que dlce:'"Ooa......,. que tienen•
ledoa reapectivemente perpendlcu..,... _. ...-·: por lo que loe doa lri6nguloa ABC y 
A'B'C' aon .-jentea por AAA. 

Eje•ploa 

1. Seen doa tri6nguloa AEC y BED, donde AC - pe.,.lela e BO, a= Jj , etllCoHb"er el velor 
de• 

D 

e 

Soluci6n, ... vlltull de que ....... doe b. a 1 

• • = ó por - • ....._.....,,_, "'= "por 
hip6llNE y ........ u.nen ..... 6nguloa Cipl 1 .... por .. ~. -·-- por .. crltMiD 
AAA loa trt6ngulae _.........,...Y - cumple: 

En donde, deap9jendo • x ..,__, x• 8zl5 = 10 
12 
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2. Una torre, a cierta hora del dm anojll ..,.. aombrm de 8 mta. rnlentraa, en el miamo 
..--nto, .. --..... de - varillll de 4 mla. an'Ojll - aombnl de 2 mla. E-.trar .. 
altura de .. torre. 

Dibujando .. torre y .. varila en cueatl6n: 

5 2 

de donde, de9pajando. •: 

3. Se quiera eabar c-1 - el ancho de - bananca inllccealbla, Hlecclonando del Giro 
lado un punto fijo, par ajemplo - roca 'I del lado -lbla c-tro puntaa - •• 
m-tra a continuacl6n: 

C. 12 D 

En vwtud da que loe dDa tri61 gr+- racMnguma - WH ... ilwa ..._ .. •9 ' nta 
propon:i6n: 

• • x+c•12 

de donde, de9pajando. •: 12x • 8(• + 4), - decir: • - • 



4g 

•) 

b) 

~ p 

3 
11 N 124 

LllNy PQN 

e) 

DEFyDGH 

19 



2. En loe alguientea tnánguloe encontnir el v•lor de x: 

e 

b) L 

80+• 

e) 

3 

so 



11.8.2. D••o•tracl6n del t•or••• de Ptügor•• utilizando I• ••••J•nza da 
trl6nguloa 

5 1 

S.. el trl6ngulo rect6ngulo ACB, - U... que dernoatrar que: ACª + ee• • AB". - decir: 
•La ..... de io. cuednldDa de io. catelae - Igual •I cllltdr8do de la h~ 

c 

~ •~a .. 
Como ae vio en la ~tracilln 1, io. tras trl6..- que - tlonnlln, - decir el ACll, el 
CBll y el ACa - a-Pntea entre al, por lo tanto, ....._jando prtmero con loe trt6nguloe 
ACM y AaC. O. - ll9doa harn61ogoe ••~lo algulente: 

All AC 
AC • AB , de donde - abUena: AC'• (All)(AB) ••••••••••••••••••• 1 

De la propon:lonalldmd de lo9 ladoe de Clla y ABC: 

11a ca 
ca = AB • de donde: ca•= (MB)(AB) ..................• 2 

s ..... ndo ... lgualldade9 1 y 2: ACª + ca• • AB( All + lla) • pero All + Ma - AB 

portento: ACª +ca• - (AB)(AB) - ABª que.., lo que - queria demoalnlr. 

11.8.3. Otra d••o•lr•cl6n d•I te-••• de Plüa-•• 

Sean doa númeroa realea • y b S..n daa cuaclr8doa cuya longitud de la be- - Igual a: 
(••b) 

• b b • 
Del cuadradD Izquierdo•• tiene: ( • + b )2 • •ª + b" +2ab ••.••••••••••••....•• 1 

Del cuadradD derecho•• tiene: ( • + b )2 -e' + 2llb •.•.....•••••••.••••••.••. 2 

Igualando 1 con 2, ~ - trata de• mi.na •upertlcie - ..._, 

•ª + bª + 2ab • e• + 2ab , cancelmndo 2ab ,...,..., a• + b" • e• 
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Ejerclcloa. 

1. ¿C ... nto mide le dlllgon91 de un cu.dnldo que mide 4 mta. de llldo? 

2. Un cu.dr8do •• encuenlnl apoy8do en loe pun'- medloa de otro cuedrlldo de l8do 8; 
¿C ... nlD mide el llldo del cuedrado pequefto? 

3. Dos postes están separados 10 mts., el primero tiene una longitud de 20 mta y el 
segundo mide 15 mta. ¿C ... ntoa metros mide un cllble que loa une en au parte auperlor? 

15 

10mta 

4. Calculer le atta.a de un trl6ngulae la6acelea al - ledoa lguelea miden 10 rnbl. C.- uno 
y au .__mide e mta. 
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11.7. Punto• y rectaa notable• en un trl•ngulo 

1.- Se dmr* otrm definición de medlatriz : Medlatriz de un aegr119nto - el conjunto de 
puntoa que equldialan de loe extretnoa de un aegmento. 

Ba .. ndoae en ••la definición padremoa trazer laa trea medi.trtcea de loe llldoa de un 
bi*ngulo ABC cu.lquleria; eataa ir- medi.trlcea •• cortan en un punto llamedo 
clrcuncentro por ••r el centro de la clrcunferenci. que pa- por loa trea v•rtic••· de la 
algulente manera: 

Eataa rnedlatrlcea •• cortan en un punto, puede verae eato porque al trazar la medlatriz de 
AB y la de BC, éataa ••cortarán en un punto al que ae le llama "O•, el equldlata de A y de 
B, paro también de B y de e, en particular equldlata de A y de e, ea decir, el punto '"O" 
tambWtn pertenece a la medi.triz de AC, con lo cual ae demu-tni que laa trea medlatric
•• cortan en un sólo punto. 

2. La definición de bisectriz de un ángulo: Bisectriz de un ángulo es el conjunto de puntos 
que equidistan de lo• lados del ángulo. 

Tomando como ba•e la definición y trazando las trea blaectricea de un bi*ngulo, 6stas ae 
cortan en un punto llamedo lncentro por aer el centro de la circunferencia tangente a loa 
tres ladoa del lrl*ngulo como sigue: 

Haciendo una demoelnlción •-jante a la anterior, verernoa que laa blaectrlc- ae 
cortan en un punto, porque al se trazan la bisectriz del 6ngulo en A y la blaectriz del 6ngulo 
en B, -ta• dos •• cortan en un punto "O•, el cual equldl9ta del lado AB y del lado AC y de 
loa ladoe AB y BC, eato Implica en particular que equldl9ta de loa ladoe BC y AC, por lo 
cual el punto -o• tarnbWtn pertenece a la blaectriz del 6ngulo en C, lo cual demueatra que 
se cortan las trea blaectrlcea en "O". 
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3. i.. medillne de un trWlngulo, - llqUel eegmentD de recta que une el vMtice con el punm 
medio del IMID ~to. Como en loe caw .,.....,._, - poelble tr.zar ... ..._ m-111 -
de un tri6ngulo ABC; la• tree - cortanin en un punto que - llama mricentro, como - va 
a continuación: 

4.- i.. •ltuni de un trWlngulD - al aaurn-wto de recta qua pe- por un v6rtica y -
pal'paftdlcular al ladD .,.._to. Tambl6n laa tree • ....._ de un tri6ngulo - cormn an un 
punto llamado Ol'tocantro: 

A 

.~. 
11.8. La clrcunfaranci. 

La detlnclción de clrcunfarenci. - como algua: Clrcunl'et anci. - el conjunlD de puntoa 
que equldlatan de un punto fijo llamedo centro. 

Como todoe a.be y IMlam*a - axpraM> en et poetullldo 4, aólo- -riotanar un punto 
como centro y una dlamncla cualquiera como rmdlD pani podar tr.zar aln pnab ... ,,.. una 
clrcunfarenc• como la qua aa va a contlnuacl6n: 

G 
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C-idel'ando ... poelc..._ rnuluaa entre-e~ y un punto P.., el plano. Y• 
que .. ~.,,..... .. plano - .......... _ - ........._ ... oircunfM'will y 
....._ exte..-• .... puedeaucederque: 

-El punlD p - enc.-tre ..... extertDr ... c1rcunr..-.-. - decir. auced8 que: 

OP>r 

p 

-El punto P - encuentre dentro de .. circunferenc ... - d8cir: 

OP<r 

G 
-Y cama un.,.... -pecilll, pu9de •ucmder que P _ .. en i. clrcunl'9nmial, en cuyo.....,; 

G· 
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- La Neta y • clrcunferwnci. no - ~. - decir que la lm-..c:cl6n - v8Clm, 
corno - ve• conti-cl6n: 

En notación de conjuntae: ~ n e• 0 

-La recta y la clrcunferenci. •• lnteraectan en un punto, - decir, aon tangent98: 

En notación de conjuntoe: ~ ne "' ( P ). No debe olvidmne que la tangem. a .... 
clrcunt91'9ftC• y el radio 80ft perpendlcularea en el punto de tangenclm. 

-La recta y • clrcunferenci. - cortan en doe puntoe: 

En notación de canjuntloe:J! n t!s( P,Q) 
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Un ....., y - circunferwncill pueden ..._. relllciDne9 ....._....., oomo caando loe 
doe ledoe del 6ngulo aon tangentes a la circuntWwncia, como -Ve a cont1Mmci6n: 

En -ta caeo - u.ne la elgulenta igumldlld: PQ • PR. en virtud de q&M loe tli6nguloe OPQ y 
OPR aon recMngulaa • tienen ,.. lado en común y loe ladoe OQ y OR eon igum ... por -
nidloe de la ctr.:unferencl&. 

Otra relmci6n lntareeanta eatre ..,. clrcunferenci. y ,.. llngulo. - aqu.-. en la que el 
vMtlo9 del 6ngulo - encuentra en la circunferenci. como - ve a c:iontl....aión. 

A 6ata - le llama .,....., lnecrtk>. cuando el v...UC. del 8ngulo - ....._.,. en el centro 
de la clrcunf9rencla - le - 6ngulo central y u.ne - retact6n muy lnip06'tanlle -
el 6ngulo lnacrtto que aberca el mlemo arco. coow.dlce en el •igulenll9 .__, 
Teor••• 1. SI a - un 6ngulo lnecrlto y p - un 6ngulo cantnal que -.l"C8ft el rnienm arco 
de circunferencia, entoncee: p = 2a. 

Eete '--._..~en doe pmrtae. Prtmero cone6derando el 6ngulo ~ 
uno de cuyoe ledoe coincide con el dlmnell'o de la clrcunt'er9ncla como - mu.m. a 
conUnumci6n: 

A 

® 
e 

En la tlgl-. - U.- que el 6ngulo p - un 6ngulo lnecrilD del tri6ngulD AOB que -
leóecelee por-tarformedo pordoe rlldloe de la c~ ••Mw: 

p =a+ a= 2a, que - lo que -.--del•l&Nll&I'. 
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Pero •1- exUMlde •I caaoge-..1, entancea: •figo-. cont1ldenlda-• aigulentm: 

Uniendo loa v6rtic- del 6ngulo centr.I y del lnacrltD con - 1ir- •wclliar, •• abeerv• que 
loa 6nguloa a., y lli. a., y p, cumplen con •• condiciones de • pr9-nl pmrt.e del '-"'-· 
entoncea: 

De mqul - deduce un corotmrto lntaresllnte, 

Corol•rlo 1. El 6ngulo q- aubtiende un dl6metro mide 909. 

El 6ngulo centnil fl mide 180", pen> COlnO - el dable de a., entone-: a.= 809 

Corol•rlo 2. Doa 6nguloa lnacrltoa que..,_,,_ el mi8mo •reo de clrc............,i. tienen .. 
mianulmedlde. 

Por último - tiene un .__ ......,. .... •I 6ngulo aemllnacrtlD, el c.., llene un t.do 
t.ngente • • c~i. y en el punto de t.ngencm - "'-el otro t.do del...._.,, 
.-no - ve• conUnumcl6n: 
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a 

Teore•a. El 6ngu1D formado por - ......... y - -a., oon v*tice en el punto de 
contactD, - ig&l91 a le mHad del 6ngulo central opo...- al arco que •ullti•• .... • c.......,. 

Pa,. .,__.._,..,, _........_ 1eag... am.tor en donde, al.......,cenlnll en o- le._ 
lruadolelll11cblzOE.S..._1__.a,...queel6ngulo+-..-a16ngulDm. 

U. 6nguloe 5 y m tlcwman un 6ngulo de SO-, pero tambl6n + + 5 ....,., por lo que - ... le 
ig&l9lldMI: 

5+m =5++dedondem =+ 
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Ejerclcloa 

1.- En la alguiente ftgUl'8 •• d un 6ngulo centnil y au 6ngulo lnacritlD ~ ...,rcan al mlamo 
arco: 

SI a• 43•, ¿cu.nto mide~?. 

2. En la algulante tlg&W9 •• cl9 un trt6ngulo aqull6t.ro lnacrito en - c1rcunr.r.nc1a, 
¿Cuanta mide el 6ngulo central•? 

3. En la figura~ - dibuja • contlnuacl6n, encontrar cuantoa gr8doa mide el 6ngulo o>. 

4. En la alguianta flgl.a calculer la medida del 6ngulo +· 
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11.9. Ár••• de figura• plan•• 

Conceplo da medir. Medir, - comparar una mmgrMtud con o4ra que - conelderada conm 
unldmd. 

Medir un .,... -· conocer cuent.a unldadea cumdnlde• e.a.en en ....... C.-... puedan 
-r. cantll-cro. c....,._,.....,_ cumdnldoe, k~ e~. etc. 

~de un cuadrado da IMlo 1.- Como- lleba, _ ... ,.. - calcule - I' como -v• en 
.. figura qua - da. continu9Cl6n: 

·D 
Pero, ¿qua aucede al en lugar da canocar la longitud del lmdo - conoce .. langllud da .. 
diltgonlll del cuadrado?, V-

1 

{2J 
S. tiene por al....._ de Plt6goraa: di'• 12 + .. • 2 .. , de donde: 

d'l2 • I', parlo tanto A• l' • d'l2 

Área del .............. &ta - calcule mulllpllcando .. longitud da le._.. por le allura como 
•• ve • contle-clOn: 

·J..____,. --
b 

A•m. 
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Ar.. de un..,, ' wmo, T....,.... - celculm 1111 RlplkandD la langlblll da la._.. par,... 
..... cm110 .. vewege*'-: 

11· 21 ,,. .... 
d 

..,_ de un ........,.,, Como ......_ ..._.. 1a _.._ .... primaria, - decir: ..._ por 

........ aobl'e 2 • ...., UJIOl"qlle - calcula da -- ...._..,, 

b 

P- lo que •e ve, P8,. celcular el 6rea de un tri*...-, •e completa con otro ~ 
Igual, el érea d<> un paralelogramo, pero corno ya conocemos como se catc:uta el ,.,... 
un pa,..lelognuno, ..,. obt8ner el 6.-~, • ......,....,ta - divide ......., 2 .,_, 
Sin embargo, - muy im-m. Clllc:ular .. .._de un tri61 g1*' equll6tiarode ladD l cmno 
- ve en la 9igulente tlglwa: 

Para poder calculllr_ .. --. prirw'ocalculwWIWWW .. ........-- .. ....... 

r P •.a 3P , .... , P-el'--dePIU:gs- • -e¡, •4 .-b=»•cdDralEcm-lllrmlla 

• •ifl . Atmre, MI la_.. habr6 qua apllc8r la '6nll1m y. - 1 cista par.,., .. ,..,. .. __ , - dac:lr: 

.......... ... ,ji 
,t.,..... 2 y.-...lldoM :A•-¡-• 4 p 



&3 

ÁrM del Ir ' • Suponiendo que...__ un tnpecto que U...•-~• B; ._.. -·y ...... "--,, ..... •lgUienW tlgur8: 

b B 

A'-91 bien, pll,.. que - tenga un recüngulo, - ...,... al miamo tlwpeclo con 11.
~pero al rev .. como .. va en• figo.- ant.nor. 

El ..... del rect6ngulo - Igual a: (b + B)h paro, en virtud de que atllo 1m. ....... mltmd de dicha·--· .. obtle- .. _.......,.., 

& Cb+B)h 
-- 2 

Árwl! de un poHgono regUll!r cuaklulera. Un pollgono regular aiemp'e - poalble 1.-crtbirto 
en une circunferencia y por oonelgulente, tnangularto como •• - en el aigulente 
hexágono: 

Para el hedogono lnacrttD. canm pe,. cualquier otro pollgono. el •..- total, - Igual a la 
•-de la••..-• de loa tri*~, - decir: Solo hlly que multlpHcllr el partmatro por la 
altura(...,e-) que - Igual pera IDdoa loa tn6nguloe dividido entre 2, • daclr: 

A•~ 

Sin embargo, an el caao partlc .... r del heUlgono ,....,..r lnacrHD, IDdoa loa tn6nguloe qua 
.... ultan eon equll*taraa de lado r•radlode -~. omno-v•• cona.-16n: 
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,\,_ cM ... clrcunferenci..- SI le cin:~ U.- rmdlo r. entDncee •u.,_ - c:mculm 
: A• 1tr" • SI •u ...,._tro - d, entonces: A• T<dl'/4 

Pero corno - conoce 18 fDrma de e11lculer .. .._de un tri6111g11llo ~'8ro. en_ .. ca80 
de ledo r; en1onc:-. el •rea lolml del he~ regulllr 1-nto quedert. como algue: 

A• 8( Yj.,a) o bien: A• ~,a 

...... ,,,... •rwa .,.,,,,,....... •. Supónga•• que - tiene un circulo de rmdio r • 4 1-crilo en un 
cu.dnldo como - mu.atr. • contin ... cl6n: 

D· 
¿C......._. unid9dea cuacllada• mida el.,__.......... de gria? 

R...,._ta: CmllO pu8da v-. el .._ en c-U6n - la .- •llCia entre el ..,._ -
c-.clo me.- la de 18 clrc...........,._, - decir: 

A•42 -..2"=18-41<-3.43uniclllClascuednldm• 

SI - qui8ial'a el .,_ de 8olo ur. de la• .,_. www111M 1 • - tendna que dividir el 
.... un.cto•nt.iorenlrw4y•itn.:0.8575 ........... cwdl a •• 



Ejercicio• 

•> cup 1' • •• mide "8 .......... 
b)q118..._-~ lnecritm cuyor'8dlo- r• 7 Ullldlld8e. 

e).,.....__~ circuM:rtt8 de.-- r • 10 unldlldea. 

d) ................. º- .... '· ... unid8d88. 

2. Eowww•m el*-de un rac:Ulngulo: 

•)al el lllrgo...._ el trtpl8 del •ncho y au pel'lm81ro mide 24 ........... 

b) ........................ y .. di8goowl mide 10 unld8dee. 

e) aiel_..,nllda 3 unid8dea y .. dl8goowl 5 unidlldee. 

3. 81 .. ._ ... un CUMll'8do- lg&ml • 144 u' .. _....r: 
., ..................... . 
b) .. llDolgltud de au dl8gonlll, 

e) el 6rea de circunferencia Inscrita, 

d) au pao lnwtro, 

e)elnidlo• .. ~ clrc....atm. 

65 
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APENDICE 1.~ 

En Geome.,... - inipor18nN twr laa ~ mlnin... - de eólno - canebuyen, 
11 ...... •nguloe, ~nguloa. etc. Inicia,__ con loe poablelw- aencilloe: 

1.-C-trulr un •ngulo lgu.I en magnitud •otro •ngulo dlldo: 

A~ 
B 

Hacienda centro en A, •• tnlzll el •reo BC, el c-1 CCN18 • loe lmdoe del •ngulo a. 
j-tmrnenta en By en C. A conu.-cl6n, sobre - rec• L - ioc.IRa el punto A' y - ..._ 
un •reo e•c• haciendo centro en A' y con el r9dio AB-A'B'. 

e· 

Después ae toma la distancia BC con el com~a y se traza la cuerda e•c• igual • la cuerda 
BC. Por t.-. ae une A' con e• y - concluye la conab'uccl6n. 

2. Bia9ct11r W! •mr*! dr'P: 

Sea un *ngulo a cuelquler8, ~ - ve• contlrlU8cl6n: 

.~ 
B 

Con centro en A._.._ ... _ ac. ~.con centro - a y can el,....._ IWlllloAB 
••~un •reo• lnWñardel *ngulo, ~ con...,.mielno,....'1 "9alandD .....,.._ 
C, - corta el •reo •..-tllr en D. AD - la bl9ectña pedldll. 
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3. em.trulr ww Q9ftMndtc;ular •una recta..,... m IHI pwrtD "'dP P M nta. 

p 

Utilizar a. conatruccl6n No. 2 para tnlzar la blaectrtz de un •ngulo llano con v•ltlc:e en P. 
Entone- PD - la perpendicular pedida. 

4. Blaectar un ....,,...to dado( .,.,..tnllr la rnMllmlltz del aegmento y detarminar au punto 
medio). 

Haciendo centro en A, y abriendo el campáa un poco rnaa de la mitad, - traza el arco~
......,.... con el mlamo 1'8dlo y hltclendo centro en B •• corta el arco ant.rior. El aeg¡1i.1.., 
CD - a. medlatriz pedida; lollD9 io. punlDe de ella .ciuldiatan de A y B, en parttcular el -
punto donde la medilltnz corta al aegmento AB. 

5. Dedo! una recta L y un punto P ................ trazar...,....,,...,.• L quema• par P 

Q/~ 
L 

Par .. punto P - traza una,_.., c• .... 1 m que co.t9 •Len Q,......,. con~ cMI 
pioblema 1, _traza .. 6nguloa' .__.... ____ rwcm PQ y hacl9ndD-•bwP: 
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8. Dr'tP UM f9Ctll L y am punto Mlmior• - opnatrMr U1W ..,_.ldk;ulara L qw mtt por 
I!. 

p 

>t:' 
i 

L~-"lfl"-~~ii--~~C.._~~~ ':1- _, 
Con centro en P, •• tr.z. et arco BC, deapu6e, mpoyar.to en B - ..._el_.. un poco 
mae de la mitad entra e y e y - traza un arco deb9jD de la recta L.~ apoyando en 
e con el mlamo radio - COl'ta et arco ant.rtor en el punto A. Flnalm9nte, uniendo P con A. 
- abllene le perpendicular deaeade. 

7. Comtru!r.,... clrcunferem;i. clrcunacrita a un trM'"V'"e ABC cwa!qutere: 
A 

-~>(\· 
/ ·. \. 

/ ~ ' B.:_ : O ·.¡ 
·~7c 

Se trazan la .......,trie_ de loa aegmentae AB y ac y el conane en et punto o, -- ..... 
el centro de le clrcunfwrencill que.-- por loa puewm. A, e y c. 

8. Dadlt une clrc:unJwntnci.. •nconlrwr el centro de .. m!lnw. 

En la circunferwla, - localizan ..._ puntDe e•ml 1 4ul1ra y deepu6e - trazan la 
medletricee de IDe • ...,,, ........ AB y ec. Al ccwtane en et punto o ..... - el centro de la 
clrcunferenci.. 
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