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INTRODUCCION

EL COLEGIO DE CIENCIAS Y HUMANIDADES se constituyo do‘do su creacitn en una

entidad novedosa por un lado y un organi de per On por el otro.

Do.do ol aﬁodo1971 sopnundioquohchncho y las h bk tarvi
astr do de unae vez por to con el sty que

siempre tuvieron.

Es por ello que también ae | desde su inicio para que Ia INTERDISCIPLINA fuese el

vinculo ideal para estas dos r de la ci in .

LA INTERDISCIPLINA sin embargo, no debia de tend una ich

ims, sino que el hilo conductor que Ia. uniese debia de ser EL
METODO CIENTIFIOO

LQuouolmMcbnﬂﬂeo?g,Exlohm.ohmd. licario? J, Se pued b on

general para cuaiquier ciencia o varia de disciptina a di 2.

El propdeito de eats trabajo, mas que desarroliar un lbro de Geometria para bachilerato,
es el de procurar que el alumno entlenda a la g tria una ci ims ligada a todas
las demas por el METODO CIENTIFICO.

Por lo anterior, el siguiente trabaj icia el pitulo | con una descripcion del Métod
Cientifico en Goneral. en.ogmd- .ollov-acaboum__, ion sobre el método cientifico
en la tematica p plo de éste a ia Teoria de Graficas.

En el capitulo il se habla de la G ta Euciidi y su gestacion histérica, haciéndola
M.ﬁnua.pocbomp&ﬁeop-m* P t ris de el punto de vista formeat
de es posible en este nivel del bachilierato.

El trabajo presente tiene dos refsrentes, lo.cunb.uivmorhnh“ﬁ.hrporunhth.
debo dccirquoolprogrnmadel. teria M Ma ticas il surgid como resuitado
de las uu*,mmmwa_mmmolons‘w
Lopez de Medrano, t de imp taria en el salén de cinse, es decir, que los
contenidos y cbjetivos de este po de smientos a nivel bachilerato no fueron idea
e iniciativa de un solo individuo, sino de un cuerpo colegiado; por otro lado, este escrito es
unar iacion de las ci que me tocd impaertir.
Eraonuummdm.m).mmmd.mm"uhMcwﬂcm
enfatizaben ia gran uliliiad del Método cientifico para legar a un conociniento certero de
in realidad, tal era ¢f caso de Teoria de la Historia, Biologia, MW|..QC.PW
eata razéon habia que Aaries a los al ai
en cuanto a que:

»

a) Sonumlcﬂvi(hdqtn-hmyor’nhad imiento h

b) No son un isvariables, sino que pressentan una ampilia
mmpo.w.dodounobymmcommmammm
de estudio y sobre las que difer

c) Muchos de los métod _bo.lonm-l.m.yorhd.h.mo.
ﬁhlmqmoﬂmm&.cm.m .Mr-dﬁﬁnh.
r del y relo

pe y

prop
PP




E.porlalrazono.anterionaquouhmbahfooﬁ-doeﬁﬁca-y-hmtﬂ.eomo

modolodetooﬂ-.doducﬁvuquo.naw t muy par a lo que se
hacia en las otras ci & or del
Dentro de el pr pfocuuhnquoelalwnmcntﬂ\dbnlo.
principios de o que se queria enuﬁar. a u-vb. de ojomplo. sumamente uncmo.
mtandodoguhrhclaudohl a que fi grados mas pr
abstraccion, generak ol método inductivo( de una manera empirica) p-r-
teoremas en ios que se tenia que demostrar alguna formula y el método deductivo para
cuando el alumno junto con el prof: hubié s Hegado a la axiomatizacion de la
tooﬂ- Loanuriorhnpo.b!oonhp-rhdo‘l’oorhd.w Porloquoeoncioﬂnuln
tria, se v dir los en virtud
doquoy-te-abheMnlhg-ra.i.mﬂzarumMeonhthobToorhd‘
Graficas, en ias siguient con la oNn para
descubrir nuevos teoremas, siguiendo siempre el -ig t q

Realidad Modelo Teoria



CAPITULO I.- EL METODO CIENTIFICO ¥ LAS MATEMATICAS
1.1.- El método cientifico en las Ciencias

Ultﬁn.mcnhuhadichocwo'mcm'ch.anm“u y se h mas
tedricas, se v con Mat ﬂca..Elhido.v.d. do con Ila oCh
general que en (a actualidad se tiene respecto a la ia del imiento cientifico que
consists en una “auténtica generalizacion de loe hech on que tras de o casuml se
o ubre lo mh.b.&gﬁrbmmlymmhooulm a & cabo la
?rwhiondob.dﬂu t b y =(1).

La genersiizacion de todo b pasa, es de sup se por todo un proceac
que segun algunocs p . iste en:

1. La observacion directa det objeto de estudio como un conjunto en ef que todo cambia y
esth interrelacionado.

2. El andilisis del objeto, resaltando sua distimas facetas y estudiando sus etementos.

3. La reconstitucion del cuadro de conjunto del objeto sobre ia base de unir ef Anatisis y Ia
Sintesis.

Lo anterior revela el método general de i tHgacio LTI b in, sin
mﬁe&wﬁmmrﬂeuhrvnhd.ﬂoh..hguhr“thmﬁomhnbdm
de estudio como Ia forma de hacerio.

En ias ciencias que son llamadeas “Experimentales”™ ia Fisi Quiméb Biologia, etc.
se acostumbra seguir Ios siguientes pasos:

1. Obeervacion

E1 método cientifico en las ciencias del Area Historico Social, se tra en el lia
“Matsrialismo Hlnw.la-.mnmmlmmhuw.m.ocm
para explicar su desarrolio ulllieando leyes sacadas de ia practica

conceplos © categorias que quhn-conpr.ndorol devenir hiatbrico, amlb.rh rulhhd
vigente y tomar una posicion ante ésta irti on agy de cambio™(2).?

He deseado en este trabajo, resaltar joe aspectos mas importantes que caracterizan &
método clentifico dentro de las éreas disciplinarins del Colegio de Ciencias y
Humanidades, m:monhh.d.b.“m“w Pues s on astos donde

se va a basar el desarrolio de las demas discipi wpertidas on los demés semestres.
Se finalizark esta i6n con ia ek ion del método cientifico dentro del Area de
Taleres, especiaiments en las terims de Taller de redaccion y Taller de Lectura de
Cilasicos.

! M.B. Kedrovy A. Spirkin “La Ciencia™

* Memorias del Grupo Interdisiplinario C.C.H. 1974,



En Taller de reck on el t que se sigue ee el siguiente:

1. Relaciéon con el marco teérico al cual se recurre para fund: tar ia ided y
cartchr de la investigacion.

2. P to del prob donde se precisa el cbjeto de estudio, sefinlando fines y
limitaciones.

3. Formulacion de la Hipotesis.
4. Dmno“oyv.ﬂﬂ ion de ias hipotesi

5. Andlisis y
En el Taller de Lectura de Clasi as T del método son las que a continuacion se
enlistan:

1. Descripcion de loa niveles det inados de un texto.

2. Explicacion de los niveles prefijados & partir de los nivel deter t que se

encuentran dentro de un taxto.
Exw.cacbnd.b.mhmn.nivomd.umobttucﬂh & través de los niveles
principales de ia iedad(3).®

2.3 FICA TiF
MATEMAYICAS.

Se Iniciara el estudio citando alguncs ejempk ol siguient

En muchas de las sltuacionee con las que uno se puede enfrentar a diario son
susceptibles de ser repr por de grafi do se pregunta:
,Cuales son las ramificaciones de una familia?, asi :

| L [__[ |
[Mie i [yernc1] [ him2] yerno2] [hio 3 [nuers 1] [ him 4] yerno 4]

= | (] = [ ]

figura 1.1

3 Memorias. Op. Cit.



Otro ejempio es eide Ia e resist L

on paraleio como se ve a continuacion:

11
figura 1.2

Otro ejempio es ol del monchibridismo en genética como se muestra en la siguiente figura:

figura 1.3
A ias graficas precedentes habria que agregar otra mas familiar como la que representa
un hipotético tormeo pentagonal

i de Futbol Soccet, en el que cada punto(vértice)
representa un equipo y cada lnea (arista) representa e partido que se lleva a cabo entre
dos equipos COMo se va enseguida:

A
N

0

figura .4
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Se hard una cbeervacion importante: En la grafica anterior, los cruces entre ias aristas no
forman otro vértice.

Las graficas que se han dibujado sirven muy bien para e contaxto ya sefielado, pero para
el objetivo que se persigue que es ¢l de conatruir toda una teoria a partir de conceptos
ehmonhloo noe conviene ir hacia otro nivel mas aito de abstraccion representéndolas
con puntos (vértices) y lineas (sristas) y entonces las graficas de las figuras 1.1
alauvorhndoh.igubm.m-mm

figura 1.5.-Estructura de los lazos familiares

figura 1.6.- 6n de tres resist




Finaiments, otro sjempio que uno oneu.nhmuy-nm-o.oldolo.chn
represants
serian ias ciudades y las aristas son las rutas de vuelo:

figwra 1.8.- Mapa de rutas aéreas.

SI se qubbl'- hacer una clasifiancion incipients de las graficas riores por simpl
ia que hay dos tipos muy generales do elias:

1. Aqueilas cuyas aristas se cortan sé6lo en los vértices (planares).

2. Las graficas cuyas aristas se cortan también fuera de los vértices.

Dentro del primer grupo se encuentran ias grificas de ias figuras 1.5 a 1.7 y dentro del
segundo grupo se tienen a iss grafieas 1.4 y 1.8. Sin embargo se halia que las grificas de
iae figuras .S y 1.7 tienen una forme Mmuy peculiar a la que se le da ef nombre de “Srbol”;
por otro lado las graficas de ias figuras 1.7 y 1.8, sus aristas son flechas, es decir, se
encuentran orientadas a las cuales se les llemara: “grificas dirigidas” o “tigraficas”™.

La clasifk b prop ta podria quedar ilustrada de ia siguiente manera:

I Arboles | IDM l

figura 1.9

La anterior clasificacion habrh que teneris en cuenta puee servirs de punto de partida
para la construccion de Ia teoria que se persigue a través del método cientifico.




1.2.4. El problema que dio origen a ia Teoria de Graficas.

La teoria ce graficas tiens ho tiempo que 6 a partir de un probl muy who,
ol cual sers visto en esta seccion.

El problema que dio origen a ia teoria de graficas ee of que 88 conoce con of nombre de:

“Los puentes de Kignigeberg” . Este probl se® o prop - temdtico L do
Euler en el Sigic XVIll y su plantsamiento parecia ser muy plk se ]
continuacion:

La Cludad de Kdnigsberg en Prusia Oriental, se mra tade » las orillas del Rio

Pregel como se musstra en ia figura 1.10

S

c

I 14

A D
—
|
8

Como puede cbaervarse, la o se da sobre cuatro partes, las cuales
enhllgu-eohnsdhhth.porholoh.n-yl’ncuh.A.BCyD.E.h.m-wvcu
encuentran unidas con siete p t a los se los

a,b,c,...,g. Puss bien, el pr istie on ha mmporh-lbhm.h
p.urdo.v.e“porunmm.

Al jector se le prop h varios recorridos por los siete puentes, tratando de no

repetir alguno, como ol que se ve a continuacion:

___.____// 1 —
— 5




Es seguro que do-pu“ de h-cor varios Inuntoo digamo. que “no se puede™; sin embargo,

oste afir Y para une iuvmcion cientifica,
puesclprobluvueon-ntoend-rlo.aru tos suficientes pars saber si es o no posible
tal recorrido.

Lo dicho en el ptrnfo anterior es importante si se pom uno a p que anterior t
hubo que se decia que no podi ser ion de piata en platino la
cmlhoynpooibbmlh-reon-yud-del ich ....o atr ision de [ ]
imagenes a través del aire que hoy son perfect. te posibk etc.

Enseguida se pregunta io que hizo Euler para dar resp ta a este probk

1. Do.ignarcad-rogbn-op.ndaporol-gu-eonh.htn-m-ymcuhnkBc D como se
ve a continuacion

c

] I 4

A D
T
& e
-
2.8 el nd © de p t tando en una unidad el niMmero resuitante como
vemos enseguida:
N+1=7+1=8
3. Escribir a continuacion de cada letra de ia ciudad, el ni o de p tes que llegan a
efla:
Ne+i=7+1=8
AS
B3
c3
D3

4. Se marcan con asterisco ias letras de las regiones que tienen nisneros pares. Como se
vooohp..ononpo.blolmarbacabumnhpmﬂuuwah&.hom
de la ciudad Nega un L] de




5. Se anota la mitad de los nimeros impares t en1 se hace abajo:

Aqui of 3n(5+1)/2, 22(3+1)2, eotc.

6. Se suman los nimeros de la Glitima columna y se contrasta este numero con lo obtenido
on el punto 2 como se ve en ia siguiente tabla:

Nei=n7+9n8
Partes de la Puentes(P) (Pe+iy2
ciudead

A 5 3

B 3 2

(=] 3 2

2] 3 2

Sumas= 9

Aqui puede cbservarse que la bteni (9) es yor que lo calculado en el punto 2
que es 8.
Después de hacer otros experimentos mas, habremmos de tablecer la posibilidad o
imposibilidad de recosrer toda Ia d sin repetir aigun p t
Como en toda i tigacion, L rd Euier se planted otros probé @) sigué
Sean dos isias A y B rodeadas por rioe y con p t que L a ias otras partes

de la ciudad: C,D.E y F como se ve en la siguients figura:

I

e

En este problema también hubo de plantsarse la cuestitn de recorrer toda la ciudad sin
pasar dos veces por el P te siguiendo los p riores:

[




1. Enlistar las partes de la ciudad:

nmooo»

2. Caicular el nimero total de puentes mas 1, es decir N+1=15¢+1=16

3 y 4. Contar el niUmero de puentes que llegan a cada lugar sefialando con asterisco ias

partes de la ciudad a las les llega un o par de puentes:
Ne+1=1501
Partes de la Puentes(P)
ciudad
™A a8
™ms 4
™c 4
D 3
E 5
F (-]

§ y 6. Agregar otra columna a Ia tabla anterior en donde se calcule ia mitad de los

numeros pares y/o la mitad de los impares méas uno y wdo la agregada:
N+i=15+1=16
Partes de Ia Puentes(P) PI2 o (P+1)y2
Ciudad
MA 8 4
[]:] 4 2
™mcC 4 2
D 3 2
E s 3
(") F 8 3
Suma= 16

En este resuitado observamoe que N+1 es igual a la suma de la Gltima columna de ia tabia
anterior y en este caso, -sogunba Euler, es posible hacer el recorrido por toda la ciudad

sinp doe por u
vor‘ que es cierto lo que .o dice.

De ser posible, intente e! lector este recorrido y
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La grafica det probi de los p tes de K&gnigaberg se dibuje a continuacion:

Siguiend Aach te se arviba al resultado que ya se
Mhhobhnﬂoyeuorm 'Qnmonpuu.dmvidopwbomm.on
virtud de que la es O y N+128", ss decir ios nisnercs que salen, son
distintos.

En términos de ia teoria de graficss se dice que la grifica de ios puentes de Kagnigsberg
no es posible recorreria toda sin pasar dos vecses por la misma arista.

Otra grafica importante para el desarrolio de ia teoria de grificas es ia Bamada: “Firma del
diablo”, la cual se lustra a continuacion y se pide al tector que intente recorreria toda sin
[ dos por la arista, utilizando el método ilustrado mas arriba.

Ejercicios 1.1

1.- Utilizando ol método de Euler, determine ciaiss de las siguientse grificas pusden
recorrerse sin pasar dos veces por la miama arista

a) b) "
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c) d)

e)

SESDSENENSE—

De las graficas anteriores que se pueden recorrer todas sin pasar dos veces por la misma
arista decir:

a) (Cudles comienzan su recorrido en un vértice y termi on o mi ?.

b) ¢Cudales inician su recorrido en un vértice y después de recorrerse todas sin pasar dos
veces por la mi arista ter an otro vértice distinto?.

c) ¢Qué caracteristicas tienen log vértices de las grificas que pusden recorrerse todas
sin pasar dos veces por la misma arista y que caracterfeticas tienen los vértices de ias
graficas que no pueden ser recorridas de la misma manera?.

A estas alturas que ya lohtnhqhdoeonun buen nimero de grificas, parece que faltan

recursos para seguir con e probk central que dice: Bajo que condiciones se
puede recorrer una grafica sinp dos por ia arista?
Sin bargo, es ible que en este punto ya se puede dar una respuesta a este problema

haciendo mas formal ia teorie. Operando de una manera iGgica podriamos smpezar a
definir los elementos con los que se han trabajadio que son: Griafica, valencia de un
vértice, grifica pianar, grafica no planar, grafica dirigide, circuito, arbol, etc.

Se define entonces:
e Gréfica : Es un conjunto de vértices y aristas.
Esta definicion es clara puesto que Ia gréfica esth formada L t D

por que se
intuitivamente qué son, es decir, No se necesita definir vértice ni arista pussto que se les
ha i do a los puntos y a las #
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e Valencia de un vértice: Es el nismero de aristas que llegan a cada vértice.
A partir de esta definicion es claro que ia valencia de un vértice puede ser par o impar.

e’ Graficap : Es aquell. yas ariatas se cortan s6io en loe vértices.

e Grifica no planar: Es aquelia cuyas aristas, aparte de intersectarse en los vértices
también se intersectan fuera de efloe(sin que las intersecciones sean vértices).

e Grifica dirigida es aquelia en la cual, las arietas estan dirigicias.

e Circuito : Es aquelia grafica o parte de elia Que puede recorrerse toda sin pasar dos
veces por ia misma arista y el vértice de salida es ¢l mismo que el de llegada.

o Arboil: Es aquelia grafica que no tiene circuitos.
e Grafica Es aquella que ta de un solo pedazo.

Con todt definicé es ible ya afirmar que:

Una grafica puede recorrerse toda sin pasar dos veces por la misma arista, si y
solo sl es conexa y todos sus vértices tienen valencia par o solo dos con valencia
impar.

Esta afimMmacion debe dividirse a su vez en otras doe:

1.- Ur grifica puede recorrerse toda sin pasar dos veces por la misma arista, si y solo si
es conexa y todos sus vértices tienen valencia par.

2. - Un-oriﬁenplndombth-hmrdo.voo“porhmi-n-amholy.oboi
eos y tiene te dos vértices impares.

Las afirmaciones a las Que s han Hegado ya no son definiciones; pero quiza alguien
preguntara: jEntonces qué son? pues a estas afimaciones se les da el nombre de
tecremas. Y en la Matamdatica, un teorema es una afirmacion que debe ser demostrada;

pero podria surgir la dudia pera algunces: J,Puooonhﬁbqtnut-hecmmw
domo‘tr-dl? ia respuesta es no porque o8 aria para t I-.gﬁﬂcao
y 86io se ha trabajado con casos particulares.

Sin embargo antes de o trar ol teorema al cuai se ha arribado, todavia faltan asigunce
eslementos que son tmcdos sin d tracion los ies son ilanmdos axiomas, éstoe
maﬂmcbmopcimﬂn.dotodnhorhmhﬁﬂcaymlo.euaho-.mﬁvy.-u
edificio

Aqui en el desarrolio del trabajo se ha legado a lo sigulents:
Axioma 1.- Dos vértices o i al una arista.

Axioma 2.- Una arista tiene por extremos a does vértices.

Ya con estoe elementos estamos en posibilidades de demoetrar el teorems, el cunl ya
compieto diria de la sigulents manera:
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Teorema 1.- Una gréfica puede recorrerse toda sin p dos por ia mi arista
si y solo si es conexa y tiene todos sus vértices con valencia par.

Primero se demostrara:

-Si una grafica puede recorverse toda sin p dos por la mi arista entonces
os y tiene todos sus vértices con valencia par.

Demostracion: Hay que suponer que se inicia el recorrido en un viértice cuaiquiera “N”;
por el axioma No. 2 es posible llegar al vértice siguiente “M”™, Hegando a “M” se puede salir
por « otra nueva arista ya que ia suposicion inicial asegura que es posible recorrer toda Ia
[ sin p dos por a mi arista, esto es, cada vez que se entre a un
vértice siempre se salkdra por una nueva arieta y esto a su ver Quiere decir que a cada
entrada le corr o lide, en otras palabras, siempre se trara el par:

“entracia-salida” y ala pﬂmern salida del vértice “N” cormespondera una Glitima flegada al
mismo, o cual d a que la val ia de todos loe vértices es par, ademas de que este
tipo de recorridos asegura que la grafica consta de un sdlo ped on otras p as, a8
conexa.

En virtud de que la expresion “Si Y SOLO SI” impli ia d t 6n del reciproco ahora
serda demostrado el inverso que dice:

-Si una grafica es y ta val ia de sus vértices es par entonces puede
recorrerse toda sin p dos por la mi a arista.

Demostracion: Otra vez, P que inici 0 recofrrido en un vértice arbitrario
“N"; por ef axioma No. 2 es posible llegar al siguiente vérﬂce “M”; ya en &1, podremos satir
facilmente hacia otro vértice que, por hipotesis ,tiene valencia par y asi sucesivamente,
cada vez que Iloguemos a un vértice, en virtud de la conexidad de la gréfica llegaremos a
otro con val ia par hasta que toda la grafica pues a la primera salida del
vértice “N™ corr.opondortunam&'ullog-d-aub con esto, pues. se recorre toda ia
grafica sin pasar dos veces por la misma arista.

Teorema 2.- Este tecrema que se origind en ia afirmacion No. 2 es faciimente
demostrabile utilizando una “arista falsa™ que una los dos vértices con valencia imp-r yya
con esto, es posible recorrer toda Ia grafica sin p dos por la mi aris

en el siguiente ejemplo:

A este tipo de grificas se les ilamara Eulerianas.

Es posible seguir d rollando (a teoris de graficas. poniendo més definiciones, por
m.omndowr-lodlﬁcbm algo que no se tenia hasta ahora como son
ias graficas en ias | cada uno de sus vértices esth uniclo con todos los
domtsporun--rbuy jempios se = las siguientes gréficas wpiet
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A B
[~ D
A
B [~
o E

etc.
En estas graficas completas que uno puede pregunt: » ZCuantae aristas
Mmmmdonvm‘?.
Para contestar esta pregunta se pr dera odologi te al contrario de los
teoremas a :

En ia grifica compieta de 3 vértices , cada uno de elics essth unido con loe otros doe; on la
grafica de 4 vértices cada uno de los cuatro vértices esth unico con cada uno de ios otros
tres vértices, m..mmhw*mharhhm“hm”h
arieta BA pars no ol de arist Con ias obeervacionss
anteriores se podrh h-ig te tab

§
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Esta tabla puede escribirse en forma de tecrema:
Teorema 3. Una grifica compieta de n vértices tiene n(n-1)/2 arietas.

ummmmmmmmmhmumwmm m
desarvoliarse en L una de elilas as aquélin que

m,udock-haytﬁm.mnmhndomdomnbp.ﬁzo.ymm
se presentan los siguientss:

. T~ =
. T D<K

cmmnavm.mmlnmmmo.h(a)mmw
conexas, ia (b) iene tres L y asi oby mdés ejermnmpios de estos.

En este punto puede uno preguntarse o siguiente: ;Qué condiciones debe cumplir una
para que pueda recasterse toda sin pessar dos veces por la miams arista,

levantando una sola vez el iépix? . Aqui es claro que se deben t doe son:
of y @i no

También se pusden definir ot N o wilioo Que es igunl o
namero de arstas Mmenoce ef nismero de vértices mas ¢! nswerc de L e

on simbolos se tiene:
Nc =Na - Nv+ Nco

Donde: Nc= nu ich tioo,
N.-m.nuod.m
Nvs ndanero de aristas
Nces de s

-

Asf, ol namerov ciciométioo de In gréfica (a) es igunl a: Ncad - S5+ 2 =1
EI nemero ciclomético de ja grafica (b) es igusia : Nc=9-10+3=2

Si uno ob va un P ol ich tico es igusl al ndimero de
[ pendiend eos d .onhm(n)hym.oboblo.on-(
ik ciiontes y asi
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Ejercicios
Demoatrar que una grafica tiene un niMmero par de vértices mpares.

. Demostrar que o! nGmero ciclomitico de toda grafica compieta es igual a:
(- I(n-2)2.
3. Demostrar que en toda grafica wieta ef o de vértices con valencia par es

mpar.
4. Establ y t dmmnuocm-ddmd.umgﬁﬁaﬂnmr
doe veces por ia misma arieta, levantando una vez el lhpiz( el caso

NO-CoONeXo).

1.
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N-GEQUMETRI A
/.1.- Antecedentes historicos

Admmmhdehhoﬂ-dcgrincn-,hwphmﬁomumuwuom
pues ya los Eghcb.yumonhoum _..doon---k:annndo
or A conti ’

uv.ﬁndguno.d.lo.,..* que
P deed h tes de que lo hicieran los Griegoe, qubm.ﬁnmnlo.qu.
hicieron esta ci C
En diversos tratados como La Biblia se an un si o de sin

reyo..eﬂhb'lvom?Squo.hloﬁtdlct “Hizo asirriemo un e de Rindicion, dcdaz
codlos de un Mado al otro, perfs Su afturs ors de c dos, y
slrededor un corddn de treints codos™. moom\nr.bohny-.umwmebn
al nomero pi y fue dada aproximadamente en el afio 9560 antes de nuestra era.

Otro tratado que liama ia atencion, es ia del Papiro Rhind, halsdo airededor del afto 1858
douumyoMauuMmaMMA.HmRW(dsaﬂwm)y
que contiens unoe 85 problemas aritméticos, algebraicos y geaméiricos, los cuales
reveian los avances quc on ia Matematica tenian los Ewcbo. aqui se derdn algunos
ejempiocs: unoe de Ia arittmética y otros de la geometria, para ejemplificar como se
resoivian en este puebio de ia antigiedad los pr b ch

En éste Papiro Rhind se encuentra ia forma primitiva de multiph . por ejemplo 4
harian para obtener & producto de 17 por 67:

1 17

2 34

- 68

[} 102
Las diagonales colocacdas a un lado de loe os indi 1 6 que es @
multiplicador de 17.
En lo que ierne a ia g tria, o &rea del tridénguio se caiculasba multipii ia base

por la aftura o el iado(los estudicsocs no se han puesto de acuerdo) y dividienxio el
resuitado entre 2.

Ottopmbhn-qu.lhm.h it on es el calculo del &area del circulo, det cusl se cbliene
une ape muy b para eof nismero pi. La formula que ellos daban era in
siguients:

A8/ d)?
Ahora viendo ia expresiton ya conocida sobre ef drea dei circuio en f on del didmmetro:

A=xed?/e
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igualando ias dos formulas y despejando a TT se tiene o siguients:

(819 d)*= ned?/4
4(64/81) = T es decir:

7t = 256/81= 3.16

mmmmwmm que aborda en Papiro Rhind, pero cbviaments,

ar&n t o que si es notable, es que se conociera el volumen de a
plmmhlolﬂmcath y esto es digno de mencionarse ya que los Egipcios fueron grandes
constructores de piramides.

mmm Loo.&bod.“hpu.bbﬁnmnlo.mtgnnd“d.hnw
por los tpo # lograron. Su

loe hizo levara ia G nrie _ .9. -mmymemmlm.u
Waumwnm”omammmmm.

Enuhpmtbudulﬂ*dunhmmm.dw““

dios recto se trm on /2 siguients figurs:

8 r
La o tracid se vers, no ha variado desde aquel (sproximad: nt:
# sigios antes de era), aqui se tiene:

Sea el tridnguio ABI' y trkcese por A una paralela AE a BI'. Puesto que BI'y AE son
paralelas y los sngulos afterno internos son igunise, ¢! anguio AAB es igusl al angulo
ABT y ot angulo EAI" es igual a AI'B. Sumense BAT' a ambos. Entonces loe angulos AAB,
BATI, FAE equivalentss a AAB, BAE, que valen dos recios, son igusies s loe tree Angulce

del tridnguio ABT. Por o tanto, ios tres anguice del triénguio son iguales & dos recios (es
decir a 180°).

Como ya se habia dicho, o més notable del trabajo de Euclicdes es sin duda, @l haber
axiomatizado ia Geometria, es decir, m_domhuo.wm
que se admiten sin demostracion y que son Euclid

mismos”, los cuales son:

Postulado 1. Dos puntos determinan una y solo una recta:




Postulado 2. Una recta puede prolongarse indefinidaments en ambaeas direcciones:

Postuiado 3. Todos los angulos rectos en el pi les unos a jos otros:
Postulado 4. Dade b mtro P y Iquier diet iasr, @8 p construir una

ciWthwm-PyWeomorm.r.

Postulacio 5. Dada una recta L y un punto P exterior a elia, es posible construir una
paraleia £, a L que pase por P

P
L, v

L

Hubo sin embargo, en el tiempo que se le dic un tratamiento axiométioo a ia Geometria,
aljgunos errores sobre todo en e definicion de ciertos tes ¢ étricos por
cjempio el punto, este se definia como aigo que no tiens dimensiones, perv si se dibuja un
punto, vemos que éste tiene dimensiones aungue ses muy pequefias, o miamo se tratd de
definir ia linea y piano, pero estas entidades geomdétricas no o8 posible definirias.

No cbatante, hay que tener en cuenta aigunas definiciones y propiedades que ayudardn s
comstruir ia Geometria plana que e ef objeto de este trabajo.

19
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1.2 Anguios y tipos de angulos

Angulo Es la porcion de planc limitada por dos lineas rectas que Ten en un punt
llamado vértice.

s

Grado Es ia 360ava parte de un circulo.

Los anguics se miden en grados y asi se tienen algunce anguloe muy especiales que se
deb ar por ejempk

Angulo Recto como o definia Euclicies: “Si una recta cae sobre otra de tal manera que se
formen anguioces iguales, a los anguios se les Hemard rectos y a las rectas se les Hama
perpendiculares”.

Anguio Recto.- Es aquel que mide 90° como se ve a continuacion:

Nditese que en la definicion de Euclides, se definen de una vaz, el anguio recto y las rectas
perpendiculares.

Anguio lano Es aquet que mide 180" © es igua! ia suma de dos &nguios rectos Como se ve
en Ia siguiente figura:

180*

De aqui se tienen otras definiciones de angulos como loe que siguen:
Angulo agudo Es aquel que mide mas de 0° pero menos de 90°.

e wil

Angulo obtueo Es aquel que mide més de 90° pero de 180° seve:

XD
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Anguio concave Es el anguio que mide mas de 180" pero menos de 360°.

Ejercicios

Contestar las siguientes pregunt:

1.- $Cutntos dngulos rectos tiene un Anguio Hano?

2.- 5 Cuintos angulos rectos tiene un dnguio de una vueita?
3.- ;Cudntos angulos de 45° tiene un angulo lano?

4.- ;Cusintos angulos llance tiene el Anguio de una vueita?
§.- ¢Cuanto mide en grados, medio angulo recto?

8.- ; Cuantos anguios de 45° tiene medio angulo llano?

H.2.1 Parejas de anguios

Son aquelios que tienen un vértice y un iado en comim como se ve &
continuacion:
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a+fsf e+’ de agqui rest on i b o0 ia parte comGn y
se tiene: a = 5 que era o que se queria demostrar.

De aqui se siguen inmediataments dos corolarics:

Corolario 1.- Dos angulos que tienen ol miamo anguio complementario son iguales.

Demostracidtn. Apoyandonos en ia figura anterior se sigue que:

o+ é=90"
B + ¢ =90°, por lo tanto:
a+é=p+ ¢, naimente:

o =f

Corolario 2.- Dos anguiloce Que tienen ol miamo Anguio supk sio son igual

Para demostrar este corviario se siguen loe miamos pasce que en of tecrema 1 y of
corolario 1, por lo tanto se deja de ejercicio al lector.

Otra definicion que es Gtil es la siguients:
Disectriz de un éngulo. Es aquélia recta que divide al nguio en dos Angulcs igusles como

se ob va a conti
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Angulos complementarios Es un par de anguiocs que suman 90° Como se ve en ia figurs:

e

tngulo. eomplmntarb. tngub. oonphvnomnrioo

Angutos suplementarios Es un par de angulos que 180°. Tambié L den ser
suplementarics .dy-conmyuplmm-ﬁoono.dym“no.ovo.mm

= /S

angulos suplementarios Anguiocs suplementariocs
adyacentes no adyacentss

Anguios_opuestos por el vértice Son los anguios que tienen un vértice en comin pero uno
de elios se forma con la prolongacion de los iados del otro.

Con tod tas cefin uno puede obt: ol sig

Teorema 1.- Los anguios ocpuestos por el vértice son iguales:

Acharacion. En algunas b pera d trar este teorema, se cae en la tentacion de

medir los anguice, lo cual es incosrecto, puo.e.thvozquoumvbundutnguh.

opusstos por el vértice se deberimn de medir. Lo i de a G etria y cde su

uw“dMMruﬂmchpﬂ*mtwm

por el vértice, indapendi de lo que midan.

Demostraciton. Bassndose en una figura hecha al azar se tra o sig it
e

Sumando las medidas « +  =180°y
B + 5 =180 de donde, igualando los dos primeros miembros:
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Ejercicios
1. Si se tienen dos anguioce complementarios, uno mide x y ol otro 4x, jcusnto miden los
dos anguloe?

. Se dibujan dos anguios suplementarios, uno Mmide 7x y el otro mide 8x, , cuhnto miden
los doe anguios?

3. En la siguients figura se tlenen dos dnguios ad tes y tarios ay f a los
cuales se les trazan sus bisectrices. Mhrthtmmwtm*
45°,

4. Muy semejants al problema antsrior: se dibujan dos &nguios adyacentes y
suplementarios 35 y ¢, & los cusles se les han trazado sus bisectrices. Demostrar que
estas bisectrices son perpendiculares.

.3 RECTAS PARALELAS

2 o

En Ia parte I1.1, d fue tratado el anteced histérico de ia G trin, se iond
del quint de Euclides, pues bien, origi nte, este poetul estaba
redactach d.l-.lg' t a:

Sean dos rectas L, y L, en un mismo piano cortadss por una transversal, en donde

consideran los angulos a y 3 los L que dos aAnguios rectos, es decir:
a+p<180°
L et
i
L rea

entonces ias rectas se intersectarén del lado de la transversal donde estdn a y f.
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Det ankiisis del postulado de Euclides, pusde surgir ia siguiente pregunta: ;Qué sucede si
in sumne de c ¥  es igual a dos recios, es decir JQue suoede conlss rectas L,y L, 8l o+ 8
= 180°7 . La resp ias rectas L, y L, 20N parsieins.

Si se ideran cdos rectas L1 y L2 cortadas por una transversal, se formen 8 pares de
anguioe, a 4 de elios se les denominan:

. FA"

L s
5 y ¢ se Haman énguios correspondient: o Qquesyf.
Viendo a otros dos pares sn esta misma figura:

. £

P
Ry e

n y v se laman también anguics correspondientss o mismo que a y ¢.

:Mmmuﬂomhﬂomn pleta vy Ia o b i6n de los angulos que nos
tan: .

L, ﬁrjr;

L. i;ﬂ

7
Y ®

Los anguios o ¥ ¢ se Naman Anguios alernmo~-internos lo miemo que  y 1.
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Los anguioce 5 y ¢ se Heman anguios aiterno externces, lo mismoque vy c.

En esatas rectas parajeiss cortades por una transversal, se sabe que los Ssnguiss
atterno internoe son iguak tendn la sigu proposicid

Proposicion 1. Si se tienen dos rectas cortadas por una tranaversal y los dngulss siternco-
internos son iguales entonces los Anguics altermo-externos son iguailes.

Nota: En este caso, d trar una proposicion es lo mé que trar un por
tanto se tiene la:

Demostracion: Supongs en ia figura Gitima que e Mmedids « es igual & la medida ¢ ¥
demostrarh que ias medidas 5 y ¢ son iguaiss:

ias medides « y 5 son iguales por ser los Anguics opusstos por el vértice;

ias medides ¢ y ¢ son iguales por ser los angios opuestos por el vértice;

de lo wh ia siguient dena de iguaidedes: 5= a =¢= ¢, por lo tanto:
5 = p que era 0 que se queria demostrar.

Proposicién 2. Si se tiensn dos rectas parsieias cortades por una transversal y los
anguios aRermo-internce son iguales, entonces loe anguioe correspondientss también
seran iguates.

Esta proposicion se deja de sjercicio al lector

11.3.1 Angulos con sus lados respectiv te paralelos
Los sngulos que th sus ladoe respecti te paraleios pusden tener loe siguisntes
aspectos principeies:
A

A
D a
1). 2). [




yd
2 C 8

)

Para ¢! caso No. 1 se prolongan los segmentos AC y FE obteniendo un Anguio auxillar cuya
medicia es ¢. E.hmodkhnig-nl-ay-quolo.mdonchceyEF.onmr-lolo.
y los dnguios son corresp . Por la mé fazon ¢ y p son igusies y por io tanto

Para el casco No. 2 se prolonga el segmento FE con una recta auxiliar forméndose un
angulo auxiliar con medida ¢, de aqui se tiens que las Mmedidas:

a = 8 = ¢ por ser los angulos correspondientes,

por otra parte £ + 5 = 180°, también f + o = 180° entonces jos anguics cuyas medidas son
a y f son suplementarioe. .

Estas dos observaciones demuestran:

Teorema 1. Dos angulos que tien sus ladoe respecth paralelos son iguales o
® rioe.

11.3.3 Angulos con sus lados respecti te perpendiculares
mmdca-odob.tw”m" respeacth paralek doe éngulcs
pueden tener sus lad Te perpendiculares.

Antes de seguir adelants se demostrarh ol teorema siguients:

Teorema 1. Si doe lineas rectas distintas L, y L; son perpendiculares a una tercera recta
L,, entonces L, y L, son paraleias.

L
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Demostracion.- Auxilindose en la figura anterior se cbeserva que los anguics alterno-
internoes con medidas « y B son iguales hquoporwuunodoolo.mb.

90° ya que L, y L, son perpendiculares a L, . Se Y que lssrectas L, y L;
son paraleias.
u.m-pﬁncb.b:mquou”.nhndootngubleon-m" respecth t
perpemticulares se an a conth
Qv
2) =
o [+ 3 ~
1

También el siguiente teorema se d tra de a jante al anterior con loe
angulos respectivamente paralefos y dice:
Teorema 2 Dos anguics con sus iadoe respecth te perpendiculares son iguales o
suplementariocs.

iguales por tener o mismo angulc complamantario con medida 5. Por lo tanto: loe dngulce
con medikias o y £ son iguales Que era o QU & Queria demostrar.
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Para el caso 2), se trara un éngulo auxiliar con medida ¢, por el caso demostrado
anteriormente, las medidas a y ¢ son iguaies, pero los anguioce con medidas ¢ y § suman
180°, por o tanto las medidas o y [ suman también 180°, es decir, los Angulos en cuestion
son suplementarios.

Definicion: La mediatriz de un owb de nch es el conjunto de puntos que equidistan
de los extr del segment tra a conti O

Como puede verse, la mediatriz es perpendicular al segmento y pasa por su punto medio.

Ejercicios

1. En {a siguiente figura, dado 1a medida del aAnguto a=47°, ,cuanto miden los otros siete
angulos formados por las paralelas y 1a transversal?

J/
/@r
/
Ohvozeum.n.lpmbl.nnanw se tienen dos rectas cortadas por una
mmvonal en dond los anguice Que resultan, si el angulo 1 mide a

cuarta parte de | anguio 4, sncontrar las medidas de loe ocho angulos que se forrman.

2/1

]‘
5

7/8

3D trar la sigulente pr icion: SiL,es paraleiaal,y L;es paralein a l,,
L,esparajclaal;.
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4 Suponga que se tienen dos rectas paraleias cortadas por una traneversal y doe de sus
anguice correspondientss son iguales, demostrar Que las bisectrices de esoce ainguice
cormrespondientes ta ién son par é la figura:

L~

S Sean dos paraieias cortadas por doe tra k se tra a conti L

o 8
Si AO=AD , demostrar que OD es ia bisectriz del angulo AOB.

8 En ia siguients figura, o angulo ¢ mide 90°, demostrar que los anguios a ¥ B son
complementarics.

& 8

7 En la siguientes figura detsrminar ia medide de los anguios que se indican conociendo ¢
angulo que se da como dato, si ias rectas son parsieias dos a doe.
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il.4 Triangutos

Una de ias figuras fundamentaies para el estudio de la Geometria es sin duda e} tridngulo,
pues casi todas las figuras pl que se pusden triangularee y por elio es tan
: rtante su o vy

Definicién.- Tridngulo es una porcion de piano limitada por tres rectas que se cortan dos
a doe. .

A

8
Cc

El trianguio sera denotado por las letras maydsculas que se colocan en sus vértices, en la
figura antsrior se tiene un tridnguio ABC.
11.4.1 Clasificacion de los triangulos

La clasificacion de los tridngulos se hace:
a) Segan sus ladoe

b) Segiun sus anguloce

Por sus lados se clasifican en:



‘r
;
i
|

AB=GCSAC
Escalencs Son aquelios que t dos sus lados desigua)
A
B
c
AB+BC+AC

Segin sus anguios se clasifican en:

Acuténguios Son aquelics que tienen todos sus dnguios agudos.
A
a&
[ ]

Rectinguios Son aquelioe que tienen un dnguilo recto.

A

8 -]
Otussnguice Son aquelios que tienen un dnguilo obtuso

32

© congruentes. Dentro
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1.4.2 Algunas propledades de los tridngulos

Los tridngulos t hiei iedad sin bargo aqui s6io se verin aigunas de
ias mt- r-pnoont-tlv-.. las cu-l.l se usardn mas adelante. Estas serén vistas como
Teorema 1 La de las dick de los éngulos internos de un tridnguio es igual a
180°.

Aung esta pr dad ya habla sidio d trada en la parte historica, se volvera a
repetir ia domo.tr-cion

Si se dibuja un tridnguio ABC cuaiquiers vy, nponbndoquoporolpw\bc udbq. una
paraiela a la recta AB. Se sabe que esto se p - de
Euclides.

=3
]
C
s Y
Con el auxilio de la figura anterior, se encuentra que las medidas: f=¢py a=¢por ser

anguiocs alterno intarmos, Mmés Ia medida 5 se compieta un angulo ¥ano el cual, se sabe,
mide 180°. Con esto se demuestra ¢l tecrema.

Dooobuornmnu ok § snt los angulos interiores de un poligono
Q |, en of “. iendo un cuadrilétero ABCD como et siguiente:
A
c
]

Como se ve, es posibie dividir cusiquier cuadriiitero en doe tridnguics, cada uno de loe
cuales, sus angulos intermos suman 180°. Asi, la suma de los angulos intermoe de un
cuadrilatero sea igual a 360°.
Por o vieto anteriormente, cada vez que se tenga un poligono, se dive en tridngulos y of
numero de tridnguloe que resulte, se muitiplicaré por 180° y de esta manera se ml-
suma de los anguioe internoe.
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No. de lados Suma de angulos.
intemos

3 (3-2)(180°)
4 (4-2)(180")
-] (5-2)(180")
6 ?
7 ?

(n-2)(180%)

Hasta este momento se ha visto, cuanto suman los anguios internce de un poligono
cuaiquiera, pero uno puede preguntarse: (cuanto suman los anguios extermos de un
poligono cuaiquiera? Y, a todo sato, ,como se define un Snguio axterno, por sjempio de un
tridngulo?.

anakizando primero un tridnguio al Que se le han trazado los anguios externoce:

Como puede verse, un anguioc externo se forma con la prolongacion de uno de loe lados
del Anguio interno adyacents.

Con e auxilio de I-ﬂounnnl.rbr umﬂ.mrmt“hﬂmm-mtw
externoce ady respectivos c = sigué

a +a’ = 180°
g +p° = 180"
5+5 =180"

(a+p+3)y{a®+p" + 5 )=640"

Pero se sabe que ( a + P +5) = 180°, este nirmero se resta de ambos Mmiembros en
iguakind anterior y resulta:

@’ + B + 5 = 360

Este resuitado demuestra ef:

Teorema 2.- La suma de ins medidas de los &nguics externos de un triéngulo cusiguiera
es igual a: 360"
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De aqui se puede tambié t a que es igual la suma de las medidas de los éngulocs

Como en el caso del tringulo se suma cada angulo externo con su interno respectivo y se
obtiene:

4( 180")= 720", esto es lo que suman las Mmedidas de los Angulos extermos y sus interncs
adyacentes, pero si lo resta la suma de los Angulce intemos que es igual & 380° resuitars:

720" - 380" = 360", es decir “Los Anguics externos de un cuadrilatero suman 380,

Este proceso puede seguirse con cusiquier poligono encontrando que: “La suma de los
angulos externos de cualquier poligono es igual a 360°~.

Relacionando ahora las medidas de los angulos internos con los angulos externos. Para
esto, se considera ia suma de las medidas de los énguios internos de un triinguio

iquiera y Ia d.l-.modkh.dcuntngulo.theonwmp.cﬂvotngub
interno se tras en la sigué figura:

[+
Donde: B +f'=a+p+35,porque ambos lndos de la iguaidad son igusies respectivaments
= 180°. Restando la medida comun § de cada lado de la iguaidad:

B* =« + 5, es decir, con esto se demuestra ol:

Teovema 3. En todo triénguio, un ainguio extermo es igual a la suma de los dnguioe
internos no adyacentse a el.

Uno de los tecremas més reconoocidos es of de Tales de Mileto el cual dice:
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Teorema 4. En!ndotrhngulo L a ladc iguaies se op anguiocs iguaies y

viceversa.
Se demuestra el primer enunciado: A lados igual anguics igusies. Coneiderar
dWﬂm‘omm-m“mWMy-lcmlMMhmr
AM

A

g -3
[ -] [~
[}

Como puecie varse, el segmento AM es mediatriz de BC puesto que o8 perpencdiicular a efla
ymwoummn”m de aqui entonces, se dobia o &4nguilo 5 a lo largo

de todo el segmento AM, se tiene que: QCMMBIy.I.mAOMM
AB, es decir, e &ngulo a coincide con p, ¢ trando el

Ahora habra de demostrarse que a éngulos iguales se oponen lados iguales. Para ello se
utilizard e método de red on al absurdo que consiste en negar la tesis y Negar a una
comtradiccion:

Suponiendo que en e siguients tridnguio los éinguiocs o y  son iguales pero AB y AC son
distintos, © bién AC>AB

8
a8 -
M

Pussto que AC>AD, se toma sobre AC un punto N tal que: BN=BC, entonces, { se divide en
dos dngulos f, y . es decir:

B = Bl + B2, pero como BN=BC, entonces:
B =B1 + 5, perco por hipttesie p = 5, enio :
B=81+p>p oblen:

B > p, lo cusl es una contradiccion.
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Esta contradiccion cesa si se acepta que AB=AC, lo cusl = & veracidad del
enunciado.

Ahora, si se plantea ¢! teorema en forma distinta, se tendra el siguients enunciado:
Teorema 5. En algun tridnguio, a mayor iado se opone mayor anguio y viceversa.

Para ia demostracion de este teocrema, se utiizara io vieto en la parte anterior respecto
del tridnguilo istsceles.

Trazando un tridnguio ABC en el que se supone que e lado AC es mayor que cuaiquiera de
ios otros dos, por sjempio AB, se tra en la siguiente figura:

Si AC>AB , entonces se toma sobre AC un punto N tal que AB=AN, por o que, se va a
demostrar que el angulo ABC es el Angulo mayor, en efecto :

angulo ABC=o + ¢

angulo ABC= ¢ + ¢ por ser istaceles ef triangulo ABN.
Pero ¢ @es un éngulo externo del tribngulo BNC, por lo tanto, ¢ = ¢ + 5 por el teorema 3,
entonces, sustituyendo el valor ¢ en la Oitima iguaidad:

anguio ABC= ¢ + 5 + ¢ , por tanto:
angulo ABC=2¢ +5>5y asl
angulo ABC > 5 que es lo que se queria demostrar.

Se terminark esta on d t do e} tecrema que se con e bre de la
“Desiguaidad del tridngulo”™

Teorema 6. En todo tridngulo, la longitud de un iado es Mmenor que ia suma de las
longitucdies de los otros doe lados.




as

En el tridnguio ABC habré que demostrar que AC < AB + BC. Pam ¢lio se toma sobre AC un
punto N tal que NC=CB, por o que ol tridnguio ACB es isdsceies. por un lado, por otra
partes AN<AB puesto que AB es o lado mayor del triénguio ANS pues se opone & angulo
mayor o. Asi pues:

AC=AN + NC, pero CN=CB por ser NCB ieteceles, asi
AC=AN + BC, pero AN<AB, por tants:

AC=AN + BC< AB + BC y finalmenta:

AC<AB +8BC.

Ejercicios

1. Demostrar que un triénguio no puede tener dos ainguiocs rectos, o dos anguios ocbtusos o
un recto y un obtuso.

2. D.molhr.“nvonodolm5.ud.ch*'Amyortngﬂouopuumyorhdo"

cdo el rétodo de red al ab>
3. Demostrar que en todo tridngulo rectanguio, los snguloe rectos son P tarios.
4. En la sigué figura, calcular ¢! angulo que se indica:
78°
100' B p=?

5. En el siguiente tridnguio rectinguio calcular ia medicia de los angulos agudos:

8. En of siguients tridngulo calcular la meciide de cada uno de sus Angulos internos:
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7. En ia siguients figura, e} segmento AB es paralelo al segmento CD,
de los angulos que se indican:

ar la medide

a=?
p=?

3=

8. En el siguients triangulo, se tiene un angulo extermo y su anguio interior adyacente,
mosetrar que las bisectrices de estos angulos son perpendiculares.

9. En Ia siguiente figura

trar ias medidas Xy Y:

4 M

10. En el sigulente triéngulo iso L
internoe:

ar las medidas de todos los anguics

11. Demostrar que todo triénguio equildtero también es equidngulo.
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I.5. Congruencis de triangulos

Una de las hery ientas mas efic: para ch t # en la G ta lo
constituye la Iguaidad o congruencia de tridanguios. Asi que, un cuestionamiento
importants es: LEn qué casos son iguales o congs tes dos tridnguiocs?

Primer caso. C t sus iados respecth ite ig

Es decir AB=A'@, BC=B'C’ y AC=A'C’ ; se le llama criterio LLL, es decir: iado, lado, iado.

Mwwmmm k do ti un angulo igual, comprendido
entre doe lados ig: tra a ] 6

ANIAN

Es decir: AB=A'8’ , BC=B'C'y angulo {} = angulo f'; se le llama criterio LAL o bien: lado,
angulo, lado.

Tercer caso. Dos tridngulos son iguales cuando tienen un iado igual adyascente a dos
Aanguios iguales como se ve en las siguientes figuras:

a}

O bién: AB=A'B’ , angulo a=éngulo o’ , anguio f=angulo f’; se le Hama: angulo, iado, angulo.

-] C B
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Demostracion 4. Sean los trianguios ABC y ADC istd L ok trar que los trisnguios
ABD y CBD son iguales. Vea ia figura:

A

8 [ ]

En virtud de que BD=DC por ser BDC isteceles, AB=AC por ser ABC is6eceies y tener AD
como lado comun, los tridngulos BDA y CDA son iguales por ef criterio LLL.

EL siguiente ejercicio se deja al lector:

Demoetracion §. Enh-iguhntoﬁgun(:uolpunﬁomodiodolo.-wb.ADyBE
demostrar que los tridnguloe BAC y EDC son iguales o congn :

\y

A

Demostracitn 6. En ol siguiente triingulo isésceles: AB=BC, AD=EC y F es punto medio de
AC, demostrar que los trifinguilos DAF y ECF son iguales:

F

PuoobqquD-EC.onigmm ins medicias c y P son iguales por ser ABC un triengulo
iso y AF=FC, porLAL.lo.dooﬁltnguh.meuwmo.
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11.5.14. Alg d t ¥ do congr é

de triangulos:

- Se tiens un tridnguilo equilstero ABC, en donde se b distanck

iguales AL=BM=CN, demostrar que el triénguic LMN resuitante es también equilhterc. De
la siguients figura:

A

8 [+]

Se Demoetrara que loe tritngulos ALN, BML y CNM son congruentes. Como AL=BM=CN y
puesto que ABC es un tridnguio equilkterc, también LB, MC NA son iguales, pero también
los ainguios en A on 8 y en C son iguales. pues cada uno de ellos mide 60°, entonces por el
criterio LAL los tridnguios son iguales, en particular, los lados: LM, MN y NL son iguaies y
por o tanto el tridnguio LMN es equilatero.

. Sem el siguients, un paralelograrmmoc ABCD, si se traza una diagonal,
demostrar que jos dos tridnguiocs que se forman son cogruentes o iguales:

C [+

Lo primero que se nota en los trifnguioce ACD y DBA es que tienen e lado AD en coman,

por un lacdlo, y por otro lado, ios Anguics o y 5 son iguales por ser angulos alterno-interncs

ya que los segmentos AB y CD son paralelos y los énguios  y ¢ son iguaies por ser
Rerno-intermos

también anguloe a puoolo..wb.ACyBD.onp-nlobo emtonces por
@i criterio ALA loe dos tridngulos son iguales o congs

. Sea @l siguiente trapecio isteceles ABCD en donde se han trazado las
disgonales d.modoqquE €8 y EC=ED, demostrar que jos tridnguiloe AEC y BED son
iguajes o congruentse.

Puesto que AE=EB, EC=ED y a=§ por ser opuestos por ¢l vértice, los tridnguios AEC y BED
son iguales por ef criterio LAL.
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Ejercicios
En los siguientes ejercicios establecer ia iguaidad o congruencia de los tridngulos | y 0,
sefialando que criterio de congruencia se utiliza:

a) 8

Datoes: Anguio o = snguilo
G punto medio de BF

Datoe: Angulo EABagnguio EAC

b) AD perpendicular a BC
8 c
o]
c) Cc
Datos: BE perpendicuiar a AD
CF perpendicular a AD
BE= CF y AE=EF=FD
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1L6. Semejanza de tridnguios

Intuitivamente se puede decir que dos triangulos son jant: si an hech -

la”, de la mi an que eath fabﬂc.do.lo.-vlon.o coches barcoe, casas,
otc. Se tiene también para los trianguice, tres de ) que son los que se
lustraran a continuacion:

1. Dos triangulos aon
CcOomo se Mmuestra enseguida:

e sl th sus tres éngulos respecti te igual

_

Los tridnguios ABC y A’B’C’ son semejantes pues a=ao’ , =’ , &=_5"(criterio AAA, es
decir: angulo, angulo, Angulo).

2. Dos trifinguios son semejantes si tienen un anguio igual, comprendido entre dos lados
proporcionales.

A

Los trifnguios ABC y A’B°C’ son semejantes pues ac=a’ y
lado, Angulo iado)

ole

=%(¢:MLAL,0N~I:

3. Dos tridanguios ABC y A’8'C’ son semejantss si tienen sus tres iados respectivaments
proporcionaies.




Los tridnguios ABC y A'B’C’ son semejantes pues -‘-'— = % = £ (criterio LLL, e decir: iado,
[+
lado, lado).

Alg b ] importantes respecto a la ) a de dos triéngulos:
Ejempio 1. Observe los dos trisngulos siguientes:

A
A’
8 10
4 S
8 [~ 8 [~
6 3

Por lo que se ve, los dos tridngulos son semejantes por el hecho de que sus lados son

proporcionales, es decir, alh las siguientss operaciones:

E =2, 12 =2, E =2

4 5 3
se ve que hay una tante, esta tant Ik ok tante de proporcionalidad™ y
por lo visto, se obtiene, divldhndo ias longimdoo de los [ dos h gos.

Eijompio 2. Si se dibuja un trifenguio cusiquiera ABC y se traza una paraleia PQ a
cuaiquiera de sus lados, se obtiene la siguiente figura:

2. %-fe.nbﬂ&mpordhochd.qmb.ﬂmuﬁ.ABCym.onmm.
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1.6.1. Alg d traci do Ia y) de triemgulos.

Demostracion 1.- Sea un tridngulo rectangulo ACB, ¢i cual tiene el Angulo recto en o punto
C, desde el cual se traza una altura CM, ios triénguios resultantss AMC y CMB son cada
uno jal aACByYy 3 entre si,

o BL 8

El tridnguio AMC es semejante al tringulo ABC porque tienen un snguilo rectoen My en C
respectivamente, &mmtwﬂoe«mhaymtwwyﬂwnmwmn
[} angulo P tario $ .Son tes por el criterio AAA,

E1 tridnguio CMB es semejante al triknguio ACB porque, como se vioé anteriormentae, tienen
untnguloncto-nMy.nCnopocﬁvm.u.nonminguboneomﬂnqmuﬂy¢-u
por tener ¢l mismo angulo o tario. T: son har por et criterio AAA

Se deja al lector demostrar que los triangulos AMC y CMB también son semejantes.

Demoetracion_2. Dos tridnguios que th sus  imdk homblogos respects -t
paralelos, son semejantes, cCoOmo 3¢ ve a continuacion:

c
Los tridnguioca ABC y son ajartas p que th sus énguios respectivaments
iguaies; uhunchmwdm*“hmmmmw
povqu..oneuwow” teorema que dice que: “Does anguiss que
tienen sus lack o te parasleios son iguaies”™,
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msm_a Do.tﬂ‘ngulo.qu.ﬁonon.m‘* ctiv nte perpendiculares
e pued ob.orvaronhlmﬂmn

A

c

Aquihmblénu plica reiterack te el teorema que dice:"Dos éanguios que tienen sus
i perpendiculares son iguailes™; por o que los dos tridnguios ABC y
A'B'C‘ son semejantes por AAA.

Ejemplos

1. Sean doe trifingulos AEC y BED, donde AC es paraleia a BD, o = , encontrar ¢l valor
de x

En donde, despejando a x tenemos: x= —— =10
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2. Umltom -cmm“m-mmm«am.mw.mam
] a de una varila de 4 mts. arroja una sombra de 2 mis. Encontrar la

altura de ia torre.
Dibujando ia torre y la varile en cuestion:

@B@

Puesto que ios dos tridnguios rectangulos son jantes se Pl
x_4
52
20
de donde, despejando a x: x:-z—aﬂ)
3. Se quiere saber cusl es ¢! ancho de una barranca ible, L do del otro

l-dounpuntoﬁjo wwmmy“hﬂombbcmwmm..

®

I - ——
12 D

En virtud de que loe dos tribnguios rectinguics son semejantss tenemos i siguiente
proporcion:

= _8
xe+d4 12

de donde, despejando a x: 12x=8(x +4), esdecir:x=8

49
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Ejasuiciss.

semejantss.
son
indican

se

que

triéngulos

trar que o

moe

iclios

ejerc

siguientes

-Enlos

1.

ABC y ADE
a) 7

LMNy PON
L
b)

©)

DEF y DGH




2. En los siguientss tridnguios encontrar el valor de x:

b) L

<)

50
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11.6.2. Demostracion del tecrema de Pilagoras utili do la ] de
triangulos
Sea el tridngulo rectangulo ACB, se tiens que demoatrar que: AC? + BC? -AB‘ @8 decir:
“La suma de ios cuadrados de los catetos es igual al ado de la hip
C

°r

Como se vio en Ia demostracion 1, los tres triknguioe que se forman, es decir el ACM, el
CBM y ol ACB son semejantes entre si, por lo tanto, trabajando primero con los triangulce
ACM y ABC. De sus lados hométiogos se obtiane io siguients:

ﬁ.% de donde se obtiene: AC?= (AMNAB) ................... 1

De Ia proporcionalidad de los ladoe de CMB y ABC:

:—g'=’:—g',dedonde: CB? = (MBYAB) .....oorveemeeenns 2
s do las igusidades 1y 2: AC? « CB? = AB( AM + MB) . pero AM + MB = AB
por tanto: AC?+ CB?= (AB)XAB) = AB? que era 0 que se queria demostrar,

11.6.3. Otra demostracion del teorema de Pitagoras

Sean dos nUmeros reales a y b Sean dos cuadrados cuya longituct de la base es igual a:
(as+h)

a b a b
a
a
b b
- b b a
Del g do se ti c(a+b)=aZeb?+28b......caueeennn.... 4
Det cuadrado derechose tiens: (a +b )’ nc? ¢ 28D .....cccccvevvecnncnnnen 2

iguaiando 1 con 2, puss se trata de la miama superficie se tiane:
a2 + b* + 2ab = c? + 2ab , cancelando 2ab resulita: a? + b? = ¢?
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Ejercicios.

1. (Cuanto mide la diagonal de un cuadrado que mide 4 mts. de lado?

2. Un cuadrado se tra do en los punt b de otro drado de iado 8;
(,Cu.nbmld.olhdodolcu.dndopequono?

3. Dos postes estan separados 10 mts., el primero tiene una longitud de 20 mts y el
segundo mide 15 mts. ;Cuantos metroe mide un cable que los une en su parte superior?

- -

10 mts

4. Caicular la altura de un triéngulos =6 les si sus Iandos iguak iden 10 mts. cada uno
y su base mide 8 mts.
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11.L7. Punt y rect tabl en un trianguio

1.- Se dard otra definicion de iatriz : M. iz de un segr to es el junto de
puntos que equidistan de los extremos de un segmento.

Basandose en esata definicion podremos trazar las tres mediatrices de los Iados de un
trianguloc ABC cuaiquiera; estas tres mediatrices se cortan en un punto llamado
circuncentro por ser el centro de la circunferencia que pasa por los tres vértices, de la
siguiente manera:

Estas mediatrices se cortan en un punto, puede verse esto porque al trazar la mediatriz de
AB y la de BC, éstas se cortaran en un punto al que se le llama “O”, el equidista de Ay de
B, pero también de B y de C, en particular equidista de A y de C, es decir, el punto “O"
también pertenecs a la mediatriz de AC, con lo cual se demuestra que las tres mediatrices
se cortan en un sélo punto.

2. La definicion de bisectriz de un angulo: Bisectriz de un angulo es el conjunto de puntos
que equidistan de los lados del angulo.

Tomando como base la definicion y trazando las tm bisectrices do un tridngulo, éstas se
cortan en un punto lamado incentro por ser el o de la cir ia tangente a los
tres iados del triangulo como sigue:

A Cc
Haciendo una <t t . jante a la terior, ver que Ias bisectrices se
cortan en un punto, porque si se trazan la bisectriz del angulo en A y ia bisectriz del Angulo
on B, estas dos se cortan en un punto “O, el cual equidista del iado AB y del lado AC y de
ios lados AB y BC, esto implica en particular que equidista de los indos BC y AC, por lo
cual el punto “O™ también pertenece a ia bisectriz del angulo en C, o cual demuestra que
se cortan ias tres bisectrices en “O”.




S4

3. La mediana de un tridngulo, es aque! segmento de recta que une el vértice con e punto
medio del iado opuesto. Como en los cCasos anteriores, es posible trazar las tres medianas
de un triingulo ABC; ias tres se cortaran en un punto que se liama baricentro, como se ve
a continuacion:

A

4.- La altura de un tridnguio es el segmento de recta que pasa por un vértice y
perpendicular ai lado ocpuesto. También las tres alturas de un triénguio se
punto llamado ortocentro:

I..8. La circunferencia

La defl o0 de cir sigue: Cis o eos o junto de punt:
quooquhﬁ.hnd.unpuntoﬁjoll.nudocom

Como todos sabe y adema uoxpn.oonolpoﬂuhdod 86i0 @8 necesario tener un punto
oovnocomtoyun-dl‘ radio para poder trazar sin problemas una
cir ia que se ve a continuacion:
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mutuas entre une circunferencia y un punio P en el plano. Ya
m-wmummmwmmw-uw,
otra exterior a elia, puede suceder Que:

C Foy e Fours

-El punto P se @ en ¢l exterior de la circunferencia, es decir , suceds que:
OP>r
P
-El punto P se tre o de ia cir 1 im, @s decir:
OP<r
-Y como un casc sspecial, pued der que P esté en la circunferncia, en cuyo caso:
OP =y
P

Se investigan ias posicionss mutuas entre una recta y una cis i in se tendrd que:



-Lanchyheircumunchmuhm.udoc&quoh:..z_ ion ses &
COMmo se ve a continuacion:

£n notacion de conjuntos: £ N e=0

-La recta y la circunferencia se intersectan en un punto, es decir, son tangentes:

P

En tacion de jlant: £ Ne = { P ). No debe olvidarse que la tangents a una
circunferencia y el radio son perpendiculares en el punto de tangencia.

-La recta y la circunferencia se cortan en dos puntos:

En notaci6n de conjuntos: £ (1 e¢={P,Q}
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Un angulo y una cir fe & c tener relach interesantss, como cuando los
doe iados dei anguilo son tang alm cir se ve a continuacion:

En este caso se tisns la siguiente iguaidad: PQ = PR, en virtud de que ios tridnguics OPQ y
OPR son rectinguiocs , tienen un iado en comom y los lados OQ y OR son iguales por ser
radios de la circunferencis.

mmmmmmmcwmmhywm eos aquelia en la que e
vértica del Anguio se on la cir se ve a continuacion.

>

AuhuhMtMMcmMMkuiMuMmdm
de la cir ia se le anguio central y tiene una relaciin muy importants con
el angulo inscrito que abarca el Mismo arco, como dice en e siguiente tecrema:

Teorama 1. SIanmtmbimMyﬂnmtwmlqn&-mndMam
de cir p=2a.

Eoum.mmtrndoondo.p-rh. Pmmmuamm
uno de cuy & con e diametro de Is ci se e a
continuacion:

A

[~

Enh@nummdtmaumt“mwwm”“
isteceles por estar formado por dos radios de ia cir

B = a + a =2a, que era o QuUe se queria demostrar.
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Pero si se extiende al caso general, entonces: ia figura considerada es la siguients:

Uniendo los vértices del angulo central y del inscrito con una linea auxiliar, se cbeerva que
loe anguloe a; ¥ B, a:y B2 cumplen con ias condiciones de ia prinera parte del tecremes,
entonces:

B=p +B2=20;+20=2(a;+az )=2a

que era lo que se queria demostrar.

De aqui se deduce un corolario interesante,

Corolario 1. El anguilo que subtiende un dikmetro mide 90°.

El angulo central § mide 180°, pero es of dobie de o, ent a =00°*
Corolario 2. Dos angulos inscritos que abarcan e mi arco de circunfe tenen la
misma medida.

En la figura se observa que loe dos &nguios son iguales por tener e misemo anguio central.

Por Uultimo se tiene un tecrema referents al énguioc semiinscrito, el cual tiens un iado
tangents a ia circunferencia y en ¢! punto de tangencia se traza ¢! otro lado del! sngasio,
como se ve a continuacion:
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Teorema. E! Sngulo formacdo por una tangents y una cuerde, con vértice en ol punto de
contacto, es igual a la mitad del Angulo central cpuesio al arco que subtiends ia cuerda.

Para demostrario, consicdlérese ia figura anterior en donde, al Angulo central en O se le ha
trazado la bk triz OE. Se o h que el Anguio ¢ es iguat al &ngulo «.

Los anguice 5 y o forman un anguio de 90°, pero también ¢ + 5 =90°, por o Que se da la
iguaidad:

5+o=5+¢dedonds o = ¢
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Ejercicios

1.- En la siguients figura se d un angulo central y su anguic inscrito que abarcan ! mismo
arco:

)

Sia = 43°, jcuanto mide p?.

2. En la siguients figura se da un trid
& Cuanto mide el anguio centrat ¢ ?

i

equilétero inscrito en una circunferencia,

©

3. En la figura que se dibuja a th o ar tos gradoe mide ¢l Angulo o.

.

4. En Ia sigui figura caicular ia medida del angulo ¢.

.
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11.9. Areas de figuras planas

Concepto de medir. Medir, es comparar una magnitud con otra que es considerada como
unidad.

Medir un drea es, conocer cuantas unld.d.. c;-dr-d‘l caben en elia, las cuales pueden
ser, centimetros cuadrados, metros tro cusdrad etc.

Area de un cuadrado de lado |.- Como se sabe, esta drea se calcul P
la figura que se da a contimmcion:

Se ve en

' A=p

Pero, jque sucede si en lugar de conocer la longitud del iado se conoce la longitud de In
diasgonal de! cuadrado?, veamos

Se tiens por el teorema de Pithgoras: & =P + ¥ = 2F , de donde:

12=8, poriotanto A =F = /2

. Esta se calcula muitipli do la longitud de la base por la alture como
se ve a continuacion:

A =bxa
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Area de un parsislogramo. También se caicula multiplicando fa longitud de la baese por su
altura COMo se ve enasguida:

a A = bua

Ares de un tridnguio. Como sab deacie la edt on primarie, es decir: base por
altura sobre 2. Pero Jpor que se caicula de esta manera?:

A--—z

Por lo que se ve, para calcular ¢f drea de un trianguio, se completa con otro o

igual, el drea do un paraleicgramo, Pero CoMo ya CoNocemnos Como se calcula el area

un paralelogramo, para obtener el édrea requerida, simplements se divide entre 2
area.

Sin embargo, es misy interssants caicular ef drea de un tridnguio equilétero de iado | como
se ve on ia siguients figura:

]
Para poder calculnr esta &res, pri . ia longitud de i aitura:

Por el tecrema de Pitégoras -’-F-ér-%r.mum:

--%.M.mmmwrhmpmwm.-m

Ar-———?— ymm:A-%-@l'
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. Sup un trapecio qus tiene base mayor = B ; base
menos =b y altura h como se ve on ia sigulente figura

8
,\ ‘
Ahora bien, para que se tenga un rectingulo, se agrega e mismo trapecio con linea
punteada pero al revés como se ve en ia figura anterior.

-4

€1 area del rectingulo es igual a: (b + B)h pero, en virtud de que s6lo interesa la mitad de
dicha sree, se obtiene finalimente:

A-]btzaﬁ

Am_ds_unmm_mug_qmm Un poligono regular siempre es posible inscribirio

en una circ , triangularico como se ve en el siguients
hexagono:

Para ¢! haxségono inscrito, iguier otro poligono, el drea total, es igus! a ia
omdoh.tmod.b.ﬂmbo “mmm”mrdmwh
attura(apotema) que es igual para todos los tridngulos dividido entre 2, es decir:

Sin embargo, en ¢ caso particular del hexsgono regulsr inscrito, todos los triénguice que
resultan son equiléterce de lado r = radio de a circunferencia, como se ve & continuacion:
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m&mg-saummmmnm-utmum
: A =nr? . Si su didmetio es d, A= rct’l4

Pero como se conoce la forma de calcular el srea de un triéngulo equiildtero, en este caso
de lado r; entonces, el frea total de! hexagono regular inscrito quedaria como sigue:

A-«()‘E-ﬂ)om.n:A-:-)lzérz

_A_l.m_gmm smooque se tiene un circuio de radio r = 4 inacrito en un

7
\_

(Cubntas unidedes cuadracdas mide el Area sombreada de gris?

R ta: Como p ‘vm_dmmcmwnuhmmd““
ado n de la cis in, es decir:

An 42 - 122 = 16 - 47=3.43 unicindes cuadradas

Si se quisiera el Area de s0i0 una de (as areas sombreaadias, se tendria Que dividir e
resultado anterior entre 4 y seria: 0.857 5 uniciades cusdradee.
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Ejercicios
1. Encontrur ol &rea de un cuadrado:
8) cuya diagonal mide \/8 unidades.
b) que tiene une circunferencia inscrita cuyo radio es r = 7 unidades.
<C) que tions una ‘ im cir rita de radia r = 10 unidades.
d) si su perimetro es igual a 48 unidades.

2. Encontrar ol &rea de un rectangulo:

) 8i ol Inrgo micte el triple del ancho y su perimetro mide 24 unidades.
b) si o lango mixte 8 unidades y ia disgonal mide 10 unidades.

©) i ol ancho mide 3 unidedes y la diagonal 5 unidades.

3. 8i ol ven de un cuadrado es igual a 144 v* encontrar:

2) in longitud del lndo,

b) i= ongitud de su diagonal,

c) @l drea de circunferencia inscrita,

d) su per@mstro,

@) ol reclio de Ia cir r im cir rite.




APENDICE 1. Construcciones

EnG wort tener las nociohes minkmas acerca de cf se
lineas, tngubo anulo‘ otc. ini oon loe pr mas sencilios:

1.- Construir un anguio igual en magnitud a otro angulo dado:

Sea ef angulo dado el siguients: ‘é
A
-]

Haciendo centro en A, se traza el arco BC, ef cual corta a los lados del anguwio o
justaments en B8 y en C. A continuacién, sobre una recta L se locailza ol punto A" y se tranm
un arco B'C’ haciendo centro en A’ y con ef radio ABsA'B’.

it

c’

Después se toma la distancia BC con et eompa. y se Imzn la cuerda B’C’ igual a la cuerda
BC. Por ulllmsc se une A’con C’' y se Ll

2. Bisectar un anguio dado:

Sea un snguio a cuaiquiera, como se ve a continuacion:

Con centro en A , se traza un arco BC, después, con centro en B y con @l miemo radio AB
se traza un arco al interior del snguic, despubs con este miemo radie y haciendo centro en
C, se corta el arco anterior en D. AD es la bisectriz pecdikia.
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P

Utiizar la construccion No. 2 para trazar ia bisectriz de un angulo liano con vértice en P.
Entonces PD es ia perpendicular pedida.

4. Bk tar un sege to dado( uir la mediatriz del segr toy o su P
medio).
xXe
A 8
[+
'd
Haciemlocen!roenA.y.briondoelcamsunpoconmdolamlhd,utmu.laman

és con e radio y haciendo centro en B se corta el arco rior. El segy
CDo.l-m.d-trizpodth tosios los puntos de elia equidistan de A y B, en particular el -
punto donde ia mediatriz corta al segmento AB.

5. Dacls

L

Por ) punto P se trazas una recta cusiquiers que corte a L en Q, después con aysxia del
problema 1, se traza ol &ngulo o’ tomando como base ia recta PQ y haciendo centrooen P




b

Con centro en P, se traza el arco BC, después, apoyando en B se abre el compds un poco
m-‘dohmlhdontr-ByCyuhmunlreod.b.pdohnchL.mmoylndoon
C con el mismo radio se corta ¢f arco anterior en el punto A. Fi do P con A,
se obtiene la perpendicular deseada.

Se trazan la medistrices de los segmentos AB y BC y al cortarse en el punto O, este sers
al centro de la circunferencia que pasa por los puntos A, By C.

En ia circunferencis, se localzan tree y después se trazan la
modhlﬂcoothb..mABysc Alm.ndmo.“hudcm*h
circunferencia.
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