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INTRODUCCION

El modelo tedrico de las lineas de campo eléctrico y equipotenciales generalmente
esta descrito en volumenes conductores infinitos e ideales, sin embargo,
experimentalmente esto no es correcto, ya que lo que tenemos en realidad son superficies
finitas, y la predicciéon del modelo teérico en el interior de la superficie es correcto en el
interior de la superficie, pero al momento de acercarnos a la frontera se observa
experimentalmente que las lineas equipotenciales tienen un comportamiento distinto a lo
planteado por la teoria electrostatica. Se observa que las lineas de campo se acumulan en
el contorno de la frontera y como las equipotenciales son perpendiculares a ellas, ocasionan
que éstas salgan en angulo recto a la frontera de la superficie finital’) y existiendo, una

deformacion de las lineas equipotenciales, que no pueden ser predichas por el modelo
clasico de la electrostatica. ’

Debido a esto hacemos un replanteamiento de los instrumentos para el anidlisis de
lineas de campo eléctrico y equipotenciales, y que mediante un dispositivo experimental
especial para medir lineas equipotenciales, con ayuda de un programam], proponemos un
modelo que predice en muy buena aproximaciéon (dentro de los maérgenes de error) el
comportamiento de lineas de campo eléctrico y equipotenciales en superficies rectangulares
y circulares finitas, siendo esto un paso muy importante, pues posteriormente se puede
generalizar a cualquier tipo geométrico de superficie.

Se hace un estudio de las lineas de campo eléctrico y equipotenciales en superficies
conductores infinitas y finitas, desde el punto de vista de la electricidad, y se muestra la
analogia que existe en otros campos de estudio, tales como las fuerzas gravitacionales
donde existen lineas de fuerzas gravitacionales y superficies de igual potencial
(equipotenciales) en la tierra. y también en fluidos, donde de manera un poco disfrazada,
igualmente se tienen lineas de corriente o flujo y de potenciales, ya que también existen
fuentes de flujo (como cargas positivas) y sumideros (en analogia a las cargas negativas).

Estudiamos las lineas de campo eléctrico y equipotenciales, en una cuba
electrolitica donde se tenia un problema de depdsitos electroliticos no uniformes. Y se
encuentra una solucién mediante la variacion de las longitudes de los electrodos, bajo el
correspondiente analisis de lineas.

Ademds, se hace un correspondiente analisis de lineas de campo eléctrico y
equipotenciales, en el area de la Optica, especificamente en detectores 6pticos de posicién,
donde se utilizan fotocorrientes para determinacion de posiciones del sistema. Mediante
el correspondiente analisis de lineas en superficies finitas, se obtienen soluciones, que
mejoran la eficiencia del sistema.




Se muestra ademas que el correspondiente andlisis de lineas de campo eléctrico y
equipotenciales, tiene aplicacién predominante en las telecomunicaciones, pues los
modelos de dipolos eléctricos tienen analogia fundamental en una linea bifilar utilizada en
telefonia. Ademas de que los campos eléctricos son fundamentales en las guias de onda,
pues su conocimiento son fundamentales para la transmisién de informacion.




1 ELECTROSTATICA

1.0. Este capitulo es una breve resefia de la
historia de la electrostitica, ademsas de los conceptos
fundamentales de la electrostitica tales como la ley
de Coulomb (que relaciona la interacciéon entre
cargas con el inverso del cuadrado de la distancia,
también conocida como la ley del inverso del
cuadrado), el concepto de carga eléctrica y el campo
eléctrico, todo esto nos permitira replantear los
conceptos que sc tenian en la antigitedad y los que
conocemos recientemente.




1.1. ANTECEDENTES HISTORICOS

Los griegos fueron conocedores del hecho de que el ambar, una resina amarillenta,
es frotada, adquiere la propiedad de atraer hacia asi pequefios pedazos de papel. William
Gilbert (1540-1603) acufi6 el término “eléctrico” de la palabra griega “niextpov” de
cuyo significado es ambar. Cuando el ambar o cualquier otro material en condicién
semejante conduce al incremento de estas fuerzas de atraccion, se dice que el cuerpo esta
electrificado.

William Gilbert (autor del primer electroscopio) en el siglo VI!'} investigé este tipo
de electrificacion y como resultado de sus observaciones dividié a los materiales en dos
clases: sustancias tales como el vidrio, ambar, seda, los cuales son capaces de electrificarse,
los nombré “eléctricos™; y a las sustancias tales como los metales los cuales fueron
incapaces de electrificarse, €l 1os nombré “no eléctricos”. Estos grupos son los que ahora
conocemos comao aislantes y conductores.

Otto Von Guericken descubrid la repulsion eléctrica, y probd que si una barra
cargada, era acercada a un pedazo de hierro, el hierro atraia a la barrita, después del
contacto el hierro es rechazado.

Cerca de un siglo después, Du Fay sugirid que existen la atraccién y la repulsion
entre cuerpos cargados que resultan de dos tipos de electricidad, en disposicién de explicar
los fenémenos que han sido observados. estos dos tipos los Ilamé “vitrea™ (porque fue
asociado con la transparencia del vidrio) aqui se encuentran el vidrio, rocas de cristal y las
piedras preciosas y “resinosa” (asociado con los materiales resinosos) entre ellos
encontramos el ambar, el papel), Ademas, Du Fay propuso que estos dos tipos de
electricidad eran “fluidos™ y entonces los experimentos se encausaron a “colectarlos”™ como
si fuesen fluidos, en varios receptaculos.  Un “recipiente” conveniente en el cual la carga
podia ser almacenada, fue realizado independientemente por Von Kleist y Musschenbroek.
Esto es conocido como la botella de Leyden, poblacidn en la que dichos autores trabajaron.

Tiempo después, Benjamin Franklin sugirid la idea que la electricidad es un fluido
existente en todos los cuerpos. Si todos los cuerpos contienen una cantidad equilibrada de
fluido (electricidad) se dice que el cuerpo es neutro, a partir de ahi fue realmente que se
definié qué cantidad de fluido en los cuerpos, seria responsable de que estuviesen
descargados. cargados o neutros. Un exceso sobre la cantidad de este fluido fué ltamado
positivo (+) da lugar al aumento del fendmeno de electrificacion vitrea y la carencia de
fluido se denomind negativo (-) o electrificacién resinosa.

El estudio de la electricidad fue completamente cuantitativo hasta 1753, cuando el
electroscopio de bolitas fue inventado por William Gilbert, y la deflexion de pelotitas
ligeras cargadas. suspendidas de una fina fibra, este dispositivo permitié medir la relacién



.de carga de las pelotitas. 30 afios después Coulomb inventd una balanza de torsién simple

que le permitié medir la fuerza ejercida por los cuerpos cargados.

El mayor problema al cual se enfrentaron los cientificos de los siglos XVIII y XIX
fue el de describir la forma en que las fuerzas eléctricas actan a distancia. Lo primero que

. se postulo fue que alguna “sustancia” emergia a partir de los cuerpos cargados y ejercia una

fuerza “misteriosa’”, pero repetidos experimentos probaron que una corriente eléctrica no
puede transmitirse a través de un aislante. Dos métodos para la comprensién del
fenémeno fueron desarrollados independientemente.  Los matematicos desarrollaron una
teoria auto consistente, basada en centros de fuerza que deberian actuar a distancia. Ellos
no se preocuparon de la explicacién fisica de como deberia ocurrir esto. La accidén a
distancia fue simplemente definida como “campo” en el espacio ocupado. Faraday,
propuso que existen lineas de fuerza con propiedades derivadas experimentalmente y que
viajan a través de todo el espacio. El concepto de linea de campo de Faraday es

-frecuentemente la forma mas simple de visualizar y predecir el fendmeno electrostitico.

Por lo tanto, es importante considerar éstas ideas con detalle mas adelante.

Una importante contribuciéon de Faraday para el entendimiento de la eclectrostatica
fue Ia introduccién del concepto de carga eléctrica inducida. El representd un material
aislante como una coleccidon de un gran niimero de conductores pequefios aislados, cada
uno conteniendo cantidades iguales de clectricidad. El propuso que la carga es capaz de
moverse dentro del conductor, pero, no entre aislantes. La aplicacién del campo eléctrico es
separar la carga positiva y negativa a los extremos opuestos del conductor y entonces se
dice que esta polarizado (esta idea es sustancialmente verdadera a partir de atomos neutros
en los cuales existen cantidades iguales de cargas positivas y negativas).

En 1873 Maxwell™ publicé un tratado en el cual trasladaba las ideas de Faraday en
una formulacién matematica convencional y demostraba que las dos formas de describir
que los campos eléctricos que son equivalentes (ya sea en forma de lineas o en forma de
“sustancia” 6 fuerza “misteriosa”). El apuntaba que aunque las leyes de la electricidad y el
magnetismo fueran completamente consistentes con las hipdtesis de que hay un medio entre
dos cuerpos, en el que hay una tension a lo largo de la linea de tuerza y que la presidn es
igual en todas direcciones y perpendicular a los cuerpos, existen las lineas que son una
técnica sencilla que permite visualizar algunas cosas las cuales no son visibles para
nosotros, la analogia permite resolver muchos problemas eléctricos y magnéticos.

La formulacién matemadtica de la teoria eléctrica y magnética desarroliada en el

" siglo XIX permanecidé largamente invariable, aunque en el inicio del siglo XX, los

mecanismos fueron excelentemente clarificados con el descubrimiento, de que la materia,
esta compuesta de particulas elementales cargadas. Cuando Maxwell y otros matematicos
desarrollaron sus teorias de electricidad ellos consideraron a la electricidad como un fluido,
pero en ausencia del conocimiento del electron y el protoén, esto fue como cerrar una
verdad que deberia ser investigada, es decir ellos no aceptaban la teoria, pero tampoco
podian rechazarla, y dejaban el tema abierto a la investigacién.




1.2. LA CARGA ELECTRICA

A simple vista podemos ver que William Gilbert, Franklin, Du Fay, Faraday,
Maxwell intuitivamente iban (casi totalmente) en el camino correcto. Con el resultado de
modernos experimentos en fisica atdmica, realizados por Rutherford, Bohr, entre otros,
nosotros tenemos razén en creer que los atomos, los cuales:

a) Corresponden a los diferentes elementos quimicos,
b) En estado de agregaciéon forman moléculas caracteristicas de componentes
_quimicos

c) Estan compuestos de particulas elementales tales como electrones, protones y-

neutrones
Pero, ;Y qué es en si la carga eléctrica?

La carga es una propiedad fundamental y caracteristica de particulas elementales que
forman la materia. De hecho, toda la materia estd compuesta fundamentalmente de
protones, neutrones y electrones (si nos pusiéramos a escudrifiar mas en estas particulas
podriamos encontrar otro conjunto de particulas subatomicas, tales como los Quarks).
Bien, al electrén se le asigna convencionalmente la carga negativa, al protén la carga
positiva y al neutrdn es una particula eléctricamente neutra.

Pero atin, cuando en escala microscépica la materia se componga de un gran nimero
de particulas cargadas, las potentes fuerzas eléctricas asociadas con estas particulas quedan
bastante ocultas a una observacién macroscéopica. Como se ha demostrado
histéricamente, existen dos tipos de carga: positiva y negativa, la materia contiene
aproximadamente cantidades iguales de cada tipo.

Ahora bien. desde el punto de vista macroscéopico, cuando nos referimos a un cuerpo
cargado o con carga, decimos que, la carga se refiere a la carga neta, si ésta es cero se dice
que el cuerpo es neutro (cantidades iguales de cargas positivas y cargas negativas) y si
existe un exceso de carga, ya sea de electrones (se dice que esta cargado negativamente) o
de protones (se dice que esta cargado positivamente), aunque esto ultimo es dificil que
ocurra (arrancar protones por friccidn es practicamente imposible por ejemplo), debido a
que las fuerzas nucleares que mantienen unidos a los protones en el nucleo son mds grandes
que las fuerzas eléctricas de repulsion, por ello, y en caso de que quisiéramos lograr
arrancar protones, requeririamos energias muy grandes, por ello siempre se dice que un
cuerpo tiene carga positiva, a falta de electrones, es decir, a un incremento en iones
positivos, en la terminologia de semiconductores se dice que existen portadores positivos o
huecos.

Es un resultado experimental que la carga no puede crearse ni destruirse. La carga
-total de un sistema cerrado no puede cambiar. Desde el punto de vista macrocéspico, las




cargas pueden reagruparse; sin embargo, podemos establecer que la carga neta se conserva
en un sistema cerrado.

1.3. LA LEY DEL INVERSO DEL CUADRADO

En sintesis, desde la antigiiedad hasta la fecha se han llegado a tres importantes
principios

I- Existen dos y sélo dos tipos de carga eléctrica, conocido hasta ahora como positiva
y negativa.

II.- Dos cargas puntuales ejercen entre si fuerzas que actuan sobre la linea que las
‘une y que la fuerza neta es inversa al cuadrado de su distancia de separacion

‘ II1.- Estas fuerzas son también proporcionales al producto de las magnitudes de las
_cargas, y son repulsivas para cargas iguales y atractivas para cargas contrarias.

Los dos ultimos principios, con el primero como preambulo. se conocen como Ley
de Coulomb, que se escribe como:

Donde F; es la fuerza sobre la carga Q; que ¢jerce la carga O,, R2; es el vector que

va de O; a O Rz es la magnitud del vector distancia R2; y €o es la permitividad del
espacio libre.

La ley de Coulomb se aplica a cargas puntuales. En el sentido macroscépico una
“carga puntual” es aquella cuyas dimensiones espaciales son muy pequefias en

comparacién con cualquiera otra longitud pertinente al problema en consideracion, y
utilizaremos el término de “carga puntual™.

Si se tienen mas de dos cargas puntuales, las fuerzas mutuas se determinan por la
aplicacion repetida de la ecuacion 1.3.1. Particularmente, si se considera un sistema de N
_ cargas, la fuerza de la i-ésima carga sobre la j-ésima esta dada por:

” O R
Fy=— 2.0, R, - 1.3.2.

- i T 3 bl ¢
4 e, = R,.j
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Esto es, por supuesto bajo el principio de superposicién de fuerzas, que expresa que

la fuerza total que actia sobre un cuerpo es la suma vectorial de las fuerzas individuales
que actiian sobre €l.

Una simple extension de las ideas de N cargas puntuales interactuando. es la
interaccién de una carga puntual con una distribucion continua de carga.

Es bien sabido ahora, que la carga eléctrica se encuentra en multiplos de una carga
basica, la del electrén. La pequefiez de la unidad béasica significa que las cargas
macroscopicas estan compuestas invariablemente de un nimero muy grande de cargas
electrénicas; esto a su vez significa que una distribucion de carga macroscédpica en
cualquier elemento pequeiio de volumen contiene un gran nimero de electrones.

Sin embargo, debe tenerse cuidado, al aplicar esta clase de descripciéon a problemas
atdmicos, puesto que, en estos casos, sélo interviene un nimero pequeifio de electrones, y el
procedimiento de tomar el limite cuando la carga tiende a cero no tiene sentido.

Dejando a un lado estos casos atomicos, podemos continuar como si un segmento

de carga pudiese subdividirse indefinidamente, y describir la distribucion de carga por
medio de funciones puntuales:

Por tanto tenemos que la densidad superficial o, y la densidad volumétrica p de
carga son definidas como:

.

= lim 49 1.3.3
a4-»0 A A4

= lim % 1.3.4
_41 —»a AV

Es claro que si introducimos estos conceptos en la definiciéon anterior de fuerza,
suponiendo que la carga se distribuve en un volumen V (con densidad p). en una superficie
S (con una densidad o), y una distribucion de N cargas g;con i = 1.2,.,N alas distancias r;

con i =]/2,... Ny suponiendo que la carga ¢ sec encuentra a una distancia r del origen de
coordenadas, la expresién general es:

N _ _ L
F=4ﬁqé;;' Zq"‘,r ,r' *.[ r )d"+_f' '.;p( )= 1.3.5

i=l




Habra que observar que la fuerza sobre g es proporcional a g. Esta observacién nos
conduce a introducir un campo vectorial independiente de g, es decir, la fuerza por unidad
de carga. Este campo vectorial, es conocido como campo eléctrico, que tiene ciertas
propiedades fundamentales en nuestro estudio, como veremos enseguida.

1.4. EL CAMPO ELECTRICO

El espacio que ocupa una serie de cargas eléctricas, consideradas con referencia al
fendmeno eléctrico ocurriendo en ese espacio, es conocido como campo eléctrico (a estos
tipos de espacios, los matemaéticos les gusta llamarles espacios vectoriales).

Una carga eléctrica, colocada en cualquier punto P en un espacio en R’ (en el
espacio tridimensional) en una vecindad de cargas, se encuentra sujeto al fendmeno
eléctrico denominado campo eléctrico, es decir, a un espacio ocupado de cargas, debera
experimentar fuerzas de atraccion o repulsién desde cualquier carga en el campo. La

introduccién de una “nueva” carga, deberd en general perturbar el arreglo de las cargas en
el sistema.

Si por el contrario, la carga (Illamada carga de prueba) es supuesta pequeifia, los
efectos sobre el sistema de cargas deberdn ser minimas, y por ello el sistema no
experimentara reacomodamiento, asi que las fuerzas que acttian sobre la carga de prueba
no sufrird variaciones y se mantendra el campo eléctrico original.

Pero, veamos ahora la descripcién matemadtica de nuestras ideas. Ya anteriormente

habiamos obtenido una cxpresién para las fuerzas eléctricas sobre una carga gq. Si
dividimos la expresion 1.3.5 entre g obtenemos la siguiente ecuacidn:

F_ ‘ 1 iqi 5+ I rH—Ar a(r')a’a’+ Ir ",’:’3 p(r')dv' 1.4.1
—", r—r

q dre, | o i —

De la expresién 1.3.5 observamos que, la fuerza es proporcional a g (carga de
prueba), sin embargo, podemos despejar g y esta observacién, nos conduce a introducir un
campo vectorial independiente de g, es decir la fuerza por unidad de carga.

Este campo vectorial, es conocido como campo eléctrico E.

Por lo tanto, tenemos la siguiente definicion:

12




Definicién 1

“El campo eléctrico E en cualquier punto es la fuerza por unidad de carga que actia

sobre una particula cargada colocada en este punto.” La carga de la particula existente debe
ser pequeiia (tender a cero).

En notacioén vectorial, la definicién de E es

E =lim ¥ 1.4.2

g—>0 q

El proceso de los limites incluye la definicion de E para asegurar que la carga de
prueba g no afecte una distribucién de carga que produce E. Supongamos que tenemos
solamente ciertas ¢, con i=7,2,..,n. , es decir, una distribucién finita de cargas en un
conductor, entonces al acercar la carga de prueba g con un valor pequefio a la vecindad del
conductor, el sistema de cargas no se redistribuird. Si el campo eléctrico se hubiera
calculado utilizando la relacion de fuerza a carga para una carga de prueba de tamaifio finita,
el campo obtenido seria el debido a la carga redistribuida mas bien que, el debido a la
distribucion original de carga. :

En el caso especial, en que una de las cargas de la distribucion de carga pueda usarse
como carga de prueba, el procedimiento del limite no es necesario. En este caso el campo
eléctrico en la posicidon de la carga de prueba serd el producido por el resto de la
distribuciéon de carga; no habra, por supuesto. redistribuciéon de carga, puesto que la
distribucién de carga propia se obtiene bajo la influencia de toda la distribucién de carga,
incluyendo la que se esta utilizando como carga de prueba.

En otros casos. notablemente en aquellos en que la distribucién de la carga se
~especifica, la fuerza sera proporcional a la magnitud de la carga de prueba. En estos casos,

también es innecesario el limite, sin embargo, si existe alguna duda, es mejor emplear el
limite.
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2. ANALISIS DE LINEAS DE FUERZA EN SUPERFICIES FINITAS

2.0 Existen diversos problemas de campos
eléctricos en superficies finitas que solamente se
pucden resolver con el plantecamiento dc las
ecuaciones dc¢ Laplace 6 Poisson, las cuales
involucran métodos matematicos avanzados y que,
generalmente la solucién se complica enormemente,
una manera de vresolver estos problemas y
cntendiendo mejor la Fisica del problema, es que
mediante un aniilisis de lineas de campo eléctrico y
cquipotenciales en superficies conductoras finitas,
puede obtenerse una solucién visual del problema y
quc posteriormente obtencrse la solucion
matemiticamente; que en consecuencia lo que nos
Heva a estudiar en este capitulo son las lineas de
fuerzas en campos eléctricos y las lineas
cequipotenciales generadas por las cargas eléetricas
cn superficies en un plano conductor infinito para
poder diferenciar los resultados posteriormente con
superficies finitas y ademas veremos sus posibles
aplicaciones de las lineas equipotenciales a otros
campos distintos de la electrostitica.
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2.1. LINEA DE FUERZA

& Qué se entiende por Linea de Fuerza?
Definicién 2
“Son lineas que ayudan a visualizar o describir un campo eléctrico” W1

El campo eléctrico en un punto, es tangente a la linea de fuerza y su magnitud es
proporcional a la densidad de lineas en un area perpendicular a las mismas. Las cargas
positivas son fuentes de lineas de fuerza, las negativas son sumideros. Como veremos
posteriormente también se puede hacer un andlisis con la teoria de fluidos, y de manera
analoga con las fuerzas gravitacionales.

Permitdmonos iniciar en cualquier punto O en el campo eléctrico, y nos movemos
una distancia corta OP en la direccién del campo eléctrico a partir de O. Iniciando
a partir de P permitamonos movernos una corta distancia PQ en la direccién del campo
eléctrico en P, y asi sucesivamente. De esta forma nosotros obtenemos una trayectoria

quebrada OPQR ..., formada de un niimero pequefio de elementos rectilineos, como se
muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1 Trayectoria quebrada de los segmentos or, P"Q, QR,...

Estas trayectorias quebradas (si hacemos los desplazamientos mads pequefios 6 mas
infinitesimales) se convierten en una curva continua, que tiene la propiedad que para todo

punto sobre la linea, el campo eléctrico es tangente a la linea. Cada curva es llamada
linea de fuerza. Nosotros podemos por lo tanto definir la linea de fuerza como sigue:
Definicién 3

“La linea de fuerza es una curva del campo eléctrico, tal que la tangente en cada
punto es paralela a la direccidon del campo eléctrico en este punto.™

El campo eléctrico E puede verse como la cempasicion de tres componentes Ey Ey y
Ez paralelos a los ejes rectangulares i, j, 4.

is




La norma del campo eléctrico esta dada por:

E?=E!+E!+E? o ‘ 2.1.1.

Y los cosenos directores en esta direccién son:

Tx T¥ s 2.1.2

Por lo tanto, es también la direccion de los cosenos de la tangente enx,y,z, enla

linea de fuerza a través del punto. Sabemos que la pendiente a la curva en el plano x-y esta
dada por:

me= _ Ey 2.13
Ax  E,
Haciendo los desplazamientos infinitesimales tenemos que
dy _ dx 2.1.4
EY E.\'
La ecuacidn diferencial del sistema de lineas de fuerza, en 3 dimensiones es de
acuerdo a:
dx _dy _dz : 2.1.3
E. E, E.

2.2. EL POTENCIAL

Supodngase que se tiene una carga pequeiia infinitesimal ¢, en el campo eléctrico E,
nosotros al mover la carga hacemos trabajo en contra de las fuerzas eléctricas, estas fuerzas
_ hacen trabajo sobre la carga. En la carga de prueba infinitesimal al colocarla en un punto P
puede observarse que almacena energia, esta energia es igual al trabajo (positivo o
negativo) el cual ha sido hecho para colocarla en el punto P tomando la carga hacia P en
oposicidon de la repulsion y atraccion del campo eléctrico E. La energia puede ser obtenida
al dejar que la particula trace su trayectoria hacia el punto P.
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Asumimos que la carga sobre la particula moviéndose debe ser pequefia tal que la
.-distribucidn de 1a electricidad sobre los conductores en el campo no sea afectada por él.

Especificando tenemos que, el trabajo realizado por una fuerza para mover una carga
g al punto P es proporcwnal a g, el trabajo hecho y la energia potencial también son
proporcionales a ¢ 4] , por ello podemos tomar el trabajo como Fg. La cantidad de trabajo
depende por supuesto de la posicion a partir de la cual la particula haya iniciado. . Es
conveniente en la medicion de Vg, suponer que la particula inicio su movimiento en un
punto @ fuera del campo total, es decir en un punto lejano de las cargas generadoras del
campo y que todo su efecto en el punto en Q sea despreciable — para mayor brevedad
podemos decir que el punto @ esta en el infinito-.

Nosotros definimos ¥ como el potencial en el punto O. Por lo tanto tenemos la
siguiente definicién:

Definicidn 4

El potencial ¥ en cualquier punto en el campo eléctrico, es el trabajo por unidad de
carga en una particula cargada para moverla hacia ese punto.

Supongamos que denotamos por 7T al trabajo hecho por mover una carga g desde P
hasta Q en presencia de un campo E. En el movimiento de la carga desde el infinito
hasta P, nosotros calculamos la cantidad de trabajo que por definicion es igual a ¥/pg donde
V, denota el valor del potencial en el punto P. Analogamente tomando desde el
inﬁnito hasta @, nosotros calculamos la cantidad de trabajo como Vpg + 7. Esto, sin
embargo, €s igual a Vpg.

Por lo tanto tenemos:

Vg +T =Vyq , 2.2.1.
T=W,—V,)q 2.2.2.

Vemos la diferencia de potencial entre dos puntos es el traba_]o por unidad de carga
para mover la carga entre los puntos.

El andlisis para obtener la ecuacién de la energia de la particula con carga ¢, es de la
manera siguiente:

Supongamos que hacemos un trabajo sobre la carga pequeifia g, en presencia de un
campo eléctrico E a partirde x, y, z, haciax + dx, y + dy, z + dz, observamos que la
cantidad de trabajo realizada es:
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dT = q(E dx+ E dy + E_dz) : 2.2.3.

De tal manera que si movemos la carga ¢ hacia la posicién x,y,z, desde el infinito,
nosotros podemos calcular el trabajo total como:

T=g[ " (Edc+ E,dy+ E.dz) 2.2.4.

Donde la integral es tomada a lo largo de la trayectoria trazada por ¢q.

Denotando el trabajo realizado por la carga q en moverse hacia cualquier punto (x,
¥, z) en el campo eléctrico, se escribe como V4. Nosotros claramente tenemos.

V= _["""'”(Exdr + E,dy + E.dz) 2.2.5.

Dada esta expresion matematica podemos calcular el potencial en el punto x, y, =,

El mismo resultado puede ser visto de otra forma diferente. Si ds es cualquier
elemento de trayectoria, y si la intensidad E en el extremo de este elemento hace un dngulo
@ con ds, entonces la componente de esta fuerza que actia sobre g cuando nos movemos a

lo largo de ds, es Egcos6. El trabajo hecho al moverse g a lo largo del elemento ds es de
. acuerdo a:

dT = E cos@ds

2.2.6.
Tal que todo trabajo en mover a g desde el infinito hasta x, y, =z, es:
AN}
T=gqg E cos8ds 29.7.
Y ya que por definicidn esto es igual a Fg, nosotros tenemos
v= [ Ecosods 2.238.




Como podemos ver ambas expresiones 2.2.5 y 2.2.8 son idénticas, notando que &
es el angulo entre las dos lineas de la cual la direccién de los cosenos son respectivamente:

E E, L E
it B 2 2.2.9
E E E
dx dy dz 2.2.10
ds ds ds
Tenemos por lo tanto que igualando la ecuacién 2.2.3 y la ecuacién 2.2.6
se obtiene: ’
E 2
cos@ =L Ly E. dz 2.2.11
Eds FEds Eads
Tal que
Ecosfds = Edx+ Edy+ E_dz 2.2.12.

Y la identidad en las dos expresiones es por tanto obvia.

Si el principio de conservacion de la energia es verdadero en el campo
electrostatico, el trabajo para mover una carga pequefia ¢ desde el infinito a cualquier punto
P debe ser el mismo, independientemente de la trayectoria hacia P.

Pero, si las cantidades de trabajo fueran diferentes para dos trayectorias diferentes,

supongamos que estos potenciales son ¥, y ¥V, y que el potencial ¥, es mas grande.
Entonces tomando la carga desde el infinito hasta P por la primer trayectoria y

posteriormente llega por otra trayectoria diferente al punto P, debemos obtener la cantidad
de trabajo

V,-V)y=rT 2.2.13

La cual sera contraria a la conservaciéon de la energia, pues el trabajo debe ser el

" mismo independientemente de la trayectoria. Por lo tanto, ¥, deberan ser iguales y el
potencial en P es el mismo, no importa por que trayectoria se haya llegado a P.

El Potencial en P depende tinicamente de la posicion P=(x,),z).




' 2.3. SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES

Definicién 4

" Una superficie equipotencial en un campo eléctrico es tal que, todo punto que se
encuentre en ella tiene el mismo valor de potencial.

Teorema 1
Las superficies equipotenciales cortan lineas de fuerza en angulos rectos.
Supongamos que P es cualquier punto en el campo eléctrico, y también que Q es un
~ punto adyacente sobre la misma equipotencial en P como se muestra en la figura 2.2,

entonces por definicién, ¥, = Vp asi que por la ecuaciéon 2.2.2. se tiene que 7 = 0, donde T
es la cantidad de trabajo realizado en mover una carga q a partirde Pa Q.

P
Figura 2.2 Muestra la trayectoria que sigue una carga q del punto Pa Q.

Si E es el campo eléctrico en P,y &es el angulo entre E y con, el trabajo esta dado
como:
(Ecos@(q)( PQ )=T 2.3.1

Yaque PO, Ey q son distintos de cero, la cantidad de trabajo debe ser tal que:

cos@=0 2.

W
N

Porlotanto €= (nm/2)conn =0 y n € Zypares, se¢ concluye finalmente que la linea
de fuerza es perpendicular con la equipotencial.
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En lugar de que P y Q existan en la misma equipotencial, supongamos a ellos
pertenezcan ahora a una linea paralela en el eje x, cuyas coordenadas sean x, y, z, ax + dx,
¥, z, respectivamente. Moviéndose la carga g desde Pa Q el trabajo realizado es -Fxdx y
por la ecuacién 2.2.2 y 2.2.3 en incrementos tenemos que:

—E dx=V, -V, 233

Ya que @ y P son adyacentes, se tiene, a partir de la definiciéon de coeficiente
. diferencial: :

= i Y e = —F 2.3.4
3 p

E. 235

Los resultados que son por supuesto obvios de la ecuacion de diferenciacion 2.2.5.
con respecto a X respectivamente.

Similarmente, si imaginamos que @ y P, son dos puntos sobre la misma linea de
fuerza, se tiene:

E=_97 2.

os

W
o

Donde  8/8s denota diferenciacion a lo largo de la linea de fuerza. Ya que E es

positivo, esto permite que 8V Os sea negativo, es decir V decrece cuando s se incrementa,
o la intensidad en el sentido que ¥ decrece. Por lo tanto las lineas de fuerza corren a partir
de altos valores a bajos valores de V, y ademds como hemos visto, cortan todas las
equipotenciales en angulos rectos.

En una regidn que es ocupado por un material conductor, las cargas eléctricas, como
. hemos visto, deberan estar en equilibrio bajo la accion de estas fuerzas a partir de todas las
cargas que estan en el campo. La fuerza F resultante producida por estas cargas

sobre cualquier elemento de carga g es cero. pero como F=g¢gE, y con ¢ no cero, entonces
E debe ser cero.




En otras palabras, ¥ debe ser constante a través del conductor para que el equilibrio
electrostatico sea posible. Y en particular la superficie de un conductor debera ser una
superficie equipotencial, o parte de una.

Si no es constante el potencial en cualquier conductor, la intensidad en direcciéon de ¥
decrece. Por lo tanto, la electricidad positiva tiende a fluir en direccién de ¥V
decrementandose y la electricidad negativa en direccién de V incrementandose.

La tierra es un conductor, y por lo tanto tiene superficies equipotenciales. En todas las
aplicaciones practicas de la electrostatica, puede considerarse el potencial de la tierra como
cero. a una distancia sobre la superficie de la tierra, eliminando la consideraciéon del
potencial medido desde el infinito. Asi, de esta manera cualquier conductor puede ser
* reducido a potencial cero por unién de un alambre metéalico a la tierra.

2.4. CONDICIONES DE FRONTERA

El campo eléctrico experimenta una variacion al pasar por una zona intermedia entre
dos medios. Los medios pueden ser dos dieléctricos con diferentes propiedades o un
dieléctrico y un conductor.

Consideremos un plano intermedio entre dos medios como se muestra en la figura

2.3. Supodngase que hay una densidad superficial de carga o que puede variar de un punto
a otro en la zona intermedia.
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Medio 2 D:za E,

A B
€2, E.’l
S
__>
€1, Ey c
Dln
Medio 1 : E;

Figura 2.3 Representacién de fos vectores de campo en la frontera sobre en la zona intermedia entre los
medios 1y 2

Tomando la ecuacién de Maxwell®) para fuentes y tomando la figura del cilindro, la
ecuacién puede ser escrita como

('[_D -ds = Ipdv 2.4.1
E

En el limite cuando la altura del cilindro tiende a cero la contribucién de Dy,, Ds;
través de las paredes tiende a cero, la ecuacidn anterior se reduce en:

ASD,, — ASD,, = ASp, 242

“Donde
ps = D.’n - Dlu 2.4.3

Observemos que si la densidad de carga superficial es cero

D,, =D,, 2.4.4

Tenemos que las componentes de campo eléctrico normales son continuas, es decir

permanecen invariables, solo estan relacionadas inversamente con la permitividad del
medio.

Esto es, la componente tangencial del campo eléctrico es continua al atravesar la
superficie de separacion, seglin se muestra en la ecuacidén 2.4.4.

Debido a que el campo electrostatico puede obtenerse como el gradiente de un

potencial, la integral de linea de E-dl alrededor de cualquier trayectoria cerrada se anula.
- Al aplicar “este resultado a la trayectoria rectangular, las longitudes 4B y CD se
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consideraran iguales a Al y los segmentos AD y BC se supondran muy pequefios. Por
consiguiente las ecuaciones son:

E, -Al+E,-(—4)=0 2.4.5.

(E;,—E,)-Al=0 2.4.6.
En consecuencia el resultado deseado es:

Ey=FE, 2.4.7

Esto es, la componente tangencial del campo eléctrico es continua al atravesar la
superficie de separacion.

Se hace evidente, con bases fisicas, que el potencial 7 deber ser continuo al atravesar
una superficie de separacién. Esto se sigue debido a la diferencia en el potencial, AV,
entre dos puntos muy proximos es E -4/ donde Af es la separacion de los dos puntos, de cual
se ha dicho ya que no hay motivo para que E sea infinito en una superficie de separacion.
Realmente, la continuidad del potencial es una condicién de frontera, pero no independiente
de las ya deducidas. También y lo mas importante que el campo eléctrico como podemos

observar es perpendicular a la superficie, por tanto se puede decir que es una condicion de
frontera. Como veremos en la seccion 3.

2.5 APLICACIONES CON FUERZAS Y VELOCIDADES

Estas aplicaciones son una generalizacidon de las lineas de fuerza y equipotenciales, en
un ambito mas general. En las aplicaciones de esta seccién se estudian fuerzas que estan
confinadas en un plano y las velocidades de particulas que se mueven en un plano.

Una fuerza se puede representar por un vector, que es un segmento al que se asigna
un sentido. Asi, el vector F, en la figura 2.4, representa una fuerza de magnitud F
unidades de fuerza, una direccién de la recta del segmento, y el sentido de la fuerza

sentido de O a P. Si OP forma un dangulo &con el gje x, las cantidades

F_.=Fcos8 - 2.5.1.
- I, =Fsen0 2.5.2.
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Donde 6es el dangulo de F con respecto al eje de x.

Se denominan, respectivamente, componente F; y componente F) de la fuerza.

P
Yy ﬂk F
JFy
/] iF,
L

. Figura 2.4. Componentes de la fuerza F=(F,.F,.).

F, se puede considerar como una fuerza que tiene sentido asignado al eje de las x, o el

sentido opuesto seglin que F, sea positiva o negativa; y lo mismo se puede decir respecto a

- la magnitud Fj. Obsérvese que tanto la magnitud, como el sentido y la direccién de

una fuerza quedan perfectamente definidos por sus dos componentes escalares F,, F)

referidas a un sistema de ejes coordenados. Designaremos por (F,F,) a una fuerza F de
componentes escalares F,, F,. y definiremos, de acuerdo a la teoria, la suma de fuerzas por:

(Fjrl'Fjvl)_’-(Fx_"Fjr.’) = (E\’l + FYJ'F:\‘I + E\'.’) 2.5.3

Si fuese cF la magnitud de la fuerza de la figura 2.4, sus componentes serian Fy =
cFcos@ F, = cFsen@, pudiéndose escribir:

o(F,,F,)=(cF,,cF,) 2.54.

Teniendo en cuenta 2.5.3 y 2.5.4 se deduce facilmente:

a(F,, Fy,) +b(F, F,,) =(aF, +bF,, aF,, +bE,,) 2.5.5.

F. (x,y) ¥ F, (x,)) representan funciones de x, ¥, y ( Fx(x,3)) , Fy(x,)) ) representa una
fuerza que actiia en el punto (¥, ), el conjunto correspondiente de fuerzas, una para cada
uno de los puntos (x,)) en una regidn, se denomina campo de fuerza, que es, un campo
vectorial. La figura 2.5 representa el campo de la fuerza (0,-w), que aproximadamente,

es el campo de fuerza, o peso, en una pequefia zona de un plano vertical proximo a la
superficie de la tierra.
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Figura 2.5. Representacién del campo vectorial gravitacional en una zona pequefia de la superficie de la

tierra

xy)

Figura 2.6. Representacidén vectorial de un campo vectorial gravitacional hacia el centro de la tierra.

En la figura 2.6 se indica la representacion de una fuerza que actia en un plano

transversal en el punto (x,)) y que tiene la magnitud F

constante gravitacional, A la masa de la tierray m
al centro de la tierra, cuya magnitud es (x*+y?)’”.
esta representado por:
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- GMmr4® , donde G es la
es la masa del objeto y » es la distancia
Como cos@=-x/r, sen@=-y/r, el campo

2.5.6.




Figura 2.7 Representacién de la fuerza que actia sobre una masa cercana a la tierra.

La 7ﬁgux;a 2.7 se refiere al campo de una fuerza definida por (-F,-F}), cuya magnitud
es de (F’+F,%)'” unidades.

Andalogamente se tendria en un campo de fuerza gravitacional, la siguiente definicidn

“Una linea de fuerza es una linea cuya tangente en cada uno de sus puntos tiene la
" misma pendiente que el vector que representa la fuerza que pasa por el mismo punto”.

De la figura 2.7. se deduce que las lineas de fuerza del campo (-Fx.-Fy) satisfacen la
ecuacion diferencial:

» F,
a_ L 2.5.7.
de F,
Y por lo tanto tenemos
F.dx— F,dy= [ql-\;f-m—](ydx—xdy) =0 2.5.8.
g ”
Sustituyendo tenemos que la solucién son del tipo:
y=cx 2.5.9.

Las lineas de fuerza para el campo correspondiente a la figura 2.9. que representa un
haz de rectas de vértice en el origen.
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Figura 2.8. Componentes de fuerzas asociadas en un potencial

Las superficies de potencial gravitacional, son puntos donde el objeto tiene un mismo
potencial, en este caso es gravitacional, pero es andlogo al caso eléctrico y podemos decir
que las superficies equipotenciales correspondientes por ejemplp al campo (Fy, -F,) como
se muestra en uno de los casos de la figura 2.8 satisfacen la relacion.

: £ 2.5.10
dx F,

El potencial que posee un cuerpo es de acuerdo a su posiciéon en un campo de fuerza
conservativo como es el campo de fuerza gravitacional. Asi, un peso situado en una
plataforma posee energia potencial ya que se ha gastado energia en elevarlo a la plataforma.

De la ecuacién 2.5.9 tenemos que:
Fdx+ Fdy=0 : 2.5.11

Comparando la ecuacion dy/dx = - F/F, de 2.5.10 para las superficies
equipotenciales con la ecuacién dy/dx = F,/F, para las lineas de fuerza, se ve que las

superficies equipotenciales (como vimos anteriormente) son las trayectorias ortogonales de
las lineas de fuerza.

Para obtener las superficies equipotenciales del campo, habrdé que resolver la
ecuacion 2.5.11 que estan expresadas por:

(8]
W
—
[ %]
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Y resolviendo la ecuacion diferencial, se obtiene que

x*+y’=c 2.5.13

En la figura 2.9 se representan las circunferencias equipotenciales x? + 37 = ¢
cortando ortogonalmente a las lineas de fuerza y = cx.

Lineas de Equipotenciales
Fuerza

Y

Figura 2.9. Circunferencias equipotenciales y lineas de fuerza

Por analogia podemos tener un campo de velocidades. Una velocidad tiene magnitud,
direccion y sentido, por lo que, se puede representar por un vector (x,v). A cada punto de
una region le corresponde una velocidad (u(x,3), v(x,3)), definiendo asi un campo de
velocidad. Las trayectorias, o lineas de corriente, que son equivalentes a las lineas de
fuerza, estan definidas por:

dy v
Y= 2.5.14
dx u
De donde
vdx —udy =0 2.5.15

Las curvas equipotenciales de velocidad quedan definidas por:




udx+vdy =0 2.5.16

Ahora veamos la figura 2.10. representa un campo de fuerza debido a cargas
- eléctricas, una carga positiva en el punto (a,0) y una carga negativa en (-a,0), que actiian

sobre la punta de prueba en el punto P. Dada la ley del inverso cuadrado, tenemos que
el campo de fuerza es:
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Figura 2.10. Configuracién del campo eléctrico y equipotenciales de un dipolo eléctrico
En el Apéndice se deducen las coordenadas bipolares de un dipolo eléctrico.

La figura 2.10 muestra dos cargas de signo opuesto, separadas por una distancia d.
En coordenadas cilindricas bipolares un punto P sobre €l plano es representado por dos
" vectores rq y rg, mas dos angulos 4y g respectivamente, dibujados a partir de dos puntos
fijos 4 y B los cuales estan localizados simétricamente a partir del origen a una distancia d.
De esta manera las coordenadas bipolares (¢, £,z) son: ’

« =,og('_‘4,) 2.5.18

'y

B=6,-0, 2.5.19
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Las coordenadas bipolares estan dadas por las siguientes ecuaciones!®):

¥ +(x—dcothV'y =(2csc hV'Y d? 2.5.20
x*+(y—dcotV'y =d? csc? v’ 2.5.21
=z 2.5.22
2
Donde V'= 2k, Vv
q
. O bien

7t . '
x=(~- ds."".’zf N '2.523

coshV'—cosV’
y=( _ . dsenV’ 2.524

coshV' —cosV'
z=z 2.5.25

Siendo O<V’'<2x En la figura 2.11 se muestra las proyecciones de las superficies
coordenadas sobre el plano xy.

2.6. FLUJO POTENCIAL

En fluidos, tenemos que una linea de corriente es una linea imaginaria que conecta
una serie de puntos en el espacio en un instante dado, de tal forma que todas las particulas
que estan sobre la curva en ese instante tienen velocidades cuyos vectores son tangentes a
la misma. De aqui las lineas de corriente, indican la direccion del movimiento de las
particulas que se encuentran a lo largo de ellas, en un instante dado. Un tubo de
corriente o filamento de flyjo es un tubo pequeiio imaginario o conducto, cuya frontera esta
formada por lineas de corriente. Las lineas de corriente son fronteras en el mismo
sentido que las paredes son fronteras de los conductores reales.

Para una linea de corriente  en un espacio bidimensional xy por ejemplo la
ecuacidén diferencial simple de la linea de corriente \y se obtiene de las siguientes
componentes:

u= cx 2.6.1
dt
v 2.6.2

o dt




De donde se concluye que:

vex —udy =0

N

.6.3.

Funcién potencial de la velocidad

Si ¢(x,y,z¢) es cualquier funcién escalar con primera y segunda derivadas continuas,
entonces, por identidad vectorial fundamental:

VX(Vg)=0 ' 2.6.4
Por la tanto en un flyjo irrotacional, donde

VXF = o 2.6.5
Existira una funcion escalar ¢ cuyo gradiente es igual al vector velocidad F. Es

conveniente definir la direccidén positiva del flujo en la direccidon en la cual la funcidn
escalar decrece, entonces:

=-Vg(x,yz1t) 2.6.6

Ya que el gradiente negativo de ¢ es igual al vector velocidad F, es conocida como

la funcién potencial de la velocidad, y el flujo irrotacional es frecuentemente llamado flujo
potencial.

En un fluido irrotacional dada la ecuaciéon de continuidad para un régimen
permanente:

V-F=0 2.6.7
Por lo tanto

V.- (-Vg)=0 2.6.8
Que da como resultado la ecuacion de Laplace:
Vig=0 2.6.9

Ya que tanto para ¢ y i ( para y se hace un demostracién completa en !!'8))

satisfacen la ecuacién de Laplace, la funcidon de corriente y y el potencial de velocidad ¢
pueden intercambiarse.

Vi =0 T 2.6.10




Ademas la ecuacion de Laplace es lineal y los flujos pueden construirse mediante
una superposicion de varias funciones de corriente. Finalmente, se puede mostrar que las
lineas ¢ constante y i constante pueden formar una malla ortogonal, conocida como una

" red de fluyjo. De la ecuacién 2.6.3 que es la ecuacién diferencial ordinaria de las lineas de
corriente, obtenemos que:

dy v
@ o 2.6.11
de ¥y
Donde
v=-2Y¥ 2.6.12
ox
u= oy 2.6.13
dy

A lo largo de las lineas de potencial de velocidad constante d¢=0, y de aqui que:

—udx —vdy =0 2.6.14
Donde
u =__8_¢ 2.6.15
ox
v=_9¢ . 26.16
@)
Entonces
dy u s
Yo = 2.6.17
dx #=" v
y
dy dix 2.6.18

d\.' ¢=ch.'= - dy w=cte

Por lo tanto, las pendientes son reciprocas y de signo contrario. Una linea de
corriente puede representar una frontera sélida, ya que no hay flujo a través de ella.  La
solucién analitica de la ecuacién de Laplace es dificil de obtener para fronteras complejas.

y en estos casos se puede obtener una solucién grafica dibujando una red o malla con celdas
de 3 6 4 lados para flujos bidimensionales.

La teoria hidrodinimica bidimensionall'®! nos da las bases para encontrar
soluciones tutiles graficas para flujos de fluidos incompresibles descritos por medio de un
potencial de velocidad, como el que hemos empleado aqui. Como hemos visto, esta en la
naturaleza de tales flujos, que las velocidades calculadas a partir del gradiente de la funcién

v
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potencial de como resultado lineas de corriente que son perpendiculares a las lineas de
potencial constante.

Por ejemplo, nosotros podemos superponer el flujo creado por una fuente, sumidero
-~ 0 un vortice potencial sobre un flujo uniforme.

Fuentes y sumideros.

Un punto fuente o un sumidero, es una singularidad en la cual las 'lineas y son
radiales v alrededor de éstas las lineas ¢ forman circulos concéntricos. El patrén de flujo se

ilustra en la figura 2.11. En ésta se muestran superpuestos, aunque generalmente esto no
ocurre asi. estdan separados uno de otro.

stmidarm
2ypo hacia
dentro

Juemnte
! Ny hacia
\ / afuies

Figura 2.11. Una fuente y un sumidero.

Dipolo

Consideremos una fuente de cierta intensidad en un punto 4 y un sumidero de igual
intensidad en un punto B. Si el punto A4 esta localizado en z = @ €'® y el Ben z=—a ¢'%,
como se ilustra en la figura 2.12. Las lineas de corriente son lineas que pasanpor A y B. La
. trayectorias del flujo se muestra en la figura 2.12 donde se tiene una fuente y un sumidero.
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Figura. 2.12. Fuente y sumidero

La representacion que se muestra en la figura 2.12, es similar a la del campo del
dipolo electrostatico de una carga positiva y una negativa y al patron de un dipolo de radio
antena. Enseguida se muestra el patron cuando la distancia entre las cargas tiende a cero y

las fuentes crecen ., como se observa en la figura 2.13
iy

.

Figura. 2.13. El flujo del dipalo




Partiendo de la lineas de corriente conocidas en la frontera y de equipotenciales
conocidas, puede construirse en forma sistematica una red de flujo consistente en una red
. de lineas de velocidad y de potencial que se intersectan ortogonalmente.

Un teorema basico en la hidrodinamica de flujo potencial dice que cada conjunto de
condiciones de frontera tiene su propia y unica red de flujo!'%l.

2.7 APLICACIONES CON DETECTORES OPTICOS

Definicién

Un detector Optico de posicién es un sensor optoelectréonico que provee datos de
~ posicién continuos de un punto de luz viajando sobre la superficie sensible.

Estructura

Como se muestra en la figura 2.14 una vista estructural de la seccién, un detector(??!
consiste de 3 capas: Una capa tipo P, una capa tipo N abajo y una capa tipo I entre las capas
P y N y en la superficie superior un sustrato de silicio. La luz incidente en la superficie
del detector es convertida fotoelectricamente y detectada por dos electrodos en la capa P
como fotocorriente.

: LUz
SALIDA NCIDENTE SALIDA

ELECTRODO FOTOCORRIENTE ELECTRODO

—= . CAPAD

— .. CAPAI

O N N e N e N NNy e

Figura 2.14. Vista seccional de un detector éptico de posicién.
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Principio

Cuando un haz de luz incide sobre el detector 6ptico de posicidn la carga eléctrica
es proporcional a la energia de la luz que es generado en la posicién incidente. La carga
eléctrica es conducida a través de la capa resistiva P y colectada por los electrodos. Ya
que la resistividad de la capa P es uniforme, la fotocorriente colectada por el electrodo es
proporcional al inverso de la distancia entre la posicién incidente y el electrodo como se
muestra en la figura 2.15.  Esto es utilizado para obtener las siguientes féormulas para las
fotocorrientes /; e /> colectadas por los electrodos donde 2L e I, son respectivamente la
- distancia entre electrodos y la fotocorriente total !!

Cuando el punto central del detector es puesto como punto de origen, se obtienen las
siguientes ecuaciones:

L—x
11 =4 2L A 2.7.1
1, =1, L% 272
- 2L .
L L=x, 2.7.3
I, L+x,
Xb
SALIDA o SALIDA
LUz
t NCIDENTE T
FOTOCORRENTE : ELECTRODO
AP A Al Ll S RL L L AL LLLL —~—— CAPAD

O N N N N N N N NN AN

Figura 2.15. Pardmetros del detector dptico de posicidn.




2.7.4

Detector unidimensional

Un detector optico de posicién puede ser clasificado en dos tipos: detector 6ptico
de posicién unidimensional y detector éptico de posicion bidimensional. La figura 2.16
muestra la estructura de un detector unidimensional.

Mmx

(X

(2} POLARIZACION

Figura 2.16. Estructrura de un detector dptico de posicién unidimensional.

La figura 2.17 es un circuito equivalente de la relaciéon entre la corriente distribuida
‘uniformemente dividiéndose en la capa resistiva y los correspondientes electrodos del

detector unidimensional. Ya que el detector 6ptico de posiciéon tiene distribucion de

circuitos C; y R;,, esta constante de tiempo actiia como un elemento decisivo para la
2 . . . . .- o~ o = s -

-respuesta de la onda!®®). A través de un circuito de integracion de sefial de posicidn, sin

embargo, el detector unidimensional puede ser usado para deteccion de un haz laser de un
ancho de pulso de 100 ps.
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n ()

(2)
P:. GENERADOR DE CORRIENTE
D. DIODO IDEAL
Ci.  CAPACITANCIA DE UNION
Rsh: RESISTENCIA EN PARALELO
Rp: RESISTENCIA DE POSICION

Figura 2.17. Circuito equivalente de detector Sptico de posicién unidimensional.

Detector bidimensional.

Los detectores 6pticos de posiciéon bidimensionales pueden ser clasificados por su
estructura en dos tipos: tipo doble lateral y tipo tetra lateral.

- Tipo doble lateral

Como se muestra en la figura 2.18 el tipo doble lateral tiene electrodos en ambas
superficies (en la superficie superior y en la superficie inferior) de un fotodiodo. Como se
- muestra en el circuito equivalente!?®! en la figura 2.19, cada sefial de posicién
(fotocorriente) es inicamente dividida en dos partes por dos capas resistivas y por lo tanto,
este tipo tiene una capacidad de deteccién de posicion alta (el error de deteccién de
posicion es pequeiio y una resolucion alta).




Figura 2.18. Estructure de un detector éptico de posicidn duo-lateral.

) @)

Rp

e /"

CiEEE

S |

Rp

P: GENERADOR DE CORRIENTE
D:  DIODO IDEAL

Cji CAPACITANCIA DE UNION
Rsh: RESISTENCIA EN PARALELO
Rp: RESISTENCIA DE POSICION

Figura 2.19. Circuito equivalente de un detector Sptico de posicién duo-lateral.

- Tipo tetra lateral

Como se muestra en la figura 2.20 este tipo tiene 4 electrodos en la superficie
superior del fotodiodo!3].  La fotocorriente es dividida en 4 partes por la misma capa
resistiva v la salida es una seiial de posicion (véase figura 2.21). Al compararlo con el tipo
doble lateral, este tipo tiene una distorsidon mas grande en la circunferencia. Sin embargo,
esto caracteriza la polarizacion que puede aplicarse facilmente, una corriente de oscuridad

que es pequeiia y la respuesta en el tiempo es rapida.

‘<
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O POLARIZACION

Figura 2.20. Estructura de detector Sptico de posicidn tetra lateral.

1) 4)

CORRIENTE
DEFUGA

P. GENERADOR DE CORRIENTE
D:. DIODO IDEAL

Cji CAPACITANCIA DE UNION
Rsh: RESISTENCIA EN PARALELO
Rp: RESISTENCIA DE POSICION

Figura 2.21. Circuito equivalente de un detector éptico de posicién tetra lateral.
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2.8. SUPERFICIES CONDUCTORAS HOMOGENEAS

En el estudio de los fendmenos eléctricos asociados al comportamiento de las lineas
equipotenciales en las superficies resistivas homogéneas, resulta importante la
representacion grafica de estas lineas, en este trabajo utilizamos un dispositivo que permite
al estudiante y al investigador observar de manera sencilla su comportamiento,

contribuyendo a la comprension de estos fendmenos a través de su visualizacion, asi como
al desarrollo de modelos.

En el desarrollo de dispositivos de laboratorio de electricidad para la observacién y
estudio del comportamiento de lineas de campo y equipotenciales, se han propuesto gran

cantidad de soluciones, basicamente estan centradas en el uso de peliculas resistivas
. delgadas y sustancias electroliticas!’).

En este trabajo el dispositivo usado no utiliza pelicula resistiva, la pelicula es

sustituida por un gel, fabricado con grenetina natural y sal comun, elementos de ficil
adquisicion. bajo costo y no tdéxicos.

Dado que el gel tiene que ser disuelto en agua en gran proporcion, habra que ver
como se comporta esencialmente la solucion en el agua.  El agua, bajo la accién de un
campo eléctrico, se polariza, dando origen a una constante dieléctrica alta. Bajo este punto
de wvista, es un material aislante que podria usarse en la fabricaciéon de condensadores; pero

“por efectos térmicos. una pequeiia fraccion del total de moléculas se joniza™:

H,O— H" + OH" 2.8.1

Dejando iones positivos H' libres e iones negativos OH . Estos iones. cuando se
introducen electrodos cargados, se mueven de tal manera que intentan cancelar el campo
eléctrico externo y se comportan como las cargas libres en un metal. Bajo la accion de un
campo eléctrico constante, el agua se comporta como un conductor. Si las fluctuaciones
“del campo eléctrico son muy rapidas, las cargas no tienen tiempo de desplazarse distancias

grandes, pero si de orientarse. En estas condiciones el agua se comporta como un
dieléctrico.

Los materiales con enlace idnico tienden a separarse al disolverse en agua. La
energia de los iones disueltos es menor que la energia de la molécula de agua completa
disuelta, dado que la molécula del agua tiene un momento dipolar permanente, se acomoda
rodeando a cada ion, reduciendo la energia del sistema. Debido a las fuerzas coulombianas
entre los iones, éstos se dispersan de modo que las densidades de los iones positivos v
negativos sean iguales, sin que se observe carga neta en el volumen de la solucién.




Existen fluctuaciones en la densidad por la agitacién. Las moléculas tienen una
energia cinética promedio proporcional a la temperatura absoluta.

Si se aplica un campo eléctrico mediante dos electrodos sumergidos, cada ion sera
atraido hacia el electrodo correspondiente. El movimiento de iones de diferente signo
ocurre en sentidos opuestos; pero como las densidades son iguales, la densidad neta de
carga sigue siendo cero. Debido a las diferencias en las masas, y su grado de
. hidratacion, los iones se mueven con diferente velocidad terminal y contribuyen de

diferente manera a la corriente total, la cual es la suma de la conducida por los iones
" positivos mas la de los iones negativos.
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3. REPRESENTACION GRAFICA EXPERIMENTAL

3.0 En este capitulo se presenta el dispositivo
experimental para analisis de lineas equipotenciales
en superficies finitas, asi como el mapeo
experimental y el anilisis de los datos mediante un
modelaje niumerico, apoyado en un software
disefiado para el andlisis de lineas de campo eléctrico
¥y equipotenciales.
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3.1. DISPOSITIVO EXPERIMENTAL

El dispositivo esta formado por tres elementos fundamentales:

1.- Una pelicula resistiva homogénea (gel).
2.- La fuente de polarizacion.
3.- Un voltimetro digital de corriente alterna.

Una pelicula resistiva homogénea (gel) la cual se fabrica con una mezcla de grenetina
natural y sal comun, en proporciones 4:1 en masa, 100 grs de esta mezcla se disuelve en 1
litro de agua caliente, la cual se vierte en recipientes aislantes eléctricos de geometria
diversas, como ejemplos tenemos una superficie circular o una cuadrada. Se pueden
" utilizar elementos tales como refractarios o charolas plasticas, procurando que la

profundidad de la solucion no exceda los 5 mm, a continuacion se colocan los electrodos
metalicos, que pueden ser tornillos de latén o acero inoxidable y se colocan de acuerdo con
la geometria de la superficie a estudiar, y con una altura tal que sobresalga del nivel del

liquido. Es necesario que el recg?iente se coloque sobre una superficie nivelada, con el fin
de obiener un espesor uniforme!®.

Esta solucidn en el recipiente se coloca sobre una base metalica para que al enfriarse
de forma natural (y que se disipe el calor uniformemente) se forme el gel resistivo. Para
que los electrodos puedan ser reutilizados se recomienda gue sean de acero inoxidable o

laton. Ademas se recomienda que sobre la base exista una superficie metdlica que disipe el
calor uniformemente.

La fuente de polarizaciénm en su version simple esta formada por un voltaje alterno
de alimentacién de 100 mV¢a maximo entre los electrodos, para disminuir los efectos
_ electroliticos. Puede utilizarse como fuente un generador de funciones comercial operando

con sefial senoidal, a frecuencia fija entre 60 Hz y 1 kHz como se muestra en la figura 3.1

Sin embargo, con base en esta experiencia se disefid una segunda versién que
simplifica la operacién como se muestra en la figura 3.2. La sefial que alimenta al gel,
debc ser de corriente alterna, para evitar en lo posible efectos de polarizacion y electrdlisis;
la frecuencia no es un factor que afecte las mediciones, en este caso se fijo a 500 Hz, pero
la estabilidad en la amplitud si es un factor determinante en el resultado, por lo que se
integro un generador senoidal de alta estabilidad con una variacion méaxima en la amplitud
de 0.1% y con una distorsion armoénica menor al 0.3 % estabilizada en 2.000 V. Para
alimentar la superficie de trabajo, es recomendable atenuar la sefial a 100.0 mV y aislarla
con un amplificador operacional que integra al gel dentro del sistema de retroalimentacion,
logrando con esto que la sefial no se modifique con los cambios en la resistencia del gel,
debidos a evaporacidn, temperaturas, concentraciones.
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Figura 3.1 Equipo para detectar lineas equipotenciales

Un voltimetro digital de corriente alterna de tres o mas cifras, para localizar las lineas
equipotenciales con un conjunto de electrodos, un marcador y cables necesarios para las

interconexiones, esto es en su primera version. Como se muestra el dispositivo en la
figura 3.1.

En su segunda version la lectura del potencial en la superficie se realiza con una
pluma conectada a un convertidor comercial RMS-DC, que elimina las componentes por
potenciales de contacto. La sefial de 0 a 100 mV es amplificada por un factor de 10 para
medir de 0 a 1.00 V directamente a un voltimetro digital. Esto se muestra en la figura 3.2

Respecto a detalles de la experimentacién, se modifican los elementos tales como la
fuente de alimentacidn, el marcador y la punta de prueba, el nivel de la superficie de
trabajo. la base del recipiente se cambio por una metdlica, con el fin de minimizar los
problemas y obtener una mejor imagen, tales como el espesor mas uniforme en la
elaboracion de la superficie conductora, integrando un nivel de burbuja en la mesa de
trabajo. las irregularidades en la resistividad debido a esfuerzos en la transicion de sol a gel,
se modificaron colocando una base metalica para la disipacién uniforme del calor, asi se
busco un adecuado contacto entre los electrodos y el gel, ademas se unié el marcador y la
punta de prueba, para hacer las mediciones simultineamente y asi disminuir el error

introducido al determinar eléctricamente la posicién del potencial y el marcado de esta
posicion.
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Figura 3.2 Diagrama esquemdtico del dispositivo experimental.
En la figura 3.3. se muestra una fotografia del dispositivo experimental para trazar
lineas de campo eléctrico y equipotenciales en superficies finitas

\
|

I
i
i
i
1
1
1
i

Figura 3.3. Fotografia del dispositivo experimental
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En la parte central podemos observar la mesa de trabajo y el nivel de burbuja, sobre
-la mesa encontramos la fuente de voltaje en su version compacta, electrodos con diversas

geometrias, los recipientes del gel, en la parte inferior podemos encontrar la punta de
medicién y el cableado de alimentacién de la fuente.

Asi mismo tenemos que considerar que aunque la gelatina es un volumen,
solamente las mediciones se hacen sobre la superficie de la gelatina, es decir a suponer que
la punta de prueba para hacer las mediciones es de espesor es infinitamente pequefio y
entonces la contribucion del campo eléctrico en la direccién z es muy pequeiia, por tanto es
despreciable y solamente vamos a considerar el campo eléctrico en un plano (con
componentes Ey y Ey).

Ahora bien, en la superficie vamos a colocar los electrodos en los extremos con una
fuente de voltaje V (aplicando un voltaje a.c. del orden de mV y regulado para que no
encontremos fendmenos electroliticos), de tal manera que coloquemos electrodos y
podamos simular un sistema de cargas (desde un dipolo eléctrico por ejemplo) en el que
podremos observar las lineas equipotenciales existentes a través del material dado por una
superficie de un gel resistivo y podamos tener la idea del comportamiento de los camipos
eléctricos y por ende, de las lineas de fuerza correspondientes, puesto que éstas no se
pueden medir directamente, y ello nos va a dar una representacion real de las lineas de
fuerza de un sistema de cargas real acotado por superficies finitas y compararlos con el
sistema dipolar en un plano infinito.

3.2 TRAZO DE LINEAS EQUIPOTENCIALES

La geometria de los electrodos no influye de manera fundamental en el experimento,

puesto que solamente la frontera de la superficie influye de manera determinante en los
datos experimentales.

Enseguida veremos el proceso para la generacion de lineas equipotenciales.

Las lineas equipotenciales se obtienen conectando la diferencia de potencial a los
electrodos, previamente ubicados en el gel, ajustandola a 100 mV¢a a continuacién se
localizan con la punta de prueba del voltimetro digital, los puntos en la superficie resistiva

de igual potencial, colocando una marca de tinta en cada uino de estos puntos, trazando de
manera discreta estas lineas.

Una impresion de los resultados pueden obtenerse, en el caso mads simple, copiando
los resultados con una hoja de papel humeda que se adhiere a la superficie del gel por 3 0 4
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minutos y desprenderla se obtiene la imagen 1nvert1da impresa en la hoja. Este método
puede repetirse varias veces.

Otro método simple es el de utilizar recipientes transparentes, de tal forma que al
terminar el trazo, se voltea el recipiente y se copia en la hoja transparente de acetato, esto
introduce un pequefio error por paralaje, pero se obtienen imagenes adecuadas para su
analisis al superponerle una matriz de coordenadas.

- - aor
M N

E N ASAI R gt gy a4
L...-.-. P R R L S

Figura 3.5. Graficacién experimental mediante el equipo para graficar equipotencicles.

Habra que mencionar que en la segunda versién del dispositivo la punta de prueba y
el marcador de tinta, se integraron en un sélo elemento de manera que el marcador es
. bifuncional, es decir, es punta de prueba y a la vez es marcador de puntos.

Finalmente, si se deja deshidratar la gelatina en el recipiente, se obtiene un registro
pexm'mente pudiéndose utilizar como ejemplo del modelo grafico impreso, como se
muestra en la figura 3.5. De las graficas obtenidas, es posible obtener una imagen
fotografica de la superficie o utilizar una camara de video acoplada a una PC para capturar
¥ procesar una imagen.
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3.3. ANALISIS NUMERICO

Después del trazado experimental y observar las lineas equipotenciales y la influencia
que tiene la frontera del! recipiente (independientemente de la forma), el paso siguiente fue
realizar un modelaje por PC de los datos experimentales para hacer un estudio de ellas se
recurrié a un programa disefiado en el lenguaje de programacién basic!!”), para graficar
lineas de campo eléctrico y equipotenciales las cuales fueron obtenidas del primer término
de la ecuacién 1.4.1. y de la ecuacion 2.3.4 ambas no dependientes en el eje perpendicular
(eje 2) al plano donde existen las cargas, el cual esta disefiado de tal manera que al ponerse
cualquier arreglo de cargas puede hacer diversos modelos graficos de lineas de campo
eléctrico y equipotenciales, ya sea mediante el usuario o un programa prevmmente escrito
en una hoja de calculo o en un editor de textos en ASCII.

Para calcular las lineas se puede usar el siguiente procedimientom:

1.- Se escogen N puntos cquidistantes sobre un circulo de R (en mm) radio alrededor
de una carga positiva, que nos serviran como puntos iniciales para las N lineas de fuerza.

2.- Se calculan las componentes E;, vy £,

del campo eléctrico para uno de estos
puntos, usando la ley de Coulomb para cada carga.

3.- Se obtienen los desplazamientos Ax y Ay necesarios para llegar a un punto cercano
en la direccidén del campo eléctrico. Para esto se debe de cumplir que

E , _
v =W rane 3.3.1
E,. Adx

Podemos escoger un avance de & (puede ser en cm). como separacidn entre puntos, lo
que requiere que:

[\
"

=Ax? + 4y° 3.3.2.

Despejando obtenemos:
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4.- Se dibuja una linea recta entre el punto original y el punto al que se llega mediante

los desplazamientos calculados.
reiniciando el proceso hasta llegar a las cercanias de la carga negativa.

5.- Se calculan las componentes E. y E, del campo eléctrico en el nuevo punto,
6.- Se calcula otra linea de fuerza, eligiendo otro de los N puntos originales.

7.- Para lineas equipotenciales se hace primero el calculo de E; y E, de la carga
Ax 3.3.5

E, _
==

positiva
Asi como de Ax y de Ay pero como las lineas son perpendiculares, ahora los
E-‘(
8.- Se sigue el mismo procedimiento hasta llegar al mismo punto donde se parte de

desplazamientos son:

la equipotencial.
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4. RESULTADOS

4.0 En cste capitulo mostramos los resultados
obtenidos del trazo experimental de los datos, asi
como el modelaje grafico obtenido mediante un
programa de PC y la comparacion de las grificas
experimentales con las grificas de la teoria clasica de
1a electrost:itica, asi como las grificas propuestas en

- este trabajo, bajo un modelo de cargas distribuidas

en Ia frontera que predice la situacién real y precisa
de los experimentos en superficies finitas reales.




4.1. ANALISIS DE SUPERFICIES FINITAS

Las siguientes figuras se realizaron con el dispositivo experimental basado con el
gel resistivo y del modelo grafico con computadora.

En la figura 4.1 se muestra la grafica obtenida con un recipiente de fronteras
rectangulares (36 cm x 30 cm) la distancia de los electrodos puntuales es de 20 cm.
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Figura 4.1, Grdfica de lineas equipotenciales de dos electrodos en un recipiente de paredes
rectangulares.

Se observa que las lineas equipotenciales adquieren la forma aproximada de un

dipolo con fronteras finitas, que al aproximarse a éstas, se desvian hacia fuera siguiendo
una direccion perpendicular.

Enscguida se muestra un dipolo que mediante un programa se hace una simulacién
. en un plano infinito, Que es lo que se predice tedricamente.
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Figura 4.2. Grdfico tedrico de las lineas equipotenciales de un dipolo eléctrico en un plano infinito,
mediante un modelo de cargas en la frontera del sistema.

Podemos darnos cuenta que no coincide con el trazo experimental obtenido de la
figura 4.1 con la simulacién numérica en un plano infinito de la figura 4.2, ya que en las
cercanias de la frontera, del recipiente, las lineas equipotenciales se desvian a la frontera,
mientras que en plano infinito las lineas siguen las trayectorias circulares.

En la figura 4.1. las lineas equipotenciales dejan de parecerse a las de un dipolo
eléctrico en un plano infinito como el que se muestra en la figura 4.2 y que por la influencia
de las fronteras dieléctricas que ejercen una accidén sobre las lineas de fuerza, es decir, se

forma un acumulamiento en la frontera y hacen que las equipotenciales sean
perpendiculares a ellas.
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Figura 4.3. Superposicién de! modelo experimental y el andlisis numérico en un plano infinito.

En la figura 4.3 se muestra las diferencias del modelo experimental y el analisis
numérico en un plano infinito, donde podemos observar que las lineas equipotenciales en
" ambos modelos, se comportan exactamente iguales entre los electrodos (alejados por
supuesto de la frontera de la superficie del gel) sin embargo, al aproximarse a las fronteras,
las equipotenciales del modelo experimental se empiezan a desviar a las fronteras del gel, y
por tanto, no siguen el andlisis numérico de las lineas equipotenciales en un plano infinito,
es decir, lo predicho por la teoria electrostatica clasica.

Posteriormente se hace el analisis para superficies circulares, para ver que pasa con
las superficies curvilineas, para ello se trabajé en un recipiente dieléctrico circular con un
diametro de 30 cm, con los electrodos a una distancia de 15 cm. El trazo experimental se
muestra en la figura 4.4.
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Figura 4.4. Representacién experimental de las lineas equipotenciales de un dipolo eléctrico para un
recipiente con frontera circular

En la figura 4.5 podemos observar que las lineas equipotenciales a medida que se
van.acercando a la frontera se desvian hasta que salen en angulo recto con la frontera de la
superficie de gel, es decir, las lineas son atraidas a los extremos de las fronteras, lo que
indica que las lineas de campo eléctrico, se acumulan a lo largo de la superficie del gel, es
decir, en esta parte se mantienen contenidas y en esa parte ocurre un acumulamiento de

lineas de campo eléctrico y por tanto las lineas equipotenciales deben salir normales a la
frontera del gel.
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Ahora veremos la simulacion numérica de un dipolo eléctrico en un plano infinito,

que se hace en un programa y se muestra en la figura 4.5, para poder compararlo con el
trazo experimental, obtenido en la figura 4.6.
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Figura 4.5, Representacién tedrica de las lineas equipotenciales en un plano infinito

Se puede observar que el modelo tedrico predice que las lineas equipotenciales siguen
trayectorias curvilineas como circulos, esto quiere decir, que las lineas de campo eléctrico
permanecen inalteradas, a menos de que exista un medio finito y las lineas equipotenciales

se desvian en la orilla, ocasionando que no sigan el modelo propuesto por las ecuaciones,
que predicen geometrias circulares en todo el modelo

En la figura 4.6 tenemos la superposicion del modelo experimental y el andlisis
numeérico en un plano infinito.  Donde podemos observar que las lineas equipotenciales
- que se encuentran entre las cargas cumplen con el andlisis numeérico en un plano infinito,

sin embargo, cuando en ¢l modelo experimental las lineas se aproximan a las fronteras las
lineas equipotenciales, se desvian hacia las fronteras.
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Figura 4.6. Superposicién del modelo experimental y el andlisis numérico en un plano infinito.

Enseguida veremos varias aplicaciones que podemos hacer mediante el dispositivo
_ v el modelo propuesto en este trabajo.

4.2. APLICACIONES CON DETECTORES OPTICOS

En el desarrollo de un queratopografo ldser (es un instrumento para medir la
curvatura de la superficie corneal basado en técnicas de deflectometria laser), uno de los
problemas que se presenta, es determinar con exactitud la posicién de un haz laser ¥ para
ello se utiliza un detector SC50 marca UDT (United Detector Technology)[m]. Este
detector es un fotodiodo de efecto lateral con dos amplificadores que proporcionan la
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posicién en dos ejes en forma continua; esta unidad sensa el centroide de una haz de laser y
provee una salida analégica.

El fotodiodo caracterizado tiene una forma circular con un didmetro de 45 mm de
area activa, acoplado a un acondicionador analégico marca UDT modelo 301-DIV en cada
eje del detector. Segun las especificaciones del fabricante!'”?°] 1a sefial es
proporcional a la posicion del haz en el detector en ambos ejes X'y Y.

En la caracterizacidon se usé un laser de He-Ne de 1.5 mW marca Spectra-Physics
- modelo 117A estabilizado en intensidad y dos posicionadores marca Newport de la serie

850, controlados por un sistema PMC300; para medir la sefial de salida de los

acondicionadores, se utilizé un osciloscopio marca Tektronics modelo TDS744A. El
arreglo experimental se detalla en la figura 4.7

SCs0 Y TDST44A

—{ ;.zx C X e
=IOX s 301DLV

=L .-
= (]

[ ===

PMC300 COMPUTADORA

Figura 4.7 Arreglo experimental usado para caracterizar al detector SC50.

Se midié el voltaje a la salida de los amplificadores 301 DIV a intervalos regulares de
2 mm en toda la superficie.

Los resultados obtenidos se muestran en la figura 4.8, en ella se observa que la salida
V., ¥, de los 301 DIV no es proporcional a la posicidon del haz en el detector, pues los datos
- deberian aparecer en una malla cuadrada con espaciamiento uniforme

59




6 g3 2 H 3 b3 2 : 2 & 3 T332
s o o - - L d - - L d - - -» *> ® a0
- e - - - - - - > - - - - o e®

4 .o o & - - -> - - - - - - - & osn
Se s 9 o - - - - > - - - - & a0

2 ae & L ] - - - L ] - - - - - - @ o o
- & o > - - - - - - L 4 - - & oo

Vy o
e & o o - - - - - - - - - o o=
(voits)

_2 .o & o - - - - - - - -> - - & s a
e o ¢ o - - - - - - - > ® s e

_4 > 0o e o - - - > - - - - - - & g &
* e @ o - - L 2 L ] - - L d > L ] - & o0
o o = > - - - - - - -* L 4 - & s e

-8 e ® & o - - - - - - - . @ o ae
g s 2 H H k3 2 : I

-8

-8 -6 -4 -2 3] 2 4q 8 ]
Vx (volts)

Figura 4.8, Respuesta del detector circular de posicién de efecto lateral (se muestran los voltajes en
ambos ejes del detector).

Si graficamos el comportamiento de un solo eje (cualquier eje paralelo a los tomados

como Vyy X), se observa que, la posicion del haz se comporta como la tangente de la salida
V., del 301DIV como se muestra en la figura 4.9.

La determinacién de los pardmetros nos da una funcién:

N

X=A4 Ian( Vs ) 4.2.1
B

Donde A y B son parametros que se obtienen al llevar a cabo una regresion lineal y
todos los datos siguen el mismo comportamiento como se muestra en la figura 4.10.

Al aplicar el modelc para obtener las posiciones a partir de los voltajes medidos se
obtienen los puntos que se muestran en la figura 4.10.  En ella se puede apreciar como se
corrige el espaciamiento de la malla de datos que se tiene en la figura 4.8.

60




o

15
-1.54

(M arvL10A

-3 ]

4.5 ]

as54

POSICION EN UN EJE (cm)

Figura 4.9. Comportamiento tangencial de X/V,

1.5

05

Posicion

0
-085

elejeY
(cm)

-1

-15

-2

15

-05 05
Posicion en el gje X (cm)
Figura 4.10. Coordenadas de la posicién, obtenidas a través de’la trdnsformacién matemdtica Atan(V./B).

-1

-15

-2

61




Si comparamos este resultado con las equipotenciales del modelaje grafico
experimental del gel, con la misma geometria del detector, como se muestra en la figura
4.11, se observa que el comportamiento de la distancia entre las lineas equipotenciales
sobre las lineas de campo eléctrico, es el mismo que sigue la respuesta del detector; esto es,
la respuesta no es lineal en toda la superficie, sin embargo la no linealidad en el centro es
pequeiia. La region donde la no linealidad es menor al 1% es aproximadamente el 10% de
la superficie sensible total del fotodetector.

Figura 4.11. Equipotenciales de dos electrodos puntuales con frontera dieléctrica circular.

En el caso del detector de adquisicion de imagenes por conteo de fotones, existe el
mismo problema de no linealidad!**), para aumentar la superficie donde la no linealidad es
menor al 15%, se sugieren geometrias de frontera limitadas por arcos de circulo, mostradas
en la figura 4.11, donde se mejora la no linealidad en el 14% de la superficie total.

Esta misma solucién se puede aplicar a los DOPEL (Detector Optico de Efecto
Lateral)**!; sin embargo ocasiona un incremento excesivo en el diametro. El analisis
experimental de la superficie fotosensible se realiza por medio de un dispositivo de
laboratorio (que vimos en la secciéon 3.1); éste permite generar modelos de los
comportamientos de las lineas equipotenciales en los detectores, permitiendo modificar la
curvatura de estas lineas por medio del cambio de la geometria en la distribucién de los
electrodos y en las fronteras del modelo.




Veamos ahora el analisis de lineas de campo eléctrico y equipotenciales mediante el
dispositivo para medir equipotenciales.

Recapitulando tenemos que el detector 6ptico de posicion de ejes duales como estd
formado por un disco de silicio barnizado, con 4 electrodos conectados en forma
equidistante alrededor de su perimetro. En ambos casos 4 electrodos estan ligados al
detector y las 4 corrientes generadas mediante fotoabsorcidon, son procesadas con el
algoritmo adecuado para dar la posicion XY. Los electrodos estan conectados de forma tal
que pares opuestos generan fotocorrientes que pueden ser procesada mediante un algoritmo
para generar valores de desplazamiento en las direcciones X y Y, pero estas corrientes estin
sujetas a un campo eléctrico de conduccidn, los campos eléctricos por supuesto que no se
pueden medir, aunque sabemos que perpendicularmente existen las lineas equipotenciales,
que representan voltajes y €sos si los podemos medir con el dispositivo para medir
equipotenciales que hemos presentado en este trabajo. Con el muestreo experimental se
obtuvo la figura 4.12 que representa las lineas equipotenciales para una superficie
detectora de silicio (acerca de la polaridad de los electrodos, dos son positivos y dos son
negativos).
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Figura 4.12 Grdfica experimental de un cuadripolo en un detector

Tradicionalmente, el algoritmo se programa mediante el uso de circuitos electrénicos
y la posxc1on_ ticne alguin porcentaje de error en la determinacién de la posicién. Algunas
compaiiias 121 utilizan algoritmos controlados por software y utilizan correcciones de
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calibracion almacenadas en memoria, a fin de linealizar la respuesta del detector y obtener
una calibracién precisa sobre toda la superficie detectora de silicio. Esta caracteristica de
linealizacion implica que a diferencia del detector de cuadrante, en el detector 6ptico de
posicion de ejes duales las mediciones son mas precisas sobre toda la superficie.

En el detector Optico de posiciéon se tiene 4 electrodos (practicamente son dos
. dipolos) donde podemos, hacer una simulacidon tedrica de las lineas equipotenciales y
campo eléctrico como se muestra en la figura 4.13.

Figura 4.13 Representacién de un cuadripolo en un plano infinito
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cuadripolo en un plano finito mediante el equipo para medir

Figura 4.14. Representacién de un

equipotenciales
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Figura 4.15 Modelo tedrico de lineas de campo eléctrico de un cuadripolo puntual, en el que hace
incidir un haz de luz.

Ahora veamos €l caso en que hacemos incidir un haz de luz, ya que en el detector
tenemos un fotodiodo, que genera corrientes (como una fuente), es decir movimiento de
cargas que siguen la trayectoria del campo eléctrico, por tanto al conocer las lineas de
campo eléctrico, podemos conocer el desplazamiento de las cargas hacia tierra. Como se
muestra en la figura 4.15. para el cuadripolo puntual.

Observemos que en la figura 4.15. donde las lineas de campo eléctrico salen
radiales en las proximidades de la carga incidente, sin embargo, al alejarse se curvan por
accién de los electrodos y la superficie misma del detector, tenemos por tanto que las
corrientes generadas se complicarian para determinar la posicién del haz, en un sistema
cuadripolar. Ahora bien, podemos asegurar que las cargas siguen las trayectorias
marcadas, esto se debe a que las corrientes conductoras en la superficie detectora se deben
al campo eléctrico inducido por la fuente inducida por el haz de luz (puede verse como una
carga positiva o fuente) y los electrodos receptores conectados a tierra (se podria ver como
cuatro cargas negativas). Las cargas se sienten atraidas por el campo eléctrico inducido y
" conforme a la ley de Coulomb o la ley del inverso al cuadrado y por tanto podemos

asegurar que las cargas siguen el camino marcado por las lineas de fuerza de los campos
eléctricos en la superficie finita.
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Figura 4.16. Lineas de campo eléctrico de un electrodo radial, incidiendo un haz de luz.

Para resclver este problema se colocaron 4 elementos radiales (semiarcos de

circulo), de manera tal que los 4 electrodos (aislados entre si), simulan una curva continua,
" con un electrodo circular y en la figura 4.16 se puede ver que las lineas salen radialmente,
es decir, existe una correccién a los problemas de los detectores 6pticos de posicién, ya que
los voltajes se comportan no linealmente con respecto a la posicién (observar la figura 4.8 y
la figura 4.15), y por tanto hay que hacer una transformacién matematica del tipo tangente
para linealizar (como se observa en la figura 4.10), sin embargo, como vemos en el modelo
numérico y experimental (la superficie puede ser finita o infinita) en los 4 electrodos
continuos aislados entre si, donde las lineas de campo eléctrico salen radialmente hacia los
electrodos ya que el electrodo acota las lineas de campo y equipotenciales como se muestra
en la figura 4.16, es decir, mediante un electrodo circular podemos linealizar el sistema.

Cuando la luz incide sobre la superficie, la carga eléctrica es proporcional a la
energia de la luz ocurre que, la carga eléctrica se desplaza a traveés del gel (el cual tiene una
resistividad p constante) y sale a través por dos electrodos A y B (supongamos primero por
dos clectrodos). La fotocorriente colectada por un electrodo es proporcional al inverso de
la distancia entre la posicion incidente »; y el electrodo i. Es posible obtener una formula

. de la posicién de incidencia x en funcién de las fotocorrientes Iy y Ip, colectadas por los
electrodos.
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Veamos la siguiente deducciéon

Supongamos que tenemos una superficie circular unitaria dada por la expresién
" clasica: .

x2+y?=1 422

Ahora supongamos que el haz de luz incide en cualquier punto de la superficie
P, = (x1,y1), que tiene por pendiente:

—=y)=m(x—-x) 42.3

(xiLyin)

. Punto de incidencia
(x1.y1)

Figura 4.17 Esquema de la superficie de un fotodetector, haz de incidencia (x,,y;), puntos de coleccién de
corriente con interseccién con la frontera (xi1.yi) y (Xiz.yiz2)-

(xiz2.yiz)

Las soluciones a las coordenadas x estan dadas por las siguientes ecuaciones:

L twt, ey (i, Yoy, P = (-t S D2y =y AL
“~ili2 — cTE s T T T T T "_"';' T ot oot T T T e
' (—m~—1)

Yirjz = ‘jj - x,,:,'_,. 4.2.5
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Donde x;.,yi,xi2,Yi2, son soluciones a las intersecciones del circulo de radio 1 y las
rectas que cruzan el punto x;y; (es decir, son los puntos donde ambos electrodos colectan

ambas corrientes), Esto los podemos observar en la figura 4.17

Consideremos el conjunto de todos los puntos sobre los-electrodos colectores 4 y B
(observemos para los dos electrodos a lo largo del eje de las abscisas). Como se muestra en

la figura 4.18

Lineas de corriente

k\

Electrodo A \
Electrodo D

Electrodo C

Electrodo B

Punto de incidencia
de un haz de luz

Figura 4.18. Electrodos colectores A, B, Cy D de la superficie de un fotodetector, haz de incidenciay
lineas de corriente hacia dichos electrodos colectores en la frontera, aislados entre si y puestos a

tierra.

Ahora al trazar los radios a partir de x; y y,, ¥ calcular las distancias de cada radio
- tomando en cuenta que la superficie es resistiva y homogénea, entonces las resistencias de

las trayectorias radiales son de la forma:
R, =k,
Donde %; es la constante de la resistividad del gel.

La corriente sera:

Donde k: es la constante de conductividad del gel.
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Calculamos los radios I;; y I2; de las correspondientes regiones 4 y B, dadas por las
distancias siguientes:

1 =\/(x, —xy )+ (Y, —yu) 4.2.8

1y =’\/(xl — X2 )’ +(, _y/.’)z . 4.2.9

. Al usar la ecuacidén 2.7.4. y haciendo la suma sobre los electrodos A y B tenemos
que:

37
2
x = !iﬂ-.l_l,_';_,ﬁ

ks
_— +

linl III 2i=1 l_’i

4.2.10

Donde las contribuciones de las corrientes sobre los electrodos A y B, darian la
correspondiente x:

xo= bt BT 42.11

Que finalmente serian las diferencias de las corrientes totales en los electrodos A 'y
B entre la suma de las corrientes es decir:

O Pt 1 42.12

Anilogamente se haria para y pero, sobre en los electrodos Cy D
y=de=Ip . 4213
Io +1,

Mediante el modelo anterior se obtiene wuna grafica que muestra la relacion de

. posicién del haz incidente real y la posiciéon del modelo matematico, que se muestra en la
figura 4.18. '
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Figura 4.18. Valores de la posicién real de incidencia de un detector éptico de posicién y la posicién del
modelo matemdtico predicho mediante el andlisis de lineas de campo eléctrico y equipotenciales

Donde podemos observar que existe una relacion proporcional entre la posicidn real

del haz de luz y la posicion calculada. Por tanto, nuestro calculo de posicidon del haz con

respecto a las corrientes no depende de la intensidad de la corriente, sino de un cociente de
diferencia de corrientes y suma de corrientes, es decir es independiente de la intensidad.

Pero, que dicha relacidon sélo podemos utilizar si tenemos lineas de campo eléctrico radiales

y ello solo lo logramos hacer mediante un andlisis de lineas de campo de eléctrico y
equipotenciales como el que proponemos en este trabajo. E! margen de error puede
disminuir si nosotros integramos los radios de las corrientes sobre las respectivas areas, es
decir si pasamos de un calculo finito a un célculo infinito.
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4.3. INFLUENCIA EN TECNOLOGIAS BASICAS DE
TELECOMUNICACIONES

Siempre que se estudia la transmision de energia, puede adoptarse dos puntos de vista
aparentemente divergentes, los cuales estdn intimamente ligados con las manifestaciones
del mismo fenémeno. Un punto de vista es considerar la energia transportada por los
voltajes y corrientes en el circuito. A altas frecuencias, este punto de vista encuentra
algunas dificultades y no es tan satisfactorio como el punto de vista de campo, el cual
considera la energia como contenida y transportada por los campos eléctrico y magnético.

Fundamentalmente, las cargas, que constituyen el flujo de corriente, son responsables
de los campos eléctricos en el circuito, puesto que estos comienzan y terminan en cargas
" positivas y negativas, respectivamente. Ademas, el movimiento de las cargas da lugar
al campo magnético que es perpendicular a la direccién del movimiento de la carga y al
campo eléctrico.

Estas dos ultimas consideraciones sirven para establecer una relacién no matematica
entre voltajes y corrientes en un circuito y los campos eléctricos y magnéticos resultantes,
lo cual es suficiente para un examen de la transmision de energia.

Estas relaciones son véalidas no s6lo para lineas de dos conductores, estas lineas
generalmente son usadas en telefonia, y se les conoce actualmente como cables UTP que es
un cable multipar trenzado sin proteccién y STP que es con proteccion, véase la figura. 4.20

——pY
=
=7 = "
==y ) N
==
= S

Figura 4.20. Cables de dos conductores conocidos como UTP y STP

También encontramos guias de onda, cable coaxial, microcinta, como se muestran en
la figura 4.21 que son usadas comuinmente como lineas transmisiéon en microondas.  Asi
pues, los voltajes y corrientes quadan relegados a un papel de importancia secundaria.

- ¢
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Figura 4.21 Tipos de lineas de transmisién en microondas (en orden descendente): guia de onda, cable
coaxial, microcinta.

En la figura 4.22 se muestran los campos eléctricos y magnéticos para las lineas
paralelas de dos conductores.

Figura 4.22 Gréfica de las lineas de campo eléctrico y magnético que aparecen en una linea de dos
conductores
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En la figura 4.23 se muestran los campos eléctricos y magnéticos para una guia de
onda circular y en la figura 4.24 para un cable coaxial. .

Figura 4.24. Configuraciones de campo en un cable coaxial modo TMoi.

Enseguida se muestra configuracién de campo para una guia de onda rectangular en
_la figura 4.25
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Figura 4.25. Configuracidén de campos de una guia de onda rectangular modo TEjo
Donde podemos observa que las lineas de campo eléctrico salen perpendiculares por
la accién de la superficie conductora en una guia de onda circular y para una guia de onda

rectangular. Por lo tanto, mediante un analisis de lineas de campo eléctrico podemos

describir procesos que son faciles de ver visualmente y posteriormente se puede realizar el
proceso matematico complejo.

4.4 APLICACIONES CON ELECTRODEPOSITOS
Veamos ahora el siguiente problema:

Los depdsitos electroliticos que se realizan dentro de una cuba electrolitica para
uniformar los depdsitos en el electrodo central.
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Figura 4.26. Grdfica del espesor del electrodepdsito central en funcién de la longitud del electrodo.

El problema de no uniformidad de los depésitos en las cercanias de las puntas del
electrodo central, se debe a que aumenta la concentracién de las lineas de campo eléctrico,
" en la vecindad de los extremos de los electrodos exteriores hacia el electrodo central,
graficamente como se muestra en los datos experimentales??! de la figura 4.26.

Este problema tiene dos soluciones una de ellas es que matematicamente se pueden
plantear las ecuaciones de la teoria electrostatica, con condiciones a la frontera, que
complica la situacién matematica, la otra opcidn es la simulacidon numérica de las lineas de
campo eléctrico de donde se obtuvo la figura 4.27. Se puede observar que las lineas de
campo se acumulan en las cercanias de las puntas del electrodo central, ya que los iones se
mueven en direccién de las lineas de campo, y como en este punto existe una mayor
densidad de lineas de campo eléctrico, entonces existe un acumulamiento de iones en las
cercanias de las puntas, conduciendo a la no uniformidad de los depositos.
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FIQUI"O 4.27. Lineas de campo eléctrico en un sistema de 3 electrodos lineales, en el que el electrodo
central es mds pequefio que los otros 2.

Se realiza una simulacién numérica de los campos eléctricos en la cuba electrolitica,
donde sabemos que se retira material de los electrodos externos a través de las lineas de
campo eléctrico para depositarlos en el electrodo interno de 20 cm de largo, como se
muestra en la figura 4.27.

77 .




Brreadtetans YA e AteAs SeLvG T

(-100,100) : ‘ ' lineas ¢ SN ) 7

)

Q)

i

s

q

(160,-100)

Figura 4.28. Lineas de campo eléctrico en un sistema de 3 electrodos lineales, en el que el electrodo
central es mds grande que los otros 2.

Para solucionar esto, se modifica la longitud de los electrodos externos en una
relacién 4:5 al electrodo central, entonces las lineas en la vecindad de la punta aumenta el
. numero de lineas, sin embargo, la intensidad de la corriente disminuye con la distancia,
pues la longitud de la trayectoria aumenta y por consiguiente el numero de iones
disminuye, aunque el nimero de lineas sea mayor y la distribucion se uniformiza, ya que la

densidad de las lineas de campo eléctrico disminuye en las cercanias de las puntas del

electrodo central como sz muestra en la figura 4.28, ocasionando que los depésitos se
uniformicen.

En la figura 4.29. se muestra los datcs experimentales!'??], como es el espesor de los

depdsitos en el sistema modificado, donde se uniforman los depésitos sobre el electrodo
central.
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Figura 4.29. Uniformizacién del electrodepdsito central, disminuyendo los electrodos externos

Donde podemos observar que existe una uniformidad de los depositos en el electrodo

central, resolviendo satisfactoriamente el problema.

Podemos observar que con el anilisis numérico de lineas de campo eléctrico, es mas
facil de ver que ocurre con el problema y resolverlo, ¥ que es una opcién mas de solucién,

cuando el desarrollo matematico se complica.
propuesto en este trabajo.
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S. CONCLUSIONES

Para el analisis de lineas de fuerza de campos eléctricos en superficies finitas que
representan a los dispositivos reales, es decir, con fronteras, se requiere de métodos
tedricos, experimentales y simulacién numeérica. Las aplicaciones en dispositivos tales
como detectores Opticos de posicidn, (linealizacion), depdsitos electroliticos
(uniformizacion), donde los métodos matematicos pueden complicarse, se presentan
soluciones de modelos numéricos y experimentales que permiten visualizar la
configuracion de las lineas de fuerza y equipotenciales.

Se presentan soluciones numéricas que simulan modelos reales en planos finitos y
se comparan con los modelos en planos infinitos, y se disefia un dispositivo que permite
realizar la observacidon de lineas equipotenciales en superficies conductoras homogéneas,
que cualquier laboratorio de ensefianza de media superior y superior puede tener; en la
version final, del sistema se consideran las variaciones en la resistencia del gel y se mejora
la medicion de los voltajes en las lineas equipotenciales, ya que en la punta de medicién
permite la localizacién de los puntos equipotenciales y la marcacién de éstos y permite
obtener mayor exactitud en los resultados experimentales, para el correspondiente analisis
de lineas de campo eléctrico en superficies finitas.

Las lineas equipotenciales en los modelos finitos son normales en la frontera de la
superficie experimental, atribuyéndose esto a que las lineas del campo eléctrico siguen el

contorno de la frontera, porque no se salen. Este efecto es observado en el dispositivo
experimental.
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6. APENDICE

Enseguida se muestra la geometria y ecuaciones que gobiernan las coordenadas
cilindricas bipolares!'l,

Las lineas de fuerza producidas por dos cargas de signo opuesto, pueden ser
descritas usando coordenadas cilindricas bipolares.

El potencial producido por dos lineas de carga de densidad gq; y —¢q; situado a una
distancia ¢« hacia la derecha y a la izquierda del origen, respectivamente puede ser escrito

—4 5 q q: Ty
V=- ldogr,+ tlog, r,=-""--log- 6.1
2re, Ee Vs e, EeTa e, £ vy

Donde r4 y rp son distancias a partir de las cargas positivas y negativas,
respectivamente, hacia el punto en cuestién.

A partir de esta ecuacién es que la funcién compleja apropiada es:

r > SOt

log, ~#-. 6.2
]

Y por lo tanto las lineas de fuerza estan dadas por la parte imaginaria lo mismo que
las curvas:

6,-6,=p 6.3

Estos son circulos que pasan a través de dos puntos x=d y x=-d mostrados en la

“figura 6.1. Consideremos a V/ como un parametro que puede tomar una serie de valores, la

ecuacién 6.1 también representa una familia de circulos. Estos son los circulos sdlidos de
la figura 6.1. Puesto que las ecuaciones de los circulos estan dadas por:

ri=(x+d)* +y? 6.4
r=(x-d) +y’ 6.5

'3

La ecuacion 6.2 puede ser escrita como:
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V' =log Ta 6.6

p
Donde
yr= 2%y 6.7
aq;
Tenemos que
RN CRT SR 6.8
[ -y + 5?12
Elevando al cuadrado tenemos:
o {(?fi@i‘f.!.z_} 6.9
(x—d)* +y?

Simplificando la ecuacion se obtiene:

El coeficiente de d del lado izquierdo es la cotangente hiperbélica de V'* (coth V) y
el coeficiente de & del lado derecho es el cuadrado de la cosecante hiperbélica de V'’ (csch

V).

Por lo tanto esto puede ser escrito brevemente como:

y? +(x~dcothV') =(2cschV'y d? 6.11
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) Anilogamente se obtienen las otras ecuaciones, que estan dadas por las siguientes
ecuaciones:

Y finalmente se obtiene que las ecuaciones que describen las coordenadas bipolares
son:

x> +(y—dcotV'yY =d? esc’ V' 6.12

Z=2z

o bien

6.14

Y= (___ffie,!} v ) 6.15

dsenhV’ )

coshV’ —-c;s |4

zZ =

6.16

Siendo O0<V’<2m En la figura al anterior muestra las proyecciones de las
superficies coordenadas sobre el planoxy. Girando las curvas alrededor del eje y, ¥y lo
llamamos eje z, se obtiene un sistema de coordenadas toroidales.
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La figura 6.1 muestra dos cargas de signo opuesto, separadas por una distancia d.
En coordenadas cilindricas bipolares en un punto P sobre el plano es representada por dos
vectores r4, ¥y rg, mas dos angulos 84y Gp respectivamente, dibujados a partir de dos puntos
fijos 4 y B los cuales estidn localizados simétricamente a partir del origen a una distancia d.

En la figura podemos observar los figuras circulares de las lineas equipotenciales y de las
lineas de campo eléctrico. '

Figura 6.1. Configuracién de un dipolo en coordenadas cilindricas
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