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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Presentacion

La presentacién de la computacién y computadora cudnticas en las siguientes
paginas estd basada ampliamente en varios puntos de vista, fisicos y tedricos.
Sin embargo, mi designio es presentar el desarrollo de la computadora cudntica
desde el punto de vista de la ingenieria, dominio absoluto de los principios
fisicos y la ciencia de los materiales cuya necesidad es desarrollar el hardware
cuantico.

Inicio con las palabras del investigador en teoria compleja Lance Fortnow
[2000 pg. 4]:

Puede alguien estudiar computacién cudntica sin antecedentes
profundos en mecdnica cudntica? Si. Manejo un auto sin saber
lo que hace un carburador. Puedo programar una computadora
cldsica e investigar sobre la complejidad computacional de estas
madquinas aun sin tener un comprendimiento real de como tra-
baja un transistor. Frecuentemente investigo modelos de com-
putacidén tedrica tales como no deterministas que no tienen con-
traparte fisica en lo absoluto. Dado un modelo de una com-
putadora cudntica, cientificos en computacién pueden estudiar
las habilidades computacionales sin mucho conocimiento de las
propiedades fisicas de ese modelo.

Los fisicos generalmente utilizan la notacién de bra-ket de Dirac
para representar estados cudnticos base. Cuando los cientificos

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION

en computacién ven esta notacién, que parece completamente
extraiia asumen que la complejidad de la notacién refleja prin-
cipios profundos en mecédnica cudntica. Nada podria estar mas
alejado de la verdad que la notacién bra-ket que representa nada
maés que vectores.

La notacién |010) es llamada “ket” y representa a la cadena 010.
En general |z) con = € {0, 1}* representa a la cadena z, concate-
nacién es concatenacién: [z})|y) = |zy). La cadena de longitud k&
forma la base de un vector de espacio de dimensién 2%

También hay un “bra” y varias reglas que se aplican cuando los
bras y kets estdn juntos, los cuales raramente se usan en com-
putacion cuantica.

Por qué la notacién que parece tan simple causa tanta confusién?
Esta notacién no conforma con las convenciones de los cientificos
en computacion, particularmente la de la simetria. Cuando con-
sideramos vectores u otros objetos agrupados, ellos siempre usan
corchetes simétricos tales como (8,3,4), [0...1], (a +b)* y |z|.
Cuando ven un caracter como “)” o “” que no tiene una con-
traparte, ellos los consideran como operadores relacionales, ha-
ciendo a las ecuaciones como

1 2
|91 () = ﬁ;(—l)‘=-vlz>=|¢o>— 7Y (1.1)

imposible de analizar.

Como este documento lo sugiere, uno no tiene que conocer la
notacién de Dirac para comprender lo bésico de la computacién
cuintica. Desafortunadamente estamos forzados a aprenderla
para seguir la comunicacién en el campo.

Alguien puede desarrollar ficilmente una notacién maés natural
para los cientificos en computacién pero ya hemos perdido la
batalla. Eventualmente la notacién se vuelve mds ficil de analizar
Y seguir a las férmulas de la ecuacién (1.1) parece casi normal.
Es penoso que no vayan a charlas sobre computacién cudntica
no por la complejidad del asunto sino por la notacién anormal.

Z



1.2. EPITOME 3

1.2 Epitome

Varias han sido las piedras milenarias en la historia de la tecnologia que
involucran el descubrimiento de nuevas formas de controlar a la naturaleza
para fructuosos beneficios, explotando muchos recursos fisicos tales como
materiales, fuerzas, y fuentes de energia. En el siglo veinte, la informacién
entré a esta lista cuando la invencién de las computadoras permitié el proce-
samiento de informacién compleja no sélo en el cerebro humano. La historia
de la tecnologia computacional ha involucrado una secuencia de evoluciones,
de un tipo de realizacién fisica a otra, de engranes a relevadores, de vdlvulas
a transistores, a circuitos integrados y asi sucesivamente. Actualmente, las
avanzadas técnicas litogrificas pueden grabar compuertas légicas y cables
menores a una micra por toda la superficie de silic6n que forma al cir-
cuito [Deutsch y Ekert, 1998 pg. 1]. Dada la actual tendencia de miniatu-
rizacién tecnolégica, los componentes electrénicos serdn mds pequeiios, hasta
el punto donde las compuertas légicas sean tan pequefias, que consistirdn
s6lo de moléculas, nicleos y hasta atomos. Esto nos guia hacia el dominio
cudntico, pues las nociones clasicas, para la creacién y andlisis de nuevos
dispositivos, aquf ya no son vélidas.

Esto implica que la nueva tecnologia cudntica debe remplazar o suplir
a lo que tenemos ahora; pero resulta que dicha tecnologia puede ofrecer
mucho més que procesadores mas ripidos y mds pequeiios, presenta modos
enteramente nuevos de computacidn, realizacién de tareas que ninguna com-
putadora cldsica podria realizar.

La investigacion tedrica y experimental sobre computacién cudntica han
venido creciendo en los iltimos diecisiete afios. La idea de que la natu-
raleza puede ser manipulada y controlada a niveles cudnticos es un poderoso
estimulo a la imaginacidn de fisicos e ingenieros. Los avances son constantes
en el desarrollo de tecnologias mds prometedoras para la realizacién de una
computadora cudntica.

En marzo del afio dosmil, investigadores del Departamento de Energia
del Laboratorio Nacional de Los Alamos y del Instituto Tecnolégico de
Massachussets (MIT), crearon una computadora cudntica formada con siete
bits cudnticos o “qubits” [Laflamme, 2000]. En agosto del mismo aiio se
presenta otra mds, desarrollada entre el Centro de Investigaciones IBM, la
Universidad de Stanford y la Universidad de Calgary, siendo ésta de cinco
qubits [Chuang, 2000 pg. 1]. 3



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

El camino para llegar a una satisfactoria implementacién de una com-
putadora cudntica ain es largo. La construccién de los cimientos para el
desarrollo tecnoldgico de ésta nueva tecnologia continuan.

De esta forma, aqui se presenta, sin ilimitacién del alcance ingenieril,
las ideas requeridas para la implementacién de la computadora cudntica,
conjuntando ideas tales como Teorfa de la Computacién, Fisica Cudntica y
Teoria de la informacién.

Iniciando con los conceptos bésicos y fundamentales para la interpretacién
de todo el material, no es importante, para la ingenieria hasta cierto punto,
la demostracién rigurosa del formalismo matematico aqui mostrado.

1.3 Antecedentes Histdricos

“No ha sido el pilar de las civilizaciones, sino un entrafiable
vinculo entre la delicadeza del pensamiento abstracto, lo robusto
de una demostracion fisica y la aplicacién de ambos.”*

El ser humano busca hacer preguntas y encontrar respuestas precisas a cues-
tiones bdsicas sobre por qué la naturaleza es como es. Histéricamente, los
principios fundamentales de la fisica han tenido relacién con preguntas tales
como “;De qué estan hechas las cosas?” y “;Por qué los objetos se mueven de
esa manera?” En su Principia, Newton dié respuestas muy generales a pre-
guntas de este tipo. Demostrando que las mismas ecuaciones matemadticas
pueden describir el movimiento de los objetos que vemos y de los planetas,
el mostré que todo objeto cotidiano tal como una tetera estd hecha esen-
cialmente de la misma materia que un planeta: los movimientos de ambos
son descritos en términos de su masa y las fuerzas que actdan sobre ellos.
Hoy en dia dirfamos que se mueven de tal manera que conservan su energfa
y momentum. De esta forma la Fisica nos permite extraer conceptos de
la naturaleza como el de energia y momentum los cuales siempre obedecen
ecuaciones fijas, aunque la misma energia pueda ser expresada en diferentes
maneras.

*ricKter



1.3. ANTECEDENTES HISTORICOS 5

Algo mds que puede ser expresado en diferentes maneras es la infor-
macién. Histéricamente, el concepto de informacién no tiene un origen
claro. Podriamos seguir un inicio importante a partir de la paradoja del
demonio de Maxwell [Steane, 1997 pg. 5] de 1871 (fig 1a). Recordando que
el demonio de Maxwell es una criatura que abre y cierra una puerta entre
los dos compartimientos de una cimara que contiene gas, y que persigue la
subversiva politica de sélo abrir la puerta cuando las moléculas més répidas
se aproximan desde la derecha, o las lentas desde la izquierda.

De esta manera el demonio establece una diferencia de temperatura en-
tre los dos compartimientos sin realizar ningiin trabajo, violando la segunda
ley de la termodindmica, y consecuentemente permitiendo una multitud de
contradicciones.

Un gran nimero de intentos se hicieron para exorcizar al demonio de
Maxwell, como: el demonio no puede reunir informacién sin realizar trabajo
o sin excitar (y calentar) al gas, ambos no son ciertos. Algunos intentaron
proponer que ciertamente la segunda ley de la termodindmica era violada
por las acciones de un “ser inteligente”. Fue hasta 1929 que Leo Szilard
redujo el problemas hasta sus componentes bésicos, en los cuales el demonio
necesita simplemente identificar si la molécula estd a la izquierda o derecha
de una particién, y su accién permite el calentamiento de un simple motor,
Namado el motor de Sziliard. Pero esto aiin no era claro, ya que el demonio
debe aprender donde esta la molécula, incrementando la entropia.

No se dié ninguna respuesta en los siguientes cincuenta afios. En los afios
intermedios las computadoras digitales fueron desarrolladas, y las implica-
ciones fisicas sobre la acumulacién y procesamiento de la informacién fueron
cuidadosamente consideradas. El costo termodindmico de la manipulacién
de informacién elemental fue analizado por Landauer en 1961 y otros du-
rante la década de los sesentas como, Keyes y Landauer en 1970), y aquellos
de computacién general por Bennet, Fredkin, Toffoli y otros durante los se-
tentas (Bennet 1973, Toffoli 1980, Fredkin y Toffoli 1982). Se encontré que
todo en principio puede hacerse de una manera reversible, es decir, sin costo
de entropia en lo absoluto (Bennet y Landauer 1985). Bennet en 1982 rela-
ciond explicitamente este trabajo y la paradoja de Maxwell proponiendo que
el demonio si aprende donde estd la molécula en el motor de Szilard sin rea-
lizar trabajo o incrementar la entropia en el ambiente y asi obtener trabajo
titil durante una rotacién del motor. Sin ambargo, la informacién sobre el
lugar de la molécula entonces debe estar presente en la memoria del demonio

5



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

(fig 1a). Entre mds y mds rotaciones se hagan, mds informacién es reunida
en la memoria del demonio. Hasta completar un ciclo termodindmico, el
demonio debe borrar su memoria, y es durante este proceso de borrado que
identificamos un incremento en la entropia del ambiente, como lo requiere
la segunda ley de la termodindmica. Esto completa la fisica esencial del
demonio de Maxwell.

Fig. la. E! demonio de Maxwell. En esta ilustracién el demonio establece una
diferencia de presién al levantar la parte divisoria cuando hay mds moléculas de gas
aproximéndose desde la izquierda que desde la derecha. Esto puede hacerse de manera
totalmente reversible, mientras la memoria del demonio almacena los resultados aleatorios
de sus observaciones de las moléculas. De esta forma la memoria del demonio se calienta.
El paso irreversible no es la adquisicion de informacidn, sino la perdida de informacién si
el demonio limpia su memoria mds tarde.

La teoria de la informacion cldsica esta fundada sobre la definicién de
informacién. La teoria trata de capturar lo mayor posible del término in-
formacién. ‘Informacién’ para nosotros serd un término abstracto, definido
en detalle en la Seccién 3.1. Los antecedentes de la teoria de la informacién
nos remontan hasta el trabajo de Shannon en la década de los cuarenta. La
observacién de que la informacién puede ser traducida de una forma a otra
estd encapsulada y cuantificada en el teorema de codificacién sin ruido de
Shannon (1948), el cual cuantifica las fuentes necesarias para almacenar o
transmitir una cierta cantidad de informacién relacionada con la velocidad

©



1.3. ANTECEDENTES HISTORICOS 7

de transmisién. Este teorema es el resultado central de la teoria de la infor-
macién cldsica.

Los fundamentos de la ciencia de la computacién fueron formulados al
mismo tiempo que la teoria de la informacién de Shannon. El padre de la
ciencia computacional es, a discutir, Alan Turing (1912-1954), y su profeta
es Charles Babbage (1791-1871). Babbage concibié la mayoria de los elemen-
tos eseciales de una computadora moderna, aunque en sus dias no existia la
tecnologia para implementar sus ideas. Un siglo después, antes que el Motor
Analitico de Babbage fuera mejorado Turing describe La méiquina Univer-
sal de Turing a mediados de los treintas, Turing intenta aclarar exactamente
lo que era capaz de hacer una méquina de cdlculos y enfatizar el rol de la
programacién, es decir, el software, atin mas de lo que Babbage habia hecho.

Las computadoras actuales no son mdquinas de Turing ni motores de
Babbage, aunque estén basadas en principios generales muy similares, y su
potencia computacional sea equivalente, en un sentido técnico. Su tnico
desarrollo, al través de los afios, ha sido una mejora en tamafio y veloci-
dad pero no involucra ningiin cambio en la idea esencial de lo que es una
computadora, o como opera. La mecdnica cudntica da la posibilidad de tal
cambio.

La mecanica cuantica es la estructura matemadtica que abarca, en princi-
pio, la totalidad de la Fisica. No corresponde, directamente, con la gravedad,
altas velocidades, o particulas exéticas elementales, serd suficiente con tratar
a la mecdnica cudntica no-relativista. La caracteristica importante de la
teorfa para nuestro propdsito no son los detalles en las ecuaciones del movi-
miento, sino el hecho de que tratan las amplitudes cudnticas de probabili-
dades, o vectores de espacio en un espacio de Hilbert (C-espacio), en lugar
de variables cldsicas, pues esto es lo que permite nuevos tipos de informacién
y computacién.

Hay cierta similitud entre las preguntas de David Hilbert (1862-1943) so-
bre las matemadticas y las preguntas que se buscan proponer en la teorfa de la
informacion. Antes de Hilbert, casi todos los trabajos matematicos estaban
interesados en establecer o refutar hipétesis particulares, pero Hilbert quiso
preguntar que tipo general de hipétesis era mds tratable para una prueba
matemdtica. Similarmente, la mayoria de las investigaciones en mecanica
cuantica han estado interesadas en el estudio de la evolucién de sistemas
fisicos especificos, pero queremos preguntar que tipo general de evolucién es

1



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

mads concebible bajo las reglas cudnticas.

La primera visién en la teoria de la informacién cudntica llegé con el
anilisis de Bell en 1964 sobre el paradéjico experimento mental propuesto
por Einstein, Podolsky y Rosen (EPR) en 1935. La desigualdad de Bell
llamé la atencién por la importancia de las correlaciones entre sistemas
cudnticos separados que han interactuado (directa o indirectamente) en el
pasado, pero que ya no influencian el uno con el otro. En esencia su argu-
mento mostré que el grado de correlaciéon que puede estar presente en esos
sistemas excede a aquel que pudiera ser predicho sobre las bases de cualquier
ley de la fisica la cual describe particulas en términos de variables cldsicas
en lugar de estados cudnticos.

El siguiente vinculo entre la mecdnica cudntica y la teoria de la infor-
macién llega cuando se descubre que las simples propiedades de los sis-
temas cudnticos, tales como la inevitable perturbacién involucrada en las
mediciones, podria ser puesta en practica en la criptografia cudntica, ésta
cubre varias ideas, de las cuales la mds firmemente establecida es la dis-
tribucién clave cudntica. Este es un ingenioso método en el cual los estados
cudnticos transmitidos ejecutan una tarea de comunicacién muy particu-
lar: establecer en dos localidades separadas un par de secuecias binarias
idénticas, pero de otra manera aleatoria, de digitos binarios, evitando que
una tercera parte conozca la secuencia. Esto es muy til porque dicha se-
cuencia aleatoria puede ser usada como una clave criptogrédfica que permita
una comunicacién segura.

Mientras la criptografia cudntica estaba siendo analizada y demostrada,
la computadora cudntica estaba pasando por sus etapas prematuras. Ya
que la mecdnica cudntica subraya el comportamiento de todos los sistemas,
incluyendo a aquellos que llamamos cldsicos, no era obvio como concebir
una distintiva computadora mecdnica cudntica, es decir, una que no repro-
dujera la simple accién de una mdquina cldsica de Turing. Obviamente no
es suficiente con identificar un sistema cudntico cuya evolucién pudiera ser
interpretada como un cdlculo; uno debe probar un resultado mds fuerte que
esto. Conversando, sabemos que las computadoras cldsicas pueden simular,
con sus cdlculos, la evolucién de cualquier sistema cudntico ... con una re-
striccién: ningun proceso cldsico le permitird preparar sistemas separados
cuyas correlaciones rompan la desigualdad de Bell.

Para pensar en la computacién desde un punto de vista cuédntico, las

8



1.3. ANTECEDENTES HISTORICOS 9

primeras ideas involucraron la conversién de la accién de una maquina de
Turing en un proceso equivalente reversible, y después inventar un Hamil-
toniano el cual causaria que un sistema cudntico evolucionara en una forma
que imitara a una mdquina reversible de Turing.

Richard Feynman (1982, 1986) toma un acercamiento diferente, consi-
dera la posibilidad, no de una computacién universal, sino de una simu-
lacidn universal, esto es, un sistema cudntico construido que pudiera simu-
lar el comportamiento fisico de cualquier otro. Claramente, dicho simulador
seria también una computadora universal, ya que cualquier computadora
debe ser un sistema fisico. Feynman dié argumentos los cuales sugirieron
que la evolucién cudntica podria ser usada para calcular ciertos problemas
mds eficientemente que cualquier computadora cldsica, pero este dispositivo
no estaba lo suficientemente especificado para ser llamado un computador,
puesto que él asumié que cualquier interaccién entre sistemas de dos estados
adyacentes pudieran ser ‘ordenados’, sin decir como.

En 1985 un paso muy importante fue dado por David Deutsch [Deutsch,
1985 pg. 3]. La proposicién de Deutsch es ampliamente considerada para
representar el primer plano para una computadora cuidntica. El sistema de
Deutsch es esencialmente una linea de sistemas de dos estados, y se ase-
meja mds a una maquina registradora que a una maquina de Turing (ambas
son méquinas de computacién universales cldsicas). Deutsch probé que si
el sistema de dos estados pudiera hacerse que evolucionara por medio de
un pequeilo conjunto especifico de operaciones simples, entonces, cualquier
evolucién unitaria podria ser producida, y a consecuencia la evolucién podria
hacerse que simulara aquella de cualquier sistema fisico. El también discutié
como producir comportamiento parecido al de Turing usando las mismas
ideas.

Las operaciones simples de Deutsch ahora son llamadas ‘compuertas’
cudnticas, ya que son andlogas a aquellas compuertas de l6gica binaria de
las computadoras cldsicas. Varios autores han investigado la clase minima
de compuertas que son suficientes para la computacién cudntica [Barenco
et. al. 1995 pg. 10].

Los dos aspectos cuestionables de la proposicién de Deutsch son su efi-
ciencia y realizacién. La pregunta sobre la eficiencia es absolutamente fun-
damental en la ciencia de la computacién, y sobre ella gira el concepto de
‘universal’. Una computadora universal es aquella que no solamente puede
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10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

reproducir (simular) la accién de cualquier otra, y ademas lo hace sin correr
tan lentamente. La ‘lentitud’ estd definida en términos del niimero de pasos
computacionales requeridos: este niimero no debe incrementarse exponen-
cialmente con el tamaiio de la entrada (el significado preciso serd explicado
en la seccién 4.1). El simulador de Deutsch no es universal en este estricto
sentido , aunque Lloyd (1996) probé que es eficiente para la simulacién de
varios sistemas cudnticos. Sin embargo, el trabajo de Deutsch ha establecido
los conceptos de redes (Deutsch 1989) y compuertas ldgicas cudnticas, las
cuales son extremadamente importantes en cuanto que nos permiten pensar
claramente en la computacién cudntica.

A principios de los noventas varios investigadores entre ellos, Deutsch
y Jozsa en 1992, Berthiaume y Brassard en 1992, Bernstein y Vazirani
en 1993, buscaron tareas computacionales que pudieran ser resueltas por
una computadora cudntica mds eficientemente que cualquier computadora
clasica. Tal algoritmo tomaria un rol conceptual similar al de la desigualdad
de Bell, al definir algo de la naturaleza esencial de la mecdnica cudntica.
Un avance importante fue hecho por Simon (1994), quien describe un al-
goritmo cudntico eficiente para un problema (de alguna manera abstracto)
para el cual ninguna solucién eficente era posible en sistemas cldsicos, aun
por métodos de probabilidad. Esto inspira a Shor (1994) quien asombra
a la comunidad al describir un algoritmo que no solo era eficiente en una
computadora cudntica, sino que también direccionaba un problema central
en la ciencia computacional: la factorizacién de mimeros enteros grandes.

Shor discute la factorizacién y los logaritmos discretos en [Shor, 1995],
haciendo uso del método de la transformada cudntica de Fourier descu-
bierto por Coppersmith (1994) y Deutsch. M4s adelante algunos algorit-
mos cudnticos importantes fueron descubiertos por Grover (1997) y Kitaev
(1995).

Al igual que la computacién cldsica y la teoria de la informacién, una
vez que las ideas tedricas de la computacién habfan sido un poco olvidadas,
se hizo un esfuerzo por establecer la naturaleza esencial de la informacién
cuéantica -la tarea andloga al trabajo de Shannon. Aqui la dificultad puede
ser vista al considerar el sistema cudntico mas simple, un sistema de dos
estados tal como una particula de medio espin en un campo magnético.
El estado cudntico de un espin es una cantidad continua definida por dos
mimeros reales, asi que en principio puede almacenar una cantidad infinita
de informacién clasica. Sin embargo, la medicién de un espin dard sélo una

10
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respuesta de dos valores (espin abajo, espin arriba)- aqui no hay manera de
obtener acceso a la informacién infinita que aparenta estar ahi, por tanto es
incorrecto considerar el contenido de informacién en esos términos. Schu-
macher y Jozsa (1994) demuestran que el sistema de dos estados juega el
rol, en la teoria de la informacién cudntica, andlogo al del bit en la teoria
de la informacién cldsica en que el contenido de la informacién cudntica
de cualquier sistema cudntico puede ser significativamente medido como
un nmimero minimo de sistemas de dos estados, ahora conocidos como bits
cudnticos, los cuales serian necesarios para transmitir el estado del sistema
con gran precisién.

Regresando a la pregunta de la realizacién de la computadora cuantica.
Es elemental, pero fundamentalmente importante, la observacién de que los
efectos de la interferencia cudntica sélo permiten que los algoritmos como
el de Shor sean extremadamente frigiles: la computadora cudntica es ultra
sensitiva al ruido y a cualquier influencia experimentales. Armada con el
algoritmo de Shor, parece que tal significado fundamental se ha establecido,
con el siguiente argumento: ya sea que la naturaleza en verdad permite un
dispositivo que corra con la suficiente precisién para ejecutar el algoritmo
de Shor para grandes enteros (digamos, mis grandes que 10!0), o existen
limites fundamentales naturales que dan la precisién en los sistemas reales.
Ambas eventualidades representan una visién importante en las leyes de la
naturaleza.

En este punto, las ideas de la informacién y computacién cudnticas se
unen. Para una computadora cudntica se puede hacer que sea menos sensi-
tiva al ruido por medio de una nueva idea, que se forma a partir de la unién
de la mecdnica cudntica con la teoria de la informacién cldsica, nombrada
correccion de errores cudnticos explicada en [Gottesman, 2000]. Un desar-
rollo importante fue la demostracién de Shor en 1996) y Kitaev también en
1996, en que la correccién puede ser alcanzada aun cuando las operaciones
correctoras sean en ellas mismas imperfectas. Tal método conduce al con-
cepto general computacién ‘tolerante a fallas’'[Leung, 2000 pg. 52].

Al parecer, la computacién cudntica sélo trabajari en conjuncién con
la correccién de errores cuanticos, y que hay una estrecha relacién entre
la teoria cudntica de la informacién y las computadoras cudnticas. La co-
rreccién de errores no garantiza en ella misma célculos precisos, puesto que
no puede combatir a todos los tipos de ruido, pero el hecho de que es posible
en lo absoluto es un desarrollo significativo.

1



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Una computadora que solo exista en papel no resolvera nada. Con este
fin, un nimero de autores propusieron disefios de computadoras basados en
la idea de Deutsch pero con los detalles fisicos mds elaborados, entre el-
los: Teich en 1988, Lloyd en 1993, Berman en 1994 y DiVicenzo en 1995. El
gran reto es encontrar un sistema lo suficientemente complejo cuya evolucién
sea coherente (esto es unitaria) y controlable. No es suficiente que sélo al-
gunos aspectos deberian ser cudnticos, como en los ‘puntos cudnticos’ de
estado sélido, o que hay una asuncién implicita de precisién no posible o
enfriamiento, la cual es el caso cuando se utilizan componentes de estado
sélido. Cirac y Zoller (1995) propusieron el uso de una trampa lineal de
iones que demostré avances muy rdpidos. Mads recientemente, Gershenfeld
y Chuang (1997) y Cory (1996, 1997) han demostrado que las técnicas de
resonancia magnética nuclear (NMR) pueden ser adaptadas para llenar los
requerimientos de la computadora cudntica. Siendo esta iltima técnica la
que construyera la computadora de siete qubits.

Como siguen las cosas, ninguna computadora cudntica ha sido construi-
da, basindonos en términos de! algoritmo de Shor. Sin embargo, si buscamos
un dispositivo en el cual las ideas de la informacién cuénticas puedan ser
exploradas, entonces sélo necesitamos algunos qubits [Steane, 1997 pg. 10].
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Capitulo 2

Nociones Precedentes

2.1 Categorias

Por qué teoria de categorias? Es una rama de las matemadticas rela-
tivamente jéven, refrenando la topologia algebraica, y disefiada a describir
varios conceptos estructurales de diferentes campos de la matematica en
una forma uniforme. Esta teorfa provee una bolsa de conceptos (y teoremas
sobre estos conceptos) que forman una abstraccion de varios conceptos con-
cretos en las diversas ramas de las matemadticas, incluyendo a la ciencia de
la computacién [Fokkinga, 1994].

Definicién
Es una coleccién de cosas llamadas Objetos, y una coleccién de cosas lla-
madas morfismos, algunas veces nombradas flechas, éstos ultimos, son los
que relacionan a objetos.

2.2 Categoria de espacios vectoriales

Definicion:

Un C-espacio vectorial V es un grupo conmutativo (abeliano) con la accién
de mimeros C sobre V, esto es, C® V — V. En donde diferentes acciones
producen diferentes C-espacios.

Siendo i#,7,w elementos de V; una operacién binaria de un grupo
cumple con las propiedades:
1. asociativa
T+ (T+0) =(@+0)+dT

15



16 CAPITULO 2. NOCIONES PRECEDENTES

2. Elemento neutro
a+0=1a

3. Inverso
g+ {(—7) =0

Ademiés cumplen con la propiedad distributiva para cualquier escalar.

Ejemplos de R- o C-espacios vectoriales son: Conjunto de Matrices, Con-
junto de funciones, el anillo de los nimeros complejos.

Definicién:
Vector es un elemento de cualquier espacio vectorial con caracteristicas cono-

cidas.

Dimensién del espacio vectorial

La dimensién de un espacio vectorial es el nimero de elementos que confor-
man su base.

dimg V = 0 Si sélo tiene un elemento e = 0.

dimrV=1=VaeV ;Ve#0;3reR,ad=re.. eeselemento tnico
de la base.

dimrV=2=VaeV,3r,rm R, @=rie; + reez,
dimcC=1
dimg C =2

2.3 Funtores

Al igual que las funciones son relaciones entre elementos de dos conjuntos,
f(z,v), el funtor es la parte analoga de la funcién, pues la funcién aplica
sblamente a conjuntos, asi, el funtor aplica a categorias.

La categoria de C-espacios vectoriales tiene dos endofuntores unarios
(con una sola variable), dualidad “*' V 5 V* y complejo conjugado ‘-’

V= i_/; y dos binarios (con dos variables), la suma directa denotada por: @;
y el producto tensorial expresado con: ®. Ahora, siendo C-cat = {V, W,...}
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2.3. FUNTORES 17

y C-vect = {V,W,...} ambas categorias de espacios vectoriales con sus
objetos V,W, ... , los endofuntores binarios los relacionan:

P:vvwlvewecat

R:vvwiBvew
Las operaciones realizadas por la suma directa son
(@,7) + (@,b) = (W + &, 5+ b)

W =
eV {r(w,v) = (rw, rv), vrecC

Al resultado del funtor -como suma directa- el cual para nuestro caso, opera
con espacios vectoriales, es otro espacio vectorial en la misma categoria.

2.3.1 Tensor

Ahora bien, el tensor ¢ es un elemento del resultado del funtor como producto
tensorial y es conocido como tensor de grado uno:

teVew

Este se puede interpretar como una interaccién fisica, ég. Si V es un C-
espacio de los estados de un electrén y, W es un C-espacio de otros estados
de otro electrén esto implica que V ® W es un C-espacio de los estados de
un sistema de dos electrones.

Ejemplos:
Sean V, W C-espacios vectoriales
1.-
dimc V =2
dimec W =3
dimc (VW) =5
dimc (VOW)=6
2.-
dimg R =1

dimg RORSR) =3
dimg (RER®R) =1

17



18 CAPITULO 2. NOCIONES PRECEDENTES

2.3.2 Tipo de tensor
Sean V, W R-espacios vectoriales con dimgV = 3 y dimgW = 2, cuyas bases
seran (e, ez,e3) y (f1, f2), respectivamente.

Un tensor cualquiera, t € V ® W con dimg(V ® W) = 6, puede repre-
sentarse en forma general como:

t=a1e1® fitaze1® fo+azea® fi+aqe2® f2+asez® f1+ages® f2 (2.1)

SeanZ € V y @ € W, ademds por lo menos un vector es desigual a cero
lo que conlleva a, la existencia del tensor tipo 1, estoes, 0 £ @ € V.

Multiplicando las bases de V' y W por los escalares: z,y, z,v,w para
obtener los vectores i y 0,

T==xe+yest+z2e3 € W

v=wfit+vfo € V

Haciendo las operaciones para u® w, teniendo en cuenta que u, w siguen
siendo vectores a menos que se especifique lo contrario,

u®w = (ze1 +yes + ze3) ® (whi +vf2) @2
=ze1@uwfi +ze1 @vfa+ye2 @ whi+ye2@vfe+2e3 QWS + zea Qufa
= zwe1 ® f1 +zve1 ® fo +ywe: ® fL + yve: ® fa + zwe3 ® fr + zvea ® fa

(2.3)

Definicién
Si t=zu®w = tipot=1 (2.4)

Si t=uwi Qui+us®@®we = tipot=2 (2.5)

Si t=uwyy Qw1+ uwuws+uz®wz = tipot=3 (2.6)

En todas estas ecuaciones t es dado como en (2.1), y se buscan los valores
de las variables u,w,u), wy,....

Las expresiones (2.4) y (2.1) describen a un tensor tipo 1, las cuales de-
notan a cualquier tensor de tipo < 6. El principal problema es encontrar
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24. BRA-KETS 19

si los tensores de tipo dos, tres, cuatro y cinco existen, ademas de probar
hasta qué tipo es posible.

Por el momento se ejemplificard encontrando a un tensor de tipo 1;
tomando a la ecuacién 2.1 de donde,

a; = Iw
az = v
a3z = yw
ag = yv
as = 2w
ag = 2v

habiendo cinco variables desconocidas, z,y, z,w y v. Tenemos que demostrar
que la ecuacidén tiene solucidn, de ser asi, el tensor serd de tipo uno. Pro-
piamente, una de las condiciones que cumple con esto es:

Si aja6 # azas = t no es de tipo uno, el tipoes t > 2.

Problema: Demostrar que todos los tensores en V @ W son de tipo 2.
De manera similar se encontraria:

t=u@w-+v®p

En donde hay cuatro vectores desconocidos, u,v € V y w,p € W, pero sélo
es una hipétesis.

Esto es una tarea muy casi intratable. Las pruebas para tensores mayores
que el tipo 2, necesitardn otro tipo de algoritmo para su resolucién.

2.4 Bra-kets

La notacién de Dirac: (b| llamado bra y |a) lamado ket. En esta notacién (b
¥ |a) son covectores y vectores respectivamente. (bla) € C es la evaluacién
de |a) con (], por lo que es un escalar, y en mecdnica cudntica ordinaria
es un nimero complejo. Se puede pensar en que es la amplitud para que el
estado inicie en a y termine en b. Esto es, hay un proceso que puede mediar
a la transicién del estado a hacia el estado b. Excepto por el hecho que las
amplitudes son evaluadas en los complejos, obedecen las leyes usuales de la
probabilidad {Kauffman, 2001 pg. 2].
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Capitulo 3

Teoria de la Informacion

No veremos los temas principales de este apartado. Solamente se expondrdn
las ideas principales.

La informacién puede ser expresada en diferentes maneras -como ya se
habia puntualizado-. Por ejemplo, las dos oraciones “the quantum com-
puter is very interesting” y “l’ordinateur quantique est trés intéressant”
tienen algo en comiin, aunque no tomen parte las mismas palabras. Lo que
tienen en comin es su contenido de informacién. Esencialmente la misma
informacién podria ser expresada en otras formas; de la misma manera que
las magnitudes de un vector en diferentes sistemas de unidades, un ejemplo
mads bdsico es, sustituyendo los mimeros por letras en un esquema tal que
a — 97, b —» 98, ¢ — 99 y as{ sucesivamente, en cuyo caso, la versién en
Inglés se expresa como 116, 104, 101, 32, 113, 117, 97, 110, 116, 117, 109
.... Es de suma importancia tener en cuenta que la informacién puede ex-
presarse en varias formas sin perder su naturaleza esencial, ya que esto nos
conduce a la posibilidad de la manipulacién automaética de la informacién:
una miquina sélo necesita ser capaz de manipular objetos mucho muy sim-
ples como enteros con el fin de realizar el procesamiento de informacién de
manera sorprendente y eficaz, asi como, desde el procesamiento de textos
hasta el cdlculo diferencial, atin la traduccién entre lenguajes humanos.

Sin embargo, hay algo que todas las formas de expresién de la infor-
macién deben tener en comin: todas ellas usan objetos fisicos reales para
hacer el trabajo. Las palabras habladas son transmitidas por medio de fluc-
tuaciones de presién en el aire, las escritas por arreglos de moléculas de tinta
sobre el papel, atin los pensamientos dependen de las neuronas. A concluir,
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24 CAPITULO 3. TEORIA DE LA INFORMACION

sélo en este punto, “no hay informacién sin representacion fisica” y sin ésta
la ingenierfa no tiene nada que ver.

El programa para re-investigar los principios fudamentales de la Fisica
desde el punto de vista de la Teoria de la Informacién todavia estd en su
infancia; no obstante, ha sido suficiente para construir todo dispositivo de
comunicacién que ahora tenemos .

3.1 El bit e Informacién Clisicos

El problema mds bdsico en la teoria de la informacién cldsica es obtener una
medida de la informacién, es decir, una cantidad de informacién. Supon-
gamos que nos dicen el valor de un nimero X. Cianta informacién hemos
ganado? Eso dependera de lo que realmente conozcamos sobre X. Por
ejemplo, si ya sabiamos que X era igual a 2, no aprenderiamos nada, no se
obtiene nada de informacién, a partir de esta declaracién. Por el otro lado,
si previamente nuestro \nico conocimiento era que X resulté de la tirada
de unos dados, entonces, para obtener su valor estamos obteniendo infor-
macién. Llegamos aqui a una propiedad paraddjica bésica la cual es que la
informacion es usualmente una medida de la ignorancia: el contenido de la
informacién (o ‘auto-informacién’) de X se define a ser la informacién que
obtendriamos si conocemos el valor de X.

Si X es una variable aleatoria la cual tienen un valor  con probabilidad
p(z), entonces el contenido de informacién de X estd definido a ser [Steane,
1997 pg. 12]

S({p(2)}) = = Y p(z)logop(z). (31)

nétese que el logaritmo es base 2, y que S es siempre positivo porque las
probabilidades estdn limitadas por p(z) < 1. S es una funcién de la dis-
tribucidn de probabilidad de los valores de X. Es importante recordar esto,
ya que en lo siguiente adoptaremos la préctica estdndar del uso de la no-
tacién S(X) por S({p(x)}). Se comprende que S(X) no denota una funcién
de X, sino el contenido de informacién de la variable X. La cantidad S(X)
también se refiere a la entropia [Lomonaco Jr., 2000 pg. 43].

Si nosotros ya sabemos que X = 2, entonces p(2) = 1 y no hay otros
términos en la suma, produciendo § = 0, de esta manera X no contiene in-
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formacién. Si, por el otro lado, X es dado por el lanzamiento de los dados,
entonces p(z) = 1/6 para z € {1,2,3,4,5,6} asi S = —log,(1/6) ~ 2.58. Si
X puede tomar N diferentes valores, entonces el contenido de informacién
(o entropia) de X es maximizada cuando la distribucién de probabilidad p
es simple, con cada p(z) = 1/N. Esto es consistente con el requerimiento
de que la informacién (que obtendriamos al saber el valor de X') es maxima
cuando nuestro conocimiento anterior de X es minimo.

De esta manera, la maxima informacién que podria ser almacenada, en
principio, por una variable que pueda tomar N diferentes valores es logy (N).
Los logaritmos se tomaron de base dos en lugar de otra base por convencién.
La eleccién dicta que la unidad de informacién: S(X) = 1 cuando X puede
tomar dos valores con igual probabilidad. Una variable de dos valores o
binaria puede contener una unidad de informacién. Esta unidad es el bit,
de aqui en adelante llamado el bit cldsico, o cbit. El cbit es un elemento del
campo Zz = {0,1} con dos elementos |Zz| = 2 los cuales son sus valores.
Estos son representados, en general con la ausencia o presencia de voltaje,
respectivamente.

En el caso de la variable binaria, se puede definir p para que sea la
probabilidad cuando X = 1, y la probabilidad 1 — p cuando X = 0 y la
informacién puede ser escrita como una funcién de p sélamente:

H(p) = —plogzp — (1 — p)logz(1 — p) (3.2)

Esta funcién es conocida como la funcidn entropia, 0 < H(p) < 1.

Lo siguiente, dentro de este tema, seria probar que la ecuacién 3.1 es
una buena medida de la informacién, la mejor compresién de datos posible
(El teorema de la codificacion de datos de Shannon), y un método préctico
para comprimirlos (cédigo Huffman); asi como los errores que puede haber
en un canal binario para transmitir la informacién, mds el propésito no es
tal.

3.2 El bit e Informacién Cuanticos

La conclusién obtenida es que “la informacién es fisica” y es instructivo
considerar las diferentes maneras en las que ésta puede presentarse ante
nosotros. Pero fundamentalmente, el universo es mecanico cudntico.
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Debié haber sido claro en los inicios de la teoria cudntica que las ideas
clasicas acerca de la informacién necesitarian otra revisién con la nueva
fisica. Por ejemplo, los sonidos registrados en un detector que monitorea
una fuente radioactiva estdn descritos por un proceso vedaderamente aleato-
ri0o de Poisson. En contraste, no hay lugar para este tipo de proceso en
la dindmica cldsica determinista (aunque es claro que un sistema cldsico
complejo -cadtico- pueda exhibir un comportamiento que en prictica sea
indistiguible de lo aleatorio).

Ademads, debido al principio de incertidumbre, de los observables no con-
mutables que no pueden ser medidos simultdneamente, el acto de adquirir
informacién de un sistema fisico inevitablemente perturba el estado del sis-
tema. No hay contraparte de esta limitacion en la fisica cldsica.

El trueque entre adquirir informacién y la creacién de una perturbacién
estd relacionada con la aleatoriedad cudntica. Esto es porque el resultado
de una medicién tienen un elemento aleatorio el cual somos incapaces de
inferir el estado inicial del sistema del resultado de la medicién.

Que el adquirir informacién ocasiona una perturbacién también esta li-
gada con otra distincién especial entre ambas informaciones: la informacién
cudntica no puede ser copiada con perfecta fidelidad (el principio de no-
clonacién anunciado por Wootters, Zurek y Dieks en 1982). Si pudiéramos
hacer una copia perfecta de un sistema cudntico, podriamos medir un ob-
servable de la copia sin perturbar al original y podriamos olvidarnos del
principio de la perturbacion. Por el otro lado, nada nos impide el hacer
copias perfectas de la informacién clasica. Lo que nos lleva a un importante
teorema, el Teorema de la No Clonacién dado por Wootters y Zurek, el
cual establece que no puede haber ningin dispositivo que produzca replicas
exactas o copias de un sistema cudntico. La prueba es una aplicacién muy
simple de la linealidad de la mecédnica cudntica. La idea clave es que el
copiar es una transformacién inherentemente cuadritica, mientras que las
transformaciones unitarias de la mecdnica cudntica son inherentemente li-
neales. Por lo tanto, el copiar no puede ser una transformacién unitaria. La
prueba formal usa la creacién de operadores de la electrodinamica cuéntica.

Estas propiedades de la informacién cudntica son muy importantes, pero
la verdadera forma en la cual ambas informaciones difieren surge del tra-
bajo de John Bell (1964), quien muestra que las predicciones de la mecdnica
cuantica no pueden ser reproducidas por ninguna teoria de una variable lo-
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cal oculta. Bell también muestra que la informacién cuintica puede ser (y
de hecho tipicamente lo es) codificada en correlaciones no locales entre las
diferentes partes de un sistema fisico, correlaciones sin contraparte clasica.

Ahora ya se puede definir a la correspondiente unidad de informacién
cudntica, el cual es conocido como el “bit cudntico” o qubit. Y en palabras
de sus autores:

e Un qubit puro es un elemento del C-espacio H con dimc# = 2. Un
qubit, no necesariamente puro, es p € H @ H* [Oziewicz, 2001].

e Un qubit es un sistema cudntico en el cual los estados Booleanos 0 y
1 estdn representados por un par de estados cudnticos normalizados
y mutuamente ortogonales escritos como {|0),|1)} [Ekert et. al, 2000

pg- 1];

e Un qubit es un sistema cudntico @ cuyo estado yace en un espacio de
Hilbert H de dos dimensiones [Lomonaco Jr. 2000 pg. 7];

e Un qubit es un sistema cudntico con un espacio de Hilbert, capaz de
existir en una superposicion de estados Booleanos y de estar enredado
con los estados de otros qubits [Barenco et. al, 1995 pg. 4].

Los dos estados forman una ‘base computacional’ y cualquier otro estado
(puro) del qubit puede ser escrito como una superposicién al0) + b|1) para
cualquier a y b tales que |a|? + |b]% = 1.

La definicién fisica de un qubit. Un qubit serfa un sistema microscépico
representado con particulas de espin un medio, un dtomo de dos niveles, o
un fotén polarizado.

Una coleccién de n-qubits es llamado un registro cudntico de tamafio n,
n-qubit € H ® -+ - @ H, dimc(H®") = 2"

Estas deficiciones son para qubits puros, pues todo estado incluido en
un espacio de Hilbert es puro; no obstante, la definicién de Ekert et. al, la
mds importante hasta este punto, menciona las propiedades de los mismos
que independientemente del “grado de pureza” que deben poseer los qubits.
Para los qubits no puros ver Seccién 5.6.

Mencionando més propiedades no cldsicas de los qubits: [Svozil, 2000
pg. 250]
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. Los qubits son contextuales. Un bit cudntico puede parecer diferente,

dependiendo del método por el cual es inferido.

. Los qubits no pueden ser copiados o “clonados”. Esto es debido al

hecho de que la evolucién cudntica es reversible, es decir, uno a uno.

. Los qubits no necesariamente satisfacen las tautologias cldsicas como

la ley distributiva.

. Los qubits obedecen la l6gica cudntica la cual es diferente de la légica

clasica.

. Los qubits son superposiciones coherentes de informacién contradicto-

ria, cldsicamente distinta.

. Los qubits estdn sujetos a la complementariedad.

La complementariedad es la imposibilidad de medir dos observables al
mismo tiempo con posicién arbitraria.
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Capitulo 4

Teoria Clasica de la
Computacion

Toca el turno a la teoria de la computacién. Concerniente a las preguntas
“;qué es calculable?” y “;qué fuentes son necesarias?”

Las fuentes fundamentales requeridas para la computacién son medios
para almacenar y manipular simbolos. Las preguntas importantes son cuan
complicados son los simbolos, cudntos necesitaremos, cuan complicadas de-
ben ser las manipulaciones, y cudantas de ellas usaremos?

La visién general es que la computacidn es juzgada dificil o ineficiente si
la cantidad de fuentes requeridas se incrementa exponencialmente con la me-
dida del tamaiio del problema a ser direccionado. El tamarfio del problema es
dado por la cantidada requerida de informacién que especifica el problema.
Aplicando esta idea al nivel mds bdsico, descubrimos que una computadora
debe ser capaz de manipular simbolos binarios, no sélo simbolos unarios (la
notacién unaria tiene un sélo simbolo, 1. Los enteros positivos son escritos
1, 11, 111, 1111,...) de otra manera el mimero ineluctable de localidades
de memoria creceria exponencialmente con la cantidad de informacién a ser
manipulada. Por el otro lado, no es menester trabajar con notacién decimal
o cualquier otra notacién con un ‘alfabeto’ o con mds de dos simbolos. Esto
simplifica en gran medida los disefios y andlisis de computadoras.

Para manipular n simbolos binarios, no es forzoso manipularlos al mismo
tiempo, ya que se puede demostrar que cualquier transformacién, manipu-

lando pares de simbolos o de uno en uno daria el mismo resultado. Una
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32 CAPITULO 4. TEORIA CLASICA DE LA COMPUTACION

compuerta l6gica binaria toma dos bits z,y como entradas, y calcula una
funcién f(z,y). Puesto que f puede ser 0 0 1, y hay cuatro posibles entradas,
existen 16 posibles funciones f. Este conjunto de 16 diferentes compuer-
tas légicas es conocido como un ‘conjunto universal’, porque al combinar
tales compuertas, cualquier transformacién de n bits puede ser ejecutada.
Ademas, el resultado de algunas de las 16 compuertas puede ser reproducido
al combinar otras, asf que no es imperioso todas las 16 compuertas, y de he-
cho sélo una, la compuerta NAND.,

Concatenando compuertas logicas, podemos manipular simbolos de n
bits. Este acercamiento general es conocido como el modelo de red de la
computacién, y es itil para nuestros propdsitos porque sugiere el modelo
de computadora cudntica mds factible experimentalmente. En este modelo,
los componentes esenciales de una computadora son un conjunto de bits,
muchas copias de la compuerta légica universal, y cables conductores.

4.1 La computadora Universal;
maquina de Turing

La palabra ‘universal’ tiene un significado adicional en relacién a las com-
putadoras. Turing demostré que es posible construir una computadora uni-
versal, la cual puede simular la accién de cualquier otra, en el siguiente
sentido, Sea T'(z) la salida de una mdquina de Turing T (figura 5a) que
actia sobre la cinta de entrada z.

Ahora, una méquina de Turing puede ser especificada completamente
escribiendo como responde al 0 y al 1 de la cinta de entrada, para cada con-
figuracién interna posible de la maquina (de la cual hay un nimero finito).
Esta especificacién puede ser escrita como un nimero binario d[T’]). Turing
demostré que exista una maquina U, conocida como la mdquina universal
de Turing, con las propiedades

U(d[T},z) = T(z) (4.1)

y el niimero de pasos tomados por U para simular cada paso de T es solo
una funcién polinomial (no exponencial) de la longitud de d[T"). En otras
palabras, si proveemos a U con una cinta de entrada que contenga a una
descripcién de T y a la entrada z, entonces U calculara la misma funcién
como T lo hubiera hecho, para cualgquier miquina T, sin ningin retardo
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exponencial.

Para completar el argumento, se puede demostrar que otros modelos
de computacidén, tales como el modelo de red, son eguivalentes computa-
cionalmente al modelo de Turing: ellos permiten el cdlculo de las mismas
funciones, con la misma eficiencia computacional (ver siguiente seccidn).
Es asi que, el concepto de la mdquina universal establece que, cierto grado
finito de complejidad en la construccion es suficiente, para permitir el proce-
samiento de informacién muy general. Este es el resultado fundamental de
la ciencia computacional. Ciertamente, la potencia de la mdquina de Turing
y sus agnadas es tan grande que Church (1936) y Turing (1936) establecen
la “tesis Church-Turing”, al efecto que

Cada funcidn ‘la cual seria naturalmente vista como calculable’ puede
ser calculada por la mdquina universal de Turing.

olia1folol) 1tyofif1fi]ol

Fig. 5a La mdquina de Turing. Esta es un dispositivo mecdnico conceptual que al
demostrarse es capaz de simular eficientemente todos los métodos cldsicos de computacién.
La médquina tiene un conjunto finito de estados internos, y un disefio definido. Lee un
simbolo binario a la vez, puesto en la cinta. La accién de la mdquina al leer un simbolo
dado s depende sélo de aquel simbolo en el estado interno G. La accién consiste en sobre-
escribir un nuevo simbolo s’ en la localidad actual de la cinta, cambiando el estado a G', y
moviendo la cinta una posiccion en la direccién d (izquierda o derecha). La construccién
interna de la médquina puede ser especificada por medio de una lista finita y bien definida
de reglas de la forma (s, G — s',G’, d).Un estado especial interno es el estado ‘detencién’:
una vez en este estado la mdquina cesa la actividad. Un ‘programa’ de entrada en la cinta
es transformado por la miquina en un resultado en la salida impreso en la misma.

Esta tesis no estd comprobada, pero ha sobrevivido a varios intentos para
encontrar un contra-ejemplo, haciéndola un resultado muy poderoso. A ella
le debemos la versatilidad de la computadora moderna de propésito general,
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34 CAPITULO 4. TEORIA CLASICA DE LA COMPUTACION

porque ‘funciones calculables’ incluyen tareas tales como procesamiento de
palabras, control de procesos, y asi sucesivamente.

4.2 Complejidad Computacional

Una vez que ya se establece la idea de una computadora universal, las ta-
reas computacionales pueden ser clasificadas en términos de dificultad de
la siguiente manera. Dado un algoritmo, se estima que direccione no sélo
un caso del problema, tal como “encontrar el cuadrado de 237,” sino una
clase del problema, tal como “dada z, encontrar su cuadrado.” La canti-
dad de informacién dada a la computadora para especificar el problema es
L = log z, es decir, el nimero de bits necesarios para almacenar el valor
de x. La complejidad computacional del problema estd determinada por el
nimero de pasos s que una maquina de Turing debe seguir hasta completar
cualquier método algoritmico para solucionar el problema. En el modelo de
red, la complejidad es determinada por el nimero de compuertas légicas re-
queridas. Si existe un algoritmo con s dado por cualquier funcién polinomial
de L (ejemplo, s a L? + L) entonces el problema es juzgado tratable y es
puesto en la clase compleja “P”. Si s se incrementa exponencialmente con L
(ejemplo, s a 2¢ = z) entonces el problema se considera dificil y puesto en
otra clase compleja. Algunas veces es mds ficil verificar una solucién, esto
es, probar si es correcta o no, que encontrar alguna. La clase “NP” es el
conjunto de problemas para las cuales las soluciones pueden ser verificadas
en tiempo polinomial. Obviamente P € NP, y creeriamos que hay problemas
en NP que no estan en P, es decir, NP # P, pero esto nunca ha sido probado,
porque es muy dificil excluir la posible existencia de algunos logaritmos atn
no descubiertos. Sin embargo, el punto importante es que la membresia de
estas clases no depende del modelo de computacién, es decir, la realizacién
fisica de las computadoras, puesto que la maquina de Turing puede imitar
a cualquier otra computadora con solo un retardo polinomial en lugar de
exponencial.

Un ejemplo importante de un problema intratable es el de la facto-
rizacién: dado un niimero compuesto z, esto es no primo, encontrar uno
de sus factores. Si z es par, o multiplo de cualquier mimero mdés pequefio,
entonces es facil encontrar un factor, el caso interesante es cuando los fac-
tores primos de z son, en ellos mismos muy grandes. Para este caso no hay
un método simple conocido. El método mejor conocido, el de la criba de
ndmero de campo requiere un nimero de pasos computacionales del orden
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de s ~ exp(2L1/3(logL)?/3) donde L = Inz. Poniendo a una red substancial
de miquinas a esta sola tarea, uno puede factorizar un mimero de 130 digitos
decimales, esto es L ~ 300, dando s ~ 108, Esto es mucho tiempo, pero
es posible (por ejemplo 42 dias con 10!? operaciones por segundo). Sin em-
bargo, si duplicamos L, s se incrementa hasta ~ 102%, ahora el problema es
intratable: tomaria un millén de afios con la tecnologia actual, o requeriria
computadoras que corrieran un millén de veces mds rapido que las actuales.

El problema de la factorizacién ha adquirido gran importancia préctica
porque estd en el centro de sistemas criptogréficos ampliamente usados tales
como el Rivest, Shamir y Adleman (1979). Para un mensaje dado M (en
la forma de un gran ntimero binario), es ficil calcular la versién encriptada
E = M* modc, donde s y ¢ son nimeros enteros grandes bien elegidos que
pueden hacerse piiblicos. Para desencriptar el mensaje, el receptor calcula
E! mod ¢, que es igual a M para un valor de t el cual puede ser rapidamente
deducido a partir de s y los factores de ¢ (Schroeder 1984). En la préctica
se escoge que ¢ = pq sea igual al producto de dos niimeros primos grandes
D, q conocidos sélo por el usuario quien publicé ¢, de esta manera sélo ese
usuario puede leer los mensajes -a menos que alguien sea capaz de factorizar
¢. Es una caracteristica muy 1itil que no es necesario distribuir en el sistema
ninguna clave secreta: la ‘clave’ ¢, s que permite el encriptamiento es del
dominio piblico.

4.2.1 Funciones no computables

Hay todavia una forma mds en la que una tarea puede resultar imposible
para una computadora. En la bisqueda por resolver problemas, podemos
‘vivir con’ un logaritmo lento, pero que tal si no existe? Tales problemas son
definidos como no calculables. El ejemplo mds importante es el ‘problema
de detencién’. Una caracteristica de algunos programas es que nos llevan
a ciclos infinitos. Considere, por ejemplo, la instruccién “mientras =z > 2,
dividir = entre 17, para x inicialmente mayor que 2. Se puede ver que este
algoritmo nunca va a detenerse, sin nisiquiera correrlo. Un algoritmo mds
interesante, desde el punto de vista matemdtico, es “mientras x sea igual
a la suma de dos niimeros primos, suma 2 a ", comenzando con = = 8.
El algoritmo ciertamente es factible. Pero alguna vez se detendra? Usando
tales técnicas, una vasta seccién de la teoria matematica y fisica podria ser
reducida a la pregunta “tal algoritmo se detendria si lo corriéramos?” Si en-
contraramos una forma general de establecer si los logaritmos se detendrin
o no, tendriamos una herramienta matemdtica extremadamente poderosa.
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En cierto sentido, resolveria todo lo de matemadticas![Steane, 1997 pg. 19]

Supongamos que es posible encontrar un algoritmo general el cual lo-
grara que cualquier maquina de Turing se detenga para cualquier entrada.
Dicho algoritmo resuelve el problema “dado z y d[T], la mdquina de Turing
T se detendria si tuviera a £ como entrada?’. Aqui d[T] es la descripcién
de T. Si tal algoritmo existiera, entonces es posible hacer una maquina de
Turing Ty que se detenga si y sélo si T(d|T]) no se detiene, donde d[T] sigue
siendo la descripcién de T. Aqui Ty toma como entrada a d[T7, lo cual es
suficiente para decirle a Ty a cerca de la maquina de Turing T y la entrada
a T. Por lo tanto tenemos

TH(d[T]) se detiene <> T(d[T]) no se detiene (4.2)

hasta aquf todo estd bien. Sin embargo, qué pasa si ponemos como entrada
de Ty la descripcién de ella misma, d[Ty]? Entonces

TH(d([T]) se detiene +» Ty (d[T)) no se detiene (4.3)

Lo cual es una contradiccién. Con este argumento Turing demostré que
no hay medios automadticos de establecer si las mdquinas de Turing se de-
tendrdn, en general: el “problema de detencién” es no computable. Esto
implica que las matemdticas, y el procesamiento de informacién, son un
cuerpo rico de ideas diferentes que no pueden ser resumidos en un gran
algoritmo.
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Capitulo 5

Conceptos Basicos de la
Teoria Cuantica

La “cuantizacién” fue presentada por Max Karl Ernst Ludwig Planck alrede-
dor de 1900. A groso modo, Planck asumié una discretizacion de la energia
total Uy de N osciladores lineales (“resonadores”),

Un = P, € {0,¢,2¢,3¢,4¢, ... },

de donde P € Ng es cero o un entero positivo y ¢ es el cuanto mds pequerio
de energia. € es una funcién lineal de la frecuencia w y proporcional a la
constante fundamental de Planck % =~ 1034 . s; esto es,

€ = hw

En extensién al modelo de energia del resonador discretizado, Einstein
propuso la cuantizacién del campo electromagnético [Svozil, 2000 pg. 254].
Acorde a la hipétesis cudntica de la luz, la energia en un campo eléctrico
caracterizado por la frecuencia w puede ser producido, absorbido e intercam-
biado sélo en un mimero discreto n de “paquetes” o “cuantos” o “fotones”

Ey=nhw,n=0,1,2,8,...

Por el otro lado, la paradoja del gato de Schrédinger postula la existencia
del qubit, ademas de ser la clave fundamental para entender la naturaleza
de todo:

Considérese una caja, un gato y un recipiente con acido, poniendo los
tres elementos dentro de la caja, la pregunta es la siguiente, el gato esta vivo
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o esta muerto? NO lo sabemos a menos que abramos la caja y comprobemos
como esta el gato, pero sin hacerlo, para nosotros, el gato estid tanto vivo
como muerto.

Se prescntardn las ideas de ésta teoria pero solamente como preludio.

5.1 Espacio de Hilbert

Definicién: _

Un espacio de Hilbert es una pareja de C-espacios H, con h: H — H* con
las condiciones: h = h* y 3 h™!. En donde { | ) = h, se le conoce como
estructura hilbertiana y h* indica conjugacién compleja.

o —B—s g+
o
kg

El espacio de Hilbert, se describe de mejor manera, como un objeto en
una categoria de C-espacios, con la eleccién de un morfismo h = h™*,

T———)y{‘*
g —B g

Donde,
H es un C-espacio vectorial,
H* es el C-espacio Dual de H (contiene las mediciones de H),

77{ es el complejo conjugado del C-espacio,
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H* es el C-espacio dual de H y contiene sus mediciones (Hermite).

El nimero de espacios vectoriales es de cuatro porque hay dos funtores,
uno de los cuales es el funtor dualidad y el otro el funtor conjugado.

Al morfismo h = h* : H — H* se le conoce como estructura de Hilbert.
A la pareja (H, h) se le llama C-espacio de Hilbert.

Una conclusién importante es que un qubit puro solo esta en el espacio
de Hilbert.

Un espacio de Hilbert estd completo en la norma

[full = V(u, %)

inducida por el producto interno valuado en los mimeros complejos, es decir,
con una estructura de Hilbert o Hermiciana la cual se asemeja al producto
punto de la geometria euclideana [Lomonaco Jr., 2001 pg. 7].

Observacién. El producto interno valuado en los complejos, se refiere
a un mapeo

h:HOH - C

Los elementos de un espacio de Hilbert # seran llamados vectores ket,
estados ket, o simplemente kets.

Sea H* la notacién para denotar el C-espacio de todos los morﬁsmos del
C-espacio de H en el anillo de los niimeros complejos C, esto es,

H* = Homg(H,C)

Los elementos de #* serdn llamados vectores bra, estados bra o bras.

al
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5.1.1 Definicién: Estado

Es una descripcién completa de un sistema fisico. Un estado puro ¥ es un
elemento del C-espacio de Hilbert H y estid representado por un ket estado
&), |1¥) € H.

Ejemplos
Como ilustracién de los conceptos anteriores, consideremos los estados de
polarizacién de un fotdn.

Los estados de polarizacién de un fotén estdn representados como kets
estado en un C-espacio H de dos dimensiones. Una base ortonormal de A
consiste en los kets

o) v |O)

los cuales representan, respectivamente, los estados cuanticos de los fo-
tones polarizados circularmente a la izquierda y derecha.

N2
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Otra base ortonormal consiste en los kets

11 v 1)

que representan a los fotones polarizados linealmente, en forma vertical y
horizontal respectivamente. Y todavia otra base ortonormal consiste en los
kets

7y 1IN

para los fotones polarizados linealmente a los dngulos 8 =n/4y 6 = —7/4
con respecto a la vertical, respectivamente.

Estas bases ortonormales se relacionan como sigue:

Loy + o)

1) = HUD+1-) %

N\
N =

N 5 j0) + 410)

) = 0=l
) = FIA+EIN)
) = LA+ 5N

Los productos bra-ket de los kets de polarizacién se muestran en la tabla:

M=) NI T DD 1) 11O
Al oS H=lHls
I ) e
ClmEl e L]0 5 [F
NlH1=Z1T o1 [ FEFE
Gl 5 T35S 1 0
ClIlHi-=lF 3 0 1

L\S
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En términos de las bases {| 1), | ++)} y las bases duales {({ |, (< |}, estos
kets y bras pueden ser escritos como matrices:

J<u=(lu). -

0

—

)
')
()
1)

st N
S 71
It 1]
g =
poll
= -
—

N
g
" \I,
-
/\/—\ —~

Jm': Z(L i), ) = g (f)

om0 0 s a(l)

/
Il
v:‘—'
|
Z
i

Bl

o
1l
«J_

3
——
-
|
.
St
-
A
=
Il
'\‘_

En estas bases, por ejemplo,
1 1 1 P

lroy=( ¥ e _E )=z 7

7z -7 21 1

=25 (1) e T =505 1)
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5.2 Operadores

Un operador (lineal) o una transformacién © sobre un ket espacio #
es un morfismo del espacio de Hilbert de 7 en #, esto es un elemento de

Homgc(H,H)

Lo adjunto O* del operador @ es el operador que

o ot
bA— 6o

para todo |¢1) € H* y |2) € H.

Anélogamente, un operador (lineal) o transformacién sobre un bra espa-

cio H* es un elemento de
Homg(H*, H*)
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5.3 Observables

En la mecdnica cuintica un observable es simplemente un operador Her-
mitiano (también llamado auto-adjunto) sobre un C-espacio H, es decir,
un operador Q tal que

OfYoh=hoOO

H—2 s

[ h h

f

N|
|

Esto a partir del primer diagrama, se obtiene: h™! o Ot o h = O.

Definiciones:
Un eigenvalor a de un operador A es un nimero complejo para el cual hay
un ket [¢) tal que,
Alp) = aly).
El ket |1) es conocido como eigenket de A que corresponde al eigenvalor
a.

Un teorema importante sobre observables se escribe a continuacién:

Teorema. Los eigenvalores a; de un observable A son todos ntimeros
reales. Ademsds, los eigenkets para distintos eigenvalores de un observable

Ne
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son ortogonales.

Definicién. Un eigenvalor es degenerado si hay al menos dos eigenkets
linealmente independientes para dicho eigenvalor. De otra forma, es no-
degenerado.

Ahora, si todos los cigenvalores a; de un observable A son no-degenerados,
entonces se puede etiquetar a los eigenkets de A con los eigenvalores a;
correspondientes. Asi, se escribe:

Ala;) = aila;)
para cada eigenvalor a;.

Una excepcién notable de lo anterior es el operador de medicién
la:} ® (ail

para ¢l eigenvalor «a;, cl cual es el producto tensorial del ket|a;) con su ad-
junto cl bra (a;|, donde se asume que |a;) (y por tanto, (a;|) es unitario.
Contiene dos eigenvalores 0 y 1. 1 es un eigenvalor no-degenerado con el
cigenket |a;). 0 es un eigenvalor degenerado con los correspondientes eigen-

kets {[a:)} i

Definicién: Un observable A se dice que estd completo si sus eigen-
kets |a;) forman una base del C-espacio de Hilbert (#{,h). Ya que, por
convencién todos los eigenkets son elegidos con longitud unitaria, produce
que los cigenkets de un observable completo no-degenerado A formen una
base ortonormal del C-espacio de Hilbert subyacente.

Ejemplo. Las matrices de Pauli, para dim¢cH = 2

(‘1’ (1))(? :)i),((l) _01) € Hom(H, M)

Son ejemplos de observables que con frecuencia aparecen en computacion y
mecdnica cudntica.

all
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Sus eigenvalores y eigenkets se describen en la siguiente tabla:

Matrices de Pl Eigeinvalor:Eigenket

b
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5.4 Mediciones

En esta Seccién, A denotard a un observable completo no degenerado con
eigenvalores a; y eigenkets |a;).

El resultado de una medicién del observable A de un sistema cudntico
Q el cual estd en el estado |¢) antes de la medicién puede ser representado
diagramdticamente como:

Ia med. ae <a med. de
A
[¢) = 3; laai) (e | &) . ajn,) = lay) — fey)

Prob = ||(a, | l_')h". Probh =1

Nétese que el valor medido es el eigenvalor a; con probabilidad ||{(a;|)||2.
Si la misma medicién se repite en el sistema cudntico Q después de la
primera, el resultado de la segunda medicién ya no es estocdstico. Produce
el valor medido a; previamente y el estado Q permanece igual, es decir, |a;).

El observable
la:){ail
con frecuencia es llamado operador de medicién selectiva (o una fil-
tracién) para a;. Como fue mencionado, tiene dos eigenvalores 0y 1. 1 es
un eigenvalor no-degenerado con eigenket |a;), y O es un eigenvalor degene-
rado con eigenket {|a;)};2i.

Asi,

Medicion de |a;) (i
) = , L lai) = lai)
Prob = |[{a; | ¥

pero para j # ¢,

Medicion de |a;) (c;]
[/ = , O ler;) = O
Prob = ||{a; | y+)]|

N9
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5.4.1 Ejemplos de medicién cuantica

Podemos aplicar los principios anteriores de medicién a la luz polarizada.
Tres ejemplos se presentan a continuacién:

Ejemplo 1.

Itro Fotdn}
Foton polarizado :’a laroid pala_nzado
circularmente a la vertical Prob = % verticalmente
derecha = 1
1) ‘T!'._:(ii) I i}—)) . o
Operador medicién Prob = .‘l!. No
(1Nl hay foton

Ejemplo 2. Un filtro polarizado verticalmente seguido por un filtro
polarizado horizontalmente.

Filtro Filtro
Polaroid ; no hay
Fotdn Vertical fotén ﬁzl:rard Joton

Prob = |loff* pol. Prob =1
ajiy+ F—) ot . vert. ES == 0
it
I

Normalizado tal que
fleolt® i fesil® == 1

11 (1 =) {—l

Ejemplo 3.Pero si insertamos un filtro diagonalmente polarizado (45°
con respecto a la vertical) entre los dos filtros polarizados en el ejemplo
anterior, tenemos:

flor 1% T ¥
1) = dg i) 0 ) @ L) = g (1T~ =) é =
= = =

1140 1231 =) {~I

donde la entrada al primer filtro es af 1) 4 8] ).
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5.5 El Principio de Incertidumbre

Cuando se intenta aplicar la mecdnica y la electrodinamica clésicas a la ex-
plicacién de los fenémenos atémicos, ambas conducen a resultados que se
encuentran en abierta contradiccién con la experiencia. Un ejemplo muy
claro de esto lo proporciona ya la contradiccién a que se llega al aplicar la
electrodindmica ordinaria al modelo del dtomo en el que los electrones se
mueven en torno del niicleo siguiendo 6rbitas clasicas. En este movimiento,
como en cualquier movimiento acelerado de las cargas, los electrones de-
berian radiar continuamente ondas electromagnéticas. Con la radiacién los
electrones perderian su energia y esto deberia conducir, en dltimo término, a
su caida sobre el nicleo. Asf pues, segiin la electrodinamica clisica el 4tomo
serfa inestable, lo que en modo alguno corresponde a la realidad. [Lifshitz,
1975 pg. 1)

Existe esta contradiccién entre, lo que en teoria, nuestro sentido comin
nos dice, y el experimento; hay entonces, una teoria aplicable a los fenémenos
atémicos, esto es, a fendmenos que ocurren con particulas de masa muy
pequefia y en muy pequenas regiones del espacio, exige un cambio esen-
cial en las leyes y nociones fundamentales de las teorias cldsicas. El mejor
ejemplo para comprenderlo es adoptar un fenémeno observado experimental-
mente, la llamada difraccién de los electrones. Cuando un haz homogéneo
de electrones atraviesa un cristal, a la salida del mismo se observa una
figura constituida por maximos y minimos de intensidad consecutivos del
todo andloga a la figura de difraccién que se observa en la difraccién de las
ondas electromagnéticas. Asi, en ciertas condiciones el comportamiento de
las particulas materiales -de los electrones- presenta rasgos tipicos de los
procesos ondulatorios, por lo que son conocidos como: ondas de materia.

El siguiente experimento ideal, que corresponde a una esquematizacién
de tal difraccién electrénica por un cristal, pone claramente de manifiesto
hasta qué punto es profunda la contradiccién entre este fenémeno y las no-
ciones ordinarias acerca del movimiento. Imaginemos una pantalla que no
se deja atravesar por los electrones y en la cual se han hecho dos rendijas.
Si se observa el paso del haz de electrones por una de ellas, cuando la otra
rendija permanece cerrada, obtenemos sobre una pantalla plana colocada
detr3s de la rendija una cierta figura de distribucién de la intensidad; de la
misma manera obtenemos otra figura abriendo la segunda rendija y cerrando
la primera. En cambio, observando el paso del haz simultdneamente por las
dos rendijas, de acuerdo con las ideas ordinarias, deberiamos esperar una

S
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figura consistente en la simple superposicién de las dos anteriores, ya que
cada electrén, moviéndose en su trayectoria, pasa por una de las rendijas
sin ejercer influencia alguna sobre los electrones que pasan por la otra. El
fenémeno de la difraccién electrénica muestra, sin embargo, que en realidad
se obtiene una figura de difraccién que, gracias a la interferencia, de ningiin
modo se reduce a la suma de las figuras dadas por cada una de las rendi-
jas por separado. Es claro que este resultado en manera alguna se puede
conciliar con el concepto de movimiento de los electrones a lo largo de una
trayectoria. El esquema del experimento es presentado en la figura 3a.

tw I

H i
—
Conteos Conteor
individuales winu lados minuto

Fig. 3a La curva verde sobre la derecha representa el patrén acumulado de conteos
por minuto cuando cada rendija se cierra a la mitad del tiempo. La curva negra representa
el patrén de difraccién con ambas rendijas abiertas al mismo tiempo.

Resulta asi que la mecénica a la que obedecen los fenémenos atémicos -la
llamada mecdnica ondulatoria o cudntica-, debe basarse en nociones acerca
del movimiento, diferentes en esencia, de las ideas de la mecanica clasica. En
la mecdnica cudntica no existe el concepto de trayectoria de una particula.

La posibilidad de una descripcién cuantitativa del movimiento de un
electrén exige la existencia de objetos fisicos que, con precisién suficiente,
obedecen a la mecanica cldsica. Si el electrén entra en interaccién con el
“objeto cldsico”, el estado de éste, en general, cambia. En tales circunstan-
cias el objeto clasico se suele llamar aparato y del proceso de su interaccién
con el electrén se suele decir que se trata de una medicidn.
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Ahora, el problema que se plantea la teoria cudntica consiste en predecir
el resultado de una medicién partiendo del resultado conocido de mediciones
anteriores, y ademds considera, dentro de sus limites de aplicabilidad, que
siempre es posible realizar la medicién de las coordenadas de un electrén
con precisién arbitraria.

Pero mientras en mecdnica cldsica una particula posee en cada instante
unas coordenadas y una velocidad determinadas, en mecanica cudntica las
cosas ocurren de una manera completamente distinta. Si como resultado
de una medida se atribuyen determinadas coordenadas al electrén, en tales
condiciones no posee absolutamente ninguna velocidad determinada. Re-
ciprocamente, si el electrén posee una velocidad determinada, no puede
tener una posicién determinada en el espacio.

Esta circunstancia constituye el contenido del llamado principio de in-
determinacién -uno de los conceptos fundamentales de la mecdnica cudntica
descubierto por Werner Heisenberg en 1927.

5.6 La matriz densidad

Ademas de los estados puros existen estados que no son puros y hay otra
forma de representar a ambos estados cudnticos.

Sea |1) un ket de longitud unitaria (esto es, (1)|3)) = 1) en el espacio de
Hilbert H representando al estado de un sistema cuantico. Es decir, ) € H
y (¥| € H*. La matriz densidad u operador densidad p asociado con
el ket estado [1)) esta definido como el producto tensorial del ket |¢) (el cual
puede ser visto como el vector columna) con el bra (| (el cual puede verse
como un vector renglén), esto es,

=)W, €eHOMNH"

Es importante aclarar que (¥| € H* siempre en la definicién del operador
densidad. Esto es a causa de la notacién de Dirac.

El formalismo de la matriz densidad tienen un niimero de ventajas sobre
el formalismo del estado ket. Una ventaja es que el operador densidad puede
ser usado para representar estados cldsicos/cudnticos, es decir, estados que
son una mezcla estadisticamente cldsica de los estados cudnticos. Tales es-
tados hibridos pueden considerarse como estados cudnticos para los cuales
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no tenemos informacién completa.

Por ejemplo, considérese un sistema cudntico el cual se encuentra en los
estados (cada uno de longitud unitaria)

le)s |¢2)a ey W)n)

con probabilidades
P1,DP2,-++yPn

respectivamente, donde
p1+pz+pa=1

(nétese que los estados |11), [¥2), . . ., |¥n) no necesitan ser ortogonales.)Entonces
la representacién del operador densidad de este estado se define como

P =p11Y) ® (Y| + p2lth2) ® (Y2| + - -+ + Pnltn) @ (Y]

tomando en cuenta que se trata de operaciones con el producto tensorial,
p = p1|¥)(¥1| + pa|2) (Ya| + - - + palthn) (¥l
Si una matriz densidad p puede ser escrita en la forma:

se dice que representa a un grupo puro. Por el otro lado, se dice que re-
presenta a un grupo mezclado [Lomonaco Jr. 2000, pg. 21].

Se puede demostrar que un operador densidad representa a un estado
puro si y solo si p? = p, o en forma equivalente, si y solo si Trace(p?) = 1.
Para todos los estado, ambos puros y mezclados, Trace(p?) < 1.

En breve, la matriz densidad cumple con estas tres condiciones:
1. hop=ptoh
22 Trp=1

3. Trp’<g1

o4
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Y en realidad, la matriz densidad representa de mejor manera a los esta-~
dos mezclados, puesto que es muy dificil encontrar a los estados totalmente
puros para implementarlos de forma practica. Esto nos lleva a temas para
el operador espin-densidad [Oziewicz, 1984] en donde el operador densidad
es descrito por medio de un conjunto de parametros independientes, tales
como la poblacién, el grado de orientacién y las direcciones de orientacién
para sistemas de particulas.

Teorema: Un resultado es que, para un qubit se cumple, si dimgH = 2
20 -p)=Trp’ -1
Problema. Encontrar la analogia de esta igualdad para n-qubits, para
dimcH = 2.
5.6.1 Ejemplos de operadores densidad.

Consideremos los siguientes grupos o estados mezclados del estado de po-
larizacién de un fotén:

Ejemplo 1.
Ket [IDII"
Prob. | 2 :

En términos de las bases | ), | 1) del C-espacio de Hilbert H de dimensién
dos, el operador densidad p del estado mezclado anterior puede ser escrito
como:

p=3DE 1+ N7

=§-((1))(1 0)+%(i§£ /VZ 1/V3)

10 11 Il
3 1 =
e o)+iG )=
Ejemplo 2. Las siguientes dos preparaciones producen estados mezclados
con el mismo operador densidad:

Ret (1D To) Ket 1.9 110
Prob. | 5 z Y [Prob. z z
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Para la preparacién de la izquierda, tenemos

=TI+ 3 oXe |

=1(5)a 9+3(De v
=15 9)

Y para la preparacién de la derecha, tenemos

p=3l AUAT+ NN
=%712.(1)71-(1 1)+§71-( 1)71.(1 —1)

11 it ©

11 1
No hay forma de distinguir fisicamente los dos estados mezclados anteriores
los cuales fueron preparados en dos formas completamente diferentes. El

operador densidad representa todo lo que puede ser conocido sobre el estado
del sistema cuantico.

I
PO

5.7 El principio de superposicién

Sea ¢ el conjunto de las coordenadas del sistema cudntico (en el espacio
de fase como dominio) y dg el producto de las diferenciales de estas coor-
denadas. A dq se le conoce como elemento de volumen del espacio de con-
figuraciones del sistema; para una particula dq con el elemento de volumen
dV del espacio ordinario.

El elemento bdsico del formalismo matemadtico de la mecdnica cudntica
consiste en el hecho de que cada estado del sistema se puede describir, en un
instante dado, por una determinada funcién (compleja) de las coordenadas
(q), de forma tal que el cuadrado del médulo de esta funcién determina
la distribucién de probabilidades de los valores de las coordenadas: ||2dg
es la probabilidad de que al realizar una medicién de las coordenadas del
sistema los valores de éstas pertenezcan al elemento dq del espacio de con-
figuraciones; ademds: |1|2 = 1*y -en donde: ¥* es el complejo conjugado
de 3-. La funcién 3 se llama funcidn de onda del sistema (a veces se le
llama también amplitud de probabilidad).
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La funcién de onda ¥ permite calcular las probabilidades de los dife-
rentes resultados de cualquier otra medicién (diferente a medir coordenadas).
En todos estos casos las probabilidades se definen por expresiones que son
bilineales respecto de ¢ y ¥*. La forma mds general de una expresién de
este tipo es

/ / P(@)¥" (@) (e, ¢)dadd, (5.1)

donde la funcién ¢(q, ¢') depende del género y del resultado de la medicién
y la integracion se extiende a todo el espacio de configuraciones. La propia
probabilidad 4* de los diferentes valores de las coordenadas es también una
expresion de este tipo. La suma de las probabilidades de todos los posibles
valores de las coordenadas de un sistema debe ser, por definicién [Lifshitz,
1975 pg. 8], igual a la unidad. Por lo tanto el resultado de la integracién de
|12 en todo el espacio sea igual a uno:

/I¢I2dq =1 (5.2)

A continuacién se enuncian una serie de proposiciones relativas a las propie-
dades de la funcién de onda [Lifshitz, 1975 pg. 8].

Supongamos que en el estado caracterizado por la funcién de onda ¥,(q)
se efectia una medicién que conduce con certeza a un determinado resul-
tado (resultado 1)y que al hacerlo en el estado ¥2(q) conduce al resultado
2, se admite entonces que toda combinacién lineal de 1, y 12, esto es, toda
funcién de la forma c;¥; + ca¥2 (con c1,cz constantes), representa un es-
tado en el que la misma medicién puede dar o el resultado 1 o el resultado
2. Ademds, cabe afirmar que si conocemos la dependencia de los estados
respecto del tiempo, dependencia que en un caso viene dada por tal funcién
¥1(g,t) y en el otro por la 2(q, t), cualquier combinacién lineal da también
la dependencia posible de un estado con relacién al tiempo. Estas proposi-
ciones se generalizan a un mimero cualquiera de estados distintos.

El conjunto de estas proposiciones constituye el llamado principio de
superposicion de los estados. De él se sigue inmediatamente, en particular,
que todas las ecuaciones a las que satisfacen las funciones de onda deben ser
lineales respecto a .

Toda esta interpretacion de las ondas de materia -onda y particula a
la vez- fue sugerido por Max Born en 1927. En el mismo afio, Erwin

o7



58CAPITULO 5. CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA CUANTICA

Schrédinger propusé una ecuacién de onda que describe la forma en la cual
las ondas de materia cambian en el espacio y en el tiempo.

5.8 La ecuaciéon de onda de Schrodinger

Toda funcién de onda debe satisfacer la ecuacién de Schrodinger [Serway,
1997 pg. 1241]. La forma general de la ecuacién de onda para las ondas que
se desplazan a lo largo del eje z es:

8y 18%

12~ v ot?

donde v es la rapidez de la onda y donde la funcién de onda i depende de
z yt. Aqui se utiliza 9 en lugar de y por tratarse de la onda de De Broglie.

(5.3)

Para describir las ondas de De Broglie, se considera un sistema con
energia total E constante. Puesto que E = hf, la frecuencia de la onda De
Broglie asociada a la particula permanece también constante. En este caso
la funcién de onda (x,t) se expresa como el producto de un término que
depende \inicamente de = y otro que depende sélo de t. Esto es,

P(x, t) = P(x)cos(wt) (5.4)

Esto es andlogo al caso de las ondas estacionarias en una cuerda, donde la
funcién de onda se representa por y(z,t) = y(z)coswt. La parte dependiente
de la frecuencia de la funcién de onda es sinusoidal ya que la frecuencia se
conoce con precisién. Sustituyendo la ecuacién 5.4 en 5.3 produce

cos(wt)-g—i-f =— (:—z) cos(wt)
32 2
= =-(=)v (55)

y como w = 27w f = 2wv/A, y para las ondas de De Broglie, p = h/A. Por
tanto,

w? _ (2n 2 4n? , p?

2 \%) " wPr®

Se puede expresar la energia total E como la suma de la energias cinética y
potencial:

p?
E=K+U==—+U,
2m

ol
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p2 =2m(E - U),
w? p?r  2m
Z-E-mE U
Sustituyendo este resultado en la ecuacién 5.5 da’

8%y

Oz?

=-XE-vy (5.6)

Esta es la ecuacién de Schrédinger, independiente del tiempo, tal y como se
aplica a un partfcula confinada a moverse a lo largo del eje z.

5.9 Espin

El concepto mas importante en la construccién de las compuertas cuanticas,
es el del espin de las particulas, aqui presentado en forma abreviada.

El campo magnético producido por una corriente en una bobina nos
brinda un indicio de lo que podria provocar que ciertos materiales muestren
fuertes propiedades magnéticas. En general, cualquier espira de corriente
tiene un campo magnético y un momento magnético correspondiente. De
manera similar, los momentos magnéticos en una substancia magnetizada
pueden describirse como si surgieran de corrientes internas a nivel atémico.
Para los electrones que se mueven en torno al nicleo, lo anterior es consis-
tente con el modelo de Bohr, después de modificar los niimeros cuanticos
[Serway, 1997 pg. 882]. También hay momento magnético intrinseco para
electrones, protones, neutrones y otras particulas que s6lo puede modelarse
aproximadamente como si surgieran de cargas en rotacion.

En el modelo cldsico del 4tomo, un electrén orbital constituye una del-
gada espira de corriente, debido a que es una carga en movimiento, y el
momento magnético atémico se asocia a su movimiento orbital. Aunque
este modelo tiene muchas deficiencias, sus predicciones concuerdan bien con
la teoria cudntica.

Consideremos un electrén que se mueve con velocidad constante v en una
érbita circular de radio r alrededor del niicleo, como en la figura 3b. Debido
a que el electrén recorre una distancia de 27r (la circunferencia del circulo)
en un tiempo T, donde T es el tiempo para una revolucién, su velocidad
orbital es v = 27r/T. La corriente efectiva asociada a este electrén orbital

39



60CAPITULO 5. CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA CUANTICA

es igual a su carga dividiva por el tiempo correspondiente a una revolucién.
Al emplear T = 27/w y w = v/r, tenemos

e ew ev
=T =2 = 3ar 5.7)

E! momento magnético asociado con esta espira de corriente efectiva es o =
IA, donde A = nr? es el drea de la 6rbita. Por tanto,

=JA=(E\nr2 =1
p=IA= (21rr) r sevr (5.8)

Ya que la magnitud del momento angular orbital del electrén es L = muor,
el momento magnético puede escribirse como

w=(5m) 59)
7
—

Fig. 3b. Un electrén que se mueve en una érbita circular de radio r tiene un momento
angular L en una direccién, y un momento magnético u en la direccién opuesta.

Este resultado indica que el momento magnético del electréon es pro-
porcional a su momento angular orbital. Observamos que debido a que el
electrén estd cargado negativamente, los vectores ¢ y L apuntan en direc-
ciones opuestas. Ambos son perpendiculares al plano de la érbita, como
indica la figura 3b.
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Un resultado fundametal de la fisica cudntica es que el momento angular
orbital estd cuantizado, y siempre es igual al miltiplo entero de ki = h/2mr =
1.06 X 10~34]-s, donde h es la constante de Planck. Esto es

L=0,h2hk3k,...
Por lo tanto, el valor mds pequefio no cero del momento magnético es

p=—eh (5.10)

Espin arriba

Espin abajo

Fig. 3c El momento angular de espin presenta también cuantizacién del espacio. Esta
figura presenta las dos orientaciones permitidas de un vector de espin S para una partfcula

de espin §, como el electrén.

El electrén tiene otra propiedad intrinseca, llamada espin, que también
contribuye al momento magnético. La propiedad del espin surge de la
dindmica relativista, la cual puede incorporarse a la mecdnica cudntica. La
magnitud del asi llamado momento magnético de espin es del mismo orden
de magnitud que el nomento magnético debido al primer efecto de la espira
de corriente, el movimiento orbital. La magnitud del momento angular de
espin predicha por la teoria cudntica es

k_ 5.2729X 107355

S=3
Q|
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E! momento magnético intrinseco asociado al espin de un electrén tiene el

valor

e
=_—h=09. 1024 5.11
uB 2mn 9.27X10°243/T (5.11)

el cual se llama el magnetén de Bohr.

Desde un punto de vista clésico, el momento angular intrinseco se atribu-
ye al electrén cargado que gira alrededor de su propio eje, y por eso recibe el
nombre de espin - con frecuencia los fisicos emplean la palabra espin cuando
se refieren al momento angular del espin. Por ejemplo, es comiin utilizar la
frase el electron tiene un espin de % El momento angular del espin del
electrén nunca cambia. Esta idea contradice las leyes cldsicas, donde una
carga en rotacién se frena en presencia de un campo magnético aplicado de-
bido a la fuerza electromotriz de Faraday que acompafia al campo variable.
Ademis si el electrén se ve como una bola de carga girando sujeta a las leyes
cldsicas, partes de su superficie cercana rotarian con velocidades superiores
a la de la luz. De este modo, no se debe abusar de la descripcidn cldsica; por
ultimo, el electrén girando es una entidad cudntica que desafia a cualquier
simple interpretacién cldsica [Serway, 1997 pg. 1271]-.

En 1929, Dirac resolvié la ecuacién relativista para el electrén en un pozo
de potencial utilizando la forma relativista de la energia total. El andlisis de
Dirac confirmé la naturaleza fundamental del espin del electrén. Ademsds,
la teoria mostré que el espin del electrén puede describirse por medio de un
solo niimero cudntico s, cuyo valor podria ser % La magnitud del momento
angular del espin S para el electrén es

S=+/s(s+1)h= ?h (5.12)

Del mismo modo que el movimiento angular orbital, el momento angu-
lIar del espin esti cuantizado en el espacio, como se describe en la figura
3c. Puede tener dos orientaciones, especificadas por el ntimero cudntico
magnético del espin ms, donde m,; = :!:%. La componente s del momento
angular del espin es

S, =m.h =ik (5.13)

Los dos valores de +#/2 para S, corresponden a las dos orientaciones posi-
bles de S mostradas en la figura 3c. El valor ms; = +1/2 se refiere al caso de
espin arriba, en tanto que el valor contrario se refiere al caso de espin abajo.
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El momento magnético del espin del electrén, ug, se relaciona con su
momento angular de espin S por medio de la expresién

e
= .14
“ ) (5.14)

Puesto que S; = :i:%ﬁ, la componente z del momento magnético del espin
puede tener los valores

Hsz = ﬂ:% (5.15)

Como se puede observar, la cantidad efi/2m es el magnetén de Bohr pp. Se
advierte que la contribucién del espin al momento angular u es el doble de
la contribucién del movimiento angular orbital L. El factor de 2 se explica
en un tratamiento relativista del sistema que fue realizado por primera vez
por Dirac, y ésto a nuestro fin no concierne.

A concluir, atribuimos a una particula elemental un cierto momento
cinético ‘propio’, no ligado a su movimiento en el espacio. A este momento
cinético propio de una particula se le llama espin.
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Capitulo 6

Compuertas Cuanticas

En este punto ya se tiene una visién de la senda que sigue la construcién del
hardware cudntico. Empezamos, pues, con sus partes constitutivas.

Las computadoras digitales estdn construidas con circuitos que tienen es-
tados discretos y definidos. En ingenieria se segura que estos circuitos nunca
pascn a condiciones intermedias. Los sistemas cudnticos, por su naturaleza,
ofrecen una gran discretizacién sin ningtin esfuerzo ingenieril. Cuando se
mide la orientacién del espin de un eletcrén, por ejemplo, esta es siem-
pre “arriba” o “abajo”, nunca intermedia. También un dtomo gana o pierde
energia cuando hace un “salto cudntico” entre estados de energia especificos,
sin pasar a través de niveles de energia intermedios.

En una computadora cudntica, las partes bdsicas serian electrones in-
dividuales o dtomos, construir tal mdquina esta simplemente mas alla de
nuestras técnicas. Ademds del reto de la fabricacién a escala atémica, hay
algunos pormenores conceptuales hipersensitivos. Los sistemas cudnticos
tienen comportamientos muy fainosamente extrafios, como el fenémeno cono-
cido como interferencia cudntica, el cual se abordard posteriormente. Dos
transistores cercanos el uno del otro pueden conmutar independientemente,
pero dos objetos cudnticos (como dos electrones) estdn inextricablemente
acoplados, siendo asi que el estado futuro de un electrén no puede ser predi-
cho sin tomar en cuenta a los electrones que lo rodean. Ciertamente, un
electrén aislado puede interferir con él mismo.
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6.1 La compuerta NOT probabilista

El dispositivo clasico booleano mds simple es la compuerta NOT, la cual
acepta un solo bit de entrada y produce un bit de salida. Esta compuerta es
totalmente determinista. Supongamos que cambiamos esta compuerta por
una probabilista, la cual usualmente invierte su entrada en un 90 por ciento
de las veces pero ocasionalmente pasa la entrada sin cambiarla. Esta trans-
formacién puede ser representada por una matriz de probabilidad unitaria,
como sigue:

Aqui los nimeros a lo largo del borde izquierdo, representan las entradas,
y los primeros de las columnas son las salidas. Para encontrar la probabil-
idad de que una entrada 0 produzca una salida de 1, se lee a lo largo del
renglén 0 en donde intersecte la columna 1. Nétese que aun cuando las en-
tradas de la matriz sean fraccionarias, esta compuerta “NOT probabilista”
es todavia un dispositivo binario cuyas entradas y salidas son siempre 0 o 1.
También nétese que las probabilidades en cada columna y en cada renglén
suman 1, indicando que cualquier posible combinacién de la entrada y salida
han sido acumuladas.

La operacién de la simple compuerta determinista NOT puede ser re-
presentada con la misma notacién matricial descrita arriba:

0
1

-0 0
O =

En este caso la probabilidad de obtener un 0 con un 0 de entrada es 0 por
lo que la probabilidad de transformar un O en 1 es 1.

En el polo opuesto a una compuerta completamente determinista esta la
aleatoria, produciendo un 0 o 1 con igual probabilidad, la matriz para esta
funcién es:

0 1
0 1/2 1/2
1 1/2 172

En efecto, la compuerta modela un volado justo, y por lo tanto es designada
como CF (coin flip). Una compuerta de este tipo parecerfa inutil, pero de
hecho la aleatoriedad es una fuente importante en ciertos algoritmos [Hayes,
1995 pg. 3].
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6.2 Compuertas légicas cuanticas

Ambas compuertas NOT, la Booleana y la probabilista todavia son construc-
ciones de la fisica cldsica. Una compuerta cudntica es mds extraifia porque
contiene qubits cue a diferencia de los cbits, éstos pueden ocupar una su-
perposicién de los estados 0 y 1 durante ciertas etapas de la computacién.
Esto no quiere decir que el qubit tiene algin valor intermedio entre 0 y 1.
En lugar de eso, el qubit estd en ambos estados el 0 y el 1 al mismo tiempo.
Asi, cuando el estado del qubit es medido u observado, invariablemente serd
Oo 1.

Fig. 6a

Los estados cudnticos y su superposicién son representados por medio
del mismo dispositivo notacional “ket: [)”. Recordando, el estado de un
qubit se da como a|0) + b|1), en donde los coeficientes a y b son las “ampli-
tudes” de cada estado. En general las amplitudes son miimeros complejos.
La amplitud asociada con un estado determina la probabilidad de que el
qubit sea encontrado en algiin estado; especificamente, la probabilidad es
igual al cuadrado del valor absoluto de la amplitud correspondiente.

La relacién entre amplitud y probabilidad se hace mas clara con el si-
guiente ejemplo. Una compuerta cudntica que Brassard designé QCF (para
“quantum coin flip”) tiene la siguiente matriz de amplitudes:

10) 1)
o) 1/v2 -1/V2
)y 1/v2 1/v2

0




70 CAPITULO 6. COMPUERTAS CUANTICAS

Para encontrar la probabilidad de cada transicién, se toma el valor obsoluto
de la amplitud corespondiente y se eleva al cuadrado: [1/v/2|2 = 1/2. As{
todas las entradas de la matriz de probabilidad son 1/2, y QCF es igual a
la CF, a primera vista.

Mais el andlisis indica lo contrario. Una forma de ver la diferencia es
conectando dos compuertas en serie, como se muestra en la figura 6a. Como
puede verse, dos compuertas NOT en serie dan como resultado la funcién
identidad. Con dos compuertas CF, para cualquier valor en la entrada, la
primera produce un 0 o un 1 al azar, y la segunda repite el proceso. De aqui,
cualquier nimero de compuertas CF en serie son equivalentes en funcién a
una sola CF.

Para dos QCF en serie, en los sistemas cuanticos no es posible asignar
un valor definitivo a la sefial intermedia no observada entre las dos com-
puertas. La salida de la primera QCF no es 0 sino una superposicién de los
estados [0} y |1). Especificamente, si la entrada a la primer compuerta es
1, la salida de la compuerta es la superposicién 1/v/2(0) + 1/v/2|1), como
se indica en la matriz de amplitudes. Ahora esta superposicién de estados
se convierte en la entrada de la segunda compuerta QCF, que actia acorde
a la misma matriz de amplitudes. La parte 0 de la superposicién se trans-
forma en 1/v/2(1/+/2/0) — 1/+/2|1)), mientras que la parte 1 se convierte en
1/v/2(1/v2|0) +1//2(1)). De esta forma el estado completo del sistema da

(QCF)?I1) = J5(2510) — Z511)) + Z5(Z10) + Z511)

realizando las multiplicaciones se obtiene 1/2(]0) + |0)), o simplemente |0).
Las dos compuertas implementan la funcién NOT, esto es (QCF)2 = NOT.

La fuente de estos efectos es el fendmeno conocido como interferen-
cia cudntica. La superposicién de los estados puede verse como la super-
posicién de ondas, las cuales se cancelan o suman acorde a su amplitud y
fase, justo como dos estados cudnticos interfieren constructiva o destructi-
vamente acorde al signo de sus amplitudes.

Al disefiar compuertas para la computadora cudntica, ciertos puntos
deben satisfacerse: la suma de las probabilidades de todos las salidas debe
ser unitaria. Un problema de este requerimiento es que cualquier operacién
tiene que ser reversible (prefiero compartir que esta reversibilidad es una
consecuencia [Fortnow, 2000 pg. 6]), debemos ser capaces de tomar el re-
sultado de una operacién y regresirselo a la mdquina en direccién opuesta
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para recobrar las entradas originales, y las compuestas clasicas no obedecen
esta regla.

6.2.1 Lo basico

La unidad fundamental de la informacién cldsica puede ser vista como un
vector 1-dimensional € Z;. Una cadena cldsica de n-bits, la cual pertenece
aZyxZsy X..., toma los valores de un conjunto de 2™ estados posibles,
|Zo x Zz x ...|] = 2". También es un vector n-dimensional sobre Z.
2 — bit € Z3Z> . En contraste, el qubit puro es un vector 2-dimensional
sobre el campo complejo C. Un estado de n-qubits es un vector unitario
sobre un espacio de Hilbert 2"-dimensional el cual es un producto tenso-
rial de n espacios de Hilbert 2-dimesionales. {|0),|1)} usualmente son las
bases del qubit. Estas bases también son conocidas como bases o principios
computacionales. E)l estado de un qubit arbitrario estd dado por un vector
[¥) = a|0) + b|1) con el cuadrado de la norma (YY) = 1 que representa
algo de la “probabilidad total”. Un estado de n-qubits es también un vector
sobre los estados bases con n-bits etiquetas, siguiendo la estructura del pro-
ducto tensorial de n-qubits espacios de Hilbert. Las bases conjugadas estan
definidas como |+) = 715(|0) + |1)).

En las computadoras cudnticas el qubit es representado por un sistema
fisico de dos estados, como se mencioné. Formalizando, para n > 1 un
estado [1)) de n-qubits es representado como una superposicién de |z)’s con
z € {0,1}", esto es

)y =Y A=), (6.1)

ze{0,1}"

(también para z € H®"), en donde todas las A.’s son nimeros complejos
que satisfacen

> zefo)n |Az|2 = 1. Cada A; es llamada la amplitud de |z) en |¢), y Bz,
la cual satisface A; = |A:|e*P=, es llamado la fase de |z) en el estado |).
[Abe, 2000)

El vector [1))es un estado puro. Y como la fase total es irrelevante, un
estado puro se representa de forma mds precisa por un proyector |¢)(y|,
en donde (1| es lo dual del vector . En contraste, un estado mezclado es
una distribucion o un grupo de estados puros. Por ejemplo, el estado es
|#x) con probabilidad p.. Matemditicamente, un estado mezclado es una
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combinacion convera de proyectores. Por ejemplo, la distribucién anterior
es representada por la matriz densidad p = 37, pe|¥k) (x| [Leung, 2000 pg.
7.

6.2.2 Propiedades de matrices unitarias

Definicion

Sea ¢ una matriz unitaria de cualquier tamaio, ‘h’ la misma estructura
hilbertiana ya definida, entonces, ¢ es un morfismo unitario si satisface la
igualdad

9{———({)—-—9.’1{

h h

He—
¢t

¢tohogp=h

Teorema 1: Toda matriz unitaria de 2 x 2 puede ser expresada como
[Barenco et. al 1995 pg. 8],

ed 0Y [e/2 0 \ [ cos8/2 senff2 e’z 0

0 eid 0 e—io/2 —senf/2 cosf/2 0 e2)
donde d,a,f y b son evaluadas en los reales. Ademads, cualquier matriz
especial unitaria (esto es, con determinante unitario) puede ser expresada

como
efa/2 0 [ cosb/2  sen8/2\ (&2 0
0 eie/? —senf/2 cosd/2 0 ei/2)°

Definicién: En vista del teorema anterior, se define lo siguiente.

T2
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6/2 6/2
Ry(9) = (—c::nO/Z 2220/2

) (rotacién de @ alrededor de ¥).

efa/2 0 .
R.(a) = ( 0 e—ia/2) (rotacién de a alrededor de 2).

id
Ph(d) = (60 e?d) (un cambio de fase [phase-shift] con respecto a

d).
0 1\ ,. - . .
oz={1 o (“negacién” o matriz de Pauli).

o I= ((1) (1)) (La matriz identidad).

Teorema 2: Las siguientes propiedades se mantienen:
1. Ry(6:) - Ry(62) = Ry(6: + 62)
2. Ri(a1) - R.(a2) = R:(a1 +a2)
3. Ph(d;) - Ph(d2) = Ph{d; + d2)
4, gz-0,=1
5. 00+ Ry(6) - 0z = Ry(—0)
6. 0z R;(a) -0z = R;(—a)

La particién a la mitad del d4ngulo de estas definiciones conforma a la relacién
usual entre las operaciones SO(3) y SU(2). Ver J. Mathews y R.L. Walker.
Mathematical Methods of Physics, (2a edicién, W.A. Benjamin, Menlo Park,
CA, 1970), pagina 464, para el uso del lenguaje SO(3) (rotaciones del cuerpo
rigido) para describir las operaciones SU(2).

Esta Seccién es ttil para la interpretacién y tratamiento de las compuer-
tas cuanticas.

6.3 Circuitos Cuanticos

El circuito cudntico es un modelo y una representacién del procesamiento
de informacién cudntica [Leung, 2000 pg. 8|; y es una red formada por
compuertas cudnticas [Abe, 2000 pg. 124]. En esta parte presentaremos a
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los elementos de circuito comunes. Considérese el siguiente ejemplo de un
circuito cudntico.

|o) P ZH—¥

Las siguientes convenciones son usadas en toda la tesis:

Las direcciones horizontales y verticales esquemadticamente representan
cambios en el tiempo y en el espacio.

El tiempo va de izquierda a derecha.
Las lineas horizontales representan registros cuanticos.

Los estados de entrada estdn en la parte izquierda, y los estados de
salida en la parte derecha.

Las cajas que contienen letras representan compuertas. Algunas com-
puertas son representadoas con simbolos mds especiales, justo como
los simbolos ‘@’ y ‘e’ que conectan a los registros.

La caratula representa una medicién projectiva a lo largo de los prin-
cipios computacionales

La doble linea representa a la informacién cldsica. Una operacion
conectada a un aparato de medicién por medio de una linea doble es
considerada condicionada sobre el resultado de la medicién siendo |1).
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Asumiremos que la informacidén es almacenada en los registros en forma bi-
naria. Por ejemplo, el mimero 6 es representado por un registro en el estado
|1) ® 1) ® |0). En una notacién mas compacta: |a) representa el producto
tensorial |an—1) ®|an-2) ... |a1) ®]ag), donde a; € {1,1}, y representa un re-
gistro cuantico preparado con el valor @ = 2%ag +2a; +...2" 'a,_1.Hay 2"
estados de este tipo, representando a todas las cadenas binarias de longitud
n o nimeros del 0 al 2" — 1, y forman una base computacional conveniente.
En lo siguiente a € {0,1}" (a es una cadena binaria de longitud n) implica
que |a) pertenece a la base computacional.

Asi un registro cudntico de tamaiio tres puede almacenar mimeros indi-
viduales tales como 3 0 7,

0)®[1) ®|1) = |011) = [3)
1y @|1) ®|1) = 111) = {7)

pero, también puede almacenar dos de ellos simultineamente. Si tomamos
el primer qubit y en lugar de ponerlo a |0) o |]1) se prepara una superposicién
1/v/2(|0) + 1)) entonces obtenemos

5010} + 1)) @ [1) ® [1) = J5(jo11) + [111))
= L:(13) + 7).

De hecho podemos preparar este registro en una superposicién de todos
los ocho nimeros -es suficiente con poner cada qubit en la superposicién

1/v2(|0) + |1)). Esto da
75(10) +11)) ® Z5(10) + |1)) ® F5(10) + 1)),

el cual también puede ser escrito en binario como (ignorando la constante
de normalizacién 2-3/2),

|000) + |001) -+ |010) + |011) + |100) + |101) + |110) + [111).
o en notacién decimal como
[0) + 1) + [2) + [3) + |4) + [5) + [6) + |7),

o simplemente como

7
S ). (6.2)

z=0
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Estas preparaciones, y cualquier otra manipulacién de los qubits, tienen que
ser consideradas como operaciones unitarias. Una compuerta cudntica es un
dispositivo que ejecuta una operacién unitaria fija sobre qubits seleccionados
en un periodo fijo de tiempo, y una red cudntica es un dispositivo consis-
tente de compuertas légicas cudnticas cuyos pasos computacionales estdn
sincronizados en el tiempo como fue asentado por Deutsch en 1989. Las
salidas de algunas de las compuertas estdn conectadas con cables hacia las
entradas de otras. El tamario de la red es el niimero de compuertas que
contiene.

Una compuerta cudntica tiene el mismo nimero de entradas y de sa-
lidas. Una compuerta cuantica G con k-entradas y k-salidas se encuentra
especificada por una matriz de 2¢x2* unitaria Ug = [u,,] para z,y € {0,1}*
y realiza un mapeo de los estados de sus entradas hacia los estados de sus
salidas [Abe, 2000 pg. 124] como sigue:

lz) o Y ugly). (6.3)

ne{0,1}%

6.4 Compuertas cuianticas de una entrada
“Unarias”

6.4.1 Compuerta H

La compuerta cudntica mds comin es la compuerta Hadamard, una com-
puerta H de un solo qubit que ejecuta la transformacién unitaria conocida
como la transformada Hadamard. La matriz estd escrita en la base com-
putacional {|0),]1)} y el diagrama provee una representacién esquemdtica
de la compuerta H que actua sobre un qubit en el estado |z), con ¢ =0, 1.
Una caracteristica importante de esta compuerta es que el cuadrado de ella
misma da la matriz identidad, H? = id, lo que implica, Ht o hoH = h.

Y se define como:

11=%(: _'l) ) -0 ey L)
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El problema a desarrollar es dar las soluciones del sistema H* oho H =
hyH? =id

Todas las matrices se tratardn al igual que en los ejemplos de la com-
puerta NOT probabilista y cldsica, es decir, la parte superior izquierda siem-
pre es 0, la parte inferior izquierda es 1; en la parte horizontal, a la izquierda
serd 0 y a la derecha siempre 1; los elementos de la linea horizontal son sa-
lidas y los elementos de la linea vertical entradas. Para nosotros lo mas
importante serd el tratamiento de las compuertas cudnticas con las matri-
ces, pues facilitan la visualizacién de las entradas y salidas.

Y aqui tenemos una red, de tamarfio tres, la cual aplica la transformada
Hadamard a tres qubits. Si éstos estdn inicialmente en el estado [000) en-
tonces las salida es la superposicién de todos los ntimeros desde 0 hasta 7.

10y m ) En binario
.']'[@3 V2 | OO0y ¢ ooty s wl0) ¢ (011 4

® FTOT O e c0ub b 101 4 110) 4 LD

6 : II we o) o '
5 1”) V2 N S0} 4 l);[g);u;;)' ¢

|0,1|3 ® FT A n) T

o1y
1) I l 2 J En decimal

Si los tres qubits estan inicialmente en algin otro estado a la base com-
putacional entonces el resultado es una superposicién de todos los mimeros
desde 0 hasta 7 pero exactamente la mitad de ellos apareceran en la super-
posicién con el signo menos, por cjemplo,

01y v L [ 1000) = [001) + 010) = J011) +
T\ - [100) + F101) — o)+ (111 [

En general, si iniciamos con un reglstro de tamaifio n en algin estado
v € {0, 1}"*entonces

[v) = 2772 37 (—1)ja),

z€{0,1}n
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donde el producto de ¥ = (yn—-1,...,%) ¥ T = (Zn-1,...,T0) s tomado bit
a bit:
Y T = (Yn-1Zn-1+... Y121 + YoTo)-

6.4.2 Compuerta ¢

La compuerta de cambio de fase ¢ (phase shift) es definida como
[0) — |0) ¥ |1) = €'®|1), o en notacién matricial,

(4]

AR .
2= ( 0 e ) |0y —@— e}

Las compuertas Hadamard y de cambio de fase pueden ser combinadas
para construir la siguiente red (de tamafio cuatro), la cual genera el estado
puro mds general de un solo qubit (hasta una fase global),

2 —;' 40

[0) cosf LY + ¢ xind] 1) .

Consecuentemente, estas compuertas son suficientes para construir cual-
quier operacién unitaria sobre un solo qubit.

De esta manera, las compuertas Hadamard y las compuertas de cambio
de fase pueden ser usadas para transformar el estado de entrada [0)[0)...|0)
del registro de n qubits en cualquier estado del tipo|i)|2) ... |1n), donde
|¥:) es una superposicién arbitraria de |0) y |1). Estos son estados especiales
de n-qubits, llamados los estados producto o los estados separables. En
general, un registro cudntico de tamafio n > 1 puede ser preparado en
estados que no sean separables - que son conocidos como estados enredados
(entangled states). Por ejemplo, para dos qubits (n = 2), el estado

al00) + b[01) = |0) ® (a|0) + b|1))
es separable, |91) = |0) y |¢2) = a|0) + b|1), mientras que el estado
al00) + b|11) # |¢1) ® [42)

estd enredado (a,b # 0), porque no puede ser escrito como un producto
tensorial.[Ekert et. al, 2000 pg. 4]
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6.4.3 Compuerta NOT

Definida por la matriz

a NOT a®1

6.4.4 Compuertas de rotaciones

Se entiende la impotancia de estas compuertas ya que son bésicas en la
representaciéon de matrices unitarias,

-‘ ” — cosf) ising — ,i0m
( ising  cosf ¢
-‘ Py - cosf) sinl — i072
( —sinf cos0O ¢
¥ )
[(ob— = (S )=

6.4.5 Raiz cuadrada de NOT

Esta operacién ya se vié, como ejemplo a la presentacién de las demds com-
puertas.

Se define como sigue:

voT= —NoT}- = ([ )= ( ) )

ESTA TESIS NO SAL}
DE LA BIBLIOTECA
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6.5 Compuertas de dos entradas
“Binarias”

Con la finalidad de enredar dos o mds qubits se tiene que extender el reper-
torio de compuertas cudnticas a compuertas de dos qubits.

6.5.1 Compuerta C-NOT

La compuerta de dos qubits m4s conocida es la NOT-controlada (C-NOT),
también llamada, XOR o la compuerta de medicién. Esta voltea al segundo
qubit y (objetivo) si el primero z(el de control) es [1) y no hace nada si el
qubit de control es |0). La compuerta es representada por la matriz unitaria

1 0 00 | ) |:x)
c-f|o1roo0 l
00 0 1
@£ C
01 0 ly) |z y)

donde z,y =00 1, y & denota a una XOR.
La forma en que se acomodan los bits es la siguiente:

se lee x, ¥ en base a los principios computacionales {00,01,10,11}, comen-
zando desde la esquina superior izquierda de la matriz, hacia abajo para las
entradas y hacia la derecha para las salidas.

Si aplicamos la C-NOT a datos Booleanos en los cuales el qubit objetivo
es |0) y el de control, ya sea |0) o |1) entonces el efecto consiste en dejar al
de control sin cambio mientras que el de objetivo se convierte en una copia
del de control, esto es

|2}|0) = [z)|z) z=0,1

Podriamos suponer que esta compuerta podria usarse para copiar superposi-
ciones tales como |y) = a|0) + b|1), de tal manera que

[¥)[0) — 4} |%) (6.4)

para cualquier [¢). Esto no es asi. Lo unitario de la C-NOT requiere
que la compuerta convierta a las superposiciones en el qubit de control en
enredos de ambos. Si el qubit de control estd en un estado de superposicién
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6.5. COMPUERTAS DE DOS ENTRADAS “BINARIAS” 81

|¥) = al0) + b|1), (a,b # 0), y el objetivo en |0), entonces la C-NOT genera
el estado enredado

(al0) + b|1))|0) — a|00) + bJ11).

A partir de esto notamos que es imposible construir una maquina clona-
dora universal que efectue la transformacién de la ecuacién (6.4), o atin la
mas general

[9)0)|W) — [9) )| W)

en donde |W) hace referencia al estado de todo lo que resta y [¢) es cualquier
estado cudntico [Ekert et. al, 2000 pg. 4]. Para ver esto se toman dos estados
normalizados |1) y |®) que no son idénticos (J{®]¥)| # 1) y no ortogonales
((®|¢) # 0) y efectuemos la transformacién,

[} 0} W) = [} [} W)
|2)|0)|W) — |B)| )W)

Como esto debe ser una transformacién unitaria que preserve el producto
interno por consiguiente debe satisfacer

(@) = (BlH)(W'|W")

y esto sélo ‘puede ser satisfecho cuando [(®[¢)| = 0 o 1, lo cual contradice
nuestras asunciones. Entonces los estados de los qubits, a diferencia de los
clisicos, no pueden ser fielmente clonados. Guidndonos a aplicaciones mas
interesantes.

Problema: Puede ser la compuerta C-NOT representada por tren-
zas?[Kauffman, 2001]
6.5.2 Compuerta B(¢)

Otra compuerta comun de dos qubits es la compuerta controlada de cambio
de fase B(¢) definida como

1 0 0 ( | ) .
B(o) = 010 0 ey
- 0010 » : L ~./)‘.
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Nuevamente, la matriz estd escrita en la base computacional:

{l00}, |01),110),]11)}

y el diagrama de la derecha muestra la estructura de la compuerta.

6.5.3 Compuerta SWAP

Como su nombre lo indica, sélo intercambia de lugar a los qubits de las
entradas.

b a
SWAP = l | l =
« - b

cCoo-=
oO=0C
co=p
—-cocCc

6.5.4 Raiz cuadrada de SWAP

Esta compuerta es la misma, la tnica diferencia es que se obtiene su rafz
cuadrada.

Definida como:

1 0 0 0o
147 1
VSWAP = SWAP = 3 i 8
o alil
0 0 0 1

’2
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6.6 Compuertas de tres entradas
“Ternarias”

6.6.1 Compuerta Toffoli

También conocida como la compuerta NOT-CONTROLADA-CONTROLA-
DA o C3-NOT. Esta compuerta tiene dos qubits de control (de arriba hacia
abajo) y uno de objetivo el cual es negado sélo cuando los dos qubits de
control estdn en el estado |1)[1). La compuerta C2-NOT da los conectores
l6gicos necesarios para la aritmética. Si el qubit objetivo es inicialmente
puesto a |0) la compuerta actua como una AND reversible - después de la
operacién de la compuerta el objetivo se convierte en la AND légica de los
dos qubits de control.

Toffoli =

OCOCO0OCOOOr
OCOoCO0OO0COO~=O
COoOO0CO0OO0O~=OO
SCoOCcCO=OOO
SO0 OOOO
COROOOOO
_=O0OO0OO0O0OOO
(=R = = i i = i ]

la cual es su matriz y la siguiente formulacién su interpretacién
|z1,22)|0) = |1, 22} |1 A T2)

su diagrama:

a a
b b
c o co(anb)

La compuerta de tres qubits Toffoli (Toffoli 1980), demostré ser universal para la
lé6gica Booleana reversible.
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6.6.2 Compuerta Toffoli’

En esta variacién ningiin qubit es predispuesto a ningiin estado. El diagrama _
para esta compuerta es:

Esto corresponde a la transformacién unitaria

0

Toffoli’ =

CO0OO0O O
COO0OC OO

COO0COoOCO~OO
OCOO0OO=OO0OO0
OO0~ OO0OQ
o000 O0OO0O0OO
O~ OO0 O0OO0CO
OCO=OOCOOCO

|4
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6.6.3 Compuerta C-NOT”

Otra compuerta es la CNOT’ representada por el diagrama
c _‘r— c
a__

aec

—

Cuya transformacién unitaria es

CNOT’ =

OCCOOCOOO -
SO O0OO00O O
OO0 O0OO=OO
OO0 O=OOCOo
OCOROOOOO
OCOCO=OOOO
_- OO0 O0O0O0CO0O
OO0 QOCO0O0QO

Todos los diagramas que se usan para representar las compuertas, tienen
la ventaja de ser un simple medio de describir algunas transformaciones uni-
tarias, un poco complicadas. Sin embargo, si tienen sus inconvenientes, y
pueden ser mal interpretadas, si no se tiene cuidado.

Un problema con estos diagramas es que no son descripciones indepen-
dientes de transformaciones unitarias. Cada diagrama describe a una trans-
formacién unitaria usando una base implicita comprendida. [Lomonaco Jr.,
2000 pg. 54)
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6.7 Conjunto universal de compuertas

Madés generalmente, todas las compuertas controladas de 2 qubits son de
la forma U-controlada, para alguna transformacién unitaria U de un solo
qubit. La compuerta U-controlada aplica la transformacién identidad al
qubit auxiliar (el mds bajo) cuando el qubit de control esta en el estado
|0) y aplica una U prescrita cuando el qubit de control esta en el estado
|1). La compuerta mapea [0)|y) a [0)[y) ¥ |1)|y) a 11)(Uly)), ¥ se representa
grificamente como

U

La compuerta Hadamard, todas las compuertas de fase, y la C-NOT,
forman un conjunto universal de compuertas, esto es, cualquier operacién
unitaria de n-qubits puede ser simulada por un determinado ntimero de com-
puertas siendo este O(4"n) [Ekert et. al, 2000 pg. 5).

Este no es el dnico conjunto universal de compuertas, sin embargo han
sido las mds estudiadas, y todo en la investigacién son acuerdos, en cada
conjunto de compuertas universales, estas compuertas han tenido siempre su
lugar. Se podria ampliar el niimero de compuertas hasta ahora presentado
en las investigaciones y probar su universalidad, méds no es el objetivo de
esta obra. (Para este punto se puede ver [Aharonov y M. Ben-or, 1999 pg.
38])

Un conjunto de compuertas para la computacién cudntica es universal si
genera a un conjunto denso en el conjunto de todas las operaciones unitarias.
En otras palabras, una operacién arbitraria unitaria puede ser aprorimada
con precisién arbitraria por medio de la composicién de compuertas del con-
junto [Leung, 2000 pg. 11].

Las compuertas de 1 qubit han probado ser universales. Estudios so-
bre compuertas universales de 2 y 3 qubits ya se han hecho, y se continuan
mejorando. En concordancia con la conjetura de Deutsch, casi cualquier
compuerta de 2 qubits es universal.

B



6.8. TIPOS DE COMPUERTAS 87

La construccién de las compuertas tendrd un acercamiento, pero hasta
este punto, la simplicidad en la forma de las interacciones para hacer fun-
cionar a las compuertas no siempre es lo mds importante. Es deseable que
sean tan genéricas como sea posible [Barenco, 1995 pg. 3.

Una linea mds para la presentacién de estas compuertas es con el funda-
mento en los niveles de ruido para la construccién de éstas. Ya se tendrian
si los niveles de ruido pudieran hacerse menores. El punto en el cual los
datos fisicos se encuentran con el umbral tedrico es donde la computacién
cuéntica se convierte en realizacién practica [Aharonov y M. B, 1999 pg. 59].

Para resolver el problema del ruido cudntico, P. Shor y A. Steane pre-
sentaron cédigos para la correccién de errores. Esta idea fue expandida y
aplicada por numerosos grupos de investigadores para probar bajo que asun-
ciones fisicamente razonables, es posible la computacién cudntica tolerante
a fallas. Entre las asunciones estdn los requerimientos que el ruido cudntico
sea suficientemente débil (abajo de algiin umbral de error constante por
qubit y operacién) y para que las operaciones bdsicas puedan ser ejecutadas
en paralelo. Como resultado, actualmente, se realizan experimentos muy
intensos para la realizacién de la computacién cudntica, en una amplia y
creciente variedad de sistemas fisicos. El progreso hasta el 2000 ha sido
modesto, con sistemas existentes limitados a algunos qubits, y con cientos
de operaciones [Knill y Nielsen, 2000 pg. 2].

Hasta ahora una computadora cudntica es vista como una red cudntica
o familia de redes cudnticas y la computacién cudntica es definida como
una evolucién unitaria de la red que convierte su estado inicial “entrada” en
algin estado final “salida”.

6.8 Tipos de Compuertas

En el mundo digital todo es discretizado; la principal concepcién de las com-
putadoras cudnticas fue también en ese terreno, la discretizacién nos ofrece
muy grandes ventajas, pero la naturaleza analégica nunca podré hacerse a
un lado.

Tradicionalmente los qubits tienen la ventaja, apoyados por los logros de
su contraparte cldsica. Muchas variables cudnticas son continuas, tales como
la posicién, momentum y las amplitudes de los campos electromagnéticos.
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88 CAPITULO 6. COMPUERTAS CUANTICAS

Aunque el ruido y exactitud finita hacen intrinsecamente mads dificil la ma-
nipulacién de las variables continuas que la manipulacién de las variables
discretas, a causa de los desarrollos recientes en la correccién de errores
cudnticos y teletransportacién es provechoso tomar el tema.

Como primer punto podria considerarse a la computacién cudntica con
variables continuas como un concepto mal definido. Una computadora
cudntica con variables discretas con sus qubits se puede definir como un
dispositivo que es capaz, mediante operaciones locales, de ejecutar cualquier
transformacién unitaria. Ahora el caso continuo. Puesto que una transfor-
macién unitaria arbitraria con una sola variable continua requiere un niimero
infinito de parametros a definir, tipicamente no puede ser aproximado a
modos del campo electromagnético por medio de un nimero finito de ope-
raciones cudnticas continuas como, por ejemplo, la aplicacién de divisores
de haces, cambiadores de fase, compresores (squeezers), y dispositivos no
lineales. Sin embargo, es posible definir la nocién de una computadora con
variables continuas para varias subclases de transformaciones como aque-
llas correspodientes a los Hamiltonianos que son funciones polinomiales de
los operadores correspondientes a las variables continuas: un conjunto de
operaciones continuas sera definido universal para un conjunto particular
de transformaciones si es posible acercarse a cualquier transformacién en
el conjunto mediante un nimero finito de aplicaciones de las operaciones
[Lloyd, 1998 pg. 1].

6.8.1 Discretas

Todas las compuertas presentadas anteriormente fueron disefiadas para tra-
bajar con qubits, son discretas, y son el principal objetivo. De éstas no es
necesario reafirmar lo que potencialmente contienen.

6.8.2 Continuas

Ya se han provisto [Lloyd, 1998 pg. 2] condiciones suficientes y necesarias
para una computadora de este tipo y, que son exclusivamente para transfor~
maciones que son polinomiales en esas variables.

Los cilculos apuntan principalmente a los operadores Hamiltonianos, los
cuales se definen como polinomios arbitrarios sobre un conjunto de variables
continuas. Ademds, dentro de este campo, se destaca el concepto de infor-
macién cudntica continua, que es medida con unidades de qu-‘nats’ (1 nat
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= logye bits).

Este tipo de computacién puede ser visualizado como la creacién sis-
temdtica y la manipulacién de qunats.

Al igual que la computacién analégica permite, en principio, resolver
problemas maés rapidamente de lo que es posible digitalmente. En la practica,
debido a la precisién finita de una computadora cudntica continua -preferirifa
llamarla “computadora analégica-cudntica”- resolveria los mismos proble-
mas que una computadora discreta, aunque puede ser capaz de ejecutar
algunas operaciones con mds eficiencia.

La habilidad para crear y manipular qunats depende crucialmente de la
fuerza de compresién y de las no-linealidades que uno puede aplicar. Com-
presores de 10 dB (6 dB después de la atenuacién en el aparato de medicién)
ya existen [Lloyd et.al, 1995 pg. 5]. La electrodindmica cudntica con cavidad
de alta Q y las compuertas cudnticas pueden simular estas computadoras.
No obstante, la dificultad de ejecutar operaciones no lineales repetitivas de
una manera coherente y sin pérdidas es probable que limite sus posibilidades
sobre las amplitudes del campo electromagnético.

Las variables continuas son mads susceptibles al ruido, pero las rutinas
de correccién de errores continuos son mds sencillas de lo que se cree [Lloyd
et.al, 1995 pg. 7).

6.8.3 Hibridas

La razén principal para investigar a las computadoras cuanticas hibridas
es porque la naturaleza contiene a ambas, variables discretas como espines,
polarizaciones del fotén y niveles de energia atémicos; y variables continuas
tales como posicién, momentum y las amplitudes del campo electromagnético.
En la computacién cudntica convencional, las variables continuas son una
molestia: son fuentes de ruido y decoherencia. En la computacién cuéntica
hibrida, el amplio rango de variables continuas puede usarse.

Tales dispositivos han demostrado [Lloyd, 2000 pg. 1] ser mds eficientes

que los computadoras cudnticas convencionales al ejecutar algunos algorit-
mos cudnticos, tales como el cilculo de eigenvectores y eigenvalores.
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Nuevamente, las bases tedricas son Hamiltonianos que representan in-
teracciones entre los qubits y osciladores. A puntualizar, los qubits son
caracterizados, generalmente con los operadores de Pauli: oz,0y,0.; y los
qunats que son osciladores armdnicos se caracterizan por la aniquilacién y
creacién de operadores: a,at([a,a!] = 1) y por los operadores de ‘posicién’ y
‘momentum’, X = (a+a')/2, P = (a — a)/2i, ([X, P] = i). Es conveniente
ver a los osciladores armoénicos como modos del campo electromagnético
con X y P proporcional al cuadrado de las amplitudes del modo. Esto es
fisicamente posible en el sentido de que las transformaciones sobre espines
fisicos 0 4tomos son logradas haciendo que los espines interactien con el
campo electromagnético y viceversa. Las interacciones se hacen aplicando
pulsos laser o de microondas.

Varios disefios para la computadora cudntica pueden ser ficilmente modi-
ficados para hacer una computadora hibrida. Por ejemplo, las computadoras
de trampa de iones que operan por medio del acoplamiento de los esta-
dos internos de los iones en una trampa de ién (qubits) via su estado de
movimiento (osciladores armédnicos). Otro tipo es: los estados traducidos
de Atomos en un condensador de Bose, los estados continuos del electrén en
los semiconductores o el estado de un circuito de conjuncién de Josephson.
Esencialmente, cualquier sistema hibrido que presente un control preciso
sobre las interacciones entre las variables discretas y continuas es un buen
candidato para una computadora hibrida [Lloyd, 2000 pg. 6].

También presenta nuevos tipos de algoritmos y puede mejorar algunos,
que posiblemente serdan investigados en alguna otra parte.

6.9 Compuertas de variable continua e hibridas

Continuando con los esquemas para la construccién de estos tipos de com-
puertas, inicamente de forma tedrica, las técnicas para su construccidén se
verdn mds adelante.

A manera de resumen, definiendo las compuertas matemdticamente,

Compuertas de 1 qubit.
Incluyen a la compuerta NOT la cual es expresada por el operador de Pauli
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Oz, ¥ a la compuerta Hadamard

H=i2(ag;+0'z)

7

cuya transformacién
1
= —5(10) +11))
1
H=—(0) -1
Z5(10) ~ 1)

Ambas compuertas son auto-inversas, esto es, el cuadrado de ellas da el ope-
rador identidad.

Compuertas de dos qubits.
Para la compuerta CNOT:

CNOT12[i)1ld)2 = [Eh1i ® )2
en donde ¢,5 = 0,1 son los estados bases de los qubits.
Para la compuerta SWAP, construida a partir de compuertas CNOT:
SWAP;2 = CNOT2CNOT2;CNOT;,
La cual efectiia la transformacién
SWAP)2 = |[ih[i)2 = [)1]P)2

Compuertas de 3 qubits:
La compuerta Toffoli y la compuerta Fredkin, las cuales también son cono-
cidas como la NOT-(cont:roIada)2 y la SWAP-controlada, respectivamente.
La compuerta CSWAP realiza la siguiente transformacién

CSWAP (12)3|9)1]7)2(0)3 = |i)1]7)2(0)3,
CSWAP (12)3(i)1]7)2(0)3 = |7)1]1)2/1)3

en donde el tercer qubit es el de control. Todas las compuertas vistas
anteriormente son discretas. En la presente seccién se dardn su versiones
continuas e hibridas.
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6.9.1 Con variables continuas
Compuerta NOT
Bajo estas variables se define como
NOT = (-1)*', (6.5)

en donde a y at son los operadores bosénicos de aniquilacién y creacién
respectivamente. Por lo que se ve

NOT|z) = | — =},
NOT|p) = | —p),
NOT? =1 (6.6)

en donde |z) es el eigenstado del operador de posicién Z, y p es el eigenstado
del operador de momentum 3.

Compuerta Hadamard

La versién continua de ésta, es la transformada de Fourier y definida como

F(o)|z) = % / dye o2 |y, ©.7)

donde o es la longitud escalada. Esta es la trasformacién usada para ir
desde las bases de posicién hasta las de momentum si tomamos o = /2. La
inversa Ff(o) se obtiene reemplazando a i por —i dando el resultado

F(0)F!(0)lz) = Ft(0)F(0)|z) = [z). (6.8)
Nétese que esta compuerta no es auto-inversa.

Compuerta CNOT

Extendida al caso de las variables continuas, las compuertas CNOTY; y
CNOTZY,, se definen

CNOT3lz)ly)2 = o)1l + )2, (6.9)
CNOTY{, = e~ #1P2 (6.10)
CNOT7, = NOT2e"'#2 = e~ #122NOT, (6.11)
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6.9. COMPUERTAS DE VARIABLE CONTINUA E HIBRIDAS 93

en donde el operador de posicién del sistema i (i = 1,2) es definido por
medio de &; y el operador de momentum por medio de p;. En espacio del
momentum la compuerta puede ser definida [Wang, 2001 pg. 3] como

CNOTHIp)1lg)2 = Ip)1lp % @), (6.12)
CNOTY, = 21 (6.13)
CNOTY, = NOT,e'¥2Pt = ¢'#2P1NOT, (6.14)

Las definiciones de las compuertas CNOT son dependientes de las bases.
Ambas compuertas son unitarias, esto a partir de las ecuaciones 6.10, 6.11
y 6.14, la compuerta CNOT;f2 es no Hermitiana y no auto-inversa, mientras
que CNOT7, es Hermitiana y auto-inversa.

Compuerta SWAP
Puede ser construida como

SWAP;» = NOT;NOT,CNOT},CNOTZ; CNOT},

= CNOT},CNOT;, CNOTL,NOT;NOT> (6.15)
SWAP12|z)1|y)2 = |yhlz)2 (6.16)
O utlizando la compuerta Cij y las ecuaciones 6.10 y 6.11
SWAP;> = NOT:CNOT;CNOT;; CNOT{, (6.17)
= e T1P2NQT, e'%2P1 g~ i%1P2 (6.18)

Compuerta NOT-controlada™

Definiendo [Wang, 2001] una generalizacién continua Hermitiana de la com-
puerta discreta NOT-controlada™ como

CNOT{, mynvsalzihilz2)z .. [an) len 1) Nt

N
=z 1lza)2. .. [EnIN] — TN+ + D T2) Nt (6.19)
n=1 .
N N
ONOTE, w41 = NOTn eV 3"z, (6.20)
n=1

La compuerta definida en espacio de momentum es unitaria, Hermitiana y
auto-inversa. Para el caso de N = 3 y 2, la compuerta se convierte en la
compuerta Toffoli y CNOT de variable continua.
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94 CAPITULO 6. COMPUERTAS CUANTICAS

Compuerta clonadora de 1 — 2

De ésta sélo es necesario saber que, no viola el Teorema de la No Clonacién,
Las razones se dan y se describe por [Wang, 2001],

C = CNOT3;CNOT2;CNOT;13CNOT;2 (6.21)

en términos de cuatro compuertas CNOT. Generalizando directamente del
caso anterior, obtenemos

¢’ = CNOT;3,CNOT;,CNOT;;CNOTY, (6.22)

6.9.2 Hibridas

Ahora toca el turno de presentarse a las dos compuertas hibridas de la
CNOT y CSWAP.

Compuerta CNOT

Definida como
CNOT}|0)1]x)2 = |0)1]T)2,
CNOTY;|1)1]z)2 = [1hi] — z)2

la cual puede realizarse en sistemas de trampa de iones.

Compuerta CSWAP
Una compuerta general de este tipo estd descrita por la siguiente transfor-
macién
|9)118)2(0)3 — 1)2|®)1]0)3 (6.23)
[9)1[®)2[1)a = [¥)2(®)1]1)a (6.24)
La compuerta tiene tres entradas y la tercera es el qubit de control. Sea
el estado de entrada de la compuerta %-]1/))1]@)2([0)3 + {1)3) y midamos
el estado de salida. Si medimos el qubit en el estado |%)3 = 7‘5(10)3 +
|1)3), obtenemos exactamente los estados enredados |¥)1|P)2 = |P)2]):1.
Esta compuerta es un enredador universal. Considerandola en la forma 6.23
cuando los estados [¢); y |P)2 son de variables continuas, a partir de 6.18,
la CSWAP formalmente se construye como

CSWAP) 5 = £iZ1P2Pa gimala1Pa yitap1 Pa p—it152Ps (6.25)
donde P3 = |1)3(1] es el operador de proyeccién del sistema de control 3.
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6.10 La compuerta fundamental de dos qubits

Después que Bennet en 1973 anuncia que la computacién puede ser re-
versible, a finales de los setentas, Tom Toffoli investiga como ésta podria
ser hecha con el lenguaje tradicional de las compuertas légicas Booleanas.
El demostré que un conjunto de compuertas modificadas podria ser usado
en lugar de las compuertas 16gicas Booleanas. Una de éstas, la cual re-
sulté ser de mucha importancia en los trabajos subsecuentes de compuertas
cudnticas, es la compuerta XOR reversible o NOT-controlada, ya descrita

generalmente.

La implementacién de la compuerta C-NOT puede hacerse con la espec-
troscopia ENDOR (Electron-Nucleus Double Resonance) [DiVicenzo, 1997
pg. 6], pero esto en realidad es sé6lo una simulacién del comportamiento de la
compuerta. ENDOR es usada en muchos contextos como Biologia, Fisica y
Quimica para transferir la polarizacién (alta) de un electrén hacia el nicleo
(inicialmente no polarizado).

Lo importante para la construccién de ésta compuerta son sus propiedades
mds importantes:

(1) La XOR es la operacién idecalizada discreta que produce estados
cudnticos enredados. Como la indica la figura 6a, una entrada particular
producto-estado hacia la compuerta, usando dos estados a partir de bases
no ortogonales (relacionadas mediante la transformada Hadamard), produce
a la salida el estado no producto 1(|01) — [101)), un estado equivalente al
par Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm.

[o3- 11>

Par
EPR-Bohm:

| l> |Ol>-]10>

L/

Figura 6a. La XOR produce perfectamente estados cudnticos enredados a partir de
los no enredados.
(ii) Como Deutsch lo determiné en 1989, la XOR también funciona como
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96 CAPITULO 6. COMPUERTAS CUANTICAS

una “compuerta de medicién” A lo que se refiere con esto se muestra en la
figura 6b: si el objetivo es medir el estado del qubit superior (|0) o |1)),
podemos hacerle una XOR, con un segundo bit inicialmente en el estado
|0); entonces una medicién del segundo bit revelara el resultado esperado.
Esto puede no parecer de mucha ventaja sobre la medicién del primer qubit
directamente. Sin embargo, tiene la caracteristica de ser una medicién “no
demoledora” [DiVicenzo, 1997 pg. 6] en la cual, el estado cudntico original
permanece en existencia después de la medicién. Permanece asi solamente
si estd en el estado [0) o |1); porque si se inicia en una superposicién, el
estado es “colapsado” por la medicién.

|05 o [1) 0> o |1)

\
m 06 1

Figura 6b. La XOR funciona como un aparato de medicién ideal para el qubit.

197

l ‘Pabc>
b ®
C
D
[0 NPANPANRS

Mide el operador © 2% 50, N I q’abc >

Figura 6c. Un circuito con XOR’s puede ser usado para realizar una medicién no
demoledora de los operadores de tres particulas.
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(iii) Para apreciar la capacidad de la compuerta al medir, considere el
circuito cudntico simple de la figura 6¢c. El efecto de las tres XOR’s sucesi-
vas, seguido por una medicién del qubit objetivo es alcanzar una medicién
altamente no trivial y sin “demoler” de los operadores Hermitianos de tres
particulas 0.q0:40:c. Todas las dicusiones [DiVicenzo, 1997 pg. 7] siempre
asumian que tendria que ser necesario el hacerlo de una manera “demole-
dora” en donde cada uno de los tres operadores fueran medidos separada-
mente. Esta propiedad forma los principios del uso de la compuerta XOR
en la implementacién de correccién de errores y por tanto en la computacién
tolerante a fallas.
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Capitulo 7

Interferémetros

Las computadoras cudnticas difieren de las cldsicas en el uso de la super-
posicién de los estados no locales. Una computadora cuédntica es un inter-
ferémetro sofisticado el cual estd programado para interferir constructiva-
mente respuestas correctas y a las incorrectas destructivamente. De aqui
nuestro paso por la interferometria; y aiin mds, la no-localidad permitida en
la mecdnica cudntica puede ser utilizada para alcanzar soluciones exponen-
cialmente rdpidas [Chuang et. al, 1998 pg. 1].

7.1 Condiciones para la interferencia

Fundamentalmente, toda interferencia surge cuando se combinan los campos
electromagnéticos que constituyen las ondas individuales.

Para alcanzar interferencia sostenida, deben cumplirse las siguientes
condiciones [Serway, 1997 pg. 1096):

e Las fuentes deben ser coherentes, es decir, deben mantener una fase
constante entre si.

e Las fuentes deben ser monocrométicas, esto es, de una sola longitud
de onda.

e Debe aplicarse el principio de superposicién. Esta condicién refleja la
condicién esencial de que un fotén sélo puede interferir consigo mismo.

Con el fin de producir un patrén de interferencia estable, coherencia, las
ondas luminosas deben mantener una relacidon de fase constante entre si.
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102 CAPITULO 7. INTERFEROMETROS

7.2 El interferémetro de Michelson

Este aparato, inventado por el fisico estadounidense A. A. Michelson (1852-
1932), divide un haz luminoso en dos partes y después las recombina para
formar un patrén de interferencia.

ajustable

M1 B2 ok e I Espejo

M2 ——— e e———

L1

Fuente

@&

4 Superficie medio
plateada

u Detector

Figura 7a. Diagrama del interferémetro de Michelson

Un diagrama esquemadtico del interferémetro se muestra en la figura 7a.
Un haz de luz proporcionado por una fuente monocromdtica se divide en
dos rayos por medio de un espejo parcialmente plateado M inclinado a 45°
en relacién con el haz de luz incidente. Un rayo se refleja verticalmente
hacia arriba, hacia el espejo M1, en tanto que el segundo rayo se transmite
horizontalmente a través de M hacia el espejo M2. Por lo tanto, los dos
rayos recorren trayectorias independientes L1 y L2. Después de reflejarse en
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7.3. INTERFERENCIA DE UNA SOLA PARTICULA 103

M1 y M2, los dos rayos se recombinan finalmente para producir un patrén
de interferencia, el cual puede verse a través de un detector. La placa de
vidrio P, de igual espesor que el espejo M, se coloca en la trayectoria del
rayo horizontal para asegurar que los dos rayos recorran la misma distancia
a través del vidrio.

La condicién de interferencia para los dos rayos se determina por la
diferencia de sus longitudes de trayectoria 6ptica. Cuando los dos rayos
son vistos como se muestra, la imagen de M2 estd en M’2 paralela a M1.
Por lo tanto, M'2 y M1 forman el equivalente de una pelicula de aire. El
espesor efectivo de la pelicula de aire varia moviendo el espejo M1 a lo
largo de la direccién del haz de luz con un tornillo de rosca fina. En estas
condiciones, el patrén de interferencia es una serie de anillos brillantes y
obscuros. Si un circulo obscuro aparece en el centro del patrén, los dos rayos
interfieren destructivamamente. Si M1 se mueve después una distancia A/4,
la diferencia de trayectoria cambia en A/2 (el doble de la separacién entre M1
y M'2). Los dos rayos ahora interfieren constructivamente, dando un circulo
brillante a la mitad. A medida que M1 se mueve una distancia adicional \/4,
otro circulo obscuro aparece en el centro del patrén. Asi, vemos que circulos
sucesivos obscuros o brillantes se forman cada vez que M1 se mueve una
distancia de A/4. La longitud de onda de la luz se mide después contando
el niimero de franjas corridas para un desplazamiento determinado de M1.
Por el contrario, si la longitud de onda se conoce con precisién (como con un
haz ldser), los desplazamientos del espejo pueden medirse hasta una fraccién
de una longitud de onda.

7.3 Interferencia de una sola particula

Aplicando el concepto anterior, pero a nivel de particulas elementales, nos
damos cuenta que un fotén no puede ser dividio en dos por el espejo parcial-
mente plateado: cuando enviamos un fotén hacia dicho espejo es detectado
con igual probabilidad, ya sea en un detector A o en un detector B. Esto
no significa que el fotén deje el espejo al azar en la posicién horizontal (H)
o vertical (V). De hecho el fotén toma ambos caminos a la vez. Como es
ilustrado en la figura 7b. Lo anterior puede ser demostrado con la ayuda del
aparato que se muestra en la figura 7c. Dos espejos normales son colocados
de tal manera que realizen la interseccién en el segundo espejo parcialmente
plateado. Con este arreglo podemos observar el fenémeno de la interferencia
de una particula con ella. misma.
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104 CAPITULO 7. INTERFEROMETROS

Supongamos que un fotén sigue el camino horizontal marcado con H en
la figura 7c después de pasar a través del espejo. Entonces (comparindolo
con la figura 7b) deberfamos encontrar que ambos detectores registraron
golpes con igual probabilidad. Ocurriria exactamente lo mismo si el fotén
siguiera el camino vertical V. De aqui que si el fotén toma cualquier camino
a través del aparato, en promedio, los detectores A y B lo sensarian con igual
probabilidad cada vez que el experimento se realize. Sin embargo esto no es
asi. Resulta que en el arreglo mostrado, el fotén siempre llega al detector A
y nunca al detector B.

a
\4 ~
‘ )/ > DB
Divisor del haz

Figura 7b. Un espejo parcialmente plateado refleja la mitad de la luz que incide sobre
él

oA
A
Espejos

P i )___D
B

Q

.._ > y H s

Divisores dal haz

A4

Figura 7c. Interferencia de una sola particula. Un fotén que entra al interferémetro
siempre golpea al detector A y nunca al B.
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La inescapable conclusién es que el fotén debe haber viajado, de al-
guna forma, ambas rutas al mismo tiempo - como si cualquiera de los dos
caminos fuera bloqueado por una pantalla absorbente, inmediatamente la
probabilidad es la misma de que A o B sean golpeados. En otras palabras,
“desbloqueando” cualquiera de las dos trayectorias ilumina a B; con am-
bas trayectorias abiertas, el fotén de algiin modo recibe informacién que lo
previene de alcanzar B [Deutsch y Ekert, 1998 pg. 2], la informacién que
viaja a lo largo del otro camino a la velocidad de la luz, reflejaindose en el
espejo, exactamente como un fotén lo harfa. Esta propiedad de interferencia
cudntica se aplica no solo a las particulas sino a todos los sistemas fisicos.

QA

Vidrio

& : —4¢

A

v
.—)%' =B 7/

Figura 7d. Una astilla de vidrio en cualquiera de las dos trayectorias puede redirec-
cionar a los fotones desde un detector hacia el otro.

Un efecto que es especialmente 1itil en la computacién cudntica puede ser
demostrado si retardamos el fotén en cualquiera de los caminos H o V. Esto
puede ser hecho insertando una astilla de vidrio en dicho camino, como se
ilustra en la figura 7d. Ya que la interferencia entre el fotén y su contraparte
invisible depende de sus tiempos exactos de llegada, podemos, por ejemplo,
elegir el ancho del vidrio y por tanto el tiempo de retardo de tal manera que
el fotén llegue al detector B en lugar del detector A.
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Como el fotén puede estar en una superposicién coherente de estar en
el camino H o V, cualquier qubit puede ser preparado en una superposicién
de sus dos estados 16gicos 0 y 1. Asi es como el qubit puede almacenar un
0 o 1 en proporciones arbitrarias. Pero si se mide el qubit, sélo uno de los
dos estados serd detectado.

Cualquier registro cudntico de n qubits podri almacenar hasta 2™ com-
binaciones haciendo uso de los dispositivos anteriores. Si los qubits son
4tomos, entonces pulsos ajustados de laser sintonizados afectarian sus esta-
dos electrénicos y evolucionarfan a las superposiciones iniciales de ntimeros
codificados en diferentes superposiciones.

7.4 Construcciéon de compuertas

En principio sabemos como construir computadoras cudnticas, iniciamos con
simples compuertas y las conectamos hasta crear redes cudnticas.

Una compuerta 16gica cudntica, al igual que una cldsica es un dispositivo
simple de computacién que ejecuta una operacién elemental en un tiempo
dado, pero éstas pueden crear y ejecutar operaciones un superposiciones
cudnticas.

Sin embargo, a medida que se incrementa el nimero de compuertas en
una red, mds qubits interactuantes se involucran y se hace mds dificil con-
trolar la interaccién de la interferencia cudntica. A parte de las dificultades
técnicas al trabajar con escalas de una sola particula o 4tomo, uno de los
problemas mas importantes es la decoherencia, porque ocasiona que la infor-
macién salga de la computadora y se pierda en el medio ambiente. Nuestra
tarea es “ingenierizar” los sistemas submicroscépicos para que los qubits in-
teractuen solamente entre ellos.

Mientras tanto podemos dar el siguiente acercamiento a la compuerta

vnot.

En ldgica no existe una operacién razonable como la raiz cuadrada de
NOT, lo que implica que la miquina tampoco. Pero existe. La construccién
de tal se aprecia en la figura 7b.

La representacién esquematica de la misma compuerta se puede ver en
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la figura 7b.1.

Figura 7b.1. Representacion csquemitica de la compuerta vVNOT. Aqui pis es la
probabilidad de que la mquina produzcea la salida j cuando se presenta la entrada i,

Esta compuerta da un 0 o 1 con igual probabilidad ¢ independientemente
del valor en la entrada. Pero cuando dos compuertas se conectan en serie,
actuando independientemente, producen la operacin Igica NOT, eso es el
porque se le llama a esta compuerta vVNOT. Esto no va a la par de las
suposiciones usuales.

Para entenderlo, hay que recordar el concepto de amplitudes de proba-
bilidad -mimeros complejos ¢ tal que las cantidades |c|2 pueden ser inter-
pretadas, bajo condiciones apropiadas, como probabilidades. Cuando una
transicién, como “una mdquina compuesta de dos sub-mdquinas idénticas
inicia en el estado 0 y genera la salida 0, y nada mas pasa”, puede ocurrir en
varias formas alternas, la amplitud de probabilidad total para la transicién
es la suma, no de las probabilidades, sino de las amplitudes de probabili-
dad para cada una de las transiciones constituyentes consideradas separada-
mente.[Deutsch et. al, 1999 pg. 8).

Figura 7e. Las transiciones en las mdquinas cudnticas se describen con amplitudes
de probabilidad. Son mimeros complejos tal que su médulo puede ser interpretado, bajo
situaciones convenientes, como probabilidades.
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En la maquina vNOT, la amplitud de probabilidades de las transiciones
0~ 0yl 1, ambas son i/v/2, y la amplitud de probabilidades para las
transiciones 0 — 1 y 1 — 0 es 1/v/2. Esto significa que la mdaquina vVNOT
preserva el valor del qubit con la amplitud de probabibilidad cgo = 1y =
i/v/2 y lo niega con la amplitud de probabilidad co; = ¢;90 = 1/v2. Para
obtener las probabilidades correspondicntes tenemos que tomar el cuadrado
del médulo de las amplitudes de probabilidad el cual da un medio para
ambos casos, preservar ¢ intercambiar ¢l valor del qubit. Esto describe el
comportamiento de la maquina vNOT, en la figura 7b.l. Sin embargo,
cuando concatenamos las dos mdquinas, como en la figura 7b.2, entonces,
para calcular la amplitud de probabilidad de la salida 0 a la entrada 0,
tenemos que sumar las amplitudes de probabilidad de todos los caminos que
gufan a la entrada 0 a la salida 0. Hay sélo dos de ellas -cgpey; ¥ coicio-
El primer camino tiene la amplitud de probabilidad i/v2 x i/v2 = ~1/2
y la segunda 1/v2 x 1/v/2 = 1/2. Primero sumamos las dos amplitudes y
luego obtenemos el cuadrado del médulo de la suma. Encontramos que la
probabilidad de la salida 0 es cero. A diferencia de las probabilidades, las
amplitudes de probabilidad pueden cancelarse la una a la otra.

idénnicas

Figura 7b.2. Concatenacion dos méaquinas idénticas.

La realizacién experimental de la concatenacién de las dos compuertas
VvNOT se ve en la figura 7c.
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Capitulo 8
Decoherencia

Aqui se abordard uno de los temas principales en la contruccién de los dis-
positivos cuanticos. El tema, en sus conceptos generales no es muy extenso,
razén vilida para cubrir solamente lo que a nuestros fines interesa.

8.1 Conceptos generales

Durante los iltimos 25 afios se hizo claro que un rol crucial, en la tran-
sicién cldsica-cudntica, es representado por el ambiente natural de un sis-
tema cudntico. Las propiedades cldsicas emergen de manera irreversible a
través de la inevitable interaccién con los ubicuos grados de libertad del
medio ambiente - proceso conocido como decoherencia.

Veamos en detalle algunos de los mecanisnos y fenémenos que surgen
de la interaccién de un (posiblemente macroscépico) sistema cudntico con
su ambiente. No es necesario decir que todos los efectos dependen de la
fortaleza del acoplamiento entre el grado de libertad considerado y el resto
del mundo. Puede sorprender, sin embargo que, aun el esparcimiento de un
fotén o la interaccién gravitacional con objetos muy lejanos pueden guiar a
efectos dramdticos. Algunos resultados andlogos se pueden encontrar en la
teoria cldsica (¢g. La influencia de una pequefia masa situada en Sirio sobre
la trayectoria de las moléculas de aire aqui en la Tierra ; o El Efecto Mari-
posa), pero en al teoria cudntica encontramos un fenémeno caracteristico la
destruccién de la coherencia. En cierto modo esto constituye una violacién
del principio de superposicion: ciertos estados ya no pueden ser medidos,
aunque éstos sean permitidos por la teoria. Irénicamente, esta “violacién”
es una consecuencia de la asumida validez no restringida del principio de su-
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112 CAPITULO 8. DECOHERENCIA

perposicién. La destruccién de la coherencia -y para alguna extensién de las
propiedades cldsicas- fue tomado en cuenta por los pioneros de la mecéanica
cuintica (Landau 1927, Mott 1929, y Heisenberg 1958). En aquellos dias
y ain después, la influencia del medio ambiente fue vista como una forma
de perturbacién, ejercida por una fuerza (cldsica). Todavia en nuestros dias
esas ideas estdn por todos lados, aunque sean completamente incompatibles
con la teoria cudntica.

8.2 Decoherencia y mediciones

Los mecanismos que son mads importantes para el estudio del fenémeno
de la decoherencia tienen mucho en comiin con aquellos que surgen en la
teoria cudntica de las mediciones. Se discuten las reacciones de un punto
de masa con su medio ambiente con algo de detalle. Si el punto de masa es
macroscépico -un grano de polvo- el esparcimiento de fotones o de moléculas
de gas transferirdn informacién sobre la posicién del grano de polvo en el
ambiente. En este sentido, la posicién del grano es “medida” en el transcurso
de su interaccién: El estado del resto del universo (al menos del fotén) ob-
tiene informacién acerca de su posicién.

Obviamente la reaccién en respuesta serd despreciable en tal caso, de
aquf que tengamos una medicién “ideal”: Sélo el estado del “aparato” (en
nuestro caso el fotén) cambiard apreciablemente. Por lo tanto no hay per-
turbacién de ningiin tipo en el sistema medido, en llamativo conflicto con
las tempranas interpretaciones de la teoria cudntica.

Un tratamiento completo de los casos reales tiene que incluir al Hamilto-
niano gobernando la evolucién del sistema al igual que la del ambiente. La
dindmica exacta de un subsistema es muy dificil de manejar, formalmente
estd dada por una ecuacién integro-diferencial [Kiefer y Joos, 1997 pg. 107].
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Capitulo 9

Construccion

El camino presuntivo hacia la computadora cudntica incluye [Freedman et.
al, 2001 pg. 4], de manera muy general: construir qubits y compuertas,
minimizar los niveles de error, y que las compuertas estén protegidas contra
la decoherencia. Impresiciones y decoherencia pueden ser consideradas en
una forma unificada como “errores”.

El presente capitulo describira las técnicas con las que han estado expe-
rimentando para la realizacién fisica de las computadoras. Las trampas de
iones han presentado resultados muy interesantes [Hai et. al, 2000 pg. 1408];
Con la técnica NMR fue posible hacer la computadora cudntica de siete
qubits mencionada al inicio; el proceso de creacién particula-antiparticula
especifican operaciones unitarias; se intenta hacer un transistor con solo un
electrén [Levy, 2001 pg. 1].

Mientras que la teoria de la computacién cudntica estd bien entendida,
construir una computadora cudntica ha probado ser extremadamente pro-
blemdtico. Varios acercamientos han sido estudiados, a parte de los ya
mencionados, pero hasta ahora sélo ha sido posible demostrar las opera-
ciones mas simples, por ejemplo, la operacién NOT mediante una transicién
simulada entre dos niveles de energia |0}, |1), la operacién XOR puede iden-
tificarse con una transicién dirigida de un sistema de cuatro niveles.

Es muy complicado encontrar tales sistemas. Esperariamos fabricar dis-
positivos cudnticos en microchips de estado sélido - aunque ahora exiten
dichos dispositivos solamente utilizan los principios de la teoria cudntica
como se instruye en el texto [Yariv, 1988]- esta es la progresién légica de las
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116 CAPITULO 9. CONSTRUCCION

técnicas de microfabricacién que han permitido a las computadoras cldsicas
ser tan potentes. No obstante, la computacién cudntica cuenta con los efec-
tos complicados de interferencia y el problemas mayor, el ruido. Ningiin
sistema cudntico estd realmente aislado, la decoherencia destruye la com-
putacién. En los dispositivos de estado sélido, el ambiente es el substrato
y el acoplamiento con este ambiente es muy fuerte, produciendo tiempos de
decoherencia tipicos del orden de picosegundos. Es importante darse cuenta
que no es suficiente tener a los dos estados |0) y |1) en forma estable, también
se requiere que las superposiciones tales como |0) + |1) preserven su fase, y
esto no se alcanza cuando los tiempos para la decoherencia son muy cortos.

Ain no hay una implementacién satisfactoria para decidir cual técnica
se va a emplear; en el presente hay dos candidatos que permitirfan la com-
putacién con 10 y hasta 40 qubits. Estas son las propuestas de la trampa
de iones y la de resonancia magnética nuclear. En ambos casos, al igual
que toda la tesis, confiamos en los impresionantes esfuerzos de la gran co-
munidad de investigadores que desarrollaron las técnicas experimentales.
Hubo previas propuestas para la computacién cudntica las cuales tocaron
algunos métodos importantes pero no fueron experimentalmente asequibles.
Hay otras mads en el terreno del estado sélido que pueden ser realizables en
el futuro.

9.1 Resonancia Magnética Nuclear

La propuesta del uso con resonancia magnética nuclear (NMR) se ilustra
en la figura 9a. EIl procesador cudntico en este caso es una molécula que
contiene una “espina dorsal” de alrededor de 10 4tomos, con otros dtomos
como el de Hidrégeno adherido de tal manera que se usen todos los enlaces
quimicos. Es el nitcleo el que nos interesa, cada uno tiene su momento
magnético asociado con el espin nuclear, y los estados del espin dan los
qubits. La molécula es puesta en un campo magnético, y los estados del
espin del micleo son manipulados aplicando campos magnéticos oscilantes
en forma de pulsos de duracién controlada.

Aqui lo que se usa son los dos estados del espin de un niicleo atémico de
espin 1/2 en un campo magnético. Se pueden distinguir 4tomos diferentes
en una molécula, y de esta manera una puede ser usada como una computa- °
dora cuéntica, con cada nicleo de espin 1/2 representando a un qubit. Las

1"



9.1. RESONANCIA MAGNETICA NUCLEAR 117

compuertas de un solo qubit son fiacilmente implementadas aplicando pulsos
de radio frecuencia sintonizados a las frecuencias de Larmor de los espines
[Laflamme et. al, 2000 pg. 1], los cuales interactian fuertemente con los
espines nucleares lo que permite controlarlos con gran precision. El enredo
y las operaciones de dos espines se logran con retardos para permitir la in-
teraccién entre los espines. Para las compuertas mas complejas el estado
de un qubit interactiia con los demds qubits de tal forma que el otro qubit
puede “sentir” su estado.

Figura 9a. Procesador de informacién cudntica NMR. Un liquido de ~ 10%° moléculas
es colocado en un magnetémetro sensitivo, ¢l cual puede generar campos magnéticos os-
cilantes y también detectar la precesién de la media del momento magnético del liquido,
la situaciéin equivale a tener 10°° qubits. La informacién cudntica es almacenada y ma-
nipulada en los estados nucleares del espin. Los niveles de energia de los estados del espin
de un micleo dado son influenciados por el niicleo circundante en la molécula, lo cual crea

a las compuertas XOR.

El procesamieto de informacién puede dividirse en tres pasos [Laflamme
et. al, 2000 pg. 1] que consisten en la preparacién, computacién y lectura.
Cada uno de cstos pasos es equivalente a una operacién de ciertas opera-
ciones cudnticas idénticas a cada miembro del grupo. El problema estd en
la lectura del estado del espin. La seiial NMR de una sola molécula es muy
débil para ser detectada, por lo que se tiene que usar una gran cantidad
de copias para amplicar la seiial, el liquido debe contener alrededor de 102¢
moléculas. Lo que es imposible es asegurar que todas las copias inicien en
el mismo estado, lo cual dificulta medir el resultado deseado.

Cuando se prepara el estado inicial, el liquido estd en equilibrio térmico,
asi los diferentes estados del espin tienen probabilidades de posicién dadas

Wi



118 CAPITULO 9. CONSTRUCCION

por la distribucién de Boltzman [Steane, 1997 pg. 35]. Se hace uso del
hecho que los estados del espin son cercanos en energia y por tanto tienen
posiciones iguales.

Este método no es muy bueno cuando el nimero de qubits se incrementa,
por ejemplo, con n qubits la sefial medida se escala a 2~™. También se limita
la posibilidad de medir el estado, ya que solamente el estado promedio es
detectable. Esto restringe la habilidad al aplicar la correccién de errores,
y complica el disefio de los algoritmos cudnticos. Pero los tiempos para la
decoherencia son muy largos.

Una demostracién formal de como esta técnica puede ser implementada
haciendo que la relacién sefial/ruido dependa solamente de la tecnologia
NMR y no del tamafio de la computadora se da en todo el escrito de [Schul-
man y Vazirani, 2000], con pasos desde la preparacién hasta el proceso de
amplificacién de la sefial.

Figura 9b. Los niicleos 'H y 3C se comportan como magnetos e interactian con un
campo magnético externo. Los espines nucleares alineados con el campo corresponden a
los qubits en el estado |0) mieniras que los alineados contra el campo corresponden al
estado |1). Los tres niicleos clorados, mostrados en verde, pueden ser ignorados. Con esta
molécula se logré crear las primeras computadoras cudnticas de 2 qubits [Jones, 1997 pg.
1].
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9.2. LA TRAMPA DE IONES o 119

9.2 La trampa de iones

El método de la trampa de iones se ilustra en la figura 9c, y se describe en
detalle en [Steane, 1996 v2|. Una cadena de iones es confinada por medio
de campos eléctricos oscilantes y estdticos en una “trampa de Paul” lineal
al alto vacio (~ 10~8Pa). Un haz ldser es dividido en varios pares por medio
de espejos semi-plateados y moduladores acusto-6pticos, cada par ilumina a
un solo ién.

NN NSXZ 77 7

RS )

227 NN

Figura 9c. El procesador de trampa de iones. Una cadena de dtomos individualmente

cargados es almacenada en una trampa de iones. Los iones estdn separados por ~ 20um
por repulsién mutua. Cada ién es direccionado por un par de haces liser los cuales
coherentemente manejan ambas transiciones en los iones, y también las transiciones en
¢l estado de movimiento de la cadena. El grado de libertad de movimiento sirve como
un ‘bus’ de un solo qubit que transporta la informacién cudntica entre los iones. La
preparacién del estado es por medio de bombeo éptico y enfrinmicnto por liiser; la lectura
es hecha al encerrar al clectrdon (electron shelving) y con resonancia fluorescente.

Cada i6n tiene dos estados de larga duracién, por ejemplo, diferentes
niveles del estado principal con estructura hiperfina (la larga duracién de
esos estados contra el decaimiento espontineo puede exceder los miles de
afnos). Refirimonos a estos dos estados como [g) y |e); son ortogonales y
juntos representan a un qubit. Cada par ldser puede manejar transiciones
coherentes entre los estados internos del ién relevante. Esto permite que
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120 CAPITULO 9. CONSTRUCCION

cualquier compuerta de un qubit sea aplicada a cualquier ién, pero no a
compuertas de dos qubits. Las dltimas requieren una interacién entre los
iones, y esta es provista por la repulsién de Coulomb.

Cuando un par liser interactiia con el ién intercambian momentums. De
hecho, la repulsién mutua de los iones significa que toda la cadena de iones se
mueve “en masa” cuando el movimiento se cuantiza (Efecto Mossbauer). El
movimiento de la cadena de iones se cuantiza porque la cadena de ioines estd
confinada en el potencial provisto por la trampa. Los estados cudnticos del
movimiento corresponden a los diferentes grados de excitacién (‘fonones’)
de los modos normales de vibracién de la cadena. En particular se enfoca
en el estado principal del movimiento |n = 1) del modo fundamental. Para
lograr, por ejemplo la Z-controlada entre el ién z y el i6n y, se empieza con el
movimiento del estado principal [n = 0). Un pulso de los ldser sobre el ién z
conduce la transicién |n = 0)|g)z — |[n = 0)|g)z, [n = O)|e)z — |n = 1)|g)z,
asf el ién termina en el estado principal, y el movimiento termina en el estado
inicial del i6n: esto es una operacién SWAP. Luego un pulso de los haces
laser sobre el i6n y conduce la transicién

In = 0)lg)y — In = 0)|g)y (9.1)
In = 0)le)y — |n = 0)[e)y (9.2)
In = 1)lg)y = In = 1)|g)y (9.3)
In=1)le}y = —In =1)le)y (9-4)

finalmente se repite el pulso inicial sobre el i6n z. El efecto completo de los
tres pulsos es

In = 0}(g)z|g)y — In = 0)|g)=|g)y

[n = 0})|g)zle)y — In = 0)|g)zle)y

|n = 0)|e)zlg)y = In = 0)|e}zlg)y

[n = 0)|e)zle)y = —|n = 0)|e)zle)y
Lo cual es exactamente una Z-controlada (descrita por la matriz de Pauli o,
[Leung, 2000 pg. 9])entre z y y. Cada pulso laser debe tener una frecuencia
y duracién controlada. La Z-controlada y todas las demds compuertas de

un solo qubit forman un conjunto universal de compuertas [Steane, 1997 pg.
35).

La preparacién del estado inicial es posible a través de los métodos
de bombeo 6ptico y enfriamiento por liser. Y el proceso de lectura via
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9.3. ESTADO SOLIDO 121

las técnicas de medicién ‘salto cuantico’ o ‘encerrando al electrén’. Estas
técnicas son empleadas en fisica atémica. Pero todas éstas s6lo han con-
seguido hacer la computacién con solo una trampa de iones.

Recientemente, se han logrado implementar compuertas de dos qubits
con cuatro iones enredados [Kielpinski et. al, 2001 pg. 6]

9.3 Estado Sélido

Muchas propuestas de estado sélido han permanecido en etapas de modelo
a causa de las inmensas dificultades experimentales. Mientras que las arqui-
tecturas de moléculas y épticas han sido cruciales en la demostracién de los
principios de la computacién cuantica, generalmente se cree que las arquitec-
turas de estado sélido, con sus ventajas sobre posibilidades controlables de
escalabilidad, ofrecen el potencial mds prometedor para realizar el hardware
a gran escala [Hu y Das Sarma, 2001 pg. 1]. Las anteriores técnicas demues-
tran los principios pero encuentran dificultades en la expansién, mientras
que en las arquitecturas de estado sélido, las cuales pueden ser ficilmente
escalables, no se ha demostrado nisiquiera el qubit.

En esta seccidn se da una revisién muy general de propuestas de estado
sélido para la contruccién de las compuertas. Hay algunos temas que re-
quieren mayores conceptos de los que conciernen a mi estudio, y no por
ser menos importantes no se tratan, el ejemplo es la computacién con pun-
tos cuinticos [Hu y Das Sarma, 2001*], las nanoestructuras semiconductoras
[Reina et. al., 2001], la espectroscopia NMR [Cory, et. al., 1997] o la Micros-
copia de Fuerza [Berman et. al., 1999]. Es muy extenso el hablar aqui sobre
cada tema. Sin embargo, amplia la visién de quienquiera que los lea.

9.3.1 Optica Lineal

Una propuesta es la de [Knill, Laflamme y Milburn, 2000], ellos establecen
en principio realizar las compuertas cudnticas utilizando éptica lineal pasiva
con fotodetectores. Su propuesta es conocida como Computacién Cuéntica
con Optica Lineal (LOQQC), y depende de una serie de protocolos épticos
que requieren la preparacién y medicién del estado de un solo fotén cuyo
resultado puede ser usado para controlar otros elementos épticos. Esto es
muy 1til puesto que realiza mediciones no-demoledoras con alta eficiencia.

A



122 CAPITULO 9. CONSTRUCCION

El principal problema con esta propuesta es el acoplamiento no-lineal
de dos modos épticos que contengan algunos fotones. Ademds satisface
las necesidades de medir los resultados de las operaciones ejecutadas por las
compuertas cudnticas, pero solo a no muy gran escala. Lo que es importante,
es que ya se puede disponer de todos estos elementos Spticos para demostrar
el procesamiento de informacién cudntica. A consecuencia, LOQC tiene mas
posibilidades en el drea de la comunicacién cuantica.

9.3.2 Electrones Balisticos

Describe una implementacién de la computadora cuédntica usando electrones
balisticos unitarios [[onicioiu et. al., 2000 pg. 1] como qubits ‘voladores’ en
nanocables 1D. Preparan el estado inicial, la medicién del estado final y un
conjunto universal de compuertas. Una ventaja importante de este modelo
es el hecho de que no necesita optoelectrénica ultra rdpida para la operacién
de las compuertas. Definen a las compuertas antes de lanzar a los electrones,
esto puede ser hecho usando campos eléctricos solamente.

Aquf el qubit consiste en dos cables cudnticos adyacentes 1D, llamados
el riel-0 y el riel-1. Definen el estado l6gico |[0) con la presencia de un solo
electrén de energia Ejx en el riel-0 y el estado 16gico |1) con la presencia de
un electrén con la misma energia. La desventaja son sus tiempos muy cortos
de decoherencia.

9.3.3 El transistor de Resonancia de Espin de electrén

Se aplica todo el conocimiento de la ingenieria electrénica de estructura
de banda para disefiar un transistor que puede sensar y controlar un espin
de un solo electrén donador; el disefio del transistor SRT (Spin Resonance
Transistor) de efecto de campo podria ser una demostracién a corto plazo
de qubits en obleas de silicio. [Vrijen et. al, 1999 pg. 1].

La figura muestra al SRT. Y a continuacién lo que su estructura in-
tenta hacer: La multi-estructura mostrada es hipotética y comprime a dos
dispositivos “SRT”. La estructura por arriba del plano base estd comple-
tamente no dopada, excepto por unicamente dos impurezas donadoras P
centradas bajo las compuertas. Estos donadores se intenta que no estén
ionizados, y es un electrén débilmente circundado en cada P que actuarad
como qubit, en realidad el qubit es el espin del electrén. Asi, lo que se
muestra es un par de dispositivos de un qubit [DiVicenzo 2000+].
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9.3. ESTADO SOLIDO 123

Ahora para la inicializacién de los qubits en el estado cero, razén por la
cual los dispositivos de estado sélido sean criogénicos. Para obtener el espin
del electrén donador arriba, es decir, en el estado cero y que se quede ahi,
requiere que trabaje alrededor de 1K, y en un campo magnético de 1T.

Vi
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Figura 9d. El transistor de la izquierda se polariza V> 0, produciendo transforma-
ciones unitarias de un qubit en el SRT izquierdo. La compuerta -como en un FET- de
la derecha no esta polarizada, V=0. E! plano base esta cn contra del electrodo de la
compuerta y que también actia como un canal FET para sensar cl espin.

qubits de salida

Bafio témsco de

Lo b £l
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Figura 9e. En un arreglo mds grande, el electrodo de campo permite que qubits al
leerse interactiien con el bafio de espines orientados, estos qubits estarfan en la perife-
rin. Canales FET incinerados sensarian el estado carga/espin de un qubit seleccionado.
La corriente del canal pudiera cambiar algiin porcentaje en respuesta a una sola carga

electrénica.
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124 CAPITULO 9. CONSTRUCCION

9.4 Mediciones

Esta seccién, de muy corta extensién, puntualiza el proceso de medicién
fisicamente realizable en las arquitecturas de estado sélido.

o) qubit
H $ o€ pij ®
(o}

11

detector

Figura 9f. Juntura Tunel como detector de la posicién del electrén el cual afecta a
la altura de la barrera. La corriente I(t) (salida del detector) refleja la evolucién de la
matriz densidad pi;(t) del qubit.

Entre los métodos para obtener el resultado deseado en los sistemas
cudnticos de dos niveles se encuentra el de la medicién continua [Korotkov,
2001 pg. 12]. El qubit es medido de forma continua por medio de un detec-
tor débilmente acoplado, y la seiial del detector es puesta en las ecuaciones*
del caso mas simple para monitorear la evolucién de la matriz densidad del
qubit p;;(t) -Figura 9f-. Esta se compara con la evolucién deseada y la dife-
rencia es usada para generar la seiial de realimentacién la cual controla los
parametros del qubit con el fin de reducir la diferencia con el estado deseado
del qubit.

Aqui demuestra en forma tedrica y practicamente realizable las mediciones
en base a la evolucién de los estados y la purificacién de ellos haciendo uso
de la matriz densidad del qubit.

Lo mads interesante es el método de ciclo de realimentacién cudntica,
el cual evita perturbaciones instantdneas fuertes, por lo que presenta una
forma de suprimir la coherencia debida al medio ambiente. El diagrama de
bloques se presenta en la figura 9¢g.

Las ecuaciones a las que el dibujo hace referencia describen la evolucién

de la matriz densidad del qubit durante un proceso de medicién en particu-
lar, pero las variables que intervienen estdn lejos del alcanze de la Tesis.
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Figura 9g. Diagrama de bloques de la purificacién contfnua del qubit usando reali-
mentacién cudntica.

La limitacién de este capitulo esta en funcién de mi trasfondo tedrico,
pues los intentos para el desarrollo de dispositivos cudnticos requieren am-
plios y profundos conocimientos de cada tema.
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Capitulo 10

Requerimientos

Por varios afios se han propuesto varios criterios para la construccién de
la computadora, no obstante, los estudios recientemente hechos para la
construccién, se han basado en cinco requerimientos para la computacién
cudntica, dados por DiVicenzo y seguidos por todos los investigadores del
drea.

La descripcién bésica de estos requerimientos se expone a continuacién,
directamente del escrito actualizado de [DiVicenzo, abril 2000 pg. 16].

Primer requerimiento
Un sistema fisico escalable con qubits bien definidos

Por principio, se necesita un sistema fisico que contenga un conjunto de
qubits. Un qubit o mds precisamente un sistema cudntico de dos niveles
como los dos estados del espin de una particula de 1/2 espfn, como el estado
principal o excitado de un atomo, o como las polarizaciones horizontal y
vertical de un solo fotén. La notacién genérica para los estados de un qubit
denota a un estado como |0) y al otro como [1). La caracteristica esencial que
distingue a un qubit de un bit son, acorde a las leyes de la mecédnica cudntica,
los estados permitidos de un solo qubit llenan un vector de espacio complejo
de dos dimesiones; el estado general es escrito como a|0) + b|1}, donde a
y b son mimero complejos, y se adopta una condicién de normalizacién
la|?2 + |bj2 = 1. El estado general de dos qubits, a|00) + b|01) + ¢|10) + d|11),
es un vector de cuatro dimensiones, una dimensién para cada estado dis-
tinguible de los dos sistemas. Tales estados se encuentran genéricamente
enredados, lo que significa que no pueden ser escritos como el producto de
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los estados de dos qubits individuales. El estado general de n qubits se es-
pecifica por un vector complejo de 2" dimensiones.

Un qubit estando “bien definido” significa varias cosas. Sus pardametros
fisicos deberian ser conocidos con precisién, incluyendo el Hamiltoniano in-
terno del qubit (el cual determina los eigenstados de energia del qubit, lo que
son usualmente, aunque no siempre, tomados como los estados |0) y |1))},
la presencia y el acoplamiento de otros qubits, y el acoplamiento a campos
externos que pudieran ser usados para manipular el estado del qubit. Si el
qubit tiene, tres, cuatro, etc., niveles, el aparato de control de la computa-
dora deberia ser disefiado de tal manera que la probabilidad del sistema que
siempre vaya en estos estados sea pequefia. La pequefiez de ésto y otros
pardmetros serdan determinadas por las capacidades de la correccién de e-
rrores cudnticos, lo cual sera visto bajo el requerimiento tres.

Segundo requerimiento
La habilidad para inicializar el estado de los qubits o [000...)

Esto surge directamente de los requerimientos de todos los sistemas digi-
tales al iniciar cualquier cdlculo. Hay una segunda razén para inicializarlos:
la correccién de errores cudnticos requiere una entrega continua de qubits
en un estado de baja entropia (como el estado |0)).

Tercer requerimiento
Tiempo de decoherencia mds largo que cl tiempo de operacion de la com-
puerta

Los tiempos de decoherencia de los qubits deberfan ser del orden 104 —10°
veces el “tiempo del reloj” de la computadora cudntica, esto es el tiempo
para la ejecucién de una sola compuerta cudntica, solo entonces la técnica
de correccién de errores serd satisfactoria.

Cuarto requerimiento
Un conjunto ‘universal” de compuertas cudnticas.

Las operaciones légicas deberdn ser posibles.
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Capitulo 11

Implementacion LANL

En el presente capitulo se aborda la primera aplicacién sobre los conceptos
expuestos anteriormente. Es necesario una breve introduccién a la crip-
tografia cuantica.

11.1 Criptografia Cuantica

La criptografia, la ciencia de las comunicaciones secretas, se ha tornado muy
importante con el crecimiento de las redes de computadoras y las transac-
ciones electrénicas. Cuando la informacién financiera, militar o nacional se
transmite de un lugar a otro, es vulnerable a tdcticas indiscretas que po-
tencialmente pueden ser catastréficas. Tales problemas pueden ser evitados
encriptando la informacién para darlo a terceras partes de forma ininte-
ligible. Dicho objetivo puede alcanzarse, si ambos, transmisor y receptor,
poseen una secuencia secreta de bits aleatorios, conocidos como el material
“clave” (key), el cual es usado para el encriptamiento por el transmisor y el
desencriptamiento por el receptor.

Por lo tanto, el material clave es una valiosa fuente aiin y cuando no lleve
informacién. Sin embargo el paso inicial para la “distribucién clave,” con
que las dos partes adquieren el material clave, debe ser hecho con un alto
nivel de seguridad para que una tercera parte no pueda adquirir informacién
alguna sobre la secuencia de bits.

Con las comunicaciones convencionales, las cuales pueden estar sujetas
a monitoreos pasivos por un escucha, es imposible generar una clave certifi-
cablemente secreta, y tan tediosa seguridad fisica, mide la generacién de la
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clave, distribucién, almacenamiento y destruccién que son requeridas des-
pués de usarse. Sin embargo, la distribucién clave segura es posible si las
dos partes pueden comunicarse usando transmisiones de un sélo electrén ha-
ciendo uso de la tecnologia reciente de la criptografia cudntica o en una forma
més precisa, distribucién cudntica clave (QKD). La seguridad de QKD esta
basada en los principios fundamentales de la fisica cudntica. Nuestra tec-
nologfa facilita el irrompible encriptamiento de comunicacién entre “islas”
seguras enlazadas mediante redes de fibra éptica “abiertas” permitiendo la
generacién de la clave cuando se requiera.

Dos partes (Alice y Bob) inician un procedimiento cudntico de generacién
de clave produciendo sus propios conjuntos independientes de bits aleato-
rios. Ellos poseen un canal cudntico y un canal piblico sobre el cual pueden
comparar sus nimeros para destilar un subconjunto comin. Alice prosigue
con la preparacién de un solo fotén con su fuente laser para cada bit en
su conjunto de nimeros en una de dos formas posibles, dependiendo si su
mimero es un 0 6 un 1. Luego cada fotén es enviado por el canal cudntico.
Bob, quien también procede con la misma accién bit a bit en sincronia con
Alice, ejecuta una de las dos posibles mediciones sobre cada fotén, depen-
diendo si el niimero es 0 6 1. Un fotén nunca activard al detector de Bob si
su nimero es diferente al de Alice, pero activard al detector con un 50 por
ciento de probabilidad cuéntica si sus niimero son iguales. Bob etiqueta a
un nmimero de su conjunto como “golpeado” si él detecta al fotén y entonces
pasa esta informacién (pero no el mimero) a Alice por el canal piiblico. Des-
pués Alice etiqueta sus nimeros que fueron golpeados en el caso de Bob y
una clave secreta emerge como el conjunto comiin de bits golpeados.

Una escucha (Eve) no puede “palpar” las transmisiones claves, debido a
la indivisibilidad del fotén, ni copiarlos debido al teorema de la no-clonacién.
Ademds, la naturaleza no-ortogonal de los estados cudnticos asegura que si
Eve hiciera sus propias mediciones, seria detectada a través del elevado co-
ciente de error que surge del irreversible “colapso de la funcién de onda” que
ella introduce.

QKD ofrece muchas ventajas de seguridad y facilidad de manejo sobre
la distribucién clave existente. La distribucién clave tradicional, haciendo
uso de mensajeros de confianza, requiere tediosos procedimientos de seguri-
dad para preparar, transportar y manejar la clave antes de que cualquier
comunicacién se lleve a cabo, y atin puede ser impréctica (ég. el cambio de
claves a un satélite). En contraste, las claves cudnticas no existen antes que
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las transmisiones QKD sean hechas, y una clave puede ser generada en el
tiempo de la transmisién del mensaje.

Este es un resumen grafico del proceso de la criptografia cuéntica:

Ejemplo de Criptografia (Cuantica)

Muestrs del material clave
Alice y Bob generan el malerlal A oomiolo ol olololn  oloMolo  ooolool
clave compartido (numeros al azar)
usando ransmision con un solo B 00000011 11100111 11012111 00000100 00001100
electrén de criptografia cuantica A 000000i1 11100111 11011111 00000100 00001100
sobre 14 km de fibra optica
B 10110100 11101110 01110000 10100101 11111001
A 10110100 11101110 01110000 10100101 1111100}
¢g. uso de la clave para el B 00110100 01001000 10000000 10111111 01010101
encriptamiento / desencriptamiento |4 00110100 01001000 10000000 10111111 01010201
de mensajes cortos “base de una
sola vez”: B 10111111 00000000 00100010 01011000 11011010
A 10111011 01000000 00100010 01011000 11011010
Alice encripta Eve ve Bob desencripta
Las conmunicaciones se D F o J—@Sui&I%DP!I"A Las comumicaciones se
vuelven mas y mas AGIHEUOYGE%e~n © Pe€ig wvuelve mis y més
importantes, no solo en las %6) k Ocm)(*JLadC yETAE imp no sojo en las
#reas tradicionales sino yHE eXil WXTELA s o Nelst fxeas tradicionales sino
también en 1 vida cotidiana e * también en 1a vida cotidimna

Texto llano= "m"

ASCHl = 10110110
® clave = 10010010
00100100

‘exto cifrado ='$"
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ASCTI = 01000100
@ clave = 10010010
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11.2 Experimento en los Alamos

Los sistemas fisicos que pueden soportar transmisiones QKD determinan los
usos potenciales de la criptografia cudntica. Han demostrado en el Labora-
torio de Los Alamos que QKD es posible en trayectorias de fibras 6pticas
multi kilémetros: la coherencia cuiantica necesaria de las transmisiones QKD
persiste alin afuera del ambiente controlado de un laboratorio de fisica. En
las longitudes de onda requeridas, se puede lograr que fotodiodos avalancha
de arseniuro de germanio o de indio-galio detecten fotones individuales, pero
a multa de ruido elevado y por tanto un cociente de error alto. Quitando
estos errores se reduce la cantidad del material clave y limita la distancia
de transmisién a 100 km aproximadamente. (Los amplificadores 6pticos no
pueden ser usados para extender este rango porque no pueden hacer réplicas
de los estados cudnticos no-ortogonales usados en QKD.)

En el experimento se demostré la criptografia cudntica sobre 24 km de
fibra Séptica que habia sido instalada para aplicaciones de red entre dos
dreas técnicas LANL (Los Alamos National Laboratory.) Recientemente
han incrementado la distancia de propagacién a 48km. El sistema incor-
pora una caracteristica de encriptamiento/desencriptamiento que permite
usar el material cuéntico clave para encriptar mensajes de texto cortos en
la computadora transmisora y desencriptarlos en la computadora receptora.
Este experimento demuestra que QKD podria ser usada para generar claves
criptograficas en vinculos de fibra éptica “abiertos” entre “islas” seguras, ég.
entre dos agencias gubernamentales diferentes en el Area de Washington DC.

En un experimento por separado estan desarrollando QKD para las co-
municaciones en la linea de visién y en “el espacio libre”, tales como base
terrestre-a-aeronaves, e incluyendo posiblemente, la generacién de nuevas
claves para satélites en drbitas cercanas a la tierra. Hasta aqui, se han al-
canzado transmisiones con una razén de error baja sobre 205 metros en el
interior del laboratorio, pero extenderan la distancia a varios de kildmetros
en un futuro cercano. Estos experimentos nuevos se llevardn a cabo en exte-
riores y permitirdn evaluar los problemas del trasfondo de la luz solar y los
de la Sptica atmosférica que impactardn a las razones de la clave y del er-
ror. La criptografia cudntica es muy probable que sea la primera aplicacién
prictica de los fundamentos de la mecdnica cudntica, la cual ilustra el valor
usualmente inesperado de la investigacién basica.
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Imagenes:

Laboratorio de Criptografia Cudntica. Una vista de todo el laboratorio

Interferémetros. El exterior de los interferémetros de Bob y Alice.
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Imdgenes:

Interferémetro. El interior de uno de los interferémetros.

Computadoras. Las computadoras de Bob y Alice
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He presentado el camino que el conocimiento humano estd siguiendo para
poder construir este tipo de computadora. Se dice que dicha méquina no
estara disponible sino hasta 20 afios mds tarde.

Los experimentos hasta ahora realizados se enfocan méds en los funda-
mentos tedricos, los cuales crecen més rdapido que los logros técnicos, siendo
estos 1ltimos los de mayor dificultad y limitaciones a causa de la tecnologia
actual.

Mientras tanto, las computadoras cudnticas no serdn utilizables por to-
dos sino exclusivamente para tareas que conciernan a Matemadticas, Fisica e
Ingenieria, porque presentan el potencial mayor en la simulacién de sistemas
reales. El solo hecho de saber que en cualquier microprocesador de 64 qubits
pudiéramos tener 1.84467440737 x10!® combinaciones al mismo tiempo es
algo que sobrepasa nuestra capacidad para el disefio con tales maquinas en
la actualidad.

En el lado de la velocidad, el ciclo de tiempo efectivo de una computa-
dora cudntica estaria determinado por la razén mds lenta a la cual los espines
cambian. Esta razén depende de las interacciones y de cientos de ciclos por
segundo hasta algunos ciclos por segundo. Si pudiéramos poner en mar-
cha algunos ciclos de reloj, cada segundo pareceria extremadamente lento
comparado con los gigahertz de las computadoras actuales, pero una com-
putadora cudntica con suficientes qubits lograria factorizar un nimero de
400 digitos en aproximadamente un ano.

Mais el incremento de velocidad sélo sera posible en la resolucién de cier-

tos problemas, a saber, aquellos que tengan algunas soluciones o soluciones
linicas como es presentado en [Calude et. al, 2000].
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Por la etapa técnica, lo fundamental han sido los interferé6metros, ya que
demuestran que s? tienen existencia los qubits; lo que sigue es tratar de im-
plementarlos en otros medios y con otro tipo de sistemas de particulas. Mas,
un fotén siempre es puro, y las moléculas siempre contienen impurezas, razén
mas para que los dispositivos electrénicos cudnticos operen unicamente con
particulas elementales o 4tomos.

Se hablo de la reversibilidad de las operaciones de las compuertas, la
posibilidad de ser reversibles da origen a nuevos tipos de procesos.

Ademas, dentro del tema analégico-digital, se deberia investigar la for-
macién de los convertidores DAC/ADC, esto independientemente del avanze
en el desarrollo del hardware cuantico. Podria existir un sélo convertidor el
cual, por su naturaleza reversible, seria ambos convertidores a la vez.

Los elementos constitutivos de tal convertidor, deberian ser, las com-
puertas hibridas, son candidatos perfectos pues, en una misma compuerta
manejan ambos tipos de variables. Existe la gran posibilidad de no volver a
usar amplificadores como el medio indispensable para adecuar una sefial a
ser medida.

Las redes cudnticas, darfan dan mas libertad al disefiar circuitos, mas
libertad de eleccién en la toma de decisiones, podriamos tener gran cantidad
de condiciones sin incrementar el uso de mads compuertas. Seria necesario
“otros” tipos o métodos de disefio de circuitos digitales, pero qué tan di-
ferentes serfan?, este tema solo deberia ser desarrollado por la ingenieria.

Hay muchas aplicaciones después de todo esto.

~+ En el drea de la instrumentacién habria muchas més posibilidades de
medir exactamente y con gran sensibilidad, redefinir y/o reencontrar nuevas
etapas de los estados alfa, beta del cerebro humano. Aiin més para la biotec-
nologia.

~» Extensién del espectro electromagnético.

~+ La comunicacién cudntica presenta a la teletransportacién, ademds de
dar ya gran seguridad en el encriptamiento.
~+ Obtencién de ecuaciones a partir de fractales.
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La conclusién forzada para la computadora analégica-cudntica es que,
no tendra lugar, por la misma razén que la computadora analégica-cldsica
no lo tuvo. No asi para el desarrollo de los dispositivos analégicos.

Tratdndose de, una teoria cuyos principios ponen en tela de juicio la
existencia misma de cada experimento hasta ahora realizado, considero que
no se debe abordar el desarrollo de las compuertas cudnticas, ni mucho
menos la creacién de cualquier otro tipo de dispositivo que en principio fun-
cione, fntegramente con los preceptos cudnticos, a partir de ellos mismos,
esto es, se deben obtener ecuaciones para la descripcién de una compuerta
cuintica, pero ésta debe ser una solucién particular a esta ecuacién, no una
sola ecuacién que presente el comportamiento de la compuerta misma.

Es necesario la creacién de diagramas para la representacién de las com-
puertas cudnticas que, sin necesidad de la ecuacién, como no sea para disefio,
se pueda explicar su comportamiento, es lo ideal para la consecucién del de-
sarrollo tecnolégico.

En el terreno tedrico, es interesante hacer la observacién acerca de la
matriz densidad para uno y dos qubits como estados mezclados, estudiadas
por separado, al igual que las propiedades que se deriven de estos andlisis.

Emplazo mi razén y plena confianza, en que algin dia la computadora
cudntica serd construida. Esto no implica que todas los ordenadores con los
que ahora contamos estaran siendo relevados por éstas en los primeros afios
de su presentacién, por la misma razén que la fisica cudntica no excluye
a la fisica cldsica; el tiempo estd en funcién de la facultad de creacién en
el procedimiento de los algoritmos, no se tiene que adaptar cada programa
de computadora actual a una computadora cudntica, esta deberia tener sus
propios programas que en verdad haga uso de las capacidades del sistema
o en forma inversa, sélo con la finalidad de que las computadoras cudnticas
estén en forma de ordenadores personales, de no ser asi, el género humano
tan solo continuard desarrollando tecnologia. A mi entendimiento la com-
putadora cudntica es la nueva Piedra Rosetta cuyo desciframiento estard
intimamente ligado a, lo que queramos ver, o a lo que podamos obtener.
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“Tt is astonishing when the chthonian hammer of the engineer resonates
precisely to the gossamer fluttering of theory*

*Es sorprendente cuando el infernal martillo del ingeniero resuena precisamente a la
tenue palpitacién acelerada de la teoria. {Freedman, 2000}
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Apéndice 1

Expresiones notables
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Expresiones.

Resumo las ecuaciones y las matrices que definen a las compuertas cuinticas
que destacan.

Expresién © Pagina Define

Seccién 5.1 7 40 Espacio de Hilbert compuesto por 3 mds.

S({p(x)}) = — >, p(z)logap(x) ™ 24 Contenido de Informacién.

p=)@ (Y, €eHOH*" 53 Matriz densidad para estados puros.

i) = Zze{(},l}ﬂ Aglz), " 71 Superposicién de estados.

[#£)10) — [4}l) ™ 80 Copias de estados.
Compuertas.

Tienen que representarse por una tabla de verdad, como lo son las com-
puertas légicas cldsicas, es por eso que resumo a éstas con una tabla de
verdad, la razén de haber sido escritas en forma de matrices es exclusiva-
mente, por parte de los autores, para simbolizar las operaciones que realizan.

Unarias

1. Compuerta H.

La salida es multiplicada por 715 Es importante porque fue la primera
compuerta cudntica; y al concatenar dos compuertas H, la entrada es la
misma que la salida. Pdgina 76.

Entradas || Salidas
0) 0) +1]1)
1) 0)—11)
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2. Compuerta ¢.
La importancia estd en que es realizado un corrimiento del dngulo de fase
de la onda de la particula que esté predispuesta como entrada. Pagina 78.

Entradas || Salidas
0) [0)
1) €'?|1)

3. Compuerta NOT.
Es importante puesto que representa al equivalente cudntico del inversor

1égico clasico. Pédgina 79.

Entradas || Salidas
0) 1)
1) 0)

4. Compuerta VNOT.
Su importancia estriba en que NO existe una operacién con esta carac-
teristica, sino que fue creada directamente de forma experimental. Una sola
QCF calcula esta operacidn (ver pdgina 70 antes del cuarto parrafo.) En
palabras de los autores “es como si hubiéramos inventado una maquina que
hiciera huevos revueltos y luego los regresara a su estado inicial, antes de
ser revueltos (Ver pdgina 99 referencia [8]).” Pigina 108.

Entradas Salidas
0 || 500 — 1)
m %00 )

Binarias

5. Compuerta C-NOT.
Es importante por ser la pieza cudntica de la compuerta OR-exclusiva. Ver
paginas 80, 95.

Entradas || Salidas
00) 00)
01) 01)
10) 11)
11) 10)
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6. Compuerta SWAP.
Es una compuerta que solamente intercambia de lugar a los qubits. Ver
pégina 82.

Entradas || Salidas
00) 00)
01) 10)
10 01)
11) 11)

Ternarias

7. Compuerta Toffoli.

Su importancia la obtuvo por ser la primera compuerta cudntica de tres
qubits, actiia como una AND reversible y como una AND légica. Pdgina
83.

Entradas || Salidas
000) 000)
001) 001)
010) 010)
011) 011)
100) 100)
101) 101)
110) 111)
111) 110)
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Glosario

Bell, desigualdad de, 10.

Desigualdad que confirma una clase de teorias, que intentaban “comple-
tar” a la mecdnica cudntica, nombradas teorias de variable local oculta, son,
de hecho, inconsistentes con la mecdnica cudantica. Como consecuencia, un
comprendimiento puramente cldsico de la realidad cudntica no es posible.
En la mecdnica cuantica, mediciones idénticas de sistemas idénticos no nece-
sariamente producen resultados idénticos. A causa de esto Einstein sugiere
que la mecdnica cudntica estd incompleta y que deben existir variables “ocul-
tas” (o todavia no observadas) que distinguieran estos sistemas aparente-
mente idénticos. Ademds para ser consistente con la Relatividad y la Teoria
de campo electromagnética, estas variables deberian ser “locales” en el sen-
tido de lo que sucede aqui y ahora deberia estar en funcién con las cosas
cercanas en espacio y tiempo.

Esta desigualdad sugiere a muchos que habitamos en una realidad no local,
lo que significa que lo que sucede aqui y ahora podria depender solo de algo
muy lejano en el espacio, tiempo o ambos.

Boltzmann, distribucién de, 118.
Término aplicable a la distribucién empleada en Mecanica Estadistica.

Bose-(Einstein), Condensador de, 90.
Material transparente altamente denso usado para aminorar la velocidad de
la luz, hasta 17 m/s.

Cavidad é6ptica High-Q, 89.

En la amplificacién de luz por emisién estimulada (LASER), los fotones
necesitan estar confinados en el sistema para permitir que el mimero de fo-
tones creados mediante emisién estimulada superen excesivamente a todos
los demds mecanismos, esto se alcanza delimitando el medio ldser entre dos
espejos, uno parcialmente reflejante y el otro totalmente reflejante, y esto
forma una Cavidad Optica Resonante.

El factor de calidad Q de una cavidad éptica es la cantidad que mide la ca-
pacidad para almacenar energia electromagnética en su interior. La forma
en la que esta energfa es almacenada es mediante la formacién de ondas
estacionarias entre los espejos ldser.

El factor Q es proporcional a la razén de la energia almacenada en el interior
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de la onda estacionaria y la energia perdida por la onda durante un viaje de
ida y vuelta entre los espejos.

Efecto Mariposa, 111.

Nombre comin para: Dependencias sensitivas a condiciones iniciales, es
decir, que pequeiios cambios ahora pueden tener puntos criticos en el futuro
de un sistema.

Electrodinamica Cuéantica (QED), 27.

Teoria que describe la interaccién entre particulas cargadas eléctricamente
y campos magnéticos. QED describe a ambos, particulas y campos en
términos cudnticos.

EPR, experimento, 10.

Mejor conocida como Teoria de variable oculta (ver Bell, desigualdad de),
propuesta por Einstein, Podolsky y Rosen en 1935, objetando vehemente-
mente contra el enredo cudntico. Pero se puede derhostar ahora que dos
qubits separados por distancias espaciales interactiian el uno con el otro.

Hamiltoniano, 11.

Sea [9(t)) que denota el estado como una funcién del tiempo ¢ de un sistema
cudntico cerrado Q. Entonces el comportamiento dindmico del estado de @
es determinado por la ecuacién de Schrédinger

iﬁ%hﬁ(t)) = H[y(t)),

donde fi denota la constante de Planck (6.6260755x10~34 J. s) dividida en-
tre 27, y donde H denota a un observable de Q llamado el Hamiltoniano.
El Hamiltoniano es la analogia cudntica del Hamiltoniano de la mecanica
cldsica. En fisica clasica, el Hamiltoniano es la energia total del sistema.

Josephson, efecto, 90.

El flujo de corriente eléctrica, en la forma de pares de electrones (llamados
pares Cooper), entre dos materiales superconductores que estin separados
mediante un aislador extremadamente delgado.

Larmor, frecuencia de, 117.

Frecuencia de precesién a la cual rotan las dos componentes de un vector
para describir la direccién y magnitud del momento dipolar de una particula.
La componente longitudinal es alineada con el eje de precesién y la compo-
nente transversal es alineada perpendicularmente al campo magnético ex-
terno. La frecuencia de Larmor estd dada por la ecuacién w = 4T, en donde
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w es la frecuencia de precesién, T la magnitud del campo magnético y, v
una constante (razén giroscépica) unica para cada 4tomo, como es aplicado
en las técnicas de Imégenes por Resonancia Magnética.

Légica cuantica, 28.

Trata con los fundamentos de la mecdnica cudntica y, relacionada a ella,
sistemas discretos deterministas. El acercamiento de ésta légica es particu-
larmente recomendable para la investigacién y exclusién de ciertos modelos
de pardametros ocultos de la mecdnica cudntica.

Mapeo,76.
Se usa la palabra mapeo como un sinénimo de ‘funcién’.

Mecanica estadistica, 53.

Es el estudio de un tipo particular de leyes al que se ajusta el compor-
tamiento y las propiedades de los cuerpos macroscépicos, es decir, a los
cuerpos constituidos por una enorme cantidad de particulas individuales -de
atomos y de moléculas. el caracter general de estas leyes es en buena me-
dida independiente de cual sea la mecdnica mediante la que se describe el
movimiento de las particulas individuales del cuerpo, tritese de la mecénica
cudntica o de la clasica. Sim embargo, su fundamentacién exige razonamien-
tos distintos en uno y otro caso.

No-localidad, Principio de la, 27.

Regiones del espacio-tiempo separadas por distancias espaciales son fisicamen-
te independientes. En otras palabras, a distancias espaciales ningiin tipo de
sefial puede viajar entre dos puntos que esten separados por espacios. A
menos que la sefial viaje mds rdpido que la luz. Esto es

Distancia((z1, ¥1, 21), (€2, Y2, 22)) > c|ta — t1]
Para dos puntos Py = (1,41, 21,01} y P2 = (22, 42, 22, t2)

Paul, trampa de, 119.
Sistema para confinar iones en un espacio muy reducido mediante un campo
eléctrico alterno, lo que permite medir sus propiedades con gran precisién.

Puntos Cuanticos, 14.

Son cajas de dimensiones de algunos nanémetros, hay una corriente con-
siderable de interés en los puntos auto ensamblados que se forman sobre la
superficie de un semiconductor como gotas condensadas sobre ventanas a
baja temperatura. Debido a los confines cudnticos de los electrones y agu-
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jeros en las tres dimensiones, los puntos cudnticos son esencialmente, 4tomos
artificiales.

Red, modelo de, 33.
Modelo en que las compuertas 16gicas actuales son conectadas para formar
las diferentes escalas de integracién.

Trace, 54.

La suma de la diagonalizacién de los elementos de la matriz. La diagonal
se forma a partir de la esquina superior izquierda terminando en la esquina
inferior derecha.

Trenza, 81. Es una relacidn entre dos tensores tipo tres a tres, que se
construye desde una compuerta tipo dos a dos.
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