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Resumen

Se estudian las perturbaciones electromagnéticas y gravitacionales de algunas solu-
ciones exactas de las ecuaciones de Einstein-Maxwell usando el hecho de que, para las
soluciones consideradas, dichas perturbaciones estin determinadas pbr cuatro poten-
‘ciales complejos que obedecen un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales parciales
de primer orden. Los potenciales permiten calcular tanto las perturbaciones de la
curvatura y del campo electromagnético, asi como de la métrica y del potencial vec-
torial. Las soluciones de fondo consideradas se escogen de forma que el sistema de

ecuaciones para los potenciales se pueda resolver por separacién de variables.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Las ecuaciones de Einstein-Maxwell describen la interacciéon del campo gravitacio-
nal y el campo electromagnético en el marco de la teoria de la relatividad general,
de acuerdo con la cual el campo gravitacional corresponde a la curvatura del espacio-
tiempo. Dichas ecuaciones constituyen un sistema acoplado de 14 ecuaciones diferen-
ciales pafcia‘les no lineales que gobiernan las 10 componentes del tensor métrico y las
4 componentes del potencial electromagnético, por lo que hallar soluciones para este
sistema es un problema muy complicado. '

Sin embargo, tal como ocurre en otras ireas de la fisica, existe informacién util
que puede obtenerse por medio de un tratamiento perturbativo de las ecuaciones;
al linealizar las ecuaciones de Einstein——Maxwell alrededor de una solucién exacta, el
problema se vuelve algo fnais sencillo, siendo un sistema de ecuaciones lineales, pero
el alto nimero de ecuaciones (14} y de incdgnitas (14) hace que, a pesar de la linea-
lidad, sean pocas las soluciones exactas para las que se hayan resuelto las ecuaciones
linealizadas. El caso mds importante tratado hasta ahora es el de la solucién de
Reissner-Nordstrém (RN), que corresponde a un agujerc negro cargado, sin rotacién,
y, gracias a la relativa simplicidad de esta solucidn, se cuenta con varios resultados
~ acerca de sus perturbaciones (ver, por ejemplo, Chandrasekhar 1983). 'El hecho de
que la-solucién RN sea esféricamente simétrica y estdtica, ademds de algebraicamente

especial, permite aplicar diversos métodos para resolver las ecuaciones para las pertur-



baciones; de cualquier manera, el miximo avance consiste en reducir todo el problema
a dos ecuaciones diferenciales ordinarias tipo Schrddinger (Torres del Castillo 1987),

Cuando la solucién de fondo es algebraicamente especial y una de las direcciones
principales del campo electromagnético es geodésica y sin distorsion, las perturba-
ciones gravitacionales y electromagnéticas pueden expresarse en términos de cuatro
potenciales complejos que deben satisfacer un sistema de cuatro ecuaciones diferencia-
les parciales de primer orden (Torres del Castillo 1988a). Dicho sistema de ecuaciones
es soluble por separacién de variables en el caso de la solucién RN pero, al parecer,
no lo es en el caso mdés interesante ain de la solucién de Kerr—-Newman, la cual
corresponde a un agujero negro cargado, con rotacién.

Las perturbaciones gravitacionales estudiadas en la aproximacion lineal de las
ecuaciones de Einstein-Maxwell describen radiacién gravitacional, la cual es una de
las diversas predicciones de la teorfa de la gravitacidn de Einstein pero que, a dife-
rencia de otras, no se ha verificado en forma directa. En la actualidad se realizan
muchos esfuerzos para llegar a comprobar directamente la existencia de las ondas
gravitacionales. La aproximacién lineal émpleada aqui permite analizar muchas de
las caracteristicas que la radiacién gravitacional tiene de acuerdo con la relatividad’
general, tales como la conversién mutua de ondas gravitacionales y electromagnéticas.

A pesar de tratarse de una aproximacion, el tratamiento perturbativo es muy util
en virtud de la debilidad de las perturbaciones gravitacionales que llegan a nuestra
vécindad, las cuales deben producirse en diversos fendmenos astrofisicos (explosiones
estelares, coalescencia de agujeros negros, por ejemplo). Asi, junto con el interés
intrinseco del estudio de las perturbaciones en la relatividad general, como un método
para investigar las predicciones de la teorfa, existen efectos detectables de importan-

cia en la astrofisica. El estudio de las perturbaciones de soluciones exactas de las

ecuaciones de Einstein se ha empleado para determinar la estabilidad de dichas solu-



ciones y, en el caso especifico de los agujeros negros, ha Hevado a efectos tales como la
superradiancia {consistente en que la energia reflejada por un agujero negro rotante
resulta ser mayor que la energia incidente), la conversién de radiacién gravitacional
en eleétromag'nética y viceversa, y los cambios en la polarizacién de la radiacién pro-
ducidos por la dispersién (ver, por ejemplo, Chandrasekhar 1983, Frolov and Novikov
1998, Torres del Castillo and Cartas Fuentevilla 1996).

En este trabajo se estudian las perturbaciones gravitacionales y eléctromagnéticas
de algunas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein—-Maxwell por medio de los
potenciales escalares mencionados arriba. Las soluciones exactas consideradas aqui, al
igual que la solucién RN y la de Kerr-Newman, pertenecen al tipo D en la clasificacién
de Petrov-Penrose. Las métricas de este tipo se distinguen por el hecho de que
diversas ecuaciones son solubles por separacion de variables (Ver,‘ por ejemplo, Kamran
and McLenaghan 1987, Torres del Castillo 1988b). Un campo sin masa de espin s (s =
0,1/2,1,. ) se representa por 2s+1 componentes, ¢, (n = —s,—s+1,...,5), que, en
el caso de un espacio-tiempo curvo, obedecen un sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas. Para .la.S- soluciones tipo D de las ecuaciones de Einstein para el vacio o
de las ecuaciones de Einstein-Maxwell, eligiendo convenientemente la base, al menos
dos de estas componentes, ¢, v ¢._;, satisfacen ecuaciones desacopladas de segundo
orden que, ademds, pueden resolverse por separacién de variables.

"La,s ecuaciones diferenciales ordinarias a las que se reducen estas ecuaciones de-
sacopladas involucran ciertos operadores diferenciales, denotados por Lo L3, Dy
Di, los cuales tienen la propiedad de que al ser aplicades 25 veces a las funciones de
una variable que aparecen en ¢., reproducen las que aparecen en ¢, (tales relaciones
reciben el nombre de identidades de Teukolsky—Starobinsky, ver, por ejemplo, Chan-
drasekhar 1983, Torres del Castillo 1988b). Esto significa que los operadores £, L],

D, v D! actdan como operadores de subida y bajada, similares a los que se obtienen



en relacién con ciertas ecuaciones diferenciales (ver, por ejemplo, Pifia 1995) con la
diferencia de que, st s > 1/2, al aplicar los operadores £,,, £1, D, y D! una sola vez
a las funciones separadas no se obtiene en todos los casos alguna funcién relevante.

En las perturbaciones de una solucién de las ecuaciones de Einstein—Maxwell,
las perturbaciones electromagnéticas estan acopladas con las perturbaciones gravita-
cionales, por lo que es necesario considerar ambas perturbaciones simultaneamente.
Puesto que estas perturbaciones corresponden a campos de espin 1 y 2 es conveniente
que, tal como ocurre con la solucién RN, para asegurar la separabilidad de las ecua-
ciones a considerar, se restrinja el estudio a aquellas soluciones tipo D para las que

los operadores £, y £} 0 D, y D}, actiien como operadores de subida y bajada.

Los resultados existentes sobre perturbaciones de las soluciones de las ecuaciones
de Einstein-Maxwell son bastante escasos; aparte de los relacionados con la solucién
RN y los resultados parciales acerca de la solucién de Kerr—Newman, se han estudiado
las perturbaciones de soluciones que representan ondas colisionantes (ver, por ejemplo,
Chandrasekhar and Xanthopoulos 1985, Torres del Castillo and Mendoza Barrera
1996).

Desde el punto de vista astrofisico, la solucién tipo D de las ecuaciones de Einstein—
Maxwell con campo electromagnético alineado de mayor interés es la solucién de Kerr—
Newman, por lo que serfa deseable resolver las ecuaciones para las perturbaciones de
esta solucion y es de esperarse que, al igual que en el estudio de las perturbaciones de
las demds soluciones que representan agujeros negros, resulten fendmenos sumamente
interesantes para la fisica tedrica; sin embargo, los intentos realizados hasta ahora no
han permitido obtener un avance similar al logrado en los casos de las soluciones de
Schwarzschild, Reissner—Nordstrom y Kerr. Como se sehalé arriba, esta situacién se
debe a que el método de separacidn de variables, que ha sido 1til en los otros casos,

no parece aplicable para hallar las perturbaciones de la solucién de Kerr—-Newman.



Se espera que el estudio presentado aqui pueda servir para desarrollar alguna técnica
alternativa partiendo del estudio de las perturbaciones de otras soluciones del mismo
tipo.

Este trabajo esta organizado en la siguiente forma. En el capitulo 2 se presentan
los elementos esenciales del formalismo de Newman--Penrose, el cual se emplea en
el resto del trabajo y en muchas de las referencias citadas. En el capitulo 3 se da
la informacién bésica acerca de las soluciones exactas tipo D de las ecuaciones de
Einstein-Maxwell con campo electromagnético alineado. La Seccién 3.2 contiene
contribuciones originales de este trabajo, relacionadas con los operadores de escalera
ya mencionados. En el capitulo 4 se reproduce la deduccién de las expresiones para
las perturbaciones gravitacionales y electromagnéticas en términos de potenciales de
Debye. Como otra contibucién de este trabajo, en la Seccién 4.3 se muestra cémo en
el limite del espacio-tiempe plano, se obtienen los reéulta.dos ya conocidos para las
perturbaciones (desacopladas) del espacio de Minkowski, los cuales, entre otras cosas,
permiten deducir el desarrollo multipolar usual para el campo electromagnético. En
el capitulo 5 se aplican finalmente los resultados de los capitulos previos en el estudio
de las perturbaciones de algunas de las soluciones exactas presentadas en la Seccién
3.1, hasta llegar a sistemas de ecuaciones ordinarias cuyas soluciones determinan en

forma. completa las perturbaciones de las soluciones consideradas.



Capitulo 2

EL FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE

En este formalismo (Newman y Penrose 1966), en cada punto del espacio-tiempo
se introduce una base “luxoide” (null) formada por cuatro vectores I#, n*, m* y m*,
tales que {# y n* son reales, mientras que m* y m* son conjugados entre si, de tal
-foi‘ma que las Unicas contracciones entre ellos distintas de cero estdn dadas por las
expresiones:

¥, =1, mt e, = —1. (2.1)
Estas condiciones requieren que la signatura de la métrica sea (+ — — —) e implican

‘que el tensor métrico mismo esté dado por
ds® = (L, ny +nul, — m, ™, — T, m,) detds”, (2.2)

es decir,

G =y + 0, L, — M, M, — T, My, (2.3)

Los coeficientes de rotacién de Ricci correspondientes a la tétrada anterior equivalen

a las doce funciones complejas, llamadas coeficientes de espin, las cuales estén dadas



por (ver, por ejemplo, Stewart 1990)

K= m”l#;ul" = —{Hmy,, Y,
o= mkl,,m" = —IFm,,m”,
p=m#l, m" = —lFm,, 7",
T=m*l,,n" = —lFm,. n"

€= 3l l” + mPm,lY),
B= (ntl,m” + mPm,,mY),
(L, TR 4 mP T, M),

v = (nkln” + miERt,nY),

T = nFM Y = —TFn,, 17,

' p= nfm,,m" = —mfn,,m",
A= nfT,, MY = —Ttn,, i,
v=nkm,n" = F—n_v,“n#;,,n”,

donde “;” significa derivacién covariante.
De las ecuaciones (2.3) y (2.4), las derivadas de los vectores de la tétrada en las
direcciones de éstos se pueden expresar en términos de los coeficientes de espin, por

-las relaciones

Py = (e +8) 1, — Rmy, ~ KT,
Wl = (Y +5) Iy~ Tm, — 77,
Ml = (B+@) 1, —pmy, _'U'm:w
Ung,=—(e+&n,+nm, +7M,,

Yy = —(y + F) e + vmy, + Ty, {2.5)
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m n, = —(6 + @) n, + pm, + AWMy,
Vmy, =7l, — kn, + (€ — &) my,
n¥ My, = Vl, — 10, + (v —7) my,
m' My, = Al, —on, + (8 —a)m,,
T My = Bl — pry + (@ ~ By my,.
Las derivadas direccionales a lo largo de los vectores de la tétrada se representan

por los simbolos D, A, 4, y &:
D=5, A=n*d, $=m’d, §=m'd, (2.6)

-de tal forma que de (2.5), (2.6) y de larelacién (X#3,,Y" 8,) = (X* YV, ,—Y* X" )0,

se obtienen las relaciones de conmutacion

[A, D)= (v +7)D + (e + A — (F+m)6 — (1 +7)3,
[6,D]= (@+ B8 —F)D+ KA ~ (P +¢—8)d — ad, an
[6,A]= —¥D + (t — & — B)A + (u — v+ 7)d + A6,
[3,8]= (B—w)D+ (p— p)A + (a - B)§ — (@~ B)S.
Esté.s relaciones son ttiles para calcular los coeficientes de espin para una tétrada

dada.
La curvatura del espacio—tiempo estd representada por el tensor de curvatura de

Riemann, €l cual se determina a partir de la no conmutatividad de las derivadas

covariantes. En lo que sigue se hace uso de la convencién dada por
T s — Tg oy = Royso “Tg  + - — Rygp " T — -+, (2.8)

donde 7§ son las componentes de un campo tensorial y R, es tensor de curvatura

de Riemann. Estas expresiones son llamadas férmulas o identidades de Ricci en el

formalismo tensorial.



El tensor de Riemann se puede descomponer en términos del tensor de Weyl
(lamado de curvatura conforme}, C,,, 4, €l tensor de Ricei, R,y la curvatura escalar,

R, {estos dos udltimos determinados por las ecuaciones de Einstein):
Ruvpe = Cuvps + %(gupRva + GuoBup — GupBus — Guo Bup) = ‘é’(gupgua — GuoGuo ) B. (2.9)

donde
R,m/ = RApVA, (210)

R=R¥*, (2.11)

En el formalismo de Newman-Penrose, las componentes independientes del tensor
de Weyl estan combinadas en cinco escalares complejos dados por {ver, por ejemplo,

Chandrasekhar 1983, Stewart 1990}

Wy = Cpppt*m”Pm”,
U = Clupeln”1Pm?,
Uy = Clupl#m*mn’, (2.12)
U3 = Cupeln"mn’,

Uy = Cpup.nfm nfm’,

(equivalentemente, ¥ puede expresarse como ¥s = 2C,,, .0 ((*m*MPne — ¥n*lPn°) lo
cual sigue del hecho de que todas las trazas de C,,,, sSon cero).

Los campos gravitacionales se clasifican considerando-la estructura algebraica del
tensor de Weyl. La ilamada clasificacién de Petrov—Penrose se puede obtener deter-

minando la multiplicidad de las raices del polinomio de cuarto grado

Wo + 412 + 6Wp2” + 4¥32% + Ty =0, (2.13)

9 " THSES CON
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donde ¥o, ¥y, ¥y, ¥y, ¥y son los escalares de Weyl [ec. (2.12)] y 2 es una variable
compleja. El polinomio anterior se obtiene del efecto de la siguiente transformacién

sobre el escalar de Weyl ¥,

n—n, [ —=I+Zm+:M-+2Zn, m—m+zn, W — W+ In,

donde z es una variable compleja y 7 es su compleja conjugada (ver, por ejemplo,
Chandrasekhar 1983). |

Encontrar la multiplicidad de las raices del polinomio de cuarto grado anterior es
equivalente a determinar la multiplicidad de las direcciones luxoides principales del

tensor de Weyl, las cuales se definen por

ki, Copnup ko k* = 0,
Cﬂw[yka]k’\k“’ = 0,
Corrkaik” = 0,
Conuk* = 0,

donde k* es un vector luxoide y los corchetes denotan antisimetrizacién sobre los
indices encerrados.

Hay a lo més cuatro direcciones luxoides principales y de acuerdo con éstas se
tiene la siguiente clasificacién. |

Tipo I o {1,1,1,1}. Ninguna de las cuatro direcciones principales coincide. Este
es llamado el caso algebraicamente general. |

Tipo II 0 {2,1,1}. Dos direcciones luxoides principales coinciden.

Tipo D o {2,2}. Hay dos (diferentes) pares de direcciones luxoides principales
repetidas.

Tipo IIl o {3,1}. Tres direcciones luxoides principales coinciden.

Tipo N o {4}. Las cuatro direcciones luxoides principales coinciden.

10



Si el tensor de Weyl es cero, el espacio-tiempo es conformalmente plano o de
tipo O Los casos II, D, III, N y O son llamados algebraicamente especiales (tienen '
direcciones luxoides principales repetidas).

Si alguno de los dos vectores base ¥ o n* estd alineado con una direccién luxoide
principal, entonces ¥y = 0 o ¥y = 0, respectivamente. Si el vector [* esta alineado
con la direccién luxoide principal repetida de un espacio-tiempo algebraicamente
especial, entonces ¥y = ¥, = 0. Si la direccién luxocide principal se repite dos, tres o
cuatro veces, las iinicas componentes distintas de cero son los conjuntos (¥,, ¥y, IIT;),
(U3, Ty) 0 Uy, respectivamente. Finalmente, si I# y n* estdn ambos alineados con
las distintas direcciones luxoides principales de un espacio-tiempo tipo D, entonces la
Unica componente distinta de cero del tensor de Weyl es ¥,

La parte sin traza del tensor de Ricci se define en términos de los siguientes

escalares (Chandrasekhar 1983, Stewart 1990)

@00 = @Mb.l#ly, @01 - le“m”, ‘I’og = @H,,m“’m”, ‘
@39 = QMY By = QulFnY, D = QmfnY, (2.14)

Bop = O, T, By = &, nY, Bg = Q,.nkn",

{equivalentemente, ®y; puede expresarse como 1, = &, (I*n” —m*T*) lo cual sigue

del hecho de que la traza de ®,, es cero), donde
q),m/ - _%(R,LLV - %Rg,uu) (215)

~ Las componentes tetradiales de la curvatura [ecs. (2.12) y (2.14)], estén rela-
cionadas con los coeficientes de espin a través de las identidades de Ricci. En el
contexto estdndar del formalismo de tétradas se obtienen 36 ecuaciones.de las identi-
dades de Ricci, pero en el formalismo de Newman—Penrose es suﬁciente con escribir

sélo la mitad de estas ecuaciones (las 18 ecuaciones que se escriben a continuacién),

11



las 18 ecuaciones restantes se obtienen tomando el complejo conjugado de cada una

de las ecuaciones siguientes

(D—3¢+e—p—~Plo~(6-38—T~7+7)x = ¥,
(D-e-t—plp— (8 —-3a~B+n)k~ 07+ 7R = Dy,
(D—e+e—p)T—(A-37v - —o(m+7})— pT = ¥y + gy,
(6—B—-a—1p—-(0—-3a+Blo+75+k(@~u =~-¥1 + P,
O=B4+a—7)r— (A =3y +T+ )0 — pA+ KV = gz,
F~a+B-T)r—(A—y—F+0Op—oX+vk =Ty +2A,
(D—e+€-‘ﬁ)ﬁ——(5—6—6+'ﬁ)e—a(a+7r)+n(p+'y) = ¥,
(D+e—t—pla—(8~a~PB+n)e— BT+ kA + vk —7p = &1,
(D+e+€)7—(A-—fy-'"y‘)e—a(f—f-f)—[5’(7r+?)—*r?r+w<;= ‘Ilz-f-@;l—A,
(5+5;5)a—(Eua-{»ﬁ)ﬁ"’f“}’(ﬁ—ﬁ?)+€(ﬁ—#)+)\0—#9= —To+ @ +4,
(b+B8—a—T)y—(A—-vy+7F+nu)B8— aX+ov — €U — ur = Py, (2.16)
P+a+B-Ty—(A+y-F+Ba—-AB+7)+vip+e) =T, |
(D+e+e—pp—(0+B—a+7T)m—oAr+ve =¥y +2A,
(D43~~~ p)A— (@ +a— B+ m)x — 47 + vk = B,
f+38-—a - +a+B+mp+ap+v(p—p) = —Us+ &y,
(D+3ec+elw—(A+y—F+pr —Xr+7T)— pu7 = Vs + Py,
B+38+a—Tv—(A+v+TF+p)p— AN +77 = By,
@+3a+B+m—Thv—(A+3y—F+pu+mA = Ty,

donde

e
il

= (2.17).

H



Las identidades de Bianchi estdn dadas de manera explicita por las relaciones:

(D —2¢ — 4p)¥; — (8 — da + m) ¥y + 3x¥, — (D — 2¢ — 29)@n

+ (6 — 2B — 2@ + T Bg + 20y — 268y — BDgs =0,

(D = 3p)Ty ~ (8 — 20 + 2m) ¥y + AV + 26T3
+ (A = 2y ~ 27 + H)®po — (6 ~ 2a — 27) Doy + 27Pyp

- 210(1-)11 - E"P(m + 2DA = -0,

(D + 2¢ — 2;0)‘113 - (S’f‘ 377‘)'11"2 + 2)\\1’1 + K}‘I’,; - (.D + 2e — 2ﬁ)@21
+ (8 + 28 — 20 + T)Bag — 2uPyo + 270y — Bdgp — 26A =0,

(D + de — p)Ty — (04 20+ 47) W3 + 30T, + (A + 2y — 27 + )P
- - (3 + 2o — 2?)@21 — 2V<I"10 -+ 2)\@11 _ E@gz = 0,

(A - 4")"",&)11’0 - (5 — 2,3 - 4‘7’)‘1’1 s 30'11’2 + (.D — 2¢ + 2€ — ﬁ)q’og
- (5 - 2[3 + 27—1')@01 + 2!‘{:(1—)12 - 20"@11 + X@oo'“—‘- 0,

(A - 2"}' + 2[.)3)11?1 - (6 - 37‘)\]:’2 — 20"1’3 — Uqlg - (A - 27 + 2ﬁ)®01
+ (3 -~ 20+ 2—3 - ?)(I)og + 20815 — 270y + T8y — 20A =0,

(A +3p) Ty — (6+28 — 27) 03 — oWy — 20Ty

+(D+2e+2€—P)By — (§ + 26 + 27) oy — 27Dy
—+ 2#@11 + —X@zo + 2AA = 0,

A+ 27+ 4p) T ~ (6 + 48 — 7)¥y — 300y — (A + 27 +20)%x

+ (8 + 20+ 28 —T)8yp — 2ADys + 20Py; + TPy =0,

13
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(D - Zp-— 2?).)(1)11 - (5— 25— 27 "5"77)@1(}
+ (A—Z’YEZT'{—,{L"{-"}I)QQQ* (3—204'4"71‘*-2*77)@01

- TPgs — 0Dyg + BDyg + 6Py + 3DA =0,

(D4 2E~2p~ 3}y ~ (8 ~ 27 +27)%p; + (A ~ 27+ p +20)% (21
2.19

——(E - 20 ++ 23 + T — ?)‘I’gg — TPy + X‘I’m — o®gy + kPyy + 30A = 0,

(D+2e+ 28— p—P)Pay — (6 + 28— 7+ 2W) P
+ (A + W) By ~ (8 + 2B + 27 — F)Bye
-+ X@gg + ADgy — TPy — vPy + 3AA = 0.

De particular interéds para el problema que se trata, es lo referente a las ecuaciones
de Maxwell y las de Einstein con un campo electromagnético como fuente. En el for-
malismo de Newman—Penrose, el tensor de campo electromagnétice F,, se reemplaza

por los tres escalares complejos:
$o = Fpltm’,
¢ = %va(‘wnl’ + Trm’), , (2.20)
$o = F,,7'n",

[cf. ec. {2.12)] de tal forma que las ecuaciones de Maxwell estan dadas por:

(8 = 204 7)o —~ (D — 2p)$1 — iy = P27,
(A =2y + p)go — (0 —_2"')651 — 0= Mgy, (221)
(3 + 2m)¢1 — (D + 2¢ — )@z — Ay = M¥2mj,,
(A4 21y - (6 + 28 — 7)o — vho = nH214,,
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- en un sistema de unidades tal que ¢ = 1, donde j, son las componentes de la cuadri-
corriente (el factor 7 que acompaifia a j, no debe confundirse con el coeficiente de
espin representado por el mismo simbolo). Por otra parte, las ecuaciones de Einstein
con un campo electromagnético como fuente, que en el lenguaje tensorial se escriben

como:
RPW - %RQ#V = E(FﬁﬂFb’p - %gpz/cherg): (222)

en unidades tales que G = 1 = ¢, equivalen a
Bij = 2¢1d;, (1,7 =0,1,2). (2.23)

El tensor de campo electromagnético, F,,, también puede clasificarse algebraica~
mente tomando en cuenta las posibles coincidencias de sus direcciones principales

luzoides. Un cuadrivector k* distinto de cero define una direccién principal de F,, si
Kty ky = 0.

Esta condicién implica que k* sea luxoide y en cada punto del espacio-tiempo donde
F,. no se anule existen dos direcciones principales reales; F),, es algebraicamente
general si estas dos direcciones principales son distintas o algebraic.amente especial si
las dos direcciones principales coinciden. Equivalentemente, la clasificacién del tensor
de campo electromagnético puede hacerse con base en la multiplicidad de las raices

del polinomio
$o + 2¢12 + 227,

donde z es una variable compleja [cf. (2 13)]. Si las dos raices de este polinomio. son
distintas, el campo electromagnético es algebraicamente general, mientras que si las
dos raices coinciden, el campo electromagnético es algebraicamente especial.

Se puede probar que el vector I de la tétrada es una direccién principal de F),, si

y s6lo si ¢p = 0 y que {* es una direccidn principal repetida si y sélo si ¢y = 0 = ¢.
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Cuando el campo electromagnético es algebraicamente general, los vectores [# y n*
pueden escogerse de tal manera que sdlo ¢; sea distinto de cero

A algunos de los coeficientes de espin se les puede dar un significado geométrico
relacionado con las curvas integrales de los vectores de la tétrada (ver, por ejemplo,
Chandrasekhar 1983, Stewart 1990). En particular, k = 0 si y sélo st I# es tangente
a una familia de curvas geodésicas luxoides. Si ademds ¢ = 0, dicha familia no tiene
distorsién (shear), lo que significa que las curvas de esta familia pueden girar, divergir
- o convergir, pero de tal forma que, 2 primer orden, no cambia la forma del perfil de

un haz de estas curvas.
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Capitulo 3

LAS SOLUCIONES EXACTAS TIPO D DE LAS
ECUACIONES DE EINSTEIN-MAXWELL CON
CAMPO ALINEADO

Ademas de las propiedades de las métricas tipo 1D ya mencionadas en la Intro-
duccidn, las métricas de este tipo se distinguen por el hecho de que todas aquellas
que satisfacen las ecuaciones de Einstein para el vacio se han hallado explicitamente,
lo mismo que las que satisfacen las ecuaciones de Einstein—Maxwell, si el campo elec-
tromagnético es algebraicamente general y sus direcciones principales coinciden con
las de la curvatura conforme (en cuyo caso se dice que el campo electromagnético estd

alineado) (ver, por ejemplo, Garcia Diaz 1984, Debever et al. 1984).

3.1. Descripcién en el formalismo de Newman—Penrose
Escogiendo la tétrada de tal forma que # y n* apunten en las direcciones prin-
cipales del campo electromagnético y de la curvatura conforme, se tiene ¥y = ¥; =

Uy =T, =0y ¢g = ¢2 = 0; de las ecuaciones de Maxwell (2.21) resulta entonces que
¢1 = 3+ ig)d?, | (3.1)

donde e v ¢ son dos constantes reales arbitrarias, que pueden interpretarse como
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cargas eléctrica y magnética, respectivamente, mientras que ¢ es una funcién tal que
p=Dlné¢, 7=24lnd¢, 7=-3Ing, p=—Alng. (3.2)

De las condiciones impuestas sigue que ambas direcciones principales son tangentes

a familias de geodésicas sin distorsidn, es decir,
k=o=A=v=0, (3.3)
y que los coeficientes de espin restantes se pueden expresar en la forma
e= DIn¢, B8 =46In¢, a=—dIn¢, v=-Aln¢, (3.4)

donde ¢ y £ son algunas funciones.
Para todas las soluciones tipo D de las ecuaciones de Einstein—-Maxwell con campo
alineado existen sistemas de coordenadas, {z,y,u, v}, tales que u y v son ignorables;

de hecho, todas las métricas de esta clase se pueden expresar en la forma

o et [ @pdu —pidv)® dyt Pgdu — qudv)® da':z}
ds” = (99) { (122 — P2g1)? @ (P12 — p2a1)? P |’ (3.5)

o por expresiones derivadas de ésta por un proceso de limite, donde ¢ estd definida

por {3.1); ;1 = p1(2) ¥y @@ = q1(y) son polinomios de grado no mayor que 2; po y gz son
constantes; P = P(z) y @ = Q(y) son polinomios de grado no mayor que 4, los cuales
contienen los pardmetros arbitrarios presentes en estas soluciones, que representan,
por ejemplo, carga eléctrica, masa y momento angular.

Una tétrada luxoide para la métrica (3.5) tal que {# y n* son direcciones principales

de la curvatura conforme estd dada por

D=8, +(1/Q)}(¢18. + 020,),

A= —346Q(8, — (1/Q)@d. + 3:8.)),
6= (P/2)V2 ¢ (8, + (1/ P)(p10u + p20y)),
8= (P/2)'? ¢ (B, — (1/P) ;8. + 128y)).

(36)
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Es pbsible definir D y A de tal forma que sus expresiones sean mdas simétricas {dis-
tribuyendo entre los dos el factor 2¢4Q); la definicién (3.6) se adopta para que se
reduzca a las expresiones dadas en Chandrasekhar (1983), para las métricas tratadas
allf. |

Puesto que las coordenadas u y v son ignorables, al resolver ecuaciones diferencia-
les parciales (como las ecuaciones para campos sin masa) en un espacio-tiempo con
una métrica de la forma (3.5}, se supone que las funciones a determinar dependen de

uy v a través de un factor de la forma

ez’(ku+lv)1 (37)

donde k£ y ! son constantes. Luego, cuando se aplican los operadores diferenciales

(3.6) a una funcién cuya dependencia en % y v esté dada por el factor ef¥“*%) éstos
' se reemplazardn de acuerdo con
D — Dy, A - —146QD,
5 —=BLh NP, 29)
’\/i 0 \/5 0>
donde ; .
D=8, +iL +0Z = @D, Q"
Fo— 'y Zé'}'ﬂ“@‘-@ OQa
f
Di=0,~il+ n% = QD"
p nP ) ) {3.9)
= & o) = P—n 2 Pn 2
L \/ﬁ(am-rp«a—zp) Lo P2,
1= B PN et pre
Ln&\/ﬁ(ax 5+55 | =P L P,
¥
pz)=plx)k+pid,  qly) = aly)k + el (3.10)

En la Tabla I se da la expresién explicita de los polinomios p(z), ¢(y), P(z) y

Q(y). Las abreviaciones que aparecen en

la primera columna de la Tabla I significan:
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gRN solucién de Reissner~Nordstrom generalizada, g*RN “anti” Reissner—Nordstrém

Tabla I. Expresion explicita de los polinomios que determinan la métrica (3.5).

Métrica pz) a(y) P(z) Qy)
gRN k+1 k 1 — ¢pz? edyz —2my® + (e + g®)y?
g*RN k+1 3 —egx? + 2nz® — (&% + g*)zt 1+ eoy?
gC k+1 k b—eox? — 2mz® — (€2 + g%)z*  ~b+ey® — 2my® + (e + g%yt
CB(+) 1+ 2k —k(a®+ 9% 1~ egx? e? + g% - 2my + € (y* — a?)
CB(-) k{a®+z%*) —l—2aky —e®— g%+ 2na —eo(2? — a?) 1+ ey
CA 1+ kz? I — ky® b— g% + 2nz — ¢pa? b+ e? - 2my + ¢py?
P-D [+ ka? I — ky? —g% + Yo + 2nz — ez’ €% + 7 — 2my + oy’

+ 2mad — (2 + yp)at

- 2ny® + (g% — n)y*

Tabla I1. Expresién explicita de las funciones que determinan los coeficientes de espin y la curvatura conforme.

Métrica ¢ ¢ 3 T2
gRN ¥ Pyt pragQisz [-m + (&% + g%)¢)¢®
g*RN —iz Pl/4g—1 PyLQ 2 [in + (e + g*)¢]6°
gC z+y PUA(z 4 y)~t  PHAQLE [~m + (e® + ¢°)y — 2)]¢°
CB(+) (y+ia)™? P4 PYAQY2(y 4 ja)~1 [~(m + icpa) + (e + ¢°)¢)¢®
CB(~) (a+iz)~! P4 PLAQV2(g 1 i)~ [—(in + €0a) + (€% + g%)F)¢®
CA (y+iz)™? P4 PYAQY2(y 4 ix)~t [{m +in) + (e + ¢*)¢|¢°
P-D :} 2 PUAL-ay)Tl PYAQY2(y +iz)t ~(m + in) + (e* + g2)§-}g ¢
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generalizada, gC “métrica C” generalizada, CB(+), CB(—) y CA son las soluciones

de Carter y P-D es la solucién de Plebanski—Demiariski.

" 3.2. Relaciones de conmutacién y operadores de escalera

De las definiciones (3.9), mediante un cdlculo directo, se puede ver que

QD1 ,Pl= @ *D], Dy Q~° — 2ig + sQ",

(3.11)
L1 L= £I L£_,—2p + sP",
8 +1

-para cualquier valor de s. Buscando condiciones que garanticen la separabilidad de
las ecuaciones a considerar en los siguientes capitulos, basandose en lo que ocurre en
el caso de la solucién de RN, se trata de ver qué condiciones son necesarias para que
los operadores £, y £} o D, y D} actiien como operadores de escalera. Si existe un

conjunto de funciones S,(x) tales que

£, 8, =C(5)5,_1, LS., = -C(5)S-su1, (3.12)

donde C(s) v C(s) son constantes dependientes de s (asf como de los polinomios p(z)

y P(x), que se consideran fijos), de la segunda identidad en la ec. (3.11) sigue que
Lo LlS =L L 8 - .EpfS_s + sP"S_,,
lo que, de acuerdo con las ecs. (3.12), lleva a
~C(8)L1g S1os = C(~8) L1 Soomy — 20/S_s + sP"S_,

¥, finalmente,
C(1—s)C(s) = C(—s)C(s +1) + 20’ — sP". (3.13)
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(Nétese la concordancia en los valores de los subindices, tal como requieren las ecs.
(3.12).) La consistencia de la ec. (3.13) implica que la combinacién 2p" — sP" no
dependa de z; pero, para que 2p’ — sP” sea independiente de z para todo valor de
s, es necesario que p’ y P sean, separadamente, constantes, lo cual significa que
p(z) y P(z) sean polinomios de grados, a lo més, 1 y 2, respectivamente, lo cual se
supondri en el resto de este capitulo. (Puede notarse que la solucién de RN cumple
estas condiciones, ver la Tabla 1.) |

Combinando las ecs. (3.12) se obtiene la ecuacidn diferencial ordinaria
Ll £, 8, =-C()C(1 - 5)S,

-que en forma explicita es

d ds 2 P’ 2 P 2
EC-(P?I;) + (p’—%—s%—+%l’"~— SZ.(__?)—-) Ss= —-ASSS, (3].4)

donde

A, =C()01—s). (315)

La ecuacién (3.13) puede verse como una relacién de recurrencia para los “eigenvalo-

res” A,, a saber: A;_, = A_, + 29’ — sP" o, sustituyendo s por —s,

Agpy = Ag + 29" + sP". (3.16)

De la relacién (3.16) se deduce que

(3 "' 1) Pu

&=m+mﬂfg , (3.17)

para s entero.
Un ejemplo ilustrativo, que serd dtil m4s adelante, se tiene haciendo p(z) = I +
2akz, P(zx) = 1 — 2%, que corresponden a la solucién CB(+) en la Tabla I, con ey = 1

¥, en el limite a — 0, corresponden a la solucién de RN. De la ec. (3.14) se tiene

d AN (I + 2akz)? (I + 2akz)x sz’
o - - ' —&— = Ss - _AsSs
da:((l :U)dx)+(2ak - .+2.5' T2 $= 1.3,

22



o0, equivalentemente,

d oy G55 (2ak — s)22? + 2(2ak — s)iz + 2 _
i ((1 z*) i ) + (2ak $ T3 Ss=—A;S5;
(3.18)

Esta ecuacién se reduce a la ecuacién de Legendre cuando { = 0 = 2ak — s; si
solamente una de las constantes { 0 2ak — s vale cero, entonces la ec. (3.18) coincide
con la ecuacién asociada de Legendre. Por ejemplo, para { = 0 la solucidn regular de
la ec. (3.18) en x = £1 es la funcidn asociada de Legendre P*(z} con m = 2ak — s
¥, por lo tanto, 4; = n(n + 1} — m(m + 1), donde n es algin numero entero. Los

operadores £, y £ son en este caso [ver las ecs. (3.9)]

Lo=vI—22 (—d~ 4 ) . L =VT— 22 (i"f- - m‘”z) . (3.19)

dr  1-—z° dr 1—=zx

donde m = 2ak — s, 1o que coincide con las expresiones para los operadores de escalera

encontrados en el tratamiento del momento angular en mecénica cudntica, haciendo
z = cos f. Finalmente, si ! y 2ak — s son distintas de cero, la ec. (3.18) coincide con
la ecuacién que satisfacen los armdnicos esféricos con peso de espin (ver, por ejemplo,

Torres del Castillo 1990) y los operadores

d 1+ (2ak-s)z i d 1+ (2ak - s)z
=122 2 4 Y e X LI
Lo =V1 x(da: 1—22. )’ Les L x(dﬂ: 1— a2 ’
(3.20)

~ son los operadores de subida y bajada del peso de espin.

La ecuacién (3.18) puede relacionarse también con la ecuacién que obedecen los

polinomios de Jacobi P{*#, la cual esta dada por

{(l — z%) (%)2 +{(8—a) - .(af + B+ Q)x]gd:; +a(n+a+ B+ 1)} Plp) — .
(3.21)

Se puede ver que (1—z)%/2(1+z)?/2P{4P)(z) satisface la ec. (3.18) si a = |2ak — s+,
B=|2ak—s—1ly A, = —2ak+s—[(20k —s)* —P—aff—a—fl+n(n+a+p+1)
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De esta manera, los operadores (3.20) dan lugax a operadores de subida y bé,jada
para los polinomios de Jacobi.

Si se toma p(z) = [ — 2akz, P(z) = 1, que corresponde a la solucién CB(+} con
€ = 0y, en el limite ¢ — 0, a una de las ramas de la solucién gRN (ver la Tabla I},

entonces la ec. (3.14) se convierte en
d?S,
dz?

Suponiendo que ak es diferente de cero, el cambio de variable z = (I + 2akz)/+/|2ak]

+ (2ak — (I + 2akz)?) S, = — A,5,. (3.22)

convierte la ec. (3.22) en

a5, A + 2ak
dz? 12ak|

mientras que los operadores £, y £} (que ahora no dependen de s) son
{ d ‘ d
— o i — ./ L & .
L |2ak| (wdz + z) , L 12ak] (wdz z) ; (3.24)

donde @ = sgn (ak) = ak/|ak|. Asi, salvo por un factor constante, £ y L' son los ope-

— 225, =—

S, (3.23)

radores de subida y bajada usuales asociados con el problema del oscilador arménico
cudntico unidimensional y la ec, (3.23) es bésicamente la ecuacién de Schrodinger
correspondiente, cuyas soluciones son las funciones parabdlicas cilindricas. Las solu-
ciones de la ec. (3.23) acotadas para ¥ — £oo son proporcionales a e=#12H,(z),
donde H, es un polinomio de Hermite, n es un entero mayor que o igual a cero y,
entonces, A; = [2ak|(2n + 1) — 2ak. -

En lugar de que los operadores £, y £! actiien como operadores de subida y
bajada, lo cual, como se ha mostrado, implica que los grados de los polinomios p(z) y
P(z) noexcedande 1y 2, respectivamente, se puede buscar que D, y D! actien como
operadores de subida y bajada. En tal caso, en lugar de las ecs. (3.12), se supondrd

la existencia de funciones R,{y) tales que

Do Ry = D(s)Ror;,  QD!R.=D(s)Rey,  (3.25)
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donde D(s) y D(s) son constantes Puesto que Df = Q*D} Q*, las ecuaciones (3.25)

pueden expresarse también en la forma
DoR, = D(s)Res1,  DYHQ'R,) = D(s)Q" 'R, (3 26)
Aplicando la primera de las identidades en (3.11) a R, se tiene
QD1 D} (Q°R,) = Q°F' DL, Do R, — 2i¢'Q°R, + sQ"Q°R,,
lo que, de acuerdo con las ecs. (3.25) y (3.26), equivale a
D(s —1)D(s) = D(s)D(s + 1) — 2i¢ + Q" (327)

[cf. (3.13)]. La validez de esta iltima relacién para cualquier valor de s implica que
¢’ y Q" sean constantes, por lo que ¢(y) y Q(y) deben ser polinomios de grados 1 y

2, respectivamente, a lo mas.

De las ecs. (3.25) resulta que R, satisface la ecuacién diferencial de segundo orden
DyQDIR, = D(s—1)D (s)Rs,
que equivale a

g , N
Qddﬁ’ +(s+ 1)@"”;; (—zq’ + 5@+ - zsq%) R, = D(s - )D(s)R.. (329

Esta ecuacién puede expresarse en una forma similar a la de la ec. (3.14), que es

_d_ _i 8/2 . 4 QQ, _8_ " (Q’) 32 s/2
y(@dy(Q Rs))+(zq+Q+sz +3@" -7 Q)Q R, = B,Q"*R,,
(3.29)
donde _
B, = D(s —1)D(s). (3.30)

De la ec. (3.29), conjugando y cambiando s por —s3, se obtienen, respectivamente,

% (Q (QsjzR )) ( 4 %; _ ZSQQQ’ 42 Q;r (%) ) Qs/2R B QS/ZR
| (3.31)
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y

(3.32)

lo que significa que Q*?R, y Q~*/*R_, satisfacen la misma ecuacion diferencial, y

ademads
B, = B_, + 2iq’ + sQ" (3.33)

(ndtese que, para esta identificacién, es importante que ¢' y @” sean constantes). De
las ecs. (3.27) y (3.30) se tiene, por otra parte, B, = B;,; — 2i¢’ + sQ”, o, cambiando

s por —s,
B_,= By, - 2ig — 5Q" (3.34)

luego, de las ecs. (3.33) y (3.34),
B,=Bi_,. (3.35)

Si, por ejemplo, ¢(y) = —{ —2aky y Q(y) = 1+%?, lo que corresponde a la solucién
- CB(—)cone =1, laec (3.29) es

d 2 a 3/2
S0+ t@rn)
: 2,2 1 9(05nk : N2\
+ (zmk g (ZiakE o)y +12f;af + )ity + (&) ) Q**R, = B,Q**R,. "(3.36)

Puede notarse ciue la ec. (3.36) se obtiene de la ec. (3.18) haciendo en esta iltima las
sustituciones z — 4y, @ — —ia, por lo que las soluciones de la ec. (3.36) se pueden

obtener de las de la ec. (3.18) mediante estas sustituciones.
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Capitulo 4

LAS ECUACIONES DE EINSTEIN-MAXWELL
LINEALIZADAS

4.1. El método de operadores adjuntos

El método de operadores adjuntos fue introducido por Wald (1978) y se utiliza
para obtener soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales lineales por
medio de potenciales. Si, con ciertas condiciones que se especifican mas adelante,
de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales lineales se obtiene una ecuacién
desacbplada O(x) = 0, entonces una solucién de Of(y) = 0, donde O denota el
adjunto del operador @, genera una solucién completa del sistema propuesto.

Una descripcién més detallada de] método se expone a continuacién. Supdngase
que fup.. son las componentes de un campo tensorial de rango n, que satisface un.

sistema de ecuaciones diferenciales parciales lineales que se expresan como

[‘g(.faﬁ‘--)]uvu... = (0, : (41)

donde £ es un operador diferencial que aplicé, campos tensoriales de rango n en
campos tensoriales de rango m. Si & es un operador diferencial lineal que aplica

campos tensoriales de rango m en campos escalares, de tal forma que
S =0T, ©{4.2)

donde 7 es un operadbr diferencial lineal que aplica campos tensoriales de rango n

en campos escalares y O es un operador diferencial lineal que aplica campos escalares
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en campos escalares, entonces de (4.1) es claro que
X=T(fas )
debe satisfacer la ecuacion desacoplada
O(x) =0, (4.3)
pues de (4.1) y (4.2)
0=358(fap.) = O(T(fas.)) = O(x).

Definiendo el adjunto de £ como aquel operador lineal, £7, que aplica campos tenso-

riales de rango m en campos tensoriales de rango n y
P (E(fag. M. = Fop JENR N = Vos™, (4.4)
para cualesquier campos tensoriales f,g. y A**, donde 5% es alglin campo vectorial,
se comprueba que (A + B)t = At + Bt y (AB)! = BIA!. Luego, de (4.2) se obtiene
la identidad ' '
gist =iot (4.5)
y de aqui se deduce que si la funcién ¢ satisface la ecuacion
OHy) =0, (4.6)
entonces ST(1) satisface
Sy =0 . (4.7)
por lo que si £ es autoadjunto (o bien antiautoadjunto) (i.e., 1 = ££), de (4.7) se
concluye que S(%) satisface la ec. (4.1).

Para un sistema de ecuaciones dado, los operadores &, @ y 7 pueden hallarse
ficilmente una vez que se obtiene una ecuacién desacoplada de la forma (4.3). En-

tonces, si £ es autoadjunto o antiautoadjunto, al encontrar el potencial ¢, que satisface
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~ la ecuacién (4.6), éste determina la solucién completa del sistema (4.1) por medio de
fap . = [SH)]as. - Todo lo anterior es valido ¢uando, en lugar de campos tensoriales,
se consideran vectores o matrices formados por campos tensoriales o espinoriales.

A continuacidn, siguiendo Torres del Castillo (1988a) y Torres del Castillo and Flo-
res Urbina (1999), se muestra la forma en que el método de operadores adjuntos sirve
para reducir el problema de resolver las ecuaciones de Einstein—Maxwell linealizadas
alrededor de una solucién exacta que posea un campo electromagnético algebraica-
mente general, una de cuyas direcciones principales sea geodésica y sin distorsién.
Cuando la métrica del espacio-tiempo, g,., se sustituye por g, + Ay, entonces las
variaciones a primer orden en la perturbacién métrica h,, de g**, los simbolos de

Christoffel y el tensor de Riemann estdn dadas por

Gg* ==k, GTh, = HV.¥ + Vaht — V¥h,s) (48)

6Rppe = Pafu B viper + Vo Viuhuge — Vo Vinhii, (4.9)

donde los indices son subidos y bajados mediante g*” and g,,, V, denota la derivada
covariante compatible con g,, y, como en el Capitulo 2, los corchetes indican anti-
simetrizacién sobre los indices encerrados. De las ecuaciones anteriores sigue que la

variacién del tensor de Einstein tensor estd dado por
5(R#V_— %QWRWQM) = —VVuhy +'%VpV‘°hw, + %vuvuh
+ 10 (VPVhpy — V,VPh + Ryoh?).— $ Rby,, (4.10)
donde A = h,* y los paréntesis denotan simetrizacién sobre los indices encerrados.
Usando las ecs. (4.8)',- se puede ver que si Fj,, satisface las ecuaciones de Maxwell

sin fuentes, V#F,, = 0,y F,, +0F,, satisface también dichas ecuaciones con respecto

a la métrica g, + hy,,, entonces, reteniendo sdlo los términos a primer orden en Ay, '
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asi como en la perturbacién del campo electromagnético 4F,,,
VHE,, — NV (Fuh?) — F, VPR, + 1F, VP = 0, (411)

donde 3 F,,, estd dado en términos de la perturbacion del potencial vectorial, b, = 64,

como
SF,, = Vb, — Vb, =8b, — ,b,. (4.12)

Por otra parte, suponiendo que los campos de fondo, g, y F,., satisfacen las ecua-

* ciones de Einstein
Ry ~ %Rg,w =2(F b — %gquwFpa)n | (4.13)
de las ecs. (4.10) y (4.13) se deduce que
—VPY By + 1V, VPR + 1V, Y,k + 10, (VPV7hy, — V,VPh — LE,, F*h
+ 2FP §F,0) + 2 Fpu FP by + 2F, Fugh® — 4F(,P8F,), =0 (414)

Las ecuaciones (4.11) y (4.14) forman dos sistemas de ecuaciones para h,, v b,,

por lo que conviene definir el operador diferencial

g | (tw) | _ | @7T) | | *(4.15)
(bu) (1677,) -

donde

81T, = VAV ihy), — %vaphu,, — %ngyh —-égﬁy(vp‘?"hw - V,V*h
= %Fngwh + 4F*V bs) — %FPUFW}IW — 2F, B ch*7
+ 45,V b, + 4F Vb _ ' (4.16)

475, = VAV b, — VFVb, — V (Fub) — F,,V*R?, + 1F,, NV R, (4.17)
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[cf. ecs. (4.14), (4.11) y (4.12)]. Los tensores T, y j, sirven para abreviar las ecua-
ciones (4.14) y (4.11), y, fisicamente, pueden representar fuentes adicionales para
los campos gravitacional y electromagnético. Luego, las ecuaciones linealizadas de

Einstein-Maxwell estdn dadas por

=0 (4.18)

o bien ,
gG 8GE (h'pu')

Eec && || (b)

donde &g, £gg, £ ¥ £ son operadores parciales lineales que involucran los campos

=0 (4.19)

de fondo. Ademds, como se muestra més adelante, de las ecuaciones de Einstein—
Maxwell linealizadas se obtiene un conjunto de ecuaciones desacopladas que pueden
ser expresadas en forma matricial, por lo cual se deben considerar matrices formadas

por operadores diferenciales lineales

A -0 A
: : (4.20)
. Arrl ' " Afrs
El adjunto de un operador de la forma (4.20) se define por
_ o
_ An o A a1 | Apn oo Ay fi
A EE : 3 e (VRN A N : D=V,
. A o A Gs Ay oo Ars f'r
' (4.21)

donde ¢* es algtin campo vectorial, con una definicién anédloga que involucra contrac-

ciones en el caso donde los operadores A4;; apliquen campos tensoriales o espinoriales
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sobre si mismos. Se encuentra entonces que

A oo A A AL
: : = : ol (4.22)

A o Ay Al e AL
En el caso en el que el operador que aparece en la ec. (4.1) sea una matriz formada
por operadores diferenciales lineales, todas las conclusiones obtenidas permanecen
validas; simplemente se reemplazan y y % por matrices. Se puede probar que el
operador £ definido por la ec. (4.15) es autoadjunto (la relacién entre los factores
constantes incluidos en el lado derecho de la ec. {4.15) se escoge para este propésito).
Finalmente, en términos de la notacién de Newman-Penrose, los adjuntos de los

“elementos de una tétrada estan dados por

Di=—(D+e+e—p-7),
Al=—(A—y~F+u+7),

(4.23)
f=—(+p~a—7+7),
F=-@F-a+B+n-7),

mientras que en el caso de una funcién f, se tiene de inmediato que
=1 (4.24)

4.2. Perturbaciones de soluciones de las ecuaciones de Einstein—-Maxwell
Se considerara ahora una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein-Maxwell tal
que el campo electromagnético sea algebraicamente general y una de sus direcciones

principales sea geodésica y sin distorsién. Estas restricciones se imponen porque
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permiten hallar un sistema de ecuaciones desacopladas del tipo requerido en el método
de operadores adjuntos. Algunas soluciones que cumplen las restricciones anteriores se
han dado explicitamente en el capitulo anterior. Las condiciones impuestas implican
que el espacio-tiempo sea algebréicamente especial y que si se escoge el vector ¥
de la tétrada de forma que sea la direccidn principal geodésica y sin distorsién del
campo electromagnético, entonces, ¢g =0, k = 0 =0 y ¥y = 0 = ¥; [ver la primera
ecuacién en (2.16) y la ec. (4.25)]. Resulta conveniente elegir el vector n# como la
otra direccién principal del campo electromagnético, de tal manera que ¢ también
sea igual a cero. Luego, de la ec. (2.23) sigue que la tdnica componente ®;; distinta
de cero es ®; = 2¢1 ;. (Debe notarse que todas las soluciones consideradas en el
capitulo 3 y la tétrada empleada alli cumplen estas condiciones.)

Sin restriccion alguna, de las ecuaciones de Maxwell (2.21), las relaciones de con-

mutacién (2.7) y las identidades (2.16), sigue que

[(6—B—-a—2r+7)@0 —2a+7) - (D—e+e—2p—P)NA ~ 27+ p)ldo
=2 [(A =3y +F—2u+ Tk — (0 —3a+ 8~ 2r —T)o + 2¥;] — Ty,
+Kl(A + 2) 1 + (8 + 28 — 7)¢a] — 0[(8 + 2m)¢y + (D + 2¢ — p) ]
+(d — B —a - 2r +m2mj, — (D — e +€— 2p — p)m*2mj,, (4.25)
luego, suponiendo que &, o, ¥y, V1, ¢, ¢2 ¥ J. valen cero, de las ecuaciones de

Maxwell (2.21} se tiene

(D-20)¢1=0, (6—2r)¢=0, (+42r)=0,  (A+2p) =0, (4.26)

y denotando mediante un superindice B las variaciones a primer orden de las can-
tidades respectivas, de las ecs. (4.25) y (4.26) se llega a la siguiente relacién entre

peft-urbaciones de cantidades que se anulan en la solucién de fondo:
[(6—-B-a—2r+7T)(@—2a+7) — (D-—e+€—2,b—ﬁ)(A—2’y+u)]¢oB
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= 2:[(A = 3y =7 - 2u + B)E — (8- 3a+ B — 21 — T)o"® + 20F]
+(8~ B~ a2 +T)F2m5; — (D — €+~ 2p — D)ym* Y. (4.27)

Otras relaciones similares a ésta se obtienen de la primera ecuacion en (2.16):
(6-38-T~7+T)E ~(D~3c+T—p~Plo°+ ¥ =0 (4.28)
y de la primera y quinta ecuacién en (2.18), usando la ec. (2.23),
(6 — 4o+ m)TE — (D — 2¢ — 4p)¥F + 2(D —~ 2¢ — 2p) 168
+ (D = 2 — )M 4xT, — (5 ~ 26 ~ 25 + M1 4nTE, = (3, — 28, )B,
(A — 4y + p)¥P — (6 - 26 — 41)TP - 2(6 ~ 28 + 2F) 1% + NFI4x T,

+ (D - 2¢ + 2€ — P)mFm¥4nTh, — (8 — 28 + 2m)ltmHdn T, = (37 + 2@41)0®,
: (4.29)
donde se ha incluido una posible fuente para las perturbaciones gravitacionales, Tfy,

(adicional a la contribucién procedente de las perturbaciones electromagnéticas), que
serd, 1til més adelante.

Haciendo jB = 0 y TS, = 0, las ecs. (4.27)~{4.29} forman un sistema de cuatro
ecuaciones lineales para las perturbaciones xB, 02, ¥F, U8 y ¢¥ de cualquier solucién
exacta de las ecuaciones de Einstein—-Maxwell perteneciente a la clase considerada
aqui. Este sistema se puede expresar de tal manera que involucte sélo cuatro com-
binaciones de -estas perturbaciones. Primero, notando que con & = ¢ = ¥; =0, en

virtud de las ecs. (2.7) y (2.16), se cumple que

(5—ﬁ~6¢“-27+ﬁ)(3—~2a+w)——(Dwe+€—2p—ﬁ)(A—ZPyl+u)
:(3—-3&+E—"F)(6—2§——3¢)-(A~3’y~*r"+ﬁ)(D-~2€~—3p)+6\Ifz,

y empleando las ecs. (4.26) se halla que el lado izquierdo de la ec. {4.27) equivale a
261[(5~ 3+ B— 25 ~7)(§ - 28—7) — (A —3y—F— 26+ ) D — 26— p) + 6,15 /2¢1)
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con lo que la ec. (4.27) se puede expresar como

201292 + (A =3y~ F~ 2+ A8 — @ — 3 + B ~ 2r ~ 7)5°]
=(D~et+e-2p—pm*2njE ~(§—B~a—~2r +mEemiy,  (430)

donde

UP = (20107 ~ 30,08)/(261),
EB = &P + (D — 2¢ ~ p){(g0 /201, (4.31)
58 = o + (§ ~ 26— 1) (45 /2¢1).

Las ecuaciones (4.28) y (4.29) también pueden expresarse en términos de las can-

tidades (4.31); usando las ecs. (2.7), {2.16) v (2.18) se halla que

(6—38—-T—1+TRP - (D -3c+8—p—-75°+ ¥ =0,
(3 — 40 + 7)UE — (D — 2 ~ 4p) T8 — (3T, — 28 )&% = (6§ - 28 ~ 2@ + T 4n T,
— (D — 2¢ - 2p)l*m*4n Ty, (4.32)

(A — 4y + w)UF — (56— 28 — 47)¥P ~ (30, + 281,)6° = (6 — 28 + 27)IPm*4n TS,
~ (D - 2+ 2€ — p)m*m® 4T, — NP 4nTh,.

Definiendo el operador

[ (F—dat7) (D-2—4p) —(3,~2®1)/én 0
o= (A—dy+pu) (6-28—471) 0 | (3, + 2011) /1
26y 4] 2060 -38—a—~3r+7) 2(D~3c+€—3p—7)
0 —4dy 2N — 3y~ F+ 1) 206 -3a+8-7)

) (4.33)
y usando las ecs. {4.26) se halla que las ecs. (4.30) y (4 32) se pueden escribir en la
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forma matricial
,_\I;?
b1 KRB

] — 5

[(6 — 28 ~ 28 +THMY — (D — 2e — 2p)1*m¥}4nTh,

(D—c+e—2p0—P)m# — (6 — B — @ — 27 + m)¥]2mjB

0

que corresponde a una identidad de la forma (4.2) con

g
—- @113
1 &P

i —¢ 58

T

(h’ﬁw’)
(b.)

(6 — 28 + 27)Fm¥ — (D — 2 + % — Pym#m? — N |4nT®

(4.34)

(puesto que las perturbaciones WE, ¥B, i® y 6® dependen linealmente de las pertur-

baciones métricas y del potencial vectorial y de sus derivadas) y, tomando en cuenta

la ec. {4.15),

s [ (-SWT;E',) J _ 1
(16752) 4

L

2(6 — 28 — 2@+ THY — (D — 2 — 2p)I*m* |87 TR,
2[(8 — 2B + 2W)lFm* — (D — 2¢ + 2 — PYym#m” — NMI¥]8nTE,

(D —e+e—20—p)* — (§ — B ~ T — 21 + T)F]16x5]

con & definido por la ec. (4.15) _
Usando las ecs. (4.22), (4.23) y (4.24) se halla que —O1 estd dado por

@+3a+f-7)

(3%s — 2841) /1
0

(A+3y—7+T7)

(D+3¢+e+3p—p) (0+383—-T+37+7)

0
—(3‘1’2 + 2@11)/@51
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—2¢y
¢

2060 +48+27) 208442y +p) -
2(D + 4¢ + 2p)

0
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(6 + 20 + )




y, en forma similar,

MmN (D +3c+e—p+7p) — (6 + 38 +a —1)]

1] 2[m*m?(D+3e— €~ p) —“m" (5 + 38 —a— 7 —7) — IHI"}]
4 0

] M6 + 28 + 1) — m*(D + 2¢ + p)]

. (4.35)

El potencial ¢ en la ec. (4.6) es ahora una columna de cuatro componentes, que se
denotaran por My, —My, Yo ¥y —¥g, por lo que la ec. (4“'6) corresponde al sistema
de ecuaciones
(@ +3a+B—7)My — (A +3y - T+ B)My = 2614,
(D+3¢+e+3p—p) My ~ (6 +38—a+3r +7) My = 4é1 ¢,
201[(A + 27 + p)yr — (0 + 48 + 27)vc] = (3W2 — 28y, My,
201[(8 + 2e + m)pg — (D + 4e + 2p)g] = (3T 5 + 2811 ) My

(4.36)

Cualquier solucién de este sistema de ecuaciones genera una solucién completa de las

ecuaciones de Einstein-Maxwell linealizadas [ecs. (4.18)] dada por

My

1 () gt | Mo
| (b#) "/)G
| —ve

la cual puede ser compleja, pero tomando en cuenta que las ecuaciones linealizadas

de Einstein-Maxwell son reales, de la ec. (4.35) sigue que (omitiendo un factor global
de 1/4) '
Ruw = 2{L,L[(6 + 38+ @ — )My — AMy] + mum, (D + 3¢ + € — p) My
—lymy[(D+3e+e— p+D)My + (6438 - T — 7 —T)My|} + cc.,
b= {8+ 28+ 1) —~ mu(D + 2e + p)lgp+cc.,
(4.37)
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es una solucién real de las ecuaciones de Einstein~Maxwell linealizadas.

En resumen, dada una solucidén exacta de las ecuaciones de Einstein—-Maxwell con
las restricciones establecidas al inicio de.esta seccion, los potenciales complejos que
satisfacen las ecs. (4.36) generan soluciones de las ecuaciones de Einstein-Maxwell
linealizadas alrededor de la solucién dada, mediante las ecs. (4.37). De esta manera,
el problema de resolver las 14 ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden para
las 14 componentes de las perturbaciones, h,, y b,, se reduce a resolver el sistema
(4.36}, que equivale a un sistema de sélo dos ecuaciones diferenciales lineales de se-
gundo orden para los dos potenciales ¥y y g (de las tiltimas dos ecuaciones en (4.36)
se puede expresar My y My, en funcidon de g y ¥g ¥ sus_tituyendo en las primeras dos
ecuaciones se obtienen dos ecuaciones de segundo orden para g ¥ ¥g). El sistema
(4.36) ha sido resuelto anteriormente para la solucién de RN (Torres del Castillo 1987)

y para la solucién de Bell-Szekeres (Torres del Castillo and Mendoza Barrera 1996).

4.3. El caso limite del espacio-tiempo plano

A pesar de que las expresiones presentadas en este capitulo se obtienen suponiendo
que existe un campo electromagnético de fondo algebraicamente general, de las ecs.
(4.36) y (4.37) se pueden deducir expresiones para las perturbaciones electromagnéticas
y gravitacionales del espacio-tiempo plano (Wald 1978).

En efecto, usando el segundo par de ecuaciones (4.36), se pueden escribir los
potenciales Mor y My en términos de ¥g y ¥ y sustituyendo tales expresiones en las
primeras dds ecuaciones (4.36) se Ilega a un sistema de dos ecuaciones acopladas de
segundo orden pafa los potenciales ¥ v ¥g. Dividiendo las ecuaciones asf obtenidas

entre ¢, y considerando entonces el limite en que ¢; — 0, lo cual implica que $4; — 0
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[ver ec. (2.23)], por medio de las identidades de Bianchi (2.18), las ecuaciones de

Maxwell sin fuentes (2.21) y la identidad
(D+(p—le+e+gp—p)é+pB+gr)=(6+(p— 1) -+ g7 +T)(D + pe +gp),

la cual es vélida para valores arbitrarios de las constantes p y ¢ y se deduce de {(2.7)

¥ (2.16), se halla la ecuacién desacoplada
(D+3e+e+20—p)(A+2y+p) — (6 +38— T+ 27 +T)(0 + 20+ ) ~ 6 Jthg = 0.

Conmutando los operadores diferenciales, usando nuevamente las identidades del

Capitulo 2, resulta que la ecuacién anterior es equivalente a

(A+y-F+B)(D+2+p)—F+a+B-T)F+28+7)g=0  (4.38)

(cf. Wald 1978).

La ecuacién (4.38) es equivalente a las ecuaciones para los potenciales escalares
usados en la electrodindmica clésica en el estudio de la radiacién multipolar (Jack-
son 1975, Cap. 16); cada multipolo resulta de las soluciones separables de {4.38) en

coordenadas esféricas.

£STA TESIS NO SALE
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Capitulo 5

PERTURBACIONES DE ALGUNAS SOLUCIONES
EXACTAS DE LAS ECUACIONES DE EINSTEIN—
MAXWELL

Aplicando los resultados presentados en el capitulo aﬁterior, a continuacion se consi-
derardn las perturbaciones de algunas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein—
Maxwell dadas en el capitulo 3. Sustituyendo las expresiones (3.1}, (3.2), (3.4) y (3.8)
en el sisterna de ecuaciones para los potenciales (4.36), suponiendo que todos los po-
tenciales tienen una dependencia en las coordenadas ignorables u y v dada por el
factor efk*) Jec. (3.7)], se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones que sélo in-

volucra derivadas parciales con respecto a las coordenadas z y y
VZ$EL L (7 TEIMy) + ¢6 ¢5F QDY (376 EMy) = 2(e +ig)¢yc,
V2B Do (65 TCOTMy) — ¢3FCE LY ($5F T (M) = 2v/2 (e + ig) ¢y,
(e +1i9)d?[V2476E2Q DY (671 2g) + 267 2¢C ALY (¢ Hpa)] = —2v2 (33 — 28y5) My,

(e + ig) 2 [V202E2Lo (6726 24m) — 207Dy (¢7(C*ha)] = 2(3¥2 + 2841 ) My .
(5.1)

Se muestra enseguida que este sistema de ecuaciones se puede resolver por separacion
de variables en aquellos casos en que los polinomios p(z) y P(z) (o ¢(y) y @(y)) son

a lo mds de grados 1 y 2, regpectivamente.
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5.1, Perturbaciones de la solucién de Carter .CB(-l-)
En las Tablas I y II dadas en el capitulo 3 (pdg. 20) se halla que para la solucién

denotada por CB(+), las funciones que determinan los coeficientes de espin son
(;25 — (y+ ia)-—l’ C — P1/4, 6 — P1/4Q1/'2¢ (52) )
donde
P(z) =1 — ¢’ Qy) = % + ¢*> — 2my + e (y* — a®). (5.3)

Sustituyendo estas expresiones en (5.1) y recordando que Ly y L',?;' s6lo contienen

derivadas con respecto a r, mientras que Dy y D}; sélo contienen derivadas con respecto

a y, se tiene
V2 Ly My + QD (67 My) = 2(e + ig)$™¢c,
V238D, (6% My) — $ L} My = 2v/2 (e + ig) %Y,

(e +ig)*[V2*$ Q DL, (¢7%ys) + 26 L] Yoc] = —2v2 (3T, — 201, )} My, .
(e +ig)¢*[V2 & Loy g — 2672 Do ($*P)] = 2(3T2 + 2011 ) Moy
Este sistema de ecuaciones admite soluciones de la forma
My = 2(e +1ig)S_z(z) Ry (y)eiFu+),
My = +/2 (e + ig)S_1(z) Ry (y) e+, (55)
e = 5_o(z) Ra(y)eitrtto),
de = V2 S_1(z) Ra(y)e®etto),
donde las funciones S_; y S satisfacen las relaciones (3.12}), es decir,
L1850 =C(-1)8,  L18,=-C@)S... (5.6)

Luego, £, 1/C(2) S_1 = /C(-1)C(2) \/C(-1) S_z y, similarmente, £}/C(~1) 5_1 =
w\/C(ml)é’(2) /C(2) S_y, por lo que, absorbiendo los factores constantes C@2) y

41



y/C(=1) en las funciones S_; y S_, respectivamente, la ec. (5.6) se convierte en
L_18., =08, LIS o =~-CS.,, (5.7}

con C' = +/C (—=1)C(2). Entonces, sustituyendo las expresiones (5.5) en las ecs. (5.4),
usando (5.7) se obtiene el siguiente sistema de cuatro ecuaciones ordinarias que sélo
contiene funciones dependientes de y (de acuerdo con la Tabla II, pdg. 20, ¥, =
[—(m + icga) + (€ + ¢°)¢]¢°, mientras que $y; = 1|{e + i9)¢?|?)

CoRy + ¢*9Q DL, (97°Ry) = ¢ Ris,

$738 Do (47" Re) + CB R = 20°Rs,

#$*$ QDL (97°Ra) ~ ChRs| = —2(3%, — 201) Ry,
¢2[C¢R4 — ¢5”2 DD (¢2R3)} = 2{3'1’2 -+ 2@11).31.

(5.8)

En el caso en el que el pardmetro a es igual a cero, se puede conseguir una

simplificacién del sistema de ecuaciones anterior. Introduciendo las dos constantes

@ =3m+/9m2 +4(e2 +g))C%  go=3m—/9Im? + 4(e2 +g2)C2,  (5.9)

asi que
G+e=6m  ag=—4+g)C? (5.10)

y tomando en cuenta que en este caso ¢ = ¢, de las ecuaciones (5.8) se halla que
QoL (¢ R+ ZgR) = (070 + 267 ) (FRa+ B8R ) Gk = 1,25 #B)
Dy (¢2R3 + %,’5¢2R2) = (C¢6 + %qﬁ) (¢“3R4 + %{-cﬁ—SRl) , (5.11)

de esta manera se tienen dos sistemas de dos ecuaciones con dos incdgnitas cada uno.
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5.2. Perturbaciones de la solucién g*RN

Para la solucién g*RN, de las Tablas I y IT (pag. 20) se tiene
¢=—iz, (=PViTl = pUIQI? (5.12)

con

Pz} = —epr® + 2nz® — (€% + ¢*)2t, Qy) =1+ egy® (5.13)
Sustituyendo las ecs. (5.12) en las ecs. (5.1) se obtiene
—ivV223L 1 (272 My) + 22 Q DY, My = —2(e +ig)a*dg,
V2Do My —ia® L (27 My)) = —2/2 (e + ig)z’¢s,
(e +ig)2’ V2 QDL yhp + 2ia° £} (27%9¢)] = 2v2 (32 — 281,) My,
(e +ig)e?[iv2a? Ly (z7'p) + 2Dy vha] = 2(3¥2 + 2811) My,

(5.14)

por lo que en este caso, tomando en cuenta que los polinomios ¢(y) y Q(y) satisfacen

las condiciones halladas en el capftulo 3, se buscardn soluciones separables de la forma

My =2(e+ig}5 (Q?)R_I.(y)ei(ku*"lv)’

My = iv/2 (e +1g)Sa(a) Roa (y) e+,

. (5.15)
Yo = S3(x)R_2(y)e’+m), ~
Pp = 2\/§ 54(3:)R__1 (y)ei(ku-l—lv)’
donde R_,(y) v R-2(y) satisfacen las relaciones [vef la ec. (3.25)]
DoR_p=D(-2)R.;, QDY R, =D(-1)R,. (5.16)

Siguiendo el mismo procedimiento que con las ecs. (5.6), las funciones R y R_»

pueden normalizarse de tal manera que D(-2) y D(=1) tengan un mismo valor, que
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se denotar por D. Entonces, sustituyendo las ecs. (5.15) en (5.14), usando (5.16) se

llega al sistema de ecuaciones ordinarias
z3 L. (33_252) + DﬂCZSl = —$253,

DSy — 22 L} (z718)) = —222%8,,

2*[Dx?S, + 2* rl (z725;)] = 2(3¥, - 2013}, 19
22— L1 (718y) + DS;) = 2(3T, + 281;) 5,
con |
U, = nz® — (&2 + g%, @1y = 2(€® + gP)z* (5.18)

(ver la Tabla II, p4g. 20), que son funciones de = solamente.
Al igual que con la solucién de RN (Torres del Castillo 1987), el sistema de
ecuaciones ordinarias que queda por resolver se puede desacoplar parcialmente, con-

virtiéndolo en dos sistemas de dos ecuaciones cada uno. Definiendo las constantes

q = —3n+ \/9712 + 4(e? + ¢*) D2, gs = —3n — \/9n2 +4(e? + ¢?) D%, (5.19)
de tal manera que
qt+@=-6n,  qu=-4L+d)D% (5.20)

de las ecs. (5.17) y (5.18) se halla que

£—1 (1'—15’4 + %3“25‘2) = (D - %x) ($_283 + %m—l’s’l) # : (Jak = 11 23.7 # k)
2 -
P (x'25'3 + %x“‘SI) - - ( - —-I%’Ex) (9:"’1.5'4 + %, 232)
(5.21)

[cf. ecs. (5.6)]. Esta reduccién se aplica siempre y cuando D sea diferente de cero.

Sin embargo, cuando D = 0, las ecs. (5.17) de inmediato se reducen a dos sistemas

de dos ecuaciones, uno para Sz y S2 y otro para Sy y Ss.
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Los pares de ecuaciones (5.11} y (5.21) se pueden combinar para obtener ecua-
ciones de segundo orden con una sola incégnita y tales ecuaciones se pueden llevar,
mediante cambios de variable, a la forma de la ecuacidn de Schrédinger (ver Chan-
drasekhar 1983), lo que resulta dtil para relacionar el problema de la interaccién de
las perturbaciones gravitacionales y electromagnéticas con la solucién de fondo con el‘
probléma de la ecuacién de Schrédinger para una bairera de potencial en una sola di-
mensidn. Cualquiera que sea el procedimiento que se use para analizar o para obtener
soluciones de las ecs. (5.8), (5.17) o (5.21), las expresiones para los potenciales (5.5)
o (5.15) dan las perturbaciones completas del potencial vectorial y del tensor métrico

por medio de las ecs. {4.37).
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Conclusiones

Este trabajo presenta nuevos resultédos que extienden lo conocido acerca de las
perturbaciones lineales de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein—Maxwell,
gracias al empleo del conjunto de potenciales éomplejos presentado en el capitulo 4.
Puesto que las soluciones de las ecs. (5.8) y (5.21), al igual que las de las ecuaciones
analogas obtenidas en los casos previamente estudiados, no se conocen explicitamente,
no se dan expresiones explicitas para las perturbaciones relevantes. Sin émbarg‘o,
el hecho de que la solucidn de estas pocas ecuaciones diferenciales ordinarias dé la
solucién completa del problema original de 14 ecuaciones diferenciales parciales de
segundo orden para 14 incégnitas es un resultado notable.

Entre los problemas que quedan abiertos para futuras investigaciones estd el es-
tudio de propiedades de las soluciones de las ecs. (5.8) y (5.21) .(anélogas a lag
estudiadas en el capitulo 3), asi como el clculo de factores de absorcién y reflexién y
de conversién de ondas gravitacionales en electromagnéticas y viceversa. En el caso
de soluciones que representan agujeros negros, el hecho de que el campo gravitacional
exterior al agujero produzca dispersién de las ondas electromagnéticas, en particu-
lar, hace que estos agujeros no sean del todo négros. La radiacion electromagnética
incidente (o la gravitacional, tomando en cuenta el fenémeno de la conversién de un
tipo de ondas en el otro) da lugar a ondas reflejadas en el exterior del agujero, de tal
forma que habria un patrén bien definido de ondas reflejadas, para una onda incidente
dada, lo que en principio permitiria distinguir el campo gravitacional que produce la

dispersién.
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