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1.1 INTRODUCCION

En las finanzas modernas existen, a mij juicio, tres trabajos esenciales. Primeramente,
el desarrollo de Markowitz de la teoria de portafolios en 1952, Markowitz utilizé teoria de la
utilidad para modelar las preferencias de inversionistas individuales y construyé el modelo
medija-varianza para examinar las relaciones entre el rendimiento y el riesgo (explicado por
la volatilidad del rendimiento de los activos)

Este trabajo motivé consecuentemente el desarrollo de Sharp, Linter y Treynor cono-
cido como el CAPM por sus siglas en inglés (Capital Asset Pricing Model), un modelo
de equilibrio sobre el rendimiento esperado en acciones. El CAPM introduce la "beta”
como medida del riesgo diversificable, apoyando la creacién de portafolios que minimizan
los elementos de riesgo en los portafolios (Varianza)

El tercer gran desarrollo tedrico fue la férmula para encontrar el precio de una opcién
sobre acciones de Black-Scholes, la cual adicionalmente definia la estrategia para crear
un portafolio de cobertura (libre de riesgo) del subyacente en cuestién. La derivacién de
esta fdrmula original requirié la solucién de la ecuacién de difusién de calor (ampliamente
utilizada en fisica), acompafiada de un enfoque novedoso de aproximacion en un entorno
neutro a riesgo, que permitié la valuacién de derivados. Sin duda, el alcance de este
trabajo, ha rebasado por mucho las expectativas originales de sus autores y su repercusién
en la operacién diaria de los mercados financieros es innegable. De hecho, se ha vuelto el
cjemplo estelar de la aplicacién de la modelacién matemdtica en finanzas.

En este trabajo pretendo recoger las ideas de las diversas aproximaciones que se han
realizado para resolver el problema de valuar opciones sobre acciones. Lo cual contribuye
a la utilizacién de los diversos enfoques en la modelacién matemadtica para el caso concreto
del trabajo de Black-Scholes.

Este trabajo estd organizado en tres secciones que pretenden dar los elementos que
permitan, la comprensién de los modelos usados, por diversos enfoques técnicos, para
resolver este problema esencial en finanzas modernas.

En primer lugar se plantean los elementos bdsicos del andlisis en los capitulos: 1.-
Contratos de Opciones (qué son las opciones?), 2.- Tipos de Opciones (cémo operan estos
mercados?), 3.-Valor del Dinero en el Tiempo (planteando la ecuacién diferencial deter-
ministica cldsica del crecimiento geométrico), 4.-Comportamiento de los Activos (el proceso
de Winer como modelo del riesgo en los activos).

En la siguiente seccién introduce los elementos del trabajo de Black-Scholes, capitulos
5.- Elementos de Ciélculo Estocdstico (exponiendo de manera intuitiva el fundamental
Lema de Ito) 6.- Modelo de Black-Scholes. (El trabajo original construyendo la cobertura
con un portafolio libre de riesgo) y, finalmente, los diversos planteamientos de la férmula
de Black-Scholes capitulos: 7.- Valores Esperados (la construccién de la solucién como
esperanza de la funcién de pago), 8.- La Ecuacién de Calor (la conexidn con la ecuacion
de difusién de calor), 9.- Martingalas (El planteamiento de cambio de Medida neutra a
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riesgo), 10.- Portafolios Replicantes (Valuacién por replica de un portafolio sintético), 11.-
Sustitucion Directa (comprobando la solucién en la Ecuacién Diferencial Parcial)

Cada capitulo estd pensado para ser leido como parte de un todo o de forma indepen-
diente, sin la necesidad de leer secciones anteriores, cada uno proporciona los elementos
notacionales basicos necesarios para su completa comprensién. Finalmente, se dan algunos
comentarios sobre la importancia de estos instrumentos en los mercados actuales.

En las idltimas décadas, el desarrollo de los mercados financieros ha estado acom-
panado de una mayor disponibilidad de instrumentos de cobertura contra diferentes tipos
de riesgos. Asimismo, en los ultimos afios, la medicién y administracién de riesgos se ha
convertido en una préactica generalizada tanto de los intermediarios financieros como de
los administradores de fondos de inversion. Con el desarroilo de las tecnologias de infor-
macidn, el uso de las opciones en el disefio de estrategias de cobertura se ha extendido
rdpidamente hacia las empresas no financieras (o productivas) y atin hacia los medianos y
pequeiios inversionistas,

El uso de las opciones para cubrir los riesgos del mercado, responde a la Hexibilidad
que estos instrumentos proporcionan a sus usuarios para entrar y salir rdpidamente del
mercado debido a su liquidez y apalancamiento. Las opciones financieras son herramientas
litiles que permiten a los inversionistas administrar el riesgo de mercado con costos bajos de
transaccidon. Asimismo, el riesgo de crédito -en bolsas de opciones- de estos instrumentos es
minimo, o casi nulo, debido a la asociacién del mercado con una camara de compensacién
que a cambio de una comisién, (que se cobra sélo a las posiciones cortas), garantiza el
cumplimiento de estos contratos. En conclusidn, las opciones son instrumentos que per-
miten a los inversionistas cubrir sus posiciones de riesgo (largas o cortas), en respuesta
a sus expectativas econémicas y financieras, reduciendo el riesgo y la incertidumbre del
mercado con costos bajos de transaccidn.

La ausencia tan prolongada de mercados de instrumentos financieros de cobertura en
México nos invita a evaluar sus efectos en los mercados financieros. En particular, en el
episodio llamado “el error de diciembre” de 1994 o, mejor dicho, en la debacle financiera
de 1995. Llama la atencién la enorme exposicidn al riesgo de tasa de interés, de tipo de
cambio y bursdtil y la imposibilidad de administrarlo a falta de un mercado de cober-
turas contra contingencias financieras; situacién que no permitié a los agentes econémicos
planear adecuada y oportunamente sus portafolios en el corto y mediano plazo. En la
actualidad, se cuenta en México con un mercado organizado y reconocido por las autori-
dades fiscales y financieras en el que se negocian contratos a futuro estandarizados y que
préximamente listara opciones. Cuando estos instrumentos se utilizan adecuadamente pro-
tegen a los inversionistas contra pérdidas potenciales ocasionadas por movimientos bruscos
¢ inesperados de las variables subyacentes.

El primer mercado organizado y reconocido de opciones, el Chicago Board Options
Exchange (CBOE), comenz6 su operacién en 1973. Poco tiempo después, mercados sim-
ilares surgieron en Europa, Asia y, més recientemente, en Ameérica Latina. En el caso
mexicano, se cuenta con el Mercado Mexicano de Derivados S.A. de C.V. (MEXDER).

1.2 OPCIONES FINANCIERAS




La generacién de portafolios con un balance adecuado entre riesgo y rendimiento es una
tarea fundamental de la ingenieria financiera. Una clase importante de instrumentos que
actitan como seguros contra contingencias financieras son las opciones. En un ambiente de
extrema volatilidad, estos instrumentos proporcionan al inversionista un mecanismo para
inmunizar un portafolio contra fluctuaciones adversas en los precios de los subyacentes.

El surgimiento y crecimiento de las opciones en los mercados financieros estd mar-
cado por varias fechas importantes: En 1973, se bursatilizan opciones sobre acciones en
el Chicago Board of Trade (CBOT). En el mismo afio, se presenta un avance teérico im-
portante con la aparicién de la férmula de Black-Scholes. En 1979, debido a un cambio
de estrategia de la Reserva Federal de los Estados Unidos de Norte América se generé un
nivel alto de volatilidad en los mercados financieros, los agentes se vieron en la necesidad
de buscar nuevas técnicas financieras para contrarrestar su exposicién al riesgo. Los inver-
sionistas observaron que el empleo de las opciones reducia en forma eficiente la exposicién
al riesgo mercado.

Una opcidn es un producto derivado que por el pago de una prima da a su tenedor
(comprador) el derecho, méds no la obligacién, de comprar o vender el activo subyacente
(bienes, acciones, indices bursdtiles, divisas, futuros, tasas de interés, etc.) a un precio
determinado, llamado precio de ejercicio. La contraparte,-el emisor- de estos titulos tiene
la obligacion de vender o comprar el activo subyacente. En resumen, la utilidad de estos
instrumentos consiste en asegurar un bien o servicio a través del pago de una prima cuyo
monto dependerd de las probabilidades de que el bien o servicio experimente un cambio
desfavorable para el interesado. Si esto ocurre, al interesado le cuesta \inicamente el valor
de la prima. En un contrato de opcién se especifican cinco elementos:

1. Tipo de opcidn.- opcién de compra o de venta (americana o europea).

(&)

Activo subyacente.

Cantidad del activo negociado.- es la cantidad, en unidades, del activo subyacente que
csta estipulado que se puede comprar o vender por cada contrato de opcién.

@

&

Fecha de vencimiento.
5. Precio de ejercicio.

Hay otro elemento determinado por el mercado que no figura estipulado en el contrato,
que es el precio a pagar por la opcidn, precio que se fija en el mercado organizado de
opciones, siguiendo la ley de la oferta y la demanda. Este precio recibe el nombre de
prima.

Es importante observar que en los contratos de opciones sélo se obliga al vendedor,
mientras que el comprador tiene el derecho (opcidén) de ejercer el contrato, pero no estd
obligado a ello. Esto permite al poscedor de una opcién, no sélo a cubrirse ante posibles
pérdidas sino también la posibilidad de obtener un beneficio en caso de que la evolucién
del precio del activo asociado a la opcidn sea favorable.

Por otro lado, las opciones, al igual que los futuros son contratos estandarizados,
permitiendo asi que las transacciones se efectien en mercados abiertos, organizados y
con garantfas de su cumplimiento. Esta caracteristica genera liquidez para llevar a cabo
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distintas combinaciones y estrategias para ampliar y diversificar las carteras de inversién.
A diferencia de los mercados de futuros, en las opciones, el comprador del contrato sélo
estd obligado al pago de una prima (precio de la opcién) que recibird el vendedor, quién
aportard el margen inicial y de mantenimiento segin la evolucién del mercado.

La inversién en opciones también es una alternativa para especular (obtener ganan-
cias extraordinarias asumiendo riesgos sobre tendencias inesperadas). Es también posible
realizar operaciones de arbitraje aprovechando desequilibrios temporales en la prima de
las opciones.

Las opciones financieras mds comunes son las que tienen como subyacente a los titulos
de capital (acciones), los indices de mercados accionarios, las divisas extranjeras, titulos de
deuda priiblica y futuros. Se distinguen entre si con base en tres criterios: tipo, clase y serie.
El tipo nos indica si la opcién es de compra (call) o de venta (put). Todas las opciones
que sean del mismo tipo y que tengan una fecha de vencimiento comin determinan una
clase. Las opciones que pertenezcan a una clase y que tengan el mismo precio formardn
una serie. En las opciones se presentan dos posiciones, las cuales nos indican la postura
que presenta cada una con respecto al contrato:

Posicidn larga.- es la postura que presenta el comprador (quien paga la prima) de una
opcién, sin importar si ésta es un opcién de compra o de venta.

Posicién corta.- es la postura que presenta el emisor o vendedor de la opcién (recibe
la prima) de compra o de venta. :

Una vez firmado un contrato de opciones, existen tres formas de cerrarlo: = .

a. El comprador ejerce su derecho.

b. El comprador permite que pase la fecha de vencumento sin ejercer su derecho, dandose'
por terminado el contrato.

El comprador puede vender la opcién a un tei‘cero, oel emisbrr pﬁé;ie recomprar la
opcidn al comprador, es decir, la opcidn se liquida.
1.2.1 OPCIONES DE COMPRA (CALL OPTIONS)

Una opcién de compra otorga al comprador el derecho, més no la obligacién, de comprar
al emisor el activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha predeterminada o
antes. El comprador tiene que pagar una prima al emisor en e! momento de la realizacién
del contrato. El contrato debe especificar entre otras cosas:

1. Concepto a negociar (activo subyacente).
2. La cantidad a negociar.

3. El precio de compra.
4

La fecha de vencimiento.

Este tipo de opciones presentan para el comprador ganancias. ilimitadas al mismo
tiempo que sus pérdidas se ven reducidas al valor de la prima que paga al firmar el contrato.
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En cambio, el emisor presenta como ganancia méxima el valor de la prima y sus pérdidas
son ilimitadas.

1.2.2 OPCIONES DE VENTA (PUT OPTIONS)

Una opcién de venta otorga al comprador el derecho, més no la obligacién, de vender el
activo subyacente a un precio predeterminado en una fecha preestablecida o antes. El
contrato especifica los mismos puntos que el de opciones de compra. En estos contratos
al igual que en los de compra el emisor tiene una ganancia reducida a la prima y pérdidas
ilimitadas, la situacion del comprador es la contraria, es decir, presenta pérdidas reducidas
a la prima y ganancias ilimitadas.

1.3 OPCIONES AMERICANAS Y EUROPEAS

Las opciones también se pueden clasificar de acuerdo al tiempo en que se puede ejercer el
derecho que ellas otorgan, siendo estas:

1. Opciones americanas.- son aquellas en las que se puede e]ercer el derecho a comprar
o vender en cualquier fecha hasta el dfa de nclmlento, ‘es d c1r, durante la vida de -
la opcidn. :

2, Opcxones europeas.- son aquellas que solo

ejercidas en la:,fechaf de venci-
miento. : : T gl

La mayoria de los contratos negocmdos entodoel mundo se realizan mediante opciones
americanas. Pero estas presentan una mayor dlﬁcultad para. su valuacxon que las europeas,
y por lo mismo las propiedades de las amerlcanas se dernvan ¥ explxcan a traves de las
propiedades de las europeas. ! ; ;

1.4 OPCIONES DENTRO, FUERA Y EN EL DINEﬁO

Las opciones pueden clasificarse, dependiendo de la relacién que ex1sta entre el precio -
pactado de ejercicio y el precio de mercado de la siguiente manera: -

1. Dentro del dinero (in the money).- cuando el precio de mercado excede el precio de -
cjercicio en una opcién de compra; y cuando el precio de mercado es menor al precio *
de ejercicio para una de venta. :

(&)

. Fuera del dinero (out of the money).- cuando sucede lo contrario, es decir, cuando el
precio de mercado es menor al precio de ejercicio en una opcién de compra; y cuando
el precio de mercado es mayor al precio de ejercicio en una de venta.

3. En el dinero (at the money).- esto se da cuando el precio de mercado y:el precio de
ejercicio son el mismo, se cumple tanto para opcxones de compra, como para las de
venta.

—

Para una descripcién mas detallada de los productos derivados, véasé Hull (2000).
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Esta clasificacién determina el precio a pagar por comprar la opcién, ya que las opcio-
nes que se encuentran dentro del dinero van a implicar necesariamente primas mads altas,
puesto que con estos contratos es muy probable que se logren ganancias si se ejercen al
vencimiento, en cambio las opciones que se encuentran fuera del dinero implican primas
muy bajas, ya que seguramente terminen sin ser ejercidas.

1.5 LIQUIDACION EN EFECTIVO Y EN ESPECIE

Las opciones también pueden clasificarse segiin su forma de liquidacién, es decir, la forma
de cumplimiento del contrato por parte de los vendedores de opciones:

1. En especie.

2. En efectivo.

En los mercados, la liquidacién de los contratos muy rara vez llegan a la fecha de expi-
racion {(aproximadamente el 2% de las operaciones). Generalmente, se realiza cancelando
diferenciales entre el precio de ejercicio y el precio de mercado (en efectivo).

Finalmente, es conveniente destacar que existen cuatro posiciones bdsicas para un
inversionista que estd interesado en la negociacién de opciones:

1. Posicion larga en una opcién de compra.- ésta es una posicién que se beneficia con
movimientos a la alza en los precios. Ya que sus ganancias aumentan en relacién a lo

que aumente el mercado.

2. Posicidn larga en una opcién de venta.- ésta considera movimientos a la baja en los
precios. En esta posicion al contrario, las ganancias van en relacion a una contraccién
en los precios del mercado. i

3. Posicién corta en una opcién de compra.- con esta posicién obtienen beneficios los -
inversionistas que consideran movimientos moderados a‘'la baja y movimientos neu-
trales. e S B S

4. Posicién corta en una opcién de venta.- con ella se encuentran los inversionistas que
consideran movimientos moderados a la alza y movimientos neutrales.

1.6 VALOR INTRINSECO Y VALOR. EN EL TIEMPO DE LAS OPCIONES

La fijacidn del precio de las opciones se realiza en los mercados de acuerdo a su oferta y
demanda. Varios factores intervienen en dicho proceso. Su dindmica depende del tiempo y
de las variaciones del precio del subyacente en el mercado. De ahi que las opciones tienen
un valor intrinseco y un valor en el tiempo. El valor intrinseco es el valor que tendria la
opcidn si expirara inmediatamente tomando en cuenta el precio del activo subyacente en
el mercado en efectivo. Concretamente, es la cantidad por la cual la opcién se encuentra
dentro del dinero. Para las opciones de compra es la diferencia entre el precio de mercado
del subyacente y el precio de ejercicio, si la diferencia es positiva, o de lo contrario es
simplemente cero (pues al no estar dentro del dinero la opcién no tiene ningtin valor para
el comprador). Por lo tanto, su valor es ¢ = Max(St — K,0). Para las opciones de venta
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es la diferencia entre el precio de ejercicio y el precio de mercado del subyacente, si la’
diferencia es positiva, o simplemente cero en cualquier otro caso (la opcidén no tiene valor
para el comprador porque no se ejerce). Por lo tanto, su valor es p = Max(K — $7,0).

El valor en el tiempo es la cantidad por la cual la prima o valor total de la accién
excede el valor intrinseco. Este valor existe porque el precio del subyacente puede cambiar
entre el presente y el vencimiento de la opcidn, existiendo por tanto el potencial de posibles
beneficios. Esto es, el valor en el tiempo es la prima que los inversionistas estdn dispuestos
a pagar por dicho potencial. De ahi que el valor en el tiempo sea igual a cero al vencimiento
de la opcién y el valor mdximo de la opcién que es ejercida es igual al valor intrinseco.
En general, el valor en el tiempo se encuentra en su maximo valor cuando el precio del
subyacente es igual al precio de ejercicio.

1.7 RELACIONES ENTRE OPCIONES DE COMPRA Y VENTA (CALL-
PUT PARITY

Esta paridad es una relacién que debe mantenerse para que no exista arbitraje. Con-
siderando el caso de una opcién europea al momento de su vencimiento, esta condicién
puede ser extendida para incluir el precio de ejercicio en la relacion de equilibrio existente
entre las opciones y su subyacente. A esta relacién de equilibrio se le conoce como paridad
de los precios entre opcién de compra y opcién de venta. Como una primera aproximacion,
sin tomar en cuenta el valor del dinero en el tiempo, el principio de la paridad de los precios
de opciones de compra y venta, sefiala que en el caso de una opcién europea que no paga
dividendos, para que no exista arbitraje entre la compra del subyacente y las opciones de
compra y de venta, al momento de su liquidacién, el precio del subyacente menos el precio
del ejercicio debe de ser igual al precio de la opcién de compra menos el precio de la opcion
de venta, es decir
St - K =¢(T, Sr) —p(T, ST)

1.8 FACTORES PARA LA DETERMINACION DE LOS PRECIOS DE LAS
OPCIONES ‘

Los factores de los cuales depende el valor de una opcién se enumeran y explican muy
brevemente a continuacion:

1. Precio actual del bien subyacente. Es el determinante méds importante. Cuanto mayor
es el precio del activo subyacente, mayor es el precio de la opcién de compra (mayor
probabilidad de encontrarse dentro del dinero) y menor el de la opcién de venta (menor
posibilidad de encontrarse dentro del dinero).

()

. Precio de ejercicio de la opcién. Cudnto mds alto, mds barata debe ser la opcién de
compra y mas cara debe ser la opcidén de venta. Sin embargo, cabe recordar que el
precio de una opcidn de compra no puede ser negativo aun si el precio de ejercicio
es muy alto. Mientras la opcidn tenga atn cierta vigencia, existe la posibilidad de
que el precio del subyacente exceda al precio de ejercicio antes de su vencimiento y la
posicién tiene algiin valor en el tiempo. Andlogamente, en el caso de una opcién de
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venta, su valor intrinseco no puede ser negativo, ain si el precio de ejercicio es muy
bajo. Y mientras la opcién de venta tenga vigencia, existe la posibilidad de que el
precio del subyacente descienda mads alld del precio de ejercicio y por tanto la opcién
tiene al menos cierto valor en el tiempo.

3. Tasa de interés libre de riesgo. Es el costo de oportunidad de la inversién en una
opcién, a medida que la tasa de interés libre de riesgo se incrementa, el precio de las
opciones de compra aumenta y el precio de las opciones de venta disminuye. Este
impacto no es tan evidente. Mientras mds altas sean las tasas de interés, mds bajo es
el precio de ejercicio de una opcion de compra. Asi, las tasas de interés producen el
mismo efecto que bajar el precio de ejercicio de la opcién de compra.

4. Dividendos. Los pagos de dividendos en efectivo también alteran el precio e las
opciones. En relacidén a las opciones sobre acciones, si se espera que la accién reparta
altos dividendos, el valor de la opcién de compra disminuye y ¢l valor de la opcidn de
venta aumenta. Esto debido a que el precio del subyacente desciende en el mercado
en una cantidad similar al pago de dividendos.

5. Tiempo remanente de vigencia. Mientras mayor es el plazo que atn tiene de vigencia
la opcidn, mayor es la posibilidad de ejercer, por lo tanto mayor serd el precio de las
opciones, tanto de compra como de venta.

6. Volatilidad del activo subyacente. La volatilidad se refiere al posible rango de varia-
ciones de los precios del subyacente. Los incrementos en la volatilidad del precio del
bien subyacente siempre tienen el efecto de que aumenta el precio de las opciones,
sean estas de compra o venta, americanas o europeas, porque aumentan la posibilidad
de que el precio del bien subyacente rebase el precio de ejercicio provocando que la
opcién sea ejercida.

Los cuatro primeros factores estdn relacionados con el valor intrinseco de la opcidn, en
tanto que los dos 1iltimos con el valor en el tiempo de la opcién. Estas variables interactiian
entre si para determinar el valor de las opciones.

En resumen, se puede decir que el valor de una opcién de compra generalmente aumen-
ta cuando el precio actual de las acciones, el vencimiento, la volatilidad y el tipo de interéds
libre de riesgo aumentan. El valor de una opcién de compra disminuye cuando aumentan
el precio de ejercicio y los dividendos esperados. El valor de una opcién de venta gene-
ralmente aumenta cuando el precio de ejercicio, el tiempo de expiracién, la volatilidad, y
los dividendos esperados aumentan. El valor de una opcién de venta disminuye cuando el
precio actual de las acciones y el tipo de interés libre de riesgo aumentan.

1.9 OPCIONES SOBRE ACCIONES QUE PAGAN DIVIDENDOS CONTI-
NUAMENTE

Considere una accién que paga continuamente una tasa de dividendo (constante). Entonces
el precio de una accién que paga este tipo de dividendo es el precio de la accidn sin pago
de dividendo descontado a dicha tasa de dividendos.

1.10 OPCIONES SOBRE INDICES ACCIONARIOS
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Muchas de las bolsas del mundo cotizan opciones sobre indices accionarios. La Bolsa
Mexicana de Valores no es la excepcién y cotiza Warrants sobre el Indice de Precios y
Cotizaciones. El mecanismo y la definicién es como una opcién sobre una accién, la tinica
diferencia es que el subyacente es el indice bursatil. En la valuacién de las opciones sobre
indices accionarios el supuesto que se hace es et de promediar los dividendos que pagan las
acciones que componen el indice (canasta de acciones). Con esto se aplica la férmula de
Black-Scholes adaptada para las opciones sobre acciones que pagan un dividendo conocido.

1.11 OPCIONES SOBRE DIVISAS

Las opciones sobre divisas pueden ser tratadas de manera andloga a las opciones sobre
acciones, la tnica diferencia es que el activo subyacente es una divisa. Este instrumento
tiene la propiedad de transferir el riesgo cambiario entre los participantes del mercado
ofreciéndoles una amplia gama de posibilidades de rendimiento ademds de permitirles
crear una cobertura contra el riesgo. Una opcién sobre divisas proporciona una especie de
seguro cambiario mientras que una cobertura (o un forward) cierra la operacién futura a
un tipo de cambio fijado el dia de la adquisicién del contrato. Por supuesto, el seguro no
es gratuito y se tiene que pagar una prima por la opcién, mientras que en el forward no
existe tal prima.

1.12 OPCIONES SOBRE FUTUROS

Una opcién sobre un futuro es una opcién donde el subyacente es un futuro. Como en las
otras opciones el comprador de la opcidén tiene el derecho, mas no la obligacién, de ejercer
la opcion. Asi, con una opcién de compra puede ejercer la opcion comprando un contrato
de futuros al precio de ejercicio (es decir, tomar una posicién larga en los futuros al precio
de cjercicio), mientras que el comprador de la opcién de venta puede ejercer vendiendo el
contrato de futuros al precio de ejercicio. Todos los conceptos tipicos de las opciones son
validos, por ejemplo, el tenedor de la opcién de compra ejercerd el derecho de comprar un
contrato de futuros sélo si eso le representa una ganancia o le reduce una pérdida.

Las opciones sobre los futuros tienen los siguientes beneficios sobre los contratos de futuros:
1. Las opciones le ponen un limite a la pérdida mientras que los futuros no lo hacen.

2. Las opciones sobre futuros le permiten a los productores de mercancias cubrir tanto
el riesgo precio como el riesgo de cantidad mientras que los futuros permiten solo la
cobertura del riesgo precio. 2

1.13 MODELO DE BLACK-SCHOLES

El modelo de Black-Scholes es probablemente el mis conocido y aplicado de los modelos
de valuacién de las finanzas. Inicialmente fue desarrollado en 1973 por Fisher Black y
Myron Scholes. El modelo fue formulado para valuar opciones europeas para acciones sin
pago de dividendos; trabajos posteriores de otros investigadores financieros han refinado el

2 Los conceptos de este capitulo retoman los principales aspectos del libro de Hull (2000).
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modelo y lo han hecho aplicable para el caso de opciones americanas, opciones con pago de
dividendos por parte del activo subyacente, y opciones sobre otros instrumentos, como los
futuros, divisas, entre otros. El método establece la siguiente formula para obtener el valor
de las opciones europeas de compra. En la derivacién de la férmula original se hicieron los
siguientes supuestos:

1. La tasa de interés a todos los plazos es constante.
. El intercambio (o negociacién) de estos instrumentos es continuo

Los costos de transaccion e impuestos son cero.

La accién no paga dividendos.

(S 3 I C R

. Un inversionista puede ejercer la opcidén sélo al tiempo de vencimiento (opcién tipo
europea).

6. La volatilidad de la accién es conocida y no cambia durante la vida de la opcién. 4

Es de esperar que en la realidad varios de estos supuestos no se cumplan. No obstante,
la férmula arroja buenos resultados en la prictica. El supuesto mds importante en el
modelo e¢s que los precios de los activos subyacentes son continuos lo cual descarta las
discontinuidades en el patrén muestral, tales como los saltos que invalidan el argumento
de cobertura continua en el modelo Black-Scholes. También este supuesto descarta una
reversion de la media en el precio del activo subyacente, es decir, la convergencia hacia
un valor fijo. Por lo tanto, el modelo de Black-Scholes no es estrictamente aplicable al
mercado de renta fija, donde los precios de los bonos convergen hacia valores nominales.

Por otra parte, en el caso de subyacentes que no distribuyen dividendos u otros pagos
en efectivo, el modelo de Black-Scholes es aplicable para el caso de opciones americanas.
Debido a que una opcién americana puede ser ejercida en cualquier momento su precio
es mayor que el de una opcién europea de igual precio de ejercicio y vencimiento; a la
diferencia entre el precio de la opcién americana y la opcidén europea se le denomina prima
por derecho de ejercicio prematuro. En el caso de una opcién americana cuyo subyacente
no paga dividendos, no es recomendable que se ejerza antes del vencimiento. Si una opcién
europea estd dentro del dinero su valor se aproxima al valor intrinseco.

El modelo de Black-Scholes continua siendo aplicable para el caso de opciones ameri-
canas de compra que pagan dividendos. Si la opcién se ejerce antes de la fecha de
vencimiento, se obtiene el valor de la opcién de compra usando el tiempo correspondiente a
la fecha de ejercicio. Es posible ejercer prematuramente una opcién americana si la opcién
se encuentra profundamente dentro del dinero y el pago de dividendos es alto.

3 Black, F. and M. Scholes, (1973), The Princing of Options and Corporate Liabilities, Journal of
Political Economy, 81, pp. 637-654.
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CAPITULO 2. TIPOS DE OPCIONES

2.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior presentamos algunos conceptos bdsicos de opciones. En éste
trataremos con uno de los temas principales de la teoria de opciones, El capitulo no es
técnico, sino mas bien descriptivo, aqui se distinguen las caracteristicas de un contrato de
opciones méds simples que se encuentran en el mercado, los cuales a su vez son los més
comunes; asimismo, se da una explicacién de la terminologia estdndar que se utiliza en el
mercado.

2.2 OPCIONES

El dueiio de un contrato forward o futuro, tiene la obligacién de mantenerlo hasta el
vencimiento del contrato, a menos que la posicién sea cerrada antes del vencimiento, el
duefio deberd tomar la posesién del bien, moneda o lo que cubra el contrato, sin importar
cual sea el valor del activo.

Una opcién simple proporciona al dueiio el derecho de ejercer en el futuro a un precio
previamente acordado, pero sin obligacién. Por lo tanto, si la accién baja, no tenemos que

comprarla. Una opcién de compra (también llamada call) es el derecho de comprar.un
activo particular por un monto acordado en un tiempo especifico. Deberemos ejercer la‘ -

opcidn al vencimiento si la accién estd por arriba del precio de ejercicio y no la debemos
de ejercer en caso contrario.

Si usamos S; como el precio de la accién y K como el precio de ejercicio entonces el

valor de la opcién al vencimiento serd

Esta funcién sobre el activo subyacente es llamada funcién de pagos.

(Por qué deberfamos escoger una opcién? Claramente, si'se tiene una opclon de
compra. se querrd que la accién suba lo mds posible. Entre més alto sea el precio de'la -
. accidn, més grande sera el beneficio. Nuestra decisién de comprar dependeré d uamo

cueste,

por un monto acordado a un tiempo especlﬁco en el futuro.

El duefio de una opcién de venta desea que el precio de la acclén baje vendlendo el‘

activo a un precio mayor. La funcién de pagos de una opcxon de venta es o
méx (K — S7,0). : E (2.2)
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Ahora la opcién es ejercida solo si la accidn estd por debajo del precio de ejercicio.

Podemos ver que entre mas grande sea el precio de ejercicio, serd menor el precio
de los calls y mayor e de los puts, ésto tiene sentido ya que el call permite comprar el
subyacente al precio de ejercicio, asi que entre menor sea el precio de ejercicio mas valor
tendra la opcién. Lo contrario es cierto para un put, ya que permite vender el subyacente
al precio de ejercicio.

;,Qué debe pasar cuando el tiempo de vencimiento disminuya? La respuesta es que
como cada vez hay menos tiempo para que el activo subyacente se mueva, entonces el valor
de la opcidn convergerd a la funcién de pagos.

Una de las caracteristicas mds importantes de los calls y puts es que no tienen una
dependencia lineal con el activo subyacente. A diferencia de los futuros los cuales dependen
linealmente del subyacente. La no-linealidad es muy importante en el precio de las opciones,
la. aleatoriedad en el activo subyacente y la curvatura en el valor de la opcién con respecto
al activo estan intimamente relacionados.

Los calls y puts son dos de las opciones mas simples. Por esta razén también se les
llama vainilla por la obicuidad de ese sabor. Existen muchas clases de opciones, algunas
de las que se examinardn més adelante. Otro término que se usa para describir contratos
que dependen de algunos activos fundamentales es el de derivados.

2.3 DEFINICION DE TERMINOS COMUNES

Las matemdticas financieras y de teorfa de derivados tienen un argot especial. El argot
proviene del mundo matemético y del mundo financiero. Generalmente, el argot financiero .
tiene como objetivo el de simplificar la comunicacién y poner a todos en xgualdad Aqui
se muestran algunas de las definiciones méds comunes.

Prima: La cantidad inicialmente pagada por el contrato.

Activo Subyacente: El instrumento financiero del cual depende el valor de la »ob'cxon,.

Las acciones, bienes, monedas e indices serdn denotados por S;. El pago de'la opcién es o

definido como una funcién del activo subyacente al vencimiento.

Precio de Ejercicio: La cantidad por la que el activo subyacente puede ser co prado S
(call) o vendido (put). Serd denotado por K. Esta definicién se aplica realmente solo para. .
calls y puts, .

Fecha de Vencimiento: Es la fecha en la que la opcidn se puede eJercer o la fe ha en la
que la opcién termina. Serd denotado por T. .

Valor Intrinseco: Es el pago que se recibirfa si el precio del actxvo subyacente estuviera
a su precio actual en la fecha de vencimiento.

Valor en el Tiempo: Cualquier valor en el que la opcién esta por arriba de su valor
intrinseco. La incertidumbre alrededor del valor futuro del activo subyacente significa que
el valor de la opcién es generalmente diferente del valor intrinseco.
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Dentro del Dinero: Es una opcién con valor intrinseco positivo. En una opcién de
compra es cuando el precio del activo estd por arriba del precio de ejercicio (S, — K) > 0,
en una opcidn de venta es cuando el precio del activo esté por abajo del precio de ejercicio
(K —-51)>0.

Fuera del Dinero: Es una opcidn sin valor intrinseco solo con valor en el tiempo. En
una opcién de compra es cuando el precio del activo esta por abajo del precio de ejercicio
(8¢ = K) < 0, en una opcién de venta es cuando el precio del activo esta por arriba del
precio de ejercicio (K — S;) < 0.

Sobre el Dinero:Es cuando el precio de ejercicio de un call y un put es igual al nivel
actual del activo (S, — K) =0= (K — S;).

Posicién larga:Es un monto positivo de alguna cantidad, o una exposicién positiva a una
cantidad.

Posicién corta:Es un monto negativo de alguna cantidad, o una exposicién negativa a
una cantidad. Muchos activos pueden ser vendidos en corto, con algunas restricciones del
tiempo antes de ser regresados.

2.4 EMISION DE OPCIONES

Se ha hablado sobre los derechos de quien compra una opcién. Pero para cada opcién
que es vendida, alguien en alguna parte debe ser responsable si la opcién es ejercida. Si
tenemos una opcién de compra tenemos el derecho de comprar en algin tiempo en el futuro
una accién. (A quién se la vamos a comprar? Al final, la accién debe ser entregada por la
persona que emitié la opcién. El emisor de una opcidn es una persona que se compromete
a entregar el activo subyacente, si la opcidn es un call, o comprarlo, si la opcién es un put.
El emisor es la persona que recibe la prima.

En la préctica. la mayoria de las opciones, son adquiridas a través de una bolsa, de
manera que el comprador de una opcién no conoce quién es el emisor. El que tiene la
opcién puede venderla a alguien mds, por medio de la Bolsa para cerrar su posiciéon. Sin
embarpgo, a pesar de quien sea el poseedor de la opcidn, o de quien la tenia, el emisor es la
persona que tiene la obligacién de entregar o comprar el subyacente.

El comprador de la opcién obtiene derechos especiales mediante una prima y un resul-
tado incierto. El emisor recibe un pago garantizado por adelantado, pero tiene obligaciones
en el futuro.

2.5 MARGEN

La emision de opciones es muy riesgosa. La pérdida de comprar una opcién es en
el peor de los casos la prima inicial, la ganancia puede ser ilimitada. La ganancia para
el emisor de la opcidn es limitada pero la pérdida podria ser ilimitada. Por esta razén,
para cubrir el riesgo de default en el evento de un resultado desfavorable, las camaras
de compensacion, que registran y liquidan las opciones, insisten en el depésito de un

b
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margen por parte del emisor de las opciones. Las cdmaras de compensacién actiian como
contraparte en cada transaccién.

El margen aparece de dos maneras, el inicial y de matenimiento. El margen inicial
es la cantidad depositada al comenzar el contrato. El margen total debera estar arriba de
un margen de mantenimiento preestablecido. Si estd por abajo de éste nivel entonces mds
dinero (o el equivalente en valores) deberén ser depositados. Los niveles de estos margenes
varfan en cada mercado. '

2.6 CONVENCIONES DE MERCADO

La mayoria de los contratos de opciones més simples son comprados y vendidos a
través de bolsas. Estas bolsas hacen mds simple y mds eficiente la localizacién de com-
pradores para vendedores. Parte de esta simplificacién envuelve las convenciones sobre las
caracteristicas de los contratos como las fechas de vencimiento y precios de ejercicio viables.
Por ejemplo, los calls y puts aparecen en series. Esto se refiere a la fecha de vencimiento
y al precio de ejercicio. Tipicamente una bolsa tiene tres fechas de vencimiento en las que
se pueden negociar. Una vez estandarizados los contratos a operar a través de la bolsa se
promueve la liquidez de los instrumentos.

2.7 VALOR DE LA OPCION ANTES DE LA
FECHA DE VENCIMIENTO

El contrato nos da derechos especificos pero no obligaciones. Dos cosas son claras
sobre ¢l valor del contrato antes del vencimiento: el valor dependerd de qué tan alto esté
el precio del activo hoy, y cuanto tiempo falta para la fecha de vencimiento.

Entre mds grande sea el precio del activo hoy, se esperard que sea més grande al
vencimiento de la opcidén y, por tanto, mds valor tendrd una opcién de compra. Por otro
lado, una opcién de venta deberd ser més barata por el mismo razonamiento. Entre mayor
sea el tiempo para vencimiento, mds tiempo tendrd el subyacente para subir o bajar de
precio. (Es eso bueno o malo si tenemos una opcién de compra? ain mds, entre mas
tengamos que esperar hasta obtener un pago, de menor valor ser4 el pago simplemente por
el valor del dinero en el tiempo.

El aspecto de encontrar un valor justo en el que nos enfocaremos por ahora es tomando
en cuenta la dependencia en el precio del activo y el tiempo. Se usard ¢ para denotar el
valor de la opcidn y serd una funcién del valor del activo subyacente S y ¢l tiempo ¢t. Se
puede escribir (S, t) para cl valor del contrato.

Conocemos el valor del contrato al vencimiento. Si usamos T para denotar la fecha
de vencimiento entonces en t = T la funcién ¢ es conocida, y es la funcién de pagos. Por
ejemplo si tenemos una opcién de compra entonces

o(S,T) = méx (St — K, 0). ' (2.3)

2.8 FACTORES QUE AFECTAN LOS PRECIOS
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DE LOS DERIVADOS

Los dos factores que afectan méds a los precios de las opciones son el valor del activo
subyacente S y el tiempo al vencimiento ¢. Estas cantidades son variables, que significa que
ellas cambian inevitablemente durante la vida del contrato; si el subyacente no cambiars
entonces el precio seria trivial,

As{ mismo, son pardametros que afectan al precio de la opcién la tasa de interés y el
precio de ¢jercicio. La tasa de interés tendrd un efecto en el valor de la opcién por medio
del valor del dinero en el tiempo, debido a que el pago serd recibido en el futuro; la tasa
de interés también juega otro papel que veremos mds adelante. Claramente, el precio de
gjercicio cs importante: entre mas grande sea el precio de ejercicio en un call, menor serd
el valor del eall.

Si tenemos una opcidén en acciones entonces su valor dependers de los dividendos que
seran pagados durante la vida de la opcién. Existe un pardmetro importante que no se ha
mencionado, y que tiene un impacto mayor en el valor de la opcién. El pardmetro es la
volatilidad. La volatilidad es una medida del monto de fluctuacidén del activo subyacente,
una medida de aleatoriedad.

La definicién técnica de la volatilidad es la desviacién estdndar anualizada del rendi-
miento de los activos.

La volatilidad es particularmente un parimetro interesante porque es muy dificil de
estimar. Una vez estimada, nos encontramos con que nunca permanece constante y que
es impredecible. Una vez que se empiece a pensar que la volatilidad sigue una caminata
aleatoria entonces parece natural tratarla como una variable.

2.9 ESPECULACION Y APALANCAMIENTO

Si se va a comprar una opcidn que estd fuera del dinero (out of the money), quizds no cueste
mucho, especialménte si no queda mucho tiempo para el vencimiento. Si la opcidén vence sin
valor, entonces no se habria perdido mucho. Sin embargo, si hay un movimiento dramatico
en el subyacente, haciendo que la opcién termine dentro del dinero (in the money), se podria
tener un beneficio muy grande en relacién con la inversién inicial. Veamos un ejemplo:

Ejemplo

La fecha de hoy es 5 de noviembre y el precio de la accién de la compaiia MiCia es de
$666. El costo de una opcién de compra con precio de ejercicio de $680 y vencimiento el
22 de diciembre es de $39. Se espera que la accién suba significativamente en diciembre.
;Qué se tiene que hacer para beneficiarme si se cumple la expectativa?.

Comprar la accién

Supongamos que compro la accién a un precio de $666. Supongamos que a mediados de
agosto la accién sube a $730. Tendré una ganacia de $64 por accién. Adn mds importante
es el rendimiento obtenido, que esta dado por

730 — 666 ’ .
g5 X 100 =06%
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Comprar el call

Si se adquiere la opcién de compra a $39, entonces al vencimiento se podr4 ejercer la opcién
call, pagando $680 y recibiendo unas acciones con valor de $730. He pagado $39 y recibo
$50. Obteniendo un beneficio de $11 por opcién, en términos de rendimiento se tiene

valor del activo al vencimiento — precio de ejercicio — costo del call
costo del call

730 — 680 - 39
- 39

x 100

x 100 = 28%

Este es un ejemplo de apalancamiento. La opcién fuera del dinero tiene un gran
apalancamiento, un beneficio alto probable contra una pequefia inversién. La desventaja
de este apalancamiento es que en una opcién de compra es més probable que permanezca
fuera del dinero y se pierda toda la inversion. Si la accién de MiCia permanece a $666
entonces la inversién tendrd el mismo valor pero en la opcidn se pierde el 100% de la prima.

Los contratos con un apalancamiento alto son muy riesgosos para el emisor de la
opcién. El comprador sélo ariesga una cantidad pequeiia, aunque es muy probable que la
pierda, su pérdida estd limitada a la prima inicial. Pero el emisor arriesga una gran pérdida
contra la ganancia de un beneficio pequeiio. El emisor tiene que pensarlo dos veces antes
de hacer el trato a menos que pueda compensar el riesgo, comprando otros contratos. La
compensacion del riesgo al comprar otros contratos relacionados se conoce como cobertura.

El apalancamiento explica una de las razones de comprar opciones. Si se tiene un
fuerte presentimiento acerca de la direccién del mercado entonces los derivados pueden ser
explotados para obtener mejores rendimientos, si se estd en lo correcto al comprar o vender
el subyacente.

2.10 EJERCER ANTES DE LA FECHA DE VENCIMIENTO

Las opciones simples descritas anteriormente son ejemplos de opciones europeas por-
que el ejercicio sélo es permitido hasta la fecha de vencimiento. Algunos contratos permiten
ser ejercidos en cualquier fecha antes del vencimiento, estos son llamados opciones ameri-
canas. Las opciones americanas dan al poseedor més derechos que la equivalente europea y,
por lo tanto, tienen mayor valor. El principal punto de interés en las opciones americanas
es cudndo ejercer la opcidn.
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CAPITULO 3. VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO

31 Incfoduccjiénf‘;, L

En este capxtulo se mtroduce el concepto “del’ valor del dmero en el txempo, el cual es
fundamental en el desarrollo de’la teorfa de precios de activos. Asimismo, se presenta en
forma breve una discusién sobre los modelos estocdsticos de tasas de interés.

3.2 VALOR DEL DINERO EN EL TIEMPO

Uno de los conceptos fundamentales en finanzas es el del valor del dinero en el tiempo. De
hecho, todas las férmulas tedricas de valuacién de activos utilizan este concepto implicita
o explicitamente. Si hoy, al tiempo ¢, un individuo cuenta con B; unidades monetarias,
son varias las cosas que puede hacer ese dinero. Por ejemplo, puede guardarlas debajo del
colchén o dentro del ropero, o bien invertirlas en una bolsa de valores. Si esto tltimo es
considerado por el individuo muy riesgoso, entonces puede prestarlo a alguien, a un vecino
o compaiiero de trabajo, que voluntariamente asuma el riesgo del mercado, regresandole
posteriormente, en T, su dinero, B, méas una cantidad adicional, AB, > 0, llamada el
interés (el cambio en B;). Sin embargo, surge otra fuente de riesgo, el riesgo crédito (riesgo
contraparte o de incuplimiento), es decir, el riesgo de que a quien se entrega el dinero no lo
regrese, ya ni se digan los intereses. Los bancos son una alternativa para que el individuo
preste su dinero y asi reduzca su exposicion al riesgo crédito, ya que estos intermediarios
diversifican los recursos cn diferentes fondos de inversién, ademads de existir mecanismos de
proteccién para los ahorradores regulados por las autoridades financieras. Por otro lado,
los bancos al tomar el dinero de muchos ahorradores, pueden invertir en proyectos que un
sélo individuo no podria realizar. Por 1iltimo, los bancos compiten por el dinero y dejan
a las libres fuerzas del mercado, la oferta y la demanda de fondos, determinar la tasa de
interés, por lo menos en teoria,

3.3 INTERES SIMPLE Y COMPUESTO

Se supone, por el momento, que la tasa de mteres es constante en el tlempo y a todos los
plazos. G ; .

aplf aen un solo perxodo ‘base sobre la
Lesla cantldad mxcxal r.es la tasa
onces 1os intereses,
on mteres simple al

) Se dice que el interés’'es 51mple cusa
cantidad que inicialmente se mvu‘tlo. Po e_;emplo, si:
de interés anualizada, y T lo b
al vencimiento, son AB, = ng Y. el retorno dé’la inversién; Q
final del afio estd dado por :

QtT = B¢+AB¢ = 3 + : ] lv, : (31)




Mientras que el interés compuesto es aquel que se aplica conjuntamente sobre el interés y
la inversién inicial en dos o mds periodos base. Si en el ejemplo anterior, se consideran dos
anos, es decir, T — t = 2 entonces el retorno de la inversidn con interés compuesto al final
del segundo afio estd dado por:

Q17 =B+ AB + A(By+ ABy) = B(1+7) + A(B (1 +r))

=B(1+r)+rB(1+7) = Be(l+r)(1+r) =B, (1 +7r)T", (3.2)

3.4 INTERES CONTINUAMENTE CAPITALIZABLE

Se supone ahora que durante T'—¢ se realizan m pagos de interés en m perfodos de longitud
(T — t)/m a una tasa de r(T —.t)/m. En este caso, al final de T - ¢ se tendrd un retorno

igual a: B r(T 9 :
-5, (1+ ZL=8)" e

Si la frecuencia de estos m pagos de mteres durante el afio se incrementa y, en consecuencxa,
la longitud de los perfodos ‘de paga dnsmmuye, entonces

"Rer = BieT L (84)

caso'B ,e’ (T"‘) representa el retornoenT —¢ a una tasa de mteres :

cuando.m’'— oo..En e

invierte una cantldad Bt al tiempo t.
calcula como:

Equivalentemehte

Es decir, el rendxmlento (mstant;aneo) de la mver516n por. umdad de nempo dt es constante
e 1gua1 ar. La solucnon de esta ecuamon diferencial estd dada por

B, =B s>,

Esta ecuacién relaciona el valor del dinero que tenemos hoy, t ,con su valor en el futuro
s. De esta manera B, proporciona el valor futuro de B,. Reciprocamente, si Br estara
dlspomble hasta T', entonces su valor presente V;, en t < T', estd dado por

Vg = BTE—’ (T_').
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CAPITULO 4.
COMPORTAMIENTO DE LOS ACTIVOS

4.1. INTRODUCCION

En este capitulo se describe un modelo simple en tiempo continuo para acciones y otros
instrumentos financieros, inspirado por el experimento del lanzamiento de una moneda.
Esto nos lleva al mundo del cdlculo estocdstico y de los procesos de Wiener. A pesar de
que existe una gran cantidad de teoria detrds de las ideas que se describen, se explicard
todo de la manera més simple y accesible posible. Modelaremos el comportamiento de las
acciones, tipos de cambio y bienes bdsicos, pero las ideas se ‘aplican -también- dentro del
mundo de los instrumentos de renta fija.

4.2. SIMILITUDES ENTRE ACCIONES, TIPOS DE CAMBIO,
BIENES BASICOS E INDICES

Cuando se invierte en algo, ya sea en una accién, un bien basico, una pieza de arte o una
carrera de caballos, la preocupacién principal es tener un retorno satisfactorio sobre la
inversidn. Se entiende por retorno el incremento porcentual en el valor de la accién, junto
con los dividendos acumulados en el mismo periodo.

' Cambio en el valor de la accién + flujos de efectivo acumulados
Retorno = gy : (4.1)
Valor original de la accién

Parte del trabajo de estimacidén de retornos para cada accién es calcular que tanta
incertidumbre existe en el valor de la accién. En la siguiente seccién se muestra que la
aleatoriedad juega un papel importante dentro de los mercados financieros, y se empieza
a construir un modelo para los retornos de las acciones incorporando dicha aleatoriedad.

4.3. RETORNOS DE ACTIVOS

Si se denota el valor de la accién en el dla i por S; entonces el retorno del dia i al dia
i+ 1 estd dado por :

(4 2)

Se_ han 1gnorado los d1v1dendos en este _caso.’ Esto. se permlte, especxalmente porque se
pagan (inicamente de dos a cuatro veces por 0. La medm de la dlstrlbucxon de retornos
es . . L
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R= —1—2 Ri, (4.3)

y la desviacién estdndar muestral es -

(4.4)

donde M es el nimero de retornos dentrv de la muestra (uno menor que el nimero de
precios de activos). e :

Suponiendo que los retornos empfricos son: snmllares a‘una Normal estdndar, en-
tonces se asumen éstos como una variable aleatorm, dxstnbuxdos Normalmente con media
y desviacién estdndar conocidas dlstmtas de cero:

Siy1 — Si
. 8;

donde ¢ es una variable normal estdndar.

R; = = medi&+ desviacmh esténdarx¢ ' (4.5)

4.4. ESCALAS DE TIEMPO

Se denota al intervalo o incremento de tlempo por dt ,La medxa de los retomos es
proporcional al tamaiio de dicho mtervalo ‘Esto’ es, ‘entre mas largo esel: tlempo en cada
observacidén de la muestra, mayor sera ‘el movimiento que la accién tendrd en promedlo.

rescribiendo se obtiene que- " *,

Sx la accién comlenza en S e
de tlempo dt tenemos

so(l + ydt), , ,(4-9)

Después de transcmndos dos perfodos de tlempo, 2dt
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Sz = §1(1 + pdt) = So(1 + pdt)?,” " (4.10)

y después de M intervalos de tiémpo t= M,‘ dt="T"

Sar = So(l + pdt)™, " (4.11)
Esto es entonces '

Sar = So(l+ “dt)M = SgeMEn(l+udt) oy g nMdt, (4.12)

El anterior resultado es importante por dos razones:

Primero, sin aleatoriedad la accién presenta un crecimiento exponencial, como el
dinero en el banco. Segundo, el modelo es significativo cuando los intevalos de tiempo
tienden a cero. Si hubiera elegido escalar la media de la distribucién de los retornos con
cualquier otra potencia de dt hubiera resultado un modelo trivial (ST = Sg) o valores
infinitos de la accidén.

El segundo punto puede llevarnos a la alternativa de ajustar al componente aleatorio
de los retornos. ;Cémo se ajusta la desviacidn estandar de los retornos con el incremento
de tiempo dt? De nuevo, considere qué pasa después de que T/dt incrementos de tiempo,
cada uno de tamaifio dt (i.e. después de un tiempo total T). Dentre de la raiz cuadrada
en la expresion {4.4) existen un gran mimero de términos, T/t. Para que la desviacién
estdndar sea finita mientras dt tiende a cero, cada uno de los elementos debe ser O(dt).
Como cada término es el cuadrado de un retorno, la desviacidn estandar de los retornos de
la accién sobre un periodo de tiempo dt debe ser O(dt?), O(h)/h — cte. ,cuando h — 0

Desviacién esténdar = odt¥, (4.14)

donde o es un parametro que mide la cantidad de aleatoriedad. Entre més grande es este
término, mds incierto es el retorno de la accién. Por el momento se asumird como una
constante. Incluyendo esto dentro del modelo

Ri= S—“S—_i = pdt + odt?, : (4.15)
1
Se puede escribir la ecuacién (4.15) como
Sip1 — i = uSidt + oS dtd, (4.16)

El lado izquierdo de la ecuacién es el cambio en el precio de la accién del tiempo 7 al i + 1.
La parte de la derecha es el “modelo ”. Podemos pensar en esta ecuacién como el modelo
. para la caminata aleatoria del precio. Se conoce el valor de la accién hoy, pero el valor que
'tendrd manana es desconocido. De acuerdo con (4.16), se distribuye con respecto al valor
presente.
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4.4.1. TASA DE CAMBIO
El pardmetro p se denomina tasa de cambio, ‘el cambio esperado o la tasa de creci-

miento ‘del activo, Estadisticamente, es dificil de medir ya que la media se ajusta al
pardmetro dt'y puede ekstimarse con

1
b= —=> Ri {417)

La unidad de tlempo que generalmente se utllnza es el afio, en donde a u se le denomina
la tasa de cambio anuahzada. S :

» 4.4.2. VOLATILIDAD

Al parametro a' se le conoce como la volatxhdad de la accwn,‘y se ‘estima mediante

(—M——lfﬁg (R = B)2. (4.18)

De nuevo, la volatilidad se da en términos anualizados.

La volatilidad es el valor mds importante de la teoria de derivados. Debido & su ajuste
con el tiempo, la tasa y la volatilidad tienen distintos efectos en la trayectoria del activo.
La tasa no es aparente en periodos cortos de tiempo donde domina la volatilidad. En
perfodos mas largoes de tiempo, como por ejemplo décadas, la tasa de volatlhdad adquiere
mayor importancia.

4.5. PROCESO DE WIENER

Hasta ahora, tenemos un modelo que le permite a la accién tomar cualquier valor después
de un intervalo de tiempo. Este es un avance pero atn no se ha llegado a tiempo continuo.
Todavia tenemos un modelo de tiempo discreto.” Esta seccién es una breve mtroducclon al’
tiempo continuo de ecuaciones como (4.15).

Se puede pensar en dV como una vanable aleatoria determinada por una distribucién
Normal con media cero y varianza dt: ’

E[dW] =0 v E[dW2] = dt.

Esto no es exactamente lo que se pretende, pero esta cercano a la idea correcta. A esto
se le denomma un" proceso:de Wiener..”El. punto importante es que podemos construir
una teoria en tlempo contfnuo utxhzando un porceso de Wiener en lugar de distribuciones
\Iormales y tlempo dlscreto L

2.




4.6. EL MODELO MAS ACEPTADO PARA ACCIONES,
TIPOS DE CAMBIO, BIENES BASICOS E INDICES

Nuestro modelo de precios de acciones en tiempo continuo, utilizando la notacién de
un proceso de Wiener, se puede escribir como

dS = pSudt + o SdW,. ‘ (4.19)

Esta es la primera ecuacién diferencial estocdstica. Es un modelo en tiempo continuo de
precios de los activos. Este es el modelo mds aceptado para acciones, tipo de cambio,
bienes bésicos e indices, y el fundamento de la teorfa financiera.
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CAPITULO 5 - |
ELEMENTOS DEL CALCULO ESTOCASTICO

5.1. INTRODUCCION

En términos generales, el comportamiento de las variables financieras no es predecible y, en
consecuencia, el adecuado modelado de las mismas requiere de variables aleatorias, o mds
generalmente de procesos estocdsticos. Con respecto a lo anterior, el cdlculo estocéstico es
una herramienta que ha mostrado ser de gran utilidad en el desarrollo de modelos matema-
ticos de valuacién de activos. El objetivo de este capitulo es presentar en forma accesible
e intuitiva dicha herramienta, de tal manera que el lector se familiarice con los conceptos
y téenicas del cdlculo estdcastico, asi como con la aplicacién de los mismos en el estudio
de los fenémenos financieros.

En la actualidad, la mayor parte de la literatura de investigacién en finanzas tienen un
contenido importante en herramientas del cdlculo estocdstico y el rigor matemitico es la
tendencia que prevalece en la teoria financiera. Sin embargo, la intuicién e interpretacién
de los resultados debe acompafiar, en todo momento, al marco tedrico por sofisticado que
éste sea.

5.2. MOTIVACION

Considere el experimento aleatorio £ de lanzar una moneda. En este caso, el conjunto
de posibles resultados, o espacio muestral, estd dado por = {a,s}, donde a=dguila y
s=sol. Sea F = {@, {a}, {s}, 2} el conjunto de todos los posibles eventos, es decir, todos
los subconjuntos de € (también llamado el conjunto potencia de €2). Defina ahora una
funcién P : Q — [0, 1], de tal manera que P({a}) = P({b}) = 1/2 junto con P(2) = 1. En
este caso, la terna (§2, F, P) define un espacio de probabilidad asociado a £. Suponga que
se realizan n repeticiones independientes del experimento. Cada vez que el resultado del
lanzamiento sea dguila se gana 1//n y cada vez que el resultado sea sol se pierde 1//n.
Sea X; la variable aleatoria que representa la ganancia o pérdida en el i-ésimo lanzamiento.
Es decir, Xi(a) = 1/vn y Xi(s) = —1//7n. En consecuencia, P{X; = 1/y/n} = P{X: =
—1/y/n} = 1/2. En este caso, se cumple que:

E[Xi] =0, Var[X;]=E[X?]=1/n, i=1,2,..n
Asimismo, si 1 € i < j £ n, se cumple también que:
E[X.'X_.,-] =0

debido a la independencia estoéésqica de las variables, Es importante destacar que el
- resultado de cada experimento es irrelevante del pasado, En otras palabras, si resultan,
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por ejemplo, ¢ dguilas seguidas, en los primero i lanzamientos, ésto no afectard el resultado
del lanzamiento i + 1. Si se define X = 0, el procedimiento descrito puede verse como una
caminata aleatoria discreta y simétrica que parte de cero y que con la misma probabilidad
se da un paso de longitud 1 a la derecha o un paso de longitud 1 a la izquierda.

Si se denota ahora a §, como la ganancia acumulada hasta el n-ésimo lanzamiento,

entonces se puede escribir
n

Sn = Z‘Yi (5'1)

i=1
donde el valor inicial Sg = Xp es cero. En este caso, el resultado de la ganancia acumulada

si{ depende del pasado. Especificamente, la esperanza y varianza incondicionales de S,
estdn dadas por:

(.= 3Bl =0
i=1

n n
Var[Sn| = E [S2] = E |d_x2+2 Y Xx:iX;| =D E[x? =1
i=1 1gi<jsn i=1
Sin embargo, si se supone ahora que ya han ocurrido n — 1 lanzamientos. Claramente,
se puede utilizar esta informacidn para calcular la esperanza (condicional) de la ganancia
acumulada en el lanzamiento n. En este caso, la esperanza condicional de S, dada la
ganancia acumulada de los n — .1 primeros lanzamientos es

E[Sn|Sn—1] = E[Sn|S0, 51, ..., Sn—1] = Sn—1. (5.2)

En efecto, basta notar que

1
Sn—l} =P {sn = Syt + ﬁ

S ‘ 1 S
P {Sn =8n1+ ﬁ 850181y 00y Sn—l} =1/2 . (53)




5.3. PROPIEDADES DE MARTINGALA Y DE MARKOV

Los resultados de la seccién anterior son muy importantes en el modelado del compor-
tamiento de muchas variables financieras. En la ecuacién (5.2), la esperanza condicional
de la variable aleatoria S, dados sus valores pasados depende tinicamente del valor in-
mediato anterior S,—;. Esto significa que la esperanza condicional de las ganancias en el
siguiente lanzamiento, es tinicamente la cantidad con que se cuenta en ese momento. En
este caso, se dice que el juego es justo. A esto se le conoce como la propiedad de Martin-
gala. Por otro lado, en virtud de (5.3) y (5.4), el juego no tiene memoria mas alld de donde
se encuentra en este momento. Esto se le llama propiedad de Markov. Estas propiedades
son de gran importancia para modelar el comportamiento de muchas variables financieras
y econémicas, como se vera mas adelante.

5.4. CAMINATA ALEATORIA

El siguiente proceso estocdstico se define para cada n € N. Se supone que se llevan a cabo
n lanzamientos en una unidad de tiempo, de tal manera que estos se realizan en intervalos
de tiempo de magnitud 1/n. La ganancia atumulada en el primer, segundo y n-ésimo
lanzamiento, respectivamente, se definen como:

Wa (l) = X1,
n

Wn (?‘) =Wn (l) X2
n . n

En general, se satisface que: .

"donde, como antes, S. i
. -Observe ahora que en Virtud de (5. 5) 'y dado que E[S,] =0y Var[s,,] 1, se tiene que

—~ E[Sh)

= : . 5.7
SR L Var[S,,] ( 7)
Por el Teorema del ‘Central, 51n_. oo,
. Sn = E[Sn]

W,,(1) = \/_ﬂ__ri—_g‘j — N(0,1).

5.5 VARIACION CUADRATICA MEDIA
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El concepto de variacién cuadrdtica media es fundamental en el desarrollo del cédlculo
estocdstico. FEste concepto es imprescindible en la formulacién de las reglas empiricas
que han de cumplir las cantidades diferenciales de naturaleza estocistica. La variacién
cuadréitica media de W,, se define mediante:

i [w,, (,17) — Wa (’;

i=1

1)]2=iz:;(s.-—si_l)2 (5.8)

Por otro lado, observe que

iSi — Sic1l = 1/V/n.

A partir de (5.8) y del resultado anterior se sigue que
z i i-1\]?
> [W,. (—) - Wa ( )] =1 (5.9)
=1 n n

5.0 MOVIMIENTO BROWNIANO

En la seccién anterior no se consideré el tiempo, de aqui en adelante el tiempo entre
lanzamientos jugard un papel importante. Se supone que se llevan a cabo n lanzamientos
en un tiempo t, de tal manera cada lanzamiento se realiza cada t/n unidades de tiempo.
El monto de la apuesta también es modificado, ya no serd 1, sino /t/n. En este caso,
E[Sa) = 0 y Var[S,] = t. Este es el iinico cambio de escala en las apuestas que permitird
que la caminata aleatoria se mantenga finita en un tiempo finito. Con cualquier otra escala
la caminata aleatoria se tornaria infinita en un tiempo finito, o en el limite no existiria
ningiin movimiento.

Este nuevo experimento mantiene las propiedades de Martingala y de Markov. La
ganancia estandarizada en el primero, segundo y n-ésimo lanzamiento esta dada, respecti-

vamente por:
t
Wa (—) = X1,
n B

Asf,

es decir, W, (t) converge en dxstr:bucion na vanable aleﬂtorfa Wt normal con media cero .
y varianza.t. Las trayectorlas son cont;muas pues el mov1m1ento Browmano es el limite
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en tiempo continuo de la caminata aleatoria discreta. ‘Las propiedades de Martingala 'y
de Markov son heredadas al movimiento Browniano Finalmente, W, — W, = W,_, se
distribuye como una Normal con media cero y varianza t — s: Al consxderar el tiempo, la
variacién cuadritica media satisface

£ 2) - (9] -Fre- s

i=1

Pero

18 — Sila| = ,‘ !

Entonces,

En efecto, si se recuerda que W=
en vista de (5 8), que la canndad" ]
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i=1 1<i<isn im=1

=E {Z(AW,J‘ +2 ) (Aawy) (Aw,,)2 +t2 -2t Z(AW, )2}
donde AW“ =W — We,_,. Considera ahora el lado derecho de la ecuacién anterior, Dado
los mcrementos son mdependlentes, k
E [(AWn)AW,,)?) = (i - t._l)(tj - t, D

y como s . :
’ E(AW,)! = 3(ti '—k-‘ti_1’)2,ﬂd

se tiene que.

E[i(mm)? -,] _3E(t1 '_‘1)2+2 z {ti = i) (t5 = ti—1)
i=1 D

Lpd=Le N S &< DT <

= 2:2@, “ ).

: - d==l
Ahora se utiliza el hecho de que t, —t;_1 = t/n, para toda i, es decir, todos los intervalos
- son del mismo tamano se tienen entonces los siguientes resultados:

Lt 23‘?"‘"""2‘"3()2=37’ |
g e (- 22

1€j<ngn

Por lo tanto,

Equivalentemente. B

Cdw)?=de.




CAPITULO 6. MODELO DE BLACK-SCHOLES

6.1 INTRODUCCION

En este capitulo se inicia con un modelo de ecuacxones 1ferenciales estocasncas para
explicar la correlacién que existe entre una accién'y una opcnon 'y con’el fin'de disefiar un
portafolio libre de riesgo. Supondremos que no existe arbltra_]e al 1gualar los retornos de
los portafolios con la tasa libre de riesgo. Ll

6.2 UN PORTAFOLIO LIBRE DE RIESGO

En el capitulo 2 se describieron algunas caracteristicas de las opciones y de los mer-
cados de opciones. Se introdujo la idea del call(compra) y del put(venta) de las opciones,
entre otros. El valor de un call (compra) de una opcién es claramente una funcién de varios
pardmetros en el contrato, tales como, el precio de ejercicio K y al plazo de vencimiento
T — ¢, donde T es la fecha de vencimiento y t es la fecha corriente. El valor también
dependerd de propiedades de la activo subyacente, tales como su precio y sus cambios en
rendimiento y volatilidad, asi como la tasa de interés libre de riesgo. Podemos escribir el
valor de una opcién como:

c(S,tio, us K, T;7) (6.1)

Note que los puntos y coma separan los diferentes tipos de variables y pardmetros:
e S y t son variables;
® o y p son pardmetros asociados con el precio de la activo o bien subyacente;
e K y T son pardmetros asociados con el detalle del contrato en particular;

e r es un pardmetro asociado con la unidad monetaria en el cual el activo esta tasado

No ‘mencionaremos todos los pardmetros, excepto cuando sea importante, . Por el
momento utilizaremos ¢S, t) para denotar el valor de la opcién.

Una simple observacidn es que el precio de la opcién subir4 si el precio del subyacente
sube y bajard si el subyacente baja. Esto es claro porque un call tiene un mayor pago
a medida que aumente el valor del subyacente al vencimiento. Esto es un ejemplo de
correlacién ente dos instrumentos financieros, en este caso la correlacidn es positiva. Un
put y su subyacente tienen una correlacién negativa.

Utilizaremos IT para denotar el valor de un portafolio con una posicién larga de op-
ciones y con una posicién corta de alguna cantidad A del bien subyacente

I =c(S,t) — AS - (62)

El primer término de la derecha es la opcidn y el segundo término es la posicién corta
de alguna cantidad A. Note el signo negativo del segundo término. Por el momento A la
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tomaremos como una constante escogida por nosotros. Se asumira que el bien subyacente
sigue un proceso estocédstico lognormal.

dS = uSdt + o SdWw, ' (6.3)

Es natural preguntar como el valor del portafolio cambia a través del tiempo'de ¢t a’
t + dt. El cambio en el valor del portafolio esta dado por una parte por los cnmblos en el
valor de la opcidén y por otra en el cambio del subyacente.

dII = de — AdS. : : (6.4)

Note que A no cambié durante un perfodo; no podemos anticiparnos al cambio en §. Del
lema de [t6 tenemos: o

= 9e ge 1 2.20%
de = —dt + £=dS + 20’ 5% o5zt (6.5)

Por tanto el cambio en el precio del portafolio esta dado por:

dr = 2245 4+ P45 4 Lo2520% :
.l'I dt+as S+2¢7 % dt - Ads (6.6)

6.3 ELIMINACION DEL RIESGO: LA COBERTURA DELTA

La ecuacién(6.6) contiene dos tipos de términos, el deterministico y el aleatorio. Los
términos deterministico contienen dt y el aleatorio dS. Pretendamos por el momento que
conocemos el valor de ¢ y sus derivadas entonces conocemos todo acerca de (6.6) exccepto
el valor de dS. Y esta cantidad nunca la conoceremos por adelantado.

El término aleatorio es el riesgo del portafolio. Se puede reducir o eliminar el riesgo
escogiendo cuidadosamente a A.

dc
(8_ - A) ds. (6.7)
Si escogemos A
c
A= 35 (6.8)

Entonces dicho término se hace cero.

Cualquier reduccion aleatoria es generalmente un término de cobertura, la perfecta
eliminacién del riesgo, al analizar la correlacién entre dos instrumentos (es el caso de una
opcidn y su subyacente) es generalmente llamada cobertura delta.

La cobertura delta es un ejemplo de una estrategia de cobertura dindmica. De un
periodo a otro la cantidad 8¢/8S cambia, ya que ,es igual a ¢, una funcién con cambios en
las variables § y ¢. Este concepto de cobertura perfecta debe ser equilibrada continuamente.

6.4 SIN ARBITRAJE
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Después de haber escogido el valor de A como sugerimos anteriormente, tenemos que
el cambio en el valor del portafolio esta dado por lo siguiente:

_ ‘Bc 1 o2 2 0% o -
dn_(6t+2 Sosz)dt v(6.9)

. ‘Este camblo es completamente libre de riesgo. Si existiera un cambio hbre de riesgo
dIT en el valor. del portafolio II, entonces obtendriamos el mismo rendimiento equivalente
o que s si se hublera mvertxdo el capital a una tasa libre de riesgo.

dIl = rTIdt ©(6.10)

Este es un ejemplo del principio de no arbitraje. Para observar esto, consideremos el
hecho de qué pasaria si la tasa de rendimiento del portafolio fuera, primero, mds grande y
después fuera menor que la tasa libre de riesgo. Si se pudiera garantizar que el rendimiento
fuera méds grande que r, que el portafolio con cobertura delta, entonces lo que se haria es
pedir prestado al banco y pagar una tasa de interes r, invertirfamos en el portafolio de
aciones/opciones y ganariamos un beneficio. Si, por otra parte, el rendimiento fuera menor
que la tasa libre de riesgo entonces no debemos usar la cobertura delta e invertir el dinero
en el banco.

6.5 ECUACION DE BLACK-SCHOLES

Sustituyendo (6.2), (6.8), y (6. 9) en (6. 10) obtenemos que

(3"+1 252‘“)«1: :

e 352 )dt', R (6.11)

ac 1228c Bc‘ ST :
c')t+ 5052+TSBS re=0. (6.12)

estd es la ecuacién de Black-Scholes.

La ecuacién de Black-Scholes es una ecuacién diferencial parcial lineal parabdlica.
De hecho casi todas las ecuaciones diferenciales parciales en finazas tienen forma similar.
Generalmente son lineales, esto significa que si se tienen dos soluciones entonces la suma
de ellas también es una solucién. Las ecuaciones financieras también son generalmente
parabdlicas, éstas se relacionan con la ecuacién de difusién de calor. Un ventaja de esto es
que las ecuaciones se pueden resolver numéricamente.

La ecuacién de Black-Scholes contiene todas las variables que determinan el valor
del contrato y los pardmetros tales como el activo subycente, el tiempo, la volatilidad,
pero no se hace mencién de la tasa de cambio u. Cualquier dependencia sobre la tasa
de cambio se anulé mientras eliminamos el componente dW del portafolio. El argumento
econdémico para esto es que podemos perfectamente cubrir la opcién con el subyacente y
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no debemos tomar un riesgo inecesario. Unicamente las tasa de rendimiento libre de riesgo
aparece en la ecuacién. Esto significa que si estamos de acuerdo con la volatilidad del
activo entonces igualmente estamos de acuerdo con el valor de la opcién aunque tengamos
diferentes estimadores de la tasa de cambio.

Otra forma de ver el concepto de cobertura es preguntando qué pasa si tomamos un
portafolio que tiene solamente una accién, una cantidad A y efectivo. si A es la derivada
parcial de alguna opcién entonces el portafolio tendrd un monto al vencimiento que es igual
al pago de la opcién. En otras palabras, podemos usar el mismo argumento del modelo
Black-Scholes para replicar la opcién con sélo comprar y vender el activo subyacente, esta
idea se conoce como mercado completo. '

6.6 HIPOTESIS DEL MODELO DE BLACK-SCHOLES '~

e El subyacente sngue una’distribucién lognormal Esto no es completamente necesarlo
El “factor "¢ no‘necesariamente tiene que ser constante par:
pero debe ser dependlente del tiempo.

... La tasa’ de interés llbre de riesgo es una funcién del tiempc < Esta’ restnccxon solo nos

ayuda a encontrar soluciones explicitas. Si r fuera constante nos fa ilit rf

. No existen dividendos sobre el subyacente.

(N Cobertura delta se hace en tiempo continuo. Esto deﬁmtwamente es lmposnble La

. cobertura debe hacerse en tiempo discreto. Frecuentemente el tiempo entre recober-

turas dependera del nivel de los costos de transaccién en el mercado del subyacente.
Para costos méds pequeiios lo més frecuente es la recobertura. B 3

No existen costos de transaccion sobre el subyacente. La dindmica de'la cobertura ;
delta en realidad es costosa, ya que existe un spread de oferta y demanda sobre el =
subyacente, : :

e No existen oportunidades de arbitraje. Cuando existen oportumdades de arbltr je;
mucha gente gana dinero al encontralas, es sumamente importante subrayar ‘que ex-"
cluimos el modelo que dependa del arbitraje. El arbitraje surge cuando dos ﬂujos de

. efectivo 1dentxcos tienen dlferentes valores. : ;
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6. 7'coNDICIONEs‘FINAL'E's

‘Se dehe especificar el valor de la opcxon ¢ como una funcxon del subyacente en la fecha
de vencimiento T. Esto es, tendremos ‘que especxﬁcar el valor c(S T), para el pago.

Por ejemplo, si tenemos un opcxdn call entonces sabemos que:

. r‘(S T) max(ST KO) : (6.13)

Para un put tenemos queﬁ “ B R N .
‘ ) ‘e(S, T) = mé.x(K ~S7,0). (6.14)
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CAPITULO 7. VALORES ESPERADOS
Y LA FORMULA DE BLACK-SCHOLES

7.1 INTRODUCION

En este capitulo se calcula de manera exhaustiva la férmula de Black-Scholes en térmi-
nos de valores esperados. Se supone que el subyacente es una accién que sigue un Proceso
Markoviano de Difusidén, cuya parte estocdstica es un proceso de Wiener.

7.2 FUNCION DE DENSIDAD DEL VALOR DEL SUBYACENTE

Enseguida se deduce la funcmn de densidad del valor del subyacente en la fecha de
vencimiento.

Suponga que la variable subyacente es una accién y sigue un proceso Markovnano de
difusién (movimiento Browniano Geométrico):

dS; = uSdt + o S;dWe, (7. 1)

donde IV, es un proceso de Wiener; es decxr W, tiene incrementos normales mdependlentes
con E[dW,} =0y Var[de] = E[(de)"'] = dt. En este caso se puede escnblr :

\dwt‘;_ EVAE  con £~ N(D,1). (7. *‘)
dW{ yVar[dWe] _; E[(th)z] ) (dW;)2 las sxguxentes reglas para el

Dado que E[dtV,]

términos de segundo orden conduce a’

dg _=-a—s-ds, * aaad ’
S . (7.5)

dc ———(uS,dt + aSLdWL) + -—Gdt

A
HET oSy

86 . 8G 16
(as TS




Observe que si G = log S¢, entonces

=0, a.n

(7.8)

AW, = EVAL

Consxdere una vanab
den51dad N(e),

(7.11)

(7.12)

En este caso, se dxce que S1/S80>.0 ti 1qh lognofmé.l con media (r— %aZ)T
y.varianza o T Por lo anterior,” : e T

(7.13)




En este caso, : - o .
St = g(e) = Soexp {Ea‘ﬁ+ (r— %UZ)T}
Si se define ahora o (S SN ‘
: . log (5£) = (r — 3T s
gTNEn) = — e (7.14)

la funcién de densidad de Sf:eStéizdadt;"bi)fr L

SATE) (7.15)

'(7.16)

£)Iu=ienT

)

log

Entonces; N (¢) = '7}2—1réf‘§f_
Por lo que,, .. 7 L

for (3)'=';/127

Por lo tanto_

B . 1 . —l log(-é’;) 4
fsr(s) = -\/Z_Tr_fa's ‘VEXP; - 2;((‘; - VT - :



Observe ahora qﬁé la media”"de ST satisface

E(ST) = /Om é;fs‘T, (s)da

N -2 O S . .
: log( 2L ) —(r=30®)T . . . .
Note que, £ = S pvos z ’ = Sr= Serﬂ\/T—-Hv‘—:}n’)T

Sea ST = s.' Se Calcila 1d diferencial de 3, esto es
ds = Soebmﬁ*',(""}”’)’raﬁde.

Por lo tanto,

donde u se ha escogido como: -,

u=e—¢7ﬁ.
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El segundo momento de Sy se calcula como sigue:

E(5%) =-/0‘°° s?f;; (s)ds i

co 82
=t —————ex
./o - V2rTos: p

/W 1 8—&e’+2aﬁ€ez('f;i"7’):td
e (7.22)

— g2 1 e—*(e’-40ﬁeHbf?‘)aé[d’T+(v:—,‘}.U_’»)‘T]de'
00 V21 NS o
2 1 }(—4ovTetdo?T) 20 T42rT=0 T g,
—oo V27 : L :
o g RPN
= SZ/ e~ (e=20VT)? o :T+2"Td£ :
© 1 S
- SZGU"I‘—i-ZrT/ ~4(e—20VT) de'
0 —oo \/ﬂ-g '

2 o?T+2rT 1 —%w’
= Sge — dw
-0 T
2
= 2 TH2T

= Sge[a’-f-Zr]T
donde
w=¢e=2VT.
En consecuencia, :
Var(S7) = E(S2) — E[(ST)]? = 837 T+2T _ 22T = 3> T(e”'T — 1), (7.23)
El precio de una opcién de compra de fip'd ‘europeo ent = 0,’c = o(Sq, T, o) estd
dado por B A i
¢ =e~"TE[max(St — K,0)}, R (7.24)
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donde K es el precio de ejercicio. Asf pueé,

=e—""‘E[meix(sT—,_k,0)]' B
=e—'T / = max(St — K,0)fs, (s)ds

oo

el

T

~entonces, -
St = SoefVTHr=4o"T,

El subindice de la integral es s> K .= .Spexp EoVT +(r - ie)T > K.

Note que,
~‘ds = Soecdﬁ'*'(";*"’:)"‘aﬁde.
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Por lo tanto, esto nos conduce a

S 2
0= "‘ITSO ! e 5‘ Soe" Tet(r—4o )TU\/_df
{ umg.:ﬁ:ﬂ} VenTo .

_ —rTK

f+(r—§n’)’1‘d‘

\/]é_‘:e‘;t%(ef’;ﬁ)’e"rde '

Note que en la cuarta h‘ne, ‘de la’ecuacién anterior 5> K (ecuacién 7.25). Esto es,

VT o K
So

S>K = SoefoVTHir—3a)T 5 K => “aplicando el logaritma

Por lo tanto,

m(E)oodetr
> s
T eVT v
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Entonces,

c ——‘SO/
1 ( S K*"’i"""
{ x<u h : "/ a) ('r : }

_E—I‘TK/ 1. —%s’df (726) R

NG
(o< l“n(sn/Kl+(r—ﬁw’)T} ver
o< avT

=SgN (d1) - é"TKN(dz)

Por lo tanto,
o= SoN(d;) - e_’TKN(dg)

donde,

-2
dy = d1(So, T\ K,ry0) = l°g(7L<L) :&%’F %” )T (7.27)
dy = dy(S0, T, K r,) = log ("%) ad 7” )T d1 - a\/_ © o (7.28)
Y
La funcxon N (d) es la funcién de dxstrlbumon de S N(O 1), es decu‘.
. d .
: Pr{£ < d}f— N(d) /_m e e de=1-N(=d). (729

A traves de un proced1m1 nto sxmllar se puede mostrar que si p = p(So.T K,r, u) es el
precxo de una opcxon de venta. ‘de tipo europeo, entonces .

"h’f=;‘-rTKN( —d3) — SoN(=dy). . | L (730) =

A partir de (7 29) y (7 25) se puede establecer la condicién de pandad de ventn-compra

e~"TK N (~dz) = SoN (= =dy) + so a:v

e TK N(=da) + So(l - N( dl))

e="TK (1 — N(d2)) + SoN (d1) -
—e""TN (do)) + smv(dl) + e—;'yTK

It-ifSo

(7.31)

=c+ e_'TK
Claramente, el andlisis anterior puede ser repetido para c =-'>'(:(S¢,T -t K,rio) yp=
p(Se, T —t, K,r,0). En cuyo caso, obtenemos RO : SRR ‘
c=e(S,T -, K,r0) = s,N(dl) —e—'(T ')KN(dz) (7.32)
y
p=p(St, T —t,K,7,0) _e—'(T-')KN( dg) s,N( —d1). (7.33)
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Por supuesto, dy y do también se modifican. De hecho, -

log (52) + (r + §o2)(T — 1)

dy = d (S, T, K,r,0) = N (7.34)
e —
y
Nog (& -4 -
dy = do(8, T\ K,r,0) = Og‘(#) +{ 2cr )z ) = (l1 —-eVT — (7.35)

oVT -t

La delta, A, = 8¢/d5;, para una ;V)_pcilén‘ d/e‘ ‘co‘rrnp_r‘a" de ':/i'pd‘téixvl'bp;eo estd dada por

NS N

a8, - ;
= SFeraIg
—N(d1)+SN (d1) (7.36)
= N(dx) + [SaN.(dx
= N(dl)
Por lo tanto,
de )
= ——= 1),
A 25 N(‘ l)
yaquede dp =d; —ovVT — i,’ se sigue por un lado que
9dz2 _ 9d, _ _'_1__, ‘ (7.37)



mientras que por otro lado *

(12—(d1—a\/T )2 :
= d, - 2:7\/T td) + o 2(T — t)

o _20\/7-‘__ (log(#)+(r+ ')(T—¢)> Cote :

oVT =t

51\ G —2-'07_2)('7"‘—‘1?)) +o(T '_'_:) :

(7.38)
Multlpllcando por lla cuacién antenor, se tlene c
w220
lo cual implica, a su vez,' qué v
(7.39)
equivalexitémente el o S
‘ N (dz)Ke"_( = N (dl)S L o (7.40)

" con lo que se sigue (7 35) ; L : e
- Lagamma, [o= 820/88 de una opm n de compra de tlpo europeo satlsface

ro= 9% ;"’_ - (dl)
o osl = - 88t

q‘s,, T — t
Por lo tanto, S
(7.41)




Ahora calculemos la variacién de e con respecto de T, es decir

o= 2o - 2[5 () = e TR N (d)]
"= oar ar i :
o ON(dy) a8 _ [ =rr-iy ,DN(dg) e~"(T-t g
=S+ Nld) 5 - ¢ K + N(dz ) 57
=5 dAé(Td') + N(dl)% = _'(T"')KN (d2 )‘”2 = N(dg)Ke T~ (—p)

05 : .
= 5,N (d1>— + N (d) gt — e TR N (@)5,_; + N(dg)Kre™T-1,

sabemos que N'(dz)e""T=DK = N'(d)5, entonces

ad2

O, = 50— = S,N’(dl) +1v(¢11)2ﬂ —e TN (dz)-— + N(dz)lue"'(T")
: —S'N (dl) +N(d1)——'——N (d\)st-—+N(d )I\'”—'(T_")
8d;  ddy - '_
= et d1)—t '(T t)
SfN (dy) [DT E)T] N 1) +N(d2)Kre
recordemos que, dg = dy — o /T — = ”"UT"
Por lo tanto,
por lo que
N - 9 . gd_l
[ =57= SiN'(dy) [6T
_ ’ —r(T—l). Qﬂ =
f- SiN'(d1) [2\/———] + N(dl) +N(d2)Kre C T 0.
(7.42)

! .._’1 7 d y
f"(T"-’KN'(dg)%._




Sabemos que N'(dg)e="T-NK = N’(dl)S',,, entonces

Vega,, = 0—- = S;N ((11)-0—(1l + N(dy ) — e TN (dz)gig
Bd 85'
=SV ()5 + Ndy )52 - N’(dl)s,,a—d
fdy  Ody 35:

= SN'(d) [ 2] + v

Note que, dy = d1.— 0 T—t:»%’f,l;‘g‘ __ﬁl‘___u =>[”7"‘_,’~ %’—f}]:"ﬁuﬁ”‘:——' Por lo
" tanto, e . o
‘ S 0dy_9da gy
do G oL

Entonces, (e

Vega, = -g— —SN (di)

Por lo tanto,
B (7.43)

oc _ 0 [S;N(J{)
or = :

v IN(d1)" " ge~"T-K

_s——-—( 1)+N(d1)'—A ) 3 ]
M‘—) + N(d ) “_KN'(d )"d’ N(da)Ke"T=0(T — t)(~1)

'_ s,N (dl)— + N(d )—— = e-'(T")KN (dz) 2+ N(dz)Ke"' (T8 (T — t).

Sabemos que NV (ng)e"'(T ')K =N (dl)Sf, entonces

9 _ s~ (dl)——+N(d )——’; "(T")KN (d) N(dg)Kre;"_(T“‘)(Tet) '

= 5N (dl)—— + N(dl)f’ﬂ -N (dl)S, "~’; N(dz)Kre" <T-')(T -9
= SN (d1) [-’Ld-‘- - a—‘-il] N s )—— + N(dz)Kre_'(T_‘)(T Zn,



. = - — g _ Ody Vet Qdy - g o YayT—=t
recordemos que, dg = dy —oVT —t = FH1 = 5o gt = [ -4 2] = .

Por lo tanto,

pdy _0da
e 67'« .or -
Entonces,
, B N(dl)% - N(dg)Kré_' (T"')(T -t
= N(dl)—— + N(dg)Kré"' - r — -0 % =o.
Por lo tanto,: e .
' -g— = N(dg)Kre"(T"')(T—t) >0, T (ra44)
La variacién de ¢ con respecto de K, estd dada por
de O [SeN(d1) — e"(T"')KN(dz)]
oK IK LT
: —I(T 13
= gtf).]\.,_(d‘_) +N(d1)£'4 - [ -r(T-z)KaN(d2) +N(d )__I?_K—]
= 5N (dl)— + N(d; )— - e—"<T—‘)‘kN"”(d2) N(dg)e="T=H

—e "7 ')N(dz) <0,

ya que N'(dq1) =0, N/ (dz) =0 y = 0 Recordemos :

p=p(SnT '-: K, r,a)__e-f” ‘)KN( dz) SN (=d1).

AL 0P D [—'<T-"KN( —dy) — SuN (~d)]
= —'051, - : .08,
_ e—r(T—l.)KaN(_‘d‘L') _ S,aN(—dl) N(~d )Bst PR
a8 i a8, ’
=T~ g N/(—d )9( dz) SN( d1) (sdl) N( dl)

sabemos queN( dg)e"'(T")K N( dl)S,, éntonces




&,

recordemos que, dg = d1.—oVT -t = ﬂlﬁé’l = %’;‘{‘—) + U”U"b?“" :» [U(f".") —k"(;"f')] =

i’ﬂuF Por lo tanto,

Co(-dn) A=) _ g

05¢ " -or
entonces, B : -
BP
Al'::;O_S-—_N( d1)<0
E ',_N(dl)—1<0.
Por lo tanto, Gl : L )
Al’ = EE- = —N( d[) < 0 : (7.45)

De la condlclon de pandad venta-compra se obtxene que :

o N(dl) = 1

08,

Por lo tanto, -

(7.46)
- B St B .
F,E-a%‘ ‘ “a aP aA"f‘ a[-N(-dy)] -
"= asg 95, |0s:] 85t 85, ‘
pero dj = dl(St,T,k,r,q)
Por lo tanto, ﬂiﬁf—‘)— =
- (7.47)

Note que I, = Te. ‘
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8 [e~" TN K N(—d3) — SN (—dy)]

aP
Vega,, = e =

- _,(T-,)KaNi(’UZ)_SaN(-dl) Ny
= " T-OK N'(-d )a( d2) — §N'(—dy )a( d‘) - N(—d; )Qﬂ
sabemos que NV/(—dz)e T~ K = N'(—d,)S:, entonces
Vega, = %’i= —r(T=1) g N(— d)a( dz) — S,N'(—dy )a( 4) _ y(- 1)‘95'
—s,N( d)a( d2) _ g N'(~ d)a( d‘)-N( d)-‘)ﬁi

recordemos que, d2 = d1 - o‘\/_— t= D(_"’) JJ,',“) + U”‘.‘fr__" = [U(;",l") - U(J:‘)] =
—E Por lo tanto, S - ‘

ot _o-ay _ VI

‘o . Oa
Por lo que
Vega —3—-—sm( dl)\/ N( dl)a L, i %‘;—‘=o
_s,N( dl)\/ t> o : o
Por lo tanto, 3 B g :
S : Py .
Vega = 55 = SgN ( dl)\/ > 0 (7.48)

La varmcnon de P con respecto de K esta dada por T

apP 3___ a [e "(T")KN( —dg) — s,N( dl)]

0K 8o
X '-I(T-—t)’
o ef"(T—f)KM +N(-a )05 K.
0( dz)

e~ T= g N (—dg) 222
Sabemos que’N’(—dz)e""(T“)K ='N'('—d1:)5¢y "fntdncés

53




z_;_ - —:(T—I)KN( d )3( —dg) +N( dz)e_f(T—l) SN'( d )8( dy) —N(= dl)DS,
= SiN'(=d )8( d2) +N( dg)e"(T"') SN'(—d )9(—5’-1-) -~ N(~d )"b'
= SI,N (—dl) l:a(a;z) - g%;(i;)] +N( dz)e’f'(T-') N( dl)aS'

Recordemos que, d2 = dy — o T

—E Por lo tanto,

o (_,1, g--l.g UHU)EK—'; - [ugi}-lg,) - i)(;lg )] -

Entonces,

op _ 8S: _

K 8K
Por lo tanto, s

SOP T 5o ~
ek 5% = 1 N( dg)e 0> o (7.49)
La variacién de P con respecto de r,es. . '
op _2fe -'<T-')KN( dz)\ s,N( dl)]
; —1(7‘-!) A
’ K ,.S" 0N( di). - N(=d )DS'

‘87'
"’(‘)(T—t)—s,N( d)———

0( 'll)l

L= SUV’( dl)

_s,N( d)[

Recordemos que d2 = d1 — cr\/T
——E Entonces,




Por lo tanto,

%‘; = —N(=dg)e™"" ')(T —t)<o. (7.50)

Variacién de P con respecto de T Esto es,

oP . [k"(T")KN( —da) = SN (= )

Sr=or T T T -
—r(T=1)
= -,('r ) «')N( dz) hK aN(- dl) 0_5_'
_ K +N( d) e —S‘,,aT - N(=d)3
-'(T—')KN( d )a( d2)+N( dz)e-'(T-’)( —r) = SuV(=d )a(m‘f‘).
Sabemos que N ( dz)e"(T")K N'(= dl)Sh v -"-‘%é =0 ent;énées
o _op e=HT=1) 5( dz) Ca(=dy)
9"—DT; KN'(- d) S,N( dq) 5T
?—SN’( dl)u-) SN( d)a( d)
- 8( da) “y
= / —d .
- . SpN;( 1)[ ar ’ o
Pero, dp = d1 e T —(ﬁzl 2 = US| = e
Entonce:s, Lo :
3(—42) - iy

BT i

Por lo tanto,

eﬂsi’_‘_gtN( dl) —-rN( dg)Ké"’(T"') S (rsl)

aT 2\/



CAPITULO 8. LA ECUACION DE CALOR
Y LA FORMULA BLACK—SCHOLES

8.1 INTRODUCION

En este capitulo se transforma la ecuacién diferencial parcial determinista de Black-
Scholes en la ecuacién de difusién de calor. Se analiza el caso de un call europeo, estable-
ciendo para ello las condiciones de frontera y las condiciones iniciales.

8.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DE CALOR

La ecuacién diferencial parcial Black-Scholes y las condicones de frontera para un call,
¢(8,t), Europeo estan dadas por

B Llagdle | B —re=0, v (8.1)

a8 2 8s? as

con

c(0,t) =0 (S,t) ~ 8 - cuando- s L= o0,

dxfuslon o calor. Para elIo, sea.

.sékf"

u(:c 0) max(e =1, 0), e T
Entonces, se tiene que

(‘(S t) = max(S K,0)
=méx(Ke® - K,0)
= mdx(K (e - 1),0)
‘= Kméx(e® — 1,0)
ow -=.Kv(«,0) donde wv(z,0)= mdx(e” —1,0)

\IotequeS—Ke =>:c—1n(-R)yt—T =>r=—¢12(T—t)

de. Gie i De,
Las derxvadas parcxales de ¢ con respectode t y s, es decnr ) W Yy 55¢
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aKu(ln (£). 2a’(T - t))

de DKV(:L' -r)
'Bt ot Bt
“u(m, ) '
= ovor] . (8.2)
K [B'r Bt] : :
L2 [,
V—'KVBT [ 2 ] :
e 9Kv(z,7) _ OKv(in (). $oX(T ~ 1)
8s .. .08 - 85
T ev(z,T)
=K s
dv Oz
gL (8.3)
Kaz [S]
v 1
Kaz [Ke’
Bu e
aa: !
0% ;i MT_) -0 (o)
‘852 9S \" 85 . ). 8s oz
__6_ Bu(z-r) et 2:1_:
T oz \ oz as
u(1: r) et g Du(z: 7-) 9z
a8 -
8 u(::: 7) o 81/(:: T) 1 (8.4)
8 Ke*
92 u(z T) =" — o Bu(z )\ e~
ozt ' K
u(:c ) o2 _hau(z‘r) 1
T 9x2 ox K’



Sustituimos la ecuacién (8. 2) (8. 3) y (8.4) en (8.1), esto es

00 1 o2 26(‘ o 0c
65 s *795s

Despejando 'u_r’ se tiene

' oy _ 9% o v _ . Cen by = it
' ar 8zx? Oz -5-0-2 oz %02 e 1=

v Ov v
T 9z2 Bz k‘EE =k
a2y v
722 -+ (1-1 - 1)5‘;‘— kv
Por lo tanto, -
Qv

s s (8.5)

El siguiente cambio de variable es

v c)u Py,

n respecto de Ty =, es decir 5Z, 57 ¥ 577

o axykl "0z
S - :u+ﬂrau(a; T) +u(.’t T)eu.c+ﬁ'r - . (8.6)

’ dulz,T)
= e Evitd
e [—Bx + nu(:l:,T)] g

2 _ 0 [ov]
9z% Oz |9z

éu(a:,‘r)

" 02u Z,7 du I, T - " . "
—_ Elv.n+ﬁ1‘ ‘ ( 2’ ) ( ) E1u:+ﬂ1'(,. ; ( , Tr,)anr.l:—{-ﬁ‘l'n? ne::.cii-ﬁr ‘
0T 8211- x, T Su(z, 7 :
= e'”’ 8 [ ( 2‘ ) + 2c (5 . ) + ﬂzu(zy ’)] .
: T (8.7)
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212

; dulz, :
3 = AT uf';-‘r 7) + u(z, T)emc+ﬁ1'ﬁ

= g/mHAT [——aug;: ™) + Bu(z, T)] .

Sustituimos las ecuaciones (8.6). (8.7) y (8.8) en la ecuacién (8.5), esto es

(8.8)

g HAT [_——D“(z 7) +ﬂu(.1: T)]': "w+ﬁf' [821‘(1'7-) + 20 0“5;: 7) + qzu(l‘,‘r)]

+ (k1 - 1) wz+fT [@%;.’L) + ru(x, 'r)] — k1™t (2, T)

()u(:z. T)
“Qz

0 u(:z:,-r)
0z2

f+(£~ y

au(a:,r)

+ 2a
[au(z .T)

+ﬂu(z 'r) ‘ + au(z, )
: ‘ +nu(:z:,‘r)] — kyu(z, ). -

Por lo tanto,

du Bu 0% u. ]
I + ﬁu. olu + 2(15— + 8 7 + (kl [5—; + un] = kiu. (8.9)
O bien, S
du ' ou | 9%u du
5—;+ﬂu-n u—(kl—-l)au+k1u—2na +82+(l\1 )E;
ou 0%u
0—-+u[,6—n —-(kl—l)a+k1] »-—x[20+‘lc1—1],+5—5
Si B—a®— (k- l)n +ke ;30 => B =a®+ (ky — Do — ki (8.10)
Entonces, v - ! . N Sl A
Bu e gy
ottt it e
Sea 207tk - (8.12)
Por lo tanto, la ecuacién de bcayloxz"'esté‘ db:c;l'a‘ por :
w0
mmE (8.13)

Note que de las ecuaciones (8 10) y (8 12), se tiene
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:2—1(1\11 -1)

A = ki —1=-2a =
n2+(k,—1)a-k1=ﬁ . o2 l(kl_l)g
; : , 4 ’

{ C2a k= 1=0" n

Susmuyendo el valor de I.1 - 1 y el valor a? en B, se tiene

‘a? +a( 2n)—k1—.ﬁ
nl—-_‘Zn —kl—ﬁ

‘.‘—‘;‘?"k1=ﬁ :
Entonces,
: 2 2 2 1, 1
,E—'—kl—n ——kl——(kl—l) ——kl—-—(k —2k1+1) ——kl'—"il‘l"‘ 2k1 1
ol 1l 2 = 2
= ,4kl, 2/»1».4'— [k +2k1+1]_§ (k1+1)
Por lo tanto, Ly R
' B =.——(k1 * 1)2
S "~ (8.14)
‘a =v—-(k1 - 1)
Sustituimos (8.14) en v = e +BTy(z, -r), entonces
v = ﬁ(k:—!)w;&(hfrn ry(z‘,r) : : (8:15)

L e




= ds = V2rdz’

—_ : : . :
d=22L % s=z+ VoD %z;-=
. = 3

TV

sl
X

Note que z'? L'J)i 5—:—”)— Entonces,

:—)

u(a: )= 2\/_/ ug(s)e™ 7 g,

—z'%2+s
= VerzYe == (V !
2\/;? [muo(x+ 27z')e (V2r)dz
___V2T

o0
uolz + 2‘1':1:')e1l‘n dz’

2V7T Jooo
27 St
\ 47”_ / ug(z + V2rz')e3 da’

OO0
uo(:z: + V2rz )eT’ *dz.

\/57?

Sabemos que'
ug(s) = max {e%(kl'f‘])(l!'f‘\/z_‘l’z")'_ e;(k.‘;1)(z+‘/Fm’),0} V
Entonces,

u(z, 7') \/—/ uo(z+ ZTz’)eT’ d '

1 3] . ) P
. (k1+1)(r+\/§7.r)
: max e3
= { 7 ;
1
v (8.16)
- _1_
VamJ 5

=‘I’1—‘I‘g.

-
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Note que,
1 fad 143
oy = / ed U+ Do+ VI g T g ot
1 /°° e%(kwl)ae-,lx"ﬂ(kmn‘/z—u dz’

L e Rt '
=L / ed b De F = k) ] g

LI = ’ . ’ 2,
= ___1 /w e:}(m%x)mﬂ(k@-l)’;f[‘".”(f‘vl“)m” +u‘.¢;’_] de'
= solidat

Var

Sea w =z’ — “’""1)“2' L= ‘l;f;: Note que cuando z' toma el
valor z' = 7—, w toma el valor w=azl— : 5 g “—"ﬂ—)—— /27 Entonces se tiene
que - 5 . i

o : edleF)et (k1) poo
W= = |

s V2 =
e;(kx+1)m+*(kl+1)’ /oo_‘

(8.17)
B ed kit &(k.+l)’ ' '
= NGT /[ N + k1+| \/:_v'
e=}(/|=r+-1)-5+:}(kl'i-l)2 L :
? \/-2—; l(dl)t B

donde, dy = 7—;+ MLC e N1(d1) f"‘ e=7ds es la funeién de dlstnbucwn .

acumulatxva para la dlstnbucnon normal El célculo para ‘Ilz es ldentlco sélo que en 1ugar
de k1 + les k1 = 1. Recordemos que :

\’7 ll - é—.-(ln—l):—}(k;-{-l) Tu(:z T),

dondo ks = 5 = kuv1= g 1= S
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S 1
z = log (;(-)a PoT= 5‘7;2(7",? )i - f=CKV(z.t).
o(8,6) = SN(d1) = Ke T-ON(dp). ~
Note que, 7 = §0(T ~t) = Cr =0 ?(T - t) = V21 = a+/(T - t).Entonces,

. (ki + 21)\/57-

i

dy =

—
0

on (8) , VT
2 2
log (£ + (r+ 3o¥)V2r
Ver 2%02
o2log (£) + (r + 303 V2rvEr
2102
o?log () + (r + ie%)2r
2ro? !
o flog (§) + - + Jo?) (7 = )]
2102 L
llog ($) + (r+ 3o (@ —8)] ** -

o

2r = o2(T — t)

Por lo tanto,

o lo@ @0

v (8.18)

Analogamente para da.
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CAPITULO 9. MARTINGALAS
Y LA FORMULA BLACK-SCHOLES

9.1 INTRODUCCION

El objetivo fundamental de esta seccion es desarrollar el modelo de Black-Scholes aplicando
el método de martingalas que consiste en calcular el valor esperado condicional del valor
presente del perfil de pagos de la opcién bajo una medida neutral al riesgo y as{ obtener
soluciones de forma cerrada de una manera mds precisa y elegante con sencillos cdlculos
matematicos para la valuacién de productos derivados suponiendo el modelo de precios de
Black-Scholes.

9.2 MOVIMIENTO BROWNIANO GEOMETRICO

Un modelo cominmente utilizado es el movimiento Browniano geométrico el cual estd
implfcito en gran parte de la teoria de valuacién de opciones. El modelo asume que las
innovaciones de cambio 0 movimientos en el precio del activo subyacente no estdn correla-
cionados en el tiempo y que los movimientos pequeiios en los precios pueden describirse

por
ds
=2t = pdt + odW,. (9.1)
St
El término pdt, el cual se conoce como la tendencia instantdnea nos indica que el
retorno esperado anual de la accién S es 4 cuando no hay pago de dividendos mientras que
el segundo término odW,, también conocido como el término de difusién es una variable
aleatoria que sigue un proceso de Wiener que se distribuye normal con media cero y
varianza dt y ademds es no diferenciable.

A esta clase de proceso estocdstico también se le denomina proceso de difusién Marko-
viano debido a que los retornos son gobernados por un proceso cuyos movimientos son
independientes de los movimientos pasados.

Por otra parte, vale la pena observar que la ecuacién (9.1) asume que el coeficiente del
término de difusién o, el cual se conoce como la volatilidad anual o desviacién estandar
de los rendimientos de la accién es constante. En realidad, en la préctica este supuesto
no tiene importancia cuando se valuan opciones europeas sencillas (plain vanilla). Sin
embargo, cuando se valuan opciones americanas u opciones europeas exéticas este supuesto
no es valido.

También para el caso del coeficiente de la tendencia instantdnea p, este supuesto es
valido debido al hecho de que una opcién puede ser replicada sin riesgo al construir un
portafolio apropiado que consista de un activo con riesgo y un activo libre de riesgo (puede
ser una inversidn en el mercado de dinero) y que tenga la misma fecha de vencimiento que
la opcién.
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Suponga que una variable sigue un proceso gobernado por la ecuacién (9.1) entonces
deseamos conocer el proceso seguido por el In S;.

Supongamos que G(t,S;) es una funcién de S;, entonces aplicando el Lema de Itd
podemos encontrar la ecuacién diferencial estocdstica que describe la dindmica del valor
del In S;.

oG oG 192G 2 l a%a o
dG = ot dt + — 25, —dS, + = 3 052 (dSs)* + 273 (dt) 05 Otds'dt (9.2)

Sustituyendo (9.1) en (9.2) se tiene que

dG =a—th + (}tS'dt + lTStC"Vt) -+ 5 asz (/J.S'dt =4 USrd‘Vf)z

1 92 G' (9:3)
'2' o) (d ) -+ m(#stdt +O’Std"V{)dt
Ahora aphcando las reglas del calculo estocastxco‘  ’ o
~donde
entonces (9 3) se reduce a
(9.4)

(u - 502) dt + o'dW,
ln So = . Lt
Ahora la mtegral de Itd se puede eSCl‘lblI‘ como

S
1ns, ln50+/ (i
0.

lnSo+(u——¢72)/ ds+v/ dW..

=InSo + (n-3o?)¢ + o,
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entonces . !
v= Soent+(;L—§n’)t

es una solumén de la ecuacién (9 1),j'por lo que 'se' derwa la sxgmente proposicién que es de

es una solucién de

Demostracxon ;

donde

Cdw? = dt
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entonces . : . 3 L . .
Sp=z+ / (v — 10?) Sudu +’/ S, dW,, + 3 / 725, du
B Tl O 2 J0

Teorema 9. 1 Sea p,0: E R =
entonces existe un tnice

“TESIE CON
FALLA DE ORIGEN |




el cual es un proceso de Ito.
Ahora de acuerdo con la férmula de mtegraclén por partes se tlene que

5.2, =

Por lo tanto .

entonces

Por lo tanto

Demostracxon

Sabemos que la ncial estocdstica

es

entonces

es decir, K o SO .
Sy ~log normal (In So + (# — 1s%) ,alt)
‘ e v
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Ahora podemos calcular la media y la varianza dé Sy
1 1= (- 30D\’ .
Gy, = ———— ex -_— ——_—] . 0<Ls <L
i 2rtos P 2.\ ';‘7\,/; s ) o e

E[S)] = /om aGs.(s)da

ya que
!p S¢~'N.(InSp + (0= 30?),0t)
entonces A il
In( _(“___ 2) S
= ~ N.(0, 1
¢=- S ©1
donde
E[S _s/ =
‘ [Se] = So \/—
e Soe(p—-*n )t
donde

z=e—oVi 'y dz = de.
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El segundo momento de S; se calcula como sigue

E [s?] =/0°° 352Gy, (s)ds

= s 1 (- 3o\
A G e B

=58 / w ¢1—e'*"’ez(‘"ﬂ*f(u—&w))tde

—o0 T

= e [ e g,

—o0 V21

4 * 1 2 3
§2 2(’1—%6‘)!, 2n’t,/ e—,}(e —deaVitda I)d
= Soe S v ‘

o ] 2
=5282;u+n%/ e—:}(e—anﬁ) de
0 —co V27

oo -
= S§e2/u+azh/ 1 e—%zzdz = 5352412+a’t )
-0 V27 . -

donde Dol
z =s-—2o’\/z~ ydz #dg.
En consecuencia, . e

 Var[s) = E[$?] = E2[S)]
o B Sgenpu-n’t R

=g (7 -1)),

9.3 ESTRATEGIAS DE INVERSION AUTOFINANCIABLES

Una estrategia de inversién se define como un proceso ¢ = {¢:}oge<r = (H, H:) en R? que
es medible en un espacio de probabilidad (R, 7, P) y adaptado a la filtracién {F,}:>0 del
movimiento Browniano estdndar. Los componentes H; y H: se definen como las cantidades
de un activo libre de riesgo y de un activo con riesgo que son tomadas en un portafolio en
el tiempo t.

El valor del portafolio en el tiempo t estd t‘iado por
Vi(#) = H{ Bt + HiSt (9.5)
en tiempo discreto rﬁientras que entxempocontxnuo es igual a
AVi(8) = 4B, + HLdS. (0.6)



_ El concepto de estrategia de inversién autofinanciable en el marco de Black-Scholes
estd basada fundamentalmente en la idea de la integral estocdstica. Entonces para dar un
significado a la expresién establecemos la condicién

T T
/ |Hf|dt < 00 Pcs. y / |H2|dt < 0o Pc.s,
0 0

Entonces
/ H,dB,—/ H; re"dt o (9.7)

estd bien deﬁmda como una integral ‘estocdstica’:

ST
/ g H Sy dW,
0 .-

Definicién 9 1 Una strategia’ de mverslén autoﬁnancxable ¢ = {¢1}oce<r estd definida
; mplen las sxgulentes condiciones:

Demostracién.
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Supongamos que ¢ es una estrategia de inversién autofinanciable y aplicando la fér-
mula de integracién por partes a V,(¢) se tiene que

dvi(¢) = d (e 7" Vi(e))
92 (e~"*Vi(9))

_ -t —rt
=e~"dVi(¢) + v.,(¢)d:(e )+ V@0t dvi(e)dt
= e " dVy(¢) - re " Vi (p)dt
= e 7" dV,(9) — rVi(¢)dt.

donde g e

Vid)d (e=") = —re~mtdt y L VUDN 1 yap — 0

ovi(e)ot
Sustituyendo (9.5) y (9.6) en la expresién anterior se tiene que ‘

dVi(¢) = et (H}dB, + H,dS,) — re™ "t (H} B, +"H’,s,) dt
por la ecuacién (9.7) sabemos que B, = e™, dB, =re™dt y Bgo=1, entonces

dVi(¢) = e (HEre™dt + HydS,) — re™"t (He™ + H,Sr) de:
= (rH}dt +e " HdS)) — (rHdt +re” " H,Sydt)
= H; (e~ ""dS, — re~"5,dt) R
= H,d§;

ya que _ .
: ds, =d (e""St) =e"ds, - re""'S'f,dﬁ.

Ahora mtegrando dVi(¢) de D at

/ dw(«b) f HudS,
.~~Vt(¢) fiVo(¢) = /0 HudS.

Por ld'tahﬁo ‘ . ) s
Vi(é) = Vo(e) + /0 Hod$,,.

El reciproco se dem\iestra invirtiendo los pasos y usando |
Vr(d’) Vo(¢) + / HudSu

En conclusién se puede afirmar que una estrategm de inversién autoﬁnancxable es una
-oportunidad de arbitraje que incluyen los activos subyacentes al transformar una inversion
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igual a cero en un monto mayor de cero con probabilidad positiva. Por lo que no tendria
sentido, valuar productos derivados basados en un modelo que permita tales desequilibrios
en el mercado.

9.4 CAMBIO DE MEDIDA DE PROBABILIDAD

Cuando los inversionistas son indiferentes al riesgo financiero, no exigen una prima de
riesgo ya que asumen que la tasa de retorno de todos los instrumentos financieros es igual
a la tasa libre de riesgo. Sin embargo, ésto no sucede en la préactica debido al hecho de que
en la mayoria de los casos se tiene que r < u, es decir, la tasa libre de riesgo es menor al
retorno esperado de cualquier activo financiero con riesgoe bajo la medida de probabilidad
P. Esto se debe a que los inversionistas siempre demandan una prima de riesgo sobre los
instrumentos financieros que tienen correlacién positiva con el riesgo de mercado.

Para entender mejor ésto supongamos las dos siguientes expresiones:

d—;i = pdt + odW 9.8)
t
Y ds
-S—‘- = rdt + odW 2. (9.9)
t

Se puede notar de (9.9) que la tasa de retorno esperada anual es igual a r, entonces
al igualar (9.8) y (9.9) se tiene que

dwpP =dw2 = (ig—’) dt
la cual se conoce como un cambio de medida de probabilidad.

Pero es natural preguntar por que hacer este cambio de medida de probabilidad cuando
se valuan opciones financieras. Resulta que cuando un inversionista compra una opcién
sobre una accién se dice que estd asegurandose contra los cambios inesperados que pueden
ocurrir en el mercado a cambio de pagar una prima por eso es que, la probabilidad de
que los precios de la accién sean bajos, es decir, los precios futuros de la accién que tiene
una tasa de retorno esperada menor a la tasa libre de riesgo, serd mayor bajo la medida
de probabilidad Q que bajo P debido a que los inversionistas son adversos al riesgo y
estdn dispuestos a pagar mas por las opciones que ocurren en condiciones pesimistas.
De mancra similar, la probabilidad de que los precios de la accién sean altos, es decir,
los precios futuros de la accién que representan un retorno esperado mayor que r, serd
menor bajo la probabilidad Q que bajo P debido al hecho de que los inversionistas estdn
dispuestos a pagar menos por las opciones que ocurren en condiciones optimistas.

Por lo tanto, el cambio de medida de probabilidad es de gran utilidad para los partici-
pantes de los mercados financieros ya que les permite eliminar la prima de riesgo de los
instrumentos financieros sin necesidad de cambiar la estructura de la volatilidad del activo
financiero.
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9.5 MEDIDAS DE PROBABILIDAD EQUIVALENTES

Definicién 9.2." Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Se dice que una medida de
probabilidad Q sobre (2, ) es absolutamente continua con respecto a P (Q<<P) sn para
toda A € F, P(A) = 0 implica que Q(A4) = 0.

Definicién 9.3. Se dice que dos medidas de probabilidad P y Q son eqmvalentes si cada
una de ellas es absolutamente continua con respecto de la otra. : i

Nota: es conveniente observar que si Q<<P y Z es la densidad de Q con respecto a
P, entonces (P<<Q) son equivalentes si y sélo si P(Z > 0) = 1. :

9.6 TEOREMA DE GIRSANOV

- La idea central es utilizar el resultado del teorema de Girsanov una vez que se haya
encontrado un espacio equivalente de tal manera que bajo este espacio de probabilidad la
tendencia instantdnea del modelo de precios sea igual a cero, es decir, calcular la esperanza
condicional sobre un término puramente Browniano ya que el efecto de un cambio de
medida de probabilidad sobre un movimiento Browniano geométrico lo tinico que se altera
es su tendencia instantdnea dejando la desviacién estdndar intacta.

Teorema 9.3. (Teorema de Girsanov) Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Si {8:}o<:<7l}
es un proceso estocdstico adaptado tal que

T
/ 8,ds < co
0

y tal que {L.}o<i<T, definido por’

v:Lf_ = exp -—

—/_'ngs}
RASEILINE

("",‘A):b con densidad Lt con respecto a

es un movimientd Browniano estdnda

Sea {W,}o<,<7~ un movimiento Browmano estandar construxdo sobre un espacxo de
probabxhdad (Q F.P)y {.7-‘,}0<,<1~ su ﬁltracxon natural
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Teorema 9.4. (Teorema de Representacidn de Martingalas) Sea {AM;}o<r<7 una martingala
cuadrado integrable con respecto a la filtracién {Fi}oct<T. Entonces existe un proceso

adoptado {H,}o<t<7 tal que
E [/ Hﬁdu] <.co
[i}

t
vte [0,T) M= Mg +/ H,dW, Pcs.
1]

Como se puede observar este teorema serd una de las herramientas importantes y
poderosas para controlar las tendencias instantdneas de cualquier movimiento Browniano
geométrico y en particular para valuar productos derivados en base a la idea de una medida
de no arbitraje o medida martingala.

9.7 MEDIDA MARTINGALA EQUIVALENTE

El objetivo de esta seccidn es probar que éxiste una medida de probabilidad equivalente a
P bajo la cual el precio de un activo subyacente descontado por la tasa llbre de riesgo es
una martingala, .

Consideremos el modelo de Black-Scholes que describe que la dinamica de los precios
es un modelo continuo que estd formado por activo con riesgo S,y por un activo libre
de riesgo B, es decir, un bono gubernamental. Supongamos que'la dmamnca de By estd
representada por la siguiente ecuacién diferencial ordinaria

dB, = rBdt _ L (9a0)

donde Bp = 1y r > 0 es una constante.

Ahora asumiremos que la dindmica de Sy esté dada por la sxgmente ecuacion d)ferencml»
estocdstica. . o
dS, = [ledt-f-ds'd“’, ' o : . (911)

‘donde }+y @ son constantes vy {Wi}eso “es un movumento Browniano estandar.,
Las solucnones de (9 10) y (9.11) son las sxguxentes.

By=e™ con Bo=1 ‘ (9.12)

s,,_soe"“’ﬂ“(/"l”’)' - (9.13)

reapectlvam(.nte Si suponemos que ue Ry », o€ R‘* son constantes,
' Ahora si definimos el valor presente de un actxvo con rlesgo como el proceso

§ =B;'s, = e""s,, (9.14)
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se tiene la siguiente dindmica.

Aplicando la férmula de integracién por partes a S, se tiene que

ds_‘,, =d (e""‘S,)

82 (B 5!)

=e "dS + Sid (e-") +- dS dt.

050t~
=e "5, — ref,rfSLdF 1 LR
e "tdS, ~ 8t

debido a que .; S
: d(e7) = —reT Y 95t
Sustltuyendo (9 11) en (9.15) se tlene qﬁe :
dSl =" (pS,dt + chldW¢) - re"‘Stdt

et [(p. - r)Sgdt + ngdWL}

Si hacemos la sxgulente transformacxén
We= Wg +/ 6.ds
0 iR

entonces

d‘rVg = d“’t - 9tdi
Sustltuyendo (9.19)'en (9. 16) se tlene que :
4§ =S [(u—r)dtte (@, - 0¢dt)]

= S[ [(/.l. -T= aﬂg)dt + dd‘Vg]

si

S “ = Soe rt an‘ (u—r)t-}-(u—,}a’)t
= SgeWim ot

8

_i(LZS_f)dS dt = 0.

(9.15)

(9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)

©(9.22) .

(9.23)



Del teorema de Girsanov, con 8, = 2 L —r), se tiene que demostrar que existe una
medida de probabilidad Q equivalente a P bajo la cual {W:}ogr<T es un movimiento
Browniano estandar y §; es una martingala
Demostracién.

La demostracidn se lleva acabo sélo cuando {#;}o<t<r € un proceso constante 8, es
decir
Wi = W, +6t.

i) Por demostrar que {I¥,}:>0 es continua en ¢.
La continuidad de la funcién ¢t — W (w) es clara, ya que el movimiento Browniano
estandar WV, y la funcién 6t son funciones continuas con respecto a ¢t.
i4) Por demostrar que W, tiene incrementos independientes.
La independencia de incrementos también es clara, puesto que W; — IV, es mdepen-
diente de F; y
Wi=W,=W,— W, +68(t—3s), Vs<t
ii7) Por demostrar que WV, es estacionario. L
: Para demostrar la estacionaridad del proceso W, serd necesario apllcar el teorema Al
y las proposiciones A.2, A.3, A.4 A.5 y A.6 del apendice. PR

Primero tenemos que demostrar que la probabilidad Q es equivalente a P y {Ll}0<'<’['
es una martingala. Para eso sélamente se tiene que demostrar que P(Z > O) = 1 yd que .
L es una martingala , si suponemos que ¢* = L”_’ entonces :

L= e Wik,

Por otra parte, sabemos que
Ly = e—(“;—')w‘-"}(u:_r')g"

ahora por teorema A:l se tiene que

Q) = [ zipw)

entonces

Q(4) A35?
%(&—)/A

o




Pero como W, se distribuye dimN (0, t), entonces
/ (e -4 dw
—00

’+a ‘;’ Juwe
- T

d
—c0 \/21rte e
co w2 B2 Yuwes (252} 2.3
E[e_(.u,;)w.] o (e f/ 1 E_Miﬁ_dw
. 00 V .

’_e&(u)a/m«F *(’(7”—_))@

Si hacemos un camblo de varmbl

: Az = 32(“':':) t
entonces ; ‘-r e e o
Q(4) EEE T e
Por lo tanto : FE R ENEREE

Q es equivalente a P.

Por iiltimo sélo resta demostrar por las proposncmnes ASy A.6 que para0 <t < T
la variable W, — W, es independiente de F; y se dlstrxbuye dunN(O t — s), entonces

gL [eiu(W.—W.)|]_-z] e ) 'Vu < =+, O
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Demostracién.

EfLr) [ei.u(W,—W.)

f'n] = g7 [ein(WL—W.w(z-u))

7|
E [eivt(Wg—\rV.+0(£f-M)) . LTI]'-t]

L,
7

- B [e.'u(w.-w.wu-»)) Lt
LN
=E [em(w.—w.+a(e—~>) . e~ (BWr—W.)+ §0%(T—)

por la proposicién A.5

7]

‘e-(u(wr—w,)+,',a’(r—:))
|7
E:[eiung—’W.fH(t—N)) LB —(0Wro ey (T-0)

= E | eit(We-Wat6(t—x)) |
. LW+ o2 (—n)
L F‘]
L]

~ ‘1[611,‘(Wg.7vv,-};9(2~n)). 'L_"I‘Ft] E [e-(l)Wr_n+§a1('I‘—t))] .

Pero sabemos que la esperanza de - -

b [o-(ownarrbr-0)] g

entonces
gL [e.iu(w,_—w,) |-7';:]‘= 5 [eé;,(w,—w;q-o(t—.q)) ) %I}'t]

= fl'E [ei1.(w;—w.+o(c—~)) . e—(9W¢+£0’¢j
- ot £l -

e
= e—iu(W,+9H) E [e(iu—l))Wy,—Q(0‘—2iv59)t‘f']
o= (oW, +}074) !

B

7] -

i (W, 45 —§ut 5 _giud
_ D I [t (i)
o= (6W,+50%1) )
—(in(W,+0:)+ 113t
= e__(_(_'__)_'_)_E [eﬁ"-")“"‘%("“’"”"
o~ (W, +30%4) '

.

7]

—(in(W,+0)+ 102t
e~ (Wt +4 )'e(iu—(l)PV.—%(lJ—iu)’a

—(OW.+10%)

™ w(A TESIS NO SALE
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e—(i1;8n+%u’l)
e—OW,— 183y
e—-(iuos+§u’t) . gitfatiuly

E(Lr) [eiu(ﬂ/g—W.)‘}-"] = e—fll«V,-—&U’s . eiu().«-{-:}u’x

= e (uPamu)
- e—*u’(t—.«)
es la funcidn caracteristica de una variable aleatoria N(O,’t - s). para toda0 £t < T con
lo cual se demuestra que W, es un proceso estacionario, : : : )
Por lo tanto : :

{W:}ogt<T, €s un movimiento Browniano estdndar.

Definicion 9.4. Una estrategia ¢ = {¢L}o<,,<

; es}a:.d‘misible si es autofinanciable y el valor
presente del proceso - : 1 )
Vtga»)'
es cuadrado integrable bajo la va‘oba’bilvidé’d a ‘ T
Una opcidn es replicable si su p'rec‘io\"ie'n a fe de Qéﬁéimigﬂfb eé; iigua'l‘al Vafqi‘ final

de una estrategia admisible.

“Fi-medible,

do »1_ntegdré‘b1e y

entonces

7 EQ[ "Th] =e'TE [h]

Sth : )
= e_"T—[—S’I—'ﬂ— por la proposicién A.5
()]

o (B [53)" (6 [

IN
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entonces
B [83] = B [s3e2Wr—"T]
= S2E [ezawT+2(ﬂ-r)T-n’T]
— 53 E [ezaw-rnnr—zr?'-nﬁ] »

2m?
= S3E [e""’Wf‘ z

e?/LT—2rT+ﬂ’T] k
. (20)? L B
- S&E‘ [820WT——2—] E'[e2“T—2"T+”:T]

; [ ol
- 5362’LT—21'T+E’,’T g

entonces

debido a que {V:(QS)}0<:<T es una supermartingala bajo Q y como’'z = inf e Vola),

entonces

Por lo tanto

: Demostracxon

Por demostrar qu l = (ST K )+ es Una variable aleatona cuadrado integrable bajo
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la probabilidad Q.
EQ 1% = EQ[(S7 - K)2], (Sr— K)4 < 8r
£9 [5%]
B9 [e¥T52]
= 75 (53]
= 7 50 [(soerrie |

- Sge2rTEQ [eanT—n"T]

A

— S3HTER[MVe4T] | i g2
= 522 TEQ [eawr—mﬂrﬁa"r‘-,,lﬁ’r]

= 532 T+IF’TQ [eﬁWT—,}ﬁ’T] :

- S§e2"T+*ﬂ’T

debido a que
EQ [AVr=d'T] = 3

Proposicion 9.5. El precio de'una opcién put en’ Ia fecha de venc:mxento T, es una variable -

aleatoria cuadrado mtegrable ba_]o la probabxhdad Q

Demostracién.

Por'demostrar que h = (K S'T)+ es una

6rilal iilacifadé 'integrable bajo
la probabilidad Q. [ T

59 [17] = 89 [(x'— 53]
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9.8 MODELO DE BLACK-SCHOLES PARA OPCIONES SOBRE ACCIONESS
SIN DIVIDENDOS

El problema de la valuacién de productos derivados consiste en proporcionar el precio justo
a la opcién financiera en cualquier momento del tiempo, ya qué cada producto derivado
estd definido con respecto a su pérfil de pagos terminal, el cual es positivo y F,-medible
bajo la probabilidad Q. Por lo tanto, en cada intervalo de tiempo, el precio de la opcién
estd dada por el valor esperado condicional terminal bajo la probabilidad Q.

Pero antes de calcular este valor esperado que nos servird para derivar el modelo de

Black-Scholes demostraremos la siguiente proposicién que serd de gran ayuda.
Proposicién 9.6. Sea
S = Sge™Wte=3)t wie (0,T] y We=wi (B¢t

entonces . . _
St = Se”T-1) . e (Wr=Wi)=4a®(T~t).

Demostracion.

Sp = SoeaWT+(;L—%a’)T

= SoenW—p—(,A—r)T+(;A—§u’)T X

— 506”WT+(' —4a¥)T

- Soent+(r'—=}a’)t . ea(lVr-w.)+(1~—&a’)(T—l.)

= Spem Wtk (r=dot)t | o (Wr-We)+(r=4o?)(T=0)

- SoeaWH-(u—%a’)t . eﬂ(WT;Wg)+(1'—%02)(T_t)

o S}e'(T'f‘) . ‘ea’(WT‘—Wg);—%a’(T—t)

Proprosicién 9. 7. El precxo de ‘una Opcwn call europea en el txempo t, con fecha de

vencnmlento T y precxo de ejerclclo I\ estd dado por

r(t s,) = SgN(dl) - Ke"r(T"')N(dg)

donder - : SR PRI A
o @)@ m() =gy
, Rt VT =t y .2— S e T —¢
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Demostracién.

ER [e"r(T_l')hlfr,] = EQ [ —r{r- ')f(ST)I-F'] )
e frrs s s i) 5]

Puesto que .5'¢ es una vanable aleatoria .Ft-medxble y (WT - W,) es mdependxente de

Fu bajo la probablhdad Q, es posxble conocer su precno en el hempo t como una funmon

Usando el sxgunente lema‘

B [(ST - K)+] E [(ST K)l.sT>K]

(s sT‘ZK
S ldpmi = ' ; )
0, en otro caso.

donde
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es una funcion indicadora y la esperanza de una funcién indicadora es simplemente la

probabilidad de que el evento representald}o’ por la funcién indicadora ocurra.

En este caso, la condicién 15,2 K es"'e”qui'valente a:

1b-r>K = {w € n S,e""/- %" ToKe™T > 0}
= {w € Q S;e”“/’—"'%“ T2 Ke""}

: —{wGQ zos/_>ln(K) (r—§a2) }

entonces

2w 3;
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Sea N(d) la funcién de distribucién normal acumulada, es decir;

) " pdd '
N(d) = \/%;/__;e‘j‘adz

entonces ;
411

f‘(t St) = Sz

S,N (d2 + a'\/_) KefffN(dz)

si deﬁmmos dl =dy + d\/_ y T = T - t, _entonces :

elt, st) =>S¢NV (d1) — Ke T TN (dy)

donde g :
: 1n(—t)+(r+—a)(T—¢)
dl» . "‘/T:,? -

Yy

El precio de una opclon put deriva de la mxsma forma sélo se tiene que cambiar el

perfil de pagos termmal el cual estd dado 'por su valor esperado condicional term;nal ba_]o

la probabilidad Q como slgu

5 [e—NT—'-m,{,p‘ T=91(S7) | Ft] donde h= (K - ST)s = /(ST)
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Proprosiciéh 9.8.. El precio de una opcién put europea en el tiempo ¢, con fecha de

vencimiento T' y precio de ejercicio K estd dado por
p(t,Se) = Ke™" TN (~dy) = §,N(~dy)

donde . -

’ln(%)+(r+ 62)(T—t) y dz‘ In %)+(r—4%02)(T—t)

R v = EREU S S oVT -t

Demostracién. ...

‘ '[5_r(T—z)f(sT)|fz] : :
1[v’;‘r(T—t)f (sLeT(T—f)’ a“VT-W‘) J‘":(T-')) |'7:'] -
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Supongamos que A = T — ¢, entonces
°° A A §o?A 1 42
_ —rA _ azVA—3o At 24
p»(t,S;,) / (Ke‘ Sie i )+ = e dz

=00

= Eé [(ke""‘ - Sw""‘é'i"“) +]

= ,EQ“[(Ke"')‘ — 5e”? "‘*”2"‘) lkasr] .

Usando el siguiente lema:

L E [(K‘— Sr)+l = E (K - :5‘;1‘)1K287‘]

donde

es una’funcién’ indicad dicadora es simplemente la

probabilidad de que el a funcion indicadora ocurra. -

~={;}'ein : }
mweQiig—d}={beEN:z+d2 <0}
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entonces
p(t, 5¢) =EQ [(Ke'."'\ - Sf,ez”‘/x'*"z") 1{u€1):z+d,50}]

= EQ [(Ke""'\ — Sy Bz”ﬁ—%”"\) l(wen:z<-—1lg}] i 4~ AV(O, 1) bajo Q

—llz -
= —rA zaA—}air —*z
/ Ke S;e ) 7 dz

—«l; SRR

I(e_"\ -—%: -—S e—éz +zfr\/-—§n A) dz

\/_' —%‘(z _22"\/—+”2'\)d2

entonces




CAPITULO 10. PORTAFOLIOS REPLICANTES
Y LA FORMULA BLACK.SCHOLES

10.1 INTRODUCION

Una de las razones por las que las férmulas de valuacién de Black-Scholes se po-
pularizaron entre los participantes del mercado es por supuesto su uso como herramien-
tas para la disminucién de riesgos financieros. Mads ain en este capitulo se presenta la
metodologia de portafolios replicantes, que utiliza un principio muy intuitivo, ;Es posible
encontrar el precio de un activo como combinacién lineal de otros? , en su caso, ;Qué
caracteristicas debe cumplir?. Si podemos modelar un portafolio que replique los cambios
de valor de este "nuevo” activo a través del tiempo, encontraremos sintéticamente su valor
con los precios de los otros activos valuados por el mercado.

10.2 ESTRATGIA DE PORTAFOLIOS REPLICANTES.
Recordando nuestro modelo de precios (movimiento Browniano Geométrico):

dS, = puSidt + 05, dWy, (101)

donde W} es un proceso de Wiener , 1e , es normal con media cero, varianza dt e
mcrementos inde endxentes L) blen e - . Lo

(10 2)

Para. una funcién'c
' segundo orden conduce a

Susntuyendo (10 1) y (10 2) en (10 3)
dc ———([lstdt -+ USLde) + —dt

1
+ ( 52 (pstdt +O’S¢dW¢)2

' (uS,dt + aSgdW,)dt + ;’(dﬁ)z) (10.4)
( dec #51 4o “de 1 '

QS Bt

aS: ot



definamos ahora un bono cupén cero que sigue la siguiente ecuacién libre de riesgo.

dB; = TBtdt~
entonces la solucién esta dada pbr
B, =Be"" Y, o>t (10.5)
Sea
¢c=aS+ 8B

Un portafolio con o unidades del subyacente que sigue un modelo de precios Browniano
Geométrico y 8 unidades de un bono cupén cero con el proceso deterministico de (10.5),
encontraremos que debe cumplir nuestro portafolio para replicar el valor del actwo .
tenemos
dc =adS,; + 8dB, .
=a (1S, dt + 05, dW,) + GrB,dt . 7 (10.6)
=a (uS¢ + BrBi) dt + ao SdW,.

Igualando los componentes estocdsticos de las ecuaciones (10.4) y (10.6)

aocSe = —?——ast

CEL
Entonces -
. A dc

= 55

) B=c—aS;

Ahora bien 8 X " Be
e i
'-—S-I.LSg + C’r ,— 55—5;1‘

(10.7)

Que es la ecuacién de Black-Scholes cuya solucién conocida.

( c= c(S,,'fI“ -t K,ro) = Sf,N(d‘[) = e~ MT=t) e N (dg).
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Para un Call europeo y ’
p=p(Se.T = t,K,r,0) = e "T-OKN(~dz) = S:N(—d1).

Para un Put europeo con

L lg($) G+ YT =1
RO foVT. =t .

e LTS
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CAPITULO 11. SUSTITUCION DIRECTA
EN LA FORMULA BLACK-SCHOLES

11.1 INTRODUCION

La solucién al problema de encontrar el precio de una Opcién Europea tipo Call ,
que fué presentada por Black-Scholes , por primera vez en 1973 , en su trabajo "The
Pricing of Options and Corporate Labilities” en el Journal of Political Economy pp. 637-
654. Representd un punto de inflexién en la teéria y préctica de valuacién de activos. En
este capitulo se muestra en detalle que dicha formulacién satisface la ecuacién diferencial
parcial lineal parabdlica.

11.2 LA SOLUCION DE BLACK-SCHOLES.
La solucién propuesta para un Call Europeo

c=c(8,T —t, K,r,0) = S N(d1) — e T DK N (da). (11.1)
con s : !
gy = 0B (R) +(r +500)(T 1) 112)
! a\/‘ T -t ; ' ’
(T =)
do = 26“)‘ — ) »lil—,'d\/T"t‘ - (11.3)
Satisface la ecuacién: ; :
Be i ga S A )
== = ——_er=0." 114
ot " o5 ot 7 oen =0 (114
Veamos algunas rélagioneé de uti}idbd
: sabemos que :
De aqui
(11.5)

Observemos que .




L -yl o/ Tl ~4a®(T-1)
X

= N'(dg) = N(dy)eh?VT e~ 47T

y considerando la ecuacién (11.2) ‘
d‘ﬂ\/T:L' = elni(%)-f-‘(r+ ‘a’}(’f—i)

,:..n/’r— St r(T—z) (}a’)(r o5
S :

Sustituyendo el resultado anterlor en N’(dg)
N (dz)

’ de donde obtenemos

(ll.f)

Dado que do = dy _—-A&\/’Tv‘ t se tlene que %’_{f 0" por lo; tanto, a partxr de la ecuamon
anterior concluimos que:’ .+ : - . ;

' _;; N(dlj ‘ T (11.8)




. 2 v . K] » .
Finalmente para l‘,’—b‘&, lo cual se slmphﬁca consxderando el 1ltimo resultado, tenemos:

v 8% 6d1
asg - N (dl)

Pero tomando en cuenta 11 2 se sxgue que —’L 3 , de donde:
77—e

g a%‘ o

052 N( I)S \/——

Para concluir, sustltuyamos (11 7) (11 8) (11. 9) y (11.1) en la ecuacion (11.4):

(11.9)

o ' L, 23 c dc
5t 127 ° 57 +rS5g-re=
. 1 i 15+ T :
_SN'(d g — re~"T=DEN(d 25252N'(d +rSN(d
( 1)2\/5,—_? re ( 2)+2¢7 ( 1)59‘\/T_——t "' ‘ ( 1)
B '—r(sN(dl) ~ e " T-OK N (d2)) = '
S;V'(dl)a’ : _,(T_g) aSN'(d1) =
A ot TAAR I(Nd + SN (d —rSN(dy)+ ;'(T ')KNd =0
Wi ‘ () \/T——+ (d1)—r (1) Te (2)

Es la solucxén a. la ecuacnén de Black-Scholes




CONCLUSIONES

El Mercado de Derivados y en particular el de Opciones presenta una alternativa de
inversién que estd desarrollindose de manera importante en las economias emergentes,
como es el caso de México, a través del Mercado Mexicano de Derivados S.A. de C.V.
(MEXDER). Los diversos tipos de contratos listados que ofrece este mercado presentan
bésicamente los dos escenarios de inversién: el especulativo y el de cobertura. Desde la
vertiente econdmica, los Derivados constituyen un contrapeso importante para equilibrar
los mercados financieros. Asi, los contratos de Futuros, Forwards y Opciones ayudan a
cubrirse contra fluctuaciones adversas en los precios de acciones, divisas, tasas e indices,
entre otros subyacentes,

En cuanto al desarrollo de la Teoria de Derivados, en el caso especifico de las Opciones,
se cuenta con herramientas que permiten valuar a los activos financieros. El modelo més
conocido y utilizado es el objeto de este trabajo, la férmula de valuacién de opciones de
Black-Scholes, desarrollada al principio de los 70's Hasta el momento, se han realizado una
gran variedad de investigaciones tomando como base este modelo. Como resultado, se han
generado un importante nimero de extensiones, donde la complejidad técnica es también
digna de considerarse.

En este trabajo se presentaron cinco alternativas para encontrar y resolver la Férmula
de Black-Scholes que, a pesar de su complejidad, en la practica, constituyen buenas her-
ramientas de apoyo para la Valuacién de Opciones. Hoy en dia, el crecimiento acelerado
de las llamadas Tecnologias de la Informacién, conjuntamente con el desarrollo de métodos
numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales parciales, constituye otra manera viable
para enfrentar estos problemas. Sin duda, esta tltima alternativa, tendrda un campo im-
portante de desarrollo como herramienta de apoyo para la toma de decisiones financieras.
Sin soslayar la importancia de continuar investigando sobre la Teoria de Derivados.

Finalmente comentaré que el trabajo de Black-Scholes marcé un hito en los mercados
financieros. Una de las razones por las que el comité Nobel decidié otorgarles el premio
de economia en 1987 fue la riqueza teérica de su trabajo y su explosiva aplicacién en
la operacidn diaria de los mercados financieros en general y de productos derivados en lo
especifico.Como hemos comentado, los planteamientos equivalentes de la formula de Black-
Scholes motivados por diferentes enfoques técnicos contribuyeron al desarrollo de teorias
generales de valuacion de activos, al uso intensivo de las técnicas de valuacién neutra
a riesgo, la modelacién de estructuras de tasas de interés, aproximaciones discretas por
drboles binomiales, medicién de valor en riesgo, simulacién de montecarlo, la inmunizacién
de portafolios y en general el manejo y administracién de riesgos.

Como vimos en este trabajo, existe relacién entre la distribucién de los rendimientos
de los activos y la ecuacion diferencial parcial lineal parabdlica planteada originalmente.
Las técnicas de cdlculo estocdstico y de estrategias autofinanciables con los portafolios
replicantes, no son sélo fascinantes en su estructura teérica formal, sino que son resultados
que actualmente son ampliamente utilizados por las instituciones, para manejar adecuada-
mente la exposicién a la volatilidad de sus inversiones.

El uso generalizado de estas técnicas de modelacién se ha vuelto indispensable para
la expansién y aprovechamiento de las nuevas oportunidades, surgidas en afios recientes
en nuestro mundo financiero globalizado.
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- APENDICE

Teorema A.l. Una medlda de proby'blhdad Q es’ bsoﬁl}u}pgmenkte Ac'o‘ntinua:con respecto a P

son equwalentes siy solo 51 Q <P

Demostracién. :
=) Es trivial por tééreﬁxaf@
=) 8i Q<<P y Q<<P ; »
Por demostrar que VA EF Q(A) 0 -—-—> P(A) = 0
Sea A e .7'] Q(A), ;

. Z dP‘ entonces

i
clEe
=‘;/ :.i'—l-ZdP

Proposicién A.3. Sea L; = e‘”W‘ %" £ entonces {Lg}o<g<’1" es una martmgala y E[L,] =1
paratoda 0 < s < ¢, BTN :

Proposncxon A4, Sea Q(LT) con densxdad"LT con respecto a la densxdad 1mc1al P, entonces
la probabilidad Q(LT) y Q(L‘) comcxden . . '

Demostracién.

Por demostrar que Q("T)(A) Q("')(A) VA€ .ﬂ
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Sea A € F;, entonces

QUna) = [ Lrap
= E[lALT] ;
= E(E(LaLrIF]]
= E[IAE[LTIft]]‘ .
= / [LTIJ-'L]dP _f

= / LdP = Q“‘"(A)

Efectivamente Q("‘)‘(A)’es ‘una inedida 'He pfbbébilidad;‘ya que’si A € Fi, entonces

Demostracion.

Sean W y Y dos variables aleat’orias .ﬁime;‘iibles'deﬁhidgs,éorﬁﬁ .

B ([ZLr|F
s6lo se tiene que demostrar que
VA € Fiy EET[1aW] = EEO[14Y)
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(LT)[IA‘V] L) [IAE(LT)[ZI.Fr]]
= E(LT)1,42)

= / ZdPT)
A

= / Z LpdP
A y

= E[1aZLr)

=E[1aE[ZLT|FH|

e
E[Zi':‘lf’n] dpEo)

A ;
_Eu,n[ Elmml] ~
; Ly :

= E(L‘)[l avls

Por lo tanto

Propoancton A6 Sea W,’ -

s £t entonces
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