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Introducción. 

Simbiótica a la actividad de los seres vivos y las cosas se encuentra oculto el 
riesgo. La humanidad se ha ocupado de cuantificarlo y predecirlo, suscitando 
que la Ciencia Actuarial haya prosperado, ya que dentro de las necesidades 
actuales de la sociedad, sobresale la de contar de manera efectiva con la 
seguridad de remediar una posible pérdida. Dicha necesidad ha conducido a 
los especialistas de la Teoría del Riesgo a desarrollar técnicas perfectamente 
fundamentadas en los Procesos Estocásticos, encaminadas a estimar en lo 
económico y de manera convincente la pérdida en cuestión. 

La Teoría de la Ruina es una rama Actuarial de interés permanente, lo 
cual se debe a que la probabilidad de mina se utiliza en las Companías Ase
guradoras como una medida relacionada con el riesgo de incumplimiento en 
finanzas. En los últimos cien años se han desarrollado matemáticas eficaces 
de esta teoría, lo cual dota a la Teoría de la Ruina de interés teórico y de 
importancia práctica. 

La intención principal de esta Tesis es el exponer una aplicación de los 
Procesos Estocásticos en el ámbito Actuarial introduciendo al lector al es
tudio de los conceptos y métodos estándared de la Teoría de riesgo, para lo 
cual se trabaja con el modelo de la ruina. 

Algunas personas ayudaron en la revisión de esta tesis, sin embargo, la 
decisión final estuvo en mis manos, por lo que también la responsabilidad 
total en el resultado final. 
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Capítulo 1 

Teoría del Riesgo 

§1.1 El problema de la ruina 

El modelo básico de riesgo se remota al trabajo de Filip Lundberg quien 
mediante su tesis en Upsala {1903) estableció las bases de la teoria de ries
go actuarial. Lundberg visualizó que los Procesos Poisson se encuentran en 
el corazón de los modelos de seguros (na---vida). Por medio de una trans
formación adecuada al tiempo (tiempo operacional) fué capaz de restringir 
su análisis a los Procesos Poisson homogéneos. Este descubrimiento es tan 
importante como el de BacheliE'.r en 1900; en el cual, al movimiento Bro
wniano se le consideró la herramienta clave para la construcción de modelos 
financieros. 

Harald Cramér y su escuela en Estocolmo, incorporaron las ideas de 
Lundberg dentro de la teoría en surgimiento de Procesos Estocásticos. Al 
hacer esto Cramér contribuyó adicionalmente a establecer las bases de las ma
temáticas para seguros concernientes a no~vida, y con ello contribuyó taro~ 
bién de manera importante al desarrollo de la teoría de probabilidad. 

El modelo básico que será llamado Modelo de Cramér-Lundberg tiene la 
siguiente estructura: 

Definición 1.1. El modelo Cramér-Lundberg está dado por las condiciones 
siguientes : 

(a) El proceso del tamaño de la demanda: 

Los tamaños de la demanda (XA:h:eN son variables aleatorias iid po
sitivas con distribución común F, media finitaµ= IE[Xi), y varianza 

I 



2 Teoría del Riesgo 

u2 = 11ar[X1] ~ oo. 

(b) Los tiempos de demandas: 
Las demandas ocurren en los instantes aleatorios del tiempo 

(c) El proceso de llegada de las demandas: 

Es el nú:inero de demandas en el intervalo [0,t] y se denota. por: 

Nt = sup{n ;;i: 1: Tn ~ t}, t ;;i: O, 

en donde, por convención, sup 0 = O. 

(d) Los tiempos ínter-llegadas : ~ . 

(1.1) ·' 
Son independientes e idéntica.mente distribuidos (iid) y tienen .distri

. bución exponencial con media. finita. IE[Y1] = -i: 
(e) . Las sucesiones (X.1:) y (Y.1:) son independientes. 

El modelo de renovación esta.ría. da.do por (a), (b), (c), (e) y 

(d') Los tiempos inter~llegadas Y.1: dados en (1.1) son iid con media finita. 

IE[Y1] = :i--
Observadón 1.1. El modelo de renovación es una ligera gen~ón del 
modelo Cramér-Lundberg el cual permite un proceso de renovación para el 

proceso llegada de demandas. Sin embargo en esta tesis solo serán co~ide.'. 
rados aspectos en torno al modelo Cramér-Lundberg • ..6, 

Teorema 1.1. En el modelo Cramér-Lundberg (Ne) es un proceso Poiss~n 
homogéneo con intensidad >. > O por lo que: 

. 1P(Ne = k) = e->.t (>.t)A: 
k! 



§1.1 El problenia de la ruina 

DEMOSTRACIÓN. Se tiene que Yi. ... , Yn son variables aleatorias indepen
dientes con distribución exponencial con parámetro..>., es decir, 

si Yi 2!: O, 
si y;< O, para i = 1, ... ,n. 

(Yn)neN representa los tiempos inter-llegadas, esto es, Y1 es el tiempo en 
que ocurre el primer evento ( T 1 ) y Yn es el tiempo de llegada entre el ( n -1 )
ésimo y el n-ésimo evento ( Tn - Tn-1). La variable aleatoria Tn = E~=l Yi 
representa el tiempo de ocurrencia del n-ésimo evento, donde por definición, 

To=O. 
Como: 

IE(eitY") = (
00 

eit11•.>.e-:A11"dy1c = __ ..>. __ _ 
Ío (.>. - 1t) 

Vk = l, ... ,n 

Se tiene que: 

IE( eitT,.) = JE ( exp { it kf:l yk}) 
= JE ( IT exp {itY1<}) 

k=l 

= ITJE(exp{itY1<}) 
k=l 

=C~r 
Esta función representa la función característica de una variable aleatOria 
con distribución Gamma(n, ..>.), esto es, 

{ 

{"~M-:A"'du 
Ío~ 

FT,.(Y) = IP(Tn ~y)= O o 

para toda y ;::: O, 

si y< O. 

Nt representa el número de llegadas que ocurren en el intervalo de tiempo 

(O, t]. 

3 



Teoría del Riesgo 

Figura 1: Proceso Poisson 

3 
· N,=3 

2 
N,=2 

N•=l 

Nt=O 

To=O 

Como consecuencia de esta definición se tiene que: 

"El número de demandas si "El tiempo en el que ocurre 
al instante t es cero" la primer demanda es después de t" 

{ Nt = O } si { t < T1} 

En particular No = O. Además 

(1.2) 

"El número de demandas <*· "El tiempo en el que ocurre 
al instante tes al menos n" la n-ésllna. llegada es 

a lo más en el instante t" 

{Nt ;;;i: n} = {Tn ~ t} 

{Tn :::; t < Tn+i} = {Tn :::; t} n {t < T(n+i)} 

= {Nt 2::: n} n {t 2::: Tcn+i)}". 

= {Nt 2::: n} n {Nt;:::: (n+ l)}c 

= {Nt;:::: n}n{Nc < (n+l)} 

={Ne =·n} 

por lo tanto : 

(1.3) {Nt = n} = {Tn ~ t < Tn+l} 



§1.1 El problema de la ruina 

IP (N1 = n) IP (Tn ~ t < Tn+1) 

IP(Tn ~ t,Yn+• > t -Tn) 

lE (IE (ll{Yn+i>t-TROTn$&l\a(Yn+il11 

lE Ll. ll{Yn+1>1-w}ll{w9}lP'l',,(dw)1 

Fu""'bini 
.l_ IE(ll¡vn+•>•-w})ll¡w9} (An¡'~~~}¡e-Aw1 dw 

/, 
IP (Yn+I > t - w) IPr,. {dw) 

{O~w.,;;t} 

1' e-A(t-w) [An('::~~ite-Aw] dw 

e-A(I) A" 1' wn-ldw (n-1)! 
0 

(At)"e-At 
n! 

E11 decir. N, tiene una distribución Poisson con parámetro >.t, (N1)t~o es un 
proceso Poisson con intensida.d A. 

i) Pa.ra O < t¡ < · · · < t1c los incrementos N,,, N1, - N11 , ••• , Ni. -N'•-• 
:mn independientes. 

ii) Para toda O.;;;; s < t y k EN 

. (A(t - s))/c e-A(l-s) 
1P (N1 - Na = k) = k! 

Sea t fija y considérense los eventos que ocurren después de t. El primer 

tiempo de llegada después de t es TN,+I - t ya que TN, .;;;; t < TN,+i; el 
tiempo de llegada entre el primero y el segundo después de tes YN,+2• etc. 
Entonces los tiempos de llegada después de t son: 

(1.4) 

5 
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·.· ~, 

Ahora, si s > O y Tn E N por (1.2) 

{Nt+a - Nt ;;. ni} = {Ne+a ;;. Ne+ Tn} 

= {TN,+m ~ t + s} 

= {TN,+1 + YN,+2 + · · · + YN,+m ~ t + s} 

= { Y1(e) + Y2(e) + ... + yJ:l ~ s} 

entonces 

(1.5) Nt+a - Ne = max { 7n E N : y 1<
1
> + · · · + yJ:l ~ s} 

y 

{Nt+a - Ne= ni}= {y?>+···+ YJ:l ~ s < Y1(e) + ··· + Y~i1 } 

Se pretende demostrar que ·las variables aleatorias (1.4) son independientes 
y exponenciales condicionadas al evento {Ne= n}. 

Sea y ;;i: O y lPTn la distribución de Tm como Yn+l tiene distribución 
exponencial 

1P (Tn ~ t < Tn+h Tn+l - t >.y) 

1P (Tn ~ t, Tn+l > t +y) 

1P (Tn :,;;;; t, Yn+l > t + Y - Tn) 

= { lP(Yn+l > t+y-x)IPTn(d:z:) 
LeTn<aA.1 } {z:<;;e} 

{ e-A(t+11-x)]pTn (dx) 
Í{x:<;;e} 

e-A11 { 1P (Yn+l > t - x) lPTn(d:z:) 
Í{x:o;;e} 

e-"111P(Tn ~ t < Tn+1) . 

1P (Ne = n) e-"11 

Ahora, como las variables Yn son independientes 

( 
(t) (t) ) IP Nt = n, Y1 > y¡, ... , lj > Y; 



§1.1 El problema de la ruina 

= 1P {Nt = n, TN,+1 - t > Yi. YN,+2 > Y2• • ·., YN,+; > Y;) 

= 1P (Tn ..;; t < Tn+1, Tn+t - t > Yi. Yn+2 > Y2• ... , Yn+; >Y;) 

= 1P (Tn ,;;;; t, Tn+l - t > y¡) e->.112 • • • e->.11J 

= 1P (Nt = n) e->.11a e->.112. •• e->.11J 

si se toma H = (yi,oo) x ··· x (y;,oo) entonces 

( ( 
(t) (t)) ) 1P Nt = n, Y1 , ••• , lj E H lP{Nt = n)IP {{Yi, ... ,Y;) EH) 

lP{Nt = n)e-""'e->.112 ••• e->.11n 

y por el Lema de clases monótonas se cumple para todo HE B(R.i). 
En consecuencia, 

1P {Nt = n, Nt+a; - Nt = mo, 1 ..;; i :5'; u) = 1P (Ne = n) · 

1P (Na, = ,.,.., 1 ,.;;; i ,;;;; u) 

de aquí por inducción sobre k, si O = to < ti < · · · < t1c 

le 
IP (Nt., - Nt.,-1 = na, 1 ..;; i ,;;;; k) = Il 1P {Nt.,-t.,_1 = na) 

i=l 

lo cual demuestra (i) y como 1P (Nt = k) = C>.t>~¡-"' se cumple (ü). • 

Lo cual significa que los incrementos sobre intervalos de tiempo disjun
tos son variables aleatorias independientes. Por ejemplo, un portafolio de 
automóviles usualmente satisface esta condición. Sin embargo, el número de 
accidentes severos en plataformas petroleras no, puesto que la imposición 
de normas de seguridad posteriores cambiará la distribución de accidentes 

similares en periodos futuros. 

Definición t.z. El proceso Monto total en las demandas o Monto agregado 
en demandas(S(t))t~o del portafolio subyacente se define como: 

T 
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(1.6) si Nt >O, 
si Nt =O. 

Tuodá del Riesgo 

Lema 1.1. La distribuci6n de S(t) está dada por Ge(x) = E::'~0 Fn•(x)e-At(Á~f', 
donde FR*(x) = IP c~::::?=l Xi::::; x) representa la n-ésima con11oluci6n de F. 

DEMOSTRACIÓN. 

Ge(x) :"" IP (S(t) ::S x) = IP (#:t Xi ::S x) . :~, 

~ EIP (f:txi::::; x,Ne = n) 
= EIP (f;rxi::::; xlNe = n) IP (Ne= n) 

= EIP (~xi::::; x) IP(Nt =n) 

= f: Fn• (x )e-Át (.~tr 
n=O n. 

• J • J ~ '1-•. ':- ! ~ 

Por lo que: 

(1.7) 

Observación 1.Z. Durante todo el texto, para una fd general H sob~ (-oo~ ~), 

si x;:::: O, 

si X< 0. 



§1.1 El problema de la ruin.a 

El proceso de riesgo resultante (U(t))t;?:O se define como 

(1.8) U(t) = u+ et - S(t), t ~ O 

En (1.8), u~ O denota el capital inicial y e> O una tasa premio de utilidad. 

La siguiente definición introduce una herramienta útil en la medición de 
riesgo de una reserva, 

Definición 1.3. (Ruina) 
La probabilidad de ruina en tiempo finito (o con horizonte finito) es: 

1/J(u, T) = IP(U(t) <O para algún t:::; T), O < T < oo, u ~O. 

La probabilidad de ruina en tiempo infinito (o con horizonte infinito) es: 

1/J(u) = 1/J(u, oo), u~ O. 

Los tiempos de nJina: 

r(T) = inf{t : O :::; t :::; T, U(t) <O}, o< T:::; oo 

Donde, por convención, inf 0 = oo. Habitualmente se denota por T = r(oo) 
el tiempo de ruina con horizonte infinito. 

Observe que 1/J(u) es una cota. superior para 1/J(u, T) 

El siguiente resultado es elemental. 

Le111a 1.Z. Para el modelo de renouación, 

(1.9) IE[U(t)] =u+ et - µIE[Ne]. 

Para el modelo Cramér-Lundberg , 

(1.10) IE[U(t)] =u+ et - >.µt. 

-9 



:;10 · Teoría del ·rue8go 

DEMOSTRACIÓN. Puesto que IE[U(t)] =u+ et - JE[S(t)] .·y 

IE[S(t)] = IE (~X¡) 

._, ; .. ·!.,,.,., 

= IE{ IE (~X¡jNt)) 
= ~IE (tX¡jNt = k) IP(Nt = k) 

00 (" ) . = f;IE ~X, IP(Nt = k} 

00 k 

= L L IE (X¡) IP(Nt = k) 
k=l i=l 

00 Ir; 

= LLµIP(Nt = k) 
k=l i=l 
00 

= L kµIP(Nt = k) 
k=l 

= µIE(Nt) 

Para. el modelo Cramér-Lundberg Nt ~ Poisson(>.t) por lo que: 
JE (S(t)) = µ>.t • 

Este lema elemental es de gran utilidad ya que proporciona la determina

ción de una tasa premio c. La determinación de una tasa adecuada obviamen
te depende del criterio utilizado para definir "adectiada". A grandes ra:sgos 
depende de la medida de solvencia que se desea optimizar sobre un periodo 
de tiempo dado. La medida obvia (lo cual no significa que sea la única) dis
ponible en este caso es la probabilidad de ruina 1/J( u, T) con T s; oo. La tasa 

premio e debe ser elegida de tal forma que resulte una 1/J(u, T) pequeña para 
u, T fijos. Un primer paso en esta dirección es pedir que ,P(u) < 1 Vu ~O. 
Sin embargo, puesto que ,P(u) = IP(r < oo}, esto es equivalente a pedir que 

IP(r = oo) >O. 

Como una consecuencia iwnediata de (1.10} se tiene que en el modelo de 



§1.1 El problema de la ruina 

Cmmér-Lundberg, cuando t -+ oo, 

lE (U(t)) = u+ (c - ..>.µ)t(l + o(l)) 

= u+ (;µ - 1) >.µt(l + o(l)). 

Por consiguiente, IE(~(t)) -+ e-:>..µ, de tal forma. qu,e una. condición obvia. con 

respecto a. la. solvencia. será pedir que e - :>..µ >O, lo cual garantiza. que U(t) 
tenga. tendencia. positiva para. t grande. Esto último conduce a. la. condici6n 
básica de ganancia neta en el modelo de renovación: 

(1.11) 

La. constante p se conoce como "safety loading", la. cual se interpreta. como 
una tasa de riesgo premio, por lo que la. utilidad premio !!Obre el periodo [O, t) 
debe ser igual a et = (1 + p)IE(Ni)IE(Xi) = (1 + p)>.µt. 

Por definición del proc.eso de riesgo, la. ruina. puede ocurrir única.mente 
en los tiempos de demanda T;, por lo tanto para. u~ O, 

1/J(u) = IP (u+ et - S(t) <O para algún t ~O) 

= IP (u+ cTn - S(Tn) <O para. alguna n ~ 1) 

= IP (u + e 't, Ya: - E Xa: < O para. alguna n ~ 1) 
k=l k=l 

= IP (u+ E<cYa: - Xa:) <O para. alguna n ~ 1) 
k=I 

= IP (sup 't(Xa: - cYa:) > u) . 
n~lk=l 

Por lo tanto, .p(u) < 1 equivale a la. condición 

(1.12) 1 - .P(u) = JP (sup 't,cx,,, - cYa:) ~u) >o u~ O. 
n~lk=I 

De ( 1.12) es posible deducir que, en el modelo de renovación, la. determinación 
ele la. probabilidad de no-ruina. 1-1/J(u) flC reduce al estudio de la fd del último 

11 
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máximo de una cmninata aleatoria, de hecho, considérese la sucesión de v .a. 
iid. 

Zi. = Xi. - cYi., k ;;:::: 1, 

y la caminata aleatoria correspondiente 

n 

(1.13) Ro = o, R... = E z,., n ;;:::: i. 
k=l 

Observe que IE[Z1] = µ. - e/.>. < O es precisamente la condición básica "de 
ganancia neta ( 1.11 ), lo cual indica que la caminata aleatoria R.,. tiene 
tendencia negativa, por lo tanto la probabilidad de no-ruina está dada por: 

1 - 1/J(u) = IP (supR.,.::; u) 
n~l 

Esta probabilidad puede ser determinada por medio de la identidad de 
Spitzer, la cual para una caminata aleatoria general, proporciona la distri
bución de este último supremo. Una aplicación de este último resultado per
mite expresar la probabilidad de no-ruina como una función de distrubución 
geométrica compuesta, i.e. 

00 

(1.14) 1- .p(u) = (1 - a) EanH"•(u) 
n=O 

para alguna constante a E (O, 1) y una fd H. Como se definió anteriormente 
~·(u) representa la n-ésima convolución de H. Ambas a y H pueden ser 
determinadas en general por medio de la teoría clásica de Wiener-Hopf. 

Las estimaciones de .P(u) se pueden adecuar mediante una gran categoría 
de modelos que aplican una variedad de técnicas (principalmente analíticas), 
las cuales arrojan relaciones funcionales como la de (1.14). Vá mas allá de 
los objetivos de esta tesis el revisar estas metodologías en detalle. Además de 
la metodología Wiener-Hopf para el cálculo de .P(u), la teoría de renovación 
también produce estimadores relevantes, como se mostrará en la siguien
te sección. De hecho el estudio se enfoca en el modelo Cmmér-Lundberg, 
mostrando primeramente como se ven los estimadores en un "régimen de de
mandas pequeñas". Posteriormente se discutirá que teoría debe ser utilizada 
con el fin de proporcionar estimadores cuando las demandas son "grandes". 
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§1.2 El Estimador Cramér-Lundberg 

En la sección previa se mencionó un método general para obtener estimadores 
de la probabilidad de ruina .,P(u) en el modelo de renovación. Si el estudio se 
limita al modelo Cromér-Lundberg se puede obtener una fórmula para .,P(u) 
contemplando explícitamente la función de distribución F del tamaño de la 
demanda. Para el modelo de Cromér-Lundberg bajo la condición de ganancia 
neta p = :f,¡ - 1 > O se cumple que: 

00 

(1.15) 1 - .,P(u) = 
1

: L: (1 + p)-n F7*(u), 
Pn=O 

donde 

(1.16) Fr(x) = - F(y)dy, 1 L"' 
µ o 

x<:!:O, 

denota la distribuci6n de la cola integrada y 

F(:z:) = 1 - F(:z:), X <:!: O, 

Denota la cola de la fd F. Posteriormente se revela como es que la fórmula 
(1.15) es la herramienta fundamental para estimar probabilidades de ruina 
bajo la suposición de demandas grandes. Adicionalmente se dará una prueba 
de (1.15) en el Teorema (1.2). En el resultado, la noción de transformada de 
Laplace-Stieltjes desempeña un papel crucial. 

Definición 1.4- (Transformada de Laplace-Stieltjes) 
Si H es una fd concentrada en (O, oo), entonces 

h(s) = L"° e-atdH(x), s E IR, 

denota la Transformada de Laplace-Stieltjes de H. 

Obser .. adón 1.3. Dependiendo del comportamiento de H(:z:) para:i: grande, 
h(s) puede ser finita para un conjunto de valores mas grande que s <:!:O. En 
general, Íi(s) < oo paras> --y digamos, donde O :5; -y< oo es la abscisa de 
convergencia para h(s). 6 

1S 
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Los siguientes estimadores de. Cramér-Lundberg de las probabilidades de 
ruina 1/J(u) son fundamentales en la teoría de riesgo. . .. , '· 

Teorema 1.2. (Teorema de Cramér-Lundberg) _ ... 
Considérese el modelo Cramér-Lundberg incluyendo la condicitsn de 'gdn~n-
cia neta p > O. Supongase que existe v > O tal que, 

. . .. ~ . ·.~ .. 

(1.17) ~ 1"° c fr(-v) = e'""dFr(z) = - = 1 + p 
o >.µ 

Entonces las siguientes relaciones son uálidas: 

(a) Para toda u ~ O 

(1.18) 1/J(u) ~ e-vu 

(b) Si, además 

(1.19) fo"° ze'""F(z)dx < oo ·.: '·: ~; j ~ ;: 

entonces 

(1.20) u~evu.p(u) =e< 00 .,.-· 

donde 

(1.21) G = [~ fo00 

ze""F(z)dx]-
1 

{c) En el caso de una funci6n de distribuci6n exponencial, F(z) = 1-:- e-:~ 
(1.15} se reduce a '. 

(1.22) 1/J(u) = 1 ~ p exp {-µ(l ':- p) u} u ~O 
Observación 1-4. La condición fundamental, llamada también condición ~e 
Gramér-Lundberg (1.17), se puede expresar alternativamente mediante la 

siguiente identidad: ["° c Ío e'""F(z)dx = ¡-· 
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Observaci6n 1.5. Se obtiene inmediatamente de la definición de transfor
mada de Lapla.ce-Stieltjes que, siempre que ven (1.17) exista, se determina 
de manera única. 6. 

DEMOSTRACIÓN. de (b) 
Sea ó(u) = 1 - 1/J(u). Por (1.12) que ó(u) se puede expresar por medio de la 
caminata aleatoria generada por (X& - cYj). De manera que: 

ó(u) = IP (S(t) - et $ u Vt >O) 

= IP (Lí.Xk-CYk) $u Vn ~ 1) 
k=l 

= IP (i::cxk - cYk) $u+ cY1 - X1 Vn ~ 2,X1 - cY1 $u) 
k=2 

= IP (S1(t) - et$ u+ cY1 - X1 Vt > O,X1 - cY1 $u), 

Donde S 1(t) es una copia independiente de S. Por lo tanto 

ó(u) = IE (IE ( lls¡(t)-ct:5u+cY1 -X1 Vt>O,X1 -cY1 :5ulYi.X1)) 

= IE (IP ( S1(t) - et$ u+ cY1 - X1 Vt > O,X1 - cY1 $ ulYi.X1)) 

= fo00 fou+ca IP (S1(t) - et$ u+ cY1 - X1 'llt >O) dF(:z:)>.e-Aªds 

= fooo >.e-A• 1u+ca ó(u +es - :z:)dF(:z:)ds 

= ¡oo >.e-A(z-;;u) 1u+c('7") Ó (u+ c(z-;;u} - :z:} dF(:z:).!:.dz 
Íu o e 

= *e "cA 100 

e -~z [lz ó(z - :z:)dF(:z:)] dz 

Se empleó el cambio de variable u+ es= z => ds = dz/c 

(1.23) UA ¡oo -AZ [1z ] ó(u) = *ec Íu e-e-
0 

ó(z - :z:)dF(:z:) dz 

Lo cual ilustra que ó es absolutamente continua con densidad 

(1.24) ó' (u) = *ó(u) - *fo" ó(u - :z:)dF(:z:) 

15 



16 1'.'eoría del Riesgo 

Para esta ecuación de 1- 1/J(u) puede desarrollarse la teoría concerniente 
a la ruina en el modelo clásico Cramér-Lundberg • Un punto clave es que la 
integral en (1.24) es de tipo convolución; lo cual abre las puertas a la teoría 
de renovación. 
Al integrar (1.24) de O a t con respecto a la medida de Lebesgue se obtiene 

>. ¡t >. lt 1" ó(t) = ó(O) + - ó(u)du - - ó(u - x)dF(x)du 
c o c o o 

>. lt >.1t = ó(O) + - ó(t - u)du - - ó(t - x)F(x)dx. 
c o c o 

Finalmente se llega a la solución, 

(1.25) >.1t ó(t) = ó(O) + - ó(t - x)F(x)dx. 
c o 

Obsérvese que ó(O) sigue siendo desconocida. Sin embargo, al considerar 
que t t oo en (1.25) y al emplear la condición de ganancia neta ( ó(oo) = 
1 - 1/J(oo) = 1 ) ocurre que: 

ó(oo) = ó(O) + - ó(oo - x)F(x)dx. ).100 
c o 

=> 1 = ó(O) + - F(x)dx ).100 
e o >. 

=> 1 = ó(O) + CIE(X) 

=> 1 = ó(O) + >.µ 
c >.µ p 

=> ó(O) = 1 - -C- = (l + p) consecuentemente, 

(1.26) ó(t) = -1 p + -1 
1 r ó(t - x)dFr(x), 

+p +PÍo 

Donde la distribución de la cola integrada F r se definió en ( 1.16). Obsérve
se que de (1.26), al usar la transformada de Laplace-Stieltjes se puede obtener 
la fórmula (1.15). La ecuación (1.26) parece una ecuación de renovación; ésta 
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es sin embargo una diferencia crucial y es exactamente el punto en la demos

tración donde se considera una condición de demandas pequeñas de tipo 
(1.17). 

Existe una conexión intrínseca entre el coeficiente de ajustamiento y la 

probabilidad de ruina, lo cual se verá en el siguiente teorema. 

Figura : Coeficiente de ajustamiento v 

1 + (1 +p)µr 

o V 

Teorema 1.3. Paro u ~ O, 

(l'.27) 
e-vu 

.p(u) = -.-----.--.-
IE [ e-vU(-r> Ir< oo] 

17 
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DEMOSTRACIÓN. Para t > o y r > o considérese 

{1.28) 

IE[e-rU(t)J = IE[e-rU(t)lr $ t]IP{r $ t} + IE[e-rU(t)lr > t]IP(r > t} 

Puesto que U(t} = u+ et - S(t}, el término del lado izquierdo es 

{1.29} exp{-ru - rct + .>.t[mx(r} - 1]}. 

El primer término del lado derecho, se escribe así: 

U(t} = U(r) + [U(t} - U(r}] 

= U(r} + c(t - r) - [S(t} - S(r}]. 

Para una r dada, el término en corchetes es independiente de U(r) y tiene 
una distribución Poisson compuesta con parámetro .>.(t-r}. Por eso el primer 
término del lado derecho de (1.28} se puede escribir de la siguiente manera: 

{1.30} 

IE(exp(-rU{r}) exp{-rc(t - r} + .>.(t - r}[mx(r} - l]}]lr $ t]IP(-r $ t}. 

Las expresiones {1.29} y {1.30} pueden simplificarse notablemente si se 
elige r tal que 

-re+ .>.[mx(r} - 1] =O 

Existen dos soluciones. La solución r = O proporciona una identidad trivial 
cuando sustituimos en {1.28} mientras que la otra solución, r = v, servirá pa
ra el propósito. Si, con r = v, se sustituye en (1.28} la expresión queda de la 
siguiente forma: 

(1.31) e-""= IE[e-vU(7")lr::; t]IP(r $ t) + IE[e-vU(t)lr > t]IP(-r > t). 

Al considerar que t - oo. El primer término del lado derecho converge a 

IE[e-vU(T)lr < oo]..P(u). 

El teorema {1.3) se cumple si es posible demostrar que el segundo término 

del lado derecho tiende a cero cuando t - oo. Lo cual se demuestra como 
sigue. 
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Sea a = c - >.IE(X}, {32 = >.IE(X2 ). De esta manera 

IE[U(t)] = IE[u +et - S(t)] = u + at 

Var[U(t)] = Var[S(t)] = {32t. 

Considérese la función u + at - /3t213 , la cual es positiva para t suficien
temente grande. Ahora hay que dividir el segundo término del lado derecho 
de la ecuación {1.31) haciendo distinción cuando U{t) es menor o mayor que 
u + at - {3t213 • Con esta partición, se tiene: 

JE[e-vU(t) IT > t, O $ U(t) $ u+ at - {3t213 ]1P[T > t, O $ U(t) $ u+ at - {3t213 ] 

+ IE[e-vU(tl¡T > t, U(t) >u+ at - ,Bt213]IP[r > t, U(t) >u+ at - {3t213] 

$ IP[U(t) $u+ at - {3t213] + exp[-v(u + at - {3t213 )] 

$ r 113 + exp[-v(u + at - {3t2 13 )] 

Por la desigualdad de Chebyshev. 
Con esta cota superior, el segundo término del lado derecho en (1.31) 

desaparece cuando t -+ oo. 

• 
Ahora hay que reescribir {1.26) como sigue en términos de ,P{u) = 1-ó(u}, 

tomando a = 1.!,P < 1, 

(1.32) 1/J(u) = aF¡{u) + J,u .,P(u - x)d(aF¡(x)). 

Ya que O < a < 1, la ecuación anterior se le llama ecuación de renovación 
defectuosa. 

Definición 1.5. Se define la fd transformada de Esscher como: 

dFr,.,(x) = e""'d(aFr(x}}, 

donde ves el exponente que aparece en la condición {1.17). Al usar esta 

notación, de {1.32) se obtiene que: 

e"",P(u) = ae"uF¡{u) + J,u e"(u-:cl.p(u - x)dFr,.,(x), 

19. 
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la cual, por la condición ( 1.17), es una ecuación de renovación estándar. U na 
aplicación del teorema clave de la teoria de renovación, Teorema A4.3(b) [12] 
produce: 

lim e"'"•/J(u) = [~ f
00 

xe""'F(x)dx]-
1 

U-->OO pµ lo 
la cual es exactamente (1.20)-(1.21). Se verifican las condiciones necesarias 
para aplicar el teorema clave de renovación de Smith, A4.3 [12] por int~gi-a
ción por partes y al usar (1.19), 

ae"uFr(u) = f,00 

e""'d(aF1(x)) - v Loo aF¡(x)e""'dx. 

Ya que ae"uF¡(u) es la diferencia de dos funciones no crecientes Riemann 

integrables, y por consiguiente es directamente Riemann integrable. Por _otra 
parte, 

l oo vu- 1- Ji(-v) p 
ae F 1 (u)du =a = (l ) < oo, 

O -V V +p 
y roo 1 roo 

lo xdF1,v(x) = µ(l + p) lo xe""'F(x)dx < oo, 

por (1.19). • 

Debido a la importancia considerable de asegurar una solución, v de 
{1.17) tiene un nombre especial: 

Definición 1.6. (Exponente de Lundbery) 
Dada una fd F correspondiente al tamaño de la demanda, la constante_ v > O 
de (1.17) que satisface 

100 

e""'F(x)dx = X' 
Se conoce como Exponente de Lundbery o Coeficiente de ajustamiento del 
proceso de riesgo subyacente. 

Regresando a (1.17), la existencia de v asegura que Jj(s) exista en una: 

vecindad no vacía de O causando que la cola F 1 de la fd (correspondiente al 
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tamaño de la demanda) integrada, y de ah[ también la cola F , esté acotada 
exponencialmente. De hecho, se sigue de la desigualdad de Markov que: 

X >0. 

Esta desigualdad significa que las demandas grandes son muy improbables 
(probabilidades exponencialmente pequeñas) de ocurrir. Por esta razón la 
condición(l.17) se conoce comunmente como condici6n de demandas pe
queñas. La condición Cromér-Lundberg se puede discutir gráficamente. La 
existencia de ven (1.17) depende crucialmente sobre la abscisa de conver
gencia izquierda 7 de fr. Varias situaciones pueden ocurrir tal como se indica 
en la figura (2). El caso mas común y sin duda uno de los que se cubren 
completamente por el Teorema (1.2) corresponde a la figura (2.1). Las fun
ciones de distribución y densidades (f) típicas correspondientes al tamaño 
de demanda cubiertas por este régimen se presentan en la tabla (1.1). No 
se discutirán en detalle los casos intermedios, los cuales no son importantes 
para aplicaciones, y que se ilustran en las figuras (2.2 y 2.3). Si se indaga en 
la literatura con la siguiente pregunta en mente: 

J Cuáles distribuciones se ajustan a los datos del tamaño de la demanda? 

'í. ..•• ~~ 1 :• ·· 
()" 

'!· 
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Figura 2: Casos especiales en la condición Cmmér-Lundberg 
fr(s) 

~ 
. 1 . 

lom 
frcs) 

Las fd más frecuentes se encuentran listadas en la tabla (1.2) Tudas las 
fd de la tabla (1.1) penniten la construcción del exponente de Lundberg. 
Sin embargo este exponente no existe para las listadas en la tabla (1.2). 
Por esta razón se han etiquetado a las tablas (1.1) y (1.2) con los nombres 
"demandas pequeñas" y "demandas grandes" respectivamente. Una discusión 
mas precisa de las distribuciones, se tendrá en la sección 1.5. 

Supóngase que se tiene un portafolio que se puede ajustar de acuerdo 
al modelo Cromér-Lundberg, para el cual el tamaño de demanda es posible 
modelarlo con una fd Pareto(l) 

x;::::o a>l. 

Por consiguiente tenemos que IE(Xi) = J0
00(1 +x)-ºdx = (a-1)-1 , la con

dición de ganancia neta equivale a p = <0 ¡ 1> - 1 >O. 

¿ Es posible trabajar fuero del estimador exponencial Cromér-Lundberg 
en este caso, para una tasa premio c que satisface la condici6n anterior ~ 
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La respuesta es no. De hecho, en este caso, para toda v > O 

fo00 

e'""(l + x)-ªdx = oo, 

i.e. no se tiene un estimador exponencial Cromér-Lundberg. Gráficamente 
este caso se representa con la figura (2.4), donde cero es una singularidad 

esencial de h(-.:) =<X> para todo E> O. 
En la siguiente sección se discutirá en detalle la clase de distribuciones subex
ponenciales, las cuales son las candidatas para las distribuciones de pérdida 

en el caso colas-pesadas. Una discusión detallada de la teoría de distribu

ciones suhexponenciales es bastante técnica, por lo que será satisfactorio el 

presentar una perspectiva general de la parte de la teoríque es aplicable par
ticularmente dentro de la teoría de riesgo y en general en finanzas. En la 

sección 1.4 se presentarán las demandas grandes equivalentes al estimador 

Cromér-Lundberg, ver por ejemplo el Teorema (1.4). 

Nombre Cola F o densidad f Parámetros 

Exponencial F(x) = e-.i.:z: .>.>o 

Gamma f(x) = rfc¡¡x<>-le-P:r: a,{3 >O 

Weibull F(x) =e-=• c > 0,r ~ 1 

Normal truncada f(x) = ~e"'2/2 -

Tabla 1.1: Funciones de distribución paro el tamaño de la demanda: "De
mandas pequeñas ". Todas las fd tienen soporte en (O,oo) 
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Nonibre Cola F o densidad f Parámetros 

Lognormal f(x) = 1 e-(lnx-µ) 2 /(2a2) 
$ax 

µ.E !R,u >O 

Pareto F(x) = (rtz)ª oc,k >O 

Burr F(x) = (k_:,,J• o, k,r >O 

Benktander tipo-1 F(x) = (1 + 2(/3/oc) lnx) oc,/3 >O 
e-P(ln x) 2 -(<>+ 1) In x 

Benktander tipo-11 F(x) = e<>/Px-(1-Ple-="IP oc> o 
o </3< 1 

Weibull F(x) =e-=~ c>O 
O<r<l 

Loggamma f(x) = ~(lnx)P-lx-a-l a,{3 >O 

a-estable truncada F(x) = IP(IXI > x) l<a<2 
Donde X es una v .a. a-estable 

Tabla 1.2: Funciones de distribuci6n paro el tamaño de la deman<la:. "De
mandas grandes". Todas las fd tienen soporte en (O, oo) excepto para los casos 
Benktander y loggamma con soporte (1, ex>) 
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§ 1.3 Detección de distribuciones de cola pesada 

§1.3.1 Demandas grandes 

Muchos expertos tienen un concepto personal de lo que pueden llamar "de
manda grande". Sin embargo una concepción personal no es siempre obvia 
matemáticamente, se requiere de la introducción de notación adecuada. 

Sean {X;, 1 :5 i :5 n} las demandas sucesivas en un portafolio. El monto 

total es Sn = X 1 + X2 + ... + Xn, recordando que Xc 1¡. Xc2 i. ... , X(n) denota 
la sucesión de demanda.q ordenadas, donde: 

Comúnmente una demanda es llamada grande, cuando el monto total de 
las demandas se determina predominantemente por tal demanda. 

Esta formulación vaga se puede interpretar en una variedad de formas. 
A continuación se dan algunos ejemplos. 

• En algunas ocasiones, se dice que una demanda dentro de un portafolio 
se considera grande si la magnitud de tal valor es experimentado cada 
determinado número de años. No es necesario explicar que tal tipo de 
descripción no puede encajar como una definición eficaz. 

• Otra interpretación puede ser que el radio de X(n) y Sn es bastante 

grande. Lo cual se interpreta como la condición Xcn¡/Sn g Z, donde 
la distribución de Z tiene su masa concentrada en uno. 

• Generalmente, una demanda es grande si esta consume más de cierta 
proporción p del monto total de las demandas . Lo cual significa que 

llamaremos a Xc=> grande si m 2::: min{k : XcA:J > pSn}· 

• Cuando los expertos tratan de estimar la media o la varianza de la 
distribución del tamaño de demanda, comúnmente se usan técnicas de 
remuestreo para obtener un estimador fidedigno. Sin embargo, ocurre 
que la sucesión de valores no converge a un valor límite promedio. Una 

posible razón teóricamente comprensible es que la media o varianza de 
la distribución del tamaño de demanda no existe, ya que se tiene mucha 
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masa en la cola. Una distribución paramétrica causante de este tipo de 
fenómeno es cualquier distribución Pareto con exponente a pequeño. 

§1.3.2 Gráficas de cuantiles 

La filosofía_ general de las gráficas de cuantiles se basa en la observación de 
que la linealidad en una gráfica se puede verificar mediante la cuantificación 
de un coeficiente de correlación. Para explicar lo escencial del método, se 
considera la distribución exponencial estándar G con cola G(x) = exp(-x) 
parax;;::o. 

Se desea saber cuándo una distribución muestra! de tamaño de demandas 
F tiene la misma forma básica que G, salvo tal vez por un factor de escala. 
Más específicamente se desea saber cuándo F(x) = exp(->.x) para alguna 
>. > O es un modelo aceptable para F . La respuesta se puede encontrar en 

los datos Xi = xi, X2 = x2, ... , Xn = Xn que se tengan a disposición, el 
parámetro >. solo añade algo de flexibilidad al procedimiento. 

De acuerdo a la definición de distribución de cola pesada, parece más 
adecuado comparar una distribución muestra! con una referencia exponen
cial, esta tendrá una cola más ligera a la exponencial cuando F satisfaga la 
desigualdad. 

1 - F(x):::; ce-= "lx 2:: O 

y algunas constantes a, e > O 

A continuación se describirá un método que permite comparar una mues
tra con una distribución estándar, en particular con la distribución exponen
cial. 

Definición 1.7. Para una función creciente y continua por la derecha F(x) 
se define la función inversa generalizada p-l(y) como 

p- 1 (y) = inf{x: F(x) ;::: y} 

Si Fes una función de distribución, a la función QF definida por Q F(Y) = 
p- 1 (y) se le llama la función cuantil de F. Simultáneamente se construye la 

versión empírica de la función cuantil, considerando la inversa generalizada 
de la distribución empírica, donde la función empírica se define de la siguiente 
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manera: 
Fn(x) = n-1 max{i: X¡ $ x} 

Más específicamente Qn(Y) = Qpn(y), por lo que para la muestra ordenada 

X(l) $ Xc2) $ ... $ Xcn) se tiene que: 

{Qn(Y) = XcA:>} = {(k- l)n-1 <y$ kn-1 }. 

Para la distribución exponencial G, la. función cuantil tiene la forina. 
Qa(Y) = - log(l - y) con O <y < l. 

Si se desea comparar los valores muestrales con los de una exponencial 
estándar, es suficiente con comparar las dos funciones cuantiles, para. hacer 
correctamente esto, se grafican runba.s funciones Qa y Qn en un sistema de 
coordenadas ortogonales. 

Si los datos provienen de una. distribución exponencial (no necesariamente 
estándar) se espera que la gráfica resultante muestre una forma lineal, ya que 
la función cuantil de una distribución ex,Ponencial con parámetro ), se expresa. 
de la siguiente manera: 

Qp(y) = -.>.-1 log(l -y). 

La. pendiente de la línea es .>. -:- 1 , lo cual ofrece un posible estimador para. el 
parámetro desconocido. 

Si los datos provienen de una distribución con cola más pesada. que la. 
exponencial, la. gráfica. crecerá más rápido que una línea recta. Si la. cola. es 

menos pesada, entonces el crecimiento será menor. La. gráfica cuantil resul
tante describe inmediatamente si los datos provienen de una. distribución que 
es o no cercana a. una. exponencial. 

De acuerdo a la. definición de función cuantil empírica Qn(y), se tiene 
que la función cuantil es no decreciente y escalonada, sus únicos puntos de 

crecimiento están situados en los valores {k/n: l $ k $ n}. los cuales forman 
una colección sobre el eje horizontal positivo, Es suficiente con graficar en los 
puntos y E {k/n, l $ k $ n}. Sin embargo, existe un pequeño problema en el 
extremo derecho de la gráfica, ya que para. k=n se tiene que Qa(k/n) = oo. 
Por esta razón siempre se aplica una. corrección de continuidad gra.6.cando el 

diagrruna. de dispersión en los puntos { k / ( n + l), l $ k $ n}. Se abundará al 
respecto al final de esta. sección. 
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Además de la conclusión visual obtenida a partir de la gráfica de cu~~il~, .. 
es posible deducir información cuantitativa de la gráfica. Si la distribución 
exponencial es representativa de los datos, se puede ajustar una línea recta al. 
diagrama de dispersión usando el método tradicional de mínimos cuadradoS. 
La pendiente >. -l de la línea recta será la consecuencia de minimizar la suma 

de cuadrados Ek=l (X(k) + >.-1 log(l - k/(n + 1)))2 • Lo cual proporciona la 
forma clásica para el estadístico de mínimos cuadrados >.-1 

n 

>.-1 =2)X(k)Qe(k/(n+1)))/ L(Qe(k/(n + 1)))2
• 

k=I k=l 
El ajuste puede cuantificarse al observar el valor del coeficiente de coi-re

lación empírico r(x¡, ... , x.;), el cual se calcula con los datos experimen~~es 
x1, ... , Xn mediante la siguiente fórmula: 

Ek=l(x(k) - x)(Qe(n!.1) - 'le) 
r(X¡, ... ,xn) = , 

../Ek=l(Qe(n!.1> - Qe)2 Ek=1(x(k) - :&)2 

·:· ·-

donde x = n-1 Ek=l Xk = n-1 Ek=l X(k) Y 

<Je= - '°'Qe -- = -- "'"'1og 1---ln (k) ln ( k) 
n ~ n+l n~ n+l 

Se sabe que lr(xi. ... , Xn)I ~ 1, cuando r(x¡, ... , Xn) = ±1 los puntos 
(1, x1), ... , (n, Xn)) yacen sobre una linea recta. 

En la práctica actuaria! ocurre comúnmente que los datos son truncados 
del lad~ izquiero, derecho o en ambos. Por ejemplo una compañía reasegu
radora, no tiene conocimiento en general de las demandas por debajo del 
deducible. Supóngase que la demanda X se distribuye exponencialmente con 

parámetro >.. De manera tal que para a > O, la distribución exponencial 

truncada F¡o,a) es de la forma : 

_ IP(X > x) A( ) 
F¡o,aj(x) = 1P (X> xlX >a)= JP(X >a) =e- :i:-a, 

La función cuantil correspondiente está dada por: 

1 
Q¡o,aJ(Y) =a - X lag (1 - y), O< y< l. 

X >a. 
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Si los datos provienen de una distribución exponencial truncada, la inter
cepción de la gráfica de cuantiles al origen y = O proporciona un estimador 
del parámetro a. Si los datos no se presentan adecuadamente. por una dis
tribución exponencial, es posible desde luego elegir otros candidatos. Los 
candidatos más populares en un contexto actuaria! son las distribuciones: 
Normal, Lognormal, Pareto y en menores dimensiones la distribución Wei
bull. 

A continuación se describen los cuatro casos separadamente: 

• Gráfica cuantil nonnal. La función de distribución normal estándar se 
expresa como: 

<I>(x} = -- e-11 12 dy . 1 1"' 2 

.,/27r -oo 

SI <I>-1 (y) es la función cuantil correspondiente. La gráfica cuantil nor
mal estándar representa los puntos: 

Donde la distribución normal general N(µ, u 2 } tiene función cuantil 
Q(y} = µ + u<I>-1 (y). Así, si resulta un patrón lineal en la gráfica, 
la pendiente de la recta proporciona un estimador para el parámetro 
u, mientras que la intersección en el eje de las ordenadas estima el 
parámetro µ. 

• Gráfica cuantil lognonnaL Esta se define fácilmente, ya que X será log
normal siempre y cuando log (X} tenga distribución normal. Por lo que 
el diagrama de dispersión es el siguiente: 

La distribución lognormal se relaciona frecuentemente con las deman

das ligadas a accidentes automovilísticos. 

• Gráfica cuantil Pareto. Es una herramienta actuaria! importante. Para 
una demanda X con distribución Pareto Par( a, e} se tiene que lP(X ~ 
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x) = 1-(x/c)-ª para x;;:::: é, por lo quelogQ(y) = logc-a-1 log{l-y) 
la cual se asemeja a la distribución exponencial truncada. La gráfica 

· cuantil Pareto se obtiene al graficar los puntos 

{(- log(l. - k/(n + 1)), log Xck»• 1 ~ k ~ n }. 

Si los datos provienen de una distribución Pareto la gráfica resultante 
tiene forma lineal con intersección en logc y pendiente a-1 • La dis- · 
tribución Pareto es popular entre los especialistas cuando se modelan 
.datos de demandas concernientes a incendios o cualquier otro tipo de 
demanda con colas muy pesadas. 

• Gráfica cuantil Weibull. En este caso F(x) = exp(-cxr). La función 
cuantil es obviamente Q(y) = (-c-1 log(l - y)) 1fr para O < y < l. 

Si se toma una vez más el logaritmo de esta expresión, se obtiene que 
log Q(y) = -r-1 log c+r-1 log(- log(l -y)), lo ctial conduce atitomáti
camente a la gráfica cuantil Weibull 

{{log(- log(l - k/(n + 1))), log Xck»• 1 ~ k ~ n}. 

Bajo el modelo Weibull se espera un comportamiento lineal donde la 
pendiente estima el parámetro r- 1 • Adicionalmente la.intersección es
tima la cantidad -r log c . 

. ::• 

'"1.'' 
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§1.4 Teoría de Ruina para Distribuciones de Colas 
Pesadas 

En esta sección, todas las variables aleatorias son positivas con soporte in
finito, i.e. F(x) < 1 para toda x >O. Ya se vio que la distribución Pareto 
viola la condición de Cramér-Lundberg (1.17) por lo que el Teorema (1.2) 
no es aplicable para tal distribución. ¿Qué metodología alternativa se puede 
usar? La respuesta se encuentra. en la representación (1.15) y el lema 1.3. 

Antes de proceder. Denótese por 'Ro. la clase de funciones de variación 
regular con índice a E IR. El caso a = O corresponde a las funciones de 
variación regular lentas. En la sección 1.4.2 la clase de distribuciones su
bexponenciales jugarán un papel fundamental, para lo cual, no existe un 
tratamiento completo en los libros de texto. Debido a la importancia del mo
delaje para demandas grandes, se ha incluido un análisis de las propiedades. 
Los resultados requeridos inmediatamente para los estimadores de ruina en 
el caso de colas pesadas se presentan en este capítulo. Las ideas principales 
concernientes a subexponencialidad se presentan en esta sección 1.4.2; 

§1.4.1 Algunos resultados preliminares 

Se inicia la discusión con una propiedad de cerradura en la convolución pa
ra fd de variación regular. Enfatizando que L pertenece a 'Ro, i.e. L es de 
variación regular lenta., siempre que Vt > O 

lim L{tx) = 1 
::->oo L{x) 

Le~a 1.3. (Cerradura en la convolución para fd con colas de variación re

gular) Si Fi.F2 son dos fd tales que F,(x) = x-ªL,(x) para a ;::: O, y 

Li E 'Ro, i = 1, 2, entonces la convolución G = F 1 * F2 tiene una cola de 
variación regular tal que 

X -t OO. 

DEMOSTRACIÓN. Si Xi.X2 son varia.bles aleatorias independientes con fd 
F1 y F2 respectivamente, se tiene que {X1 +X2 > x} :::> {X1 > x}U{X2 > x} 
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por lo que·se puede verificar que: 

G(x) ~ {F\{x) + F2{x)) 

si O<,)< 1/2 , entonces de 

{X1 +X2 > x} e {X1 > {1- ó)x} U {X2 > {1- ó)x} U {X1 > óx,X2':!,. 's:ii}'; 
· • :.~.b :~' 1.IU 

se tiene que: 

G(x) ~ F1{{l - ó)x) + F2{{l - ó)x) + F1{óx)F2(óx} 

= (F1{{l - ó)x) + F2{{l - ó)x)) {1 + o{l)). 

Por lo tanto: 

:-u~ .. -.~t 
l. 

1 < liminf G(x) <: limsup G{x) ~ (l -.ó)_¡,(' ., ... l 
- :i:->00 F1 (x) + F2{x) - :i:-+oo Fi {x) + F2{x) 

Con lo que se demuestra una vez que se hace tender ó .l. O 

Un corolario importante que se obtiene por medio de inducción s~b~ ;_~ 
es el siguiente: 

Corolario t.t. Si F{x) = x-"' L(x) para a ~O y LE 'Ro, entonces para t~a 

n ~ 1, 
Fn•(x) ~ nF{x), X-+ OO. 

Supóngase ahora que X 1 , ••• , Xn como en el corolario anterior son .v.a. iid 
con fd F 'si se denota la suma parcial de X1, ..... ,Xn por Sn = X1 + · : .. :fl.X; 
y su máximo por Mn = max(X¡, ... , Xn), entonces para toda n 2: 2 , 'l·~i-.•· 

IP(Sn > x) = F"•(x) ~ nF{x) 

IP(Mn > x) = 1 - [IP(X ~ x))" = Fn{x} 
n-1 

= F(x} L F"'{x} 
k=ll 

~ nF{x), x-+ oo. 
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Se tiene entonces que: 

(1.33) IP(Sn > :i:) - nF(:i:), z--+ OO. 

Por consiguiente, con la notación anterior, el corolario {1.1) puede reformu
larse como 

F E 'R-cu a ;::::: º· 
implica 

IP(Sn > x) - IP(Mn > x), x--+ oo. 

Lo cual implica que para fd con colas de variación regular, la cola de la 
fd correspondiente a la suma Sn se dej;ermina principalmente por la cola de 
la fd correspondiente al máximo Mn. Esta es exactamente una de las nociones 
intuitivas de las distribuciones de colas pesadas o demandas grandes. 

De una forma vaga se pu~e decir que: 

Bajo la suposición de variación regular, la cola del 
máximo determina la cola de la suma. 

Enfatizando que en el modelo Cramér-Lundberg la siguiente relación se 
cumple; ver (1.15): 

1/J(u) = 1: p ~(l + p)-nFrno(u), u;::::: o, 

donde Fr(x) = µ- 1 J;'F(y)dy es la distribución de la cola integrada, bajo 
la condición Fr E 'R-a para algún a;?:: O, se debe esperar que los siguientes 
estimadores asintóticos sean válidos: 
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(1.34) 

(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

(1.38) 

.,P(u) 
Fr(u) 

. . . 'réoríi. a.;1 ru~go 

_P_E(l +p)-n~(u) 
1 + p n=O Fr(u) l • 

:: 

.·,:--r 

Un estimador natural para la ruina es {l.38) siempre que Fr sea de variación 
regular. Se mostró con anterioridad que un estimador similar se_ ciu:~ple. para 
una amplia clase de funciones de distribución. Es posible reformular (l.38) 

de la siguiente manera: 

Para distribuciones de demanda con colas de variación regular fundamen
talmente, la ruina .,P(u) para un capital inicial grande u se determina 
esccncialmcnte por la cola F(y) de la distribución del tamaño de la demanda

1 
para valores grandes de y i.e. 1 

.,P(u) ~ P1i, J;:'F(y)dy, u - oo. · 

De la tabla (1.2) se obtienen las siguientes distribuciones típicas corres

pondientes al tamaño de demanda cubiertas por los resultados precedentes. 

• Pareto 

• Burr 

· • Loggamma 
1·,. ··;:·•.1·: .;.;: 

• Distribuciones estables truncadas 
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§1.4.2 Teoría de Cramér-Lundberg para Distribuciones Su
bexponenciales 

Como se manifestó anteriormente, el paso crucial para obtener (1.38) es la 
propiedad Frnº(x) ~ nF¡(x) cuando x-+ oo y n 2:: 2. Esto, naturalmente se 
da para una clase de funciones de distribución que se permiten dentro de un 
régimen de demandas grandes. El resultado principal en esta estructura es 
el Teorema (1.4), el cual se menciona posteriormene. 

Definición 1.8. (Función de distribución subexponencial) 
U na fd F con soporte (O, oo) es subexponencial, si para toda n 2:: 2, 

(1.39) 
. Fn•(x) 

lim ----- = n. 
x->oo F(x) 

La clase de funciones de distribución subexponenciales será denotada por S. 

Observación 1.6. La relación (1.39) produce la siguiente caracterización de 
subexponencialidad; ver (1.33). 

(1.40) Para toda n 2:: 2, IP(Sn > x) ~ IP(Mn > x), x-+ oo. 

Vale la pena hacer notar que para verificar subexponencialidad, no es 
necesario mostrar (1.39) para toda n 2:: 2. Lo cual se enuncia en el siguiente 

lema. 

Lema 1.4. {Una condición suficiente para subezponencialidad} 

Si limsup.,-+00 F 2•(x)/F(x) :$ 2, entonces FE S. 

DEMOSTRACIÓN. Como F representa la fd de una v.a. positiva, se tiene 
inmediatamente que F 2*(x) :::;; F 2(x) i.e. F2•(x) ;:::: F2(x) para todo x 2:: O. 

Por consiguiente, liminfz-+oo F 2º(x)/F(x) 2:: 2, y gracias a la co~dición del 
lema, ( 1.39) es válida con n = 2. La demostración es por inducción sobre n. 
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Para x ~y> O, 

(1.41a) 

(1.41b) 

(1.41c) 

(1.41d) 

(1.41e) 

~(x) 
F(x) 

F(x) - F(n+l)•(x) 
= l + F(x) 

= 1 + r (1 - FRº(x - t)) dF(t) 
lo F(x) 

= 1 + ["' '.FR.(x - t) dF(t) 
lo F(x) 

(1x-y L"' ) (Fn•(x - t) F(x -_t)) 
= 1 + + . dF(:z:) 

O x-11 F(x - t) F(x) 
= 1 + I1 (x) + I2(x). 

A base de insertar -n+n en[¡ y notando que (Fn•(x-t)/F(x-t)-n) se 
puede hacer arbitrariamente pequeña para O :::; t :::; x - y y y suficientemente 
grande, se sigue que: 

1x-11 F(x- t) 
J 1 (x) = (n+o(l)) dF(t). 

o F(x) 

Ahora 

{"'-11 F(x - t) dF(t) 
Ío F(x) 

F(x) - F 20 (x) _ {"' F(x - t) dF(t) 
F(x) Í:x:- 11 F(x) 

= F(x) - F 2 º(x) _ J(x ) 
F(x) ,y 

= (1 + o(l)) - J(x, y), 

donde J(x,y) :::; (F{x) - F(x - y))/F(x) -t O cuando x -t <X> por err.ema. 

1.4 (a) que se verá posteriormente. Por lo tanto limx-+oo I1(x) = n. 

Finalmente, puesto que Fn•(x-t)/F(x-t) es acotada para x-y:::; t:::; x 

y lim:;r;-+oo J(x, y) =O , lim:x:-+oo I2(x) =O, se completa la demostración. • 

Observación 1. 7. La condición en el Lema 1.4 es trivialmente necesaria pa
raque FE S. ·· t:::. 
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En el inicio de la demostración anterior se us6 que para la fd F de una. 

v.a.. positiva, siempre liminf.,_.00 F 2•(x)/F(x) ~ 2 fácilmente se muestra en 

este caso que, para toda n ~ 2, 

li.,~~pn•(x)/F(x) ~ n. 

De hecho Sn ~ Mn, por eso pn•(x) = IP(Sn > x) ~ IP(Mn > x) = Fn. Por 

lo tanto 

l• "nf pn•(x) > l" pn(x) 
lID l -=-- lID -=-- = n. 
z-+oo F(x) - "'-:.-""" F(x) 

El siguiente lema es crucial si se desea obtener (1.38) de (1.34} para Fr 

subexponencial. 

Lema 1.5. (Algunas propiedades de distribuciones subezponenciales) 

(a) Si F E S, entonces sobre y-conjuntos compactos en (O, oo)uni/ormemente, 

(1.42) lim F(x - y) = l. 
.:-+oo F(x) 

(b} Si (1.42} se cumple entonces, para todo e > O, 

e""'F(x)-+ oo, x-+ oo. 

(c) Si F E S entonces, dada e > O, existe una constante finita K tal que 
para toda n ~ 2, 

(1.43} F_:•(x) < K(l + e)n > O 
F(x) - ' X - • 

DEMOSTRACIÓN. (a) Para X ~y > o, por (1.4la}, 

F 2 •(x) 

F(x) 
1 + {" F(x - t) dF(t) + 1"' F(x - t) dF(t) 

Ío F(x) 11 F(x) 

2:: 1 + F(y) + F~(:)y) (F(x) - F(y)}. 
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Así que,' tomando X suficientemente grande para que F(x) - F(y) '=Fo~' 

1 $ F<;c:t> $(F;~~~)· -1 - F(y)) (F(x) - F(y))~ 1 • 
:; d 

En el último cálculo, el lado derecho tiende a 1 cuando x -1- oo. Se obtiene 
inmediata uniformidad de la. monotonía en y. La propiedad (1.42) ~ pued~ 
reformular como Fo In E "Ro para: que converja. uniformemente co~~''co~
secuencia del teorema de convergencia uniforme para funciones de vari~ióti 
regular (Ver [12],Teorema A3.2); 

. (b) Por (a), Fo In e 'Ro, la conclusión de que x•F(tllx) __:_+ oo-cuando 

x -1- oo resulta ser la consecuencia inmediata del teorema de rep~'entai:Í&n 
para 'Ro ( Ver [12], Teorema A3.3); , ~-.J ! 
(c) Sea °'n = sup.,:;::0 Fn•(x)/F(x), al usar (1.41a) se obtiene que para toda 

T<oo, 

1 1"' Fn•(x - y) dF( ) 
°'n+l $ + sup y 

O<x<T o ·· F(x) 

1"' Fn•(x - y) F(x - y) 
+sup dF(y) 

x:;::T o F(x - y) F(x) 
F(x) - F 2•(x) 

$ 1 + AT + °'n sup ( ) , 
x:;::T F X 

donde AT = (F(T))- 1 < oo. Ahora, puesto que F E S es posible dar 

cualquier E >.O, con una T tal que : . ~ 

lrn+l $ 1 + AT + O!n(l +E). 

de ahí 

lo cual implica (1.43). 

Observación 1.8. El L~ma 1.5.(b) justifica el nombre subexponencial para 
FES; de hecho F(x) decae a O mas despacio que cualquier exponencial e-•x 
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para E > O. Además, ya que para cualquier E > O: 

100 

e<>=dF(x) ;;:::: e•llF(y}, y ;;:::: O, 

Por el Lema 1.5.(b} se tiene como consecuencia que cuando FE S,f(-E) = 
oo para todo e > O. Por consiguiente la transformada de Laplace Stieltjes 
de una fd subexponencial tiene una singularidad escencial en O. Este resul
tado se demostró primeramente por (Chistyakov [5], Teorema 2). Como una 
consecuencia de la demostración del Lema 1.4.(b} la propiedad anterior se 
cumple para una amplia clase de funciones de distribución que satisfacen 
(1.42). Para una discusión futura sobre estas clases ver la Sección 1.5. f:::,. 

U na consecuencia inmediata del resultado anterior es la siguiente: 

Teorema 1.4. (Teorema de Cramér-Lundberg paro demandas grandes, 1) 
Considérese el modelo Cramér-Lun.dberg con la condición de ganancia neta 
p > O y Fr ES, entonces 

(1.44) .,P(u) ~ p-1Fr(u}, u-+ oo. 

DEMOSTRACIÓN. Ya que (l+p)-1 < 1, existe una e> o tal que (l+p)-1 (1+ 
E) < l. De ahí debido a (1.43), 

(1 + p)-n!!"((u)) =:; (1 + p)-nK(l + E)n, u;;:::: O, 
Fr u 

El intercambio de la sumatoria y el límite en (1.34), se permite por con-
vergencia dominada y produce el resultado deseado. • 

Con esto escencialmente se finaliza con la tarea de encontrar estimadores 
tipo Cromér-Lundberg en el caso de colas pesadas. 

Para distribuciones de tamaño de demanda con distribución subexponencial 
de su cola integra.da la ruina, .,P(u) está dada por (1.44). 
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Además para las fd con colas de variación regular;los siguientes ejemplos 
de la tabla 1.2 producen el estimador (1.44). Lo cual se demuestra en la 
sección 1.5. 

- Lognormal 

- Benktander tipo r 

- Benktander. tipo 11 

- Weibull (O < r < 1). 

Desde un punto de vista matemático, el resultado en el '.Ieorema 1.4 puede 
mejorarse sustancialmente, de hecho, al utilizar un resultado de Embrechts 
[12], Corolario A3.21, se produce el siguiente resultado. 

Teorema 1.5. (Teorema de Cramér-Lundberg paro demandas grandes, JI) 
Considérese el mOdelo. Cramér-Lundberg r.on la cóndici6n de gananCia netti 
p > O. Entoné.es· las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) F1 ES, 

(b) 1 - 1/J(u) ES, 

(e) limu->oo 1/J(u)/F1(u) = p- 1 • 

Consecuentemente, el estimador (1.44) es aplicable solamente bajo la 
condición F1 e· S, en el caso de la teoría de Cmmér-Lundberg, Ses la clase 
natural cuando se pretende estimar la ruina en el caso de que la condición 
Cmmér-Lundberg (1.17) se viole. En la sección 1.5 se retomará la condición 
F 1 E S, relacionándola con la condición de F ·misma. 

§1.4.3 El Monto Total de las Demandas en el Caso Subexp<r 
nencial 

En la sección 1.4.2 se destacó la importancia de la clase S en la estimación 

de las probabilidades de J:uina .cuando las demandas son grandes. Desde un 
punto de vista matemático es importante que en el modelo Cromér-Lundberg, 
1-1/J(u) se puede expresar como una suma geométrica compuesta; ver (1.15). 
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El mismo método que se usó para demostrar el Teorema 1.4 produce un esti
mador de la distribución del monto total de demanda cuando las demandas 
son grandes. De hecho, en la sección 1.1 se observó que, dentro del modelo 
Cramér-Lundberg, para todo t ~ O, 

(1.45) Gt(X) = IP(S(t) :5 x) = f: e-"t (~t Fn"(x), x ~O, 
n=O 

donde S(t) = L:f,!, 1 Xk es el monto total (o agregado) de demandas hasta 
el tiempo t. El proceso arrivo de demandas (Nt)t~0 en (1.45) es un proceso 
Poisson homogéneo con intensidad J.. > O, 

(1.46) IP(N _ ) _ -Át (J..t)n 
t-n -e --, 

n! 
n~O. 

Para un proceso general de arrivo de demandas (en el que se supone indepen
dencia con el proceso tamaño de las demandas (Xk)) se obtiene la fórmula 

00 

(1.47) Gt(x) = LPt(n)Fn"(x), x ~O, 
n=O 

donde 

Pt(n) = JP(Nt = n), n E N, 

define una medida de probabilidad sobre N. En el caso de una fd F subex
ponencial el mismo argumento que se dió para la demostración del Teorema 
1.4 produce el siguiente resultado. 

Teorema 1.6. {Monto total de demandas en el caso subexponencial ) 

Considérese (1.47) con FES, t >O fija, y supongase que (pt(n)) satisface 

00 

(1.48) ¿:c1 + to)nPt(n) < = 
n=O 

para alguna E > O. Entonces Gt E S y 

(1.49) Gt(x) - IE(Nt)F(x), x -4 oo. 

.. 
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Observación 1.9. La condición (1.48) es equivalente al hecho de que la.:furi
ción generatriz E~oPe(n)sn sea. analítica en una vecindad des== l.·. 

Observación 1.1 O. La formulación más general del teorema. 1.6 se encuent_ra. 
en Cline [7],Teorema. 2.13. · 

Ejemplo 1.1. (El monto total de demandas en el modelo Cmmér-Lundbe,.Y) 
Supóngase que (Nt) es un proceso Poisson homogéneo con probabilidades 
individuales(l.47) ya que trivialmente Pe(n) satisface. (1.48). Entonces, _para 
FES, 

Ge(x) - AtF(x), x -1- oo. 

Ejemplo 1.2. (El monto total de las demandas en el caso binomial negativo) 
El proceso binomial negativo es un proceso de llegada de demandas el cual 
satisface 

(1.50) (
'Y+ n - 1) ( f3 )'Y ( t )n 

Pe(n) = n /3 + t /3 + t , n E No, /3, -r >o~· 

Seal [23, 24] considera que, además del proceso Poisson homogéneo,. este 
proceso es el modelo principal para la distribución del número de demandas 
en aplicaciones concernientel'I a seguros. 
Fácilmente se verifica que: 

IE(Ne) = -yt//3, uar(Ne) = -yt(l + t//3)//3. 

Al denotar q = /3/(/3 + t) y p = t/(/3 + t) y utilizar la fórmula de Stirling 
r(x + 1) - .../2ií:i(x/e)"' cuando :z: -1- oo, se obtiene de (1.50) que 

Por lo tanto la condición (1.48) se cumple, por lo que para F ES, 

- -yt-
Ge(x) - /fF(x), X -1- OO. 
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Eufi<tÍ;1,;u1do que en el c<1»0 Poi,;,;on lwmugén=, .IE{iVú = >.t = var(N,). Para 

el proceso binornial uegativí_) se tjent! que: 

(1.51) v,_.r(Ni) = ( l + b) lE(Nt) > lE(iV,), t > O. 

L;; cuud.\ciü11 ( 1.01) ::;e rcíif~!l'c <.:.la s<JLre-disµersión del proceso Nt: lasobre-

dispcr,;i611 pw•d<· producirn•o "" uu diver:;u uúr11ero <le funuab, por ejemplo: 

(a.) Pcn jJn~ferir o1.>:.:it:r\·;1x tu¡ j.Jit>ce~o Pui.tJ.::.i:.H.i. ~n un inicrvea.lu cuytl longitud 

es a.Íf.!atoria. er1 vez de Iij:J.. 

(e) eu estudius <l1: cu111purta.11ú~~1Hu y t:H (J.<.:ci<leut.es d.;; prupe1.u:ü<lb.<l cuando 

c.!xi!itr~ \~ariabilidad t:ntre .sujeto:-:. 

Priu<:iJ..útÍHH1ut<~ (e} ,..,,~ (~HCtH;llLli;:. cou fn~<.:ue1JC;ia e.u el an<ilisis de datos 

cuIJ.Ctffnient.es a sinir~8trus a..segurables. L~? caracLerístic<.J.b weucioua.das bajo 

(e) s.t: pueden lU<.J<lelar con UJ.l' pruo..:;,u }Jois~oTJ. 1uezclado-

La ddinici6u formal es motivada por el siguieuLe ejemplo. Supóugl:&Se que 

A '"' una v.a. la cual "" di:>t.riuuye I'(·¡, {J) <0011 deusidad 

x> O. 

Eutul..u;e.s 

f,= -xt(xt)"¡ (··) .. _ I'(u +¡') ( /j ).,. ( t )" 
,, " ---;:¡:¡- A "- a:i. ·- n!r(-y) (3 + t J3 + t n = 0,1,2, ... 

Esta Vinnula es igual a Pt(n) en (J.50) . Mediante este procediw.iento se 

olJti<!ll<!ll la.s probal1itida.dcs binoruiales uegativa.s, al a.leatorizar el parámetro 

Puissou >. :;ul,re la distribuciün Gamrna. E:;to e¡¡ exacta.l.Ueut.e un ejl'O.Ulplo de 

lo qu•;- s1~ pude eutendcr co1uo u11 proceso J.Joist>ou mezclado. 

Dc:finic.ión 1.9. (Pi·oce:-;o l'ois:5<JIJ mezclado) 

Supónga.'"' <IW' /\.<e~ 11wt ''·ª· con 1P(J\. >O) = 1, y también que N··= (Nt)Q:o 
i:s uu pr"ces<J Pui,;son honwgówo con intensidad J, e independiente :de A~.El 

pnH:«so (N(Al))r2 u es lla.ma.do Poisson niezclado. 
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La v .a. A en la definición anterior se puede interpretar como un cambio 
a tiempo aleatorio. Procesos más g~nerales que el proceso Poisson mezclado, 
por ejemplo el proceso Cox, son parte de las herramientas actuariales que 
se han empleado a lo largo del tiempo. Los procesos Poisson mezclados se 
estudian en todos los textos estándar sobre Teoría de Riesgo. El proceso 
Poisson homogéneo con intensidad >. > O se obtiene para A degenerada en >., 
i.e. IP(A = >.) = l. 

. ' ,· 

:,_,; 

. ·' ~ ; . 
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§1.5 Teoría de Cramér-Lundberg para demandas 
grandes: Discusión 

§1.5.1 Algunas clases relacionadas con las distribuciones de 
colas pesadas 

Con la finalidad de obtener condiciones directas sobre F con tal de· que 
el estimador Cramér-Lundberg para demandas grandes en el Teorema 1.4 
se cumpla, se estudiarán primeramente algunas clases relaeionadas con las 
funciones de distribución de colas pesadas. 

La clase de distribuciones de variación dominada se define como: 

V= {F fd en(O, oo) : limsupF(x/2}/F(x) < oo}. 
X->OO 

Figura 3: Clases de distribuciones de colas pesadas 

/C 

.c. 

s 
'D 

'R. 

Se han encontrado miembros de las siguientes tres familias: 

C.= {F fd en 

'R.= {F fd en 

IC={F fden 

(O, oo) : lim F(x - y)/F(x) = 1 Vy > o}, 
:r:-too 

(O,oo): FE 'R-a para alguna O<~ o}, 

(O, oo) : f(-E) = l"° e•"'dF(x) = oo '<IE >O}. 

De la definición de función de variación lenta, resulta ser que F E C. si y 

solo si Fo In E 'Ro. 
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Las siguientes relaciones se cumplen: 

(a) 'R. e s e c. e JC y 'R- e D, 
(h) :cnv es, 
(c) V rt, S y S rt, V. 

Teoría ,del. ~""!Ir.º 
·.···:, 

. -•. 

; -~ 

La situación se resume en la figura 3. Una discusión detallada de las inte
rrelaciones se encuentra en Embrechts and Omey(lO]; ver. t~bie~ Kltl~p~lb.~g(15]. 
Muchas de las implicaciones son fáciles, y de hecho algunas de ~tas·~ se 
demostraron ('R. e S en el Corolario 1.1, C. e JC en la observaeion desp,~és 
de la demostración del Lema 1.4). Un error que se encuentra comunmen-
te en la literatura es la afirmación: V e S; la siguiente. fd proporciona un 
contraejemplo. 

Ejemplo 1.3. (La distr~bución Peter y Paul) Considérese un juego donde el 
primer jugador (Peter) lanza una moneda repetidamente hasta que esta cae 
sol por primera vez, recibiendo por el segundo jugador (Paul) 2.1: pesos si esto 
ocurre en el lanzamiento k. La fd de la ganancia de Peter es: 

F(x)= L: r.1:, x;::::O. 
k:2k~:z: 

El problema detrás de este juego es la famosa paradoja de San Petersburgo; 

ver por ejemplo Feller[13], Sección X.4. inmediatamente resulta que para to
da k EN, F(2k - 1)/F(2k) = 2 por lo que F ~ C. y como consecuencia F <t S. 
Por otra parte, se puede demostrar que F E V. Para un análisis rápido ver 

Goldie[14]. • 

El resultado S # C. no es trivial; ejemplos relevantes se pueden encontrar 
en Embrechts & Goldie(9] y Pitman[19]. Con respecto a la relación entre C. 
y S, considere para x ;:::: O, 

F2•(x) ~ 1 1· "'F{x - y) dF( ) 
F(x) - + o F(x) · y • 

Por definición, FE C. implica que la integral anterior converge a 1.para toda 

y fija . Por el teorema de convergencia uniforme para funciones de variación 
- ' . :~ ~ 1'. 

-----·---· -------~ 



§1.5 Teoría de CrD.lllér-Lundberg para demandas grandes: Discusión 

regular Íentas, Embrechts[12], Teorema A3.2, esta convergencia se cumple 
también uniformemente en y-intervalos compactos. Sin embargo, para que 

sea posible intercambiar límites e integrales es necesaria una condición de 
integrabilidad uniforme (convergencia dominada, monotonia en x, ... ). En 

general (i.e. para F E .C) estas condiciones fallan. 

Primeramente obsérvese a los miembros de S. Ya se estableció que 'R. e 
S y S C .C (Lema 1.5 (a)}, esto último implica que para toda E > 0, 
exp{Ex}F(x) -+ oo cuando x -+ oo. De aquí resulta que la fd exponencial 

F(x) = 1 - exp{-Ax} no es miembro de S. Desde luego que esto se pue

de comprobar directamente, o bien, usar el hecho de que S e .C y advertir 

inmediatamente que F fl. .C. 

Por ahora se sabe que las fd con comportamiento de ley potencia en la cola 

(i.e. FE 'R.) pertenecen a S. Por otra parte, las distribuciones exponenciales 

(y de hecho las fd F con comportamiento más rápido al exponencial en la 

cola) no pertenecen a S. ¿ Qué se puede decir de las clases "intermedias" tales 

como la clase importante de variables tipo Weibull donde F(x) - exp{-x'T} 

con O < T < 1 ? La proposición A3.16 de [12], que se formula en términos 

de la densidad f de F, la tasa de riesgo (hazard rate) f /F y la función de 

riesgo Q(x) =Je:' q(y)dy proporciona los siguientes ejemplos en S. Al usar la 

notación anterior, F(x) = exp{ -Q(x)}. 

Ejemplo 1.4. (Ejemplos de distribuciones subexponenciales) 

(a) Considérese una distribución Weibul F con parámetos O < T < 1 y 

e> O, i.e. 

Entonces /(x) = crxT-le-=T, Q(x) = cxT y q(:z:) = crxT-l la cual 

decrece a O si r < l. Podemos aplicar inmediatamente la proposición 

A3.16(b) de Embrechts [12] ya que: 

es integrable en (O, oo) para O< r < l. Por lo tanto FE S. 
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{b) Al usar la proposición A3.16[12], también se puede demostrar para 

.F(x) - e-:z:(ln:z:)-", x-+- oo, /3 > O, 

que F E S. Este ejemplo muestra que es posible estar bastante cerca' al 
comportamiento de la cola exponencial mientras se permanezca en S. 

(c) Hasta este punto, es posible esperar que para 

F(x) - e_"'T L(x), x--> oo, o $ r < 1, L E 'Ro, 

F se encuentre en S. Nuevamente, en esta generalidad la respuesta es 
no. Es posible construir ejemplos de .C E 'Ro en los cuales la F corres
pondiente no se encuentre en .C. Un ejemplo para r = O se publicó en 
Charles Goldie; ver también Cline [6] donde se dan contraejemplos 

cuando O < r < l. 

Un resultado útil es el siguiente 

Proposición 1.1. (Variación dominada y subexponencialidad) 

(a) Si F E .C n V, entonces F e S. 

(b} Si F tiene media finitaµ y FE V entonces, Fr E .C n V. Consecuen

temente, por (a}, Fr E S. 

DEMOSTRACIÓN. (a) Debido a Embrechts [12), (A.17), para x ~ 0, 

F:2•(x) 1"''2 F(x - y) (F(x/2))
2 

-=-- = 2 dF(y) + ~~~-
F(x) o F(x) F(x) 

¡2-
= 21"' F~(:)y)dF(y) +o(l), 

donde la o(l) es consecuencia de que FE V. Ahora para toda OS y$ x/2, 

F(x - y) < F(x/2) 
F(x) - F(x) ' 

por lo que debido a que FE V, es posible aplicar convergencia dominada, lo 
cual produce para F E .C la convergencia de la integral a_ l. De ahí F E S. (b) 



§1.5 Teoría de Crarnér-Lundberg para demandas grandes: Discusión 

Por facilidad de notación, y sin pérdida de generalidad, considérese µ = l. 
Puesto que, para toda x ~ O, 

(1.52) 
roo (2"' 

F 1(x) = },, F(y)dy ~ l,, F(y)dy ~ xF(2x), 

Se tiene como una consecuencia de que F E V 

además, 

Fr(x/2) 
F1(x) 

de donde 

limsup~(x) < limsup_!(x) < oo. 
:r-->oo F¡(x) - :o-->oo F(2x) 

_ J::J2 F(y)dyd _ 
1 

J:,2 F(y)dy < 
1 

F(x/2)x/2 
- Joo Y - + Joo - + "' F(y) "' F(y)dy Fr(x) 

= 
1 2

_ 1 F(x/2) xF(x) + - - , 
F(x) F1(x) 

limsup Fi(x/2) < oo, 
:o-->oo Fr(x) 

i.e. F1 E V. Al tomar y~ O, se tiene que para x ~O 

y por (1.52), 

1 < ~(x) + F1(x +y) < y_!(x) + Fr(x +y). 
- Fr(x) Fr(x) - xF(2x) Fr(x) 

i.e. FE C. 

§1.5.2 Otra visión sobre Colas pesadas Cra.Dlér-Lundberg 

• 

Hasta aquí se ha visto que, desde un punto de vista analítico, la clase 'R. y S 
producen modelos naturales de distribuciones de tamaño de demanda para 
los cuales la condición Cmmér-Lundberg (1.17) se viola. 

En Seal [24], el cálculo numérico de .,P(u) se discute para varias clases de 
funciones de distribución concernientes al tamaños de la demanda. Después 
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de enfatizar el hecho de que en general el proceso Poisson mezclado, el proceso 
Poisson homogéneo y en particular el proceso binomial negativo, . san •las 
únicos procesos de llegada de demandas que se ajustan a datos reales de 
seguros, Seal continúa diciendo: 

En la historia actuarial los tipos de distribuciones de tamaños de de
manda independientes son limitadas, aparte de las distribuciones PO:reto y 

Lognormal, no estamos informados de que alguna otra distribuci6n se pueda 
ajustar exitosamente a los tamaños de demanda. 

Aunque quizá se manifestó en una forma bastante extremista, más de 
diez años después el punto principal de esta frase permanece vigente; ver por 
ejemplo Schnieper [22], Benabbou y Partrat [2] y Ramlam-Hansen[20, 21]. 

En esta sección se discuten los miembros de S con respecto a las cla
ses estándar de fd dadas anteriormente. Se trabaja en el modelo Cramér
Lundberg con tal de ilustrar de cómo funciona la nueva metodología. 

Se recuerda en el siguiente recuadro el resultado más importante. de la 
sección 1.4, i.e. El Teorema 1.5. 

1 Si F1 ES entonces 1/J(u) ~ p-1 'F1(u}, u--+ CX>. 

Los estimadores Exponenciales Cramér-Lundberg (1.18}, (1.20} bajo la 
condición de demandas pequeñas (1.17), producen estimadores sorprenden
temente buenos para 1/J(u}, tanto para u moderada como pequeña. El ésti
mador para demandas grandes 1/J(u) ~ p- 1F1(u) es de gran valor teórico 
y sin embargo puede ser mejorado. Un primer problema con respecto a la 

aplicabilidad tiene que ver con la condición F1 E S. Una pregunta na~ur~ 
en este punto es: 

(1) ¿FES implica que F¡ ES? 

Y, aunque menos importane como propósito: 

(2) ¿F 1 E S implica que F E S ·1 

en general y desafortunadamente la respuesta a las do8 preguntas es·no. Esto 

conduce inmediatamente a la siguiente tarea: 
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Dar condiciones necesarias a F con la finalidad de que F 1 E S. 

Para el problema anterior, hay un sinnúmero de respuestas que se pueden 
encontrar en la literatura. Solo se discutirán algunas. Las diversas clases de 
funciones de distribución introducidas en la sección previa juegan un papel 
importante aquí. 

Una consecuencia inmediata de la proposición 1.1 es el siguiente resulta.
do. 

Corolario 1.Z. {Teorema de Cromér-Lundberg paro demandas grondes III) 
Considérese el modelo Cramér-Lundberg con la condici6n de ganancia neta 
p > O y F E V entonces 

..P(u) ~ p- 1F¡(u), u-+ cxi. 

• 

La condición F E V se puede verificar para todos los ejemplos relevantes; 

esto contrasta a la tarea no trivial de verificar que F1 E S. Se demuestra 
en Seneta [25], Apendice A3, que cualquier F E V. Tiene la propiedad de 
que existe k E N de manera tal que J;:" xkdF(x) = cxi, i.e. siempre existen 
momentos divergentes (más grandes). Del teorema de Karamata, Embrechts 
[12](Teorema A3.6), resulta como consecuencia de que F E 'R. implica que 
F 1 E- 'R. y de ahí F 1 E S. Para estimaciones detalladas en el modelo Cromér
Lundberg ·de colas pesadas ver Klüppelberg (16]. En este último, se dan varias 
condiciones suficientes para que F1 E S, tales condiciones son dadas en 

términos de la tasa de riesgo q(x) = /(x)/F(x) para F con densidad fo de 
la funci6n de riesgo Q = - lnF; ver también Cline [6]. 

Lema 1.6. (Condiciones suficientes paro que F1 ES) 
Si una de las siguientes condiciones se cumple, entonces F 1 E S. 

{a) limsup.,_,.00 xq(x) < cxi, 

(b} lim.:-+oo q(x) =O, lim,,_,.00 xq(x) = cxi, y alguno de los siguientes puntos 

se cumpla: 
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(1) limsup,,_.00 xq(x)/Q(x) < 1, 

(2) q E 'Ró, -1 ~ ó <O, 

Teoda del Riesgo 

(9) Q E 'Ró, O < ó < 1, y q es eventualmente decreciente, 

(4) q es eventualmente decreciente a O, q E 'Ro y Q(x) - xq(x) E 'R.1 • 

• 
En Klüppelberg [15], Teorema 3.6, un resultado tipo Pitman (Ver Propo

sición A3.16 Embrechts [12]) se presenta al caracterizar F1 E S para cierta 
función absoluta.ro.ente continua F con tasa de riesgo q decreciente a cero. 

Ejemplo 1.5. (Ejemplos de F1 ES) 
Al usar el Lemma 1.5.(b)(2), se puede ver que F / ES en los siguientes casos: 

- Weibull con para.m.etro T e (O, 1) 

- Benktander tipo 1 y II 

- Lognormal. 

Corolario 1.3. (Teorema Cramér-Lundberg para para demandas grandes, 
IV) 
Considérese el modelo Cra.m.ér-Lundberg con la condición de ganancia. neta 
p > O y con una fd F que satisface alguna de las condiciones (a), {b) del 
Lemma 1.6; entonces 

• 
No se contestaron las preguntas anteriores (1) y (2). Con respecto a la 

pregunta (2) (¿F¡ e S implica que F e S?), usando la Proposición 1.1 (b) 
se puede ver que una modificación directa de la distribución Peter y Paul 
proporciona un ejemplo de una fd F con media finita tal que F / e S pe
ro F '1. S. Para detalles ver Klüppelberg [15], donde también se encuentra 
una discusión de la pregunta (1) (¿ Si F E S con media finita implica que 
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Fr ES?). 

El lector posiblemente esté algo confundido en lo que se refiere a las 
propiedades de S. Por una parte, se argumentó que esta es la clase adecuada 
de fd a considerar en teoría de riesgo bajo la condición de demandas grandes; 
ver el Teorema 1.5 (c) implica (a). Por otra parte, se debe ser extremadamente 
cuidadosos en hacer declaraciones generales acerca de S y sus relaciones con 
otras clases de fd. 

Como un logro inmediato es suficiente con resaltar que para distribucio
nes F con media finita pertenecientes a las familias: Pareto, Weibull (r < l}, 
Lognorrnal, Banktander-typo-l y II, Burr, Loggamma, 

y Fr es.¡ 
En lo que se refiere a la definición de S, no se tiene una razón previa para 

suponer que el límite de F 2 •(x)/F(x) sea igual a 2; una clase interesante 
de distribuciones que resultan de permitir que este límite tome valores más 
grandes que 2 es la siguiente: 

Definición 1.10. Una función de distribución definida en (O,oo) se encuen
tra en la clase S(-y), -y ~ O, si 

(a) limx-+oo F 2 •(x)/F(x) = 2d < oo, 

(b) limx-+ooF(x -y)/F(x) = e"Yll, y E JR. • 

Se puede demostrar que d = f0
00 e"YlldF(y) = f(--y) de manera que S = 

S(O). Estas clases de fd se ilustran en las figuras 2.(2) y 2.(3). 

Para un análisis crítico de la aproximación ..P(u) - kF¡(u) para alguna 
constante k y u ~ oo ver De Vylder y Goovaerts [8]. Es posible obtener 
mejorías si se impone la condición Fr E S. En general G E S significa que 
G 2 •(x) - 2G(x) cuando x ~ oo; versiones de orden superior para S con
templan condiciones sobre el comportamiento asintótico de G 2 •(x) - 2G(x) 

53 



54 

cuando x -l- oo. Para detalles sobre estas técnicas ver Omey y WÍllekéJs 
(17, 18], y también Bingham (3]. Con respecto al estimador de ruina para 
colas pesadas .P(u) ~ p-1 'F1 (u), suposiciones de segundo orden sobre ti'' con
ducen a estimadores asintóticos para .P(u) - p- 1Fr(u) cuando ú ~ oo. Una 
comparación numérica de tales resultados y un detallado estudio de simu
lación para eventos raros en seguros, se puede encuentrar en Asintis8eii '& 
Binswanger [1] y Binswanger (4]. .k.~·-ic;' 

. ~ . \ 
Observación 1.11. Los resultados que se presentaron dan un , primer con
cepto, de estimación de ruina en el caso de colas pesadas. El lector, debe -'Ver 

esto como un ejemplo de como es que la clase S y las diversas. clases con las 
que se relaciona, ofrecen una herramienta apropiada con respecto al "Cál~ulo 
de colas pesadas". 

~-. 
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Apéndice A 

Fundamentos 

En esta parte se enuncian algunos resultados importantes para este trabajo. 

A.l. 

TRANSFORMADAS 

Sea I = {s E IR : IE[eªX] < oo}. Obsérvese que I es un intervalo que 
puede ser el eje real IR, medio eje o inclusive el unitario {O}. La funci6n 
generadora m : I -+ IR de X se define como m(s) = IE[eªx]. Obsérvese la 
diferencia entre la función generadora y la Trasformada de Laplace-Stieltjes, 
i(s) = IE[e-ªX] = J~e-ªxdF, de X o de la función de distribución F de X. 
Además de la transformada de Laplace-Stieltjes, en ocasiones se considera la 
transformada de Laplace L(s) = J::°

00 
e'""c(x)dx de una función e: IR-+ JR+. 

Claramente, si la función de distribución F es continua con densidad f, 
entonces su transformada de Laplace-Stieltjes es igual a su transformada 

de Laplace de f. No es difícil demostrar que la transformada de Laplace
Stieltjes f(s) de una distribución en IR+ es completamente mon6tona, i.e. para 
todos los valores enteros de n, (-l)nf(n}(s) ~ O. Para variables aleatorias 

discretas en N con función de probabilidad {p,t, k E N} adicionalmente se 
usa la noción de funci6n generadora de probabilidad g: [-1, l] -+ lR definida 

por g(s) = L:~oPkSk = IE [sX]. Sea X una variable aleatoria real con 
distribución F. La junci6n característica rp : IR. -+ C de X se define de la 

siguiente manera: 
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En particular, si Fes absolutamente continua con densidad f, entonces 

<,Ó(s) = ¡_: eis:z; f(x)dx'= ¡_: eos(sx)f(x)dx + i ¡_: sin(sx)f(x)dx. 

En este caso, <,Ó es la Tron.~formada de Fourier de f. Si X : n -+ N es una 

variable aleatoria discreta con función de probabilidad {Pk}, entonces: 

00 

<,á(s) =:' -~ eiskPk· 

k=O 

Obsérvese que las siguientes relaciones se cumplen y(e") = i(-s) = m{s). Si

milarmente cp(s) = y(éª). Sin embargo, es mas delicado decidir para qué ar
gumentos s las transformadas m(s) y i(s) están bien definidas. Por ejemplo si 

X es no negativa, entonces m(s) está bien definida para todos :5 O mientras 

que i(s) lo está para todas 2! O. Pero algunos ejemplos muestran que m(s) 

puede ser oo para todas> O, mientras que otros muestran que m(s) es finita 

en (-oo, a) para algún a > O. 

A.2. 

CONVOLUCIÓN 

Definición A.1. El operador convolución para distribuciones permite calcu

lar la distribución de la suma X+ Y de dos varia.bles aleatorias independientes 

X y Y a partir de sus respectivas distribuciones F, G. La convoluci6n F * G 
de dos funciones de distribución F y G, se define: 

F * G(x) = ¡_: F(x - u)dG(u), x E JR.. 

Obsérvese que F * G es absolutamente continua a condición de que al 
menos una de las distribuciones F, G sea absolutamente continua. Si tanto ;x 
como Y tienen densidades f y g, respectivamente, entonces la densidad de la 

suma X +Y está dada por la convolución f•g(x) = J~00 f(x - u)g(u)d~ para 

x E IR. La convolución discreta de dos funciones de probabilidad {pA:, k E N} 

y {pk, k E N} se define: 

(p•p')k = p¡p'j, k EN .. 



La n-ésima convolución de F, denotada por Fn• se define iterativamente: Para. 

n =O, Fº* = óo(x) con .óo(x) =O si x < O; paran .. 2: l,_Fn• = F(n-l)• * F = 

F * ... * F (n veces). La n-ésima convolución de otras funciones se define y 

denota similarmente, para la cola de Fn• se escribe Fn• = 1 - F*n(x). 

A.3. 

LEMA DE ESPERANZA CONDICIONAL 

Lema A.1. Si X y Y son dos va tales que X _L Y entonces para f : !l x !l -+ IR 
boreliana y acotada se cumple que IE (/(X, Y)ju(X)) = JIR. /(X, Y)IP x(dx) 

A.4. 

CONVERGENCIA EN DISTRIBUCIÓN 

Definición A.Z. Se dice que (An) converge en distribución o converge débil

mente a la v.a. A (An ~ A) si para toda función continua y acotada f la 

relación: 

IE(An) -+ IE(A), n -+ oo, 

se cumple. La. convergencia débil se puede describir en términos de la.s fun

ciones de distribución FAn y FA de An y A respectivamente: Se cumple que 

An ~ A si y solo si para todo punto de continuidad y de la fd FA la relación 

(A.1) 

se satisface. Ademas, si FA es continua, entonces (A.1) puede fortalecerse, 

obteniendo convergencia unifore: 

supjFAn(x) - FA(x)I-+ O, n-+ oo. 
"' 
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A.5. 

PROCESO DE RENOVACIÓN 

Definici6n A.3. Un proceso de renovaci6n {N(t), t ~O} es un proceso es
tocástico entero y no negativo que registra las ocurrencias sucesivas de un 
evento durante el intervalo {O, t], donde la duración del tiempo entre even
tos consecutivos son variables aleatorias positivas, independientes e idénti
camente distribuidas. Dado que los tiempos interocurrencias se denotan por 
{Yk}~1 y su función de distribución común por 

F(y) = IP(Y.1; ~ x), k = 1,2,3, ... , 

Una estipulación fundamental para un proceso de renovación es pedir que 
F{O) = O, lo cual significa que Yi. Y2 ... , Yn son v.a. positivas. 

La sucesión {u,., n EN} con <Yo = O y <Yn = Y1 + Y2 + ... + Y,. para 
n = 1, 2 •.. se le llama proceso de renovación puntual y a u,. la n-ésima 
epoca de renovación. 

Otra descripción matemática equivalente del proceso de renovación {u,.} 
es el proceso de conteo renovacional { N ( t), t ~ O}, donde · 

00 

N(t) = ¿ :D.{un~t} 
n=l 

es el número de épocas de renovación en el intervalo {O, t]. La equivalencia 
de los dos procesos {un} y {N(t)} se debe a que: 

N(t) = n si y solo si 

A.6. 

DESIGUALDAD DE CHEBYSHEV 

Si JE(X2 ) existe, entonces 

En particular, si IE{X) = ,-n y Var(X) = u 2 , 



IP(IX - =I ~ t) ~ a-2 /t2. 

DEMOSTRACIÓN. Si F representa la fd de X. 
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