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INTRODUCCIÓN 

La teoría de las gráficas es una rama muy importante de las matemáticas, 
pues el campo de aplicación a otras ciencias es extenso; por ejemplo en la 
física, ingeniería, química, genética, etc. 

Muchos conceptos se han investigado y desarrollado acerca de las gráficas y 
digráficas; los temas que se desarrollan en esta tesis son los de núcleo, (/(., [)­
núcleo y /{:;núcleos en una digráfica D y en su digráfica de líneas L(D). 

En el Capítulo I se dan a conocer los conceptos básicos para el desarrollo de 
esta tesis (definiciones, teoremas y otros resultados), destacando entre ellos el 
de núcleo, pues es el tema central del presente trabajo. Este concepto fue 
introducido por Von Neumann [12], el cual tiene muchas aplicaciones [l],[2]. 
Varios autores han estado investigando condiciones suficientes para la 
existencia de núcleos en digráficas, por citar algunos, Von Neumann y 
Morgenstem [12], Richardson [15], Duchet y H. Meyniel [18],[19] y Galeana­
Sánchez y Neumann-Lara [5]. En [13], M. Harminc consideró la existencia de 
núcleos en la digráfica de líneas de una digráfica D y demostró el Teorema 
1.1, el cual es un resultado muy importante de este capítulo. En él se indica 
que el número de núcleos de una digráfica D es igual al número de núcleos de 
su digráfica de líneas L(D) [1 O]. 

En el Capítulo II se prueba un Teorema que indica las condiciones bajo las 
cuales una digráfica D tiene un /{:;núcleo y es el siguiente: sea D una digráfica 
tal que Asim(D) es fuertemente conexa. Si todo ciclo dirigido de longitud $. O 
(mod !¿_) tiene al menos dos flechas simétricas, entonces D tiene un /(;núcleo 
(/(.~ 2). Este Teorema es de gran importancia para el Capítulo Ill. 

En 1976 H. Meyniel [17] conjeturó: sea D una digráfica. Si todo ciclo 
dirigido impar de D posee dos cuerdas, entonces D es una digráfica núcleo­
perfecta. Para digráficas en general, la condición de que cada ciclo dirigido 
impar tiene dos cuerdas no es suficiente para ser núcleo-perfecta, en [4] 
Galeana-Sánchez construyó para cada ¡¿_µna digráfica D~sin triángulos tal que 
todo ciclo dirigido impar tiene al menos /(.cuerdas y sin embargo D~ no tiene 
núcleo. Aún bajo algunas restricciones sobre la estructura de la gráfica 
subyacente (no orientada) de una digráfica D, la condición: cada ciclo dirigido 
tiene al menos dos cuerdas no es suficiente para ser núcleo-perfecta. 

Sin embargo en [16] O. V. Borodin, A. V. Kostochka y D. R. Woodall 
probaron: sea H la gráfica de líneas de una gráfica G; una orientación D de H 
es núcleo-perfecta si y sólo si todo ciclo dirigido impar tiene una cuerda y 
cada clan tiene un núcleo. 

iv 



Una posible generalización de la Conjetura de Meyniel para /¿;núcleos, /{,':?:. 2 
podría decir: sea D una digráfica, si todo ciclo dirigido de longitud El= O (mod 
/{,) tiene dos cuerdas, entonces D tiene un /¿;núcleo. 
En el capítulo 111 se prueba que esta afirmación no es cierta para digráficas 

en general, además se demuestra la siguiente generalización para /¿;núcleos 
(/{,':?:. 3) del resultado de Borodin, Kostochka y Woodall: sea G una digráfica, 
L(G) su gráfica de líneas y D una orientación de L(G) tal que Asirn(D) es 
fuertemente conexa y cada triángulo dirigido tiene dos flechas simétricas. Si 
todo ciclo dirigido de D, C = (O, 1, 2 ... n-1, O) con ! CC"5 "1= O (mod /{,) tiene 
una cuerda (i, j) tal que al menos una de las dos siguientes propiedades se 
cumple: 
1) j é {i-2, i+2} 
2) Si j e {i-2, i+2}, entonces existe otra cuerda de -C; (r, s) con (r, s) * G, i). 

Entonces D tiene un /(:núcleo (/(. ':?:. 3). 
Como una consecuencia se prueba la siguiente afirmación, que es un caso 

particular de la posible extensión de la Conjetura de Meyniel para/(. ':?:. 3; que 
dice: sea G una gráfica y D una orientación de L(G) tal que Asim(D) es 
fuertemente conexa y cada triángulo dirigido es simétrico. Si todo ciclo 
dirigido de D cuya longitud es "1= O (mod /(.)tiene dos cuerdas entonces D 
tiene un /(:núcleo, /{, ::2: 3. 

Estos dos resultados son una generalización del resultado de Kwasnik para 
orientaciones especiales de gráficas de líneas. 

V 



Capitulo 1 

CAPÍTULO I 

CONCEPTOS BÁSICOS 

DEFINICIÓN 1.1 
Una gráfica G = (V(G), A(G)) consiste en un conjunto finito, no vacío, de 
objetos llamados vértices (nodos) que se denotan por V(G) y un conjunto de 
pares no ordenados de vértices distintos llamados aristas (ramas) las cuales se 
denotan por A(G). 
Sea G una gráfica y {u, v} ~ V(G), diremos que u es adyacente a v 
(u adya v) si existe a e A(G) que une a u con v, la cual denotamos por 
a = [u, v]. Dos aristas son adyacentes si tienen un extremo (vértice) en 
común. 

Así, para la gráfica G = (V(G), A(G)) de la Figura 1.1 se tiene que: 
V(G) ={u, v, w,y, x} 
A(G) ={a, b, e, d, e,f}, con 
a= [u, v], b = [v, w], e= [w, x], d = [x, y], e= [x, v], f= [u, w]. 
Además se cumple que v adya w, x adya y, así como a ady0 b 

V 

Figura 1.1 



Capitulo 1 

DEFINICIÓN 1.2 
Una digráfica O = (V(D), F(D)) consiste en un conjunto finito, no vacío de 
objetos llamados vértices, que se denotan por V(D) y un conjunto de pares 
ordenados de vértices distintos llamadas flechas (aristas dirigidas) las cuales 
se denotan por F(D). Así el par ordenado (u, v) es la flecha que va de u a v, 
y diremos que u es adyacente a v, o bien v es adyacente desde u (u ady0 v). 

DEFINICIÓN 1.3 
El exgrado de un vértice v en la digráfica O es el número de vértices 
adyacentes desde v, es decir, el número de flechas que salen desde v. Y se 
denota por 8 0 +{v). 

DEFINICIÓN 1.4 
El ingrado de un vértice v en la digráfica D es el número de vértices 
adyacentes hacia v, es decir, el número de flechas que inciden en v. Y se 
denota por 0 0 · {v). 

DEFINICIÓN J.5 
Los vecinos exteriores de un vértice u en la digráfica D es el conjunto 
r+ (u)= {ve V(D) 1 (u, v) e F(D)}. 

DEFINICIÓN I.6 
Los vecinos interiores de un vértice u en la digráfica D es el conjunto 
1 (u) ={v eV(D) I (v, u)e F(D)}. 

En la digráfica D = (V(D), F(D)) de la Figura 1.2 se tiene que: 
V(D) = {x0, x 1, Xi, x 3 , x 4, x 5} 
F{D) = {(xo, x.). (x., X5), (x., Xi), (xi. x,), (x2, X4), (X3, X2), (x3, X4), (X4, X3), 

(x4, x 5), (x5 , x 4), (x5 , x0)} 

Oo+(xo) = 1 
8 0 +(x2) = 2 
Oo+(x4) = 2 

r o+Cxo) = {x,} 
r D +(X3) = {X2, X4} 
r o·cxo) = {xs} 
r o·{x3) = {x4} 

00+(x1) = 2 
80 +(x3) = 2 
Oo+(x5) = 2 

oo·(xo) = 1 
oo·cxi) = 2 
0 0 ·(x4) = 3 

r o+(X¡) = {xi, X5} 
r o+(X4) = { X3, X5} 
r o·(x1) = {Xo, X2} 
r oº(X4) = {Xi, X3, X5} 

oo·(x¡) = 2 
0 0 ·(x3) = 1 
Oo-Cx5) = 2 

r 0 +cx2)= {x1,x4} 
r o+Cxs) = {xo, X4} 
r o·(x:z) = {x1, x 3} 
r oºCxs) = {x,, X4} 

2 



Capitulo 1 

Figura 1.2 

DEFINICIÓN I. 7 
Sea D una digráfica, una subdigrájica H de D es una digráfica tal que 
V(H) s;; V(D) y F(H) s;; F(D). 

DEFINICIÓN I.8 
Sea D una digráfica, una digráfica H es una subdigráfica inducida por vérices 
de D (o simplemente subdigráfica inducida de D) si V(H) s;; V(D) y (u, v) e 
F(H) si y sólo si (u, v) e F(D) con {u, v} s;; V(H). 

En la Figura 1.3 se muestran las digráficas D = (V(D), F(D)), D 1 = (V(D1), 

F(D1)) y D 2 = (V(D2), F(D2)). Las digráficas D 1 y D 2 son subdigráficas de 
D, y D 2 es una subdigráfica inducida de D. 

D 

"o ~""- r 
~~-~ 

X y Z 

3 
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X y z 

Figqra 1.3 

DEFINICIÓN 1.9 

o 
w 
o 

t 
o----o ___..o 

X y Z 

Capitulo 1 

Sean D y H digráficas, D es isomorfa a H si y sólo si existe una función 
biyectiva f: V(D) --..V(H) tal que (u, v) e F(D) si y sólo si lf(u), f(v)) e 
F(H). Y lo denotamos D = H 

Las digráficas 0 5 y 0 6 de la Figura 1.4 son isomorfas, pues existe una 
función biyectiva f: V(D5 ) __.. V(D6), en donde: 
V(Ds) ={ Yt• Yi· y3, y4, Ys• Y6 }, V(D6) ={X¡, Xi, X3, X4, X5, x6} 
f(y¡)=xs 
f(yi) =x3 
f(y3) =x4 

' f(y4) =xi 
f(ys) =x6 
f(y6) =xi 
la función f es tal que 
(y1, y 4) e F(D5 ) si y sólo si (f(y1), f (y4)) = (x5 , xi) e F(D6) 

(yi, y 1) e F(D5) si y sólo si (f (yi), f (y1)) = (x3 , x 5) e F(D6) 
(yi,y3) e F(D5 ) si y sólo si (f(yi), f(y3)}= (x3 , x 4) e F(D6) 
(y3, y 6) e F(D5) si y sólo si (f (y3), f (y6)) = (x4 , x 1) e F(D6) 

(y4, y 3) e F(D5) si y sólo si (f (y4), f (y3)) =(xi, x 4) e F(D6) 
(y4, y 5) e F(D5 ) si y sólo si (f (y4), f (y5)) =(xi, x 6) e F(D6 ) 

(y5, Yi) e F(D5 ) si y sólo si (f (y5), f(yi)) = (x6, x 3) e F(D6) 
(y6, y 1) e F(D5) si y sólo si (f (y6), f(y1)) = (x1, x 5) e F(D6 ) 

(y6, y 5) e F(D5 ) si y sólo si (f(y6), f (y5)) = (x¡, x 6) e F(D6 ) 

4 



Capitulo 1 

Ds D6 

y, 
o 

Yo ~ Y2 x, x, x3 

r 1 ~ y, o o y, 
x. x, x, 

y. 

Figura 1.4 

DEFINICIÓN J.IO 
Un camino e en una gráfica G es una sucesión de vértices 
C= (x0 , x 1, x 2 , ••• , Xn) tal que· [x¡, X¡+1] e A(G). 
Un uv-camino C en una gráfica G es- un camino que comienza en u y 
termina en v. 
La longitud del camino ~ es el número de aristas de C y se denota por /( C). 

DEFINICIÓN I.11 
Un uv-camino C en una digráfica D, es una suces1on de vértices 
e= (u = Xo, x., ... , Xn = v) tal que (x., X¡+1) E F(D) o (X;+J• X¡) E F(D) para 
O :5 i :5 n-1. 

DEFINICIÓN 1.12 _. 
Un camino dirigido C en una digráfica D es una suces1on de vértices 
7!= (v0, v 1, ••• , vn) tal que (v¡, V¡+ 1) e F(D) para O :5 i :5 n-1. 
La longitud del camino dirigido ~es el número de flechas de e> y se denota 
por /(C). 

5 
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Capitulo 1 

DEFINICIÓN 1.13 
Un paseo en una gráfica G (respectivamente en una digráfica D) es un camino 
en el que no se repiten aristas (respectivamente flechas). 

DEFINICIÓN 1.14 
Un paseo dirigido en una digráfica D es un camino dirigido en el que no se 
repiten flechas. 

DEFINICIÓN 1.15 
Una trayectoria ::J en una gráfica G (respectivamente en una digráfica D) es 
un camino en el que no se repiten vértices. 

DEFINICIÓN 1.16 -> 
Una trayectoria dirigida ::J en una digráfica D es un camino dirigido en el 
que no se repiten vértices. 

DEFINICIÓN J.17 
Un canzilro cerrado e en una gráfica G (respectivamente en una digráfica D) 
es un camino cuyo vértice inicial y final son el mismo. 

DEFINICIÓN 1.18 
Un canzi110 dirigido cerrado C: en una digráfica D, es un camino dirigido en 
el que en el que el primero y el último vértice son iguales. 

DEFINICIÓN 1.19 
Un ciclo e en una gráfica G (respectivamente en una digráfica D) es un 
camino cerrado en el que no se repiten vértices (excepto el primero y el 
último). 

DEFINICIÓN 1.20 
Un ciclo dirigido -¡; en una digráfica D es un camino dirigido cerrado en el 
que no se repiten vértices (excepto el primero y el último). 

DEFINICIÓN J.21 
La distancia dirigida d 0 (u, v) de un vértice u al vértice v en una digráfica 
D es rnin {I( .7)1 ~es una uv-trayectoria dirigida}. 

6 



Capitulo 1 

Sea Duna digráfica y {u, v} !;:;; V(D), diremos que d 0 (u, v) es infinita si no 
hay una uv-trayectoria dirigida. 

Para la gráfica G y la digráfica D de Figura 1.5, donde 
V(G) = {x0 , x 1, Xi, x 3 , x 4, x 5, x 6 } = V(D) se tiene que 

G D 

x, X3 x, 

Figura 1.5 

X3 

C, = (Xo, X6, X4, X3, Xz, X4, Xs) es Un XoXs-camino contenido en G 
(respectivamente contenido en D) 

~ = (x0 , x 6, Xi, x 1, x 6, Xi, x 3 , x 4, x 5) es un x 0xs-camino dirigido contenido en D. 

P= (x0, x 6, Xi, x 1, x 6, x 4, x 5) es un x 0x 5-paseo contenido en G (respectivamente 
contenido en D). 
-)o 

P= (x0 , x 6, x,, x 6, x 2 , x 4, x 5) es un x 0x5 -paseo dirigido contenido en D. 

:1 = (x0 , x 6, x 5) es una x 0xs-trayectoria contenida en G (respectivamente 
contenida en D). 
-)o 

:J = (x0 , x 6, Xi, x 4, xs) es una x 0x 5 -trayectoria contenida en D. 

7 



C3 = (x0, x 6 , x 1, x 2, x 6 , x 1, x 0 ) es un camino cerrado contenido en G 
(respectivamente contenido en D). 
_,.. 

Capitulo 1 

C4 = (x0 , x 5 , x 4 , x 6 , x 2 , x 4 , x 5 , x 0 ) es un camino dirigido cerrado contenido en D. 

C 5 = (x0 , x 1, x 6 , x 0) es un ciclo contenido en G (respectivamente contenido en 
D). 

~ = (x0 , x 6, x 2, x 4 , x 5 , x0)" es un ciclo dirigido contenido en D. 

DEFINICIÓN 1.22 
Una digráfica D es conexa si para cualquier {u, v} ~ V(D) existe un uv­
camino. 

DEFINICIÓN 1.23 
Una digráfica Des fuertemente conexa &i para cualquier {u, v} ~ V(D) existe 
un uv-camino dirigido. 

La digráfica 0 1 de la Figura 1.3 es conexa pero no es fuertemente conexa pues 
para {x, v} ~ V(D 1) no se tiene un xv-camino dirigido. La digráfica D de la 
Figura 1.5 es fuertemente conexa. 

DEFINICIÓN 1.24 
Sea G = (V(G), A(G)) una gráfica. La gráfica de líneas L(G) es la gráfica 
L(G) = (V(L(G)), A(L(G))), donde V(L(G)) = A(G) y para cualquier {/, m} ~ 
V(L(G)), L adyL<GJ m si y sólo si L y m son aristas adyacentes en G. 

Así, en la Figura 1.6 tenemos una gráfica G y su respectiva gráfica de líneas 
L(G). 

Donde V(G) ={u, v, w, x,y}, . 
A(G) = V(L(D)) = {a, b, c, d, e,j} 

Con a= [v, u], b =[u, y], e= [u, x], d = [w, x], e= [x, y] y f = [v, y], 
A(L(D)) = { [a, b], [a, c], [a,j], [b, e], [b, e], [b, j], [e, d], [c, e], 

[d, e], [e, j] } 

8 
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Capitulo 1 

G L(G) 

b 
b 

lZ::Sr o o 
.e ~----e V w d X 

d 

Figura 1.6 

DEFINICIÓN 1.25 
Sea D = (V(D), F(D)) una digráfica. La digráfica de líneas L(D) es la 
digráfica L(D) = (V(L(D)), F(L(D)) donde el conjunto de vértices de L(D) es 
el conjunto de flechas de D y para cualquier {h, k} ~ V(L(D)); (h, k) e 
F(L(D)) si y sólo si el vértice final de h es el vértice inicial de k. 
Sea D una digráfica, a L "(D) la llamarnos di gráfica de líneas n-iterada y la 
definimos como sigue: 
Lº =: D, L 1(D) =: L(D) y L"(D) =: L(L"º1(D)) paran> 1 

En la Figura l. 7 podemos ver una digráfica D y su respectiva digráfica de 
líneas L(D). 
Donde V(D) ={u, v, w, x,y} 

F(D) = { a, b, e, d, e,f, g} = V(L(D)) 
Con a= (v, u), b =(u, y), e= (y, v), d = (w, x), e= (x, w),f= (y, x) y 

g= (u,x) 
F(L(D)) = {(a, b), (a, g), (b, e), (b,j), (e, a), (d, e), (e, d), (f, e), 

(g, e)} 
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D L(D) 

b 

V w d X 

Figura 1.7 

DEFINICIÓN 1.26 
Sea D = (V(D), F(D)) una digráfica y K ~ V(D). Diremos que Kes un núcleo 
deD si: 
(a) Kes independiente, es decir, para cualquier {u, v} s;;; K, (u, v) !i!: 

F(D) y (v, u) ~ F(D) 

(b) K es absorbente, es decir, para cualquier ve (V(D)- K) existe u e K 
tal que (v, u) e F(D). 

Así, la digráfica D de la Figura 1.8 tiene un núcleo K, donde K= {x1, x 3, x 5 } 

10 
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D 

Figura 1.8 

OBSERVACIÓN 1.1 
Muchas digráficas no tienen núcleos, el ejemplo más simple es una digráfica 
que es un ciclo dirigido de longitud impar. 

Por ejemplo para las digráficas 0 1 y D 2 de la Figura 1.9 no es posible 
considerar K~ V(D1) (respectivamente K ~ V(D2)) en el que sus elementos 
cumplan con las condiciones de la Definición l .26. 

Xo o.------0 Xo 

Figura l.9 
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DEFINICIÓN 1.27 

Sea D una digráfica y S ~ V(D). Diremos que Ses un seminúcleo de D si 
(a) S es independiente. 
(b) Para toda fe F(D) tal que f= (u, v), donde u e S y ve (V(D) - S ), 

entonces existe f' e F(D) tal que f' = (v, w) donde w e S. 

Para la digráfica 0 2 de la Figura 1.10 se tiene que S = {w0 , w 3 , w 5 } es un 
seminúcleo. 

Figura 1.10 

OBSERVACIÓN J.2 
Todo núcleo es un seminúcleo, pero no todo seminúcleo es un núcleo. 

Consideremos la digráfica D de la Figura 1.11, se tiene que S = {w} es un 
seminúcleo pero no es núcleo pues u ~ S y no hay una uS flecha. 

D 

º~~~~-+º'.+-~~~---'· 
u V w 

Figura 1.11 
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DEFINICIÓN 1.28 

Sea D una digráfica y Q f;; V{D). Diremos que Q es cuasinúcleo de D si Q 
es un conjunto independiente tal que V(D) = Q u i(Q) u r-(i(Q )). 
(Donde para cada A f;; X, r- (A)= {x e X ( x tiene un sucesor en A}). 

Para la digráfica D 3 de la Figura 1.12, se tiene que Q = {y2 , y 6 } es un 
cuasinúcleo. 

Ya 

Yo 

Figura 1.12 

OBSERVACIÓN 1.3 
Todo núcleo es un cuasinúcleo, pero no todo cuasinúcleo es un núcleo. Por 
ejemplo consideremos la digráfica 0 1 de la Figura 1.9, tenemos que Q = 

{x0, x 2 } es un cuasinúcleo, pero no es un núcleo pues x 3 !é Q y no hay una 

x 3 Q flecha. 

OBSERVACIÓN 1.4 
No todo seminúcleo es un cuasinúcleo y no todo cuasinúcleo es un 
seminúcleo. Esto lo podemos observar en las digráficas D 1 y 0 2 de la Figura 
1.13 

13 
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u, u, u, "• 
S = {u4 } es un seminúcleo y no es 
un cuasinúcleo. 

Capitulo 1 

w, w, w, "'• 
·Q = {w1, w 4 } es un cuasinúcleo y no 
es un seminúcleo 

Figura 1.13 

En lo que sigue denotaremos a h = (u, v) e F(D) y el vértice h e V(L(D)) 
por el mismo símbolo. Si H es un conjunto de flechas de D, es además un 
conjunto de vértices de L(D), se utilizará el símbolo HL para denotar a H 
como conjunto de V(L(D)). 

DEFINICIÓN 1.29 
Sea 'm un conjunto, entonces P( 'm) es el conjunto de todos los subconjuntos 
de m. La cardinalidad de m se denota por card( '}'f/). 

Martus Harmic [13],consideró la existencia de núcleos en la digráfica de 
líneas de una digráfica D y prueba lo siguente: 

TEOREMA 1.1 
El número de núcleos de una digráfica D es igual al número de núcleos de su 
digráfica de líneas. Es decir, sea R el conjunto de todos los núcleos de D y 
sea P el conjunto de todos los núcleos de L(D), entonces card(R) = card (P ). 

Antes de demostrar el Teorema anterior definiremos lo siguiente: 

DEFINICIÓN 1.30 
Sea D = (V(D), F(D)) una digráfica, entonces f: P(V(D)) ___.. P(F(D)) se 

define como sigue: Si Z ~ V(D), entonces f(Z) ={(u, v) e F(D) 1 ve Z }. 

14 
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LEMAI.J 
Sea D una digráfica y Z !:;;;; V(D). Si Z es un conjunto independiente de D, 

entonces f(Z )L es un conjunto independiente de L(D). 

Demostración: (Por contradicción) 

Sea Z !:;;;; V(D) un conjunto independiente de D, por demostrar que f (Z )Les 

un conjunto independiente de L(D), es decir, sea {h, k} !:;;;; f (Z )L, por 
demostrar que (h, k) e F(L(D)) y (k, h) e F(L(D)). 
Sin pérdida de generalidad supongamos que (h, k) e F(L(D)). Como {h, k} !:;;;; 

f(Z )L entonces {h, k} !:;;;; f(Z ), es decir, h =(u, v) e F(D) con v e Z y k = 

(w, x) e F(D) con x E Z; pero (h, k) e F(L(D)), así, el vértice final de h es 
el vértice inicial de k entonces v = w. Por lo tanto (v, x) e F(D), pero esto 

es una contradicción pues { v, x} !:;;;; Z y Z es un conjunto independiente. 

Por lo tanto f(Z )L es un conjunto independiente. 

LEMAI.2 
Sea D una digráfica y Z !:;;;; V(D). Si Z es un conjunto absorbente de D, 

entonces f(Z )L es un conjunto absorbente de L(D). 

Demostración: 

Sea Z !:;;;; V(D) absorbente, por demostrar que f (Z )L es absorbente, es decir, 

sea h e (V(L(D)) - f (Z )u por demostrar que existe k E f(Z )L tal que (h, k) 
E F(L(D)). 
Como he V(L(D)), entonces h =(u, v) E F(D) con {u, v} ~ V(D) y como 

h e f(Z )L, entonces ve Z. Así, v e (V(D) - Z ), entonces existe w e Z tal 

que (v, w) e F(D) (pues Z es absorbente). Sea k = (v, w), k e f (Z ), por lo 

tanto k e f (Z )L, tal que el vértice final de h es el vértice inicial de k. 

Así, (h, k) E F(L(D)) con k E f (Z )L. 

Por lo tanto f(Z )L es absorbente. 

IS 



Capftufo 1 

Del Lema 1.1 y del Lema! .2 se concluye el siguiente corolario. 

COROLARIO 1.1 
Sea D una di gráfica. Si Z ~ V(D) es un núcleo de D, entonces f (Z )L es un 
núcleo de L(D). 

LEMA 1.3 
Sean D una digráfica, R el conjunto ·de todos los núcleos de D y P el 
conjunto de todos los núcleos de L(D), entonces .f" = f l /< : R __... P 
es inyectiva, donde f"" es la restricción de f a R 

Demostración: 

Por demostrar que .f" es inyectiva, es decir, si {K1, °K2} ~ R tal que K1 * K:z, 
entonces .f" (K1 )L * .f" CK2 )L. 

Como K1 * °K2 tenemos que (K1 - °K2 ) * 0 ( o (°K2 - K1) * 0 ). 
Sin pérdida de generalidad supongamos que (K1 - °K2 ) * 0, entonces existe 
u e V(D) tal que u e K1 y u ~ °K2; como °K2 es núcleo de D y u E ( V(D) -
°K2 ), existe v E ](_,, tal que h =(u, v) E F(D). 
Afirmación: v ~ K 1 . Si suponemos que v E K1 se tendria que (u, v) !i1' F(D), 

ya que u e Ki y Ki es núcleo, lo que contradice que h E F(D); así, h ~ .f* 
(K1 )L. Por otro lado h e .f" (7<._,,)L pues .v E °K2. Por lo tanto existe h E (.f* 
(K1 )L - .f" (7<._,, )d. 
Por lo tanto .f" (K1 )L * .f" (K._,, )L. 

De donde se concluye que .f" es inyectiva. 

OBSERVACIÓN 1.5 
Sea f: .JI __..<B. Si f es inyectiva, entonces car(jl) ~ card(CB) 

Por lo tanto del Lema 1.3 y de la Observación 1.2 concluimos que car(~) ~ 
card(P). 
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DEFINICIÓN I.3I 
Sea D = (V(D), F(D)) una digráfica, entonces g: P(F(D) __.... P(V(D)) se 

define como sigue: Si tl e;;; F(D), entonces g( tl ) =X( tl ) u Y( tl ) donde 

X(tf.) = { v E V(D) 1 (u, v) E fl} 

Y(tl) = { u e V(D) 1 8 0 • (u)= O y si (u, v) e F(D), entonces v é X(tl )}. 

LEMA 1.4 

Sea D una di gráfica y tl e;;; F(D). Si tl L es núcleo de L(D), entonces g( tl) es 
núcleo de D. 

Demostración: 

Sea tl L núcleo de L(D) 

(1) Por demostrar que g(tl.) es independiente, es decir, sea {u, v} e;;; g(tl) 
por demostrar que (u, v) ~ F(D) y (v, u) é F(D). Por la manera en que se 
define g se tienen los siguientes casos: 

(a) {u, v} c;;;;X(tl) 

(b) u e X(tl) y v eY(tl) 

(c) u E Y(fl) y V E X(fl) 

(d) {u, v} e;;; Y(tl) 

(a) Demostración: (Por contradicción) 

Supongamos que {u, v} c;;;;X(tl) y (u, v) e F(D), entonces existe{[, h} e;;; tl 
tal que f =(a, u) y h = (b, v) 

- Si u = b, entonces f = (a, u) y h = (u, v) por lo que (f, h) e F(L(D)), pero 

esto es una contradicción pues como tl L es independiente se tiene que (f, h) 
~ F(L(D)). 
Por lo tanto (u, v) é F(D). 
- Si u ,,<- b. Sea I = (u, v), entonces (f, /) e F(L(D)). 

Afirmación: l ~ tl L : pues si supone~os que l e tl L se sigue que (f, /) e 

F(L(D)). Perof e tlL, lo que contradice el hecho de que tl.L es independiente. 

Por lo tanto l é tl L· 
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Entonces l E (V(L(D)) - tl L) y como tl L es absorbente, entonces existe r E 

tl tal que (/, r) E F(L(D)), donde r = (v, w); además h = (b, v), entonces 

(h, r) E F(L(D)), pero esto es una contradicción pues {h, r} ~ tl L y tl Les 
independiente. 
Por lo tanto suponer que (u, v) E F(D) nos lleva a una contradicción. Por lo 
que (u, v) é F(D). 
Análogamente (v, u) é !'.CD). 

(b) Supongamos u E X(tl) y v E Y(tl), entonces (u, v) é F(D) pues 

8 0"(v) =O. Además, (v, u) é F(D) pues ~E X(tl), v E Y(tl) y por definición 

de Y(tl). 

(e) Supongamos que u E Y(tl) y v E X(tl). 
Completamente análogo al Caso (b). 

(d) Supongamos que {u, v} ~ Y(tl). Por definición de Y(tl) se tiene que 

(u, v) é F(D) y (v, u) é F(D). Por lo tanto g(tl J es independiente. 

(2) Por demostrar que g(tlJ es absorbente, es decir, sea u E (V(D) - g(tl·J); 

por demostrar que existe v E g(tlJ tal que (u, v) e F(D). 

Como u E (V(D) - g(tl)) entonces u E (V(D) - (X(tl) u Y(tl)), es decir, 

u E V(D) y u é (X(tl) u Y(tl)). De esto tenemos que 00·(u) '*O o existe 

(u, v) E F(D) tal que v E X(tl). 

- Si 0 0 ·(u) *O entonces existe f= (w, u) E F(D) y como u é X(tl) entonces 

f é tl L· Así f E (V(L(D)) - tl L) y por ser tl L absorbente existe h E tl L tal 
que lf, h) E F(L(D)), donde h =(u, v), por lo que v E X(tl). 

Por lo tanto existe v E g(tlL) tal que (u, v) E F(D). 

- Si existe (u, v) e F(D) tal que v E X(tl) entonces v E g(tl J y (u, v) E 

F(D). 

Por lo tanto concluimos que g( tl) es absorbente. 

Así de (1) y (2) se sigue inmediatamente que g(tl) es núcleo. 
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LEMA 1.5 
Sean D una digráfica, P el conjunto de todos los núcleos de L(D) y R 
el conjunto de todos los núcleos de D. La función g* = gl p : P __... R 
es inyectiva, donde g* es la restricción de g a P. 

Demostración: 

Por demostrar que g* es inyectiva, es decir, sea { tl. L• Gd ~ P tal que tl. L * 
GL, por demostrar que g*(tl.L) * g*(GL). 

Como tf.L* G 1.entonces(tf.L-GL) '#0 (o(GL-tl.J-#0). 

Sin perdida de generalidad supongamos que (tl. L - GL) * 0, entonces existe 

h e tl. L tal que h é GL. Como h E tl L entonces h = (u, v) E tl con v E g(tl). 
Además h é GL por lo que h e (V(L(D)) - GL) y como GL es núcleo, existe 
l e GL tal que (h, l) e F(L(D)), donde l = (v, w) y como le GL entonces w e 

g*(G); además, se tiene que v é g*(G) pues g*(G) es independiente. 

Así existe v e V(D) tal que v e (g*(tl.) - g*(G)). Por lo tanto g*(tl. L) * 
g*(G,). 
De donde concluimos que g* es inyectiva. 

Y por la Observación 1.5 también concluimos que car(P) ::;; card(R). 

Así, por un lado tenemos car(R)::;; card(P) (Lema 1.2 y Observación 1.2) y 
por otro lado car(P) ::;; card(R) (Lema 1.5 y Observación 1.2). Por lo que se 
concluye que car(R) = card(P ). Por ·lo tanto el Teorema 1.1 queda 
demostrado. 

En la Figura 1.14 tenemos una digráfica D y su respectiva digráfica de líneas 
L(D), en las cuales se ejemplifica el Teorema 1.1, donde 

V(D) ={u, v, w,x,y} 
F(D) = V(L(D)) ={a, b, e, d, e } 
F(L(D)) = {(a, b), (b, e), (e, b), (e, d), (d, e)} 
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D 

11 V 

o o 
a~ 
~w 
y e X 

Los núcleos de D son K, y K2 

K
1 

= {x, v} 
f(K1) ={a, e, e} 

K
2 

={u, w,y} 

f(K,) = {b, d} 

Figura 1.14 
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L(D) 

a b 
o o~ 

< e 

o 
e 

Los núcleos de L(D) son tf., y tf.2 

Tl.
1 
={a, e, e} 

g(Ti.
1

) =X(tf.,) u Y(Ti.
1
) 

X(Ti.
1

) = {x, v} 

Y(Ti.
1

) = 0 

Tl.2 = {b, d} 
g(Ti.

2
) = X(tf.

2
) u Y(li

2
) 

X(Ti.
2

) = {w} 

Y(Ti.
2

) ={u, y} 

Del Teorema 1.1 se sigue de manera inmediata: 

COROLARIO 1.2 
Sea D una digráfica, D tiene núcleo si y sólo si su digráfica de líneas L(D) 
tiene núcleo. 
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TEOREMA J.2 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces 
el número de seminúcleos de O es menor o igual al número de seminúcleos de 
su digráfica de líneas L(D) 

Demostración: 

Sea S' el conjunto de todos los seminúcleos de D y sea U el conjunto de 
todos los seminúcleos de L(D), por demostrar que card($) :s; card( U). 

Primero veamos que si S es un seminúcleo de D, entonces f (S )L es un 
seminúcleo de L(D). 

Así, supongamos que Ses un seminúcleo de D. 

(l) Por el Lema 1.1 y por ser S independiente se sigue que f (S)L es 
independiente. 

(2) Sea g = (/, m) e F(L(D)) tal que I e f(S)L por demostrar que existe h = 
(m, n) e F(L(D)) con n e f(S)L. Como(/, m) e F(L(D)) entonces l = (u, v) y 

m = (v, w). Además, como l e f (S)L entonces ve S y como m = (v, w) e 

F(D) y Ses un seminúcleo, se sigue qu_e existe y e S tal que n = (w, y) e 

F(D). Así, h = (m, n) e F(L(D)) con n e f(S)L. 

Por lo tanto de ( 1) y (2) se sigue que f(S )Les seminúcleo de L(D). 

Ahora, sea f * = f 1 s : S' _.. V, donde f * es la restricción de f a S'; 
Demostraremos que f *es inyectiva. 

Es decir, sea {S ., S 2} ~ S' tal que 51 * S 2. Por demostrar que .f*(S 1) * 
f'CS2)· 
ComoS 1 *-S2 entonces 5 1 -52*0 (o(S2 -S 1)*-0). 

Sin pérdida de generalidad supongamos que (S 1 - S 2) * 0, entonces existe u 
e S 1 tal que u f1' S 2 , además, como a0 -(u) ~ 1 existe g = (z, u) e F(D). Así, 

g E f' (S ,)L (pues u Es,) y g fÉ f*(S2)L· 
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Por lo tanto existe g e ( f * (S 1)L - f* (S 2)J, de donde concluimos que 

f* (S 1)L * f* (S 2)L, lo que demuestra que f* es inyectiva. 

Por la Observación 1.5 se tiene que car(S')::; card(V) de donde el Teorema 
1.2 queda demostrado. 

La digráfica D de la Figura 1.15 ejemplifica el Teorema 1.2, en donde se 
muestra que D tiene tres· seminúcleos y su digráfica de líneas L(D) tiene seis. 

D 

X f 

Los seminúcleos de D son 

S
1 
={y, w} 

S
2
={w} 

s.= {y} 

f 

w 

Figura 1.15 

L(D) 

a 

Los seminúcleos de L(D) son 

f(S
1

) = S*
1 
= {b, d,f} 

f(S
2

) = S*
2 

= {d,f} 

f(S,) = S*, = {b} 
S*

4
= {b,d} 

S*,= {b,f} 

s*.= {d} 
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TEOREMA 1.3 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces 
el número de cuasinúcleos de D es menor o igual al número de cuasinúcleos 
de L(D). 

Demostración: 

Sea ::l:J el conjunto de todos los cuasinúcleos de D y sea C el conjunto de 
todos los cuasinúcleos de L(D), por demostrar que car( ::l:J) ~ card( C ). 

Primero demostraremos que si Q es un cuasinúcleo de D, entonces f(Q)Les 
cuasinúcleo de L(D). 

Sea Q un cuasinúcleo de D. 

(1) Por el Lema L 1 y por ser Q independiente, entonces f ( Q)L es 
independiente. 

(2) Sea h = (u, v) e (V(L(D)) - f( Q )u por demostrar que h e r- (f( Q )J 
u r-c r-<f<Q)J). 
Como h é f ( Q )L ~onces v é Q y ..s.omo Q es ~asinúcleo existe una 
trayectoria dirigida 5 de v a Q con /( ~ = 1 o /( 5) = 2. 

-> 
- Si /( 5) = 1, entonces existe g = (v, w) ·e F(D) con w e Q , por lo que g e 

f ( Q )L- Así (h, g) es una trayectoria dirigida de longitud uno de h a f ( Q )L-

- Si /( 5) = 2, entonces 5 = (v, y, z) con z e Q. Sea m = (v, y), n = (y, z), 

tenemos que n e f ( Q )L- Así existe una trayectoria dirigida Y= (h, m, n) de 

longitud dos de h a f ( Q )L en L(D). 

Por lo tanto f ( Q )L es un cuasinúcleo de L(D). 

Por último sea f* = f 1 2 : ::l:J ____.. C, donde f* es la restricción de f a ::l:J. 
Demostraremos que f* es inyectiva. 

23 



Capitulo 1 

Es decir, sea {Q 1, Q 2} e: ::b talque Q 1_* Q 2 por demostrar que .f"( Q 1)L* 

f"(Q2k· 
Como Q 1 * Q 2 entonces (Q 1 - Q 2 ) * 0 (o (Q 2 - Q 1) * 0). 
Sin pérdida de generalidad supongamos que (Q 1 - Q 2) * 0, se sigue que 
existe u E Q 1 tal que u ~ Q 2 y como 0 0 ·(u);;::: 1, existe g = (z, u) E. F(D). 

Ya que u e (Q 1- Q 2), sucede que ge (.f"(Q 1)L - .f"(Q 2)L) por lo que 

.f"( Q 1 )L * f"( Q 2)L. Así f" es inyectiva. 

Por la Observación 1.5 concluimos que car(!b)::; card(l'). 

En la figura 1.16 se puede observar una digráfica D y su respectiva dígráfica 
de líneas, en donde se ejemplifica el Teorema 1.3 

D 

V 

·.A: 
yO o X 

b 

Los cuasinúcleos de D son 

Q
1 

= {v,x} 

Q2= {v,y} 
Q

3 
= {x, z} 

Q4= {w,y} 

Figura 1.16 

L(D) 

d 

Los cuasinúcleos de L(D) son 

f(Q1) = Q*1 ={a, d} 
f(Q,) = Q*2 = {b, d} 
f(Q3) = Q*

3 
={a, c,j} 

f(Q,) = Q\ = {b, e} 

Q\ ={e, e} 
Q*,= {c,f} 
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OBSERVACIÓN J.6 
La hipótesis de que cada vértice tiene ingrado al menos uno no puede ser 
omitida en los Teoremas 1.2 y 1.3. Consideremos la digráfica D y su 
digráfica de líneas L(D) (Figura 1.1 7), donde: 

V(D)= {w,x,y} con80 º(w)=O 
V(LD)) = F(D) ={a, b} 

D 

a b 
0,..---0---... 0 
W X y 

D tiene dos seminúcleos 
y dos cuasinúcleos 
sl = Ql = {w,y} 

Sz= Qz= {y} 

DEFINICION 1.32 

Figura 1.17 

o 
a 

L(D) 

o 
b 

L(D) tiene sólo un seminúcleo 
y un sólo cuasinúcleo 
S= Q= {a} 

Una función entera no negativa {Y(x) es llamadafunción de Grundy de D si 
para todo vértice x, ~x) es el mínimo entero no negativo que no pertenece al 
conjunto { g-(}') 1 y E r D +(x)} 

DEFINICIÓN 1.33 

La función de Grundy se puede definir como una función ~x), tal que 
(a) ~x) = k > O implica que para todo O ~ j < k existe un y e r 0 +(x) con 

g-(y)=j. 
(b) ~X)= k implica que todo y E r o+(x) satisface que g-(}') .P k. 

LEMA 1.6 
La Definición 1.32 y la Definición 1.33 son equivalentes. 

Demostración: 
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=>] Sea x e V(D) y !if'(x) = k >O función de Grundy de D. 

(a) Sea o :s; j < k por demostrar que existe y E r o+(x) tal que !if'{y) = j. 
Supongamos que para todo y e r 0 +(x) se cumple que !if'(y) * j, entonces j ¡,; 

{ !if'Ú') = j 1 y E r D +(x)} y por la Definición 1.32 !if'(x) :s; j, pero !if'(x) = k :s; 
j < k lo cual es absurdo. 

(b) Sea y E r o+(x), por demostrar que !if'(y) * k. 

Por la Definición 1.32 !if'(X) E: { !if'(y) = j 1 y E r D +(x)} por lo tanto !if'Ú') * k. 
Así, la Definición 1.32 implica la Definición 1.33. 

<=] Supongamos que se cumple la Definición 1.33 por demostrar que 

k= !if'(x) = mín {j EN u {O} 1 j !é {!if'(y)= j 1 y E r 0 +(x)}} 

Por (b) de la Definición 1.33 se cumple !if'(x) ie { !if'{y) 1 y e r 0 +(x)}. Sea 
k' ~ 0, tal que k' jé {!if' (y) 1 y E ro+(x)}, por demostrar que k :s; k'. 
Supongamos que k' < k, como O :s; k' < k, por (a) de la Definición 1.33 
existe y E r o+(x) con k' E { !if'(y) 1 y E r o+(x)}, de donde se tiene que k' :s; k, 
lo cual contradice que k' < k. Por lo tantc;i k :s; k'. 

Se sigue que !if'(x) = mín {j E Nu {O} 1 j !é { !if'(y) = j 1 y E r 0 +(x)} }. 
Por lo tanto la Definición 1.33 implica la Definición 1.32. 

De donde la Definición 1.32 y la Definición 1.33 son equivalentes. 

En la digráfica D de la Figura 1.18 se muestra una función de Grundy. 

D 

x [0) Una función de Grundy de D es 

[t]y ~
0

~0w [21 

\~ ¡; 
g{.u) = 1 

g{w)=2 
g{_x)=O 
gó>) = 1 

g{z) =O 
[O] z u [!) 

Figura 1.18 
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LEMA J.7 
Sea D una digráfica y u e V(D). Si ~1 y ~2 son funciones de Grundy de D, 

tales que para todo y E r o+(u), ~1Ú') = ~2(y), entonces ~1(u) = ~2(u). 

Demostración: 

Sean u e V(D) y ~., ~2 funciones como en las hipótesis del Lema 1.7 

Como ~.(y) = ~z(y) para todo y E r D +(u), entonces 

{~1Ú') 1 Y E ro+(u)} = {~z(y) 1 y E ro+(u)} por lo tanto 
mín {j EN u {O} 1 j ~ { ~ 1(y) 1 y e r 0 +(u)} }= 
mín {je N u {O} 1 j ~ { ~2(y) 1 y e r ~+(u)}}, es decir, ~1(u) = ~2(u). 

TEOREMA 1.4 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces 
el número de funciones de Grundy de D es igual al número de funciones de 
Grundy de L(D) · · 

Antes demostraremos lo siguiente. 

Sea~: V(D) ___... N v {O} una función de Grundy de D, entonces 

~L: V(L(D)) ___... N v {O} se define como sigue 

~L(h) = ~z) para toda h =(y, z) eV(L(D)). 

LEMA J.8 

Sea ~ una función de Grundy de D, entonces ~L es una función de Grundy 
de L(D). 

Demostración: 

(a) Sea ~L(h) = k > o y o 5,j < k. Por demostrar que existe l E r U.D)+(h) 

con ~L(l) = j. 
Sea h =(u, v) e V(L(D)), como ~dh) = k, entonces ~L(h) = ~v). 
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Ya que ff' es función de Grundy de D y O ~ j < k, k > O, por (a) de la 

Definición 1.33 existe w e r 0 +(v) con ~(w) ·= j, así, 1 = (v, w) y f!f'L{l) = 
~(w)=j. 

(b) Supongamos que ~ L(h) = k, con h = (u, v) e V(L(D)), y sea 

/ E r L(Dl+(h) por demostrar que f/"L(/) #- k. 

Como l E r L(otCh), entonces / = (v, w) y f/"L(l) = ~(w). Ya que ff' es 
función de Grundy de D y w E r o+(v) por (b) de la Definición 1.33 se tiene 

que ~(w) * k, así, f/"L(l) * k. 

Por Jo tanto ~Les una función de Grundy de L(D). 

LEMA 1.9 
Sea D una digráfica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno, y 

sean f y ff' funciones de Grundy de D tal que f * ff', entonces fL* f/"L· 

Demostración: (Por contrapositiva) 

Supongamos que fL= ff'L por demostrar que f = ~-
Sea u e V(D), como o0 "(u) ~ 1, entonces existe h = (y, u) e V(L(D)) y como 

h = ~L• se tiene que f L(h) = ff'dh), pero f L(h) = f(u) y f/"L(h) = ff'(u), 
de donde f{u) = fr(u). 

Por lo tanto f = !Zr-

DEFINICIÓN I.34 
Sea D una digráfica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno y 

sea ~: V(L(D)) __.. N u {O}una función de Grundy de L(D), entonces 

~0: V(D) __. N u{O} se define como sigue: 

Para cada y e V(D), ff' 0 (y) = fj-'(f) donde f= (x,y). 
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LEMA 1.10 

ff'o esta bien definida. Es decir, sea x 2 eV(D) y sea {fo= (x0 , x 2), Ji= (x1, x 2)} 

!;;;; F(D) por demostrar que ff'ifo) = ff'ifi). 

Demostración: 

- Si r D + (x2) = 0, entonces r L(D)+ ifo) = r L(D) +ifi) = 0, así glfo) = o = f}{Ít) 

(por la Definición 1.32). Por la tanto fj{/O) = fj{fi). 

- Si ro+ (x2) * 0, entonces rL(D)+ lfo) = rL(D)+ ifi) * 0, por lo que 
mín{j EN U {O} 1 j ie { B (h) 1 h E r L(D¡+(fo)} }= 
mín{j EN u {O} 1 j ie { B (h) 1 h E r L(D); ifi)} }, así, f!f'ifo) = fif'(Ji). 

Por lo tant~ ff'o esta bien definida. 

LEMA 1.11 
Sea D una digráfica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno. Si 
fiY es una función de Grundy de L(D), entonces !iJt, es una función de Grundy 
de D. 

Demostración: 

(a) Sean u e V(D), fiY 0 (u) = k >O y O :s; j < k. Por demostrar que existe 
V E r o+(u) tal que ff'o(v) = j. 

Como u e V(D) y o0"(u);;::; l existef(z, u) e F(D), así, fiY 0(u) = ff'if) y ya 
que fiY es función de Grundy de L(D) y O :s; j < k (por (a) de la 

Definiciónl.33) existe h = (u, v) E r L{D)+(f) tal que fif' (h) = j, de donde 

ff'(h) = ff'0(v) = j. 

Por lo que existe V E ro•(u) tal que 9-'o(v) = j. 

(b) Supongamos que ff'o(u) = k, donde u E V(D) y sea V E ro•(u), por 
demostrar que g--0 (v) =F. k. 
Como u e V(D) existe f = (z, u) e F(D), así fiY 0 (u) = fif'({) = k. Por otro lado 

h =(u, v) E r L(D)+(f) y como 9-' es función de Grundy de L(D) (por (b) de la 

Definición 1.33) se tiene que fif'(h) * k pero fiY0 (v) = fif'(h) * k. 
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De donde se concluye que ~ es función de Grundy de D. 

LEMA 1.12 
Sea D una digráfica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno y 

sean f, f}" funciones de Grundy de L(D) tal que f * fj", entonces fo* fl"o· 

Demostración: (por contrapositiva). 

Supongamos que f 0 = fj"0 , por demostrar que f= !ZY-
Sea h = (x,y) e F(D), entonces f(h) = f 0 (y) = fj"0 (y) = fl"(h), de donde f (h) 

= fl"(h ). Por lo tanto f = !!Y-

Así por el Lema 1.9 y del Lema 1.12 queda demostrado el Teorema 1.4 

En la Figura 1.19 se muestra una digráfica D y su respectiva digráfica de 
líneas, en donde se ejemplifica el Teorema 1.4 

D 

X 

L\ w4 V 
o 
z 

L(D) 

e d 

/~Vº el 1 
º4------

f b 

Figura 1.19 
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Las funciones de Grundy de D son f, !ir y rv, y definen funciones de 
Gnindy f¡_, !?lí_ y ~ en L(D). Las funciones de Grundy de L(D) son f", ~* 
y }¡,,* , y definen funciones de Grundy f" 

0
, ~* 

0 
y "fv* 

0 
en D 

f(w) = 2 = f"
0

(w) 

f(x) =O= f"
0

(w) 

f(y) = 1 = f"
0

(w) 

f(z) =O= f"
0

(w) 

lr'(w) =O= ~*0 (w) 

lr'(x) = 2 = ~*0 (w) 
lr'<Y)= 1 = ~*0 (w) 
lr'(z) = O= ~*0 (w) 

Yi,,(w) = 1= "fv*
0

( w) 

Yi,,(x) =O= rv*
0

( w) 

Yi,,(y) = 2 = "fv*
0

( w) 

}l,,(z) =O= "fv*
0

( w) 

f¡_ (a)= 2 = f" (w) 

f¡_(b)= 1 =f"(w) 
f¡_ (e)= O= f"(w) 

f¡_ (d)= 2 = f"(w) 
f¡_ (e)= 1 = f"(w) 

f¡_ (f) =O= f"(w) 

!ifí. (a)= O= ff'*(w) 
!?lí_ (b) = 1 = ff'*(w) 

!ifí_ (e)= 2 = ~*(w) 

!ifí. (d) = O= !iif* (w) 

!ifí. (e)= 1 = !iif*(w) 

ffí. (f) =O= ~*(w) 

~(a)= 1 = rv*(w) 

~ (b) = 2 = rv*(w) 

~(e}= o= rv*(w) 
~ (d) = 1 = rv*(w) 

~(e)= 2 = rv*(w) 

~ (f) =o= rv*(w) 

Del Teorema 1.4 se sigue de manera inmediata el siguiente corolario. 

COROLARIO I.3 
Sea D una digráfica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno. 
Entonces D tiene función de Grundy si y sólo si L(D) tiene función de 
Grundy. 
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LEMA 1.13 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces 
para cada n ~ 1, cada vértice de L"(D) tiene ingrado al menos uno. 

Demostración: (Por inducción sobre n). 

(i) Base de inducción 
Paran= l 
Sea D una digráfica como en las hipótesis del Lema y g = (x, y) e V(L(D))· 
por demostrar que OL(o¡-(g) ~ 1. 
Como x e V(D) y 00 -(x) ~ 1, entonces existe u e V(D) tal que h =(u, x) e 
F(D). Así, (h, g) e F(L(D)), de donde OL(o¡-(g) ~ 1. 

(ii) Por hipótesis de inducción supongamos que en L"º1(D) cada vértice 
tiene ingrado al menos uno. 

(ii1) Por demostrar que en Lº(D) cada vértice tiene ingrado al menos uno. 

Sea H = Lº-1(D). H cumple las hipótesis del Lema y aplicando el paso (1) a H, 
se tiene que todo vértice de L(H) tiene ingrado al menos uno. 
Pero L(H) = L(L"º1(D)) = L"(D). 

Por lo tanto cada vértice de L(D), n ~ 1; tiene ingrado al menos uno. 

COROLARIO 1.4 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado mayor o igual a uno, 

·entonces el número de funciones de Grundy de D es igual al número de 
funciones de Grundy de L º(D) 

Demostración: (Por inducción sobre n) 

(i) Base de inducción. 
Paran= l 
Se sigue inmediatamente del Teorema 1.4 
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Paran= 2 

Sea D una digráfica tal que tiene m funciones de Grundy, entonces por el 

Teorema 1.4 L(D) tiene m funciones de Grundy y por el Lema 1.13 todo 
vértice de L(D) tiene ingrado al menos uno. Así, aplicando el Teorema 1.4 en 

L(D) tenemos que L 2(D) = L(L(D)) tiene m funciones de Grundy. 

(ii) Hipótesis de inducción. 

Supongamos que el número de funciones de Grundy de L"º1(D) es m. 

(iii) Por demostrar que el número de funciones de Grundy de L"(D) es m. 
Demostración: 
Por las hipótesis de inducción se tiene que el número de funciones de Grundy 

de L".1(D) es m. Por el Lema 1.13 y las hipótesis sobre D, se sigue que cada 
vértice de L"º1(D) tiene ingrado al menos uno, y aplicando el Teorema 1.4 se 

sigue que el número de funciones de Grundy de Lº(D) = L(L"º1(D)) es m. 

DEFINICIÓN 1.35 
Sea D una digráfica, la función J : P(F(D)) __.. P(V(D)) se define como 

sigue: Para cada A i;;;;; F(D), J(A) = {x e V(D) 1 (u, x) e A } 

TEOREMA 1.5 
S~a D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces 
D tiene al menos un seminúcleo no vacío si y sólo si L(D) tiene un 
seminúcleo no vacío. 

Demostración: 

=:>] Supongamos que D tiene un sem~núcleo no vacío, entonces el número 
de seminúcleos de D es mayor o igual que uno y se sigue del Teorema 1.2 que 
el número de seminúcleos no vacíos de L(D) es mayor o igual que uno. 
Por lo tanto L(D) tiene al menos un seminúclo no vacío. 

<=] Sea A un seminúcleo no vacío de L(D). Por demostrar que J(A) es un 
seminúcleo no vacío de D. 
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(a) J(A) es no vacío. 

Como A* 0, existe (u, x) e A y así x e J(A ), de donde J(A) * 0. 

(b) J(A) es independiente. 

Sea {x,y} ~ J(A) y supongamos (por contradicción) que (x,y) e F(D). 

Como x e J(A) existe u e V(D) tal que (u, x) e A, entonces ((u, x), (x, y)) e 

F(L(D)), de donde (x, y) 1é A (pues A es independiente). Por ser A un 

seminúcleo y (x, y) e (V(L(D)) - A) existe (y, z) e A tal que ((x, y), (y, z)) e 
F(L(D)), 

Por otro lado como y e J(A), existe t e V(D) tal que (t, y) e A, de donde 

((t, y), (y, z)) e F(L(D)) con { (t, y), (y, z)} ~ A contradiciendo el hecho de que 

A sea independiente. 
Si se supone que (y, x) e F(D), se obtiene una contradicción de manera 
análoga. 

(c) Sea (x, y) e F(D) con x e J(A), por demostrar que existe w e J(A) tal 

que (y, w) e A. Como x e J(A) se sigue que existe z e V(D) tal que (z, x) 

e A ·y como A es un seminúcleo de L(D) y ((z, x), (x, y)) e F(L(D)), existe w 

e V(D) tal que (y, w) e A; de donde w e J(A). 

Por lo tanto J(A) es un seminúcleo de D no vacío. 

DEFINICIÓN 1.36 
Sean D una digráfica, R.. y { dos números naturales tales que R.. ~ 2 y { ~ 1. 

Un conjunto J ~ V(D) es llamado un(/(._, {)-núcleo de D si: 

(a) Para cada x*y, {x,y} ~ J setienequed0(x,y)~ /(._. 

(b) Para cada y e (V(D) -J ), existe x e J tal que d 0 (y, x) ~ C. 

Nota: si {= !{_- 1, /{_ ~ 2, diremos que J es un !{_-núcleo 

OBSERVACIÓN 1.6 
• Para/{_= 2 y {= 1, un (2, !)-núcleo es un núcleo. 
• Para /{_ = 2 y {= 2, un (2, 2)-núcleo es un cuasinúcleo. 
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TEOREMAJ.6 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Entonces 
el número de (/{., !)-núcleos en L(D) es menor o igual que el número de 
(/(., !)-núcleos en D, /(. ~ 2. 

Antes demostraremos lo siguiente: 

LEMA 1.14 

Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si K es 
un(/(., !)-núcleo de L(D), entonces J(K), es un(/(., 1)-núcleo de D (/(. ~ 2). 

Demostración.: 

Sea K un(/(., 1) - núcleo de L(D). 

(a) Supongamos que x * x ', donde {x, x '} ~ J(K). Por demostrar que 
do(X, X J ~ /(, 
Por c~!.ltradicción supongamos que d 0 (x, x ') = n < /(.. 
Sea 'J = ~= x 0 , x 1, x 2, ••• , x. = x' ) una trayectoria dirigida contenida en D, tal 
tal que 1( 'J) = d 0 (x, x '). Como x e J(K) existe u e V(D) tal que a 0 = (u, x) 

e K y denotemos por a; = (x¡.1, x;) e F(D), 1 :5 i::;; n. 

Consideremos las dos siguientes posibilidades. 

~ 

• Si a 0 = (x •. 1, x 0 ) e K, observemos 'J' = (a0 , a 1, a 2 , ••• , a 0 ) es una a 0 a 0 -

trayectoria dirigida contenida en L(D) de longitud n < /(. por lo que 

dL(o)(a0 , a.) :5 n < /(. con {a0 , a 0 } ~ K y a 0 * a 0 (pues sus vértices finales 
son distintos) lo cual es una contradicción ya que Kes un(/(,, 1)-núcleo de 
L(D). 

• Si a 0 = (x •. ., x 0 ) é K. entonces por ser K un(/(,, !)-núcleo en L(D) existe 

b =(y, z) e K tal que dLco¡(a0 , b) :5 l; así, (a., b) e F(D) por lo que b = 
(x0 , z) (x. =y). Por otro lado como x 0 = x' E J (K) existe v E V(D) tal que 

(v, x 0 ) e K, de donde tenemos que {(v, x 0 ), (x0 , z)} ~ K, (v, x.) * (x., z) 
y dL(01((v, x 0 ), (x0 , z)) = 1 < /(, lo cual contradice que K sea un (/(,, !)­
núcleo de L(D) con /{. ~ 2. 
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(b) Sea y e (V(D) - J(K)), por demostrar que existe x e J(K) tal que 
d 0 (x,y):::; l. 
Como y e V(D) y B0 "(y), existe u e V(D) tal que (u, y) e F(D), así, (u, y) e 

(V(L(D) - K) (pues y E' J(K)); y como K es un(/(., 1)- núcleo de L(D) existe 

(y, x) e K tal que dL(0 ¡((u, y), (y, x)) = 1 con x e J(K) (ya que (y, x) e K) y 
d 0 (y, x) = 1. Por lo que (~) queda demostrado. 

Por lo tanto por (a) y (b) tenemos que J(1() es un(/(., 1)-núcleo de D. 

LEMA 1.15 
Sea V el conjunto de todos los (/(., 1)-núcleos de L(D) y <V el conjunto de 
todos los (!¿. 1 )-núcleo de D. Por demostrar que J* = J 1 ., : V ---+- 'V es 
inyectiva, donde J* es la restricción de J a V. 

Demostración: 

Sea { K1, Kz} ~ V, con K1 * Kt, por demostrar que J*(Kz) * J*(Kt). 
Como K1 * Kt se tiene que (Kz - Kt) * 0 (o (Kt- K1) -:F. 0). 
Sin pérdida de generalidad supongamos que (Kz - Kt) -:F. 0, entonces se tiene 

que existe (u, v) e Kt tal que (u, v) E' Kt y como (u, v) e Kt tenemos que v 

E J*(K1). 
Afirmación: v E' J*(7Gi). 

Supongamos por contradicción que v e J*(Kt), entonces existe z e V(D) tal 

que (z, v) e Kt. Como (u, v) ~ Kt y Kt es un(/(., 1)-núcleo de L(D) se tiene 

que existe (w, y) e Kt tal que dLCD>((u, v), (w, y)):::; 1, de donde v = w y así, 

((u, v), (v, y)) e F(L(D)). Por lo tanto tenemos que {(z, v), (v, y))} ~ Kt con 

(z, v) "# (v, y) y dL(o¡((u, v), (v,y)):::; 1, pero esto es una contradicción, pues Kt 
es un(!¿. 1)-núcleo de L(D). Así, v ~ J*(Kt). 

Por lo tanto tenemos que J*(Kt) * J*(Kt), de donde J* es inyectiva. 
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Por lo tanto del Lema l .14, del Lema l .15 y la Observación 1.5 queda 
demostrado el Teorema l.6 

OBSERVACIÓN 1.7 
La hipótesis de que cada vértice tiene ingrado al menos uno no puede ser 
omitida en el Teorema l.6 para¡¿_~ 3. Es suficiente considerar la digráfica D 
(Figura 1.20), donde 
V(D) = {v1, v 2 , v 3 , v4 , v 5, v6 } 

F(D) = {(v1, v 2), (v2 , v3), (v4 , v5), (v5 , v6 )}. 

La digráfica D definida así, no tiene un (/(_, 1)-núcleo y sin embargo L(D) 
tiene un(/(_, 1)-núcleo para cualquier¡¿_~ 3. 

D 

v, 

~ v. v, 

··1 l· v, o 

~ V4 l 

Como podemos observar D 

no tiene un(./{., 1)-núcleo 

Q V3 

Figura l.20 

L(D) 

a O ... 
1 ª• 

D3 Q • ª• 

L(D) tiene un(./{. , 1)-núcleo 
y es K= {a., a 4 } 
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OBSERVACIÓN 1.8 
La desigualdad enunciada en el Teorema 1.6 puede ser estricta para¡¿_~ 3. 
Consideremos la digráfica D de la figura Figura 1.21, donde: 
V(D) = {v1, v2 , v3 } y 
F(D) = {(v1, v2), (v2, v3), (v3, v 1), (v1, v3)} 

La digráfica D así definida tiene un(/(., 1)-núcleo y L(D) no tiene un(/(., 1 )­
núcleo para I{, ~ 3. 

D 

D tiene un (k.,1)-núcleo y es 
K= {v,} (.t¿~ 3) 

TEOREMA 1.7 

Figura 1.21 

L(D) 

a, 0 "o a2 

~l ª• 0 _____ _,oa, 

L(D) no tiene un (3,l)-núcleo 
(/¿~3) 

Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Entonces 
el número de (I{,, [)-núcleos en D es menor o igual que el número de (2, {)­
núcleos en L(D). 

Antes demostraremos lo siguiente: 
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LEMA 1.16 

Sea D una di gráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si K es 
un(/(. ,{)-núcleo de D con /(.'?!:. 2, entonces f(K), es un (2, !)-núcleo de L(D). 

Demostración: 

Sea K un(/(., l )-núcleo de D. 

(a) Sea {a, a'} r;;;;f(K) con a* a'. Por demostrar que dL¡o¡(a, a')'?!:. 2. 
Por contradicción supongamos que duo¡( a, a') 5 1. Como a * a', se tiene que 
dL¡o¡(a, a')= l; de donde (a, a') e F(L(D)), por lo que el vértice final de a es 
el vértice inicial de a'; así, a= (x,y) y a'= (y, z). Y como {a, a'} c.f(K) 

entonces {y, z} <;;;; K (por definición de f ), pero (y, z) e F(D), es decir, 
d 0 (y, z) = 1, lo cual es una contradicción pues K es un(/(. [)-núcleo de D con 
/(. '?!:. 2. Por lo tanto dL(o¡(a, a') ;;e:: 2. 

(b) Sea b e (V(L(D)) - f(K)), por demostrar que existe a e f(K) tal que 
dL(D)( b, a) :s; {. 
Sea b = (u, v), como b !é f(K) se tiene que v !é K, es decir, v e (V(D) - K) 
y como K es un(/{,, [)-núcleo de D con /(. '?!:. 2, se tiene que existe w e K tal 
que d 0 (v, w) = n 5 C. Sea (v = x 0 , X¡, x2, ••• Xn = w) una vw-trayectoria dirigida 
de longitud mínima n contenida en D y denotemos por a 1 = (x;.1> x 1) con 
1 5 i 5 n. Así, tenemos que (b, a 1, a 2, ••• , an) es una han-trayectoria dirigida 
de longitud n contenida en L(D)· y ya que an = (xn-1> w) se sigue que an e 
f(K) (pues w e K). Sea a= an, entonces se tiene que dL(o¡(b, a) 5 n 5 [. 

Por lo tanto de (a) y (b) se tiene que f(K), es un (2, [)-núcleo de L(D). 

Por último demostraremos lo siguiente: 

LEMA 1.17 
Sea 'm, el conjunto de todos los (/{,, C )-núcleos de D con /{,;;e:: 2, y rJ, el 
conjunto de todos los (2, [)-núcleos de L(D). Entonces .f" = fl m: 'm --+r¡ 
es una función inyectiva, donde f* es la restricción de f a m. 

Demostración: 
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Sea { K1, K, } !;;;;; m con Kr* ~ por demostrar que f"( K1) * .f"(K,). 

Como K1* K, se tiene que (K1- K,) * 0 (o (K,- Ki) * 0 ). 
Sin pérdida de generalidad supongamos que (K1 - K, ) * 0, entonces existe 
ve (K1 - K, ), es decir, ve K1 y v ¡.; K,. Como 0 0 ·(v) ~ 1, existe u e V(D) 
tal que a= (u, v) e F(D); además, por la manera en que está definidafse tiene 

que a e .f"( K1) y a !é .f"(K,) de donde tenemos que a e (f*( K,) - .f"(K,)), 

por lo tanto .f"( K,) * f"(K.2). 

Así, del Lema 1.16, del Lema 1.1 7 y de la Observación 1.5 queda demostrado 
el Teorema 1.7. 

OBSERVACIÓN 1.9 
Las hipótesis de que cada vértice tiene ingrado al menos uno no puede ser 
omitida en el Teorema 1.7 para [ ~ 2. Consideremos la digráfica D = T 2 , una 
trayectoria de longitud 2; entonces, L(D) = T 1 es una trayectoria de longitud 
uno (Figura 1.22), D tiene dos (2, [)-núcleos para [ ~ 2, y L(D) sólo tiene un 
(2, [)-núcleo para [ ~ 2. 

D 

v, a, 

o • o 

De tiene dos (2, {)-núcleos y son: 
K 1={v1, v,} y K 2 ={v2 } 

Figura 1.22 

L(D) 

a, a, 

o • 

L(D) tiene un solo (2, {)-núcleo 
y es K={a2 } 
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OBSERVACIÓN 1.10 
La desigualdad enunciada en el Teorema puede ser estricta. para { ~ 2 · 
consideremos alguna /{.. tal que /{.. > C + 1 y una digráfica D = Tc1 una 
trayectoria de longitud /{..- l, de donde L(D) = Tt- 2 es una trayectoria de 
longitud /(, - 2. Se tiene entonces que D no tiene un (/{.. , !)-núcleo, mientras 
que L(D) tiene un núcleo, y así, un (/{.., [)-núcleo para alguna [ ~ 2. 

OBSERVACIÓN 1.11 
Como una consecuencia directa de los Teoremas 1.6 y 1. 7 se obtiene el 
Teorema 1.1 en el caso de que cada vértice tiene ingrado al menos uno, un 
núcleo es un (2, 1)-núcleo. Y el Teorema 1.3 es una consecuencia directa del 
Teorema l.7, un cuasinúcleo es un (2, 2)-núcleo. 

COROLARIO 1.5 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces 
el número de (2, [)-núcleos de D es menor o igual al número de (2, [ )­
núcleos de L(D). 

Demostración: 

Es consecuencia directa del Teorema l. 7 tomando /(_ = 2. 

TEOREMA 1.8 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si L(D) 
tiene un(/(,, !)-núcleo, entonces D tiene un(/{..' , {')-núcleo, para /{..'+ { !5: /{.. 
y { :s; C'. 

Demostración: 

Sean Duna digráfica como en las hipótesis del Teorema, K* un(/{., !)-núcleo 
de L(D). Por demostrar que J(K*) es un(/(,' ,!')-núcleo de D, con /{..' + { !5: /{.. 

y { :s; C'. 

(a) Sea {x, y} ~ J(K*), con x *y. Por demostrar que d 0 (x, y) ~ !(_'. 

41 



Capitulo 1 

Supongamos por contradicción que d 0 (x, y) = n < /(,' y sea Y= (x = x 0 , x., 
x 2 , ••• , xn =y) una xy-trayectoria dirigida de longitud mínima n contenida en D, 

denotemos por a¡= (x¡.1, X;) e F(D) l ::::;; i::::;; n. Ya que x E J(K*) y 8º0 (x) ~ l, 

se tiene que existe u e V(D) tal que a 0 = (u, x) E K*. Como a 0 = (u, x) y 
a 1 = (x0 = x, x 1) se sigue que (a0 , a 1) e F(L(D)) por lo que (a0 , a¡, a 2, ••• ,a0 ) 

es una a 0a
0
-trayectoria dirigida de longitud n contenida en L(D). 

Consideremos los dos p<;>sibles casos: 

•:• Si ª" e K* entonces dLco¡(a0 , ª")::::;; n < /(.' < /(, (pues/(.'+ [::::;; /(,)con 
{a0 , a 0 } ~ K*. Lo cual contradice el hecho de que K* es un(/(,, f)-núcleo 
de L(D). 

•:• Si ª" 11' K* entonces por ser K* un .(/(_,!)-núcleo de UD), se sigue que 

existe b E K* tal que dL<Dl = (a0 , b) = m::::;; C; sea :l' = (an = b0 , b 1, 

b 2, ••• ,bm = b) una a 0 b-trayectoria dirigida de longitud mínima m contenida 

en L(D). Por otro lado; como y e J(K*), entonces existe e= (v, y) e K*. 
Consideremos dos posibilidades. 

( 1) Si e * }!_> entonces como a 0 y e tienen el mismo vértice terminal 
tenemos que :J * = (e, b 1, b 2 , ••• ,bm = b) es una ch-trayectoria dirigida 
contenida en L(D) de longitud m::::;; [</(.(pues/(,'+ [ ~ /(_)con {e, b} ~ 

K *, lo cual es una contradicción pues K* es un(/(,, [)-núcleo de L(D). 

(2) Si e= b entonces (a0 , a., a 2 , ••• , a 0 = b 0 , b¡, b2 , ... ,bm = b) es un 
a 0 b-camino dirigido contenido en L(D) de longitud a lo más m + n < 
/(,' + [ ::::;; /(,. Así, dL<01(a0, b) < /(,,donde {a0, b} ~ K* y a 0 * b (pues 

a 0 =(u, x), e= b = (v, y) y x *y) lo cual es una contradicción pues K* 
es un (/(_, [)-núcleo de L(D). 

(b) Sea x e (V(D) - J(K*)), por demostrar que existe y e J(K*) tal que 
d 0 (x,y)::::;; ['. 
Como x e V(D) y 0 0 • (x) ~ 1, existe u E V(D) tal que a = (u, x) E F(D) 

y como x !é J(K*), entonces a !é K*. Y ya que ~es un(/(_, [)-núcleo de L(D), 

existe b e K* tal que dL(DJ (a, b) = n::::;; C; sea :l = (a= a0 , a 1, a 2 , ••• , an = b) 
una ah-trayectoria dirigida de longitud mínima n contenida en L(D). 
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- .. 
Sea b = (v, y), como b E K", entonces y e J{K*); así, ::J induce un xy-
camino dirigido contenido en D de longitud n, de donde d 0 (x, y) $ n $ [ $ ['. 

Por lo tanto de (a) y de (b) se tiene J{K*) es un (/{. ', [')-núcleo de O, con 
¡¿_· + [ :s;; ¡¿ y [ $ [ •. 

TEOREMA 1.9 
Sea O una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si L(D) 
tiene un(!¿,, [)-núcleo A con la propiedad de que [</{.y para cada flecha 

a e A, existe una flecha b e A con a ;.o b tal que el vértice final de a y b 

son el mismo, entonces J{A) es un(/{., [)-núcleo de D. 

Demostración: 

Sean O una digráfica, L{D) su digráfica de líneas y A un (/{., [)-núcleo de 
L(D) con [< !¿, como en las hipótesis del Teorema. 

(a) Sea {x,y} ~ J(A) conx ;.oy, por demostrar que d 0 (x,.J.1.;::: /¿. 
Por contradicción supongamos que d 0 (x, y) = n < /{., sea ::J = (x = x 0 , x 1, 

x 2 , ••• , x 0 =y) una xy-trayectoria dirigida ~ontenida en O de longitud mínima n. 

Denotemos por a;= (x;.1, x;) con 1 :s;; i =:;;; n, como o0 "(x);::: 1 y x e J(A), se 

sigue que existe u e V(D) tal que a 0 =(u, x) e A . 
Consideremos los dos posibles casos. 

_ .. 
•!• Si a 0 e A, entonces J' = (a0 , a., a 2 , ... , a") una a 0a 0 -trayectoria dirigida 

contenida en L(D) de longitud n < /{. , por lo que dL(o¡(a0 , a 0 ) $ n < /{. con 

{a0 , a 0 } ~A y a 0 * a 0 (pues sus vértices finales son distintos), lo cual es 

una contradicción pues A es un (/{., [)-núcleo de L(D). 

•:• Si a 0 ie A, como A es un(!¿,, [)-núcleo de L(D), se tiene que existe b e A 
tal que dL(o¡(a0 , b) = m :s;; [<!¿,,sea Ti= (a0 = b0 , b 1, b 2 , ••• , bm = b) una 
a 0 b- trayectoria dirigida contenida en L(D) de longitud mínima m. Por otro 

lado, como y e J(A) existe e= (z, y) e A. Consideremos las siguientes 
dos posibilidades. 
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l. Si b * e, tenemos que :f'. = (a0 = b 0 , b 1, b 2 , ••• , bm = b) es una a 0 b­
trayectoria dirigida contenida en L(D) de longitud mínima m . Y ya 
que a 0 y e tiene el mismo vértice final, se sigue que ::r; = (e, b 1, 

b 2 , ••• , bm = b) es también una ch-trayectoria dirigida contenida en L(D) 

de longitud m ~ [<!¿,por lo que dL<D>(c, h) ~ m ~[</(_con {e, h} ~A 

y b * e, lo cual .es una contradicción pues A es un (!¿, [)-núcleo de 
L(D). 

2. Si b = c. Consideremos una flecha d e A, con d * h tal que h y d 
tienen el mismo vértice final (existe por hipótesis); así, ~ = (d, h 1, 

h 2 , ••• , hm = h) es también una dh-trayectoria dirigida contenida en L(D) 

de longitud m, por lo que dL<o>(d, h) ~ m ~ [< !¿,con {h, d} ~A y 

h * d, lo cual es una contradicci.ón pues A es un (/(_, [)-núcleo de 
L(D). 

(b) Sea x ~ J(A), por demostrar que existe y e J(A) tal que d 0 (x,y) ~ [. 
Como x E V(D) y 8 0 -(x) ~ 1 (por hipótesis), existe u e V(D) tal que a= (u, x) 
e F(D), y como x ~ J(A), se sigue que a ~ A .Ya que a ~ A y A es un 

(!¿, o ... núcleo de L(D), entonces existe h E A tal que dL(o)(a, h) = n ~ [< /(_, .. 

sea :J = (a = a 0 , a 1, a 2, ••• , a~= h) una ah-trayectoria dirigida contenida en 
L(D) de longitud mínima n, con ~>= (x;, X;+ 1) para O~ i ~ n (donde a= (u, x) 
= (Xo, X1) y h = (x0 , X0 +1)). Así, e = (x,= X, X2, X3, ••• ,X0 , Xn+I ) es Un XXn+l­

camino dirigido de longitud n. Por lo tanto d 0 (x, x 0 +1) ~ n ~ [ < /(_. Y como 

xn+I E J(A) ( pues h e A), tomando xn+t =y se demuestra (b ). 

Por lo tanto de (a) y (b) se concluye que J(A) es un(/(_, [)-núcleo de D. 

COROLARIO 1.6 
Sea D una digráfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno y sea 1 ~ [ 

< !¿. Si todo (/(_, [)-núcleo A de L(D) satisface que para cada flecha a e A, 

existe una flecha h e A con a * h tal que el vértice final de a y h es el 
mismo, entonces el número de (/(_, [)-núcleos de L(D) es menor o igual que el 
número(/(_, [)-núcleos de D. 
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Demostración: 

Sean !Nj el conjunto de todos los (/{., [)-núcleos de L(D), gyz el conjunto de 
todos los (/(_ , [)-núcleos de D con 1 ::;; { < /{., y sea J * = J 1 ,, : !Nj _.. Ni. 
la función J restringida a :JVj • Por el Teorema 1.9 es suficiente demostrar que 
J* es inyectiva. 

Es decir, sea { K 1, K 2 } i:;;; !Nj con K 1 * ~; por demostrar que J*(K1) * J*(~). 

Como K 1 * K 2 , se sigue que (K1 - K 2 ) * 0 (o (K2 - K 1) * 0). 
Sin pérdida de generalidad supongamos que (K

1 
- K

2
) * 0, es decir, existe 

a= (u, x) e K
1 

tal que a é K
2

• Como a e K
1 

se sigue que x e J*(K
1
). 

Afirmación: x é J*(K
2
). Supongamos por contradicción que x e J*(~), 

entonces existe b = (v, x) e K
2

• Y como a é K
2 

y K
2 

es un(/(_, C)-núcleci de 
L(D), se sigue que existe e e K

2 
tal que dL(o¡(a, e)= n:::;;; { < /{.; sea~ =(a= 

a 0 , a 1, a 2 , ••• , an =e) una ac-trayectoria dirigida contenida en L(D) de longitud 
míniman. 
Consideremos las dos siguientes posibilidades. 

1. Si b * e, podemos cambiar a a por b en 5 (~~o es posible ya que a y b 
tiene el mismo vértice final) obteniendo así, :J' = (b, a 1, a 2 , ••• , an =e) una 
be-trayectoria contenida en L(D) de longitud n, por lo que dL(D¡(b, e) ~ n ~ 

{ < /{., con { b, e} i:;;; K 
2 

y b * e, lo cual es una contradicción pues K 
2 

es 
un(/(_, {)-núcleo de L(D). 

2. Si b =e, tenemos por hipótesis que existe una flecha d e ~ con b * d tal 
que by d tienen el mismo vértice final x. Así, tenemos que ~= (d, a 1, 

a 2 , ••• , an = e = b) es una db-trayectoria dirigida contenida en L(D) de 

longitud n ~ { < /{.,con {b, d} i:;;; K
2 

y b * d lo cual es una contradicción 

pues K
2 

es un (/{., {)-núcleo de L(D). 

Por lo tanto x é J*CK). 
Por lo tanto J*(K1) * J*(K2 ) y así J es inyectiva. 

45 



CAPÍTULO II 

EXISTENCIA DE X:NÚCLEOS EN 
DI GRÁFICAS 

DEFINICIÓN 2.1 

Capitulo 11 

Sea D una digráfica, una subdigráfica H es generadora de D, si contiene a 
todos los vértices de D. 

DEFINICIÓN 2.2 
Sea D una digráfica, una flecha (u¡, u 2) e F(D) es llamada simétrica si (u2 , u 1) 

e F(D) y es llamada asimétrica si (u2 , u 1) lé F(D). 

La parte siniétrica de D es la subdigráfica generadora de D cuyas flechas son 
todas las flechas simétricas de D y se denota por Sim(D). 

La parte asimétrica de D es la subdigráfica generadora de D cuyas flechas 
son todas las flechas asimétricas de D y se denota por Asim(D). 

Estos conceptos se ilustran en las digráficas D, D 1 y 0 2 de la Figura 2.1, en 
donde: 

V(D) = V(D1) = V(D2) = {z1, z2, z 3, z4, z 5 , z 6 , z 7} 
F(D) = {(z., z 4), (z4, z 1), (z4, z 3), (z3, z 1), (z3, z 7), (z3, z6), (z6, z 3), (z3, z2), 

(z2, z 3), (z6, z 5), (z5 , z2), (z2, z 5)} 

D 1 es la parte Simétrica de D y 
F(D1) ={(z¡, z4), (z6, z3), (z3, z2), (z5 , z 2)} 

D 2 es la parte Asimétrica de D y 
F(D2) ={(z4, Z3), (z6, Z5), (Z3, Z7), (z3, Z¡)} 
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z, 

z, 
D 1 =Sim(D) ~ 

...-..-:---7! z3 ~Z4 
f(; 

zo Oz, Zs 

D 2 =Asim(D) z, 

z, o ( oz• 

o,. o 
Zs Zo Oz7 

Figura 2.1 
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DEFINICIÓN 2.3 
Una digráfica D es llamada cíclicame11te fi::partita (t¿ ;e: 2) si existe una 
partición de Y(D), Y(D) = Y 0 u Y 1 u ... u V~_1 , tal que si (u, v) e F(D), 
entonces u e Y; y v e V;+ 1 (notación niod !¿). 

Para !¿= 2, diremos que D es una digráfica bipartita. 

La digáfica D de la Figura 2.2 cumple con ser cíclicamente 3-partita, donde: 
Y 0 = {x0,x3 }, Y 1 = {x.,x4 } y Y 2 = {x2 , x 5 } es una partición de Y(D) 

D 

Figura 2.2 

DEFINICIÓN 2.4 
Sea D una digráfica, D es 11úcleo-perfecta si toda subdigráfica inducida tiene 
núcleo. 

DEFINICIÓN 2.5 
Sea D una digráfica, D es núcleo imperfecta crítica si D no tiene núcleo, pero 
toda subdigráfica inducida propia tiene núcleo. 

48 



, .. _. 

Capitulo 11 

LEMA2.l [8] 
Sea D una digráfica, todo camino dirigido cerrado de longitud =t= O (mod /{,), 
!{_ ~ 2, contiene un ciclo dirigido de longitud =t= O (mod /{_). 

Demostración: 

Por inducción sobre la longitud del camino dirigido cerrado. 

(i) Base de inducción. 

Sea e un camino dirigido cerrado tal que /( C) = 2 y /( C) =t= O (mod /{_), 
para /{_ ~ 3, entonces e= (Vo, V¡, Vo) y aSÍ e ya es un ciclo dirigido. 

Sea e un camino dirigido cerrado tal que /( C) = 3. Para !{_ = 2 , 1( é') =t= O 
(mod /{_),entonces e= (vo, V¡, V2, Vo) ya es Un Ciclo dirigido. 

(ii) Supongamos que todo camino dirigido cerrado é' con I ( C) < n y 

1( é') =t= O (mod /{_) contiene un ciclo dirigido C' con /( C') =t= O (mod R.,). 

(iii) Sea é' un camino dirigido cerrado con /( C) = n y /( é') =t= O (mod /{,), 

por demostrar que é' contiene un ciclo dirigido con longitud =t= O (mod /{,). 

Observemos lo siguiente: 

Si V;* vj para todo i * j, entonces e ya es un ciclo (Figura 2.3) 
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e 

v, 

Figura 2.3 

Si v1 = v; para algún i < j, se tiene que 
e = (Vo, v., ... , V¡, V¡+¡,. •• , Vj = V¡, Vj+I•··•• V0 .¡, Vo) (Figura 2.4), entonces 
e = e, u C2 donde: 
e,= (vo, V¡, ••• , V¡= V;, Vj+h ••• , Vn-h Vo} y C2= (v¡ = vj, V¡+¡, ••• , vj-1• vj) 

v, 
v, 

Figura2.4 

Observemos que por la definición de e, y C2 se tiene que l(C) = !(e,)+ 
l( e2 ), así, /( C; ) < n para i E { 1,2} y /( C';) ;/:. o (mod lü para algún i E { 1,2} 

so 
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(pues si /(e;) so (mod /ü con i E { 1,2}, se tendría que /(e) so (mod ID lo 
cual no es cierto). 
Sin pérdida de generalidad supongamos que t (e, ) =t= O (mod ¡¿ ), como 
t (e,) < n se sigue de la hipótesis de inducción que e, contiene un ciclo 
dirigido e· con /(e·) '$ o (mod /{_), pero e, está contenido en e, por lo tanto 
e contiene a e·. 

TEOREMA 2.1 
Sea Duna digráfica fuertemente conexa,.D es cíclicamente /{_-partita si y sólo 
si existe una subdigráfica generadora fuertemente conexa H ~ D tal que todo 
ciclo dirigido de longitud =t= O (mod /{_) tiene al menos dos flechas en (F(D) -
F(H)). 

Demostración: 

Sea D una digráfica fuertemente conexa. 

=>]Supongamos que Des cíclicamente /{.-partita, entonces todo ciclo dirigido 
de D tiene una longitud s O (mod /{. ). Como D es fuertemente conexa 
entonces la subdigráfica H = D satisface las propiedades requeridas. 

<=] Supongamos que existe una subdigráfica fuertemente conexa H ~ D tal 
que todo ciclo con longitud =t= O (mod ¡¿) tiene al menos dos flechas en 
(F(D) - F(H)). Por demostrar que Des cíclicamente t¿-partita. 

Sea m 0 e V(D) y para cada O :::; i < ¡¿ sea N¡ ~ V(D) definido como sigue: 

N 1 = { z e V(D) 1 existe un m 0 z-camino dirigido contenido en H de 
longitud= i (mod t¿)}. 

Así se cumple: 

(i) Afirmación: N 1 n N; = 0 para Í;é j, con {i, j} ~ {O, 1, 2, ... , t¿ -1}. 
Supongamos por contradicción que N¡ n N; * 0 para algunos i, j con i * j; 
entonces existe z e V(D) tal que z e N¡ y z e Nj, así, existe un m 0 z-camino 
dirigido :51 contenido en H tal que /(J1) si (mod t¿) y existe un m 0 z-camino 
dirigido :52 contenido en H tal que /( J 2) s j (mod t¿). 

51 



Capitulo 11 

Como Hes fuertemente conexa, existe un zm0-camino dirigido ::73 contenido 
en H, de donde ( ::J 1 u ::J 3) y ( ::J 2 u .::; 3) son caminos dirigidos cerrados 
contenidos en H con I ( ::J 1 u ::J 3) = I ( ::J 2 u ::J 3) = O (mod !¿_ ). Pues si 
suponemos que I ( ::J 1 u ::J 3 ) $ O (mod ¡¿_ ); como ::J 1 u ::J 3 es un camino 
dirigido cerrado, entonces por el Lema 2.1 se tendría que contiene un ciclo 
dirigido e de longitud $ O (mod !¿_) y por las hipótesis del Teorema 2.1 se 
tendría que e tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible 
pues Cesta contenido en H. Análogamente /(::72 u ::J 3) =O (mod R._). 
Y como I (::7 1 u ::J 3 ) = I (::71) + I (::73) (mod R.,) y I (::72 u ::73) = I (::72 ) + 
I (:J3) (mod R.,), tenemos que /(::7 1) + /(:13) = /(:J2) + 1(::73 ) (mod R.,); de 
donde /(:J 1) = /(::72) (mod R.,), pero esto es una contradicción pues /(:J 1) = i 
(mod !¿_) y /(:J2) =j (mod R._) con i *j y {i,j} ~{O, 1, ... , R..,-1 }. 
Por lo tanto N 1 r. Nj = 0 para i * j. 

(ii) Afirmación: Cada N 1 es un conjunto independiente de D. 

Sea {x, y} ~ N 1 y supongamos por contradicción que (x, y) e F(D). Sean ::lx 
un mcr-camino dirigido contenido en· H y ::J Y un. maY-~amino dirigi!io 
contenido en H tal que 1(::7,;.) = /(::ly) = i (mod !¿_). Como Hes fuertemente 
conexa existe un ym0-camino dirigido ::J contenido en H. Así, tenemos que 
::ly u ::J es un camino dirigido cerrado con l(:Jy u ::7) =O (mod R.,). Pues si 
suponemos que l(::ly u :J) =t= O; como ::ly u ::J es un camino dirigido cerrado 
entonces por el Lema 2.1 contiene un ciclo dirigido e de longitud =t= O 
(mod /¿_)y por las hipótesis del Teorema 2.1 se tendría que e tiene al menos 
dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible pues e está contenido en H. 
Además, l(::Jx u ::J) = l(:Jy u :J) (mod /ü (pues l(::lx) = /(::ly) = i (mod /{.)), 
de donde l(::lx u ::J) = l(:Jy u :J) =O (mod R._). Por otro lado :Jx u (x,y) u :J 
es un camino dirigido cerrado con I ( :J x u (x, y) u ::7) = O (mod /{.) (pues si 
suponemos que /(::Jx u (x,y) u :J) =!=O (mod /{.);como :Jx u (x,y) u :J es un 
camino dirigido cerrado, entonces por el Lema 2.1 contiene un ciclo dirigido 
C de longitud $ O (mod R._) y por las hipótesis del Teorema 2.1 se tendría que 
C tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible pues e 
a lo más tiene una flecha en F(D) - F(H)); pero I ( ::J x u (x, y) u :J) = 
/( :J, u :J) + 1 = 1 (mod R._) lo cual es una contradicción. 
Por lo tanto cada N 1 es un conjunto independiente. 
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(iii) Afirmación: Toda flecha con vértice inicial en N; tiene vértice final en 

N;+1 (notación módulo /ü y V(D) = u:'.;~N;. 

Sea (x, y) e F(D) con vértice inicial en N;, de (ii) se sigue que y e Nj para 

algúnj e ({O, 1, 2, ... , /(.-1}- {i}). 
Sea :Jx un m 0 x-camino dirigido contenido en H con l(:J.) ""i (mod /(_) y 
:ly un m 0 y-camino dirigido contenido en H con l(:ly) = j (mod /(.). Como H 
es fuertemente conexa existe un ym0-caip.ino dirigido :J contenido en H; así, 
se tiene que :J. u (x, y) u :J es un camino dirigido cerrado con a lo más una 
flecha en (F(D) - F(H)). Además, l(:Jy u :J) =O (mod /ü (pues si suponemos 
que f(:ly u :!) =t: O (mod /(.);como :!y u :J es un camino dirigido cerrado 
entonces por el Lema 2.1 se tiene que :J y u :J contiene un ciclo dirigido C 
de longitud =t: O (mod /(.) y por las hipótesis del Teorema 2.1 entonces C 
tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible pues e está 
contenido en H). Se tiene también que t( :J x u (x, y) u :J) = O (mod /(.) (pues 
si suponemos que !(:J. u (x, y) u :J) =t: O (mod /(_);como :J. u (x, y) u :J 
es un camino dirigido cerrado entonces por el Lema 2.1 se tendría que 

. contiene un ciclo dirigido e de longitud $ o (mod /(_) y por las hipótesis del 
Teorema 2.1 se tiene que C tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)), lo 
cual es una contradicción). 
Ya que l(:Jy u :!) =O (mod /(.) y l(:J. u (x,y) u :J) =O (mod /(_)entonces 
se tiene que l(:J. u (x,y)) =/(:!y)= (mod /¿),de donde !(:J.)+ 1 = l(:Jy) 
(mod /¿),es decir, i + 1 = j (mod /(.);pero como j e ({O, 1, 2, ... , /{.-1} - {i}) se 
sigue que j = i + 1. Por lo tanto Nj = N;+1 ·y así y e N;+i· 

Por último: V(D) = ur.:'0 N;. 

s;;;] Sea x e V(D), por demostrar que x e u¡,:•0 N;. 
Como H es fuertemente conexa existe un m 0 x-carnino dirigido contenido 
en H con longitud= i (mod /{.)para alguna i e {O, 1, ... , /¿-1 }. Por lo tanto 
X E ur.:'oN;. 

¿] u¡.;~ N¡ s;;; V(D) se sigue inmediatamente por definición de N;. 

Así, V(D) = u¡.:'0 N;. 

Por lo tanto de (1) (ii) y (iii) se sigue que Des cíclicamente /(_-partita. 
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Como una consecuencia directa del Teorema 2.1 se tiene el siguiente 
resultado. 

TEOREMA 2.2 
Sea Duna digráfica,· /(.?. 2. Si Hes una subdigráfica de D tal que todo ciclo 
dirigido de longitud =t= O (mod Fü tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)), 
entonces para cada componente fuertemente conexa a de H, la digráfica 
D[V(a.)] es cíclicamente· .l¿;partita. 

COROLARIO 2.1 
Sea D una digráfica. Si H es una digráfica de D tal que todo ciclo dirigido 
impar tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)), entonces para cada 
componente fuertemente conexa C de H la digráfica D[V(C)] es una 
digáfica bipartita. 

Demostración: 

Se sigue del Teorema 2.2 tomando /(. = 2.· 

COROLARIO 2.2 
Sea D una digráfica fuertemente conexa. D es una digráfica bipartita si y sólo 
si existe una subdigráfica generadora fuertemente conexa H s;;;; D tal que todo 
ciclo dirigido impar tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)). 

Demostración: 

Se sigue del Teorema 2.1 tomando /(. = 2. 

Sobre la existencia de /(;núcleos en digráficas. 

TEOREMA2.3 
Sea D una digráfica. Si existe una subdigráfica generadora fuertemente 
conexa H s;;;; D tal que todo ciclo dirigido de longitud '$. O (mod /(.) tiene al 
menos dos flechas en (F(D) - F(H)), entonces D tiene un /¿;núcleo. 
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Demostración: 

Sea D una digráfica y H una subdigráfica de D como en las hipótesis. Del 
Teorema 2.1 se sigue que Des cíclicamente 1(.-partita fuertemente conexa; sea 
N 0 , N 1, ••• , N~_1 una partición de los vértices de D, de la Definición 1.36 se 
sigue que cada N; es un /(:;núcleo de D. 

TEOREMA 2.4 
Sea D una digráfica tal que Asim(D) es fuertemente conexa. Si todo ciclo 
dirigido de longitud =t= O (mod R...) tiene al menos dos flechas simétricas, 
entonces D tiene un /(:;núcleo. 

Demostración: 

Tomando H = Asim(D), se cumplen las hipótesis del Teorema 2.1 y por el 
Teorema 2.3 se tiene que D tiene un /(:;núcleo_ 

Y como una consecuencia directa tenemos el siguiente resultado. 

TEOREMA 2.5 [8] 
Sea D una digráfica tal que Asim(D) es fuertemente conexa. Supongamos 
además que para todo ciclo dirigido y tal que l(y)=t= O (mod FO satisface (a) 
o (b), donde: 

(a) Toda flecha de y es una flecha simétrica de D. 
(b) y tiene al menos /(. flechas simétricas. 

Entonces D tiene un /(:;núcleo. 

COROLARIO 2.3 [14] 
Sea D una digráfica fuertemente conexa tal que todo ciclo dirigido de D tiene 
longitud== O (mod /(.), /(. ~ 2. Entonces D tiene un /(:;núcleo. 

COROLARIO 2.4 
Sea D una digráfica. Si existe una subdigráfica generadora fuertemente 
conexa H ~ D tal que todo ciclo dirigido impar tiene al menos dos flechas en 
(F(D) - F(H)), entonces D es núcleo-perfecta. 
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Demostración: 

Del Corolario 2.2 se sigue que D es bipartita fuertemente conexa y una 
digráfica bipartita es núcleo-perfecta. 

Otra consecuencia del Teorema 2.1 es el siguiente resultado de Duchet. 

TEOREMA 2.6 
Sea D una digráfica. Si todo ciclo dirigido impar en D tiene al menos dos 
flechas simétricas, entonces D es núcleo-perfecta. 

Demostración: (Por contradicción) 

Supongamos que D no es núcleo-perfecta, entonces D contiene una 
subdigráfica inducida H s;;; D, que es núcleo imperfecta crítica. Asim(D) es 
fuertemente conexa, entonces por Corolario 2.4 se tiene que H es núcleo 
perfecta pero esto es una contradicción, pues H es núcleo imperfecta crítica. 

OBSERVACIÓN 2.I [6] 
Si para cada componente fuertemente conexa a. de Asim(D), D[V(cx.)] es -
bipartita, entonces D es una digráfica núcleo-perfecta. 

La demostración de esta Observación queda fuera de los objetivos del 
presente trabajo, si el lector desea ver la demostración se indica la referencia 
para ello. 
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CAPÍTULO III 

X=-NÚCLEOS EN LA DIGRÁFICA DE LÍNEAS 

DEFINICIÓN 3.I 
Sea G una gráfica, una digráfica D es una orientación de G si D se obtiene 
cambiando cada arista de G por una flecha con al menos una de las dos 
direcciones. 

DEFINICIÓN 3.2 
Sea D una digráfica, la gráfica subyacente de D es la gráfica que se obtiene 
de D cambiando cada flecha asimétrica o cada par de flechas simétricas por 
una arista. Y se denota por G 0 • 

Así, para la gráfica G y la digráfica D de la Figura 3.1, se tiene que Des una 
orientación de G o bien G es la gráfica subyacente de D 

DEFINICIÓN 3.3 
Sean C= (O, 1, 2, ... , n-1, O) un ciclo én una gráfica G, {i,j} ~ V(C). La 
trayectoria de j a j, [i, i + l, i + 2, ... ,j], es la ij-trayectoria contenida en e 
y se denota por [i, C.11-

DEFINICIÓN 3.4 
Sean C~ (O, 1, 2, ... , n-1, O) un ciclo dirigido en una digráfica D, {i, j} ~ 
V(C}. La trayectoria di~da de i aj, (i, i +l, i+2, ... ,j), es la ij-trayectoria 
dirigida contenida en e y se denota por (i, e:-J). 

DEFINICIÓN 3.5 
Sea e un ciclo en una gráfica G, una cuerda de e es una arista [i, j] E 

(A(G) - A( C)) tal que 1 < f([i, C' J1) < l( C') - 1 con {i,j} ~V( C). 

DEFINICIÓN 3.6 
Sea e>-un ciclo dirigido en una digráfi~ D, una <;1!,J!Tda de -e es una_fJ;cha 
(i,J) e (F(D)-F(~))talque 1 < t((i, C.1)) < t(C)-1 y {i,j} ~V(C). 
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Así, e= (xo. x., X2, X4, X5, Xo) es un ciclo contenido en la gráfica G de la Figura 
3.1, en donde (X1, e, X4] es UnaX1X4-trayectoria contenida en e mientras que 
(x2, Xs] es una cuerda de C 

C: = (x0 , x 1, x 2, x 3 , x 4 , x 5 , x 0) es un ciclo dirigido contenido en la digráfica D de 
la Figura 3.1, en donde (x1,-C: x 4) es una x 1x 4-trayectoria dirigida contenida en 
C mientras que (X2, X5) c::s una cuerda de C 

D 

Xo 

X3 

Figura 3.1 

LEMA 3.1 
Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas y e= (O, 1, 2, ... , n-1, O) un 

ciclo en L(G). Si [i,;1 e (A(L(G)) - A( C'.)) con j ~ {i - 2, i + 2}, entonces se 
cumple al menos una de las siguientes condiciones: 
(a) {[s - 1, s + 1], [s, t]} ~ A(L(G)) con (s = i y te {j-1,j + 1}) o 

(s=j y te {i-J,i+J}). 
(b) {[i- 1, i + J], [i- l,j + J]} ~ A(L(G)). 
(c)L(G)[{s-l,s,t,t+l}]::K4 con se {i,i+ 1} y te {j-1,j}. 

Demostración: 
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Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas, C un ciclo en L(G) y [i, j] e 
(A(L(G)) - A( e )) como en las hipótesis del Lema y supongamos que 
i =[u, v] e A(G). Consideremos cuatro posibles casos. 

Caso 1 Si i - 1 e i + 1 inciden en u. Fig. 3.2 

i+J 

Figura 3.2 

Se sigue inmediatamente que [i - 1, i + 1] e A(L(G)). 

• Si j - 1 (respectivamente j + 1) incide en algún vértice extremo de i 
(u o v) entonces [i,j - 1] e A(L(G)) (respectivamente [i,j + 1] e A(L(G))). 
Por lo tanto se cumple (a) tomando s = i y t = j - 1 (respectivamente s = i 
y t = j + 1). Así {[s - 1, s + 1], [s, t]} con s = i y t e {j - J ,j + l} 

La Figura 3.3 muestra estos posibles casos . 

. \!-1 1-J_j¿_ 
i+I u 

j-1 incide en u 

o 
V 

(respectivamentej+ 1 incide en u) 
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i+l u V 

j-1 incide en v (respectivamente j+ 1 incide en v) 

Figura 3.3 

• Si j - 1 y j + 1 no son adyacentes a i ; sea w un punto extremo de j 
tal que w (2; {u, v}. Ya que j - 1 y j + 1 no son adyacentes a i peroj- 1 
y j + 1 son adyacentes a j se sigue que j - 1 y j + 1 inciden en w; 
así, [¡ - 1, j + J] e A(L(G)). Por lo tanto cumple (b); es decir, 
{[i - l, i + l], [¡- l ,j + l]} !;;; A(L(G)), Figura 3.4 

i+l u V u V 

j incide en u j incide en v 

Figura 3.4 

Caso 2 Si i - 1 e i + 1 inciden en v. 
Se prueba exactamente como en el Caso 1 intercambiando u con v. 

60 



Capltu lo 111 

Caso 3 Si i - 1 incide en u e i + 1 incide en v. (Figura 3.5) 

V 

Figura 3.5 . 

Como [i,j] e A(L(G)), se sigue que j incide en u o j incide en v. 

• Supongamos que j incide en u. Figura 3.6 

Figura 3.6 

Si j - 1 (respectivamente j + 1) incicle en u, entonces se cumple (c) con 
s = i y t = j - 1 (respectivamente s = i y t = j). Estos casos se observan 
en la Figura 3.7 

j-1 incide en u (respectivamente j+ 1 incide en u) 

Figura 3.7 
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Si j - 1 y j + 1 inciden en el otro punto extremo de j entonces 
U - 1 ,j + J] e A(L(G)) y así se cumple (a) con s = j y t = i - 1, Figura 3.8 

Figura 3.8 

• Supongamos ahora que j incide en v, Figura 3.9 

Figura 3.9 

Si j - 1 (respectivamentej + 1) incide en v, entonces se cumple (c) con 
s = i + 1 y t= j- 1 (respectivamente s = i + 1 y t= j). Ver Figura 3.10 

i-1~ /+1 7, j-1 

i-\ /.+1 7· j+J 

j-1 incide en v (respectivamentej+J incide en v) 

Figura3.10 
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Si j - 1 y j + 1 inciden en el otro punto extremo de j tenemos que 
[j- l,j + 1] E A(L(G)), por lo que se cumple (a) con s = j y t = i +l. 
Figura 3.11 

u 

w 

Figura 3.11 

Caso 4 Si i - 1 incide en v e i + 1 incide en u. 
Se procede como en el Caso 3 intercambiando u con v. 

LEMA 3.2 
Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas y C =(O, 1, 2, ... , n-1, O) un 
ciclo en L(G). Si existe i, O::; i::; n-1 tal.que {[i-1, i+ 1], [i, i+2]} ~ A(L(G)), 
entonces {[i-1, i+2], [i, i+3], [i+l, i+3], [i-2, i], [i-2, i+l]} n A(L(G)) * 0. 

Demostración: 

Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas e i e A(G) como en las 
hipótesis. Supongamos que i = [u, v] (Figura 3.12) y consideremos los cuatro 
posibles casos. 

U V 

o o 

Figura 3.12 
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Caso 1 Si i - 1 e i + 1 inciden en u, Figura 3.13 

i-1 "'-. 
~u V 

o 

Figura 3.13 

Sea w el otro extremo de i + 1 diferente de u. Ya que [i, i + 2] e A(L(G)) 
se tiene que i + 2 incide en u o i + 2 incide en v, Figura 3.14 

• Si i + 2 incide en u se sigue que [i - l, i + 2] e A(L(G)). 
(Figura 3.14(a)) 

• Si i + 2 incide en v se sigue que el ~tro extremo de i + 2 es w. 
(Figura 3.14(b)) 

~U Í V 

;/~
º 

i+2 
w 

(a) 

Figura 3.14 

w 

~J . 

~U 1 V 

i+~ i+2 

(b) 

Y como [i + 2, i + 3] e A(L(G)) se tiene que i + 3 incide en w o i + 3 
incide en v. 
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- Si i + 3 incide en w, se sigue que [i + 1, i + 3] e A(L(G) 
(Figura 3.15 (a)) 

- Si i + 3 incide en v, se sigue que [i, i + 3] e A(L(G)) 
(Figura3.15 (b)) 

"'Z 11 i V 

;+/\r 
w o o 

i+3 i+3 

(a) i+3 incide en w 

"""i-1 . "'U l V 
i+l~ 
/ i+2~ i+3 

w O G w 

~i-1 . 

"'U l V ·+17""7\ ~vi+2 \i+3 

(b) i+3 incide en v 

Figura 3.15 

Caso 2 Si i - 1 e i + 1 inciden en v. 
Se sigue como en el Caso 1 intercambiando u con v. 

Capitulo 111 
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Caso 3 Si i - 1 incide en u e i + 1 incide en v. 

Sea w el otro punto extremo de i - 1 diferente de u; como [i - 1, i + 1] e 
A(L(G) (por hipótesis) se tiene que w. es el otro punto extremo de i + 1 
diferente de v. Figura 3.16 

ll i V 

i-1/Z° 
w o 

Figura 3.16 

Ahora, como [i - 2, i - 1] e A(L(G), se tiene que i - 2 incide en u o i - 2 
incide en w. 

Si i - 2 incide en u, se tiene que [i - 2, i] e A(L(G), Figura 3. l 7(a) 
Si i - 2 incide en w, se tiene que [i - 2, i + 1] e A(L(G), Figura 3. l 7(b) 

i-2 
u V 

(a) {b) 

Figura 3.17 
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Caso 4 Si i - 1 incide en v e i + 1 incide en u. 
Se sigue como en el Caso 3 intercambiando u con v. 

LEMA 3.3 
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Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas y D una orientación de L(G) tal 
que todo triángulo dirigido tiene dos flechas simétricas. Si todo ciclo dirigido 
de D, C= (O, 1, 2, ... , n-1, O) con t(C) :t= O (mod /{_)tiene una cuerda (i,j) tal 
que cumple al menos una de las siguientes propiedades: 
(l) je;{i-2,i+2} _,. 
(2) Si j E {i - 2, i + 2} entonces existe otra cuerda de e; (r, s) con 

(r, s) *- (j, i). 
Entonces todo ciclo dirigido E,. de D, ·con t ( C"') :t= O (mod R._) tiene dos 
flechas simétricas, (/(_ ~ 3). -Demostración: (Por inducción sobre t( e)) -Sean G, L_(p) y D como en las hipótesis y tomemos un ciclo dirigido e de 
D con t( é) :t= O (mod /(_). 

( i) Base de inducción. 
Si t@ = 2, se sigue inmediatamente que 
Si /( C') = 3, se sigue de las hipótesis que 

-e tiene dos flechas simétricas. -e tiene dos flechas simétricas. 

(ii) Hipótesis de inducción. - _,. _,. 
Supongamos que todo ciclo dirigido 
(mod /(_) tiene dos flechas simétricas. 

C' de D con t( C') < n y tce') :1= o 

_(,fii) Sea-¿= (O, 1, 2, ... , n-1,0) un c~o dirigido de D con t(C) = n, 
{( C') $ o (mod /(_) y (i,j) una cuerda de e como en las hipótesis. 

Consideremos los dos posibles casos: 

Caso l Si j ~ {i - 2, i + 2} 
Consideremos a e (ciclo subyacente de ""C°) y [i,j] E A(L(G), una cuerda 
de e, del Lema 3.1 se sigue que se cumple al menos una de las tres 
condiciones (a), (b) o (c). 
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Caso l.a Supongamos que se cumple (a) del Lema 3.1, se tienen cuatro 
posibilidades que serán analizadas. 

Caso l.a.l Si {[i - J, i + l], [i,j- l]} s;;; A(L(G)) 
(Considerando s = i y t = j - 1), Figura 3 .18 

Figura 3.18 

Consideremos los siguientes ciclos en L(G), Figura 3.19 
e.= [i,j] u[;, e i] (Figura 3.19(a)) 
e2 = [;, i] u [i, C;1(Figura3.19(a)) 
e3 = [i,j- J] u [j- 1, C i] (Figura 3.19(b)) 
e4 = U- l, i] u [i, Cj- l] (Figura 3.19(b)) 

e 

j 

(a) 

Figura 3.19 · 

e 

(b) 

j-1 
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(Observemos que f( ej) < n para toda i E { 1,2,3,4}) 

Caso 1.a.1.1 

Supongamos que /(C1) $.O (mod /ü y f(C2) $.O (mod /i..), Figura 3.19(a) 

->- ->- -> 
• Si (b,j) E Sim(D) se tiene que e 1 = (i, j) u (j,_c, i) y e 2 = (j, i) u 

{i, C,j) son ciclos dirigidos de D; y ya que f(C;) < n para i e {1,2}, se 
sigue de las hipóteslli,.de inducción que ambos c~Los tienen dos flechas 
simétricas, así, F(i, C,j) n F(Sim(D)) * 0 y F(j, e, i) n F(Sim(D)) * 0, 
por lo que C tiene dos flechas simétricas (Figura 3.20) 

Figura 3.20 

• Si (i, j) E Asim(D) (respectivamente (j, i) E Asim(D)) tenemos que e 1 

(respectivamente ?!'2) es un ciclo dirigido de D; y ya que ! ( ej < n, 
i e { 1,2} se sigue de las hipótesis de inducción que e'; (respectivamente 
?: 2) tiene dos flechas simétricas, las cuales son claramente flechas 
simétricas de ?!' (Figura 3.21) 
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-> 
e, 

j j 

-> 
e, 

(i,f) e Asim(D) (j, i) e Asim(D) 

Figura 3.21 

Caso I.a.1.2 

Si /( e3 ) =t= o (mod ID y /( e4) =t= o (mod R.J. 
Se procede como en el Caso 1.a.1.1 cambiando [i,j] por [i,j - l], e1 por e3 

y e2 por e4 (Figura 3.22) 

j-1 

Figura3.22 
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Caso 1.a.1.3 

Si /( C'1) =O (mod fü 

En este caso /( C' 3) = 1 (mod /{_) y como /{. <::: 3, /( C' 3) $ O (mod /{.); del Caso 
l.a.1.2 podemos suponer que /(C'4) =O (mod /{.).Ya que /(C' 1) = /(C'4) =O 
(mod /{.)tenemos que /(C') = -1 (mod /{.)y como/{.<::: 3, entonces /(C') $ 1 
(mod /{.),Figura 3.23 

---~C' 

j 

j-1 

Figura 3.23 

Ahora consideremos la arista [i - l, i + J], Figura 3.24 

i-1 

i+l 

Figura3.24 
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• Si (i - 1, i + 1) E Sim(D) el ciclo dirigido (i - 1, i + 1) u (i + 1, e i - 1) 
tiene dos flechas simétricas (por hipótesis de inducción y del hecho que 
l(C') =t= l (mod ~)),entonces F((i + 1, e;>; - 1)) n Sim(D) * 0; además 
tenemos que el triángulo dirigido (i - 1, i, i + 1, i - 1) tiene dos flechas 
simétricas, lo cual implica que F((i - 1, i, i + 1)) n Sim(D) * 0. Así <!" 
tiene dos flechas simétricas, Figura 3.25 · 

i+l 

(i-1. i) e Asim(i-1, i, i+ 1, i-1) (i+ 1. i) e Asim(i-1, i, i+ 1, i-1) 

Figura 3.25 

• Si (i - 1, i + 1) e Asim(D) el ciclo dirigido (i - 1, i + 1) u (i + 1, ?: i - 1) 
tiene dos flechas simétricas las cuales son flechas simétricas de -e 
Figura 3.26 

Figura3.26 
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• Si (i + 1, i - 1) e Asim(D); las dos flechas simétricas del triángulo dirigido 
(i - 1, i, i + 1, i - 1) son flechas simétricas de C'~ Figura 3.27 

i-1 

/i~ 
~....ro __ _ 

Figura 3.27 

Caso 1.a.1.4 

Si !(C2) =O (mod Ji...). 

En este caso tenemos que !(C4 ) 'i/S O (mod /{.)y por lo visto en el Caso 1.a.1.2 
podemos suponer que !(C3) =O (mod J¿_), así, l(C 1) = -1 (mod J¿_) y como 
!{, ~ 3, se tiene que l( C1) -$. O (mod I{.), Figura 3.28 

e e 

e, j j 

e, 
j-1 

Figura 3.28 
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• . Si (i, j) e Asim(D) (respectivamente (j - 1, i) e Asim(D)) tenemos que el 
ciclo dirigido E~= (i, j) u (j, -Z: i) (respectivamente E;= (j - 1, i) u · 
(i, ~=j -1)) tiene dos flechas simétricas las cuales son flechas simétricas 
de C Figura 3.29 

_,. ____ .e 

j 
·¡ 

(i,J) e Asim(D) (respectivamente (j-1, 1} e Asim(D)) 

Figura 3.29 

Podemos suponer que {(j, i), (i, j - J)} ~ F(D), por lo que obtenemos el 
triángulc dirigido (j, i, j - 1, j), el cual tiene dos flechas simétricas. 
Figura 3.30 

-)o 

e 

Figura3.30 
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• Si {(j, i), (i, j - l)} ~ F(Sim(D)) entonces C7 y ~ tienen cada uno dos 
flechas simétricas. De este modo F(j, C .. i) n F(Sirn(D)) * 0 y 
F(i, C j - 1) r'\ F(Sin1(D)) * 0, por lo que (!.,,..tiene dos flechas 
simétricas, Figura 3.31 

_ .. 

j 

j-1 

Figura 3.31 

• Si {(j, l), (j- 1, J)} ~ F(Sim(D)) tenemos que F(j, e! z) n F(Slm(D)) * 0, 
(pues -¿: 1 tiene dos flechas simétricas) lo cual implica que ? tiene dos 
flechas simétricas (la de la intersección y (j - 1, j)), Figura 3.32 

Figura 3.32 
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• Si {(i, j - 1), (j - 1, j)} ~ F(Sim(D)) tenemos que F(i, ?!,,. j - 1) n 
F(Sim(D)) ~ 0, (pues e; tiene dos flechas simétricas por hipótesis de 
inducción), lo cual implica que 7! tiene dos flechas simétricas (la de la 
intersección y (j- 1, j)), Figura 3.33 

Figura 3.33 

Caso 1.a.2 Si { [i - l, i + J], [i,j + J]} ~ A(L(G)) 
(donde s=i y t=j+ 1). 
Se procede como en el Caso 1.a.1 cambiando j - 1 por j + 1. 

Caso 1.a.3 Si {[i - l ,j + l], [¡, i - l]} ~ A(L(G)) 
(donde s = j y t = i - 1). 
Se procede como en el Caso l .a.1 interc:ambiando i con j. 

Caso 1.a.4 Si {[¡ - l ,j + J], [¡, i + l]} ~ A(L(G)) 
(donde s=j y t=i+l). 
Se procede como en el caso l .a.2 intercambiando i con j. 

Caso l.b 
Supongamos que se cumple la propiedad (b) del Lema 3.1. Es decir, 
{[i - 1, i + l], [i - l ,j + l]} ~ A(L(G)), Figura 3.34 
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e 
i-1 j+l 

i+l j-1 

Figura 3.34 

A) Si { (i + 1, i - 1), (j + 1, j - 1)} s;;;; F(D), tenemos los triángulos dirigidos 
(i - 1, i, i + l, i - 1) y (j - l ,j,j + l ,j - 1); cada uno de los cuales tiene dos 
flechas simétricas. Así, F(i - 1, i, i + 1) n F~im(D)) * 0 y 
F(j - 1, j, j+ 1) n F(Sim(D)) * 0. Por lo tanto C tiene dos flechas 
simétricas. Estos posibles casos se muestran en la Figura 3.35 

-~ -e e 

j-1 
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e e 

~r 
i+l 

En este caso se tiene que ((i-1, i) e Sim(D) o (i, i+ 1) e Sim(D)) y 
((j-1,j) e Sim(D) o (j,j+ /) e Sim(D)) 

Figura 3.35 

B) Supongamos que (j - 1 ,j + 1) e Asim(D). 

-> 
Sea e5 = (j-1,J+l)u(j+l,C J-1). 

_.,. -> 

Capitulo 111 

l. Si t( e 5) =t= O (mod [(.) se tien~,gue e 5 tiene dos flechas simétricas las 
cuales son flechas simétricas de C Figura 3.36 

Figura 3.36 
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_ .. 
2. Si !(es) = O (mod /ü consideremos la arista [i - 1, i + l] 

};>- Si (i + 1, i - 1) e Asim(D) el triángulo dirigido (i - 1, i, i + 1, i - 1) tiene 
dos flechas simétricas, las cuales son flechas simétricas de C: Figura 
3.37 

_ .. 
e 

Figura 3.37 

};>- Así pode~s suponer que (i - 1, i ~ 1) e .!:JD) y consideremos el ciclo 
dirigido_t' 6 = v - l,J + 1) u v + l, e ; =-D u (i- 1,; + l)~ 
(i + 1, C j - 1) (Figura 3.38); tenemos que /(C6) $ O (mod F<._) así, C 6 

tiene dos flechas simétricas, como se verá a continuación: 

_ .. 
e. 

_,.. 
e 

4 tiene dos flechas simétricas 

Figura 3.38 
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• Si (i - 1, i + J) e Asim(D) las flechas simétricas de 
simétricas de e"'; Figura 3.39 

E~ son flechas 

_,.. 
e 

Las dos flechas simétricas están en 
F((j+ 1, C i-1)) 

-e. 

-e 

Las dos flechas simétricas están en 
F((I+ 1, Cj-1)) 

Una flecha simétrica está en F(U+ 1. C i-1)) 
y la otra en F((i+ 1. Cj-1)) 

Figura 3.39 

80 



Capitulo 111 

• Si (i - 1, i + 1) e Sim(D) tenemos que F((i - 1, i, i + 1)) ll F(Sim(D)) if= 0 
y F((j + 1, C:: i - 1) u (i + 1, C',~ j - 1)) n F(Sim(D)) if= 0 lo cual implica 
que -(! tiene dos flechas simétricas. La Figura 3.40 muestra estas cuatro 
posibilidades. 

Una flecha simétrica es (i-1, i) y (la otra flecha simétrica está en F((j+ 1, C i-1) 
o está en F((i+ 1, Cj-1))) 

-e 

Una flecha simétrica es (i, i+ 1) y (la otra flecha simétrica está en F({i+ 1, e, 1-1) 
o está en F((i+ 1, Cj-1))) 

Figura 3.40 
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C) Si (i-1, i+ 1) e Asim(D) se procede como en (B) intercambiandoj con i. 

Caso J.c Supongamos que se cumple la propiedad (c) del Lema 3.1 
Tenemos cuatro posibilidades que serán analizadas. 

Caso 1.c.l Si L(G)[{i - 1, i, j - 1, j}] = K 4 , Figura 3.41 
(Considerandos = i y· t = j - 1) 

Figura 3.41 

Sean C., C 2 , C 3 y C 4 los ciclos definidos como en el Caso 1.a.1 y 
consideremos los siguientes casos. 

Caso l.c.1.1 Si !(C1) $0 (mod k.) y !(C2 ) :;!; O (mod fü. 
Se procede como en el Caso l .a.1.1. 

Caso l.c.1.2 Si !(C3) :;!; O (mod /{.) y !(C4 ) $O (mod Fü 
Se procede como en el Caso l .a.1.2 

Caso l.c.1.3 Si !( C 1) =O (mod /{.). 
En este caso se tiene que !( C 3 ) $ O (rµod /{,) y del Caso l.c. l.2 podemos 
suponer que /(C4 ) =O (mod fü. 
Consideremos los ciclos de L(G), C 7 = [i - 1, j] u [j, C i - l] y 
C 8 = [j, i - l] u [i - 1, C j]. Ya que !(C 1) = O (mod /{.)tenemos que 
!( C 7) = -1 (mod /{.)y como k. :2 3 se tiene que !( C 7) :;!; O (mod fü. 
Como 1( C 4) = O (mod /{.) se sigue que !( C 8) = 2 (mod /{,) y como k. :2 3 
tenemos que !( C 8 ) $ O (mod /{.), Figura 3.42 
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j 
e, 

j-1 

e 
e, 

i-1 j 

c. 

Figura 3.42 

-> -• ~l (i - 1, j) E Sim(D) se ti~e que e 7 = (i - 1, j) u (j, e i - 1) y 
e 8 = (j, i -__o u (i - l, e j), ca~a uno tiene dos flechas simétricas, 
por lo tanto C tiene dos flechas simétricas, Figura 3.43 

--'t -e 

r:; 
i-1 

-> 
j 

c. 

f-----' 

Figura 3.43 
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• Si (i - 1, j) e Asim(D) (respectivamente (j, i - 1) e Asim(D)), Y 7 

(respectivamente C';) tiene dos flechas simétricas, las cuales son flechas 
simétricas de C"; Figura 3.44 

_.,. -
e e 

(i-1,j) e Asim{D) (respectivamente (j, i-1) e Asim(D)) 

Figura 3.44 

Caso 1.c.1.4 Si /( e2 ) = O (mod ~..). 
Se procede como en el Caso 1.a.1.4. 

Caso 1.c.2 Si L(G)[{i- 1, i, j, j + 1}]:: K 4• 

(Considerando s = i y t = j) 

Definimos los ciclos e 1', e2 ', e/ y e/ como en el Caso l.c.1 cambiando 
j - i por j + 1, definimos e/ y es' como en el Caso 1.c.l cambiando j 
por j + 1 y procedemos como en el Caso l.c.1 (intercambiando j - 1 con 
j + 1). 

Casol.c.3 Si L(G)[{i,i+l,j-l,j}]:i;K4 • 

(Considerando s = i + 1 y t = j - 1). 
Consideremos los ciclos e 1, e2, e3 y e4 como en el Caso 1.c.1; definimos 
los ciclos e 1 ' y e 8 ' como en el Caso l.c.l cambiando i - 1 por i + 1 , 
j por j - 1 y procedemos como en el Caso l .c. l. 
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Caso l.c.4 Si L(G)[{í, i + J,j,j + l}]: K 4 • 

(Considerando s = i + J y t = j). 

Capitulo 111 

Consideremos los ciclos e 1 y e 2 definidos en el Caso l .a.1 y los ciclos 
e 3'' e 4' obtenidos de e 3 y e 4 respectivamente intercambiando j - J con 

J + l; y definimos los ciclos C7 ' y C8 ' como en C7 y C8 respectivamente 
cambiando i - J por i + J y procedemos como en el Caso 1.c.1. 

Caso 2 Si j E {í - 2, i + 2} 

En este caso, por las hipótesis del Lema 3.3 se tiene que existe otra cuerda de 
?; (r, s) tal que (r, s) -:P. (j, i). 
Por lo visto en el Caso 1 podemos suponer que existe {a, b} ~ 
{O, J, 2, ... , n-1} con a -:P. b; tales que { [a - J, a + J], [b - J, b + J] } ~ 
(A(L(G)) - A( C)). 

• Si b - J *a procedemos como en el Caso 1.b (Figura 4.45) 

e 

Figura 3.45 

• Si b - J =a tenemos que {[a - J, a+ l], [a, a+ 2]} ~ A(L(G)) - A(C) 
Figura 4.46 
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Figura 3.46 

Y del Lema 3.2 se tiene que: 
{[a-1, a+2], [a, a+3], [a+ 1, a+3], [a-2, a], [a-2, a+ l]} n A(L(G)) ;to 0. 
De donde se tienen cinco posibles casos. 

Caso 2.1 Si [a - l, a+ 2] e A(L(G)). 
Sea C1 = [a-1, a+l] V [a+l, e, a-1] y C2 = [a-1, a+2] u [a+2, e, a-1]. 
Figura 3.47 

e e 

e, 
b-1 =a b-1 =a 

e, 

Figura 3.47 

Consideremos los siguientes casos: 
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Caso 2.1.1 Si 1( e;) $. O (mod ({,). 

• Si (a - l, a + 1) e Sim(D) el triángulo dirigido (a + 1, a - 1, a, a + 1) 
tiene una flecha simétrica en (a - 1, a, a + 1) y el ciclo dirigido 
"í'.:»1 = (a - 1, a + 1) u_(p + 1, -C a - 1) tiene una flecha simétrica en 
(a + l, -C- a - 1), así, e tiene dos flechas simétricas, Figura 3.48 

_,. -e e 

a 

(a-1, a) e Sim(D) (o (a, a+l) e Sim(D)) 

Figura3.48 

-• Si (a - .l.. a + 1) E Asim(D)~s dos flechas simétricas de e 1 están en 
(a + 1, C a - 1), por lo que e tiene dos flechas simétricas, Figura 3.49 

_,. 
e, 

a+l 

Figura3.49 
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• Si (a + 1, a - 1) e Asim(D) las dos flechas simétricas del triángulo 
dirigido (a + 1, a - 1, a, a + 1) pertenecen a e:,>- Figura 3 .50 

->-e 

a+I 

Figura 3.50 

En este caso !( C 2) $. O (mod fi.J. Podemos suponer que (a - 1, a + 1) e F(D). 
• Si (a + 1, a - 1) e Asim(D), las dos flechas simétricas del triángulo 

dirigido (a + 1, a - 1, a, a + 1) pertenecen a C Figura 3.51 

->-
e, 

Figura 3.51 
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• Si (a - 1, a + 2) E Sim(D) tenemos que F(a + 2, e a - 1) " Sim(D) ~ 
0, Figura 3.52 _,.. 

a+I a+2 

Figura 3.52 

Y ahora consideremos el triángulo dirigido (a+ 2, a - l, a + 1, a+ 2); -Si (a + 1, a + 2) E Sim(D) se tiene que e tiene dos flechas simétricas. 
Figura 3.53 

Figura3.53 

Y si (a - 1, a + 1) e SimJ_p) tenemos que F(a - 1, a, a + 1) n Sim(D) '* 
0, lo cual implica que e tiene dos flechas simétricas, Figura 3.54 
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_,.. 
e 

a 

(a-1, a) e Sim(D) (o (a, a+l) e Sim(D)) 

Figura3.54 

• Si (a - l, a + 2) e Asim(D), el ciclo dirigido 7!2 = (a - l, a + 2) u 
(a + 2, e~ a - 1) tiene dos flechas simétricas, las cuales pertenecen a e: 
Figura 3.55 

a 

Figura 3.55 

• Si (a + 2, a - 1) e Asim(D), las dos flechas simétricas del triángulo 
dirigido (a+ 2, a - 1, a+ l, a+ 2) son (a+ 1, a - 1) y (a+ l, a+ 2). 

Figura 3.56 
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a 

Figura 3.56 

Por otro lado el triángulo dirigido (a + 1, a - 1, a, a + 1) tiene una flecha 
simétrica en (a - 1, a, a + 1); esta flecha y (a + 1, a + 2) son las dos flechas 
simétricas que pertenecen a C Figura 3.57 

a 

a+2 

(a-1, a) e Sim(D) (o (a, a+ 1) e Sim(D)) 

Figura 3.57 

Caso 2.2 Si [a, a + 3] e A(L(G)). 
Se procede como en el Caso 2.1 cambiando a - 1 por a, a por a + l, a + l, 
por a + 2 y a + 2, por a + 3. 
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Caso 2.3 Si [a + 1, a + 3] e A(L(G)). 
Se procede como en el Caso l .b considerando a = i y a + 1 = j - 1. 

Caso 2.4 Si [a - 2, a] e A(L(G)). 
Se procede como en el Caso l.b considerando i - 1 =a - 2 y j- 1 =a. 

Caso 2.5 Si [a - 2, a +· l] e A(L(G)). 
Se procede como en el Caso 2.1 cambiando a - 1 por a - 2, a por a - 1, 
a + 1 por a y a + 2 por a + 1. 

LEMA 3.4 
Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas y D una orientación de L(G) tal 
que todo triángulo dirigido es simétrico. Si todo ciclo dirigido de D con 
longitud =# O (mod /{.) tiene dos cuerdas, entonces todo ciclo dirigido de D 
con longitud$ O (mod /{.)tiene dos flechas simétricas(/{.~ 3). 

Demostración: 

Se procede como en la prueba del Lema 3.3; solo notemos que cuando las dos 
cuerdas del ciclo dirigido 7!" = (O, 1, 2, ... , n - 1, O) (con t(C') =t= O (mod /{.)) 
son de la forma (i, j) y (j, i) con j e {i - 2, i + 2} entonces el triángulo 
dirigido (i - 2, i - 1, i, i - 2) ), ( o (i, i + 1, i + 2, l)) es simétrico y así, -e 
tiene dos flechas simétricas. 

En el siguiente Teorema utilizaremos el resultado obtenido del Teorema 2.4, 
el cual dice lo siguiente: Sea D una digráfica tal que Asim(D) es fuertemente 
conexa. Si todo ciclo dirigido de longitud $ O (mod /{.) tiene al menos dos 
flecha simétricas, entonces D tiene un /(:-núcleo. 

TEOREMA 3.1 
Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas y D una orientación de L(G) tal 
que Asim(D) es fuertemente conexa y cada_!¡iángulo dirigido tiene dos 
flechas fil!Jlétricas. Si todo ciclo dirigido de D, C= ( O, l, 2, ... , n - 1, O) con 
con !( C) '$. O (mod /{.) tiene una cuerda (i, j) tal que al menos una de las 
siguientes propiedades se cumple: 
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(1) j<JE {i-2,i+2} 
(2) Si j e {i - 2, i + 2}, entonces existe otra cuerda de e;,. (r, s) con (r, s) * 

(j, i). 
Entonces D tiene un l<=núcleo, (/{, ~ 3). 

Demostración: 

Se sigue del Lema 3.3 y el Teorema 2.4 

TEOREMA 3.2 
Sean G una gráfica, L(G) su gráfica de líneas y D una orientación de L(G) tal 
que Asim(D) es fuertemente conexa y cada triángulo es simétrico. Si todo 
ciclo dirigido de D con longitud =F. O (mod R._) tiene dos cuerdas, entonces D 
tiene un R.,-núcleo (R._~ 3). 

Demostración: 

Se sigue del Lema 3.4 y el Teorema 2.4 

OBSERVACIÓN 3.1: 

Las hipótesis de que la cuerda (i,J) de esatisface al menos una de las dos 
propiedades (1) o (2) del Teorema 3.1 no puede ser omitida, es suficiente 
considerar la siguiente gráfica G~ (R., ~ 4); 

V(Gu = {O, 1, 2, ... , 2/(.-1 }, 
A(Gu ={a¡= [i, i + l] 1 i E {O, 2, 4, ... , 2R.,- 2}} u 

{a;= [i, i + 2] 1 i e { 1, 3, 5, ... , 21{,- 3}} u {a2~1 = [2R.,- 1, 1] } 

y D~ la siguiente orientación de L(Gu; V(Du = A(Gu, 

F(Gu ={(a¡, a¡+1) 1 i E {O, 1, 2, ... , 21{,- 2}} u 
{(a¡, a;+2) 1 i e { l, 3, 5, ... , 21{,- 3}} U {(a2~h a 0), (a2~ 1 , a 1)}; 
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Di¡_ no tiene un ~núcleo para !¿_";?: 4. 

EJEMPLO l. 

Para/¿= 4, Figura 3.58 
Sean G 4 = (V (G4), A(G4)), L(G4) y 0 4 definidas como en la Observación 3.1 
Así: 
V(G4) = {O, 1, 2, ... , 7} 

2 

3 4 

a, a3 
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a, 

a, a, 

Figura 3.58 

Existe al menos un ciclo =!= O (mod 4) en 0 4 el cual tiene una cuerda que no 
satisface la propiedad (1) ni (2) del Teorema 3.6 y 0 4 no tiene un 4-núcleo. 
Por ejemplo consideremos el ciclo e= (a0, ah a3, a 5, a 7 , a 0) contenido en 0 4, 

tenemos que f( e) = 5, así que t( e) '$ o (mod 4); (a7, a¡) es una cuerda de e 
y no cumple ninguna de las dos propiedades (1) o (2) del Teorema 3.6 y 0 4 

no tiene un 4-núcleo. 

Supongamos que 0 4 tiene K un 4-núcleo. 
Consideremos {a0 , a 2 , a 4 , a 6 } ~ V(04). 

Por simetría supongamos que a 0 e 1<., entonces se tendría que K = {a0 }, así 
que a 2 E K y sin embargo no hay una trayectoria de a 2 al núcleo con longitud 

:5 3 (d04 (a2, a 0 ) = 4). Por lo tanto K = {a0 } no es un 4-núcleo de 0 4 • 

Análogamente, por simetría, si suponemos que a; e Kpara algún i e {2, 4, 6} 
se puede ver que 0 4 no tiene un 4-núcleo. 

Consideremos {a1, a 3 , a 5, a 7 } ~ V(D4). 

Por simetría supongamos que a 1 e 1<., entonces se tendría que K = {a 1}, así 

que a 2 E K y sin embargo no hay una trayectoria de a 2 al núcleo con longitud 
:5 3 (d04 (a2, a 1) = 4). Por lo tanto K = {a1} no es un 4-núcleo de 0 4 • 

Análogamente, por simetría, si suponemos que a¡ e Kpara algún i e {3, 5, 7} 
se puede ver que 0 4 no tiene un 4-núcleo. 
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E.JEMPLO ~ 

Para f_.= 6, Figura 3.59 
Sea G

6 
= (V(G

6
), F(G6)), L(G6) y 0 6 definidas como en la Observación 3.1. 

V(G6) ={O, 1, 2, ... , 13} Figura 3.60 
Se puede observar que D 6 no posee un 6-núcleo 

--~º 
1 '\·/º2 

3 a2 

G6 ~.:z 
o ª·/º13 ª" JO 

a~ ª• 9 

8~ 4 

ª1 
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07 

Figura 3.59 

EJEMPLO~ 

Para /{.= 9 
Sea G 9 = (V(G9), F(G9 )), L(G9) y 0 9 definidas como en la Observación 3.1. 
V(G9) = {O, l, 2, ... , 17} Figura 3.60 
0 9 no tiene un 9-núcleo, en particular 0 9 no tiene un 3-núcleo 
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14 

ª• 
JO 

014 

/~a, 
ª"-~ª 

-----(, a, K . ª· 
a,~ 

ª'º 
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ª••~ª'' a, 

ª'º 

Figura 3.60 

OBSERVACIÓN 2 

Las hipótesis de que D es una orientación de la gráfica de líneas no puede ser 
omitida en el Teorema 3.1. En al digráfica Dtdefinida como sigue, todo ciclo 
dirigido 'if# O (mod /(_) tiene dos cuerdas, sin embargo, Dt no tiene un /¿:; 
núcleo,(/{_;:::. 3). 

EJEMPLO~ 

V(D3) ={O, 1, 2, ... , 22} 
F(D3) = {(i, i+l) 1iE{O,1, 2, ... , 21}} u 

{(i, i+2) 1 i E {4, 6, 8, JO, 15, 17, 19} U 

{(4, 12), (15, O), (21, O), (22, O)} Figura 3.61 

99 



Capitulo 111 

18 

14 

11 

Figura 3.61 

Observemos que todo ciclo dirigido '$ O (mod 3) tiene dos cuerdas y sin 
embargo 0 3 no tiene un 3-núcleo. Supongamos que D 3 tiene un 3-núcleo, 
digamos K y que O e K; entonces K= {0,3,7,13,18}, 9 é Ky sin embargo 

d(9, 13) = 3 > 2. Por la tanto K no puede ser un 3-núcleo. Análogamente se 

puede observar que K no es un 3-núcleo suponiendo que i e K para algún 
i E { 1, 2, 3, ... , 22} 
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E.JEMPLO § 

V(D
4

) ={O, 1, 2, ... , 37} 
F(D

4
) = {(i, i+l) \ i e {O, l, 2, ... , 36}} u 

{(i, i+2) \ i e {O, 2, 4, 6, ... , 16, 19, 21, 23, ... , 35}} V 

{(O, 18), (19, 37), (37, O)} Figura 3.62 

26 

~' 
1:~, 

12 6 11 

19 18~13 
~ ~15 20 

Figura3.62 
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Para/{_;;::: 5, 

V(D~ ={O, 1, 2, 3, ... , 71{_ +3} 
F(D~ = {(i, i + 1) 1 i e {O, l, i, 3, ... , 7 /{_ + 2}} U 

{(i, i + 3) 1 i E {O, 3, 6, ... , 31{_, 31{_ + 3 + L~J- 1, 

(3 /{_ + 3 + L !:.. J - 1) + 3, ... , 7 /{_ + 3 - í !:..1- 1 l l u . 2 2 

{(i, i + 2) 1 i E { 1, 4, 7, ... , 31{_ + 1, 31{_ + 3 + L~J, 

(31{_ + 3 + L!:..J) + 3, ... ,7 /{_ + 3 - í !:..1}} u {(O, 31{_ + 3), 
2 2 

(31{_ + 3 + L!:.. J - 1, 7 /{_ + 3 - í !:..1 +2), (7 /{_ + 3, O)} 
2 2 

En donde Í !:.. l significa el menor entero mayor o igual que k y L !:.. J 
2 2 2 

k significa el mayor entero menor o igual que 
2 
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EJEMPLO§. 

Figura 3.63 Para/{_= S, 

Figura 3.63 

Capitulo 111 
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E.JEMPLO 1 

Para/{,= 6, Figura 3.64 

43 1 
42 o 

_ ~111::.~, 44~o--_. )' ~ 2 

39 4P< O-- 45 o N ¿;.a 4 

37 o~ 41 3 ~l>a57 
36¡¿1 

6w 8 
"f/1'5 .~,, 
33 ~\32 121:3, 11 
31 < J' 13 

30 Y~r < 26 18 15.~ 14 

~/ ~ /23 21 /?.16 
27 V/\'''):;___ 22 -i" º 17 

25 el~ . ~ ~ 19 

24 20 

Figura 3.64 
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EJEMPLO-ª. 

Para !{. - 7 p· - ' igura 3.65 

48~ 49 

46@,J'°-\ 
45Ó=-

43 o~ 47 

42~44 

40o 1' 
39 t / 

41 

~ 

37~38 

34 ' 

36\¿~35 
33 ~,.:.:.. 29 

31~~1¡ 26 

30 º ¡ 
28 '{j 

27 
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1 

~4 
3~5 

\~ 90 /_ 
8 

¡~JO 
12 ~J JI 

' 15¡~:: 
18~16 

-~~@21 JI(' 1917 

20 
22 

23 

Figura 3.65 
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EJEMPLO 2 

Para/{.= 8, Figura 3.66 

J Figura3.66 
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