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INTRODUCCION

La teoria de las graficas es una rama muy importante de las matemadticas,
pues el campo de aplicacién a otras ciencias es extenso; por ejemplo en la
fisica, ingenieria, quimica, genética, etc.

Muchos conceptos se han investigado y desarrollado acerca de las graficas y
digraficas; los temas que se desarrollan en esta tesis son los de nicleo, (&, £)-
nicleo y £nicleos en una digrafica D y en su digrafica de lineas L(D).

En el Capitulo I se dan a conocer los conceptos basicos para el desarrollo de
esta tesis (definiciones, teoremas y otros resultados), destacando entre ellos el
de nicleo, pues es el tema central del presente trabajo. Este concepto fue
introducido por Von Neumann [12], el cual tiene muchas aplicaciones [1],[2].
Varios autores han estado investigando condiciones suficientes para la
existencia de ntcleos en digraficas, por citar algunos, Von Neumann y
Morgenstern [12], Richardson [15], Duchet y H. Meyniel [18],[19] y Galeana-
Sanchez y Neumann-Lara [5]. En [13], M. Harminc considerd la existencia de
nucleos en la digrafica de lineas de una digrafica D y demostré el Teorema
1.1, el cual es un resultado muy importante de este capitulo. En él se indica
que el nimero de nucleos de una digrafica D es igual al niimero de ntcleos de
su digréfica de lineas L(D) [10].

En el Capitulo II se prueba un Teorema que indica las condiciones bajo las
cuales una digrafica D tiene un £nucleo y es el siguiente: sea D una digrifica
tal que Asim(D) es fuertemente conexa. Si todo ciclo dirigido de longitud = 0
(mod &) tiene al menos dos flechas simétricas, entonces D tiene un &nicleo
(R= 2). Este Teorema es de gran importancia para el Capitulo III.

En 1976 H. Meyniel [17] conjeturé: sea D una digrafica. Si todo ciclo
dirigido impar de D posee dos cuerdas, entonces D es una digrafica ntcleo-
perfecta. Para digréificas en general, la condicidon de que cada ciclo dirigido
impar tiene dos cuerdas no es suficiente para ser nucleo-perfecta, en [4]
Galeana-Sinchez construyd para cada £ una digrafica D¢ sin tridngulos tal que
todo ciclo dirigido impar tiene al menos £ cuerdas y sin embargo D¢ no tiene
nicleo. Aun bajo algunas restricciones sobre la estructura de la grafica
subyacente (no orientada) de una digrafica D, la condicién: cada ciclo dirigido
tiene al menos dos cuerdas no es suficiente para ser nicleo-perfecta.

Sin embargo en [16] O. V. Borodin, A. V. Kostochka y D. R. Woodall
probaron: sea H la grafica de lineas de una gréfica G; una orientacién D de H

es ntcleo-perfecta si y sélo si todo ciclo dirigido impar tiene una cuerda y
cada clan tiene un nicleo.



Una posible generalizacion de la Conjetura de Meyniel para &-nutcleos, £= 2
podria decir: sea D una digrifica, si todo ciclo dirigido de longitud #= 0 (mod
R) tiene dos cuerdas, entonces D tiene un £-nucleo.

En el capitulo Il se prueba que esta afirmacién no es cierta para digraficas
en general, ademas se demuestra la siguiente generalizacién para K-nucleos
(&= 3) del resultado de Borodin, Kostochka y Woodall: sea G una digrafica,
L(G) su grafica de lineas y D una orientacion de L(G) tal que Asim(D) es
fuertemente conexa y cada triangulo dirigido tiene dos flechas simétricas. Si
todo ciclo dirigido de D, ¢ = (0, 1, 2... n-1, 0) con / (®) = O (mod £) tiene
una cuerda (i, j) tal que al menos una de las dos siguientes propiedades se
cumple:

1) j e {i-2, i+2}
2) Sij e {i-2, i+2}, entonces existe otra cuerda de T (r, s) con (T, 8) # (§, i)-

Entonces D tiene un &-nucleo (K = 3).

Como una consecuencia se prueba la siguiente afirmacién, que es un caso
particular de la posible extensién de la Conjetura de Meyniel para &, = 3; que
dice: sea G una grafica y D una orientacién de L(G) tal que Asim(D) es
fuertemente conexa y cada tridngulo dirigido es simétrico. Si todo ciclo
dirigido de D cuya longitud es = 0 (mod £ ) tiene dos cuerdas entonces D
tiene un &ncleo, £ = 3.

Estos dos resultados son una generalizacién del resultado de Kwasnik para
orientaciones especiales de graficas de lineas.




Capitulo 1

CAPITULO I

CONCEPTOS BASICOS

DEFINICION 1.1

Una gridfica G = (V(G), A(G)) consiste en un conjunto finito, no vacio, de
objetos llamados vértices (nodos) que se denotan por V(G) y un conjunto de
pares no ordenados de vértices distintos llamados aristas (ramas) las cuales se
denotan por A(G).

Sea G una grafica y {u, v} < V(G), diremos que u es adyacente a v
(u adyg v) siexiste a € A(G) que une a u# con v, la cual denotamos por

a = [u, v]. Dos aristas son adyacentes si tienen un extremo (vértice) en
comun.

Asi, para la grafica G = (V(G), A(G)) de la Figura 1.1 se tiene que:
V(G) = {u, v, w, y, x}

A(G)={a,b,c,d,e,f},con

a=[u,v], b=[v,w], c=[w,x], d=1Ix,y], e=[x,v], f=1u, w]
Ademas se cumple que v adyg w, x adyg ¥, asicomo a adyg b

<
R
b

o
o

u f w
o O

Figura 1.1
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DEFINICION 1.2

Una digrdfica D = (V(D), F(D)) consiste en un conjunto finito, no vacio de
objetos llamados vértices, que se denotan por V(D) y un conjunto de pares
ordenados de vértices distintos llamadas flechas (aristas dirigidas) las cuales
se denotan por F(D). Asi el par ordenado (, v) es la flecha que vade u a v,
y diremos que u es adyacente a v, o bien v es adyacente desde u (u ady, v).

DEFINICION 1.3

El exgrado de un vértice v en la digrifica D es el nimero de vértices
adyacentes desde v, es decir, el nimero de flechas que salen desde v. Y se
denota por 8" (V).

DEFINICION 1.4
El ingrado de un vértice v en la digrifica D es el niimero de vértices

adyacentes hacia v, es decir, el nimero de flechas que inciden en v. Y se
denota por &5 (V).

DEFINICION 1.5
Los vecinos exteriores de un vértice u en la digrafica D es el conjunto

I (@) = {v e V(D) (2, v) € F(D)}.

DEFINICION 1.6

Los vecinos interiores de un vértice u en la digrafica D es el conjunto
I @) ={y eV(D) | (v, z)e F(D)}.

En la digriafica D = (V (D), F(D)) de la Figura 1.2 se tiene que:

V(D)= {xq, X1, X3, X3, X4, Xs}

F(D) = {(xp, x1), (x15 X5), (x15 X3), (X2, X1)5 (X2, X4), (X35 X2)5 (X3, X4), (%45 X3),
(x4, X5), (x5, X4)5 (x5, X0) }

Sp"(xp) =1 Spt(x) =2 Spxe)=1 Sp(xy) =2
Sp(x) =2 SpT(xy) =2 Sp(xx)=2 Sp(x3) =1
Sp'(x) =2 dp (xs)=2 Op(x4)=3 Sp'(xs) =2
p'(x) = {x} Ip'(xy) = {x, x5} Tp'(x;) = {x, x4}
Fpt(es) = {3, x4} Tp'(xg) = { x3, x5} I'p'(xs) = {x0, X4}
Iy (xg) = {xs} () = {x0, X2} () = {x;, x3}
Ip(x3) = {x4} Ip(xg) = {x3, x3, x5} Fp(es) = {x1, x4}
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Xo X3
Xs X4
04___0.

G</V V\;O
Xy . X2
Figura 1.2

DEFINICION 1.7

Sea D una digrafica, una subdigrdfica H de D es una digréfica tal que
V(H) < V(D) y F(H) < F(D).

DEFINICION 1.8

Sea D una digrafica, una digrafica H es una subdigrifica inducida por vérices
de D (o simplemente subdigrdfica inducida de D)si VIH) c V(D) y (i, v) €
F() si y sélo si (u, v) € F(D) con {u, v} < V).

En la Figura 1.3 se muestran las digraficas D = (V(D), F(D)), D, = (WD),
F(D))) y D, = (V(D,), F(D,)). Las digraficas D; y D, son subdigraficas de
D, y D, es una subdigrifica inducida de D.

D

IS
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DEFINICION 1.9
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Sean D y H digraficas, D es isomorfa a H si y sélo si existe una funcién
biyectiva f: V(D) —»V(H) tal que (¢, v) € F(D) si y s6lo si (f(w), f(V)) €

F(H). Y lo denotamos D=H

Las digraficas Dy y Dy de la Figura 1.4 son isomorfas, pues existe una
funcién biyectiva f: V(Ds) —y V(Ds), en donde:
V(Ds) ={ ¥, Y2» V3> Vas Ys» Y6 }> V(D) ={x1, X3, X3, X4y X5, X6}

SO =x;s
SO =x;
SOn)=x,
S Og)=x,
S s)=x
SO =x

la funcidén f es tal que

1 ¥4} € F(Ds) siy sélosi (f (), SO =
072, ¥1) € F(Ds) siy solosi (f(04), f()) =
(2, ¥3) € F(Ds) si y sélo si (f(), £075))=
3, ¥6) € F(Ds) siy solosi (f(3), f(e)) =
(s, ¥3) € F(Ds) siy solo si (f(,), f(3))=
(V4> ¥5) € F(Ds) siy soélosi (f (), f(¥s))=
s, ¥2) € F(Ds) siy sélosi (f(¥s), FO2))=
(V6> 1) € F(Ds) siy sdlosi (f (), SO =
s Vs) € F(Ds) siy s6lo si (f (%), f(s)) =

(xS, xz) € F(DG)
(x3, x5) € F(Dg)
(x3, x4) € F(Dg)
(x4, x;) € F(Dg)
(x2, x4) € F(Dg)
(x2, x6) € F(Dyg)
(xs, x3) € F(Dg)
(x1, x5) € F(Dg)
(x1, x¢) € F(Dg)
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Ds Dy
R4
O,
Yo \ Y2 Xy X2 x3
}’SE [01 Y3 o) (o]
Xg X5 X4
Figura 1.4

DEFINICION 1.10
Un camino C en una grafica G es una sucesion de vértices
C= (xoa X3 X2s -2 xn) tal que: [xi) xi+|] € A(G)‘

Un uv-camino € en una grifica G es un camino que comienza en w y
termina en v.

La longitud del camino & es el nimero de aristas de C y se denota por /().

DEFINICION 1.11
Un wuv-camine C en una digrafica D, es una sucesién de vértices

C= (4 = Xg, Xy5e-es X, = V) tal que (x;, x;y) € F(D) o0 (x4, ;) € F(D) para
0<i<n-l.

DEFINICION 1.12
Un camino dirigido € en una digrafica D es una sucesion de vértices
= (Vos Vise--s Vo) tal que (v;, viyy) € F(D) para 0 <i<n-l.

La longitud del camino dirigido C’es el nimero de flechasde & y se denota
por /(C 5
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DEFINICION 1.13

Un paseo en una griafica G (respectivamente en una digrafica D) es un camino
en el que no se repiten aristas (respectivamente flechas).

DEFINICION 1.14

Un paseo dirigido en una digrafica D es un camino dirigido en el que no se
repiten flechas.

DEFINICION 1.15

Una frayectoria I en una grafica G (respectivamente en una digrafica D) es
un camino en el que no se repiten vértices.

DEFINICION 1.16 _

Una trayectoria dirigida Z en una digrafica D es un camino dirigido en el
que no se repiten vértices.

DEFINICION 1.17

Un camino cerrado C en una grafica G (respectivamente en una digrafica D)
es un camino cuyo vértice inicial y final son el mismo.

DEFINICION 1.18

Un camino dirigido cerrado C en una digrafica D, es un camino dirigido en
el que en el que el primero y el Gltimo vértice son iguales.

DEFINICION 1.19

Un ciclo C en una grafica G (respectivamente en una digrafica D) es un
camino cerrado en el que no se repiten vértices (excepto el primero y el

altimo).
DEFINICION 1.20

Un ciclo dirigido C enuna digrifica D es un camino dirigido cerrado en el
que no se repiten vértices (excepto el primero y el tiltimo).

DEFINICION 1.21
La distancia dirigida dj (u, v) de un vértice u al vértice v en una digrafica
D es min{ /(¥ T esuna uv-trayectoria dirigida}.
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Sea D una digrafica y {u, v} < V(D), diremos que dp (&, V) es infinita si no
hay una wv-trayectoria dirigida.

Para la grafica G y la digrafica D de Figura 1.5, donde
V(G) = {xp, X}, X2, X3, X3, X35, X} = V(D) se tiene que

G D
Xo Xs Xo yt—————— Xs
O O O, Q
OO
X3 X3 X2 X3
Figura 1.5

C, = (xg, Xg> X4s X3, X2, X4, Xs5) €S UN XyXxs-camino contenido en G
(respectivamente contenido en D)

2?2 = (X0, Xg> X3, X}, X5 X2, X3, X4, X5) €S UN X xs-camino dirigido contenido en D.

P=(xg, Xg, X3, X5 Xg> X4, X5) €5 UN XgXs-paseo contenido en G (respectivamente
contenido en D).

—>
P= (xg, X35 X1, Xg, X2, X4, Xs) €8 UN Xy Xs-paseo dirigido contenido en D.

T = (x4, X6, X5) €5 UNA Xx,Xs-trayectoria contenida en G (respectivamente
0> 6 5. o5
contenida en D).
— .
T = (xp, X, X2, X3, Xs) €S UNA X, Xs -trayectoria contenida en D.
(] 6 2 4y A5 ors
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C3 = (xg, Xg, X1 X2, X6, X)5 Xo) €S UN camino cerrado contenido en G
(respectivamente contenido en D).

—_—

C 4= (xg, X5, X4, Xg, X2, X45 Xs, Xo) €S UN camino dirigido cerrado contenido en D.

Cs = (xq, X1, Xg; Xg) €8 un ciclo contenido en G (respectivamente contenido en
D).

> . . e .
Co = (xgs Xgs X2, X4, X5, Xo) €8 Un ciclo dirigido contenido en D,

dp(xg, x5) = 1

DEFINICION 1.22

Una digréifica D es conexa si para cualquier {u, v} < V(D) existe un wuv-
camino.

DEFINICION 1.23

Una digrafica D es fuertemente conexa si para cualquier {u, v} = V(D) existe
un uv-camino dirigido.

La digrafica D, de la Figura 1.3 es conexa pero no es fuertemente conexa pues
para {x, v} < V(D)) no se tiene un xv-camine dirigido. La digrafica D de la
Figura 1.5 es fuertemente conexa.

DEFINICION 1.24

Sea G = (V(G), A(G)) una grafica. La grdfica de lineas L(G) es la grafica
L(G) = (VL(GQ)), A(L(G))), donde V(L(G))= A(G) y para cualquier {I, m}
V(L(G)), ! adyyg, m siysbélosi !/ y m son aristas adyacentes en G.

Asi, en la Figura 1.6 tenemos una grafica G y su respectiva grafica de lineas
L(G).

Donde V(G) = {u, v, w, x, y}, .
AG)Y=VID)) ={a, b, c, d, e, f}
Con a=v,ul,b=[u,yl,c=[u,x},d={w,xl,e=[x,y]1 vy f=[v»1
AL(D)) = { {a, b}, la, cl [a, /1, [b, c}, 15, e}, [b, S, [c, dl, [c, el,
Id, el,le, 1}
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G L(G)

b
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u y a o S
O /O
o Ie) .c e
v w d x \O
d
Figura 1.6

DEFINICION 1.25
Sea D = (V(D), F(D)) una digrafica. La digrdfica de lineas L(D) es la
digrifica L(D) = (V(L(D)), F(IL.(D)) donde el conjunto de vértices de L(D) es

el conjunto de flechas de D y para cualquier {k, k} < VA(D)), (h, k) €
F(L(D)) si y sblo si el vértice final de Ak es el vértice inicial de k.

Sea D una digrafica, a L*(D) la llamamos digrafica de lineas n-iterada y la
definimos como sigue:

L°=D, L'(D)=L(D) y LY(D)=L(L"(D)) paran>1

En la Figura 1.7 podemos ver una digrafica D y su respectiva digrafica de
lineas L(D).

Donde V(D)= {u, v,w, x, y}
F(D)={a,b,c,d, e, f, g} = V(L))
Con a=M,u),b=(y),c=Q,v),d=(w,x),e=(x,w), f=(,x) ¥
g=(u,x)
F(L(D)) = { ((6; b)), }(a, £), (b, ©), (b, ), (¢, a), (d, e), (e, d), (f, &),
, e
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Figura 1.7

DEFINICION 1.26

‘Sea D = (V(D), F(D)) una digrafica y K < V(D). Diremos que K es un nicieo
de D si:

(a) K es independiente, es decir, para cualquier {u, v} c K, (i, v) &
FD)y (v, ) ¢ F(D)

(b) K es absorbente, es decir, para cualquier v € (V(D) - K) existe u € K
tal que (v, u) € F(D).

Asi, ladigrafica D de la Figura 1.8 tiene un nucleo K, donde K= {x,, x3, x5}



D

X5 X4

ot—

AN

Figura 1.8

OBSERVACION 1.1

Capitulo 1

Muchas digraficas no tienen nicleos, el ejemplo mas simple es una digrafica

que es un ciclo dirigido de longitud impar.

Por ejemplo para las digraficas D, y D, de la Figura 1.9 no es posible
considerar K< V(D)) (respectivamente K < V(D,)) en el que sus elementos

cumplan con las condiciones de la Definicién 1.26.

D, D,
X4
/ \ ) O
x O o X3 / \
x, O_.._>O/x, Xo O"‘/o X,

Figura 1.9

1
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DEFINICION 1.27

Sea D una digrificay S < V(D). Diremos que S es un seminicleo de D si

(a) S es independiente.

(b) Para toda fe F(D)tal que f=(u,v),donde ue Sy ve (V(D)-S),
entonces existe f~ € F(D) tal que f"= (v, w) dondew & S.

Para la digrifica D, de la Figura 1.10 se tiene que S = {w,, w;, ws} es un
seminucleo.

Figura 1.10

OBSERVACION 1.2

Todo nicleo es un seminicleo, pero no todo seminicleo es un micleo.
Consideremos la digrafica D de la Figura 1.11, se tiene que S = {w} es un
seminticleo pero no es nicleo pues ¥ € Sy no hay una uS flecha.

D
u v w

Figura 1.11

12



Capftulo 1

DEFINICION 1.28

Sea D una digrafica y Q < V(D). Diremos que Q es cuasiniicleo de D si Q

es un conjunto independiente tal que V(D) = Q w I'(Q ) v I'C(Q ).
(Donde para cada A = X, I'" (A) = {x € X | x tiene un sucesor en A}).

Para la digrafica D; de la Figura 1.12, se tiene que Q = {35, ¥} es un
cuasinicleo.

D,
M Vs
s ¥ / Y1
pel s
Ye
Figura 1.12

OBSERVACION 1.3
Todo nucleo es un cuasinicleo, pero no todo cuasinucleo es un nucleo. Por
ejemplo consideremos la digrafica D, de la Figura 1.9, tenemos que Q =

{xy, x»} es un cuasinicleo, pero no es un nicleo pues x; ¢ @ y no hay una
x3Q flecha.

OBSERVACION 1.4

No todo semintcleo es un cuasimicleo y no todo cuasintcleo es un

semindcleo. Esto lo podemos observar en las digraficas D, y D, de la Figura
1.13

13
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D, D,

O__,O0 ot e e_,0 ,0 e

u, 1y u; u, w, w, w, w,

S = {u,} es un seminucleo y no es

‘Q = {w,, w,} es un cuasinicleo y no
un cuasinuicleo.

es un seminiicleo

Figura 1.13

En lo que sigue denotaremos a h = (i, v) € F(D) y el vértice A € V(L(D))
por el mismo simbolo. Si A es un conjunto de flechas de D, es ademas un

conjunto de vértices de L(D), se utilizara el simbolo H; para denotar a H
como conjunto de V(L(D)).

DEFINICION 1.29

Sea %/ un conjunto, entonces P(#/) es el conjunto de todos los subconjuntos
de % La cardinalidad de 77 se denota por card( 7).

Martus Harmic [13],consideré la existencia de nicleos en la digrafica de
lineas de una digrafica D y prueba lo siguente:

TEOREMA 1.1

El nimero de nicleos de una digrafica D es igual al namero de nicleos de su
digrafica de lineas. Es decir, sea £ el conjunto de todos los nicleos de D y
sea P el conjunto de todos los niucleos de L(D), entonces card(# ) = card (P ).

Antes de demostrar el Teorema anterior definiremos lo siguiente:

DEFINICION 1.30
Sea D = (V(D), F(D)) una digrafica, entonces f: P(V(D)) —» P(F(D)) se
define como sigue: Si Z < V(D), entonces f(Z)= {(u,v) e FD)|ve Z}.

14
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LEMA 1.1

Sea D una digraficay Z < V(D). Si £ es un conjunto independiente de D,
entonces f(Z), esun conjunto independiente de L(D).

Demostracién: (Por contradiccion)

Sea Z < V(D) un conjunto independiente de D, por demostrar que f(Z)_ es
un conjunto independiente de L(D), es decir, sea {h, k} = f (£ )., por
demostrar que (&, k) ¢ F(L(D)) y (k, h) ¢ FAL(D)).

Sin pérdida de generalidad supongamos que (A4, k) € F(L(D)). Como {A, k} =
f(Z) entonces {h, k} = f(Z),esdecir, A=, V) eFD) conve Z y k=
(w, x) € F(D) con x € Z; pero (h, k) € F(IL(D)), asi, el vértice final de & es
el vértice inicial de k& entonces v = w. Por lo tanto (v, x) € F(D), pero esto
es una contradiccién pues {v,x} =« Z y Z es un conjunto independiente.

Por lo tanto £(Z ). es un conjunto independiente.

LEMA 1.2

Sea D una digraficay Z < V(D). Si Z es un conjunto absorbente de D,
entonces f(Z)_ es un conjunto absorbente de L(D).

Demostracion:

Sea Z < V(D) absorbente, por demostrar que f(Z ), es absorbente, es decir,

sea h e (V(L(D)) - £(Z)) por demostrar que existe k € f(Z),_ tal que (k, k)
e F(L(D)).

Como h € V(L(D)), entonces & = (u, v) € F(D) con {u, v} < V(D) y como
h e f(Z)., entonces vg Z. Asi, v e (V(D) - Z), entonces existe w € Z tal
que (v, w) € F(D) (pues Z es absorbente). Sea k= (v, w), k € f(Z), porlo
tanto k € f(Z)., tal que el vértice final de & es el vértice inicial de .

Asi, (h, k) € F(L(D)) con k € f(Z),.

Por lo tanto £(£), es absorbente.

15
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Del Lema 1.1 y del Lemal.2 se concluye el siguiente corolario.

COROLARIO 1.1

Sea D una digrafica. Si Z < V(D) es un nicleo de D, entonces f(Z ), es un
nucleo de L(D).

LEMA 1.3
Sean D una digrdfica, # el conjunto de todos los niicleos de D y P el
conjunto de todos los nticleos de L(D), entonces f* = fleo : B —» P

es inyectiva, donde f* eslarestriccionde f a r

Demostracion:

Por demostrar que f* es inyectiva, es decir, si {K;, Kz} = #Z tal que K;= Ko,
entonces f* (Ki), =~ (Kz2)L.

Como K; # K: tenemos que (K;-K2) 2 (o (Kz-K)=D).

Sin pérdida de generalidad supongamos que (K; - K: ) = &, entonces existe
ueV(D)talque ue K; y u &€ Kz; como Kz esniicleode Dy u e (V(D) -
K:z), existe ve K. tal que k= (u, v) € F(D).

Afirmacion: v ¢ K,;.Sisuponemos que v e K; se tendria que (%, v) ¢ F(D),
vaque # € K; y K, es ntcleo, lo que contradice que kA € F(D); asi, &g f~
(K1)- Por otro lado s € f*(Kz), pues .v e K:. Por lo tanto existe # € (f*
(K—I)L - ﬁ(KZ)L)

Por lo tanto f* (KL = f* (Kz2).-

De donde se concluye que f* es inyectiva.

OBSERVACION 1.5
Sea f: 4 —» B.Si f esinyectiva, entonces car(A4) < card(B)

Por lo tanto del Lema 1.3 y de la Observacion 1.2 concluimos que car(#) <

card(P).

16
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DEFINICION 1.31

Sea D = (V(D), F(D)) una digréfica, entonces g: P(F(D) —» P(V(D)) se
define como sigue: Si # < F(D), entonces g(H ) =X(#) U ¥(#) donde
XH)Y={veVD)| @@ v)e FH}

Y(H)={ue VD) |8 ()=0 y si (1, v) € F(D), entonces v g X(#)}.

LEMA 1.4

Sea D una digrafica y H < F(D). Si # es nucleo de L(D), entonces g(#) es
nucleo de D.

Demostracion.

Sea 7€, niicleo de L(D)

(1) Por demostrar que g(#,) es independiente, es decir, sea {u, v} = ¢(#)

por demostrar que (u, v) ¢ F(D) y (v, ) ¢ F(D). Por la manera en que se
define g se tienen los siguientes casos:

@) {u, v} = X(#H)

byue X(FH) y ve¥YdFd
@Que Y(H) y ve X(1H
(@) {z, v} c Y(FH) '

(a) Demostracion: (Por contradicciéon)

Supongamos que {u, v} =< X(H) v (u, v) € F(D), entonces existe {f, h} <
talque f =(a,uw) y h=(b,v)

-Si u= b, entonces f =(a, u) y h = (u, v) por lo que (f; i) e F(L(D)), pero

esto es una contradiccién pues como #{ es independiente se tiene que (f; #)
¢ F(L(D)).

Por lo tanto (, v) ¢ F(D).
-Si u = b. Seal= (u, v), entonces (f; ) € F(L(D)).
Afirmacion: 1 ¢ #£ . : pues si suponemos que I € #{, se sigue que (f, I) e

F(L(D)). Pero f € #,, lo que contradice el hecho de que #, es independiente.
Por lo tanto / & 7€,.
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Entonces / e (V(L(D)) - #€,) y como #{ _ es absorbente, entonces existe r €
H tal que (, r) € F(L(D)), donde r = (v, w); ademas k# = (b, v), entonces

(h, ¥) e F(L(D)), pero esto es una contradiccién pues {h, r} = H_ y #{ es
independiente.

Por lo tanto suponer que (u, v) € F(D) nos lleva a una contradiccién. Por lo
que (u, v) € F(D).
Andlogamente (v, v) ¢ F(D).

(b) Supongamos u € X(H) y v e Y(#), entonces (u, v) & F(D) pues

3p(v) = 0. Ademss, (v, u) & F(D) pues u € X(#), ve ¥(H) y por definicién
de Y(3).

(c) Supongamos que u e () y ve X(F6).
Completamente anélogo al Caso (b).

(d) Supongamos que {u, v} < Y(#). Por definicién de ¥(F€) se tiene que
(4, v) € F(D) y (v, u) g F(D). Por lo tanto g(#£ ) es independiente.

(2) Por demostrar que g(#£,) es absorbente, es decir, sea u e (V(D) - g(#€));
por demostrar que existe v e g(#,) tal que (x, v) € F(D).

Como u e (V(D) - g(#f)) entonces u € (V(D) - (X(F) v Y(#)), es decir,
ue V(D) v u e (X(FH) v Y(F). De esto tenemos que 5,(w) = 0 o existe
(u, v) € F(D) tal que v e X(F6).

-Si 8p(w) # 0 entonces existe f= (w, ) € F(D) y como u ¢ X(#f) entonces
fe H . Asi fe (VALD)) - ) y por ser H absorbente existe » € 7 tal
que (f, k) € F(L(D)), donde 4 = (u, v), por lo que v e X(#).

Por lo tanto existe v € g(# ) tal que (u, v) € F(D).

- Si existe (4, v) € F(D) tal que v € X(#) entonces ve gy (u v) e
F(D).

Por lo tanto concluimos que g(#f) es absorbente.

Asi de (1) y (2) se sigue inmediatamente que g(#f) es nucleo.

18
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LEMA 1.5

Sean D una digrafica, £ el conjunto de todos los nucleos de L(D) y #
el conjunto de todos los nicleos de D. La funcién g* = gl p P — P
es inyectiva, donde g* es larestricciénde g a 2

Demostracion:

Por demostrar que g¥* es inyectiva, es decir, sea {#€, G .} c P talque F{ =
G, por demostrar que g*(H )= g¥(G).

Como #H,# G entonces (H, - G) # D (0 (G- ) = D).

Sin perdida de generalidad supongamos que ([ - G_) # &, entonces existe
he #H talqueh ¢ G.. Como h € H, entonces h = (u, v) € H con v e g(#).
Ademas h ¢ G porlo que A e (V(L(D)) - G,) ¥y como (G es nicleo, existe
!l e G tal que (h, I) € F(L(D)), donde / = (v, w) y como / € G, entonces w €
g*(G); ademas, se tiene que v ¢ g*¥(@) pues g*(G) es independiente.

Asi existe v € V(D) tal que v € (g*(#) - g¥(@)). Por lo tanto g*(F ) #
9*(61,)- )

De donde concluimos que g¥* es inyectiva.
Y por la Observacién 1.5 también concluimos que car(P) < card(#).

Asi, por un lado tenemos car(#) < card(P) (Lema 1.2 y Observacién 1.2) y
por otro lado car(P) < card(#) (Lema 1.5 y Observacién 1.2). Por lo que se

concluye que car(# ) = card(P ). Por lo tanto el Teorema 1.1 queda
demostrado.

En la Figura 1.14 tenemos una digrafica D y su respectiva digrafica de lineas
L(D), en las cuales se ejemplifica el Teorema 1.1, donde

V(D) = {u, v,w, x, y}
F(D) = V(LD)) ={a,b,c,d, e}
F(IL(D) = {(a, b), (b ), (c, b), (e, d), (d, )}
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D L(D)

¥y e x e "4
Los micleos de Dson K; y K, Los niicleos de L(D) son #, y 7,
K, = {x, v} ?‘(x ={a, c, e}
SfK)={a,c, e} g ) =X ) U Y(FH)
X(FH)={x,v}
YH)=2
K, ={u, w,y} . H,=1{b, d}
F(Ky=1{b,d} g, =X(F) v Y(#H)
' X3t = {w}
Y3 )= {u, 3}
Figura 1.14

Del Teorema 1.1 se sigue de manera inmediata:

COROLARIO 1.2

Sea D una digrafica, D tiene nucleo si y s6lo si su digrafica de lineas L(D)
tiene nicleo.
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TEOREMA 1.2

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces
el niimero de seminicleos de D es menor o igual al ntimero de seminticleos de
su digrafica de lineas L(D)

Demostracion:

Sea S el conjunto de todos los semintcleos de D y sea U/ el conjunto de
todos los seminticleos de L(D), por demostrar que card(.S) < card( /).

Primero veamos que si S es un seminicleo de D, entonces f(S )_ es un
seminucleo de L(D).

Asi, supongamos que S es un semintcleo de D.

(1) Por el Lema 1.1 y por ser S independiente se sigue que f (S)_ es
independiente.

(2) Sea g= (I, m) € F(L(D)) tal quel € £(S), por demostrar que existe 7 =
(m, n) e F(L(D)) con n € £(S).. Como (I, m) € F(L(D)) entonces I=(zw,Vv) y
m = (v, w). Ademds, como / € f(S)_ entonces ve S y comom = (v, w) €
F(D) y S es un seminicleo, se sigue que existe y € Stal quen=(w, ) €
F(D). Asi, h=(m, n) € F(L(D)) con n € f(S)..

Por lo tanto de (1) y (2) se sigue que £(S)._ es seminiticleo de L(D).

Ahora, sea f*=flg: S~ ,donde f* eslarestriccion de f a S
Demostraremos que f *es inyectiva.

Es decir, sea {S |, S,} = S tal que S, = S,. Por demostrar que f(S,) #
F4SD.

Como S,= S, entonces S;-S,#D (0(S,-S)= D).

Sin pérdida de generalidad supongamos que (S, - S,) = &, entonces existe u
e S,tal que u g S,, ademads, como &, (w) = 1 existe g = (z, u) € F(D). Asi,
g€ A (Sh(pues ue S)) vy ge S
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Por lo tanto existe g € (f* (S ) - f* (S2)), de donde concluimos que
(S )DL#=* (S, 1o que demuestra que f* es inyectiva.

Por la Observacién 1.5 se tiene que car(.S ) < card(V) de donde el Teorema
1.2 queda demostrado.

La digrafica D de la Figura 1.15 ejemplifica el Teorema 1.2, en donde se
muestra que D tiene tres semintcleos y su digrafica de lineas L(D) tiene seis.

D L(D)

a
O

x O

d

Los semimicleos de D son Los seminiicleos de L(D) son

S, = {y, w} F(S)=S*=(b,d.f}

S, = {w} £(S)=S%,={d.f}

S,= F(S)=S*= {8}
S*%,= {b.d}
S* = (b1
S*,= ()

Figura 1.15

-22



Capitulo 1

TEOREMA 1.3
Sea D una digréifica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces

el nimero de cuasinicleos de D es menor o igual al nimero de cuasinticleos
de L(D).

Demostracion:

Sea D el conjunto de todos los cuasinicleos de D y sea £ el conjunto de
todos los cuasinicleos de L(D), por demostrar que car( ) < card(<£).

Primero demostraremos que si QQ es-un cuasinicleo de D, entonces f(Q)_es
cuasintcleo de L(D).

Sea Q@ un cuasintcleo de D.

(1) Por el Lema 1.1 y por ser @Q independiente, entonces f (Q)_ es
independiente.

(2) Sea h = (u, v) e (VIL(D)) - F(Q) por demostrar que h € I ( f(RQ))
I (I (f(QW)-
Como 2 & F(Q )L entonces v & Q vy _como Qes _cuasiniicleo existe una
trayectoria dirigida 7 de va Q con /(J)=1 o HIT)=2.

- Si [(3>) = 1, entonces existe g= (v, w) e FMD)conwe Q,porloque g e

F(Q),. Asi (A, g) es una trayectoria dirigida de longitudunode # a f(Q),.
—_— —_

-Si/(TJ)=2,entonces T=(v,y,z)con z€ Q.Sea m=,y), n=0Q, 2),

tenemos que n € F(Q).. Asi existe una trayectoria dirigida T= (h, m, n) de

longitud dos de 4 a f(Q)_enL(D).

Por lo tanto_£(Q ), es un cuasimicleo de L(D).

Por ultimo sea f*= f | 5: D —» &, donde f* es larestriccién de £ a D.
Demostraremos que f* es inyectiva.
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Es decir, sea {Q, Q,} < D talque Q,# Q, por demostrar que f*( Q)=
j* (QZ)L’

Como @Q, # Q,entonces (Q; - Q,)=F (0 (Q,- Q)= D).
Sin pérdida de generalidad supongamos que (Q , - Q,) = J, se sigue que
existe ue @Q , talque w g @, ycomo §y () =1, existe g= (z, u) e F(D).

Yaque ue (Q;- Q)),sucede que g e ( Q) - f(RQ,)) por lo que
R )= Q). Asi f™ es inyectiva.

Por la Observacién 1.5 concluimos que car( ) < card(<£).

En la figura 1.16 se puede observar una digrafica D y su respectiva digrdfica
de lineas, en donde se ejemplifica el Teorema 1.3

D L(D)
v d

/ OX !

z - ——————— w

s j c rO«—S9.

j ’ \ /

Og———0O «

Y b bO<____O

a

Los cuasinticleos de D son Los cuasinicleos de L(D) son

Q,={v, x} F(RY= Q%= {a,d}
Q,={v»»} F(RY= Q%= {b,d}
Q,={x,z} f(RY= Q*={a,c.f}
Q=1{wy} F(RQY= Q% = {be}
Q%= {c e}
Qts = {c.f}
Figura 1.16
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OBSERVACION 1.6
La hipoétesis de que cada vértice tiene ingrado al menos uno no puede ser
omitida en los Teoremas 1.2 y 1.3. Consideremos la digrafica D y su
digrafica de lineas L(D) (Figura 1.17), donde:

V(D) = {w, x, y} con 5, (w)=0
V(LD)) =F(D) ={a, b}

D L)
a b .
) ge) g o) . (@] g®)
w x y a b
D tiene dos semintcleos L(D) tiene s6lo un seminiicleo
y dos cuasintcleos y un sélo cuasinicleo
S,=Q,={w.} S=Q={a}
.= Q= 0}
Figura 1.17

DEFINICION 1.32
Una funcién entera no negativa g-(x) es llamada funcion de Grundy de D si

para todo vértice x, g-(x) es el minimo entero no negativo que no pertenece al

conjunto {g() | ¥ € I'p*()}

DEFINICION 1.33

La funcién de Grundy se puede definir como una funcién g-(x), tal que

(a) g(x) = k> 0 implica que paratodo 0 < j <k existe un y e I'y"(x) con
g0)=J.

(b) gAx) = k implica que todo y € I'y'(x) satisface que g() = k.

LEMA 1.6
La Definicién 1.32 y la Definicién 1.33 son equivalentes.

Demostracion:




-

Capftulo [
=] Seax € V(D) y g-(x) = k> 0 funcién de Grundy de D.

(a) Sea 0= j< k por demostrar que existe y € I';'(x) tal que g-() =j.
Supongamos que para todo y € I'p*(x) se cumple que g-() #J, entonces j ¢

{g#0) =j| ¥ € T'x'(x)} y por la Definicién 1.32 g-(x) < j, pero g(x) =k <
J < k lo cual es absurdo.

(b) Sea y € ['p'(x), por demostrar que g-(y) # k.

Por la Definicion 1.32 g-(x) € {g0)=j| ¥ € [;'(x)} porlo tanto g-(3) = k.
Asi, la Definicion 1.32 implica la Definicién 1.33.

<=] Supongamos que se cumple la Definicion 1.33 por demostrar que
k=gx)=min {j e NU{0}|j& {g0)=J |y eTp'x)}}
Por (b) de la Definicién 1.33 se cumple g-(x) € {g () |y € I, (x)}. Sea

k =0, tal que ¥ ¢ {g- () | ¥ € I'b’'(®)}, por demostrar que k < k.
Supongamos que k&’ <k, como 0 < kK’ <k, por (a) de la Definicién 1.33

existe y € I'y'(x) con Kk’ € {F()| ¥ € I'p'(x)}, de donde se tiene que k* < £,
lo cual contradice que £’ <k. Porlo tanto k< k.

Se sigue que g(x) =min {j € NU {0} | j & { gO)=/ly e [';'(x)}}.
Por lo tanto la Definicion 1.33 implica la Definicion 1.32.

De donde la Definicién 1.32 y la Definicién 1.33 son equivalentes.

En la digrafica D de la Figura 1.18 se muestra una funcién de Grundy.

D

x [0] Una funcién de Grundy de D es

O
/ ~ gt =1
iy @) oW [2] glw) =2
Fx)=0
,//‘ go) =

Ot & gt:)=0
0] =z u [1] y

Figura 1.18
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LEMA 1.7

Sea D una digriaficay uz e V(D). Si g4 y g~ son funciones de Grundy de D,
tales que para todo y € I'y" (1), g,00) = g»(»), entonces g (u) = g(w).

Demostracion:

Sean ue V(D) y g, g, funciones como en las hipétesis del Lema 1.7
Como gh(y) = g»(¥) para todo y € I'p*(%), entonces

{9001 ¥ e Ip' ()} = {9200 | ¥ € ')} por lo tanto

min {jeNuU {0}|je {g.0)|yelp @} }=

min {j e NU {0} | j & { g20)| ¥ € ['5'(w)} }, es decir, g ,(z) = g,(29).

TEOREMA 1.4

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces
el nimero de funciones de Grundy de D es igual al nimero de funciones de
Grundy de L(D)

Antes demostraremos lo siguiente.

Sea g-: V(D) — N u {0} una funcién de Grundy de D, entonces
gL V(L(D)) » N U {0} se define como sigue
g 1(h) = g-(z) para toda k= (v, 2) €V(L(D)).

LEMA 1.8

Sea g una funcién de Grundy de D, entonces g4 es una funcién de Grundy
de L(D).

Demostracidn:
(a) Sea g (W) = k> 0y 0 <j <k Por demostrar que existe I € T, (4)

con g (D=].
Sea h=(u, v) € V(L(D)), como g (h) =k, entonces g (h) = g(v).
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Ya que g~ es funcién de Grundy de D y 0 < j <k, k> 0, por (a) de la
Definicién 1.33 existe w e I';'(¥) con g(w) =/, asi, I=(v,w) v g (D)=
gw)=J.

(b) Supongamos que g (7)) = k, con h = (u, V) € V(IL(D)), y sea
! € T'{py"(A) por demostrar que g () # k.

Como ! € T'yp)"(A), entonces I = (v, w) v g () = g(w). Ya que g es
funcién de Grundy de D y w e I';'(v) por (b) de la Definicién 1.33 se tiene
que g-(w) =k, asi, g (D) # k.

Por lo tanto g es una funcién de Grundy de L(D).

LEMA 1.9
Sea D una digréfica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno, y
sean fy ¢ funciones de Grundy de D tal que f= g, entonces fi= F -

Demostracion: (Por contrapositiva)

Supongamos que {7 = g, por demostrar que f = g.

Sea u e V(D), como 85°(u) = 1, entonces existe A= (y, u) € V(L(D)) y como
fL= g se tiene que FL(h) = gi(h), pero FL) =T@) v g W) =g @),
de donde f(u) = g-(u).

Por lo tanto = G

DEFINICION 1.34

Sea D una digrafica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno y
sea g V(L(D)) —» N U {0}una funcién de Grundy de L(D), entonces

Go: V(D) —» N U{0} se define como sigue:

Para cada y € V(D), g p(3) = g-(f) donde f=(x, y).
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LEMA 1.10
& p esta bien definida. Es decir, sea x, e V(D) y sea {fz=(xo, X3), fi= (x> X)}
< F(D) por demostrar que g-(fp) = g-(f))-

Demostracion:

- 8Si I'y' (x;) = 9, entonces I )" (o) = Ty () = D, asi g€f) = 0 = gkf))
(por la Definicion 1.32). Por la tanto g{fy) = g{/)).

- Si I'p" (x) # &, entonces [ypy (o) = Typy” () = D, por lo que
min{j e NU {0} | j & {g(W) | h € T )’ ()} }=
min{j e NU {0} | j ¢ { g(W) | h € T' )" (f)}}, asi, g (fo) = g-(f)-

Por lo tanto g, esta bien definida.

LEMA 1.11
Sea D una digréfica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno. Si

& es una funcién de Grundy de L(D), entonces g, es una funcién de Grundy
de D.

Demostracion.:

(a) Sean v e V(D), ¢p(w)=k>0 y 0= j<k Pordemostrar que existe
v € I'p"(2) tal que gp(v) =j.
Como u € V(D) y 8y (1) = 1 existe f(z, u) € F(D), asi, g p(@) =g(f) vy ya
que g es funcion de Grundy de L(D) y 0 < j < k& (por (a) de la
Definicionl.33) existe 2 = (u, v) € I'ypy'(f ) tal que g (h) = j, de donde
g (h) = Gro(») =J.

Por lo que existe v e I'y"(w) tal que gp(v) =5.

(b) Supongamos que Gp(») = k, donde u € V(D) y sea v € I'y" (%), por
demostrar que gp(v) # k.
Como u € V(D) existe f=(z, u) € F(D), asi g-p(#) = ¢-(f) = k. Por otro lado
h=(u,v) € Typ'(f) y como g es funcién de Grundy de L(D) (por (b) de la
Definicién 1.33) se tiene que g-(h) = k pero g(v) = g(h) = k.
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De donde se concluye que g, es funcién de Grundy de D.

LEMA 1.12
Sea D una digrafica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno y
sean f, g funciones de Grundy de L(D) tal que f= g, entonces fo # 9o

Demostracion: (por contrapositiva).

Supongamos que = g4, por demostrar que = g
Sea h=(x,y) e F(D), entonces f{h) = f,(3) = go() = g(h), de donde f (k)
= g-(h). Por lo tanto f= -4

Asi por el Lema 1.9 y del Lema 1.12 queda demostrado el Teorema 1.4

En la Figura 1.19 se muestra una digrafica D y su respectiva digrafica de
lineas, en donde se ejemplifica el Teorema 1.4

D L®)
x .
c d
S——— 30O
c e
d ‘/U \
a
b eO ®)
w 4____.___0 y
a v
f O«
J d ’

N

Figura 1.19
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Las funciones de Grundy de D son £ g y h, y definen funciones de
Grundy f;, g; y h; enL(D). Las funciones de Grundy de L(D) son f*, g*
y W,y definen funciones de Grundy *_, ¢, vy W, enD

Fomy=2=F,(w)
FGr =0 = 4w
for=1= f,w
f@=0= o)

FW)=0=g* (W)
F@=2=g (W)
F0O)=1=g* (W)
g @@= 0=g* (W)

hw)y=1= h’*p( w)
h(x)=0=h*_(w)
ho)=2=h*_(w)
h()=0=h_(w)

Del Teorema 1.4 se sigue de manera inmediata el siguiente corolario.

COROLARIO 1.3

£ @=2=Fmw
f,()=1=F0
£ (@)= 0=F*(w)

f@=2=Fw
f(=1=Fw
f.(N=0=Fw

F (@=0=gfw)
g, (B)=1=g*w)
g, (©=2=g*w)
F; (= 0=g*w)
g (&)= 1=g*Ww)
G (H=0=g*W)

hy (@)= 1=h*w)
hy (b)) =2=h*(w)
h (©)=0=h*Ww)
h () =1=h*w)
h (&= 2=h*w)
h(N=0=h*'mw)

Sea D una digrafica tal que todo vértice de D tiene ingrado al menos uno.

Entonces D tiene funcién de Grundy si y sdlo si L(D) tiene funcién de

Grundy.
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LEMA 1.13

Sea D una digréfica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces
para cada n = 1, cada vértice de L."(D) tiene ingrado al menos uno.

Demostracién: (Por induccidn sobre n).

(i) Base de induccién
Paran=1

Sea D una digrafica como en las hipétesis del Lema y g = (x, ) € V(L.(D))
por demostrar que &5y (g) = 1.

Como x € V(D) y 357(x) = 1, entonces existe u € V(D) tal que 7= (u, x) €
F(D). Asi, (h, g) € F(L(D)), de donde &5y (g) = 1.

(i) Por hipétesis de induccién supongamos que en L™(D) cada vértice
tiene ingrado al menos uno.

(iif) Por demostrar que en L*(D) cada vértice tiene ingrado al menos uno.

Sea H = L*!(D). H cumple las hipétesis del Lema y aplicando el paso () a H,
se tiene que todo vértice de L(H) tiene ingrado al menos uno.
Pero L(H) = LL"™'(D)) = LD).

Por io tanto cada vértice de L(D), n = 1; tiene ingrado al menos uno.

COROLARIO 1.4

Sea D una digréafica tal que todo vértice tiene ingrado mayor o igual a uno,
-entonces el niimero de funciones de Grundy de D es igual al nimero de
funciones de Grundy de L*(D)

Demostracion: (Por induccion sobre n)
(i) Base de induccién.

Paran=1
Se sigue inmediatamente del Teorema 1.4
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Paran=2

Sea D una digrafica tal que tiene m funciones de Grundy, entonces por el
Teorema 1.4 L(D) tiene m funciones de Grundy y por el Lema 1.13 todo
vértice de L(D) tiene ingrado al menos uno. Asi, aplicando el Teorema 1.4 en
L(D) tenemos que L*(D) = L(L.(D)) tiene m funciones de Grundy.

(ii) Hipdtesis de induccidn.

Supongamos que el nimero de funciones de Grundy de L™(D) es m.

(iii) Por demostrar que el nimero de funciones de Grundy de L"(D) es m.
Demostracion:

Por las hipdtesis de induccién se tiene que el niimero de funciones de Grundy
de L™!(D) es m. Por el Lema 1.13 y las hipétesis sobre D, se sigue que cada
vértice de L™!(D) tiene ingrado al menos uno, y aplicando el Teorema 1.4 se
sigue que el nimero de funciones de Grundy de L*(D) = L(L"'(D)) es m.

DEFINICION 1.35

Sea D una digrafica, la funcién J: P(F(D)) —p P(V(D)) se define como
sigue: Paracada AcC F(D), J(A)={xe VD) |, x) e A}

TEOREMA 1.5

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces
D tiene al menos un seminicleo no vacio si y sélo si L(D) tiene un
seminucleo no vacio.

Demostracion:

=>] Supongamos que D tiene un semimicleo no vacio, entonces el niimero
de semintcleos de D es mayor o igual que uno y se sigue del Teorema 1.2 que
el namero de seminticleos no vacios de L(D) es mayor o igual que uno.
Por lo tanto L(D) tiene al menos un seminuclo no vacio.

<=] Sea A un seminicleo no vacio de L(D). Por demostrar que J(A) es un
seminucleo no vacio de D.
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(a) J(A) es no vacio.
Como A = &, existe (u,x) € A yasi x € J(A), de donde J(A) = .

(b) J(A) es independiente.
Sea {x, ¥y} = J(AA) y supongamos (por contradiccidn) que (x, 3) € F(D).
Como x € J(A) existe u € V(D) tal que (u, x) € A, entonces ((x, x), (x,))) €
F(L(D)), de donde (x, y) & A (pues A es independiente). Por ser A un

seminucleo y (x, y) & (VIL(D)) - A) existe (3, 2) € A tal que ((x, ), (0, 2)) €
F(L(D)),

Por otro lado como y e J(A), existe r € V(D) tal que (¢,) € A, de donde

(1, »), (v, 2)) € F(L(D)) con {(t,»), (»; 2)} = A contradiciendo el hecho de que
A sea independiente.

Si se supone que (3, x) € F(D), se obtiene una contradiccién de manera
analoga.

(c) Sea (x, 3) € F(D) con x € J(A), por demostrar que existe w € J(A) tal
que (¥, w) € A.Comox € J(A) se sigue que existe z € V(D) tal que (z, x)
€ A-y como A es un semintcleo de L(D) y ((z, x), (x, ¥)) € FL(D)), existe w
e V(D) tal que (¥, w) € A; de donde w e J(A).

Por lo tanto J(A) es un seminiicleo de D no vacio.

DEFINICION 1.36

Sean D una digréfica, & y [ dos nimeros naturalestalesque £, =2 2 y £=1.
Un conjunto J < V(D) es llamado un (K, )-nucleo de D si:

(a) Paracada x=#y, {x,y} = J setiene que dp(x, ) = K.

(b) Para cada y € (V(D) - J ), existe x € J tal quedy(3, x) < (.

Nota: si = £~ 1, K 22, diremos que J esun K-nicleo

OBSERVACION 1.6
e Parag =2 y [=1,un (2, 1)-nicleo es un nicleo.
e Para g =2 y [=2,un (2, 2)-nicleo es un cuasinicleo.
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TEOREMA 1.6 .

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Entonces
el nimero de (£, 1)-ntcleos en L(D) es menor o igual que el niimero de
(K, 1)-nacleos en D, £ = 2.

Antes demostraremos lo siguiente:

LEMA 1.14
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si Kes
un (£, 1)-micleo de L(D), entonces J(K), es un (£, 1)-niicleo de D (£ = 2).

Demostracion.
Sea K un (£, 1) - nicleo de L(D).

(a) Supongamos que x * x’, donde {x, x’} < J(K). Por demostrar que
dp(x, x) = & '
Por cggtradiccién supongamos que dp(x, x)=n < K.
Sea J= (x = xg, X}, Xz, ..., X, = X’ ) una trayectoria dirigida contenida en D, tal
tal que /(J) = dp(x, x"). Como x € J(K) existe u € V(D) tal que a, = (u, x)
e K y denotemos por a; = (x;,,x;) € F(D), 1 <i<n.

Consideremos las dos siguientes posibilidades.

e Sia,= (x,;, x;) € K, observemos _7?= (ao, ay, s, ..., @;) €s una aya,-
trayectoria dirigida contenida en L(D) de longitud n < £ por lo que
dypy(@e, ;) <n <k con {a,, a,} =« K y ay # a, (pues sus vértices finales
son distintos) lo cual es una contradicciéon ya que K es un (£, 1)-micleo de
L(D).

e Sia,= (x,,, x,) € K, entonces por ser K un (£, 1)-nicleo en L(D) existe
b= (y, z) e K tal que d;pfa,, b) < I; asi, (a,, b) € F(D) por lo que b =
(%n> 2) (x, = ). Por otro lado como x,, =x* e J(K) existe v e V(D) tal que
(v, x,) € K, de donde tenemos que {(v, x,), (x., 2} < K, (v, x,) = (x,, 2)
y dipy((v, x), (x,, 2)) =1 < £ lo cual contradice que K sea un (K, 1)-
nacleo de L(D) con £ = 2.
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(b) Sea y e (V(D) - J(K)), por demostrar que existe x e J(K) tal que
dD(x’ y ) =L

Como y € V(D) y 8p°(3), existe u € V(D) tal que (4, y) € F(D), asi, (&, y) €
(VD) - K) (puesy & J(K)); y como K es un (£, 1)- nicleo de L(D) existe

O, x) € K tal que dyp)((2,3), 0, x)) =1 con x € (K) (yaque (), x) € K) y
dp(, x) = 1. Por lo que (b) queda demostrado.

Por lo tanto por (a) y (b) tenemos que J(K) es un (£, 1)-micleo de D.

LEMA 1.15

Sea U el conjunto de todos los (£, 1)-nicleos de L(D) y 4 el conjunto de
todos los (& 1)-nucleo de D. Por demostrar que [* =T | o: U —® 4 es
inyectiva, donde JT* es larestricciénde J a .

Demostracion:

Sea {K;, Kz} = U, con K; = K., por demostrar que J*(K.,) = I*(K2).

Como K= K. se tiene que (K;- K) =3 (o (Kz— K;) = Q).

Sin pérdida de generalidad supongamos que (K; - K2) = &, entonces se tiene
que existe (u, v) € K, tal que (%, v) & Kz y como (u, v) € K; tenemos que v
e (K.

Afirmacion: v e [*(K2). .

Supongamos por contradiccion que v € T*(K2), entonces existe z € V(D) tal
que (z, v) € Kz. Como (u, v) ¢ K2 y Kz es un (£, 1)-nicleo de L(D) se tiene
que existe (w, ¥) € Kz tal que dy (1, v), (W, 3)) £ 1, de donde v=w Yy asi,
(2, v), (v, 3)) € F(L(D)). Por lo tanto tenemos que {(z, v), (v, )} = K: con
(z, v) = (v, ) ¥ d (&, V), (v, ) < 1, pero esto es una contradiccion, pues K.
es un (&, 1)-nucleo de L(D). Asi, v & J*(KJ).

Por lo tanto tenemos que J*(K,) = [*(K:), de donde T* es inyectiva.
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Por lo tanto del Lema 1.14, del Lema 1.15 y la Observacién 1.5 queda

demostrado el Teorema 1.6

OBSERVACION 1.7

La hipétesis de que cada vértice tiene ingrado al menos uno no puede ser
omitida en el Teorema 1.6 para £ = 3. Es suficiente considerar la digrafica D

(Figura 1.20), donde
V(D) = {v, vy, v3, vy, Vs, V6}

F(D) = {(vl’ v2): (Vza V3), (v-h vS)a (Vs, Vs)}-

La digrafica D definida asi, no tiene un (£, 1)-nmicleo y sin embargo L(D)

tiene un (K , 1)-nicleo para cualquier £ = 3.

O O
a, | l a
Vs O, oV
Como podemos observar D
no tiene un (£, 1)-niicleo

Figura 1.20

L(D) tiene un (£, , 1)-nicleo
yes K= {ay a}
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OBSERVACION 1.8

La desigualdad enunciada en el Teorema 1.6 puede ser estricta para £ = 3.
Consideremos la digrafica D de la figura Figura 1.21, donde:

V(D) ={v, vs, v3} ¥

FD) = {(vi5 v2), (v3, v3), (v3, V1), (vy, v3)}

La digrafica D asi definida tiene un (£, 1)-nicleo y L(D) no tiene un (£, 1)-
nucleo para £ = 3. :

D . L@
o a o ———¥Fo a;
ay a,
as
C—————— —
Vi az Va ay O« _‘—‘oa,
D tiene un (£,1)-nicleo y es L({D) no tiene un (3,1)-nicleo
K= {v} (k= 3) (R=3)

Figura 1.21

TEOREMA 1.7
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Entonces
el nimero de (&K, £)-nicleos en D es menor o igual que el namero de (2, [)-
ntcleos en L(D).

Antes demostraremos lo siguiente:
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LEMA 1.16

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si Kes
un (R ,0)-nucleo de D con £2 2, entonces f(K), es un (2, £)-nicleo de L(D).

Demostracion:
Sea K un (£, 1)-ntcleo de D.

(a) Sea {a,a’} < f(K) con a=a’. Por demostrar que d, py(a, a’) = 2.
Por contradiccién supongamos que dyp(a, a’) < 1. Como a # a’, se tiene que
dipy(a, @’) = 1; de donde (a, a’) € F(L(D)), por lo que el vértice final de a es
el vértice inicial de a’;asi,a=(x,3) vy @’ =, 2). Y como {a,a’} < f(K)
entonces {y, z} ¢ K (por definicién de f), pero (3, z) € F(D), es decir,

dp(, 2) = 1, lo cual es una contradicciéon pues K es un (&, /)-nicleo de D con
R z 2. Por lo tanto dy(p)(a, a’) = 2.

(b) Sea b e (V(L(D)) — F(K)), por demostrar que existe a € f(K) tal que
diyp( b, a)s L.
Sea b = (u, v), como b & F(K) se tiene que v ¢K., es decir, v € (V(D)- K)
y como K es un (K, )-nicleo de D con £ = 2, se tiene que existe w « K tal
que dp(v, w)=n< [. Sea (v = xp, Xy, X3, -.. X, = W) una vw-trayectoria dirigida
de longitud minima n contenida en D y denotemos por a; = (x;,, x;) con
1< i £ n. Asi, tenemos que (b, a,, a,, -.., @,) €s una ba,-trayectoria dirigida
de longitud n contenida en L(D)- y ya que a, = (x,,, W) se sigue que gq, €
S(K) (pues w € K). Seaa=a,, entonces se tiene que dy py(b, @) <n < £

Por lo tanto de (a) y (b) se tiene que f(K), es un (2, £)-nucleo de L(D).
Por ultimo demostraremos lo siguiente:

LEMA 1.17

Sea %/, el conjunto de todos los (£, [)-nucleos de D con K= 2,y #, el
conjunto de todos los (2, [)-nicleos de L(D). Entonces f*= f| y: ¥ >
es una funcién inyectiva, donde f* es la testriccionde fa .

Demostracion:
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Sea { K;, K2} = M con K,;= K. por demostrar que f*( K;) = (Ko).

Como K;= Kz se tiene que (K- K2) = (0o (Ko— Ki) =)

Sin pérdida de generalidad supongamos que (K;- K: ) = &, entonces existe
ve (Ki-Kz),esdecirbve Kiy v g Kz.Como 85,(V) 2 1, existe u e V(D)
tal que a = (i, v) € F(D); ademas, por la manera en que esta definida _fse tiene
que a e fA(K;) y a & f(Kz) de donde tenemos que a € (f( K;) - f(K2)),
por lo tanto f( K,) = _(K2).

Asi, del Lema 1.16, del Lema 1.17 y de la Observacién 1.5 queda demostrado
el Teorema 1.7.

OBSERVACION 1.9

Las hipétesis de que cada vértice tiene ingrado al menos uno no puede ser
omitida en el Teorema 1.7 para [ = 2. Consideremos la digrafica D = T,, una
trayectoria de longitud 2; entonces, L(D) = T, es una trayectoria de longitud
uno (Figura 1.22), D tiene dos (2, £)-nucleos para { = 2, y L(D) sélo tiene un
(2, £)-nacleo para [ = 2.

D L®)
v, a v, a, v, a, a,
o—>e —*>o0 o— " e
De tiene dos (2, {)-nucleos y son: L(D) tiene un solo (2, £)-niicleo
Ki={vi, v} y Ky={v;} y es K={a,}
Figura 1.22
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OBSERVACION 1.10

La desigualdad enunciada en el Teorema puede ser estricta. para [ = 2 -
consideremos alguna g, tal que £ > [ + 1 y una digrafica D = Tg¢_, una
trayectoria de longitud £ - 1, de donde L(D) = T¢_, es una trayectoria de
longitud £ - 2. Se tiene entonces que D no tiene un (£ , £)-nucleo, mientras
que L(D) tiene un nicleo, y asi, un (£, £)-ntcleo para alguna [ = 2.

OBSERVACION 1.11

Como una consecuencia directa de los Teoremas 1.6 y 1.7 se obtiene el
Teorema 1.1 en el caso de que cada vértice tiene ingrado al menos uno, un
nicleo es un (2, 7)-nacleo. Y el Teorema 1.3 es una consecuencia directa del
Teorema 1.7, un cuasinticleo es un (2, 2)-ntcleo.

COROLARIO 1.5
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno, entonces -

el nimero de (2, [)-nucleos de D es menor o igual al nimero de (2, £)-
nuicleos de L(D).

Demostracion.

Es consecuencia directa del Teorema 1.7 tomando £ = 2.

TEOREMA 1.8

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si L(D)
tiene un (K, {)-nucleo, entonces D tiene un (£’ , £’)-nicleo, para K’+ [ < &,
y £0.

Demostracion:

Sean D una digrafica como en las hipétesis del Teorema, K* un (g, £)-nficleo
de L(D). Por demostrar que J(K* esun (K’,[’)-nicleode D,con &’ + < K
y £<r.

(a) Sea {x, y} = J(K*), con x = y. Por demostrar que dp(x, v) = £°.
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Supongamos por contradiccién que dp(x, ¥) =n < £’ y sea T = (x = %0, x|,
X3, ...y X, = ¥) una xy-trayectoria dirigida de longitud minima n contenida en D,
denotemos por q; = (x;,, X)) e F(D) 1 <i<n. Yaquex e (K*) y 3p(x)=1,
se tiene que existe u € V(D) tal que g, = (4, x) € K*. Como a5 = (¢, x) y
a, = (x, = x, x,) se sigue que (aq, a;) € F(IL(D)) por lo que (ay, a;, a,, ....a,)

es una gpa,-trayectoria dirigida de longitud n contenida en L(D).
Consideremos los dos posibles casos:

%+ Si a, € K* entonces d pag, a,) <n < K’ <K (pues K’ + [ =< £ )con

{ag, a, } = K*. Lo cual contradice el hecho de que K* es un (£, [)-nicleo
de L(D).

Si a, € K* entonces por ser K* un (& ,/)-nucleo de L(D), se sigue que
existe b € K* talque dpy=(a, b) =m < [; sea I’ = (a, = b, b),
b,,....,b,, = b) una a,b-trayectoria dirigida de longitud minima m contenida

‘en L(D). Por otro lado, como y e J(K*), entonces existe ¢ = (v, y) € K*~
Consideremos dos posibilidades.

(1) Si ¢ =#b; entonces como a, y ctienen el mismo vértice terminal
tenemos que J* = (¢, b,, b,,...,b, = b) es una cb-trayectoria dirigida
contenida en L(D) de longitud m </ < g (pues K’ + (< K)con {c, b} =
K*, lo cual es una contradiccién pues K*es un (£, )-nucleo de L(D).

(2) Si c=b entonces (ay, a;, As; ..., A, = by, by, by,....b, = b) es un
apgb-camino dirigido contenido en L(D) de longitud a lo mas m + n <

R’ + [ < Rk. Asi, dypy(ap, b) < &, donde {a,, b} = K* y ao # b (pues

ag=(u,x), c=b=(v,y) ¥ x =) lo cual es una contradiccion pues K*
es un (K, [)-nicleo de L(D).

(b) Sea x € (V(D) - [(K*), por demostrar que existe y e J(K*) tal que
dpx, )= .

Como x € V(D) y 8y (x) = 1, existe w € V(D) tal que a = (i, x) € F(D)
y comox & J(K*), entoncesa & K*.Y ya que 'K,_*)es un (&, [)-nicleo de L(D),
existe b € K* tal que dyp) (@, b) =n < [; sea J = (a=ay ay, as, ..., a, = b)
una ab-trayectoria dirigida de longitud minima n contenida en L(D).
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Sea b = (v, y), como b € K* entonces y e J(K*); asi, 7 induce un xy-
camino dirigido contenido en D de longitud n, de donde dp(x, y) <ns< /7 <[,

Por lo tanto de (a) y de (b) se tiene J(K* es un (K’, {’)-nucleo de D, con
K’+ [ R y [’

TEOREMA 1.9
Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. Si L(D)

tiene un (&, £)-nucleo A con la propiedad de que [< £ y para cada flecha
a e A, existe una flecha b € A con a = b tal que el vértice finalde a y b
son el mismo, entonces J(A) es un (£, £)-nicleo de D.

Demostracion:

Sean D una digrifica, L(D) su digrifica de lineas y A un (K, £)-ntcleo de
L(D) con [< g como en las hipdtesis del Teorema.

(a) Sea {x, y} < J(A4) con x = y, por demostrar que dp, (x, }Q) =K.
Por contradiccidn supongamos que dp (x, ) = n < g, sea J = (x = xp, x,,
X3, ...y X, = ) una xy-trayectoria dirigida contenida en D de longitud minima n.
Denotemos por a; = (x.;, x;) con 1 £i<n,como dpy(x)=1 y x € J(A), se
sigue que existe u € V(D) tal que ga=(,x) € A .
Consideremos los dos posibles casos.
< Si a, € A, entonces 57 = (ag, a;, 4as, ..., a,) una geya,-trayectoria dirigida
contenida en L(D) de longitud n < & , por lo que d; p(a, @,) < n < g con
{ay, a,} = A y a, # a, (pues sus vértices finales son distintos), lo cual es
una contradiccién pues A es un (£, £)-nucleo de L(D).

“* Si a, &€ A, como A es un (K, [)-nicleo de L(D), se tiene que existe b € A
tal que d (@, b)Y =m < £ < £, sea Ty = (a, = by, by, by, ..., b, = b) una
a,b- trayectoria dirigida contenida en L(D) de longitud minima m. Por otro
lado, como y e J(A) existe ¢ = (z, ) € A. Consideremos las siguientes
dos posibilidades.
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1.Si b # ¢, tenemos que 7, = (a, = by, by, by ..., b, = b) es una q,b-
trayectoria dirigida contenida en L(D) de longitud minima m . Y ya
que a, y c tiene el mismo vértice final, se sigue que 7, = (¢, b,,
b,, ..., b, = b) es también una cb-trayectoria dirigida contenida en L(D)
de longitud m = [< &, por lo que dypy(c, ) £ m < [< K con {¢, b} = A

y b # ¢, 1o cual es una contradiccidén pues A es un (£, )-nicleo de
L(D).

2.Si b = c. Consideremos una flecha d e A, con d#btalquedb y d
tienen el mismo vértice final (existe por hipétesis); asi, 3= (d, b,,
by, ..., b, = b) es también una db-trayectoria dirigida contenida en L(D)
de longitud m, por lo que dyp,(d, P) <m < [< g,con {b,d} = A y

b # d, lo cual es una contradiccién pues A es un (£, {)-nicleo de
L(D). '

(b) Sea x ¢ J(A), por demostrar que existe y € J(A) tal que dp(x, y) < £.
Como x € V(D) y 8p5(x) = 1 (por hipdtesis), existe u € V(D) tal que a = (z, x)
€ F(D), y como x & J(A), sesigueque a ¢ A.Yaqueag A y Aesun
(K, £)znicleo de L(D), entonces existe b € A tal que dypy(a, b)=n<[< g, -
sea J = (a = ay , a;, 4y, ..., a, = b) una ab-trayectoria dirigida contenida en
L(D) de longitud minima n, con g; = (x;, x;,;) para 0 <i <n (donde a = (%, x)
= (xg, X1) ¥ b = (%, Xpu1))- Asl, C = (x;= x, X, X3, «eeXp> Xpap ) €5 UN XX ym
camino dirigido de longitud n. Por lo tanto dy(x, x,.;) £ n < < £.Y como
Xo1 € J(AA) ( pues b € A), tomando x,,, =y se demuestra (b).

Por lo tanto de (a) y (b) se concluye que J(A) es un (&, , [)-nucleo de D.

COROLARIO 1.6

Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene ingrado al menosunoysea l <[
< k. Si todo (K, {)-nicleo A de L(D) satisface que para cada flecha a € A,
existe una flecha b € A con a # b tal que el vértice finaldea y b es el

mismo, entonces el nimero de (£, £)-nicleos de L(D) es menor o igual que el
namero (&, {)-nucleos de D.
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Demostracion:

Sean ; el conjunto de todos los (&, £)-nicleos de L(D), ; el conjunto de
todos los (£, , £)nicleosde Dcon 1 <[ <g,y seaJ* =J'| I N —> N,

la funcién T restringida a %, . Por el Teorema 1.9 es suficiente demostrar que
T* es inyectiva.

Es decir, sea {K, K,} € # con K, = K; por demostrar que T*(K,) = *(K,)

Como K, = K,, se sigue que (K, - K,)= D (0o (K, - K ) = ).

Sin pérdida de generalidad supongamos que (K, - K,) = &, es decir, existe
a=(u,x) e K, talque a ¢ K,. Como a € K, sesigue quex € [*(K).
Afirmacion: x ¢ *(K,). Supongamos por contradiccién que x e T*(K)),
entonces existe b = (v, x) € K,. Ycomoa g K,y K, esun (&, {)-niicleo de
L(D), se sigue que existe ¢ € K,tal que dypy@a,c)=n=</(<gK; sea J = (a=

ag, aps Ay, -..s @, = €) una ac-trayectoria dirigida contenida en L.(D) de longitud
minima n.

Consideremos las dos siguientes posibilidades.

1. Si b # ¢, podemos cambiar a a por b en~§ (esto es posible yaqueay b
tiene el mismo vértice final) obteniendo asi, J’° = (b, a,, a,, ..., @, =c) una
be-trayectoria contenida en L(D) de longitud n, por lo que di (b, c) <n <
£ <R,con {b,c}c K, yb=#clo cual es una contradiccién pues K , €8
un (K, £)-nicleo de L(D).

2. Si b = ¢, tenemos por hipdtesis que existe una flecha d € K,conb#d tal
que b y d tienen el mismo vértice final x. Asi, tenemos que J¥ = (d, a,,
as, ..., a, = ¢ = b) es una db-trayectoria dirigida contenida en L(D) de
longitud n < £ < g, con {b,d} = K, y b = dlo cual es una contradiccién
pues K, es un (£, £)-nlcleo de L(D).

Por lo tanto x & T*(K,).
Por lo tanto T*(K;) = *(K,) y asi [ es inyectiva.
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CAPITULO IT

EXISTENCIA DE X-NUCLEOS EN
DIGRAFICAS

DEFINICION 2.1

Sea D una digrafica, una subdigrafica H es generadora de D, si contiene a
todos los vértices de D.

DEFINICION 2.2

Sea D una digrafica, una flecha (u,, #,) € F(D) es llamada simétrica si (u,, u,)
€ F(D) y es llamada asimétrica si (u,, u)) € F(D).

La parte simétrica de D es la subdigrafica generadora de D cuyas flechas son
todas las flechas simétricas de D y se denota por Sim(D).

La parte asimétrica de D es la subdigrifica generadora de D cuyas flechas
son todas las flechas asimétricas de D y se denota por Asim(D).

Estos conceptos se ilustran en las digraficas D, D, y D, de la Figura 2.1, en
donde:

V(D) = V(Dl) = V(DZ) = {Z,, 22’ Z3, Zas zS! 267 Z-,}
F(D) = {(z1, 24), (Z4, 21)5 (Zs 23), (23, Z1)5 (235 27)5 (23, Z6)5 (Z6> 23)s (23, 22)s
(ZZ’ 23)3 (26’ ZS)’ (251 22)’ (ZZa ZS)}

D, es la parte Simétricade D y
I:(l)l) ={(Z|, 24)’ (261 23)’ (231 22)9 (259 22)}

D, es la parte Asimétricade D y
F(DZ) ={(Z4, 23), (26’ ZS): (23, 27)1 (ZJ’ zl)}
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Z
D
z, 24
2z Z, Oz,
Z)
D, = Sim(D)
E£3 Z3 Z4
zs Z, Oz,
D, = Asim(D) z,
Z 0 3 Za
Og—s——+——0O
Z5 Zs Oz,

Figura 2.1
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DEFINICION 2.3

Una digrafica D es llamada ciclicamente k-partita (K. = 2) si existe una
particion de V(D), V(D) = V, u V, U ... U Vg _,, tal que si (u, v) € F(D),
entonces u e V; y v € V;,, (notacién mod &).

Para £ =2, diremos que D es una digrafica bipartita.

La digdfica D de la Figura 2.2 cumple con ser ciclicamente 3-partita, donde:
Vo= {xg¢, X3}, V, = {x1, x,} ¥y V= {x,, x5} es una particién de V(D)

Xo ’ N
\

x, O_____,Oxz
Figura 2.2

DEFINICION 2.4

Sea D una digrafica, D es nucleo-perfecta si toda subdigrafica inducida tiene
nucleo.

DEFINICION 2.5

Sea D una digréfica, D es ncleo imperfecta critica si D no tiene nicleo, pero
toda subdigrafica inducida propia tiene niicleo.
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LEMA 2.1 [8]

Sea D una digréfica, todo camino dirigido cerrado de longitud # 0 (mod &),
k. = 2, contiene un ciclo dirigido de longitud = 0 (mod k).

Demostracion.
Por induccidn sobre la longitud del camino dirigido cerrado.

(/) Base de induccidn.

Sea € un camino dirigido cerrado tal que /(&)=2 y /(C) %= 0 (mod &),
para £ 23, entonces C = (vy, v, Vo) Yasi € yaes un ciclo dirigido.

Sea € un camino dirigido cerrado tal que /(€)= 3. Para k=2, /(C) = O
(mod k), entonces C = (vq, vy, V3, Vp) Ya es un ciclo dirigido.

(i}) Supongamos que todo camino dirigido cerrado € con /() <n y
f(C) = 0 (mod R) contiene un ciclo dirigido €’ con /) = 0 (mod R).

(ii}) Sea € un camino dirigido cerrado con /(C)=n y /(&) = 0 (mod k),
por demostrar que € contiene un ciclo dirigido con longitud = 0 (mod ).

Sea C= (vo, Vis Vaseers Vit Vo)-

Observemos lo siguiente:

- S8i v# v paratodoi=j, entonces C ya es unciclo (Figura 2.3)
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Figura 2.3

- Si v;=1v; paraalgin i <j, setiene que
C = (Vg, Visees Vis Viepsers ¥j = Vi Vispseres Voo Vo) (Figura 2.4), entonces
C= C, v G, donde:

CI = (VO’ Vi eees Vi< Vi vj+l’ eee3 Vpo1s vO) Yy CQ= (Vi= Vis Viels o> vj-la vj)

Figura 2.4

Observemos que por la definicién de &, y &, se tiene que /(C) = /(C) +
{(Cy), asi, {(C;)<nparaie {12} y /(C;) = 0 (mod k) paraalgini €{1,2}
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(pues si /(C;) =0 (mod g) coni € {1,2}, se tendria que /(€)= 0 (mod k) lo
cual no es cierto).

Sin pérdida de generalidad supongamos que /(C,) = 0 (mod £ ), como
/(Cp) < n se sigue de la hipétesis de induccion que €, contiene un ciclo

dirigido €’ con /(C”) = 0 (mod &), pero C, esta contenido en C, por lo tanto
C contienea (.

TEOREMA 2.1

Sea D una digrafica fuertemente conexa, D es ciclicamente £ -partita si y sdlo
si existe una subdigrafica generadora fuertemente conexa H < D tal que todo

ciclo dirigido de longitud # 0 (mod &) tiene al menos dos flechas en (F(D) -
F(HD)).

Demostracion:
Sea D una digrafica fuertemente conexa.

=>] Supongamos que D es ciclicamente £ -partita, entonces todo ciclo dirigido
de D tiene una longitud = 0 (mod £ ). Como D es fuertemente conexa
entonces la subdigrafica H =D satisface las propiedades requeridas.

<=] Supongamos que existe una subdigrafica fuertemente conexa H < D tal
que todo ciclo con longitud == 0 (mod £ ) tiene al menos dos flechas en
(F(D) - F(H)). Por demostrar que D es ciclicamente £ -partita.

Sea m, € V(D) y paracada 0 <i < g seaN; < V(D) definido como sigue:

N; = { z € V(D) | existe un m,z-camino dirigido contenido en H de
longitud = i (mod K)}.

Asi se cumple:

() dfirmacion: N;NN; =D parai=j,con {i,j} = {0, 1,2, ..., & -1}.
Supongamos por contradicciéon que N; N N; # & para algunos i, j con i # j;
entonces existe z € V(D) tal que z € N; y z € N;, asi, existe un mgz-camino
dirigido 7, contenido en H tal que /(;) =i (mod k) y existe un m,z-camino
dirigido I, contenido en H tal que 4 7J,) =j (mod K).
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Como H es fuertemente conexa, existe un zmgy-camino dirigido 2/, contenido
en H, de donde (I, U J,;) y (I, w -J,) son caminos dirigidos cerrados
contenidos en H con /(J, v T3 = (T, w T;) =0 (mod & ). Pues si
suponemos que £ (J, U J;) #= 0 (mod K); como J, U J; es un camino
dirigido cerrado, entonces por el Lema 2.1 se tendria que contiene un ciclo
dirigido € de longitud # 0 (mod &) y por las hipétesis del Teorema 2.1 se
tendria que C tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible
pues C esta contenido en H. Analogamente /( 7, U 7,)=0 (mod £).
Ycomo /(T,w TN=l(T)+I(Ty) (modR) y (T, T)=/1l(T)+
¢ (J3) (mod K), tenemos que /(T ) + £(T;) = (T + (T;) (mod R); de
donde /() = /(I,) (mod &), pero esto es una contradiccién pues /(J)) =i
(mod R) y /() =j(mod R)coni=j y {i,j} = {0, 1, .., k-1}.

Por lo tanto Ny N; = & para i # j.

(i") Afirmacién: Cada N; es un conjunto independiente de D.

Sea {x, y} <= N, y supongamos por contradicciéon que (x, ) € F(D). Sean I,
un mgx-camino dirigido contenido en-H y J, un mgy-camino dirigido
contenido en H tal que /(J,) = /(J,) = i (mod ). Como H es fuertemente
conexa existe un ym-camino dirigido Z/ contenido en H. Asi, tenemos que
I, I es un camino dirigido cerrado con /(J, w J) = 0 (mod £.). Pues si
suponemos que /(Z/, « J) == 0; como 7, w 7 es un camino dirigido cerrado
entonces por el Lema 2.1 contiene un ciclo dirigido € de longitud = O
(mod K) y por las hipétesis del Teorema 2.1 se tendria que C tiene al menos
dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible pues € esta contenido en H.
Ademas, (T, v N=HT, v T) (mod R) (pues (T, )= {(T)=1i (mod R)),
de donde /(TJ, v I = (T, T)= 0 (mod R). Por otro lado T, U (x,y) v I
es un camino dirigido cerrado con / (I, U (x, ) v J) = 0 (mod k) (pues si
suponemos que (7, U (x,y) v J) == 0 (mod K); como T, (x,y)v Jesun
camino dirigido cerrado, entonces por el Lema 2.1 contiene un ciclo dirigido
C de longitud = 0 (mod £) y por las hipétesis del Teorema 2.1 se tendria que
C tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible pues €
a lo mas tiene una flecha en F(D) - F(H)); pero /(J, w (x, ) v J) =
(I, v T)+1=1 (mod k) lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto cada N; es un conjunto independiente.
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(iiY) Afirmacion: Toda flecha con vértice inicial en N; tiene vértice final en
N;4; (notacién médulo £) y V(D) = U N,.
Sea (x, ¥) € F(D) con vértice inicial en N;, de (i) se sigue que y e N; para
algianj € ({0, 1, 2, ..., &£-1}- {i}).
Sea 7, un m,x-camino dirigido contenido en Hcon /(J,)=i(mod k) y
J, un myy-camino dirigido contenido en H con /(J,) = j (mod R). Como H
es fuertemente conexa existe un ymgy-camino dirigido 7 contenido en H; asi,
se tiene que I, U (x, y)w I es un camino dirigido cerrado con a lo mas una
flecha en (F(D) - F(H)). Ademas, /(J,w J)= 0 (mod k) (pues si suponemos
que (I, J) = 0 (mod K); como I, J es un camino dirigido cerrado
entonces por el Lema 2.1 se tiene que 7, w I contiene un ciclo dirigido C
de longitud = O (mod £ ) y por las hipdtesis del Teorema 2.1 entonces C
tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)) lo cual es imposible pues C estd
contenido en H). Se tiene también que (T, U (x,3) v ) =0 (mod k) (pues
si suponemos que f(J, v (x,y) v I) = 0(mod K); como T, U (x,3) v I
es un camino dirigido cerrado entonces por el Lema 2.1 se tendria que

- contiene un ciclo dirigido C de longitud % 0 (mod k) y por las hipétesis del

Teorema 2.1 se tiene que C tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)), lo
cual es una contradiccion).

Yaque /(J,w N=0(modR) y (I, (x,y)w J)=0 (mod k) entonces
se tiene que (T, (x,))) = /(T,) = (mod k), de donde /( T, )+ 1= {(T,)
(mod &), es decir, i + 1 =j (mod K); pero como j € ({0, 1,2, ..., -1} - {i}) se
sigue que j=i+ l.Porlotanto N;=N,,, y asi y € N;,;.

Por ltimo: V(D) = W, N;.

<] Sea x € V(D), por demostrar que x € UL N,
Como H es fuertemente conexa existe un m, x-camino dirigido contenido
en H con longitud =1 (mod £) paraalgunai e {0, 1, ..., £-1}. Por lo tanto
x e UMl N;.

o] UL N; = V(D) se sigue inmediatamente por definicién de N;.

Asi, V(D) =uUrN,.

Por lo tanto de (i) (i) y (iii) se sigue que D es ciclicamente £ -partita.
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Como una consecuencia directa del Teorema 2.1 se tiene el siguiente
resultado.

TEOREMA 2.2

Sea D una digréafica, £= 2. Si H es una subdigrifica de D tal que todo ciclo
dirigido de longitud == 0 (mod &) tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)),
entonces para cada componente fuertemente conexa o de H, la digrafica
D[V(a)] es ciclicamente &-partita.

COROLARIO 2.1

Sea D una digrafica. Si H es una digrafica de D tal que todo ciclo dirigido
impar tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(H)), entonces para cada
componente fuertemente conexa <C de H la digrafica D[V(C)] es una

digafica bipartita.

Demostracion.

Se sigue del Teorema 2.2 tomando K= 2..

COROLARIO 2.2

Sea D una digrafica fuertemente conexa. D es una digrafica bipartita si y sélo
si existe una subdigrafica generadora fuertemente conexa H < D tal que todo
. ciclo dirigido impar tiene al menos dos flechas en (F(D) - F(FD)).

Demostracion:

Se sigue del Teorema 2.1 tomando &= 2.

Sobre la existencia de £-nucleos en digraficas.

TEOREMA 2.3

Sea D una digrafica. Si existe una subdigrafica generadora fuertemente
conexa H < D tal que todo ciclo dirigido de longitud = 0 (mod &) tiene al
menos dos flechas en (F(D) - F(H)), entonces D tiene un &ncleo.
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Demostracion:

Sea D una digrafica y H una subdigrafica de D como en las hipétesis. Del
Teorema 2.1 se sigue que D es ciclicamente £-partita fuertemente conexa; sea
Ny, Ny, ..., Ng_, una particion de los vértices de D, de la Definicion 1.36 se
sigue que cada N; es un &£nucleo de D.

TEOREMA 2.4
Sea D una digrafica tal que Asim(D) es fuertemente conexa. Si todo ciclo

dirigido de longitud == 0 (mod £ ) tiene al menos dos flechas simétricas,
entonces D tiene un &-nucleo.

Demostracidn:

Tomando H = Asim(D), se cumplen las hipo6tesis del Teorema 2.1 y por el
Teorema 2.3 se tiene que D tiene un £-nucleo.

Y como una consecuencia directa tenemos el siguiente resultado.

TEOREMA 2.5 [8] _
Sea D una digrafica tal que Asim(D) es fuertemente conexa. Supongamos

ademads que para todo ciclo dirigido y tal que /(y)== 0 (mod k) satisface (a)
o (b), donde: :

(a) Toda flecha de y es una flecha simétrica de D.
(b) v tiene al menos £ flechas simétricas.
Entonces D tiene un £-nicleo.

COROLARIO 2.3 [14] .
Sea D una digrafica fuertemente conexa tal que todo ciclo dirigido de D tiene
longitud = 0 (imod &), & = 2. Entonces D tiene un &-ntcleo.

COROLARIO 2.4

Sea D una digrafica. Si existe una subdigrafica generadora fuertemente
conexa H < D tal que todo ciclo dirigido impar tiene al menos dos flechas en
(F(D) - F(H)), entonces D es nicleo-perfecta.
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Demostracion:

Del Corolario 2.2 se sigue que D es bipartita fuertemente conexa y una
digrafica bipartita es niicleo-perfecta.

Otra consecuencia del Teorema 2.1 es el siguiente resultado de Duchet.

TEOREMA 2.6

Sea D una digréafica. Si todo ciclo dirigido impar en D tiene al menos dos
flechas simétricas, entonces D es niicleo-perfecta.

Demostracion:  (Por contradiccion)

Supongamos que D no es nucleo-perfecta, entonces D contiene una
subdigrafica inducida H ¢ D, que es nucleo imperfecta critica. Asim(D) es
fuertemente conexa, entonces por Corolario 2.4 se tiene que H es nicleo
perfecta pero esto es una contradiccidn, pues H es niicleo imperfecta critica.

OBSERVACION 2.1 [6]

Si para cada componente fuertemente conexa o de Asim(D), D[V(a)]} es-
bipartita, entonces D es una digrafica nticleo-perfecta.

La demostracion de esta Observacion queda fuera de los objetivos del

presente trabajo, si el lector desea ver la demostracion se indica la referencia
para ello.
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CAPITULO II1

K-NUCLEOS EN LA DIGRAFICA DE LINEAS

DEFINICION 3.1

Sea G una grafica, una digrafica D es una orientaciéon de G si D se obtiene
cambiando cada arista de G por una flecha con al menos una de las dos

direcciones.
DEFINICION 3.2

Sea D una digrafica, la grdfica subyacente de D es la grafica que se obtiene
de D cambiando cada flecha asimétrica o cada par de flechas simétricas por
una arista. Y se denota por Gp.

Asi, para la grafica G y la digrafica D de la Figura 3.1, se tiene que D es una
orientacién de G o bien G es la grafica subyacente de D

DEFINICION 3.3

Sean C= (0, 1, 2, ..., n-1, 0) un ciclo en una gréfica G, {i, j} = V(C). La
trayectoriade i a j, [, i+ 1,i+ 2, ...,j], es la ij-trayectoria contenida en C
y se denota por [i, C, j].

DEFINICION 3.4

Sean C= 0, 1, 2, ..., n-1, 0) un ciclo dirigido en una digrafica D, {i, j} <
V(C 5 La trayectoria dir_i_g)ida de i a j, (i,i +_1_,> i+2, ..., J), es la ij-trayectoria
dirigida contenida en C 'y se denota por (i, C, j).

DEFINICION 3.5

Sea € un ciclo en una grafica G, una cuerda de C es una arista [i, j] e
(AG)- A(CHtalque 1 < /([i, Cj < C)-1 con {i,j} =« V(O).
DEFINICION 3.6

Sea C un ciclo dirigido en una digraficg D, una cuerda de Ces una flecha
(i,)) € (F(D)-F(CHtalque 1< 4G, C) < LCY-1 y {i,j} = V(C).
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Asi, C= (x,, x,, X3, X4, Xs, Xp) €S Un ciclo contenido en la grafica G de la Figura

3.1, en donde [x,, C, x,] es una x,x,-trayectoria contenida en  mientras que
[x,, x5} es una cuerda de C

= (x> X}, X3, X3, X4, Xs, Xp) €8 un ciclo dirigido contenido en la digrifica D de

la Figura 3.1, en donde (x,, s X4) es una x,xs-trayectoria dirigida contenida en
C mientras que (x,, x5) es una cuerda de et

G=Ggp D
Xo Xo
O,
Xs \ X i X5 Xy
X X6 o
X \ X X4 X3
(o]
X3 X3
Figura 3.1
LEMA 3.1
Sean G una grafica, L(G) su grafica de lineasy €= (0, 1, 2, ..., n-1, 0) un

ciclo en L(G). Si [, 7] € (AQ(G)) - A(O))con j & {i-

cumple al menos una de las siguientes condiciones:

@{ls-1,s+ 1[5, D} cAL(GY)con(s=iy te {y-1,j+ IDo
(s=j y te{i-1,i+1}).

®{li-1,i+ 11,7 - 1,7+ 11} < A(L(G)).

OLG){s-1,s, t,t+ 1}]=K, con se{i,i+ 1}y te {j-1,j}.

2, i + 2}, entonces se

Demostracion.:
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Sean G una grafica, L(G) su grafica de lineas, € un ciclo en L(G) y [i,j] €
(A(L(GQ)) - A(C)) como en las hipétesis del Lema y supongamos que
i =[u, v] € A(G). Consideremos cuatro posibles casos.

Casol Si i-1 e i+ 1 incidenen u.Fig.3.2

i-1
u v
O

i+ i

Figura 3.2

Se sigue inmediatamente que {7 - 1, i + 1] € AQL(G)).

e Si j - I (respectivamente j -+ I) incide en algin vértice extremo de i
(u o v) entonces [i,j - 1] € A(L(QG)) (respectivamente [, + 1] € A(L(G))).
Por lo tanto se cumple (a) tomandos =i y ¢=j - 1 (respectivamente s =i
yt=j+ N Asi{[s-1,s + I, [s,tlycons=iy te {j-1,j+ 1}
La Figura 3.3 muestra estos posibles casos.

J-1
i-1 i-1
—0 O
i+1 u i v v

i+l u i
J+1
J-1 incide en u (respectivamente j+/ incide en wu)

59
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i-1 J-1 i-l\] /j+1
O (o]
i i i+1 u i v

J-1 incide en v (respectivamente j+/7 incide en v)

Figura 3.3

e Sij-1 y j+ 1 nosonadyacentesa i; sea w un punto extremo de 5
tal que w & {x,v}. Yaque j-1 y j+ Inoson adyacentesa { peroj-1J
y Jj+ Ison adyacentesa j sesigueque j-17 y Jj+ I incidenen w;
asi, [f - 1, j + 11 € A(L(QG)). Por lo tanto cumple (b); es decir,
{i-1,i+ 1Y, G- 1,7 + 11} = A(L(G)), Figura 3.4

w J-1
J-1 w
i-1 J i-1 J
(o (o]
i+ u i v i+1 u i v
J incideen u J incideen v
Figura 3.4

Caso2 Sii-1 e i+ 1 incidenen v.
Se prueba exactamente como en el Caso 1 intercambiando u con v.
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Caso3 Si i-1 incideen u e i+ I incide en v. (Figura 3.5)

Figura 3.5 |

Como [i,j] € A(QL(GQ)), se sigue que j incideen u o j incideen v.

e Supongamos que j incide en w. Figura 3.6

i-1 i+1

Figura 3.6

Capitulo 111

- Si j - I (respectivamente j + ])incide en u, entonces se cumple (c) con
s=i y t=j- 1 (respectivamentes =i y t=j). Estos casos se observan

en la Figura 3.7

u i v
F,

j+1
i+
i-1

Jj-1 incide en u (respectivamente j-+! incide en u)

Figura 3.7
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- Si j-1 'y Jj+ I inciden en el otro punto extremo de j entonces
U-1,7+ 11 e A(L(G)) yasi se cumple (a)cons=; y t=i— I, Figura 3.8

u i v

(@]

w

J+1

Figura 3.8

e Supongamos ahora que j incide en v, Figura 3.9
O
u i v
4

Figura 3.9

\ - S8i j - I (respectivamente j + I) incide en v, entonces se cumple (c) con
s=i+ 1y t=j-1(respectivamente s =i+ I y t=j). Ver Figura 3.10

J-1 incideen v

Figura 3.10
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Si j-1 y j+ I inciden en el otro punto extremo de j tenemos que
U-1,7 + 11 € A(L(G)), por lo que secumple (a)con s=j y t=i+ 1.
Figura 3.11

Figura 3.11

Caso4 Si i-1incideen v e i + ] incideen u.
Se procede como en el Caso 3 intercambiando u con v.

LEMA 3.2

Sean G una grafica, L(G) su graficade lineasy C = (0, 1, 2, ..., n-1, 0) un
ciclo en L(G). Si existe i, 0 <i < n-1 tal que {[i-1, i+1], [i, i+2]} c AL(G)),
entonces {[i-1, i+2], [i, i+3], [i+1, i+3], [i-2, i], [i-2, i+1]} N AQL(G)) = 2.

Demostracion:

Sean G una grafica, L(G) su grdfica de lineas e i € A(G) como en las

hipdtesis. Supongamos que i = [, v] (Figura 3.12) y consideremos los cuatro
posibles casos.

u i v
O (@]

Figura 3.12
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Casol Si i-1 e i+ 1 incidenen wu, Figura3.13

Figura 3.13

Sea w el otro extremo de i + / diferente de u. Yaquel(i, i + 2] € AQL(G))
setieneque i + 2 incideen # o 7/ + 2 incide en v, Figura 3.14

e Si i+ 2incideen usesigueque [i- 1,i + 2] € A(L(G)).
(Figura 3.14(a))

e Sii+ 2incide en v sesigue que el otro extremode i + 2 es w.
(Figura 3.14(b))

i-1 i-1
u i v u i v
— 0
i+1 i+
: i+2 i+2
w w
(@) (®)
Figura 3.14

Ycomo [i+2,i+ 3] € A(L(G)) setieneque i+ 3 incideen w o i+ 3
incideen v.
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" - 8Si i+ 3incideen w,se sigue que i+ I,i+ 3] € A(L(G)
(Figura 3.15 (a))
- Si i+ 3incide en v, se sigue que [i,i + 3] € AL(G))

(Figura 3.15 (b))
i-1
\ u i v
i+1 / : i+2 ) : i
[ © w
i+3

i-1
i+l
w O -
i+3
(a) i+3incideen w
u

u i v
i+2
i-1 i-1
u i v i v
i+2 i+

O
i+l i+l
i+2 i+3 3
o) [#] w [e)

w .

(b) i+3incideenv
Figura 3.15

Caso2 Sii-1 e i+ 1 incidenen v.
Se sigue como en el Caso 1 intercambiando u« con v.

Capitulo 111
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Caso3 Si i-1 incideen # e [+ I incideen v.

Sea w el otro punto extremo de i - / diferentede u;como [i-17,i+ 1] e
A(L(G) (por hipdtesis) se tiene que w  es el otro punto extremo de i + [
diferente de v. Figura 3.16

u i v
i1
i+]
w O
Figura 3.16

Ahora, como [i-2,i-1] € A(L(G),setieneque i-2 incideen w o i—2
incide en w.

- 8i i— 2 incide en u, se tiene que [i -2, i] € A(L(G), Figura3.17(a)
- 8Si i-2 incideen w, setienequef[i- 2,7+ I] € A(L(G), Figura 3.17(b)

(@) (®)

. Figura 3.17
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Caso4 Si i-1 incideen v e i+ 1 incideen .
Se sigue como en el Caso 3 intercambiando z con v.

LEMA 3.3
Sean G una grifica, L.(G) su grafica de lineas y D una orientacién de L(G) tal
que todo tridangulo dirigido tiene dos flechas simétricas. Si todo ciclo dirigido
de D, Z—— 0, 1,2, .., n1, 0)con /( Ef %= 0 (mod K) tiene una cuerda (7, j) tal
que cumple al menos una de las siguientes propiedades:
1) jefi-2,i+2} -
(2) Sije {i-2,i+ 2} entonces existe otra cuerda de & (r, s) con

(r,s)= (, D).
Entonces todo ciclo dirigido C”de D,con /(C’) = 0 (mod k) tiene dos
flechas simétricas, (§ = 3).

—_—
Demostracidn: (Por induccidn sobre 4 €))

—_—
Sean G, L(G) y D como en las hip6tesis y tomemos un ciclo dirigido € de
D con /() = 0 (mod &).

(i) Base de induccién.
Si /(_)) = 2, se sigue inmediatamente que
Si /(C)= 3, se sigue de las hipétesis que

—
tiene dos flechas simétricas.

C
E)tiene dos flechas simétricas.

(i1) Hipotesis de induccion. — — -
Supongamos que todo ciclo dirigido ¢ de D con AC)<n y HAC)H=O0
(mod &) tiene dos flechas simétricas.

_Gii)Sea C =(0, 1, 2, ..., n-1,0) un ciclo dirigido de D con /(C) = n,
{(C)=0(mod k) y (i,j)unacuerdade € como en las hipétesis.

Consideremos los dos posibles casos:
Casol Si je{i-2,i+ 2}
Consideremos a € (ciclo subyacente de ) y [i, ] € A(L(G), una cuerda

de C, del Lema 3.1 se sigue que se cumple al menos una de las tres
condiciones (a), (b) o (c). :
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Caplituio III

Caso 1.a Supongamos que se cumple (a) del Lema 3.1, se tienen cuatro
posibilidades que seran analizadas.

Caso 1.a.1 Si {[i-1,i+ 1], [i,j - 11} = ACL(G))
(Considerandos=i y ¢=j- 1), Figura 3.18

c

i+ j-1

Figura 3.18

Consideremos los siguientes ciclos en L{G), Figura 3.19
¢ =i, /1 U T/, G il (Figura 3.19(a))

C,=T, 1 [i, G/} (Figura 3.19(a))

Cs=[i,j- 11w j- 1, Gi] (Figura 3.19(b))
C=U-1,i1uli, Gj- 1] (Figura 3.19(b))

c c

@ ®

Figura 3.19 -
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(Observemos que /(C;)<n paratodai € {1,2,3,4})

Caso 1.a.1.1
Supongamos que /() = 0(mod k) y /() = 0 (mod k), Figura 3.19(a)

* Si (i, /) € Sim(D) se tiene que C: =(i,) v (j,_,C) Dy C:= U, D
(i, G j) son ciclos dirigidos de D; y yaque /(C)<nparai e {1,2}, se
sigue de las hipétesis, de inducciéon que ambos ciclos tienen dos flechas
simétricas, asi, F(i, Gj) " F(Sim(D)) = @ y F(, G i) n F(Sim(D)) = &,
por lo que C tiene dos flechas simétricas (Figura 3.20)

— s
e’
i P <o) 7
é
—
Figura 3.20

e Si (i, j) € Asim(D) (respectivamente (j, i) € Asim(D)) tenemos que C,
(respectivamente 2) es un ciclo dirigido de D; y ya que / (5_5 < n,
i € {1,2} se sigue de las hipotesis de induccidn que a (respectivamente
?2) tiene dos flechas simétricas, las cuales son claramente flechas
simétricasde (Figura 3.21)
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N K4
\V
i P o J iy J
7/
(i,)) € Asim(D) G, D) € Asim(D)
Figura 3.21

Caso 1.a.1.2

Si /(C5) =0 (modRg) yv AC,) = 0(mod K).
Se procede como en el Caso 1.a.1.1 cambiando [i, ] por [,/ - 1], C; por G,
y &, por C, (Figura3.22)

i Jj-1
w

Figura 3.22
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Caso 1.a.1.3
Si /A(C,)=0 (mod k) .
En este caso /(€)= 1 (mod K) y como g =3, /(C;) %= 0 (mod K); del Caso
l.a.1.2 podemos suponer que /(C,) =0 (mod k). Yaque /(C)={(C)=0
(mod £) tenemos que /(€)= -1 (mod k) y como g =3, entonces /() =1
(mod £), Figura 3.23

c C

Jj-1

Figura 3.23

Ahora consideremos la arista [/ - I,/ + 1], Figura 3.24

¢

Figura 3.24
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e Si(i-1,i+ 1) e Sim(D) el ciclo dirigido (Z-1,i+ 1)V @+ 1, _éi— 1)
. tiene dos flechas simétricas (por hipdtesis de induccién y del hecho que

/(O = 1 (mod R)), entonces F((i + I, & i - 1)) n Sim(D) = &; ademas
tenemos que el triangulo dirigido (¢ - 1, i, i + 1, i - 1) tiene dos flechas

simétricas, lo cual implica que F((i - 1, i, £ + 1)) N Sim(D) = &. Asi T
tiene dos flechas simétricas, Figura 3.25 '

— —
l;\] c

i+1 i+1

(i-1, i) € Asim(i-1, i, i+1,i-1) (i+1, i) € Asim(i-1, i, i+1, i-1)

Figura 3.25

e Si (i-1,i+ I)e Asim(D) el ciclo dirigido (¢} -1, i + DU G+ 1, Ci-1)

tiene dos flechas simétricas las cuales son flechas simétricas de ¢
Figura 3.26 )

i-]

\

i+1

Figura 3.26
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e Si(i+ 1,i-1) e Asim(D); las dos flechas simétricas del tridngulo dirigido
(i-1,i,i+ 1,i-1)son flechas simétricas de . Figura 3.27

Figura 3.27

Caso 1.a.1.4
Si A C,) =0 (mod &).

En este caso tenemos que /(C,) = 0 (mod R) y por lo visto en el Caso l.a.1.2
podemos suponer que /(C3) = 0 (mod k), asi, /(C,) =-1 (inod k) y como
£ = 3, se tiene que /(C,) = 0 (mod K), Figura 3.28

c c

Figura 3.28
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e .Si (i, /) € Asim(D) (respectivamente (j - /, i) € Asim(D)) tenemos que el
ciclo dirigido Cr=( ) v (, @ i) (respectivamente Cao= (- 1,i) W -
a, Z) J - 1)) tiene dos flechas simétricas las cuales son flechas simétricas
de (¢ Figura 3.29

—

C

(i,)) € Asim(D) (respectivamente (j-1, i) € Asim(D))

Figura 3.29

Podemos suponer que {(j, i), (i, j - 1)} = F(D), por lo que obtenemos el
triangulc dirigido (i, i, j - I, j), el cual tiene dos flechas simétricas.
Figura 3.30

>

c

Figura 3.30
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e Si {({, D), i, j- 1)} < F(Sim(D)) entonces z y a tienen cada uno dos
flechas simétricas. De este modo F(, & ) m _IfgSim(D)) %= J y

F(i, _C> J - 1) mn F(Sim(D)) = <, por lo que C tiene dos flechas
simétricas, Figura 3.31

Figura 3.31

e Si{(, 0, G- 1, P} = F(Sim(D)) tenemos que F(@, G &) ~F(SimD)) = 3,
(pues C, tiene dos flechas simétricas) lo cual implica que ~& tiene dos
flechas simétricas (la de la interseccidén y (- I, j)), Figura3.32

Figura 3.32
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e Si{(, j-D,(G-1, j)}_g F(Sim(D)) tenemos que F(, Z’,"j -1 m
F(Sim(D)) = &, (pues C, tiene dos flechas simétricas por hipdétesis de

induccion), lo cual implica que T tiene dos flechas simétricas (la de la
intersecccién y (G - 1, j)), Figura 3.33

¢

Figura 3.33

Caso l.a.2 Si{[i-1,i+ I],[i,7 + 11} < AQL(GB))
(donde s=i y t=j+ I).
Se procede como en el Caso l.a.1 cambiando j— 7 por j+ I.

Casol.a.3 Si{[j-1,7+ 1), [j,i-1]} <« A(L(G))
(donde s=j y t=i-1).
Se procede como en el Caso l.a.l intercambiando 7 con J.

Casol.ad Si{[j-1,j+ 11, i+ 11} = AQLG))
(donde s=j y t=i+ I).
Se procede como en el caso 1.a.2 intercambiando i con j.

Caso 1.b

Supongamos que se cumple la propiedad (b) del Lema 3.1. Es decir,
{li-1,i+ 1, G- 1,7+ 11} = A(L(Q)), Figura 3.34
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i+l J-1

Figura 3.34

A)Si {(G+ 1,i-1), G+ 1,j- 1)} < F(D), tenemos los tridngulos dirigidos
G-1,i,i+ 1,i-1)y (G-1,j,j+ 1,j-1); cadauno de los cuales tiene dos
flechas simétricas. Asi, F(/ - I, i, i + I) n E@imD)) = & vy
FG - 1, j, j+I) n F(Sim(D)) = &. Por lo tanto ( tiene dos flechas
simétricas. Estos posibles casos se muestran en la Figura 3.35

o
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En este caso se tiene que ((i-/, i) € Sim(D) o (i, i+]) € Sim(D)) y
(U-1,/) € Sim(D) o (f, j+1) € Sim(D))

Figura 3.35

B) Supongamos que (- 1,5 + I) € Asim(D).

Sea Co= (G-1j+DUG+1, G j-1)

—>

Capitulo [II

—_—
1. Si /(Cs) = 0 (imod K) se tiene gque 5 tiene dos flechas simétricas las

cuales son flechas simétricas de  Figura 3.36

Figura 3.36
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—>
2. Si #(Cs)=0 (mod k) consideremos la arista [i - 7,7 + 1]

> Si@G+1,i-1) € Asim(D) el triéngulo dirigido (i - 1, i, i + 1, i - I) tiene
dos flechas simétricas, las cuales son flechas simétricas de Yoy Figura
3.37

Figura 3.37

> Asi podemgs suponer que (i - I, i + 1) € F(D) y consideremos el ciclo
dirigido_C¢ = (G -1,j+1) w (G + 1, G i-Jyvw (-1,i+I_y
(i + 1, G j- I) (Figura 3.38); tenemos que /(Cg) = 0 (mod &) asi, Cs
tiene dos flechas simétricas, como se vera a continuacion:

G tiene dos flechas simétricas
Figura 3.38
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e Si(i-1,i+ I) € Asim(D) las flechas simétricas de 7% son flechas
simétricas de ¢, Figura 3.39

Las dos flechas simétricas estan en Las dos flechas simétricas estan en

F(G+1, G i-1)) Fi+1, Gj-1))

Una flecha simétrica esta en F(G+1, G i-1))
y laotraen F((i+1, G j-1))

Figura 3.39
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Si (i-1,i+ I) e Sim(D) tenemos que F{(i - 1, i, i + 1)) " FSIm(D)) = S
yE(G+1, Ti-Du@E+1, &j-D)nFSimD)) =S locual implica

que ~C tiene dos flechas simétricas. La Figura 3.40 muestra estas cuatro
posibilidades.

Una flecha simétrica es (i-/, i) y (1a otra flecha simétrica esta en F((+1, G i-1)
o estd en F((i+1, Gj-1)))

Una flecha simétrica es (i, i+1) y (la otra flecha simétrica estd en F((j+1, G i-1)
o esta en F((i+1, G j-1)))

Figura 3.40
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C) Si (-1, i+1) e Asim(D) se procede como en (B) intercambiando j con .

Caso I.c Supongamos que se cumple la propiedad (c) del Lema 3.1
Tenemos cuatro posibilidades que seran analizadas.

Caso 1l.c.1 SiL(Q)[{i-1,4 j-1, j}]1=K,, Figura 3.41
(Considerandos =i y- t=j-1)

c

il J

Figura 341

Sean (C,, C,, C; y C, los ciclos definidos como en el Caso l.a.l y
consideremos los siguientes casos.

Caso l.c.1.1 Si AC)) =0(mod k) y /(E,) = 0 (mod k).
Se procede como en el Caso 1.a.1.1.

Caso 1.c.1.2 Si {C;) =0(mod k) y X C,) = 0 (mod k)
Se procede como enel Caso l.a.1.2

Caso 1.c.1.3 Si A C,) =0 (mod k).

En este caso se tiene que /(C5) = O (mod £) y del Caso 1.c.1.2 podemos
suponer que # C,) =0 (mod k).

Consideremos los ciclos de L(G), C,=L -1, v, Ci-11y
Ceg=U,i-11Oli-1, C jl. Ya que /(C)) = 0 (mod K ) tenemos que
A CH=-1(mod k) y como g = 3 setiene que /(C;) == 0 (mod K).

Como /(C,) = 0 (mod k) se sigue que /(Cy) =2 (mod ) y como K =3
tenemos que /(Cy) = 0 (mod £), Figura 3.42
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Figura 3.42

- Sl(1—1 /) € Sim(D) se tiene que C’-, =G-1,)v Z i-1 vy
C" s =0, i- 1) v@-1, C J), cada uno tiene dos flechas simétricas,
por lo tanto C tiene dos flechas simétricas, Figura 3.43

\
= c
-1 O
g J
—
¢ Figura 3.43
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e Si (i - 1, ) € Asim(D) (respectivamente (j, i - 1) € Asim(D)), ,
(respectivamente Z:) tiene dos flechas simétricas, las cuales son flechas
simétricas de ¢, Figura 3.44

— —
c c
=~
i-1 i-1 =
@ j (O j
r=
(i-1,)) € Asim(D) (respectivamente (/, i-1) € Asim(D))
Figura 3.44

Caso 1.c.1.4 Si /(C,)=0 (mod ).
Se procede como en el Caso 1.a.1.4.

Caso l.c.2 SiL(G){i-1,i,j, 5+ 1}]1=K,.

(Considerando s=i y t=j))

Definimos los ciclos &y, &,’, C3° y €, como en el Caso l.c.1 cambiando
J-i por j+ I,definimos C;” y g’ como en el Caso l.c.1 cambiando j

por j + 1 y procedemos como en el Caso l.c.l1 (intercambiando j- I con
Jj+ .

Caso 1.c.3 Si L(GO{ii+ 1,7-1,/}1=ZK,.

(Considerando s=i+ /1 y t=j-1).

Consideremos los ciclos C,, C,, €3 y €, como en el Caso l.c.1; definimos
los ciclos €, y €y como en el Caso l.c.l1 cambiando i— I por 7+ I,
J por j-1 y procedemos como en el Caso 1.c.1.
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Caso l.c4 Si L(Q[{i,i+ 1,j,j+ I}]=K,.
(Considerando s=i+ 1 y t=}).
Consideremos los ciclos €, y C, definidos en el Caso l.a.l1 y los ciclos
Cy, C, obtenidosde €5 y C, respectivamente intercambiando j - I con

J + 1; y definimos los ciclos &, y G’ comoen C; y (g respectivamente
cambiando /-7 por i+ / y procedemos como en el Caso 1.c.l.

Caso2 Sije{i-2,i+2}

En este caso, por las hipdétesis del Lema 3.3 se tiene que existe otra cuerda de
; (r, s) tal que (r, s) = (7, 0).

Por lo visto en el Caso 1 podemos suponer que existe {a, b} <
{0, 1, 2, ..., n-1} cona = b;tales que { [@a- I,a+ 1],[b-1,b+ 1]} c
(AL(G)) - A(CP).

Si b -1+ a procedemos como en el Caso 1.b (Figura 4.45)

c

a-1 b+1
a+l b-1

Figura 3.45

e Si b-1=a tenemos que {[a-1,a+ 1], [a, a + 2]} = AL(G)) - A(O)
Figura 4.46
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b=a+l b=a+2
Figura 3.46

Y del L.ema 3.2 se tiene que:

{[a'I’ a+2]7 [a3 a+3], [a+1’ a+3]: [a'2’ a]a [0-2, a+1]} m A(L(G)) * Q'
De donde se tienen cinco posibles casos.

Caso 2.1 Si [a-I,a+ 2] € AQLG)). °
Sea C,=[a-1,atll v la+l, C,a-1]1 y C,=Ila-1,a+2]v [a+2, C, a-1].

Figura 3.47
c c
a-1 a-1
\
b-1=a b-l1=a
b+1=a+2
b=a+l
Figura 3.47
4

Consideremos los siguientes casos:
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Caso 2.1.1 Si /() = 0 (mod k).

Si(a-1,a+ I) € Sim(D) el triangulo dirigido (a + I, a -1, a, a + 1)
tiene una flecha simétrica en (@ - 1, a, a + 1) y el ciclo dirigido
Cy=(a-1,a+ 1)u_a + 1,7 a- 1) tiene una flecha simétrica en
(a+ 1, & a-1),asi, C tiene dos flechas simétricas, Figura 3.48

C

(a-1, a) € Sim(D) (o (a, a+1) e Sim(D))

Figura 3.48

—>
e Si (a-I,a+ 1) e Asim(D)_lgs dos flechas simétricas de (C, estin en
(@a+1,G a-I),porloque C tiene dos flechas simétricas, Figura 3.49

—

c

\Y

Figura 3.49
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e Si (a + I, a- 1) € Asim(D) las dos flechas simétricas del tridngulo
dirigido(a+ 1, a- 1, a, a+ 1) pertenecen a Z,’) Figura 3.50

a+1

Figura 3.50

Caso 2.1.2 Si 4 C)) =0 (mod k).
En este caso /(C,) # 0 (mod k). Podemos suponer que (a- 1, a + 1) e F(D).

e Si(a + I, a-1) e Asim(D), las dos flechas simétricas del tridngulo
dirigido (a + 1, a- 1, a, a + I) pertenecen a 2 Figura 3.51

c

Figura 3.51
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e Si(a-1,a+ 2) e Sim(D) tenemos que F(a + 2, € a-1) A Sim(D) #
&, Figura 3.52

a-1 O

]
a+l a+t+2

Figura 3.52

¥ ahora consideremos el tridngulo dirigido (@ + 2, a- 1, a+ I, a+ 2);

- Si(a + 1, a+ 2) e Sim(D) se tiene que—Z’ tiene dos flechas simétricas.
Figura 3.53

Figura 3.53

- Ysi(@a-l,a+1)e Sim_ﬁl))) tenemos que F(a - 1, a,a + 1) n Sim(D) =
@, lo cual implica que € tiene dos flechas simétricas, Figura 3.54
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N
A

a-1

a+2 a+2
a+1 a+1

(a-1, @) € Sim(D) (0 (a, a+1) & Sim(D))
Figura 3.54

Si (a- 1, a + 2) e Asim(D), el ciclo dirigido C,=(a-1,a+ 2y,
(a + 2, C, a - 1) tiene dos flechas simétricas, las cuales pertenecen a c
Figura 3.55

Figura 3.55

e Si (a+ 2,a-1) e Asim(D), las dos flechas simétricas del tridngulo
dirigido(a+2,a-1,a+1,a+2)son(a+ lLa-Dy(@+1,a+2)
Figura 3.56
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Figura 3.56

Por otro lado el tridngulo dirigido (@ + 1, a - 1, a, a + I) tiene una flecha
simétricaen (a - 1, a, a + 1); esta flecha y (@ + I, a + 2) son las dos flechas
simétricas que pertenecen a d Figura 3.57

(g reg
a-1 a-1
a a
at+2 at+2
a+l a+l
(a-1, a) € Sim(D) (o (a, a+1) € Sim(D))
Figura 3.57

Caso 2.2 Si [a,a+ 3] € A(L(G)).
Se procede como en el Caso 2.1 cambiandoa - I por a,apora+ I, a+ 1,
por a+2 y a-+2, pora-+ 3.
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Caso02.3 Si [a+ I,a+ 3] e A(L(Q)).
Se procede como en el Caso 1.b considerando a=i¢ y a+ 1=j-1.

Caso 2.4 Si [a- 2, a]l e AL(G)).
Se procede como en el Caso 1.b considerando i-1=a-2 y j-1=a.

Caso 2.5 Si [a-2,a+ 1] e A(L(G)).
Se procede como en el Caso 2.1 cambiandoa-17 por a-2, a por a-1,
a+ 1]l poray a+2 pora-+ .

LEMA 3.4

Sean G una grifica, L(G) su grafica de lineas y D una orientacién de L(G) tal
que todo triangulo dirigido es simétrico. Si todo ciclo dirigido de D con
longitud = 0 (mod &) tiene dos cuerdas, entonces todo ciclo dirigido de D
con longitud = 0 (mod &) tiene dos flechas simétricas (£, = 3).

Demostracion:

Se procede como en la prueba del Lema 3.3; solo notemos que cuando las dos
cuerdas del ciclo dirigido = (0, 1, 2, ...,n- 1, 0) (con /(C) = 0 (mod K))
son de la forma (7, j) y (,i) con j e {i-2,i+ 2} entonces el tridngulo

dirigido (i -2, i-1, i, i-2)),(0({, i+ 1, i+ 2, i) essimétricoy asi, T
tiene dos flechas simétricas.

En el siguiente Teorema utilizaremos el resultado obtenido del Teorema 2.4,
el cual dice lo siguiente: Sea D una digrafica tal que Asim(D) es fuertemente
conexa. Si todo ciclo dirigido de longitud == 0 (mod &) tiene al menos dos
flecha simétricas, entonces D tiene un £-ntcleo.

TEOREMA 3.1

Sean G una grifica, L(G) su grifica de lineas y D una orientacién de L(G) tal
que Asim(D) es fuertemente conexa y cada_tridngulo dirigido tiene dos
flechas signétricas. Si todo ciclo dirigido de D, €= (0, 1, 2, ..., n- 1, 0) con
con /(C) = 0 (mod K) tiene una cuerda (7, j) tal que al menos una de las
siguientes propiedades se cumple:
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) je{i-2,i+2}

(2) Si j e {i-2,i+ 2}, entonces existe otra cuerda de & (r, s) con (r,s)=
G, ).

Entonces D tiene un £-ntcleo, (£ = 3).

Demostracion:

Se sigue del Lema 3.3 y el Teorema 2.4

TEOREMA 3.2 .

Sean G una grafica, L(G) su grafica de lineas y D una orientacién de L(G) tal
que Asim(D) es fuertemente conexa y cada tridngulo es simétrico. Si todo
ciclo dirigido de D con longitud =% 0 (mod £&) tiene dos cuerdas, entonces D
tiene un £-nucleo (K = 3).

Demostracion:

Se sigue del Lema 3.4 y el Teorema 2.4

OBSERVACION 3.1:
Las hipétesis de que la cuerda (i, j) de C satisface al menos una de las dos
propiedades (1) o (2) del Teorema 3.1 no puede ser omitida, es suficiente

considerar la siguiente grafica Gg, (R = 4);

V(G = {0, 1, 2, ..., 26-1},
AGO = {a,=[i,i+ 1]]i € {0,2, 4, .., 26-2}} U
{a;=0,i+2]lie {1,3,5,..,2R-3}} U {ae.s =[2k-1, 1]}

y D¢ la siguiente orientacion de L(Geg); V(Dg) = A(Gg),

F(GQ) = {(aii ai+l) I i € {0, l) 2’ eecy 2&.‘ 2}} [
{(@, ai) i e {1,3,5,..,28-3}} W {(@r15 a0)s (@26.1- A1)}
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D¢ no tiene un £-nicleo para £= 4.

EJEMPLO 1.

Para £= 4, Figura 3.58

Sean G4 = (V (G,), A(Gy)), L(G,) y D, definidas como en la Observacién 3.1
Asi: )

V(G = {0, 1,2, ... 7}

G, 1
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a, as
D, < O
a ©O as
a, l 2
az as
Figura 3.58

Existe al menos un ciclo #= 0 (mod 4) en D, el cual tiene una cuerda que no
satisface la propiedad (1) ni (2) del Teorema 3.6 y D, no tiene un 4-niicleo.

Por ejemplo consideremos el ciclo C= (a,, a,, a;, as, a;, ag) contenido en D,,
tenemos que /(C) =5, asi que /( €) = 0 (mod 4); (a;, a;) es una cuerda de C

y no cumple ninguna de las dos propiedades (1) o (2) del Teorema 3.6 y D,
no tiene un 4-nucleo.

Supongamos que D, tiene Kun 4-nucleo.
- Consideremos {a,, a,, a,, ag} < V(D,).
Por simetria supongamos que g, € K, entonces se tendria que K = {q,}, asi
que a, ¢ Ky sin embargo no hay una trayectoria de a, al micleo con longitud
< 3 (dps (a2, ap) = 4). Por lo tanto K = {ay} no es un 4-niacleo de D,.
Analogamente, por simetria, si suponemos que a; € K para algiini € {2, 4, 6}
se puede ver que D, no tiene un 4-nicleo.
- Consideremos {a,, a,, as, a;} < V(D,).
Por simetria supongamos que a, € K, entonces se tendria que K = {a,}, asi
que a, ¢ Ky sin embargo no hay una trayectoria de a, al nicleo con longitud
< 3 (dps (a3, a;) = 4). Por lo tanto K = {a,} no es un 4-nucleo de D,.
Analogamente, por simetria, si suponemos que a; € Kparaalgani € {3, 5,7}
se puede ver que D, no tiene un 4-nucleo.
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EJEMPLO 2
Para £= 6, Figura 3.59
Sea G4 = (V(Gée), F(Gg)), L(G¢) ¥ Ds definidas como en la Observacion 3.1.

V(Gg) = {0, 1, 2, ..., 13} Figura 3.60
Se puede observar que D, no posee un 6-nicleo

<12 0
Ge alz/ Nﬂ
L13 ay, 1 S

ap 11

L(Gg
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Dy

a, (223

a;

Figura 3.59

EJEMPLO 3

Para =9

Sea Gy = (V(Gy), F(Gy)), L(G,) y Dy definidas como en la Observacion 3.1.

V(Gy) = {0, 1, 2, ..., 17} Figura 3.60
D, no tiene un 9-m’xcleo, en particular Dy no tiene un 3-ntcleo
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14 a, 4
a;
7
12 1 6
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L (Gg) Qg

9
9
\o
10
O,

0"
(o]
Qo
1
ay as
17 3
16 T Xz 2
a
1
£
s

8
a
A6 //) Fo a,
a
a,
a

a; O— o an a; Qs

a,

Capitulo 111
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Dy

ao

e o / ay, : ‘5
s
/ o

T>/§/

Figura 3.60

OBSERVACION 2

Las hipétesis de que D es una orientacién de la grafica de lineas no puede ser
omitida en el Teorema 3.1. En al digrafica D¢ definida como sigue, todo ciclo

dirigido = O (mod &) tiene dos cuerdas, sin embargo, D¢ no tiene un &
nucleo, (£ = 3).

EJEMPLO 4

V(D) = {0, 1, 2, ..., 22}

F(D,) = {(i, i+D)ie {0,1,2,..21}} U
{G,i+2)|i e {4, 6,8, 10, 15, 17, 19} U
{4, 12), (15, 0), (21, 0), (22, 0)} Figura 3.61
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D;

Figura 3.61

Observemos que todo ciclo dirigido = 0 (mod 3) tiene dos cuerdas y sin
embargo D; no tiene un 3-nicleo. Supongamos que D; tiene un 3-ntcleo,
digamos K y que 0 € K; entonces K= {0,3,7,13,18}, 9 ¢ K y sin embargo
d(9, 13) = 3 > 2. Por la tanto K no puede ser un 3-nicleo. Analogamente se

puede observar que K no es un 3-nicléo suponiendo que i € K para algtin
ie{1,2,3,..,22}
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EJEMPLO 5

V(D) =1{0, 1,2, ..., 37}
F(D,) = {(> D ie {0,1,2,...36}} U
(G, i+ lie {0,2,4, 6. .. 16,19, 21, 23, ..., 353} Y

{0, 18), (19, 37), (37, 0)} Figura 3.62
Dy

30
4

28/-0/ N

27

18 16
r\ 13
20 \
15

17

Figura 3.62
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Para £, = 5,

V(Do = {0, 1, 2, 3,..., 7R +3}
FO)={G, i+ Dijie {0,1,2,3,..., 7R +2}} v

{Gi+3]ie{0,3,6..,363k+3+LE1-1,
Ge+3+LEI-n+3,. 78 +3-TE- 13 U
(Gi+2lie {1,4,7,...,3Q+1,3&+3+L§_—J,
Ge+3+LED+3, .76 +3-TET3 1 U (0,36 +3),
@Ge+3+LE1-1,76+3-[271+2), 7k +3,0}

En donde r-:-_l significa el menor entero mayor o igual que % y L%.I

significa el mayor entero menor o igual que % .
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EJEMPLO 6

Para K= 5, Figura 3.63

D;
350& 37 38 \o/'j> z
33 ' 0 o 4
4' 3
32 3
31 6 7
30
29 28 9 8
27 10
25 12
26 A~ , 11
24 o,\O 22 15 : 13
23 g\\o 19 18 { > 14
21 AN 16

20 17

Figura 3.63
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EJEMPLO 7
Para £= 6, Figura 3.64

Dy

42 0/04\3‘ » 5 ]o )

e vt NS

37 o\v\Ao A 7
—

38 6
3

"

ol 1

313:@3 ‘< ' 15 14
28 \2/0‘26\23 ‘18/ Q@IG

21
27 22 ‘/é' 5 O 7
25 Ji@/ — \o 19
24

Figura 3.64
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EJEMPLO 8

Para £= 7, Figura 3.65

Figura 3.65
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EJEMPLO 9

Para £= 8, Figura 3.66

Dy

56 1

—"O\..O/ 4

49 9 10

47 o 48 \ 11
46 VZ 45 12 3/‘/"‘113
44 X

At Ay

Figura 3.66
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