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PRESENTACION.

En este trabajo se revisan algunos aspectos de la teorfa cualitativa de
los sistemas dindmicos discretos y particularmente la teoria de los sistemas
dindmicos en la circunferencia iniciada por Henri Poincaré. Nos interesamos
principalmente en nociones y resultados que han probado ser ttiles en es-
tudios clentificos. Buscando gjemplificar la importancia de Ia teorfa en este
sentido aplicativo, en el capftulo siete se discute un modelo de oscilador no
lineal periddicamente forzado, que Hamamos “la nenrona mecdnica”. Se tra-
ta de un modelo relativamento siimple, pero que caplura la esencia de varios
aspectos importantes de la dindmica de las oscilactones de integracion y dis-
paro, que son tipicas en las células norviosas y en muchos otros sistemas de
interés en Ciencia e Ingenierfa. Estos sistemas son también llamacdos sistemas
excitables u osciladores de relajacion

El estudio del comportamiento de la respuesta de un oscilador no lineal
a una estimulacion periddica es un problema cldsico de la Ciencia y la Inge-
nierfa cuyo estudio desde el punto de vista matermdtico ha retado a brillantes
cientfficos de varias generaciones, como Lyapounov, van der Pol, Rayleigh,
Poincare, Lienard, Littlewood, Cartwright, Levinson, Arnold y Moser. La
investigacion de este problama ha rendido no solo hutos tecnoldgicos, sino
tambicn mportantes repercnsiones tedricas. Lo famosa haradura de Smale
surgio de la revisién de la problemdtica (sincronizacion y respuesta cadtica)
involucrada en el andlisis de un oscilador modelado por un sistema de dos
ecuaciones diferenciales (no lineales) sujeto a un forzamiento sinusoidal. El
trabajo de Smale estd basado en las investigaciones previas de Littlewood,
Cartwright y Levinson [7]. '

La teorfa de rotacion de funciones de la circunferencia surgié de los es-
tudios sobre ecuaciones diferenciales en el toro y la estabilidad de érbitas
periddicas indciada por Poincard [31] y continuada por Denjoy (8] Posterior-
mente ¢l trabajo del matemdatico soviético Vladimir I. Arnold, quien utilizé
o teorfa de Tns Mnciones de 1o cirennferencin para Inomodelacian de amnid-
mias cardiacas y otros problemas de mecdnica celeste (teorfa KAM), revivié
el interés de otros investigadores entre los cuales han destacado Michael R.
[erman y Leon Glass. _

{lerman sc interesé en cuestiones mateméticas [21], mientias que Glass
s¢ ha enfocado a la simulacion de ritwos cardiacos por medio de modelos
geomdétricos los cuales dan lugar a un sistena dindmico on la cireunferencia
[L6]. Por otra parte, Newhouse, Palis y Takens [26] extendieron la teorfa de
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rotacién para abarcar funciones no imyectivas.

Tn el primer capftulo de este trabajo se discuten conceptos bisicos de la
teoria de los sistemas dindmicos anidimensionales. Se revisan Lopicos como
1a dingmica periddica, la estabilidad de las grbitas, las bifurcaciones en sis-
temas con pardmetros y la conjugacion topolégica de mapeos. Se trata de un
material estdndar que 5¢ ha inclufdo para hacer sutocontenido este escrito.

El segundo capitulo se dedica al andlisis de las funciones en la recta que
determinan funciones en 1a circunferencia.

El capitulo tres se dedica a la discusion del concepto de namero de
rotacion de un mapeo continuo de 1a circunferencia, de grado uno, monétono
creciente. Bsta teoria ¢s muy 11kl parala determinacion de dindmicas periodi-
casy aplica también parala determinacion de comportarmientos sincronizados
de osciladores de integracion y disparo forzados, pues las funciones de disparo
de éstos estan determinadas por funciones € la circunferencia. En general,
Jas funciones de disparo de estos osciladores no son funciones continuas 1285]
ni monGtonas y resulta pecesario aplicar generalizaciones del concepto de
rimero de rotacion.

Fl capitulo cuatro generaliza esta teatia hasta llegar al concepto de inter-
valo de rotacién de Newhouse, Palis ¥ Takens (para mapcos continuos de la
circunferencia de grado uno, 1o necesatiamente inyéctivos). En este capitulo
ce discuten también las propiedades del intervalo de rotacién para familias
bimnodales de mapeos de la circunferencia (teoria de Boyland) que son de
interés en las aplicaciones posteriores. _ :

En ¢l capitulo cinco presentamos un ejemplo cldsico de familia bimodal de
mapeos de la circunferencia llamada “familia de Arnold” o “familia clasica”.
Con esta familia se fustran ideas y resultados discutidos en los capftulos -
anteriores. '

Con miras al andlisis de las propiedades de sincronizacion y las bifur-
caciones que tienen lugar en 1a familia cldsica, &l variar sus pardmetros, el
capitulo seis se ocupd del analisis de bifurcaciones Y. especialmente, de la
clasificacion de las reglones (lengnas) on ol espacio de pardmettos (ue Pro-
ducen dindmicas cualibativamento eguivadentes. Isto conlleva a fa discusidn
de diferentes definiciones alternativas para el concepto de lengua: lenguas de
Arnold v lenguas de Boyland. Por gu impartancia para la teorfa de la sn-
cronizacion, se discute Lambién cl concepto de lenguas racionales prescntado
por Guzrodn, Carrillo y Ongay [19]. ' '

La teorfa de namero de rotacion, sus gonemlizaciones y otros resulta-
dos expuestos en 1os capitulos anteriores, s¢ ejerplifican en el capftulo siete
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analizando las propiedades de sincronizacién del modelo geométrico de la
neurona mecdnica. Es un hecho interesante (no reportado en la literatura)
que la dindmica de este sistema estd gobernada por la familia cldsica de
funciones de la circunferencia.

Este trabajo no pretende ser exhaustivo y comprende solamente 1n cuer-
po de material seleccionado con el criterio mencionado al principio de esta
presentacion. La responsabilidad de la seleecion v su presentacion en forma
de: nna unidad coherente s nuestra responsabilidac.

Como se trata de un tema cldsico, la mayor parte del material contenido
en cste trabajo cs estdndar y puede consultarse (aunque se encuentra dis-
perso) en las referencias obligadas del tema: Arnold [1], Herman [21], Ar-
rowsmith [3], Block-Coppel (4], Nitecki {27] y Wellington de Melo (29]. Sin
embargo, una buena parte del material sélo la hemos podido encontrar en
articulos de investigacion. Lisperamos que el lector interesado en el tema
aprecie nuestra seleccidn y la concentracion de todo este material en esta
monografia ' '

En lo que se reficte a la forma de presentacion de cada uno de los temas
considerados, no hemos seguida ol formato de ningtin of1o trabajo previo, Bl
lector encontrard también originalidad en la discusién de algunos conceptos
importantes para comprender la problemdtica, por ejemplo, del estudio del
concepto de envolvencia introducido en el capftulo tres. Los resultados que
presentamos, involucrando este concepto y la aplicacidén gue se hace de 4] al
estudio de la sincronizacion, mucstran claramente su necesidad en la teorfa.
En este sentido este trabajo constituye una presentacién mds organizada de
la teorfa de la rotacién y la sincronizacion.

En tode el trabajo se enlatizan los aspectos geométiicos y se incluye una
amplia muestra de ilustraciones grificas. Istas gréficas han sido calculadas
con ¢l programa Sawtooth (version Windows/C-++ 1.0), desarrollado en ¢l
Laboratorio de Dindmica no Lineal de la Facultad de Ciencias de ln UNAM

Agradezeo los valiogos comentarios y sugerencias enriquecedoras para este
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1 SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

Bl estndio de los Sistemas Dindmicos es de interés en todas las ramas de
las ciencias. En los sistemas dindmicos se manifiostan fendmenos y procesos
que cambian con el tiernpo v pueden ser modelados matemadticamente en
términos de ecuaciones diferenciales y la iteracion de mapeos (ecuaciones en
diferencias). Tradicionalmente, la teorfa matematica de los sistemas dindmi-
cos ha tenidd un gran éxito en la Fisica y en las dltimas décadas hemos visto
una explosion de interés en el estudio matemsatico de sistemas dindmicos en
otros campos como la Economfa, la Quimica, la Medicina y la Biologfa.

1.1 TIteracion de Mapeos.

S f 0 X — X es una funcién continua de una Variedad Diferencial X, las
iteradas de f son las funciones f* definidas inductivamente por fU(z) =
wy Y = f(x), 7M@) = () S es un homeomom fismo enlonees
tambicn podeanos definir fa lincién f~"(z) = (/71" (z), paran € N.

Definicién 1 Sea X wuna wariedad diferencial. Un Sistema Dindinico Dis-
creto en X de clase C* es la terna (X, Z, ), donde & es un funcion de
clase C*, k > 0, tal que,

D:ZxX—X,

y donde ®(m, ) = ©,,{(x); la funcion @, : X — X salisfoce:

(1) $o: X — X, es la identided.

(11) Dy, 0 oy = Dy g gy P cadda iy, ey € 7

x representa el ostado del sistema y loma valores en X, al cual se le lama
espacio fase del sistema dindmico.

~ Algunas veces el espacio fase es un espacio euclideano o un subconjunto de
&1, pero también puede no tener una estructura Euclideana, como un circulo,
una csfera, un toro 6 alguna otra variedad diferencial.

Si en esta definicién se sustituye el conjunto de los nidmeros enteros Z,
por el de los naturales N, tencmos un Sistema Semidindmico Discreto (SSD)
en X de clase CF,

La funcién f: X — X dada por

S{x) = Oy (), = ¢ X {mapeo a Licmpo uno) ,



es un difeomorfismo de clase C*, cuyas iteraciones determinan el sistema
dindmico en X. A la funcion f se le llama la funcidn gencradore del Sisterna
Dindmico. Reciprocamente, todo f : X — X difeomorfismo de clase C*,
determina un Sistema Dindmico de clase CF en X mediante Ja asignacion:

¢, (z}=f"(z), Ve eXy¥neZ
Obviamente una funcién @, asi definida, cumple las condiciones (i) v (4i):
(3) ®o(w) = () = Idx(x) = z. |
(11) B 0 Bn(z) = f7 0 f7(a) = [T (@) = Bpym(2).
~ Como f es difeomorfismo existe £, por lo cual f=™(z) = (f~)™ ().
En el caso en que f no es difeomorfismo, pero es un endomorfismo de
clase C*, que no es inyectivo o suprayectivo, £~ no estd definida en todo X
v las iteraciones de f sé6lo determinan un sistema semidindmico de clase C*
Fxiste otra clase de sistemas dindinteos Hamados continuos, donde la
terna oy (X, R, D), los cuales so relacionan con ccuaciones diferenciales, pero
estos sistemas no se trataran en el presente trabajo. En lo sucesivo cuando
nos refiramos a un sistema dindmico, entenderemos que este es discreto.
Para entender la dindmica de los sistemas dindmicos discretos tenemos
que analizar la evolucién y el comportamiento asintético de los puntos bajo
estos procesos iterativos. Con este fin, a continuacién se establecen algunas
definiciones. '
Sea X una variedad diferencial y consideremos el sistema dindmico (o
sernidindmico) generado por una funcién f: X — X

Definicién 2 La semidrbita positiva de o, asla sucesion Ot (x) = {/™(z) }aso.
Si f es biyectiva, la semidrbita negativa de x es la sucesidn O (z) = {f7"(2) }nz0,
y definimos la rbita de z, O(z) = O x)UO™ () como lo sucesion { f*(z)},cz-

Teorema 1 ( Unicidad de las orbitas). Por cade punto x € X, pasa una sdla
orinta del sistema dindmico generado por una funcidn tnvertible f. Es decir,
s O(z) N O(y) # B, entonces O(z) = Oy).

Demostracion.:
Como O(z) N Oy) 5 0, entonces existe z € Ofz) N O(y) tal que,

z= f"(z) = f"(y), pata algin n,m € Z.



Si v € O(x), entonces v = f*(z), tal que,

i) = 7 (@) =7 @) = S (7 @) = 5 (2)
= ) = = (W),
como f es inyectiva, ¥ = f57™ (), entonces v € O(y), por lo tanto Ofz) C
O(y). Anslogamente O(y) C O(x). Concluimos que O(x) = O(y). M

Observacién 1 5% f no es inyectiva, entonces el sistema semidindmico
generado por f no cumple ¢l teoremna de unicidad.

Definicién 3 Un punto z es llamado punto periddico de f, s f9(z) = z
para algin g > 1. El ménimo nimero g es llamado el periodo de z. Los
puntos periddicos de periodo ¢ = 1, son llamados puntos fijos de f.

Definicién 4 Un punto z es cventualmente periddico de perdodo q, st existe
m > ) tal que [™(x) es periddico de perdodo g

Definicién 5 Cada punto periddico x, de periodo q, delermina un conjunto
de g puntos periddicos, de pertodo g, que es llamado Srbita periddica.

O(x) = {=, 21 = f(z), 22 = ), g = f""‘l(:z:)} .

Proposicion 1 Si f es biyectiva entonces todo punto cventualmenite perdo-
dico es periddico.

Demostracidn. .
Como z es eventualmente periddico de perfodo g, existe m > 0 tal que,

JE" @) = " (),
como f es biyectiva, aplicamos £~
.fq (TI) =T,

por lo tanto, z; es un punto periddico e periodo g.
Supongamos que existe v = 1, .., 7 — 1 con f7 (x;) = |, por lo tanto,

SO () = 7 ()
lo cual no es cierto, ya que f™ ()} es un punto periddico de perfodo ¢.H

Observacion 2 St z;es un punlo eventiunlmente periddico de perfodo g de
I entonees cwislon @y, wy, gk, en Q) conwy # wy pura 4§ = 1, q,
tales que f(zg) = @p-1, paro k=1, g~ 1y [T(xe) = xx, para k= 1,..q.
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1.2 Estabilidad de Puntos Fijos y Orbitas Periédicas.
1.2.1 Dindmica Topolégica.

Considerernos f : X — X con X un espacio topoldgico. Llamamos vecindad
-de un subconjunto de X a un abierto que contiene a dicho subconjunto.

Definicién 6 La 6rbita periddica O(zg) es estable pare la funcidn continua
f, st para toda vecindad V de O{zy) existe U, vecindad de O(zq), tal que
z € U implica que f"(z) € V para todo n > 0. Un punto periédico es estable
si pertenece a una drbite periddica estable. Un punite periddico o una drbita,
que no es estable, se dice que es inestable.
Definicién 7 Se dice que O(zp) es un abractor periddico o la orbita O(zg)
es asintGticamente estable, si la drbita OQ(z) es estable para f y se cumple
la condicicn de olractividad siguiente: Friste una vecindad W de O(zy) tal
que,

b d (f(€),0xy)) =0, VE& W

=00
La cuenca de atraceién de O () es el mdacimo abierio W con esta propiedad
S se cumple la condiersn de abrachividad se dice gue lo Gubita periodica os
atractiva. Un punto periddico zq cs asintéticamente estable, si perfenece a
una Grbita periddica asintéticamente estable.

Definicidn 8 Los puntos fijos estables pero no asinidticamente estables se
Haman neutralmente ¢ matpinahnente estables,

Podrfa pensarse que si una orbita cs atractiva, entonces debe ser estable,
pero ¢l siguiente ejomplo muestra que no es cierto.

Ejemplo 1 El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales se debe a Mendel-
son [24]. '
50

0 = sen?=,

501 2

p=p(l-p).

Lacdiseretivacion de este sisleina ofrece an ejemplo de un conjunlo alrac-
Livo, (rie no es asintoticamente estable.
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Figura 1: Atractor de Mendelson.

Definicion 8 Una drbita periddica es repulsora para el mapeo [, st existe una
vecindad V. de O(x) y, pare lodo @ € V, un notural N{x) tal que fr(x) g V.

U punto periodico o8 repilsor 8t pertenece a wnd sriite periddica repulsora

1.2.2 Sistemas Dindmicos en ‘la Recta.

En csta seccion especializamos nucstro estudio de la estabilidad de érbitas
poriGdicas a funciones, fi:X - X, de dase G, donde X cs algin subeol-
junto abierto R

Definicién 10 Sea & un punio periddico de f, de periodo q. Bl punto T €5
hiperholico si |07 ()] # L Bl niimero Df9(x) es llamado el multiplicador
del punto perisdico. Una 6ihita paiodica o8 hiperbélica, st todos sus puntos
son, fuperbilicos.

Observacion 3 El valor del multiplicador de todo punto de una érbita pe-
riddica Q{xy), es el msmo. '

Demmostracidn
Sca O(zg) = {0, L Tgm1 ), bl que T, = i (4) . Supongamos sin perdida
de generalidad © > 7, tal que,

—k -k rimj—k ) .
fr ()= f () = 7770 (), con k=1,...,4,
para evitar ieraciones negativas, hapamos,

f""’k' (i) = j?_}k (ff}j} .S.'i' LS kgig
i fr,r-h--.,r--‘k. (-‘tj) 9t 3 - ] +1 <m k ﬂ q.
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Por lo tanto,

Dt (wa) = Df(f" )y DF (2 () DS ()
= Df(f7 (@) D (57 2’(‘1‘1 ) - Df U” ()
Df(f77 (@) Df (f77%(2;)) - Df (£ (z3))
= Df(f" @) D7 () - DF (77 ()
| g}”({"'; @) D (F77 (4)) - DF (SO (a5))

Decimos que el multiplicador de una érbita es el multiplicador de cualquiera
de sus puntos.

Teorema 2 Si el valor absoluto del multiplicador de una drbita pericdica
O(x) es menor que uno, O(x) vs un alracior periddico. Si el valor absoluto
del multiplicador es mayor que uno lo drbita O(z) es repulsora.

Demaostracidn:

Sca O(z) una orbita de periodo ¢, como [ es de clase-C* existe € > 0
tal que [Df? (&} < A < 1paa € (x—¢,x+¢). Por cl teorema del valor
medio,

7€)~ al = 177 (€) — (@) < Al€— 2] < € —a] <«

por o cual, f7(€) € (z — ¢,x+¢) y 08 mas cecano a z que £ Via el mismo
argumento, '

Lf7 (&) = o < A" |£ — x|, n>0,
cntonees,

lim 1" (§) = al < lim A" [¢ - al,

N0

por lo tanto,

lim f7" (£) = .

=200

Sea @ () wna Grbita de perfodo ¢, Como [ es de ehwe G oxiste e > 0
td qua [ D (E)] > A > | para € € (2 — ¢, + ¢) . Por ol teorcina del valor
medio, '

|£9(€) — =)t = 1f(§) — a| > Al§ — =]
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en esle caso, f1(€) esta mds lojos de x, que € de x. Asi,
778 ~ ] > A*fe — 2.

Si continuamos el mismo proceso, podemos encontrar & > 0 tal que, f*(€) ¢
(x—e,z+¢).0

Definicidén 11 Sea x un punto periddico de periodo q. Decimos que x es
superestoble st D[ (x} = 0. Una srbite O(z)Y = {o, .., x,} de perfodo g es
superestable, siw; es superestable, para cuolquicra 2 =1,...,q.

Considercemos funciones f @/ — [ donde 7 s un intervalo de nimeros
reales e incluso la recta real. La dindmica puede ser visualizada por el pro-
cedimiento indicado en la figura 2 A, que consiste en tomar punto (zg, 7g) en
la diagonal, trazamos la recta vertical, a partir de este punto, hasta intersec-
tar la grifica de f v de ahi la recta horizontal hasta intersectar la diagonal;
¢l punto de interseccion es (f(xo), f(zo)); podemos seguir iterando de esta
manera y obtener una sucesion de puntos en la diagonal, que se proyecta

csobre una arbita en 7. Otra forma dtil de examinar la dindmica es dibujando
lnredda y o= & y la prdfica de Lo funcion [, en ol ciadvado £ x I como se
mnestra en o figara 2 B '

AN
*, 06 10 1)
A

Figma 2: Heracion de ana funcion,

Las intersecciones de la grdfica f con la diagonal determinan los puntos
fijos de la funcién f. Asi mismo, las intersecciones de la grafica f¢ con la
diagonal determinan los puntoes periédicos de perfodo g

13



1.3 Conjuntos Limites.

Definicién 12 El conjunto omega-limite de z, w(z) = w(x,f), del sis-
tema dindmico generado por f, es el conjunto de puntos de acumulacidn
de {f*(x) :n &€ N}.

Observacién 4 El punto y € w(z) = w{z, f), st existe una sucesion {n;}
de nalureles ny — oo, tal que,

FERYIS

i [™ () = gy
De manera andloga se define el conjunto o — lémate.

Definicion 13 Si la funcion [ tiene inverso, definimos el conjunto alfa-
ltrmate de z, a(z) = al(z, f), del sistema dindmico generado por f, como el
conjunto de puntos de acumulacidn de { f*(z) : —n € N},

Observacién 5 El punto y € afz, f), si exviste une sucesion {n;} de natu-
rales ny —+ 0o, tal que,

lim f7™ (2} = 3.

i oo

Definicién 14 Diremos que la funcién f es C*—conjugada a la funcion g,
st existe b difeomorfismo de clase CF, tal que el diagrama,

f
S — S
h | 1 h
S e 5
g

conmata, es decir ho f = goh. Si k = 0 entonces f es topoldyicamente
conjugada o lo funcidn g.

Proposicién 2 Dos funciones gue son congugadas dan lugar a sistemas dindmi-

cos tales que: :
(1) Tienen iqual niimero de puntos periddicos (de cado perfode).
(1i) Sus corvespondienics w — limites son hormeomorfos.

14



Demostracion.

Scan dos funciones f y g

(i) Sean f y g dos funciones conjugadas y h es homeomorfismo tal que
hof =goh.

gloh=g"logoh=g""ohof=g"20ho fi=ho f%
Sea a 1al que f9(z) = 2. Entonces,

g (R()) = h([7 () = D ().

Asi pues, cada punto periédico de f se mapea en un punto periodico de g del
mismo perfodo.

(i1) Si y € w(x, ), existe una sucesioén {n;} de naturales n; — co tal que’
B f™ () = y. Asf '
1100

hiy)=~h (Ilimf’” (:x:)) = limh (f" (x)) = ._]il.n g (h{x)),

pot o que, h{y) € w(h {),4).M

1.4 Bifurcaciones.

El objeto de la teotfa de bifurcaciones es estudiar los cambios cualitativos
que sufre un sistema dindmico cuando los pardmetros cambian., Considerermos
familiag de funciones reales de vaviable real, 15 () € C™°, que son de clase
¢!, 1especto al pardmetro real A '

La bifurcacién de puntos fijos es ol caso més simple, en esta seccién vere-
mos algunos tipos de bifurcaciones de funciones unidimensionales que serdn
de interés para la discusién en los proximos capitulos.

La bifurcacion puede ser deserita graficamente mediante un diagrama de
bifurcacidn, en el cual se localizan los puntos fijos en ol plano del pardmetro
A contra t. Cada rebanada vertical da la localizacion de puntos fijos de Fy,
en la linea real.

1.4.1 ~ Bifurcaciéon Silla-nodo.

Ejemplo 2 Consideremos la Jamnilia 195 (8) =1+ A+ 0. Lsen2nt.

"~ TESIS COF
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e

,.-;-;"'/r '

Figura 3: Bifurcacién Silla-nodo: A) A = 0.15, B) A=0.1, Y A=005

El comportamiento que observamos en la figura 3, cuando variamos ¢l
pardmetro A, es el siguiente: en A) la funcién no tiene puntos fijos; en B3)
hay un punto fijo no hiperbolico; en C) aparecen dos puntos fijos (atractor
y tepulsor). Este tipo de bifurcacion en la, que repentinamente aparecen
dos puntos fijos de estabilidad complementaria es conocida como Bifurcacidn
Silla-node. ' _ '

Bl siguiente resultado deseribe ol oscenatio an el gue Ssta bifurcacion
ocurre :

Teorema 3 (Bifurcacidn Silla-nodo). Supongase que para A = Ao, el
origen £ =0 es un punto fijo no hiperbélico con FL0) =1, ¥ que:

(1) 17(0) % 0, |

(”) "_}.%»\7\@) |>\=)\07£ 0.

LEintonees eziste una curva continua de puntos fijos en una vecindad de (1, A) =
(0, %), la cual es tangente a A = Ay en (0, Ag). i (92) FY < 0 (> 0) no hay
puntos fijos cerca de t =} si A < Ag (A > Ao), mientras que eriste un e > ()
lal yue para cada A € (Mg, Mo + €) (A (do—e, M) caisten dos pundos Jijos
hiperbslicos €4t cerca det = O L] punto fijo superior t, es estable y el
inferior t_ es inestable si FY < 0 y la estabilidad se invierte si > 0.
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Figura 4: Diagrama. de Bifurcacién Sillanodo. A) X (0) >0, B) M (0) < 0.

Demostracion. .

Definimos G (¢) = Fy(t) - ¢ Notemos que G,(t) = 0 implica que Fy(t)
tiene un punto fijo en . Buscamos condiciones bajo las cuales Gt} = 0,
define una curva cu el plano ¢t — A, tal que F (0) = 0y Fy (0) = 1. Como
G’,\u ({]) = F)\”(U) = () Y

9G(0) BFA( )
Toa =T TERT

por el Teorema de la Funcién Implicita, existe una curva simple de puntos
fijos que pasa por £ = 0 ¥ Ap, mds atin, para un ¢ suficientemente pequeno
ssta curva de puntos fijos puede ser representada como una gréfica sobre la
variable ¢, es decir, existe una funcion A(t) de clase C, con ¢ suficientemente
pequetio tal que, Ap = A (0) y,

Gay(t) = Faynp(t) =t = 0. (1)

|A a7 0,

Ahora simplemente requerimmos que,
A0) = 0y N(0) £ 0,
dotivando mplicitamente la ecuacion 1,

OG A (t ) OFu(t)

AN ( ) + Gf\(f)( ) = oA X( ) (F::(t)(t) - 1) =0,
vy = Gl B -1
Gy Oy (Y 7
A ' A
17
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entonces A’ (0) = 0. Usando la expresién anterior oblenemos,

aG’A{Q("') ' ('f)— " (i)ac,\m(f-)
A (t) — A SR Alt) dA

QGAQ.J(*))Z

3y
R0 aF t 8Fa()(t)
(F)’.(f)( ) — 1) — ey () =55

(‘”"A{Q("-)_)
O

1

asi,

F3iy(0)

230 0
Pl |y =

N (0) =

Fl signo de A (0) nos dice de que lado de Ay se tocaliza la curva de puntos
fijos, es decir, determinan la direceion de fa bifurcacion (ver fignra 4).

Por dltimo, veriliquemos la estabilidad., Considercinos la expansion de
Taylor de Fi(t), altededor de ¢ = 0y A,

aFr; (0
R0 = A0+ B0+ )
N () ! U( ) aJ]IA()( )
( 0+ 220 gy 4 T ()
(0 1 '
= t+ )(/\ Ao) + gFi’O(O)tZ SRR
los puntos fijos som,
(” (ﬂ)
e e O () )\
f:L + Iwi_ro([}) ( U)
OF; (0} o .
para F! v (0) (——3‘}\~—~) < 0y A > Ag, y una expresion similar en A < Ag sl

» A1, 0)
17,00 (532 ) > 0. |
Ahora consideremos la expansion de Taylor de Fi(f), alrededor de £ = 0

¥ )‘{)J

- Y,
(1) = FL0) 4 - RO P (03

A
015, 0) |
(;/\ (A /\”) + ]f:\rl(_())t A ’

= | -4
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En cualquiera de los dos casos (i}, el término dominante es 1+ 7Y (0)¢, (para
A€ (M Ag+e) (Ae (A& /\0))) ¢4 cs ostable s FY(t) < Oe inestable si
(1) > 0. La estabilidad de £ es la opuesta a ¢ .M :

1.4.2 DBifurcacién Tenedor.

Ejemplo 3 Sea F (1) = At+t—1°. Qbservamos que al variar el pardmetro A,
se da lo inestabilizacion de un punto fijo atractor, apereciendo dos atractores
mats. '

AL L2
\“—-7 R -

A z BL cl__: 7""".

Figura 5: Bifurcacion Tenedor. El valor del pardmetio en cada caso os: A)
A=~0.25B)A=0,C)\=04. |

Teorema 4 (Bifurcacion Tenedor). Sca I\ € C°. Supongamos que t =
0, es un punto fijo no-hperbslico en Ay, con 1"/’\0 {0) = 1. IEntonces si:
s 6311',\!0 " ’

() I*U—O_FAQ(O)ﬁ

)(I)/\
(1) S |y, 0,
{uit) F”(; (0) # 0,

extsle una rama de puntos fijos la cual pasu o fravés de (0, Ap) fransversal a

Ap. Una s*m;unda rama de puntos fiyos bifurca de (0, )\0) mnqcnual a rg en
A > Ao (A < Ao) sty

(tal que, existe € > O y para A € (Ao, Ao + €], hay tres puntos fijos cerca de

L= 0 si (2R3 ) 15 (0) < 0)
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" . . . . : , IPJH' (0) I;IIH (0)
Iigura 6: Diagrama de Bifurcacion. A) — 20— >0, B) — 28— < 0
ﬁil\ {0) 1 "”A [€8)]

DX ah

Demostracion,

Los puntos fijos de Fi{t), estdn dados por Ga(t) = Fa(t) —t = 0. Para
tencr mds de una curva de puntos Iuos que pasan & traves de Ap y £ = 0,
debemos tene

acAanl R0
ax T TN

|,\ A ™ = {)

Como guercmos que una curva de puntos h;os 500 f = (), (]ohmmm Ga(l) de
la forma sl;,uu‘nt(\

cwn H()y = (At 1)y

donde, | ,
) si b £0 , BO Grz0 |
ff}\.(f) = { G’t(O) S0 } vy fiall) = { F’t(U) S0 }

Ademds de dicha curva, para que exista una adicional de punLos ﬁ]os que
pasen por Ap v t =0, requerimos, HAU (0} = F{,(0) ~1=0y,

OHA(0) | Bf)\()|
gn PTNT TanT T

centonees ol teortena de la funcidn impl[(zit,;l, implica gque existe una inica,
funcion de clase OV M), (con ! saficientemente pequeno) tal gue,

Hypy (t) = frp(t) —1=0. | '(Q_

dr'“l,\ @
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Roqueritnos que A {0) = 0y A7 (0) # 0. Diferenciamos implfcitamente la
ecuacion 3, '

O H (1) afan )
Lo 0+ (T N0 = £, 0 + (28 ) Vi),

PR NG 0 @
/! _ 2{t) _ () ‘ ’ . \ _
A(t) = — T (T —  Thggm cntonces N(0) = —m—— =0,
E2) [EN Y |¢\=-\0

BHy () rr aH{ (1)
o (6 (2228 — g, ) (50

Al
)\"(t) - () ax ’ . ’
(f”’»gtz(’))
Jx
ML () 7 (0)
A0) = __ijif;\st!(‘()]) - aw"(f}; 70,

Mis atin, el signo de A”(0) nos dice de que lado de Ay, descansa una de
las curvas de puntos fijos, ver figura .l :

1.4.3 Bifurcacién Doblamiento de Periodo.

Ejemplo 4 Consideremos la funcion Fy{t) = t + Asen2nt. Cuando vari-
amos el parémetro A, observamos que después de tener dos puntos fijos un
alractor y un repuelsor, lo pendiente del punto donde se da el atraclor se
meramenda, de modo gue los dos puntos fijos se vuelven repulsores, apare-
ciendo una Srbita de perfodo dos Bste Lipo de bifurcacidn es conocida como
Bifurcacién Doblamiento de Periodo.

_.A B// [0 24

Figura 7: Bilurcacidn Doblamiento de Periodo A).A = 0.3, B) A =0.35, C)
A=104 o
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Teorema 5 (Bifurcacion Doblamiento de Periodo ). Supongamos que
pare una funcidn Fi(t,), t = 0 es un punto fijo no-hiperbslico en Mg y
F,(0) = —1. Entonces si ademds

oy 3 2r5(0) '
("') (),\() |)\ 2= 0= (Ffo(o))fa
oy 0

(’L’L) JT};}\L I)\=)\U% 0,

(iii) (1) () # 0,

apste wna corue de pundos peviddicos de pertodo dos gue bifurca desde (A, )

fdemostracion -
Los puntos periddicos de parfodo dos de Fy(f), estan dados por Gilt) =
Fi(t) —t =0. Como,

IGL(t)  OFY2)
ax 8

pata aplicar ol teorema de la funcin implicita, definamos,

Sl w0 )
T ! "
) = { CO0) st 0 }
tenemos guoe,

Usol0) = G4, (0) = ()7 (0) = 1 = (13 (2, (0)) (43, (0) ~ 1 =0,

y -

=0,

OO 900 a(F) )
ax PTNT gy e A
Aplicamos el teorema de la funcidn implicita a H, (¢ }, entonces existe una ni-

ca fimeion de clase C7, A(f), (con £ suficientemente pequerio), que satisface
AOY == Xy y Hy, (1) = 0. ki particulat, pata /0, tenemos,

|A »\07‘ 0.

() = 20l g

es decir, un punto perisdico de perfodo dos de Fyg)(t). Verifiquemos que,
N0y =0y A"(0) # 0. De la ccuacion 4, ealewlamos, S

IR0

X({]) - du,\g

=0,
|)\ A

[
(o
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ya que,

(F3,)"(0) =

((F3)'(0))*(F5,)"(0) +

TESTS CON
FALLA DE ORIGEN

(Fao)" (0)(Fa, Y {(0) = 0.

La concavidad de la curva A (£), se puede conocer si calculamos

~ 1% (0) (5"__4)_”51)\(“))
X(0) = 5
210, (0)
S )
Eatonces,
. " 49\ M .
Aﬂ(t)__‘.'%(f'}\) ( ) (('Pl) (0)).&
o AN

r=2s

debido a que, Hy (1) es diferenciable y satisface,

()

15,(0)

|
SC0),

1 _
g "’{f. ().

Observacién 6 La grifice de lo bifurcacion de dob&'rmn( nto de perfodo de-

pende del signo de X'(t).

H

L

Figura 8: Grafica de la Bifurcacion de Doblamiento de Perfodo con
: (F”((])) <),

LI30(0) + (F(0))? > 0; 3) L)
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Observacién 7 Observamos que sit es un punto fijo de F, Fi(t) = ¢, entonces
L es un punte fijo de FE(t),

P2 = 13 (R (1) = B0 =1,
si (L) = —1,
£ (F) (1) = FL (I () By () = F (8) A () = 1,
i ademés si I V(t) = 0, se liene gue,
(F2)" (1) = (FL(1)* FL(e) + Y (5FL() = 0.

Con lo anterior, vemos que las condiciones del {eorema 4 se satisface para
12, si f cumple las condiciones del leorema 5.

Observammos que en la segunda iterada de la funcion dada cn el gjemplo
4 (ver figura 9}, ocurre la bifurcacién tenedor antes vista. '

Figura 9: Bifwrcacion Tenedor. A)b = 0.3, B)b = 0.35,C)b = 0.4.
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2 FUNCIONES DE LA CIRCUNFERENCIA.

En este capitulo discutiremos las ideas v conceptos bésicos que involucran el
estudio de Lo dindmica de lag limciones de la ehrenmlerencia,

Definicién 15 Para todo a € R, definimos,
amodl =a—[a],

donde |a] es el mayor entero menor o igual a a.
Observacién 8 (z) a modl >0, para todo a € R.
(ii) amodl es la parte fraccionarie de a, sia > 0 y uno menos el valor
absoluto de lo parte fraccionaria sia < .
Lema 1 Seon a,b € R. Entonces,

(a+bYmod 1 = (amod 1 + bmod 1) mod 1,

Es importanie hacer notar que, para a,b € R, a (bmod 1) ¢ {ab) mod 1.

Demostracion .
Basta probar que (amod 1+ dmod 1) — (@ + b) , es un entero.

(amod1+bmodl) - {a+b) = (amodl~a)+ (bmodl —b)
= o] - [D) e ZM '

Definicién 16 Seq ¢ = {ze C:|z|=1}. $ es la clase de cquivalencia
‘topoldgica de C.

Un modelo de S es el espacio cociente R/Z, determinado por,
R/Z={[[z] :w € R}, donde [[z)]]={yeRy—-zeZ}
Otro rﬁod_elo r;esulta al identificar los extremos del intervalo [D, 1}
Deﬁnicibﬁ 17 Una funcion f : S — 8, es llamada uno Funcién de la

Circunferoncia.
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Lstas funciones pucden ser especificadas usando un modelo cualguicra de
la clase de S -
Ejemplo 5 Las rolaciones son funciones noturales de lo circunferencio.
e @ S — S
z — (z+a)modl

Donde el dngulo de rotacion es de 2ma. Egquivalentemente decimos que el
dngulo de rotacidn es de a radianes normalizados.

(/.};;ff‘

R

Figura 10: Rotacion r, ().

Ejemplo 6 La proyeccidn candnica es la clase de equivalencia de la funcidn

R —- &
P (!2’””
27N

[

e et

Figura 11: Proyeceidn Candnica.

Otra caraclerizacion de la proyeceion candnica os

T R — S

t = tmodl
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Definicién 18 Todaf : S — 5, continua, es lamade Endomorfisio de la
Cirennforencia.

2.1 Representacién de una Funcién de la Circunferen-
cia

Definicién 19 F : R — R representa (0 es el levantamiento de) una funcion

de la circunferencia, st para todo s,t € R

m(s) == (t), wmplica que m (£ (s)) =7 (IF (1)) .

Proposicién 3 F represente o una funcion de lo circunferencia st y sélo st
cansbe una inica funcidn [ de lo cireunferencia que hoce conmautar ol diagra-
AL

F
-

(5)

=
wn — 5
Qe =
|

~ |

Esto es, F representa o es el levantamiento de una funcidn de la circunfer-
encw sy solo st existe una dmca [ S — S, que cumple. '

{F({t)=J(r{t)), VieR (6)

Demostracion:

Supongamos que F representa una funcién de la circunferencia y esco-
jamos una rama cualquiera w1 de la inversa de =, para definir,

flz) = n(F(x (z))), Vzebs.

Por hipétesis Fi(t) — F(s) € Z parat,s = 77 (x(t)), € R, tal que t—s € Z
Sy entonees,

n(F(t)) = n(F(s)) = n(F(n~\(x(0)))) = f(=(t)), VteR,

por lo tanto, existe f funcién de la circunferencia, tal que /' es representacion
de ella.
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Reciprocamente, si existe f funcién de la circunferencia, que cumple,

w(F(t) = f(x(t), Vi€ R
con una F: R --» R. Scan s,¢ € R, tales que « (s) = = () , entonces,

m(£(t)) = f(m(t)) = fw(s)} = m(F(s)),
por lo que, I es representacion (o cs el levantamiento) de /.M

Observacién 9 Sea 7! una rama de lo inwversa de la proyeccion candnica
7. Una funcidn F : R — R delermina wnae funcion de lo circunferencia,
mediante o regla,

(@)= (roFor ) (z),

independientemente de la rama (7~1) de la inversa que se escoja, iy sdlo st
F representa a una funcion de la circunferencia.

Observacién 10 (i) Toda funcién de la circunferencia tiene represento-
cwones en la recta.

(it) Sea F' representacion de f. F continua wmplica f continua, sin embargo
una f continua puede tener representaciones discontinuas.

(iit) Todas las representaciones continuas de un endomorfismo difieren por
wna constanie eniera

Demostracion.
(i} Dada f : § — &5, escogemos m~
7 Obviamente la funcion,

! una rama cualquiera de la inversa de

PO =x (@), NG

satisface que 7 (F () = [ (= (£)) _

(ii) Sea U C § un abierto, demostremos que f~' {I/) es abierto. Como 7
es contimia, 771 (U) os abierto en R, y ademas por hipdtesis [7 es continua,
entonces F~1 (w1 (U)) es abierto cu R Por la conmutatividad del diagrama,
esto por ser F representacion de f,




pero w es la proyeccidn candnica, por lo que un subconjunto de R/Z, es
abierto, entonces = (f~1 (U)) es abicrto siy s6lo st f~1 (U) es abiarto,
(ili) Sean F(t) y F*(t) representaciones continuas de f, entonces

m(F7(#) = f(r(t)) ==(F(t)), Vie R,
entonces,
qu-ﬂmez, VieR.

Es decir, F*— F : R — Z, como F*(t), F(t) son continuas y Z es discreto,
entonces [*(¢) — F(t) es constante. Por lo tanto, existe m € Z,

FY = (L) =,
para toda t € R

Observacion 11 Las funciones de la circunferencia pueden lener representa-
ciones discontinuas que no difieren por uno constante entera.

En virtud de la observacién 10 (iii), podemos dar la siguiente definicién,

Definicion 20 Sea f un cndomorfismo de la circunferencia y F una repre-
sentacion continua de f. Diremos que f es mondtono creciente (decreciente)
st 8 o es.

2.2 Endomorﬁsmos de Grado Entero

Por definicion, cuando una /7 ; R — R representa una. funcién de la circunfe-
rencia, para cada t € R, existe k{(t) € Z tal que F(t-+1)— F(t) = k(t). Veremos
ahota que para todas las reprosentaciones continnas de un endomorfismo de
- la cireunferencia, este entero & es independiente de 1,

Gaoneralizamos pritnero ol concepto de funcidn periddica.

Deﬁnicién 21 F:R—-R es poriddica de grado entero &, si
Flt+1)=F(l)+k VteR (8)

Observacidn 12 Toda funcion periédica de grado cero es periddica, de perfo-
doT =1
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Proposicién 4 (1) §i F es periddica de grado k entonces, para todo m € Z,
F(t+m)=F() +mk, VY teR

(it) Toda funcién periddica de grado entero represente una funcidn de la
cireunferencia,

Demostracion.
(i)
Flt+m) = F{t+m-1)+k
= F{t+m-—2)+2k

= F{t+m—m)+mk

(i1} Sea F' perigdica de grado entero & y scan s,t € R tales que 5 =
FoLomy o G2, entonees,

F(s) — F{t) = F(t +m) — I'(t) = mk, mkelZ,
por lo tanto, F* representa una funcién de la circunferencia M '

Proposicién 5 Tode endomorfismo de la circunferencia tiene una repre-
sentacion que es continua y periddica de grodo enlero. Todas sus represenia-
ciones continuas son periddicas del mismeo grado entero.

Demostracion.
Sea [ un endomotfismo de la cireunferencia y 7 una representacion con-
tinua de f. Considercinos,

w(t) = F{t+1) = F(1),

por ser F' representacion, ¢ (f) : R —Z, para todo ¢ € R. Probemos que
¢ (1) es constante, por reduccion al absurdo. Supongamos que ¢ (t) no es
constante, entonces existen ¢y, £ tales que, p () =k € Zyp(ty) =k+1€
Z, dado £ un real no entero, por el teorema del valor intermedio existen
t & (t,1) tal que ¢ (t) = &, esto es contradictorio, ya que ¢ {t) toma valores
enteros. '
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Sea H (t} otra representacion continua de f, entonces H (¢) = F'(t) + ¢,
¢ € Z, luego,

Hi+1D)=F+D)+ec=Ft)+k+c=H{)+k,
es deciz, H (t) es periddica de grado k. Por lo tanto, ¢ (¢) no depende de ¢ M

Observacion 13 Una funcidn discontinua de lo circunferencia puede lener
representactones periddicas de diferente grado o incluso que no scan periddi-
cas de grado entero.

Definicion 22 £l grado de un endomorfisrno f, es el grado de cualquier
representacidn continua y periddica de grado entero de el

Observacidén 14 La grdfica de un endomorfismo f : S — 8§ e¢s una curva
cerrade en el toro, T? = § x S, que se enrolla una sola vez en la direccion de
los paralelos. El grado de f es el nimero de veces que ésta curva se enrolla
en el el toro, en la direccidn de los meridianos. Para visualizar estas grificas
conviene pensar o T? como el cundrado [0, 1] x [0, 1] donde los lados opuesios
pslin idendificados.

Figura 12: Funciones en ¢l Toro y cn ol cuadrado [0,1] x [0,1}: f({z) =
() mod | (AB) ¥y f(x) = (22) mod | (CD) .

Nos referimos al cuadrado [0,1] x [0,1] con csa indentificacién, como el
Toro Plano.

31



Proposicién 6 Tode endomorfisme de lo circunferencia, de grado k # 0, es
suprayectivo. . :

Demostracion:

Sea f un endomorfismos de la citcunferencia de grado k& # 0 y F rep-
resentacion continua de f. De la conacion 8, I7(1) = F(0) + k, para todo
w € [F(0), F(0} + |k|} existe t € [0,1) tal que w = F(t). Por lo tanto, F ¢s
suprayectiva de {0,1]. Como F os suprayectiva, entonees fom = 7o I o
supraycctiva.ll

Definicién 23 Sca [ una funcidn de lo circunferencia de grado k y F rep-
resentacion continue de f. Decimos que F' es una representacidn principul,
st F{0ye[0,1).

Observacion 15 Sca [ una funcidn de la cwreunferencia de grado k. Dude

17 representacidn continua de f, crisie IT representacidn principal de f.

Demostracion. .
Dada F 1epresentacién continua de f, oxiste &, ¢ tal que F{0) = @ €
le, o) 1) Hagamos,

Fiy=12(t) - [f], pata todo f € R,

donde [¢] es el mayor entero menor o igual ag, entonces, F (0) € [0,1) W
A continuacidén presentaremos dos proposiciones técnicas gue se necesi-
lardn en la secuela.

Proposicion T Defindmos 1 como la n-sima ierada de [20 Sean [, g en-
domorfismos de la circunferencia de grado k y {, respectivamente,

(i) St F y G son representaciones continuas de [y g respectivamente, en-
tondes £ o Gy G o I son representactones de [Mo g™ oy g™ o [

(i) f"og™ y g™ o 7, son de grado KM,

Dewnostracion.
(i} Piimero probemos que F™ es representacion de f*. (Induccion sobre

n).
Para n = 1 es vélido, por hipdtesis
Supongamos guie viilida para o - 1, es deeir,

mo f = [ o,
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Demostraremos que es vdlido para n,
(moFy=(roF" o F=(f"Tor)oF= flofom=flom,

cntonces F™ es representacion de 7. S11nlirmn(‘nt(, G" os representacion de
g"l
Probemos a,hora que G™ o F™ es represcntacion de g™ o f*.

TO ((L’!TH o 1"_1?]) (qﬂ) ) o I;“H — .I(JHI o (7T o I".*H) — gﬂ’b o (J[ﬂ o ?T) — (g'ﬂ'n‘ o f"”) o

shnilarmente, F™* o G™ es representacion de f* o g™
(11) Primero probemos que f" tiene grado £".

l"-m(t & 1) — F (Fn-——l (t + ].)) — F (Fn-wl (t) + kn—l)
Aplicando la ;Sl"{)pos;ici(’)n 4 {i}, tenemos, _
Fn(f} + }.) = F (_Fn--l (t)) + L (kn*i) = fm (t) + L

yor lo tanto, [ ticne grado &". Andlogameoente, g™ ticne grado {™.
) g . ) ! g
Ahora veamos que f" o g™ y g" o f™ son de grado ™™,

],m ((Jﬂ“ (f I l)) — 1,”1 ([ ”l' !‘m) e fr'” (f) i A:‘u,:m.».

Proposicién 8 Sean f un endomorfismo de la curcunferencia de grado k y
T, I’ 1epresentaciones de f, tales que para todat € R, F(t) = F(t) + ¢, con
¢ E Z. Entonces,
-t
Ut = F(t -%(E“A'
=0
- Demostracion: (Induccién sobre n)
Para n =1, se cumple por hipdtesis.
Supongamos que la proposicion os vélida para n — 1,
Demiostromos que se vale para n:

() = FFE(0)=FF 1) -+c
FE=Y) +e 3k + ¢

—ri=(}

- ﬁﬁwwny+ozyjAM+c
/,‘u(f };1' Ef.' -
= I7(T) ”|" E:' ui k'
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Corolario 1 Si f es de grado uno (k = 1) entonces il (t) = F™(t} + cn.

2.3 Hofneomorﬁsmos.

3ea F' una representacién de f. Puede demostrarse que si ' es un homeo-
morfismo, entonces f es también un homeomorfismo, pero el reciproco no
es clerto. Sin embargo, si f es un homeomorfismo de la circunferencia y

- F es una representacion continua de f, entonces F es un homeomorfismo y
ademds F~1es una representacion de f=1

Observacidén 16 Scan [, g endomorfismos de la cireunferencia. Si [y g son
congugadas, enfonces ceisten Iy G representaciones conlinuas respeclivas
que son conjugadas. '

Demostracion:
Si fy g son conjugadas, existe & homeomorfismo con 71 surepresenfacion,
tal que,

hof=gqgoh,
usando la proposicion 3, teuemos,

(hoflom = (goh)omn,
ho(fom) = go{hom),
ho{moF) = go(woH),
(hom)yoF = (gom)oH,
(motl)ol" = (moG\)oH,
wo(HokF) = mo(G,oH),

lo cual implica que, H o [ = Gy o H + ¢, ¢ € Z, si defininimos G(¢) =t +c
HoF=GoH,

par to tanto, existen 7y G que son conjugadas. Bl

Consideremos otientacion positiva como I orientacion en sentido con-
lrario de las manccillas del reloj y negativa en caso contrario. '
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Definicién 24 Sea f un homeomorfismo de la circunferencia. f preserva la
orientacidn, si todo segmento orientado (con orientacidn positive o negativa)
con extremos xz, y, ol erarlo y obtener el segmento con extremos f(z),
f (), éste conserva dicha orientacién. Abreviarernes "Homeomorfismo que
preserva la Orientacién” por HPQO.

Observacion 17 Sea f un homeomorfismo y F' una representacion continua
de f. St f preserva orientacidn positive entonces F' en creciente y de grado
uno. S f inwerte orienlacidn, F es una funcidn estrictamente decreciente
y biene grado —1

Proposicién 9 (i} Si un endomorfismo de la circunferencia, es inyectivo
entonces ticne grado k=1 o0 k = —1.

(1) [ es un endomorfismo de la circunferencio, inyectivo, si y solo si f es
. un homeomorfismo.

Demostracion.
" Sea F' una representacién continua de f.
(v) Por definicién, F (¢ + 1) = F (&) + k. Supongamos que k| > 2, en-
tonoes existen tg, £ € {0, 1) distintos, tales que, I (1)) — 7 (y) == 1], os decir,
(" (1)) = w(F (t))), entonces,

| Jw (ta)) = ] (1))

comno f o8 inyectiva, m (fg) = 7 (£;), pero cran distintos. Por lo tanto |k < 2.
Ahora si k =0, f no es inyectiva. Asl que |k| = 1, ¢s decir,

Flt+1)=F()£1, Yt eR

(v¢} Como [0,1) es compacto y Hausdorff, por el Teorema Fundamental
de la Topologfa que dice “Toda biyeccidn continua de un compacto a un
hausdorfl, es homeormorfismo”, por lo tanto f es homeomorfismo. B

Ejemplo 7 Para cade o € [0,1) lo funcien 13, R -+ R, dada por R, (t) =
{4a, os la vepresenfacidn de una funeién de la cireanferencia v, (2)



Sia € Q se dice que R, es una rotacion racional y si a ¢ Q, R, es una
rotacion irracional. Las 1oluciones son los ejemplos mds sencillos de HPO.

Figura 13: Rotacién, ry (z) = (z + %) mod 1.
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3 ENDOMORFISMOS MONOTONOS.

En los dos capitulos siguientes se discute la teoria de rotacién iniciada por
Poincaré, en este capftulo se consideran endormot fismos monétonos de grado
uno, en el capfiulo 4, sipuiendo ¢l trabajo de Newhouse, Palis y Takens,
se aborda la generalizacién de la teorfa de rotacién para endomorfismos de
grado uno {no necesartaunente mondtonos) de la citeunletencia. '

3.1 Numero de Rotacion.

En csta scecion veremos que a cada endomorfismo monétono creciente, f, de
ta citennferencia, se te puede asociar un wimeto real, p(f), Hamado niimero de
rotacion {31}, Este mimero caracteriza importantes propiedades del sistema,
dindmico determinado por las iteraciones de f, y constituye un indicador de
la existencia de érbitas periddicas. '

Deﬁmmén 25 Definimos la long_,mul del arco (orv('nfrrdo) entre dos puntos
y y e o cireunferencia como:

lare (0, y) = (I — ) m()(lrl, ' 5185 < |
- BTN (1= (s — Omodmodl, sisg>1 [’

donde 5,0 € R son lales que 7(s) =, w(l) =1y

La definicion de longilud de arco implica la scleccién de una orientacidn
en la circunlercncia, el arco de # a y se xecorve avanzando en la direecion
contraria a la que giran las manecillas del reloj.

Observacidn 18 La definmicidn anterior s independienie de representantes:
el valor de lare (2, y) s independiente de la seleecion de los punlos s y & en
W)y y) respectivamende

Demostracidon: _ _

Dados s, s’ y ¢,t en 7w~ 1{x) y 7~} {y) respectivamente, para que la lore (z, y)
HOR 'mdepcndionto de 1a scleccidn do los puntos, tenemos cuatro casos: 1) s < ¢
yo <t Ds>tys >, Nselys < yhs <ilys >0 loseasos 1)
y 2) son Lriviales y ol 3) y 1) son .snmf,m!h', asl que basta probar que,

(F—s)modl =1 (s —¢)modl,
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para s <ty s >t
Comos<tys >t sd=s+kt'=t+1kleci,
(t—-8)—(1-=("—)modl) = ¥ -1-5+k-1+(s~1)modl
= (¢ ~t)modl — (¢ =)~ l+k—1
= mezl '

Observacién 19 (i) 0 < larc{z, y) <1 y larc (z,y)=0siysdlosiz=y.
(i1) larc(x, y) = 1 — lare(y,z )

Definicién 26 Sca O (2y) = {wy, @, ..., @k, ... | la drbita positiva de un pun-
to xg, bajo el endomorfismo f:5 — 5. Deﬁmmos r’l avance promedio de la
drbita Ot (1), en n iteraciones, como:

P,(x) = ;}-Zlare (Tgt, T) .
Cka=1

El avance promedio de la drinta OF(zp) (completa) estarfa entonces dado
o
P (I(]) = 1!111 Pn (F(l)
nornd
Observacidén 20 Mds adelanie, vercmmos que este Wnile puede no czishir,
atin siendo la funcion f un endomorfismo de grado uno. '

Ejemplo 8 Consideremos el sistema dindmico en S delermanado por la retacion,
ra(20), de arco (Gngulo) 0 < a < 1. Como es de esperarse, el avance promedio

de las orbitas resulta ser a. Una representacion de v, (z) es R, (t) = 1 + a,

vt € R. Dado que RE(t) =1+ ka y entonces,

Po(zg) = TimP, (xp) = ]nn —Zlar( Tho 1, .'I:k)

[IREY ") ool

- ,}EEOEZ’"” 7o ), o ()
Sea ty tal que 7 (tg) = o Como a > 0, RE(ty) > RE1(¢) y entonces,

n

Poo(zy) = lim ly (175 {to) ~ R;('ﬁg))lmocll

ke v n

1

1 na
= lim - (to + ke — (o + (K — 1) a))modl = lim —=a

kil
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Uno de los teoremas principales de esta seccidn es ol siguiente

Teorema 6 51 f es un endomorfismo de grado uno, mondtono creciente,
enionces para toda drbita OF () estd bien definido el avance promedio Poo(x)
y s el mismo para todas ellas. Fsto es: para todo x estd bien definido Pao(z)
g s independiente de w. Bste mile depende solomente de o funcién [y
se denota por p(f). Mds atn, si F' cs una representacion continua de f, se
tiene que,

o f) = Poo(a) = lim P, (z) = lim ) mod 1,

N—00 = OO i

para todo x en S, Este wltine limile es también independiente de la repre-

sentacién continua F y del punto £ € R. St F' es una representacidn principal,
Fr(t

Po(z) = lim — ( )

n—oo T,

p(f)

{La danostracidn aparece méas adelante)

Definicidon 27 El nimero de rolacion de una representacidn continua F' de
un endotmorfismo de grado uno, mondlono crecienle se define como,

El real p(f) = p(F)mod1, es conocido como ¢l mimero de rotacién de la

funcion f.

- . L : it
Ejemplo 9 Para endomor fismos de grado distinto de uno, el cociente —;}l
pucde no estar acotado. Sea (1) 20, enfonees,

Ft) = F(F(1)) = 2(21),
PR = F(FA(D) =2(2(20)),

Fr(t) = F (1) = 27,

de aqui que,

I 7t
litn (1) = Jim ?—i = o0
T+ 00 Tk o0

Notese que I es una representacidn de un endomorfismo [ de grado dos.
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Figura 14: Funcién de grado dos: f(x) = (2z) mod 1.

. . 7, . .
Ejemplo 10 FEl lim I—ﬂg, puede depender de la condicidn inicial. Congi-

n-—oc

deremos la funcion I'(t) = ¢ + 0.314159 + (0.41)sen2wt.
Si escogemos t = 0.638938, tenemos que ' (0.638938) = 0.638938, v

1" (0.638938) = F"~ (I (0.638938)) = 1~ (0.638938)

= F(F (0.638938)) = 0 638938,

por lo tanto,

F'n
00 T,

pero st = 0.328056, tenemos, I (0.328056) = 1+ 0 .003886.; ast que,

I72(0.328056) [+ 0.328056,
FE0.328056) = -1 0 3280506,

H}
S h

Y
FH10.328056) = F(F™ (0.328056)) = F (n - 0.328056)
n 4+ F (0.328056) = n + 1 -+ 0.003886,

con lo que conciuimo.s_qué,

) 1

n-voo g} 2

En este caso, F' es la represenfacidn de wn cnrio.'nmﬁsnm [ de grado uno
pero que no es myectwo figura 15.
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Figura 15 f(z) = {z + 0.314159 + 0.41sen27z) mod 1. Funcién no inyecti-
va. : :

Demostracion del Teorema 6. :
Sea ty € R tal que 7(tp) = wg, I representacion continua de f y x; =
7 (I%(ty)). Como F o5 mondtona creciente, 471 (ty) < 1% (ty) si by < I (L)
o bien F¥= (o) = F*(tg) sity = F(tg) -
Probemos que si f no tiene puntos fijos, y F ¢s una rcpxc\%ntfmén
principal (F'(0) € [0, 1)), entonces

F(to) —to <1,
para todo tp € [0,1) . Supongarnos que F (to) > o+ 1. Sea,
o) =F(H) -1,
entonces @ (0) = F(0) —1 < Dy (ts) = F(tg) ~tg—12> O, pdr el teoreina'
el valor intermedio existe £ € (0,4) tal que ¢ (£} = 0, s decir, '
p(E)=F({§)-£{-1=0,

lo cual implica que, F {§) = £ —- 1 y por lo tanto, f tiene puntos fijos.
Consideremos dos casos:’
1) Si f tiene un punto fijo existe § € 5y una condicién inicial zo tal
que los puntos zp en la drbita de z;, quedan encerrados en una vecindad de
£ de radio arbitrario £ y se aproximan mon(’)tonament(‘ a £. De csto se sigue

que, para N suﬁmentemen’fc grande se cumple que Z larc (Te_y, 2x) < €.

=N
Entonces Py, (2) = 0.
2) Si f no tiene puntos fijos y F ¢S una representacion prmupa,l Ftp) —
to < 1y por induccion F* (tg) — F*! (tp) < 1. Como la representacion F
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es principal, £, < F (tg) . Entonces, como F es monétona, para toda & > 1
tenemos que ¥ to) < F5(ty) y,

P, (ry) = 711;_1’20 (%E:Iu,wr (e 1 :r:k))
k=1
= lim (—I—Z (F*(to) — F*(ty)) mod l)

T OO 'ﬂ,kzl
R e
= (,}}i&;; (F*(to) — F* 1<to)))

- (lim (o) — to to) = ( Em E@) H
R OO mn o0 7L

Demostraremos que ol lfmite existe. Por la observacion 467 dados,

M, = %%?(F (t)~t) v my= %g?‘(F {t) —1),

se tiene que M, — m, < 1. Entonces,

Fr't) —t, — 1< My —1<m, < F'{ty) —ta < My <y + 1 < FMEy) — 1 41,

asd,
Fri) =ty — 1< Fitg) —ta < F"(4)) = 61+ 1, Vi, e R (9)
Sea t; = 0y ty = FU~1(0), sustituimos en la desigualdad anterior,

Fr(0) — 1 < Fr(FU-10(0)) — FrU-D(0) < F(0) + 1,
F(0) = 1< F(0) - F00(0) < F(0) +1,
5=t (F(0) = 1) 505 (F(0) = FrO70(0)) < L (F(0) - 1),
kFP(0) — k < F™(0) < kFS(0) + &,
dividimos entre nk,

Fr0) 1 E0) _F0) 1

= |

n n" nk T n

{Se probaid en el apéndice.
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de lo anterior tenemos,

Fr8(0)  F™0)

.k 7

y similarmente,

FrEO)  FHO)|

< —-.
nk E |7k
De las desigualdades anteriores se ticne,
k n
FE0)  F0) < 1 +l
k n | Tk n

. Fr - . .
Por lo tanto la sucesion 2o cg e Cauchy. Esto prucha que ¢l Ifinite existe
n . |
pata = 0.
Sea t; = 0 en 9 y dividimos entre n,

F0) 1 ') b ) 1
7% n n T

.

3

esto prueba que lim unt—gl existe.

n—oco

Ahora demostraremos que es independiente de ¢ Si F es una repre-
sentacion de f entonces para todo n € Z, F*(t) — ¢ es de grado cero. Sean
t:, ty condiciones iniciales tales que £ 5 t2, entonces si, '

[t — 2] < 1,
tenemos,

|[F (1) = F™{ta)] < [F™(t) — o — (F"(t2) = t2)| + b — ta] < 1+ 61 ~ o],

entonces,

F™{ty) — F™(ts) < 1 -+t — ty - 2

n T it
() - BT
limn ) - F7{k) = (.
OO T
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Ahora consideremos £ otra represen‘rac:on continua de f, tal que F* =
' o, m € Z, ontonees,

(F*)'=F"4+nm,Vnek

(lim F’";lto ) modl = (lim 1——('5—0)5&) mod 1

TL—+ Q) =00

= (llm——(—-—z-—l— lim 2 )modll

00 ?1—’00

= ( lim ——G—@) mod 1.

=00

cont 1o cual, tenemos que el limite es independiente de la representacicn
continua. @

Lema 2 Sea [ un endomorfismo de la circunferencia, mondtono creciente,
de grado uno y F una represeniacidn continua de f. FEntonces,
) —t

1
FY < =
,0( ) e —n

pare todo n € N.

Demostracion. _
Sean tg, 6, € Ry t, = F*U=D(t) en 9,

:F’”(h) — = 1< FURD0)Y - 0 () < (R — 1y o
sumamos ) a todos los miembros,

Frt) = 1 < PP 0(0)) = FPU~D(to) + 6y < F7(b) + 1,

m ™m

> (F(t) ~1) < Z FM(tg) = FPO-D (1) + t1) < > (F™(t1) + 1),
=1 ,

7= f =1

m(F"(t) - 1) < F™(ly)+mb; <m(F"(t,) + 1),
m{F™(t) — 1) < Fren(ty) + miy p m(F{(ty) + 1)
mn mn mn

H
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F*t) -1 < Fme(tg) 4+ mi < Frit)+1

1 mn
an(l’!()) + mi,; _ ! T"(tl)
T, n
Frt) |t F7(t)
mn 7 T

|F”m(tg) () -4

lim

('m--;oo LT

mmn n
F’nm({”) _ jn (h)*—- 7
n
() — 1
I — e
() p

3

A

N

AN

2l 3= 3=

H

La proposicién siguiente nos dice que p(F) es continua para la C9—

topologia.

Proposicién 10 Sean f , g endomorfismos de la circunferencia, mondtonos
crecientes, de grado uno y sean F,G representaciones continuas de [ y ¢
respectivamente. Entonces dado € > 0, exste § > 0 tal que st

IF—Gl, = sup [F(t) = G(#)] = max |F(t) - G(t)] < 6

enfonees |p(17) -~ p(GH] < o

Demostracion.

Sca t € R. Usando ¢l loina anlerior Lenemos,

WP = @) = |olr)
< |pF) -
11
< 'ﬂ"'*";l‘|

) -t N Pt -t Gt — ¢ +___G”(t) -t

= p(G)
T n T i
ity —t i it G (t) -t
(t) M‘ (&) G|, | wp(G)‘
T TL n 7%
}{‘17]. (t) GI'”! _{' | 1 . 2 + 1 FTL t G”’l (i’) .
=GO~ = | ().*" )

fijamos n S Z, tal que T% < 3,y elegimos & > 0, tal que,

P8 — G < L s (F=Gl| <6
2 o
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anbonees

+

2 1 ne 2
m——— . — ¢
7

PP) = (@) £ 2+ = = =

E<E €
- n n 2 2 2 2

pot lo tanto

P(E) = p(@)] <€ si |F =G|, <5m

Rotaciones Sca r,(x) la rotacién de dngulo0 <a <len Sy R,(t) =t+a
una cle sus representaciones. Usando el teorema 6 tenemos que

11.)" (¢ L4 n
pr.) = lim L-L—l--(-—)- mod 1 = Hm S mod | = a.
i OO T . TE—h0 43

y s¢ corrobora el caleulo realizado on ol Ejemplo 8 de la seccidn precedente.

d

Figura 16: Rotacion r, (x) en: A) la circunferencia, 13) en ol toro.

Proposicién 11 Sean f, g endomorfismos de la circunferencia, monétorws
crecientes, de gmdo uno. Entonces:

(1) Si existen ay,ay € R tales que, t + a; < F( ) < ¢+ aq, para todo t,
entonces oy < p(F) < as.

() Si h es un endomorfismo de grado uno y ho f = goh , entonces p(f)
(). o

Demostoueidn, .
(¢} Venemos que t | oap <0 10} =00 | ay, cidoncees

f+c1}—|~a1<f'()+al<f( () < (')+(1.2<f-i—02+02,
L4 2a; < (1) < ¢+ 20y,

A6




siguicndo ¢l proceso n veces oblenemos,

t+na, < M) <t+nag,

t+ na ot t -+ na
+ nay < (t) < + z,
T ’ n o+,
calculando el limite,
a; < lim —= < ay,
n—0oo T

y concluimos a; < p(F) < ay.

(¢2) Si ho f = goh, povinduccidn ho [ = g" ol para todo n € N. Por la
proposicion 16, existen F, G, I reprosentaciones de f, g, b respectivamente,
tal que, ' '

(H o F™)(t) = (G" o H)(2),

Como h es un endomorfismo de grado uno, ¢ (£) = H () —t es de grado cero.
Sustiuimos,

((t + @) o F*) () = (G" o H)(t) — H(t) + H (1),
FUt)+ (o F")(t) — H(t) = (G" o H)(t) — H(1),
I (o B — L plt) = (GM o I)(1) ~ 11(1),

(1) = 14 @ (1) = G" (H (1)) = H(1) + (1),

tenemos que cuando n tiende a infinito,

- (Fﬂ(f) —t (e (f:»)) ~ i (G“(H(tn - H{E) w(ﬂ) |

7 n

PPN n—00 it n

como  (t) estd acotada su limite tiende a cero y como ¢l mimero de rotacion
para estas funciones es independiente de la condicidn inicial, obtencmos:

lh‘n ,) ) ('rn(!)

tim _____L__ = lim ———=
100 1K [T Y5 4] T

Tomando la patte fraccionaria, resulta gque,

p{f) = p(g) M
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Ejemplo 11 Ei rectproco del mnciso (it) de la proposicidn anterior, no es
vdlido; dos funciones pueden tener el mismo mimero de rotacidn y no estén
conjugadas por un homeomorfismo de grado uno. Consideremos la rotacion

-

1
2z

1
(z) = (q: -+ 5)_mod 1,
y la funcidn, |
Fla) = (0 + 0.5+ (0.02)sen2mr) mul 1,

no son conjugadas, esto se debe a lo proposicidn 2, que dice gue bajo conju-
gocidn se preserva el nimero de drbitas periddicas de cada perfodo.
Verifiquemos que el mimero de rotacion de f(z) es 5. Cont =0 tenemos,

fl0) =0+05+(0
f30) = f{05)=05

12)sen2m(0) = 0.5
+ 0.5 + (0.12)sen2x(0.5) = 1.0

como 0 y 1 son el mismo punto f2{0) = 0.

o (1) 1
= [ i 11 s
{)(,f) (1'11‘1“10 " ) 0 5

Cuando el ntimero de rotacién es irracional se puede hacer valer el recipro-
co de la proposicion 11 para conjugacion en funciones continuas.

Teorema 7 (Denjoy [8]) Sea f un difeomorfismo de clase C? con nimero
de rolacion irracional oo Enlonces [ es OV —conjugada a Ry, es decir, criste
un homeomorfismo h tal que f = h~'o B, ah

Teorema 8 (Arnold [1]) Sca [ wn difeomorfismo analtlico suficientemente
prozuno a R, con nidmero de rolacidn irracional ce. Entonces [ cs analile-
carnente eongugade o Lo rolacidn T,

M. R. Herman [22] descubrié un interesante resultado que complementa

los casos cubiertos por los dos teoremas previos. Para enunciarlo se requiere
una clasificacién de los mimeros irracionales. '
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TRSS CON
FALLA DE ORIGEN

Definicion 28 Sea a un wracional y (ai)ien, con a; € L, una sucesion tal
que o se desarrolla en fracciones continuas de la siguiente manera,

1
x = ag+ .
0 (a; + _a‘z-}---n )

Decimos que a satisface la condicion H (de Herman) si se tiene:

Do 0B tsien (T )\ 0
Z log 1:_;:‘5N(| 4 ;) -
Sca = {a € R~ Q: « satisface la condicion H} Herman probé que

R — 7 tiene medida de Lebesgue nula y s1 o € 7 entonces para todo e > 0,
existe B, > 0 tal que para todo f e

lint lim sup
Basoo n oo

|
1) B
x — i > — ‘
q q2-|-c

Teorema 9 (Herman [22]) St 3 <r < w y [ un difcomarfisino de clase
Oy ocon p(l) = o € . Enlonces [ es (V8 > 0) ¢~ — conjugada a R,
(eon la convencion: oo =2 =00 yw —2 = w).

3.2 Envolvencia de las Orbitas Periédicas.

Definicién 29 8 O = {xg, 1, .,2,1} es una orbita periddica, de perfodo
g, de una funcidn f de la circunferencia, definimos la envolvencia (wrapping
number) de la Grbita eomo:

g—1
F(OY = larc (2, z0) + > dare{ue, @) .

L=

Observacion 21 () 19(O) es wn endero, _

(it) L£(O) 2 0 y L2 {Q) =0 siy sdlo siqg =1 (la drbila periddica es wn punto
Jijo)

(iiz) Comeo lo longitud de arco enlre dos punlos distinios de lu i cunferencia,
es menor que uno, E (O) < ¢ para toda orbite de perfodo g.
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TESIS CON
Demostmcién. FALLA DE ' ORIGEN

¢) Consideremos la drbita periédica @ = {zg,21,.. , g1}, yseanto, by, .., tg—1
tales que, 7 (;) = ;. Sin pérdida de generalidad los escogemos tales que
tioy <1, parat € {0, .,q — 1}. Entonces,

g—1 :
2{O) = larc (g1, w0) -+ Z.’frw‘f' (ig, )
: : . il

g—1
= 1= {tg1 ~fp)mod 1+ Y (t; — ;) mod I
i=1
=1
=l = (b = L) wmod 1 + Z (t; =ty )maod 1 4
i=1
g1 '
(Lgm1 —tp) — Z (t: — ;1)
==l

= [+ ((fq o f.n) - (ir.-q,m| - f,’(]) ol ]) +
g -l

Z {(f: = i )mod 1 - {t; - 1,_1)),

il

ague os un nimero entero. M

Ejemiplo 12 Todas las orbitas de una rotacion de dngulo o = f;’ < 1 con
(p,q) = 1 son periddices de periodo q y envolvencia p

Demostracion .

Consideremos la rotacion r, (z) dada por r, () = (z + a)mod 1. Primero
probemos por induccion que, rd () = (z + ga) mod 1. Suponemos que se vale
para ¢ — 1, ' ' : '

i @) = (v + (¢ — 1) &) mod 1.
Entonces,
riz) = r, (?‘g_l(ﬂi)) =((z+{g~1)a)mod1 + a) ﬁmd 1.
Comva<1: ' | |

riz) = {{z+{g—1) a)mod 1 + amod 1) Iilod l=(z+(g~1) a + a} mod 1
= (x4 ga)modl.




TESIS CON
| BALLA DE ORICEN

Haciendo o = f :
rh(z) = (’r + qg;) mod I = (z+p)modl =zmodl = z.
( .

Asf pues, z es un punto periédico de f ¥ su periodo divide a q.
Derostremos aliora que ningiin divisor propio de ¢, pucde cumplit que

’
e (&) = zmod 1, con ¢ = k¢’, entonces,
¥ .

zmod 1 =79 (z) = (3: + Q’E> mod 1 = (.L mod I + (q’8> mod 1) mod 1,
¢ : q ' q

lo cual implica, (x —zxmod] + (q’é—’) mod 1) € Z, por lo tanto q’f}? =t cZ,
porlo que, k| py k| ¢ pero como {p,q) = 1, entonces & = 1. |

Sea O (xg) = {zo, .., 2,1}, una érbita de la rotacion rz y sca Rg (t) =
H-ff.. Silg estal que 7 (4y) = wy cibouces 7 (ln’i ((“)) =y, patai =0, . q-1,

i
asf la envolvencia de la 6rbita O (zq), estd dada por,

g-1
E(O) = larc(zy_1,z9) + ZEGTC(mi_1,$1’,)
i=1
’ . g1 .
= ] - (Rq'_l (f.n) — i()) mod 1_+ }j (Bi_(f[)) — Riml (t[))) mod 1
=1

= 1- (tw (g — 1)‘2 t0> mod 1

q--1 .
5 (xﬁ il = (i 1) -“3) mod 1
1:_'-f : 4 ’ q
g1 )
= 1- ((q ~1) E) mod 1 + (E) mod1
: q i=1 q

usando que ';3 < 1y la definicién de indgdulo uno, tenemos,

E(@)=1-(q— 1)§lmg<.11+(q - 1)§ =1- [(q —1) g} =pH



TESIS CON
FALLA DE ORIGEN

Ejemplo 13 En general, la envolvencia es una propiedad de la drbita y no
del endomorfismo. Un mismo endomorfismo f, de grado une, puede tener
varias drbitas periddicas con distintos periodos y envolvencias, incluso puede
tener distintas drbitas del misino pertodo, pero con diferente envolvencia,
Mas adelante se concluird (Corolario 3), que si ol endono fistno cs mondlono
creciente, todas sus drbitas periddicas ticnen el mismo pertodo y la misma

envolvencia.

N 7
N

Vo

Figura 17: Orbitas de periodo 3 con envolvencia 1 (A) y con envolvencia 2
(B) para la familia cldsica con a = 0.5, b= 0.365..

Definicidn 30 Decimos que una drbita periddica tiene caracteristica (g,p),
st tiene perfodo g y envolvencia p

Teorema 10 Sea f wn endomorfismo de grado uno de la circunferencia.
Lmste una drbita periddica O de f, de caracleristica (q,p) siy sélo si dada
cualguicr representacidn continua I+ de [ eviste m € ZF,. :

.Flr] ([) — { ..}.- N?.,

para todo t € 77 1(O). Ademds, siq > 1 ym#ng, n € Z*U{0} eziste una
wntea representacion continua I°) para la cual,

Ffl(/‘) = {--p, conp=mmodlg,

pare lodo ! € 7t (O).




Demostracion.
Existe una ¢rbita de caracteristica (¢,p), f%(z) = z, como F cs una
represeptacién continna de f|

S (1)) = m(F7(1),
se sigue de que, f{m(l)) m.Tr(F(f,))‘ Enlonces,
™ (F9(1)) = =(t),
y por lo tanto existe m{t, F') € Z tal que
Fi(t) = £+ m(t, F).

Consideremos I, I; representaciones continuas de f , #; 2 € R tal que
(), m{te) € Ox) y F¥(t1) = t; +my, IJ{t2) = ta+ my Sean r > s, z,, 2,
Lales que

y k=r—s>0, tenemos quc
z, = f?(x) - fr'—s-}-s(x) — f:r—-s(xs) — fk(lh,)
por lo cual

w(tr) =z = [M(,) = fH(m(t)) = 7 (I (t2))

1y = M) +my, m G

como I, Fy son dos representaciones continuas que difieren por un entero c,

Ff(tl) = FJ{t1} -+ ge, entonces
mi = IP(t) —t = F3(tL) +gc—
= F{{Fy(t2) + m) +qc— 11
= FI*{ty) + mK +gc — 1
= FF(F](£)) + mK +qc— ¢
= F.f(f:g Foany) ko gqe = 1
= F¥(t) +m +my + qc —
=1+ my -+ ge =1 |
m2 by o o




lo cual, prueba la independencia del punto y de la representacion para F? (t) =
f-kp, con p=manodqg

Tomamos el p € Z tal que 0 < p < . Veawos que lf s Gnica, suponganios
que existe otra representacion continua 7 tal que, F' () =t + p,

Ft) = F(t)+cq,
t+p = t+p+eyg,

corno g # 0, entonces ¢ = 0. Por lo tanto, # es unica.

Condideremos una funcién monétona creciente fy O (xo) = {zo, ..., Tq-1}
de f. Sity es tal que 7 (tg) = zp entonces w (F* (&) = 2, parat = 0,..,¢ —
1, con F una representacién continua, entonces la envolvencia de la érbita
O (g), osta dada por,

E(Q) = la.'r'(:(;r:q.__‘l,'mu) + Zi(h'f"(:(:ﬂj_] L)

g1
= (F7(t)) — F©" (t5)) mod 1 + Z (F* {to) — F*"! {to)) mod 1
i=1
q

= Z (F* (to) ~ F'~* (o)) mod L ~ Z (F* (to) — F'~* (1))
- (F9 () — to) )

q
= > [F (o) = )]+ (P (1) = o) = (89 (1o) = o) -+ gl
i==1
con ! € Z, es decir, £ (O) = p, donde F1(ty) —tg = m y p = mmodyg,
sierupre que m # ng, cong > 1. M '

Observacion 22 Fs imporlante hacer notar que la represeniecidn que cumple
que F1(t) = t+p, no es necesariamente la representacion principal, definida
en el capitulo dos.
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Figura 18: Para este ejemplo se cumple que F(t) = ¢+ 1, y la representacién
que cumple que p = I mod 1, no es principal.

Definicién 31 Sea O una drbita periddica de un endomorfisino f de grado
uno  Sea Founa representocion continua de f y m como en ol teorema 10,
Entonces definimos la Envolvencia de la 6rbita © respecto a la representacion
continua, como:

E(O,F)=m.

Observacién 23 En este ejemplo tenemos que, E(QO) =1 ym =0

Figura 19:

Observacién 24 St f es un endomorfisino de grado uno de la circunferen-
cia, O es une Orbita periddica y m como en el teorema 10m # ng, ¢ > 1,
entonces para toda F, representacidn continua de f:

E(O) = E{OQ, F)modq.



Teorema 11 Sca [ un endomorfisme de la circunferencia, mondtono ere-
cienie y de grado uno. [ tiene una drbita de perdodo g y envolvencia p, con
(p,q) =1, siy solo sip(f) = L. '

Dermostracion.

Supongaimos que f tiene una érbita de periodo ¢ y de envolvencia p, por
el teorema 10 existe t € R con #{t) = x, tal que F(t) =t +p, con {p,q) =1
p < g, entonces, -

F™(t) =t + np,

por lo tanto,

Fm.r; ! [_ . f p o
p(f) = lim ——(~-)~ - lim—t—rf - i (—m ! 'r-)-) r

novews (1 Hovew N "o (g 1) {f

Ahora supongamos que [ no tiene drbitas de perfodo ¢ y de envolvencia
p, es decir, por ol teorcma 10, F9(1) # ¢ + p, ésto significa que existe € > 0,
tal qua:

Fit)=t+pLe, VieR,
entOnées, |

Fra(t) = FI(F-1a(r))
= Fo-Ua)y 4 pte
m i) 4o e
= FO-Da(t) +2(pxe)
= .. =1-+n{p=Ee).

Fri(ty=t +w(ﬁ3i €)

Frat) t4n(pte) pke

lim .
n—oo N ng q
(\.nt.nm:uh", _
p-c , R
) < - ) > ,
pN<E=— 6 N>

para cualquier p,q € Z. Pot lo tanto, p(f) # L(mod 1) W

00



Corolario 2 Scu [ wn endomorfismoe de lo circunferencia, mondtono cre-
cienle, de grado une f tiene un punlo fijo siy sdlo st p(f} =0

Corolario 3 5t f es un endomorfismo, mondtono creciente, de grado uno
todas sus drbitas tienen el mistno perdodo y la misma envolvencia.

3.2.1 Conjuntos Limite Cantoreanos

Definicidon 32 Un conjunto cerrado no vacto, denso en ninguna parte (no
contiene ningin abierto) y que todos sus puntos son de acurnulacion es lla-
mado un conjunto de Cantor.

Teorcina 12 Si [ es un homeomaorfismo, de grado uno, de la corcunferencia
con naimere de rolacion irtacional se tiene que:
(¢) w(z) no depende de z.
(1) w(z) es el todo S & un conjunto de Cantor.

Demostracidn _
(1) Definimos I = [f™(z), f*(z)], para m,n € Z con m < n. Entonces
cada punto final de cada intervalo de la sucesién,

{fHm= e,

coincide con ¢l punto inicial del signiente intervalo, de aqui que,

Glemy=s

6 la sucesién converge a un punto fijo de f™7". 5i f™" tiene un punto fijo,
f tienc puntos periddicos y p (f) es racional, lo cual es una contradiccion.

Como w () es no vacfo, tomemos z € w (z) entonces, existe una succs;én
{f™i(z) + 1 € N} que tiene como punto Hmite a z. _ :

Consideremos ahora el conjunto, [; = [f™ (z), f™: (z)] vy la sucesion
asociada, { f*m=m1) (7)1}, esta sucesion es del tipo descrito anteriormente
y por lo tanto, cubre a 5. Entonces, dado cualquier y € 5, existe & = & tal
que, y € f~ ko =mes) (1}, de quui que, para cada [,

SR () ¢ ﬁ,

¥ OO,

Lo

i f™ () = 2,



el intervalo /; se colapsa a 2z cuando [ tiecne a infinito, es decir,
lim fmx (Ig) =
{—so0

por lo que,

hmjk("”_”“' i) (v) =z,
l—r00
de osta formn 2 € wy). Como z s caalguicr [)lltlit.) en w () enlonees
w(x) Cw(y) y de manera andloga w (y) € w (). Por lo tanto, w{x) = w (y),
s deelr es independiente del punto.
(i1) Si tomamos z € w (z) = E, existe una sucesidn convergente { f™ (z) :
I € N}, tal que, :

lim 7 (/) =

[—oo

de tal forma que,

hln ey = (2)

ya que f o8 continua y por lo tanto [9 o8 invariante bajo f.

Para mostrar que £ os minimal, considercos £ un conjunto cerrado
e invariante bajo f. Siz € E’, entonces O (x) C E', sin cmbargo E' es
cerrado y por lo tanto contiene puntos de acumulacién, w (z}, de la drbita.
Por lo tanto, £ = w(z) € £'. Concluimos que £ es minimal y no existen
conjuntos f- invariantes cerrados que contengan a ££. Para z € F, existe una
subsucesién convergente de la 6rbita de x, con limite z, como ¢l mimero de
1otacién es irracional, entonces f no tiene puntos periddicos, de tal modo que
los puntos de f™ (x), son todos distintos y se acumulan en z. Por lo tanto,
x s punto de acnmulacion de £ y E os perfecto. La frontera de E (9F)
os tambien invariante bajo f, yva que { s contina, f2 es f-invariante y los
puntos en A4 son Hinites de suceciones de puntos [y 290 Sin embargo, f9
¢s minimal y csLe no tiene subconjuntos propios f-invariantes. Por lo tanto
0E =0odE =F S 0F =, el interior del conjunto cerrado E, es vacfo
y 2 ¢s denso en ninguna parle y como I es pufv(,to por 1o tanto es un
conjunto cantor. W



4 ENDOMORFISMOS NO MONOTONOS.

4.1 Intervalo de Rotacién.

Como vimos en el ejemplo 10, cuando f es un endomorfismo de la circunfer-
encia no inyectivo, el lfmite,
0

litn ———,
=00 It

pucde cambiar con la variable £ Sin embargo, puede demostrarse que el
cociente, '

(1)

i

estd acolado y por lo tanto, siempre existe su lfmite superior.

Proposicidn 12 Si f es un endomorfismo de la circunferencie, de grado
wno, Y I una representacion (:(mt'mfu,a, de [, entonces erxtste K > 0 tal que,

Jal0)

' < I, Yn& N,
?1

y todo t € R.

Demostracidn. _ _
Como I ¢s de grado uno, ¢ (¢) = I (¢) — ¢ ¢s de grado cero, y por lo tanto
acotada,

suple (t)| < A.
tR

Eatonces,

F() =it

P = P () = ) 4 p (P ()
= (2 (1) + (rnl(n
= BRI ) b (1)

— i) . (P ().



Se sigue que,

(76—t = Jot)+ .+ (F7 (1)
< nsup i ()] = nA. |
1CR
oy I -t
. a T
Iy -1 t {
....,._(__)__. + - SA+ _
n T,

sSea fC= A+ 1, entonces, para nsuficientemente grande teneimnos que,

™ (1)

T

< Kl

Definicién 33 Sea [ un endomorfising de grado uno de lo circanferencia y
1" wna representacidn continua cuelguiero de [0 I ndmero de rolacion de la
representacion I5 on ol punto £, es,
(i
p{I¢) = lm snp————l.
n—oo n-

Observacién 25 Dadas F\, Fy representaciones continuas de f, el nadmero
de rotacidn de F en el punio t difiere por un entero.

Demostracion:

Tenemos que dos representaciones continuas Fy y Fg difieren por una
constante entera, entonces,

, Frit F3 1) + nc

p(Fy,t) = limsup—" ( ) = lim .sup--—-L—)-——

100 4 n—oQ

= p(Fy,t) 4 ¢

Proposicién 13 Sean f, g endomorfismos de la circunferencia, de grado uno
y I representacion de f.

i) p(F, V:R— R, esde grado cero y en general no constante.

i) ,0(!?,, o Pt} = p(Fy1) +p, si p € Z.
ind) p(f,, 1) = p para todo Le R, _

w) Sihog = foh, conh homeomorfismo-de la circunferencia y H una
representacion condanua de b, endonces coiste G representacidn de g lal que,

p(G 1) = p(FF, H(LY). En particular si I = R, se tiene p(G,1) = p € R.
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Demostracion.

i)

! 41 (L) 4 1
pIt+1) = limﬂnp—Lt—-)* =l s_upz-(—)—i:-
T OO I Foo WK H
1“’11 f l I,“n 1',
= limsup (—u +- ——) = lim Sup—u——Q-
n—0o0 T n T 60 n.
= ,O(F,t)

i) Como (R, o F)(t) = F(t) +p, y F es de grado uno, entonces,

(Byo VY1) = (Fp)"(t) = (F+p)" " {(F+p)t))
= (F+p)" ' (F{t)+p)=(F+p)"*((F+p) (F{t) + )
= (F+p)"" (F*(2) + 2p)

= (L) + np,

asf tenemos que,

p(Rpo F,t) =lim supo—-——(-—R'of)n Y = Jim supUEne

N300 n-—+030 "
N s . FAYe)

= limsup ("—;}l -+ p) = lnnsmp——nﬁ—l +p
n—oo o0

= p(It) + p.
i1}

pli, 1) = iim.\;upﬁﬂ}:m - linsup ('—'—?:—’1—‘) =D

N 00 100

iv) Como las funciones f, g son conjugadas, por la observacion 16 existen
iepresentaciones 'y G que también lo son:

(HoG)(t) = (Fo H)(E).
Por induccion,

(H o G")(t) = (F" 0 H)(2).

61



TESTS CON
FALLA DE ORIGEN

Como H (t) tiene grado uno, sea o (£) = H (t) — ¢ nétese que ¢ tiene grado
cero. Sustituimos #,

(t 4+ 9) 0 G
G"{t) + (o &)1

(1) = (7o m®),
(
GM(1) + (p o G)(t) - H(t
ol
(

)
Y o= (Mo 1))~ ML)+ 1),
) = (P~ Id)o H(1),

G'(8) + (o GM(1) —t— (t) = (F"— Id)o H(t),
G'(t) =L+ (o G)(t) = (F7—Id) o H(t} + ¢(t),
G"(1) - t%_(sOOG”)(f) _ ((F = dd)o H)(E) | wlt)

. n T
Gt m,;_+<aooaﬂ>(t) _ Um=neom®) | elt)
i n . n T i

si caleulamos el Hinite supetion cuando n - oo, leneinos

"(t) — ™)(t ) o H(t f
lim sup (G (t) z‘+l(<po(3 )(”) = limsup(([ ° H{t) + i )) ;

-0 n n v n - "
- KL L — I t;
lian supy ( "0 —fﬁ) = limsup (F (e ﬂ) A )) 7
T =20 T n-s00 ‘ .

pG1) = p(F )M

Definicion 34 St f es un endomorfismo de la circunferencia, de grado uno
y I una representacidn continua de f entonces el congunto de rotacmn de F, -
estd dado por: :

Iy = {p() - te R}
Bl conjunto de totacion de f, estd dado por:
I(f) = I(F)mod 1.
Observacién 26 [ facil verificar gue 1{ j) ¢S U c:(mju.'f-'a'{,o acotado

" Demaostracion
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F(t) — ¢ es una funcién continua periddica con L = maz |F (t) —t| =

0<t<1
max i F (1) = 1|,

leR
‘_{1@) I L ’.11, !
- T M
Fm(t) = L
< | (;’ d 3,41(1??() )
=1

IA
=
"M
":3
3
A
&

o)
I

Por lo lanto, =L < liln s‘npw < LB

HOO

Newhose, Palis, Takcnc; [26] demostraron que la corradira de I(f) es un
intervalo cerrado, después Tto (23] probd que T(f) os un conjunto cotrado,
tencmos entonces el siguiente teorcina.

Teorema 13 1 (f}, s un miervalo cerrado.

Observacion 27 Cuando [ es un endomorfismo mondtono creciente, de
grudo uno de lo curcunferencia, del leorema 6, se sigue que,
. rm(! ) F"TI { )
p{d 1) = hmsnp_ml i - (2 (1), VEC R

TH O it N T

y por lo tanto, el inlervalo de rolacion se reduce a wn punio,

I() =A{p(f)} VteR.

Denotamos por py (7Y y p, (I7) los extremnos del intervalo de rolacion de
F, es decir: :

I(F) = oy (F) g (F)]

S Lema 8 51Sca [ oun endomorfismo de grado wno g PG T representaciones
continuas de [, con Gy I mondlonas ereciendes
(1) Si (G < H entonees G < 1Y pwra todo n € Ty p(G) < p (1),
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(1) S G < H entonces G" < H" para todon € Z7 y si p(G) o p(H) es
wvacionad, p(GY < p (1T},

(wd) Si I0 > 11 enlonces I 2 1 para lodo n € ZY g py (I = p(I)  Si
F < T entonces I'™ < I para todo n € Z7 y p, (I7) < p(H) .

Demaostracicn.

(n=1 G<H

Supongamos para n — 1, entonces G*~1 < H*1
Para n, tenemos que,

GV == Gn-—l (G) 5 el 1 (H) § Hm-—i (H) = [
Usando lo anterior, dividiendo entre n, |

Gro ol
& L

n T on
Gﬂ ) I_{Tl
p{G) = lim— < lim— = p(H}.

n—oeo 7, n-=00 7

(#43) Si F > H entonces F2 = F(F) > H(F), H(F) > H (H) , entonces
F? > H? Supongamos que ™! > H™~!. Demostremos para n,

o= an-l (Fv) 2 Hnml (F) Z Hf:—-l ([f) = H"

16 lo amterior ’”—' > %l— entonees oy (1Y ™ p () Pavac 1720 1 os Totahinento
similay '

Lema 4 Sea f un endomorfismo de la cucunferencia, mondtono creciente
tol que f'(x) =0 para = € [zq,24].

(1) Si p(f) = & Q, entonces O (a) O (o, 2) =9 parai=1,2.

(i)St p(f) = p/q, exisle un punto x de caracterdstica (q,p), con O(z) N
(2p,21) = .

Demostracion.

(i} Si para algiin 7, f/ (z;) € [z, 3], entonces f7H (2;) = f(z:) v p(f)
¢s racional, lo cual contradice la hipdtesis. '

(i) Sea I = (zq,21) y y = f (). Como p(f) = p/q entonces f tiene un
punto pericdico de perfodo g y envolvencia p, i, ST O (y)) NI = § todo estd
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hecho. Supongamos que O (y) NI # @ y asi, y es un punto periédico de
petiodo ¢ y envolvencia p. Sea ' = [ (D y [ ;= [7{]).

Mostremos que los conjuntos 1, 7.y, ., I_¢,- 1y son disjuntos a pares. Supon-
ganos que oxiste un w € [ N [y, con j > 4 FEntonees ff(w) € [y
fi(w) eI,y tal que f*F1 (w) = [+ (w) = y. Por lo tanto,

Fiy) = P (P w) = 71 (w) =y,

es decir, y os un punto periddico de perfodo 7 — 4 < ¢, cs una contradiceidn. -

Ahora como I_; son disjuntos para 0 <1 < g — 1, [7(I_;) NI = @ para
todo j < 7y tal que f* |; . es un homeomorfismo en /, tal gue para cada
1, I_; es un intervalo abierto. Ademads,

Py =7 ) =77 (7 ) = 7 () e 1,

y tal que f9(I.) € I, patatodo 0 <7< g~ 1.
Si 7., = (f7{z2),f 7 {z)) es cl siguiente /_;, a la derecha de [ =
{y,21), entonces, usando el hecho de que [ es no decreciente,

£ ([ 7 @2)]) 2 [0, £ (22)]

Por lo tanto, tenemos un punto z € [z1, f77 (x2)] , de caracteristica (¢,p), ¥
por construccién, @ (z)M I =0.M

4.2 Funciones Bimodales. Teorema de Boyland.

Cousideremos la clase A de endomorfisinos de la circunferencia, f, que tienen
nuna representacion,. F, contina y estrictamente creciente o estrickamente
decreciente, por partes, con dos puntos eriticos my > mg (f'(my) = [/(my) =
0) en ol intervalo (0, 1], de los cuales my e un mdximo y un m; es un minimo.

Seait 7y 7y, tales que S(7) = f(my), para ¢ = 1,2 Definimos dos
{unciones auxiliares (continuas y monolonas crecientes de grado uno), I (¢)
v Fy () de la siguiente mancra

' | F(my) site [mr,m] oo [ Flma) site [z, my
B (t) = { () sit g [, my] } y B (t) = { () sit ¢ [z, my) }
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Figmra 20: A) Grafica de F, B) Funcién Interpolante Ty () C) Funcion
Interpolante Fy (#) .

Teorema 14 Sea I una representacion conbinua de f € A. Entonces,

pr (P =p(F), pa(I) = p({I2),

donde p, () y py (F) son los extremos del intervalo de rotacidn,

~ Demostracion.

Sea f; la funcidn de la cireunfovencia representada por Fy Tencimos que
I 2 [y, por el lema 3 (iii) tencos, py (1) = p (). Por otro lado como
Iy es mondtona crociente con FY (1) = 0, con ¢ € {4y, 1], por ol lema 4
existe un punto ¢ tal que, O (4,0 N (Iy,t) = B o si p(f) es irracional
O, 4) N (fg,1) =8, parad = 1,2, entonces, -

O (K1) =0 (F,1),

tal quie p (1) = p{A, 1) = p(] 1) > p (I, Por lo tanto p (7)) = p (F).
Analogo para F, l

Se definird ahora una familia pardmetrica auxiliar, F, {t}, para p € [1,2].
Cada clemento de la familia serd una representacidén mondtona creciente de
grado uno. Los elementos de esta familia pucden considerarse representa-
ciones gue interpolan a 1) (1) y fz( ) (ver figra 21)

Observacién 28 Para i € [1,2], extsten winicos punlosiy , € [y, 1] yla, €
[0, 1m0} Leles qua

F(tl.ﬂ) = F(ty,) = F(m) + (= 1) (F (my} = F(my)) .

G0



Definicién 35 Para cada 1 € [1,2], definimos F,(t)} el mapeo de interpo-
lacidn de Fi(t) y F4(t) como,

F(t) = Fmy)+ (o~ D) {I (my) = F(my)), st € [tautiul
YLE®, 5it ¢ ltoy byl |

Figura 21: Funciones Interpolantes.

Sea End(S) el conjunto de todos los endomorfismos, de grado uno, de la
circunferencia. :

Teorema 15 (5], [26], p, y p, : End(S) — R, son confinuas con la C°—
tupologia. ' '

Teorema 16 Sea I wria representaeidn continua de f € Ay I, ¢l mapeo de
interpolacion de F\ (1) y Fy (t) Sea f, € A la funcion de la circunferencia
cuya representacion es F,. Paora cada v € I(f), emste un p € [1,2] tal que

r= P(f.u) -

Demaostracion,
Usando o toorema 14 y como p (f,) es una funcion continna de g, usando
el teorema del valor intermedio, para cada r € I(F), cxiste un p € [1,2] con
r=p(f.) M

Dada una funcion f € A, consideramos la Tamilia de rotaciones de angulo
ael0,1)de f: '

{Jo:fo=1DNaof}
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Su correspondiente familia de representaciones continuas, ¢s la familia de
traslaciones de una representacion continua particular £, es:

{Fp: Fy=F(t)+a}.

Sean F, , con pt = 1,2, las correspondientes funciones interpolantes. Para
cada a definimos p; y p, @ [0,1) — R como:

pula) = p ) = p(Fue ) para pp=1,2.

Lema 5 Sea R, (t) la represeniacion de una rotacion r, (x) y F' una repre-
sentacidn d(, un endomorfismo de £a circunferencia f, a € R, p,q € Z tal que

(pq) = 1.
(¢) Si F > R, (respectivamente F' < R,), entonces py (F)) > a (py (F) < a).
(w) St F' > R, (respectivamente F < R,), entonces p; {F} > a (p, (F) < a).
) <

{1d) F2 > R, (respectivamente F9 < R,), st y s6lo s1p; (F) > p/q (pp (F) < p/q).

Demostracion, _

(i) Como F{t+1) = F(t) -+ 1, F{t) — ¢ es periédica y su imagen es
compacta. Podemos encontrar un ¢ > 0 con F'{t) > t + a + &, para todo
teR

Usando induceion tenemos que £ (8) > £+ n (a+¢€) o bicn

para todo n, y t € R, la demostracion para (ii) es andloga.
(iii) Como Fi1 > R, por (i) p, (F9) > p por la pmposwmn 19 p, (F9) =

ap, (), entonces p, (F) > p/q.
Reciprocamente, suponga.mos que existe un ¢ tal que,

F'?U) SL"’P:

usailo la continuidad 177 (1) < Ry, en cuyo caso p (I7) < pp (F7) < p/qo-
existe un ¢ tal que,

Fi{ty=t+p

entonces p (F,0) = p/g, y p/q € 1(f), por lo cual, py (F) < p/q < p, (F)
Por lo tanto, p; (F) < p/q¢ M
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Lema 6 5 f € Bd (E}f) , entonces F9 > Ry, 0 I < R,,. En el primer caso
p(f)= ‘3 y en el sequndo caso py (f) = I{f

Demostracion.

Como E'E es certado, Si f € Bd (EIF) implica que fé € I(f) existe ¢ tal
que {(1) = ¢t + p. Supongamos que existen puntos €, €y tales que I (4) >
ty+py F(ty) <ty + p, esto se sigue cumpliendo para una representacion
(G de g C'—cerrado a f. Entonces existe un punto ¢t con G () = £ +p. Por lo
tanto p/q € I (g) para cualquier g, C%—cerrado a f, entonces f ¢ Bd (E%;.

Como p/q € I (f) entonces p, (F) < p/qg < p5 (F) usando el lema 5 (iii)
si 72 Ry, py (F) = p/q pot lo tanto p, (f) = ESIFI< Ry, py (F) < p/q
entonces pp (f) =2 W -

Lema 7 p, y ps : R — R son no decrecientes y suprayectivas. Para = 1,2,
p;l(p/(j) es un intervalo cerrade de interior no vacto y para « trracional,

P, (o) contiene wn sélo punto. Si fijamos un {;, [enemaos que p, (1—) =

[\If|,<I>,], '{)El (5) = [q’z, ‘T"'.a] .

(i) 7], S Ry sty solosia=V, sipg=1ya=y, sip=2

(1) Fl, > Ry siysdlosia=0y, sipu=1ya=",, sip=2.

(i) Existen t y ty con F (t1) > ti+py Fl, (t2) < ta+p siy solo si
a& (W, ;) para =1y a € (g, Uy) para p = 2.

Demostracién.

Definimos B,/ = {f : f endomorfismo de la circunferencia, de grado uno,
tal que & € T(f)}. '

Por ¢l teorema 14, p (F, ) = p(F),,). St ay > 0y, entonces Fy,, > B,
y por ¢l lenma 3,

p (B )y =p (Fl,ru) 2 (Fl,uz) = (Faz) 3

por lo cual p, es no decreciente. Ahora p; es suprayectiva, ya que p, es
continua y podemos encontrar e tal que, p(Fi.) = n, para cualquier entero
n. Por lo tanto podemos concluir que para cualquier niimero real 7, p; (r)
¢s un punto o un intervalo cerrado no trivial. '
Como ya notamos que, a1 > ag, implica F} 4, > F,,, y por el lema 3,

7 (Fl,ﬂi) Z P (Fl,ﬂz)
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st uno de ellos es irracional, esto prueba que p;'(a) es un punto. |
Elegimos un § € Bd (p]‘l (E)) Como py (F,) = p(Fla), entonces Fy g €
Bd(E,;,), por el lema 6, se d4 '

1) F;?ﬁ < N, 672) Fﬁ,ﬁ > Ity

Atorasi I7, = I, entonees f1g = id y fig es jnyectiva pero os una
contradiceion por la forma en que fue definida.  Euntonces si suponemos
que se da 1), podemos encontrar un € > 0 tal gue, existe un punto £ con
o = — - ;

Fope(t)=t+pol=p(F.s.)=p (Fsc) Sisuponemos que se d4 2),
podemos encontrar un ¢ > 0 tal que, existe un punto ¢ con Fyl 5 (£) = ¢+ p

0 2 = p(Fup+e) = py (Fpse). Por lo tanto, ot (g) es un intervalo cerrado
no trivial M -




5 LA FAMILIA CLASICA.

Una familia de funciones, que ha sido ampliamente estudiada es la llama-
da “Iamilin Clisica” o “Familia de Arold™  Se trata de ima familia bi
patamdétrica de Tunciones deJa circunderencia cnyo estudio ha sido de interdés,
para la matemstica y también en varios contextos cientificos que incluyen a la
Mecédnica y el estudio de ritmos en Biologia. La familia clasica de funciones
de la circunferencia estd dada por:

fan (%) = (z + a -+ bsen2rxz) mod 1.
donde a, b son pardmetros reales.

Cuando b = 0 tenemos una familia de rotaciones de dngulo e, para valores
pequenios del pardmetro b, lo que se Liene es una pequeiia perturbacion (no
lineal) de una rotacion. En el contexto de la Mecdnica Cldsica el interés por
esta familia ha surgido como parte de la teorfa KAM {(Kolomogorv-Arnold y
Moser) {2] v en Biologfa en conexién con ¢l estudio de ritmos neuronales y
cardiacos [11].

5.1 Familia de Rotaciones.

Consideremos la famila de rotaciones 7,(z) = z 4+ amod 1. Anteriormente
vimos que, si el pardmetro a es racional, digamos p/g¢, entonces todas las
Orbitas tienen perfodo q y envolvencia p. Para ol caso irracional tenemos el
siguicute resuilado.

Teoremia 17 (Jacobi [9]) Scar,(z) = z+a una rotacidn. Sia es erracional
todas las orbitas de r,(z) son densas en S. '

Demostracion:

Primero demostremos que no hay puntos periddicos. Sea I, representacién
de la rotacion 7, v z € 5. Supongamos que dos puntos cuslesquiera de una
6rbita cualquiera fueran iguales entonces existirian n,m € ZT, con n % m
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tal que,

i

r?(x) = ;r';"(:z:)
) = i

()" (1)) = = ({R)™ (1))
w(t +na) = w(t+ma)
e2riline) 8‘27:'1'({,+ma)

827rid(n—m) T

entonces (n — m)a € Z , lo cual contradice el hecho de que o € R - Q, por
lo tanton = m vy no hay puntos periodicos.

Como consecuencia del Teorema de Bolzano-Welerstrass, el cual dice “To-
do conjunto de puntos infinito y acotado tiene por lo menos un punto limite”,
tenemos el criterio de la convergencia de Cauchy, que nos dirfa “r” (z) es de
Cauchy; entonces dado cualquier € > 0 existe n,m € Z* tal que,

i) — 1) < ¢
Sea k = n - m,
l?‘k(;c) - 72(£)| = |r"m(m) - 'r’""”"(:c)l = Ir” (r"m(x)) — ™ (r“m(:ﬂ))[ <,

a a ]

T, €8 una simetrfa en S, ademds r, prescrva longitudes en S, es decir,

o’ (2) = ()] = |ra I @) - ()]
= [ ) = 7 () <

ademds [m,rf;(a:)} es el arco que une a z con 7-(x), al iterar éste arco el
punto inicial del nuevo arco coincide con el punto final del arco anterior
y asf sucesivamente. Bntonces =, 78(x), +2*(2) particionan § en arcos do
longitudes menores que €. Como € es arbitrario y @ es irracional,

U [T’”k(ﬂ;),'r'((:wl}k(m)] =SH

nem b ?

5.2 Familia Completa

En el signiente panel (figura 22}, vemos que, el variar el pardmetro b causa
el efecto de aumentar la amplitud y el variar el pardmetro o de trasladar
verticalmente la gréfica de la funcién f, ,(z) y la de su representacién

Fop(t) =t + a + bsen2xt.
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o=010

b=04

A B
o=01
h=07

C D

a=04 /

b=04 }

Figura 22: Gréficas de la funcién y su representacion.

Observacién 29 f,, (z) es un drfcomor fistno en lo region:
az0,0<h< j—.
27

Dvmosimm'rﬁ??
Como b < 5=, 011Lonc,(,s 1< 5y =1 > —50, ademds —1 < cos2mz < 1,
entonces cos 27[.’1’: # — 27rb’ o

2rbcos 2wy # —1,
ro(r) =1+ 2#3}(()&271’1 # 0,

b

ast por ¢l Teorema dc la funcidén Iuversa Jup €8 un difeomorfismo locai ademds
fap ©s inyectiva globalmente, pues si no lo fuera, por el Teorema de Rolle
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existitia z* tal que f] (2"} = 0,Jo cual contradice que f, ,(x) # 0 para todo

b

x en dicha region, por lo tanto f, s es un difeomorfismo (ver figura 23).M

. . 7. s . “.. ] o oot L o e l
Figra 23: A) Tuncion inyectiva, b < 5= B) Funcidn no inyectiva, b > -

52.1 Puntos Periddicos

Para enconfrar las érbitas de perfodo g de fo4(z) buscamos los puntos fijos
de [T, (x). Por ¢jemplo, los puntos de periodo dos de f, ,(2), serdn los puntos

£

fijos de f2, (x) que no son puntos fjos de f,, (z) {ver figura 24).

A - B —

Figura 24: A)' Orbita de perfodo dos de f, B) Puntos fijos de f2.

En la figura 25 A v B, vemos que para las rotaciones todas sus Orbitas
son el mistio perfodo y ke misma cnvolvencia, Bn la figua 25 €, D, B,
IF, s¢ observa la coexistencia de puntos atractores y repulsores o bien la
cooxistencia de dos drbitas periddicas de estabilidades opuestas.
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q},f»q\\b
a
2y
o dy
Co %
e =" |3
ALE B % 3

T

C
a, a, 8y a,
E
r r r1
1 2 zl4

Tigura 25: A) Todas sus 6rbitas son del mismo perfodo 3, v la misma envol-
vencia 1. BY Orbitas de pericdo 3 en el cfrculo. Con pardinctros: a = 0.28
b=0.15: Q) Grédfica de f en ¢l toro, D) Orbita cn ¢l cireulo, B) Gmﬁca de
f* en el toro, F) Orbita en ¢l cfrenlo.

Para cudomorlisimos mondtonos crecientes de grado uno, lodas sus or-
bitas periddicas son del mismo perfodo y envolvencia figuras 26 A), B). Otio
fendmeno interesante que puede observarse en esta familia es la coexistencia
de 6rbitas periddicas de distintos perfodos como, por ejemplo, figura 26 {C,
D, E, F).
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/]

o=072h=015 0=3.28 13=0.1.5
RN i
< f N 515/

© é=0.5 B=D 3‘5/5f / D D=U.399=U.3 .
/= >
/ NI
E AN

F 7= )Y
a=043 b=026 ‘ o=05 D=04321%

Figma 26: Funcién inyectiva con A) p(f) = 2; B} p(f) = 1 Coexistencia
de érbitas atractoras: C) Perfodo tres, D) Pomodo dos y cuatro, E) Periodo
dos y tres, F') Perfodo cuatro.

Puntos Fijos En esta seccién, especializamos nuestro estudio de los pun-
tos periddicos de la familia cldsica al caso de los puntos fijos, ya que para
estos pueden encontrarse interesantes resultados analiticos, que ilustran la
complejidad de la dindmica de esta familia paramétrica.

Del eapftulo dos, sabemos que [, ,(x) tiene puntos ljos, on los puntos
donde la grafica de fop (), se intersecta con la identidad o bien cuando la
gréfica de su representacion intersecta alguna de las rectas g(t) = ¢ + a, con
a € Z. Podemos concluir que estos puntos fijos son atractores si la pendiente
de la recta tangente a la grafica de Jap en el punto fijo tiene valor absoluto
menot que uno o repulsores si es mayor que uno (ver ejernplo figura 27).
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Podemos obtener puntos fijos, de dos maneras: variando el pardmetro a
o vatiando el pardmetro b (ver figuras 28)

N

P a5 G
o % ''''' “ // \7
/ / |
D 5=07 £ B=03 / F =04

Figura 28: Variacién del Pardmetro a, con & = 02 fijjo. Variacién del -
Pardmetro b, con o = 0.3 fijo.

Por la manera en que aparccen los prndos fijos, nolamos que f,, (x)
puede suftin bifinreaciones silla-nodo, cinedo incrementamos ol pardmotio b
o cuando incrementamos of pardmetio a. '

Proposicién 14 Sea k€ Z. In el congunto,
b=1k-—al,

del espacio de pardmetros, la familia de Arnold sufre una Bifurcacién Silla-
Nodo. '
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Demostracion _

Veamos en donde se cumplen las condiciones del Teorema 3, que nos
garantiza la bifurcacion silla-nodo. Consideremos Fop(t) una representacion
de fop, Jos puntos fijos de f,, son los ¢ tales que, Ft)=t+k ke Z,

F oty = t+at hsen2mt =1+ k,

k—oa
sen2mt = —wrﬂ, h# 0.
}

Ao £ (1) =1+ b eos 2wl = 1, enbonees;

0 = 2wbcosZnt=2w0v1- sen?2mt

2
0 = 27rb\ﬂ-—- (tﬁ) ,
b

b= (k- a.)Q , b=k~—al#0

de aqul que,

. PP Lo G aby b{}
lalta venilicar que, 197000 /0, AL A

. ' k- a
Flb(t) = —Ar*hsen2mt = -——47721’( b ﬂ) # ()

Por ltimo, verifiquemos que,

OF.o(0) ke
% sen 2wt = # 0,

8Fa,b(t)

 da 170

Clomo observamos ot ¢l siguiente panel, al awmentar b s vaolve a dar
Ia bifurcacion silla nodo, v coutinnando con ¢l incremento de b, ocurre una
cucesion de bifurcaciones silla-nodo, como Jo muestra las figuras 29
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La siguiente proposicién permite producir un diagrama para localizar
todas los puntos del plano de pardmetros donde se produ(,en este tipo de
bifurcaciones de puntos fijos.

Proposicién 15 Sean k,{ € N. Entonces:
(i) Si k—1<a< 21 E~—1<b<a—k+lo
Bl caah I-1<b<—~atk+1-1F,,(t) tiecneA(l — 1) punlos fijos.
()Sz!c—1<a(2’“21 b=a—k+1o '
Zl cg<k, b=—a+k+1—1F,,(t) tiene 4. — 3 puntos fijos.
(m)Sak—l<a<2k1' wktl<b< —a+k+i-1o

2=l < a <k, ~-a—|—k+l—1<b<a—k—!—£[’ab()ticneZ(El—l)puntos
fﬂJ'OS -
-(ﬂ:)Sak—l<a<2k1 bm——a-l-ii—H-lo

el gk, b=a—-k + 1 Fop(t) tiene 4 -~ 1 puntos ffjos.
(lJ)SZk—‘1<CL<2k L —at+k+l-1l<b<lo
ol <o <k, a——k+l<b<l}*—}w()fwn(’élfpumosﬁjos

Demostracion. |
Sean k, ! € N. Para k fijo, realizamos induccién sobre {. Paraz =11
region serfa:

Figura 30: Nimero de puntos fijos en (,l espacio de pardmetros [k - 1,k] x
0,1
Los puntos fijos son los ¢ lales que, Fa,,b(t) =t + n,n €N es decir,
n—a

t+a+bsen2mt=1t+n, sennli= —5

peto |sen 2xtf < 1, enfonces tenemos puntos fijos en las regiones tales que,

|n —al <3,
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y claramente no hay puntos fijos en |n —af > |b], b > 0.

Sin=k, |k—a|>b ysin=k—1,|k~1~al > b Dado que las rectas
(que cruzan Ia region estudiada son b =k —a y b = a — k + 1; asf tenemos
que Ia region donde no hay puntos fijos es si b — 1 < o < 2= 1, entonces
D<b<a—-k+1ysi == % L<a<kentonces0<b<k—a

Analizando todas las mgume& que nos generan estas reclas, por la proposi-
cién 14, la bifurcacién silla-nodo ocurre en estas rectas, entonces si k — 1 <
a < Myb:a——k+1 0 hicn 2’“ 21 <m<kyh-—k—-a Fup(l) tienc
“un punto fijo tangente y cuaudo & — L <a<# L ya kL <bobin
zk"l <a<kyk—a<bF,,(t) tienc 2 puntos ﬁJOS

Pm otroladomk—l <a< 2’” = yb—k—-aobmng%- <a<lky
b=a— k-1, aparece un punto tangcnte entonces F'(t) tiene 3 puntos fijos.

Por ultlmo, sik—1<a< Zkz L k—a < bobien %2 Lca<k a-k+1<
O, como ya ocurrid fa bifureacion silla-nodo, el punto tangente al aumenta
b, se convierten en 2 puntos fijos, és decir I, » (1) tiene ahora 4 puntos [ijos.
Acotando superiornente las regiones obtenemos los resultados

Supongamos que las afirsaciones de la proposicidn son ciertas pam algiin

.
- Demostremos para £+ 1.
Sik—-1<a< %. L v 1 < bentonces —a+k+1—1 < b o bien si
2k 1

<a<kyl<b enton(‘es a—k+1 < b Asi por hipétesis de induccion
F » (t) tiene 4! puntos fijos, es decir F,; (¢) tiene 4{(! + 1) — 1) puntos fijos.

Analizando todas las regiones que nos generan estas rectas, por la proposi-
cién anterior, la bifurcacion silla-nodo, ocurre en las rectas, entonces si
k-1<a< 31“-2-4 yb=a—k+l+lobien Ed <a<hyb=k—a+l F,,(t)
ticne 1 punto fijo mds, distinto de los que ya tenfa | cs docir Fy, (£) tiene
40+ 1) -3ycando k-1 <a < &L ya—k+1+1 < bo bien
Bl ca<kyk—a+l <bF,( ) tienc 2 puntos fijos mas, es decir
Fun (1) tiene 2(2{1 + 1) — 1).

Por otro lado si k — 1 < a < 3‘£~——- y b= k—a+lobien 281 <o <ky
b=a-—k-+1+1en particular Fa (1) tiene 2(2(1 + 1) — 1) puntos fijos,
 pero ademds ocurre otra bifurcacion silla-nodo, '&1111101'11;'(1_(}(} un punto fijo
més distinto de los anterloros es decir [ (t) tiene ahora 4(l + 1) — 1 puntos

fijos ‘ '
Por 1ltimo, si !e —1 < a< 5%——‘-, k—a+1 < bo bien 2'“7 <<
k, a -k &1+ 1 <b enpartienlar £, (0} tiene 2(2( - 1) - 1} puntos [ijos,
pero ademnds ya ocurrio ol hifteacion silla-nodo, anmentado 2 puntos ljos -
Cands distintos de los antetiores, es decir £7{2) tiene ahora 4(04- 1) puntos ljos.

zk-l

31
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Las cotas superiores para las regiones donde coexisten n puntos fijos estan
dadas por lag cotas inferiores donde coexisten n + 2 puntos fijos. Ml '

4
L
4L 3
4L-1 411
Lt 2 5 8 8 8 8
I 221
(el @ & & B 6 6 &
™,
AL aL-y L 4 4 ¢ ‘.
(L) ] 2 2 72 Fg 2
L4 A
K- K 2 e :
a 1 2 3 4 5
A B
P . - _
el
Yy
X
D
a i re 1

Figura 31: A) Numero de puntos fijos en cl espacio de pardmetros
[K —1,K] x[L-1,L]. B) Numero de puntos fijos en el espacio de pardmet-
ros de fa funcién f (x). Secuencia de Bifurcaciones Silla-nodo, con: C) a =
0.5y 0€(0,4], D)a=00ybe[0,4]. '

Observamos en b figra 31 C, D, ol dingranin de bilwreaciones de puotos
fijos fijando @ y variando b. La proposicién anterior nos determina el mimero
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de puntos fijos en un espacio de parsmetios, pero no ol tipo de estabilidad,
ésta la determinan las siguentes condiciones.

Observacién 30 Siq,b satisfacen
' 1
la — ki <8, ybz—(k-—a)2<§

para algin k € N, la funcidn Fup (t) tiene un punto fijo estable (figura 52)

Demostracidn.
Ya sabemos que los puntos fijos cumplen, sen 2wt = kg“,
k- a |
b -

Por ofro lado tenemos gue ¢l punto fijo cs estable si,

{rj,b({') | < 11

|t 4 2wheos 27| < |,

Como,
cos 2t = /1 — sen®2mt, o | o
2 | 2 z
: k—a : ' (k-
1k ‘Zﬂ'b\/l. - ("--T—C-}-) < b, enlonces | 1k 271'4')\/1 - ( ? ”) < 1,
y ' .

- entonees,

- k- a\’ ‘ . b —a\*
dr°b* [ 1 - —5 < Fdirby [ 1 — )
7 (bg_w (k — 65)2)2 <. (:’Jz —{k - (1.)2) .1 '

de esta lorma, obtenemos,

. . 1
V' —(k—0)< ;;-2-”-
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Figura 32: Region de puntos fijos atractores.

Como ejemplo tomemos un punto en la regién de estabilidad {marcado con
nia cti) y observemos ladindmica del correspondionte sistenma dindmico,
fipgura 33.

Figura 33: a == 0.5, b = 0.52, cocxistencia de fijos atractores.

En la regién donde f no cs inyectiva puede darse la coexistencia de atrac-
fores. _ ' . ‘ C

Observacion 31 51 conjunlo

. ' . . i
p-p f@nide-tisn yr-t-afshian

kEw 7 kEny
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determyina los valores de pardmetros para los cuales la funcion F tiene dos
punios fijos estables (y dos punios fijos inestables) figura 34.

£

4

/ NN/ N/

Figura 34: Regiones de biestabilidad de puntos fjos atractores.

Como ilustracién tomemos un par de pardmetros en alguna de estas 1e-
giones donde coexisten dos fijos atractores y observenmos Ta gréfica del endo-
merfismo conrespondionte, fipura 35

Iignra 35: Coexistencia de fijos alractores def, , con paramelios o = 0.5,

bh=0.52..

iera de la region de endomorfisios monétonos crecientes puede ocurrir
otro lipo de bifurcacion. Eu las fignras siguientes vemos grificas de fun-
ciones en la primera (figura 36) y segunda iterada (figura 37), en la regién de
estabilidad dada por la proposicion 30, en ¢l limite de ésta y fuera de ¢sta.
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~

Figna 360 fou(e) 0 AY b= 0.3, 13) b= 035, () b =04

IMigia 37; .}"'f;b(:a,) DAY L =03, D) b= (030, () b= 004

Obscrvamos gue el punto fijo atractor se vuclve 1cpulsor, pero aparece
una ébita peridgdica de perfodo dos; ya que anteriormente teniamos que no
puede haber solamente puntos repulsores, por lo cual debe de aparecer algin
punto de perfodo mayor que sea atractor. Lo anterior es la bifurcacion de
doblamiemto de perfodo y tenedor {ver capftulo 1).

Proposicién 16 Para cualquier k € Z, sobre el conjunio

. 1

P — (ko) =—
m

del cspacio de pardmetros lo lancion de Alnnl(l .wff(' una Bifurcacion de

Doblamiento de Periodo.

Dernostracion. .
Veamos en donde se cumplen lag condiciones del ‘Teorema 5, que nos
garantiza la bifurcacion doblamiento de perfodo. Tenemos que los puntos
I,

fijos cumplen, sen2nt = "T ()11,1 comdicion es que 17, (8) = - 1, entonces,
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v, (t) =1+ 2mbeos2nt
=1+ 27by/1 — sen?2nt

= 1 2mby 1~ (52)7 = 1

et onees,

¥ —(k-a)? =54

' 2 ! 2 !
Verifiquemos que : (F2,(t))" = 0, (F2,6)" #0, .ﬂf_uézL”)_.% 0y 8_@,3;(_:5)1 .

0. Como,

[

.l

(t) = £ 2a + b sen 20t + b sen 20 (8 4 a -+ b sen 2ml)

- entonees,

(Flo(t)) = 14 2rmbcos2nt+ (1 + b2x cos2mt) 2rbeos2m (t+ a + b sen 2nt), |
(Ff,b(t)) = —(2n)? bsen2mt + (-~ (271)‘2 bsen2mt) 2xbcos 27 (t 4 a + b sen. 2mt) -

(1+ 27b cos 2mt)? (2r)2 bsen2m (£ + a + b sen 2mt) .
= —2b (277)_2 sen2rt — b (2m)? sen2nt cos 2rt — b (2m)* cos® 2mtsen2it +
2 (27 0% cos 2mtsen2mt
we B (ki ~ ) - 8’ (h = a) - |G (k= u)==1)

(F'f.,,(t))m = —2b(27)° cos 2t ~ b (2m)" sen®2mt + 02 (27)" cos? 2t
b (_27r)5 cos® 21t + b (27)° 2 cos 2mtsen2nt

= 1677 — (21)" (k ~ a)? + 1677 + 3202 + (27m)" (k — a)® = 6472 # 0.
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b

= 2mcos 2wt + (27 + 8x°bcos 2nt) cos 27 (¢ + a + b sen 2wt} —

(14 27b cos 2nt) 27b sen 27 (t + a + b sen 27rf) sen 2wt
2reos2ul | (2m 4 Brtheos 2at) cos 2n (f 7 (iz-"i)) -

2mh sen 2w (L4 a + b (552)) sen 2t

y por tltimo,

a(#n)

e

A cos 2wt + 872 cos sz‘ - 2absen 2t

Am (-—‘—~) + 8rh (-;5) 4- 2mh (i -+ (;f—b)z)
—4wzf;|—87r(2;:,:;22w3fj b2k 47r+2::bz+2 % 0

— (1 4+ 27b cos 2mt) d7?b sen 2 (£ +'a + b sen 2mt)
—472 (1) sen 2 (t+a+0(52) B
Am?h sen 2w (1 + k) = 4r%hsen 2ml = An/722 41 # 0.0
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6 BIFURCACIONES EN SISTEMAS CON
PARAMETROS.

Sea fy 18~ S, una familia de endomotfismos de prado wno de la cirennfor-
encia que depende de un veclor de pazdmetros A = (A, .., Ag)

f/\ . JS! i AS»

6.1 Lenguas de Arnold en la Familia Clasica.

Si la familia {fi} consta de homeomorfismos o al menos endomorfismos
monotonos de grado uno, podemos definir las lenguas de Arnold de la sigu-
rente manera:

Definicidén 36 Dador € R, la lengua r, que denotamos por L, , es el conjun-
to de puntos X, en ol cspacio de pardmetros, tales que of mimero de volacidn,

p([a), s wgual ar,

Lo ANzl - r)

172n

14 13 142 a3 3id

Figina  38: Lenguas racionales para Ia fanilin ddsica f,(w) =
(- a+ bsen2rz)mod L, cona € [0,1] y b < 5.

Como ¢l nidmero de rotacion depende tinicamente del endomorfismo f,
tenemos que estas regiones (lenpuas) del espacio de pardmetros no pueden
intersectarse. Si A esta en la lengua Lﬁ, tencmos que fy tiene drbitas per-
idlicas, de poerfodo g y envolvencia p (ver corolario 3) y toda drhita periddica
do [y va a tener necesarinmente esta misma caraclerfstica (i, p).

En la figura 39, observamos In dindiea de ta Tamilia cldsica, en ol toro y
en la civennferencia, con pandmetros (1, 0) quo pertenccen a las lenguas L% b
L. '
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~ a1
Az
A B
E 3, B
a, ( \
o D
T L I ’
/ T T
' o 3
. a,
| I — a,
E F \'\.N__*,
q, 833, f, 3y _
a'l
a
e 2 My
iy
G : H r
r T fa T, ts 33 'a

Figura 39: Pardmetros en L1, o = 0.3}, b = 015 A) Orbita atractora
cn el toro. B) Puntos de perfodo tres atractores en S, C) Puntos fijos do
_/'3 (), D) Puntos atractores y repulsores de f7 () en S. Pardnetros en L 1

= 028, b= 0.15 E) Orbita atractora en ¢l toro. F) Puntos de perfodo
(lmlm atractores en S G) Puntos F]os de f"( 3. 1) Puntos dirrl(“rorm y

1epudsores en S,
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En los ejmplos anteriores, vimos que, para los valores de los parametros
considerados, sélo existen dos orbitas periddicas, una atractora y la otra
repulsora, ol siguiente resultado de Jacobson [2] nos da una cota para ol
wimero de drbitas periédicas que puede tener cierto tipo de funciones.

Teorema 18 Un difeomorfismo de la circunferencia,
f(.!‘,)\) =T+ ¢($>}\)

para el cual la funcon engular ¢{-, X)) ¢s un polinomio trigonoméirico de
grado n > 0, tiene a lo mds 2n drbitas periddicas.

ol Leoternn anterior y fas siimulaciones compulacionales, sugieren que Loda
Jop con (a,d) en la lengua L{E de la familia cldsica, toda funcién f,, ticne una
arhita periddica atractota y otra repulsora de caracteristica (q, p), exeepto en
b =) donde, por tratarse de uua rotacidu, todas lag drbitas son periddicas
de caracteristica (g, p).

6.1.1 Escalera del Diablo.

Hemos analizado la familia cldsica y el efecto que causa la variacién de los
pardmetros a y b, sobre las graficas de funciones cn el toro y de sus repre-
sentaciones, la dindinica en ¢l ofreulo y las lenguas do Arnold.

Anaticemosg ahora ol electo gue tiene variar solamente al pardmetro a lo

large de la recta b = conslante Eu la fipura 40, graficamos el mimero de
rotacion en funcidén del pardmetro a para un valor fijo del pardmetro 0.
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Figura 40: Grafica del mimero de rotacion variando o € [0,3] v fijando b =
0.159.

A este tipo de graficas se los llama Escaleras del Diablo. El sigu-
iente teorema de Michael Herman [21] nos ayudarsd a comprender mejor las
propiedades de la fipura 40.

Teorema 19 [22/Sea p,(a) = p(F.p) donde F,,(t) =t + a + bsin2nt, en-

tonees,

(i) pyla+ 1) = pyla) + 1.

(ir) p, - R>R es continua, mondtona creciente y p,(R) =R

(1ii) Si py(a,) € R~ Q entonces p, es estrictamente creciente en a,.
(iv} Sib >0, p;i(s) es un intervalo de interior no vacto.

(v) K =R~ Int(p;(Q) ) es un conjunto de Cantor,

Demostracidn. |
(i) Tenemos por la proposicién 13 (ii),
pplat+ 1) = p(Fasrp) = p(Rawr 0 Fop) = p(R1 0 Ry 0 Fyp)
Lt p(Reo Fop) =1+ p(Fup) =1+ pla)
(11) La continuidad de py, estd dada por la proposicidon 10, ahora como

Pe t BB,y () = 0, p(1) = | por ¢ feotema del valor intenedio
p(R) =R. -
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Demostremos que p, es mondtona creciente. Sean a; < ag, Fy(t) es
monodtona creciente respecto al pardmetro a, entonces
ot Fap p{t)
. , . b
oplay) = lim 2 < lim _,2.2_?;..._

—o0 T n-—00

= pf:(a'é)

es decir, p es mondtona creciente.

{i) y () Ver lema 7.

(v) Tenemos que K es cerrado. Demostraremos que el interior de K es
vacfo. Dado gy € K yv U cualquier intervalo abierto que contiene al punto
ag, existe py, (a)) < py (ay) tal quo g, (ai), gy, (a2) € p{U)

i Ié € (py (), py (az)) cntonces py ](fqi) € U, ya que p, cs moudlona
creciente y p‘“l(-;f) ¢ K ya que no puede contener un intervalo en ¢l que p,
seca racional. Por lo tanto, el interior e K es vacio

Demostremos que no existen puntos aislados en K. En cada intervalo
abierto que contiene a gy existe p, '1(‘;—’) C V intervalo donde p, es racional y
los puntos extremos de gy (E) son elementos de K.

Asi pues, tenemos que K es un conjunto perfecto y totalmente discontinuo. B

Del resultado anterior sabemos que ,ob‘l(f;) es un intervalo de interior no
vacio, es decir los cortes transversales con b = cte de lenguas racionales
ticnen interior no vacio, una estimacion para ¢l ancho de cllas a una altura b
esta dada por ef siguiente resultado |24,

Teorema 20 Sva o) un hormeomorfisimo de grado wno que preserva ot
a,b g

entacion en la familia cldsica. El ancho de la lengua Lg a la altura b no
excede o Cb?, donde C' es una constante positiva
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Ejemplo 14 En la figura 41 A, podemos verificar que L% tiene una anchura
igual a Cb con C = 2. Tenemos una cota para la anchure de las lenguas a
una alture b, ahora podrfamos preguntarnos por la medida del conjunto de
puntos en una seccidn transversal que no estdn en las lenguas racionales.
Enla figura 41 B, C, D, E, F, G, veremos como cambia lo medida de estas
secciones cuando b tiende a cero.

10
{0
P ol

0.8
07
Gg
0.5
045
Gar
021
011

f

1 i H 1 ] | 1 | 1 1 1 1 i ! { 1 | |
B 00 0102030405060708090130 COU 010203040508607080910
bh=0159 a B=G13 a
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Figura 41; Langua Ly y graficas de p(a), fijando el pardmetro b en el valor
indicado y con a € [0, 1] ' :

Lo que observamos en el panel de la figura 41, es que la medida de los
punlos que no estdn en alguna Lz. tiende a uno cuando b tiende a cero,

esto ha sido expresado y demostrado por Armold [1] ¥ Herman [21] en los
sipriontes 1esultados

Teorema 21 (Arnold ) Sca 17; = {{a,b) : a € [0,1],0 € [0, 3], tal que
J(2) es analfticarmente conjugada a wna rolacion drractonal}, enbonces,

1 P8

=1,
Bs0)

donde m es la medide de Lebesgque del conjunto considerado.

Teorema 22 Sea EY = {(u,0} : a € (0,1],6 € [B,£], tal que f(:r,) es




analiticamente conjugada a una rotacidn irracional } entonces,

I
. ol

lm% -1—(—)- ={).

B 5o — B

Fl siguiente resultado por Herman es también muy interesante
Definicion 37 Dados u, v € {0,1} y b fijo sea,

M{b,u,v) =m{a€ [u,0]: fap es C'% — conjugada a una rotacidn ?lfmcionaﬂ} .

Teorema 23 Para cualesquicrau, v € [0, 1} tales que p () # p,(v), se liene
que M{b,u,v) > 0.

Herman generaliza el Teorema 21 para conjugaciones no analiticas.
Sea fija § > 0 pequefia (8 < 10710 y 7' > 3 8 = 24.

Teorema 24 Scar > 2420 y {{F, 1), }ren una sucesion de represenlaciones
de C" — difeomorfismos de lo circunferencia tal que (F,y), — Id en la
C#+28 _topologia. Entonces

MFE, ) =m{ac[0,1]: Fyy es C717 — conjugada a una traslacion wrracional} — 1

es decir, la medida de lebesgue del conyunto considerado tiende a 1.

6.2 Lenguas Racionales (Regiones de Sincronizacién)

Las Lenguas de Arnold estan definidas en téamtnos del nrtmero de rolacion
y pierde sentido cuando entramos a una region del espacio de pardinetros
donde of mimero de 1otacion no estd definido. Por ejemplo, para la familia
clasica esto ocurre cuando b > ==, ya que en esta regién las funciones no son
inyectivas.

Algunos autores han ofrecido generalizaciones del concepto de lengua
(e.g.: Glass y Belair. Continuation of Arnold Tongues in Mathemaotical Mod-
cls of Periodically Foreed Biological Oscillations [15]) para abarcar regiones
mas amplias del espacio de pardmetros, cn las que el problema cientffico de in-
terts requicre ser analizado, pero el mimero de rotacién no estd definido para
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las funciones del modelo. A continuacién nosotros extenderemos el concepto
de lengua de una manera natural y wtil para poder realizar las aplicaciones al
estudlio de osciladores periodicamente forzados que se discutirdn en el capi-
tilo 7. Fsta generalizacion (Guzmdn, Caerrillo y Ongaey. Dindmica de las
Heraciones de lo Funcion de Arnold [19]) no estd restringida a homeommor-
fisinos sino que aplica parva definix las lengues racionales de cualquicr familia
[mi andtiica e funciones.

Definicién 38 R,, esla cerradura del conjunto de puntos, A, en el espacio
de pardmetros, tales que lo familia pardmetrica de funciones de la circun-
ferencia, [y, tiene une drbita periddica alractora de perfodo g y envolvencia
p. Al congunto R, scle lama lengua racional { o region de sincronizacion)

q:p.

Figura 42: Lenguas Generalizada Ry,

Una ventaja de las lenguas racionales es que son accesibles computa-
cionalmente. El teorema que ofreceinos a continnacion (Guzmdn, Carrillo y
Ongay. Dinémice de las Heraciones de lo Funcicn de Arnold [19]), permite
el diseno de algoritmos para el cdlculo de lenguas racionales, basados en la
determinacion munérica de drbitas poriddicas.
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Teorema 25 Sea f un endomorfismo de grado uno de lo circunferencia. [
tiene una Grbita de caracteristica (q,p) st y sdlo si pare toda representacion
continua F y todo entero positivo n existen t € R ym € Z* tales que,

ey = () = () = [ (0], (10)
m—n=gq, Y

U™ (0] = (0] =

Demostracion: _

Dada una representacién continua F' de f , la érbita @ de caracterfstica
(g,p) implica por el teorema 10, que existe 7 € Z, dependiente de F, tal
que, '

Fa(t) =t +m,

para todo t € 774 (O) vy T = pmod ¢. Entonces, dadon € Zt ym=n+gq
tenomos que, '

Fr(e) =[] = I ))-—- [F1 (7 (1))

= F'(t)+m— [F"(t) + ]
= F(t)+m— [P -7
i) ~ [F”( JIe

pues F(t) € 71 (O0) . Ahora,
[F™Of = [F ()] = [FE@)] - )
= [P+ - ) =

Recfprocainente, st para alguna /' se cumplen las condiciones  dadas por 10,

Fra(t) — [ ()] = F(t) - [P(0)],
nuplica que,

P = )+ ) - )

' = F"(¢) +m,

con p = mmodq y de esto se sigue por el teorema 10, que f tienc una orbita
peritdica de caracteristica (g, p).M

En la siguiente Figura se puede obsetvar otras regiones de biestabilidad
en cl espacio de pardmetros. ' '
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Figura 43: Lenguas Generalizadas.

Observacion 32 Los experimentos computacionales y el andlisis que hemos
hecho, nos hacen pensar que: Dadas dos Lenguas de Arnold Generalizadas
th P RQQ e ) )
(1) Para todo B, B2 se tiene que Ryyp, N Repyp, # B, es decir pueden coesistir
- atractores perdédicos de distintas caracteristicas. : '
(1) Ningin valor en el espacio de pardmetros cumple que, Ry .p N Rgppy D
R'?aim # § pare % # 1;‘;2 + I;%

6.3 .Lenguas de Boyland

Consideramos una familia, f, de endomorfismos de grado uno y su corre-
spondiente intervalo de rotacion I (fy) = [py, pa)- Bnsu articulo “Bifurcations
of circle Maps: Arnold Tongues, Distability and Rotation Intervals. Com-
mun. Math. Phys” {5/, Philip L. Boyland define las siguientes regiones en
el espacio de pardmetros: ' :

Definicién 39 La region T, (Lengua de Boyland) consta de agquellos puntos
A en de la lengua T, donde el intervalo de rotacidn contiene al nidmero real
T

T ={\:rel(f)}.
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Las regiones S1, y Sa, de Boyland constan de aquellos puntos A en el espa-
cio de pardmetros donde uno de los extremos del intervalo de rotacidn es el
nuimero real T :

Si,f‘:{(aﬂb) = (fa,b)}: Z=1>2

073
0 Ta 1
073
BBy
B35
B 51550 5900
0 1

Figura 44: Lengua de Boyland T3 y regiones Sy /3, S22/, para la Familia
Clésica ' :

En la zona de homeomotfismos L, = 7, y si » ¢s racional las lenguas
racionales coincidan con estas lenguas (Lptg = Byp = Tprq) Eler‘a de la
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zona de homeomorfismos, las lenguas racionales R, son subconjuntos de las
fenguas de Boyland: R, C T,

Observacidn 33 Los puntos en la wilerseccidn de las reqiones S, y Sas,
con v, s € R v < 8, tienen ilervalo de rotacidn ['.r', .s'] )

Por ejemplo, en la siguiente figura tenemos cl caso para regiones en
lenguas racionales, la regién sombreada, denota los puntos donde el inter-
valo de rotacion es [E, 2.

0737,

] T T3 1

Figura 45: Bl intervalo de 1otacién, de la region de interseccidn entre Ty y
Thga, o5 [1/3,3/4).

6.4 Familias Biparamétricas

Generalizando las propiedades cualitativas de la familia clésica, Boyland [5]
considera la familia, f,4, de endomorfisinos, de grado uno, de la circunferen-
cia, con representacion continua F 4

Foolt)=t+a+bp(t)

dondet,a € R, b e [0,00) v p(t) es tal que:
1 p(t) continua y periddica de perfodo 7, tal quer maxp(f) = 1 =

—minp(t),p(0) =0=p(1).
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2 fau s un endomorfismo mondtono creciente para b < -2%-
3. j(r,,b € A, para todo & > B

A. Para 0 < b < 5=, F1 (1) # R, sieapre que p{f,.) = p/a.

21r ! u b

Teorema 26 Sean v un nimero real arbitrario, o irracional y 5 TaCIONal.
(1) Para i = 1 o 2, las funciones ®;, y \Iff,.;z son Lipschitz con constante
K =1 _ _

(it) o, < By ,, (I>2|§ < ‘I’l,% y 11’2’5 < qjl'?f Cuando b > 0, ‘I’l,,;: < (I)l,*:;;
(I’z,g < ‘I’z,g- '

() T, = {(a,0) : @, () < b < By, (5)}

Demostracidn
(i) Fijamos un L. Probaremos los resultados para & .

SUpoNgamos que existe un by, donde &, 2 no es LlpSChltZ con constante

1, entonces existe un b, tal que, los puntos (bo, @1,5 (b0)> Mg (bl,@l,fé (bl)) .
estan en una linea con pendiente 7 > 1.

Supongamos sin pérdida de generalidad que, <I>1,;§ {bp) > (I)L‘? (b)) . En-
tonces existe un ¢ com,

Mby +T =y 2 (bo), ¥y by +T = D12 (b1)
.Sgean m = % Ve= —-%, tenemos que,
mby + = Py {tn), v mly - ¢ = by (b)) .
Ahora como |m| < 1y [p{£)] <1, ciertamente mp () > —1 y tal que,

fPl 2 (bl) (1)1,,;: (o)
‘1’1 2 (bo) — Dy 2 (1)

mp (T
Por lo tahto, tenemos que,
L @y (Bo) + (b +)p (1) < L+ By () + (70, +2) p (1),

lo cual nos dice que, Fy,0, 2 (bo) < Fy 0 2, 2(01) )y tal que F o 9. a(hn) < F1 1. 2 (01)
Teneros que, ' '

md q
Ipl,hn,‘l'?1 2 {ba) < Fl,b;,4’1 p{b1)?
.0y vy
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< Ryvy I

por ¢l lema 7, pero por definicion F b0, 1 (ho
2

1,64 "I)I.E{b')

P
7 =
7 (Fi,bu;‘l’l,ﬁ(bu)> < q“

lo cual es una contradiccién. La demostracién para las demés funciones es
similar.
(ii)Primero mostraremos que,

) < By,

entonees,

Uze < Oy,

Para simplilicar notacion evitaremos Ia dependencia de ﬁ, hagamos p (I9,,) =
p (@, b) . Supongamos lo contrario,

\[;2 = (I)],

como @y, es el maximo valor de a, con p, {a,b) = £, nsando la monotonfa de
£y, tenemos que, :

§=p1(¢1(6>,b)<p1(%(b>,b>s,o2<%(b),b)= ,

una contradiceion. La demostracion para $,» < ¥, 2, Py 0 < Py q.
’q E L i)
(iif) Para 1 = 1,2, elegimos (a,d) con (D) < a < D (D). & () > «
tnplica que,

a < p {0 (0),0) > p(a,b).
 Similarmente, @ (0) < a implica que, '

a < py{a,b)
tal que o € p (Fap), es decir, (e, 0) € T,

Ahora como P, (b), es ¢l méximo a, (sir es irracional, es el dnico), con
p1 {a,b) = o, tenemos que,

a > $ (1),

implica que p, (a,0) > «, tal que o ¢ T, o (a,0) € T,. Similarmoente, o <
Py (b}, tambicn implica que (a,b) ¢ 7,1 o :

Una consceuencia del ema 7, es el siguiente lema, que describe las con-
vergencias de las funciones dadas por o lema 7: o :
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Figura 46: Funciones ®; 2, ¥, 2'y ®; 4.
T g " !

Lema 8 Sean p/q,a y v racional, irracional y un nimere real arbitrario,
respectivamente.

(15) Parar > p/Qy (I).I,T' \ (I)l,p/q: Y ®2,'r \1 \IIZ,p/'q'

(11} Paro.v < pfq, ©1, /W) g0 ¥ Pay /Py

(1) Purar > yi=1,2,d, N, P,

(w) Parar <ayi=1,2,9, /P

Usando la continuidad de las funciones, sean r,s € R, p/q, m/n € Q, con
r>p/q > s >m/n En cada uno de los siguientes casos existe un b > % tal
que, lo siguiente se cumple:

(i) s, (b) = @1, (8).

(11) Waprg (b) = @14 (B) .-

(i) Wy sy (0) = $a, (D).

Eiv) U (8) = Wy (B).
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Figura 47: Cruces de las lengu'a,s de boyland

Proposicién 17 [5]Sea o« € R-Q, p/q € Q.
(i) Sip(x) es C? entonces para b > 5=, $po > &y 4. :
(ii) Sip(x) es C! entonces dado un p/q, existe by > = tal que,

lI’rl.p/q (b) = Q)B,p/q (b) )
q’h?l/ff U’) == "I’z,p/q (b) ’

para ) < b < by.

Finalmente, tenemos las lenguas de Boyland.

Figura 48: Lenguas de Boyland en [0,1] x [0,1] .
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7 APLICACION AL ANALISIS DE UN
MODELO MECANICO DE NEURONA

En varios campos de las cicncia se estudian fendémenos en los cuales se dan
comportamientos periédicos, pues después de clerta evolucién el sistema re-
torna a su configuracién original. A tales sistemas se les conoce como “os-
cibadores”, Un problema lundamaontal de la teotfa de osctlaciones no lineales,
es Investigar la respuesta de estos osciladores a un forzamiento periddico. En
algunos de estos osciladores os caracloristica la existencia de algin proceso
de acumulacion que hace gque una magnitad, W(1), crezsea hasta alcauzar
un valor wnbral, W, al rebasar este wmbral, el sistema produce una stibita
descarga para liberar la magnitud acumulada W,y ¢l proceso se repite una
y otra vez de la misma forma. Existen dispositivos mecdnicos, circuitos eléc-
tricos, sistermas hiolégicos y muchos otros sistemas no lineales en los que se
prescuntan este tipo de fendmenos. A este tipo de sistemas se les conoce como
osciladores de integracion y disparo o osciladores de relajacion.

En este capftulo analizarcmos un dispositivo mecdnico que constituye un
‘modelo de neurona apropiado para estudiar las propiedades de sincronizacion
y 1espuesta cadtica de una neurona sujeta a una estimulacion pericdica. En la
secuela veremos que las propiedades dindmicas de esta nenrona mecdnica se
pueden conocer estudiando las iteraciones de una funcidén de la cireunferencia
y aplicando la teorfa cualitativa discutida en los capftulos anteriores.

Con el fin de producir un contexto, antes de discutir la neurona mecdnica,
recordaremos algunos antecedentes histéricos de los modelos de osciladores
de integracién y disparo y ILVlSclICIIlOb algunas propiedades basmab de las
células nerviosas, que ellos modelan. '

7.1 _Osciladbres de Integracién y Disparo.

Raleigh (1896) y mds tarde van der Pol (1928), usaron ccuaciones difexen-
ciales de segundo orden para estudiar las oscilaciones de sistemas no lineales.
Raleigh-ostaba interegado en las vibraciones que ticnen ngar en algunos in-
strnentos musicales (e.g.: una boguilla de un clarinele o la cuerda de violn)
y van der Pol en circuitos eléctricos con tubos al vaclo, principalmente. Bal-
tasar van der Pol propuso la ecuacion,
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¥4 (v —1) v 4wt =0, {11)

y observé que las oscilaciones del sistera convergen a un ciclo limite que es de
tipo senoidal, cuando o es pequefio comparado con w, pero se aproxima por
una onda cuadrada cuando « es grande, que van der Pol Hamé oscilaciones
de relajacion. Los osciladores de relajacion son adecuados para sistemas de
coutrol, en los cuales un estimulo debe producir una respuesta de amplitud
fija pero frecuencia adaptable.

Un ejemplo de oscilaciones de relajacion es el latido cardiaco: cs conocido
que cada contraceion del ventriculo s desatada por un impulso nervioso gen-
erado en el nodo senoatrial que primero produce la contraccién de la aurfcu-
Ja. van der Pol y van der Mark propusieron un circuito eléctrico (compuesto
de una parcja de osciladores de relajacion) como un modelo cualitativo del
modelo cardiaco. Ellos 1eportaron que por ajustar el acoplamiento de un
oscilador a otro, estimulaciones convincentes de ambos latidos cdrdiacos de
ciertos desdrdenes fueron observados.

Una conexién entre las células nerviosas y las ecuaciones de van der Pol
fue descubierto independientemente por FitzHugh (1961). FiztHugh sugirid
una variante de la ecuacién de van der Pol como una simplificacion del exitoso

modclo de respuesta del nervio dol axdén desarrollado por Hodgkin y Huxley
{1952} quicnes, por este trabajo obluvicron ¢l premio Nobel de Medicina y .

Fisiologia en 1963, abriendo un horizonte de investigacion que sigue vigente
en la actualidad.

Adermnds de los impulsos nerviosos de las neuronas v los latidos del corazon,
existen una gran variedad de fendmenos, observables en diferentes escenarios
de mnterds cientffico o teenoldgico, que pueden ser considerados osciladores de
integracidn y disparo. En fodos estos sistemas se observa:

(1) La presencia de algun proceso de acunudacion lenta y descarga en una
cscala de tiempo mucho més rdpida;

(2) Este proceso ¢s concomitante a fendmenos de excitabilidad y oscila~
ciones no lincales (de relajacion). :

(3) El proceso se repite siempre de una misma manera y constituye un
estercotipo genérico del sistema '

{1) Por su brevedad respecto al proceso de carga of proceso estercotipico
puede ser considerado instantdneo y entonces la evolucion del sistema puede
deseribirse por la secuencia de tiempos {1, } en que estos eventos instantancos
QCUreil.
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7.2 Estructura y Funcién de una Neurona.

Entender el funcionamiento del sistema nervioso es uno de los proyectos mds
ambiciosos que ha abordado Ta comunidad cientifica. La Neurociencia in-
volucra diversas disciplinas: desde las que adoptan una visién integral de
sus capacidades, como la Filosofia, la Biologia Evolutiva, la Sicologia y la
Medicina, hasta la Genética, la Bioffsica y la Fisicoquimica que analizan sus
componentes estructurales en escalas microscopicas, que varfan desde unas
cuantas células hasta dtomos individuales. '
Los drganos que integran el sistema nervioso estédn formados por ¢l teji-
do nervioso, ol cual, a su vez, estd formado por colulas altamente especial-
izadas en la conduccidon de impulsos eléctricos, denominadas neuronas. Iox-

isten ademads otras células de menor importancia fisiolégica, llamadas células

gliares que constituyen la neuroglia y sirven de sostén y proteccion de las
neutonas. Kl cerebro humano tiene del orden de 10! neuronas
Lias neuronas estén formadas por tres partes fundamentales que son: cuer-

po celular o soma, dendritas, y azdn. El cuerpo celular o soma tiene una

forma mdas o menos esférica o piramidal, que presenta un nucleo grande, con
un nucleolo prominente, en donde actiian los mecanismos biogufmicos sinteti-
zadores de enzimas y ocurren los demds procesos esenciales para la vida de la
célula. Las dendritas o prolongaciones cortas son los delgados brazos que se
ramifican profusamente, formando una red quie rodea a la célula constituyen
los canales fisicos principales por los cuales la neurona puede recibir senales
provenientes de otras células. El axdn es una fibra cuya longitud puede vari-
ar ¢n el rango de milfmetros a metros y es el camino por el cual viajan las

senales que la neurona envia a otras partes del sistema nervioso. Sinapsis

es el nombre que recibe la unién entre dos neuronas. La comunicacién a
través de las sinapses se produce por medio de agentes quimicos Hamados
neUrotransmisores.

El “disparo” de un wmpulso nerviose depende de la actividad simultdnea
de cientos de sinapsis en la neurona receplora. Algunas sinapsis son excitato-
- tiag: promucven que se dispare un impulso; olras son inhibitorias: ¢ancelan
las seriales que de otra manera excitarfan a la célula.

7.2.1 Exitabilidad

El impulso nervioso se desarrolla como respuesta a una estimulacidn eléctrica
de cierta magnitud minima, lamada wmbrel También se le conoce como
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potenciel de accidn. Suele originarse cen el cuerpo celular en respuesta a la
actividad de las sinapses dendriticas. Al iniciarse, el voltaje a través de la
membrana del axén aumenta localimente (en Ia base del axén).

El fundamento fisico-quimico del impulso nervioso estd en las diferencias
de concentracién de los iones de sodio y potasio a ambos lados de la mem-
brana. Esta situacién crea una dilerencia de poteucial de aproximadamente
-70 mv (milivolts), negativos con respecto al exterior de la célula, que se
conoce como potencial de reposo. El fendmeno se observa midiendo la activi-
dad cléctrica en un punto cspecifico del axon, utilizando un osciloscopio. El
paso de un mmpulso nervioso se manifiesta como un pico de voltaje, lamado
potencial de accidn. En la preparacion clasica del axon gigante del calamar,
durante el punto de accidn, el voltaje a través de la membrana celular crece
bruscamente desde -70 mv hasta +40 mv, aproximadamente; luego decrece
hasta unos -90 mv para después recuperar lentamente ¢l nivel original de -70
my. Esta dltima etapa, en la cual se recupera el voltaje de reposo lenta-
mente os llamada periodo refractario, pues mientras dura, no es posible que
so registre otro pico de voltaje. Todo ¢l proceso dura de 1 a 2 milisegundos.

El potencial de accidn es un mecanismo eficiente en términos de la trans-
misién de informacién ya que no permite que la sefial se deforme o se amor-
tiglie, pues se propaga como una onda viajera (amplitud y forma fijas).

7.2.2 Respuesta Periddica

Las neuronas son capaces de generar potenciales de accidn con frecuencias
muy diversas, desde menos de uno hasta varios cientos de disparos por se-
gundo. Esto es muy relevante porque todos los impulsos tienen la misma
amplitud, y por lo tanto la informacién que transmite una neurona esté on-
criptada en ol nimero de sefiales que se producen por unidad de tiempo.
Fista codificacion en frecuencia implica que, por lo menas en algunos casos,
un estimulo maés intenso es traducido en una mayor {recuencia de dispato: la
neurona actia como un transductor. En ausencia de estimulacion externa,
algunas células nerviosas (marcapasos neuronales) pueden responder espon-
tdneamente con una rafaga o tren de potenciales de accién que se repite
periddicamente y es conocida como actividad ténica. Esta actividad téni-
ca puede producirse tamnbitn, al aphcar una cottlente coustante, cn ctlulas
ordinarias y se observa experimentalmente que la frecuencia de la respuesta
ténica es una funcidn creciente de la intensidad del estimulo aplicado.
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7.3 Neurona Mecanica

El voltaje a través de la membrana celular es una variable fisioldgica itnpor-
tante. El fenémeno de excitabilidad de las células nerviosas se caracteriza
port 1) la existencia de un potencial de reposo y un potencial umbral por
debajo del cual no hay respuesta activa; ii) una respuesta del tipo todo o
nada y un iii) periodo de recuperacion o perfodo refractario dentro del cual
no es posible descargar ninglin potencial de accidn. :

El dispositivo mecanico, conocido como “la neurona mecdnica”, reproduce

estas tres caracterfsticas. Este tiene un comportamiento que es cualitativa-

mente andlogo al de una célula nerviosa.

7.3.1 Oscilaciones Libres de la Neurona Mécanica

La neurona mecdnica [6]consiste de una balanza o sube y baja que en uno de
sus extremos tiene un contrapeso fijo que toca ¢l plano horizontal y del otro

Jado un reciplente con agua la cual est4 siendo vertida a una razdn constante.

Cuando ¢) peso del agua on ol recipicnte os mayor que el contrapeso, ¢l brazo
de la balanza de lado del recipiente desciende hasta el piso, asi el agua se
vacia instantdneamente, luego, el brazo del contrapeso vuelve a bajar y el
pProceso reinicia.

Figura 49: Neurona Mecdnica.

En la analogia de la neurona mecdnica, las variaciones del potencial de
membrana de la célula se corresponde con las variaciones de la cantidad de
agua en el recipiente de la balanza y los potenciales de accidn quedan rep-
resentados por las descargas del recipiente. Iin este andlogo mecédnico se

manifiestan descargas “todo o nada”, umbral de disparos y perfodo refrac- -

tario.

(10



7.3.2 Oscilaciones Forzadas de la Neurona Mécanica

En la neurona mecénica se verifica también la actividad ténica que tienen las
neuronas en respuesta a la aplicacién de una corriente constante y, como en
s neuronas biologicas, I frecuencia de Ins dosearpas crece con Ja intensidad
de la corriente aplicada. Otro asunto de interds bioldgico (para comprender
ol cfecto que tiene la estimulacion de una célula sobre olia) es cstudiar la
forma en que s neuronas responden a un estimulo, que ya no es constante,
pero varfa de una forma regular predeterminada (periddica). Esto implica
conocer las series de tiempos on los que 1a eélula producird los potenciales de
accion en respucsta al estfmulo externo.

El estudio de andlogfas, como la neurona mecdnica, es de gran impor-
tancia cientifica. El estudio de modelos simples es de gran ttilidad para
el andlisis de problemas complejos, como el estudio de la respuesta de una
newrona a una estimulacién periadica Gracias a los resultados que se han
obtenido estudiando sinples analoglas, se ha podido avanzar en la compron-
sion de los diferentes tipos de respuesta que la eélulas pueden tener ante la
aplicacion de difarentes estimuilaciones.

Para estudiar ol problema ded forsaniento periodico, consideretnos la mis-
1ma balanza, pero ahora con un elevador debajo del recipienie de agua. Las
descingas de agua se producen ahora adiferentes alturas, segiin la posicion
en gue esté ol elevador en el momento que estas se producen, subiendo con
diferente cantidad de agua, de manera que los ticmpos entre descargas con-
secubivas serdn diferentes.

Figura 50: Neurona Mécanica Forzada

Nos intoresa ol caso en ol que se aplica un forsamiento periddico al el-
cvador Se tiene entonces T interacion de dos osciladores; que Lienen dos
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perfodos naturales dilferentes, y naturalemente surge el interés por investigar
si la accién combinada de ellos producird un movimiento periédico. ;Ciial
scrd su perfodo del sistema forzado?, ;El perfodo de las oscilaciones libres
de la balanza? o jEl periodo del elevador? jPodrdn combinarse estos dos
diferentes ritmos para producir un tercer ritmo de perfodo diterente?

7.3.3 Modelo Geométrico de la Neurona Mécanica

Las vartables involneradas en ol sistema forzado son: W, el peso del con-
trapeso; I, la intensidad de la corriente de agua; W,, el nivel residual de
agua (es decir, Ia cantidad de agua que queda en la cubeta después de la
descarga) y W(t) el peso del agua en la cubeta al tiempo ¢. Si suponemos
que en ¢ = 0 la cubeta se cmpieza a llenar a partir de una cantidad residual
de agua, que ticne un peso W, | entonces W{t) = It +W, y la serie de ticrapos
de las descargas (disparos de impulsos eléctricos) se obtiene facilmente por
ol procedimiento griafico que estd indicado en la ligora 51 Do este andlisis
restlla e la serie de tiempos de descarga o secuencia de tieimpos de disparos
esld dada vecursivamenie por la fornula

Loy =ty 4T
o bicn, por la [Grmula
f;" = to + ‘TJ.T,

donde g representa la condicién o ticipo inicial y 7' ol intervalo (constantc)
entre disparos. '

wit/] T
W | : ' /
Wl

W

4+

Iigura 51: Oscilaciones libres de la neurona meednica.

Tara nxlelar las oscilnciones forzadas de T netrona mecsnica, Suponemos
que ¢l elovador se mueve de tal nmera que el peso de Ja cantidad de agua
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residual estd dado por la funcién periddica, de periodo uno, & (t) Con yefer-
encia a la figura 52 hacemos los siguientes célculos:

W(t)

: WM

VAAVARVARV IV

Figura 52:

W, — h{ts)
= 2e 0
T ’

Wu —h ('f'rr.)

T” = ""“"“‘““““I‘_‘* =tpgt — by
Por lo tanto, la secuencia de tiempos de disparo del oscilador, estd dada
recutsivamente por : '
m/:u h ({-n) .
fnpy = by + —= — ——. (12)
{ I
Asl pues, las sceuencias do disparos estin detenminadas por las iteraciones
del sisteina dindmico disereto genatado por la funcion,
W, Rt
Ff)=1+———=, 13
() =1+ (13)
Observacién 34 5i h(t) es periddica, de periodo 1, la funcidén F (t) repre-
senta una funcion, de grado uno, de la circunferencia: :

It 11
AN (RS N AR B I ,‘.‘;m“ : l_(__!___)_

I (1 -
= b Hj O OENE
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La funcién de la circunferencia, f : § — S, representada por F(t) es
Bamada la Mncién de fases de disparo del oscilador, Si identificnmos a .8 con
ol intervalo unitario con los extremos tdentificados, tenemos gue

flz) = F(z)mod 1,Vz € [0, 1)

En general, para algunos valores de los pardmetros, las funciones de dis-
paro de un oscilador de integracién y disparo pueden ser discontinuas [25],
[28] atu cuando el forzamiento aplicado sea continuo. Por of contrario, de la
ecuacion 13, vemos que para la neurona mecdnica esto no puede ocurrir

Observacién 35 La funcidn de disparo de la newrona mecdnica es un en-
demos fismo de grado uno de lo circunferencia,

7.4 Sincronizacién y Atractores Periddicos.

Determinar comportamientos organizados es un problema fundamental en el
estudio de osciladores forzados. En general la respuesta de un oscilador no
lineal a la estimulacién externa puede no tener una estructura ordenada e
incluso ser completamente cadtica. Un tipo de organizacién es el compor-
tamiento sincronizado. En la neurona mecdnica periddicamente estimulada
las oscilaciories de la balanza pueden sincronizarse respecto a las del elevador.
Esto significa que las descargas ocurren siempre en un conjunto finito y fijo de
fases de ciclo del alevador, Por ejemplo, podrfa stuceder quese produjeran tres
descargas cada dos ciclos del elevador y que estas descargas siempre occurran
cuando el elevador estd en tres posiciones fijas (c.g.: én la altura mdxima,
en medio y en su altura minima). Asociadas al cstudio de la sincronizacion
surgen varias cuestiones que requieren ser investigadas:

JCémo definir mateméticamente lo que es un comportamiento ritmico o
sincromizado? ;A qué deben su existencia los comportamientos sincroniza-
dos? ;Qué tipos de comportamientos sincronizados son posibles? ;Por qué?
;Bajo que condiciones {en los pardmetros o condiciones iniciales del sis-
{erna) se produce cada uno de los distintos tipos posibles de sincronizacién?
;. Qut tipos de comportamicntos sincronizados no pueden darse en la Neurona
Mecanica? ' '
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7.4.1 Secuencias Ritmicas y Comportamientos Sincronizados

Precisemos lo que eatendemos por un comportaniento sincronizado y eomo
oste concepto puede expresarse en términos de las secuencias de disparo del
oscilador. La discusién de esta seccion puede ampliarse para que aplique en
un contexto mucho mas general, pero, para los propositos de este trabajo, nos
limitaremos a la consideracién del oscilador de integracién y disparo conocido
como “Neurona Mecénica”. '

La dindmica de la neurona Mecdnica peridédicamente estiimulada estd
determinada por la sucesién {t,} de tiempos de disparo (descargas). Esta
sucesion puede ser rftmica o desordenada (arritmica).

Definicion 40 Sca {t,} una stccsion de nibmeros reales. Si existen q,p €
Z (mfnimos) Lol que

tptqg =tn+p, para todon

entonces {t,} es una secuencia ritmica (g,p) y dectmos que g es su periodo
Cy p su duracién, St no czisten q,p € Z7 que cumplan esta definicion decimos
que lo sucesion {t,} no es ritmice o es artitmica.

Pigura 53: Secuencia Ritmica 5:2 (byrs = b))

Definicién 41 Decimos que la neurona mecdnica periddicamente estimula-
da tiene un comportamiento sincronizado, con sincronizacidn q : p, si este
comportamiento estd determinado por wna secuencia ritmica de fiempos de
disparo, con perbodo g g duracidn po i caso condvario decimos que ol compor-
tarndendo estd delerminado por wna seenencia arréhmica, o que of movimiento
es asfnerono, ' '




Bl elevador realiza un movimiento que se repite ciclicamente. En cada ci-
“clo se 1epiten las mismas fases (posiciones) obedeciendo una misma seénencia
temporal, Bstas fases pueden visualizarse como puntos en nna circunferencia.
De acuerdo al modelo matemdtico que estamos considerando, las descargas
del $anque estén dadas por las Heraciones de una funcién en la circunfer-
encia y, generalmente, cada una de ellas ocurrird, en una fase distinta del
movimiento del elevador.

Observacion 36 Una prediccion que se deriva del modelo matemdtico que-
estumos usando e8 que, si alguna fuse de descorga del tanque se 1epitiera,
cntonees el confunto de fases de descarga seria finita y en consccuencia la
'.'"r:.';p'u,(%sm del oscilador serd smeronizado

Observacién 37 Las secuencias arritmicas representan respuestas asincronas
del sube y baja e tmplican descargas en uno infinidad de fases (que no se
repiten) del movimiento del elevador. Cada secuencia ritmica, de pertfodo q y
duracidn p, generada por una funcidn de disparo F, se corrésponde CON UG
drbvia periddica de la funcidn de fases de disparo (f : S — S) de camctem’s-
tica (q,p), respecto a la representacidn F.(Figura 54)

..,
o
—_
=
Ml

2
x

=
N o+
oy +
2N

N

Figura 54: Secuencia Ritmica 3:2en R yen 5, 7 (t} = 2«

Observacién 38 Fs importante observar que las drbitas periddicas del mod-
clo, pueden dar lugor ¢ sincronizociones espuyeas del oscilador en el senlido
de que, eunque exista una sucesion riimica {4, } de liempos de disparo, esta
sincronizacion no cs observable experimentalmente debido o la inestabilided
de la correspondiente orbita periddica. Solo determinen sincrondas observ-
“ables los atractores perisdicos del sistema dindmico en la circunferencia.
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Definicion 42 Decumos que un comportamiento sincronizado de la neuwrona
mecdnico periddicamente estimulada es observable, st se corresponde con un
atroctor periddico del sistema dindmico en la circunferencio.

Observacidon 39 Correspondiendo o la existencia de un atractor periddico,
con caracteristica (q,p), del sistema dindmico en la circunferencia determi-
nado por la funcidn f, la neurona mecdnica tiene un comportamiento q : p'-
sincronizado (observable), siendo ¢ = p + kq, y k algin nimero entero.

Demostracion

La funciones de disparo de la nourona mecénica son continuas para todos
los valores de los pardmetios (Observacion 35). Por o teorema 10, tenemos
que la envolvencia de una Orbita (g, p)—periddica de f, respecto a una rep-
resentacion principal, es p. Finalmente, de la observacion siguiente se sigue
que la envolvencia respecto a cualquicr otra representacion continua serd de
la forma p' = p + kq, siendo & algin mimero entero B

Observacién 40 Si una sucesion ritmica, generada por una funcidn de dis-
paro F, tiene periodo q y duracidn p, entonces una gcncmda por G =F+k
tiene perfodo q y duracidn p + kq.

Demeostracion _
Si by = (1) = ¢, -+ p, entonees,

G (tn) = F? (tn) +kq=1,+p+kq
Por lo Laﬁt.o1 la duracion respecto a G es p+ kgl

Observacion 41 5@ la neurona mecdnica tiene un comportamiento q © p
— swmeronizado, con p < g, enlonces la funcidn de disparos de la newrona
mecdnica es una representacion principal {de la funcion de la circunferencia
que representa).  Reciprocamente, si la funcion de disparos de la neurona
mecdnica es una representacidn principal y la newrona mecdnica Liene im_
comportameento q : p--sincromizado, entonces p < q.

7.4.2 Saltos de Ciclo (Skipping)

Definicién 43 Decimos que un comportamienlo g : p— sincronizado de la
neurona mecdnica, presenta el fendmeno de saltos de cicle (skipping), si
durante la evolucion transcurre (ol menos) un ciclo completo del forzemiento
(elevador) en el que no se produce ninguna descarga.
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Figura 55: Secuencia Ritinica 3:4

Observacién 42 La informacidn sobre los saltos de ciclo no estd contenida
en la caracteristica (perfode y envolvencia) de la drinta periddica, sino en la
ennolvencia de la drbita respecto a la espectfica representocidn que conshbuye
o funcidn de dusparos del oscilador '

Ay

AV

A/

\

Figura 56: Representacién de una funcién de la circunferencia con sin-
cronizacion 3:5, con a = 1.907522, b == 0.651917. :

Observacién 43 Un comportamiento sincronizado ¢ @ p, de la nevrona mecdni-
ca presenta el fendmeno de saltos de cicle (skipping) cuando las funcidn de
disparos cumple que, '

o (tn) =ty + D,
conp>q.

Son muy importantes los saltos de ciclo desde el punto de vista de la
neurona mecdnica, podemos tener ¢ descargas, en p + kg ciclos, con k € Z.
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Figura 57:

7.5 Neurona Mecdnica v Familia Cldsica.

Es un hecho muy interesante que si le aplicamos al elevador de la Neurona
Meednica un forzamiento, tal que,

I(t) = —Asen (2nt)

Wi
Wy

N AR YN
hit)=-Asen 2at

Figura 58: Oscilador con {fozamiento.

Ja dindmica del oscilador resulta estar gobernada por las iteraciones de la
familia cldsica de funciones de la ircunferencia. Efectivamente, sustituyendo
2{t) en la ccuacidn 12 y haciendo el cambio de variables,

W, A

o= b=, (14)
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obtenecmos:

tnt1 = by + a + bsen{2wt,). | (15)

Definiendo la funcién F : R — R por la regla

F(t) =1+ a+ bsen(2wt) (16)

resulta que las sucesiones {£,} de tiempos de disparo de las descargas (poten-
ciales de accidn) quedan cifradas como las érbitas del sistema semidindmico
en la recta determinado por las iteraciones de ésta funcién F.

La familia de funciones de la circunferencia dada por la ecuacion 15, ha sido
estudiada en el contexto de los osciladores biolégicos de integracién y disparo
por muchos autores, entre los cuales destacan V. Arnold, L. Glass, R. Pérez

Pascual, R. S. Mackey, M. R. Guevara, C. Tresser, J. Belair y A. Shrier,

entre muchos otros. Por otra parte, hasta donde nosotros sabemos, las os-
cilactones de relajacion del sube y baja, conocidas desde Liempos ancestrales,
- nunca habfan sido estudiadas bajo la accidn de un elevador, ni habfan sido
asociadas al comportamiento de una neurona.

7.6 Espacio de Pardmetros.
7.6.1 Configuraciones Paramétricas Equivalentes

El nimero de pardmetros del sistema originalmente es tres: (W,, 4,1). Via

el modelo, el nimero-de pardmetros se redunjo a dos: (a, b), significando esto .

que los tres parametros fisicos (W, A, I) no varian independientemente. La
relacién entre estos dos conjuntos de pardmetros estd dacda por las ecuaciones
(14). Entonces, sobre rectas que pasan por el origen del espacio (W, A, I}, el
comportamiento del oscilador es dindmicamente equivalente (figura 59). As(
pucs, los puntos en la superficic de una esfera con centro en el origen, nos
sirven para representar cada una de las clases de equivalencia dindinica.
Ahora, como W, > 0,1 > 0, A > 0, entonces tenemos el primer octante
- de la esfera, el cual se mapea al primer cuadrante del espacio de pardinetros
o, b _ _
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Figura 59: B) Clases de Equivalencia en espacio de pardmetros. C) Espacio
de pardmetios reducido.

7.6.2 Restricciones Fisicas sobre los Pardmetros

Matemsdticamente, ol sistema dindinico en la recta, determinado por las itera-
ciones de la faanilia cldsica, tiene seutido on todo ol plano a, b, pero ol modelo
tiene sentido fsicamente sélo en la subregion de éste donde se cumple que

We>AZ>0,

que es equivalente a la condicién a > b > 0. Esta condicion debe cumplirse
yva e A, Ta cantidad mdxtima de agna que queda en el recipionte, después
de la descarga, no puede ser mayor que la que tenfa cuando empesd a caer.

T
' > b £1 modeln
no tiene
gentida
fisico
W

Figura 60: Espacio de pardmetros donde tiene seuntido fisico, la neurona
meeinica. '
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Figura 61:

Observacién 44 Mientras que para lo neurona mecdnica el espacio de pardmet-
ros es la regidn no acotada del plano (a,b), que se muestra en la figura 60,
para la familia de cldsica de funciones de lo circunferéncia el espacio de
‘parameltros natural es el cilindro que resulta de identificar las rectas a = 0 y
T : :

7.7 Aplicaciones de la Teoria de Rotacion al Analisis
de la Sincronizacién

Hemos visto, que la existencta de drbitas periodicas de la funcion de fases de
disparo se cortesponde con la existencia de comportamientos sincronizados
del elevador. La teorfa de rotacién de las funciones en la circunferencia resul-
ta ser de gran utilidad pues nos provee de condiciones, accesibles computa-
cionalmente, para garantizar la existencia de 6rbitas periédicas del sistema
dindmico en la circunferencia determinado por la funcién de fases de disparo.
A continuacién ejemplificarcinos la aplicacidn de la teorfa de rotacidn
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y otras herramientas de la teorfa cualitativa de los sistermas dindmicos, al
andlisis de la respuesta de la neurona mecdnica a la estimulacién periddica
externa, dada por I funcion A (1) = - Asin 224}, Como hemos observado
antes, con esta seleccion de R (4), la dindmica del sistema gqueda regida por
ta familia clésica de funciones de la circunferoncia cuya representacion estd
dada por la ecuacion 16.

7.7.1 QOscilacicnes Libres

Si la amplitud de las oscilaciones del elevador es cero (A = 0), entonces la
funcién de fases de disparo es una rotacién de dngulo a € [0,1) (medido en
radianes normalizados). Se presenta la disyuntiva cldsica:

- 1) El pardmetro a es irracional. En este caso, cada descarga del oscilador
ocurre en una fase distina del ciclo del clevador vy el conjunto de fases de
disparo ¢s denso en ¢l conjunto [0, 1} que representa las fases de este ciclo.
Este hecho se sigue de que la funcién de fases de disparo es de clase C?%y
podemos aplicar el teorema, de Denjoy [8]

Figura 62: Representacién pictérica de una orbita aparentemente densa en
la circunferencia, familia cldsica a = 0.159, b = 0.

Fu la figura 62, se muestra una érbita de un petfodo muy grande. Dada
la, resolucidn finita de los pixels de la pantalla, si continuaramos haciendo
iteraciones s llenarfa toda la creunforencia de puntos de la drbita.
 2)a=pfq+k Paracste valor de los pardmetros las funciones de tiempos

de disparo son las funciones lincales (“rotaciones”)

Fly=1t+plqg-+k,
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con k € Z7, las cuales producen ritmos de perfodo g y duracidn p + kg
Entonces todas las érbitas del sistema dindmico en la circunferencia son per-
i6dicas de caraclerfstica {g,p) y lodas las condiciones iniciales del oscilador
producen una sincronizacion g : p + kq.

ST T

A — B /7

Figura 63: Rotacidn pericdica. A) on S, y B3) en ¢l toro.

7.7.2 Oscilaciones Forzadas

Si A > 0 entonces conviene distingnir dos casos: cuando las funciones de la
familia son homeomorfismos y cuando éstas no son inyectivas.

Region de Homeomorfismos La funcién de disparos dada por la familia
clésica siempre es continua y es inyectiva {homeomorfismo) cuando b < 1/2x.
En esta region del espacio de pardmetros el mimero de rotacion estd bien
definido y es independicnte de condiciones iniciales. Otra ves, se dist;iilgzICLI
dos casos: p(f) es racional o es irracional, cn el primer caso la dindmica
s pericdica y en ¢l segundo, cuasiperiddica, pero para ningin valor de los
pardmetros dentro de esta regidn puede ser cadtica. .
1) p(f) es irracional. (Dindmica cuasiperiddica). Como la funcion de
disparo cs de clase C?, todas las Gihitas son densas en S, (ver teorema 12).
Todas las descargas del oscilador ocurren en una fase distina del ciclo del
elevador, siendo el conjunto de fases de disparo denso en {0,1) que representa
las fases de este ciclo. | '
2 pl) = p/q. (Dindwica periddica). Mientras el mapeo de disparos sca
un homeomot{isio por ol Leorema 3 Lodas fas secuencias que sean rftinicas
ticnen que tener el mismo perfodo ¢ y duracion p. Sin anbargo, ¢n contraste
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con el caso de las oscilaciones Hhres, aquf no todas las drbitas serdn pericdicas.
De hecho, por el teorema de Jacobson 18 no puede haber més de dos drbitas
periddicas y la evidencia computacional indica (para b > 0) la existencia
de un atractor y un repulsor periédico (de perfodo g y envolvencia p) de
la funcién de la circunferencia, lo cual significa que el oscilador tiene un
comportamiento con sincronizacién g : p + kq.

e — W

Tigura 64: Sincronizacion 5 : 1; con a =, b= .

Cuando b tiende & :2177, (Teorema 22) la medida del conjunto de puntos
domxle se producen sincronizaciones irracionales, tiende a 0. As{ pues, si se
seleccionaran parametros al azar la probabilidad de tener un comportamiento
g : p ~ sincronizado es mayor cuando b ¢s cercano a zln Por el contrario,
cuando b tiende a 0, (Teorema 24) la medida del conjunto de puntos donde se
producen sincronizaciones irracionales, tiende a 1. Por lo cual es mads factible
que la 11(3111‘01_1& mecinica descargne en fases distintas, ¢nando b s cercano a

0.

7.7.3 DBiestabilidad

La funcion de disparos de la nowrona mecdnica siciupre es continua pere
puede no ser inyectiva. Por ejemplo, cuando estd gobernada por la familia
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clisica de funciones de ta cirennferencia la inyectividad se pierde para valores
grandes de la amplitud del clevador (b > 1/27). BEn este régimen cl sistema
es capaz de desplegar un espectro mds rico de comportamientos que incluyen
biestabilidad y comportamiento desordenado. Como hemos visto antes (figu-
ra 43) las regiones de sincronizacion Iy, se cruzan dos a dos En el cruce
de dos lenguas vamos a observar un fenémeno sorprendente: perturbando las
condiciones iniciales, el sistema puede saltar de una forma de sincronizacion
a otra. Por ejemplo en la interseccion de dos regiones Ry, v Ry cl sis-
tema puede alternar entre la sincronizacion ¢ @ p y la sincronizacion ¢f @ pf,
Isto sc debe a la coexistencia de dos atractores del sistema dindmico en la
circunferencia, con disitinto perfodo y envolvencia,

03 'ﬁf ¥

| .}‘{ls[‘[ﬁ'i' - -tji |5"

i

018

06 BET IR 34 b 074

Figura 65: Interscccidn de las lenguas generalizadas Hao y faa.

La dindmica de un punto en la interseccidon de las lenguas de la figura
anterior es la presentada en la figura 66.
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Figura 66: Coexistencia de Atractores. Familia Cldsica a = 0.670354, b =
() 223289 Sincronizaciones A) 3:2, B) 4: 3. :

7.7.4 Monoestabilidad

La teotfa de Boyland aplica para determinar las regiones de monoestablidad
que nacen o fa region de homenorfisinos y se prolongan dentro de ta region
donde Tn funcién de disparos no s inyectiva, oo esta region se ticne un sélo
niimero de rotacion, en lugar de todo un intervalo y se tiene un tinico atractor,
atin cuando la funcidn no es un homeomorfismo. Mads atn, dentro de una
mista lengua (con el mismo nimero de rotacion) el tipo de sincronizacion
no es el mismo y se suceden infinitas cascadas de bifurcacién de doblamiento
de porfodo. (Dnplicacion del Nimero de Fases de Descargn).

TSI Con
LFALLA DE ORiGgy
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Figura 67: Regiones de monoestabilidad de las lenguas de boyland, para la
familia cldsica. :

En esta regién podemos garantizar, que la nenrona mecdnica, atin cuando
la funcion de disparos ya no sca inyectiva, descargars inicamente ng veces,
en np ciclos.
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8 CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FI-
~ NALES. |

En este trabajo se ha hecho una recopilacién de resultados sobre la dindmi-
ca. de funciones de la circunferencia que aparecen dispersos en la literatura.
Como ejemplo se han analizado varios aspectos interesantes de la dindmica
de la familia clasica y de un modelo geométrico de neurona. Se han expuesto
resultados tedricos y se ha mostrado también la conveniencia de realizar sim-
ulaciones computacionales, como las obtenidas usando el sistema de software
Sawtooth, desarrollado en el Laboratorio de Dindmica no Linecal de 1a Fac-
ultad de Clencias de la UNAM. .

Se han interpretado las propiedades dindmicas de la familia clésica de fun-
ciones de la circunferencia en términos de los movimientos y comportamientos
sincronizados (o cadticos) de la neurona mecdnica. Por ejemplo, se vié cémo
la coexistencia de atractores (multiestabilidad) permite entender claramente
el fendmeno de cambio de sincronizacion del oscilador en respuesta a pertur-
baciones de las condiciones iniciales {manteniendo fijos los pardmetros del
sistemna).

Sorpresivamente se ha encontrado, en este tema tan cldsico, la falta de la
importante nocién de envolvencia. Se ha propuesto una definicion formal de
oste concopto y se ha mostrado s ulilidad para producit una nueva version
(mds organizada) de la teorfa de la volacion y la sincronizacion de los sistemas
de integfacién y disparo modelados con funciones de la circunferencia. Entre
olras cosas, esta nocion ha servido para producir mejores formulaciones de
“varios resultados tedricos y para poder generalizar el concepto de lengua de

Arnold (en el espacio de pardimetros) de una forma apropiada para realizar -

estudios de sincronizacion.

Se ha puesto en relieve la importancia que tiene la consideracién de mod-
elos simples, como la neurona mecdnica, para el estudio de la dindmica de
sistemas mads complejos, como una célula nerviosa periédicamente estimula-
da.

Asf ha quedado demostrada la importancia que tiene la teorfa de rotacién
de las funciones de la circunferencia para ¢l andlisis matemdtico de la dingini-
ca de osciladores periddicamente estimulados. '
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9 APENDICE.

Definicién 44 Secan X,Y espacios topdlogicos. El conjunte CX, ¥) es la
coleccion de todas las funciones continuas de X a'Y.

Topolégicamente CO(X, Y) se define con la £ — bola alrededor de f, como
sigue:

B ={g: X =Y continuas : ¥z € X | f(z) - g(z)|} < &}

El conjunto de las £ — bolas (¢ > 0) alrededor de las funciones f: X — Y
forman una hase pata ot aniforne o la CO-topologfa. Esta os justamente
la Topdlogia de la Convergencia Uniforme en X.

Para definir las topologfas de orden mds grande, revisaremos algo de cél-
culo, : :

Definicidn 45 f es una funcion de clase C7, 1 eziste todas las derivadas
C"(X,Y) es lo coleccion de todas las funciones de clase C" de X o Y.

Topologicamente las €' — ¢ — bolas altededor de f € ¢ (X,Y) son
B(={geC(X,Y):Vk<ryV¥aeX ||D{k)f(m) - D(k)‘q(:f:)” <€}

E

esta definicion es equivalente a que: para toda k <r, D¥g e BYDW f)
Las C" — & ~ bolas (e > 0) alrdedor de funciones de clase C7 forman una
base para la topdlogia en C"(X,Y"), llamada la C"— topologfa

Definicién 46 Sea f : X — Y La funcion f(z) es un homeomorfismo, st f
es una funcidn biyective , continua y f “Y(z) tambien es continua.

Definicién 47 Sea f : X — Y. La funcién f(z) es un C'—difeomorfismo,
st f(z), f7 () son C"—homeomorfismos. ' '

DA XY es la coleccion de todos los difeomaorfismos de clase C7 de
XaY

Teorema 27 (Valor Medio) Si f : [a,b]'— R es de clase C', entonces
existe un punto ¢ € (a,b) tal que '

F(b) ~ f{a) = f'(c)(b — a).
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Teorema 28 (Valor Intermedio) Sca [ : [a,b] — R de clase C° §i f{a) =
u y f(b) = v, entonces para toda z entre u y v existe ¢ € (a,b) tal que

fle) ==

Teorema 29 (de la Puncion Inversa) Scan [ : R—R wuna funcion de
clase C* yx € R, tal que f'(z) # 0. Entonces existe U vecindad de z, V
vecindad de f(z) y una funcién g: V — U de clase C1, tales que,

fog = Idy
go [ = [ldy.

Teorema 30 (De la Funcién Implicita) Su [ s una funcion de clase C!

Y

1 flzo,y0) = 0,

g few) 4,

entonces existen intervalos abiertos [ alrededor de zg y J alrededor de yo, ¥
una funcion p: I — J de clase C' tal que p(zg) = v ¥ f(m p(x)) = 0, para
toda x € [,

Observacién 45 Sean f, g endomorfismos de la circunferencia de grado
k oy 1, G representaciones de [y g respeclivamente.  Entonces, paro todo
teRyneZ, (1) - G"(L) es wna funcidn de grado cero, es decir, es una
Juncidn periddica.

Fn particular, si F' es de grade uno se tiene F*(t} — t es de grodo cero

Demosfmczén
Scan = 1. Como [y g tienen grado k, tenemos que,

F(t+1) = F(t) +k,
Gt + 1) = Gt) + k,

1 tonees, . _
Flt+ 1D --G{i+1) = Fiy+ k-G -k
= I'{1) - G1),

Por 1o tanto, F(t) — G(t) es de grado cero.

Como F™, G™ son representaciones de f? y ¢ endomorfisinos de la cir-
cunferencia de grado &, se cumple el paso anterior y por lo cual F”(t) — G™(t}
cs do grado cero.
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Observacién 46 Sca f un endomorfismo de lo circunferencia, mondlono
creciente, de grado uno y sca I una representacion de f. Entonces para
n=12 . si '

M, = Max(F"(t} —1t) m = Min(F"(t) — &),
tecnrgm( () ).y ™m %ﬁ:(f (t) “ t)

s¢ tene M, — mn < 1.
Demostracion.:
Como F* (1) =1 es continua, existen 770 € R con 0 < (T —1) < 1 tal que,
F'T)-T=M y F"'(t)—t=m,

ademds como F(t) es monétona creciente, de grado uno, F"(t) también,
entonces '

F™T) € B4 1) = Fo(1) + 1,

FP(T) — 17(1) < 1,

por lo que,

(F"(T)=T) = (F"(t) = t) = (F*(T) = I () = (T - £)
1-(T—-t) <1 _ -

M, —m,

A

Proposicién 18 (Herman [22]) Sean f, g endomorfismos moendtonos cre-
cientes de la circunferencia, de grado uno y sean F,G sus representaciones
respectivas. Bntonces si conmatan, es decir o G = G o F, se tiene,

p(F o G} = p(F) + p(G).

f)(f'f.'L().‘)'fa'l"fol?:(i'fL.
Sea {t,,} una sucesién cualquicra, por la proposicion 2, tenemos que,

F™Mt) ~ b | 1
o)~ T e 2

T iz
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por lo cual,

F(tn) — tm

lim - = p{F),
entonces,
(P oG)(t) )
p(F o G) — p(F) = lim (__ig_l_(_l — limn _..__.....(..._).,
n—os ks n—oo T

"

como F oG =G oI tenemos que, (o GYME) = I (G7(1)), asi que,

T Iy . Mg
lim —C————(f———(l) — lim {-—--Q—

p(F ©G) — p(F)

N—00 T T—00 n
i CHER®) = P
=0 1.
= p(G),

por lo tanto,
p(FoG) = p(£) -+ p(G) M

Corolario 4 Sea [ un endomorfismo mondlono crecienie de o circunferen-
cia, de grado uno y 10 vepresentacion de [0 Imlonees, '

p(F™) = np(F)
paran > 0.

Proposicién 19 Sea [ un hoemomorfismo de lo coreunferencia, y I7orepre-
sentacion de f. Entonces,

p(I) = kp(F),
para lodo k € Z

Dernostracidn, _
Seak = 1y {{F)"(#)} una sucesion, por la proposicion 2, tenemos gue,

oy EEY ) - ) 1

H
Tt Ti
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como F* ((F~1)" (t)) = t,

op) LD

i

p(F) = (= (F7T))]

entonces, p(F) + p(F "‘1). =0, por lo tanto,

p(F") = np(F)

pata todo k ¢ Z.1
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