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PRESENTACIÓN.

En este trabajo se revisan algunos aspectos de la teoría cualitativa de
los sistemas dinámicos discretos y particularmente la teoría de los sistemas
dinámicos en la circunferencia iniciada por Henri Poincaré. Nos interesamos
principalmente en nociones y resultados que han probado ser útiles en es-
tudios científicos. Buscando ejemplifica! la ímpoi tanda do la teoría en esle
sentido aplicativo, en el capítulo siete se discute un modelo de oscilador no
lineal periódicamente forzado, que llamamos "la neurona mecánica". Se Ira-
la do un modelo relativamente simple, peio que captura la esencia de varios
aspectos importantes de la dinámica de las oscilaciones de integración y dis-
paro, que son típicas en las células nerviosas y en muchos otros sistemas de
interés en Ciencia e Ingeniería. Estos sistemas son también llamados sistemas
excitables u osciladores de relajación

El estudio del comportamiento de la respuesta de un oscilador no lineal
a una estimulación periódica es un problema clásico de la Ciencia y la Inge-
niería cuyo estudio desde el punto de vista matemático ha retado a brillantes
científicos de varias generaciones, como Lyapounov, van der Pol, Rayleigh,
Poincaré, Lienard, Littlewood, Carfwright, Levinson, Arnold y Moser. La
invesligfición de este problema lia tendido no sólo huios tecnológicos, sino
también importantes repercusiones teóricas,, La famosa beiradura de Smale
surgió de la revisión do la problemática (sincronización y respuesta caótica)
involucrada en el análisis de un oscilador modelado por un sistema de dos
ecuaciones diferenciales (no lineales) sujeto a un forzamiento sinusoidal. El
trabajo de Smale está basado en las investigaciones previas de Littlewood,
Cartwright y Levinson [7]..

La teoría de rotación de funciones de la circunferencia surgió de los es-
tudios sobre ecuaciones diferenciales en el toro y la estabilidad de órbitas
periódicas iniciada por Poincarc [31] y continuada por Denjoy [8] Posterior-
mente el trabajo del matemático soviético Vladimir I,, Arnold, quien utilizó
la Idoifa de la* funciones de la citeunírreneia pata la modelación de nuil,-
mias cardiacas y otros problemas de mecánica celeste (teoría KAM), revivió
el interés de otros investigadores entre los cuales han destacado Michael R.
Hermán y León Glass.

Hermán se interesó en cuestiones matemáticas [21], mio:ritras que Glass
se ha enfocado a la simulación de ritmos cardiacos por medio de modelos
geométricos los cuales dan lugar a un sistema dinámico en la circunferencia
[16], Por otra parte, Newhouse, Palis y Takens [26] extendieron la teoría de
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analizando las propiedades de sincronización del modelo geométrico de la
neurona mecánica,, Es un hecho interesante (no reportado en la literatura)
que la dinámica de este sistema está gobernada por1 la familia clasica de
funciones de la circunferencia.

Este trabajo no pretende ser exhaustivo y comprende solamente un cuer-
po de material seleccionado con el criterio mencionado al principio de esta
píese litación,, La responsabilidad de; la selección y su presentación en forma
de una unidad coherente os nuestra responsabilidad,,

Como se trata de un tema clásico, la mayor parte del material contenido
en este trabajo es estándar y puede consultarse (aunque se encuentra dis-
perso) en las referencias obligadas del tema: Arnold [1], Hermán [21], Ar-
rowsmith [3], Block-Coppel [4], Nitecki [27] y Wellington de Meló [29]. Sin
embargo, una buena parte del material sólo la hemos podido encontrar- en
artículos de investigación. Esperamos que el lector interesado en el tema
aprecie nuestra selección y la concentración de todo este material en esta
monografía

En lo que se refiere a la forma do presentación de cada uno de los temas
considerados, no hemos seguido el formato de ningún olio trabajo previo. El
lector encontrará también originalidad en la discusión de algunos conceptos
importantes para comprender la problemática, por ejemplo, del estudio del
concepto de envolvencia introducido en el capítulo tres. Los resultados que
presentamos, involucrando este concepto y la aplicación que se hace de 61 al
estudio de la sincronización, muestran claramente su necesidad en la teoría.
En este sentido este trabajo constituye una presentación mas organizada de
la teoría de la rotación y la sincronización.

En todo el trabajo se enfati/.an los aspectos geométricos y se incluye una
amplia muestra de ilustraciones gráficas Estas gráficas han sido calculadas
con <;! programa Sawtooth (versión Windows/C-H- 1.0), desarrollado on el
Laboiatorio dt: Dinámica no Lineal de la Facultad de Ciencias de la UNAM

Agradezco los valiosos comentarios y sugciencías enriquecedoras para este
trabajo de los doctores: Fernando Ongay, Héctor Méndez, Ana Guzmán,
Lourdes Esteva, Manuel Falconi y Guillermo Sienra.

Agradezco la colaboración, la amistad y el apoyo incondicional del Dr.
Humberto Carrillo. A Miguel Ángel Mendoza y Antonio Carrillo, por su
amistad y apoyo técnico y a los amigos del Laboratorio de Dinámica no
Lineal por todo el apoyo y los ánimos: Myrna, Carolina, Maybel, Josefina,
Heriberto, Miguel, Osear, Agustín.
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1 SISTEMAS DINÁMICOS DISCRETOS
El estudio do los Sistemas Dinámicos es de interés en todas las ramas de
hxti ciencia^.. En los sis tomas dinámicos se manifiestan fenómenos y procesos
que cambian con el tiempo y pueden ser modelados matemáticamente en
términos de ecuaciones diferenciales y la iteración de mapcos (ecuaciones en
diferencias). TYadicionalrnente, la teoría matemática de los sistemas dinámi-
cos ha tenido1 un gran éxito en la Física y en las últimas décadas hemos visto
una explosión de interés en el estudio matemático de sistemas dinámicos en
otros campos como la Economía, la Química, la Medicina y la Biología.

1.1 Iteración de Mapeos.

Si / ; X —> X es una función continua de una Variedad Diferencial X, las
iteradas de / son las funciones / " definidas inductivamente por fQ{x) =
j;t /'(:;:) = /(.'/;), /""' ' (x) — f"(f {'•>')) 9' / ^ un homcomorfismo entonces
también podemos definir la función / '"(x) — (f'"[)n (x), para n £ N.

Definición 1 Sea X una, variedad diferencial. Un Sistema Dinámico Dis-
creto en X de clase Ck es la terna (X, Z, <£•), donde <I> es un función de
clase Ck

1 k > 0, tal que,

y donde $>(myx) = <f>m(x); la junción <I>i;í : X —+ X satisface:
(i) $Q : X —+ X, es la identidad,.
(ii) <T>ÍM| o<T>ma = <T>m|. | , , ,31 para cada m . h in-¿ Cl Z
x •/ep't escuta al estado del sistema y loma valores en X, al cual se le llama
espacio fase del sistema dinámico..

Algunas veces el espacio fase es un espacio euclideano o un subconjunto de
él, pero también puede no tener una estructura Euclidcana, como un círculo,
una esfera, un toro ó alguna otra variedad diferencial

Si en esta definición se sustituye el conjunto de los números enteros Z,
por el de los naturales N, tenemos un Sistema Semidmámico Discreto (SSD)
on X doclasoC*.

La función f : X ~~* X dada por

f(x) = <!>](:;;), x £ X (niapeo a tiempo uno),



es un diféomorfismo de clase Ck, cuyas iteraciones determinan el sistema
dinámico en X, A la función / so le llama la función generadora del Sistema
Dinámico. Recíprocamente, todo f : X —* X diféomorfismo de (dase Ch,
del.onuina un Sistema Dinámico do clase Ck en X mediante ia. asignación:

<l\(x) = fn(x), VielyVneZ.

Obviamente una función <&n) así definida, cumple las condiciones (i) y (ii):

{H) <I>n o *m(a;) - / " o f™(x) = fn+m(x) = ®n+m(x)-
Como / es diféomorfismo existe / ~ \ por lo cual f~m(x) = í/"1)™^)-
En el caso en que / no es diféomorfismo, pero es un endomorfismo de

clase Ch, que no es inyectivo o suprayectivo, f~l no está definida en todo X
y las iteraciones de / sólo determinan un sistema semidinámico de clase Ck

Existo otra dase do sintonías dinámicos llamados continuos, dondo la
tenia es (X ,]R,<I'), los cuales SÍ 5 relacionan con ecuaciones diferenciales, peí o
estos sistemas no se tratarán en el presente trabajo.. En lo sucesivo cuando
nos refiramos a un sistema dinámico, entenderemos que este es discreto,

Para entender la dinámica de los sistemas dinámicos discretos tenemos
que analizar la evolución y el comportamiento asintótico de los puntos bajo
estos procesos iterativos., Con este fin, a continuación se establecen algunas
definiciones.

Sea X una variedad diferencial y consideremos el sistema dinámico (o
semidinámico) generado por una función / : X —> X

Definición 2 La ñcnñórbil a positiva de xy es la sucesión O**(x) = {/n(-7;)}»>o-
Si f es biyectiva, la semiórbita negativa de a; es la sucesión O'~ (x) = {f~n{x)}n>0i
y definirnos la órbita de re, O(x) = O+(x)UO~(x) como la sucesión {fn(z)}1lGZ.

Teorema 1 (Unicidad de las órbitas)., Por cada punto x £ X, pasa una sola
órbita del sistema dinámico generado por una función invertible f. Es decir,
si O(x) (1 O (y) y¿ 0, entonces O{x) = O {y).

Demostración:
Como O{x) n O (y) ^ 0, entonces existe z € O(x) D O (y) tal que,

z = fn (x) = fm (y), para algún n,m e Z .



Si 7 6 O(x), entonces 7 = fk (x), tal que,

r (7) = r (/* (x)) = r+k & = ¡k er (*» = /* w
= 7' (/'"(//)) = ./í:""(.v) = / " ( / ' • ' 0/)),

como / es inyectiva, 7 = fk~n+m [y), entonces 7 € C*(y), por lo tanto O(x) C
Análogamente C(?/) c O(x), Concluimos que O(x) = O(y)M

Observación 1 Si f no es inyectiva, entonces el sistema semidinámico
generado por f no cumple el teorema de unicidad.

Definición 3 Un punto x es llamado punto periódico de f, $1 fq(x) — x
para algún q > 1, El mínimo número q es llamado el período de x. Los
puntos periódicos de periodo q — \, son llamados puntos fijos de f.

Definición 4 Un punto x es oventualmente periódico de período q, si existe
m > 0 tal que J""(x) es periódico de período <¡

Definición 5 Cada panto periódico x, de período q} de ten nina un conjunto
de q puntos periódicos, de período q, que es llamado órbita periódica..

O(x) = {x, Xl = /(x), x2 = /2(x), ,xVl = r\x)} .

Proposición 1 Si } es biyeciiva entonces todo punto eventualmente perió-
dico es periódico.

Demostración.
Como x es eventualmente periódico de período <?, existe m > 0 tal que.

corno / es biyectiva, aplicamos / " " ' ,

por lo tanto, -Ti es un punto periódico de período q.
Supongamos que existe r — 1, , q — 1 con fr (x¡) — x\, por lo tanto,

lo cual no es cierto, ya que fm (xi) es un punto periódico de período qM

Obse rvac ión 2 Si x^es un punto eventualmente -periódico de período q de
j , cvlonces existen X2,'-i':^x/it...,x,n cv O(x{) r.ov x.¡ ̂  Xj para •/, j ~ l,.-<7,
Lalos que f(xk) = Xk-i, para h = 1, ...,q - 1 y f'{xk) — xk, para k = i, ...q.
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1.2 Estabilidad de Puntos Fijos y Órbitas Periódicas.

1.2.1 Dinámica Topológica.

Consideremos / : X —-> X con X un espacio topológico. Llamamos vecindad
de un subconjimto de X a un abierto que contiene a dicho subconjunto.

Definición 6 La órbita periódica O(XQ) es estable para la ¡unción continua.
/ , si para toda vecindad V de O(XQ) existe U, vecindad de O(XQ), tal que
x G U implico, que fn(x) E V para todo n > 0, Un punto periódico es estable
si pertenece a una órbita periódica estable Un punto periódico o uno, órbita,
que no es estable, se dice que es inestable.

Definición 7 Se dice que O(XQ) es un atraefcor periódico o la órbita O(XQ)
es asintóticamente estable, si la órbita O(x0) es estable pora f y se cumple
la condición de atracüvidad sigment.e: I'/xisíe una vecindad W de O(xu) tal
que,

La, cuonca do atracción de. O (rq>) es el mdamo abierto W con esta propiedad
Si se cumple la condición de atraed,uidad se dice qu.e la óibita periódica os
atractiva,, Un punto periódico x0 es asintóticamente estable, si pertenece a
una órbita periódica asintóticamente estable..

Definición 8 Los puntos fijos estables pero no asmtóiicamente estables se
llaman neiitrnlTnenUí ó inat^itiahiieiite ostable-s.

Podría pensarse que si una órbita es atractiva, entonces debe ser estable,
pero el siguiente ejemplo muestra que no es cierto.

Ejemplo 1 El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales se debe a Mendel-
son [24J.

\/,\ d'iHcrel i/ación de es(.e sistema olrer.e un ejemplo de un conjunto atrac
tivo, ((iie no es asintóticn.niente estable..

10



s^-

tt

Figuui .1: Atractor de Mendelson.

Ddtalotón 8 0,,, U.üa ,,,*«« » . ^ » ""''

1.2.2 Sistemas Dinámicos en la Recta.

En esta sección especiábamos nuestro estudio de la estabilidad de órbitas
r • Í . v _» X" HP clase C\ doiidí* A (\S íiíguii MIUCUU

pciiódicíus a funciones, / - X -» A, fK. uaw. o ,
junio abierto R.

Í
son hiperbólicos-

Observación 3 M valor del mvlHpHcador de todo punto de vna órbita pe

riódicaO{xQ), es el mismo.

de generalidad i > j , taJ que,

(..;,) = rr~k

, ) a l M (ivitar itoratúoiuwí iK^nüvas, hnft



Por lo tanto,

Df (x<:) Df ( /"- ' (.•;;,;)) Df (/" 2 (*,)) Df (x¡)
Df (/••-•*-' fe)) Df (/'-<-'•' (a,)) O / (/" fe
D/ i/'"1 M) Df U"-2 fe)) --Df (/-' fe))
Df (/ '- ' fe)) Df (/'"2 fe)) • • Df (f "i (ij))

4"'"1
 (

Decimos que el multiplicador de una órbita es el multiplicador de cualquiera
do sus puntos,

Teorema 2 Si el valor absoluto del uiulüplicador de una órbita periódica
O(x) es me-n.or que uno, O(x) es un abactor pe/nódico. Si el valor absoluto
del multiplicador es mayor que uno la órbita O(x) es repidsom.

Demostración:
Sea O(x) una órbita do período q, como / es de clase-C1 existe e > 0

tal que \Dfq (£)| < A < 1 para £ € (x - €,.x + e). Por el teorema del valor
medio,

I/ = ¡ /" (?) -f{x)\<A | í - x

poi lo cual, fq (£) € (x — f, x + f) y es más cócono a :i: que £ Vía ol mismo

x\, n > O,

entonces,

por lo tanto,

S(ín (9 (;Í;) una. órbi(,a de período f/. (Ionio /' es de CIMSÍI 6Y|, existti ( > íí
tal íjiu: | O y (£)| > /I > 1 paia £ e (x - <:,:i; -1- o) , Por el teorema del valor
medio.

lim
fí—*OO

< lim
ti— >OO

lirn r (£) =
n—*oo

.12



en este caso, / ' ' (O esta mas lejos de x, que £ de x. Así,

|/"'(í) - x| > /I" lí - x\.

Si continuamos el mismo proceso, podemos encontrai k > 0 tal que, fk(^) £
(x - e,x + e)M

Definición 11 Sea x un punto periódico de período q. Decimos que x es
sv/pc.msíable si DJ''(x) = 0. Una órbita O(x) = {r/;¡,.... ,xtJ] de, período q es
su;pc;i estable, ai x, es superestablc, para, cmúquidra i = 1 ,...,<•/.

Consideremos funciones / : / — > / donde / es un intervalo de números
reales e incluso la recta real. La dinámica puede ser visualizada por el pro-
cedimiento indicado en la ñgura 2 A, que consiste en tomar punto (%O,XQ) en
la diagonal, trazamos la recta vertical, a partir de este punto, hasta intersec-
tar la gráfica de / y de ahí la recta horizontal hasta inteisectar la diagonal;
el punto de inteisección es (/(#o),/(£o)); podemos seguir iterando de esta
manera y obtener una sucesión de puntos en la diagonal, que se proyecta
nobio una órbita en /• Otta forma lítil de examinar la dinámica es dibujando
la tecla y = x y la guifica de la función / , en d cuadrado 1 x I como se
murslia t;n In figura 2 IV.

2: H<it¡ición de una función,

Las intersecciones de la gráfica / con la diagonal determinan los puntos
fijos de la función / . Así mismo, las intersecciones de la gráfica fq con la
diagonal determinan las puntos periódicos de período q.
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1.3 Conjuntos Límites.

Definición 12 El conjunto omega-límüe de x, OJ(X) = u)(x,f), del sis-
tema dinámico generado por f, es el conjunto de puntos de acumulación
de {P( .T) : ne N}..

Observación 4 El punto y G u(x) — ío(x,f), si existe una sucesión {n{\
de •naturales TÍ¿ —* oo, tal que,

l i in /'"• (x) = //..

De manera análoga se deñne el conjunto a — límite..

Definición 13 Si la función f tiene inverso, definirnos el conjunto alfa-
límite de x, a(x) = a(x}f), del $istem,a dinámico generado por f, como el
conjunto de puntos de acumulación de {fn{x) : -n e N},

Observación 5 El punto y € a(x,f), si existe una sucesión {n¿} de natu-
rales rii —» oo, tal que,

lim f'~Tli (x) = y.
i uto'

Definición 14 Diremos que la función f es Ck — conjugada a la función g,
si existe h difeomorfismo de clase Ck, tal que el diagrama,

f
S -> S

h |. i h
S -> S

9

conmuta, es decir h, o / = g o h. Si k = 0 entonces f es topológicamente
conjugada a la Junción <¡.

Proposición 2 Dos funciones que son conjugadas dan lugar a sistemas dinámi-
cos tales que:
(i) Tienen igual número de puntos periódicos (de cada período),
(vi) Sus correspondientes to — límites son Iwmeomorfos.

14



Demostración.
Sean dos funciones / y g
(i) Sean f y g dos funciones conjugadas y h es hoineomoríismo tal que

ho f = goh.

g* oh = gq~l ogoh = ff9"1 o h o f = g*'2 o h o f = h o f ,

Sea :Í; i al que /9(a;) = x. Entonces,

Así pues, cada punto periódico de / se mapea en un punto peiiódico de g del
mismo período.

(ii) Si y G to(x,f), existe una sucesión {n,} de naturales rc¿ —»• co tal que
lim/"' (.x) = ?y. Así

I-'OO

h{y) = h (\m\¡ni (x)\ - lim// {/"* (:c)) - liiTií/ni(/í(íí:)),

pot lo (pie, // (//) G ÍXÍ(/Í (;/;) , / / ) • •

1.4 Bifurcaciones.

El objeto de la teoría de bifurcaciones es estudiar los cambios cualitativos
que sufre un sistema dinámico cuando los parámetros cambian. Consideremos
familias do funciones 10alos do variable real, I'\(() G C°°, que son de clase
C \ respecto al parámetro real A.

La bifurcación de puntos fijos es el caso más simple, en esta sección vere-
mos algunos tipos de bifurcaciones de funciones unidimensionales que serán
de interés para la discusión en los próximos capítulos.

La bifurcación puede sor descuta gráficamente mediante un diagrama de
btjurcació'ii, en el cual se localizan los puntos íijos en el plano del paráinet.ro
A contra t. Cada rebanada vertical da la localización de puntos fijos de F\,
en la linca real.

1.4.1 Bifurcación Silla-nodo.

Ejemplo 2 Consideremos la familia I'\ (1) ~ i + A + Q.lfsc7i2irt.



A • • [ "
-i

Figura 3: Bifurcación Silla-nodo: A) X = 0,15, B) X = 0.1, C) X = 0,05

El comportamiento que observamos en la figura 3f cuando variarnos el
parámetro A, es el siguiente: en A) la función no tiene puntos fijos; en B)
hay un punto fijo no hiperbólico; en C) aparecen dos puntos fijos (atractor
y repulsor). Este tipo de bifurcación en la que repentinamente aparecen
dos puntos fijos de estabilidad complementaria es conocida como Bifurcación
otila-nodo,

El siguiente resultado describe t;l escenario en el que ésta bifmnw
ocurre ón

Teorema 3 (Bifurcación Silla-nodo). Supóngase que para X = Ao, el
origen í = 0 c s un punto fijo no hiperbólico con F[ (0) = 1 v

Entonces existe una curvo, coníinua de puntos fijos en una vecindad de (/. A) «
(0, Ao), la cual es tangente a X = Ao en (0, Ao). Si ( f £ ) F¡ < 0 (> 0) no hay
puntos fi,josce7-ca de t - 0 si A < Ao (A > Ao), rmentrns que existe un e > 0
tal que para ea.da A G (Ao, Ao + f) {A e (Ao - f, A(f)) ««MÍW rf«« p U M £^ ;y0J!

teyvrbóhcos í+ ) ¿_ cerra Í/« £ = ü. iíZ punió /yo s t^mor í + e 5 es¿üMe v/ el
injenor í_ e,s ¿nc5Ía6/c sX FJJ' < 0 y ¿fl estabilidad se invierte si F¿ > 0

Hi



t

o o

Figura 4: Diagrama de Bifurcación Silla-nodo., A) X" (0) > 0, D) X" (0) < 0,,

Demostración.
Definimos G\(i) = Fx(t) ~ *• Notemos que GA(Í) — 0 implica que F\(t)

tiene un punto fijo en í. Buscamos condiciones bajo las cuales Gx(t) = 0,
define una curva en el plano t — A, tal que F\Q(0) = 0 y F\o(0) = 1. Como

dX OX

por el Teorema de la Función Implícita, existe una curva simple de puntos
fijos que pasa por i = 0 y Ao, más aún, para un £ suficientemente pequeño
esta curva de puntos fijos puede ser representada como una gráfica sobre la
variable t, es decir, existe una función X{t) de clase C r , con t suficientemente
pequeño tal que, Ao = A (0) y,

- í = 0. (1)

Ahora simplemente requerimos que,

A'(ü) = 0 y A"(0) ¿ 0,

derivando implícitamente la ecuación 1,

A {t) + G
m

A [t) +

A'(í) = -
G'X(t)(t) F'x{t)(t)-1

t) - i.) - U,

ox DX
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entonces A' (0) = 0. Usando la expresión anterior obtenemos,

A" (i) = —^ :

así,

A

ox A =

El sijmo de A" (0) nos dice de que lado de Ao se localiza la curva de puntos
lijos, es (Íe<:ir, (letmninnu la <1ÍKÍ<'.C.ÍÓII do la biímcación (VÍII figura A),.

Por último, verifiquemos la estabilidad,, Consideremos la expansión de
Tayloi de FA(£), alrededor de í - 0 y A 0 ,

A

los puntos fijos son,

A
i)I'\

para F"{)(0) (—^—) < 0 y A > Ao, y una expresión similar en A < Ao vSi

y

Ahora consideremos la expansión de Taylor de F'x(t), alrededor de t — 0

1-1(1) - ''!,(<>)-I - - ^ f 2 (A • A,,) I- /•!(())/

| ^ - (A ~

18



En cualquiera de los dos casos (í±), el término dominante es 1+i^ ' (0)í, (para
A e (AQ, Ao + e) (A e (Ao - e, Ao))) i+ es estable si -FJ'(í) < 0 e inestable si
^A'(0 > 0- ^ a ^labilidad de /.. es la opuesta a L+M

1.4.2 Bifurcación Tenedor,

Ejemplo 3 Sea F\ (í) — Aí+í—#li. Observamos que al variar el parámetro X,
se da la mestabüización de un punto jijo atractor, a-peiectendo dos atractores
•más..

Figura 5: Bifurcación Tenedor. El valor del parámetro en cada caso es: A)
A= -0.25, B)A = 0, C)A - 0 4.

Teorema 4 (Bifurcación Tenedor). Sea F\ € C°°. Supongamos que t
0, es un punto Jijo no-hipabólieo en A()j con F'Xo {()) — 1.. Entonces sf

dr\(W Q = 17'' (Q)

(m) FZ (0) + 0,
fj:n,s7c TÍUCI rama de puntos Jijos la cual pasa a través de (0, Ao) transversal a
A,,. Una segunda rama de puntos Jijos bijurca de (0,A0) tangencial a Ao en
A > Ao (A < AQ) si,

A=A0 FZ (0) < Ü
d\ K (o) > ° •

(7,«/ í/ue, e^ivíe e > Q y pata A 6 (AQ, AQ +€), hay tres puntos fijos cerca de

19



A

6: Diagrama do Bifurcación. A) -
F'" (Q) F"' (0)F (0)

> 0, D) - 0^P m < 0

Los puntos fijos de F\(t), están dados pox G\{t) = Fx(t) — £ = 0. Para
tener mas de una, curva de puntos fijos que pasan a través de AQ y t = 0,
l l s tenei

A A» = ()

Como (jueieiiKis <pio una curvn de ¡puntos íijos sea / ~ 0, dofinituos
la íoiina siguiente,

¿) de

donde,

si
si * ̂  °

(o), si Í = o

Adeuuis de dicha curva, para que exista una adicional de puntos fijos que
pasen por Ao y t — 0, requerimos, H\Ü(Q) = F'Xa(0) - 1 = 0 y,

dHx{0)
~ dX

dfx(O)
dX dX

Á — ' (2)

e n t o n c e s el t ( !o i e ina d e la ( u n c i ó n i m p l í c i t a , i m p l i c n <¡ue (íxisLe u n a ú n i c a
func ión d e ciaste C\ X(l) , { ron / s i t f ic iml .nnienl .c p(!(¡U(!iio) l a l ( | i ie,

0 - 1 = o- (3)
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Requerimos que A' (0) = 0 y A" (()) ^ ()„ Difet enejamos implícitamente la
ecuación 3,

X(t)

— — fl/^\(o i entonces A'(0) — —-g¡ - - 0,
(4)

A"(í) = -

A"(0) = - (0) •-'— 5¿ 0,

Más aún, el signo de A"(0) nos dice de que lado de Ao, descansa una de
las curvas de puntos fijos, ver figura 6.B

1.4.3 Bifurcación Doblamiento de Período.

Ejemplo 4 Consideremos la función F\ (£) = t -f- \sen2-Kt. Cuando van-
amos el parámetro A, observamos que después de tener dos puntos fijos un
at.raclor y un repulsar, la pendiente del punto donde se da vi abactor se
inami•eiila, de modo que los don pimíos jijón se vuelven rcpuL'iorc.s, apare-
ciendo una órbita, de pe/iodo dos Este tipo de bifurcación es conocida como
Bifurcación Doblamiento de Periodo.

A V— _l B V- JC K___.

Figura 7: Bifurcación Doblamiento do Período A) X = 0.3, B) X = 0.35, C)
A-0/I ,
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Teorema 5 (Bifurcación Doblamiento de Periodo). Supongamos que
para una función FA(£n), t = 0 es un punto jijo no-hiperbólico en Xo y
•̂ Ao(0) = - 1 - Entonces si además

= A , , ^ 0 ,

existe una curva de. pimíos •periódicos de. período don que ln.furc.a desde (A,,, 0)

DemosUación
Las puntas periódicos do período das de Fx(t), están dados poi GXU) =

F*{t) -t = {). Como,

d\ 0X U'

pata aplicar el teorema de la íunción implícita, definamos,

si / 0 / '

= G"Aü(0) = (l<l)' (0) - i =

dHx{0) __ dG'x(O)

'=Ao ' dX ^ = A 0 ^ 0.

Aplicamos el teorema de la función implícita a Hx(t)} entonces existe una úni-
ca función de clase C'\ X (í) , (con / suficiíniteinentc pequeño), que- sfitisface
A ( 0 ) :•- A(, y li\{,)(t) = 0 . K n | )n r l . i ( :u i ¡> i , ¡>¡iia / /• 0 , t i m e m o s ,

= 0,

es decir, un punto periódico de período dos de Fx{i){t). Verifiquemos que,
A'(0) = 0 y A"(0) ^ 0. De la ccuatíún 4, calculamos,

A'(0)
<•>»*(»)

= 0.



ya que,

(^2
0)"(0) = ((FAJ'(0))2(FAo)"(0) 4- (FXay(0)(F,o)'(0) = 0.

La concavidad de la curva A (í), se puede conocer sí calculamos

A \\¡) —

Entonces,

(0
A—Ai

debido a que, H\{f¡) es difeicnciablc y satisface,

2 Á

//,"„(•')

Observación 6 La gráfica de la bifurcación de doblamiento de período de-
pende del signo de A"(/;),,

T 1
I I /

A

t t

Figuia 8: Gráfica de la Bifurcación de; Doblamiento de Período con: A)
2 > 0; íí) 2/'J"(«) "I- W(0) ) 2 < 0.



Observación 7 Observarnos que si t es un punto Jijo de F, F\(t) = É, entonces
í es un punto fijo de F\(t),

e
y además si F'¿ (¿) ~ 0, 5c //¿ene gue,

(0 = (^(* 0.

Con lo anterior, vemos que las condiciones del teorema 4 se satisface para
/'2, .57 / cumple las condiciones del teorema 5.

Observamos que en la segunda iterada de la función dada en el ejemplo
4 (ver figura 9), ocurre la bifurcación tenedor antes vista..

Figura 9: Bifurcación Tenedor.. A)b = 0.3, B)b - 0-35, C)b = 0.4.

24 I S I S CON
FALLA SE ORIGEN



2 FUNCIONES DE LA CIRCUNFERENCIA.
En este capítulo discutiremos las ideas y conceptos básicOvS que involucran el
(«ludio de la dinámica de la.s funciones de; la citeuníeiencia..

Definición 15 Para todo a G WL, definimos,

a rnod 1 = a — [a],

donde [a] es el mayor entero menor o igual a a

Observación 8 (t) a mod 1 > 0, para todo fl6t.
(ti) a. mod I es la parte fiaccionaria de a, si a > 0 y uno menos el valor
absolvió de la parte fraccionaria si a < 0,,

Lema 1 Sean a, b E fft, Entonces,

(a-H 6)modl = (amodl + 6modl)modl.

Es importante hacer notar que, para a, b E M, a (6 mod 1) ^ (ab) mod 1.

Demostración
Basta probar que (a mod 1 + 6 mod 1) — (a + b), es un entero.

(amod 1 + 6modl) - (a + h) = (amodl - a) 4- (6modl - b)

- - [a] - [b] e ZM -

Definición 16 Sea C — {z G C: \z\ = 1}. S es la dase de equivalencia
topológica de C.

Un modelo de S es el espacio cociente R/Z, determinado por,

E /Z = {[[&]] : x e R} , donde [[a;]] = {y e R: y - x € Z)

Otro modelo resulta al identificar los extremos del intervalo [0,1],

Definición 17 Una función f : S —> 5, es llamada una Función de la
Circunferencia.
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l£st.ns funciones pueden sci especificadas asando un modelo cualquiera do
la dase de S.

Ejemplo 5 Las rotaciones son Junciones naturales de la circunferencia,,

ra : S ~* S
x i—• (re -f- a) m o d 1

Donde el ángulo de rotación es de 2-na,, Equivalentemente decimos que el
ángulo de rotación es de a radianes normalizados.

Figura 10: Rotación ra (re)..

Ejemplo 6 La proyección canónica es la clase de equivalencia de la función

i i--» (

S
,2nH

Fiftiua 11: Proyección Cnnónicn.

(Huí cmacleiizncióu d<; la ptoyección canónicn c-s

7T : R -> S

t h-+ t m o d 1.



Definición 18 Todaf : 5 —> S, continua, es llamada Endomorfismo de la
Circunferencia,

2.1 Representación de una Punción de la Circunferen-
cia

Definición 1.9 F : ] R - » R representa (o es el levantamiento de) una ¡unción
de la circunferencia, si para todo s,t € R

7T (,?) = 7T ( i ) , implica, que n (F (,s)) — ?r ( F ( í ) ) .

Proposición 3 F representa a una, Juncia? 1 de la circunferencia si y sólo si
existe una única función f de la circunfc/i curia que ¡mee conmutar al diagra-
ma,.

F

* I i * (5)
S - S

i
Esto es, F representa o es el levantamiento de una función de la circunfer-
encia si y sólo si existe una tínica f : S —> 5, que cumple.

V í e M . (6)

Demostración.

Supongamos que F representa una función de la circunferencia y esco-
jamos una rama cualquiera TT"1 de la inversa de TT, para definir,

Por hipótesis F ( í ) - F(s) G Z para t,s = TT"1 (TT(Í)) , E M, tal que í -• 3 € Z
y entonces,

v ( F ( t ) ) = T T ( F ( S ) ) = i r { F ( * - l ( n ( t ) ) ) ) = / ( T T ( ¿ ) ) , V í e M ,

por lo tanto, existe / función de la circunferencia, tal que F es representación
de ella.
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Recíprocamente, si existe / función de la circunferencia, que cumple,

con una F : E —> M. Sean s , íe lR, tales que ir (s) = TT (/,) , entonces,

por lo que, F es representación (o es el levantamiento) de / . . •

Observación 9 Sea TT'1 una rama de la inversa de la proyección canónica
7T. Una función F : IR —> R determina una función de la circunferencia,
•mediante, la -regla,

f(x) = (noFo7T~l) (x),

independientemente de la rama (TT"1) de la inversa que se escoja, si y sólo si
F representa a una función de la circunferencia.

Observación 10 (i) Toda función de la circunferencia tiene representa-
ciones en la recta.
(ii) Sea F representación de /.. F continua implica f continua, sin embargo
una f continua puede tener representaciones discontinuas,
(üi) Todas las representaciones continuas de un endomorfisrno difieren por
una constante entera

Demostración,,
(i) Dada / : S —* 5, escogemos ir~l, una rama cualquiera de la inversa de

7T Obviamente la función,

* " ' ( / ( * ( * ) ) ) • (7)

satisface que TT (F (£)) = / (TT (£)).
(ii) Sea U C S un abierto, demostremos que / - 1 (U) os abierto. Como ir

es continua, TT~] (U) OS abierto on IR, y ademas por hipótesis F es continua,
entonces F~l (TT~1 ({/)) es abierto en R Por la conmutativklad del diagrama,
esto por ser F representación de / ,

(U)) = TT-1 ( / - ' (U)) ,
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pero 7T es la proyección canónica, poi lo que un subconjunto de R/Z, es
abierto, entonces TT"1 (/~ ! ([/)) OH abierto si y sólo si /~ ! (U) es abierto,

(iii) Sean F(t) y F*(t) representaciones continuas de / , entonces

TT(F*(¿)) = /(TT(Í)) = vr(F(í)), V í 6 M,

entonces,

F*{t)-F(l) eZ, V/,£l.

Es decir, F* — F : R —* Z, como F*(í), F(í) son continuas y Z es discreto,
entonces F*(t) — F(¿) es constante. Por lo tanto, existe m € Z,

para toda í G R.B

Observación 1.1 Las funciones de la circunferencia pueden tener representa-
ciones discontinuas que no difieren por uno, confitante adera.

En virtud de la observación 10 (iii), podemos dar la siguiente definición,.

Definición 20 Sea f un endomorfismo de la circunferencia y F una repre-
sentación continua de f. Diremos que f es monótono creciente (decreciente)
si F lo es,

2.2 Endomorfismos de Grado Entero

Poi definición, cuando una F : M. —> R representa una función de la circunfe-
rencia, para cada í G E, existe k{t) e Z tal que F(í+1) —F(í) = k(t). Veremos
nhora <|iic piua todas las lepn^eni-acíonívs continuas de un endomoríismo de
la circunferencia, este entero k es independiente de í.

Generalizamos primero el concepto do función periódica.

Definición 21 F : R-->R es periódica de grado entero k, si

F(t + 1) = F(£) + k, V t 6 R. , (8)

Observación 12 Toda función periódica de grado cero es periódica, de perío-
do T = 1.
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Proposición 4 (i) Si F es periódica de grado k entonces, para todo rri € Z,

F(t + m) = F(t) -\-rnk, V í É K..

(«J Toda función periódica de grado entero representa una función de la
circunferencia.

Demostración.

0)

== F (t + m — m) + 77i fe..

(ii) Sea F periódica de grado entero fe y sofin sj. G IR talos que s
I | m, vi. ci Z , tiiii-

'̂(,y) - F(¿) = F(í + m) - F(t) - mfe, rnl- € Z,

poi lo tanto, F representa una función de la circunferencia •

Proposición 5 Todo endomorfismo de la circunferencia tiene una repre-
sentación que es continua y periódica de grado entero,. Todas sus representa-
ciones continuas son periódicas del mismo grado entero.

D ('.'mostración.
Sea / un ondomoifismo de la ninmfetenc.ia y F una representación con-

tmiui (ie / . OoiiHideiei

por ser F representación, <p (t) : E —>Z, para todo t € IR. Probemos que
ip(t) es constante, por reducción al absurdo. Supongamos que tp(t) no es
constante, entonces existen ¿l5 í2 tales que, <p (t\) — k e Z y (p (í2) = A;+ 1 G
Z, dado { un real no entero, por el teorema del valor intermedio existen
t £ (íi, ¿2) tal que <p (t) ~ ^, esto es contradictorio, ya que £¿? (¿) toma valores
enteros.



Sea H (t) otra representación continua de / , entonces H (t) — F(t) + c,
c € Z, luego,

H (i + 1) = F (i + 1) + c = F(í) + A: + c = H (t) + A;,

es decir, # (í) es periódica de grado k. Por lo tanto, <p (i) no depende de £ •

Observación 13 Una función discoiitinua de la ciicimfc/rc/ihcia puede tener
'leprcHciúaetones penódteas de diferente grado o incluso que no sean periódi-
cas de grado entero

Definición 22 El grado de un endomorfismo / , e,s el grado de cualquier
representación continua y periódica de grado entero de el.

Observación 1.4 La gráfica de un endomorfismo j : S —» S es una curva
cerrada en el toro, T2 — S x 5, que se enrolla una sola vez en la dirección de
los paralelos. El grado de f es el número de veces que ésta curva se enrolla
en el el toro, en la dirección de los meridianos Para visualizar estas gráficas
conviene pensar a,T2 como el cuadrado [0, 1] x [0,1] donde los lados opuestos
están idc.nl ijirados.

Figura 12: Funciones en el Toro y en el cuadrado [0,1] x [0,1]: f(x) =
(:c) uiod 1 (A,B) y f(x) - (2x) mod I (C,D) -

Nos referimos al cuadrado [0,1] x [0,1] con esa indentificación, corno el
Toio Plano.
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Proposic ión 6 Todo endomorfisrno de la circunferencia, de grado k ^ 0, es
suprayectivo. .

Demostración:
Sea / un endoinorfismos de la circunferencia de grado k / 0 y F rep-

resentación continua, de / . De la, ecuación 8, F (i) ~ F (0) 4- h, para todo
u e [F(0),F{0) + \k\) existe f e [0,1) tal que u = F(t). Por lo tanto, F es
.supiayectiva de [0,1]. Como F es supraycctiva, entonces fon = noFc8
supiayectiva.,.B

Definición 23 Sea f una función de la circunferencia de grado k y F rep-
resentación continua de /.. Decimos que F es una representación principal,
si F (0) € [0,1).

Observación 15 Sai f una función de la circunferencia de (pudo k. Dada
F iepieseni.aci.6n continua de f, existe F rcpiesei unció II principal de f.

Demostración.
Dada F ^presentación continua de / , existo Ti, c tal que F(0) = c €

<\c -| I) . llagamos,

F(!) = 'p(l) - [71], pata todo / G R,

donde [c] es el mayor entero menor o igual ac, entonces, F (0) € [0,1) •
A continuación presentaremos dos proposiciones técnicas que se necesi-

taran en la secuela

Proposición 7 Dejinimos F" como la n-ésima ileuula de F. Sean J\ </ cn~
domorjismos de la circunferencia de grado h y /, •respeefiva/numte,
(i) Si F y G son representaciones continuas de f y g tespccíivarnenie, en-
Umees F" o O1" y G7J1 o Fn son representaciones de / " o </" y tj" o / " .
(ü) f" o (7m y (¡m o / " , son de grado knlm,

Demostración.
(i) Piimeio probemos que F r i es representación de fn. ('Inducción sobre

Paia n — 1 es válido, poi hii>(')t-<ísÍK
s (pie valida para n - - I , es dwii",

TTOF" '•== 7"" 1 ow.
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Demostraremos que es válido para n,

(n o F") = (n o Fn"*) o F = (f1"1 o yr) o F = f*"1 o / o TT = / " o TT,

entonces FTÍ es representación de /" . Shnilarmente, G" es representación de
5".

Probemos ahora que Gm o Fn es representación de gm o / " .

7T O (6"" O FTI) - (f/" O 7T) O F " - í/" O (Tí O 7'"') - 0 m O ( f O ff) = ( / " O / " ) O 7T,

similannente, F" o Gm es representación de / " o gm.
(ii) Primero probemos que / " tiene grado kn.

Fn(t + 1) = F (í™-1 (í + I)) = F (F1 1 '1 (í) + kn~l) .

Aplic.imdo la propasición 4 (i), tenemos,

Fn{t + I) - F (F"" 1 (¿)) + k (k1"1) = F" (t) -f F.,

poi lo tanto, / " tiene grado kn. Análogamente, gm tiene grado lm.
Ahora veamos eme / " o gm y yr" o / " son de grado knlm.

F" (CUI (/• !- !)) - F " (/ -I- /"') - F " (/) -i- k'TM

Proposición 8 Sean f un endomorfismo de la circunferencia de grado k y
F, F representaciones de f, tales que para toda t e IR, F(t) = F(t) + c. con
ce Z Entonces,

71 - ¡

¿=0

Demostración: (Inducción sobre n)
Para n = 1, se cumple por hipótesis.
Supongamos que la proposición os valida para TÍ — 1.
Demostremos que se vale para n:
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Corolario 1 Si f es de grado uno (k ~ 1) entonces F (¿) ~ Fn(t) 4- en.

2.3 Homeomorfismos,

Sea F una representación de /., Puede demostrarse que si F es un homeo-
rnorfismo, entonces / es también un horneomorfismo, pero el recíproco no
es cierto., Sin embargo, si / es un horneomorfismo de la circunferencia y
F es una representación continua de / , entonces F es un horneomorfismo y
además F~l es una icpi esputación de f~l.

Observación 1G Sean j\<¡ endomovjismos de. la circti:ii¡ere.iicia. Si f y <j son
conjugadas, entonces existen F y G representaciones continuas respectivas
que. son conjugadas.

Demostración:
Si J y (] son conjugadas, existo ir lioinoomorfiísnio con Jl su TÍ;PI(;MCUIÍ,MC¡ÓII,

tal que, .

h o /' = (j o h,

usando la proposición 3, Uunü

(/¿ O / ) O 7T ~ (<J O / i ) O 7T,

h o (/ o TT) = (j o (/;, o 7T),

h o (n o /;1) = g o (TT o H),

(h o TT) O F = (g o TT) O / / ,

(noll)oF = (TTOGI)O//,

tco(HoF) = 7ro(Gio/í), .

lo cual implica que, / / o F ™ Gj o /í -f- c, c 6 Z, si defininimos G(£) = £ + c

1>OI lo tanto, existen F y G que son conjugadas.•

Coiisi(l(;r(;ni(js oiientack'm positiva como la orientación en sentido con-
Uaiio d(; las manecillas tlel leloj y negativa en ca,so contrario.,



Definición 24 Sea f un horneom.01fismo de la circunferencia, f preserva la
orientación, si todo segmento orientado (con orientación positiva o negativa)
con extremos x, y, al iterarlo y obtener el segmento con extremos f (x),
/ (y), éste conserva dicha orientación Abreviaremos "Homeomorfismo que
preserva la Orientación" por HPO

Observación 17 Sea f un homeomorfismo y F una, representación continua
de /.. Si f preserva orientación positiva entonces F en creciente y de grado
uno. Si f invierte orientación, F es una función estrictamente decreciente
y tiene grado — 1..

Proposición 9 (i) Si un endomorjismo de la cvreunfe?encia, es inyecüvo
entonces tiene grado k = 1 o k — — 1.
(n) f es un endomorfism,o de la circunferencia, inyecüvo, si y sólo si f es
un homeomorfismo.

Demostración.
Sea F una representación continua de f-
(i) Por definición, F (t + 1) = F (í) + k. Supongamos que

s existen ío,/;i € [0,1) distintos, tales que, F(1.\) — F(f(i) =
k\ > 2, en-
t | , es decir,

como / es inyectiva, TT (Í0) = ?r (/,¡), pero eran distintos. Por lo tanto \k\ < 2.,
Ahora si k = 0, / no es inyectiva., Asi que |fc| — 1, es decir,

(vi) Como [0,1) es compacto y HausdorfT, por el Teorema Fundamental
de la Topología que dice "Toda biyección continua de un compacto a un
hausdoiff, es homeomorfismo", por lo tanto / es homeomorfismo.•

Ejemplo 7 Para cada a G [(), I) la función Ru : R —> IR, dada por Ii(l (t) =
I -f- a, <:s la •iv/presentactóu <}.<• unu función de la riicmifi'-icuria ra {'•'•)



Si a € Q se dice que Ra es una rotación racional y si a $ Q, Ra es una
rotación irracional. Las 7alaciónos son los ejemplos •más scitcillos de UPO.

Figura 13: Rotación, r¿ (x) = (x + ^) raod 1.



3 ENDOMORFISMOS MONÓTONOS.
En los dos capítulos siguientes se discute la teoría de rotación iniciada por
Poincaré, en este capítulo se consideran endomoifismos monótonas de grado
uno, en el capítulo 4, siguiendo el ti abajo de Ncwhouse, Palis y Takens,
se aborda la generalización de la teoría de rotación para endomorfismos de
gindo uno (no necesariaineníe monótonos) de la chr.unferencía.,

3.1 Número de Rotación.

En asta sección veremos que a cada, endomorfismo monótono creciente, / , de
la chcuufercncia, se le puede asociar \\n número ical, /;(/), llamado número de
rotación [31]. Este número caracteriza importantes propiedades del sistema
dinámico determinado por las iteraciones de / , y constituye un indicador de
la existencia de órbitas periódicas.

Definición 25 Definimos la longitud del arco (orientado) entre dos puntos
;(., // tic la vire ¡injerencia como:

/ m W , ,, / ( ) \
" ' l l f l ) !/} ~ \ (1 - (S - I) Uíod 1) llKKl 1, Si S > /. / '

donde .s,¿ € R son tales que 7r(.s) = :;;, 7t(/) = y

La definición de longitud de arco implica la selección de una orientación
on la circunferencia, el arco de x a y se recorte avanzando en la dirección
contraria a la que giran las manecillas del reloj.,

Observación 18 La definición anterior es independiente de. w.presenUmfcs:
el oalor de larc (:;;, y) es indepc;tidi<:nl.e de la selección de los puntos a y I, en
7r""'(.'í:) yK~]{{}) réspedivawcute

Demostración:
Díidos s , s ' y í , í ' eriTT"1^;) yn-~l(y) respectivamente, para, quela/n/rc (x, y)

sea independiente de la selección de los puntos, tenemos cuatro casos: 1) s < t
y s' < /,', 2) x > I y s' > //, :i) ti > i y s' < /.", y 4)s < i y .s' > //; ¡o.s casos 1)
y 2) son triviales y el '¿) y 4) son similairs, a.sf <|U(; basta ])iobai <ine,

(t-s)moil 1 = 1 - (V- f / ) i t i odJ ,
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para s < t y s' > t'.
Como s < t y s' > tf, s1 = s -f fe, i' ~ t + l\ fe, I e Z,

[t-s)-(l-(s' -t')modl) = í ' _ Z _ 5 ' + A ; - H - ( s ' - í ' ) i n o d l

Observación 19 (i) 0 < la,rc (x, y) <\ y larc (a, ?y) — 0 .« ¡f/ sólo si x = y,
(ü) larc (x, y) = 1 ~ /are(y,x)

Definición 26 ScaO+(xo) = {x(hx\, ...,Xfe,... } la órbita posüwa d,v. un pun-
to XQ, bajo el endomorfismo f : S —* S. Definimos el avance promedio de la
óibila C"*(.ro), en n iUiraci

'

El avance promedio de la órbita G+(xo) (completa) estaría entonces dado
poi:

Observación 20 A/fi.s adelante, miremos que. esle límite puede no existir,
aún siendo la ¡unción f un endomorfismo de grado uno,

Ejemplo 8 Consideremos el sistema dinámico en S detenmnado por la rotación,
Ta{%o), de arco (ángulo) 0 < a < 1. Como es de esperarse, el avance promedio
de las órbitas resulta ser a. Una 7-epresentación de ra(x) es Ra(t) = t + a,
Vi E K. Dado que i?¿(í) — t + ka y entonces,

Pno (.''"«) = ti™ P f ) (x{)) = lim ~Y\irc {xk.u xk)

l im —

".a /[) tal que, n ( ÍQ) = .T0 C o m o a > 0, /?¿ (í(>) > TíJ"1 ( /Q) T/ entonces,

Poo(-To)
A:-T |

1 " TJí'

= l im — / (/o + fc^ — (/<o + (fe - 1) n)) i ' iod 1 = lim — = a,



Uno de los teoremas principales de esta sección es el siguiente

Teorema 6 Si f es un endornorfismo de grado uno, monótono creciente,
entonces para toda órbita O+ (x) esiá bien definido el a.invncc promedio Poo(x)
y es el mismo para todas ellas., Esto es.: para todo x está bien definido Poo{x)
y es independiente, de x, Este límite depende solamente, de la función f y
se devota por /?(/). Más aún, si F es una representación continua de f, se
tiene que,

/?(/) ~ Pw(x) = lim Pn {x) = lim — ^ mod 1,
n—•'oo TI—>oo n

pai a todo x en S. Este últtmo límite es también independíenle de la repre-
sentación continua F y del punto t 6 IR. Si F es una representación principal,

p(f) = Poo(x)= l i m — ^ .
n—»oo n

(ÍAI demostración apn:iece más adelante)

Definición 27 El número de rotación de una representación continua F de
un endomorfismo de grado uno, monótono creciente se define como,

p[F] = Hm _ÍTM
n —>oo 77

El real p(f) = p(F)modl } es conocido como el número de rotación de la
¡unción f

Ejemplo 9 Para endornorfiamos de grado distinto de uno, el cociente — -̂*
puede no estar acotado. Sea, /''(/) 2/, i-níonccs,

Fn{t) =F(Fn

de aquí que,

Fn(t) v Tt

ri--*oo Jl 7i~»oo fl

Nótese que F es una representación de un endomorjisnio f de grado dos,
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Figura 14: Punción de grado dos: f(x) — (2x) mod 1.

Ejemplo 10 El liin w, puede depender de la. condición inicial. Consi-
77—>OO "

deremos la función F(t) = t + 0.314159 + (QAl)fien2nt.
Si escogemos t = 0,038938, léñanos que F (0.638938) - 0.G38938, y

Fn (0,638938) = .F""1 (F (0.638938)) = Fn~] (0 638938)

= F(F (0.638938)) = 0638938,

por lo tanto,

pero s% t = 0.328056, tenemos, F(0.328056) - 1 4- 0.003886} así que,

/•V2(0.,32805f)) = I +0.328056,

/;i"2"(í).:i28()f3O) - // -I- 0 328050,

F 2 t l + 1 (0.328056) = F{F2n (0.328056)) = F(n + 0.328056)

= n + F (0.328056) = T? + 1 + 0.003886,

con. /o que concluimos que,

lini --

En este caso, F es la representación de un endomorfismo f de grado uno
pero que no es invectivo, figura 15.
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Figura 15: / (x) = (x + 0.314159 + 0 41sen2nx) mod 1. Punción no inyecti-
va

Demostración del Teorema 6.
Sea. í(j 6 M. tal" que TT(¿O) — %0i F representación continua do / y xi¡ =

-K (Fk(ti))). Como F es monótona creciente, FL~](t0) < Fk(tQ) si ¿0 < F(L0)
o bien Fk-1{t0) > Fk(t0) si í0 > F (í0)

Probemos que si / no tiene puntos fijos, y F es una representación
principal (F (0) G [0,1)), entonces

F ( í o ) - i o < l ,

para todo ¿o G [0,1) Supongamos que F (ÍQ) > í0 + 1- Sea,

entonces </? (0) — F (0) -• 1 < 0 y tp (¿o) = F (í0) - ¿o — 1 > 0, por el teorema
del valor intermedio existe £ € (0, ¿o) t.ol que <¿> (̂ ) = 0, u& decir,

lo cual implica que, F {£) = £— 1 y por lo tanto, / tiene puntos fijos.
Consideremos dos casos:
1) Si / tiene un punto fijo existe ^ € 5 y una condición inicial £o tal

que los puntos Xk en la órbita de Xk quedan encerrados en una vecindad de
£ de radio arbitrario e y se aproximan monótonamente a £. De esto se sigue

que, para iV suficientemente grande, se cumple que ^ larc{xk-\,Xk) < e.

Entonces P ^ (x) — 0.
2) Si / no tiene puntos fijos y F es una representación principal, F (¿o) -

¿o < 1 y por inducción Fh (ío) - Fk~l (í0) < 1- Como la representación F
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e s p r i n c i p a l , £ 0 < F ( í 0 ) . E n t o n c e s , c o m o F e s m o n ó t o n a , p a r a t o d a k > \
tenemos que Fk~l(t0) < Fk(t(¡) y,

, j

( ^ o ) - ^"'(ío)) mod
n—>co \ 77,

\

yra-«>o U J yn—oo n

Demostrai cmos quo el limito existe. Por la observación 461 dados,

M = Mór(Fn(f)~t) 11 m — Mhi( Fn(i\ — f)

se tiene que Mn - mn < 1. Entonces,

Fn(ti) - ¿! - 1 < Mn - 1 < mn < ^"(¿2) ~ 2̂ < Mn < m,,. + 1 < ^"(í i) - ¿1

así,

/ ' ^íiy — í i — 1 < I ' \Í2J ~ ^2 < -í i,'' 1) ~~ i'I n" -í-i " í ] , í.2 c: K ^yj

Sea /] = 0 y ¿2 == ^"^"^(0) , sustátuiínos <;n la desigualdad anterior,

](0) < Fn{0) + 1,
< Fn(0) + 1,

S E"=i(^n(o) + 1 ) ,
kFn(0) -k< Fnk(0) < kFk{0) •+• fe,

dividimos entre nfc,

n(0) _ !_ Fnk(0) Fn{0) l_

n n ~~ vk ~ n n,'

St! piobaiá en el apéndice,.
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de lo anterior tenemos,

Fnk{0)

nk

y similar mente,

Fk(0)

nk k

De las desigualdades anteriores se tiene,

k(0)_ _ F"(0)
k n

1 1
< 7 + - •re n

Por lo tanto la sucesión ^ ^ es de Cauchy. Esto prueba que el límite existe
paia /. = Ü.

Sea ¿i = 0 en 9 y dividimos entre 77,

F"(0) 1 F"(¿2) i-i Fn(0) 1
._ ._. < <; + 'j

n n n n n n

esto prueba que lim F^*2' existe.

Ahora demostraremos que es independiente de í. Sí F es una repre-
sentación de / entonces para todo n 6 Z, Fn(t) — t es de grado cero.. Sean
íi,Í2 condiciones iniciales tales que £i =¿ Í2, entonces si,

tenemos,

\F"(tx)

entonces,

n n n

lim
7Í-~KX>
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Ahora consideremos F* otra representación continua de /, tal que F* —
F | m, m, 6 %, entonces,

(F*)n = F" + n m , V n e Z

d

+ l i m ^ m o d l

con lo cual, tenernos que el límite es independiente de la representación
conthma.B

Lema 2 Sea f un endomorfismo de la circunferencia, monótono creciente,
de grado uno y F una representación continua de /., Entonces,

Fn(t)-t

n

para todo n £ N.

Demostración.
Sean *0,*i € K y ¿2 = ¿^"^(¿o) «n 9,

sumamos í | a todos los miembros,

n

mn rnn mil
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Tí. rrw n

rnn n

mn n n
imn(¿o) Fn(t[) -

1
- ,
n
1
-n
1
- ,n

n

n

< - ,n

n

La proposición siguiente nOvS dice que p(F) es continua para la C ° -
topología,

Proposición 10 Sean f , g endomorfismos de la circunferencia, monótonos
crecientes, de grado uno y sean F, G representaciones continuas de f y g
respectivamente.. Entonces dado e > 0, existe S > 0 tal que si

\\F - Gil, = sup \F{t) - G(í)| = max \F(t) - G(t)\ < S
'€[01)

rnloncrs \p(l>') - p(G)\ < <..

Demostración.
Sea. í e l . Usando el loma, anterior tenemos,

\p(F)-p(G)\ p(F) -

p(F) -

n n n n
Fn(t)~t

n

Fn{t) Gn(t)

n n
1 2 1

n n n n n
2

Gn(t)\,

fijamos n € Z, tal que ~ < | , y elegimos ó > 0, tal que,

ne . ., „
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entonces

por lo tanto

lne

si

Rotaciones Sea ru(a:) la rotación ele ángulo 0 < a < 1 en S y i?u(í) = í
una de sus representaciones.. Usando el teorema 6 tenemos que

p(ra) — uní niod 1 = Inn mocl 1

y se corrobora el alíenlo realizado en til Ejemplo 8 de h\ sección precedente,,

1Ü: Rotación rtl (:/;) (ni: A) la, circunferencia, 13) en el toro.

Proposición 11 Sean / , g endomoifiamos de la circunferencia, monótonos
crecientes, de grado uno- Entonces:
(i) Si existen a\,ai G R tales que, t + a\ < F (t) < t + a2, para todo t,
entonces a\ < p (F) < 0,2
(11) Si h es un endomorfismo de grado uno y ho f = g o h , entonces p(f) =

pin)-

Dcmostma.t'm;
(•/) T e n e m o s qiKi / I «1 <: / ' " ( / ) < / I (t.-¿y e n t o n c e s

t + o, + «i < F (t) + a! < F (F (/)) < F (í) + a2 < t + a2 + a2)

/, + 2aJ < F 2 (i) < ¿ + 2o.2,



siguiendo el proceso n veces obtenernos,

< F"(t) < t-\-na2}

t + nax F^jí)
77. " 77 ~~ 77,

calculando el límite,

aj < lim < O2J

y concluimos ai < p (F) < a2.
(u) Si / i o / = f/o/i, por inducción / i o / " = //" oh pmn iodo /Í, € N. Por la

proposición 16, existen F,G,H representaciones de J\(}Ji i espectivamentc,
tal que,

(H o F")(t) = (C o H)(t),

Como h es un endoniorfismo de grado uno, ip(t) = H (t) — t es de grado cero.
Sustituimos,

((* + V) o F»)(t) = (6™ o H)(t) - H(t) + H(t),

F"(í) + (<fi°F")(t) - H(t) = (G" o H)(t) - H(t),

7--"(i) + (v> o /'-)(/) - t - V ( Í ) = (6"" o /y)(í) - ; / ( / ) ,

F"(t) -t + v (F"(í)) = G"

tenemos que cuando n tiende a infinito,

= l ü n

n n n J
como (̂  (¿) está acotada su límite tiende a cero y como el número de rotación
para estas funciones es independiente de la condición inicial, obtenemos:

,. / ' " 'O , (•'"{!)
¡ ] m — |1|H

11 ->Oü ¡I 11 >fX> 'H

Totiiando la JMUIÍ; í'niccionniia, KÍSUK.ÍI
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Ejemplo 11 El recíproco del inciso (ii) de la proposición anterior, no es
válido; dos funciones pueden tener el mismo número de rotación y no están
conjugadas por un homeomorfismo de grado uno, Consideremos la rotación

7*1 (x) = 1 x + — ) mod 1,

y la función,

/ ( ; , ; ) = (y; . ¡ - {).,5 -|- ( ( ) . | 2 ) . S f í í 2 7 T . r ) l t lO<l I ,

y/.o .S'ÍÍÍÍ. conjugadas, esto se debe a la proposición 2, que dice que bajo conju-
gación se preserva el número de órbitas periódicas de cada período,.
Verifiquemos que el número de rotación de f(x) es | . Con t = 0 tenemos,

/(O) = 0 + 0.5 + (0 12)sen27r(0) - 0.5
/2(o) = /(O 5) - 0,5 + 0.5 + (0.12)5en27r(0.5) - 1.0

como 0 y 1 son el mismo punto /2(0) = 0,.

p(f) - Um¿—— J tiiod 1 = -.

Cuando el número de rotación es irracional se puede hacer valer el recípro-
co de la proposición 11 para conjugación en funciones continúan.

Teorema 7 (Denjoy [8]) Sea f un difeomorfismo de clase C2 con número
de. mi. ación irracional a Entonces f es C° — con jugada a /?(n es decir, existe
un homeomorfismo h tal que f = h~l o Ra o h

Teorema 8 (Arnold [1]) Sea f un dijcomorfismo analítico suficientemente
próximo a R(y con número de rotación irracional a. Entonces f es a.nalüi-
cawcnlc conjugada a la mi ación Ult

M., 11. Hermán [22] descubrió un interesante resultado que complementa
los casos cubiertos por los dos teoremas previos. Para enunciarlo se requiere
una clasificación de los números irracionales-
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Definición 28 Sea a un irracional y (a¿)je^, con a% 6 Z"{, una sucesión tal
que a se desarrolla en frucciones continuas de la siguiente manera,

( 1 \

+ -
Decimos que a satisface la condición H (de Hermán) st se tiene:

« í

Sea 7/ — {a G R - Q : a satisface la condición H} Hermán probó que
IR — r¡ tiene medida de Lebesgue nula y si a 6 r¡ entonces para todo e > 0,
existe Bc > 0 tal que para todo £ e Q

Teorema 9 (Herrnan [22]) Si 3 < v < a; y / f/.r?.
C'\ ron p(F) — a. e i). Entonces / <>,s (\fp > 0) C""
(cov la convención-: oo — 2 = cx̂  // w •- 2 = u; .̂

dtfeommfismo de clase
1"^ - conjugada a Ro

3.2 Envolvencia de las Órbitas Periódicas.

Definición 29 Si Q ~ {XQ,XI, .. ,#g_i} es una Ó7'bita periódica, de período
g} de una función f de la circunferencia; definimos la envolvencia (wrapping
numbex) de la óibita como:

q-l

E (O) = lave (xq ..,,x-(l) -I- Salare(:;;¿_,,x¡).

Observación 21 (i) I1) (O) c.s un cuino.
(ii) E (O) > Ü y I'J (O) — U si y sólo si q = 1 (la órbita periódica as un punto

fijo)
(ni) Como la longüud de arco entre dos punios distintos de la circunferencia,
es menor que uno, E (O) < q para toda órbita de período q.



Demostración..

i) Consideremos la órbita periódica O = {xOtxlt ...,ar^1} , y sean *<,,*!,..., V i
tales que, TX (¿,) = x¿. Sin pérdida de generalidad los escogemos tales que
U-x < tu para i 6 {0, „,.,£- 1}. Entonces,

E(O)
q-\

9 - 1

1 - ( V i -¿o) «lodl + > ' (U -/-;-.]) mod

ir. ¡

((t, - í,

ÍS un número entero.•

Ejemplo 12 Todas las óibitas de una rotación de ángulo a ~ £ < 1 con
(?', f/) = 1 -5ori periódicas de período q y envolvencia p

Demostración
Consideremos la rotación ra (x) dada por ra (x) = (re + a) mod 1. Primero

probornos por inducción que, rj (x) = (x + qa) mod 1. Suponernos que se vale
par a q — 1,

Entonces,

Como a < 1 :

= {{x + (g - 1) a) mod 1 + a) mod 1.

r'l{x) = ((x + ( ? - ! ) a) mod 1 ~f amod 1) mod I = (x + (q - 1) a + a) mod 1
= (x + í/a)mod 1.
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Haciendo a ~ E :

r\ [x] = lx +• q~ j mod I = (x + p)mod 1 = xmod \ = x,

Así pues, x es un punto periódico de / y su período divide a q.
^ Demostremos ahora que ningún divisor propio de q, puede cumplir que

r\ (x) = re mod 1, con q = kq', entonces,

x mod 1 = r\ (x) = (x + </M m o d x = I x m o d x + í q>P \ moá a j m o d 1?

lo cual implicaba: - armod 1 + (V^) mod l ) e Z, por lo tanto ^J = g € Z,
pox lo que, k \ p y fe | q peio como (p,í?) = 1, entonces k = 1

Sea C (T0) = {x-o, ,a;7._i} , una órbita de la rotación TR y sea 7?E (t) =

í -I J. Si /,„ es tal ciue TT (/.„) - ;,;0 «IIUHICÍW TT ( / ? | ( / O ) ) = x¡i p ; u a ¿ - 0, . . , f / - i ,

así la envolvencia de la órbita O (x{)), está dada por,

g - l

¿=i

B{O) =

= 1™ (JR
9"1(í0)-ío)modl + (*o) - J?'"1 (*o)) mod 1

7-1

mocil

1-1

usando que * < 1 y la definición de módulo uno, tenemos,
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Ejemplo 13 En general, la envolvencia es una propiedad de la órbita y no
del endomorjismo Un mismo endomorfismo / , de grado uno, puede tener
varias órbitas periódicas con distintos períodos y envolve.ncias, incluso puede
icncr distintas óibüas del mismo período, yero con d.ijcienl.e ev.volvev.cia.
Más adelante se cónchala (Corolario 3), que si el endomo'tjtsmo es monótono
deciente, todas sus órbitas periódicas tienen el mismo período y la misma
envolvencia.

A

Figura 17: Órbitas de período 3 con envolvencia 1 (A) y con envolvencia 2
(B) para la familia clásica con a = 0.5, 6 = 0.365...

Definición 30 Decimos que una órbita periódica tiene característica (qíp)}

si tiene período q y envolvencia p

Teorema 10 Sea, f un endomorjismo de grado uno de la circunferencia,,,
Existe una órbita periódica O de / , de característica (q,p) si y sólo si dada
cualquier representación continua F de f existe m € Z + ,

para todo t e K~1(O)., Además, si q > 1 y m ^ nq, n e Z + U {0} existe una
única representación continua. Y<\ para la cual,

F'l(t) = t -|- p1 con. p = ni inod r/,

•¡Hiui t o d o I e TV'1 ( O ) .
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Dcmo siraci ón.
Existe una órbita de característica. (<?,£>), fq{x) — x, corno F os una

representación continua de / ,

se sigue de que, /(TT(¿)) — n(F(t)). Entonces,

y por lo tanto existe m(¿, F ) e Z tal que

Consideremos F\,F\ representaciones continuas de / , íi,¿2 € M tal que
7r('-i),w(Í2) € O(x) y Ff(*i) - ¿ í + m j , F2

9(í2) = ¿2 + m 2 Sean r > s, xT> x8

lides que

y k = r ~ s > 0, tenemos que

por lo cual

como Fi,F2 son dos representaciones continuas que difieren por un entero c,
Ff(¿j) — F.¿(ti) 4- ̂ c, entonces

mi

= F2
4(JF2

9(í2))

t\ f rr?2 + f/f"-' - t\



FALLA DE ORIGEN

lo cual, prueba la independencia del punto y de la representación para Fq (t) =
I •!- /?, con p — 7í7,modíy

Tomamos el p e Z tal que 0 < p < q. Veamos que F es única, supongamos
que existe otra representación continua F tal que, F (í) = í + p,

t + p = t-\-p-\- cq¡

corno q ̂  0, entonces c = 0. Por lo tanto, F es única.,
Condideremos una función monótona creciente f y O (XQ) = {x0, , xq-i}

de /.. Si ¿o es tal que n (í0) — XQ entonces -K (F2 ( Í 0 ) ) = #«, para i ~ 0, , g -
1, con F una representación continua, entonces la envolvencia de la órbita
O (xo), está dada, por,

q-l

E(O) - larc(xg-.ux0) +

(£0) - F*-1 (í0)) mod 1 + Yl iF (/;Ü) ~ i7""1 (¿o)) tnod 1

mod 1 -

o) - ío)
1

con / <S Z. es decir, i? (O) = p, donde F 7 (¿o) - ío = m y p = mmodg,
siempre que m 7̂  ng, con g > 1. •

Observación 22 ¿?s importante hacer noto/r que la representación que cumple
que Fq (t) = í + p, no es necesariamente la representación principal, definida
en el capitulo dos.
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~7

/
/

Figura 18: Para este ejemplo se cumple que F(t) = t -f 1, y la representación
que cumple que p = 1 mod 1, no es principal,

Definición 31 Sea O una órbita periódica de un endonwrfismo. f de grado
uno Sea F una representación continua de f y m como en el teorema 10.
Entonces definimos la Envolvencia de la órbita O respecto a la representación
continua, como:

Observación 23 En este ejemplo tenemos que, E(O) = 1 ym = 0

Figura 19:

Observación 24 Si f es un endomorfismo de grado uno de la circunferen-
cia, O es una órbita periódica y m como en el teorem,a 10 m ^ nq, q > 1,
entonces para toda F, representación continua de f:

E{O1F)mot\q.
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Teorema 11 Sea f un eiidoinorji.su i o de la eircimjereneia, •monótono cre-
ciente y de (pudo uno, f tiene una órbita de período q y envolvencia p, con
(/>,</) = h ai y sólo sif>{¡) = £.

Demostración,.
Supongamos que / tiene una órbita de período q y de envolvencia />, por

el teorema 10 existe í € l con n(t) = x, tal que Fq(t) =t+p, con (p, q) = 1
p < q, entonces,

por lo lauto,

)p(f) ----- lim -~ - Imi • lnn — )

Ahora supongamos que / no tiene órbitas de periodo q y de envolvencia
p} es decir, por el teorema 10, F'¡(t) ^ t +pt ésto significa qiu¡ existe e > 0,
tal que:

() t + p±e, Vi

entonces,

.. = í + n(p ± e).

V

n-»oo Tí,g r?g q

entonces,

para (-ualquiei p,g G Z. Por lo tanto, /?(/) ^ ^(modl).



Corolario 2 Sea f un endomoijisnto de, la circuiijcrencia, monótono av,-
cii'/nle., de (fiado mío f tiene un punió Jijo st y sólo si p(f) = 0

Corolario 3 Si f es un endomoijismo, monótono creciente, de grado uno
todas sus órbitas tienen el mismo periodo y la misma envolveneia.,

3-2.1 Conjuntos Límite Cantoreanos

Definición 32 Un conjunto cerrado no vacío, denso en ninguna parte (no
contiene ningún abierto) y que todos sus puntos son de acumulación es lla-
mado un conjunto de Cantor..

Teorema 12 St f es un Ihomeomoijismo, de ¡fiado uno, de la circunferencia
con número de rotación irracional se tiene que,:
(i) LO(X) no depende de x.
(li) ij(x) es el todo S ó un conjunto de Cantor.

Demostración
(i) Definimos / = [fm{x):f

n(x)], para m , n e Z con m < n. Entonces
cada punto final de cada intervalo de la sucesión,

coincide con el punto inicial fiel siguiente- intervalo, de aquí que,

ó la sucesión converge a un punto fijo de / m ~ n . Si fm~n tiene un punto fijo,
/ tiene puntos periódicos y p(f) es racional, lo cual es una contradicción.

Corno LO (x) es no vacío, tornemos z € u> {x) entonces, existe una sucesión
{f7"' (x) : I E N} que tiene como punto límite a z.

Consideremos ahora el conjunto, 7( = [/"'' ( í c ) , / m ' n (x)] y la sucesión
asociada, {j-fc(mi~mí+i) (/;)}, esta sucesión es del tipo descrito anteriormente
y por lo tanto, cubre a S. Entonces, dado cualquier y € S1, existe k = h tal
que, y € f-k(mi-mi-n) ( / ^ de aquí que, para cada I,

y corno,
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el intervalo /¿ se colapsa a z cuando I tiene a infinito, es decir,

por lo que,

de (\sla forma z (E &(y). Como z es cualquier [Jimio en u) (x) entonces
t*> (^) Q LJ (y) y de manera análoga w (y) C w (:c). Por lo tanto, tu (x) = u (y),
os decir es independiente del punto,,

(ii) Si tomamos z € LO (X) = E, existe una sucesión convergente {/mj (x) :
I e N}, tal que,

de tai forma que,

l i m / " " 1 ' ( / x ) , - / ( r ) ,

ya <iuc / os continua, y poi lo tanto /£ es invntimil.c: l>ajc? / .
Paia inosUíu <|iie /í/1 es minimal, coiLsidcieniOvS ¿" \in conjunto cerrado

e invariante bajo /.. Si x € E\ entonces O (x) C ^ ' , sin embargo E' es
cerrado y por lo tanto contiene puntos de acumulación, LO (X) , de la órbita.
Por lo tanto, E — u> (x) C E'., Concluimos que E es minimal y no existen
conjuntos / - invariantes cerrados que contengan a E. Para x 6 E) existe una
subsuecsión convergente de la órbita do a;, con límite x, como el número de
1 otación es irracional, entonces / no tiene puntos periódicos, de tal modo que
los puntos de fmi (x), son todos distintos y se acumulan en x. Por lo tanto,
x es punto do acumulación do E y E es perfecto.. La frontera de E [dE)
es también invariante bajo / , ya que f os continua, E <;s /•invariante y los
puntos (¡ti dl'J son lüniles do suceoionos do punios ¡C y J'J':. Sin embargo, E
ea miuimal y este no tiene subconjuntos propios /-invariantes. Por lo tanto
dE = 0 o dE = E. Si dE = E, el interior del conjunto cerrado E, es vacío
y E es denso en ninguna parte y como E es perfecto, por lo tanto es un
conjunto cantor, •
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4 ENDOMORFISMOS NO MONÓTONOS.

4.1 Intervalo de Rotación.

Como vimos en el ejemplo 10, cuando / es un endomoifismo de la circunfer-
encia no inyectivo, el límite,

l i m - ^ ,
n—*oo [I

puede cambiar con la vaiiable /.. Sin embargo, puede demostiaiso que el
cociente,

n

está acotado y por lo tanto, siempre existe su limite superior.

Proposición 12 Si f es un endomorfismo de ¿a circunferencia, de grado
uno, y F una representación continua de / , entonces existe K > 0 tal que,

n

y todo t G R.

Demostración.
Como F es de grado uno, <p(l) = F (¿) - 1 es de grado cero, y por lo tanto

acotada,

'¡ntouces,

sup \(p(t)\ < A.,

F(t) =i + <p(t)
Fn (f) =F(F"-1 (í)) = Fn~l (t) «-1 (í))
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Se sigue que,

\Fn(t)-t

F" (£)

< r?.sup | (^( í ) | — nA.
tew.

I'

F

" (*) -
n

" (i) -
n

t

t

+ ¿

+ t
n

<A +
t

n

Sea /C = ./I + 1, entonces, para n si lucientemente grande tenemos que}

Fn(t)
77

Definición 33 Í'ÍYÍ. / un e.ndomorjiswo de (¡rudo uno de. la cmunfwrmcia y
!'' una represa ilación continua cualquiera de f l'Jl ni'imeti) de roUdón de líi
rq)HíS(;ul.ación F, en eí punto /,, as,

Fn(l)

Observación 25 Dadas ^1,-^2 representaciones continuas de / , el número
de rotación de F en el punto t difiere por un entero.

Demostración:
Tenemos que dos representaciones continuas F\ y F2 difieren por una

constante entera, entonces,

p(Fht) = lims
n

Fn(i} 4- 7)
= lim,sui)-2Vj - = p(F2it) + c.

Proposición 13 Seanftg endomorfismos déla circunferencia, de grado uno
y F representación de f.
i) p(Fy _) : R —* E, es de grado cero y en general no constante.
n)p(R~oFt1) = p(Ftl)+ptñpeZ.
ni) p(Ii],-l t) = p pu.ra lodo i £ M.
iv) Si h o g = / o hy con h homcomorjisnw de la circunferencia y H una
•i ('.presentación continua de ht entonces existe G representación da g tal que,
p(G, /) = p{Ft //(£)). En particular si F = /?,„ .se lime. p{0, i) = p € M.



Demostración.
i)

- ^ n ,. -PT'(í + l) ,. F"(í)',/ + 1) = limsup = hmsiip

= limsup ( — i— ) = limsup:

Tí—•OO

= p(F,t)
T7. / TI—*0O

ii) Como (Rp o F)(t) = F(t) +• p, y F es de grado uno, entonces,

(/?poF)"(o = (F + yr íO' fF + í-y-'í^'
= (F + ¡o)""1 (F(í) + p) = (F + p)"-2 ((F + p) (F(t) + p))
= (F + p)"-2(F2(í)

así tenemos que,

p(Rp oF,t) = lim supS^TiO
Tí—>OO

= linivsup (-í^iü -h p) — liirisup^—*^ -f u
•* V Tt *• I l T í '

iii)

ÍI—1OO )t~->OO

iv) Como las funcñones / , g son conjugadas, por la observación 16 existen
representaciones F y G que también lo son:

(H o G)(t) = (F o H)(t)

Poi inducción,
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Como H (t) tiene grado uno, sea (p(t) = H (í) — í nótese que <p tiene grado
ceio. Sustituimos //,

(<poG")(t)-H{t) = (Fn-Id)oH(t),

" - Jrf)

n n n

) ( ) ,
" "t1

n n n n n

si cíilcularnoK el limito supoiiot cuando n —» oo, loneinos

n

/G"(í) - í (<P°Gn)(t)\ v /(F í f - í) o ()
limsup — + -— — = hmsup ^ ¿ -~ +

n n n J
limsuphmsui>

Definición 34 Si f es un endomorfismo de la circunferencia, de grado uno
y F una representación continua de f entonces el conjunto de rotación de F,
está dado por:

J(l') = {,>(/•',/) : í t l ) .

El conjunto do rotación de í, está dado por:

I(J) = I(F)modl.

Observación 26 lis fácil verificar que I (/) es un conjunto acotado

Danosh ación
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I •''.• 11 á n i?

F (í) — í es una función continua periódica con L máx \F (t) — t\
0<í<l

rnáx
tl-R

F i) - /;

F" (!)
n n —

F"(/)
7),

/

71

1
Z /
7 = 1

F" (*)

n

Por lo Uuiio, -L< l i m s u p ^ i < // •

Ncwhose, Palis, Takens [26] demostraron que la cerradura de / ( / ) es un
intervalo cerrado, después Ito [23] probó que / ( / ) es un conjunto cerrado,
tenernos entonces el siguiente teorema.

Teorema 13 / (/) , es un intervalo cerrado.

Observación 27 Cuando f es un endow,orfismo monótono creciente, de
gmdo uno de la circunferencia, del teorema 6, se sigue que,

F"
!nn

Fn

R

y poi lo lanío, el intervalo de rotación se reduce a un punto,

Hf) = M/)} vt e R.

Dcuiolainos por pí (F) y p.¿ (F) los (Extremos del intervalo de rotación de
F, es decir:

]j<íina IÍ ¡ñjSvu f mi {••inloniorjismo de ijntdo uvo // /'', C/, // rrvrcscnIliciones
covlrmuis de. / , con C! y ¡I monólomis neciail.es
(<) &G< H entonces Gv < ¡i" paia todo n6 Z1 V (>{C) <



as
FALLA DE ORIGEN

(ii) Si G < H entonces Gn < Hn para todo n £ Z+ y si p(G) o p(H) es
vnurional, p(G) < p(fí).
(iü) Si F > II adonc.es F" > //" pañi todo n £ Z ! /; Pl (F) > p(IÍ) Si
F < U entonces Fn < IV1 paia lodo n e Z+ y p.¿ (F) < p(H).

Demostración.
(i) n = l,G<H
Supongamos para n — 1, entonces Gn~l < Hn~l

Para n, tenemos que,

Usando lo anterior, dividiendo entre n,

G" H"

n

Qii Tjn.

p (G) = lim — < lim — - p (H).
n—»co n TI~»OO 77,

(ni) Si F > H entonces F2 = F {F) > H (F), H (F) > H [H), entonces
F2 > H2 Supongamos que Fn~l > Hn~x.. Demostremos para n,

\\\ l o ¡ i n U i r i o f -:~ > ~ , ( M i l o n c c n / ' , ( / ' ' ) "* p { H ) l ^ u ¡ i / ' ' •• / / o s l o í a h n n i l e

similar.•

Lema 4 5ea / un endomoijism,o de la circunferencia, monótono creciente
tal que f (x) = 0 para x € [rẑ j #i] •
(i) Sip(f) = n ^Q, cwíoucraO^Jn^.a;!) =0 panii = 1,2.
(ü)Si p(f) — p/q, existe un punto x de característica (qtp), con O(x) H

Demostración.
(i) Si para algún j , / ? (^) e [x2ix¡], entonces / ' + I {x¡) = / (.T;) y /?(/)

es racional, lo cual contradice la hipótesis.
(ii) Sea / = (#2, s i) y y = / ( / ) • Como p (/) = p/g entonces / tiene un

punl.o periódico de período q y (snvolvcncia /;, y{. Si O (ij\) H / = 0 todo está
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hecho.. Supongamos que O(y{) O / / 0 y así: y es un punto periódico de
período <¡ y envolvencia p. Son y' — f'1"1 (F) y I i = / " ' (/").

Mostremos que los conjuntos i, / _ j , , /-((/-i) non disjuntos a paies. Supon-
gamos que existe un 10 E I-i H /...,-, con j > v. Entona*? / ' (w) € / y
/ ' M € / , y tal que / ' + 1 (w) = />+1 (w) = y. Por lo tanto,

es decir, y es un punto periódico de período j — i < g, es una contradicción.
Ahora como 7_¿ son disjuntos para 0 < i < q — i, p (I-i) D / = 0 para

todo j < i y tal que / ' |/_. es un homeomorfismo en / , tal que para cada
i, I-i es un intervalo abierto. Ademas,

/ " (/„,) = /"- '+ i : - - ' (/(/)) = / - • (/"-' (y)) = / - ' (//) e /_„

y tal que fq (1^) € /_,, paia todo 0 < i < q — 1.
Si 7_j = (/"'! (as2) ,f~

} (%i)) es el siguiente /_¿, a la derecha de / =
(̂ 2) ^i) , entonces, usando el hecho de que / es no decreciente,

P {[xuf-'ix*)]) 2 [tuf-* (**)]•

Por lo tanto, tenemos un punto x G [^i,/~' (^2)] j de característica (q>p), y
poi construcción, O (x) C\I = %M

4.2 Punciones Bimodales. Teorema de Boyland.

Consideremos la clase A de endomoriismos de la circunier encía, / , que tienen
una representación, F, continua y estrictamente creciente o estrictamente
decreciente, por paitos, con dos puntos críticos rr¿j > m.-¿ (/ '(mi) = /'(mg) —
0) en el intervalo (0,1], de los cuales m2 es un máximo y mi m\ es un mínimo.

Sean m\ y m-¿, talos que j{m¡) — /(m^), para i = 1,2. Definimos dos
lunciones auxiliares (continuas y monótonas crecientes de grado uno), T'\ (t)
y F2 (í) de la siguiente manera

s i * € N~>mil 1 p r*\ / F{m2) si í €v p r /
F (/:) si £ i [mf, mjt] J y i a l t ) " \ F (¿) si í £ [m¿, m 2
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m, m,
B Y—

Figura 20: A) G ni fien do F, B) Función Interpolante Fj (/), C) Función
Interpolante F^ (t) •

Teorema 14 Sea F una representación corUimm de f £ A. Entonces,

donde. />, (F) y p<¿(F) son los extre-mos del intervalo de, rotación.

Demostración,
Son. / , la función do la oitcunfevencin icproscnt.ada por F) 'Hiiioinos quo

F ^ ^Ji por el loma 3 (iii) tenemos, />¡ (F) > (>{F\). Por otro laclo como
F\ os monótona creciente con 7 '̂ (I) — 0, con ¿ € [¿^,'íi], por el lema 4
existe un punto /. tnl <iuo} O{F\J) H (^,¿¡) ~ 0 o si p{F\) es irracional
^ ( F , , / , ) O ( Í 2 ) <L) = 0, para i = L,2, (íiit

t-al (pií! p(F}) = p(Ful) =-- p{Fj.) > p{ (F). Por lo tanto p(Fl) - Pl (F ) .
Análogo para F-¿M

Se definirá ahora una familia paiámetrica auxiliar, Ffl (t), para ¡x € [1,2].
Cada elemento de la familia será una representación monótona creciente de
giado uno Los elementos de esta familia pueden considerarse representa-
ciones (¡ue inteipolan u F\ (/.) y F¿(l) (ver figura 2!)

O b s e r v a c i ó n 2 8 Pam ¡J. E [1,2], existen únicos pmilos i ]ilt G [ m i , ] ] ;// t-¿lft €
tales que.
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Definición 35 Para cada fj, E [1,2], definim.os F/t(t) el rnapeo de interpo-
lación de F\{t) y F¿{t) como,

F(m\) 4- {íi~ 1) (F(m>>) ~~ F (mi)) , si t G U'i.uAi.u

Figura 21: Funciones Interpolantes.

Scia End(S) el conjunto de todos kxs endomoifismos, de grado uno; de la
circunferencia.

Teorema 1.5 [5], [26], p{ y p.¿ : End(S) —> IR, .son continuas con la (7 o -

Teorema 16 5«a i71 una representación continua de f £ A y F,, el mapeo de
interpolación de Fi {i) y F¿ (t) Sea ffi 6 A la ¡unción de la circunferencia
cuya representación es F^. Para cada r € / ( / ) , existe un ¿¿ € [1,2] tal que
r = P (U)

Demostración.
Usando v\ tcotdtua M y como p(J,t) (« unn fiilición conUuua de /./.} mando

el teorema del valor intermedio, para cada r € I(F)t existe un ¡J. € [1,2] con
•'• = P ( /„) . •

D<\úíi unn función / 6 A, COHKÍÍUÍI amos la familia de rotaciones de ángulo
a e [0,1) d e / :
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Su correspondiente familia, do representaciones continuas, es la fmuilia de
traslaciones de una representación continua particular F, es:

Sean F^a con ¡i — 1,2, las correspondientes funciones interpolantes. Para
cada a definimos pl y p2 : [0,1) —> R como:

Lema 5 Sea RT (t) la representación de una rotación ra [x) y F una repre-
sentación de un endomorjismo de la circunferencia f, a € M, p, q E X tal que
(p,9) = l.
(i) Si F > Ra (respectivamente F < Ra), entonces px (F) > a (p2 (F) < a).
(ii) Si F > Ra (respectivamente F < Ra), entonces p1 (F) > a (p2 (F) < a).
(iii) Fq > Rp (respectivamente Fq < Rp), si y sólo si px (F) > p/q (p2 (F) < p/q)

Demostración,
(i) Como F (t-\- 1) = F (í) + 1, ^ ( í ) — t es periódica y su imagen es

compacta,. Podemos encontrar Tin e > 0 con F (t) > t 4- a. + e, pa.ra todo
t £ K

Usando inducción tenernos que Fn (t) > t + n (a -f- e) o bien

F71 (í) - t
n

para lodo n, y f € K, la demostración para (ii) es análoga.
(iü) Como Fq > Rv, por (ii) px (F*1) > p por la proposición 19 p : (F

(>) =
(F), entonces Pi (F) > p/q.
Recíprocamente, supongamos que existe un t tal que,

usaiulo la continuidad F'¡ (¿) < RP tur cuyo caso pL (F) < p.¿ (F) < p/q o
existe un í tal que,

entonces p (F,t) = p/q, y p/q E I ( / ) , por lo cual, pv (F) < p/q < p2 (F)
Por lo tanto, px (F) < p/qM



Lema 6 Si f E BdÍEz) , entonces Fq > Rp o Fq < Rv,, En el -primer caso

P\ (/) = \ V en el segundo caso p2 (/) = *.

¿temos ¿ración..
Como £ E es cenado, Si / G Bd (Es,) implica que f € / (/) existe /, tal

(jiu; /•"' (/.) — /, -\-'p, Supotiftrtinofi que- existen puntos /,], ¿-¿ tales que Ff/ (t{) >
tx + p y Fq (t2) < ¿2 + P, esto se sigue cumpliendo para una representación
G de g C°—cerrado a / . Entonces existe un punto t con G(t) = t+p. Por lo

tanto p/q 6 / (,9) para cualquier g, C°~cerrado a / , entonces f ^ BdÍEzj .

Como p/q £ I (/) entonces px (F) < p/q < p2 (F) usando el lerna 5 (iii)
si F* > Bp) Pl (F) > p/q por lo tanto Pl (/) - £. Si F* < Rp p2 (F) < p/q
entonces p2 (/) = | . B

L e m a 7 pj v/ p2
 : ^ ~* ^ ^on no decrecientes y suprayectivas. Para ¡x— 1,2,

pJL
l{p/(}) es v,n intervalo cerrado de interior no vacío y para a irracional,

/J/('(fv) conlleve, un sólo 'pirulo. Si. jljavios ttv ^, leñemos qu,v, p{
[ í Jíj =

^ ^ l f l < Kp si y sólo si a = $u .si ¡i = I y a = <l>2, .si // = 2.

(iii)Existen t\ y t<i con F^¡a (t\) > ti + p y F^¡a (t2) < t-¿ 4- p si y sólo si
a G (#1, $1) para ¡x — 1 | / f l€ ($2 ) ^2) P«ra ¡x = 2.

Demostración,
Definimos Ep¡q = {/ : / endomorfisino de la circunferencia, de grado uno,

tal que f G / ( / ) } .
Por el teorfíina H , px (/'',,) = p(F\>(lt). Si a¡ > a<2i enf.oncos F| i l ( | > F]>(l,¿

y por el loma 3,

poi lo cual py es no decreciente,. Ahora p¡ es supra.yect.iva, ya que px es
continua y podemos encontrar a tal que, p{F\A) = n, para cualquier entero
TÍ. Por lo tanto podemos concluir que para cualquier número real r, px

x (r)
es un punto o un intervalo cerrado no trivial.

Como ya notamos que, ax > a2í implica Flj(Z1 > FliG2, y por el lema 3,

p(Fhai)>p(FUa2)
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si uno de ellos es irracional, esto prueba que pí
 l(a) es un punto..

Elegimos un (3 £ Bd (pj1 (f)\ Como px (Fa) = p (FiiO), entonces F\¿ e

Bd (-Sp/q) i por el lema 6, se dá

Ahora si / ^ = /??J (entonces j\jj - ¿í/ y / j ^ es inyoctiva poio OH una
contradicción por la forma en que fue definida., Entonces si suponernos
que se da 1), podemos encontrar un f > 0 tal que, existe un punto í con
Fp.,0-* (¿) = l + P ° q = P{Fntp-t) = PÍ W - O - S i suponemos que se dá 2),
podemos encontrar un € > 0 tal que, existe un punto f con F^f3_H (í) = t + p

o z = p(FP:í0+e) = /?j (F0+C). Por lo tanto, p'^1 ( | ) es un intervalo cerrado

no triviaLB
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5 LA FAMILIA CLASICA.
Una familia de funciones, que ha sido ampliamente estudiada es la llama-
<hi "Familia Clásica1' o "Fiimiliii de Aniold" S(; 1,r al a do una familia bí-
painméUica de funciones de Ja citcunlerencia cuyo estudio ha .sido do. interés,
paia la matemática y también en varios contextos científicos que incluyen a la
Mecánica y el estudio de ritmos en Biología, La familia clásica de funciones
de la circunferencia está dada por:

fa,b (x) — ix + a + b sen 2irx) mod 1.,

donde a, b son parámetros reales,.

Cuando b = 0 tenemos una familia de rotaciones de ángulo a, para valores
pequeños del parámetro b, lo que .se Ueno va una pequeña perturbación (no
lineal) de una rotación. En el contexto de la Mecánica Clásica el interés por
esta familia ha surgido como parte de la teoría KAM (Kolomogorv-Arnold y
Moser) [2] y en Biología en conexión con el estudio de ritmos neuronales y
cardiacos [11],

5.1 Familia de Rotaciones.

Consideremos la famila de rotaciones ra(x) = x + amod l . Anteriormente
vimos que, si el parámetro a es racional, digamos p/q, entonces todas las
órbitas tienen período q y envolvenda p. Para ol caso irracional tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 17 (Jacobi [9]) Sea ra{x) ~ x+a una rotación,, Si a es irracional
todas las órbitas de ra(x) son densas en S.

Demostración:
Primero demostremos que no hay puntos periódicos. Sea Ra representación

de la rotación ra y x € S. Supongamos que dos puntos cualesquiera de una
órbita cualquiera fueran iguales entonces existirían n,m £ Z + , con n ^ m
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tal que,

CWO)

7r(t 4- na) —
L-

J2iria{n — m) i
t-- "•*•" JL

entonces (n — m)a G 2 , lo cual contradice el hecho de que a G M — Q, por
lo tanto n = m y no hay puntos periódicos.

Como consecuencia del Teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual dice "To-
do conjunto de puntos infinito y acotado tiene por lo menos un punto límite",
tenernos el criterio de la convergencia de Cauchy, que nos diría V£ (x) es de
Cauchy; entonces dado cualquier e > 0 existe n,m G 1^ tal que,

Sea k — n — m,

•k(-r\ - r°('A\ —a[X) ~ 7a{£}\ —

es una simetría en 5, además ra preserva longitudes en 5, es decir,
— «•'i-f { t — I J I — IÍTI f \ m—m-i-l/*'
— F^ [X) fa {JJ/

además [x,r^(a:)] es el arco que une a x con r^(x), al iterar óste arco el
punto inicia] dd nuevo arco coincido con el pinito final del ateo anterior
y así sucesivamente,. Entonces xt r¡¡(x), ''''^'{x) particiona.n S en arcos de
longitudes menores que e. Como e es arbitrario y a es irracional,

5.2 Familia Completa

En el siguiente panel (figura 22), vemos que, el variar el parámetro b causa
el efecto de aumentar la amplitud y el variar el parámetro a de trasladar
verticalmente la gráfica de la función fa¡b(%) y la de su representación

•̂ 0,6 (í) = * + o- + bsen,27rt.
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Figura 22: Gráficas de la función y su representación.

Observación 29 / a ¿ (x) es un difeomorfismo en lo. región:

a> 0, 0 <b< - - .
¿TV

Demostración.
Como b < ¿ , entonces l < - ¿ ¿ ; y - l > ~ ¿ ¿ t además — 1 < cos27T£ < i,

entonces eos 2-nx ~ ,

2?r& eos 27ra; 7^—1,

por el Teorema de la función Inversa. /ft¿ es un difcoinoríismo local, además
es invectiva globalmente, pues si no lo fuera, por1 el Teorema de Rolle
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existiría, x* tal que fáb(x*) = ^4° CUfU contradice que f'ah{'£) ¥^ 0 para todo
x en dicha región, por lo tanto /o¿ es un difeomorfismo (ver figura 23).•

Figma 23: A) Función invectiva, h < ~. B) Función no invectiva, h > ~

5.2.1 Pun tos Periódicos

Para encontrar las órbitas de período q de fa,b{z) buscamos los puntos fijos
do /J ,,(•'•')• Por ejemplo, los puntos de peí (ocio dos cío fU)b(x), serán los puntos
íijos de flb (x) que no son puntos fijos de fu¿ (x) (ver figura 24).

Figura 24: A) Órbita de período dos de / , 13) Puntos fijos de / 2 .

VA\ la figura 25 A y B, vemos (¡ue para las totaeiones todas sus óibitas
son del mismo período y la misma envolvc-nda. ICii la íiguia 25 C, D, I£,
F, se observa la coexistencia cío ])iintos atractores y repulsores o bien la
coexistencia de dos órbitas periódicas de estabilidades opuestas.
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Figura 25: A) Todas sus órbitas son del mismo período 3, y la misma envol-
vencia X. B) Órbitas de periodo 3 en el círculo,, Con parámetros: a = 0.28
h = 0,15: C) Giáfica de / 011 el toro, D) Órbita en el círculo, E) Gráfica de
fA en el toro, F) Órbita en el círculo,,

Para ciidomoríismos monótonas cie-cicmtes do grado uno, lodaa sus ór-
bitas periódicas son del mismo período y envolvencia figuras 26 A), B). Otro
fenómeno interesante que puede observarse en esta familia es la coexistencia
de órbitas periódicas de distintos períodos como, por ejemplo, figura 26 (C,
D, E, F).
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Figuia 26: Función inyectiva con A) p(f) ~ | ; B) p(f) — \ Coexistencia
de órbitas atractoras: C) Período tres, D) Período dos y cuatro, E) Período
dos y tres, F) Período cuatro.

Puntos Fijos En esta sección, especializamos nuestro estudio de los pun-
tos periódicos de la familia clásica al caso de las puntos fijos, ya que para
estos pueden encontrarse interesantes resultados analíticos, que ilustran la
complejidad de la dinámica de esta familia paramétrica.

Del capítulo dos, sabemos que J\,j,(x) tiern; puntos fijos, en los pinitos
donde la gráfica de /o¿ (x) , se intersecta con la identidad o bien cuando la
gráfica de su representación intersecta alguna de las rectas g(t) = í + o, con
a € Z.. Podemos concluir que estos puntos fijos son atractores si la pendiente
de la recta tangente a la gráfica de fa¿ en el punto fijo tiene valor absoluto
menor que uno o repulsores si es mayor que uno (ver ejemplo figura 27),,
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Podemos obtener puntos fijos, de dos maneras: variando el parámetro a
o vaiiando el parámetro b (ver figuras 28)

Figura 27: Puntas fijos: atractor y repulsor.

D VL-
b=0

Figura 28: Variación del Parámetro o, con 6 — 0.2 fijo. Variación del
PHTihricit.ro />, con a = 0,3 fijo.,

Poi la numera (in <\uu i\\y,uvxv.n los puntos lijos, notninos (|ii(i faj,(x)
J>U(IÍIÍ; sníiii bifuicacioiics siliü-nodo, <:iiando iuciíuiuMitainos el ])fuáni(!Uo h
o cuando incrementamos el pniámetio a-

Proposición 14 Sea k G Z. En el conjunto,

o ==
a

del espacio de parámetros, la familia de Amold sufre una Bifurcación Silla-
Nodo.
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se cumplen las condenes del Teorema 3, que n
garantiza la bifurcación süla-nodo. Consideremos Fbí) ^ f ^
do /„,„, los puntos fijos de fa,b son los i tales que, Fafi{l) = t + K, k

nos

pa b(t) — t + a + bsen2nt = í + te,

k — o, ; -/ n

., ;^6( / ) = 1 -I- 27r/mw27r/, - 1, (Uitonces

0 =

0 -
k~ a

de aquí que,

A; -

Por último, veiifiquemos que,

o

Cerno o l ívame* cu el siguiont, panol, al «urncmtnr 6 «c vuelve a dar
a bi,m,aci6n .illa nodo, y continuando con el » « ^ U ^ ^ U I " '

ió d bifcaciones sillanodo como lo muestra U figuras 29.]a bi,m,aci6n , y
sucesión de bifurcaciones silla-nodo, como lo muestra



b=1 5

b=1.0 b=1.5

Figura 29: Variación del parámetro b. Fijamos a = 0, orí ias figuras A, B, C,
D; y a = 0.5 en la figuras E, F} G, H.
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La siguiente proposición permite producir un diagrama para localizar
todas los puntos del plano de parámetros donde se producen este tipo de
bifurcaciones de puntos fijos.

Proposición 15 Sean k,l G N. Entonces*
(i) Si k - \ <a< ^Y1, I - I <b < a- k + / o
^ <a< k} I - 1 <b< -a + k + I - 1 Fa^ (t) tiene 4(1- 1) puntos fijos,
(li) Si k — I < a < —^, b — a - k + / o
^Y1 < a < k, b = — a + k + / - 1 Fa,b (í) tiene 4/ - 3 puntos fijos,
(ni) Sik - 1 < a < ^f1, a~k-\-l<b<-a + k + l - l o
—^- < a < k, —a + k + l — l<b<a — k + l Fa¿ (i) tiene 2 (21 — 1) puntos
fijos
(w) Sik- I < a <

2— < a < k, b = a~ k + I Fa¿ (í) tiene Al — 1 puntos fijos..
/ \ ff 1 t ^ ^ '}¡C 1 . 1 , 1 1 1 1

[Uy Oí ni — 1 V, t í *>» ñ , — ( í T 1 t I — i. <•. U <^. I, O

~~ <a<k, a- k + l <b < I FaJ) (t) tiene Al puntos fijos.,

Demostración,
Sean k, I E N. Para fe fijo, realizamos inducción sobre /., Para I = 1, la

región sería:

Figuia 30: Número de puntos fijos en el espacio de parámetros [k ~ l,fc] x
[0,1]

Los puntos fijos son los I tales que, -POjt(í) = t + n, n e N es decir,

, n — a
t + a 4- o sen 2TTÍ = í + r?, sen 27r¿ = —-—,

o

pero |sen 2TTÍ| < 1, entonces tenemos puntos fijos en las regiones tales que,

n — a < \b\,
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y clai amerite no hay puntos fijos en \n — a\ > \b\, b > 0.
Si n = k, \k — a\ > 6, y si n = k — 1, \k — 1 — a\ > b. Dado que las rectas

que (i tizan la región estudiada son b = k — a y b = a — k+ 1; así tenemos
que la región doixde no hay puntos fijos es si k — 1 < a < ^ p i , entonces
0 < b < a ~ k -\-l y si ^~ < a < k entonces 0 < b < k - a,

Analizando todas las legiones que nos generan estas rectas, por la proposi-
ción 14, la bifurcación silla-nodo ocurre en estas rectas, entonces si k — 1 <
a < '^p- y b = a'- k 4- 1, o bien ^f1 < a < k y b = k - a, ^ ¿ ( í ) tiene
un punto fijo tangente y cuando k — 1 < a < ^77- y a — A; + i < í/, o lñen
&~ < a < k y k — a < b Fa>b (t) tiene 2 puntos fijos.

Por otro lado si A; - 1 < a < '~l- y b = k — o, o bien ^f1 < a. < k y
b = a — k + 1, aparece un punto tangente, entonces F(t) tiene 3 puntos fijos.

Por último, si k— 1 < a < ^ -^ , k — a<bo bien ^ ^ - < a < k, a — k-\-l <
b, como ya ocutrió la bifurcación silla nodo, (̂1 puitto tangente al aumonlai
b) se convierten en 2 puntos fijos, es decir F,,j,(t) tiene ahora 4 puntos fijos.
Acotando superiormente las regiones obtenemos los resultados

Supongamos que las afirmaciones de la proposición son ciertas para algún
1.

Demostremos para ¿ -f 1,,
Si k — 1 < a < ^r- y I < b entonces —a + k + I — 1 < b o bien si

< a < k y I < b entonces a — k +1 < b,, Así por hipótesis de inducción^ p y
FQ,b (t) tiene 4/ puntos fijos, es decir Fatb (t) tiene 4((/ -f 1) — 1) puntas fijos.

Analizando todas las regiones que nos generan estas rectas, por la proposi-
ción anterior, la bifurcación silla-nodo, ocurre en las rectas, entonces si
k-l <a< 2s=± y h = a-k + l + 1 ohion ®~± <a<kyb = k-a + l Fa¡b{t)
tiene I punto fijo mas, distinto de los que ya tenía , es decir Fa,b (t) tiene
4(1 + 1) - 3 y cuando k - 1 < a < ^f1 y a - k f / + 1 < h o bien
'^Y1- <:a<kyk — a + l<b Fa¡b (t) tiene 2 puntos fijos más, es decir
FaJ>(1) tiene 2(2(/ + l ) - l ) .

Por otro lado si k - 1 < a < ^ - ^ y b = k~ a + / o bien —^ < a < k y
b = a — /c -f / + I en particular Faj,(t) tiene 2(2(/ + 1) - 1) puntos fijos,
pero además ocurre otra bifurcación silla-nodo, aumentado un punto fijo
más distinto de los anterioras, es decir F (t) tiene ahora 4(1 + 1) — 1 puntos
fijos.

Por último, si A; - 1 < a < ^f1, A; - a -f I, < b o bien ^f1 < a <
k> a - h •!-1 •(- 1. < /;, en pniticiilat F4lj,(t) l.ioiií! 2(2(1 -|- 1) -- I) puntos fijos,
peto ademas ya ocunió ol.ia hi fui ración silla-nodo, aunnintadti 2 pimíos (ijos
ma\s distintos de los anteriores, es decir Z'1 (/,) tiene ahora 4(1 -f I) puntos fijos.
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Las cotas superiores para las regiones donde coexisten n puntos fijos están
ciadas por las cotas inferiores donde coexisten n + 2 puntos fijos.H

A

L-1

\
4L1

\

1{2LA)

/
4L-3

/

AL

X
4(1-1)

4L-1

¿(¿L-1)

\

\

A

c

Figiua 31: A) Número de puntos fijos en el espacio de parámetros
[K — 1, K] x [L — 1, L] . B) Número de puntos fijos en el espacio de parámet-
ros do la función / (x). Secuencia de Bifurcaciones Silla-nodo, con: C) a =
0.5 y b € [0,4], D) a^ 0.0 y b € [0,4].

Observmuoís en la figuia 31 C, 3), el dia^iauín de 1>ÍI"IMendones de puntos
fijos fijando a y variando 6. La proposición anterior nos determina el número
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de puntos fijos en un espacio do parámettos, pero no el tipo de estabilidad,
esta la determinan las siguentes condiciones,,

Observación 30 Si a, b satisfacen

a - fc| < 6, y b2 - (k - a)2 < —

para algún k £ N, la función Fa¡b (t) tiene un punto fijo estable (figura 32).

De-mostración.
Ya sabemos que los puntos fijos cumplen, sen2iTt = —f5,

k - a
< 1,

Por otro lado tenemos que el punto fijo es estable si.

í +27T/M:OS27TÍ < I,

como,

d:27rWL
k-a

-\ 2

< 1, entonces 1 ± 2irh\ I -
K1 -r.T. fi

S\r \ i,

b

entonces,

b j 1 < W 1 - ^ -
( 6 2 - ( ¿ ; - « ) 2 ) 2 < (b'-(k-a)2),

(\v. esla (orina,

83



Figura 32: Región de puntos fijos atractoies.

Como ejemplo tomemos un punto en la región de estabilidad (marcado con
una miz) y olwoi vemos la din;ímir.a del cormspondiento .sistema dinámico,
figura 33.

Figura 33: a — 05, b = 0.52, coexistencia de fijos atractores.

En la región donde / no es inyect.iva puede darse la coexistencia de atrae-

Observación 31 til coujuul.o

B=D !(atb) : \a - k\ <b, y b2 - (k - a)2 < ~ 1 = n B',
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determina los valores de parámetros para los cuales la función F tiene dos
punios fijos estables (y dos pimíos fijos inestables) figura 34.

Figura 34: Regiones de Inestabilidad de puntos fijos atractores..

(ionio ilustración tomemos un |>ai de panunetios en alguna de estas le-
giones donde coexisten dos fijos altad otes y observemos la gnUica del endo-

fi COI l (

i'lguta 35: Coexistencia de fijos abactores de./fJ|f, con panuneltos a = 0 5,
6 = 0.52..

Fuera de la región de endornorfismos monótonos cr(¡ticntus puede ocurrir
otro tipo de bifurcación. En I¡w íigiiiius siguit;ntes veintxs gráficas de fun-
ciones en la primera (ñgura 36) y segunda iterada (figura 37), en la región de
estabilidad dada por la proposición 30, en el límite de ésta y fuera de esta.
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a ¡JO: /0|/f(:i:) : A) b - (}.,:}, /i) /; =--. 0,35, O) fc - i) A

Kií-uia ;*7: /^(.x) : /I) b = 0..Ü, /i) /; - O..'!.1), C') /; ^ 0 <\

Observamos que el punto íijo atractor se vuelve repulsar, pero aparece
una óbita periódica de período dos; ya que anteriormente teníamos que no
puede haber solamente puntos impulsores, por lo cual debe de aparecer algún
punto de período mayor que sea atractor,. Lo anterior1 es la bifurcación de
doblamiemto de período y tenedor (ver capítulo 1).

Proposición 1.6 Para cualquier k € Z, sobre el conjunto

del esparto de. parámetros la función dn Ainold HUJIV, una Bifurcación de
Dobla/miento de Periodo.

Dcmasli ación.
Veamos en donde se cumplen) l¡us condiciones del Teorema 5, que nos

garantiza la bifurcación dobla miento de período Tenemos que los puntos
fijos cumplen, fiv;n2nt. = ^ p Otin condición ÍIS qu<; ^ ¿ (/•) ~: -~l} (Uiü



F'ab(t) = 1 + 2nbcos2<n:t

= 1 + 27T6V1 - sen22irt

entonces,

/i~(¥)¿ =
i (k—a)

b2-(k~a)2 =

Verifiquemos que : (F¿(í))" = 0, (F^ í ) )" ' ^ 0, ^ í ^ ¿ o y
0., Como,

í;i«,ft(0 = /; "I* 2a -I- 6 «fin 2TT/ -h /Í .sen 2TT (/, -|- « -|- h sen 2irl)

= 1 + 27r6cos27r¿ + (1 + 627rcos27r¿) 27rí)cos27r (í + a + b sen 2TTÍ) ,

= ~ (2 ? r)2 ^en2?r¿ + ( - (2TT)2 bseii2-Kt) 27r/jeos27r (¿ + a + 6 sen 2TTÍ)

(1 + 27r6eos27r¿)2
 (2TT)2 &sen27r (í + a + 6 sen 2TTÍ)

= - 2 6 (2?r)2
 SCTÍ2TT£ - b2

 (2TT)3 5er?,27rí eos 2?rí - 6;t (27r)4 eos2

2 (k - a) - 8?r2 (A: - a) - IGTT2 (/: -- a) •-. 0

- 2 6 (2TT)3 eos 2TT/; - //2 (2TT)4 5eT)227r£ + b2 (2TT)4 eos2

- 6 3 (2?r)5 eos 3 2TTÍ + 63 (2TT)5 2 eos 27ríscn227rí

16?r2 - {2TT)A (k ~ a)2 + 16TT2 + 32TT2 + (2TT)4 (A: - a ) 2 = C4TT2 ^ ü.
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Ob 2TT eos 2TT£ + (2TT 4- Sn2b eos 2?r£) eos 2TT (Í 4 a 4- b sen 2nt)
(1 4- 2i\b eos 2?rí) 2TT6 sen. 2?r (¿ + a 4- b sen 2ivt) sen 2nt
27ti(T>s27r/. | (2n -¡ íSrr^^í'us 2TT7) i:ns27r (/ I Í' ! ^ ( - T ~ ) ) I
27r6 ,s'f¡'/í 27T (/• -|- a -|- b \-Lj^)) H<m 2TTI

47rcos 2/T'/: 4 87r'2/jeos '22n!. -\- 2-Kbs<'.'t)'¿2'Kl

y poi último,

d( l^2(t.))'
0H 2 7 r /) ^ ^

-4TT2 / ; (--I) fian 2n (/. + a + b ( ^
A-n'¿h san 2?r (/ -I- k) = AAntri 2nt, ^ 0.
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6 BIFURCACIONES EN SISTEMAS CON
PARÁMETROS.

Sea ¡x : ,ST —> S, nna familia de emlomotí ismos do grado uno di; la chennfer-

oncia que depende de un vector de pa i áme t ros A = (A1} . .,Afc) :

h • S -> 5 .

6.1 Lenguas de Arnold en la Familia Clásica.

Si la familia {/A} consta de homcomoifismos o al menos endomorfismos
.monótonos de grado uno, podemos definir las lenguas fie Arnold de la sigu-
iente tmmeia:

Definición 36 Dado r e R , la lengua r, que denotamos por L7, es el conjun-
to tic punios A, cu, ti espacio de paiúrnelros, tules qu,e el nínnero de rotación,

f>ÍL\)> f;

•2/3 3 /4

38: LjcngnaH tacionalíis paia, la. familia cUlsica /ftl/,(yj) =
(x -f a + bscn2nx) mod 1, con a € [0,1] y b < ¿ .

Como el número de rotación depende únicamente del endonioifismo / ,
tenernos que estas regiones (lenguas) del espacio de parámetros no pueden
inteisectarse. Si A esta en la lengua La, tenemos que fx tiene órbitas per-
iódicas, de período q y envolvencia p (ver corolario 3) y toda órbita periódica
de fx va a tenor necesariamente esla misma caiaclei f.süea (</,/;).

Kn la íiguta 39, observamos la dinámica de la familia clásica, en el toro y
en 3a ciicunfetencia, con paiPinedos (nj>) que perionecen a las lenguas Li y

FALLA D E 0 R I G 1



A L¿

a , '4

Figura 39: Parámetros en hit a = 0.35, 6 =' 0 15. A) Órbita atractora
en el toro. B) Puntos de período ti va atractoies en S, C) Puntos fijos de
/ : i (x), D) Puntos atractoroK y repulKoníH de / : i (x) v,u S. ParáuietroH en Lj.

a = 0.28, h - 0.15, E) Órbita atractoia en el toro. F) Puntos de período
cuatro a tractores v.n S G) Puntos fijos de } A (.r). H) Puntos atraetores y

cs en S.
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En los ejmplos anteriores, vimos que, para los valores de los parámetros
considerados, sólo existen dos órbitas periódicas, una atractora y la otra
impulsora, el siguiente- resultado de .lacobson [2] nos da una cota para el
número de órbitas periódicas que puede tener cierto tipo de funciones,,

Teorema 18 Un difeomorfismo de la circunferencia,

para al cual la función angular 0(-,A) es un polinomio trigonométrico de
grado n > 0, tiene a lo más 2n órbitas periódicas..

Kl teoie-ina anterior y ¡as simulaciones computaciouaíes, sugieren que Loda
faj> con (a, b) en la lengua LE de la familia clásica, (.oda función Jaj, tiene una.
órbita pe-iiódiea atractoia y otra icpulsoia. de caraeteiístk:a (c/,p), excepto en
h — 0 donde, por tratarse de una ict ación, todas hxn óibitaí son periódicas
de característica (g,p).

6.1.1 Escalera del Diablo.

Hemos analizado la familia clásica y el efecto que causa la variación de los
paiámotros a y b, sobre las gráficas de funciones en el toro y de sus repre-
sentaciones, la dinámica en el círculo y las lenguas de Aruold.

Analicemos ahora el. efecto que tiene variat solamente al parámetro a lo
largo de la recta b = constante En la figura 40, gradeamos el númcio de
rotación en función del parámetro a para un valor fijo del parámetro b.
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3.0 r

2 0 --

1.0

LJJU.11 I I I JLL-LLL
0 0 02 04 06 0.8 10 1 2 1 4 16 18 2 0 22 2 4 2 6 2 8 3 0

Figura 40: Gráfica del número de rotación variando a € [0,3] y lijando h =
0.159.

A este tipo de gráficas se les llama Escaleras del Diablo. El sigu-
iente teorema de Michael Hermán [21] nos ayudará a comprender mejor las
piopiedades de la figura 40.

Teorema 19 [22jSea pb(a) = p{Faj,) donde Fa>b(t) = t -f a + &sin27rt, en-
lances,
(i)pb(a+l)=f)b(a)+L
(vi) pb : R—>R es continua, monótona creciente, y p^M.) —M,
(vli) S'i. pb(%) G M — Q entonces pb es estrictamente deciente en a0.
(iv) Si h > 0 ; p^l(E) es un intervalo de interior no vacío..

(vj K = E — Int(pb~
l(Q) ) es un conjunto de Cantor,

Demostración,,
(i) Tenemos por la proposición 13 (ii),

pb{a + 1) = p (Fa+itb) = p(Ra+i o FQ¡b) = p(R1 oRao F0)b)

= 1 + p(Ua o Fo,b) = 1 + p(Fa,i>) = 1 + f)h(a)

(ii) La coniiuuichul dv, ph m\Á diidn poi la proposición 1.0, ahora como
pfl : R-^R, y pb(0) = 0, p¡t(\) — 1 por <•! itx)icma dd viiloi iiik
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Demostremos que pb es monótona creciente. Sean ai < a^ F™b(t) es
monótona creciente respecto al parámetro a, entonces

Pb(al) = l i m < i i m l = Pb(a2)
n—*oo n n—>oo TI

es decir, p es monótona creciente.
(iii) y (iv) Ver lema 7.
(v) Tenernos que K es cerrado,, Demostraremos que el interior de K es

vacío. Dado O,Q € K y £/ cualquier intervalo abierto que contiene al punto
a(h existe pb (rij) < pb (a-¿) tal que ph (a¡),/;,, (a2) e ^(f/)

Si S e (Pb(ai) iPb(a'¿)) entonces p¿"J(E) G í/, ya que pb es monótona
creciente y p~1(|) ^ K ya que no puede contener un intervalo en el que pb

sea racional. Por lo tanto, el interior de K es vacío
Demostremos que no existen puntos aislados en K., En cada intervalo

abierto que contiene a ao existe p¿"1(E) C V intervalo donde pb es racional y

los puntos extremos de pb
l(E) son elementos de K.

Así pues, tenemos que K es un conjunto perfecto y totalmente discontinuo,.!
Del resultado anterior sabemos que /?¿"i(£) es un intervalo de interior no

vacío, es decir los cortes transversales con b = cte de lenguas racionales
tienen interior no vacío, una estimación para el ancho de ollas a una nltura b
esto dada por el siguiente resultado [2].

Teorema 20 Sea fa,b(%) un hmiiuomorjismo de grado uno que preserva ori-
entación en la familia clásica. El ancho de la lengua Ls. a la altura b no
excede a Cbq, donde C es una constante positiva
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Ejemplo 14 En la figura 41 A, podemos verificar que L\ tiene una anchura
igual a Cb con C = 2. Tenemos una cota para la anchura de las lenguas a
una altura b, ahora podríamos preguntarnos por la, medida del conjunto de
puntos en una sección transversal que no están en las lenguas racionales.
En la figura 41 B, C, D, E, F, G; veremos como cambia la medida de estas
secciones cuando h tiende a cero,.

A

V
/ /

b /

B 00 0.1 0203 0.40506 07 08 09 1 0
b=0.159 o

00 010203 040506 0.7 08 09 10
b=0 13 Q
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00 0.1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 1 . . 0
b=0.1 o

1.0
09
0..B

— l — J 1 L J_ ... I ... i ._ F .
0 0 0 1 0 2 0 3 0.4 0 . 5 0 6 0 7 0 3 0.9 1.0

b=0 03 a

0 0 0 1 0 . 2 0 3 0 4 0 5 0 . 6 0 . 7 0 8 0 9 1 0

01
. 1 I -. ! I 1 .. I . I . i

0 0 0 . 1 0 2 0 . 3 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9 1 0
b = 0 a

Figura 41: Langua Li y gráficas de p(a)> fijando el parámetro b en el valor
indicado y con a 6 [0,1]

Lo que observamos en el panel de la figura 41, es que la medida de los
puntos que no están en alguna Lz tiende a uno cuando b tiende a cero,
esto ha sido expresado y demostrado por Arnold [1] y Hermán [21] en los
siguientes insultados

Teorema 21 (Arnold ) Sea EB = {(», b) : a. e [0,1], b € [0,B], tal que
J (x) es analüicarncidc conjugada a una rotación irracional), entonces,

m
nAM -1

K 1

donde, m es la medida de Lcbasgue del conjunto considerado.

Teorema 22 Sea E° = {(a,b) : a € [0,1],b € [#, ¿ ] , tal que f(x) es



analíticamente conjugada a una rotación irracional } entonces,

lím • 2 — 0.

El siguiente resultado por Hermán es también muy interesante

Definición 37 Dados u, v £ [(), 1] i¡ b jijo sea,

M(b,u¡v) — m [a € [utv] : }a¡b es Cr~2 — cor jugada a una rotación irracional} ,

Teorema 23 Para, cualesquiera u, u 6 [0,1] ¿a/es que pb(u) ^ Pb{v), se tiene
que M(b¡u,v) > 0.

Hermán generaliza el Teorema 21 paia conjugaciones no analíticas.
Sea fija /? > 0 pequeña (/3 < lO"100) y0 >&\& =*\$.

Teorema 24 iSVav > 2+2/^ y {(-̂ af>)7íKeN una sucesión de rcprcseiilaciones
de Cr — difeomorfismos de la circunferencia tal que (FQ ¡>)n —> /c/ en la

M(Fa b) — rn{a € [0,1] : Fa ¡> es C7^1"^ — conjugada a una traslación irracional} —> 1

es decir, la medida de lebesgue del conjunto considerado tiende a 1.

6.2 Lenguas Racionales (Regiones de Sincronización)

Las Lenguas de Arnold están deímklji.s oa tónn'mos dol núnteio <le rotación
y pierde sentido cuando entramos a una legión del espacio de parámetros
donde el número de rotación no rata definido. Poi ejemplo, para ¡a familia
clasica esto ocurre cuando 6 > ¿ , ya que en esta región las funciones no son
inyecüvas.

Algunos autores han ofrecido generalizaciones del concepto de lengua
(e.<j ; Gíass y Belair. Continuation oj Amold Tongues in Malíiemolical Mod-
els of Periodically Forceó, Biolofjical Oscülations ¡15}) para abarcar regiones
iiiíis amplias del espacio de parámetros, cu las que el problema científico de in-
terés requiere ser analizado, poro el número de rotación no está deñrrido para
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las funciones del modelo. A continuación nosotros extenderemos el concepto
de lengua de una manera natural y útil para poder realizar las aplicaciones al
estudio de osciladores periódicamente forzados que se discutirán en el capi-
tulo 7. Esta generalización (Giizmán, Carrillo y Ongay. Dinámica de las
lie.'}aciones de la Función de. Arnold ¡Í9j) no está restringida a homeomor-
fismoK sino que aplica para, definir la.s lenguas racionales de cualquier familia
paiamé-ti ica de funciones.

Definición 38 Rfj:p es la cerradura del conjunto de puntos, A, en el espacto
de parámetros, tales que la familia parámetrica de funciones de la circun-
ferencia, f\, tiene una órbita, periódica, alractorn de período q y ciivolvcncia.
p. Al conjunto Rírp se. le llama lengua íacional ( o región do sincronización)

Figura 42: Lenguas Generalizada R&i

Una ventaja de las lenguas racionales es que son accesibles computa-
cionalmcntc. El teorema que ofrecemos a continuación (Guzrnán, Carrillo y
Ongay. Dinámica de las Iteraciones de la Función de Amold [19])¡ permite
el diseño de algoritmos para el cálculo de lenguas racionales, basados en la
del ei minaoión numérica de órbitas periódicas.
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Teorema 25 Sea f un endornorfismo de grado uno de la circunferencia, f
tiene, una órbita de característica (g,p) si y sólo si para toda representación
continua F y todo entero positivo n existen í 6 K ¡/ m É Z + tales que,

FV'ít)-lF"'(t)} = F"(t)-[F"(t)}, (10)

m — n = q} y

Demostración:
Dada una representación continua F de / , la órbita O de característica

(q}p) implica por el teorema 10, que existe m 6 Z, dependiente de F, tal
que,

Fq(t) = ¿ + m,

para todo i € n~l (O) ym = pmod^., Entóneos, dado rt € Z+ y m = n + f/
tenemos que,

[F* {Fn(t))}
= Fn(t)+m-[Ftl(t) + m]

pues F"(í) € 7T-1 (C?). Ahora,

inU;, si pura nlguua. /*' se cumplen bus eondicioneH chulas por 10,

FT1+q{t) - [K

implica que,

con p = Wimoáq y de esto se sigue por el teorema 10, que / tiene una órbita
periódica de característica (q,p)M

En la siguiente Figura se puede observar otras regiones de biestabilidad
en el espacio de parámetros
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Figura 43: Lenguas Generalizadas,.

Observación 32 Los experimentos computacionales y el análisis que hemos
hecho, nos hacen pensar que- Dadas dos Lenguas de Arnold Generalizadas

(i) Para todo E i , ^ se tiene que /?„,-„, fl/L,-», ^ 0> es decir pueden coexistir
atractores periódicos de distintas características,.
(ii) Ningún valor en el espacio de parámetros cumple que, RqVPl H R^j^ H

6.3 Lenguas de Boyland
Consideramos una familia, / \ , de endomorfismos de grado uno y su corre-
spondiente intervalo de rotación / (/A) = [pi,p2Í- En su artículo "Bifurcaiions
of circle Maps: Arnold Tongues, Bistability and Rotation Intervals. Com-
mun. Math. Phys." [5], Philip L., Boyland define las siguientes regiones en
el espacio de parámetros:

Definición 39 La región T7 (Lengua de Boyland) consta de aquellos puntos
A en de la lengua Tr, donde el intervalo de rotación contiene al número real
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Las regiones S\j7 V £2,7 de Bqyland constan de aquellos puntos X en el espa-
cio de parámetros donde uno de los extremos del intervalo de rotación es el
número real r :

Si,r = {(a,b) :r = pi (fa¡b)} , i = 1,2

0 73

i «i

' 1

1 1

L i

i
i

i
i

0 73

2,2/3

2,212

Figura 44: Lengua de Boyland T2/3 y regiones £1,2/3, £2,2/3,
Clásica.

Familia

En la zona de hoincomoxfisuios L7 = TT y si r es racional las lenguas
racionales coincidan con estas lenguas (Lp/q ~ Rq-P — Tp/q) Fuera de la
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zona de homeomoifismos, las lenguas racionales Rq:p son subconjuntos de las
as do Boyland: fí,n, C T,p/,r

Observación 33 Los puntos en la intersección de las regiones S\¡r y S-z,*-,
con r, H G R r < /*, tienen tnícrvalo de. rotación [r, H}..

Por ejemplo, en la siguiente figura tenemos el caso para regiones en
lenguas racionales, la región sombreada, denota los puntos donde el inter-
valo de rotación es p , —].

0 73

Figura 45: El intervalo de rotación, de la región de intersección entre Ti/a y
l]i/Ai es [1/3,3/4].

6.4 Farailias Biparamétricas
Generalizando las propiedades cualitativas de la familia clásica, Boyland [5]
considera la familia, fa,b, de endomorfismos, de grado uno, de la circunferen-
cia, con representación continua Fay.

dondo t,a e R , b € (0,oo) y p(t) os tal que:

1. />(/) continua y periódica de período r, tal que: müxp(L) = i
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2 fa,b es un endomorfismo monótono creciente para b < ¿ .

3 Ja,h € A, paia todo b> ¿ .

4,, Para 0 < 6 < ¿ , /'•£,, (/) ^ /?,, KÚmipni que: p(/(í>/)) - p/r/.,

Teorema 26 5ean r un número real arbitrario, a irracional y & racional,
(i) Para i = 1 o 2, las funciones ^r y tyitz son Lipschitz con constante
K ~ 1...
(Ü) <T>2 r < $ l , , $ 2 E < * , £ ?/ ^ £ < $ 1 E Cuando h > 0, * ! £ < * ! 2 ,

^ ] rf = {(a, b) : $ v (&) < 6 < cI>1>T (6)}

(í) Fijamos un ,̂. Prohamrnos los rraulLíulos ]>arn <I>| j¡.
Supongamos que existe un 60, donde $1(£ no es Lipschitz con constante

1, entonces existe un b\ tal que} los puntos í 6OJ ^I ,E (&O)) Y í ¿>I,^I,E (&i)j >
están en una linea con pendiente m > 1.

Supongamos sin pérdida de generalidad que, Í ^ E (6O) > $\z (b\). En-
tonces existe un c con,

mb0 + c = $!,£ (6Q) , y m6x + c — Í>1(E (6I)

Sean m = = y c = - = , tenemos que,

/ />A) f r = <\>¡j ( k i ) , y » ¿ 6 ! -|- Í : = ^ ^ Í : ( 6 j ) .

Ahora, como \m\ < 1 y |p(£)| < 1, ciertamente mp(t) > —1 y tal que,

,e ih) ~ *I,H (60)

,{ (6o) — *i,fi (&0

Por lo tanto, tenemos que,

) ( ) * ( 6 ) f

p (í) >

+ l i E ( o ) + ( o + ) p ( ) + l t (

lo cual nos dice que , F^® 2(&o) < F¿,1(<> £ ( 6 l ) y t a l q u e F J i 6 o * E(ÍJo) <

l'oiKjrnos que ,
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por el lema 7, poro poi definición / ^ ^ ^ < /?„ y F ? ^ ^ < /?„,

entonces,

< --

lo cual es una contradicción,, La demostración para las demás funciones es
similar.

(ii)Primero mostraremos que,

Para simplificar notación evitaremos la dependencia de ^, hadamos p(l')l¡t) —

(>(<ij>) . Supongamos lo contra.tio,

como <&|, es el máximo valor de a, con p¡ (a, b) = E, usando la monotonía ele
/•-»!, tenemos (pío,

? = p ( $ , (b), b) < p, ( # 2 (í>) 7 &) < P-? (*2 (^) j í») = ->

una contradicción. La demostración para $ 2 / £ ^ 1 , ^ $2,a £ ^i,a-

(iii) Para i = 1,2, elegimos (a,/>) con <T>2 (/>) < ft < (T>¡ [b). «I>, (b) > a

Sirnilármente, $2 (¿) < a implica que,

cv < / j 2 (a , &)

tal que a € p (i^.t), es decir, (a, 6) e T«
Ahora como <E>i (6), es el máximo a, (si r es irracional, es el único), con

p1 (a, 6) = a, tenemos que,

implica que px (a,b) > a, tal que a ^ Tiy o (a,b) $ T{y. Similarmente, a <
<I>2 (b), también implica quo (a,b) ^ T,,M

Una consecuencia del lema 7, es el siguiente lema, que describe las con-
vergencias de las funcionen dadas por el lema 7:
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Figura 46: Funciones $?IE, S^E y $iia.

Lema 8 Sean p/q, a y r racional, irracional y un número real arbitrario,
respectivamente.
(i) Para r > p/q, $1>r \ $ w < 3 , y §2¡T \ *2>p/ ( í.

í?it; Para r < p/q} <I>,,,. / ^ , J í A / , ?/ <T>2lf. / ^ a ^
(ni) />amr> a yi= I,2,<J>|i; \ ( í ' i , ( ( .
("lu) y^ara r < a y i = 1,2, $1 ) t / * 4>lia

Usando la continuidad de las funciones, sean r, s e K , p/<y, m/n € Q, con
r > p/q > s > m/n. En cada uno de ios siguientes casos existe un b > ¿ tal
que, lo siguiente se cumple:

(i) O2,r (6) = 4>liS (6)..
(ü) * * „ / , (6) = * ! , . ( & ) . •
(iii) *l íP/í(6) = *2,rW.
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m/n

Figura 47: Cruces do las lenguas de boyland

Proposición 17 [5]Sea a € M-Q, p/q € Q.
(i) Si p (x) es C2 ejüonces para b > ¿ , §2,a > $!,«.
(n) Si p (x) es Cl entonces dado un p/q, existe b0 > ¿ tal que,

0 < 6 < ¿o-

Finalmente, tenemos las lenguas de Boyland,.

Figuia 48: Lenguas de Boyland en [0,1] x [0,1]
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7 APLICACIÓN AL ANÁLISIS DE UN
MODELO MECÁNICO DE NEURONA

En varios campos de las ciencia se estudian fenómenos en los cuales se dan
comportamientos periódicos, pues después de cierta evolución el sistema re-
torna a su configuración original. A tales sistemas se les conoce como "0.9-
ciladon'.ti". Vn problema fundamental de la teor f;i de oscilaciones no lineales,
es investigar la respuesta de estos osciladores a un forzamiento periódico., En
algunos de estos osciladores OH característica la existencia de algún proceso
de acumulación que hace que una magnitud, W((), crezca hasta alcanzar
un valor umbral, Wr; al rebasar este umbral, el sistema produce una súbita
descaiga para liberar' la magnitud acumulada WT y el proceso se repite una
y otra vez de la misma forma,. Existen dispositivos mecánicos, circuitos eléc-
tricos, sistemas biológicos y muchos otros sistemas no lineales en los que se
presentan este tipo de fenómenos,, A este tipo de sistemas se les conoce como
osciladores de integración y disparo o osciladores de relajación,

En este capítulo analizaremos un dispositivo mecánico que constituye un
modelo de neurona apropiado para estudiar las propiedades de sincronización
y respuesta caótica de una neurona sujeta a una estimulación periódica. En la
secuela veremos que las propiedades dinámicas de esta neurona mecánica se
pueden conocer estudiando las iteraciones de una función de la circunferencia
y aplicando la teoría cualitativa discutida en los capítulos anteriores,,

Con el fin de producir un contexto, antes de discutir la neurona mecánica,
recordaremos algunos antecedentes históricos de los modelos de osciladores
de integración y disparo y revisaremos algunas propiedades básicas de las
células nerviosas, que ellos modelan.

7.1 Osciladores de Integración y Disparo.

Iíalcigh (1896) y más tarde van der Pol (1928), usaron ecuaciones diferen-
ciales de segundo orden para estudiar las oscilaciones de sistemas rio lineales.
Raleigh estaba interesado en las vibraciones cine tienen lugar en algunos in-
strumentos musicales (e..g.: una. boquilla de un clarinete o la cuerda de violfn)
y van der Pol en circuitos eléctricos con tubos al vacío, principalmente. Bal-
tasar van der Pol propuso la ecuación,
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v +o (v - 1) v +w2v = O, (11)

y observó que las oscilaciones del sistema convergen a un ciclo límite que es de
tipo senoidal cuando a es pequeño comparado con ĉ , pero se aproxima por
una onda cuadrada cuando a es grande, que van der Pol llamó oscilaciones
de relajación., Los osciladores de relajación son adecuados para sistemas de
control, en los cuales un estimulo debe producir una respuesta de amplitud
fija pero frecuencia adaptable.

Un ejemplo de oscilaciones de relajación es el latido cardiaco: es conocido
que cada contracción del ventrículo es desatada por un impulso nervioso gen-
erado en el nodo senoatrial que primero produce la contracción de la aurícu-
la, van der Pol y van der Mark propusieron un circuito eléctrico (compuesto
de una pareja de osciladores de relajación) como un modelo cualitativo del
modelo cardiaco,. Ellos reportaron que por ajustar el acoplamiento de un
oscilador a otro, estimulaciones convincentes de ambos latidos cardiacos de
ciertos desórdenes fueron observados.

Una conexión entre las células nerviosas y las ecuaciones de van der Pol
fue descubierto independientemente por FitzHugh (1961),. FiztHugh sugirió
una variante de la ecuación de van der Pol como una simplificación del exitoso
modelo de respuesta del nervio del axón desarrollado por Hodgkin y Huxley
(1952) quienes, por este trabajo obtuvieron el piemio Nobel de Medicina, y
Fisiología en 1963, abriendo un horizonte de investigación que sigue vigente
en la actualidad.

Además de los impulsos nerviosos de las neuronas y los latidos del corazón,
existan una gran variedad de fenómenos, observables en diferentes escenarios
de intcuós científico o tecnológico, que pueden sei considerados osciladores de
integración y disparo. En todos estos sistemas se observa:

(1) La presencia de algún proceso de acumulación lenta y descarga en una
escala de tiempo mucho más rápida;

(2) Este proceso es concomitante a fenómenos de excitabilidad y oscila-
ciones no lineales (de relajación).

(3) El proceso se repite siempre de una misma manera y constituye un
estereotipo genérico del sistema

(4) Por su brevedad respecto al proceso de carga el proceso estéreo típico
puede ser considerado instantáneo y entonces la evolución del sistema puede
describirse por la secuencia do tiempos {/„} en que estos eventos instantáneos
ocurren.
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7.2 Estructura y Punción de una Neurona.

Entender el funcionamiento del sistema nervioso es uno de los proyectos más
ambiciosos que ha abordado la comunidad científica. La Neurociencia in-
volucra diversas disciplinas: desde las que adoptan una visión integral de
sus capacidades, como la Filosofía, la Biología Evolutiva, la Sicología y la
Medicina, hasta la Genética, la Biofísica y la Fisicoquímica que analizan sus
componentes estructurales en escalas microscópicas, que varían desde unas
cuantas células hasta átomos individuales.

Los órganos que integran el sistema nervioso están formados por el teji-
do nervioso, el cual, a su voz, está, formado por1 ocluías altamente especial-
izadas en la conducción de impulsos eléctricos, denominadas neuronas. Ex-
isten además otras células de menor importancia fisiológica, llamadas células
gliares que constituyen la neuroglia y sirven de sostén y protección de las
neuronas., El cerebro humano tiene del orden de 10u neuronas

Las neuronas están formadas por tres partes fundamentales que son: cuer-
po celular o soma, dendritas, y axón. El cuerpo celular o sorna tiene una
forma más o menos esférica o piramidal, que presenta un núcleo grande, con
un nucléolo prominente, en donde actúan los mecanismos bioquímicos sinteti-
zadores de enzimas y ocurren los demás procesos esenciales para la vida de la
célula. Las dendritas o prolongaciones cortas son los delgados brazos que se
ramifican profusamente, formando una red que rodea a la célula constituyen
los canales físicos principales poi los cuales la neurona puede recibir señales
provenientes de otras células. El axón es una fibra cuya longitud puede vari-
ar en el rango de milímetros a metros y es el camino poi el cual viajan las
señales que la neurona envía a otras partes del sistema nervioso. Sinopsis
es el nombre que recibe la unión entre dos neuronas. La comunicación a
través de las sinapses se produce por medio de agentes químicos llamados
neurotransmisores.

El "disparo" de un impulso nervioso depende de la actividad simultánea
do cientos de sinapsis en la neurona receptora. Algunas sinapsis son oxcitato-
lias: promueven que se dispare un impulso; otras son inhibitorias: cancelan
las señales que de otra manera excitarían a la célula.

7.2.1 Exitabil idad

El impulso nervioso se desarrolla como respuesta a una estimulación eléctrica
de cierta magnitud mínima, llamada umbral También se le conoce como
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potencial de acción. Suele originarse en el cuerpo celular en respuesta a la
actividad de las sinapses dendríticas,. Al iniciarse, el voltaje a través de la
membrana del axón aumenta localmontc (en la base del axón).

El fundamento físico-químico del impulso nervioso está en las diferencias
de concentración de los iones de sodio y potasio a ambos lados de la raem-
biana Esta situación crea una difeiencía de potencial de aproximadamente
-70 niv (milivolts), negativos con respecto al exterior de la célula, que se.
conoce como potencial de reposo., El fenómeno se observa midiendo la activi-
dad eléctrica en un punto especifico del axón, utilizando un osciloscopio. El
paso de un impulso nervioso se manifiesta como un pico de voltaje, llamado
potencial de acción. En la preparación clásica del axon gigante del calamar,
diñante el punto de acción, el voltaje a través de la membrana celular1 crece
bruscamente desde -70 rnv hasta +40 rnv, aproximadamente; luego decrece
has da unos -90 rnv para después recuperar lentamente el nivel original de -70
mv. Esta última etapa, en la cual se recupera eí voltaje de reposo lenta-
mente es llamada periodo refractario, pues mientras dura, no es posible que
se; registre otro pico de voltaje. Todo eí proceso dura de 1 a 2 milisegundos.

El potencial de acción es un mecanismo eficiente en términos de la trans-
misión de información ya que no permite que la señal se deforme o se amor-
tigüe, pues se propaga como una onda viajera (amplitud y forma fijas).

7.2,2 Respues ta Periódica

Las neuronas son capaces de generar potenciales de acción con frecuencias
muy diversas, desde menos de uno hasta varios cientos de disparos por se-
gundo. Esto es muy relevante porque todos los impulsos tienen la misma
amplitud, y por lo tanto la información que transmite una neurona está cn-
criptíuia en el número de señales que se producen poi unidad de tiempo.
Esta codificación en frecuencia implica <|tie-, por lo intuios en algunos casos,
un estímulo más intenso es traducido en una mayor frecuencia de disparo: la
neurona actúa como un transductor. En ausencia de estimulación externa,
algunas células nerviosas (marcapasos neuronales) pueden responder espon-
táneamente con una ráfaga o tren de potenciales de acción que se repite
periódicamente y es conocida como actividad tónica. Esta actividad tóni-
ca puede producirse también, al aplicar una coniente constante, en células
ordinarias y se observa experimentalmcnte que la frecuencia de la respuesta
tónica es una función creciente de la intensidad del estímulo aplicado.
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7.3 Neurona Mecánica

El voltaje a tiavés de la membrana celular es una variable fisiológica impor-
tante. El fenómeno de excitabilidad de las células nerviosas se caracteriza
por: i) la existencia de un potencial de reposo y un potencial umbral por
debajo del cual no hay respuesta activa; ii) una respuesta del tipo todo o
nada y un ni) período de recuperación o período refractario dentro del cual
no es posible descargar ningún potencial de acción.

El dispositivo mecánico, conocido como "la neurona mecánica", reproduce
estas tres características. Éste tiene un comportamiento que es cualitativa-
mente análogo al de una célula nerviosa.

7.3.1 Oscilaciones Libres de la Neurona Mecánica

La neurona mecánica [6]consiste de una balanza o sube y baja que en uno de
sus extremos tiene un contrapeso fijo que toca el plano horizontal y del otro
lado un recipiente con agua la cual está siendo vertida a una razón constante.
Cuando el peso del agua, en el recipiente OH mayor que el contrapesOj el brazo
de la balanza de lado del recipiente desciende hasta el piso, así el agua se
vacía instantáneamente, luego, el brazo del contrapeso vuelve a bajar y el
proceso remida,,

W

Figura 49: Neurona Mecánica.

En la analogía de la neurona mecánica, las variaciones del potencial de
membrana de la célula se corresponde con las variaciones de la cantidad de
agua en el recipiente de la balanza y los potenciales de acción quedan rep-
resentados por las descargas del recipiente. En este análogo mecánico se
manifiestan descargas "todo o nada", umbral de disparos y período refrac-
tario.
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7,3.2 Oscilaciones Forzadas de la Neurona Mecánica

En la neurona mecánica se verifica también la actividad tónica que tienen las
neuronas en respuesta a la aplicación de una coriiente constante y, corno en
las nernonas biológicas, la freciienrbi do las descargas c.ir.c.o. con jn intensidad
do la corriente aplicada,. O ti o asunto de Ínteres biológico (para comprender
el efecto que tiene la estimulación de una célula sobre otra) es estudia* la
forma en que las neuronas responden a un estímulo, que ya no es constante,
pero varía de una forma regular predeterminada (periódica)., Esto implica
conocer las series de tiempos en los que bi célula producirá los potenciales do
acción en respuesta al estímulo externo,,

El estudio de analogías, como la neurona mecánica, es de gran impor-
tancia científica. El estudio de modelos simples es do gran utilidad para,
el análisis de problemas complejos, como el estudio de la respuesta de una
neurona a una estimulación periódica Gracias a los resultados que se han
obtenido estudiando simples analogías, se \\Í\ podido avanzar on la compren-
sión de kxs diEerent.es tipos de respuesta que la células pueden tenor ante la
aplicación de diferentes estimulaciones.

Paia. estudiar el problema del forzamiento periódico, consideremos la mis-
ma balanza, peí o ahora con un elevador debajo del recipiente de agua., Las
desenlias de agua se producen ahora a diferentes alturas, según la posición
en que esto el elevador en el momento que estas se producen, subiendo con
diferente cantidad de agua, de manera que los tiempos entre descargas con-
secutivas serán diferentes.

W

Figura 50: Neurona Mecánica Forzada

Nos interesa el caso en el que se aplica un forzamiento periódico al el-
rvndoi Se tiene entonces bi iniciación ile dos osciladores, que tienen dos
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períodos naturales diferentes, y naturaleinente surge el interés por investigar
si la acción combinada de ellos producirá un movimiento periódico. ¿Cual
será su período del sistema forzado?, ¿El período de las oscilaciones libres
de la balanza? o ¿El período del elevador? ¿Podríín combinarse estos dos
diíereutcs ritmos para, producir un tetcer íilino de período dÜeiente?

7.3.3 Modelo Geométrico de la Neurona Mecánica

Las variables involucradas en el sistema forzado son: Wu el peso del con-
trapeso; / , la intensidad de la corriente de agua; Wfi el nivel residual de
agua (es decir, la cantidad de agua que queda en la cubeta después de la
descarga) y W(í) el peso del agua en la cubeta al tiempo t. Si suponemos
que en t — 0 la cubeta se empieza a llenar a partir de una cantidad residual
de agua, que tiene un peso W.,, entonces W(t) = It -\-W7 y la serie de tiempos
de las descargas (disparos de impulsos eléctricos) se obtiene fácilmente por
ei procedimienio gnUico que esta" indicado en ]a figuta J)L De este análisis
íesulla que la sene de tiempos de descarga o secuencia do tiempos do disparos
esta" dada recursivamente por la, fórmula

* ii 11 '

o bien, por la fórmula

i» = ¿o +

donde to representa la condición o tiempo inicial y T el intervalo (constante)
entre disparos.

WítT

Figura 51: Oscilaciones libros do la neurona, mecánica.

l'ara modelar la.s oscilaciones forzadas de la nninona niec.mica,. Sii|íon<-nios
(|U(i el elevador so innovo de tal nianeia que el peso do la cantidad de. agua.
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residual está dado poi la función periódica, de período uno, h (i) Con refer-
encia a la figura 52 hacemos los siguientes cálculos:

Figura 52:

J =
Wu-h{tn)

T•i i )

wtt - h (/,
_

Poi lo tanto, la secuencia de tiempos de disparo del oscilador, está dada
ie<;uisiva.niente por :

, . Wu h(tn) (12)

Asf piidH, las s<ícucncias do <!is])aios osljin ílol-onnin¡ul¡w ]>or ia.s i(.(Haciones
d<;l sistema dinamk:o dlscixito gencuado poi la í'uncirtn,

Wu h{t)
I I

(13)

Observación 34 Si h (t) es periódica, de período 1, la función F (¿) -repre-
senta una ¡unción, de grado uno, de, la circunferencia:.

„(„. , ) ... n. t } ̂  .'llLjJl

/ • • I i
Wn

= / - • ( * ) - i - 1
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La función de la circunferencia, / : S —> S, representada por F(t) es
llamada la función de fases de disparo del oscilador. Si identificamos a 5 con
el intervalo unitario con los extremos identificados, tenemos que

yxe [0,1)

En general, para algunos valores de los parámetros, las funciones de dis-
paro de un oscilador de integración y disparo pueden ser discontinuas [25],
[28] aún cuando el forzamiento aplicado sea continuo Por el contrario, de la
ecuación 13, vemos que para la neurona mecánica esto no puede ocurrir

Observación 35 La función de disparo de la neurona •mecánica es un en-
domoTJismo de. grado uno de la cireaiijc.renci.a,,

7.4 Sincronización y Atractores Periódicos.

Determinar comportamientos organizados es un problema fundamental en el
estudio de osciladores forzados,. En general la respuesta de un oscilador no
lineal a la estimulación externa puede no tener una estructura ordenada e
incluso ser completamente caótica. Un tipo de organización es el compor-
tamiento sincronizado,, En la neurona mecánica periódicamente estimulada
las oscilaciones de la balanza pueden sincronizarse respecto a las del elevador.
Esto significa que las descargas ocurren siempre en un conjunto finito y fijo de
[ases de ciclo de] elevador. Poi ejemplo, podría suceder que se piodujeran Ires
descargas cada dos ciclos del elevador y que estas descargas siempre oceurran
cuando el elevador está en tres posiciones fijas (e.,g,,: en la altura máxima,
en medio y en su altura mínima),, Asociadas al estudio de la sincronización
surgen varias cuestiones que requieren ser investigadas:

¿Cómo definir matemáticamente lo que es un comportamiento rítmico o
sincronizado? ¿A qué deben su existencia los comportamientos sincroniza-
dos? ¿Qué tipos de comportamientos sincronizados son posibles? ¿Por qué?
¿Bajo que condiciones (en los parámetros o condiciones iniciales del sis-
tema) se produce cada uno de los distintos tipos posibles de sincronización?
¿Qué tipos de comportamientos sincronizados no pueden darse en la Neurona
Mecánica?
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7.4.1 Secuencias Rítmicas y Comportamientos Sincronizados

Precisemos lo que entendemos por un comportamiento sincroni/.julo y cómo
este concepto puede expresarse en términos de las secuencias de disparo del
oscilador La discusión de esta sección puede ampliarse para que aplique en
un contexto mucho más general, pero, para los propósitos de este trabajo, nos
limitaremos a la consideración del oscilador de integración y disparo conocido
como "Neurona Mecánica".

La dinámica de la neurona Mecánica periódicamente estúimulada está
determinada por la sucesión {£„.} de tiempos de disparo (descargas). Esta
sucesión puede ser rítmica o desordenada (arrítmica)..

Definición 40 Sea {¿T,} una sucesión de númcios reales,. Si existen q,p €
Z ' (mínimos) tal que

Vara t°d° n

entonces {tn} es una secuencia rítmica (q,p) y decimos que q es su período
y p su duración. Si no existen q,p £ 1^ que cumplan esta definición decimos
que la sucesión {tn} no es rítmica o es arrítmica.,

*o t2 t4i n ix m n ix m u
0 t-i 1 U 2 3 1

Figura 53: Secuencia Rítmica 5:2 (ín+5 = t-7),\-'¿),

Definición 41 Decimos que la neurona mecánica periódicamente estimula-
da tiene un comportamiento sincronizado, con sincronización q : p, si este
comportamiento está determinado por una secuencia rítmica de tiempos de
dtsjmio, con período q y dtnanón p. \'h\ vaso conírario decimos que el compor-
tamiento está deleimwado por una secuencia a.rríímica, o que el movimiento
es asincrono.
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El olevadoi i caliza un movimiento que: se repite cíclicamente. En cada ci-
clo se i apilen las mismas fases (posiciones) obedeciendo una misma .secuencia
temporal,. Estas fases-pueden visualizarse como puntos <m una circunferencia.
De acuerdo al modelo matemático que estamos considerando, las descargas
del tanque están dadas por las iteraciones de una función en la circunfer-
encia y, generalmente, cada una de ellas ocurrirá, en una fase distinta del
movimiento del elevador.

Observación 36 Una predicción que se deriva del modelo matemático que
estarnos usando es que, si alguna fase, de descarga del tanque se icpilie.ra,
entonces el conjunio de fases de descarga sería, finita y en consecuencia la
respuesta del oscilador será srnnon-izada..

Observación 37 Las secuencias arrítmicas representan respuestas asincronas
del sube y baja e implican descargas en una infinidad de fases (que no se
repiten) del movimiento del elevador. Cada secuencia rítmica, de período q y
duración p, generada por una función de disparo F, se corresponde con una
órbita periódica de la función de fases de disparo (f : S —> S) de caracterís-
tica (q}p), respecto a la representación F. (Figura 54)

O I

Figura 54; Secuencia Rítmica 3 : 2 en IR y en S, ir (£*) = x*.

Observación 38 Es importante observar que las órbitas periódicas del mod-
elo, pueden dar lugar a sincronizaciones espúreas del. oscilador en el sentido
de que, aunque exista una sucesión rítmica {/.„} de tiempos de disparo, esta
sincronización no es observable experimentalmente debido a la inestabilidad
de la correspondiente órbita periódica, Sólo determinan sincronías observ-
ables los atractores periódicos del sistema dinámico en la circunferencia.
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Definición 42 Decimos que un comportamiento sincronizado de. la neurona
mecánica periódicamente estimulada es observable, si se corresponde con un
atmetor periódico del sistema dinámico en la circunferencia.

Observación 39 Correspondiendo a la existencia de un attactor periódico,
con característica (<?,£>), del sistema dinámico en la circunferencia determi-
nado por la función / , la neurona mecánica tiene un comportamiento q : p' -
sincronizado (observable), siendo p' — p-\- kq, y k algún número entero.

Demostración
La funciones de disparo de la neurona mecánica son continuas para todos

los valores de los parámetros (Observación 35). Por (¡I teorema 10 , tenemos
que la envolvencia de una órbita (g,;*)—periódica do / , respecto a una rep-
resentación principal, es p, Finalmente, de la observación siguiente se sigue
cjuc la envolvencia respecto a cualquier otra representación continua será de
la forma p' — p + kq, siendo k algún número entero. •

Observación 40 Si una sucesión rítmica, generada por una función de dis-
paro F, tiene periodo q y duración p, entonces una generada por G = F -f k
tiene período q y duración p + kq.

Demostración
Si /.„.,., = Fq (tn) - tv + p} (nitonceH,

Gq (tn) = F* (¿n) + kq = tn 4- V 4 kq.

Por lo tanto, la duración respecto a G es p + kq.M

Observación 41 Si la neurona mecánica tiene un comportamiento q : p
— sincronizado, con p < q, entonces la función de di.spa.ros de la neurona
mecánica es una representación principal (de la función de la circunferencia
que representa). Recíprocamente, si la función de disparos de la neurona
mecánica es una representación principal y la neurona mecánica tiene un
comportamiento q : p—sincronizado, entonces p < q.

7,4.2 Saltos de Ciclo (Skipping)

Definición 43 Decirnos que un comportamiento q : p— sincronizado de la
neurona mecánica, presenta el fenómeno de saltos de ciclo (skipping), si
durante la evolución transcurre (al menos) un ciclo completo del forzamiento
(elevador) en el que no se produce ninguna descarga..

117



ti
Hf- -!#•

Figura 55: Secuencia Rítmica 3:4

Observación 42 La información sobre los saltos de ciclo no está contenida
en la característica (período y envolvenda) de la, órbita periódica, sino en la
envolvcncia de la órbita respecto a la. especifica representación que constituye
la junción de disparos del oscilador,

—

/

f\l

1

í\l

/

=

f\\i

-\

/

—

/

—

/
/

Figura 56: Representación de una función de la circunferencia con sin-
cronización 3:5, con a - 1.907522, b - 0.651917..

Observación 43 Un comportamiento sincronizado q : p, de ¿a neurona mecáni-
ca, présenla el fenómeno de salios de ciclo (skipving) cuando las función de
disparos cumple que,

con p > q.

Son muy impoitantes los saltos de ciclo desde el punto de vista de la
neurona mecánica, podemos tener q descargas, en p + kq ciclos, con k e Z.
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Figura 57:

7.5 Neurona Mecánica y Familia Clásica.
Es un hecho muy interesante que si le aplicamos al elevador de la Neurona
Mecánica un forzamiento, tal que,

h(t) = -Ascn(2iri),

C7
hft)=-Asen 2irt

Figura 58: Oscilador con forzamiento.

la dinámica del oscilador resulta estar gobernada por las iteraciones de la
familia clasica de funciones de la ireunferencia. Efectivamente, sustituyendo
Ji(t) en la ecuación 12 y haciendo el cambio de variables,

A
(14)
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obtenemos:

ín + i = tn + a + bsen(27rtn). (15)

Definiendo la función F : R —> R por la regla

F(f) - í + a + bsen(27rt) (16)

resulta que las sucesiones {£„} de tiempos de disparo de las descargas (poten-
ciales de acción) quedan cifradas como las órbitas del sistema semidinámico
en la recta determinado por las iteraciones de ésta función F.
La familia de funciones de la circunferencia dada por la ecuación 15, ha sido
estudiada en el contexto de los osciladores biológicos de integración y disparo
por muchos autores, entre los cuales destacan V. Arnold, L. Glass, R. Pérez
Pascual, R. S. Mackey, M. R., Guevara, C. Iresser, J. Belair y A,. Shrier,
entre muchos otros,, Por otra parte, hasta donde nosotros sabemos, las os-
cilaciones de relajación del subo y baja, conocidas desde tiempos ancestrales,
nunca habían sido estudiadas bajo la acción de un elevador, ni habían sido
asociadas al comportamiento de una. neurona.

7.6 Espacio de Parámetros.

7.6.1 Configuraciones Paramétricas Equivalentes

El número de parámetros del sistema originalmente es tres: (WU,A,I). Vía
el modelo, el número de parámetros se redujo a dos: (a, 6), significando esto
que los tres parámetros físicos (WU,A,I) no varían independientemente. La
relación entre estos dos conjuntos de parámetros está dada por las ecuaciones
(14). Entonces, sobre rectas que pasan por el origen del espacio (WinA} / ) , el
comportamiento del oscilador es dinámicamente equivalente (figura 59). Así
pues, los puntos en la superficie de una esfera con centro en el origen, nos
sirven para representar cada una de las clases de equivalencia dinámica.,

Ahora, como Wu > 0 , / > 0, >4 > 0, entonces tenemos el primer octante
de la esfera, el cual se mapea al primer cuadrante del espacio de parámetros
a, b,.
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Figura 59: B) Clases de Equivalencia en espacio de parámetros. C) Espacio
de pmáme-tios reducido..

7.6.2 Restricciones Físicas sobre los Parámetros

Matemáticamente, el sistema dinámico en la recta, detenninado poi ía.s itera-
ciones de la familia clasica, tiene sentido en todo el plano a, b, pero el modelo
tiene sentido físicamente sólo en la subregión de éste donde se cumple que

WU>A> 0,

que es equivalente a la condición a > b > 0,, Esta condición debe cumplirse
ya que /1} la cantidad máxima de aj_',na que queda en eí incipiente, después
ele la descarga, no puede sex mayor que la que tenía cuando empezó a caer.

Figura G0: Espacio de pantmctios donde tiene sentido físico, la neurona
mecánica.
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Figura 61:

Observación 44 Mientras que para la neurona -mecánica el espacio de parámet-
ros es la región no acotada del plano (a, 6), que se muestra en la figura 60,
para la familia de clásica de funciones de la circunferencia el espacio de
parámetros natural es el cilindro que resulta de identificar las rectas a ~ 0 y

7.7 Aplicaciones de la Teoría de Rotación al Análisis
de la Sincronización

I Ionios visto, que la existencia de órbitas periódicas de la función de fases tic
disparo se corresponde con la existencia de comportamientos sincronizados
del elevador. La teoría de rotación de las funciones en la circunferencia resul-
ta ser de gran utilidad pues nos provee de condiciones, accesibles computa-
cionalmente, para garantizar la existencia de órbitas periódicas del sistema
dinámico en la circunferencia determinado por la función de fases de disparo.

A continuación ejemplificaremos la aplicación de la t.eoría de rotación
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y otras herramientas de la teoría cualitativa de los sistemas dinámicos, al
análisis de la respuesta de la neurona mecánica, a la estimulación periódica
exlenin, <!;i(In poi la función h (/) -•• -/Isin (2TT/),. (Ionio luimos observado
antes, con esta selección de /i(/), la dinámica del sistema queda regida poi
la familia clásica de funciones de la circunferencia cuya representación está
dada por la ecuación 16,

7.7.1 Oscilaciones Libres

Si la amplitud de las oscilaciones del elevador es cero (A = 0), entonces la
función de fases de disparo es una rotación de ángulo a € [0,1) (medido en
radianes normalizados). Se presenta la disyuntiva clásica:

1) El parámetro a es irracional, En este caso, cada descarga del oscilador
ocurre en una fase distina del ciclo del elevador y el conjunto de fases de
disparo es denso cu el conjunto [0,1) que representa huí fases do este ciclo.
Este hecho se sigue de que la función de fases de disparo es de clase C2y
podernos aplicar el teorema de Denjoy [8]

Figura 62: Representación pictórica de una órbita aparentemente densa en
la circunferencia, familia clásica a — 0,159, b = 0,,

En la figura 62, se muestra una órbita de un petfodo muy grande. Dada
la resolución finita de los pixels de la pantalla, si continuáramos haciendo
iteraciones se Ilcnaiía toda la ciicunfeiencia de puntos de la órbita,,

2) a = p/q + k. Para, este valoi de los parámetros las funciones de tiempos
de disparo son las funciones lineales ("rotaciones")
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con k 6 Z + , las cuales producen ritmos de período q y duración p + kq.
Entonces todas las órbitas del sistema dinámico en la circunferencia son per-
iódicas de característica (f/,p) y todas las condicionas iniciales del oscilador
producen una sincronización q : p 4- kq.

Figura. G3: Rotación periódica.. A) en S, y B) en el toro.

7.7.2 Oscilaciones Forzadas

Si A > 0 entonces conviene distinguir dos casos: cuando las funciones de la
familia son homeomorfismos y cuando éstas no son invectivas.,

Región de Homeomorfisnips La función de disparos dada pox la familia
clásica siempre es continua y es invectiva (homeomorfismo) cuando b < l/2n.
En esta región del espacio do parámetros el número do rotación está bien
deíiuido y es independiente de condiciones iniciales,. Otra ve/, se distinguen
dos casos: p(f) es racional o es irracional, en el primer caso la dinámica
es periódica y en el segundo, cuasiporiódica, pero para ningún valor de los
parámetros dentro de esta región puede ser caótica.

1) p(f) ^s irracional. (Dinámica cuasiperiódica).. Como la función de
disparo es do clase C2, todas las (nbitas son densas cu S\ (ver teorema 12).
Todas las descargas del oscilador ocurren en una fase distina del ciclo del
elevador, siendo eí conjunto de fases de disparo denso en [0,1) que representa
las fases de este, ciclo.

2) p(f) = p/q. (Dinámica periódica). Mientras el mapeo de disparos sea
un hoineoniotíisino por el teorema íi Uxlaa las secuencias í]ue sean rítmicas
tienen que tener el mismo período q y duración p. Sin embargo, en contraste
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con (il caso de Uus oscilaciones libius, ¡i(|iif no Lodaw I tus órbitas sotan periódicas.
De hecho, por el teorema de Jacobson 18 no puede haber más de dos órbitas
periódicas y la evidencia computacional indica (para 6 > 0) la existencia
de un atractor y un repulsoí peiiódico (de período q y envolvencia p) de
la función de la circunferencia, lo cual significa que el oscilador tiene un
comportamiento con sincronización q : p + kq.

Figura 6'4: Sincronización 5 : 1; con a —, h — .,

Cuando b tiende a ¿ , (Teorema 22) la medida del conjunto de puntos
donde se producen sincronizaciones irracionales, tiende a 0., Así pues, si se
seleccionaran parámetros al azar la probabilidad de tener un comportamiento
q : p — sincronizado as mayor cuando b es cercano a ¿ . Por el contrario,
cuando b tiende a Ü, (Teorema 24) la medida del conjunto de puntos donde se
producen sincronizaciones irracionales, tiende a 1. Por lo cual es mas factible
que la neurona mecánica descargue on fasos distintas, cuando b os cercano a
0.

7.7.3 Biestabilidad

La función de disparos de la neurona mecánica siempre es continua pero
puede no ser invectiva. Por ejemplo, cuando está gobernada por la familia
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chlsica de (nuciónos de la ciicmifeiencia la inyectividad se pierde para valotes
grandes de la amplitud del elevador (h > 1/2TT) En este régimen el sistema
es capaz de desplegar un espectro más rico de comportamientos que incluyen
Inestabilidad y comportamiento desordenado.. Como hemos visto antes (figu-
ra 43) las regiones de sincronización Rq:p se cruzan dos a dos En el cruce
de dos lenguas vamos a observar un fenómeno sorprendente: perturbando las
condiciones iniciales, el sistema puede saltar de una forma do sincronización
a otra Por ejemplo en la intersección de dos regiones Rq:p y Rq,-p el sis-
tema puede alternar entre la sincronización q : p y la sincronización qi : p.
Esto se debe a la coexistencia de dos atractores del sistema dinámico en la
circunferencia, con diñitinto período y envolvencia.

03

Q

0 16
0 6 2/3 3/4 b 0 74

Figura 65: Intersección de las lenguas generalizadas R^i y R\-:*,

La dinámica de un punto en la intersección de las lenguas de la figura
anterior es la presentada en la figura 66,,
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Figura 66: Coexistencia de Atractores., Familia Clásica a = 0.670354, b =
0 223289 Sincronizaciones A) 3 : 2, B) 4 : 3.

7.7.4 Monoestabil idad

La teou'a de Boyland aplica, para deí.ei minar law ríigioncs tic monocstablídad
(|M(i nncíin cu la región de honieinorfismos y se prolongan dontio dv. h\ región
donde la función de dispams no CH Íny(x;(.¡va., En esta región se tiene un sólo
número de rotación, en lugar de todo un intervalo y se tiene un único atractor,
aún cuando la función no es un homeomorfismo. Más aún, dentro de una
misma lengua (con el mismo númeio de rotación) el tipo de sincronización
no es el mismo y se suceden infinitas cascadas de bifurcación de doblamiento
de período. (Duplicación del Número do Fílaos do Descarga).

üíáJLOHíGEI
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Figura 67: Regiones de monoestabilidad de las lenguas de boyland, para la
familia clásica.

En esta región podernos garantizar, que la neurona mecánica, aún cuando
la función de disparos ya no sea inyectiva, descargará, únicamente nq veces,
en np ciclos,.
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8 CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FI-
NALES.

En este trabajo se ha hecho una recopilación de resultados sobre la dinámi-
ca de funciones de la circunferencia que aparecen dispersos en la literatura.,
Como ejemplo se han analizado varios aspectos interesantes de la dinámica
de la familia clásica y de un modelo geométrico de neurona. Se han expuesto
resultados teóricos y se ha mostrado también la conveniencia de realizar sim-
ulaciones computacionales, como las obtenidas usando el sistema de software
Sawtooth, desarrollado en el Laboratorio de Dinámica no Lineal de la Fac-
ultad de Ciencias de la UNAM.

Se han interpretado las propiedades dinámicas de la familia clásica de fun-
ciones de la circunferencia en términos de los movimientos y comportamientos
sincronizados (o caóticos) de la neurona mecánica. Por ejemplo, se vio cómo
la coexistencia de atractores (muítiestabilidad) permite entender claramente
el fenómeno de cambio de sincronización del oscilador en respuesta a pertur-
baciones de las condiciones iniciales (manteniendo fijos los parámetros del
sistema)..

Sorpresivamente se ha encontrado, en este tema tan clásico, la falta de la
importante noción de envolvencia Se ha propuesto una definición formal de
este concepto y se íia rnostiado su utilidad para ptoducir una nueva versión
(mas organizada) de la teoría de ia rotación y la sincronización de los sistemas
de integración y disparo modelados con funciones de la circunferencia. Entre
otras cosas, esta noción ha servido para producir mejores formulaciones de
varios resultados teóricos y para poder generalizar el concepto de lengua de
Arnold (en el espacio de parámetros) de una forma apropiada para realizar
estudios de sincronización.

Se ha puesto en relieve ia importancia que tiene la consideración de mod-
elos simples, como la neurona mecánica, para el estudio de la dinámica de
sistemas más complejos, como una célula nerviosa periódicamente estimula-
da.

Así ha quedado demostrada la importancia que tiene la teoría de rotación
ile las funciones de la circunferencia para, el análisis matemático de la dinámi-
ca de osciladores periódicamente estimulados.
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9 APÉNDICE.

Definición 44 Sean X}Y espacios (apológicos. El conjunto C°(X, Y) es la
colección de todas las funciones continuas de X a Y,,

Tipológicamente C°(X, Y) se define con la e — hola alrededor de / , como
sigue:

Í8j(/) = {g : X -> Y continuas : \/x e X \\f(x) - g(x)\\ < e]

El conjunto de las e ~ bolos (e > 0) alrededor de las funciones / : X -+ Y
forman una l)¡LStJ j)¡Uii uonna uniforme o la Cl)-topología, lílsla es jusUmmnUi
la Topología de la Convergencia Uniforme en X,.

Para definir las topologías de orden mas grande, revisaremos algo de cál-
culo.

Definición 45 / es una función de clase C, si existe todas las derivadas
Cr(X,Y) es la colección de todas las funciones de clase Cr de X a Y,

Topólogicamente las C" — e — bolas alrededor de / € C {X, Y) son

eCr{X,Y):V k<ryVx€X \\D{k\f{x) - D{k)g(x)\\ < e}

esta definición es equivalente a que: paia toda k < r, D^g G 33^
Las C" — e• — bolas (e > 0) alrdcdoi de funciones de clase C forman una

base para la topología en Cr(X,"K), llamada la Cr — topología

Definición 46 Sea f : X —> V, La función f(x) es un homeomorfismo, si f
es una función biyectiva , continua y f"1(x) también es continua.

Definición 47 Sea f : X —* Y. La función f(x) es un CT~difeomoifismo,
si !{%)•> S~l(x) son C—homeomorfisrnos.

D-iffT(X,Y) es la coltK'.ción de todos los difeomoifismos de clase Cr de
X ñY

Teorema 27 (Valor Medio) Si f : [a,b] —» R es de clase C1, entonces
existe un punto c € (a, b) tal que
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Teorema 28 (Valor Intermedio) Sea f : [a, b] —> R de clase C°. 5» /(a) =
w y /(&) ~ VJ entonces para toda z entre u y v existe c G (a, b) tal que
/(c) = z.

Teorema 29 (de la Función Inversa) Sean f : R—*R una función de
clase C°° y x G R, tal que f'(x) =£ 0. Entonces existe U vecindad de x, V
vecindad de f(x) y una función g : V --> U de clase C1, tales que,

fog = Idv

(JO f = fdlf.

Teorema 30 (De la Función Implicita) Si f es una función de clase C1

y,
1- /(sthífo) = 0,

entonces existen intervalos abiertos I alrededor de XQ y J alrededor de yo} y
una función p : / —> J de clase Cn tal que P(XQ) = yo y f(x,p(x)) = 0, para
toda x el.

Observación 45 Sean / , g endoinorfismos de la circunferencia de grado
k y h\ G •rcpitiscnl.aciorws de f y g resyeclivarrunúe. Entonces, para todo
i £ IR y n G Xt Fn(í) — Gn(t>) es una función de grado cero, es decir, es una
función periódica,,
En particular, si F es de grado uno se tiene Fn(t) — t es de grado cero

Demostración,.
Sea n = 1. Como f y g tienen grado k, tenemos que,

entóneos,

F{t -h 1) - G(l. + 1) - F{t) 4- k - G(() - k
= F(L)-G(I),

Por lo tanto, F(t) — G(t) es de giado coro.
Como Fr\ Gn son rcprcscnla<:iün(B do / " y gn endomoríismos de la cir-

cunferencia de grado fe, se cumple el paso anterior y por lo cual Fn(t) — Gn(t)
es do grado ccro.B
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Observación 46 Sea f un endomoi jismo de la circunferencia, monótono
crecíante, de grado uno y sea F una. representación de f. Entonces para
n = 1,2, si,

Mn = Máx(Fn(t) - i) y mn = Mín(Fn(t) - t),
ieK ¿€R

.se tiene MT, — mn < 1.

Demostración:
CotnoF"(/.)-/,(\scon(,itiua, existen Ti e R con 0 < (T-f.) < 1 tal que,

Fn(T) -T = M v Fn(t) - t — m

además como F(t) es monótona creciente, de grado uno, F"(¿) también,
entonces

Fn(T)~Fn{L)

])Ot

Mn ~mn = (F"(T) - T) - (
< 1 - ( T - í ) < ! .

í) = (Fn(T) - F"(í)) - (T - t)

Proposición 18 (Hermán [22]) Sean f,g endomorfismos monótonos cre-
cientes de la circunferencia, de grado uno y sean F, G sus representaciones
rcspüctwas, Entonces si conmutan, es decir F o G = G o F> se tiene,

Demostración.
Sea {íTn} una sucesión cualquiera, por la proposición 2, tenemos que,

p(F) -
1

n
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por lo cual,

entonces,

-T

77.
p(F)t

(F
p(F o G) - p{F) = lim {

como FoG = GoF, tenemos que, (.F o G)n(í) - F" (C?"(í)), así quo,

p(FoG)-p(F) = lim

= lim

?}—too 77, rc.^00 77.

^(Fn{t))-Fn{t)U"

n

por1 lo (.arito,

Corolario 4 Sea j un endomorjimno mo-nóUnio emeicnie. de la cvrr.unfercn-
c/a, dr. (jiudo wi.o y /*' rcprcHciilación de. _/'., I'/nJonce.x,

p{F") =

TI > 0..

Proposición 1.9 Sea f un hoemomorjitmo de la circ'ii.nfav.ncta. y F repre-
sentación de f. Entonces,

p(Fk) = kp(F),

para iodo k € Z

Demos ¿ración
Sen. A: = 1 y una sucesión, i>or l*i pioposición 2, ieneinos que,

P ( F ) -
T (t) < -

n'

133



como ((F- T =*,
p(F)-

p(F

t-(F-l)n(t)
n

V
I 

V
I

1
Tí

/Vi

entonces, p(F) + p(FwI) = 0, poi lo tanto,

paia todo k £ Z.
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