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1. INTRODUCCION

El desarrollo de los problemas que se describen en esta tesis comenzé6 en el aiio de 1991,
antes de entrar a la facultad de ciencias. En ese tiempo me encontraba en los entrenamientos
de las olimpiadas de matemadticas, en las que pude participar gracias a las asesorfas que
daban los matemdticos Juan Gémez Aguilar y Victor Pérez, en el club de matemadticas
del CCH Oriente. Ya en la preparacién para la olimpiada internacional, tuve la suerte de
recibir entrenamiento de Alejandro Illanes Mejfa y José Antonio Gémez Ortega, quienes
se encargaron de ensefiarnos principalmente (para mf) geometrfa. También durante ese
tiempo estudie el libro de introduccién a la geometria moderna de Shively, y fue cuando
me di cuenta que lo que mds me gustaba de las matemaiticas es la geometrfa.

Uno de los teoremas que més me impresioné6 en ese momento fue el teorema de Ceva, por
eso al leer el capiftulo de razén cruzada se me ocurrié que podia generalizarlo de tal forma
que el teorema tratara no sélo cevianas, sino rectas en general, entonces después de algunos
dfas encontré las férmulas que buscaba. Esto dio origen al primer problema de esta tesis,
que nos muestra las condiciones necesarias y suficientes que cumplen las intersecciones de
tres rectas con los lados de un tridngulo, en €l caso en que las tres rectas concurran, para lo
cual se tienen que tomar en cuenta varios casos, ya que cada recta intersecta a cada lado del
tridngulo, y en el caso en que las rectas no pasan por los vértices, ni coinciden con los lados
y adem4ds no concurren sobre ningin lado, obtenemos un total de nueve puntos distintos.
Entonces las férmulas pueden relacionar desde seis hasta los nueve puntos, ya que 1o menos
que podemos tomar son dos puntos de cada recta para que cada recta quede determinada.

Ya estando en la facultad seguf buscando ejemplos para aplicar esto y tratar de ver si
podfa generalizarlo a cuadrildteros, como es de esperarse, el caso de los cuadrildteros tiene
ma4és casos, pero se tienen que investigar todos los casos, ya que mi objetivo es que quede
completamente determinado cuando existe la generalizacién y cuando no.

Los ejemplos que encontré los divido en dos partes, los de tridngulos y los de cuadrildteros.
Algunos son problemas originales y otros son de olimpiadas de matemadticas, también in-
cluyo una demostracién del teorema de Desargues, en donde se aplican los resultados en-
contrados. ’

El segundo tema de esta tesis es un problema que se propuso en un taller de geometria y
convexidad que fue realizado en Guanajuato. Este problema lo propuso un matemaédtico cuyo
nombre desconozco. El problema consiste en demostrar que todo poligono convexo puede
iluminarse colocando la&mparas de sesenta grados en los vértices del poligono, por ejemplo,
todo tridngulo puede iluminarse con sélo una ldmpara ya que, en un tridngulo siempre
tenemos que uno de sus angulos es menor o igual a sesenta grados. Primeramente encontré
las demostraciones para el cuadrildtero y el pentdgono, y son incluidas en la tesis, y al
dificultdrseme encontrar la demostracién para el hexdagono, tuve que cambiar por completo
la forma en que pensaba el problema y que me habfa dado las primeras soluciones. Hacer
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esto me llevé a encontrar no sélo la solucién para el hexdgono, sino la solucién general
que nos muestra que cualquier poligono convexo puede iluminarse con menos de cuatro
ldmparas de sesenta grados.

También en esta tesis trato de formalizar los conceptos que estoy manejando en este
problema, como que significa exactamente el que un poligono sea iluminado por lamparas
de un angulo dado, adema&s doy nuevas definiciones para seguir investigando propiedades
con este tipo de iluminaciones. Asf{ podemos hacernos otras preguntas como, jcual es el
minimo dngulo de las ldAmparas con las que podemos iluminar un n-4gono convexo?, aquf
se da una solucién para el tridngulo en donde encontramos que el dngulo mfnimo para el
tridngulo es el de treinta grados, y se demuestra usando el punto de Brocard del tridangulo.

El tercer tema trata de dos problemas de construcciones con regla y compas, uno de ellos
es un problema que presenté el Dr. Alejandro Illanes Mejfa en la ?IV Jornada de Enseifianza
de la Geometrfa”, el problema consiste en reconstruir un triangulo conociendo tres de los
siguientes datos: el angulo £A, el lado opuesto a A: BC, la bisectriz v, la mediana m, y
la altura h. En total tenemos nueve casos, de los cuales fueron resueltos ocho, y un caso
quedd abierto. El Dr. Illanes nos invité a que siguiéramos pensédndolo, aquf presento la
demostracién para ese caso.

El dltimo problema es el tinico que hace uso de dlgebra moderna para demostrar la
imposibilidad de una construccién que trata de seguir la idea del punto de Brocard. Esta
demostracién es en esencia igual a la de la imposibilidad de la triseccién del angulo, pero
muestra la forma de encontrar el polinomio de tercer grado necesario para la demostracién.

Los conocimientos que deben tenerse para poder entender las demostraciones que pre-
sento, son los que se ven en los cursos de geometrfa moderna I y I1, se hace uso frecuente de
razén cruzada, lineas y puntos armoénicos, y segmentos dirigidos. Unicamente se hace uso
del dlgebra moderna en el dltimo problema de esta tesis.



2. GENERALIZACIONES DEL TEOREMA DE CE-
VA

Cuando se piensa en generalizar el teorema de Ceva se pueden tomar diversos caminos,
como por ejemplo: extender el teorema a cuadrildteros, pentdgonos o a poligonos en general,
también se puede pensar en generalizar a mdas dimensiones, o se puede pensar en tomar
lineas curvas que pasen por los vértices (véase [4]). La generalizacién que aquf veremos se
enfoca en tomar no ilinicamente tres rectas cevianas sino tres rectas cualesquiera. Primero
nos dedicaremos a la generalizacién para el tridngulo y después para cuadrildteros.

2.1. GENERALIZACIONES DEL TEOREMA DE CEVA PARA
TRIANGULOS

Entonces, tomemos un tridngulo ABC' y tres rectas [, mm y n, nos interesa encontrar las
condiciones que deben cumplir las intersecciones de estas rectas con los lados del tridngulo
para que I, m y n sean concurrentes. Para esto [, m y n deben ser distintas de los lados del
AABC y distintas entre sf.

Llamemos a, by ¢, a las rectas AB, BC, y CA, respectivamente (la razén por la que
no los denominamos como cominmente se hace al llamar a, b y ¢ a los lados opuestos a
los dngulos LA, /B y ZC, es por que si después queremos generalizar esto a poligonos, no
siempre vamos a tener un lado opuesto como en el caso del tridngulo). Sean L,, Ly y L. los
puntos de interseccién de la recta ! y las rectas a, b y c respectivamente, y anslogamente
se definen M,, M, M., Ng, Ny, ¥y N,.

Una relacién sencilla es la que da la razén cruzada que nos dice que:

Lema 2.1. Sil, m y n no pasan por A, entonces concurren en un punto que no estd en a
ni en ¢ <>

AL, M,N. _ AL. M.N,

(AMa’ LaNa.) - (AMm Lch) R LoM, . N.A = LM, . N.A
ALa ; MaNa. R NcA LcMc -1

LaMa NaA Mch ALC -

AL, M,N, AN, M.L.

LM, N,A NM, LA —

<>




Demostracion:

Necesidad:

Sea I €l punto de concurrencia de las tres rectas, como I, m y n son distintas y no pasan
por A, tenemos que la recta I A también es distinta de [, m y n por lo tanto podemos tomar
la razén cruzada de este haz de rectas y entonces:

(AM,,L,N,)=1(AM,,L,N,) = I (AM,., L.N.) = (AM,., L.N,).

Suficiencia:

Sea I el punto de concurrencia de Il y m, y llamemos X al punto de interseccién de c y
la recta I N,, entonces por el resultado anterior tenemos

AL, M,N, AX M.L. _

LM, N.A XM, L.A '
o lo que es lo mismo
AX  L,M, N,A LA
XM, AL, M,N, M_L.
pero por hipétesis también tenemos que
AL, MaN. AN. M.L. _,

L.M, N,A N.M, L,A

es decir
ANc _ La.Ma Na-A . LCA
N.M. AL, M,N, ML,

Como m no pasa por A, M, # A de manera que AM, es un segmento no degenerado y
como X divide a AM, en la misma razén en que N, lo hace, vemos que N, = X por tanto
7. también pasa por I. Q.E.D.




Esta relacién es un ejemplo de lo que queremos, sélo que ésta no toma en cuenta todos
los lados del AABC, pero nos servird como base para las deméds. Como lo que queremos es
que se tomen en cuenta todos los lados del trisngulo podemos usar el teorema de Menelao
en para integrar el lado b en la férmula.

El teorema de Menelao nos dice que si n no pasa por los vértices del A ABC, entonces

%-%-%:—1 lo que es lo mismo que
1 BN, CN. AN,
N.B N,C 1  N.A

v al sustituir esto en nos da

AL, M,N, BN, CN. M.L. _
IAE NB NG N LA = "l

Entonces uniendo las condiciones de y del teorema de Menelao tenemos las condi-
ciones para :

1. Si n no pasa por los vértices del ANABC,
2. Iy m no pasan por A,

entonces I, m y n concurren si y s6lo si sucede (siempre suponemos que [, my n
son distintas entre sf).

Le C

Podemos ain hacer algo més, supongamos que tenemos todas las condiciones de ,
pero permitamos que n pase por A, entonces si I, m y n concurren, podemos tomar una
recta ' y hacerla tender a n, y evidentemente tenemos:

AL, M,N, BN, CN. M.L. _ Ym AL, M,N, BNy CN! M.L. _

LM, N,B N, C N.M. LA n->nL,M, N.B NJC NM. LA

—1
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AL, . MiN, BN, @ CN. _  McL. _ __
Ahora, sf lo que tenemos es 'L—M“: N WG Nl - oA = —1 y queremos ver que [,

m y n concurren, hacemos lo mismo que en la segunda parte de la demostracién del lema,
tomemos I como el punto de interseccién de m y n, y L., la interseccién de la rectas IL, y
¢, entonces llegaremos igual, a que L/, divide al segmento M_.A en la misma razén en que lo

hace L. y por lo tanto L, = L., con lo que [, m y n concurren, entonces tenemos el siguiente
teorema:

Teorema 2.2. Sin no pasa por B ni por C, yl y m no pasan por A entoncesl, m yn
concurren en un punto que no estd en a ni en ¢ st y sélo si

AL, M.N, BN, CN. ML, 1
LoM, N.B NoC N.M. L.A _

Corolario 2.3. 5% en este teorema tenemos una ceviana, digamos m y suponiendo que pasa
por C, entonces N, M, = N_.C y la relacién se reduce a

ALa MaNa . BNb R CLc
LM, N,B N,C LA

=1
Corolario 2.4. Si tenemos que ademds n pasa por A la relacion se reduce a:

AL, M,A BN, CL.

=1

L.M, AB NyC T.A

m

Corolario 2.5. Y si tenemos que l pasa por B tendremos:

1= AB  M.A BN, CL. _AM, BN CL.
BM, AB N,C L.A_ M,B NC L.A

7



siendo este dltimo el teorema de Ceva.

! C
Lc

(El primer corolario puede demostrarse facilmente también usando el teorema de Menelao
en los tridgngulos AM,C y M,BC.)

Ya hemos avanzado un poco mas con este teorema dado que ya toma en cuenta a todos
los lados del AABC, pero toma en cuenta a L,, L., My, M., N,, N, y N, con lo cual
se necesitan tres puntos de la recta n. Como una recta queda determinada con dos de sus
puntos, lo ideal serfa que usdramos sélo dos puntos de cada recta, en total seis puntos de
entre los nueve, entonces tenemos dos casos:

= Que tres de esos puntos estén en uno de los lados del AABC, dos en otro y el 1iltimo
en el dltimo lado.
C

= Que cada lado del AABC tenga dos de esos puntos.

8



A La \Ma B

Para el primer caso, tomemos y tratemos de usar el teorema de Menelao ahf. Sin no

gasa p?r los vértices del trisngulo tenemos por el teorema de Menelao 47 - f,:‘é. e = 1,
e aqu

BNy CN. _NuB _ NoA+ AB _ 1+ AB
N,C N,A N,A N, A - N_A

Por tanto

1 BNy
N, A~ \N,C ' N A AB

de manera que

M,No _ MiA+ANa _ MuA | _ (BNy ON. |\ MuA __
N, A N, A T N,A T ANC N.A AB
Por otra parte tenemos i1 = AlLa . Malla . Afle . Malc on donde podemos sustituir

el valor de #2fa para asf poder deshacernos del punto N,, y obtener

Nl NA —Y) a8 ') NAL T.Aa

BNy M, A AN, ML,
L M

asf que

AL, M.A BNy, CN. McL. AL, M,A AN. M.L. AL, AN. ML,

1=_L¢,Ma'AB'N,,C'J\rcMc'L.:A L.M, AB N.M. L.A L.,M, N.M. L.A

multiplicando por -1 y simplificando




1 AL M.A BN, CN. ML, AL, AN, ML, (M‘,A+1) _
L.M, AB 'NoC N.M, LA = L.M, N.M. LA
AL, M,A BN, CN, M.L. K AL, AN, ML (M A+AB)
LM, "AB "N,C N.M, L.A

LM, N.M. LA
AL, M,A BN, CN. M.L

c
IL.M, AB NoC N.M, L.A =
y factorizando obtenemos

AL, AN, M_.L,
L M, N.M. LA

AL, M.L.(M,A BN, CN,

_ . AN. M,B
LaMa LCA AB NbC

N.M.  N.M, AB
Al igual que con se puede demostrar que si n pasa por A o B, lo anterior sigue

b
siendo vilido, entonces tenemos el siguiente teorema que resuelve el primer caso de tres
puntos en un lado, dos en otro y uno en el iltimo

Teorema 2.6. Sin no pasa por C, y l,m no pasan por A entoncesl, m yn concurren en
un punto que no estd en a ni en c st y soélo si

1 AL, M.L.(M.A BN, CN.
T L.M, LA

) L AN, M.B
AB N,C N.M. N.M. AB

A La / \Ma B

Para el segundo caso basta usar el teorema de Menelao y despejar

forma en que encontramos ¥affa,

_._E—E

A , ¥ de la misma
encontramos que si I no pasa por los vértices del AABC

LB LC , \MA | _
AL, ' BL, CA ™ T

L.,B LbC.MA_'_MA 1
AL, BL, CA CA

10



y sustituyendo en el teorema anterior obtenemos:

1= AL, (M,A BN, CN. + AN:. M.B\ ( L.B LbC.McA_*_McC'
T L,M, AB N,C N:M, NM. AB AL, BL, CA CA

Y otra vez, se ve que si [ pasa por A o por C se sigue dando esta relacién, entonces
tenemos el teorema para el caso en el que hay dos puntos en cada lado del tridngulo:

Teorema 2.7. Sin no pasa por C, yl no pasa por B, y m no pasa por A, entoncesl, m
y 1 concurren en un punto que no estd en a ni en ¢ si y sélo si

1= AL, (M.,A BN, CN, 4 AN, M.,B\ ( LB LyC MA 4 M.C
T LM, AB N,C N.M. N.M. AB AL, BL, CA CA
C

A / La \Ma B

Con esto hemos logrado nuestro objetivo, pero, si analizamos un poco el teorema de
Ceva nos daremos cuenta. que dicho teorema se puede pensar al menos de dos formas, una
es pensarlo como una relacién que sucede entre las longitudes de los segmentos que van de
los vértices a las intersecciones de las rectas en cuestion, si y sélo si las rectas concurren, en
otras palabras nos interesan las longitudes de dichos segmentos; la otra forma. es pensarlo
como una relacién entre las razones en que esos puntos dividen a los lados sin importarnos
para nada las longitudes. Los teoremas anteriores son de la primera forma, ya que para
poder usarlo se deben conocer ciertas longitudes (como la de AB), entonces veamos qué
resultados podemos obtener para tener un resultado unicamente con las razones en que las
intersecciones de las rectas con los lados dividen a. los lados.

Partiremos también del lema 1

11



Si l, m y n no pasan por A, entonces concurren en un punto que no estd en a ni en c si
y sélo si

ALa_MaNa_ANc-Mch__l MN.ML NM'LM
L,M, N,A N.M, L.A = =
(MA+AN)<MA+AL) (NA+AM>(L A+AM>

M, A 1 _1 AM. i AM, —1
N, A AN, AL,

<

Lc

(multiplicando todo por M—h—ﬁ)

11 1. 1 N_( 1 1 11
N, A MA LA MA) AN, M.A AL, M,A
(multiplicando todo por AB - AC)

(NA MA)(LA MA) ( )( MA =

{descomponiendo AB y AC en sumandos que coincidan con los denormna.dor&e)

(AN +NoB AM, +MB>(AL +LC  AM.+ M.C

M.A
(AN+NC AM+MC')(_AL +LB AM+MB>

(simplificando)

. DB <, MO\ _
N.A I.A MA) =

N.C M.C L.B M.B

(" ANc+1__1VIc—A) (_1_ AL, "1 A

A
N,B _ M,B LC MCYN _ __NcC' _ MC L B M B
N,A M,A L.A MA/) AN, M.A
(haciendo las multiplicaciones)

N,B L.C N,B M.C M,B L.C
N.A LA N, A M. A MA LA
N.C L,B N.C M,B M.C L.,B
AN. AL, VAN, M.A T M.A AL,

12



(pasando todos los términos del lado izquierdo de la igualdad)

BN, CL. BN, CM. BM, CL. CN. BL, CN. BM, CM. BL,

NoA T.A N.A MA MA LA NA L.ATNA MATMA T.A_ 0

Aquf obtuvimos una condicién necesaria y suficiente teniendo como referencia dos seg-
mentos no paralelos AB y AC. Este sera nuestro siguiente lema:

Lema 2.8. Sil, m yn no pasan por A entonces concurren en un punto que no estd en AB
ni en AC siy sdlo si

BN, CL. BN, CM. BM, CL. CN. BL, CN. BM, A CM. BL,

=0

N,A L.A N,A M,A M,A LA NA L.,A" N.A MA+MA LA

C

A La/ \Ma B Na

Si I no pasa por los vértices del AABC podemos usar el teorema de Menelao para

despejar £, y al sustituir en el lema nos da:

BN, CL, BL, BN, CM, BM, CL, BL, CN, BL, CN. BM, CM_. BL,

TNATBIA NAMA MALBIA NALA NAMATMATL.A=®
Y multiplicando por £ y ordenando tenemos:
AL, BM, CN. AL, BN, CM. BN, CL, BM, CL, CN. CM,

L.B M,A N,A 1IL,B N,A M,A N,A IL,B ' M,A L,B N.A *MA =0

<
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_AL, BM, CON. AL, BN, CM. 4 BN, CL, BM, CL, CN. CM. _ o
L,B M,A N,A ' L,B N,A MA' N,A L4tB M,A L[,LB N A MA

Se puede demostrar también que si [ pasa por C o A esto sigue siendo vilido.

Como puede verse, todos los factores en todos los términos de la expresién anterior son
razones de divisién de los lados AB, BC y C A, que es lo que querfamos. Esto nos permitira
olvidarnos de las longitudes de los segmentos y fijarnos tnicamente en las razones, por
ejemplo, no necesitamos saber la longitud del segmento AL, si ya conocemos el valor de la

razén #L2, ni las longitudes de los lados, lo que nos permite tener una independencia del

tamadfio de los tridngulos.
Entonces podemos introducir una nueva notacién para esta forma de pensar:

Notacién: L, es el punto de interseccién de la recta ! y el lado a (prolongado), pero
también podemos pensar a L, como la razén en que el punto divide al lado AB, entonces
I; serd la razén en que el punto de interseccién de la recta 7 y el lado j divide al segmento
JK, donde JK es un lado del triangulo orientado positivamente.

Estamos usando tres puntos en AB: L,, M, vy N,, dos puntos de CA: N,y M., y un
punto de BC': L, con lo cual tenemos el teorema. para el primer caso:

Teorema 2.9. Sin,m no pasan por A, yl no pasa por B, entonces concurren en un punto
que no estd en a ni en c st y solo si

L, Lo 1 1 _
—MaNc+—EMC—Ma_Lb+ Na-L,,_M“_'-Nc_O
Lb
C

Nc

A La7 Wa B Na

Para el segundo caso, queremos usar dos puntos de cada lado, digamos L, y M, en a, L
y Npen b,y M,y N, en c. Para esto una simple aplicacién del teorema de Menelao para
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encontrar M‘l y sustituirlo en el teorema anterior nos dara lo que buscamos. Si n no pasa

por los vértlces del trisngulo tenemos $Ma = — £k . CNe y 5] sustituirlo obtenemos:

AL, BM, CN. AL, BNy CN. CM. BNy CN. CL, BM, CL, CN. CM.

LBMANA LBNbCNAMA NbCNALbB M,A L.B NA M.A =0
y multiplicando todo por 4% y ordenando:
AL, . BN, CM, AN. CL, BM, AL, BM, BN, CLy AN, CM, -1

T B NC MA TNO LB MAVTIB MATNG LB NO MA

Lo dnico que se necesita aquf es que [ no pase por B, m no pase por A, y que 12 no pase
por C.
Entonces tenemos el teorema para el segundo caso:

Teorema 2.10. Sil no pasa por B, m no pasa por A, y n no pasa por C, entonces l,m,n
concurren en un punto que no esté en a ni en ¢ st y solo si

1 Lo | M. , N
LaMcNo+ 5o+ 58 + o+ I,

LyM.N. ' M, L,

A La \Ma B

Con esto tenemos completamente determinados los casos en que queremos relacionar sélo
dos puntos de interseccién de cada recta, pero, nos podrfa interesar también encontrar una
relacién ciclica en la cual se relacionaran todos los puntos de encuentro con los lados, eso
es lo que veremos a continuacién: (ahora no usaremos la notacién que definimos antes)

Teorema 2.11. Sil no pasa por los vértices A,C, n no pasa por A, B, y m no pasa por
B,C entonces l,m yn concurren en un punto que no esté en los lados del tridngulo si y

dlo st
soto s AL, M,N, BN, LyM, CM. N.L.
L.M, N,B N,L, M,C M)N. LA

= —1
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Demostracion
Necesidad:

Por razén cruzada tenemos que si I, m y nn concurren en un punto que no esti en b ni
en ¢,y [, m,n no pasan por C entonces:

CN. L.M. CN, LM, 1 1 Ly My
N.L. M.C =~ NyL, M,C NC ONe - ML = NyLy MyC McC - NeLe

y sustituyéndolo en el teorema 2 tenemos:

AL, . M,N, . BN, . Ly M, . CM,. . N.L. _
L,M, N,B NyL, M,C M,N. LA

-1

con las condiciones de que el punto de concurrencia no esté sobre los lados del tridangulo
ademsds de que !l no pase por A, n no pase por B, y m no pase por C.
Suficiencia:

Primero supongamos que ! no pasa por B:
La relacién sucede si y sélo si

_M,N, LyM, NL. L,M. NyL, M.N,
N,B M,C LA AL, BN, CM,
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_M.,B+BN, LC+CMy, N.A+AL. _L,A+AM. NyB+ BLy, M.C+CN,
N,B MC LA - AL, BN, CM,

(8- (85 ) (5 -) - (-2 (B

(multiplicando por

<

MBLbCNcA)
YU SR S T G DT N DY (N SIS N R
N.B M,B M,C ~ L,C LA NA)T
1 1AM\ (1 1 BL) ( 1 . 1 CN
M.B AL, M,B L,C ' BN, L,C N.A" CM. N.A
<=

(multiplicando por AB - BC - CA)

(N B M B) (MbC LbC> (L A NA
AB AM, BC BL;, C’A . CN.
M B AL, M,B LbC BN, L,C NA C’M "N.A
(dascompomendo AB, BC y CA, en sumandos que coincidan con los denominadores)

AN, +NB_AM +MB BM, + MyC  BlLy,+ LsC
MC Ly,C
(CL +L.A CN, +NA

_AM.+ MyB | ALy + L.B AM) (_BL,,+L,,C BNy + NiC  BL,
M.B AL, LoC BNy L.C
_ON.+N.A _CM,+M,A CN,
N.A T cm.  NA

17
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(simplificando)
M, BM, BLy) CL. CN:\ _
NB MB M,C L,C LA NA)
—1 4 L.B AM. NbC . BL, CN,
AL, M.B Ny, LsC N A
A
(multiplicando por ££2 y usando el teorema de Menelao para ver que Cle ALa — %ﬁ- )
AN, AM, BM, BLyY L,C 4 CN, AL,
N,B M,B M,C LbC BLb N.A L.,B
AL, NbC BLy\ (_ M A CN.
“ L.B B M B BNb .C CM "N.A
aquf ya llegamos a lo que queremos, se puede despejar %ﬂ’% y L. no aparece, por lo
tanto, si I es el punto de concurrencia de m y n, y U’ es la recta que pasa por I y por L,
entonces L/ divide en la misma razén a AB que L,, de manera que L, = L/, por tanto

I, m,n concurren en I.

El segundo caso es el que sucede cuando I pasa por B: si eso sucede entonces la relacién
se reduce a:

AB M,N. BN, BM, CM. N.L. 1
BM, N,B N,B M,C M.N. L.A

esto quiere decir que como n no pasa por A, entonces L. divide al segmento N.A en la

misma razén que L, para cualquier I’ que pase por B y que concurra con m y n, por lo
tanto L. = L’ y l,m,n concurren. Q.E.D.

Con esto hemos terminado el desarrollo tedrico de nuestras generalizaciones del teorema
de Ceva para el tridngulo, mds adelante, veremos algunos ejemplos practicos aplicados a

algunos problemas, pero, a continuacién analizaremos que es lo que sucede en el caso de los
cuadrildteros.
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2.2. GENERALIZACION DEL TEOREMA DE CEVA PARA
CUADRILATEROS

Con lo visto anteriormente, surge la pregunta de si podemos encontrar relaciones como
las del tridngulo para cuadrildteros, entonces en esta seccién analizaremos a fondo el tema
con el objetivo de determinar la posibilidad o imposibilidad de obtener este tipo de gen-
eralizaciones, para esto tenemos que verificar varios casos, incluidos en estos algunos muy
particulares, como los de los paralelogramos. Entonces, comencemos.

Sea ABCD un cuadrildtero AB = a, BC = b, CD = ¢, DA = d, I; es (como lo hemos
estado usando) el punto de interseccién de la recta ¢ y el lado j, primero probaremos una
generalizacién del teorema de Menelao:

Lema 2.12. Sil es una recta que no pasa por los vértices del cuadrilétero ABC D, entonces
AL(,_BL,,.C'Lc.DLo,_1
L,B L,C L.D LA

Dem. sea P el punto de interseccién de ! y la recta diagonal AC, entonces aplicando el

teorema de Menelao al A ABC obtenemos
AL, BL, CP
L,B L,C PA

y aplicando al ACDA tenemos
CL. DL, AP
L.D LjA PC
entonces, despejando % y sustituyéndolo tenemos:
AL, BL, CL. DLq -1
L,B L,C L.D LjA

Q.E.D.

De la forma anterior vemos que el teorema de Menelao se puede generalizar a cualquier
poligono y la relacién sera igual a 1 si el polfgono tiene un nimero par de lados, o a —1 si
tiene un mimero impar, ademas puede verse que el inverso no es cierto.

Siguiendo el mismo método podemos generalizar el teorema 2.11 pag 15.

Teorema 2.13. Sil no pasa por A, m no pasa por C, n no pasa por B ni D entonces si
l,m,n concurren, se tiene que
AL, MN, BN, LyM, CM,
L.M, N,B N,L, M,C M.L.
LeNe DNy  MaLg =1
N.D NygMy; LjA
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Dem. Sean P, (Q, R los puntos de interseccién de las rectas (m y CA), (ny CAYy (l y
C A), respectivamente. Aplicando el teorema 2.11 (pag 15) al AABC y al AADC tenemos:
Si [ no pasa por A, n no pasa por B, y m no pasa por C, entonces [,m y n concurren en
un punto que no estai en los lados del tridangulo si y sélo si

AL, M,N, BN, LMy CP QR _
LoM, N,B NyL, M,C PQ RA

-1

Yy
Si Il no pasa por A, n no pasa por D, y m no pasa por C, entonces [, y n concurren

en un punto que no estd en los lados del tridngulo si y sélo si
AL, . MaNy . DN, . L.M, . CP ) QR
LgMy NgD N L, M.C PQ RA ™

—1

entonces, despejando % - %% de uno y sustituyendo en el otro llegamos a:

AL, MyN, BNy, LyM, CM, LN, . DNa MaLg
LoM, N.,B NyL, MC ML. N.D NsM; LA

En el caso en que I, m,n concurran en la diagonal AC, podemos usar lfmites para
demostrar que sigue siendo véalido.
Q.E.D.

=1

De la misma forma este teorema. se puede generalizar a cualquier poligono, y se puede
ver también que el inverso no es valido.

Tratemos de encontrar una condicién necesaria y suficiente que tome en cuenta la menor
cantidad posible de puntos en cada lado del cuadrildtero. Para esto podemos basarnos en
alguna de las formas en que lo hicimos para €l tridngulo, por ejemplo, nos basaremos en la
forma en que llegamos al teorema 2.9 (P4g. 14), entonces, usaremos el lema 2.8 (P4ag. 13):

Si l, m y n no pasan por A, entonces concurren en un punto que no estd en AB ni en
AD, siy sélo si

BN, DLy BN. DMy BM., DLs DNas BL, DNgs BM, + DMy BL, _ 0
NoA LgA N,A MgA M,A LgA NgA L,A NsA M,A MiA LA B

podemos ahora usar el teorema de Menelao generalizado y despejar f—fg para después
sustituirlo:

Si ! no pasa por los vértices del cuadrilatero ABC D tenemos

AL, BL, CL. DL, DL; L.B LC L.D

I.B L0 L.D IL.A Y < T,A = AL, BIL, CL.
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y al sustituir tenemos:

BN, LB L,/C LD BN. DMy BM, LB L/ LD DNy BL,

N,A AL, BL, CL. N,A MsA M,A AL, BL, CL. NuA L,A
DNy BM, DMy BL,

NiA MoA T MaA LA 0
Multiplicando por 4£2 y ordenando:
AL, . BM, . DNy _ AL, BN, . DM, BN, . CL, . DL, _ BM, ] CLy, DL,
Lo.B M,A N A LoB NsA MjA N, A Ly,B L.C MA LB L.C
_ DNy DMy _
NsA W M4A

Entonces, tenemos:

Teorema 2.14. Si m,n no pasan por A, n no pasa por D, y l no pasa por B ni por C,
entonces, l,m,n concurren en un punto que no estd en AB, ni en AD, si y sélo si

AL, BM, AL, BN, ANs DMy + BN. ANs CLy, DL,
LoB M,A L,B N,A NgD MyA N,A NuD LB L.C
BM, AN; DL. CL, DM; AN

T M.A NuD L.C InB T MuA No,D '
C
N\
€
D b

/Md
Ma A Na B La

Nd

La relacién anterior toma en cuenta tres puntos de I, dos de m y dos de n, entonces,
como queremos hacer un anélisis lo m4s exhaustivo posible de los casos que se tienen, nos
interesarfa buscar una relacién necesaria y suficiente que tomara en cuenta sélo dos puntos
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de interseccién de cada recta con los lados, y a la vez que tomara en cuenta todos los lados,
pero vamos a ver que eso no es posible:

Supongamos que encontramos una relacién que cumple lo que queremos, entonces hay
al menos un lado con al menos dos puntos de la relacién. Sea ABCD un cuadrildtero y
supongamos que hay dos puntos de la relacién que estan en a, llamémosles L, y M; a esos
puntos, a continuacién veremos los casos posibles y un contraejemplo para cada caso:

1. Los puntos que se toman en cuenta de alguna de las lfneas estdan en lados opuestos:

Tomemos un cuadrildtero cruzado ABC D de tal forma que el punto de interseccién de
BC y AD sea el punto medio de BC y también el de AD y tomemos las rectas [, n de
tal forma que su punto de interseccién I no sea el punto medio de BC. Sea n la recta
que pasa por el punto medio de BC y por I. En la relacién que estamos suponiendo
s6lo se toman en cuenta los puntos N; y N, de la recta n, esto nos garantiza que la
relacién no cambia si escogemos cualquier otra recta que pase por NV; y dejamos fijas
las rectas I y m, es decir, como se cumple la relacién para toda recta que pasa por
Ni, todas las rectas que pasan por NV; pasan por I, o lo que es lo mismo: por €l punto
N, sélo pasa una recta (la recta 1.V;), lo cual es absurdo.

c S/ D

A / \ B

2. Los dos puntos considerados de cada lfnea estdn en lados adyacentes:

w Lo, M, estdn en lados distintos:

Supongamos que L, esta en d y que M; estd en b, entonces en ¢ tiene que estar
N; o Ny, digamos Nj, lo que nos lleva a que NN, estd en b o en d, casos andlogos,
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porque si nos olvidamos de los nombres, en ambos casos queda la misma con-
figuracién de puntos sobre los lados. Supongamos que N, estid en d. Entonces
tomemos un cuadrilatero ABCD tal que AB = BCy CD = DA = 2AB. Sea
L, L, una recta paralela a DB y que no pase por los vértices del cuadrildtero,
N; el punto medio de CD, N; el de DA. Por 1ltimo m una recta concurrente
con !l y n, que no pase por los vértices del cuadrildtero. Ahora construyamos un
cuadrildtero con lados iguales a los de ABCD. Sea D' la reflexién de D sobre
CA, Nj el punto medio de CD’, N} el de D’A, L) el punto de interseccién de
D'y l. M, y M, quedan igual, entonces como !, m,n concurren, si existiera la
relacién entonces también L; L}, m y N{N, concurrirfan, pero la interseccién de
L)L, y m esta en uno de los semiplanos determinados por AC, y N{N} esta
completamente en el otro, por lo tanto no pueden concurrir, por lo tanto este
caso tampoco es posible.

D z

N2

w Lo, M, estdn en el mismo lado

Lo y Ms estdn ambos en b o en d, supongamos que estdn en d, entonces N; esta
en c y N3 en b (porque en cada lado del cuadrildtero debemos tomar en cuenta al
menos un punto de interseccién de las rectas), tomemos el cuadrildtero ABCD
de tal forma que AB = DAy BC = CD = 2AB, sea N; el punto medio de
CD y N3 el punto medio de BC. Sea C’ la reflexi6én de C sobre la recta BD,
N{ el punto medio de C’'D, Nj el punto medio de BC’, entonces suponiendo que
L, Ly, M M, y N1 N, concurren (no en el punto al infinito) entonces, L, Ly, M; My
y IN{Nj también tienen que concurrir, pero el punto de concurrencia de L1 Ly y
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M; M, esta en uno de los semiplanos determinados por la recta BD y NiNj
queda completamente en el interior del otro semiplano por lo tanto L, Lo, M, M,
y IN{Nj no concurren.

C

N1

Todo lo anterior nos asegura que no existe una relacién necesaria y suficiente para que
tres rectas concurran, y que tome en cuenta sélo dos puntos de cada recta, y todos los lados
del cuadrildtero.

Q.E.D.

Ya vimos que el minimo mimero de puntos que se pueden tomar en cuenta son siete,
porque encontramos ya una relacién, pero, siguiendo con nuestro andlisis de casos, veamos
si podemos encontrar todas las relaciones que tomen en cuenta todos los lados y siete de
los puntos de interseccién.

Como son siete puntos, tenemos que usar tres puntos de una recta, sea [ esa recta, y
m,n las otras dos. Si los dos puntos de m o los dos puntos de n estdn en lados opuestos del
cuadrildtero entonces no existe relacién alguna porque, como hemos hecho anteriormente,
con un cuadrildtero cruzado podemos encontrar un contraejemplo, entonces Ny y No deben
estar en lados adyacentes, asf como M; y M.

Supongamos que N; esta en a y Nao en d, esto nos lleva a considerar tres casos:

1. También M; esta en a y M, en d por lo tanto L; tiene que estaren b, Lo en cy L3
en a o d. Este es el caso del teorema 2.14 (Pag. 21).
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2.

M; esta en d y M; en ¢, o M esta en a y Mz en b, casos andlogos, supongamos M,
esta en d y M, en c, entonces en b tiene que estar un punto de ! digamos L, lo que
nos da dos subcasos:

a) LzestaenayLizenco Ly estaen cy L3 en a, casos iguales, salvo por el nom-

bre de los puntos, supongamos lo primero. Tomemos un cuadrilatero ABCD
tal que DA = AB y BC = CD = 2AB, una recta l paralela a AC y que no
pase por los vértices, una recta m no paralela a AC, que no pase por D y de
tal forma que no concurran I, m y d. Por idltimo una recta n concurrente con
!l y m y distinta de ellas. Entonces, formemos un cuadrildtero ABC’D, donde
C’ es el punto de reflexién de C sobre DB, sea L) el punto de interseccién de
ly BC', L elde l y C’D, M) el punto sobre C’D tal que C'M} = CM,. Si la
relacién existiera entonces, serfa la misma para el cuadrildtero ABCD y para el
cuadrildtero ABC'D, con lo cual, las rectas L LoL%, N1No y My M} concurririan
también, pero Lj L, Ly y N1 N2 concurren en el mismo punto que Ly Lo Lz y N3 No
y como M) no esta sobre m entonces M; M} % m, por lo tanto no concurre con
Ly Lo LY y N1N3, por lo tanto no existe una relacién para este caso.
3

M'2

b) Lpestaency Lzendo Ly estaenay Li en d, casos andlogos y se puede seguir

exactamente el mismo método que en el caso 2a por lo tanto, no existe relacién
para este caso.

3. M, estaen by Ms en ¢, de la forma que se elijan L;, L y L3 obtendremos casos

anilogos. entonces tomemos el cuadrildtero del ejemplo 2a, I una recta paralela a AC
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que no pase por los vértices, M, el punto medio de BC, M3 el de CD, y n una recta
concurrente con [ y m, y tomemos los puntos de I de tal forma que L, esteend, Lz en
a,y L3z en b. Ahora tomemos el mismo cuadrildtero ABC’D del caso 2a y definamos
M como el punto medio de BC' y M, el de C’ D, ademads Lj es el punto de interseccién
de | y la recta BC’. Si existiera una relacién para el cuadrildtero ABC D, entonces
también se cumplirfa para el cuadrildtero ABC’D, por lo tanto las rectas Lj La, N1 Ny
y M{Mj también concurrirfan, pero el punto de interseccién de L, Lz y IN1 N2 queda
en uno de los semiplanos determinados por BD y M{M} queda completamente en el
otro, por lo tanto tampoco existe una relacién para este caso.

2
N2 L3

D

Ya no buscaremos relaciones para cuando conocemos ocho de los puntos, porque cono-
ciendo ocho se conocen siete, cuyo caso esta completamente determinado. Lo que si vamos a
hacer es encontrar unos corolarios del teorema 2.14 (P4g. 21), para los casos en que algunas
de las rectas pasan por los vértices.

El primer corolario es para cuando tenemos una recta pasa por uno de los vértices, el
segundo para cuando dos rectas pasan por dos de los vértices, el tercero para tres de los
vértices, y el cuarto para cuando una recta pasa por dos de los vértices, es decir, coincide
con una de las diagonales.

Corolario 2.15. Sim,n no pasan por A, n no pasa por D, |l no pasa por B ni por C, pero
l si pasa por A, entonces, l,m,n concurren en un punto que no esta en AB, ni en AD si
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y solo si

BN, AN, DL. CLy, BM, AN; DL. CL,
N,A NgD L.C LoB M,A N,D L.C L,B
+DMy ANa _

MgA  NyD

M\d Lo

/JNd

Corolario 2.16. Si m,n no pasan por A, n no pasa por D, yl no pasa por B ni por C,
pero |l si pasa por A y m por B, entonces, l,m,n concurren en un punto que no esta en

AB, ni en AD st y sdélo st

BN, ANa CLy DL. + DMy ANg _ 1
N,A N;D LB L.C M4sA ND
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ZNd

Corolario 2.17. Si m,n no pasan por A, y l no pasa por B ni por C, pero l si pasa por
A, m por B, yn por D, entonces, l,m,n concurren en un punto que no esta en AB, ni en
AD si y sdlo si
AMy; DL. CLy, BN, _
MyD L.C LyB N,A

b
M Lc

-1

BRe

Corolario 2.18. Sil no pasa por B ni por C, y m es la diagonal BD, entonces, l,m,n
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concurren en un punto que no esta en AB, ni en AD siy sdlo st

AN; DL, CL, BN, _
NaD IO LoB NaA

Y
C
TNa

1

>
-

R

£
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2.3. EJEMPLOS DE PROBLEMAS EN LOS QUE SE UTILIZA

LA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE CEVA PARA
TRIANGULOS.

Hasta aquf hemos visto bastante teorfa, comenzaremos con algunos ejemplos que ilus-
tren como se puede usar lo visto anteriormente. En esta seccién veremos problemas de la
generalizacién para el tridngulo y en la siguiente, para cuadrildteros.

Los primeros tres problemas resultan inmediatamente de observar las relaciones que
hemos construido, pero veremos tarnbién su solucién sin usarlas.

El cuarto problema es uno de los seis que conformaron el examen de la XXXVI olimpiada.
internacional de matemadticas.

También veremos en el ejemplo 6, la aplicacién de estos teoremas a un problema pre-
sentado en la revista Mathematics Magazine de 1992.

El dltimo ejemplo de esta seccién es un problema de la olimpiada de los pafses Balcdnicos.
Ejemplo 1. Sean

s ABC un tridngulo,

= M, Q los puntos medios de AB, BC, respectivamente,

= L y R lo puntos de tangencia del incirculo con AB, AC, respectivamente,

= N el punto medio de LM,

s T un punto en IT(} tal que RT = M B.

Demostrar que RL, TN y QM son concurrentes.
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Primera demostracion:

Lo primero que debemos notar es que el punto de concurrencia puede quedar sobre AB,
dentro del tridngulo o fuera de él, o lo que es lo mismo L = M y entonces L= M = N, L
estd en MB, o L estd en AM, respectivamente.

Si L = M, evidentemente RL, TN y QM concurren en N.

Los dos casos restantes pueden tomarse por separado o usar segmentos dirigidos, aquf
usaremos la segunda opcién.

Sea. P’ el punto de interseccién de RL y QM, como QM ||AC tenemos

MP' LM LM -AR

LM

(porque AR = LA).
Sea P" el punto de interseccién de las rectas TN y QM , como QM || AC, tenemos

13
AMP"N~AATN=>%—=%

_NM.-AT YL (AR+RT) LM (LA+MA) LM(LA+ MA)

- NA ML, T14A4 = ML+2LA = MA+LA

MP =LM =MP" - P =P

=

MP" = LM =

Por lo tanto, RL, TN y QM concurren. Q.E.D.

Segunda demostracién:

Es inmediato del lema 2.1 (P4g. 4), o del teorema 2.2 (P4g. 2.2), usando el teorema 2.2,
podemos identificar I con RL, m con TN, n con QM y S el punto al infinito.

Se cumplen las condiciones del teorema y si NM # 0, entonces

ALNMBQ_C_J’EE__I
LN MBQC ST RA

lo que implica que las rectas concurren, y si NM = 0 evidentemente también concurren.
Q.E.D.
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Ejemplo 2. Sea ABC un tridngulo,

E es el punto medio de AC,

H es el punto de interseccién de AB y la bisectriz interna por C,

F y G son puntos en AB y en Bc f’, respectivamente, tales que AH = FB y BG = CA,

s D es el punto medio de BG.

Demostrar que BE, GF y AD son concurrentes.

Sean

K’ el punto en AB tal que GK'||CA,

K el punto de interseccién de GK’ y BE, y

T el punto de interseccién de GF y K D.

Como GK'||CA y BE es mediana, tenemos qQue K es el punto medio de GK'.

Sean P’ el punto de interseccién de AD y EB,y P” el de BE y GF. Queremos ver que
Pl p— PII R
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# | Afirmacién Justificacién
K es el punto medio de
1 KD __ 1 GK’
BK’ 2 D es el punto medio de
BG
BK' =2KD por
BA __ CEB 7T — BAGH —
Bilen °° BK KD ABAC ~ ABK'G y
208
Kp’ — KD BA-GB — AC AKDP' ~ ABAP,
P'B BA 2CB-BA 2CB By AC =GB
K= =IK AKTP' ~ ABFP”
) KT|K'Fy
6 | KT =XF K es el punto medio de
GK'
AK' = AB — K'B= AB — 2558 —
" | AB(encm) -
TK _ EK’ _ EAZJKTA _ FA-BA(SEZ4C)
8 iFFA BF pa +B§A-Ac — raZBF Por8,@y
25E, . 85 " FF-OB o, 3BT, Ac _anm’_ BE
L:%PF 4 ;_A2B‘2‘ zgzﬁ 4 2?% —B%F— AC cB B Fa
7] +Tg}1?A =AC2FA — 3 = 3Fa = a¢p
S | "5 = BF = 3cm y&

De H tenemos que P’ y P” dividen en la misma razén a KB de modo que P’ = P”.
y

Por tanto AD, BE y GF concurren

Segunda demostracion:

como CE = EA # 0, DB = GD #0, BG =CAy 4E =

bisectriz) tenemos que:

. QE.D.

HB

HB = £C (porque CH es

BG DB CE AF BG DB AF CA AF

GD BC EA FB BC GD FB BC FB

=1

entonces aplicando el corolario 2.4 (P4g. 7) al ABCA tenemos que AD, BE y GF concurren.

Q.E.D.
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Ejemplo 3. Sean ABC' un tridngulo, y

s L, Q, P la interseccién de las bisectrices internas por C, A, B y los lados opuestos,
respectivamente,

R
= M un punto en LB tal que LM = 2 AL,

w N un punto sobre BA

Demostrar qgque CM, LQ y NP concurren <> AN = 2002LA.

N

Primera demostracién:

Llamaremos a, b y ¢ a los lados opuestos a los vértices A, B y C, como es usual en los
tridngulos.

Primeramente supongamos que las rectas concurren, y sea R el punto de concurrencia.
Tracemos por C la exmediana ! (I||AB), sean K, K’ y H los puntos de interseccién de

y LP,ly LQ, ! y NP respectivamente, y sea J el punto de interseccién de CA y LQ (J
puede ser el punto al infinito).

Por la definicién de L, Q y P sabemos que P y J son conjugados arménicos con respecto
a AC.
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# | Afirmacién Justificacién
’ P y J dividen arménicamente a
—_ '
KC=CK AC y U|AB
AAPN ~ACPH y
CH _a . — a:NA
2 NA c-.CH c BP es bisectriz
3 | &5 =£5 ACRH ~ AMRN
4 | BE = &AL ACRK' ~ AMRL
5 | v =S¢ Byd
6 MA+ AN =MN =¥L04 . o By@
7 | MA= NA((,K,-"‘+j 3]
8 EC .8 = C'K’ KC=22L [ ACKP ~AALPyll
L . a SLA o

9 % s + 1 = m‘P‘}Q—Z— + 1= =

—2003 1

2001 3(?

NA = 2 = Bl =
10| EHE LA+EA - 200;20/1112001LA — DyQ

—2002LA = 2002AL

Supongamos ahora que AN = 2002LA.
Sea R’ el punto de interseccién de CM y QL, N’ el de PR' y BA, por la primera parte

de la demostracién, tenemos que AN’ = 2002LA = N’ = N = LQ, NPy CM concurren.
Q.E.D.

Segunda demostracion:

Aplicando el corolario 2.3 (P4g. 7) al triangulo ABC tenemos que £ - 4L _g_oé SR =1
si y s6lo si LQ, NP y CM concurren, ademds por el teorema de Ceva tenemos que

0oC PA B!
por lo tanto
BQC’PANML_l ANML_l 2003 NA
QC PANM LB — — ALNM - < 2000NM
=
2003
2001NA NM=NA+ AM
<

2003 2003
NA (2001 ) =AM = AL+ LM = AL (1 + 2001)
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2 4004

NAssor = L5001

NA =2002AL

Entonces LQ, NP y CM concurren siy s6lo si NA = 2002AL.
Con esta demostracién vemos que el problema es cierto también si L, P y Q son tales

que AQ, CL y BP concurren en cualquier punto que no esté en los lados del triangulo.
Q.E.D.
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Ejemplo 4. En este ejemplo veremos un problema de la XXX VI Olimpiada Internacional
de Matemdticas.

Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos en una recta, en ese orden. Los cfrculos con
didmetros AC y BD se intersectan en X yY . XY corta a BC en Z. Sea P un punto en
la ltnea XY distinto de Z. CP intersecta al ctrculo con didmetro AC en C y M, y BP
intersecta al cfrculo con didmetro BD en B y en N.

Probar que AM, DN y XY son concurrentes.

AL

P

) i
B\C D

Primera demostracién:

Si P=XoP =Y, evidentemente N = P = M. Por tanto AM, DN, XY son
concurrentes.

Si X # P # Y, sea P’ el punto de interseccién de las rectas DN y XY, como BD
es didmetro el LZBND = 90°, y por ser XY el eje radical el LDZP' = 90°, y como

ZBDN = LZDP', el AZDP' ~ ANDB el cual a su vez es semejante al AZPB. Por lo
tanto

ZP' ZB zZB -ZD
’ e 22 . y__ 2D 4
AZDP AZPB = ZD ZP"ZP >P
Si Hlamamos P” al punto de interseccién de las rectas AM y XY, de una forma com-
pletamente ansloga a lo anterior, podemos encontrar que ZP" = ZCZ4,

Por estar Z en el eje radical tenemos que ZB - ZD = ZC - ZA. De manera que ZP' =

ZP", y por estar usando segmentos dirigidos P’ = P”, entonces AM, DN, XY concurren
en P'. Q.E.D.

Segunda demostracién:
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Si P=XoP =Y, evidentemente N = P = M, asf que AM, DN, XY son concu-
rrentes.

Si X#P#Y, como Py Z estdn en el eje radical tenemos PC - PM = PB-PN y
ZB-ZD = ZA .- ZC. Por ser XY el €je radical LDZP = 90° = LPZA, y como AC y
BD son didametros LZPND = 90° = LAM P, por tanto P, Z, N, D son conciclicos asf como

A, Z, P,M. Esto implica que BP - BN = BZ - BD. Entonces CP-CM = CZ - CA. De
manera que

CAZDBNPM CAZDBNPM BZCPPBZC -1
AZDBNPMC CMZABD PN BPCZPCZB

Entonces el corolario 2.3 (P4g. 7) aplicado al tridngulo CBP nos dice que AM, DN, XY
concurren. Q.E.D..




Ejemplo 5. En la revista ?Mathematics Magazine” de febrero de 1992 (véase [3]) se en-
cuentra un arttculo sobre una generalizacion del teorema de Ceva, la generalizacion que aht
se expone es en esencia uno de los casos que hemos encontrado, el teorema 2.10 (Pdg. 15),
en el cual se usan dos puntos en cada lado del tridngulo, para demostrarlo hacen uso de
coordenadas baricéntricas (véase [5]), dado que con ellas se pueden encontrar facilmente las
coordenadas de los puntos sobre los lados del tridngulo de referencia y ast poder encontrar
las ecuaciones de las rectas y sus puntos de interseccion.

Una de las aplicaciones que aht muestran es de especial interés para nosotros, me refiero
a la configuracion que descubrid el artista alemdn M. C. Escher, la cual es como sigue:

S% en un AABC dividimos uno de los lados en cinco partes iguales, otro lado en cuatro
partes iguales y el iltimno en tres partes iguales, y si tomamos dos puntos de division de cada
lado (los cuales también pueden ser los vértices del tridngulo) y las ternas de rectas que se
Jorman con cada pareja de puntos que no estdn en el mismo lado, entonces encontraremos
doce casos de concurrencia.

Dicho en otras palabras, si lamamos B;, C, a los puntos elegidos en AB, By, C> a los
de BC, y B; C3 a los de CA, entonces la terna de puntos es la formada por las rectas
B1C3, BoC, y B3C2. En el artfculo se menciona que con el teorema se puede demostrar
que en realidad son exactamente doce casos, y eso se puede verificar facilmente, también se
menciona que Escher obtiene cinco casos més cuando toma tres de los puntos B, B>, Bj,
C1, Ca, C3 como puntos de divisién interna de un lado del tridngulo, pero que el teorema
parece no poder aplicarse en este caso. Con lo que hemos desarrollado hasta el momento
si se puede verificar ya que tenemos relaciones para tres puntos en un lado, dos en otro y
uno en el iltimo (teoremas 2.9 (P4g. 14) y 2.6 (P4dg. 2.6)) y relaciones para tres puntos en
un lado y tres en otro (lemas 2.8 (P4dg. 13) y 2.1 (P4g. 4)). Podemos hacer un programa de

computadora que verifique las relaciones y nos de todas las concurrencias, asf nos daremos
cuenta que no sélo hay cinco casos mas sino diez, cinco de los cuales tienen el punto de
concurrencia fuera del tridangulo (posiblemente por esta razén no fueron encontrados), y
tenermos diez casos de concurrencia en el punto al infinito, es decir, paralelas. Estos son
todos los casos de concurrencia para esta configuracién (si B, Ba, Bj, C;, C2, C3 son
distintos entre sf).
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WA RN
LANN
AR

Concurrencias encontradas por Escher y que pueden demostrarse con el artfculo mencionado
Yy con nuestros teoremas.

AN
LA
A\

Concurrencias encontradas por Escher y que no pueden demostrarse con el teorema. del
articulo, pero si con nuestros resultados.
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Concurrencias no encontradas por Escher ni mencionadas en el articulo, éstas no pueden
ser demostradas con el resultado del artfculo pero si con nuestros resultados.

De la. misma forma. podemos encontrar todos los casos de concurrencia si dividimos cada
lado de un tridngulo en el mimero de partes iguales que deseemos.

En el Apéndice se encuentra el listado y la explicacién del programa escrito en turbo
pascal que utilicé para encontrar estas concurrencias.
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En este programa podemos encontrar el total de concurrencias también cuando dividi-
mos los lados del tridangulo no sélo en tres, cuatro y cinco partes iguales, asf, encontramos
por ejemplo que si dividimos cada lado en dos partes iguales, sélo tenemos un caso de
concurrencia, €l de las medianas. Si dividimos cada lado en tres partes iguales obtendremos
siete concurrencias, si dividimos cada lado en cuatro partes iguales, setenta y tres, y si
dividimos cada lado en cinco, doscientas cuatro concurrencias.



Ejemplo 6. (Problema 8 de la 14* olimpiada de mateméticas de los patses Balcdnicos,
1997, Kalampaka, Grecia)

Tres ctrculos T, C; y Cs estén dados en el plano. C, y Cs son tangentes internamente a
T en los puntos B y C, respectivarnente. Ademds C, y Ca son tangentes externamente una
a la otra en el punto D. Sea A uno de los puntos en los que la tangente comin a Cy y Ca
por D intersecta a T'. Denotemos por M el segundo punto de interseccion de la linea AB y
C1, y por N el segundo punto de interseccion de la linea AC y Ca. También denotermnos por
K y L los segundos puntos de intersecciones de la ltnea BC con C, y C2 respectivamente

Demostrar que las rectas AD, MK y NL son concurrentes.

Demostracién:

Sean R, 1 y 72 los radios de T, C; y Ca., respectivamente, entonces, por la ley de los
senos BK = 2r;senc, donde « es el dngulo inscrito que subtiende al arco BK, pero « es
igual al angulo que forman la tangente en B a C) y el segmento BC.

Como la tangente en B a C; también es tangente a I', tenemos que BC = 2Rsenc,
entonces

BK 2risenc T

KC ~ 2Rsena — 2rsena . R— 1
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de la. misma. forma

BL _ R-—T2
IC =
CN _ T2

NA - R——-’l"2
AM  R-m7;
MB ~  rn

Si Hamamos P al punto de interseccién de AD y BC, tendremos que como P estsi
en el eje radical de C; y Co,

BP.KP=PL-PC < (BK+KP)KP = PL(PL+ LC) <
(2risena + KP) KP = PL (PL + 2rgesena)

también tenemos que

2Rsenax = BC = BK + KP + PL + LC =2r;senax+ KP + PL + 2rssena

, ¥ al resolver este sistema de ecuaciones obtenemos:
(2risena + KP) KP = PL (PL + 2rgsena)
2Rsena = 2risen + KP + PL + 2rssenc

b

— . rory—re R4+r2—2r1 R+ R?
Solucién: KP =—2(sina) 2, T2ET1-2R 2’
PL - —2 (Sin a) ritror1—2ra R—ri R+R
ro+r1—-2R
Por lo tanto
2 2
. r5+1r2r1—2r2 R—ri1 R+ R
BP PL _—2(sina) TriooR _R—m
PC  KP _ : rary —rgR+r?—2r1 R+ R? R—r
2 (sin @) e 1

Entonces podemos aplicar el 2.3 (Pig. 7)del teorema 2.2 al tridangulo BC A e identificar
l, myncon MK, AD y NL, respectivamente
BK

KP LC NA MC

: ; r3+r2r1~2r2 R—r1 R+R?
2r; sin o —2(sina) 22w ro R—1 1
—rz R4r{—2r1 R+ R? 2rosin R—ry 7 o

—2 (sin o) 222 e

Por lo tanto MK, AD y NL son concurrentes. Q.E.D.



2.4. EJEMPLOS DE PROBLEMAS EN LOS QUE SE UTI-
LIZA LA GENERALIZACION DEL TEOREMA DE CEVA
PARA CUADRILATEROS.

En esta seccién veremos ejemplos en donde puede utilizarse la generalizacién del teorema
de Ceva para cuadrildteros, y como resultado del primero de ellos veremos un poco ms4s de
teorfa al encontrar una generalizacién para el caso particular de los paralelogramos.

Ejemplo 7. Tomemos un cuadrilétero ABCD vy tres rectas LiLa, M1 My y N1 N2, de tal
forma que cada lado del cuadrilétero contenga al menos uno de los puntos Ly, La, M,
M,, N1, N, y todos estos puntos estén sobre los lados, ademds de que no coincidan con los
vértices o las rectas coincidan con los lados del cuadrilétero. Para cualquier cuadrildtero
A'B'C'D’, tomemos Ly, Ly, M{, M}, N{, Nj como puntos correspondientes de Ly, La,
My, M5, Ny, Ny, sobre lados correspondientes y de tal forma que la razdén en que divide

cada punto a su lado sea igual a la razén en que su punto correspondiente divide al lado
correspondiente.

Si LyLa, My My y N3Ny concurren para algin paralelogramo ABCD entonces L, L,

M, M5, N{, N5 concurrirén para cualquier paralelogramo A'B'C'D’

D L2 C

M2

—~

N2

A "y B
Demostracién.

Tomemos la recta L; Ly, L; y Lo se encuentran en lados opuestos o en lados adyacentes
del cuadrildtero, veamos el primer caso:

Si se encuentran en lados opuestos. Supongamos que L, esta en AB y L; en CD.
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14 A B

Sea L3 el punto de interseccién de las rectas Ly Ls y DA, entonces

DLy _ DL,
‘' LsA LA

ya que estamos tomando la orientacién con respecto al paralelogramo, esto es, si L3 se
encuentra en el segmento DA entonces, DL3 y L3A son ambos positivos, pero DLs y L1 A
tienen signos opuestos, y si Lz no estd en el segmento DA entonces, DLg y L3z A tienen
signos opuestos, y DL2 y Ly A tienen signos iguales.

AL, + LB = AB, y sea r1 = 4L entonces, tenemos que

AAL1L3 ~ ADL2L3 .

Li1B?
mBA
AL, =71, -InB =71, -(AB — AL)) .. [,A = 11+ -
de la misma forma si ro = g—;‘g, entonces,
DC
D— L =CLy=19-LsD . DLy = ———
(c 2D) = CLg =72 Lo 2= T xra)
entonces
DCc
DLy _ DLy _ _Gim _ _ 1+3
L3A LlA 51% (1 -+ 1‘2)
ya que por ser ABCD un paralelogramo BA = DC, como %{% =4k =ry %'—gz, =
QL;LI% = rason fijos para todo paralelogramo A’ B’C’'D’, tenemos que para todo paralelogramo
A'B'C'D
DLy 14k
LA’ T @A +r)

esto quiere decir que Lj divide al lado D'A’ en la misma razén para todo paralelogramo
A’B’'C’'D’(lo mismo sucede si Lj es el punto al infinito).

Como se puede esperar, todas las dema4s razones en que dividen a los lados restantes los
puntos de las intersecciones de las rectas con los lados, es independiente del paralelogramo
que se elija, por lo tanto si las rectas concurren en algiin paralelogramo ABCD podemos
usar el teorema 2.14 (PAg. 21) y veremos que la relacién se cumple, pero, por lo que
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acabamos de ver, la relacién se cumplird para cualquier paralelogramo A’B'C’'D’ y puntos
Ly, Ly, M{, M}, Ni, Nj elegidos de la forma que dice el ejemplo (esto es debido a que las
razones de divisién de los lados nunca cambian), por lo tanto, las rectas concurrirdan para
cualquier paralelograrmo A’B'C'D’. Q.E.D.

Como vimos, no hay una relacién necesaria y suficiente que me garantice que tres rectas
concurren si se toman en cuenta dos puntos de interseccién de cada recta con los lados
del cuadrildtero y que todos los lados del cuadrilstero estén involucrados, se podria decir
entonces que si tenemos tres rectas concurrentes y seis de sus puntos de interseccién con los
lados (dos de cada recta), entonces, al cambiar los 4ngulos interiores y dejar los lados de
la misma. longitud, nada me garantiza que las nuevas rectas sigan concurriendo, pero como
vimos en el ejemplo anterior, para el caso de paralelogramos esto si puede asegurarse

C
D

B A ‘ B

Al cambiar los dngulos, las rectas ya no concurren

El ejemplo 7 que acabamos de ver nos indica que para el caso especial de los paralelo-
gramos, podemos encontrar formulas como las del teorema 2.14 (Pdg. 21) y sus corolarios
pero que sélo utilicen dos puntos de cada una de las rectas [, m, n.

Veamos las formas de colocar seis puntos en un paralelogramo de manera que cada lado
tenga al menos uno de los puntos y las rectas que formen no coincidan con los lados:

1. Tres puntos estdn en un lado, cada punto determinara una recta porque estamos con-
siderando rectas distintas de los lados. En este caso los demds puntos estéan forzados
a estar uno en cada uno de los lados restantes.
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2.

A E

Uno de los lados tiene dos puntos P, y P>, y un lado adyacente a él tiene otros
dos puntos P3 y P;. Cada punto que falta esta sobre uno de los lados que faltan, si
llamamos Ps y P a esos puntos tenemos tres posibilidades:

a) P; esta unido a P, o P, con una de las rectas. En este caso la recta que pasa por

Ps esta forzada a pasar por Pz o Py, y por los dos 1ltimos puntos debe pasar la
tltima recta.
D P C

Ps

A PN B E

b) P; esta unido a P3 o P;. Aquf la recta que pasa por Py esta forzada a pasar por
P, o P, con lo que la iltima recta pasa por los dos puntos restantes.

D C~

P A‘\ = E

¢). Ps esta unido a FPs. Ahora las otras dos rectas pasardn por Py, Ps y P, P, o
Py, Py y P, Ps.
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3. Uno de los lados tiene dos puntos llamémosle lado 1 a ese lado, y el lado opuesto,
Namémosle lado 2, tiene otros dos puntos, uno de los lados restantes tiene un punto
Ps y el dltimo lado tiene el ltimo punto FPs. Tenemos s6lo dos subcasos:

a) Ps esta unido a uno de los puntos del lado 1, entonces Fg esta unido a uno de
los puntos del lado 2, con lo cual los restantes puntos estdn unidos.

P
C

53]

4 A < E

b) P; estd unido a P por una de las rectas, entonces las otras dos rectas tienen
cada una uno de los puntos del lado 1 y uno de los puntos del lado 2.

B [ c

Ps

Po

7 A —_ B

Como se dijo anteriormente podemos encontrar relaciones necesarias y suficientes para
las concurrencias en cada uno de los casos anteriores pero s6lo veremos uno de los casos ya
que los demé4s se pueden encontrar de la misma forma. El caso que veremos es el 2a, todo
lo que tenemos que hacer es partir de las relaciones ya encontradas y despejar algunas de
las razones como se hizo en el ejemplo 7, de manera que la relacién que encontremos tome
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en cuenta sélo las razones en que los puntos dividen a los lados. Partamos del teorema 2.14
(Pag. 21).

Si m, n no pasan por A, n no pasa por D, y Il no pasa por B ni por C, entonces, [, m,n
concurren en un punto que no esta en AB, ni en AD siy sélo si

AL, BM, AL, BN, AN; DM, BN, AN; CL, DL.

L.B M,A I1.B N,A N,D MsA  N,A N,D IL,B L.C
BM, ANs DL. CLy DMy ANg _
M,A NiD L.C TI.B MsA NiD

Al igual que en el ejemplo, si n no pasa por A, By l no pasa por C, B, podemos despejar
J'i,—f‘v—g vy €Ly tenemos que

LyB?
BN, _ _1+3% y CLe _ 1+ 7k
N A e +1° LB PLe +1°

Entonces podemos sustituirlos en la relacién:

AL, BM, AL, 1+ &% AN, DM, 1+3% ANs; l+{Z DL,

. + . . - - -
L.B M,A LB % 3+1 NaD MA~ €% 41 NaD DPLey+1 L.C
L BM. ANy DL, 1+4 DM; AN, _1
M,A NyD L.C -i—)cl—g +1 MisA NyuD

A=
AL, BM, (CN, DL, AL, DN\ (DL, AN, DM,
I.B M.A\NB 1) zc )tz 1T NdA) . Y) VD MgA T
DNJ\ AN AL,\ DL. BM, AN; DI, AL.\ {CN,
(1 *NA) o\ B) e YA Nap e \Ctos)\me Y

DM, AN, (CN, DL, _ (CN, DL,
MzA N.D \ B T 1) I.C T 1) =\W%B ™ 1) I.c ™t 1)

Esta es la generalizacién del teorema de Ceva en el caso de paralelogramos. Vemos que
es bastante grande y muy diffcil de recordar, pero sé6lo utiliza seis puntos de encuentro, asf
que el teorema queda de la siguiente forma
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Teorema 2.19. Si ABCD es un paralelogramo yl no pasa por B,C, m no pasa por A, n
no pasa por A, B,D, entoncesl, m y n concurren si y sdlo si

ALe BM, (CNo |\ (DLe , |\, ALs (; , DNa\ (DLc |\ ANa DM,
T.B M.A \ VB ~.A ) \Z.C NuD  MaA
. DNa\ ANa (, | AL.) DL. , BM, ANs DL AL\ (CNo , ),
*Naa) Do\ I.B) T.c T M.A NuD I.C N, B
DM, AN4 (CN, DL. CN, DL.
MiA N.D \NoB 1) Z.ct 1) ~B T 1) .0 )

También podemos obtener varios corolarios si hacemos que algunas de las lineas pasen
por los vértices del paralelogramo, por ejemplo,

Corolario 2.20. Sea ABCD un paralelogramo. Supongamos que l pasa por A, m por D,
y n por C, entonces l, m y n concurren si y solo si

BLy BJVI ANd
L,C

D c |

/Aj\ Mo—_ B
Nd m
Demostracién.

En la expresién del teorema 2.14 (P4g. 2.14) varios sumandos se hacen cero y resulta
que I, m,n concurren si y sélo si:

BNa ANy CL, DL. BM. ANa DL. CLy _
N.,A Ni;D L,B L.C M,A N;D L.C L,B

y como £ = (f—f’é‘s + 1) y $Na —— (% + 1)tenemos:

51



DNy 1) . ANg CL, BL, + ) + BM, ANy Bl CLy

~N.A 7)) wNoD T.B \T.C M.A ND \Tic ) B!
<=
ANy CLs BM., AN, (CLy 3
NdD+1) e tY)Yaa o L+l =1
= ia
CL, ANy BM, _
LbB+)( 2 +1)_1
A
BL, BM, ANs
I,C 1) MA Y Nap =t
Q.E.D.

Supongamos ahora que tenemos una linea mas #i que pasa por B,

y tomando el cuadrildtero BCDA y las lineas N, L, M tenemos que concurren si y s6lo

CN. CL, BM,
(NCD M 1) LB ') M.A

entonces podemos obtener la siguiente implicacién:

si

=-1

Teorema 2.21. Sil,m,n,n concurren un un cuadrilétero ABCD, yl pasa por A, m por
D, n por C y7i por B entonces
ANy DN, BLy _
NyD M,B L,C ~—

52



La demostracién es muy sencilla ya que como [, m,n concurren tenemos que

BLb BMa. ANd .
I,C 1) AT D= ?
Yy como 73, m,n concurren tenemos:
CN CL BM,
(—ND+1) z—§+1 MaA_—l
por lo tanto
BL, BM, ANy _ (CN, CL, BM,
L,C +1) oA TY) D= (N,_.D +1) B 1) aA
<
BC (|, AM.\ ANy _ Cﬁc+1 CB
LbC M.B NgD - NCD LB
e
BL, AB AN; _ CD
L,C M,BN,D N.D
<
ANy DN, BL, _ .
N4D M,B L,C
Q.E.D.

Veamos otro itil teorema.
Si m no pasa por A, ! no pasa por B ni por C, y m es la diagonal BD, entonces, [,m,n
concurren en un punto que no esta en AB, ni en AD si y s6lo si
ANg DL. CL, BN, _
N,D LC LsB N,A
Teorema 2.22. Sea ABCD un cuadrildtero. Si |l no pasa por B ni por C, y m es la
diagonal BD, entonces, l,m,n concurren si y sélo si las rectas NyL., LyN, y la diagonal
AC concurren.

1

Demostracién.
Por el corolario 2.18 (P4g. 28) aplicado al cuadrildtero ABCD, I, m,n concurren si y

Slo si
selo s AN, DL, CL, BN, _

N,D L.C I,B N, A 1
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esto es lo mismo que

'BN. ANs DL. CLy _,
N,A NgD L.C L,B

si y s6lo si NyL., Ly N, y la diagonal AC concurren (esto me lo asegura el mismo corolario
aplicado al cuadrildtero BCDA). Q.E.D.

El siguiente ejemplo es el conocido teorema de Desargues, el cual tiene casos especiales
como vértices correspondientes que coinciden o si algin vértice coincide con el centro de
perspectiva. Estos casos son evidentes y se tornan a parte de esta demostracion:

Ejemplo 8. En los tridngulos ABC y A'B’C’, las rectas que unen a vértices correspon-
dientes concurren si y sdlo si las intersecciones de lados correspondientes son colineales.

- %
Ls
/‘XA/B\
Demostracién.

Sean M el punto comiin de AB y A'B’, y L el de AC y A’C’, por el teorema anterior
aplicado al cuadrildtero LA'MA, CC', AA’ y BB’ concurren si y sélo si BC, B'C'y LM
concurren, esto es, las intersecciones de los lados correspondientes son colineales. Q.E.D.

En el ejemplo anterior si L o M son puntos al infinito podemos tomar limites y la
demostracién sigue siendo vilida para esos casos.

Ejemplo 9. Si tenemos un cuadrilétero ABCD circunscrito a una circunferencia C y
L,, Ly, L3, Ly los puntos de tangencia de AB, BC, CD y DA conC, entonces LyLy y LzL,4
concurren con la diagonal AC, ast como LsLy y LaLs concurren con la diagonal BD.
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B

La demostracién se sigue inmediatamente del corolario2.18 (Pag. 28) y del teorema 2.22.
Q.E.D.
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3. ILUMINACION DE POLiGONOS CONVEXOS

Durante el taller de geometrfa y convexidad realizado en Guanajuato, un matematico
presenté una conjetura acerca de iluminacién de polfgonos convexos, el observé que al
parecer cualquier polfgono convexo puede ilurninarse colocando ldmparas de 60° en sus
vértices, por ejemplo, cualquier tridngulo puede iluminarse con una ldmpara de 60° en uno
de sus vértices, basta colocar la lampara en el angulo menor o igual a 60° que siempre tiene
el tridngulo, en este caso es casi inmediato, pero el caso general no habfa sido resuelto,
entonces la conjetura es la siguiente:

Conjetura 3.1. Todo poligono convexo puede iluminarse colocando lamparas de 60° en sus
vértices.

Presentamos aquf la demostracién para los casos del cuadrildtero y del pentdigono, des-
pués lo demostramos para el caso general.

3.1. PENTAGONO Y CUADRILATERO

Teorema 3.2. Cualquier cuadrilétero convero puede tluminarse colocando lémparas de 60°
en sus vértices.

Demostracién:

Sea ABCD un cuadrildtero convexo, tracemos la diagonal AC.

Si alguno de los d4ngulos interiores del cuadrildtero es menor o igual a 60°, entonces, con
una ldmpara en ese vértice iluminamos todo el cuadrildtero, ya que es convexo.

D
C

L
A<
B

Fay
Si todos los dngulos interiores son mayores que 60°, como B > 60°, LBAC < 60° o
ZLACB < 60°, sin pérdida de generalidad, supongamos que £LBAC < 60°, ahora en el
AACD, también £LDCA < 60° o LZCAD < 60°,
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1. Si LDCA < 60°, entonces con LBAC y ZDC A iluminamos todo el

cuadrildtero.

2. S8i LDCA > 60°, entonces ZCAD < 60°.

a) Si/ZACB < 60°, entonces con LZACB y ZC AD iluminamos todo el cuadrildtero.

b) Si LACB > 60°, entonces LDCB > 120° = ZCBD < 60° y ZBDC < 60°,
entonces como LBAD > 60°, el LZDBA < 60° 0o LADB < 60°.

1) Si £ZDBA < 60°, entonces con ZDBA y £ZBDC iluminamos €l cuadrildtero.
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2) Si ZADB < 60°, entonces con ZADB y ZCBD iluminamos el cuadrildtero.
Q.E.D.

El teorema me garantiza que cualquier cuadrildtero convexo se puede iluminar con una
lampara de 60° en uno de sus vértices o dos lamparas cada una en vértices opuestos.
El siguiente es el caso para el pentigono.

Teorema 3.3. Todo pentdgono convexo puede iluminarse con ldmparas de 60°, en sus
vértices.

Demostracion:

Sea ABC DE un pentagono convexo, si alguno de sus angulos interiores es menor o igual
a 60°, entonces con una ldmpara en ese vértice, se ilumina todo el pentigono, entonces
supongamos que todos los dngulos interiores son mayores que 60°, tracemos la diagonal
EC y tomemos el cuadrildtero convexo ABCEFE, €l cual, por el teorema anterior puede ser
iluminado con una ldampara si alguno de sus angulos interiores es menor o igual a 60° o,
con dos lamparas en vértices diagonalmente opuestos, si todos los dngulos interiores son
mayores que 60° (en particular ZAEC > 60°, esto lo usaremos en el caso 1.b.i).

1. Si necesito dos lamparas para iluminar ABCFE, puedo iluminarlo con ldmparas en F,
B o con lamparas en A, C, sin pérdida de generalidad puedo suponer que se puede
con las lamparas en F y B, esto es, ZAEB y ZCBUF son menores o iguales a 60°, o

£LZBEC y ZEBA lo son, si sucede lo primero entonces también queda iluminado todo
el pentdgono y ya terminamos,
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B C
si LBEC y LEB.A son los menores o iguales a 60°, entonces con estos dos angulos
tinicamente se ilumina el cuadrildtero ABCFE, si LDCFE < 60°, entonces con este
dngulo ilumino AECD y ya estai. E

B C
Si LDCE > 60°, entonces ZDCA > 60° y al tomar el cuadrilatero ACDFE tenemos
dos casos:

a) ACDE puede iluminarse con una ldmpara en un vértice. Como los dngulos del
cuadrildtero en C, D y E son mayores que 60°, la ldmpara que ilumina ACDFE
estd en A, entonces con LBFEC, LEBAYy AECAE se ilumina todo el pentigono.

B C

b) Si LCAFE > 60°, ACDEFE se ilumina con dos lamparas, colocadas en vértices
diagonalmente opuestos. Si se ilumina con ldmparas en A y D entonces, con las
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ldamparas en A, B, D y E ilumino todo el pgntégono.

. B C
Si no se puede iluminar con ldmparas en A y D, entonces LZDAE > 60° o
LADC > 60°

1) Si LDAF > 60° como LAEC > 60° (porque estamos en el caso en que todos
los dngulos interiores del cuadrildtero ABC E son mayores que 60°) tenemos
que LZAED > 60° y por lo tanto LEDA < 60°, por lo tanto LZCAD > 60°
(porque si no ZEDA y ZC AD iluminarfan a ACDFE), esto quiere decir que
LCAFE > 120° pero entonces la suma de los dngulos interiores del AACE
serfa mayor a 180°, entonces este caso no es posible.

2) Si LADC > 60° podemos seguir el mismo procedimiento del caso 141 y
llegar a que la suma de los angulos interiores del ACDFE serfa mayor a 180°,
y darnos cuenta que tampoco este caso es posible.

Si necesito una ldmpara para iluminar a ABCFE, entonces, esa ldmpara estd en C
o E, sin pérdida de generalidad supongamos que esta en E, entonces, tornemos el
cuadrildatero ACDE, si éste es iluminado por una sola lampara, la l14mpara debe estar
en A o en C y de este modo ya estarfa iluminado todo el pentdgono,

entonces si CDFEA s6lo puede ser iluminado con lAmparas en vértices diagonalmente
opuestos, podemos renombrar ABCDFE como CDFE AB y seguir los mismos pasos del
caso l. Q.E.D.
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3.2. CASO GENERAL

Veremos ahora el caso general, pero antes un lema.

Lema 3.4. Todo poligono convexo puede ser encerrado en una circunferencia que pase por
al menos tres de sus vértices.
A

Demostracién:

Sea A; A, ... A, un n-dgono convexo, entonces por ser convexo, todo el poligono est4 de
un lado de la recta A; Ay, sea V' un vértice del n-dgono tal que ZA;V A, sea el minimo de
todos los dngulos LA, A;A; con i = 3,4,...,n, entonces la circunferencia C circunscrita al

A A,V A, encierra por completo al n-dgono y pasa por al menos tres de sus vértices: Ay, Az
y V. QE.D.

Con esto ya podemos probar la conjetura, mds aiin, probaremos que a lo m4s se necesitan
tres lamparas.

Teorema 3.5. Todo poltgono convezo puede iluminarse con menos de cuatro ldmparas de
60° colocadas en sus vértices (cada vértice con a lo mds una ldmpara).

Primera demostracion:

Sea A; A; ... A, un poligono convexo orientado positivamente y sea C una circunferencia
como en el lema. Si AA; AV es equildtero, entonces con LV AyA1, LAV Ay, LA AV,
iluminamos todo el circulo C y por lo tanto todo el poligono.
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Si AA; A2V no es equildtero, entonces alguno de sus dangulos interiores es menor que 60°,
sin pérdida de generalidad supongamos que es £LA3A;V, entonces su lado opuesto A;V es
menor que el lado de un tridngulo equildtero inscrito en C, por lo tanto, podemos encontrar
un punto P en C tal que el arco PA2V sea de 120°.

Sea A un punto que esté tanto en el arco PA,, como en €l arco A, A,, y distinto de A,
Y A27

Sean B y C, puntos en C tales que el tridngulo ABC es equildtero.

Az y V estén en el arco AB.
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En cualquiera de los dos casos tomemos el £AA; B, con este d4ngulo queda iluminada
la regién encerrada por A1 A, [, v BA;, sea R, esta region.

Ahora tomemos el ZC'V A por el cual queda iluminada la regién encerrada por AV, VC
Y Ga» Sea Rp esta regidn.

Por dltimo tomemos el LB A2C que ilumina la regién encerrada por A2:B, ;. v CA,,
sea R3 esta regién, entonces, el LBA,C tnicamente no ilumina R4 y Rs, donde Ry es la
regioén delimitada por A:B y BAs, v Rs la delimitada por 0’22 y A2C , pero R4 estd en R; ya
que Az estd en _,, y Rs esta en la regién encerrada por S, y VC, ya que Az estden S, y
esta regién es igual a Ry unién la regién delimitada por VAy [, la cual esta contenida en
la. regi6n delimitada por BA y /, y esta a su vez esta contenida en R;, por tanto R; estd
contenida en R; U R, esto quiere decir que todo el cfrculo queda iluminado por LAA, B,
LCVAy LBAXC. Q.E.D.

Segunda demostracién. (Dr.Alejandro Illanes Mejfa)

Sea A1 A, ... A, un poligono convexo orientado positivamente y sea C una circunferencia
como en el lema.

Sin perder generalidad, supongamos que ZA; es el mayor del AA; A,V . Entonces LA >
60°.

Construyamos el tridngulo equildtero que pasa por A, y estd inscritoen C, y sean B y
C sus otros vértices.
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Tenemos tres arcos A:B, e Y C’Afz. V' y A; no pueden estar en el mismo arco, porque
LAg > 60°, esto implica que A, no puede estar en el arco A’;B, y V no puede estar en el
arco c:y entonces podemos iluminar todo el cfrculo y, en consecuencia el poligono, con
una ldmpara en As, que ilumina al AA; BC y a la regién encerrada por el segmento CB
y el arco /.. Una lampara en A;, que ilumine la regién delimitada por el segmento BA>
y el arco A’;‘B. Por idltimo una ldampara en V, que ilumine la regién que falta de iluminar.
Q.E.D.
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3.3. FORMALIZACION DE CONCEPTOS. El dngulo de ilumi-
nacioén.

Teniendo ya este resultado, podemos plantearnos el problema de encontrar el minimo
valor del dangulo de las lamparas para cada poligono, por e€jemplo, en el caso del tridngulo,
60° parece ser un angulo demasiado grande, tanto que con una sola limpara se puede
jluminar cualquier tridngulo.

Definicién 1. Diremos que un dngulo o puede iluminar a un poligono convexo P si y solo
st en cada vértice V de P existe un dngulo de magnitud o con vértice en V, de tal forma
que la union de las superficies barridas por cada dngulo contenga al poltgono.

Definicién 2. El dngulo de iluminacion del n-dgono serd el menor dngulo que puede ilu-
minar a todo poltgono convexo de n lados.

El dangulo de iluminacién existe para todo n-4gono y es menor o igual que 60° ya que el
dngulo de 60° puede iluminar a cualquier poligono convexo y el d4ngulo de cero grados no.

Vamos a encontrar el angulo de iluminacién del tridngulo, para eso usaremos el dngulo
de Brocard del tridngulo.

B

El primer punto de Brocard de un tridngulo ABC se designa con la letra griega Q y
es el punto en el interior del tridngulo tal que LBAQ = ZCBQ = LACSK2, se encuentra
facilmente construyendo una circunferencia que pase por A y B ¥ que sea tangente a BC,
y una circunferencia que pase por B y C y que sea tangente a C A.

Uno de los puntos de interseccién de las dos circunferencias es B y el otro es €2, porque
si llamamos I al punto de interseccién (distinto de B) de las dos circunferencias, £ZBAI =
ZCBI porque BC es tangente a la primera circunferencia y abarcan arcos iguales, de la
misma forma LCBI = LZACI, entonces I = Q.
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Al dngulo BAS se le designa con la letra griega w, y se le llama el dngulo de Brocard.
Sea P el punto de interseccién de A2 y BC, demostraremos que el angulo de Brocard
siempre es menor o igual a treinta grados.

1. BP = -‘Z%Eﬁ porque ZBQP = /LBAQ + /QBA = w + (B —w) = B, y también

APQC'
2. Si h es la altura del AQBC bajada desde C, entonces

BCsen w = h = CSlsen (180° — .’/-\1 - %) = CQsen 6’, es decir,

cQ = BCsenw

N
senC
A
de la misma forma = 2Bsen B y por lo tanto
ABsenw

QB = —
senB

Sustituyendo C2 y 2B en 1 tenemos

BP QBsen B _ ABsenw sen C sen B ABsen C’ A32

PC ™ Chsen A~ sen B BCsenw -sen A BCsen A BC

N
porque por la ley de los senos 22 g =48,
sen

3. entonces tenemos que -“-‘%; = 8L y como BP + PC = BC,

2

EE—— } J— —_—
Bp =28 po_ A8 48 pc 48 gp ..
BC BC
AB°
=~ BC
BP: BC*? AaB’.BC
AB° + BC® AB +BC
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y usando ley de los senos en el AABP tenemos que

FaN
Sen(B+“’) _ AB°+BC° _AB _BC

= -+ >2 .-

sen w AB.-BC =~ BC AB — 7"
A

sen(B+w) 1

—_— L < - °©
) _2..w530

Con esto ya podemos demostrar el siguiente teorema.

senw <

Teorema 3.6. Todo tridngulo puede ser iluminado con ldmparas de 30° en sus vértices (el
dngulo de 30° puede iluminar a cualquier tridngulo).

C

A= B

Demostracién:

Sea ABC un tridngulo y Q el punto de Brocard del AABC, como vimos anteriormente
el dangulo de Brocard siempre es menor o igual a 30°, por lo tanto LZBAQ, LCBQ y LACKQQ
iluminan todo el tridngulo y son menores o iguales a 30°, esto quiere decir que, con ms&s
razoén, el tridngulo puede ser iluminado con ldmparas de 30°. Q.E.D.

Teorema 3.7. El dngulo de iluminacion del triéngulo es igual a 30°. (No todos los tridn-
gulos pueden ser iluminados con ldmparas de menos de 30° en sus vértices).

Demostracién:

Sea ABC un tridangulo equildtero y supongamos que «@ < 30° puede iluminar al AABC.
Sea I el incentro del tridngulo, entonces I tiene que ser iluminado desde algin vértice,
supongamos que es iluminado desde A.
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Sean D y FE los puntos en BC tales que LDAI = a = ZIAFE, entonces al menos el
interior de los tridngulos ABD y AFEC no es iluminado por la ldémpara en A. Sea P un
punto en el interior del AAEC que esté sobre la recta BI y Q un punto sobre CI en el
interior del AABD, entonces P tiene que ser iluminado por una ldampara en B o en C,
veamos ambos casos:

1. Si P es iluminado por una ldmpara en B, nombremos F al punto en CA tal que
LFBI = a, F # C porque LCBF = 30° — o > 0. El ACFFE tiene que ser iluminado
con una ld&mpara en C pero eso es imposible porque el dngulo en C esde 60° y @ < 30°.

2. Si P es iluminado por una ldmpara en C. Sea T el punto de interseccién de AE y BI,
entonces LTCI = LIAE = a, esto quiere decir que @ no es iluminado por la ldmpara
en C, ni tampoco el interior del AT’ EC donde T” es el punto de interseccién de CI
y AE. Entonces @ tiene que ser iluminado con una ldmpara en B, pero haciendo un
andlisis similar al de la ldampara en C, la ld&mpara en B no ilumina el interior del
ACBI y por lo tanto, tampoco ilumina el interior del AT’ EC. Entonces en este caso
también es imposible iluminar al tridgngulo.
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Se sigue que el dngulo de iluminacién del tridngulo es igual a 30°. Q.E.D.
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4. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS
4.1. PRIMER PROBLEMA

Durante la cuarta jornada sobre la ensefianza de la geometria realizada en la facultad de
ciencias de la UNAM, hubo un taller sobre construcciones con regla y compés, el problema
planteado por el Dr. Alejandro Illanes, era counstruir un tridngulo conociendo tres de los
siguientes datos: el 4ngulo £ A, el lado opuesto a A: BC, la bisectriz v, la mediana m, y la
altura h. Como sabemos son diez casos en total y durante el taller se vieron las soluciones de
nueve de ellos, pero, uno de los casos quedo sin resolverse y el Dr. Illanes nos dijo que ain
no conocia la solucién, asi que nos invité a que siguieramos pensando en como encontrarla.
Aqui presento una solucién a ese problema.

Para algunos de los demsds casos hay soluciones muy sencillas, como por ejemplo el caso
en €l que se conocen el lado BC, ZA y la mediana m.

Construccion:

Trazar el segmento BC, y una recta ! perpendicular a BC por B. Por un punto de
! distinto de B trazar un dngulo igual a ZA y con lado inicial en [, y llamemos n al lado
final. Por C trazar una paralela a n y llamemos A’ a su punto de interseccién con la recta
l, ahora tracemos una circunferencia C) que pase por los puntos A’, B y C y tracemos otra
circunferencia C» con centro en el punto medio de BC y radio igual a . Sea A el punto
de interseccién de C; y C2 entonces AABC es el tridngulo buscado, ademsas vemos que
podemos tener dos, una o ninguna solucién, dependiendo del valor de m.

Es tiempo de ver la solucién del problema que antes mencionamos:
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Construir un tridngulo ABC dadas la bisectriz v por A, la mediana m por A, y el lado
BC.

El caso en el que v = m es muy sencillo ya que A serid uno de los puntos sobre la
mediatriz del segmento BC tal que la distancia de A al punto medio de BC es igual a m.
Veamos el caso en el que v # m.

Si suponemos que el problema estéd resuelto, sean:
= aesellado BCy k=%

= P es el punto de interseccién de v y a, y Q el punto de interseccién de a y la bisectriz
externa.

m T es el punto de interseccién de la bisectriz interna y la mediatriz de BC.

= I es el punto medio de BC y « la distancia de L a P.

A

\%

T~

m
/Q B P\XL k C

N

Tenemos que el AQAP ~ AT LP y sabemos que P y Q dividen en la misma razén (con
signo opuesto) a CB. Por tanto

,I:_*__zz2k;—QBQ=>k'BQ-i-:z:-BQ:2k2+k-BQ—2k:z:—:z:-BQ

2x-BQ=2k2—2kz=>BQ=E—(§-;—“’)

y de la semejanza tenemos

PQ_PT=>(k—m)+Hkx;zZ_PT K2 — 2

AP~ LP v x v
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Ahora, aplicando la ley de los cosenos al AAPL, tenemos
v2 + m? — 2?2

v2 +m? — 2umecos (LPAL) = % = cos (LPAL) =
2vm

y, utilizando la ley de los cosenos en el tridngulo AT L obtenemos:

LT? = m? + (v + PT)? — 2m (v + PT) cos (LPAL)

2 __ .2\ 2 2 __ 2 2 4 2 — x2
LT2=m2+(v+—’f—:f—> ——2m(v+k x>v+ z
v v 2vm

m2 4+ (v2+k2——:z:2>2_ (v2+k2—x2) v2 + m? — z? - T2
v v v o

Utilizando el teorema de Pitdgoras en el APTL,

2 _ 2\ 2
(l_c_v_:z:) — 22 =T

w2 4 v2 4 k2 — 22 2__ 2+ k%2 — 22\ ¥ +m? -2 (k%2 — P 2—:1:2
v v v - v

v2m? + (v + 20%K% — 20%2% + k* — 2k%2% + o) —
(v* + v®m? — 20%2® + VK% + KPm? — k%2? — 2?m® + ) =
k* — 2K%22 + 2t — 1252

zt — v?k? — V22 — K222+ E2PmP?2 — 22m? =0

Y sus raices positivas son:
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v2+ K2+ m2 % \/(112 + k2 + m?2)? — 4 (k2m? — k2v2)
2

como z tiene que ser menor que k, el signo + no estd permitido, entonces la solucién es:

xr =

v?2 + k2 +m?2 — \/(1)2 + k2 -{-mz)2 — 4 (k?2m?2 — k2v2)
:z:=\ 5

que es construible con regla y compads.
Lo que tenemos que ver es cuindo hay solucién,

(v + K2+ m2)2 — 4 (K?m? — K??) = v* + 6k%0® + 2v°m?® + k* — 2KPm2 + mt =
v* + 6k%0% + 20%m? + (K* — m2)2 >0

por lo tanto

V@2 + B2+ m2)? — 4 (B2m? — k20?)

siempre existe. Ahora tenemos que verificar que

v? + k2 + m? — \/(v? + k2 + m?)? — 4 (k2m? — k20?)

nunca es negativo para que exista su rafz. Como la bisectriz siempre es menor o igual a la
mediana (lo probaremos mds adelante) tenemos:

m? —v? >0 <> 4k (m® —1?) =2 0 < 4 (K®*m® —k%?) >0

(02 + k2 +m?)? 2 (0 + K + m?)? — 4 (k*m? — k*?)

v2+k2+7n2—\/(v2+k2+m2)2—4(k2m2—k:2'u2) >0

Por lo tanto siempre existe z. Entonces para construir el tridngulo basta calcular = y
ver si es menor que k para que exista solucién, después se debe construir un segmento de
longitud BC, su punto medio L y un punto P sobre BC tal que LP = z, ahora se puede
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construir el tridngulo ALP tal que AL = m y PA = v, entonces AABC es el tridngulo
buscado. :
Demostracién:

A ABC tiene sin lugar a dudas el lado BC y la mediana con las longitudes pedidas,
ahora tenemos que ver que AP es bisectriz del angulo BAC, entonces suponiendo que
AB < CA, y siguiendo la forma en que encontramos z, llamemos T" al punto de interseccién
de la bisectriz con la mediatriz de BC y sea Q el punto en la recta BC tal que LZQAP = 90°,
entonces utilizando la ley de los cosenos en los tridngulos APL y ATL, para despejar
cos (LPAL) de la primera expresién y sustituirlo en la segunda, obtenemos

v? 4+ m? — 12

2 _ .2 2
LT  =m**+ (v+ PT) 2m (v + PT) Sor
y por el teorema, de Pitdgoras (PT)? — x2 = LT?, entonces
2 2 _ .2
(PT)? — 2% = m? + (v + PT)? — 2m (v + PT) ”—J%’Zﬁi

pero = se encontré como una rafz del polinomio:

2 _ 2\ 2 2 __ 2\ 2 2 _ .2 2 2 __ .2
(k .'z:) —:v2=m2+<v+k :z:) —om 'u+k :z)'u +m?2—x
v v v 2vm

v v

2 .2\ 2 2 __ ..2\2 2 2 _ 2 2 _ 2
(PT)2—(———’c v‘”) =(v+PT)2—<v+k U’”) P (k z —PT)

=

2

2 __
0 = (—v? +m? — z?) (_k_v:z:_ + PT)

Esto implica que alguno de los factores es igual a cero. Como x? = v2+m?—2vmcos LZPAL,
entonces —v2+m?2 —x2 = —2v? 4 2vm cos LPAL, supongamos que es igual a cero, entonces

—2v2 + 2umcos ZPAL = 0

2umcos ZPAL = 202
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mcos LPAL = v

esto sucede si y sélo si AAPL es rectdngulo, con dangulo recto en P. Por tanto v es también
la altura del AABC, y por lo tanto el tridngulo es isdsceles y por lo tanto v = m pero
estabamos suponiendo que v % m, por lo tanto —v?+m? — 22 no es cero, entonces —ka—;xg- +
PT =0, por lo tanto, PT = &-;—”3

ahora por semejanza tenemos

PQ _ PT _ (k—2)+BQ _ PT _%5=
AP ~ LP v Tz Tz
2 _ .2 _—
T xT
entonces
CQ _ CB+BQ 2k+%:2 kg CP
QB QB - _kk=) =  L—x  PB

@x

por lo tanto el haz de rectas A(CBPQ) es arménico y como el dngulo que forman las
rectas AP y AQ es recto, tenemos que AP es bisectriz del 4ngulo BAC), con lo cual queda
demostrada la construccién. Q.E.D.

Ahora demostraremos que la bisectriz por un vértice siempre es menor o igual que
la. mediana por el mismo vértice.

Si el tridngulo es isésceles es evidente, si no, entonces sea C la circunferencia cir-
cunscrita y sean v y 7 la bisectriz y la mediana por un mismo vértice, supongamos que el
vértice es A. Sea L el punto medio de BC y D el punto de interseccién de C y v, y P el
punto de interseccién de BC y v. Por ser v bisectriz el punto D es el punto medio del arco
BC y por ser L el punto medio de BC el ADPL es rectangulo con dangulo recto en L, por
lo tanto

LLPA = /ZLDP + ZPLD > 90° -, ZALP < 90°

y como a mayor dngulo se opone mayor lado, la mediana es mayor que la bisectriz. Q.E.D.
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4.2. SEGUNDO PROBLEMA

Presentamos ahora el tiltimo problema de esta tesis.

Siguiendo la idea del punto de Brocard, podemos tratar de construir puntos P en el in-
terior de un tridangulo ABC de tal forma que los dngulos LBAP, ZCBP y LACP cumplan
con ciertas relaciones.

B

Entonces, tratemos de construir un punto P tal que 24BAP = LZCBP y3/BAP =
LACP. Primero llamemos a, b y ¢ a los lados opuestos a los vértices A, B y C. Veamos que
la altura del ACPA por A es igual a APsen((A — a) + 3a) = APsen(A + 2a) donde a es
el éngulo BAP, pero esa altura también es igual a bsen3a, por lo tanto AP = ;e—ﬁ'f(%—-—f‘_'_s‘;a-)-, de
la misma forma CP = ﬁg%%)-, entonces por la ley de los senos aplicada al A APC tenemos

st = saca—sy» Y al sustituir los valores de AP y CP obtenemos:
b

— asen2a
sen(A+2a) — sen(C—a)sen(A—a) Y entonces

bsen (C — o) sen (A — ) = asen2asen (A + 2)
Tomemos el AABC como el tridngulo de lados ¢ = 5, b = 3 y ¢ = 4, entonces el angulo
A es de 90°, y la relacién anterior se reduce a bsen(C — «) cos () = asen2a cos 2a, entonces

bsen (C — o) = a2sena cos 2«

b (senC cos o — sena cos C) = a2senca cos 2a

1—tan?a

b (senC — tan acos C) = a2 tan acos 2« = 2a tan a———5—
1+ tan*
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bsenC — btan ccos C + bsenC tan? o« — btan® e cos C = 2a tan o — 2a tan® o

<
tan® « (bcos C — 2a) — tan® a (bsenC) + tana (2a + bcos C) — bsenC = 0
<
9 12 9 12
s (9 _ ian2a (X2 9y _ 12 _
tan a(5 10 tan a(5)+tana(10+5 5 0
—

41tan® o + 12tan’ o — 59tana + 12 =0

Si a tan & le llamamos x entonces tenemos este polinomio:

412% + 1222 — 59z +12 =0

Este polinomio es irreducible en Q [z], para demostrarlo basta mostrar que no
se factoriza en Z[x] (véase [2]). Si se factorizara entonces habrfa un factor lineal de la
forma (r 1), (z £ 2), (z £3), (z £ 4), (x £ 6), (£ 12), (41 + 1), (41x +2), (41z £ 3),
(41z - 4), (41z 4 6), (41x £ 12), entonces veamos si alguno los siguientes numeros es un
cero del polinomio: z = F1, ¥2, F3, F4, F6, F12, F31, Fo, Fap Fa» Fap» Fas-

Sea f (z) = 41x3 + 1222 — 59z + 12, entonces
F(=1) =42 fF) =6 f(—2) = —150 f(2) =270
F(—3)=—810 f(3)=1050  f(—4)= —2184  f(4) = 2592
F(—6) = —8058 f (6) =8946  f(-12)=-68400 f(12) = 71880
F(—4) = 22602 f( 17766 f(_2) — 25050 F (& 15390
¥ _ 34 _ M8 (‘ 15 (= 41 258%6 ¥ k'S 55
(-2 346&}2 3 _ ed®! ﬂ 1‘2%%1 ﬁ 2%ho0o

Tai1) T "ie8 1681 f 1681

a1

Entonces, [Q (:1:) Q] = 3 y para que a: fuera constrmble se necesitarfa que existiera
algin entero r tal que 2" = 3, lo cual es imposible, entonces |tan a| no es construible, por
lo tanto, tampoco a y tampoco se puede encontrar el punto que estamos buscando.
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5. CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

Por el momento es todo, atin se puede hacer mas investigacién sobre los temas presen-
tados, principalmente me interesa la parte de iluminacién de poligonos convexos, en donde
solo encontramos el dngulo de iluminacién para el tridgngulo, y me gustarfa encontrar el del
cuadrilsdtero, o si fuera posible el de un poligono convexo en general.

También me gustaria encontrar algin tipo de generalizacién del teorema de Menelao
para puntos cualesquiera (que no necesariamente estén sobre los lados del tridngulo) pero
atin no pienso bien si puede existir o no ese tipo de generalizacién.

Me interesa también depurar mads el programa que presenté en turbo pascal, para que sea
ma4s facil de entender y me gustarfa encontrar matemdticamente el niimero de concurrencias
en un tridngulo dada cualquier divisién de los lados.

Todas estas preguntas quedardan para posteriores investigaciones, espero que mi forma
de escribir esta tesis no haya sido muy enredada, ya que me interesaba mostrar la forma y
el orden en que se me fueron ocurriendo las cosas.

Por iltimo quiero agradecer la ayuda y el tiempo que me dedicé mi asesor de tesis:

M. en C. Alejandro Bravo Mojica,
y también a mis sinodales:

Dr. Alejandro Illanes Mejfa,

M. en C. Francisco de Jesiis Struck Chavez,
M. en C. Julieta Verdugo Diaz,

Mat. Luis Alberto Brisefio Aguirre.

78



6. BIBLIOGRATFIA

La teorfa en la que se basa esta tesis, puede ser encontrada principalmente en el primer
libro, y s6lo para el ultimo problema de construcciones con regla y compds se puede consultar
el segundo. En las dems4s referencias se pueden encontrar cuestiones relacionadas con esta
tesis y se hizo alusién a ellas durante el desarrollo.

Referencias

[1] Shively, L. S., Introduccion a la Geomnetrta Moderna. Editorial CECSA, 1984.

[2] Fraleigh, John B., Algebra abstracta. Editorial Addison-Wesley Iberoamericana, S.A.,
1987.

[3] Klamkin, Murray S.; Liu, Andy., Simulianeous generalizations of the teoremas of Ceva
and Menelaus. Math. Mag. 65 (1992), no. 1, 48-52.

(4] Lipman, J., A generalization of Ceva’s teorema. Amer. Math. Monthly 67 (1960), 162~
163.

[8] Maravall, Dario C., Geometria analttica y proyectiva del plano. Editorial DOSSAT, 1965.

79 ESTA TESIS NO SALY
DE LA BIBLIOTECA



7. APENDICE

A continuacién presentamos el listado del programa en turbo pascal e iremos justifican-
dolo y explicandolo:

Este programa pide el miimero de partes en que queremos dividir cada lado del tridangulo,
y como resultado muestra ternas de pares de miimeros, en donde cada niimero representa uno
de los puntos de divisién. Los puntos de divisién estdn mimerados en orden, comenzando en
el vértice A el cual serd representado por el cero. Asi, en el caso en el que cada lado se divide
en dos partes, el vértice A es representado con el nimero cero, el punto medio de AB con
el 1, el vértice C con el 2, el punto medic de BC con el 3, el vértice C con el 4, y el punto
medio de C'A con el 5. Con lo que el resultado serd dado en la forma: (0,3), (1, 4), (2, 5), de
esta forma (0, 3) es la mediana que va del punto 0 al 3, es decir: va del vértice A al punto
medio de BC.

Al final muestra €l total de ternas encontradas y da la opcién de elegir uno de los
tridngulos para mostrarlo en pantalla.

Para correr el programa hay que escribir ”concu” en una terminal de MSDOS, o correrlo
con la opcién de ”ejecutar de windows”.

program concu;
uses graph,crt;

type rectas = record
Prpp: integer; prsp: integer; srpp: integer; srsp: integer; trpp: integer; trsp: integer;
{prpp abrevia ”primer recta primer punto”, srsp "segunda recta segundo punto”, etc.}
end;
const
TernasMax: integer = 5000;
var
opcion, total, i, a, b, ¢, La, Lb, Lc, Na, Nb, N¢, Ma, Mb, Mc: integer;
siono:string;
letra:char;
concurrentes: array[1..5000] of rectas; {Este arreglo nos servira para ir guardando todas
las ternas concurrentes y poder ir compardndolas con las anteriores para cuidar que no se
repitan, asf como para poder elegir una para presentarla en pantalla}

{El siguiente procedimiento recibe los puntos de divisién L1,L2,M1,M2 N1,N2 que en-
contremos en el tridngulo, usa un tridngulo ABC con el dngulo B de 90° y dibuja las rectas
L1L2, M1M2 y N1N2 para ejemplificar las concurrencias que encontremos}

procedure dibtriangulo(L1, L2, M1, M2, N1, N2: integer);

const
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al: integer = 230; a2: integer = 330; bl: integer = 410; b2: integer = 330; cl
c2: integer = 150;
var
Lx1, Lyl, Lx2, Ly2, Mx1, Myl, Mx2, My2, Nx1, Nyl, Nx2, Ny2: integer;
codigoerror, modograf, drvgraf: integer;

procedure recta(x,y,u,v: integer);

var
i,j: integer;

function maximo(numl, num?2: integer): integer;
{Esta funcién nos da el méximo de dos los niimeros numl y num?2}
begin
if numl>num?2 then maximo:=numl
else maximo:=num?2;
end;

function minimo(numl,num?2: integer): integer;
begin

minimo:=numl-+num2-maximo(numal,num?2);
end;

begin
if ux<>0 then
begin
i:=maximo(x,u); line(x,y,u,v);
repeat
ir=i+1; ji=round((i-x)*((v-y)/(u-x))+y);
if ((v-y)/(u=x)>2)or({(v-y)/(u-x)<-2) then
begin
putpixel(i,j-2,blue);
putpixel(i,j-1,blue); putpixel(i,j+2,blue);
end;
putpixel(i,j-1,blue);
putpixel(i,j,blue); putpixel(i,j+1,blue);
until (i=639)or(j>478)or(j<1);
i:=minimo(x,u);
repeat
i 1; ji=round((-x)*((v-3)/(u-)) +¥);
if ((v-y)/(u-x)>2)or((v-y)/(u-x)<-2) then
begin
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putpixel(i,j-2,blue); putpixel(i,j-1,blue); putpixel(i,j-+2,blue);
end; .
putpixel(i,j,blue); putpixel(i,j+1,blue);
until (i=0)or(j>478)or(j<1);
end
else line(x,0,x,479);
end;
{Fin del procedimiento recta}
begin
drvgraf:= vga; modograf:= vgahi; initgraph(drvgraf, modograf, ”); codigoerror:=graphresult;
if codigoerror <> grOK then
begin
writeln(’error de gréficos: ’,grapherrormsg(codigoerror)); halt;
end;
line(al,a2,b1,b2); line(b1,b2,c1,c2); line(cl,c2,al,a2); setcolor(blue);
if Ll1<a then ’
begin
Lx1l:=round(al+((bl-al)/a)*L1l); Lyl:=a2;
end
clse
begin
Lx1:=bl; Lyl:=round(c2+((b2-c2)/b)*(b-L1l+a));
end;
if Ml<a then
begin
Mx1l:=round(al—+((bl-al)/a)*M1); Myl:=a2;
end
else
begin
Mx1:=bl; Myl:=round{c2+((b2-c2)/b)*(b-M1+a));
end;
if N1<a then
begin
Nx1l:=round(al+((bl-al)/a)*N1); Nyl:=a2;
end
else
begin
Nx1:=bl; Nyl:=round(c24((b2-c2)/b)*(b-N1+a));
end;
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if L2<a-+b then
begin
Lx2:=bl; Ly2:=round(c2+((b2-c2)/b)*(b-L2-+a));
end
else
begin
Lx2:=round(al+((cl-al) /c)*(c-L.2+a+b)); Ly2:=round(c2+((a2-c2)/c)*(L2-a-b));
end;
if M2<a-+b then
begin
Mx2:=bl; My2:=round(c2+((b2-c2)/b)*(b-M2+a));
end
else
begin
Mx2:=round(al+((cl-al)/c)*(c-M2-+a+b));
My2:=round{c2+((a2-c2) /c)*(M2-a-b));
end;
if N2<a+b then
begin
Nx2:=bl; Ny2:=round(c2+((b2-c2)/b)*(b-N2+a));
end
else
begin
Nx2:=round(al+({cl-al)/c)*(c-N2+4a+b)); Ny2:=round(c2+((a2-c2)/c)*(N2-a-b));
end;
recta(Lx1,Lyl,Lx2,Ly2); recta(Mx1,Myl Mx2,My2);
recta(Nx1,Ny1,Nx2,Ny2);
letra:=readkey; closegraph; textmode(3);
end;

{fin del procedimiento dibtriangulo}

function dpidpidpi(La,Ma,Lb,Nb,Mc,Nc: integer): boolean;

{Esta funcién me dice si las rectas Lo M,, L, Nyy M.N_. concurren} {este es el caso en el
que se toman dos puntos en cada lado del tridgngulo y estamos aplicando el teorema 2.7. a,
b y ¢ son los mimeros en que estdn divididos los lados AB, BC y CA, "La” es el mimero
de #42°s que hay de A a La, es decir AL, = (42) (La), etc. entonces el teorema se reduce
a lo que tenemos aquf}

begin

if ((-Mc*La*Lb-(c-Mc)*(a-La)*(b-Lb))*(-Ma*Nb*Nc-(a-Ma)*(b-Nb)*(c-Nc)))
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=(-a*c*Lb*(Ma-La)*(b-Nb)*(Mc-Nc)) then dpidpidpi:=true else dpidpidpi:=false;
end;

{Fin de la funcién dpidpidpi}

procedure Casos321(a,b,c,caso: integer);

procedure revisa(Lec,Mc,Nc¢,La,Ma,Nb,caso: integer);

{Este procedimiento revisa la concurrencia en el caso con tres puntos en un lado, dos
en otro y uno en el tercero}

var

PPP,PSP,SPP,SsSp,tpp,tsp, contador: integer;
bandera: boolean;

begin

bandera:=f[alse;

{Numeraremos los puntos de divisién del tridngulo del uno al a-+b+c-1, entonces, por
ejemplo, el vértice A serd el punto O, el vértice B serd el punto a, etc. Esta es la forma en
que se guardan las rectas en el arreglo ”concurrentes”. Como sabemos tenemos seis formas
de colocar tres puntos en un lado, dos en otro y uno en el 1iltimo lado de un tridngulo, esto
es lo mismo que aplicar el teorema que vamos a usar a todos los tridngulos dirigidos que
resulten al permutar sus vértices, pero en el arreglo ”concurrentes” se estdn guardando las
ternas con una dnica numeracion, la del tridngulo ABC, entonces este > CASE” convierte la
numeracién de cada permutacién a la numeracién del AABC y asi poder comparar si esa
terna no esta ya incluida en ”concurrentes”. Ademsds como la recta que tiene como primer
punto ¢ y como segundo punto al j es la misma que la que tiene como primer punto al 5 y
segundo al ¢, los ordenaremos de tal forma que el primer punto siempre sea menor que el
segundo, al igual que como estan guardados en ”concurrentes”.

Una cosa con lo que hay que tener cuidado es que los valores de a, b, ¢ dentro de este
procedimiento no necesariamente tienen los mismos valores que los a, b, ¢ del tridgngulo
original}

case caso of
{El primer caso es la nimeracion normal, la del AABC}
1: begin
ppp:=La; psp:=a-t+b+Lc; spp:=Ma; ssp:=a-+b-+-Mc;
if Nc=c then
begin
tpp:=0; tsp:=a-+Nb;
end
else
begin
tpp:=a-+Nb; tsp:=a-+b-}Nc;
end;




end;
{El caso 2 es para el ABAC'}
2: begin
ppp:=a-La; psp:=a-+c-Lc; spp:=a-Ma; ssp:=a-c-Mc;
if Nb=0 then
begin
tpp:=0; tsp:=a-+c-Nc;
end
else
begin
tsp:=a-+c+b-Nb; tpp:=a-+c-Nc;
end;
end;
{El caso 3 es para el ABCA}
3: begin
ppp:=Lc; psp:=c-+La; spp:=Mc; ssp:=c-+Ma; tpp:=Nc; tsp:=c--a+Nb;
end;
{El caso 4 es para el ACBA}
4: begin
ppp:=b-Nb; psp:=b-+a-+c-Nc;
if Mc=0 then
begin
spp:=0; ssp:=b-+-a-Ma;
end
else
begin
spp:=b-+a-Ma; ssp:=b+a-+c-Mc;
end;
if Le=0 then
begin
tpp:=0; tsp:=b-+-a-La;
end
else
begin
tpp:=b+a-La; tsp:=b-a-+c-Lc;
end;
end;
{Este es para el ACAB}
5: begin
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Pprp:=Nb; psp:=b-+Nc;
if La—a then
begin
spp:=0; ssp:=b-+Lc;
end
else
begin
spp:=b+Lc; ssp:=b-+c-+La;
end;
if Ma—a. then
begin
tpp:=0; tsp:=b-+Mc;
end
else
begin
tpp:=b+Mec; tsp:=b+-c+Ma;
end;
end;
{El untimo caso para el AACB}
6: begin
ppp:=c-L¢; psp:=c+b-+a-La; spp:=c-Mc; ssp:=c-+b-+a-Ma; tpp:=c-Nc;
tsp:=c-+b-Nb;
end;
end;

if total > 0 then
begin {Esto quiere decir: ”si hay alguna terna en concurrentesf]” }

{Este FOR revisa que la terna no este ya en el arreglo ”concurrentes”, esto se tiene que
hacer porque cuando uno de los puntos en cuestién es un vértice, este se puede tomar como
peteneciente a cualquiera de los dos lados que inciden con él, con lo cual podrfamos tener
ternas repetidas}

for contador:=1 to total do with concurrentes[contador] do

begin

if ((prpp = ppp)and(prsp = psp)and(srpp= spp)and(srsp = ssp)and (trpp= tpp)and(trsp

= tsp))or ((prpp = spp)and(prsp = ssp)and(srpp= ppp)and(srsp = psp)and (trpp= tpp)and(trsp
= tsp))or ((prpp = tpp)and(prsp = tsp)and(srpp= spp)and(srsp = ssp)and (trpp= ppp)and(trsp
= psp))or ((prpp = spp)and(prsp = ssp)and(srpp= tpp)and(srsp = tsp)and (trpp== ppp)and(trsp
= psp))or ((prpp = tpp)and(prsp = tsp)and(srpp= ppp)and(srsp = psp)and (trpp= spp)and(trsp
= SSP))))OI' ((prpp = ppp)and(prsp = psp)and(srpp= tpp)and(srsp = tsp)and (trpp= spp)and(trsp
= ssp)) then
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begin
bandera:=true; exit;
end;
end;
end;
if bandera=false then
{Si la terna no estaba repetida se guarda el arreglo y se actualiza "total” que es el
numero de ternas en ”concurrentes” y se presenta en pantalla}
begin
total:= total-+1;
if total > TernasMax then
begin
writeln(’tenemos més de ’,TernasMax,’ ternas’);
halt;
end;
with concurrentesftotal] do
begin
Prpp:=ppp; Prsp:=psp; Srpp:=spp; srsp:=ssp; trpp:=tpp; trsp:=tsp;
end;
if La*(c-Mc)=Ma*(c-Lc) then write(’paralelas );
writeln(total,’(’,ppp,’,",psp,’) (’:8pp,’,’,ssp,’) (:tpp,’,’,t8p,")");
if total=23 then readln;
end;
end;
{Fin del procedimiento revisa)

{La siguiente funcién hace uso del teorema 2.6 (P4g.10) para verificar si las rectas Lalc,
MaMc y NbNc concurren y al igual que en la funcién dpidpidpi el teorema se reduce a la
forma en que aquf se usa (después de cancelar 48, 8BS y G4)}

function tpidpiupi(Lc,Mc,N¢,La,Ma,Nb: integer): boolean;

begin

if (La*(Lc-Mc)*(-Ma*Nb*Ne-(a-Ma)* (b-Nb)*(c-Nc)))=
-a*(Ma-La)*(b-Nb)*(Mc-Nc)*(c-Le) then
tpidpiupi:= true
else
tpidpiupi:= false;
end;
{Fin de la funcién tpidpiupi}

begin
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{Aquf se hace la revisi6n de todas las ternas posibles con la configuracién dada, al
recorrer todas las posibilidades para los puntos Le,Mc,N¢,La,Ma y Nb}
{Para evitar repeticiones vamos a tomar Lc<Mc<Nec, La y Ma no pueden ser cero
porque L¢ y Mc estdn en ¢, Nb no puede ser b porque Nc esta en ¢}
for Le:=0 to ¢-2 do
for Mc:=Lc+1 to ¢-1 do
for Nc:=1 to ¢ do
for La:=1 to a do
for Ma:=1 to a do
for Nb:=0 to b-1 do
{Aquf se cuida que los puntos sean distintos y que los puntos que deban formar una
recta no se encuentren en el mismo lado del tridangulo}
if (Nc<>Lc)and(Nc<>Mc)and(La<>Ma) and ((Lc<>0)or(La<>a))and
((Nec<>c)or(Nb<>0))and ((Ma<>a)or(Nb<>0))and ((Nb<>0)or(La<>a))
then
{Si concurren las rectas entonces se revisa si no han sido ya tomadas en cuenta}
if tpidpiupi(Lc,Mc,Nc,La,Ma,Nb) then
revisa(Lc,Mc,Nc,La,Ma,Nb,caso);
end;

{F'in del procedimiento Casos321}

{El procedimiento Caso33 busca los casos con tres puntos en el interior de un lado y
tres en el interior de otro lado}

procedure Caso33(a,b,c,caso: integer); var ppp,psp,sPp,ssp,tpp,tsp: integer;

function tpitpi(La,Ma,Na,Lb,Mb,Nb: integer): boolean;

{Esta funci6én hace uso del lema 2.1 (Pdg. 4) para ver si las rectas con puntos ena y b
concurren, el lema queda reducido de la forma en que aquif se encuentra}

begin

if (a-La)*(Na-Ma)*(Mb-Lb)*Nb=Lb*(Nb-Mb)*(Ma-La)*(a-Na) then
tpitpi:= true

else
tpitpi:==false;
end;
{F'in de la funcién tpitpi}
begin

if (a>3)and(b>3) then
{Este FOR recorre todas las posibilidades, no tomamos en cuenta los puntos que coin-

ciden con los vértices ya que estos casos ya fueron encontrados al tomar ese punto como
punto del otro lado comin por lo mismo no serd necesario comparar las ternas después
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con las encontradas anteriormente, y los tres primeros FOR me garantizan que tampoco se
repitan entre ellas en este caso (el caso 3puntos, 3puntos)}
for La:=1 to a-3 do
for Ma:=La+1 to a-2 do
for Na:=Ma-+1 to a-1 do
for Lb:=1 to b-1 do
for Mb:=1 to b-1 do
for Nb:=1 to b-1 do
if (Lb<>Mb)and(Lb<>Nb)and(Mb<>Nb) then
if tpitpi(La,Ma,Na,Lb,Mb,Nb) then
begin
if (a-Ma)*(INb) = (a-Na)*(Mb) then write(’paralelas *);

{Hay tres formas de colocar tres puntos en un lado de un tridngulo y tres en el otro,
este CASE transforma la numeracién de los puntos a la numeracién que se usa en ”recu-
rrentes[]”}

case caso of
{Los puntos estdn en el lado a y en el lado b}
1: begin
ppp:=Na; psp:=a-+Nbj; spp:=Ma; ssp:=a-+Mb; tpp:=La; tsp:=a-+4Lb;
end;
{Los puntos estdn en el lado b y en el lado ¢}
2: begin
PPP:=c+Nb; psp:=a--c+Na; spp:=c+Mb; ssp:=a-+c+Ma;
tpp:=c--Lb; tsp:=a-+c+La;
end;
{Los puntos estdn en el lado ¢ y en el lado a}
3: begin
ppp:=Nb; psp:=b-+c+Na; spp:=Mb; ssp:=b+c+Ma; tpp:=Lb;
tsp:=b+c+La;
end;
end;
writeln("(’,ppp,’,’,psp,’) (.sPp,’y’:ssp,”) (O,tpp,’,’,tsp,”)’);
total:= total+1;
if total>TernasMax then
begin
writeln(’Tenemos mds de ’, TernasMax, ’ ternas’);
halt;
end;
with concurrentesftotal] do
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begin
PrPP:=PpPp; Prsp:=psp; SIPpP:=spp; srsp:=ssp; trpp:=tpp; trsp:=tsp;
end;
end;
end;
{Fin del procedimiento Casos33}

{Empieza implementacién del programa principal}
begin
total:=0; writeln(’en cuantas partes quieres dividir a’); readIn(a);
writeln(’en cuantas partes quieres dividir b’); readln(b);
writeln(’en cuantas partes quieres dividir ¢’); readln(c);
{Este FOR recorre las posibilidades para encontrar las concurrencias del caso en que
tenemos dos puntos en cada lado del tridngulo}
for La:=0 to a-1 do
for Ma:=1 to a do
for Lb:=1 to b do
for Nb:=0 to b-1 do
for Mc:=0 to c-1 do
for Nc:=1 to ¢ do
begin
if (La<>Ma)and(Lb<>Nb)and(Nc<>Mc)and
((La<>0)or({(Lb<>b)and(Nc<>c)))and
((Ma<>a)or((Nb<>0)and(Mc<>0)))and
((Nb<>0)or(Nc<>c))and ((Lb<>b)or(Mc<>0))and
((Ne<>c)or(Ma<>a)or(Lb<>b)) then
{El 1ltimo AND se usa porque si Nc=c, Ma=a y Lb=Db entonces ya se tomo en cuenta
en los casos de tres puntos en un lado, dos en otro, y uno en el \dltimo (ya que Nc, Ma y
Lb esta en a}
if dpidpidpi(La,Ma,Lb,Nb,Mc,Nc) then
begin
write(’ (’,La,’,’,a+Lb,’) (",Ma,’,’,a+b+Mec,’) ();
writeln(a+Nb,’,’,(a+b-+Nc)mod(a+b-+c),”));
total:=total+1;
concurrentes{total].prpp:=La; concurrentes|total].prsp:—=a-+Lb;
concurrentes[total].srpp:=Ma;
concurrentes[total].srsp:=a-+b-+-Mc;
concurrentes{total].trpp:=a+Nb;
concurrentesftotal].trsp:=(a-+b+Nc)mod(a+b+4-c);
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if a+Nb > (a+b+Nc)mod(a-+b+c) then
begin
concurrentes[total].trpp:=(a+b+Nc)mod(a+b+-c);
concurrentes[total].trsp:=a-+Nb;
end;
end;
end;
writeln;
Caso0s321(a,b,c,1); Casos321(a,c,b,2);
Casos321(b,c,a,3); Casos321(b,a,c,4); Casos321(c,a,b,5); Casos321(c,b,a,6);
writeln;
Caso33(a,b,c,1); Caso33(b,c,a,2); Caso33(c,a,b,3);
writeln(*Tenemos un total de ’,total, > concurrencias. ;jQuieres dibujar uno de los tridngulos?
(si/no)");
readln(siono);
if siono= ’si’ then
repeat
writeln(’; Que nimero de tridngulo quieres ver? (numero de tridngulos= ’,total,’)’)
writeln(Cescribe 0 si quieres salir del programa’);
readln(opcion);
if (opcion < total+1) and (opcion>0Q) then
with concurrentesfopcion] do
begin
dibtriangulo(prpp,prsp,srpp,srsp,trpp,trsp);
end
else
if opcion<>0 then
writeln(’el numero debe estar entre 0 y ’,total);
until opcion=0;
end.

Este programa fue compilado con la versién 7 de Turbo Pascal. En caso de querer
compilar este programa, con la versién 7, y si se quiere correr en una mdquina m4és rdpida
que una pentium pro de 200MHz, es necesario tomar en cuenta el bug de Turbo Pascal que
causa un “runtime error 200” al querer correr el programa.

Se puede usar, por ejemplo, el patch hecho por Andreas Bauer, para componer este
error.
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La forma de usarlo es simple, después de compilar el programa concu.pas, y obtener
el executable concu.exe, se debe escribir en linea de comandos lo siguiente: “tppatch
concu.exe” con lo cual se resuelve el problema.
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