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Introduccion

.Recientemente las finanzas han captado el interés de la comunidad matemadtica y dreas afines,
debido a la necesidad de crear nuevos modelos para los sofisticados productos financieros.
Estos productos se han ido desarrollando rdpidamente en bancos, bolsas y casas de bolsa y sus
clientes en el caso de México son instituciones como Petrdleos Mexicanos, la. Comisién Federal
de Electricidad y compaififas que exportan o importan grandes cantidades _de sus articulos.

El valor de estos sofisticados productos depende del precio de otro instrumento financiero, por
esta razén se les conoce con el nombre de derivados. De acuerdo al lugar donde se pueden
comerciar existen dos tipos de derivados, los burséitiles que son los que se comercian en bolsa
y los extraburséitiles que son los que se comercian en mostré.dor, es decir, los que se negocian
entre un banco o corredor y su cliente. Como ,ejemplo?bursétilés de estos productos se pueden
mencionar los futuros, las opciones y los warrants y como ejemplos de derivacios extrabursdtiles
estdn los forwards, las opéiones, los warrants y los swaps.

De los derivados mencionados las opciones y en consecuencia los warrants que son titulos
opcionales, son los que requieren de mds herramientas matemaiticas para obtener su precio.
Este trabajo sélo se enfoca al estudio de las opciones, que son contratos que dan a quien los
compra el derecho mds no la obligacién de comprar (opciones call) o vender (opciones put) una
cantidad determinada de un bien llamado subyacente, que puede ser una accién, una divisa,
una mercancia bésica como el azicar, las naranjas, el algodén o hasta un futuro. El bien se
comercia a un prec’g preestablecido (el precio de ejercicio) dentro de un periodo determinado,

al final de este periodo se le conoce como fecha de vencimiento o de maduracién.
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El derecho que da una opcién se adquiere pagando una prima o precio, el cdmo se calcula esta
prima y qué debe de hacer con ella el vendedor de la opcién son las preguntas bésicas para
trabajar con este derivado. Se dice que la valuacién de una opcién es el cdlculo del precio
justo que se paga por adquirir los derechos de este contrato y la cobertura de una opcién es la
eliminacién del riesgo al que estd expuesto el vendedor de una opcidén desde el mmomento en que
asume la responsabilidad del ejercicio, por ejercicio se debe entender la accién de hacer efec{ivo
el derecho que tiene el comprador. Por tal motivo y contrariamente a lo que piensa el piblico
en general y algunas veces los reglamentadores y cuerpos legislativos, esta parte de las finanzas
es un area de administracién de riesgos, ya que las dos partes del contrato tienen protegidos
sus intereses.

De acuerdo al tiempo en que se tiene el derecho de ejeréer una opcidén existen dos tipos de
contratos, la opcién americana la cual se puede ejercer en cualquier momento durante la vida
del contrato y la opcién europea que sélo se puede ejercer al final del periodo acordado.

El desarrollo de esta tesis se centra en la valuacién de las opciones europeas, en el primer
capitulo se construye un mercado financiero a tiempo discreto y dentro de este mercado se
desa.ri'olla. la teoria necesaria para encontrar el precio justo de una opcién. En el segundo
capitulo se usa el modelo de Cox-Ross para el precio del bien subyacente, como este modelo
es discreto tanto en tiempo como en espacio, se asume que 'el bien subyacente es parte del
mercado financiero que se construye en el primer capitulo y por lo tanto se recurren a los
resultados de la primera parte del trabajo para crear un algoritmo con el cual se pueda realizar
la valuacién de una opcién europea. También con este modelo discreto se dan otros algoritmos
para valuar opciones asiiticas, lookback y opciones barrera. En el tltimo capitulo se traBaja
bajo el sui)"uesto de que el precio del bien subyacente sigue el modelé continuo conocido con
el nombre de Black-Scholes. Primeramente se déduce la férmula de Black-Scholes que permite
valuar una opcién europea, posteriormente se encuentra la relacién entre los pardmetros del
modelo discreto de Cox-Ross y los pardmetros del modelo continuo. También en este capitulo
se desarrollan dos Igétodos numéricos para valuar una opcién europea y finalmente por medio

de un ejemplo se co‘&npa.ra.n todos los métodos de valuacién.




Capitulo 1

Modelo de Mercado Financiero

Discreto.

En este primer capitulo, en base a un modelo de mercado financiero discreto, que no es mds que
un conjunto de activos o bienes cuyos precios cambian en el tiempo de forma discreta, se llega
a determinar el precio de una opcién europea para un activo del mercado. Es muy importante

mencionar que en este mercado financiero discreto se trabaja bajo las siguientes hip6tesis:
e No existen costos de transaccién.
e Los activos no pagan dividendos.

e Los activos son divisibles, es decir, se puede comprar o vender un niimero no necesariamente

entero de ellos.

= o - . .
En el desarrollo d;é este capitulo se afiadirdn otras condiciones como la ausencia de oportunidad

de arbitraje y las ventas al descubierto, que en su debido momento se explicaran.
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2 CAPITULO 1. MODELO DE MERCADO FINANCIERO DISCRETO.

1.1 Activos financieros y estrategias.

1.1.1. Los activos financieros. -

Un modelo de mercado financiero discreto es un conjunto de activos tal que el precic de cada
uano de estos activos al tiempo n es una variable aleatoria, por lo cual el modelo se _constr'ﬁye
sobre un espacio de probabilidad (2, F, P), donde §2 es un conjunto finito, con una filtracién
(Fu)ilo, tal que Fo = {0,Q} y Fn = F = P(2). Se supone que para cada w € 2, P({w}) > 0.
En este modelo, e} mercado estard compuesto por d + 1 activos, cuyos precios al tiempo n son
variables aleatorias F, —medibles, X2, X}, ..., X,‘f, con valores estrictamente positivos. El vector
Xn = (X8, X1}, ..., X)) es el vector de los precios al tiempo n, donde X? representa un activo
sin riesgo y X = 1. Si la tasa libre de riesgo es constante en cada periodo e igual a r, entonces
X0=(01+ 'r)" El coeficiente 8, = —,%9‘- servird para traer a valor presente una cantidad del

tiempo n al tiempo 0. Los activos numerados del 1 al d son activos con riesgo.

1.1.2 Las estrategias.

Una estrategia queda definida por un proceso aleatorio ¢ = ((#9, 6%, ..., #3))o<n<n con valores
en R, @0 oL, ...,¢3 denotan las cantidades respectivas de los activos de un portafolio al

tiempo n. Es natural suponer que el proceso ¢ es predecible en el siguiente sentido:

para toda z € {0, 1, ...,d}

&5 es Fo — medible d
¢l es F,_1 — medible, paral < n < N.

Esta hip6tesis de que el proceso ¢ sea predecible, se usa para asegurar que el portafolio al
tiempo O se construye con la informacién al tiempo 0 y se conserva tal cual hasta el tiempo 1

yparal <n < N el ngta.folio al tiempo n:
g

b4

Bn = (62 BL, oy B2),
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se construye con la informacién disponible al tiempo (n — 1) y se comnserva tal cual hasta el
tiempo nn + 1.
El valor del portafolio al tiempo n es-
d
V(@) = (@n. X5) = 2 65-X;,
1=0
en consecuencia el valor presente del portafolio es

Vn((ﬁ) = ﬁn(d’n:xﬂ) = (¢ﬂ:}?n)7

donde ﬁn =xz Y X =(1,BaX}, ..., BaX2) es el vector del valor presente de los precios.
Se dice que una estrategia es a.utoﬁna.nmable si la siguiente relacién se cumple para toda
n e {0,1,..,N —1}:

(¢m Xn) = (¢n+l: Xn)-

Esta relacién se interpreta de la siguiente manera: al tiempo 7. después de conocer X,,, el
inversionista reajusta su portafolio para pasar de la composicién ¢, a la composicién ¢pyy. El
reajuste consiste en reinvertir al tiempo n + 1 el valor total del portafolio de acuerdo a los

precios del tiempo 7, sin que el inversionista aporte o retire fondos.

P

Ejemplo 1.1 Pensemos gque el mercado estd compuesto sdlo de tres activos tales que al tiempo
cuatro su vector de precios es (1.5,6,10) y suponga que se tiene un portafolio que en ese mismo
tiempo tiene las cantidades (2,5,7) de los respectivos activos. Si se asume que la estrategia o

seguir es autofinanciable, encontrar al tiempo cinco una posible composicién del portafolio.

Primero se tiene que calcular el valor del portafolio al tiempo cuatro,
(P4, X1) = 2(1.5) + 5(6) + 7(10) = 103.

Debido a que la egtra,tcgia. es autofinanciable se tiene que cumplir la siguiente igualdad:

-
P

(¢s5, X4) = 103,
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4 CAPITULO 1. MODELO DE MERCADO FINANCIERO DISCRETO.
al sustituir el vector X, se llega a que
1.5¢3 + 6¢3 + 10¢Z = 103.

Por lo tanto, un posible valor de ¢5 puede ser (6,9, 4).

Observacién 1.1 La igualdad (¢n, Xn) = (Pn+1, Xn) es eguivalente a que

<¢n+l ) Xn+1) - <¢n: Xn) = (¢n+17 Xny1 — Xn):

en consecuencia también es eguivalente a la siguiente igualdad

Vr-.+1(¢) - Vn(¢) = (¢n+11 Xn41 — Xn)-

Esto se puede verificar si se parte de la relacién

<¢'n.+11 Xny1 — n) = (¢u+1, Xn+1) - (¢n+1: Xn)

y por hipdtesis se cumple gque

(¢n+1’Xn+1> - (¢n+ern) = (¢n+1: Xn+1> - (¢m Xn):

cademds se sabe que para 0 < n < N

Val#) = (bn, Xun).

Por esta razén al tiempo n+1, la diferencia {(¢ni1, Xn+1) — {Pn+1,Xn) representa la ganancia
neta de la va.riaci&n del wvalor del portafolio entre el tiempo n y n+1. Una estrategia
‘autofinanciable es entonces, una estrategia para la cual las variaciones del valor del portafolio
provienen tUnicamente de los movimientos de los activos.

La siguiente proposicién permite precisar .ciertas observaciones en té:rminos de cantidades en
valor presente. )

4

Z

i

Proposicién 1.1 Las condiciones siguientes son eguivalentes:




1.1. ACTIVOS FINANCIEROS Y ESTRATEGIAS.
i) La estrategia ¢ es autofinanciable.
1) Para todo n € {1,..,N},
Vn(¢) = VO(¢) +Z<¢Ji AXJ):
=
donde AX; es el vector X; — Xj_1.
1ii) Para todo n € {1, ..,,N},
T
Va(@) = Vo(@) + D_(¢5, AX;),

j=1
donde A)Zj es el vector Xj — )_(_,,-_.1 = B;X; — Bj—1Xj-1.
Demostracién:

Primero se probari la equivalencia entre %) y %i):

V() = [Va(d) — Vaor(#)] + [Va1(8) — Va2 ()] + - + [Vi(9) — Vo(&)] + Vo(9),

por la observacidn (1.1), ¢ es una estrategia autofinanciable si y sélo si

Vn(¢) = (¢n, Xn - Xn—l) + (¢n—1; Xn—l - Xn—2) “+ s - <¢1, X]. - XO) -+ %((ﬁ),

por lo que podemos agrupar los términos del lado derecho y tener que

Va(#) = Vol@) + 345, X5 = Xsa),
entonces
Va(®) = Vo(¢) + ;(qu, AX;).

Para demostrar la equivalencia entre i) y 4ii), debemos notar que si ¢ es una estrategia
autofinanciable,

Balbns Xn) = Brl®ni1, Xn)

en consecuencia .
z

ﬂn+1(¢n+b Xn+1) - ,Bn(.¢na Xn) = ﬂn+1(¢n+1: X'n+1) - ﬂn(¢n+1: Xn)-
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Si 'V,;(¢) denota el valor presente del portafolio al tiempo n, podemos sustituir en la igualdad

anterior el valor presente del portafolio tanto del tiempo n + 1 como de

Vs (@) — Vald) = (Bra1s Kns1 — ),

y como

Va(#) = [Va(®) = Vara(B)] + [Pa1(8) = Vna(@)] + . + [P4(8) — Vo()] + Vo(e),
se tiene
‘7"(¢) = (¢n: X~ﬂ. - Xﬂ—l) + (¢n-—1:)?n-1 ot Xn-—Z) + ...+ <¢1, Xl - XO) -+ 1‘-,()((]S),

por lo cual, ¢ es una estrategia autofinanciable si y sélo si

Vu(d) = To(d) + S (s AKX

J=1
n
= Vo(@) + D (s, AX;)

i=1
h
Esta proposicién muestra que para una estrategia autofinanciable, el valor presente del portafolio
queda. determinado por la riqueza inicial y el proceso (oL, .- ¢;’,))o<n<N de cantidades
de activos con riesgo, debido a que AX_.? X 0 1 = 0. Para precisar un poco mis este

resultado, se tiene la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2 Para todo proceso predecible ((PL, - #8))o<n<n, ¥ para toda variable V;
Fo — medible, existe un untco proceso predecible (¢3)05n5N tal que la - estrategia

(Prn)ognn = ((qS L, e @8)ocncn €S autofinanciable y el wvalor inicial del . portafolio
correspondiente es Vy. '

Demostracién: l?"
b -
Sea (Pn)ogncn = ((¢5, Ph, --» #3))ocn<n una estrategia autofinanciable tal que el valor inicial
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de su portafolio es V4, por la proposicién anterior y el hecho de que A)Z__‘,-’ = )2;-’ - X;?—x =0

para j € {1,..., N}, se tiene para n € {1,..., N}

Va(¢) = ¢2.X%+oLK1+ . +¢d.Xd
= Vo(9) + S (¢}.8X} + ... + ¢.AXS)
j=1

y para n=0
Vo(p) = Vo(®) = ¢4.X3 + #6.X3 + ... + $§.X§,

por lo que ¢2 queda determinado de manera dnica por:

5 — Vo(¢) — (¢4.X¢ + ... + $3.X§) paran=0, ‘
" { Vo(8) + TITHBAR] + o+ §AXH + (BL(=X3_) + .+ G5(— X2 1)) eoc,
de lo cual se observa que (¢ )o<n<nv es predecible, ya que V; es Fp — medible; la estratégia
((4L, ..-, #3))o<n<n es predecible; y en el primer caso para i € {1,...,d} X} es Fo — meditle,
en el segundo caso para i € {1,..,d} y j € {1,...,n — 1}, X'J‘ es F; — medible y por tanto,
Fn_1 — medible. | _ S

1.1.3 Estrategias admisibles y arbitraje.

Con el fin de dar una interpretacién a valores negativos pa.r'a las cantidades ¢i, se tomardn
las siguientes convenciones: si ¢J < 0, significa que pedimos prestada la cantidad |¢3| en el
mercado de activos sin riesgo; si ¢f, < 0 para una 7 = 1, significa que se contrajo una deuda
en activos con riesgo (por ventas al descubierto, es decif, por ventas que hacemos sin tener
posesién de los “activos, éin embargo las cobramos con el compromiso de entregarlas en un
futuro). Entonces, los préstamos y las ventas al descubierto son permitidos, siempre y cuando
el valor del portafolio sea positivo o nulo en todo instante para que el inversionista esté en

condiciones de reembolsar sus préstamos. Lo anterior da sentido a la siguiente definicién:

s
Definicién 1.1 éa estrategia ¢ es admisible si es autofinanciable y Vo(¢) = 0 para toda
n € {0,1,...,N}. ’
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En finanzas, la palabra arbitraje significa la oportunidad de hacer una ganancia en un tiempo
muy corto sin a.friesgar dinero o bienes. En los mercados eficientes tales oportunidades no
pueden existir por un intervalo significativo de tiempo, ya que antes de ocurrir ‘esto los precios
de los activos se tienen que rover para eliminarlas.

Para evitar en el modelo del mercado las oportunidades de arbitraje, se deben excluir aquellas ;
estrategias tales que sin arriesgar dinero o bienes hacen que se tenga una ganancia, de otra
forma habrian condiciones de inequidad en las operaciones. Con la siguiente definicién quedan
determinadas matemdticamente las estrategias que dan lugar al arbitraje,las cuales se sacardn

del modelo posteriormente.

Definicién 1.2 Unea estrategia de arbitraje es una estrategia admisible de valor inicial cero y
de valor final distinto de cero, es decir, ¢ es una estrategia de arbitraje si cumple los siguientes

puntos:

(1) es autofinanciable,
(2) Va.(¢) = 0 para toda n € {1,..., N —1}, e | o o ]
(3) Vo(¢) =0 y

(4) Vn(g) > 0. .

te

1.2 Martingalas y arbitraje.

En esta seccién se tratard la relacién entre martingalas y arbitraje, es por ello que para los
lectores que no estén familiarizados con la definicién de una martingala ni con propiedades de
la esperanza condicional, se recomienda revisar estos temas en el apéndice. .

En la seccién anterior s’gﬂijo que al existir arbitraje en el mercado, éste ocasionaria condiciones

de desigualdad en las operaciones, por lo que nos gustaria tener un resultado que dijera algo
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como lo siguiente: la ausencia de oportunidad de arbitraje da lugar a operaciones justas. Y

precisamente esta ultima palabra da pie para la introduccién de una martingala en nuestro

modelo.

1.2.1 Transformada de Martingala.

Proposicién 1.3 Sea (My)o<ncn una martingala con respecto a la filtracion (Fpn)ocncn ¥ Sea
(Hp)o<n<n un proceso predecible con respecto a (Frnlogne<n- Si AM, = M, — M,_,, entonces
el proceso (Sn)i<n<n definido por:

Se = HoMo,

S, = HyMy+ HiAM, + ...+ H,AM, paran>1

es una martingala con respecto a (-'f"—n)ogn<N-

A (Sn) se le llama “transformada martingala de (M,,) por el proceso (H,)".

Demostracién:

(Sn) es un proceso adaptado a (Fyn)o<n<n y Paran >0

E[Sn+1 - Snlj:n] = E[Hn+l(Mn+1 — Mn)l:Fn]
= Hn+1E[Mn+1 - Mn|~7:n]
0,

es decir, H
E[Sni1|Fn] = IE[Sn|Fn] = Su

:lo cual demuestra que (S,) es una martingala. ‘ , P'S

Una consecuencg de esta proposicién y de la proposicién (1.1) es que, bajo los modelos de

mercados financieros tales que los precios en valor presente de los activos son martingalas, la



\0

10 CAPITULO 1. MODELQ DE MERCADO FINANCIERO DISCRETO.
espereanza del valor presente de un portafolio al tiempo IV es igual a la riqueza inicial, es decir,
EVn] = E[V) = Vo.

A continuacién se da una caracterizacién de una martingala que serd de utilidad m4és adelante.

Proposicién 1.4 Una sucesidn adaptada de variables aleatorias reales (Mp)oca<n €5 tna

martingala si y sélo si para todo proceso predecible (Hyp)o<n<n, se cumple que:

N
E (Z HnAM") = 0.

Tz=1

Demostracién:

Si (Mp)o<n<n €s una martingala, para todo proceso predecible (Hp)o<n<n podemos definir el

proceso (Sp)o<n<n POT:

Sog = 0
S, = i H;AM;, paral <m < N.

Derivado de -la proposicién (1.3), (Srn)o<n<ny ©€s una martingala y en consecuencia
E(SN) = E(So) = 0.

Reciprocamente si j € {1,...,N:— 1}, a todo evento A € F; le podemos asociar el proceso
predecible (Hp)o<n<n dado por:

H, = Oparan#j+1
Hj+1 = ]l.A.

Para este (Hn)o<n<n la hipétesis nos asegura que
E[La(Mjy1 — M;)] =0
y como la igualdad vale para cualquier Ae F; se concluye que

E(Mj+ll~7'-j) = M;.

&WQ.
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1.2.2 Mercados financieros viables.
La siguiente definicidén asigna nombre a los mercados donde no hay oportunidad de arbitraje.
Definicién 1.3 Decimos que un mercado es viable si no eziste ninguna estrategia de arbitraje.

Para traducir matemdticamente esta definicién, tenemos el siguiente teorema que nos da una

condicién suficiente y necesaria para que no exista oportunidad de arbitraje.

Teorema 1.1 El mercado es viable si y sdlo si, eriste una medida de probatilidad P*

equivalente ' a P bajo la cual los precios en valor presente de los activos son martingalas.

Demostracién:
Supongamos que existe una probabilidad P* equivalente a P tal que los precios en valor
presente de los activos son martingalas. Por la proposicién (1.1), tenemos que para toda

estrategia autofinanciable (¢n)o<n<n; se cumple la siguiente igualdad:

Vu(d) = Vold) + S5, A,

J=1

gra.ciaé a la propocién (1.3) y al hecho de que una suma de martingalas es martingala, (\7,1(¢))

es una martingala bajo JP* y en consecuencia
B (T () = B (Va(8)).
Entonces, con una estrategia de valor inicial nulo
E*(Vn(4)) =0

y si ademis la estrategia es admisible se puede decir que Va (@) = 0 P*—c.s., :pero P{wh) >0
para toda w € 2, por lo que Vn(¢) = 0.

1Dos probabilida.de’g P, y P2 son equivalentes si y sélo s1 para todo evento A, P, (A) = 0 si y s6lo si
P3(A) = 0. Aquf P" equivalente a P implica que para todo w € Q, P*({w}) > 0.



| -
12 CAP[I'ULO 1. MODELO DE.MERCADO FINANCIERO DISCRETO.

Para demostrar la parte reciproca, se define a I' como el conjunto convexo de las variables
aleatorias no negativas distintas de la variable aleatoria idénticamente cero. Con este conjunto
podemos decir que el mercado es viable si y sélo si para toda estrategia admisible ¢ tal que
Vo(®) = 0, se cumple que Vy(¢) ¢ T.

‘A todo proceso predecible ({¢%, ..., ¢g))05nsN: le asociamos el proceso definido por:

Gn(d) = .nl(qul.A)—fjl + ... + #IAXE),
3=

que es el proceso del valor presente de las ganancias acumuladas de uné estrategia autofinanciable
segtn las cantidades de activos con riesgo ¢}, ..., ¢2. De acuerdo a la proposicién (1.2) existe
un ¥nico proceso (¢2)o<n<n tal que la estrategia (¢2, @1, ..., #2)o<n<n €s autofinanciable y el
valor inicial del portafolio correspondiente es cero. G,(¢) es entonces, el valor presente de un
portafolio al tiempo n que sigue una estrategia tal que Go(¢) = 0. La hip6tesis de viabilidad del
mercado implica que si G,(¢) = O para toda n & {1,..., N} (esta condicién es necesaria para
que la estrategia sea admisible) entonces G n(¢) = 0 y por lo tanto Gn(¢) ¢ r.

Aun en el caso de que la estrategia ¢ no sea admisible se puede probar este resultado:

Lema 1.1 Si el mercado es viable, todo proceso predecible ((¢Il7" -y #2))o<n<n satisface:

Gn(g) ¢T. —

Demostracién: . )

Supongamos que Gn(¢) € T. SiG,(¢) = 0 para todan € {0, ..., N'}, tenemos una contradiccién
de viabilidad. Sino estamos en ese caso introducimos el entero n = maz{ k [P(Gr(¢$) < 0) > 0},
con esto lo que sabemos es que n < IV — 1, que P(Gn(¢) < 0) >0yquesim>n Gn(®) 2'0.

Definimos un nuevo proceso (3;)o<j<n en JR? como:

-
14

wr

i = s
La(w)gi(w) si j>mn,
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donde A es el evento {G.(¢} < 0}. En virtud de que ¢ es predecible y A es F,-medible podemos
concluir que ¢ es predecible y entoncesg

& ) = 0 ' . ’ st j<n
7 T (WIAXE + L+ PEARD) si >,

_ { 0 st J<mn
IlA(G',-(q&) — én(é)) st j > mn,

como G;(¢) = 0sij >ny Gn(¢) < O sobre A, tenemos que G;(¥) = 0 paratoda j € {0,...,, N}
y Gn(®) > O 'sobre A, que es una contradiccién de la viabilidad del mercado, y asi queda
demostrado el lema.

'Y
Proposicién 1.5 Las variables aleatorias de la forma Gn(¢), con ¢ en R® predecible, forman -

un subespacio vectorial del espacio R? de todas las variables aleatorias reales definidas sobre

Q.

Demostracién:

Sean ¢, y ¢» procesos predecibles en R? y tornemos a dos reales a y b, entonces

- - N ~ - N ~ X -
aGn($1) +bGn(d2) = adS ($1,0X] + ... + ¢{,AXS) + 83 (¢5,AK] + ... + ¢3,0XD)
Jj=1 -

=1 -

N - - N - _
= D (adi ;AX] + ...+ ad] ;AKX + D (b5 ,AX] + ... + bp3 ;,AXS)
j=1

j=1 . =
N
= > (adi; + b3 NAX] + ...+ (ad],; + bo3 ;) AXS
Jj=1 . o

= Gn(adL + bp2),

con a¢, + bgz proceso predecible. Por lo tanto, las variables aleatorias de la forma G n(9), con

¢ en R? predecible, forman un subespacio vectorial del espacio R? de todas las variables
aleatorias reales .gdefinidas sobre .

&

Sea A el subespacio vectorial de las variables aleatorias de la forma Gx(¢), con ¢ en R*
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predecible, del lema (1.1) el subespacio A no se intersecta con I, ni con el conjunto

K ={Y €|y, Y (w) =1}, por tal motivo si se prueba que K es un compacto convexo, se ‘

puede hacer uso del Teorema de separacién de convéxos 2 para construir una probabilidad P*

bajo la cual los precios en valor presente de los activos son martingalas.

Demostremos que K es compacto convexo:

Sean Z,,Z, € K ysea A€ [0,1], como Z; >0y Z, = 0 tenemos que AZ; + (1 —A\)Z, >0 y

SAZiw) + (1= N Za(w) = AD Zi(w) + (1= A) X Zo(w)
= A+(1-2A) N
= 1,
por lo tanto K es convexo.

Si m = card(2), K también puede ser visto como el siguiente conjunto:
o .
{(¥ (1), Y(wa), -0, Y(wm))| DY (wi) = 1 y al menos para alguna i € {1,...,m} Y(w;) > 0}.
i=1
Con esta nueva forma de ver a K, es claro que K C B;(0) ¢ R™, donde B;(0) es la bola

unitaria con la norma euclidiana, por lo tanto K es acotado.

Sea f : (R+U{0})™ — R tal que f(Y(w),Y(w2),....,Y(wm)) = ™, Y (w:), entonces

K = f~1({1}), es decir, K es la imagen inversa de un cerrade de una funcién continua, por lo

cual K es cerrado.

Por ser K un cerrado acotado contenido en R™ se concluye que K es compacto.
Y ahora si estamos en condiciones de usar el Teorema de separacién de convexos, que nos da

la existencia de (A(w))wen con las siguientes caracteristicas:

1. Paracada Y € K,
o A(w)Y(w) > 0.
w
2. Para todo ¢ predecible,
£ S Mw)Gn(9)(w) =0.

z
-

2Este Teorema se puede revisar en Lamberton Damien y Bernard Lapeyre [1], 167-168.
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De la propiedad 1, podemos deducir que A(w) > 0 para todo w € 2. En efecto, supéngase que
existe ip tal que A(w;) < 0, sea Yy € K tal que Yp(w;,) = 1y Yo(w:) = 0 para i # 4,
entonces 3.7, AMw;)Yo(wi) < 0, que es una contradiccién.

Por lo anterior, la medida de probabilidad P* definida como:

. Aw)
PU) = 525
es equivalente a PP porque P‘({w}) > 0 para toda w € Q.
Sea (¢i®)o<n<n un proceso predecible en R con % € {1,2,...,d}, entonces el proceso en R%
(¢n)0<n<N = ((0,...,¢%,0,...,0))ocncny es predecible y por tanto la variable aleatoria

Jﬁl ¢'°AX  pertenece a A. De la propiedad 2 se tiene que
‘ N . -
oA P AX P (w) =0,
w =1
por lo que también se cumple que -
z\(w)
AX“’ w) = 0.

Si denotamos por IE* a la esperanza respecto a la probabilidad P*, la igualdad anterior es

equivalente a decir que
(Z ¢'°AX‘°) =0 -

Como 7p es un entero arbitrario entre 1 y d podemos concluir, gracias a la. proposicién (1.4),

que bajo P* los precios en valor presente de los activos (X}),..., (X9) son martingalas. é

1.3 Mercados completos y valuacién de opciones.

1.3.1 Mercados completos.:

En base ala deﬁn{érﬁn de una opcién europea de vigencia N, podemos decir que este contrato

representa para el comprador un activo o bien condicionado, ya que normalmente si se trata
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de un call, al tiempo IV esta persona tendrd una ganancia igual a la diferencia entre el precio
del bien subyacente y el precio de ejercicio si es que el primero de estos precios es mayor que el
segundo, en otro caso la ganancia es nula. El importe del primer caso representa una ganancia
para el comprador porque éste puede ejercer su derecho de comprar el bien subyacente con
el precio de ejercicio y después venderlo a precio de mercado, o simplemente si el comprador
toma este bien subyacente como materia prima la diferencia representa una ganancia por." el
ahorro que estd haciendo cuando lo compra a un precio menor del precio de mercado. Por un
razonamiento andlogo se puede decir que un put europeo es un activo condicionado para el
comprador de éste.

En términos de probabilidad, la opcidén o activo condicionado puede definirse por medio de una
variable aleatoria h = 0, Fny-medible, que represente la ganancia que permita el ejercicio de
la opcién. Asi, para una opcién de compra o call sobre una unidad del activo 1 con precio de
ejercicio K, h = (XL — K)., donde (.), denota la parte positiva. Para el casc de una opcién
de venta o put sobre una unidad del activo 1 con precio de ejercicio K, h = (K — X}),. Existen
otros ejemplos para el valor de h, los cuales se analizardn en el capitulo 2.

Los siguientes resultados de esta subseccién, relacionan a la variable aleatoria /i con el modelo

de mercado financiero que se ha ido construyendo en este capitulo.

<
«

Definicién 1.4 Se dice gque el activo condicionado definido por h es simulable st eziste una

estrategia admisible, tal que el valor del portafolio al tiempo N es igual a h.

Observacién 1.2 En urn mercado viable, para qué la opcién h sea simulable, es suficiente que

ezista una estrategia autofinanciable tal gue el valor del portafolio sea igual a h al tie'mp.o N.

En efecto, si ¢ es m}i_ estrategia autofinanciable y JP* es una probabilidad equivalente a P bajo
la cual los precios € valor presente de los activos son martingalas, entonces bajo P*, (Va(¢))

es una martingala (por ser una transformmada de martingala). Lo anterior implica que para

\b
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n € {0,...,N} Vilg) = IE* (\—/'N(d))lfn), pero tenemos que VN(qb) es igual al valor presente de h
que es nayor o igual a cero, entonces V,(¢) > 0 para n € {0, .., N} por lo que ¢ es admisible.

Definicién 1.5 Se dice que el mercado es cornpleto si todo activo condicionado es simnulable.

El interés en los mercados completos es que con ellos se pretende, bajo un modelo de mercado
financiero bien estructurado, valuar y hacer la cobertura de las opciones, valuar para conocer el
precio justo o prima del contrato y hacer la cobertura para que el vendedor de la opcién con la
prima que recibe, construya un portafolio para producir al vencimiento del contrato la riqueza
necesaria para garantizar el ejercicio de la opcién sin ningin riesgo. El siguiente Teorema

muestra una condicién suficiente y necesaria para asegurar que las valuaciones y coberturas de

las opciones se puedan realizar.

Teorema 1.2 Un mercado viable es completo st y sdlo si exisle una inica probabilidad P*

equivalente a P, bajo la cual los precios en valor presente de los activos son martingalas.

‘La probabilidad P* se utilizard de aquf en adelante en los cdlculos de precios y coberturas.

En la demostracién de este teorema se utilizara el siguiente resultado inmediato:

Lema 1.2 Si P, y P, son dos medidas de probabilidad en (2, F), tales que [ hdP; = [ hd P,

para toda funcidén h que sea F — medible, entonces para todo A elemento de F se cumple que

) P,(A) = P2(4).

Demostracién: _

Ya se probé en el Teorema 1.1 que si el mercado es viable la probabilidad JP* existe. Para ver la
unicidad se usa la hipétesis de que el mercado sea completo y por tanto toda variable aleatoria
h que sea .’/‘:'N-medit:g ¥ no negativa es simulable. Por la observacién (1.2) lo anterior quiere

decir que existe una estrategia autofinanciable ¢ tal que h = Vn(¢). Como ¢ es una estrategia
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" autofinanciable se cumple lo siguiente:

XhTN = Vn($) = Vo($) + é(d”" AXj).

Entonces, si P; y P, son dos probabilidades bajo las cuales los precios en valor presente de

los activos son martingalas, (Vn(zﬁ))oSnsN es una martingala bajo PP, y también bajo P, en

consecuencia parai=1¢ 2

E{(Vn () = Ei(Vo(d)) = Vo(e),

h h
e (er) = B> (x“%) '

Esta 1iltima igualdad se cumple para h Fx-medible y arbitraria 2, por el Lema (1.2) P, = P,

. de donde

en Fny que supusimos igual a F al inicio de la seccién 1.1.1, lo qu# prueba la unicidad de la
medida de probabilidad.

Para probar la parte reciproca se usaréd el siguiente resultado:
Lema 1.8 Sea (Xpn)n»o una sucesién de wvariables aleatorias definidas sobre el espacio
de probabilidad (2, F, P) y sea X una variable aleatoria definida también sobre (Q, F, P).

Si el espacio S es finito, entonces son equivalentes: -

(i) X, converge a X c.s..

(3i) Xn converge a X en probabilidad. -
(iii) X, corwvergeen L, a X, p > 1.

(iv) Xn converge en distribucidn a X.

3Toda funcién h s puede descomponer como ht — h™, donde h'* es la parte pdéitiva de h y' h~ es la parte
2
negativa. Si la igualdid se cumple para cualquier A Fn-medible no negativa, con esta descomposicién se ve
claramente que la igualdad es véilida para una h Fjpy-medible arbitraria.: '
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En esta segunda parte de la demostracién del teorema, se tiene como hipétesis que el mercado .
es viable por lo que existe una probabilidad FP* equivalente a P, bajo la cual lbs precios en

valor presente de los ‘activos son martingalas.

Si suponemos que el mercado no es completo entonces existe una variable aleatoria h > 0 no
simulable.

Sea A el espacio de las variables aleatorias de la forma:

N
G = Uo + Z(¢“’ AXn):

n==1

donde Uj es fo—rhedible ¥ (én)ognen = ((@L, -, #2))o<n<~ €5 un proceso predecible con valores
en R%. Como resultado de la proposicién (1.2) y de la observacién (1.2) la variable aleatoria
h/ X2 no pertenece a 1~\, entonces A es un subespacio propio del espacio c.le todas las variables
" aleatorias definidas sobre (2, F).

Bajo el supuesto de que existen segundos momentos se puede dotar al espacio de todas las
variables aleatorias definidas sobre (€2, F) con el producto escalar (Y, Z) — E*(Y Z).

Es de interés demostrar que el subespacio A es cerrado:

Sea G™° una variable aleatoria definida sobre (£2, ), para la cual existe una sucesién (G%5™) k>0
en A ( GE™ = 51 #5 ™ AX, donde (5™ )oci<n €S un proceso predecible con valores en
Ry mgen {1, 2 J,_d}), tal que G = Jm Gkymo, ) ‘

Se demostrard que G™° pertenece a A :

Obsérvese que para toda7=0,1,..., N
Jim E*(GH™|F) = B (G™|F), (1.1)

debido a que € es un conjunto finito el lema (1.3) nos asegura que la convergencia es en cualquier
sentido. .
n _ .
Por otra parte, la sucesién (GE™)ocn<n ( GE™ = 21 ¢5™AXT ) es una martingala porque
J=

es una transformadagde la martingala (X7)o<n<n- Por lo cual,

Z

B*(GR™|F) = GE™e = ghmo ARy,
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por (1.1) se sabe que la sucesién ( E*(GX™|F1) Jkso converge a IE*(G™|F,), entonces

lim @5 AX ™ existe y ademads como (@™ )o<i<n €5 un proceso predecible con valores en R
koo 1 y J =73

. se cumple que

: k,mo T — Mo 1; k,mo
M STTOAXT = AX[™ lir ¢
= AXprogre,

donde ¢7"° es una variable aleatoria JFy-medible.

En consecuencia, la sucesién (¢> "'°AX {"®)k>0 converge a una variable aleatoria de la forma
PTOAXT, con ¢ Fp-medible.

Por la unicidad del limite se concluye que
E*(G™|F) = ¢feAX.
Supdngase que para m < IN se cumple que
m o~
I (G| F) = 3470 ART,
i=
donde (¢7*°)1<j<m €s un proceso predecible con valores en R.

Bajo esta hipétesis se demostrard que este.resultado es vdlido para m + 1:

Si se condiciona con Fy,41 se tiene que
E*(GR™|Fmi1) = Gl = Z g AXT™,
j=

por (1.1) se sabe que la sucesién ( E*(G%™ | Fme1) Jx>o converge a IE*(G™|Fpny1) v por

hipétesis se tiene que la sucesién ('an qb'f"""AX{’”)kzo converge a una variable aleatoria de

la forma _Z: ¢"‘°AX . Debido a estas dos razones la sucesién (¢m+1A]?,',’,'3_1)k>o converge y
ademds como (z,b_, ™)o<j<N €S un proceso predemble con valores en R se cumple que

4 Jim gRTRAX e, = AX™ lim P

f m--1 m-+1 m+1 m-+1

Z .

= AXT mi1Pmia

T
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donde ¢%, es una variable aleatoria F,,-medible.

- ¢ k Syt . .
Entonces, la sucesién {¢mis, DX )k>0 converge a una variable aleatoria de la forma

Mo AXTY con ¢, Fp-medible.
Por la unicidad del limite se concluye que
m-+1 -
E‘(Gmolj‘—m-;-l) — Z ¢;ﬂoAx;no’
i=1
con (¢}"°)15,«5m+1 proceso predecible con valores en R.
En particular este resultado es vdlido para N, por lo tanto
N I
E™(G™ | Fn) = 3 ¢ AXT™,
7=t

con (¢;~"°)1SJ~SN proceso predecible con valores en R.

Por otra parte, se sabe que
G™ = lim Gi™ = lim E*(GY™|Fn) = B*(G™|Fy).

Entonces, G pertenece a A.

Sea G° una variable aleatoria definida sobre (2, F), para la cual existe una sucesién de variables
aleatorias (G*%)x>0 Fo-medibles, tal que G° = Jim Gk, )

Lo primero que se puede decir, es que la sucesién (G*?);>o pertenece a A. Adem4s como G° es
el limite de esta sucesién, G° es Fy-medible.

Ya se demostré que para toda mp en {1,2,..,d}, G™ pertenece a A y se acaba de mostrar

que G° también pertenece a A. Debido a que A es un subespacio vectorial (se puede probar

ficilmente), una variable de la forma

d
G = G°+ 3 g™
. mo=1
d N -
= G+ 3 D eTeAXe
=1 j=1

o

N —~
" G° + Z(¢j’ AXJ'):

j=1

Il
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con (¢;)ocj<n Proceso predecible en R?, pertenece a A. Por lo tanto, A es cerrado.
Como consecuencia de este resultado, existe una variable aleatoria ¥ no nula ortogonal al
subespacio -A, tal que su proyeccién sobre A es 0.
Con lo anterior podemos definir:

P ({w}) = (1+ T )p- )

con ||Y||lee = mazealY (w)|.
Veamos que P** es una probabilidad:
Sea Z =1, entonces Z € Ay
' (Y -0,2)=E*(Y) =0,

es decir

Y ()P ({w}) =0,

w

que es equivalente a

~ Y P'{w}h) =0,
en consecuencia

IR M(CHED DL QCHESY

P*({w}) >0
para toda w € 2, por lo tanto PP** es una probabilidad.
P** es equivalente a PP ya que para toda w € Q P**({w}) > 0 y es distinta de JP* porque al

menos para una w € 2 P**({w}) es diferente a P*({w}). Adems4s, para todo proceso predecible
en R (¢®)ocncn con ip € {1,2,...,d}

i (i spaxl) = (3 e0aRE) @F )

> >(=
= B wzi (g‘l"’fmﬁf’) @) (1+ g7l ) Pr(ted)

=

& io Y io 1 n* i v io
=5 (,.};"’“AX“)*zllYll;,oE [Y (Z"’:"’AX“)]’

n=1
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por hipétesis los precios en valor presente de los activos son martingala bajo JFP*, entonces
con apoyo de la proposicién (1.4) la primer esperanza es cero.

El proceso en R% (¢n)o<ncn = ((0, oy 2,0, ..,0))o<n<n s predecible y por tanto la variable
aleatoria S°N_(¢n, AX,) pertenece a A y Y es ortogonal a A, entonces la segunda esperanza
también es cero. Por tanto

N -~
E™ (Z ¢;’3AX,‘,°) =0
1

\n= N
para cualquier % € {1,2,...,d}. Por la misma proposicién (1.4), (X:;O)QS"SN es una
P**-martingala lo que contradice la unicidad. "' 3

1.3.2 Valuacién y cobertura de los activos condicionados bajo los

mercados completos.

Supdngase que el mercado es viable y completo. Sea un activo condicionado definido por una

variable aleatoria h > 0 Fy-medible y sea ¢ una estrategia admisible que simula a h, es decir,
Vn(¢) = h.

El proceso (Vn(¢))0_<_n5N es una transformada de la martingala (Xn)OSHSN bajo P’ y por
consecuencia Vy(¢) = E*(Vn(¢)), lo que implica que Vo(¢) = E* [—,%‘?v—] .
En general

Va(¢) = IE* [%;Ifn] paran=0,1,.., N,
por lo tanto . .
Va(¢) = X2 E* [}—(%lfn] para n A=".0, 1,..,N. (1.2)
Con este resultado queda claro que bajo la.hipét%is de que el mercado es viable y completo,
el valor en cualquier momento del portafolio de toda estrategia admisible que simula a h esti
completamente determinado por h. Es natural decir que V(@) es el valor de la opcién, ya que
esta cantidad repres/??ita. la riqueza al tiempo n que permnite, siguiendo la estrategia ¢ a partir

del instante n, producir exactamente la riqueza h al instante N. A la variable aleatoia h se le
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conoce como el flujo de efectivo que garantiza la opcién europea al tiempo de su vencimiento.
Asi, por un lado se estd haciendo la valuacién de una opcién, o sea, se est4 dando el precio justo
del contrato y por otro lado para el vendedor de una opcién se estd haciendo una cobertura, es
decir, se le esta asegurando la existencia de una estrategia con la cual se cubra de todo riesgo
para garantizar, con una inversién inicial igual a la prima que recibe, el buen ejercicio de la
opcidn si es que éste se llegase a realizar.

La ignaldad (1.2) se usard como base en e! capitulo 2 para hacer valuaciones de opciones.

\‘\WQ.
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Capitulo 2

Valuacién de Opciones Europeas a
tiempo discreto.

Hasta el momento lo unico que se ha dicho sobre los precios de los activos que forrman el mercado
es que son variables aleatorias F,, — medibles al tiempo n, esta informacién no es suficiente si se
quiere hacer la valuacién de una opcién europea al usar (1.2), para ello se requiere modelar el
precio del bien subyacente. Este capitulo comienza con el desarrollo del modelo de Cox-Ross,
que bésicamente nos d‘ice que si el precio del bien subyacente al tiempo n es X, !, entonces al
tiempo n + 1 el precio sélo puede tomar dos valores aX,, 6 bX,, 'donde los miimeros reales a y b
cumplen ciertas condiciones. »

Después se da un algoritmo que se basa en (1.2) para hacer la valuacién de una opcién europea,
cuya funcién de flujo de efectivo al vencimiento estd4 definida sobre el espacio de estados de
una cadena de Markov. Como se verd a continuacién la cadena del modelo de Cox-Ross es de

Markov, entonces si modelamos el precio del bien subyacenté con esta cadena, las opciones con

flujo de efectivo (X v — K)., en el caso de un call, se podrdn valuar con este algoritmo, asf como - -

también podrén ser valuadas con él las opciones asidticas, lookback y de barrera que se definen
mds adelante.
-
1En lo sucesivo se u@ré X5 para denotar el precio del activo subyacente de la opcién al tiempo n y no el

vector de los precios de los activos del mercado al tiempo n como se manejo en el capftulo 1.

25
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Al final del capitulo se trata el problema de Dirichlet, el cual da lugar a la valuacién de una

opcién que no es propiamente europea pero que sin embargo, su precio se puede calcular con

el algoritmo antes mencionado.

2.1 Modelacion discreta del precio del bien subyacente.

Para llegar a un algoritmo que nos permita valuar una opcién, primero se necesita dar un
modelo que represente el comportamiento del precio del bien subyacente. Para cubrir esta

necesidad a tiempo discreto, se tiene el siguiente resultado que se utiliza para los modelos mis

comunes del precio del bien subyacente.

Proposicién 2.1 Sea {Zi,k = 1} una sucesién de wvariables aleatorias independientes.
e identicamnente distribuidas, las cuales toman un ndmero finito de vaiores {ai,...,a} con
probabilidades {pi,...,pi}. Sea f(z,z) una funcion de € x {a,,...,a;} en &, donde € es un
espacio de estados finito. Sea Xo = ' fija y se define el .precib del bien subyacente al tiempo
n -+ 1 por:

Xy = f(-Xm Zn+1):

entonces si dada X, la funcién f es inyectiva, (Xn,n = d) es una cadena de Markov

homogénea con mailriz de transicion P(z, f(z, ax)) = pk.-

Demostracién:

La prueba se realizard por medio de induccién siendo n = 2 la primera n para la cual el

resultado tiene que cumplirse, antes de ver este caso se probard que X, es independiente de Xj.

Utilizando el hecho de que f es inyectiva, tenemos que:

PlX, =z,,X0=1"] = P[f(Xo,2Z1) =z, Xo = ']

/‘g: ' ‘ = Pz, Z:) = 7 (z1), Xo = z')
= P[Xo = :D', 21 = ah]

=
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= P[Xo = 12', Zy = (Lkl]P[Xo = I’]
= P[X, = f(z,ax,))P[Xo = z']
= P[Xl = ml]P[XQ = z’],

por lo que X; es independiente de X y en consecuencia tenemos un resultadc que nos ayuda

~ con la homogeneidad de la cadena,

P[X, = 21| Xo =3 = P[X;= 1]
Pf(z', Z)) = z1]
P(Z; = ay,)
= DPk;-
Para el caso n =2 .
P[X3 = z2| X, = z1, X0 = z'] = PXz = 22, X1 == 21, Xo = ']

P[X1 = xl,Xo = .'E’]
P[f(Xl, Zz) = Tz, X1 = L1, Xy = 113']
PlX) = z,]P[Xo = z']
Pl(z1, Z2) = f~Hz2), X1 = z1, Xo = Z')
P[X1 = 'fl].P[Xo = x’]
P[X1 == $1,Z2 = ak,,Xo = I’]
PlX) = z,|P[Xo = 7]

como X, es independiente de X, y de Z,, entonces-

PXo=z:| X1 =71, X0 =32"] = P[X;T)?llLZ;J ax,] (2.1)
P[Xs = f(z1, ar,)]
P[X1 = $1]
P[Xy = 3, X, = z,]
’ P[X1 = $1]
= P[Xs = z3| X = z1],

ademaés como X, es’;i/»'ﬁdependiente de Z, por (2.1) tenemos que

P[Xz = $2|X1 = .'D1] =sz-




LR ey

Pods g

22

5
28 CAPITULO 2. VALUACION DE OPCIONES EUROPEAS A TIEMPO DISCRETO.

Ahora, el resultado se supone vélido para n y se probard para n + 1,

P[Xn+1 = In—i—lan = Tn,...,X0= I']
— P[Xn.-{-l = ZTni1, Xn = Tn,---, Xo =ml]
PlX,, =Zn,...,Xo =2z
— P[f(Xny Zu+1) = Tnil, Xn = Tny--- ,Xo = :Z’J]
PlX, = zqn,...,Xo = 2']
— P[(zn’ Zn+1) = f_l(zn-f-l), Xn=Tn,...,X0= z']
P[J‘{" = anX -1 = Tp—13+-- ,Xo = IL"]P[.Xn_]_ = Tp—1y+-- ,Xo = :E']
— P[Xn = Ty, Zn+1 = ak"+,,Xn_1 = Zn—-1,- ..,Xo =$']
P[-?(:n. = .’Ean -1 = ZE"_]_]P[X -1 = Zp_1,-.., X0 = I’]
. PXp==zn, Zpnp1 = gy | Xno1 =Tn_1,..., Xo == 7]
- (2.2)
P[Xn. = Inlx -1 = zn—l]
Observacién: X,, dependede X,_, y Z,, X, dependede X,,_ov Z,_,, -.., X2 depende de X,
y Z2 y vimos que X; s6lo depende de Z;. Entonces, para k > 0, Xi depende de Z,,Z,, ..., Zg,

por lo que X; es independiente de Z;,; para toda j > 1.

Por la anterior observacién y por (2.2) tenemos que

PlZ, ) = akn+1]P[Xn = ZTn|Xn_y = Tpn_i]
P[Xn = :z:an - = $n_1]
= P[Zn+1 = akn+1] (2'3)
P[Zﬂ+1 = a‘kn-n]P[Xﬂ - m"]
P[Xn = zn] ‘
P[Zn+1 = akn+1:Xn = -'.L'n]
P[X, = z,]
PlZny = g, py | Xn = zp)

P[Xn+1 = $n+1!Xn I= Lryeses Xo = :D’] =

= P[Xn+1 = $n+1|Xn = zn]
y por (2.3)
‘ P[Xn11 = Tnp1|Xn = Zn) = Dipyy-

Por lo tanto, (X,,n = 0) es una cadena de Markov homogénea con matriz de transicién

P(:D: f(:l?, ak)) = DPk- )
<

Wy

Cabe aclarar que con este resultado se tiene que (X,,n = 0) es una cadena de Markov con .
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respecto a la filtracién (F,))_, donde F, es la o-dlgebra generada por X, X\, ..., Xn, por lo
que los resultados basados en esta proposicién toman en cuenta dicha filtracién.
La siguiente definicién es un caso particular del modelo que se dié anteriormente para el precio

del bien subyacente.

Definicién 2.1 Arbol de Coz-Ross. Sea {Zn,n > 1} una sucesion de variables aleaiorias
independientes con ley comin P[Z, = a) = p,P[Z, = b = 1 —p, donde 0 < p < 1 y
O<b<l<a. SeaXog=2zxy

Xn+1 = XnZny1

entonces, X, = ' [1., Z;.

Por el resultado anterior (X,,,n = 0) es una cadena de Markov homogénea con matriz de

transicion:
P(z,za) = p
P(z,zb) = 1—p
P(z,y) = 0 en otro caso.

Este modelo se utilizard posteriormente para la valuacién de una opcién. -

2.2 Precio de opciones europeas a tiempo discreto.

2.2.1 Precio de opciones europeas bajo mercados completos.

Sea X, el precio del bien subyacente de una opcién europea al tiempo nn y sea ® una funcién
boreliana de R, a J. Bajo la hipStesis de mercados completos, se probé al final del capitulo 1

que el valor de la opcién al tiempo 0 que garantiza un flujo de efectivo ®(Xy) al tiempo N (fin

del periodo establecido en el contrato) es:
s
7z

z.

Vo = B [H-};W@(XN)] : (2.4)

\
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donde el niimero positivo r representa la tasa libre de riesgo sobre un periodo.
Similarmente, se vié que el valor de la opcién paran < N es:

Vn=E'[ 1

(1_4__,’_')1v__;q)(XN)an]. ) ' (2_-5) |

y debido a que V,, deja de ser una variable aleatoria si se conoce la informacién de F,,, entonces
V,. se puede calcular de manera determinista al tiempo n.

El asterisco de las esperanzas significa que éstas se calculan tomando en cuenta FP*, que es la

probabilidad bajo la cusl los precios en valor presente de los activos son martingalas (para mds
detalles ver seccién 1.3).

2.2.2 Algoritmoe para la valuacién de opciones.

En esta seccién se da un algoritmo para valuar opciones europeas, es decir, un procedimiento
que permite calcular (2.4) y (2.5). El algoritmo se basa en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2 Sea £ un subconjunto de R y sean ® una funcién boreliana de £ a R y r
una funcion de £ a Ry.. Si (Xn,n = 0) es una cadena de ‘Markov con matriz de transicién P

y espacio de estados €, se puede definir v como

{V(N,x) = ®(z),

(2.6)
v(n,z) = 1_+_:Z?7 Syee Plz,y)v(n+1,y), 0SS n< N .
y enlonces,
N—1 ‘
v(n,X,) = IE? [(];[ i+_:(—X—,)) <I>(X'N)|.'F,,] para 0 < n < N. - (27)

En particular,

‘i\\\\\\

v(0,z') = IE* [ fo

i) smix=a]. ‘28’
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Demostracién:
Sea Vo =v(0,X0) y paran>1
n—1 1 .
Vi = (11;10 57053 r(Xi)) vin, X,),
de acuerdo a esta definicién tenemos que
n

B Vanlzd = (I iy ) B+ 1, Xl R

$=0

debido a que (X,,n > 0) es cadena de Markov (ver proposicién A.1)

E'lv(n+ 1, Xp)lFn] = E'v(n+1, Xnm)lXa)
= Z E'lv(n+ 1, Xp )| Xn = mn]n{x"=;n}
T EE
= Z [ Z I/('n -+ 1,$n+1)P(ZBn, :c,,-H):I n{x"==:n}
Tn€E | Tny1E€E
= D (1 +7(zn))V(n Tn) Lixnmzn}
Tn€EE

= (1+rCGW)v(n, X)),

por lo que para todan

n-1 1

E.[Vn+1|j:n] = (:_l;_l(; m) V(n, Xn.) = Vn,

entonces (V,,n > 0) es una martingala.

En consecuencia para nn > 0
E‘[VNl.'Fn] = Vn,

al sustituir los valores de Vv y V, resulta que

o [(’ﬁl 1_4—_—:(7)) cp(x,mf,.] = v(n, Xa),

y en particular N )
e (Y 1 , ,

zZ =0
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Con esta proposicién estamos en condiciones de calcular en forma determinista el precio de

una opcién europea al tiempo n, dado que se conoce X,, que es el precio del bien subyacente al

tiempo n. El algoritmo que nos permite hacer esto’ es’el siguiente:

1. Calcular ®(z) para toda z € £.

2. Para cada = € £ obtener V(N — 1,z).

Repetir el paso 2 para los ndmeros anteriores a N-1 de forma decreciente, hasta obtener
v(n, ).

Bajo la hipétesis de que (X,,n = 0) es una cadena de Markov y con apoyo de (2.5), el precio

justo de la opcién al tiempo n, dado que X,, = z es v(n, z).

2.3 Valuacién con el modelo de Cox-Ross.

En esta seccién se asume que el proceso del precio del bien subyacente ()(")"E IV se apega. al

modelo de Cox-Ross 2 y que la tasa. libre de riesgo (r) utilizada tanto para pedir prestado como
para prestar, es constante en cada periodo. '

2.3.1 Valuacién para el modelo de Cox-Ross.

De acuerdo a la proposicién (2.2) para el modelo de Cox-Ross, el precio al tiempo n de una

opcién europea con un flujo de efectivo al tiempo N de ®(Xn) es V, =v(n,X,) con

{U(N,:z:) = &(z),

v(n,x) = Zv(n+1,za)+ 32v(n+1,3b), 0<n < N.
<
Zz
Z

(2.9)

2Este modelo también se conoce con el nombre de Modelo Binomial.
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Normalmente si K es el precio de ejercicio, el flujo de efectivo ®(X ) es igual a (Xny — K)4 si

se trata de un call y (K — X ), si se trata de un put. M4s adelante se trabaja con otros flujos
de efectivo.

Por el momento nos enfocaremos a dar una condicién para el tamafio de los saltos del 4rbol,

complementaria a que 0 < b < 1 < @, con la cual se asegura que no existe arbitraje en el
mercado.

Proposicién 2.3 Bajo la hipdtesis de Ausencia de Oportunidad de  Arliiraje sucede que
b<(i+r)<a.-

Demostracidn:

Sea X, el precio al tiempo n del bien subyacente de la opcién que deseamos valuar. Entonces,

i) si se supone que (1 + r) < b, se puede hacer lo siguiente:

e en t = 0, pedir prestado X, unidades y comprar un activo Xjg.

e en t = 1, vender el activo X, que vale al menos Xyb y pagar el préstamo.

.Nuestro saldo es al menos de Xp{b — (1 + r)] > 0, por lo que hay oportunidad de
arbitraje. :

ii) si se supone que (1 + r) > a, se puede hacer lo siguiente:

e en t = 0, vender al descubierto un activo X, e invertir X, unidades a la tasa r.

e en t = 1, pagar la venta al descubierto, a lo més se paga Xoa unidades.

Nuestro saldo es al menos Xo[(1 + r) — a] > 0, por lo que hay oportunidad de
arbitraje.

Por lo tanto, b < (I+gr7) < a.
z

Esta proposicién también se puede demostrar utilizando el Teorema (1.1), ya que {X'n}ogngzv
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con precio ¢

es martingala bajo alguna probabilidad P*, siy sélo si
: 3 meses el ]

"t

- _ ] o
E* [Xn+1l5’:n] = X, Primero s

se cample
o sea .
- ~ que es 1Y
B [Rns1| X0, X1,y Xn] = X
y esto es equivalente a
E* [Xn-i-llle ...,Z,,] = Xn . o= (itr
= =
o lo que es lo mismo . 2 ‘ B(Xoa) :
. . 1
IE [—)%—:—lZl, ceey Zn] == 1, @(X()b) H
en consecuencia Por lo te
w’* [Zn+1|Z1, . Z,-,,] = (1 -+ T)
y por independencia tenemos que 'g 2.3.2
IE* (Zpn) =1 +71), % El pr
que se traduce en precio
ap* +b(1—p*)=(1+7) efecti
. : algon
cuya solucién es . .
. _(@Q+n)—b (1—pry= 2@ Los
=% Y PI=—"%"% : X0 T
entonces P* existe, si y sélo si
. a P:
1+7)>b > ; '
Q+7)= y az(1+7) | b P
Por lo tanto, b < (1 +7) < a. PY p T
Obsérvese que la condicién b < (1 + 7) se cumple siempre que b < 1, por lo que realmente con
la anterior proposicién sélo s%f-agrega. una. condicién al pardmetrd a. T’
ff",
Con el resultado de esta proposicién se puede encontrar el precio de un call europeo a 3 meses N

T T T P I 78 S T PO S e s AR T U S g

T T T Ty
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con precio de ejercicio $280 y precio actual del bien subyacente de $280. Se sabe que después de
3 meses el precio puede subir a $320 o bajar.a $260. La tasa libre de riesgo es del 5% trimestral.
Primero se tiene que checar que se cumpla la condicién de que b < (1+4+7) < a, que efectivamente

se cumple porque 232 < 1.05 < 323, Después con ayuda de (2.9) se calcula el precio de la opcién

que es igual a
1

“=a+n

[p*®(Xoa) + (1 — p*)2(Xob)],

pr = Ganob LR _ 05667,
7 14

®(Xoa) = (Xoa - K), = (320 — 280), = 40,

®(Xob) = (Xob — K), = (260 — 280), = 0,

Por lo tanto, el precio justo del call europeo al tiempo cero es V5 = 21.5886.

2.3.2 Programa para obtener el precio de una opcién.

El programa que a continuacién se presenta fue disefiado en Matlab para calcular el
precio de un call europeo en el- tiempo 0, que garantiza al tiempo N wun flujo de
efectivo ®(Xn) = mazx(Xny — K, 0), donde K el precio de ejercicio. El programa sé basa en el
algoritmo que se desarrollé en la subseccién 2.2.2 adaptado al modelo de Cox-Ross. (

Los argumentos necesarios para correr el programa son:

X0 Precio del bien subyacente al tiempo 0.

a Parimetro para determinar el tamafio del salto hacia arriba.

s "

b Pardmetro para determinar el tamaio del salto hacia abajo.

p Probabilidad de que el precio del bien subyacente se mueva de X a aX (en este programa
p=7p"). |

r Tasa de interés pegpen’odo (en porcentaje).

z
-

N Vencimiento de la opcién (nimero de periodos).
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K Precio de ejercicio.

El codigo del programa es el siguiente:
function; V0=precio (X0,a,b,p,r,N,K)
%Factor de descuento
desc=1/(1+x/100);
%“Crea el vector y, cuyas entradas son los posibles. precios
7del bien subyacante en el periodo N.
for m=2:(N+1)
y(1)=X0;
for n=m:-1:2
y(n)=a*y(n-1); .
y (1) =b*y(1);

end
end

#Crea un vector que contiene a los posibles flujos de efectivo

%en el periodo N.

y(n)=max(y(n)-K,0);

end

%Calcula el precio del contrato al tiempo O.
for m=(N+1):-1:2
for n=1:m-1
tmp=p*y (n+1) +(1-p) *y(n);
y(n)=desc*tmp; ’

end
/";p'
Z

end

VO=y(1);

= -
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El resultado que da el programa es para una unidad del activo subyacente, si se desea hacer la
valuacién para un mimero £ de unidades del mismo activo subyacente, bastard multiplicar el
resultado del programa por € para tener dicha valuacién.

Como una pequeiia prueba al programa, se introdujeron los datos del ejercicio de la subseccién
anterior y se obtuvo que el precio del bien subyacente al tiempo 0 es 21.5886, cantidad que
coincide con el resultado que se habia dado. .
Con este mismo programa se puede calcular el precio de la opcién al tiempo n sabiendo el valor
de X,,, ya que en el modelo de Cox-Ross la cadena que forman los precios del bien subyacente -
es homogénea en el tiempo, entonces si X, = z, sélo basta redefinir Xy = =, y el tiempo de
vencimiento igual a N — n.

-En la seccién 3.5 se comparan por medio de un ejemplo los resultados de este método, 1sado
como aproximacién al método continuo, con el resultado de la férmula de Black-Scholes que

mas adelante se tratarda y con los dos métodos numéricos que se desarrollan en la seccién 3.4.

2.3.3 Relaciéon put-call.

Aunque las opciones put y call son superficialmente diferentes, se pueden combinar de ’ca.l~
manera que estén perfectamente correlacionadas. Esto se puede demostrar bajo el siguiente
argumento: - .

Supdngase que tenemos un activo, que compramos un put y vendemos un call sobre el activo

que tenemos, las dos opciones con fecha de vencimiento N y precio de ejercicio K. Si V,, es el
valor de este portafolio al tiempo 7, entonces

Vn=Xn+Pn_Cn:

donde X,, es el precio del activo subyacente, F, es el valor del put y C;, es el valor del call,
todos al tiempo 7.

E] valor del porta.follj/b en la fecha en la que vencen las opciones es:

_5

X~ +maz(K — Xn,0) — maz(Xy — K, 0).
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Esto puede ser reescrito como

XN+ (K-XN)—0=K si Xn<K,
Xn4+0— (Xn—-K)=K si Xn3>K.
Si X n es mayor o menor que K, en la fecha de vencimiento la ganancia del portafolio es la
misma e ignal a K. De esto, se puede concluir que el valor del portafclio en un tiempo t entre
cero y N cs el valor presente de K al tiempo t con respecto a la tasa libre de-riesgo, de otra
forma se pudria construir una estrategia de arbitraje.
Como consecuencia, si el precio del bien subyacente se modela de acuerdo al 4rbol de Cox-Ross,

se tiene al tiemﬁo n la siguiente igualdad:
Xan+ P, —Cp = K(]_ + .,-')—-(N—n)’

donde la cunstante 7’ es la tasa libre de riesgo por periodo.

En el caso donde el precio del bien subyacente es modelado a tiempo continuo (capitulo 3), la

relacién al tiempo t estd dada por:
Xt + Pg _— Ct = Ke""(N—t)’

donde la constante r es la tasa instantdnea libre de riesgo.
Esta relacién entre el activo subyacente y sus opciones es llamida relaci6n~ putb-call, 1a cual
es muy 1til para calcular el valor de un put cuando ya se conoce el valor de su respectivo call

o viceverst.

2.3.4 Opciones Asidticas o sobre prbmedio;

Tanto en esta subseccién como en la 2.3.5 y la 2.3.6, se hacen valuaciones de opciones que
aseguran un flujo de efectivo diferente a d)(XN) = (Xny — K)4+ en el caso de un call, con la
caracterfstica comiin de que la funcién boreliana ® est4d definida sobre el espacio de estados de
una cadena de Marl/@v. Cabe recordar que para modelar el precio del bien subyacente X, se
usa. el 4rbol de Cox-Ross.
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En las opciones asidticas el flujo de efectivo en el tiempo de maduracién N es $(Xn, Ln), donde

P es uma funcién boreliana y el proceso (L,,)mE IV estd definido por
Lpyy = L, + Xn.—f-l, Ly = 0-'

Un ejemplo cldsico, lamado opcién de golpe flotante estd dado por (X, Ly) = (Xn— %LN)+
para el caso de un call, obsérvese que ﬁLN sustituye al precio de ejercicib.

En general para una opcién asidtica, ®(Xn, Ln)-es una variable aleatoria Fn — medible,
por lo tanto en base a la seccién 1.3 se puede decir que el precio de este tipo de opciones al

tiempo O es:

'(1__*_1‘7__)7\7'1)(XN3 LN)] .

Si se desea utilizar el algoritmo que se dié en la subseccién 2.2.2 para calcular esta esperanza,

vo— " |

es necesario que primero se demuestre que (X,, L., 2 >> 0) es una cadena de Markov.

Demostracién:

P[Xn+1 = Tnaiy Loyl = ln+1an =Zn,Ln=1In,... :XO == II7LO = 0]

( 0 St lpy1 7 Tugr + ln
=4 P[Xnt1 = Tnt1s Lng1 = Znr + L Xpn =2n, Lo =1,,...,Xo =z',Lg = 0]
L St lp41 = Tny1 + In Lo .
[ o 81 lpys % Tnas + In
=4 P{Xn11 = Tnt1, Xnt1 + Lo = Tap1 + la| X = Ty Lo = Iny . - - , Xo = 2, Lo = 0]
{ St lny1 = Tpga + Iln .

_{ 0 - s ln+1 ?éflin+1+ln, .

P[Xn.+1 = Tpy1, Ln = lnIXn = mn:Ln =ln,.., Xo=1a', Lo = O] st lnyl = Tnpr + 1

_} 0o ) 88 Lyt # Tngr + In
P[Xn+1 = xtéi: L, = ln|Xn =_fvn; L, = ln] st ln+1 = Tpp1 + In

porque (X,) es cadena de Markov.
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Entonces,
P[Xn+1 = Tn+1, Ln+1 = ln+lan. =Ty, Ln= lna ey Xo = .'E’, LO = 0]

. 0 s1 ln+1 7é Tro1 -+ ln
P[Xn+1 = Tpy1, L4l = Tpyy + ln|Xn = Ty, L = ln] st Ilpgq = Tt +ln

_ { 0 : s1 ln+1 ?é Tnt1 + ln

P(Xni1 = Zns1, Lp = lng1|Xn = Ty, Ly = L) si gy =Zppn +1,

Por otro lado, P{X .11 = ZTny1, Lntt = 411 Xn = Tny L = 1] =0 81 g1 5 T + la-

Por lo tanto, (Xr, Ln, 2 = 0) es una cadena de Markov. @

Con este resultado podemos usar la proposicién (2.2) para decir que Vo = v(0,z',0), donde
v(n,z,l) estd definida por

v(N,z,l) = &(z,l),

{ vin,z,l) = —&_’;u(n—i— 1,za,l + za) + -ll—f*_%'u(n—}— l,zb,l+2zb), 0<n< N
y ahora estamos en condiciones de poner en prictica el algoritmo de la subseccién 2.2.2.
Si el flujo de efectivo al tiempo de maduracién N, estd definido por un promedio geométrico
en lugar.de un promedio aritmético, es decir, ®(Xn, Ly) == (X ~N'— ¥Inx)., entonces (Ln)pev
debe ser definido por ’
Lyt = Ly Xpni,

y el precio al tiempo n de la opcién es V,, = v(n, X,, L,), con

{ (N, z,l) = ®(z,l),

v(n,z,l) = -1%-11(71, +1,za,lza) + %'—_'{_P;‘-u(n +1,zb,lzb), 0 < 7nn < N.

2.3.5 Opciones Lookback.

/é"- .
En la opciones looklgck el flujo de efectivo en el tiempo de maduracién N es de la forma

®(Xn, My), donde @ es una funcién boreliana y M,, := maz(Xy,...,X,).  Con el modelo

2.3.

de
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de Cox-Ross, el proceso (Xn, My,n = 0) satisface

Xn—H. = XnZn+1 ’ Xo = :D', 3
Mpy = maz(My,Xn41) , My =<2

Nuevamente, ®(Xn, Mn) es una variable aleatoria Fn — medible por lo que el precio de la

opcién al tiempo O es:

ﬁ‘:_l*;)_ﬁ(b(XN;MN)] .

Para usar el algoritmo que se di6 en la subseccién 2.2.2 y asi poder calcular el valor de V,, se

Vo=1’17'[

tiene que demostrar que (Xy, My, > 0) es una cadena de Markov.

Demostracién:
P[Xn+1 = Tn.i+1, Mn+1 = m,,+1|Xn = ZTn, Mn =Mpy-.. ,Xo = I’, Mo = :IJ’]
= P[Xp41 = Znp1, maz(M,, Xn1) = Man| Xy = 2n, My =myp, ..., Xo=z', My = z'],

debido a que (Xy), v es cadena de Markov tenemos que
P[Xn+1 = Tn+1, maz(Mﬂv Xﬂ+1) = mﬂ+1IXﬂ = Zn, M, = Mpy -y Xo = zly MO = :B’]
= P[X,-,,+1 = n+1, ma:z:(M,,,X,H_l) = mn+1|Xn = Zn, Mn, = mn]

= P[Xn+1 = Tni1, Mpyp1 = Tnn-i-lan = T, My = mn.]

Por lo tanto, (X, My, n > 0) es una cadena de Markov. "

En consecuencia, podemos usar la proposicién (2.2) para decir que Vp = v(0,z',z'), donde

v(n,z, m) estd definida por

{V(N,:z:,m) = &(z,m),

v(n,z,m) = i%_—u(n + 1, za, maz(m, za)) + llz_g-u(n + 1, zb, maxz(m, zb)), 0 < n < N,

-

y con esto ya podemos calcular V4 con el algoritmo de la subseccién 2.2.2.

2.3.6 Opciones Barrera.

El comprador de fl;ﬁa opcién barrera, pierde el derecho de ejercerla si el precio del bien

subyacente rebasa un nivel acordado L antes o durante su maduracién, por lo que el flujo
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. . . . N ©) En ba
de efectivo tiene que estar definido por la funcién ®(X n)L{vk0<k<N,X. <L}, QUe €S una variable .
aleatoria Fy — medible si & es una funcién boreliana. Entonces, de la seccién 1.3 se tiene que P{Xn ®
el precio en €l tiempo 0 de tal opcién es:
. 1 » =
Vo = IE m@(XN)ﬂ{Vk,osrcsmxksL} .
. Si X 3
Para poder calcular V; tenemos que definir ur nuevo proceso (Xn), v : : k e {0
estas ¢
Proposicién 2.4 Sea - o
P PlXn
Xn = Xnlyvock<n,xi<r} + 0L {30<k<n,Xi>L}:
donde & denota un niumero real arbitrario estrictamente mayor que L.
(a) Para X, # & se cumple que
Xn.+1 = XnZn-H.n{XnZ,..HSL} + 611{x,,z,.+,>z,}, .
(b) Si X, =96, entonces Xny1 =9. 1 Pc
X i
(c) (Xn,n = 0) es una cadena de Markov. :
Demostracién: . ¥

(a) Como X, # 6, podemos decir que para toda k € {0, ...,n};,. Xx < L. En consecuencia '

Xn+r = Xnnlix,asey + 00 (xn>1)

fl

XnZnnlix,z, <ty + 00X, 2,150}
pero X = X; para toda k € {0,...,n}, entonces -
Xig’l = XnZn+ln{X“Zn+,5L} + 0l{x, 2z, 41>L)-
& -

(b)) Si X, =4 se sabe que existe k € {0,...,n} tal que Xj > L, razén por la cual Xny1 =6.
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(¢) En base a los dos incisos anteriores podemos decir que

P[Xn+1 = £n+1\Xn = Zny .- :XO = 5:0]

P[anﬂ-i-ll{xnzn-*-lSL} -+ 6n{ann+l>L} = i:n-*-l‘Xn = Zn,-.. ,XO = fio] si I, ?é )
= 1 St &y =06 Yy Eny1 = 6 ‘

0 ST Zpn =0 Y Tny1 F 0

Si X, £ 6 sabemos que X, = £, £ L y recordemos que Z, 1 es independiente de X para toda
k € {0,...,n}, lo cual implica que Z,, es independiente de X para toda k € {0,...,n}. Por
estas dos razones y porque (Xn,n = 0) es una cadena de Markov se tiene que

PlXny) = Zn41]|Xn = &En, .- -, Xo = Zo)

P(XpZpi1Uix, Zosn<ly + OL{Xp Zosi>L} = Ens1|Xn = &n) i Tn # 6

1
0o

I

S’I:.'i:n=5y£n+1=6
S1En =86y Eny1 # 0
PXp = Fqi|Xn=2n] si@n#6
= 1 Si53"=6y§3n+1=6

0 © SiEp =0y £y # O

Por otro lado,

0 SiFpn=20yEni15£0
Por lo tanto, (X,,n > 0) es una cadena de Markov. ®

~ R - . 1l S1Zpn=0%Y Epy1 =29
P[Xﬂ+1=zn+llxn=$n]={ . N

Se definen la funcién & por

y la funcién o(n, £) por

i

(2.10)

{ NG = @),

D(n,2) = £=d(n+1,2q)+ 5Ed(n+1,28b) para0<n < N,
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con la convencién de que fa=4dsifa> Ly tb=6 s1 b > L. «
. La proposicién (2.2) y el hecho de que (X,,n > 0) sea una cadena de Markov, son elementos
suficientes para afirmar que

1

o(n, ) = IE* [m:',.)—m‘_—n

B(ZN) K = a]

pero si X, =&, entonces Xy = & y 2(n,d) = 0. Por lo tanto, (2.10) es equivalente a

D(N, %) = @(&) si <L,

p(N,z) = 0O si &> L,

o(n,2) = ExP(n+1,2a)+ TEo(n+1,8b) si £<Ly0<n<N,

p(n,Z) = O si E>Ly0<n<N
En particular, como X; = T'izrery + 6l(zr5zy ¥ %' es fija resulta que Xo también es fija y
entonces al tiempo O el precio de la opcién es:

Vo = B* | — 2 &(Xn)
o = (1 + T)N N 3

con Vp = ©(0,z'), valor que puede ser calculado con el algoritmo de la subseccién 2.2.2

«

aplicdndolo a ».

2.4 Problema de Dirichlet.

El problema de Dirichlet que a continuacién se presenta, es de interés en el 4rea de finanzas
porque con él se logra valuar una opcién tal que después de un tifempo acordado se puede
ejercer si el precio del bien subyacente deja de pertener a cierto conjunto de valores 6 en su
defecto se puede ejercer hasta el vencimiento del contrato, como normalmente sucede en una
opcién europea. Ca.b’jéga.cla.ra.r que en di.cha. opcién las dos alternativas de ejercicio pueden tener

diferentes funciones del flujo de efectivo.
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Proposicién 2.5 Considérese el caso de un proceso parado al tiempo de salida de un conjunto
fijo. Sea (X;""',p > m) una cadena de Markov con matriz de transicién P, y espacio de
estados £ C R, tal que X[® = z'. Sea B un subconjunto de £, se define el tiempo de salida
de B por = = min{k > m,X™ ¢ B). Dadas las funciones borelianas ® : B — R y

¥ : (£ — B) — R, considérese la funcién v definida recursivamente mediante las igualdades:

v(N,z) = &(z), Vz € B, .
v(n,z) = 15 Tyee Palzmy)v(n+1,9), V€ By m<n <N, (2.11)
vnz) = V(=) Vog Bym<n<N,

donde 7 es un ndmero real entre 0 y 1.

Entonces,

1 ’ . 1 .
! - m,x’ . m,T .
I/(m, e oS ) = IF [—_——(1 7-)",';.—‘:’ —_—IIJ(X‘Y';':')IL{'YE': SN} -+ ('1 —————-T)N_m(I’(XN )l{N<'1g'z }] (2.12)

Vi = v(m, ') es el precio al tiempo m de una opcién que se construye a partir del problema
de Dirichlet.

Observacién 2.1 Se estd considerando a (X;"”',p > m) como un proceso parado- al tiempo

75'3', por lo cual siz, ¢ B parai >0

1l siTpi=2x
. p+i P
v Ppyi(Tp, Tpi) = i .

0 st Tpyi # Zp

y se toma como convencidn que

V(p+ i,3p) = (1 + 1) ().

-
. o
Demostracién: i3

Para p € {m, ..., N} se define V, = r55v(p, X;»*), en particular Vin = gimmv(m, z').
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Veamos que (V,,m < p < N) es martingala:
para p € {m,..., N — 1}
1 E* m,z’
'(Tj_—r)Tq vl + 1, X257 ) F5l
por ser (X;,“"", » = m) cadena de Markov (ver proposicién A.1)

E*[Vp1|Fp) =

1 - ! ’
E* [V;’+1|°7:P] (1 + T)p+1E [l/(p—i— 11X;’77-:-':f )IX;H'I]
entonces,
E*[Voa|Fp) = (—— Ty EZEE E*lv(p+ 1, Xm7 )X = a;,]n{vm —ap}
P
1 1
WT ZGS X:EE ll(]) +1, zp-i-l)Pp(zP, IP-H») ! n{x;n.a'==’},

Tp Tp+1 -

si zp, € B podemos utilizar la segunda igualdad de (2.11) para decir que

Z v(p + 1, Tp1) Pp(Zp, Tps1) = (1 + r)v(p, Tp),
Tp4p1 €EE
en otro caso, es decir, si T, ¢ B tenemos que hacer uso de la observacién (2.1) para llegar a que

> v(@+ 1,301} Bp(Tp, Tpr1) = v(p+1,Tp) Pp(Tp, p)

Tp+1€EE

1+ ")V (z,)
(1 + r)v(p; zp)

Por lo cual,
B* (Vo1 | )

= Zﬁ—]—;:)—p? [Z (1 -+ T)V(p) xp)n{x;,n,zf z,} -+ Z (1 + T)\If(:z:p)ll{x,,, "—zp}]

TpEB zpEB

(T_#T [Z (1 +r)v(ip, :1:,,)]1 xpe ey T 22 (0 +r)u(p,:z;,,)11 e }]

zpER zp¢ B
1
1+ r)p+2

1 R
T E)
= W

1+ r)v(p, X;,""’ )
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Por lo tanto, (V,,m < p < N) es martingala.

Con el fin de probar la igualdad (2.12), se usardn los siguientes resultados cuyas demostraciones
se encuentran en el apéndice: ' . ’ -

Proposicién 2.6 Sea vg ™z el tiernpo de salida definido en la proposicidon 2.5 y sea N un nimero

natural. Si T := vg ma’ A N, entonces T es un tiempo de paro acotado.

Teorema 2.1 (Muestreo Opcional) Sea N un numero entero estrictamente positive. Sea

(Mp)n>o una Fn-martingala. Para cualguier tiempo de paro T tal que m < T < N c.s. se
cumple que

B{M\Fm] = My,.

Para demostrar (2.12), aplicamos la proposicién (2.6) y el teorema (2.1) a 7 =y AN yala
martingala (Vp,m < p < N). Asi tenemos que

EV:|Fn]l =V,

O sea

m,z')

- 1 m,xz’ — 1 v

y en consecuencia

vim,z'
- {(1 + r)'r'.!‘ = u(qu ’ ’?"I")n{f—v oy Zﬁi)rv——m"/(N: W’zl)1{1—=N}|fm]
- [(1 + r)"g el "E'm"’)lh?':'s’}’} + (T:%ymcp(xx’z,)n{n<7g-=’}|fm]

N . b3 . 1 o
= .Z?JE [(T:“r)—-n? RICHP LY :}"’m]*E [(‘fir—)mq’(va"’>1{~<vg-='}'f"‘]’
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debido a que (X,)o<n<w~ €s una cadena de Markov (ver proposicién A.1)

v(m,z')
—_ i I r___l__.\Ij(anrx’)n , ern,::' + IE* ——1———(I>(X""=')]1 , ‘Xmlzl]
= i=m l_(l -+ )i——m t {"Ig-‘ =i} m (1 -+ 7,.)N—m N {N<'7g'= } m J
= * —_— .rn,::’ , mz' __
= E Lt_z 1+ r)'—m T(X; )]l{—yg‘-= =i}le I]
. 1 )
+ IFE ——————N_m@(xﬁ’x )I]. . o le,:: =
A+ { }
= IE* -——"1———‘—‘1’()(""’: , + ——l————dé(X’""')n ,
= 7,7._; m=' { =" <N} 147 N-—m N {N<yT='}
G [ |
L

\«\\)Q o




Capitulo 3

Valuacién de Opciones Europeas a
tiempo continuo.

- En este capitulo se introducird un modelo continuo del precio del bien subyacente, el cual sera
la base para deducir la tan famosa férmula de Black-Scholes, con la que se calcula el precio de
una opcién europea. En seguida, se encuentra la relacién que existe entre los pardmetros del
modelo continuo con los pardmetros del modelo de Cox-Ross, que es algo importante porque
en el capitulo anterior sélo se dan ciertas condiciones para los pardmetros del modelo binomial
pero no se dice como calcularlos. En este capitilo se menciona como se pueden obtener a
partir de los pardmetros del modelo continuo, ademds esto servird para poder comparar los
respectivos métodos de valuacién. También se desarrollan dos métodos numéricos que sirven
para realizar la valuacién de una opcién europea, el primero es por medio de una aproximacién
probabilistica y el segundo utiliza.el método explicito de diferencias finitas. Y por ultlmo en

base a un ejemplo se comparan los cuatro métodos de va.luac16n que se desarrollaron en este
trabajo.

3.1 Modelo continuo del precib del bien subyacente.

i
Algunos autores comg’ Samuelson, Black y Scholes, han modelado a tiempo continuo el precio

del bien subyacente como el proceso llammado Movimiento Browniano Geométrico, el cual esti

49
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dado por:
. ’2
X, = XogeW—T)ttoBe > @ (3.1)

‘ donde:

Xo es el precio del bien subyacente al tiempo O,

1 es una funcién de la‘tasa promedio de crecimiento del precio del bien subyacente,

Xt; ‘—Xt"_

o mide la desviacién estdndar de los retornos X, ‘) , es lamada volatilidad del precio
f: del bien subyacente,
,:' {Bt}t»0 es un movimiento browniano estdndar.
<
3 En un mundo de riesgo neutral, es decir, en un mundo donde las preferencias de riesgo de
;g: los inversionistas son irrelevantes, debido a que la tasa de crecimiento de un activo no puede
Ei ser ni rmayor ni menor que la tasa libre de riesgo, podemos reemplazar a g por la tasa de
f interés (instantdnea) para depdsitos bancarios 7, la cual se considerard constante en el tiempo.
E‘, Entonces, (3.1) se convierte en:
L X, = Xoe"=ItHeB: 1> g, (3.2)
£ ;

Una estimacién simple de o ! se puede hacer de la siguiente manera:
Suponga que se tienen n + 1 valores del bien subyacente X, tales que ordenados en forma

cronolégica el intervalo de tiempo entre ellas (dt) es el mismo, lldmese a estos valores Xy, X1, ..., Xn-

-

Sea s
_ 1l X — X
™= ndt {% xX;
entonces ; ’ L 2
o 1 = [ Xiga —Xi]
e e D b e IR

l‘,' N
Si dt est4 medidoZcomo fraccién de un afio, los pardmetros 7 y & son anuales.

!Para m4s detalles sobre la estimacién de o ver Paul Wilmott{4], pag. 25.




3.2. FORMULA DE BLACK-SCHOLES.

3.2 TFdérmula de Black-Scholes.

Al igual que en el-capitulo 1, para el caso en donde el precio del bien subyacente de una opcién
se modela en forma continua, se puede demostrar bajo la hipétesis de un mercado completo
y con ausencia de oportunidad de arbitraje que el precio justo de un call europeo al tiempo

t con precio de ejercicio K, que garantiza en la fecha de vencimiento 7" un flujo de efectivo
(X — K)., estd dado por:

C(t, X:) = B [e- ST rtoas (5 K)_._lft] ) (3.3)

donde 7(t) es la tasa libre de riesgo, X: representa el precio del bien subyacente al tiempo t y
para t > 0, F; es la o-dlgebra generada por (X,)o<s<:- »

IE™ denota la esperanza con respecto a la medida martingala, es decir, la 1inica medida de
probabilidad equivalente a la probabilidad inicial tal que el proceso de los precios actualizados
(e” 5 (s x>0 es martingala con respecto a esta nueva probabilidad.

En este mercado continuo también se trabaja bajo las siguientes hipétesis:

e No existen costos de transaccién.
e Los activos no pagan dividendos.

e Los activos son divisibles, es decir, se puede comprar o vender un niimero no necesariamente
entero de ellos.

e Las ventas al descubierto son permitidas.

Si se trabaja bajo el supuesto de que el precio del bien subyacente sigue el modelo (3.2), en el
cual ¥y o son constantes, el cdlculo de la esperanza para t = 0 es sencillo:
Sea U una variable aleatoria con distribucién normal de media 0 y varianza 1 y sea X, = z,

s
entonces 7

oy

XT — pelr—5)T+oVTU
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Las cosas se facilitan si se define el conjunto 4 = {X+ > K} = {—dy < U} lamado el conjunto
. de ejercicio, donde
) _in (%)+(r7-7-2—2)T
= e .

Con este conjunto A se puede calcular el precio de la opcién como:

do

-2
C(O, :L') = E* [me(”ﬁu_ TT)]].{_d°<U}] —-Ke"'TN(do),

donde N (dg) denota la funcién de distribucién de U evaluada en dy.
El cdlculo de la esperanza es el siguiente:

oo

E* [:z:e(o'\/'l_"U—'Z—zT)]l{_do<U}] = _\72:_2? / e(o’ﬁu—‘—’;T)e_'_‘;du
do 2 .
— _—ZW / e—(aﬁ:ﬂ%’r)e_%du
Y —oo
. do
e /' _ (utevT)? du
pi —_—— e 2
. . Ver ?
—o00
- al utilizar el cambio de variable
u =u-+oVT
se tiene que -
2 z dotavT
E* [xe_(%m'”ﬁu)n{u«o}] = 7= e~ T du'
V2
= SBN(dl),
donde d; = do +ovVT.
Por lo tanto,
C(0,7) = zN(d;) — Ke TN (do)
con “ar ‘
g _n@E+e-fHT
0 =

dl =d vT.
oJT Yy o+o .
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Si se desea saber el valor del put con las mismas caracteristicas del call europeo del cual se

calculé anteriormente su valor, la forma mds sencilla es hacer uso de la relacién de paridad
put-call (sec. 2.3.3), de tal manera que

P(0,z) = C(0,z) + Ke™ ™" — z,
al sustituir el valor de C(0, z) resulta que
P(0, z) - (N (dy) — 1] + Ke ™T[1 — N (do)],
por la identidad N (d) + N (—d) = 1, tenemos que el valor del put europeo es

P(0,z) = Ke TN (—dp) — zN(—dy).

Para poder calcular con el modelo (3.2) el precio de un call europeo para un tiempo t mayor
que 0 y menor o igual a T, el cdlculo de la esperanza en (3.3) se hace indirectamente por medio

del siguiente teorema, de hecho como este lo indica, la valuacién se podria realizar cuando r
sea funcién del tiempo y o sea aleatoria.

Teorema 3.1 Sea (X;,0 <t <T) la solucidn de la ecuacién diferencial estocdstica

t t «
X, = o + /0 b(s, Xs)ds + /(; o(s, X,)dB,, (3.4)

donde (B)i>p es un movimiento browniano estdndar y las funciones b y o cumplen los siguientes
puntos:

(i) bo : R x R — R son medibles.
(it) exziste K tal que,. para todo z,y € R y toda t € [0,T)
lb(t, 2) = b(t, v)| + o (t, ) — ot )| < Klz —yl v
(iii) para toda T >’;;§

foT b, 0)|% + o (¢, 0)|2dt < oo.
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Sea ® una funcidén continua con crecimiento polinomial en R y sea r una funcidn continua no

negativa de [0,T] a R.

- Sea v una funcidn real de clase C12([0, T') x R), continua en [0,T] x R con derivadas acotadas

(en z) uniformemente en el tiempo, tal que es solucidn de la siguiente ecuacidn diferencial

parcial backward llamada ecuacién de Kolmogorou:

{ & (t,z) + Av(t,z) — r(t)v(t,z) =0 en [0,T) x R, (3.5)

v(T,z) = ®(z) en R,

donde

2&%v 4 bau

1
AV(t, :E) = 50’ _6_1'5 %.

FEntonces

v(t,z) = E*[e” 5 TG (Xr)| X, = ],

en particular

(0, zo) = IE* [e— I f<=>d’<1>(xT)] .

Demostracién:
Sea f(t,X:) =€~ fo r(Ddsy (¢, Xy).
Se define
t 8
N{ = F6X) = £0,X0) = [ b(s, X)GL(s, X.)ds
1 rt 92 td
-3/ az(s,X,)éz—'Z(s, X)ds— [ —6—'1—-(3,X,)ds.

Si Af = 1o?%&f + b3L, entonces

N = 16,50 = 10,X0) = [[ 476, Xo)do ~ [ (o, Xo)d,

por la férmula de I/tg’) (ver Teorema B.3 en apéndice) se tiene que
e

Z

-t
N"'=/0 o-(s,X,)-g—i—(s,X,)st
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y por el Teorema B.2, (N{)¢<:<r es martingala.

Por otro lado, %

3]
1, x = el B, X)) — r()em O, X,
entonces si

N, = e J9%u(t, X,) — (0, z0)
— /t e~ Jormdu (s, X,) + %’ti(s, X,) — r(s)v(s, X,))ds,
o
el proceso (N;)o<t<r €s martingala.
Pero por hipétesis v satisface (3.5), por lo cual el proceso
ot .

{N;=¢e" lo @y (¢, X,) — (0, ZTo)}o<t<r también es martingala, asi es que

IE*[N1|F)) = N, c.s.

Yy en consecuencia _

Erlem 7 T (T, Xp) | F) = e o r(8 X)) cas.,
Gracias al Teorema B.4 se puede decir que (X;,0 <t < T') es proceso de Markov y asi

IE*[e” = T (T, X7)| Xe) = € I '(’)d’u(t?.Xt) c.s.,
que es equivalente a

E=je~ LT, X)) = v(t, X)) c.s.,
entonces
B e I T (X)X, = 2] = u(t, ).

En particular,

IE*[e” foT’.(?)d’@(XT)] = v(0, zo)-

&

Lo que nos dice este éoremz es que para valuar una opcién tal que el precio del bien subyacente
Z ”

es solucién de la ecuacién (3.4), basta con resolver la ecuacién (3.5) ya que v (¢, X) es el precio
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justo de la opcién europea al tiempo £, dado que X = X. Por lo tanto, si se considera un activo

de precio X, al tiempo %, tal que es solucién de
dX, = Xi(rdt + 0dB,), Xo= o ' T (3.6)

conr > 0y o > 0, entonces el precio al tiempo t de un call europeo con flujo de efectivo #(Xr)
y fecha de maduracién T estd dado por )

C@, X,) = E*[e"T-9®(X1)|F],

donde C(2, X) satisface

{ 8S (1, X) + o2 X2 8G (¢, X) +rX (¢, X) —rC(t,X) =0 en [0,T) x R, =)

C(T,X) = ®(X) en R.

La ecuacién (3.7) es llamada Ecuacién Diferencial Parcial de valuacién para un call europeo

con valor C(%,.X). Adicionalmente, a C(t,X) se le pide que cumpla
C(t,0) =0 C(t, X) ~ X cuando X — oo Y C(T, X) = ®(X) = maz(X — K,0).

De estas ultimas condiciones la tercera, como se verd mds adelante, es bdsica pa.x:a obtener la
férmula de Black-Scholes, por lo tanto si estd condicién no se(cumple la férmula no es valida.
Para este caso se recomienda usar el método numérico de la subseccién 3.4.2 para resolver la
ecuacién (3.7) o utilizar el método de aproximacién probabilistica desarrollado en la subseccién
3.4.1. para calcular el precio de la opcién por medio de otro razonamiento. Cabe aclarar que
en el caso de un pﬁt esta condicién se maneja como P(T, X) = maz(K — X, 0).

Antes de resolver explicitamente la ecuacién (3.7) se probard primero que el proceso (3.2) es

solucién de la ecuacién (3.6), es decir, el proceso (3.2) es solucién de la ecuacién
ot t
Xi=x9+ | Xsrds+ | X,0dB,.
[ ]

Sea X, = f(t, By), fénde .
f(t, ) = zoexp[(r — 0%/2)t + ox).
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Por la férmula de 1td para el movimiento browniano (ver apéndice B):
Xe = f@ By)
) : t : . . t
= (0, Bo) +/X_,[(r — 02/2) + o2 /2)ds + /ax,dB,.
0 °
Por lo tanto,
t t
Xi=zop+ | Xerds + | X,0dB,.
[ x|

El primer paso para resolver la ecuacién (3.7) es convertirla en una ecuacién de calor o de

difusién para lo.cual se realizan los cambios de variables:

T

X = KeY, t=T — p y C=KV(Tsy)’

1
2
donde K es el precio de ejercicio y T es el tiempo de vida de la opcién.

Con estos cambios las diferenciales parciales que se necesitan quedan de la siguiente forma:

8Cc _ _ 1,28

5 = —30 K7

8Cc _ 18w

ox —evoy Y

82c _ _1 2% _ ov
8XZ = Ke? \ 8y? 8y /)

al sustituirlas en (3.7) tenemos la ecuacién

B - %Qy—’;—i-(k— e (3.8)
donde k = Iz y la condicién inicial es v(0,y) = maz(e¥ — 1,0). ‘
La ecuacién2 (3.8) aun no es una ecuacién de calor, todavia se necesita realizar el cambio de
variable

v = e Fry(r,y),

donde ¢ y B son constantes que més adelante se encontrarin.

Con este cambio de variable las diferenciales parciales quedan como:
8 = eovtf7 [Bu(r, y) + L],

gy = ewoor ot 2]

fig = emvor [ofulr,v) + 202450 1 Pya]
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que al sustituirlas en (3.8) nos dan la ecuacién

Bu _ du H%u ] du i

con condicién inicial »(0,y) = maz(e¥!~?) — e~¥, 0).

Para eliminar de la ecuacién (3.9) el término u, se tiene que elegir
B=c?+(k—1a—k

. ¥ para eliminar el término %;‘-, « tiene que satisfacer la sigﬁiente igualdad

0 =2a+ (k—1).

De las dos 1dltimas ecuaciones se obtiene que

k-1 1
o= 1 = ) v B=—7z(k+1)
Entonces se tiene :
v(r,y) = e HEmDY= 2127y (1 gy, (3.10)
donde
du _ 8%u :
o = o2 para —oo<y<oo y T>0, . (3.11)

«

con condicién inicial u{0,y) = uo(y) = maz(edE+y _ ei(k—Dy, 0)

La ecuacién (3.11) ya es una ecuacién de calor con condicién inicial ug(y), por lo tanto la

solucién est4d dada por

-

1 oQ
wny) = 5= [ uols)e= ¥~/ 47ds. (3.12)
—00 .

Para resolver esta integral es conveniente hacer el cambio de variable 3y’ = 5’7"%1, asf la ecuacién

(3.12) se puede expresar como -

/’
Z T

= / maz (36HDW VIR _ o3 (-1 VI o) e~ i ay,

—_—00

1 (o =]
ury). = N f uo(y'V2T + y)e iV dy’
P —co

5
3
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para eliminar el maximo se debe integrar sobre las (y')'s tales que

L+ DWVE 1) 2 3k - DEVET + ),

es decir, se debe integrar sobre las (y¥')'s que satisfacen

'S -y ,
v =ar
por lo cual
1 o0
= L VETHY) o~ 3V gy
wry) = i [ b b,
; 27
7
1 T o vEE .
—_— L k-1 V2T+Y) o — 3% 1,
: ez e 2V dy
V2 /
vas
= I1 - Io.

Las integrales I, e [p se resuelven completando el cuadrado en el exponente para tener una

integral estdndar: .

I N
! V2

e S+ VW VITHY)— 532 gy 1

|
SR~—3

103 s H
- e2( +1)y e !i[ylz_(k+l)\/§;ylldy' P
2w - .

2r

Lk+1 i
_ esk+1)y e%(k.;.x)’re—%(y’—%(k+1)\/2_7)2dy'.

27

2r

Siz=1y9"— 3k+ 1)V27,""

—i2
e 3% dz

I1=

es (k+1y+L(k+1)2r /oo

var F-HErOVET Sl
= ei(e+Du+ik+1 T Ar(g Y, ‘ S

donde

FEON

- y 1
= — 4 = V2
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y N(dy) es la funcién de distribucién normal con media O y varianza 1, evaluada en d,.

De manera idéntica se pueden realizar los cdlculos para I, excepto que (k + 1) es reemplazado
por (k — 1), asi ' '

Iy = e%(k—l)y'k%(k"l)z’r-/v’(d(’)’
donde J
do = 2 _i_l(k—l)\/gvt
Vo '
Entonces,
v} - e%(k+1)y+‘z(k+1)27N(dl) . e%(k—x)y+%(k_1)2-rN(do)
y por (3.10) tenemos que

v(7,y) = eYN(d1) — e " N (do)-

(3.13)
Para obtener el valor del call europeo C(, X) es necesario invertir los cambios realizados, por
1o que
X 1 C
y=1In ('I?) 3 = 50'2('1‘ - t) Y V(Ty y) = i7a

Al ser sustituidas estas variables en (3.13) nos permiten afirmar que

C(t, X) = XN (d1) — Ke " T-9N (dyp),

donde . -
4 W (E)++ (T -1

v oVT —1 v

g n(FE) )T -1

0= ovl —t :

-

. Cuando t = 0, la férmula coincide con la que se obtuvo al principio de esta seccién.
Por la relacién de paridad put-call se puede decir que el precio del put europeo con las mismas

caracterfsticas del call europeo del cual se calculéd anteriormente su valor, estd dado por:
P(t, X) = X[N(d1) — 1] + Ke™T-9[1 — N (dp))},
si se toma en cuen’tg la identidad N (d) + M (—d) = 1, tenemos que el valor del put europeo es
=4 - i

P(t,X) = Ke "T-OAN (—dg) — XN (—d,).

o
< el

e 2
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En la seccién 3.5 se trabaja con un ejemplo para comparar el resultado de la férmula de

Black-Scholes con los resultados de la wvaluacidn al utilizar el modelo de Cox:Ross como

aproximacién al modelo continuo y al usar los dos métodos numéricos de la seccién 3.4.

3.3 Relacion entre los parametros de los modelos

de Cox-Ross y de Black-Scholes.

El modelo de Cox-Ross que se ha estudiado, también se puede ver como la versién discreta del
modelo de Black-Scholes (3.2) bajo las siguientes condiciones:

e El precio del activo X solo cambia en los tiempos discretos 6t, 26t, 30¢,..., Mot =T (T es
la fecha en la que la opcién vence).

e Si al tiempo mdt el precio del bien subyacente es X,,, entonces al tiempo (1 + 1)6t el

precio tomard sélo los valores aX,, > Xm 6 b X < X;m (0<b <1 < a).

e I.a probabilidad p, de que X se mueva a aX es conocida.

Para poder escoger de manera adecuada los pardmetros a,b y p del modelo de Cox-Ross,
tenemos que asegurarnos de que las propiedades del modelo continuo no sean modificadas
cuando éste se discretiza. Por lo tanto a, b y p, son tales que las esperanzas y las varianzas de
Xma1 dado X, son iguales para el modelo continuo (3.2) y el modelo de Cox-Ross.

El cdlculo de la esperanza y de la varianza para el modelo continuo (3.2), requiere la densidad

de X,.¢ dado X,, la cual se obtendrd a continuacién:
Sea Xy = %o,

P [Xore S 01X, = m0e= 5] = P lgoet 0t Wer < | X, = goelr et ]

,\".‘\"Qk
Il

P [moe(r—%g-)(s+t)+o'(w.+wg) < z|X, = zoe(r—sz;-)naw.]

L et e A < i, — et Fien],
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sea z;, = zgel™™ #r)s+ow. entonces

“p [:L_Oe(r—Z;-)s+aW,e(r—%)t+an < le, — zoe(r—g;-)s+aw.:\ — [Xa (r——)t+an < le — za]

P
= P [:z,e('_g—)"""w‘ < :r]
Pr

[Wc zog() 7‘—-—]

log! = !—(r—?!-)t 1 2
= e "'uf'
/_oc < '_27rte tdu.
(3.14)
Al realizar el cambio de variable
' y = z,eT =T,
tenemos que (3.14) es igual a
A ! () ( 2)t2/22td
T - — o
o o7 \/—e 72 og T Y,
por lo tanto la densidad de X, ,: dado que X, = z; es:
__];_.ezp lOg (xa—l-t) 7_ . gi)t 2 /20’2t Toat = 0 (3 15)
Ty V27 2 ? st = - :

Si a la densidad (3.15) la componemos con X,, entonces obtene';nos la densidad de X,,; dado
X,, la cual se denotard por p(X,, 5; Taye, s + 1). -

Y ahora estamos en condiciones de poder calcular para el modelo continuo (3.2), 1a esperanza
de Xpm41 dado X,,, cabe recordar que para poder hacer la versién discreta del modelo se hizo

la convencién de que al tiempo md? el precio del bien subyacente es Xr,, por lo que

Ec{Xm+1|Xm =Tm] = _/(; x p(:z:,,,, m6t z’, (m + 1)ét)dz’
/‘ —-[lag(_::,—n-)—(r——502)&]2/241’615 da’
\/27r026 ’

sea u = log(Z-) — (r — 30%)6t, du= Ldz'
al despejar ' = :z:’me‘[-g?%“z)“] e*, por lo cual
Z e—u?/20%5t
E [ Xm1lXm =2zm] = ez ellrm3o )t gugy,

o0 V21025t




3.3. RELACION ENTRE LOS PARAMETROS DE COX-ROSS Y BLACK-SCHOLES. 63

© e [20!6t u+(

e254)] ( 25.)

- e[(r—-az)aq/

V2ra26t
. /02
((r—La2)8t) (,225,> /"" e (;"’2“ )
= Tne 2 e du
—0o0 \/27!'0’26t
oo oo elatateo07]
- -/ Vv T rozet
. = ze
esta esperanza compuesta con X, nos da como resultado que
E [ Xmi1|Xm] = Xme™. ' (3.16)

Para calcular las varianzas, tanto en el caso continuo como en el discreto se utilizard la siguiente
igualdad:

VaT'[Xm+1|Xm] =IF [X12:1+1|Xm] - E[Xm+1lX'n]2-

En el modelo continuo la segunda esperanza se deduce de la ecuacién (3.16) y la primera se

calcula a continuacidén:

I

IE [X,'zn_HIXm = xm] fow (z')’p(zm, mdt; ', (m + 1)6t)dz’

/ T oloa(E )~ (= §o)0H 2075t g
0 /2mo26t .
sea u = log(£) = (r — Jo™)t, du = 3d
entonces z' = zmelT~37*¥tev por 1o cual
. oo g~ U 2 /202 6t R
E(X2 1 X,.=z = e[2(r——a )8t] p2u g,
C[ m+1| m m] \/m
© e (a—fm 2u+2¢r’62)

= [2("-“’2)53]/ 2q=6td
= z2e w
V27025t
2
- Yoo — /25752
= g2 el2r—302)5t) 2025t /°° € (;""5‘ ) du
" —oo V2wo2dt

=1 2 5412
_,_(U_QU 5;)
_ :B2 e(?r-{-o")&t /°° 6[20 &t ]
m

d
—o0 V2mwo26t v

iy
|

\
= g2 e(rtoM)se
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al hacer la composicién de esta esperanza con X,, tenemos
Eo(X | Xm] = XFeGront, L @an
De (3.16) y (3.17) podemos decir que:

VaTc[Xm+1le] = X?ne(%'-.—a’)é't _ X’2ne2rd't

= XZe¥% (e —1). (3.18)
Por otra parte, para el modelo discreto de Cox-Ross se tiene:

B[ Xmi1| Xm] = [pa+ (1 — p)b] Xom, (3.19)

Ey[X 7 11 Xm] = [pa® + (1 — p)b? X7, ' (3.20)
entonces, al usar (3.20) e igualar (3.16) y (3.19)
Vard[Xm+i)|Xm] = X2 [pa? + (1 — p)b® — 27%). (3.21)

Tenemos hasta el momento las esperanzas y las varianzas de los dos modelos, el paso que sigue
es la igualacién de ellas:

.

pa + (1 — p)b = e (3.22)

pa® + (1 — p)b? = el2r+o?)st, (3.23)

Para determinar de manera tunica los valores de a, b y. p, se tiene que elegir una tercera ecuacién -

como complemento de las dos anteriores. La tercera ecuacién puede ser:

1
a = E’ (3.24)
6 _
-4 p=1 (3.25)
Z 2 .
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Caso a = }.

De la ecuacién (3.22) tenemos, %
er&t —b

P=2%

y de la ecuacisn (3.23)
e(2r+a’)6t —p?

entonces
et _p el2r+o?)t _ p2

a—b a? —5p>

como (a? — b?) se puede ver como (a + b)(a — b), tenemos que

el2r+a?)st __ 2

a+b=—cm—p
si sustitufmos a = } en (3.26)

1 (2r+o?)6t __ 1,2

lip=2 720

b erét — b

al multiplicar por b ambos lados de la igualdad

pel2r+e?)se __ 3
2 _
1406 = erét — p 4

cuando se pasa todo del lado izquierdo resulta que

(€7 — B)(1 + b?) + b° — be?r+o?)it = g, 0

con un poco de dlgebra se llega a
b2 — b(e "% 4 elrto*)t)y L1 =0,
por lo que b satisface la sig'fuiente ecuacién:
b2 —24Ab+1=0,

donde A = .% (e""‘” + e(r+‘a”)6t) ,

como (3.27) es una/:e;uacién de segundo grado
z

p

\

+ /442 —
p= 2V T2 gy

(3.26)

@27 | |
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A continuacién se probard que a también satisface (3.27).

Si sustituimos b = 1 en (3.26)
a + l _ e(27‘+d?)6t T Elf
¥3 — 1 )
a er t 5

al multiplicar por a y luego por (" — 1) se tiene,
(a2 + 1)(6'5‘ _ 3_.) — ae(21‘+62)6t — é,

si se pasa todo del lado izquierdo resulta que

1 1 2y5¢
'a%z””-i—e'“—a—;—i—; _ae(2r+o )6t =0’

un poco de dlgebra nos lleva a

2
a? +1— ae—r&t — ae(r+o Jot 0,

entonces

a? —2Aa+1 = 0.

Comoa>by A>0,

a=A+ VA2 -1,
) b=A—VAZ _1,
y
erb't_b
P="3"% "

" Observacién 3.1 Sidt es muy gfande, p 6 (1 — p) pueden llegar a ser negativos, razén por la

cual el método binomial no funcionaria.

- Caso p = 3.

Sip=1%,dela ecua’ijén (3.22) se tiene que
2

a+ b= 2e%, . (3.28)
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y de la ecuacién (3.23) obtenemos

a? + b2 = 26(2r+a’)6t, (3.29)

estas dos 1ltimas ecuaciones son invariantes bajo intercambio de a y b, por 1o que se buscaran
soluciones de laformaa =B+ Cyb=B-C.

Al usar la ecuacién (3.28) se encuentra que B = e"% y entonces
a? + b? = 2(B? + C?) = 2(e?% + C?),

por la ecuacién (3.29)

< 2
e?r&t +C% = e(2r+¢7 )Jt’

para conocer el valor de C solamente se tiene que hacer un despeje y como resultado

C = e0t\feo?st — 1.

a= e (1 + /et — 1 ) ,
b= e (1 — Vet —1),

Por lo tanto,

i~
It
M_l =

Observacién 3.2 Si §t es muy grande, b puede llegar a ser negativo, razdén por la cual el
métado binomial no funcionaria.

- En los dos casos propuestos p = p*, esto se demuestra si se define 7' como la tasa constante por

cada periodo 6t, ya que (1 + 7') = €™ y en la demostracién de la proposicién 2.3 se vi6 que
p* = Q;:':'%"—b. Esto demuestra que p = p* en el primer caso, para ver esto en el segundo caso se.
tienen que sustituir ,195 valores encontrados de ay b en

%

P
b1 er&t — b

P=Ty
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de donde resulta que

En el primer caso se puede demostrar que p* tiende a 1/2 cuando 4t tiende a 0. Debido a que
. los pardmetros se obtienen por igualacién de momentos la convergencia de p* a 1/2 no tiene

porque ser rdpida, por lo cual para 6t muy pequefia se recomiends usar el caso en donde p* = 1.

3.4 Métodos numéricos en el caso browniano.

En la seccién 3.1 se mencioné que el precio del bien subyacente puede ser modelad> por un
movimiento browniano geométrico, ahora de acuerdo a este modelo se presentarin dos métodos
numeéricos para valuar una opcién europea. Es importante hacer notar que estos métodos son
una alternativa a la férmula de Black-Scholes cuando el flujo de efectivo que garantiza el call
al tiempo de su vencimiento, es diferente a la parte positiva de la diferencia entre el precio del

bien subyacente al tiempo de maduracién y el precio de ejercicio, de otra forma se tendria que

encontrar la solucién de la integral (3.12) cambiando el valor de up, que en algunos casos no '

seria un cdlculo ficil.

En la seccién 3.5 se da un ejemplo en donde se utilizan estvs métodos "pa.ra. valuar un call

europeo, los resultados son comparados con los dos métodos anteriores de valuacién.

3.4.1 Aproximacién probabilistica.
Considere un activo con riesgo tal que su pfecio sigue un movimiento browniano geométrico,
para obtener el precio de una opcién al tiempo t que tiene a este bien como subyacente y
conociendo el precio del bien en este tiefnpo, no es necesario simular trayectorias brownianas
ya que bajo un merca.do viable y completo se puede demostrar que el precio estd dado por la
esperanza de un fuﬁ:lona.l del movimiento browniano al tiempo de maduracién. Por lo tanto,

el precio de la opcién sélo depende de la ley de dicho movimiento y es esto lo que lleva a tener
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interés por aproximar la ley de un movimiento browniano estdndar (B¢):>p. En esta seccién
la aptoximacién de la ley de (B:)t>o0 se realiza por medio de un proceso (B}¥):;>o el cual toma

valores en un’ espacio discreto. Para construir este proceso: discreto, se cuenta con la siguiente

porposicién basada en el Teorema del Limite Central.

Proposicién 3.1 Sea A un numero real entre 0 y 1. Sea (X;)i>1 una sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, tal que P[X,=*1]=3 y
PX,=0]=1-A. Sea

Sn, = }’1 -+ ... +Xru
por convencion Sy = 0.

Seo. N un ndmero natural, se elige a k = T/N como unidad para discretizar el tiempo y a

== \/§_ como unidad para discretizar el espucio. Por ultimo se define
BM) i= kS,
donde [t/k] es la parte entera de t/k.
Entonces la sucesidn (B,J(T‘N))Nzl converge en distribucién a Br.
Demostracién: ) .
Como E[X:] =0y E[X}] = ) se tiene que Var[X,]= Ay

VT(X1 + ... + Xz,
Bé—-N) = h,S[T/k] = (X [_71'!])

VN
VT X+ ...+ XnN)
VINVX ’
Por otro lado se sabe que Br tiene una distribucién A(0, T'), entonces por el Teorema del Limite
‘Central se afirma que (B}N ))N21 converge en distribucién a Br. &

T
Con esta proposicidf lo tinico que se hace es aproximar a un movimiento browniano estdndar en

el tiempo de vencimiento de la opcién, el proceso que se construye de ninguna manera pretende
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modelar al precio del bien subyacente.

Como ya se menciond anteriormente, para valuar una opcién europea al tiempo cero es necesario
calcular

E* [f (BT)] »

donde T es el tiempo de maduracién de la opcién. Con base en la proposicién A.3 se puede
afirmar que si f es una funcién de R a R continua y¥ acotada, una forma de aproximar esta

esperanza es calcular para una NN suficientemente grande

B [5(BY) .

Para realizar este célculo se define la funcién g por g9{(z) = f(hz), donde h es la unidad para

discretizar el espacio. Con esta definicién tenemos que

E" [f(BY))] = E* [f(hSy)] = E*[9(SM)].

La siguiente proposicién da un algoritmo que sirve para calcular IE*[g(Sn))-

Proposicién 3.2 Sea u(n,j) := E{g(j + Sn)] para § € IN, entonces
u(0,7) = g(J)
u(n,j) = 2u(n—1,j—-1)+ A —-Nu(n—-1,5)+ 3u(r—1,5+1) paran > 1.

Demostracién:

Por definicién tenemos que
u(0,5) = E[g(4 + So)] = E{g(4)] = g(4)
y pa.ra. n 2 1 se cumple que
u(n,j) = Elg(j+ Sa)]:
B9 + Sa-1 + X))

= P (90 + Sn1 + Xn)Lixummn)] + B [9( + Snot + Xn)Lixao)]
+IE [9(j + Sn-1+ Xa)Lixn=ny] -
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Sea £ el espacio de estados de la cadena (Sp)n>1. Ya que (X;)i>: es una sucesién de variables

aleatorias independientes, para z,, = —1,0, 1 se satisface lo siguiente: .
IE. [g(.'] + S, -—1 +.Xn)n{Xn=:cn}] =. Zesg(j + én—l + :En)P(Sn—-l + Xn ='3~n.—1 + zn.)
In—-1
= Zesg(j + Spe1 + Tn) P(Sho1 = 551 ) P(Xn = zn)
Sn—-1 .
= P(X,=zn) Zesg(j 4+ Sp_t 4+ Ta)P(Sno1 = Sp-1)
ap—1

= P(Xn=2zn)E[g(J + Sn_1 + zn)),
por lo cual

wng) = 2EG —1+5a)] + (L= NE 90 + Sa-)]

A
+ SE[9( + 1+ Sa-)]

= %u(n— Li—1)+ Q1 —-XNuln—-1,5)+ %u(n— 1,5+ 1).

[ 3

Con el algoritmo que da la proposicién 3.2 se disefié un programa en Matlab, tal que aproxima

el precio de un put europeo al tiempo cero, con

2
g9(z) = e T (K - Xoe(r—%-)t-’-chz)
+

Caben recordar dos cosas, la primera es que este programa se hizo bajo el supuesto de que el

" precio del bien subyacente sigue un movimiento browniano geométrico y la segunda cosa por

-

recordar es que el algoritmo es estable sélo para 0 < A < 1.

Los:argumentos que necesita este programa son los siguientes:

X0 Precio del bien;subyacente al tiempo cero.

T Tiempo de vida de la opcién.
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K Precio de ejercicio.

r Tasa instantdnea de interés.

sigma Volatilidad del precio del bien subyacente.

lambda ) = 2P[X; = £1].

N Natural para fijar las unidades .que discretizan el tiempo y el espacio. (ver prop. 3.1)
El cédigo del programa es el siguiente:

function Esp=Esp(X0,T,K,r,sigma,lambda,N)

h=sqrt (T/(N*xlambda));

%Calcula u(0,j)=g(j).

indices = [i:1:(2%N+1)];

X_T=X_0.*exp((mu—sigma. 2/2) .*T+sigma.*h.*(indices—(N+1)));

u(N, :)= (exp(-r*T)) .*max(XK-X_T,0);

%Calcula de mamera recursiva u(N-1,-1), u(N-1,0) y u(¥-1,1).

for n=N-1:-1:1 :
for j=1:2%n+1 ’

u(n,j):iambda/z*[u(n;1,j)+u(n+1,j+2)]+(1—1ambda)*u(n+1,j+1);

end

end

%Calcula E[g(S_N)J=u(N,0)

Esp=lambda/2*[u(1,1)+u(1,3)]+(1-1lambda)*u(1,2);

Si se quiere valuar la opcidén de venta para un tiempo t entre 0 y T, basta con poner como

argumentos del programa a (T — t) en lugar de T' y a z; el precio conocido del bien subyacente
. o

al tiempo t en vez ngo.

Para valuar un call europeo por este método, es necesario calcular primero el precio del put con
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las mismas caracterfsticas y después utilizar la relacién put-call. Esto se debe a que el flujo de

efectivo que garantiza un put en el tiempo de su vencimiento es acotado, lo que permite hacer

uso de la proposicién A,3 para su valuacién.

3.4.2 Meétodo explicito de diferencias finitas.

Considere la forma general de la ecuacién transformada de valuacién Black-Scholes para un call

eu o
TOPE, du B%u ' :
Br = 52 para yeR y T3>0, (3.30)

con condicién inicial u(y, 0) = ue(y) dada en (3.11).

Un método explicilto de diferencias finitas apfoxima. la solucién u en los puntos de una red, para
lograr esto se discretiza el espacio con una unidad § > O entre los puntos L, y L,, también se
discretiza el tiempo con una unidad A > 0. Estaé unidades son usadas para comnstruir la red
{(Ly + jé,nh),j € Z,L; +j6 < La,n € IN} en [L,, Ly}xR*". La aproximacién de u(L, + j§, nh)
serd denotada por U(j,n).

El método se basa en la aproximacién de las cantidades Zu(L; + j6,nh) y %u(Ll + jé,nh)
por combinaciones lineales de algunas U(j, n)'s, para toda j y para toda n.

Obsérvese gue

U(d,n+1) —-U(7,n)

o] .
-6—7-:U(L1 + 76, TLh) = h

similarmente

o] . NU(j-i—l,'n)—U(j,n)
ayu(Ll +.76anh‘) ~ 5 ’

en consecuencia

o i _ UG+1,n)—-U@G,n) UGn)—-U@G—1,n)
—6—55114([:1 + 46, nh) ~ 52 — 5
UG+1,n)—2U0G,n)+ UG —1,7n)

52 .

Al sustituir estos v,a‘.l'gres en (3.30) tenemos que

PEntn=UGn _VUTLASWGNITGILY gy
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con condicién inicial |
Uo(7) = uo(Ly + j8) = maz (e%(k"'l)(l“*’j‘” — ez~ 438 0) .

Sea

2h

35'7

entonces cuando se despeja a U(j,n + 1) de (3.31) se llega a que

A=

UG, n+1) = 2UG +1,m) + (L — NUG, ) + UG — 1,n). (3.32)

La razén por la que este método es llamado explicito es porque para toda n, U(.,n + 1) queda
esplicitamente def'inida. en términos de U(.,n).

Es importante hacer notar que el algoritmo (3.32) sélo es estable para 0 < A < 1.

Para calcular el precio de un call europeo por medio de este método, tenemos que invertir los
cambios de variables que se hicieron en la seccién 3.2 cuandc se transformé la ecuacién de

Black-Scholes en una ecuacién de calor, entonces

X 1, C
= =y = - el ( o= e
y=1n (K) , T=50(T —%) Y v(y,T) 7

al sustituir estas variables en (3.10) resulta que

C(X,t) = X 101-F) g 101+8) g=g(k+1)2e2(T~t),, (log (%—) , %GZ(T - t)) )

por lo que sélo basta aproximar u (log (%) , 302(T — t)) con el algoritmo (3.32) para tener el
valor de C(X,1). '

En este caso h = %029—;—‘)-, § = /3 y las aproximaciones de u se realizan en la red:
{(Ly + jé,nh),j € Z,L1 +jé < Lj,n € {0,1,...,N}}

con Ly =1n (%) —Néy L, =In (%) + N6,

Nétese que N es un natural que sirve para discretizar el intervalo [0, 102T).

El siguiente progra.m’g aproxima el precio al tiempo cero de un call europeo por el método
Z -

explicito de diferencias finitas. Los argumentos son los siguientes:
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X0 Precio del bien subyacente al tiempo cero.

K Precio de ejercicio. ;

T Tiempo de vida de la opcién.

r Tasa instantanea de interés.

sigma Volatilidad del precio del bien subyacente. | N

N Natural que sirve para discretizar el intervalo [0, 1o2T).

delta Tamafio de la unidad que discretiza al espacio.
El cédigo del programa es el siguiente:

function mexp_dif=mexp_dif (X0,K,T,r,sigma,N,delta)

z=(1/2)*sigma~2;
=r/=z; ’
h=z*T/N;
lambda=2%h/delta~2; ‘
L_1=1log(X0/K)-N*delta; S ¢
%Calcula U(j,0) . : - ‘ i
indices = [1:1:(2xN+1)];
X_T = L_i+indices.*delta;
UC:, 1) =max (exp(1/2+(k+1) .* (X_T) > Y—exp(1/2% (k~-1) . *(X_T) ) ,0) ;
%Calcula de manera recursiva U(N+1i,N+1)=u(log(X0/K),1/2*sigma~2%T)
for n=2:N+1
for j=n:(2*N+1)-(n-1)
U(j,n)=lambda/2 [U(j+1,n-1)+U(j—1,n~1)]1+(1-1lambda) *U(j,n—1) ;
end ’é

&

end
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%Calcula C(X0,0)
mexp_dif=X0" (1/2%(1-k) ) *K~ (1/2% (1+k) ) *exp(—~1/4%z*T* (k+1) ~2) *U(N+1,N+1) ;

5i se quiere aproximar el precio de un call europeo al tiempo t con este programa, sélo se tiene
que poner como argumento a (' —t) en vez de T y a z: el precio conocido del bien subyacente

al tiempo ¢-en lugar de Xj.

3.5 Comparacién de métodos para valuacién.

En esta 1ultima seccién, a través de un ejemplo se comparan los cvatro métodos de valuacién

para una opcién europea desarrollados en este trabajo.

Ejemplo 3.1 Se desea saber el precio de un call europeo tal que el precio del bien subyacente .
el dia de hoy es de $12, el precio de ejercicio es de $10 y el contrato vence dentro de seis meses.

Para realizar la valuacidn, considérese una volatilidad de 0.20 y uria tasa de interés instantdnea

de 0.05.

Primero se realizé la valuacién con el modelo de Cox-Ross, para ¢llo se tuvieron que calcular
tanto la tasa de interés por periodo como los pardmetros del modelo de acuerdo a la seccién
3.3. Estos cdlculos, como lo muestra la siguiente tabla, varian segiin la unidad que discretiza al
tiempo, es decir, dependen del niimero de subintervalos que se utilizan para dividir al intervalo
[, T], donde £ es el tiempo en el cual se desea conocer el precio y T es 1a fecha de vencimiento
de la opcién. Para el ejemplo, el intervalo a dividir es el [0, ] y la unidad de discretizacién es
, donde N es el nimero de periodos en este intervalo. i
Los resultados que muestra. la siguiente tabla, se obtuvieron al con51dera.r el caso p* = ; y las

aproximaciones a.l grecm de 1a opcibén por este método se muestran en la tabla 2.
P
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N a b rem
16 || 1.03698541 | 0.96614202 | 0.0015637213
32 || 1.02580500 | 0.97575810 | 0.0007815552
64 || 1.01807665 | 0.98270474 | 0.0003907013
128 || 1.01269826 | 0.98769240 | 0.0001953315
256 || 1.00893753 | 0.99125779 | 0.0000976610
512 || 1.00629919 | 0.99379846 | 0.0000488293
1024 || 1.00443961 | 0.99560486 | 0.0000244143

77

Tabla 1: Pardmetros del modelo Cox~-Ross.

Para hacer la valuacién por medio de la férmula de Black-Scholes, sélo hay que sustituir en

ésta los datos que se tienen. El resultado que se obtuvo fue de $2.29524.

En la siguiente tabla se muestran las aproximaciones que se hicieron para el precic del call

europeo, por medio de los métodos binomial, probabilistico y el explicito de diferencias finitas.

En el método probabilistico A = 2P*[X, = *1] y en el método de diferencias finitas § es la

unidad para discretizar el espacio, es igual a ";’FT Para los dos métodos se tomé A = 0.6.

Métodos P
N || Binomial | Probabilistico Dif. Finitas -
3=.3 ) Precio
16 || 2.29518226 2.29511 0.0456 | 2.92636 .
32 || 2.29350762 2.29456 0.0322 | 2.73358
64 || 2.29560062 2.29528 0.0228 | 2.60091 x
128 (| 2.29495005 2.29528 0.0161 | 2.50929
256 {| 2.29513997 2.29518 0.0114 | 2.44562
512 || 2.29520409 2.29525 0.0081 | 2.40166
F1024 || 2.29520490 2.29524 0.0057 | 2.36988

Tabla 2: Aproximacién al precio del call.
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Cuando el precio del bien subyacente puede ser modelado de forma continua, definitivamente
la forma mds efectiva de valuar una opcién europea con flujo de efectivo ®{Xn) = (Xny — K),
es con la férmula de Black-Scholes. Si el flujo de efectivo cambia significativamente, con base
a los resultados que muestra la tabla 2, los métodos de valuacién con mejoras resultados serian
el método binomial y el probabilistico, el método explicito de diferencias finitas tiene una
convergencia mds lenta.

Con respecto a la rapidez con la que corren los programas, se observé que para N's pequefias no
hay mucha diferencia ya que las respuestas précticamente son inmediatas. Para N’s grandes,
como por ejemplo para 1024, el método probabilistico es el més rdpido aungue no difiere mucho
del método binomial, pero el método explicito de diferencias finitas se tarda aproximadamente

cinco veces mdas que los otros dos.

te




Conclusiones

Cuando ya se ha desarrollado la teoria n_ecesa.ria. para hacer la valuacién de una opcién, se
ve claramente que este producto financiero sirve para cubrirse de un riesgo y no sélo para la
especulacién. Esto se debe a que €l cdlculo del precio justo de una opcién toma en cuenta a las
dos partes del contrato, al comprador de éste se le garantiza no pagar demnds por el derecho de
ejercicio y al vendedor se le garantiza que el dinero que reciba sea suficiente para seguir una
estrategia tal que el valor de ésta al tiempo de vencimiento sea igual al monto que asegure el
buen ejercicio de la opcién.

" Desde un punto de vista financiero, es muy 16gico que el precio justo de una opcién europea sea.
la esperanza del valor presente del flujo de efectivo que tendri el comprador del contrato en la
fecha de maduracién, es una esperanza porque él flujo de efectivo es una funcién que depende
del precio del bien subyacente 'al tiempo de vencimiento el cual es una variable aleatoria. Por
lo tanto, el precio justo de una opcién que se dedujo en el primer capitulo coincide con el lado
préctico de las finanzas. A

En esta tesis, para calcular la esperanza que da como resultado el precio justo de una opcién
europea, se trabajé con dos modelos para el precio del bien subyacente, el primero es el de Cox-
Ross que corrésponde a considerar un discreto de valores en tiempo y en espacio para el precio y
el segundo es el modelo continuo de Black-Scholes. Para saber cual de estos dos modelos elegir
al realizar la valuacién de una opcién, es necesario observar el comportamiento histérico del
precio del bien subygcente, siel precxo suele quedarse en un valor por un periodo relativamente

largo de tiempo, entonces lo mas convemente es elegir el modelo de Cox-Ross. Por otra parte,
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si el precio tiende a cambiar continuamente se tendria que escoger el modelo de Black-Scholes.
En la seccién 3.5, para fines de ilustracién, se asume que el modelo adecuado es el de Black-
Scholes. El modelo de Cox-Ross sirvié en esa seccién, para estudiar una aproximacién a ese
modelo continuo.

Para un caso real, si se ha decidido tomar al modelo de Cox-Ross para llevar a cabo la valuacién A
es necesario determinar los pardmetros a, & y p de acuerdo a la seccién 3.3 para una 6t que

se adapte al comportamiento del precio del bien subyacente, recordar que ¢ es la unidad para
discretizar el tiempo. Otra opcién serfa calcular a, b y p de acuerdo a observaciones histdricas
del precio del bien subyacente. ]
En caso de que uno decida trabajar con el modelo de Black-Scholes es importante tener bien
claro quien es la funcién del flujo de efectivo que determina la opcién, es importante porque la
férmula de Black-Scholes para un call europeo que se deduce en la seccién 3.2, s6lo es vilida
para un flujo de efectivo igual a la parte positiva de la diferencia entre el precio del bien
subyacente al tiempo de vencimiento y el precio de ejercicio, si el flujo camhi‘a. entonces la
férmula ya no es vélida. Para cambios muy pequefios se podria deducir con un procedimiento

andlogo al de la seccién 3.2 una férmula muy similar, pero si los cambios son significativos lo

m4s conveniente es hacer uso de los métodos numéricos de la seccién 3.4, sélc se tendria que
cambiar en cualquiera de los dos programas la instruccién que czi.lcula. el flujo de efectivo. De
estos dos métodos numeéricos el probabilistico es mucho més eficiente que el método explicito
de diferencias finitas, ya que tiene una mayor velocidad de convergencia al precio justo y el
programa corre mucho mids ripido. '

Otra alternativa para realizar la valuacién de una opcién europea cuando se ha decidido trabajar
con el modelo continuo, seria tomar el modelo de Cox-Ross como aproximacidéa al modelo Lde
Black-Scholes, de esta manera con una 4% muy pequeinia se calcularfa el precio justo de la opcién.

De ser necesario, se puede cambiar en el programa de la subseccién 2.3.2 la instruccién que

calcula el flujo de efectivo en el tiempo de vencimiento.

.
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Apéndice A
Procesos Estocasticos.

En este apéndice se enuncian los resultados utilizados en el desarrollo de la tesis concernientes
al tema de procesos estocisticos, la mayorfa de ellos se presenta junto con su demostracién.
Primeramente, se define un proceso estocistico como una representacién matemadtica de un
fenémeno aleatorio en el tiempo, si €l tiempo se maneja en forma discreta entonces el proceso
es una sucesién de variables aleatorias y si el tiempo se considera en forma continua entonces
tenemos una familia de variables aleatorias con fndices en RY UO:

en el primer caso el proceso se puede ver como una funcién .
X:INUOXQ — R tal que X(n,.) = X.(.) es una variable aleatoria para toda n € IN UO,
en el segundo caso se puede ver como

X:RYUOXQ = R tal que X(t,.) = X:(.) es una variable aleatoria para toda t € R* U0
é

X:[0,TIx Q2> R tal que X(t,.) = X (.) es una variable aleatoria para toda t € [0, T).
Dentro de los procesos estocdsticos a tiempo discreto se encuentran las cadenas de Markov

discretas que se definen a continuacién:

Definicién A.1 'f%-ﬁa sucesion de variables aleatorias (Xp)n>o definidas sobre un espacio de

Z P
probabilidad (2, F, P), la cual toma valores en un espacio de estados € a lo mds numerable, es
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82 A : APENDICE A. PROCESOS ESTOCASTICOS.

una cadena de Markov si cumple que:

P[Xn-+1 = xn+1‘Xn =Tpn, Xn-1 = Tn—1, -'-a_X0.= xO] = P[Xn+l = _$n_.+1‘Xn = -Tn]

= Pn+1(3;n: $n+1)'

para todo Tg, Ty, - Tny1 € £ ¥y para todan € IN.
La matriz P, = (Pn(%,7))ijce es llamada matriz de transicidn al tiempo n, si la inatriz es la

misma para toda n € IN se dice que la ‘cadena es homogénea en el tiempo.
Para una cadena de Markov discreta es facil comprobar las siguientes propiedades:

1. para toda n € IN y para Zog, Z1,.-+; Tn+1 € £ A

PlXn = Zpn, Xn-1 = Tn—1,-.., Xo = To] = P[Xo = zo]P1(z0, 1) Po(T1, T2) - - -P,,(:z:,.-h Tn), .
2. paran < MY Tg,Z1,. Tnt1 € £ se tiene
PlXpm =zm|Xn = Zn, Xn-1 = Tn-1, ..., Xo = To] = P[Xm = 2| Xn = a:,.l].

La siguiente definicién se da para el caso en donde el tiempo!se maneja en forma discreta:
Definicién A.2.

a) Una filtracion (Fplnpo en (U, F,P) es una sucesidn de subo-dlgebras de F, tal que
Fn-1.C Frn para toda n € IN.

b) Si (X,)n>o es una sucesion de variables aleatorias definidas en Q, diremos que (Xp)n>o0

es adaptada a la filtracion (Fn)nzo st Xn es Fn-medible para toda n € INUO.

Anilogamente, pgg el caso continuo se da la siguiente definicén:

P

Definicién A.3.
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a) Una filtracién (Fi)eso en (Q, F, P) es una familie de subo-dlgebras de F, tal que F, T F,
s10<s<t.

b) Si (Xt)i>o es una: familia de variables aleatoﬁas definidas en -Q, diremos que. (Xt)e>o0 es

adaptada a la filtracion (F;)exo si X: es Fy-medible para toda t € R U 0.

La definicién que a continuacién se presenta juega un papel muy importante en el desarrollo
del primer capitulo, se utiliza para definir las estrategias en base a las cuales se hace tanto la

valuacién de una opcién como la cobertura ce la misma.

Definicién A.4 Una sucesion de variables aieatorias (Xn)n>o0 adaptada a la filtracién (Fn)n>o

es predecible st para toda n'> 1, X,, es F,_,-medible y Xqo es Fo-medible.

Con la siguiente definicién se da una generalizacién del concepto de probabilidad y esperanza

condicional que se estudia en los cursos bésicos y que es de mucha utilidad en este trabajo.

Definicién A.5 Sea X una variable aleatoria en L'(Q,F,P) ysea G una subo-dlgebra de
F. Se define Y = IE[X|G) como una variable aleatoria tal que

(1) Y es G-medible y

(2) [YdP =X dP para todo A € G.
A A .

Si X = lp entonces IE[X|G) := P[B|G] v se le llama “la probabilidad condicional de que ocurra
B dado G”.

El manejo de las esperanzas condicionales se basa en las siguientes propiedades, donde se supone
que G es una subo-dlgebra de F :

1. Si X es una vagiable aleatoria G-medible, entonces E[X|G] = X cs..

2. E[E(X|G)] = E[X].

-
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3. Si Z es G-medible y acotada y el producto ZX pertenece a L!(Q2, F, P), entonces

E|ZX|C) = ZIE[X|G] c.s..

4. Para toda variable aleatoria Z G-medible y acotada, tal que el producto ZX pertenece a
LY, F, P) se cumple que
E[ZIE(X|G)] = F[ZzX].

5. Linealidad: para toda A y i1 en IR se satisface que
EMX + pY|G] = AE[X|G] + pE[Y |G] c.s..
6. 5i X = 0, entonces IE[X|G] = O c.s..
7. SiC es una subo-dlgebra de G,
FE[E(X\G)|C] = E[X|C] c.s..
8. Si X es independiente de G, E[X|G] = IE[X] c.s..

9. Sea X una variable aleatoria con valores en un conjunto £ a lo més numerable. Si G es

una o-dlgebra generada por una particién (A4;)icr finita c"'numerable de £, entonces

E(X|G] =3 E[X|Ai]l4, (A.1)
i€l

donde IE[X |Ai] = Eszz:P[X = z|A;].
ze
Demostraciones:

1. Es inmediata de la definicién de esperanza condicional.

2. Sea Y = ]E‘[Xlg_], entonces
z .

Z

B(B(X|g] = BlY] = [YdP,
. Q




por la definicién de esperanza condicional

[yap = [ xaP
& o .
y se sabe que

/ XdF = E[X].

3. El producto ZIE[X|G] es G-medible, sélo basta demostrar que
/ ZE[X|GldP = / ZXdP
A A

para todo A € G.
(a) Si Z=1p con Be& GysiA€G se cumple que
/ ZIE[X\G|dFP = f 1pIE[X|GldP
A A

= / E[X|GldP
AnB

= / XdP
ANB

- A/ 1pXdP.

n
(b) Si Z = ‘Zjlb,-]hg‘r conb; € Ry B; € G paral < i < n, entonces para 4 € G se
i= -
satisface que

f ZIE[X|G)dP f (i b,-]lg‘.) E[ﬁg]dp
A A =1

I

> [ 15 B(X|5)dP
A ..

i=1

-

y por (a) se tiene que

>t [ 15EX|GldP = ib,-/ILB‘XdP
A . . A

i=1 §=1
) . n ot
. = / Zb,-na,.) XdP
/;g' A i=1
=
= ZXdP.
/
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Las variables aleatorias de esta forma se llaman funciones simples medibles.

(c) Si Z > 0y Z es G-medible existe una sucesién de funciones sxmples medibles (Z,,),1>1
tal que ' .

.0 Z2, 2,1 £ Zparatodanec INy
i, lim Zn(w) = Z(w) para casi toda w € Q.
Es claro que
1Z.X| < Z|X| € L'
y |ZnEBIX|g]| < ZIE[XIQ]I < ZIX| e L,

se puede entonces aplicar en los dos casos el Teorema de Convergencia Dominada.
Sea A € G,

/ZE[XIg]dP = ’zli’x&/ Z, B[ X|G)dP
A A
al aplicar el resultado de (b) a la integral del lado derecho se tiene
[ zBEix\9)aP = lim [ Z.xaP
A A
= [ lim Z.XdP
n—00
A .
= [zxap.
A

(d) Si Z no es como en los incisos anteriores, entonces la podemos ver como Z+ — Z—,

donde Z* es la parte positiva de Z y Z~ es el valor absoluto de la parte negativa de
Z. Por lo cual

/Z]E[Xlé]dP = f (z+ - z7) Bix\|6ldP
A A

/Z+1E[X|g]dP— fz—E[x|g]dP,
A A '

al aplicar el resultado de (c) a cada integral del lado derecho se tiene que

| ! ZE[X|G|dP 1 ZXdP
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4. Por la propiedad 3
y EZE(X|G]) = E[E[ZX|g])

S' por la propiedad 2 se cu'mple que ‘

EE|ZX|0)) = B|ZX).

5. AE[X|G]! + pIE[Y|G] es G-medible y para A € G se tiene que

[ CBX|G] + pBY|G)) dP = X [ EIX|G1dP + 1 [ BlY|G)dP,
< A A A
por definicién de esperanza condicional
A [ BIXIGWP +u [ BIYIGldP = X [ XdP+u [vap
A A A A

= f(AX + uY)dP.
A

6. Sea Y = IE[X|G] y supbéngase que existe A € G tal que PP(A) > 0y Y(w) < O para cada
w € A, entonces
o< [xdP= [vdP<o0
A A .
que claramente es una contradiccién.
7. Z = JE{JB[X|G]|C] es C-medible y para A € C se cumple que
[ zaP = [ Eix|Gl4P,
i} A A-
por la definicién de IE[{X|G] y porque A€ G
f E[X|GldP = / XdP,
A A

- - por lo tanto ’g
" E[E[X|G)|C] = E[X|C).




88

APENDICE A. PROCESOS ESTOCASTICOS.
8. La F[X] es una constante, por lo tanto es G- medible yparadeg
[ Eix1aP = Blx)P(4).
A

Por otro lado,
f XdP = f 1 XdP
A Q1

Y por independencia,

/ LaXdP = ( JlAdP) (ﬂ XdI"\)
Q Q

P(A)E[X]. ’

I

9. Como los elementos de ¥ son uniones ajenas de elementos de la particién (A4;);cr, basta

probar que para cada A; se cumple Io siguiente:
[ Elx|4)ap = [ xap.
A; A;
Veamos cuanto vale el lado izquierdo:

_ A/ E{X|AjdP = ,{ };Exp[x =x|Ai]) dpP

= P(A,) E :I:P[X = mii4i]
Tl

Por otra parte,

[ xap = Af (‘{_‘2 xn(xﬂ,) dP

= / (ZZ a:]l(x=z)n,4‘) ar
. Q €E

= > zP[X =g, Al
z€E

ga’,\\vi&
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Proposicién A.1 Sea N un nimero natural. Si (Xn)n>0 es una cadena de Markov con espacio

de estados €, entonces para toda n < N y para toda funcidén f: € — R,
E[f(XN)lj:n] = E[f(XN)IXn]:

donde F,, es la o-dlgebra generada por Xy, X1,..., Xn.

Demostracién:
Fn = o(Xo, X1,..., Xn)
= o{Xo =20, X1 = T1, .0, Xpn = Tn 2 T; € £,7=0,1,...,n}.
De hecho, los cilindros finitodimensionales
{Xo = 20, X1 = Z1, .-, X = Tn}(zo,z1,rzn)cEn+t

forman una particién de {2 que genera a F,.
Sabemos por la propiedad (9) de la esperanza condicional que:

Ef (Xn)|Fn) = Z;E[f(XN)lcillcu

donde (C;)ier es la familia numerable de todos los cilindros finitodimensionales.

Para un cilindro fijo

E[f(XN)lC;] = E[f(XN)IXn = Tny Xn—1 = Tn—1y e Xo = zO]

te

¥y como (Xgn)n>o0 €s una cadena de Markov
BE[f(X~)|C] = E[f (Xy)|Xn = zn]-

Por otra parte, tanib_ién por la propiedad (9) de la esperanza condicional sabemos que:
-z
=z

7 BUXMIX] £ 3 B (X8| X = 2alLixamen»

TnC€
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entonces
Ef (XmiFa] = 3 Bl (Xm)|Cille,
= S B (X0lX, = =i
= zZesE[f (XN Xn = Za)Lixp=zn)

= E[f(Xn)[Xn].

&

A continuacién se presenta la definicién de una martingala que es fundamental para poder
desarrollar la teoria necesaria para valuar una opcién. En base a una martingala se definen los

mercados en donde no existe oportunidad de arbitraje.

Definicién A.6 Una sucesidn de variables aleatorias integrables (M,)n>o0 definida en un espacio

de probabilidad (2, F, P), adaptada a la filiracion (F,)n>o es una martingala si

E[Mnl]‘- _1] = M,-,_]_ C.S.

para toda n en IN.

Propiedades de una martingala: ' -

1. Si (Myp)n>0 es una martingala
T a E[Mn] = E[MO]

para toda n en IV.

2. (Myp)n>0 €s una martingala si y sélo si
s E[Mn+j|-7:n] = Mn C.S.
=
para toda j = O.




91

3. La suma de dos martingalas es una martingala.

Demostraciones:

1. Por definicién de Martingala, para toda n > 1 se cumple que:

E[Mul.’F 1} =M,_, cs.,
lo cual implica que la siguiente igualdad es verdadera
E{E{Mn|Fnl] = E(M,_],
por la propiedad 2 de la esperanza condicional se tiene

IE{M,) = E[Mn_,],

y como esta dltima igualdad vale para toda n € IN, entonces se puede concluir que
E[M,] = E[M,)]
para todan € IN.

‘2. Por la propiedad (1) de la esperanza condicional

FE(M,|F.)] =M, cs.
y para.j = 1 como F, © Fpn4j—1 se satisface que
B\ Moi5|Fa) = BUE M| Foll Fass-l,
por propieda.dgs de la esperanza coﬂdicional y debido a que (M, )n>0 es una martingala

F BlBMug Fl|Frisms] = BUB Mo Fais| ol
= IB[Mpyj-1|Fnl,
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si 7 == 1 ya se tiene demostrado el resultado y si j = 2 se vuelve a condicionar la 1ltima
esperanza pero ahora con F,;;_» para tener

gt AR e T

E(Mn1j|Fn) = E[Mpy; 2| Fn),

este procedimiento se realiza hasta obtener

E(Mi|Fn) = E[M 1| Fa),
por lo tanto .
IE Mgy ;| F) = M, cs.
para toda 5 > 0.
La parte reciproca se demuestra tomando j=1.

Sean (Mp)n>0 ¥ (Xn)n>0 dos martingalas. Por linealidad de la esperanza condicional se
cumple lo siguiente:

PR

g

E[Mn + Xﬂlj:n-—l] =

FRNREEP

E[M,|Fao1] + E[ X | Fa-1]
= Mu_1+ Xn1 c.s.,

ademas para toda n > 0, M, + X,, es una variable aleatoria integrable y la sucesién ‘

(My + Xn)nzo es adaptada a la filtracién (Fn)n>o0 ya que 'i)or definicidén de ma.rtinga.lé.
cada una de las sucesiones lo es.

®

Los siguientes resultados se utilizan para demostrar la proposicién 2.5, ésta se bisa en el
problema de Dirichlet para hacer la valuacién de una opcién que no es propiamente europea

pero que sin embargo, se puede calcular su precio justo por medio del algoritmo que se da en
el capitulo 2 para las opcionés europeas.

Definicién A.7 La fécién T : & — IN es un tiempo de paro con respecto a la filtracion

(Fndn>o st el conjunto {w : 7(w) < n} pertevnece a F, para toda nn > Q:

"t

i S S 0

aise i AR N L BT S
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Proposicién A.2 Sea (X;,"”',p = m) una cadena de Markov con matriz de transicidn P, al
tiempo p y espacio de estados £, tal que X™* = z'. Sea B un subconjupto de £, se define el
- tiempo de salida de B por V2= = min{k > m, X,’C"‘“‘l ¢ B}. )
Si N es un nimero natural y se define T = fy’,;‘"' A N, entonces T es un tiempo de paro acotado

con respecto a la filtracién (Fn)nzo, donde Fy es la cr-dlgebra generada por Xo, X), ..., Xa.

Demostracién:

Probar que 7 es acotado se reduce a examinar su definicién, la cual nos dice que 7 < N.

Para dernostrar que 7 es tiempo de paro se tiene que verificar que para n € {m,...,,N} el’

conjunto {r < n} = {7’,}"" A N < n} pertenece a F,, esto es equivalente a demostrar que

{73 < n} U{IN < n} estd en F,. Como F, es o—é&lgebra basta ver que {y5* < n} y
{N < n} pertenecen a F, :

) {78 <n} = {inf{k 2 ni, X*™ ¢ B} < n} = Ui {Xi"™ ¢ B},
y para cada k de la unién {X™* ¢ B} € Fx C F,, entonces {v3™ < n} € F,.

) B . " 1) s’iN(w)>TL
i) {IN<n}={w:Nw) < } {Q si N(w) < n,

por lo que {N < n} € F,.

Por lo tanto, 7 es un tiempo de paro.
Definicién A.8 Sea 7 un tiempo de paro, se‘deﬁne a la o-dlgebra detenida al tiempo T como:
Fr={A€F : An{rt £ n} € F, para toda n € IN}.

Lema A.1 Sea (Xp)nzo una martingala con respecto a la filtracidén A(}",,),,ZO. Si k es un nimero

natural y 7 es un tig;npo de paro tal que 7 < .k:, entonces
= .

A

B(Xi|F) = X, c.s.. - - (A2)
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Demostracién: v
Primero se tiene que verificar que X, es F,-medible. Sea B un elemento de B p, entonces para
nelN ' .

{X. e BYn{r <n} = {X.eB}n (UL,{r=3})

= U, ({X- e BYn{r=j})

y para cada j de la unién, el conjunto {X, € B} N {r = j} pertenece a F; porque X; es
F;-medible y T es un tiempo de paro, en consecuencia {X, € B} N {r < n} pertenece a F,
paran € IN. l?or lo tanto, X, es F,-medible. v

El paso que sigue es probar la igualdad (A.2). Se define para j € {1,2,...,k} el conjunto
E; = {w:7(w) = j}, entonces 2 = U, E; y para A € F;
ANE; = An({r<jI\{r=<(G -1}
= An({r<j}n{r =< (-1}
= An{r<jI\{r=(G -1},
por lo cual AN E; es F;-medible. Si a este ultimo resultado le afiadimos la hipétesis que se
tiene de que la sucesién (X,),>0 es una martingala, entonces la siguiente iguald:ad es vilida:
[ xxaP= [ x;aP
) ANE; ANE; ’
y por la definicién de E; se cumple que
[ XwP= [ x.aP,

ANEy ANE;
al sumar en ambos lados de la igualdad sobre j = 1,2,.. ., k se concluye que

/ XdP = f X dP.
A A

Por lo tanto,

E[X,|F.] =X, c.s..

= -

El siguiente resultado es conocido como Teorema de Muestreo Opcional:
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Teorema A.l Sea (Xy,)n>o0 una martingala con respecto a la filtracion (Fp)nxo. Si 1 y T2 son

dos tiempos de paro tales que 11 < T2 < k, entonces
FE[X.,\F,) =X, cs.. (A.3)

Demostracién: )
En la prueba del Lema anterior se verificé que X, es F,,-medible, por lo que sélo falta demostrar

que la igualdad (A.3) es vdlida. Como 71 < 72 entonces F,, C F,, y por la propiedad (7) de la

esperanza condicional
E[X|Fr) = EE[Xg|FrlFnl cs.,

si aplicamos el Lema A.l1 en ambos lados de la igualdad se concluye que
Xn = FE[Xn|Fn] cs..

®

Por 1iltimo, se presenta una proposicién que es de mucha utilidad para el dasarrollo teérico del.

método probabilistico:

Proposicién A.3 Sea X una variable aleatoria y {X,}n>1 una sitcesidn de variables aleatorias,

son equivalentes:

(1) Xn 2 X

(2) lim, 00 E[f(X,.,)] = IE[f(X)], par;a. toda f i R — R conlinua y acotada.

Demostracién:

Primero se demostrard que (2) implica (1), para demostrar (1) es necesario probar que para

toda z en el conjuntg ’_§1e continuidad de Fx (funcién de distribucién de X) se cumple que
z -

P

dim Ellx,<z)] = BE[Lixz)]
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Para llegar a esta igualdad, se empieza por afirmar que para toda & > 0 existe una funcién

@ : B — [0, 1] continua tal que: “

’ 1 81 t<zx
Ppe(t) = .
0 si2 t=2z+e,

para z € Cp,., donde Cr, es el conjunto de continuidad de Fix. .
Si se desea probar la anterior afirmacién sélo basta tomar ¢:(t) = L(z+e—t) parat € [z, z-+¢€],

tal como se muestra en la siguiente figura.

A

Pe (t)

v

rz xT+¢€ t
Por hipétesis
nll,rgc E(p:(Xn)] = Elp:(X)]
y debido a que @ (t) < L{i<zte) tenemos que
Elp. (X)) < BEll(x<zie)] = P[X < z + ] = Fx(z +¢),
perc también se cumple que Licz} < @:(t), de donde
lim sup Fix, (z) = limsup P[X, < z] < limsup Elp.(X,)] < Fx(z + &),
n—o00 n—oo n—o0

como estas desigualdades son vdlidas para toda € > 0 y = € Cr,, podemos decir que «..

lim sup Fx, () < lim Fix(z +¢) = Fx(z*) = Fx(=z).

n—+00 e—0 .

Por otro lado, se demostrard que Fx(z~) < lim inf F;},. (z), para lo cual se afirma que para toda

€ > 0 existe una funcién 7). : R — [0, 1] continua tal que

L .
= 1l st t<zxz—¢
%7 '¢'s(t)=

0 si t>uzx,




- o7
para z € Cry-

; La demostracién de la afirmacién anterior se puede realizar tomando .(t) = i(z — t) para

* t € [z — g, 7]; tal como lo muestra la siguiente figura.

:

Pe(t)

Vv

! Por hipétesis
] lim Efpe(Xa)] = Elp:(X)],

ademés 1 (t) = L{:<z—c} POr lo que

Ele(X)] 2 P(X < = — &) = Fx(z —¢)

pero también tenemos que lg<z) = e (), entonces
t ‘ liminf Fx, (z) = liminf P[X, < ] > liminf By (X)) 2 Fx(z —¢),,
ya que las desigualdades se valen para toda € > 0 y =z € Cr, podemos decir que-

liminf Fx,(z) = lim Fx(z —¢€) = Fx(z™) = Fx(x).

Hasta este momento se ha demostrado que
Fx(z) < liminf Fx,(z) < liix: sup Fx,(z) < Fx(z),
que es equivalente a
lim Fx,(z) = Fx(z),

por lo tanto, X,; —"L)’fé? .

Para probar la parte reciproca, primero se demostrard que el resultado es vdlido para funciones
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en C! con soporte compacto (Cg).

Sea f € CL, como sabemos que f' € Cx podemos decir lo siguiente

Bl (X)) = [ f®)dPx. () = [ U f.'(u)du) dPx, (t),
R R o

por Fubini

| / (/t f’(u)du) dPx. (t)

R 5]

/‘f,(u).(fdPxn (t)) du

R u

= / F(w)l — Fx,(u)]du.
A .

Ahora se obtendri el limite cuando n tiende a infinitc de la dltima integral, para hacer esto sz
usard el Teorema de Convergencia Dominada con respecto a du = f'(u)du. De la hipétesis se -
puede deducir ficilmente que (1 — Fx, (x)),, converge c.s. al— Fx(z) y |1 — Fx,(z)| <1 para

toda nn > 1, por lo cual
Jim [ () = Fx,(@)du = [ F@)1 - Fx(w)ldu = B[f(X)],
R R

por lo tanto,

lim B (Xn)] = BlF(X)] *

para toda f € Ci.

El siguiente objetivo es demostrar el inciso (2) para f € Ck, la prueba empieza con la afirmacién

de que para toda € > 0 existe g € Ci. tal que ||f — g|| = sup,{|f () — g(¢)|} < §, bastaria tomar
2

g = f % ¢ donde ¢ es una funcién muy suave como exp% y (*) denota la convolucién entre las

dos funciones. Como g € C}k, existe N € IN tal que para n > N
€
HE[g(X3)] — Elg(X)]] < 3,

entonces las sig‘uiéx}tﬁs desigualdes son vilidas para n = N:
=

T VB (X)) - BUFCOI < MBLF(Xa)] — Ela(X|

0

\
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+ | EBlg(Xn)] - Elg(X)]|
+ |Blg{X)] - Blf (X))

< E+E+E-—tz
4 2 47

por lo tanto,
lim B (Xn)] = Bf (X))

para toda f € Cg.

Con este resultado, la demostracién de que la igualdad anterior vale para toda f en el conjunto

de las funciones ‘continuas y acotadas (C,c), es consecuencia del corolario A.1 que se presenta

maias adelante. ’ '

La siguiente proposicién ayudard a probar el corolaric A.1.

Proposicién A.4 Sea (Pp)n una sucesién de medidas de probabilidad en R y P una medida

de probabilidad en JR. Son equivalentes:

. (a) imp oo [ fAdPn = [ JdP para toda f : R — R continua y acotada.
: R R
: (b) limg, oo [ fdP, = [ fdP para toda f : R — R continua y de soporte compacto.
i : R R -
Demostracién:

Es inmediato decir que {a) implica (b) porque si una funcién f : R — IR es continua de soporte

cémpacto entonces f es continua y acotada.

Reciprocamente, sea f : R — R continua y acotada y sea € > 0. Se puede trabajar bajo el

supuesto de que [f| < 1, si esto no fuese cierto se sabe que existe M € IN tal que |f| < M y se _
trabajaria con fi = F/M. L

Como P(R) =1, gfgj:onces existe [—L, L] intervalo tal que
=

P
b

~

P(-L,L) 21—,
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lo anterior es cierto porque 1 = P(R) = lim,e P([—7n, n}). Por lo tanto existe ¢ continua de

soporte compacto (0 < ¢ < 1) tal que

- [edP > P(-L,L)21-%, e
R

lo que implica que

[a-eaP<z.
R
Para demostrar la existencia de ¢, basta tomar

1 si z € [—L, L)

L+1—z size (L,L+1]

L+1+xz size|[-L—-1,—~L)

0] siz € (—oo,—L — 1)U (L + 1,00),

la figura muestra la funcién ¢(x).

¢ p(z)

[
?

—-L—-1 —L L L+1 x

Como ya se mencioné, ¢ es una funcién continua de soporte compacto y la hipétesis nos dice
que .
lim [ wdP, = [ pap,
R R
entonces existe. N € IV tal que para n > NN se cumple que

”

“
Z. [ edPn> [aP - =,
y oA R
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por (A.4)
> [ [

lo que implica que
/(1 — p)dP, < %

Por otra parte, ® = @.f es continua de soporte compacto, por lo que existe M € IN tal que

Léwdp /wfdP

Por lo tanto, si n > M + N se cumple lo 51gu1ente

M fdp, fdP’ < llécp. fdpP, — f o.7dP
R
+ lffz(l — Q) fdP,| + u(l — Q) fdP

< L+ [a-o)lfldP. + [ - o)lflaP
R R

para n > M se cumple que

[OARY]

2

€
< = —_ —_
< 2+/(1 <p)dPn+/(1 ©)dP
R R
< € +£ + 2 -
27475 '
< €
lo que demuestra (a). P

El siguiente corola.no servira para concluir la demostrac16n de la proposicién A 3, la prueba de -

este corolario se basa en la proposicién anterior.

Corolario A.1 Si (Xn)n es una sucesidn de variables aleatorias en (Q,F,Q) y X es otra

variable aleatoria (Lﬁmda en (Q,F,Q), son tales que:
Z- Jim f F(Xn)dQ = f F(X)dQ
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paru todu f : R — R continua y de soporte compacto.

Entonces,

Jim [ F(Xa)d@ = [ £(x)dQ
Q [e]

para toda f : R — R continua y acoiada.

Demostracién:

Por hipdtesis se tiene que

Jim [ F(X)d@ = [ 7(x)dQ
2] o )

para toda f : R --» R continua y de soporte compacto.

En ambos lados de la igualdad se puede a.plicé.r el Teoremia de Cambio de Variable para tener

que

lim, [ £(2)dQx, = [ f@)dex (A.5)
R R

para toda f € Cx y en donde dQx, es la medida inducida por X,;, asi como dQx es la medida

inducida por X.
Con ayuda de la proposicién A.4 podemos afirmar que (A.5) se cumple para toda f € Cge. Y-

nuevamente por el Teorema de Cambio de Variable, podemos ver a la ignaldad anterior como
Jim [ F(x2)d@ = [ £(x)dQ
o Q

para toda f € Cqe. : Q‘

W
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Definicién B.1 Parae ¢ € S se define la integral estocdstica como

—/OT (P(t)dBt = iXi(Bt.‘-H - Bt-)

i=1

Lema B.1 Sea ¢ € S.

JE[/OT w®)dB) =0 y - JE[(_/OTga(t)dB,)ﬁ] = JE[/OT <2(2)dt).

Con el siguiente resultado queda determinada la integral estocéstica para toda funcién en JH?:

Teorema B.1 Para todo p = IH? eriste una sucesion (¢n)n>1 en S tal que @, converge a ¢

tanto en IH? como casi seguramente. Ademds en S2(2) se tiene que

T . T
fo p(t)dB; = lim /0 Pn(t)dB,

B(["ot)aml =0, B[ e®)dB)) =Bl @@l

Es posible asociar un proces a la intégral estocéstica de una funcién ¢ en JH?, dicho proceso

estd definido por:
t
W) = W(plpg) = [ ¢(s)dB,,
. [\}

una propiedad importante de este proceso se da en el teorema que a continuacién se presenta:

Teorema B.2 Si ¢ € IH?, entonces el proceso (Il(o,g](s)tp(s,w))bo estd en IHZ y

T .
(Wt((p) = Of ]l(o,t](s)<p(s,w)dB,) es una martingala continua para t € [0,T].
: t>0

e .
Este resultado es fuBdamental para demostrar el teorema 3.1, al igual que lo es la férmula de

It6. Para dar esta férmula primero se tienen que definir los procesos de 1t: CT
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Definicién B.2 Un proceso de Ité es un proceso continuo, adaptado y de cuadrado integrable,
de la forma:

' t t
X, = Xo + fo b(s)ds + /0 w(s)dB, . . (Ba)
donde:

e X, es una variable aleatoria Fp-medible.
e b es un proceso adaptado, tal que IE[(JT |b(s)|ds)?] < co.
B es un movjmiento browmiano estdndar, con valores en R.

e ¢ es un proceso adaptado en H?([0,T) x Q).

Teorema B.3 Sea (X:)i»o un proceso de Ité de la forma (B.1) y f una funcién en CL2(R).
F(t, X:) es un proceso de Ité de descomposicidn:

F %) = f(Xo)—i—/ 2 (syds + [ ZL(s, x,)ds

62
+ [ 2 (s, x)p(s)dB, + 5 /0 oL (s, X0 (s)as.

Ala descor"ilposicién de f(t,X.) se le llama férmula de It6 para el proceso (Xi)e>o-

Un movimiento browniano que empieza en z se puede ver como un proceso de Ité, ya que
t
a:+Bt=:z:+/ dB,,
(1]

entonces la férmula de It6 para un movimiento browniano que empieza. en T es:

ftz+B) = fl=z )+/ (s,z+B)dB +/ (s:z:+B)ds
t
+ = 2 'y B2 2(s,$+B,)ds

En el capitulo 3, se demuestra que el modelo de Black-Scholes es la solucién de una ecuacién
diferencial estocésticgrde la forma

"t

dXt = b(t, Xg)dt -+ O'(t, Xt)dm: Xo =T
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que bajo la forma integral se expresa como
t t %
Xi=z+ /(; b(s, X,s)ds + /0 o(s, Xs)dB;, - (B.2)

tal que cumple con los siguientes puntos:

e b(t,z) y o(t, ) son funciones definidas sobre ' x R con valores en R, conjuntamente

medibles,
e existe K tal que, para todo xz,y € Ry toda t € [0,T]
6@, z) — @, )|+ |lotz) —oc@ | < Klz—y] v
e para todaT > 0

Ji  |b(2, 0)[2 + |0 (8, 0)[Pdt < oo

El siguiente resultado es de utilidad en este trabajo porque exhibe propiedades acerca del
modelo Black-Scholes, las cuales se usan como medio para hacer la valuacién de una opcién

europea.

Teorema B.4 Bajo las hipdlesis precedentes, para toda condicidén inicial Xo, determinista o

aleatoria, de cuadrado integrable, Jo-medible,

(a) ewziste una tnica solucién de la ecuacién (B.2) tal que pertenece a IH?*([0,T] x Q) para

toda T y

-

(b) la solucidn de (B.2) es un proceso de Markov.

WA
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