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INTRODUCCION

En este trabajo, construiremos , los nimeros p-adicos, donde p es un
numero primo .

Su utilidad en la Teoria de los Numeros es de gran importancia, como lo
muestra por ejemplo el teorema de Hasse-Minkowski que dice :

“Una jforma cuadrdtica con coeficientes enteros tiene solucion en los
niimeros enteros si y solo si tiene solucién en los nimeros reales y en los
numeros p-adicos para todo primo p” .

Fue el matemitico alemén Kurt Hensel (1861- 1941) quien construyd, para
cada numero primo p, esta nueva clase de nimero y que fue inspirado en el
hecho de que si una ecuacion con coeficientes enteros F(xy, ..., X1) = 0 tiene
solucion en los enteros entonces la ecuacién F(x,, ..., x,) =0 (mod m) tiene

solucién para todo entero m ysi m= pal . paz pa" es la descomposicién
de m como producto de primos enteros entonces la ecuacion F(x,, ..., x1)
=0 (mod m) tiene solucién siy sélo si F(xy, ..., X;) =0 (mod p,%) tiene
soluciébn para cada i=]I, 2, ...,r.

Hensel not6 que la solubilidad de F(x), ..., X1) =0 (mod p%) era
equivalente a la solubilidad de la ecuacién en los niimeros p-adicos.

La analogia que hay entre los nimeros reales y los numeros p-adicos
puede ser desarrollada de muchas maneras, la construcciéon que aqui
presentamos estd hecha de manera andloga a la construccién de los nimeros
reales a partir de los nimeros racionales, mediante sucesiones de Cauchy,
dando para esto un significado diferente a la nocidon de convergencia, es



decir, cambiaremos la métrica usual en @Q por otra, llamada la métrica p-
adica .

Como esta métrica tiene algunas propiedades que no tiene el valor absoluto
usual, se obtienen resultados particulares, como por ejemplo el siguiente
teorema que no es verdadero para la métrica usual :

Si K es completo respecto a una valuacion no-arquimediana l I, y si
{qn} es una sucesion de elementos de K tal gue lim,_,.a,=0 entonces

€N
2 _ap converge.
n=1




CAPITULO 1
VALUACIONES SOBRE UN CAMPO

En este capitulo estudiaremos una generalizaciéon del valor absoluto usual
sobre Q. Mas concretamente, introduciremos la nocién de valuacion (de

rango 1)sobre un campo K, entre las cuales el valor absoluto es un ejemplo.
El objetivo principal de este capitulo serd determinar todas las valuaciones
sobre QQ salvo cierta equivalencia que definiremos mas adelante.

Sabemos que el valor absoluto sobre Q@ es la funcién
Il :e-R

dada por
xsix=0
=1

—-xsix<0

y satisface las siguientes propiedades parax,y € Q

() Ixl=0 y Ix|=0siysolosix=0
@) [x- y|=Ixl- [yl
(3) [x +yl < x|+




Extendemos ahora este concepto, y aunque nuestro objetivo es  estudiar las
valuaciones (de rango 1) sobre €, daremos la definicién en general y
algunos resultados para cualquier campo K, que posteriormente
aplicaremos al caso concreto de Q.

Definicién 1.1 Una valuacién sobre un campo K es una funcién

| |:x—®

que satisface paratoda a, &  K:
() |a|=z0 y |aj=0siysolosia=0
(2) la-8|=al-J¢|
(3) la+v)<la} ]|

Ejemplos :

Son valuaciones sobre K las siguientes :

1. Sea K un campo, definimos :
| :Kk— R

dada por

l‘1‘={Osia=0

1sia=0,

y se denomina la valuacion trivial.



2. K= Q y || lafuncién de valor absoluto usual.

3. K=R y || Ilafuncién de valor absoluto usual.

4. X=C y || Ilafuncién de valor absoluto usual dada por :
|x+8]= x>+ 32

Definiciéon 1.2 Una valuaciéon sobre un campo K se llama no
arquimediana si satisface :

la + b} < max{lal, )b}

Proposicién 1.1 Si || esuna valuacién sobre un campo K, entonces :

DEY=1
i)\~ al =\al

1
iija™| = Tl sia=0
Nal_lal
rv)‘—{: T, sib#0
b| |b|
Ademas, si I L° denota el valor absoluto usual sobre R, tenemos :

wal -1l <la+ b
vilal - bll,, <la -8




Proposicién 1.2 Sea || una valuacién sobre un campo K. Son
equivalentes :

(Dlals1=la+1=1
@) la + 8l < max{lal,l6l}

Demostracion
(1) = (2) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

lal = max{lal. 1bl}

(i) Si lal=0, entonces |b|=0 y asi,

a + b|= max{|a|, ]bl} =0

R b
(i) Si |a|# 0, como [b[<lal, entonces ;{Sl y asi, por (1),

)-ll-+l\sl,
a

lh_a{sl
a

1
la—'-\a+b\s1

Entonces

y de aqui tenemos que la+5| < la|= max{al,|bl} .

(2) = (1) Supongamos que |a] <1. Entonces tenemos, por hipétesis,

la +1) < max{lal,1ll} =l




Proposicion 1.3 Si || es una valuacién no arquimediana, y si la} = 8],
entonces

la + b =max{lal.Ibl}

Demostracion
Supongamos que }a} > |b]. Entonces, porser || no arquimediana
lal=la +b + (-b)| < max{la + Bl,|- I} .
Pero
max{la +bl}- b} = la + B,
ya que si

max{la + b),|- b} = 5]

entonces tendriamos que |a| < |5}, contrario a l1a hipétesis. Por otro
lado, tenemos que

la + bl < max{lal,|6l} =lal

Por 1o tanto

la) < max{la + bl,|- bl} = la + bl <lal

Concluimos entonces que lal=|a + 5]
[ ]

Observacign : En el caso en que lal= 5|, 1a proposicion 1.3 no
es verdadera como lo muestra el siguiente ejemplo :

Sia = -b, entonces |a| = |- b} = |b], asi que en el caso que la} = 0
tenemos que la +bl=0 = la}.

Teorema 1.1 Sea || unavaluacién no arquimediana sobre K.
Entonces, F={a € K/ [a|< 1 } es un aniilo conmutativo con identidad
yP={a €eK/|a|<1} esel imico ideal maximal de V.




Demostracion
Sean a, b € ¥, entonces, como | | es no arquimediana, tenemos que

la + b| < max{lal,lbl} < 1
la-b=lal-bl<1.
Porlotanto, a+ b y a-b pertenecen ambos a V.

Ademas, 1 V, asi que V es un anillo con identidad .

Por otro lado :
(1) Pesunideal de V.
Si a, beP y r e V entonces,

la + bl < max{|a),1b]} <1
la-r|=lal-Irl<1
(2) P es maximal

Si P’esunideal de V talque P < P’V entonces P’=V . Ya que si
ac P’-Pentonces jal=1yasi a'e ¥V y deaquil € P’ yasi P=V,

Recordemos que si R es un anillo y M es un ideal de R entonces M es un
ideal maximal de R si y sélo si }%v{ es campo, asi que en nuestro caso, por
el teorema 1.1 ¥/, es campo.



El anillo V se llama el_anillo de valuacion asociado a_la valuaciéon no
arquimediana || y el campo V/P se llama el campo de clases residuales .

El siguiente teorema es de gran importancia para nuestro estudio.

Teorema I.2 Sea K un campo con una valuacién l l, Y supongamos que
Im{ < d para todos los enteros m de K (aqui el conjunto de enteros se refiere
a una imagen isomorfa de Z, si la caracteristica de K es cero, 0 a una
iméagen isomorfa de Z ., si la caracteristica es p).

Entonces, la valuacion
| | es no arquimediana.

Demostracion
Sean a, b € K, neN y supongamos que |bj <lal.

Entonces
i@an_, b,l
i=0 i

<3l

<3 (er '
< dia
= (n+1)-dlal

= (n+1)-d(max{jal bj})’

Tomando laraiz n-ésima a ambos lados de la desigualdad tenemos

la+ 8" =|@+b)|=

la + b < |a)- ((= + 1)d)*




pero
tim,_, ((n+1)-d)* =1

entonces

la+b| < |a| = max{lal, b}
=

Corolario 1.2 Si K es un campo de caracteristica distinta de cero y l \ es
una valuacién sobre K entonces, || es no arquimediana.

Demostracion
Sea p la caracteristica de K y sea m e Z con 0 <m < p-I, entonces

I < U+ .+ <p-1

Por el teorema 1.2, || es no arquimediana.

Corolario 1.3 Si K =Z p, la unica valuacion es la trivial.

Demostracion
Como la caracteristica de K es distinta de cero entonces cualquier
valuacidn sobre X es no-arquimediana, asi que
Ixl = oo 4l < max{ll,..., W} =1

paratoda x e Z . ™




Por otro lado, no puede suceder que |x} <1, ya gue si esto sucediera para
x#0 entonces 1<|x'| y esto es imposible por (*). De aqui obtenemos que
x|=1,paratodox=0 en Z,.

Definicion 1.3 Sea K un conjunto. Una funcién d: K x K—R se llama
métrica si para x, y, z € K se satisface :

i) d(x,3)=0 y d(x,))=0 siysblosi x=y

it) d(x,y) =d@, x)
iid(x,y)<d(x,z) +d(z y)

Como en el caso del valor absoluto usual sobre R, cada valuacién sobre un
campo K induce una métricaen K :
Sea || una valuacién sobre K.

Definimos
d:-KxK—->R

como sigue :
dax, y) = |x-3]

Claramente d es una métrica en € K

Asi que dada una valuacién | | sobre K, podemos considerar a K como un
espacio métrico, con la métrica inducida por | |.




Esto nos permite trabajar con el concepto de convergencia de una sucesion,
de Cauchy, etc. en K.

Definicién 1.4 Sea K un campo y | | una valuacién sobre K. La sucesién

{a,,} de elementos de K se llama de Cauchy con respecto a la valuacién | |,
si para cualquier numero real &> 0, existe un nimero natural N tal que
,,—a,,,‘<r—: sin, m>N.

Definicion 1.5 La sucesion {a,,} se llama nula con respecto a la valuacién
| l, si para cualquier numero real &> 0 existe un nimero natural N tal que
]a,,) <& paratodo n>N.

Sean || y ||, dos valuaciones no triviales sobre K.

Definicién 1.6 Dos valuaciones no triviales | |, y | |, son equivalentes, y lo
denotaremos por | |, ~} |, si lal, <1 implica lal, <1.

Teorema 1.3 Si || =||, entonces lal,= 1 implica la},=1.
Demostracion
Supongamos que lal,= 1, como ||, es no trivial, existe b € K tal que |b],<1

(esta b siempre existe, ya que si tuviéramos c £ K tal que }c|,> 1 entonces
leli=< .

(a"bl‘ = lal7 18], <1,

10



y como || =~||,, entonces

]tz"b]z <1

lal, < (Ellz—)”

tomando el limite cuando n—» « tenemos lal,< 1.

asi que

Ahora, si hacemos lo mismo para a~' obtenemos

o™, <1

‘alz= 1.

y de aqui concluimos que

Teorema 1.4 Larelacién = es de equivalencia.

Demostracion

Claramente = es reflexiva y transitiva .
Veamos que es simétrica.

Supongamos que | |, =||,.
Supongamos que lal, < 1. Debemos probar que lal, < 1.

Si lal,;2 1, entonces [a7'|, <1 y de aqui

la—' =1 o la"L<l.

Veamos que es imposible cualquiera de estas dos tltimas afirmaciones y asi
tendriamos entonces que |al, <1.

11




(1) Si Ia“,l=l, el teorema 1.3 nos diria entonces que Ia'llz =1, lo que
no puede ser ya que esto implicaria que lal,= 1.

@Si |a™) <1, como || ~||,, entonces la7'|, <1 y de aqui lal,>1 que
contradice a la hipotesis.

Por lo tanto ]al]<] y asi l 'z gl ’1‘

Teorema 1.5 Si || =||, entonces ||, =|{" paraalguna y e R*.

Demostracion
Seaae K, a=0y be K tal que b, > 1y fijemosla.

Entonces lal, = bl donde
log lal,
a=—"]
log |bl,
Ahora, sean n, m £ Ztal que %,> a.

lal, =Bl < bl

bn

1

y como || =|{,, entonces

12




aﬂ
-

y asi
lal, <[p)7= paratoda n,m € Z tal que %,>a'.
n Nin
Andlogamente, para - <&, tenemos |al, >lb[2 y asi obtenemos
@
\al, =8, .
Entonces
o = Joglal, _ loglal,
loglsl,  loglbl,
y asi
loglb],
log la[z = log\b\, -loglal,

log|dl,

Tomando K=o 1z~ tenemos que lal, =lal{ para cualquier at K, a=0.
1

Ademas [0f, =0l}’

13



Teorema 1.6 Son equivalentes las siguientes afirmaciones :

il =1,

2) {a,,} es una sucesion nula respecto a ||, siysoélosi ||, es una sucesién
nularespectoa | |,.

Demostracion
m=@

Supongamos || ~||,. Por el teorema 1.5 || =||. Sea {a,} una
sucesion nula respecto a | |,y sea £>0 sabemos que Ve existe NeN tal

que la,, L <¥e para cada n> N.
Por lo tanto la,.lz = la,,l: < & para cada n>N.

Concluimos asi que {a,, }es nula respecto a l L .
@=(1)

Sea la], <1.

Entonces {a"} es nula respecto a | L y asi por hipétesis {a"}es nula

respecto a ||,. Entonces, dada &= 1existe N tal que lal; =|a"|, <1 para
cada n>N.

De aqui obtenemos que Jal, <1 yasi | L =] L,-

14



CAPITULO It

COMPLETACION DE UN CAMPO

El campo @ con el valor absoluto usual no es un campo completo. Si

consideramos @ con el wvalor absoluto usual, podemos ver que existen

sucesiones de Cauchy que no convergen . Recordando nuestros cursos de
analisis, mediante un proceso de “completacion” construimos el campo de
numeros reales (respecto al valor absoluto usual) en el cual cada sucesiéon de
Cauchy converge. En este capitulo estudiaremos la completacion de un
campo respecto a una valuacién dada

Definicién 2.1 Sea K un campo y | | una valuacién sobre K. Sea {a,}
una sucesién de elementos de K. Se dice que la sucesion {q, }converge a
un elemento @ € K, y en este caso 1o denotaremos lim _ _ay =a, sipara

cada numero real £> 0 existe un nimero natural N tal que ]a,, —a] < & para
toda n>N.

Definicién 2.2 Una sucesion {q,,} es una sucesién de Cauchy con
respecto a una valuacién || si, para todo £>0 existe una N en los
naturales tal que )a" - aml< €, paratodom, n >N.

Propesicién 2.1 Si {a,,} es de Cauchy entonces es acotada .




Demostracion
Sea €= 1. En la definici6én de sucesién de Cauchy encontramos que existe
algan N tal que la,, —a,|<1 para m, n >N.

En particular

aml—laN_I[s[am _aN—1'<l
= telay

Sea B=max{‘am‘ /msN+1}.

Entonces 1+28 es la cota de la sucesidén ya que

ta l={1+B
m B<1+B

paratoda m > N.

Asi pues, {am rm<N } esta acotada ; puesto que los a, restantes son en
numero finito, toda la sucesion esta acotada.

Definicion 2.3 El campo K se llama completo respecto a la valuaciéon I l si
cada sucesi6n de Cauchy en K respecto a | | tiene un limite en K.

De la misma manera que se define convergencia de una serie infinita en R

respecto al valor absoluto usual, lo podemos. hacer para un campo completo
respecto a una valuacién y es valido también el resultado de que si
o0

nZ=:1 a,, converge entonces lim,, ,.,a,,=0. Sin embargo recordemos que el

16



inverso de este resultado no es cierto en &R respecto al valor absoluto
usual, consideremos la serie arménica como ejemplo (ver apéndice). Pero en
el caso en que | | es no arquimediana , este resultado si es valido.

Definicién 2.4 Dada una sucesion {a,, } usaremos la notacién iaﬂ (p=q)
n=p
para expresar la suma a,+a, +.+a. A {a,} le asociamos una sucesién

{s}. donde

n
s, =X a, = a +a; +az+..+a,
1=1

A los numeros s _se les llama sumas parciales de la serie

Definicién 2.5 Sea K un campo y | | una valuacién sobre K. Sea {s,,}una

sucesi6n de elementos de K . Si la sucesién {s,} es convergente y si existe

el /Jims =s como un niunero real, entonces la serie > a,  se llama
n—»mo n n

convergente y se escribe

oo
Ya =a +a +a,+..+a +...=s
“n 1 2 73 n

Teorema 2.1 Si K es completo respecto a una valuacién no-arquimediana
I}, vysi {an} es una sucesion de elementos de K tal que lim, ,a,=0

o0
entonces zl a,; converge.
Fi=

Demostracién
Supongamos lim, ,.a,= 0 y consideremos {s,} la sucesién de sumas

parciales. Si 2> m tenemos que

Is. — s,,,,|=‘a’H l+...+a,,\ smaxfja,| / i=m+1,...,n} >0
17




Veamos que {s,} es de Cauchy.

Sea £> 0. Sabemos, entonces, que existe N tal que ]a,,) <& si n>N.
Si n> m>N, entonces

,s,, —s,,,l Smax{la,}/i: m+l,...,n}<e

a
Como K es completo, entonces Za,, converge.

Definicién_2.6 Sea K un campo y H una valuacién sobre K y K

subcampo de K. Sedice que Kes densoen K si paracada a € K ye>0,
existe a’e K tal que [a’-a] <e€.

Definicién__2.7 Sea (K, ||) un campo valuado . Un campo K ; una
valuacién | |* es una completacién del campo valuado (K, | }) si existe un
morfismo de campo

¢o: K>k
tal que:

(1) R es completo respecto a | |~
(2) o(K) es densoen K
(3) Paratodo xe K, ix|= Lo 1~

Dado el campo K y || wuna valuacion sobre K, construiremos la
completacion de K respecto a esta valuacién, es decir, construiremos a
continuacién un campo X, completo tal que K es isomorfo a un subcampo
denso de K y mas ain este isomorfismo preservard distancia (isometria).



Sea A4 ={{a,,}/ {an} es sucesion de Cauchy en K respecto a l | }

Definimos en 4 una suma y un producto como sigue :

{an}+{bn}={an +bn}. {an}-{n}=l{an -bn}

Estas dos operaciones estdn bien definidas en 4 como lo muestra la
siguiente :

Proposicién 2.2 Si {a,,} y {b,,} son sucesiones de Cauchy en X,
respecto a ||, entonces {a,}+ {6}y {a.}-{b,} también lo son.

Demostracién
Sea €> 0. Existen N, y N, numeros naturales tales que :

la,,—a,,,l<% y Ib, —b,l<% para todo n, m > N, y para todo
r, s> N,.

Sea N=max{N,, Nz} y n,m>N.

Entonces
la, +8, - @, +&,)|< |a, —an|+ b -b.|< 54 + 54 =

{a,, +b,,} es de Cauchy.

19



Por otro lado, como {a,} y {8,} son de Cauchy, porla proposicién 2.1
entonces son acotadas.

Entonces, existen M,, M,R tales que

\anl< Mls ‘bn\< MZ
para toda n.
Asi que, dada £>0, existen N, y N, numeros naturales tales que

&
2- M,

la, —am|< 2.;,[‘ y Ib,—-b,l<

para todo n, m> N, y paratodor, s> N,.

Sea N= max{N,, N2} y n,m>N.

Entonces

la,,b,, —ambml = Kan “"m)bn + (bn —bm)aml
<lan — am|bnl + br —byn-laml|
<lay, — @) My +|br — b~ M

& £ _
<m—l--Ml+m—2‘°M2—é‘

20




Teorema 2.2 (4 + - ) es un anillo con identidad y
J={{a,,} ceAll{a,}es nula} es un ideal maximal de A4, y porlo tanto 4 /Jes

un campo.

Demostracion
Claramente (A4, +, - ) es un anillo donde el neutro aditivo es la sucesion
constante cero y el elemento identidad es 1a sucesidn constante 1.

Demostraremos ahora que J es un ideal maximal de 4.

a) Jes un ideal de A.

Si {a,}y {b,} sonnulasentonces {a,-+5b,} esnula, yaque

la + bl lan] + 1]
Claramente la sucesiéon constante cero es nula.

Si {a,}eJy {c.}= A entonces {c,}- {a,} e J yaque, como {c,} esde
Cauchy entonces esta acotada, digamos por M, entonces

leaan) = Mia,|

b) J es maximal

Supongamos que /es unidealde A talque J=/ y J=1 .

Veremos que /= A4.
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Sea {a,}el y {a,}«J. Entonces {@,} no es nula, por lo que existen
€0 y un natural N tal que )a,,) >z € para toda n> N, porque de otra
manera tendriamos que paracada €> 0 ycada N existe, n >N tal que
‘an\ <e. ™

Por otro lado como {a,}es de Cauchy, sabemos que dada € > 0 existe un
natural N tal que

la, —a,|<& para todo n, m>N

Asi que para cada m >N

|am| <\a,)+la, —ayl<2&
donde »n tiene la propiedad (*).

Esto 1ltimo nos dice que {a,} es nula, lo cual contradice la hipétesis.

Asi que, como {a,}no es nula, a partir de algin entero N, a,+ 0 entonces

definimos :
Osins N
b, = —l-—si n>N

n

Esta sucesion {b,} es de Cauchy.

Sea £>0.



Existen €” >0 y un natural N, tal que

la,} =€ para n>N,
R
Es decir, = — para n>N,
a,| €
Por otro lado dada €’ 2 -g > 0 existe un natural N, tal que

|On —Gm| < &7 e

sin,m>N, (porser {a,} de Cauchy).

Sea N =mdx{N,, N,} ysean n, m>N tenemos
_ - 1 1 _lan—am
o =B} }'cf a—,..{ ‘ a,a, \
_ 1
e
1 02

<'£—'2—'8 E=£

Por lo tanto {b,}es de Cauchy y asi {b,} € A.
Observemos que {b,}-{a,}={00,....0,L1,..}={11,..} - {1,1,...1,0,0,.. }

Como I esunidealy {a,}< I y por ser {1,1,...,1,0,0,. } una sucesion nula
entonces pertenece a L.

Concluimos de aqui que {1, 1, ...} pertenece a I y asi I=A.



Por lo tanto J es un ideal maximal de 4 y entonces E=A/, €s un campo.

|
Introduciremos ahora una valuacién sobre k.
Definicion 2.8 Sea a={a,}+Je k, definimos
| : k>R
dada por
lal'= lim a

n—>w| n

En el siguiente teorema veremos que | \, : k>R esth bien definida, es

decir, que efectivamente lim"_’w‘an\ no depende del representante que

tomemos Yy es una valuacion sobre k.

Teorema 2.3 Sea E=% . Entonces

) Iimn_’w‘an\ existe paracada {a,}e 4

@Si a ={a,}+ J y B8= {3+ J y a = [ entonces
Iimn - w(an‘=limn - m‘bn(

)| : E>R dada por lal'= tim,_ la | donde @ ={a,}+J es una

valuacién sobre &



Demostracion
(1) Por (vi)dela proposicion 1.1. tenemos

ua"l"laﬂ'“oo <la, - an|

lo cual implica que {]a,, ]}es de Cauchy en R, y por lo tanto

limy 50 1|
existe

(2)Si a = Bentonces {a.}-{ba}= {a,, —b,,} e J. Entonces
limy,, oo (@ —ba)=0
limy,_yeo @n —ba|= 0

Usando nuevamente (vi) de la proposicién 1.1 tenemos

tim, _, _lan| =l <=0

n-p o

y entonces

lx I' =limy, 30 |a,.|=1im,,_,,, lbn'=iﬂ I

(3) | | es una valuacion sobre k.
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Sea a={a,}+J Como Ja,}| =0 paratodon e N, entonces

la II =lim, o lan] 2 0

Ademias lim,_,.la,]=0 siy solo si {a,}e J, es decir,

lim,,_y. Ja,|=0siysélosi a= 0.

(ii) Sean
a={a,}+J y B= {B}+J
la'ﬂl’ = Iimn—)eo Ian .brll:
limyy—yo0 8n ) liMy oo [Ba|=
e
(iif) Sea

le + Al = limy, s la, + 8, < limp e (@n|+{Ba]) =

limyy_ye0 |@n) + Tiyeyc0 |Ba|=

el +18 | -
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Teorema 2.4 Sea K uncampoy || unavaluacién sobre K. Existe un
campo %, una valuacién | l' sobre k y una funcién i: K—k tal que:

(1) i es un morfismo de campos (y por lo tanto un isomorfismo sobre
iCK)). _

@)i({a-b¥+J)esdensoen k.

3) |ia) [' =1la. v ae K (Isometria)

@) (&, | [') es completo '

Demostracion

Sea E=%, como se definié en el teorema 2.2, | |' la valuacion ( el
teorema 2.3 nos asegura que lo es) definida en 2.8.

Definimos
i:K— k

como i(a) = {a}+ J, donde {a} denota la sucesién constante igual a a.
Entonces E, ] ) e i satisfacen las condiciones del teorema :

(1) i es claramente un morfismo de campos.
ila+b)={a+b}+J={a}+J)+{b}+J)=ia) +ib)

ila-b) = {a-b}+J= ({a}+J) -({b}+ N =i(q) - ib)
i(l) = {I}+J

Como todo morfismo de campos es inyectivo, entonces i es un isomorfismo
sobre su imagen i(K).

(2) i(K) esdensoen k.
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Sea ae k, a={a,}+J y sea €>0.
Demostraremos que existe un elemento g < i(K) tal que | a—8)’<e.

Como {a,}es de Cauchy, dada &> 0, existe un nimero natural N tal que
la, —an)<eparatodo n, m=N. ‘

Consideremos S = {a,}+J, donde {a,} es la sucesién constante igual a
a, . Entonces f e i(K) yaque B=i(a,) yademss

|ae-B = Iim,,_,wlaN —a,,,lSs

Por lo tanto i E) esdensoen K.

®li(a) |’= la| paratoda ac K.

Sea a e i(K). Entonces a = i(a) ={a}+J donde a e K
liCa) |’= lim,_, |a|=|a]

@ (K,|V) es completo.

Sea {a ,,} una sucesion de Cauchy en k. Como i(K)es denso en I?, para
cada »#, existe

Bo= b byseees Byan} +J € iKD)
tal que

la,,—ﬂ,l' <%.




Ahora, sea @ = {by, byse-esbpe}+J.
Afirmamos que @ € kylim_ ., =

Para ver que & € % debemos demostrar que {b;, b ,...,b,,,...}es de
Cauchy en K.

Notemos que

yis —Bn={by —bm, b, ~bp..--s by, —bseep+J
y por lo tanto

Ba = Bl = B |

Sea e> 0, existen N, y N, numeros naturales tales que

1

N < % por la propiedad arquimediana de los reales

le, — .| <54

paratodo n, m >N,.
Esta N, existe ya que {a ,,}es una sucesiéon de Cauchy.

Entonces, tomando N =max{N,, N,},tenemos que si n, m > N, entonces

’

I bn —bm |= llgn —ﬂn'

Slﬁn —an|' ""lan _aml' +|am —ﬂm"
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Por lo tanto {b,,} es de Cauchy.

Paraver lim_ c, =, basta demostrar que lim,_ .05, = & debido ala
siguiente desigualdad

lo-a| <le-al +g - a|

Por ultimo, que lim,_,..3, = a es inmediato ya que
‘a - ﬂn‘ = hmk—»m‘bk - bn\
y por lo tanto

tim,, la—B,|=tim,_, tim,__p, —b,|=0

Proposicion 2.3 Si K es denso en K, entonces, para todo o € K, existe
una sucesion de elementos de KX que convergena .

Demostracion

Como K esdensoen K;para k€ N existe a, « K tal que la—akl<% y
de aqui {ak}converge a @
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Teorema 2.5 (unicidad) Sea K un campo y ||una valuacién sobre K.
Sean K, y K, campos completos respecto a las valuaciones ”, Yy ”z
respectivamente, talesque K esdensoen X, y X, v lal=ldl, =ld, para
cada a € K. Entonces existe un isomorfismo, f: K, —K,que es una
isometria y tal que fa) =aparaa c K.

Demostracién
Dado cualquier elemento @ e KX,, por ser K denso en X,, existe una
sucesion {a,}de elementos de K que convergen a & (proposiciéon 2.10).

Como X también esta contenido en X, y X, es completo entonces

lim a

n—»ac*™"n

existe en K,, respecto de ||y como aqui usamos el hecho de que

lal=lal, =lal, para todo @ € K entonces también es de Cauchy respecto de
||,- Porlo tanto converge en X,

Sea
lim, ,.a,= a’, a’' ek,
Definimos
JS: K, =K,
por
fAa)=a’,

es decir,
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f(lianl ay) = lime, a,

-0

donde el limite dentro del paréntesis es en K, y el otro limite en X,.

Debemos demostrar :

(i)f esta bien definida, es decir, si lim,_, ,a,=lim_ b =a en K, con
a,, b, €K, entonces lim,_.a,=1lim,_,.b, en K,.

(ii)f es un isomorfismo de campos.
(iii) fes una isometria, es decir, lal, =|f(a)|, paratodo a € X,.
v)fa) =aparatodoa € K.
Demostracion
(i) Supongamos que

lim,, a, =lim_ b, =«

n—>0 “n

paratodoen X, Y,
lim,_ a,=ca’ en K.
Probaremos que fim . .b, = a’

Sea €>0

Como lim,_,.a, = @’ en K,, existe N, €N tal que !a,, - '|2< % para toda
n>N,.
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También existen N, y N, nimeros naturales tales que

lan —aL <%

paratodon>N, vy,
lb,, —a{‘<% para toda n > N,.

Sea
N=max { N,, N,, N,}.

Entonces, para toda 7> N tenemos
la*-b,), sla’~a,), +la, -8, =la’-a), +la. -8,
sla’-a), +la, - al, +la -5},
<S4+ Hh+F=«.
(i) Claramente f'es morfismo ya que si

lim,_,.a,= a, lim, . b,=p en K, v,
lim,_.an=c’, lim_.b=p"en K,

entonces

fa+ B)=fm,_.(a,+b)=lim,_.(a,+b,)=lim, ., a,+lim_.b,

—a'+p =f(a)+S )
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Anilogamente sucede 1o mismo para el producto.
Recordemos que los morfismos de campo son inyectivos .

Por ultimo _fes sobre, pues si a’e K, , entonces a’= lim a,, en K,donde
a, e K Sia= Iim.._ma,. en K,, entonces f(a)=«a'.

Entonces fes un isomorfismo.

(iii) Veremos ahora que la|,= [f(oz)l2 para todo @ K.

Sean @ ek,, lim,_ a, =a, lim_ b =0,donde a,, b, K
lxl, Sla 'anl\ +‘an —bn\\ +lbn\\ =la 'anl\ +tan —bnlz +lbnl2

Tomando limite a ambos lados tenemos
lal, <lim,_, la, —b,},

Por otro lado

Ian _b"L = la,, —a L'Ha h +Ibn|
Nuevamente tomando limite
Iimm'a,‘ —b,,ls l ),

por lo tanto,
lely= tim, . la, &,|

Andlogamente, si lim, ..a,= a™=f(a), obtenemos
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/()= tim, . Ja, ~2)]

Concluimos entonces que la|, = {1(a),.

() Como, para todo ae K, lim_, a = atanto en K, como en X,, tenemos
que f(a)=aparatodoa € K.

Teorema 2.6 Si | | es una valuacién no arquimediana sobre K, entonces
|ki= £, donde £ es la completacién de K y donde [K{= {{x{/ x ek}

Demostracion

Debemos demostrar que para cada a e £, existe a € K tal que la} = la].
Sea @ €k, si @ =0 entonces la| = 0.

Supongamos que a =0 y sea {a,,}\ma sucesion en K tal que

a=1lim _ _a

n-»m™Tn

Sea n tal que ‘a —an{<[a(. Entonces, como ( l es no arquimediana y por
la proposicién 1.2 tenemos que

la.| e +(a, - @) = max{a), |a, - o} =lal
escogiendo n tal que la,, —a]<|a|.

Entonces

la,|=la| donde a, e Kk
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CAPITULO III

COMPLETACIONES SOBRE @

En este capitulo aplicaremos los conceptos vistos en el capitulo I para el
caso en que K = (@, el conjunto de los niimeros racionales. Estudiaremos las
valuaciones sobre  y las caracterizaremos todas, salvo la relacién de
equivalencia definida en 1.5. Encontraremos también las completaciones
de @ respecto a estas valuaciones, que son por supuesto, la determinada por

el valor absoluto usual y para cada nimero primo p, las determinadas por la
valuacion p-ddica, cuya definicién presentamos a continuacion.

Definicion 3.1 Sea ce R, donde 0 <c <1,y pun namero primo. Para
cada namero racional x, sea

c® six#0
lx\,={0

six=0

a
donde x = p"'g, a beZ pfa-b.

Nota 1. Los nameros ¢ y p dados en la definicion estaran fijos a través de
esta discusion.

Nota 2. M,,:C
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Proposicién 3.1 Sean x€ @ x#0 y x= p° p > donde (a, p)= (b, p)=1

y ! (pcomo en la definicion 3.1. Entonces
M a>0siysélosi |x| <1

) a=0siysélosi |x,=1
B3 a<0siysolosi |x|,>1

Demostracion
Como O < c <1 entonces log c <O el resultado se obtiene de

M) a-logec <0 siysdlosia>0
() a-log ¢ =0 siy sélosi a=0
B a-logc >0 siysolosi xa<0

]
Teorema3.! La funcion ‘ L : @ = @ dada en la definicién 3.1, es una

valuacién no-arquimediana sobre .

Demostracion
Primero veremos que l L es una valuacién.

(1) Es claro de la definicién que |x|,> 0 paratodax €@, y que |xj =0siy
solosi x=0.

(@)Sean x, y € @ conx = p“%, y= p"-‘c;, donde pY a-b-c-d
Tenemos que

a+f ac

xy =P 5
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Entonces

e, = et =c”-c” =, b,

—

(3)Sea x= p° %, donde a, beZ pf ay pl b £

Para probar que I l,, e€s no-arquimediana, probaremos la afirmacién
equivalente |x|,<1 = |1+ x|, <1 dada en la proposicion 1.2.

Supongamos entonces que, x|, < i. Por la proposicién 3.1 anterior
tenemos «a=0.

Entonces

a_b+pa

1+x=1+p"b A

y como (b, p)=1 porlo tanto [1+x], <1.

Los siguientes lemas nos seran de utilidad para el teorema que les sigue :

Lema 3.1 Si0<r<s ypara i=1,.,n a eR"*, entonces

Be)" o(5e)"

Dcmostracion

Sea d=2 a/
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Simy

Za.
(52

=1 d/

r

donde a 2 donder < s.

Pero

De aqui que

Za, =1

1=} I-l

n % .\
( a,‘) <d¥ = Za,’)
=1 i=l
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Lema 3.2 Si 0<a<1y b eR” para i=1,..., n, entonces

(b5 +5b+.. .+b,,)“ <BF+.. b7

Demostracion
Por el lema anterior, se elige g, =b,i=l,...,ns=ly r=a. Entonces
obtenemos

b, +by+.. 4B, <(bF +b5+.. .+b,‘,’)%'
(b‘ -;—l>2+...+l>,,)‘x <bf+.. b,

Proposicién 3.2 Sean my 1 enteros mayores que 1y ] I cualquier valuacién
sobre Q. Entonces

log m
vt < max{L i}~ Tor

Demostracion
Escribiendo m en base n tenemos

m= a,+a, -n+.+a, -n*

donde 0 < a, <n-1 parai=0,.., k,
Como n* < m, entonces

log m
k= log n
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Por otro 1ado tenemos que

la|=+W.4+1 <n

Entonces

I < ) + |- b+ Hae |- bl
< n(l +|n|+...+|n|*)

< ngmax{l, I"[}‘
< (i + 1)- (mass {1, nl})*
< '{ll(:)_gg% + 1) . (max{l,‘”‘})%%

Remplazando m por 7 tenemos

iml’ < n(t log m +l) -(max{l,ln\})'%ﬁ—:

logn
Obteniendo 1a raiz t-ésima a ambos lados tenemos

il = {2 - st )

1
pero, como <1 para toda r = 1, tenemos que

T e A < (122 1)
logn logn ¢ logn
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y asi

Iml| < l."not(l—;:—’gg%+ 1) . (max{l,lnl})%s

y de aqui, usando el hecho de que lim, Nt =1, y lim,__a =1 donde a es
una constante obtenemos :

o < (Ll on

Los ejemplos que hemos dado hasta ahora de valuaciones sobre @ son, la

valuacion trivial, para cada primo p la valuacién p-ddica y el valor absoluto
usual. Probaremos ahora que estas son todas, salvo cierta equivalencia que
definiremos mas adelante.

Denotemos por | | al valor absoluto usual sobre Q@

Teorema 3.2 Sea || una valuacion sobre @. Entonces es verdadera una 'y
solo una de las siguientes proposiciones :

(1) | | es 1a valuacién trivial
@) =1), paraalgan primo p.
@]] =) dondeacR y 0<a < 1.
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Demostracion
Pueden suceder 3 casos :

M m =1. Paratodo m €Z m =0
(2) Im} < 1 para algin entero m > 1
@) Im| > 1 para todo entero m > 1

()Si |m] =1 paratodo m €2, m =0, entonces | | esla valuacion trivial ya

al_lal _
5" bl

a a
que si € Qy —b-;eO entonces

(2) Supongamos que |m| < 1 para algiin entero m > 1, en este caso tenemos,
entonces, que |n< 1 para todo # € Z ya que por el teorema anterior

bl <(max {1, imi})ee

y por el teorema 1.2 concluimos que | ] es no arquimediana.

Sea p el minimo entero positivo tal que Ipl <1, esto lo podemos hacer ya
que {x € Z/ lx]<l } » O pucs Jml<1. Veremos que p es primo. Por
hipétesis p > 1, supongamos que p=r- g donde r, g < p, y r >1 entonces

0<lp=lr-al =Wl <1

Por lo tanto tendriamos que (7| <1 o lg{ < 1, lo cual es imposible, ya que p
es el minimo con esta propiedad. Concluimos entonces que p es primo.
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Demostraremos ahora que paratodan € Z, Inj<l siy sélosi p/n.

=>) Supongamos |n|<1. Por el algoritmo de la divisiéon tenemos
n=p-g+r donde O<r<p.

Si r#0,|r)=1 yaquer<p y p es el minimo con la propiedad }p|<l.
Asi que

= rmx{]pql |r‘|}= 1

lo que contradice que |n|<1.
~r=0y p/n
<=) Si p/n, entonces n = p-q y asi tenemos que

=\p+ p+...plz|A <1

Consideremos, ahora, xeQ@ y x=0y sea x= p° -% donde pfYa-b

wi=lp=) {5} =1p=| ok = 11"
va que por la equivalencia anterior la| = |b|=1.

Asiquesi ¢c= \p\, entonces O<c<1l y |x|=c*.



Por lo tanto
Ixl=|x] ,.

Supongamos, ahora, la ultima posibilidad, que es, d>1si n>1. Dela
proposicion 3.2 tenemos que

i Howm < {pf Hown

y como esta ultima desigualdad se da para cualesquiera enteros n, m >1,
entonces

) Hoam =|,,,}£,g,.

Sea c= }ml}{os"'. Como p7>1 entonces ¢ >1yasi ¢c=e® donde a >0.

Entonces

lml= clogm =ealogm =m® = I,”la .
Ademas 0 <o <1, puesto que , tomando m =2 tenemos 2|=]1+1<2
yporlotanto 2%<2 lo que significaque aa<1.
Por ultimo, como |-mi=lml=lmle, \—ll=ll=ll]_ y l0l=10|_=0
tenemos que paratoda xeQ Ix|=|x|Z con O0<a<1.

Por otro lado, ya vimos que H: es una valuacion sobre Q con
O<axsl.

En el capitulo I definimos cuando dos valuaciones no triviales son
equivalentes. SiO<c, c’<1y |p}, =c, |p}, =c' entonces || ~||,.
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Hemos demostrado que, salvo equivalencias, las valuaciones no triviales
sobre @, son las p-adicas, es decir, \ \ ,con p primo y el valor absoluto usual

H.-

Estudiaremos ahora, la completaciéon de @ respecto a una valuacién
p-Adica a la cual denotaremos por Q,, ¥ a cuyos elementos

llamaremos numeros p-adicos. La valuaciéon de Q, que extiende
a ||, lo denotaremos de la misma manera.

El siguiente teorema nos ofrece una descripcion de los elementos de Q.

Esta expansién es andloga a la expansion decimal de los
ndmeros reales y veremos qué resultados similares se obtienen,
como por ejemplo la aniloga a la periodicidad en la expansién
decimal de los niimeros racionales.

Teorema_ 3.3 Cada numero p-adico a se expresa de la forma

o0
a =2ap
J=n
donde cada a,€ Z, n € Z yla|, =lp\';.

Ma4s atin, los g, son uinicos médulo p.




Demostracion
Sea a € Q, y a=0. Porelteorema 3.7 ll, =lp’: para alguna

n eZ y entonces ,8=£— estal que || =1.

Sean V el anillo de valuacién de | | , sobre Q. y P el tnico ideal maximal

—~

de V, V el anillo de valuacién de | IP sobre Q. , ¥ P el unico
ideal maximal (teorema 1.1)

Claramente S e 14
Sea g=lim, _ _c, donde ¢, Q. Entonces existe N
tal que

IB—c,|]<1paratoda k= N. Entonces
lexl=len —B+A, =max{|c~ —ﬂip,lﬂp}=lﬂlp=l

Y por lo tanto ¢, € V.

Denotemos b,= cy € Q. Entonces b, satisface

‘b"lp=l y ‘ﬂ—b"‘p<1

y asi ﬂ+§ = b,,+Pi
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Sea b,= %"—, donde e, d,e Z'y p}t e - d, lo cual es posible ya que
|b,,{p=1.

Sea x € Z talque d,-x=1 (mod p).

Entonces

épfl-d_ -x —
b, e x—d—" e -x a cePc P.

Tomando @,= e - x, tenemos que f+F = p,+P=q,+P.

Como |a, - f] <1, entonces la, - p* —,B'P"lp <IP"|I,~

Y asi
oa=pf-p"=a,-p"+{B-a,)p" =a, - p"+ta
donde
aF(ﬂ'an)P" y Iallp <!p': =lalp’
es decir,

a=a,-p"+a, donde |a|,=|d;, con m>n

Asi pues, podemos hacer nuevamente el mismo trabajo para «,, analogo a
lo que hicimos con .. Entonces después de k pasos obtenemos que
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- k
oa=a,-p"+ an+lpn+l+"'+an+kpn* +7k

donde cada a4, € Z |g|,=1 o aq=0 para i=n, ..., n+k y

bul, <l

Por ultimo, como Iimk_mlp]';,*"= 0 concluimos que

el
a=3a,0’
J=n

Este ultimo teorema nos dice que cada oo € @, se puede expresar de la
forma

a, a,., a., 2
a=;—n-+—;"_7-+..:f-—;+ao +apta,p+..

donde los g, (i = -n,-n+1,...) son unicos médulo p.

Cuando consideramos cada ga; tal que 0 < g < p-1 entonces las
llamaremos representacion o expansion candnica de o

Abreviaremos esta ultima expresion de la siguiente forma

ax=a, a,,..:0,8-a,-a, »)
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Al los elementos o € @, cuya expansion es de la forma

@ =ay,a,a;... (p)
Los llamaremos enteros p-ddicos

Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones para

ae @,
1) o es un entero p-adico.

2) |@,|=|H, con n=0.

3)aeV , donde ¥ es el anillo de valuacién de | |, sobre @, .

O
Teorema_ 3.4 Sea o un entero p-adico, o« =3 a;p’ y sea para cada
J=n
n=1,2,...,
n=1
= J
s=3a
= 2P

Entonces para cada »n= 1,2,..., se tiene que

o= sn(mod vV i) y s =5 _(mod 14 oY)

n

—~ o~ n=1
donde ¥ - p"eselideal de V' generado por zga Pt
7=
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Demostracion

Para r= 1,2,..., tenemos
-] n-1 00
«-s=ap -Yap’=p Yap"=p"p
J=n J=0 Jj=n

donde
B=Xa,p’™".
J=n
Entonces Be vV yaque |g < 1yasi

o- 5 = p"P e p"I7.

Porlo tanto a=s, (mod p” V) con n= I, 2,..., ademas

= ” n i
s ., ~S=a,p €p | 4

y de aqui
s =S, mod p"V

n

Teorema 3.5 a < Q, esracional si y solo si su expansién can6nica

jia,p’ , 0 a;<p-1

donde |a|,=|p(, espericdica.

s1




Demostracién
=>)Supongamos que la expansién canénica de « es periédica. Entonces
podemos escribir o de la siguiente forma

+1 n+k
P +..4a, P +

n+k

a=a"p"+a
+b‘pn+k+l+b2pn+k+2+"_+bjpn+k+j+

n+k<+1 n+k+2j
+b;+ P +...+b21p

&
p"(an+an+lp+...+"+kp )

= +p'”"”(bl+b2p+...+bjp/")
+p"*"*f+'(bl+b2p+...+bjp/")

=p" A+ p"** B+ p’ + p*+..)) ™)

donde
- k
A=a, +a, p+.. 4G, .0 .,

B=b, +b,p+..4b,p’".

Entonces (*) esiguala

a'=p"A +pn+k4-lB_1_lpj (“)
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en Q,

—_ F—1
1+ p/ s p s apt -V Bllj;l —)l ! v
- - P

cuando ¢ —co. AGn méas (**) es un namero racional.

=>) Asumimos, inversamente, que a Q. Y siescribimos a @ como

e ~b- Bp*]
p’ —1

donde A, B €Z, ydonde 0 <A <p** 0<B <p’/, de aquique «
tiene una expansién canoénica periédica y Ia podemos escribir :
A=a,+a,,pr-+a,.p", 0<a<p

B=b+bp+-+bp’”, 0<bh<p
y a= pnA_‘_puo-k-le

1—p/

lo cual implica que « puede estar escrita de la forma

a = ap +a.,0"+ +a,.pm
K+l k+2 k
+blpn+ +1 +bzpn~ & +_.+bjpn+ +J
+ bl pn+k+j+l 4 —"bj pn+k+2]
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Debemos probar que « puede ser escrito de la forma (**). Sea
lxl, =\p\: .Y a@l/p'= p donde |8| =1. Podemos escribir a 8= c/d,
conc,de Z, y pld, p)c.

Entonces existe un entero J tal que p’=1 (mod d).
Ahora

=)

P

vy entonces d/ p’-1,tenemos «a =p" f=p" p,—c_-l- .

donde ec Z Lo siguiente es elegir un entero minimo X tal que
O0<e<p*',si =20,
-p*'<e<0, si a<O0.

Entonces (p**', p/-1)=1, podemos resolver la congruencia
p*'x=1 (mod p’-1).

Sea B una solucion, donde tomamos 0 <B<p’/’-2s5i =20,y 1< B<p’/-1si
@ <0. .

Ahora

pP'B=-e (mod p’-1),
y, de aqui,

e=A(p’-1)-Bp*",
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donde 4 € Z Es facil ver que en ambos casos 0 <4< .

Sustituyendo a
e=A(p’-1)-Bp*,
en
— " i n__e__
a=p"f=r -7

obtenemos

_p[al -1)-Bp*"]
a= 1]
pl -1

donde O <A<p*',0<B<p’

Observacion : (1) Laigualdad

ap +a.,0" =@ +pp +@. D" =@ -pp +@.+dr"

nos lleva a las siguientes igualdades

a.a .. -,0.--8G,,..~0,0 ,,-- 84 {a,+pXa,., ~Da,.
a_a_ ... .8,6,--80, ..~a8_,08 ,,--3,08,- {a,—pPXa,,, +Da,.,
(2) Para cada i, tenemos que a =a +pt, donde 0= a, <p-1 yasi

por (1)

141

qp‘ +4+1ﬁ+l=q.;" +(4‘+l +t)p
(3) 0 = 00...p(p-1)... (p-1), (p-1)...
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yYa que
s, =p-p" +(p__1p-ml+“+(p_1 o =p—'»(k+l)

lim,_ s, =0

A continuacion daremos gjemplos del desarrollo canénico de un namero p-
ddico y de la suma y el producto de dos numeros p-ddicos :

1) Sea a =§EQ,

Consideremos la notacion y el proceso del teorema 3.4, tenemos
1
=P =1

Para e,=1 y d,=5 tenemos que

asi que n=0.

5x=1 (mod 3)
tiene como solucién x=2 y asi
e,2=2 yasi gq,=2

rim Ym2=-%

Como

l?’ IL = H:

entonces a,=0.
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Ahd;a,

7 2 =—%s
entonces 7% =Y.

Nuevamente,
5x=1 (mod 3) tiene como solucién x =2

y asi
e -2=(-1)-2=1(mnod 3)

yasi a,= 1.

Entonces

¥ a=("Y-1)-3* =(-94)-3* =(-24)-3°
7 /3 =‘%

e,-2=(-2)-2=—4=2 (mod 3)

a,=2

e,-2=(-4)-2=-8=1 (mod3)

a, =1
as =0
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Como
r%=_y=r%z,

tenemos que a partir de aqui se repétirén los digitos, es decir,

a;,=1,a,=2, a, =1, a, =0, etc.
Por lo tanto la representacion canénica de }é en O, es

¥ =201210121  en Q.

Sean «a=123,412, f=421,032, y=124, 131 y §=321,221

a=1-52+2-5" +3.5°+ 4.5' +1.5*+2-5°
pf= 4524257 +15°+ 0-5' +3.5*+2.5°

a+ f=552+4-5" +4-5°+ 4.5 +4-5°+4.5°

=5144-5"" +4.5°+ 4-5' +4.5*+4.5>
=5.5" +4-5°+ 4-5' +4.5*+4-5°
=504-4-5°+ 4-5' +4.52+4-5°

=5.5° 4+ 4.5' +4-52+4.5°

=54 4-5' +4.52+4-5% -

=55 +4-52+4-5°

=51 +4-5°+4-5°

=53+4-5°

=5‘

=0.5°+ 0-5' +0-5*+0-5*+1-5*
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Entonces

a+ B =0,0001

123,412
+421,032
000,0001

Anilogamente encontramos 3-8
124 131 x321,22]

36(12)3 93
2 4 8262
1 24131
248262
248262
124131

333 3 4222222

y&=

=(I-5242-57 +4-5° + [-5' +3.57+1.5%) (3524257 +1-5°+ 2.5 +
2-5241-5%)

= (I-52+42-5" +4-5° +1-5' +3.52+1-5%) -(3-573)
+(1-5242-57 +4.5° +1-5' +3-52+1.5%) - (2-57)
+(I-52+2-57" +4-5° +1-5' +3-52+[-5%) -(I-5%)
+(1-52+2-57 +4-5° +1-5' +3-52+1-5%) - (2-5')
HI-5242-57 +4-5° +1-5" +3.5*+1-5%) -(2-5?)
+(1-52+2.5" +4-5° +1-5' +3-52+1.5%) -(I-53)

= 35*+ 653+ 1252+ 3.5+ 9-5°+ 35! +2.53+4-52+85"+
2:5°+6-5' + 252 + 152425+ 4-5°+ 15"+ 352+ 153+ 257+
459+ 851 +2.51+6-5°+ 254 +2.5° + 45"+ 852 +2.57 +
6-54+2-5+ 1-5'+ 2.5 +4-5°+]15+3-5° + 1-5°
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= 3.5+ (6+2)-52+ (I12+4+1)-52+ (3+8+2+2)-57' +
(9+2+4+4+2)-5° + (3+6+1+8+4+1)-5'+ (2+34+2+8+2).52 +
( I+6+2+4)-5% + (2+6+1)-5+ (2+3)-5° + 1-5°

= 3-5“+(3)-5”+5"+35-5"+2-5"+3-55“+
4+45-5° +1-5° +455' +3.5' + 35.52 +2.52 + 3.5%+ 2.5.5° +4-5* +5.54+
5.5°+1-5°¢

=3.5% +(3)-5°+ 52+3.57+2-52+ 3-5° +4.5' +1.5° +4-5* +3-5' +
3.5 4257+ 3-52 4+ 2.5 +4-5 415 +]1.5°+1.5°¢

3.5 4(3)-534+3:52 4357 +4.5° +2.5! +2:5% +2.57 +2:54+2-5° +2.5°

= 33334.222222




Apéndice

oD
Teorema Si la serie 20" es convergente, entonces Iimn a =0.
n=.

—> o n

El inverso de este teorema no es cierto en R, un ejemplo de ello es la serie
armoénica
1 1 1 1

—= =t =t =+t
—in 2 3 n

1a cual es divergente y sin embargo lim _ -1—=0

Demostracion
Sea s, la suma parcial de los primeros 7 t€érminos, entonces

1_1
s =1l+=>—
2 2 2
s—1+1+1+1>s +2x1> -*»l
4 2 2
s, =5, +1+1+1+1>s -f—4><1>l+1+1
3 5 6 7 8 8 2 2 2

5 _=35 +1+L+l+L+L+L+—}—+L>s +8x—1—>l+—1-+l+l
16 8 9 10 11 12 13 14 15 16 & 16 2 2 2 2
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en general :

Ky =5 + 1 + 1 +.. 1 >27 427 x 1 =5 +21-
rel o2 ng] 2" 42 2" 42" on+l on
—>» 00

Por induccién se tiene que

n
s >—-—>»00 cuando »—»>
2 2

entonces {s"} es divergente. Por lo tanto, la serie armoénica es divergente
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