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INTRODUCCION 

En este trabajo, construiremos , los números p-ádicos, donde p es un 
número primo . 

Su utilidad en la Teoría de los Números es de gran importancia, como lo 
muestra por ejemplo el teorema de Hasse-Minkowski que dice : 

"Una forma cuadrática con coeficientes enteros tiene solución en los 
números enteros si y sólo si tiene solución en los números reales y en los 
números p-ádicos para todo primo p" . 

Fue el matemático alemán Kurt Hensel (1861- 1941) quien construyó, para 
cada número primo p, esta nueva clase de número y que fue inspirado en el 
hecho de que si una ecuación con coeficientes enteros F(xi. ... , x 1) = O tiene 
solución en los enteros entonces la ecuación F(x1, ••• , x 1) =O (mod m) tiene 

a a a 
solución para todo entero m y si m = p t • p 2 ••• p r es la descomposición 
de m como producto de primos enteros entonces la ecuación F(xi. ... , x 1) 

=O (mod m) tiene solución si y sólo si F(xi. ... , x 1) =O (mod p/'') tiene 
solución para cada i=J, 2, ... ,r. 

Hensel notó que la solubilidad de F(xi. ... , x 1) =O (mod p 1 a¡) era 
equivalente a la solubilidad de la ecuación en los números p-ádicos. 

La analogía que hay entre los números reales y los números p-ádicos 
puede ser desarrollada de muchas maneras, la construcción que aqui 
presentamos está hecha de manera análoga a la construcción de los números 
reales a partir de los números racionales, mediante sucesiones de Cauchy, 
dando para esto un significado diferente a la noción de convergencia, es 



decir, cambiaremos la métrica usual en <Q por otra, llamada la métrica p
ádica. 

Como esta métrica tiene algunas propiedades que no tiene el valor absoluto 
usual, se obtienen resultados particulares, como por ejemplo el siguiente 
teorema que no es verdadero para la métrica usual : 

Si K es completo respecto a una valuación no-arquimediana ¡¡,y si 

{~n} es una sucesión de elementos de K tal que limn-.aaan =O entonces 
<Xl 

~ ªn converge. 
n=l 

ü 



CAPITULO 1 

VALUACIONES SOBRE UN CAMPO 

En este capítulo estudiaremos una generalización del valor absoluto usual 
sobre Q. Más concretamente, introduciremos la noción de valuación (de 

rango l)sobre un campo K, entre las cuales el valor absoluto es un ejemplo. 
El objetivo principal de este capítulo será determinar todas las valuaciones 
sobre Q salvo cierta equivalencia que definiremos más adelante. 

Sabemos que el valor absoluto sobre Q es la función 

\ 1 : Q-lll 

dada por 

lxl = {X Si~ ;;=: 0 
-.XSlX<Ü 

y satisface las siguientes propiedades para x. y e Q 

(1) !xi::?: O y lx\ =O si y solo six =O 

(2) lx· Y!= lxl·!YI 
(3) lx +yl s lx\+!J.I 



Extendemos ahora este concepto, y aunque nuestro objetivo es estudiar las 
valuaciones (de rango 1) sobre Q. daremos la definición en general y 

algunos resultados para cualquier campo 
aplicaremos al caso concreto de Q. 

K, que posteriormente 

Definición 1. 1 Una valuación sobre un campo K es una función 

l l:K-+R 

que satisface para toda a, b e K : 

Ejemplos: 

{l) !al~ O y !al= O si y solo si a= O 

(2) la·bJ = JaJ·Jb) 
(3) Ja+bJ::;;Jaj+JbJ 

Son valuaciones sobre K las siguientes : 

1. Sea K un campo. definimos : 

l l:K-+R 

dada por 

y se denomina la valuación trivial. 
2 
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2. K"" Q y 11 la ñmción de valor absoluto usual. 

3. K = .R y 11 la ñmción de valor absoluto usual. 

4. K = C y 11 la ñmción de valor absoluto usual dada por : 

lx + tvl = .Jx2 + y2 
Definición 1.2 Una valuación sobre un campo K se llama no 
arquimediana si satisface : 

la + b) ~ max{lal. lbl} 

Proposición 1.1 Si 11 es una valuación sobre un campoK, entonces: 

i)I± II = 1 

ii)\- a\ = \a\ 
1 

iii)\a-1
\ = lal, si a'* O 

iv)\~= ~l· si b'*º 

Además, si 1 L, denota el valor absoluto usual sobre .R, tenemos : 

v)llal- Jb!L, ~la+ bJ 

vi)llal - lbll.., ~ la - b) 

3 
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Proposición 1 .2 Sea 11 una valuación sobre un campo K. Son 

equivalentes : 

( 1) \al ::> 1 =::> la + II ::> 1 

(2) la+ bl S max{lal,lbl} 

Demostración 
(1) => (2) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 

!al= max{lal.lbl} 

(i) Si la!= O, entonces lbl =O y así, la +bl = max{jaj,jbj} =O 

(ii) Si (al*- O, como [b[:::; !al, entonces !~ ::> 1 y así, por (1 ), 

Entonces 

!~+1\s 1. 
\~sl 
1 

lal ·\a+b\ S 1 

y de aquí tenemos que la+ bl s !al= max{lal. lbl} . 

(2) => (1) Supongamos que !al :::; 1. Entonces tenemos, por hipótesis, 

la+ JI :s; max{lal.III} = III 
• 

4 
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Prooosición 1.3 Si 11 es una valuación no arquimediana, y si lal * lbl, 
entonces 

la+ bl =max{lal,lbl} 
Demostración 

Supongamos que lal > lbl. Entonces, por ser 11 no arquimediana 

Pero 

ya que si 

lal=la +b + (-b)l s max{la +bl,l-bl}. 

~{la+ hl,!- bl} = la+ hl, 

max{la +bl,l-bl} = lbl 

entonces tendríamos que lal :S lbl, contrario a la hipótesis. Por otro 
lado, tenemos que 

\a+ b\ ~ max{\a\,\b\} =\a\ 

Por lo tanto 
lal =:;max{la + bl, 1-bl} = la + bl =::; lal 

Concluimos entonces que \al= \a+ b\ . 
• 

Observación: En el caso en que \al= \b\, la proposición 1.3 no 
es verdadera como lo muestra el siguiente ejemplo : 

Si a = -b, entonces lal = 1- bl = lbl , así que en el caso que lal * O 
tenemos que la + b\ = O * la\ . 

Teorema 1.1 Sea 11 una valuación no arquimediana sobre K. 
Entonces, V={a E K / (a!s; 1 } es un anillo conmutativo con identidad 
y P ={a E K /¡aj< l } es el único ideal maximal de V. 

s 



Demostración 
Sean a, b e V. entonces. como 11 es no arquimediana, tenemos que 

la+ bl ~ max{lal,lbl} ~ 1 

la. bl = 'ª' · lbl s 1 . 

Por lo tanto, a+ b y a· b pertenecen ambos a V. 

Además, 1 e V, asi que V es un anillo con identidad . 

Por otro lado : 
(1) Pes un ideal de V. 
Si a, beP y r E V entonces, 

(2) P es maximal 

la + bl ~ max{lal, lbl} <l 

la · rl = lal · lrl < 1 

Si P' es un ideal de V tal que P !;;; P '!;;V entonces P' = V. Ya que si 
a e P'-P entonces \a\=1 y así a-1 e V y de aquí 1 e P' y así P'= V . 

• 
Recordemos que si R es un anillo y M es un ideal de R entonces M es un 
ideal maximal de R si y sólo si o/M es campo, así que en nuestro caso, por 

el teorema 1.1 ~ es campo. 

6 



El anillo V se llama el anillo de valuación asociado a la valuación no 
arquimediana .11 y el campo VIP se llama el campo de clases residuales . 

El siguiente teorema es de gran importancia para nuestro estudio. 

Teorema 1.2 Sea K un campo con una valuación 11, y supongamos que 
fm( :5 d para todos los enteros m de K (aquí el conjunto de enteros se refiere 
a una imágen isomorfa de z. si la característica de K es cero, ó a una 

imágen isomorfa de Zp. si la característica esp). Entonces, la valuación 

11 es no arquimediana. 

Demostración 
Sean a, b e K, neN y supongamos que lbl :S lal. 
Entonces 

\a+b\n =Ka+b)"\=lt(~)an-tb'I 

:5 ~\(~)\!an-'[~'I 
:5t(~)laJ" 
:5Ld·lar 
= (n+ 1)-djal" 
= (n+ l)·d(max-{jal.lbl})" 

Tomando la raíz n-ésima a ambos lados de la desigualdad tenemos 

\a+ b\ :5 \a\ ·((n + l)d)W. 

7 



pero 

lim_..,,((n+ l)·d)~ = 1 

entonces 
la + bl S la! = max{lal, lbl} 

• 
Corolario 1.2 Si K es un campo de caracteristica distinta de cero y 11 es 
una valuación sobre K entonces, ( ( es no arquimediana. 

Demostración 
Sea p la característica de K y sea m e Z con O s m :s;; p-1, entonces 

lmJ S ltl+ ... +ltl Sp-1 

Por el teorema 1.2, 11 es no arquimediana. 

• 
Corolario 1.3 Si K = Z P• la única valuación es la trivial. 

Demostración 
Como la característica de K es distinta de cero entonces cualquier 
valuación sobre K es no-arquimediana, así que 

\xi= \1+ ... +11~max{\1\, ... ,\11}=1 

para toda x e Z P· (*) 

8 



Por otro lado, no puede suceder que lxl < 1, ya que si esto sucediera para 
x;t:() entonces 1 < \x-1

\ y esto es imposible por (*). De aquí obtenemos que 

lxl=l,paratodox~O en Zp. 

• 
Definición 1.3 Sea K un conjunto. Una función d: K x K->lll se llama 

métrica si para x, y, z e K se satisface : 

i) á( x, y) ~ O y d( x, y) = O si y sólo si x =y 
ii) d( X, y) = d(y, X) 
iii) d( X, y) ::;; d( X, z) + d( Z, y) 

Como en el caso del valor absoluto usual sobre JR, cada valuación sobre un 
.;ampo K induce una métrica en K 

Sea 11 una valuación sobre K. 

Definimos 
d:KxK->lR 

como sigue: 
d(x, y)= lx-y¡ 

Claramente d es una métrica en e K 

Así que dada una valuación 11 sobre X. podemos considerar a K como nn 

espacio métrico, con la métrica inducida por 11-

9 



Esto nos permite trabajar con el concepto de convergencia de una sucesión, 
de Cauchy, etc. en K. 

Definición 1.4 Sea X un campo y 11 una valuación sobre K. La sucesión 

{ ª"} de elementos de K se llama de Cauchy con respecto a la valuación 11, 
si para cualquier número real s > O, existe un número natural N tal que 

\an - am\ <e sin, m >N. 

Definición 1.5 La sucesión {an} se llama nula con respecto a la valuación 

11, si para cualquier número real e> O existe un número natural N tal que 

Jan)< s para todo n > N. 

Sean 11, y 11
2 

dos valuaciones no triviales sobre K. 

Definición 1.6 Dos valuaciones no triviales 11, y ! 12 son equivalentes, y lo 

denotaremos por \ I, ""11
2

, si \a\ 1 < 1 implica \a\2 < 1. 

Teorema 1.3 Si 11, ""112 entonces lal 1 = 1 implica lal2=l. 

Demostración 
Supongamos que lal1 = 1, como 11, es no trivial, existe be X tal que lbl 1 < 1 

(esta b siempre existe, ya que si tuviéramos c B K tal que lcl1 > 1 entonces 

\c-1\1< 1). 

10 



y como 11, "'112 , entonces 

así que 

tomando el limite cuando n-+ co tenemos lal2 ::;; l. 

Ahora, si hacemos lo mismo para a-• obtenemos 

y de aquí concluimos que 

Teorema 1. 4 La relación "" es de equivalencia. 

Demostración 
Claramente "" es reflexiva y transitiva . 
Veamos que es simétrica. 

Supongamos que 111 "'l 12 -

Supongamos que !a!2 < l. Debemos probar que la(,< l. 

Si la\ 1 '2:. 1, entonces \a-1\i::;; l y de aquí 

• 

Veamos que es imposible cualquiera de estas dos últimas afirmaciones y asi 
tendríamos entonces que lal 1 <l. 

11 



(1) Si 1 a-'I. =1, el teorema 1.3 nos diría entonces que !a-1 !2 = 1, lo que 

no puede ser ya que esto implicaría que lal2 = 1. 

(2) Si 1 a-'I. <I, como 11, ""112 • entonces la-1 !2 < 1 y de aquí !al2 > 1 que 

contradice a la hipótesis. 

Por lo tanto Jal 1 <l y así 11 ... ¡ 1 2 , • • 
Teorema 1.5 Si 11, ""l \2 entonces 112 =11~ paraalguna r E lR.+. 

Demostración 
Sea a & K. a~O y b & K tal que Jbl 1 > 1 y fijemosla 

Entonces lal 1 = lbl~ donde 
log\a\ 1 a-

- log \b\ 1 

Ahora. sean n, m & íZ. tal que %, > a . 

\a\ 1 = \b\~ < \b\(m 

y así 

1~:11 <l 

y como 11, "" 11,. entonces 

12 



yasi 

lal2 < lblfm para toda n, m E Z tal que %i > a . 

n 
Análogrunente, para m < a tenemos 

'Un 
( a(2 > (b!2 y así obtenemos 

1 a\2 =\ bl:. 

Entonces 
loglal 1 loglal2 a--------

- log\b\ 1 - log\b\2 

y asi 

log\bl2 
Tomando µ = loglbli tenemos que lal2 = lalf para cualquier a E K, a# O. 

Además \<>12 = l<>lf • 

13 



Teorema 1. 6 Son equivalentes las siguientes afirmaciones : 

1)111 .,, 112 
2) {a"} es una sucesión nula respecto a 11

1 
si y sólo si 11

2 
es una sucesión 

nula respecto a 112 • 

Demostración 

(1) => (2) 

Supongamos 111 ""112 • Por el teorema 1.5 112 = 11;. Sea {a"} una 

sucesión nula respecto a 11
1

, y sea & > O sabemos que rJ& existe N e:N tal 

que la" 11 < rJ& para cada n > N. 

Por lo tanto la"l2 = lanl~ < & para cada n > N. 

Concluimos así que { ª" } es nula respecto a 1 12 • 

(2) => (1) 

Sea lal, <l. 

Entonces {a"} es nula respecto a 11
1 

y así por hipótesis {a"} es nula 

respecto a 112 • Entonces, dada & = 1 existe N tal que lal; = la" 12 < 1 para 
cadan>N. 

De aquí obtenemos que lal2 < 1 y así 11
1 

"" 112 • 

• 
14 



CAPITULO 11 

COMPLETACION DE UN CAMPO 

El campo Q con el valor absoluto usual no es un campo completo. Si 

consideramos Q con el valor absoluto usual, podemos ver que existen 
sucesiones de Cauchy que no convergen . Recordando nuestros cursos de 
análisis, mediante un proceso de "completación" construimos el campo de 
números reales (respecto al valor absoluto usual) en el cual cada sucesión de 
Cauchy converge. En este capítulo estudiaremos la completación de un 
campo respecto a una valuación dada 

Definición 2.1 Sea K un campo y 11 una valuación sobre K. Sea {an} 

una sucesión de elementos de X. Se dice que la sucesión {an }converge a 

un elemento a e K, y en este caso lo denotaremos lim,, -+ 
00 
ªn = a, si para 

cada número real &>O existe un número natural N tal que Jan -al< e para 
toda n>N. 

Definición 2.2 Una sucesión {an} es una sucesión de Cauchy con 

respecto a una valuación l J si, para todo e> O existe una N en los 

naturales tal que )a,, -am)< e:, para todo m, n > N. 

Pro00sición 2. 1 Si {a,,} es de Cauchy entonces es acotada . 

IS 



Demostración 
Sea E = 1. En la definición de sucesión de Cauchy encontramos que existe 
algún N tal que \a .. -an\< 1 para m, n > N. 

En particular 

la 1-J~ ¡si~ -a l<t 
m tN-1 lm N-1 

Entonces l+B es la cota de la sucesión ya que 

para toda m > N. 

Así pues, {a m 1 m < N} está acotada ; puesto que los a
1 
restantes son en 

número :Ilnito, toda la sucesión esta acotada 

• 
Definición 2.3 El campo K se llama completo respecto a la valuación 11 si 
cada sucesión de Cauchy en K respecto a ( 1 tiene un limite en K 

De la misma manera que se define convergencia de una serie infinita en R 
respecto al valor absoluto usual, lo podemos hacer para un campo completo 
respecto a una valuación y es válido también el resultado de que si 

00 

L ªn converge entonces limn-~ocPn=O. Sin embargo recordemos que el 
n=l 

16 



inverso de este resultado no es cierto en J/l respecto al valor absoluto 
usual, consideremos la serie armónica como ejemplo (ver apéndice). Pero en 
el caso en que 11 es no arquimediana , este resultado si es válido. 

Definición 2.4 Dada una sucesión {an} usaremos la notación f,an (p s q) 
n=p 

para expresar la suma a P +a P + 
1 
+ ... +a q. A {an} le asociamos una sucesión 

{sn }, donde 
n 

sn = 1: a
1 

= a 1 +a2 +a3 + ... +an 
1=1 

A los números s n se les llama sumas parciales de la serie 

Definición 2.5 Sea K un campo y 11 una valuación sobre K. Sea {sn }una 
sucesión de elementos de K . Si la sucesión {sn} es convergente y si existe 
el lim s = s como un número real, entonces la serie ""a se llama 

n-J>ao n ¿,_. n 

convergente y se escribe 

~a =a +a +a + ... +a + ... =s t=1n 1 2 3 n 

Teorema 2.1 Si K es completo respecto a una valuación no-arquimediana 
\ \, y si {an} es una sucesión de elementos de K tal que limn__,an=O 

00 

entonces L ªn converge. 
n=I 

Demostración 
Supongaillos limn-+=ªn = O y consideremos {sn} la sucesión de sumas 
parciales. Si n > m tenemos que 

\sn - sm\=\am+ 1+ ... +a,.\ s; max{\at\ I i = m+ 1, ... ,n} ~O 
17 



Veamos que {s,,} es de Caucby. 

Sea&> O. Sabemos, entonces, que existe N tal que lanl < & si n > N. 
Si n > m > N, entonces 

Como K es completo, entonces Í:an converge. 
n-1 

• 
Definición 2.6 Sea K un campo y \ \ una valuación sobre K y K 

subcampo de K. Se dice que K es denso en K si para cada a e K y & >O, 
existe a'e Ktal que fa'-af <e. 

. - ~ 
Definición 2. 7 Sea (K, 11) un campo valuado . Un campo K ~ una 
valuación J JA es una completación del campo valuado (K, l l) si existe un 
morfismo de campo 

q> :K-+K 
tal que: 

(1) K es completo respecto al IA 

(2) cp(K) es denso en K 
(3) Para todo x E K, \x\ = \ q>(x) \ A 

Dado el campo K y l I una valuación sobre K, construiremos la 
completación de K respecto a esta valuación, es decir, construiremos a 
continuación un campo K, completo tal que K es isomorfo a un subcampo 
denso de K y· más aún este isomorfisnio preservará distancia (isometrla). 

18 



Sea A ={{an}I {an} es sucesion de Cauchy en K respecto a 11 }. 

Definimos en A una suma y un producto como sigue : 

Estas dos operaciones están bien definidas en A como lo muestra la 
siguiente: 

Proposición 2.2 Si {a"} y {b"} son sucesiones de Cauchy en K, 

respecto a 11, entonces {an}+ {b"}y {a"}·{b"} también lo son. 

Demostración 
Sea & >O. Existen N, y N 2 números naturales tales que: 

lan-aml<Yi y lh,-h,l<Yi paratodon,m> N, ypara todo 
r, s> N 2 • 

Sea N=max{N1 , N 2 } y n, m > N. 

Entonces 

:. {an + b"} es de Cauchy. 

19 
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Por otro Jado, como {an} y {bn} son de Cauchy, por Ja proposición 2.1 
entonces son acotadas. 

Entonces, existen M 1 , M 2 ellt tales que 

para toda n. 

Así que, dada &>o, existen N, y N 2 números naturales tales que 

para todo n, m > N 1 y para todo r, s > N 2 • 

Sea N= max{N1 , N 2 } y n, m>N. 

Entonces 

lanhn -ombml=Kan -am'Jbn +(bn-bm)aml 
~Ion - 0 ml·lhnl+lbn -hml·laml 
<jan-aml·M¡ +lbn -bmJ·M2 

& & 
< 2M ·M¡ +2M ·M2 =e 

1 2 • 

20 



Teorema 2.2 ( A, +, · ) es un anillo con identidad y 
J={{an} e A I {an} es nula} es un ideal maximal de A, y por lo tanto A I J es 
un cantpo. 

Demostración 
Clarantente (A, +, · ) es un anillo donde el neutro aditivo es la sucesión 
constante cero y el elemento identidad es la sucesión constante 1. 

Demostraremos ahora que J es un ideal maximal de A. 

a) J es un ideal de A. 

Si {an} y {bn} son nulas entonces {an + bn} es nula, ya que 

Clarantente la sucesión constante cero es nula. 

Si {an} e J y {en} E A entonces {en}· {an} e J ya que, como {en} es de 
Cauchy entonces está acotada, digantos por M. entonces 

b) J es maximal 

Supongamos que I es un ideal de A tal que Je: I y J * I . 

Veremos que I=A. 
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Sea {a,.} e 1 y {a,.}~ J. Entonces {a,.} no es nula, por lo que existen 

E>O y un natural N tal que lanl ~ & para toda n > N, porque de otra 

manera tendríamos que para cada & > O y cada N existe. n >N tal que 

\an\ <& · (*) 

Por otro lado como {an}es de Cauchy, sabemos que dada & >O existe un 
natural N tal que 

lan -a,,.¡< E para todo n, m > N 

Así que para cada m > N 

donde n tiene la propiedad (*). 

Esto último nos dice que {a,.} es nula, lo cual contradice la hipótesis. 

Así que, como {an}no es nula, a partir de algún entero N, a,.* O entonces 
definimos: 

{
o sin:S:; N } 

b - 1 
n- -si n>N 

ª" 

Esta sucesión {bn} es de Cauchy . 

Sea &>O. 
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Existen e· >O y un natural N, tal que 

Es decir, 

lanl ~E para n >N, 

~
1 

S:- para n >N, 
& 

Por otro lad_o dada e' 2 ·E > O existe un natural N 2 tal que 

\a,, -a.,,\ < E' 2 ·E 

si n, m > N 2 (por ser {an} de Cauchy). 

Sea N = máx{N,, N2 } y sean n, m >N tenemos 

< _1_.¡¡t2 ·S= S 
s'2 

Por lo tanto {bn} es de Cauchy y así {bn} e A. 

Observemos que {bn} ·{an}={0,0, ... ~0,1,1, ... } = {1,1, ... }-{1,l, ... 1,0,0, ... } 

Como I es un ideal y {an} e I y por ser {1,1, ... ,1,0,0, ... } una sucesión nula 
entonces pertenece a L 

Concluimos de aquí que { 1, 1, ... } pertenece a I y así I=A. 
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Por lo tanto J es un ideal maximal de A y entonces k= -Y.í- es un campo . 

• 
Introduciremos ahora una valuación sobre k. 

Definición 2.8 Sea a={an}+ Je k, detmimos 

1 ¡': 'k-lll 

dada por 

la(= lim la 1 n .....,.co n 

En el siguiente teorema veremos que 11' : k -JR está bien definida, es 

decir, que efectivamente lim \a \ no depende del representante que 
n-+ao n 

tomemos y es una valuación sobre k. 

Teorema 2.3 Sea k=YJ. Entonces 

(1) limn-+"'\a"\ existe paracada {an}eA 
(2) Si a ={an}+ J y P = {bn}+ J y a P entonces 

limn-+ "'\a"\=limn-+ ~~ni 
(3)! ¡' : k-JR dada por la(= limn-+"'fnl donde a ={an}+ J es una 

valuación sobre k 
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Demostración 
( 1) Por (vi) de la proposición 1.1. tenemos 

l!a .. 1-la,,.~oo ~¡a,, - a,,,I 

lo cual implica que {!at-l}es de Cauchy en JR, y por lo tanto 

existe 

(2)Si a=/Jentonces {an}-{bn}= {an-bn}e J. Entonces 

/im,,__, (an -b,,)= O 

y así 

Usando nuevamente (vi) de la proposición 1.1 tenemos 

y entonces 

(3) 11 es una valuación sobre k. 
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Sea a={a,,}+J. Como ¡a,,¡~ O para todo ne N. entonces 

la ( =/imn-+oo ja,,¡~ O 

Además /im,,_.r.o ¡a,,j= O si y sólo si {a,,} e J, es decir, 

/imn-+r.o ¡a,,j= O si y sólo si a= O. 

(ii) Sean 

(iii) Sea 

a={an}+J y P= {b,,}+J 

la·PI' = limn-+r.o la" ·b"I= 

limn-+r.o ja,, j • limn-+ao jb,, 1 = 

la( · IP ( 

la + p( = limn-+ao la .. +b.,I ~ limn-+r.o(lanl+lbn!) = 

limn-+ao ja,,j + limn-+r.o jb,,¡= 

1at' +IP I' • 
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Teorema 2.4 Sea K un campo y 11 una valuación sobre K. Existe un 

campo k, una valuación 1 ¡'sobre k y una función i: K-+k tal que: 

(1) i es un modismo de campos (y por lo tanto un isomorfismo sobre 
i(K)). 

(2) i ({a · b}+ J) es denso en f. 
(3) 1; (a) ( = lal. 'V a e K. ( Isometria) 

(4) (k, ( () es completo 

Demostración 

Sea k=~, como se definió en el teorema 2.2, ( ( la valuación ( el 
teorema 2.3 nos asegura que lo es) definida en 2.8. 

Definimos 
i:K-+ k 

como i(a) = {a}+ J, donde {a} denota la sucesión constante igual a a. 

Entonces k, l J' e i satisfacen las condiciones del teorema : 

(1) i es claramente un morfismo de campos. 

i(a+b)= {a+b}+J=({a}+J)+({b}+J)=i(a) +i(b) 
i(a·b) = {a ·b}+J= ({a}+J) ·({b}+J)=i(a) ·i(b) 

i(l) = {J}+J 

Como todo morfismo de campos es inyectivo, entonces i es un isomorfismo 
sobre su imagen i(K). 

(2) i(K) es denso en k. 
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Sea ae k, a={an}+J y sea s>O. 

Demostraremos que existe un elemento P e i(K) tal que 1 a-PI'< &. 

Como {an} es de Cauchy, ciada & > O, existe un número natural N tal que 

Jan -a..,)< & para todo n, m ~ N. 

Consideremos P = {aN }+J, donde {aN} es la sucesión constante igual a 
aN. Entonces Pe i(K) ya que P= i(aN) y además 

Por lo tanto i( k) es denso en k. 

(3)1 i( a ) I' = \al para tocia ae K . 

Sea a e i(K). Entonces a= i( a) ={a}+J donde a e K 

(4) (k,I \') es completo. 

Sea {a"} una sucesión de Cauchy en k. Como i(K)es denso en k, para 
cada n, existe 

tal que 
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Afirmamos que a e k y lim,,_.~a" =a 

Para ver que a e k debemos demostrar que {b1, b2 , ••• ,bn,···}es de 

Cauchy enK. 

Notemos que 

y por lo tanto 

Sea E> O, existen N, y N 2 números naturales tales que 

- 1- < ~ por la propiedad arquimediana de los reales 
N¡ 

para todo n, m > N 2 • 

Esta N
2 

existe ya que {a ,,}es una sucesión de Cauchy. 

Entonces, tomando N= max{ N 1 , N,, }, tenemos que sin, m > N, entonces 
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Por lo tanto {b,.} es de Cauchy. 

Para ver limn-+«>ªn = a, basta demostrar que limn-+«>/Jn = a debido a la 
siguiente desigualdad 

Por último, que limn-+<~:J3n = a es inmediato ya que 

\a - Pn\
1 

= limk-+«>\bk - b.\ 
y por lo tanto 

• 
Proposición 2.3 Si K es denso en K 1, entonces, para todo a e K 1 existe 
una sucesión de elementos de K que convergen a a. 

Demostración 

Como K es denso en K1 para k e N existe a k e K tal que (a - a k ! < ! y 

de aquí {a k} converge a a. 

• 
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Teorema 2.5 (unicidad) Sea K un campo y ! luna valuación sobre K. 

Sean K 1 y K 2 campos completos respecto a las valuaciones 11, y 11
2 

respectivamente, tales que K es denso en K, y K 2 y \a\ = la\ 1 = \a\2 para 
cada a E K. Entonces existe un isomorfismo, f: K 1 ~ K 2 que es una 
isometría y tal quej{a) =a para a e K. 

Demostración 
Dado cualquier elemento a E K 1 , por ser K denso en K,, existe una 
sucesión {an}de elementos de K que convergen a a (proposición 2.10). 

Como K también está contenido en K 2 y K 2 es completo entonces 

existe en K 2 , respecto de 11. y como aquí usamos el hecho de que 

lal = lal, = lal2 para todo a e K entonces también es de Cauchy respecto de 
11

2
• Por lo tanto converge en K 2 

Sea 
lim,,_.,,,,a,, = a', a' eK:;. 

Definimos 

por 
j{a) =a·, 

es decir, 
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f(/imKl On) = /im~ Qn 
,._..., 

donde el limite dentro del paréntesis es en K, y el otro limite en K 2 • 

Debemos demostrar : 

(i)f está bien definida, es decir, si lim n-+ 00 a n = lim_b,, = a en Ku con 

ª", b,, E K. entonces li11t-•ocPn = li111.,,--b,, en K 2 • 

(ii)f es un isomorfismo de campos. 

(iii)fes una isometria, es decir, la!,= \.f(a)\2 para todo a e K,. 

(iv)j{a) = a para todo a e K. 

Demostración 
(i) Supongamos que 

para todo en K, y, 

Probaremos que 

Sea e> O 

lim,,___, a,, = lim_ bn = a 

1;,,,__a,. = a' en ~. 

Como limn-+a,,On = a' en K 2 , existe N, eN tal que 'ª" -a '12 < ~ para toda 

n>N,. 
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Tmnbién existen N 2 y N 3 números naturales tales que 

para todo n > N 2 y. 

Sea 

Entonces, para toda n > N tenemos 

la 1 
• bal2 s; la 1 -anl2 +lan -bnl2 =la 1 -anl2 +lan -bnl¡ 

sla. -a .. 12 +Ion -al, +la -bnl, 

<fJ+fJ+fJ= s. 

(ii) Claramente fes moñismo ya que si 

entonces 

limn...-,an =a. lin1t, .... .bn= p en K1 y, 

limn--+aoªn =a', l~bn=P. en K2 

=a'+p• =f(a)+f(ft) 
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Análogamente sucede lo mismo para el producto. 

Recordemos que los morfismos de catnpo son inyectivos . 

Porúltimofes sobre, pues si a'e K 2 , entonces a'= liman en K2 donde 

an E K. Si a= limn_aoan en K., entoncesf(a) =a·. 

Entonces fes un isomorfismo. 

(iii) Veremos ahora que \a\,= \f(a)\
2 

para todo a eK. 

Tomando limite a atnbos lados tenemos 

Por otro lado 

Nuevamente tomando límite 

por lo tanto, 

Análogatnente, si lim,,.._a,,= a'= f(a), obtenemos 
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Concluimos entonces que la l, = \f(a)\2 • 

(iv) Como, para todo ae K, l;m.,...,.,,,a = a tanto en K1 como en K2 , tenemos 
que f (a ) = a para todo a e K. 

Teorema 2.6 Si 11 es una valuación no arquimediana sobre K, entonces 
IKI = !f!, donde k es la completación de K y donde {K{ = {{x{ I x e K} 

Demostración 
Debemos demostrar que para cada a e k, existe a e K tal que la 1 = lal. 
Sea a e k, si a= O entonces \a\= O. 

Supongamos que a #O y sea {a"} una sucesión en K tal que 

a= lim"_,...,a". 

• 

Sea n tal que la -anl<!al. Entonces, como 11 es no arquimediana y por 

la proposición 1.2 tenemos que 

escogiendo n tal que la" - al < la 1. 

Entonces 

lanl =la 1 donde an e K. 

• 
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CAPITULO III 

COMPLETACIONES SOBRE Q? 

En este capítulo aplicaremos los conceptos vistos en el capitulo I para el 
caso en que K = Q, el conjunto de los números racionales. Estudiaremos las 

valuaciones sobre Q y las caracterizaremos todas, salvo la relación de 
equivalencia definida en 1.5. Encontraremos también las completaciones 
de Q respecto a estas valuaciones, que son por supuesto, la determinada por 

el valor absoluto usual y para cada número primo p, las determinadas por la 
valuación p-ádica, cuya definición presentamos a continuación. 

Definición 3.1 Sea ce R. donde O < e < l, y p un número primo. Para 

cada número racional x, sea 

ªª dondex= P b' a, be~ pj a·b. 

si.x ;to O 

six=O 

Nota 1. Los números e y p dados en la definición estarán fijos a través de 
esta discusión . 
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ªª Prooosición 3.1 Sean x e ~ x '1!: O y x = p -¡;, donde (a, p) = (b, p)=l 

y l IP como en la definición 3 .1. Entonces 

Demostración 

(1) a> O si y sólo si lxlp < 1 
(2) a= O si y sólo si lxlp = 1 

(3) a< O si y sólo si lxlp> 1 

Como O < c < 1 entonces /og c < O el resultado se obtiene de 

(1) a· /og c <O siy sólo si a> O 
(2) a· log e =O si y sólo si a= O 
(3) a· log c >O si y sólo si a< O 

• 
Teorema3.l La función \ \P : Q ~ Q dada en la definición 3.1, es una 

valuación no-arquimediana sobre Q. 

Demostración 
Primero veremos que l IP es una valuación. 

(1) Es claro de la definición que lx!P~ O para toda x e I(}, y que Jxl,. =O si y 

solo si x= O. 

a a pe 
(2)Sean x, y e Q conx= p b' y= p d, donde u.X.a·b·c·d 

Tenemos que 
a+p ac 

x·y= P bd' 
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Entonces 

a 
(J)Sea x= pª-¡;. donde a, be Z. play pj b. 

Para probar que l IP es no-arquimediana, probaremos la afirmación 

equivalente lxl,~l ~ ll+xl,~l dada en laproposición 1.2. 

Suponganios entonces que, lxlP ~ 1. 
tenemos a~ O. 

Por la proposición 3.1 anterior 

Entonces 
a b + pªa 

l +x= l+ pª --~--
b b 

y como (b, p)=l por lo tanto II+xlP~l. 

Los siguientes lemas nos serán de utilidad para el teorema que les sigue : 

Lema 3. J Si O< r ~ s y para i =l, ... , n a' e R+, entonces 

Demostración 

Sea d=fa; 
;-1 

• 
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a~/ donde '/d s 1, y donde r s s. 

Pero 

De aquí que 

n ar 1 n 

:l:-' =-:l:a; =1 
1-1 d d 1-1 

( 
n )Y, ( " )Y,. ~a: ~ dy,: = Lª; 

i=I /=I • 
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Lema 3.2 Si O < a -5. 1 y 4 e lit+ para i= 1, ... , n, entonces 

Demostración 
Por el lema anterior, se elige a, =b¡, i=l, ... , n, s =1 y r = a. Entonces 

obtenemos 

o 

Proposición 3.2 Sean m y n enteros mayores que 1 y 11 cualquier valuación 

sobre Q. Entonces 

Demostración 
Escribiendo m en base n tenemos 

donde O s a, -s. n-1 para i =O, ... , k, 

Como nk s m, entonces 

log m 
k s \ogn 
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Por otro lado tenemos que 

Entonces 

la,l=ll+l+ .. :f-~ s n 

lml ~ laol +ja.l ·lnl+ ... +la.t l· lnl" 
~ n{1 +!ni+ ... +lnlk) 

k 

s n~max{l, !ni} 
1..0 

~ n(k+ 1)-(nun{1.\nl}r 

S n --+ 1 ·(max{l,\nl})1oan (
log m 0 los"' 

log n 

Remplazando m por rrl tenemos 

Obteniendo la raíz t-ésima a ambos lados tenemos 

m ;::;;, ' n 1--+l · {max{l lnl})1osn 1 l ( log m ~ 108
"' 

logn • 

1 
pero, como -¡ ~ 1 para toda t ~ 1, tenemos que 

( 
log m J (log m 1) (log m 0 'n 1--+1 =' n·t --+- ~ 'n·t --+1 
log n log n t log n 
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y asi 

(
log m J los• lml ~ / n·t --+1 · (max{l lnl})1os• log n ' 

y de aquí, usando el hecho de que Jim,__, t..Ji = 1, y /im,__, Va = 1 donde a es 
una constante obtenemos : 

• 
Los ejemplos que hemos dado hasta ahora de valuaciones sobre Q son, la 
valuación trivial, para cada primo p la valuación p-ádica y el valor absoluto 
usual. Probaremos ahora que estas son todas, salvo cierta equivalencia que 
definiremos más adelante. 

Denotemos por 1 L al valor absoluto usual sobre Q. 

Teorema 3. 2 Sea \ \ una valuación sobre Q. Entonces es verdadera una y 

solo una de las siguientes proposiciones : 

(1) 11 es la valuación trivial 

(2) 11 = 1 t para algún primo p. 

(3) 1 1 =11: donde a e 1R y O < a ~ l. 
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Demostración 
Pueden suceder 3 casos : 
(1) J"' = J. Para todo m e~ m ~O 
(2) lm l < 1 para algún entero m > 1 

(3) \m\ > 1 para todo entero m > 1 

(1) Si \m\ = l para todo m eZ. m_!".0, entonces 11 es la valuación trivial ya 

que si ~ e (} y : ~O entonces I~ = ~: = 1 . 

(2) Supongamos que JmJ < 1 para algún entero m > 1, en este caso tenemos, 
entonces, que \ni~ 1 para todo n e .Z ya que por el teorema anterior 

lnl~(max{1,1m1}):::; 

y por el teorema 1.2 concluimos que 11 es no arquimediana 

Sea p el mínimo entero positivo tal que IPI <l, esto lo podemos hacer ya 

que {x e Z 1 lxl<l } *" 0 pues JmJ<l. Veremos que pes primo. Por 
hipótesis p > 1, supongamos que p= ,.. q donde r, q < p, y r > 1 entonces 

o< \PI= \r·q\ = lrl·lcII < i 

Por lo tanto tendríamos que l rl < 1 o \q\ < 1, lo cual es imposible, ya que p 
es el mínimo con esta propiedad. Concluimos entonces que p es primo. 
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Demostraremos ahora que para toda n e Z, lnl<l si y sólo si pin. 

=>)Supongamos lnl<L Por el algoritmo de la división tenemos 

n =p·q+r donde O~r<p. 

Si r * O, 1 rl =1 ya que r < p y p es el mínimo con la propiedad !PI <l. 
Así que 

I~= nrn-{jp.qj, 1'1}= 1 

lo que contradice que lnl<l. 

.·. r=O y pin. 

<=)Si pin, entonces n = p· q y así tenemos que 

In\= \p+ p+ ••. p\ ~ l.PI < l 

a 
Consideremos, ahora, xeQ y .x~Oy sea x=pª·b donde pfa·b 

ya que por la equivalencia anterior \al= lbl=l. 

Así que si e= \p\, entonces O< e< 1 y \x\ =eª . 
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Por lo tanto 
lxl=lxlr 

Supongamos, ahora, Ja ultima posibilidad, que es, 11'> 1 si n >l. De la 
proposición 3.2 tenemos que 

y como esta última desigualdad se da para cualesquiera enteros n, m > 1, 
entonces 

Sea c = lml>íasm. Como !mi> 1 entonces e> 1 y así e= eª donde a >O. 

Entonces 
Jml = clogm a eª logm = mª - lml!. 

Además O < a. s; 1, puesto que , tomando m = 2 tenemos 121 = 11 + ll s; 2 

y por lo tanto 2 a s; 2 lo que significa que a. s; 1. 

Por último, como 1- mi= lml = lml:,, 1- ll = 111 = 111.., y 101=101.., = O 

tenemos que para toda xeQ lxl = lx\! con O< as; l. 

Por otro lado, ya vimos 
O<a.s;l. 

que \ \: es una valuación sobre Q con 

En el capítulo I definimos cuándo dos valuaciones no triviales son 
equivalentes. Si O<c, c'<l y \p\ 1 =e, \p\

2 
=e' entonces \ \, = \ \2 • 
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Hemos demostrado que, salvo equivalencias, las valuaciones no triviales 
sobre Q, son las p-ádicas, es decir, \ \P con p primo y el valor absoluto usual 

\L. 

Estudiaremos ahora, la completación de Q respecto a una valuación 

p-ádica a la cual denotaremos por QP, y a cuyos elementos 

llamaremos números p-ádicos. La valuaci6n de Qp que extiende 

a \ \P lo denotaremos de la misma manera. 

El siguiente teorema nos ofrece una descripción de los elementos de Q P • 

Esta expansión es análoga a la expansi6n decimal de los 
números reales y veremos qué resultados similares se obtienen, 
como por ejemplo la análoga a la periodicidad en la expansión 
decimal de los números racionales. 

Teorema 3.3 Cada número p-ádico a se expresa de la forma 

donde cada a1 e Z, ne Z y\a\p =\p\:. 

Más aún, los a 1 son únicos módulo p. 
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Demostración 
Sea a e QP y a"# O. Por el teorema 3. 7 la IP =!PI; para alguna 

n eZ y entonces P= ~ es tal que IP 1 =l. p p 

Sean V el anillo de valuación de 1 IP sobre Q. y P el único ideal maximal 

de V, V el anillo de valuación de l IP sobre Q. P y P el único 

ideal maximal (teorema 1.1) 

Claramente Pe V 

Sea p= /imk--> aock donde ck E Q. Entonces existe N 

tal que 

IP- ckl < 1 para toda k ~ N. Entonces 

Y por lo tanto e NE V. 

Denotemos bn= cN e Q. Entonces bn satisface 
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Sea bn = J:. donde en• dn e Z y p)' en· dn lo cual es posible ya que 

!hnlp =l. 

Sea x E Z tal que dn · x = 1 (mod p). 

Entonces 

e en(l-d ·x) -
b-e·x=-.!!...-e·x= n e Pe P. 

n n d., n dn -

Tomando an= en· x. tenemos que p+P = bn+P=an+P. 

Como lan-.BIP<l, entonces lan·P"-/3·P"IP<jp"jP. 

Y así 

donde 

es decir, 
a =an · pn+a1 donde ¡a,¡P = ¡p¡;. con m > n. 

Así pues, podemos hacer nuevamente el mismo trabajo para a 1 • análogo a 
lo que hicimos con et. Entonces después de k pasos obtenemos que 
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a.= a •p"+ a pn+t+ +a pn+k+y n n+1 ••• n+k k 

donde cada a1 e Z, ja,jp =l o a1 = O para i= n, ...• n +k y 

Jy.,¡p ~ 1.o1:+" . 

Por último, como limk__,¡p¡;+k= O concluimos que 

• 
Este último teorema nos dice que cada ex. e Q P se puede expresar de la 

forma 
a..,, a...,..1 a_1 2 

a=-+--1-+ .. ~+0o +a1p+~p + ... 
¡i' ¡:r p 

donde los a1 (i = -n,-n+l, ... ) son únicos módulo p. 

Cuando considera111os cada a1 tal que O ~ a1 ~ p-1 entonces las 
llamaremos representación o expansión canónica de a. 

Abreviaremos está última expresión de la siguiente forma 
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A los elementos a e Q P cuya expansión es de la forma 

Los llamaremos enteros D-ádicos 

Entonces 
ae QP 

son equivalentes las siguientes afirmaciones para 

1) a es un entero p-ádico. 

3) a.e f7 , donde V es el anillo de valuación de l IP sobre Q P. 

Teorema 3.4 Sea a. un entero p-ad.ico, a= fa 1p1 y sea para cada 
J=n 

n= 1,2, ... , 

Entonces para cada n= 1,2, ... , se tiene que 

y 

....... n-1 

donde V · p" es el ideal de V generado por f;,ª 1 pí . 

so 



Demostración 

Paran= 1,2, ... , tenemos 

donde 

Entonces ~e V ya que \.8\P~ 1 y así 

Porlotanto a.=s (mod p" V) con n= 1, 2, ... , además 
n 

s - s = a pn E p" V 
n+l n n 

y de aquí 

Teorema 3.5 a e Q P es racional si y sólo si su expansión canónica 

fa1p1, O~ ª1~p-I 
j=n 

donde \a \p = \P \~ es periódica. 

• 

Sl 



Demostración 
=>)Supongamos que la expansión canónica de a es periódica Entonces 
podemos escribir a de la siguiente forma 

a=a pn +a ~+l+ ... +a pn+k + 
n n+l n+k 

+b pn+k+ l +b pn+k+2+ +b pn+k+j + 
l 2 .•. j . 

+b pn+k+l+ .•. +b pn+k+2j 
j+ l 2j 

pn(a +a lp+ .•• + kpk) 
n n+ n+ 

+pn+k+l(b +b p+ ... +b pi-1) 
l 2 j 

+ pn+k+j+l(bl+b p+ ... +b pi-1) 
2 j 

=pnA+ pn+k+•so+ pi+ p21+ ..• ) (*) 

donde 

y 

Entonces (*) es igual a 

a=pn A +pn+k+1B ___ l_ 
1-pi 

(**) 
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l+ p1 + p21+ ... +p<r-1>1_1- pf-
1 
-+--1-

1-pf l-pJ 

cuando t --+ oo. Aún más (••) es un número racional. 

=>) Asumimos, inversamente, que a eQ. Y si escribimos a a como 

a= p"[A(pi -1)- Bpk+•1 

pi -1 

donde A, B eZ, y donde O~ A <p"+1
, O~ B <pi, de aqui que a 

tiene una expansión canónica periódica y la podemos escnbir : 

y 1 a= p" A+ p"+•+t B-
l- p1 

lo cual implica que a puede estar escrita de la forma 

a anp" +an+lp-ttl+··+an+lcpn+k 
+b¡pn+l+\ +bzpn+t+2+··+b.lp"+k+j 

+b
1
pn+k+j+\+·. +bjpn+k+1.J 
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Debemos probar que a puede ser escrito de la forma (**). Sea 

\a 1 P = \p\: , y a I ¡J' = jJ, donde \P \P = 1 . Podemos escribir a jJ = cid, 

con e, de Z, y pJd, pJc. 

Entonces existe un entero} tal que P'=l (mod d). 

Ahora 

y entonces di p 1 -1, tenemos 

donde ee Z. Lo siguiente es elegir un entero mínimo k tal que 

O ~ e < pl+', si a ~O ; 

-p•·1 ~ e< O, si a<O. 

Entonces (pl+1
, p 1 -l)=l, podemos resolver la congruencia 

Sea B una solución, donde tomamos O~ B<p1 -2 si a ~o. y 1~ B<p1 -1 si 
a<O. 

Ahora 
p••1 B = -e (mod p 1 -1), 

y, de aquí, 
e= A(p1 -1)- B p••1

, 
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donde A e Z. Es fácil ver que en ambos casos O s A<p"+
1

• 

Sustituyendo a 
e=A(p1 -1)-Bpk+', 

en 
e 

a=p"/J=p" p1-1• 

obtenemos 
a= p"[ A(p1 -1)-Bp>+1

] 

p 1 -1 

donde O sA<pk+•. O SB<p1 

Observación : (1) La igualdad 

a¡p +a,+iJÍ+t =(O¡ +p)p' +(a,+, -l)p'+1 =(a, -p)p +(0¡+1 +l)p+1 

nos lleva a las siguientes igualdades 

ª-ª--1 · · Llo. ª1 • · ªP1-1 • · -= a_,,a_..1 • · Llo. ª1 ··.(a, + PXª1+1 - l)a,.,;z 

a_,,a_,,._
1 
•• Llo. a

1 
•• a 1a1-1 • •• = a_,,a..,,._1 •• Llo. a1 . • • (a, - pXa1+1 + l)a,+2 

(2) Para cada i, tenemos que 
por (1) 

a, =ci, +pt, donde Os a; Sp-1 y así 

..J • ) ' / ( ) l+I 
O¡p +O¡+!P + =a,.p + ll¡+I +t 'P 

(3) o= 00 ... p(p-l) ... (p-1), (p-1) ... 

SS 



ya que 
S.t = p• p-n +(p- l)p-n+I +- • -+{p- l)p-n+k = p-IH{.t+t) 

y 
/im.t--s.t =0 

A continuación daremos ejemplos del desarrollo canónico de un número p
ádico y de la suma y el producto de dos números p-ádicos : 

1 
1) Sea a = 5 e Q3 

Consideremos la notación y el proceso del teorema 3.4, tenemos 

~3=131~=1, 
asi que n= O. 

Para e 0 =l y d 0 =S tenemos que 

5.x=l (mod 3) 

tiene como solución x = 2 y así 

Como 

entonces a 1 =O. 
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Ahora, 

entonces r/{. = - ~. 

Nuevantente, 

y así 

Entonces 

Sx=l (mod 3) tiene como solución x = 2 

e2 ·2 = (-1) ·2 = 1 (mod 3) 

y 3 =(-Ys-1)·32 =(-%)·32 =(-Ys)·33 

r}{.=-% 
e

3 
·2 = (-2)-2 = -4 s 2 (mod 3) 

e• ·2 = (-4)·2 = -8 el (mod 3) 

a, =0 
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Como 

tenemos que a partir de aquí se repetirán los dígitos. es decir, 

a
6 

= 1, a 7 = 2, a 8 = 1, a 9 = O, etc. 

Por lo tanto la representación canónica de Ys en Q3 es 

Ys = 2,01210121 en Q3 • 

Sean a=123,412, P= 421,032. r= 124, 131 y 8=321,221 

a=1 s-2 +2s-1 +3·5º + 4-5 1 +l-5 2 +2·5 3 

{3= 4.5-2 +2.5-1 +l -5° + 0·5 1 +3·5 2 +2·5 3 

a+ P= 5.5-2 +4.s-• +4·5º + 4-5 1 +4·5'+4·5' 
=5-1+4.5-1 +4·5º + 4·5' +4·5 2 +4·5' 
=5·5-1 +4·5º + 4·5 1 +4-5 2 +4·5 3 

=5°+4·5º+ 4.5• +4·5 2 +4·5 3 

=5·5º + 4-5 1 +4-5 2 +4·5 3 

=5 1 + 4·5 1 +4·5 2 +4-5 3 

=5·5 1 +4·5 2 +4·5 3 

=5 2 +4·5' +4·5 3 

=5 3 +4-5 3 

=5· 
= 0·5º +os' +o-5 2 +0.5•+1.5• 
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Entonces 

a+ p = 0,0001 

123,412 
+421.032 

000,0001 

Análogamente encontramos r·8 

r·o= 

124. 131X321.221 
3 6 (12) 3 9 3 

2 4 8262 
1 24131 

248262 
24 8 262 

12 4131 

3 3 3 3 4, 2 2 2 2 2 2 

=(1·5-2 +2.5-• +4·5º + 1·5 1 +3·5 2 +1·5 3
) {3·5-2 +2.5-• +1·5º+2-5' + 

2·5 2 +1 ·5 3
) 

= (1·5-2 +2.s-• +4·5º +1·5' +3-5 2 +1·5 3
) ·(3·5-2) 

+(1·5-2 +2.s-• +4·5º +1·5 1 +3·5 2 +1·5 3
) ·(2·5-1

) 

+(1·5-2 +2.5-• +4·5º +1·5 1 +3·5 2 +1·5 3
) ·(1·5º) 

+us-2 +2.5-• +4·5º +1·5' +3·5'+1·5 3
) ·(2·5') 

+(1·5-2 +2.5-1 +4·5º +1·5 1 +3·5 2 +1·5 3
) ·(2·5 2

) 

+(1·5-2 +2.5-• +4·5º +1·5 1 +3·5 2 +1·5 3
) ·(1·5 3

) 

=3.s~+6.s~+n.s•+3.s~+9-5º+3.s 1 +2.s~+4.s•+8.s~+ 
2 ·5 o + 6 .5 1 + 2 .5 2 + 1 .5-2 + 2 .5-• + 4 .5 o + 1.j 1 + 3 .j 2 + 1.5 3 + 2 .5-1 + 
4-5° + 8·5 1 +2·5 2 +6·5 3 + 2·5 4 + 2·5º + 4-5 1 + 8·5 2 +2-5 3 + 
6.s• +2·5' + 1·5' + 2s 2 +4·5 3 +1.5• + 3·5' + 1·5 6 

ESTA TESIS NO SA.Ll. 
DE LA BIBLf OTECA 
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= 3.5 .... + (6+2;.5-•+ 02+4+1;.5-2 + (3+8+2+2;.5-• + 
(9+2+4+4+2)·5º + (3+6+1+8+4+1)·5' + (2+3+2+8+2)-5 2 + 
( 1+6+2+4}·53 + (2+6+1)·5 4 + (2+3)-5 5 + 1·56 

= 3.5-4 +(3)·5-•+ 5-2 +35.s-2 +2·5-2 +3·55-' + 
+45·5º +1·5º +455' +3·5' + 35.5• +2·5 2 + 3.5 3 + 2·5·5 3 +4·5 4 +5·5 4 + 
5·5 5 +I-5" 

=3·5 .... +(3)·5-3 + 5-2 +3.s-• +2·5·2 + 3·5º +4-5' +l ·5º +4·5 2 +3·5' + 
3.5 3 +2·5 2 + 3·5 3 + 2·5 4 +4·5 4 +l ·5 5 +1 ·5 6 +l ·5 6 

3.5-1 +(3)·5·' +3·5·2 +3·5-' +4.Sº +2·5' +2·5 2 +2.S' +2·5 4 +2·5 5 +2·5 6 

= 33334.222222 
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Apéndice 

Teorema Si Ja serie f' an es convergente, entonces limn-+ 
00

an =O. 
::1. 

El inverso de este teorema no es cierto en IR, un ejemplo de ello es la serie 
armónica 

00 1 1 1 1 >-= !+-+-+ ... +-+ ... ::i.n 2 3 n 

la cual es divergente y sin embargo lim !=0. 
n-Jooao n 

Demostración 
Sea sn la suma parcial de los primeros n términos, entonces 

1 1 s =l+->-
2 2 2 

1 1 1 1 1 1 s =1+-+-+->s +2x->-+-
4 234 2 422 

1111 1111 
S =S +-+-+-+->S +4X->-+-+-

8 4 5678 4 8222 

11 1 1 1 1 1 1 11111 s =s +-+-+-+-+-+-+-+->s +8x->-+-+-+-
16 8 9 10 11 12 13 14 15 16 8 16 2 2 2 2 
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en general: 

1 1 1 2 n 2n 1 1 
S -s +---+---+ ... + > + x--=s +"Z" 

2"+\ 2" 2"+1 2"+2 2"+2" 2n+l 2" 

-+OO 

Por inducción se tiene que 

s > !!-+ oo cuando n -+ c:o 
2" 2 

entonces {s n} es divergente. Por lo tanto, la serie armónica es divergente 
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