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Introducción 

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con más de un 
punto. Un subcontinuo es un subconjunto de un espacio métrico no vacío 
el cual tambien es un continuo. 
La gran variedad de continuos permite por sí misma que el estudio de este 
tipo de espacios sea muy rico en contenido y propiedades. La Teoría de Con
tinuos es la encargada de dicho estudio.Pese a la gran cantidad de continuos 
este trabajo esta dedicado exclusivamente a aquel continuo que peca por su 
sencillez, pero que tiene un sin fin de propiedades que propiamente lo carac
terizan: El intervalo cerrado [O, 1] llamado tambien arco. 
Los matemáticos se han empeñado en caracterizar de mil formas al interva
lo cerrado [O, 1]. Entre las caracterizaciones más conocidas es la dada por 
George W. Henderson (1960), la cual dice: Si X es un continuo descom
ponible que es topológicamente equivalente a cada uno de sus subconti~uos 
con más de un punto entonces X es el arco. 
Otra muy conocida es aquella que dice: X es un arco si y sólo si X tiene 
exactamente dos puntos que no son de corte. Esta se probará en el capítu
lo cinco utilizando conceptos como: número de disconección de un espacio, 
gráfica, puntos de corte, etc. 
De entre las caracterizaciones del arco que existen, en el presente trabajo 
sólo se presentaran cinco que de alguna manera son clásicas, y son muy re 
presentativas. El trabajo está organizado en seis capítulos, cada uno de los 
cuales contiene una caracterización del arco.La herramienta preliminar nece
saria para su demostración, es presentada en el primer capítulo. 
Antes que nada diremos que X es un ARCO si X es homeomorfo a el inter
valo cerrado [O, 1] y diremos que un continuo X es una CURVA CERRADA 
SIMPLE si es homeomorfo a S 1 . 

iii 



INTRODUCCIÓN iv 

Las demostraciones presentadas son las siguientes: 

l. Un continuo De '.Jleano, all:ióDico IJ sin eurtJas cenaDas sim13Ces es un arco. 

2. 'IoDo continuo arco - cone¡:o U130 arco es un arco. 

3. 6ea X un continuo tilJo arco entonces X es imagen continua De 
2x ó C (X) si IJ sólo si X es un arco. 

4. Un continuo 
con p =f q tal 
Vx =f p, q. 

X 
que 

es un arco si 1J sólo si e¡:isten p IJ q E X 
ord(p,X) = ord(q,X) = 1 1J ord(x,X) = 2 

5. 'I"oDo continuo X con e¡:actamcntc Dos 13untos que no son De 
corte p IJ q es un arco 



Capítulo 1 

Preliminares 

Recordemos que un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y 
con más de un punto y un subcontinuo es un subconjunto de un espacio 
métrico no vacío el cual también es un continuo. 

1.1 Arco-conexidad y conexidad por trayec
torias. 

Definition 1.1 Un espacio X es arco conexo si para cualesquiera dos pun
tos distintos p, q existe un arco contenido en X con extremos p, q. 

arco-conexo 

1 
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Definition 1.2 Un espacio X es localmente arco conexo si paro cada 
p E X y cada abierto U que contiene a p hay un conjunto abierto V ~ U el 
cual es arco conexo. 

localmente arco-conexo 

Definition 1.3 Sea X un espacio topol6gico. Sea p, q E X una trayec
toria de p a q es una funci6n continua a : [O, 1) -> X tal que a(O) = p y 
a(l) = q 

Definition 1.4 Un espacio topol6gico X es conexo por trayectorias si 
paro cualesquiera dos puntos p, q E X hay una trayectoria que une a p 
con q. 

Conexo por trayectorias 
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1.2 Conexidad Local 

Definition 1.5 Un continuo X es local7Tl.ente conexo en un punto 
p E X si para cada conjunto abierto U, con p E U existe un subconjunto 
abierto conexo V tal que p E V y V e U. Diremos que X es locahnente 
conexo, si X es localmente conexo en cada punto. 

X 

Continuo localmente conexo 

Definition 1.6 Un continuo X es conexo en pequeño en p E X, si para 
cada conjunto abierto U, con p E U existe una vecindad conexa V tal que 
peVyVcU. 

p 

Continuo conexo en pequeño en p 
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Definition 1. 7 Sea X un espacio topológico. Una com.ponente C de X es 
un subconjunto conexo maximal de X. Si p E X, entonces 

Cv = U { C ~ X : p E C y C es conexo} 

es llamada la componente de p en X. 

Teorema 1.8 Sea X un espacio topológico, X es localmente conexo si y sólo 
si las componentes de conjuntos abiertos son conjuntos abiertos. 

Demostración. => J Sean U un conjunto abierto y C una componente 
de U. Demostrararemos que Ces un conjunto abierto. Seap E C, como X es 
localmente conexo existe un conjunto Vv abierto y conexo tal que p E V¡, e U, 
por definición de C, Vv ~ C, por lo tanto C = U{Vp : p E C} por lo que C es 
un conjunto abierto. 

<= J Sean p E X y U un conjunto abierto que contiene a p. Demostraremos 
que existe un abierto conexo V talque p E V e U. Sea C la componente de 
p contenida en U, por hipótesis C es un conjunto abierto así V = C, por lo 
tanto X es localmente conexo en p, para cada p E X. • 

Teorema 1.9 X es un continuo localmente conexo si y sólo si X es conexo 
en pequeño en todos sus puntos. 

Demostración. => J Es una consecuencia inmediata de la definición de 
localmente conexo. 

<= J Por el teorema anterior basta probar que las componentes de cualquier 
conjunto abierto son conjuntos abiertos. Sea U un conjunto abierto y C una 
componente de U. Demostraremos que Ces un conjunto abierto. Seap E C, 
como X es conexo en pequeño en cada punto, existe una vecindad conexa V 
talque p E V ~ U y como C es el mayor conexo contenido en U entonces 
V ~ C, pero V es una vecindad, así existe W abierto tal que p E W ~ V ~ C, 
por lo tanto e es un conjunto abierto. • 
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Definition 1.10 Un continuo de Peana X es un continuo localmente 
conexo. 

Las siguientes propiedades de los continuos de Peano serán utilizadas 
sin demostrar. Su demostración puede verse en las referencias que aquí in
d.icamos. 

Teorema 1.11 Todo continuo de Peana es arco conexo.(1, T.8.23 pag. 130 / 

Teorema 1.12 Cada continuo de Peana es localmente arco conexo. 
{1,T.8.25 pag. 131/ 

Teorema 1.13 En un continuo de Peana todo subconjunto abierto y conexo 
es arco conexo.(1,T.8.1!6 pag. 131!/ 

Tuorema 1.14 {Hahn-Mazurkiewicz) Un continuo X es la imagen con
tinua del intervalo [O, 1] si y sólo si X es un continuo de Peana. 
{1,T.8.18, pag. 128/ 

Tuorema 1.15 Si X es un espacio Hausdorff y conexo por trayectorias 
entonces X es arco conexo. 

Demostración. Sean p, q E X y a : [O, 1] -+ X una trayectoria que une 
a p con q, como a([O, 1]) es la imagen continua del intervalo [O, 1] entonces 
a([O, 1]) es un continuo de Peano por el teorema 1.14. Pero por el teorema 
1.11 a([O, 1]) es arco-conexo. Por lo tanto hay un arco en a([O, 1]) que une 
a p con q, en otras palabras hay un arco en X que une p con q. • 
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1.3 Trio dos 

Definition 1.16 Diremos que dos subconjuntos A, B están TnutuaTnente 
separados si A n B = <P = B n A ,en tal caso la uni6n A U B se denotará 
por AIB. 

u 
2 

u 
3 

z 

Triado 

Definition 1.17 Un continuo X es un triodo, si existe un subcontinuo Z 
de X tal que X \ Z = U~=1 U; y los u. están mutuamente separados dos a 
dos. 

Definition 1.18 Un continuo X es un triodo si:rnple si es homeomorfo a 
una "T''. Más presiso 

T = ([-1, 1) X {O}) U ({O} x (O, 1]) ~ JR2 

Definition 1.19 Un continuo X es atri6dico si no contiene triados. 

-- - -- - .. - - • --- .. ---· - - ---------·-_c:_c::: ___ ---'-'------------~-_::_--c.:_-
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1.4 Hiperespacios 

Ahora definiremos el concepto de Hiperespacio de un espacio topológico. 

Sea X un espacio topológico, definamos los siguientes conjuntos 

Claramente C(X) ~ 2x 

{A~ X: A es cerrado y A =¡f <,i>} 
{A E 2X: A es conexo} 

7 

Si (X, d) es un espacio métrico compacto, se puede definir una métrica Hd 
para 2x llamada la métrica de Hausdorff. 

Sean A,B E 2x 

Hd (A, B) = inf {e- > O : A~ Ne(B) y B ~ Ne (A)}. 

Donde 

Ne (A)= {x E X: 3a E A talque d(a,x) <e}= UaeABe(a) 

es la nube de radio e- alrededor de A. Esta nube, por definición, es un conjunto 
abierto. 
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Proposición 1.20 Hd es una métrica en 2x; por lo tanto en G(X). 

Demostración. Mostraremos que Hd es una métrica. Hd (A, B) > O 
porque es el ínfimo de números positivos. Es claro que Hd (A, B) = Hd (B, A). 
Para demostrar la desigualdad del triángulo, notemos primero que si A, 
B E 2x y a E A , entonces existe b E B tal que 

d (a, b) $ Hd (A, B) ........... (1). 

Tomemos ahora un punto a E A. Entonces, por (1), existe b E B tal que 
d (a, b) $ Hd (A, B). Ahora, para dicho elemento b E B, aplicando (1) de 
nuevo, existe e E G tal que d (b, e) $ Hd (B, G). De este modo, usando la de
sigualdad del triángulo parad, tenemos que d (a,c) $ Hd (A, B) +Hd (B, C). 
Por lo tanto, como a E A fue arbitario, hemos probado que 

A e NHd(A.aJ+Hdca.c>+6 (G) 
para cualquier ó > O. Un argumento similar muestra que 

e e N¡¡d(A,BJ+Hdca.c>+6 (A) 

para cada ó > O. Por tanto Hd (A, C) $ Hd (A, B) + Hd (B, C). 

Esto muestra la desigualdad del triángulo. Además, si Hd (A, B) = O, por 
(1) se tiene que para cada a E A, existe b E B tal que d (a, b) =O; es decir, 
a = b, por lo que cada elemento de A es un elemento de B, así A ~ B. 
Análogamente, tenemos que B ~ A. Por lo tanto, A = B. Además, si 
A= Bes claro que Hd (A, B) =O. Por lo tanto Hd es una métrica en 2x. • 

A 2X y G(X) se les conoce con el nombre de hiperespacios de X 

Se sabe que si X es un continuo entonces 2x y G(X) son continuos con la 
métrica de Hausdorff.Ver [1,T.4.17 png. 61.) y [3,T.14.9 pag. 113.J 

Es muy interesante saber que independientemente de la estructura de un 
continuo X, los hiperespacios 2X y C(X) son continuos arco conexos. Ver 
[3,T.14.9 png. 113.J 
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Lema 1.21 Sean X un continuo, A, B E 2x y E: > O. Si A ~ N,.(B) entonces 
existe un número éo < é tal que A~ N,.0 (B). 

Demostración. Supongamos lo contrario, que para todo número éo <E:, 
tenemos que A\ NEo (B) #- <f>. De este modo, la familia {A\ N,._ ' (B)} 

ñ+I' nEN 
es una familia decreciente de cerrados que tiene la propiedad de la intersección 

finita y por lo tanto n (A\ NE-~ (B)) .¡,. <f>. Sea a E n (A\ N,._~ (B)) . n- -· n- -· Entonces a E A y a <j. N,. (B) , lo cual es una contradicción. • 

Proposición 1.22 Sean A, B E 2x. Hd (A, B) < é si y sólo si A ~ N,. (B) 
y B ~ NE(A) 

Demostración. => jSea E> O, como por hipótesis 

Hd (A, B) = inf { g' > o : A ~ NE' (B) y B ~ N,.• (A)} < E:. 

existe Eo tal que Hd (A, B) $; éo < E:; de aquí A ~ NEo (B) y B ~ N,.0 (A) 
pero A ~ NE0 (B) ~ N,.(B), por lo tanto A ~ N,.(B), análogamente 
B ~ N,.(A). 

*= j Por el lema anterior, existen dos números é 1 , é 2 tales que 

E1 < é y 

A~ N,.,(B) y B ~ N.,(A). Sea E:o = rnax{éi,é2 }. Corno éo es un número 
con la propiedad de que A ~ N,.1 (B) ~ N,.0 (B) y B ~ N.,(A) ~ N,.0 (A) 
y Hd (A, B) es el ínfimo de los números con esta propiedad, tenemos que 
Hd (A, B) $; éo < E • 

·· - •··· • - - • •-.-.e· -~~~~ce _ ------



CAPÍTULO l. PRELIMINARES 10 

Ahora definiremos lo que es una función de Whitney; las cuales nos dan 
una forma de "medir el tamaño" de los elementos de 2x. Es además una 
herramienta muy importante en el área de los hiperespacios, especialmente 
en C(X). 

Definition 1.23 Sea X un continuo. Una Función de Whitney paro 2x 
es una función continua µ : 2X -+ IR tal que 

i) µ({x}) =O V'x E X 

ii) Si A, B E 2x, son tales que A <;; B entonces µ(A) < (B). 

Nótese que si µ es una función de Whitney para 2X, entonces µ lccx> es 
una función de Whitney para C(X). 

Teorema 1.24 Si X es un continuo, entonces existen las funciones de Whit
ney./3, T.13.4 pag. 107/ 

Determinemos ahora una función un tanto curiosa con ayuda de funciones 
de Whitney, tal función no necesariamente es continua, la función estará 
definida de un continuo X arco conexo que no contiene cículos al intervaclo 
(O,µ(X)]. 
Formalmente, supongamos que X es un continuo arco conexo sin círculos. 
Seaµ una función de Whitney para C(X). Fijemos un punto p E X. De
finamos una función, f : X -+ [O, µ(X)] con la siguiente regla de corres
pondencia. 

f(q) = µ(Aq) 

donde Aq es el único arco en X que une a p con q. 

Si al espacio le pedimos la condición adicional de que sea localmente conexo, 
entonces la función será continua. Esta función será fundamental para nues
tra primera caracterización del arco. 
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X 

q 
1 

q2 

q3 

~k 

o q 
p 

Ejemplo en el que f no necesariamente es continua. 

Sea X la escoba de la figura anterior. 
Probaremos que f no es continua en X. Si la función f definida en este 

espacio fuera continua, entonces tendríamos por un lado que corno qn -+ q 
entonces f(qn) -+ f(q); es decir, 

observemos que Aq e Ao (Ao es el arco que une a p con O) por lo que 

µ(Aq) < µ(Ao) 

Por otro lado corno Aq. -> Ao y de la continuidad de µ debe ocurrir que 

(1.2) 

Pero µ(Aq) #- µ(Ao) por definición 1.24 (ii). Por lo tanto f no puede ser 
continua. 
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1.5 Puntos de corte 

Definition 1.25 Diremos que p es un punto de corte de un espacio 
conexo X si X\ {p} no es conexo, es decir, X\ {p} = UIV. 

X 

u 

p es punto de corte de X 

El siguiente teorema garantiza la existencia de puntos que no son de corte. 

Teorema 1.26 Sea X un continuo. Supongamos que p es un punto de 
corte de X, es decir X\ {p} = u¡v. Entonces ca.da uno de los conjuntos U 
y V contienen al menos un punto que no es de corte de X. 
/1,T.66 pag. 89/ 

Corolario 1.27 Sean X un continuo y N = {p E X 1 p no es punto de corte} 
entonces no hay un subcontinuo propio que contenga a N. 

Demostración. Supongamos que existe un subcontinuo propio K de 
X tal que N ~ I<. Sea q E X \ K entonces q E X \ N esto implica que 
X\ {q} = u¡v, como q ~ K, K ~X\ {q} pero como K es conexo se tiene 
que K ~ U o K ~ V. Sin perdida de generalidad supongamos que K ~ V, 
de aquí N ~ V ya que N ~ K, contradiciendo el hecho de que también en U 
hay puntos que no son de corte. Por lo tanto no hay un subcontinuo propio 
que contenga a N. • · 
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1.6 Gráficas 

Definition 1.28 Una gráfico. es un continuo el cual se puede escribir co
mo una unión finita de arcos tales que cualesquiera dos arcos,son disjuntos, 
se intersectan en un punto extremo o se intersectan ambos, en sus puntos 
finales. 



Capítulo 2 

PRIMERA 
CARACTERIZACION 

lln continuo ilc '+!cano, atrióilico IJ sin cucuas cc'C'Cailas sim!Jlcs es un acco. 

Proposición 2.1 Sean X un continuo arco-conexo sin circulas y p E X 
un punto fijo pero arbitrario. Sea F : X --+ [O, µ(X)] definida como sigue: 
f (q) = µ (Aq) donde Aq es el único arco en X que une a p con q. Si Y es un 
subcontinuo de X localmente conexo, entonces flY es continua. 

Demostración. Demostraremos que /IY es continua. Sean y E Y y 
E: > O. Sea A,, el único arco que une a p con y. 
Por la continuidad de µ, existe ó > O tal que si Hd(A,,, A) < ó donde 
A E C(X) entonces lµ(A,,) - µ(A)I <e; o dicho de otra manera según la 
proposición 1.22, si A,, e N6(A) y A e N6(A,,). Entonces lµ(A,,)-µ(A)I <s. 
Sea U = B ~(y) n Y. Nóte que U e N 6 (A,,). Como U es un conjunto abierto 
en Y, exist~ un conjunto V abierto y conexo en Y con y E V ~ U. Vemos; 
por el teorema 1.13 V puede ser tomado arco conexo. Seas E V entonces 
existe un arco sy en V que une a s con y. Sea A. el arco que une a p con s. 
Note que como X no contiene círculos A. e A,, U sy [Ver figura] además 

14 
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por lo tanto A. ~ N 6 (Ay)· Por otro lado veamos que Ay e A. U sy, 
como sy e V e B~(y), d(y, t) < ~ Vt E sy, así tenemos que 

d(s, t) ~ d(s, y) + d(y, t) < ~ + ~ = 8 Vt E sy, por lo tanto 
sy ~ No(A.) = U.eA. B 0 (x) por lo que 

Ay e A. U sy e N6(A.) U No(A.) = No(A.) 

luego entonces Ay ~ N 0 (A.). Por lo tanto Hd(Ay, A.) < ti, que por la 
continuidad de µ implica que 

lµ(A.) -µ(Av)I = lf(s)- f(y)I < E: por lo tanto f es continua Vy E Y. 
Por lo tanto fly es continua • 

X 

o p 

Lema 2.2 Sea X un continuo arco conexo sin triados simples, ni círculos 
entonces para toda p, q E X y Vx E X con x fj. pq se tiene que: 

pq ~ xq ó pq e px 

Demostración. Sean p, q, x E X tal que x fj. pq. Como X no tiene 
círculos ni triodos entonces x se une con un arco, al arco pq en p o en q 
Por lo tanto pq ~ xq 6 pq ~ px • 



CAPÍTULO 2. PRIMERA CARACTERIZACION 16 

Ahora probaremos la primera caracterización del arco. 

Un continuo De qJcano, alrióDico IJ sin cm:tias ccn:aDas simples es un a..:co. 

Demostración. Para cada punto x E X, definamos f,,, : X-> [O, µ(X)] 
por f,,,(y) = µ(xy), donde xy es el único arco que une ax con y. La función 
f,, está bien definida ya que si X es un continuo localmente conexo, entonces 
X es arco conexo. 
Sea x 0 E X fijo, como X es localmente conexo, entonces f,,,0 es continua 
según la proposición 2.1 
Sabemos que toda función continua que esta definida de un compacto a lR 
alcanza su punto máximo. Sea p E X tal que 

Ízo(P) = max{f,,,0 (y) 1 Y E X} 

Análogamente sea q E X tal que 

fp(q) = max{fp(y) 1 y E X}. 

Afirmamos: X = pq. 
Prueba. Claramente pq !;;; X. Observemos que x 0 E pq, ya que si x 0 </; pq 

entonces ocurrirían dos casos: 

xop e xoq ó pq e xop 

Sí ocurre xop C xoq entonces µ(xop) < µ(xoq) esto es f,,,0 (p) < f,,, 0 (q) coc
tradiciendo la elección de p. 

O bien sí ocurre pq e xop entonces µ(pq) < µ(xop) esto es fp(q) < fp(xo) 
contradiciendo la elección de q. Por lo tanto x 0 E pq 

Ahora probaremos que para toda z E X, z E pq 
Supongamos que z </; pq. Como anteriormente se hizo hay dos casos: 

pq !;;; zp ó zp e zq 

Sí ocurre pq !;;; zp, entonces µ(pq) < µ(zp), es decir fp(q) < fp(z) contradi
ciendo la elección de q. 
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O bien sí ocurre zp e zq entonces p E zq por lo que pq e zq pero x 0 E pq 
entonces x 0 E zq por lo tanto px0 e zxo, así µ(zxo) > µ(pxo); es decir, 
f,. 0 (z) > f,. 0 (p) contradiciendo la elección de p. Por lo que '<lz E X, z E pq; 
es decir, X ~ pq y como pq ~ X entonces X= pq. Por lo tanto X es un 
arco. • 

Otra forma de probar la misma caracterización es como sigue: 

Teorema 2.3 Sea X un continuo de Peana. Si X no es un arco, entonces 
X contiene círculos o triados. 

Demostración. Por el teorema 1.26, existen puntos que no son de corte. 
Sean p y q dos puntos que no son de corte, entonces X \ {p} y X \ { q} 
son cone.xos y abiertos. Por el teorema 1.11, X es arco conexo. Sea A un 
arco que une a p con q, X\ A#</>, porque por hipótesis X no es un arco; 
sea r E X\ A. Debido a que X\ {p} y X\ {q} son abiertos y conexos, se 
tiene por el teorema 1.13, que ambos conjuntos son arco conexos. 
Si B es un arco que va de r a q entonces se tienen dos posibilidades que 

BnA={q} ó BnA#{q} 

Si B n A # {q} entonces sea R el punto tal que B intersecta a A por 
primera vez entonces el conjunto A U r R es un triado simple. ( r R es el arco 
que une ar con R). 
Análogamente sí C es un arco que une a r con p tenemos dos casos: 

en A= {P} ó en A,¡, {p} 

Si ocurre C n A= {p} y B n A= {q} tenemos un círculo en Cu Bu A 
Si ocurre C n A# {p} con un análisis similar a la parte anterior obtenemos 
un triado simple. • 

Dicho de otra forma Un continuo X localmente conexo que no tiene 
triados, ni círculos es un arco. 



Capítulo 3 

SEGUNDA 
CARACTERIZACION 

'I"otlo continuo arco - conc}:o tipo arco es un aeco. 

Para la siguiente caracterización utilizaremos los llamados continuos tipo 
arco. 
Comencemos definiendo lo que es una t:-función. 

Definition 3.1 Sean X y Y espacios métricos, y f : X _,. Y y E: > O en
tonces f es u.na E:-;función, siempre que f sea continua y 
diam(f-1 (f(x)) <E: para cada x E X. 

Definition 3.2 Se dirá que un continuo X es tipo arco si para cada E: > O, 
existe u.na E:- función sobre algún arco. 

Continuo tipo-arco · 

18 
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Veamos que esta propiedad es hereditaria. 

Definition 3.3 Sea P una propiedad topológica de un continuo. Diremos 
que P ~s here.ditaria si cada subcontinuo tiene la propiedad. 

Teorema 3.4 Cada subcontinuo de un continuo X tipo arco es tipo arco. 

Demostración. Sea X un continuo tipo arco y sea Y un subcontinuo 
no degenerado de X. Sea e > O tal que diam(Y) > E:. Sea f una 
e-función de X sobre un arco A. Sea g = fly entonces como g-1 (g(y)) = 
f-1 (g(y))nY, se tiene que diam(g- 1 (g(y))) = diam(f- 1 (g(y)) nY) <e por 
lo tanto g es una e - función. Ahora bien como E: < diam(Y), entonces 
g(Y) es no degenerado, por lo que g(Y) es un arco, ya que g(Y) es un 
subconjunto conexo y compacto de un arco A. Por lo tanto hemos probado 
que existe una e - función de Y sobre un arco para cada E: > O. • 

Definition 3.5 Sean X y Y espacios topológicos. Una función F : X -+ 2Y 
es Semicontinua superiormente en un punto p E X, si paro cada 
conjunto abierto V de Y con F(p) ~ V, hay un conjunto abierto U 
de X con p E U tal que Vz E U, F(z) ~ V. F es sem.icontinua 
superiorTnente, si es semicontinua superiormente en cada punto p E X. 

Idea Intuitiva de semicontinuidad superior. 

X 
V 

u F 
~ 

/ z ' \ 
l I 

' 
p 

/ 

·-----·--· 
F Semiconlinua Superiormente. 

...... 

- .'~·:: .·. '.-·;:(: --------·-·-·· 
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Proposición 3.6 Sea F: X-+ 2x, F es semicontinua superiormente si y 
sólo si el conjunto A= {x E X 1 F(x) ~ V} es abierto para cada conjunto 
abierto V en Y. 

Demostración. ==> J Supongamos que F es semicontinua superior
mente. Sean V un conjunto abierto de Y y A= {x E X 1 F(x) ~V}. 
Demostraremos que A es abierto. Sea x E A, por hipótesis existe un 
conjunto abierto U de X tal que x E U y Vz E U, F(z) ~ V, por lo tanto 
A es un conjunto abierto de X. 

<=== J Sea p E X. Demostraremos que F es semicontinua superiormente 
en p. Sea V un conjunto abierto de Y tal que F(p) ~ V, entonces por 
hipótesis A = {x E X 1 F(x) ~ V} es un conjunto abierto, pero p E A, 
entonces haciendo U = A, en la definición 3.5 tenemos que Vz E U, F(z) ~ V 
por lo tanto F es sernicontinua superiormente en p, \lp E X. Por lo tanto 
F es semicontinua superiormente. • 

Proposición 3.7 Sea f una función de X sobre Y tal que ¡-1 (y) es 
cerrado en X para cada y E Y. Definamos una función F : Y -+ 2x con 
la siguiente regla: F(y) = ¡-1 (y) para cada y E Y. Entonces f es una 
función cerrada si y sólo si F es semicontinua superiormente. 

Demostración. ==> J Sean y E Y y U un conjunto abierto de X tal que 
F(y) ~U. Como U es un conjunto abierto, X\U es un conjunto cerrado 
entonces por hipótesis f(X\U) es un conjunto cerrado con y <t. f(X\U), por 
que si y E f (X\ U) entonces existe z E X\U tal que f (z) =y lo cual no es 
posible ya que z E ¡-1 (y)~ U. Luego Y\f(X\U) es un conjunto abierto, 
tal que y E Y\f(X\U). Sean W = Y\f(X\U) y z0 E W; afirmamos que 
W es el conjunto buscado para la sernicontinuidad superior. Como Zo E W 
entonces Zo E Y y zo <t. f(X \ U) = {f(x) 1 x E X\ U}, esto es, no hay 
x E X\ U tal que f(x) = zo esto implica ¡-1 (z0 ) n (X\ U) = ,¡, entonces 
¡-1 (zo) ~U, pero ¡-1 (z0 ) = F(z0 ) por lo que F(z0 ) ~U \Izo E W. Como 
y E W ~ U, se tiene que F es semicontinua superiormente. 
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<==JSea C un conjunto cerrado de X. Demostraremos que /(C) es 
cerrado en Y, o equivalentemente que Y\ /(C) es un conjunto abierto 
en Y. Sea y E Y\ /{C) entonces y E Y y y </; /{C) esto implica que 
¡-1 {y) ne= <P ya que si ¡-1 (y) ne V= <P ocurriría que existiría un punto 
z E ¡-1 (y) n C, es decir f(z) E f(C) pero f(z) =y E /(C) contradicción. 
Por lo tanto F(y) = ¡-1 (y) ~X\ C, pero como C es un conjunto cerrado, 
X \ C es un conjunto abierto y por la semicontinuidad superior existe un 
conjunto W abierto tal que F(z) e X\ C 'r/z E W, por lo tanto 
¡-1{z) ~X\ C por lo que ¡-1 {z) n C = </1, así z </; /(C) 'r/z E W, luego 
entonces W ~ Y\ /{C). Por lo tanto Y\ /{C) es un conjunto abierto 
implicando que /(C) es un conjunto cerrado. • 

Definition 3.8 Sea X un espacio topol6gico. Decimos que X es no.,-,nal si 
y s6lo dados F 1 y F 2 cerrados ajenos en X existen U y V abiertos ajenos 
tal que Fi e U y F2 e V 

Proposición 3.9 Sea X un espacio normal entonces para cualesquiera dos 
cerrados ajenos E y F existen dos subconjuntos abiertos U y V ajenos tales 
que E e U, Fe V y Un V= </J. 

Demostración. Sean E, F dos subconjuntos cerrados y ajenos de X. 
Entonces por normalidad existen dos conjuntos abiertos G y H ajenos 
tales que E ~ G y F ~ H. Como G es abierto X \ G es cerrado y 
En (X\ G) = </J, aplicando de nuevo normalidad existen U y W conjuntos 
abiertos y ajenos tales que E e U y (X\ G) e W, así U e (X\ W) e G 
y por lo tanto U e (X\ W) por ser X\ W cerrado. 
Por lo tanto E e U e G. Análogamente existe un subconjunto abierto V 
tal que F e V e H y como H n G = </J, V n U = </J. • 
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Definition 3.10 Un continuo X es unicoherente si siempre que 
X= A U B con A, B E C(X), se cumple que A n B es conexo. 

1 1 l ITI 1 1 1 
Continuo unicoherente. 

Teorema 3.11 Cada continuo X tipo arco es hereditaria-mente unico
herente. 

Demostración. Por el teorema 3.4 basta probar que X es unicoherente. 
Sea X un continuo tipo arco. Supongamos que X no es unicoherente; es 
decir, existen A, B E C(X) tales que X =A U B y A n B no es conexo, así 
existen P y Q dos subconjuntos cerrados de A n B con P n Q = q, tal 
que A n B = PU Q. 
Como AnB es un subconjunto cerrado de X, entonces P y Q son cerrados 
en X, por la proposición 3.9 existen dos subconjuntos abiertos U y V de 
X tales que P e U, Q e V y U n V = efJ. 
Como A n B =Pu Q y dado que P <;;;U, tenemos que A n U,¡. <J>. De 
manera análoga como Q e V tenemos que A n V ,¡. </>. Pero como A es 
conexo, y U n V = q, entonces A ~ U U V. Similarmente B ~ U U V. Por 
lo anterior A\ [U U V] y B \ [U U V] son conjuntos cerrados no vacíos. Sea 

e= min{d(U, V), d(A \[U U V], B), d(A, B \[U U V])} 

Afirmamos que e> O, ya que en todos los casos tenemos conjuntos cerrados 
ajenos. 
Como X es un continuo tipo arco, existe una e - función f de X sobre 
(O, 1]. Sea J = f (A) n f (B). Ahora construiremos dos conjuntos G y H 
en (O, 1]. Sean G = {t E J¡¡- 1 (t) e U} y H = {t E Jjf-1 (t) e V}. 
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1.- G y H son abiertos y ajenos en J. 
Demostración. Sabemos que toda función continua de un compacto a un 
Hausdorff es cerrada. Como la e - función f satisface estas condiciones 
entonces f es cerrada. Definamos una función F : [O, 1] -+ 2x como 
F(y) = ¡-1 (y), así por la proposición 3.7 F es semicontinua superior
mente y por la proposición 3.6 los conjuntos G = {t E Jlf-1 (t) e U} y 
H = {t E Jlf-1 {t) e V} son conjuntos abiertos de [O, 1] y como Un V=</> 
entonces H n G = q,. 

2.- H #- </> y G #- </>. 
Demostraremos que G #- </>. Para esto probaremos que f(P) s;;; G. Sea 
p E P s;;; U entonces f(p) E J como p E A n B entonces f(p) E f(A n B) s;;; 
f(A) n f(B) = J por lo tanto f(p) E J. 
Como f es una e - función, diam(J-1 (f(p))) <e:. 
Nótese que p E U, porque P s;;; U. Sea x E ¡-1 {f(p)) entonces d(x,p) < e 
esto implica que x ti V porque d(U, V) ;::::: e:, también x ~A\ (U U V], ya 
que p E B porque A n B = P U Q y además d(A \ [U U V], B) ;::::: e y 
también x ti B \[U U V] porque d(B \[U U V], A) 2: e: y p E A, por lo 
tanto x E U, así f- 1 {f{p)) s;;; U. 
Por lo que f(p) E G. Entonces f(P) s;;; G y por lo tanto G #- </>. Similar
mente H# </>. 

3.- J = GUH. 
Por construcción G UH s;;; J. Por demostrar que J s;;; G U H. Supongamos 
que J #- GUH, entonces J\GUH #- </>, así existe z E J tal que z ~ GUH, 
esto implica que f- 1 (z) s;; U U V. Por lo tanto existe x E ¡-1 (z) tal que 
x ~ U U V, sin perdida de generalidad supongamos que x E A \ [U U V], 
como z E J = f(A) n f(B) entonces existe b E B tal que f(b) = z. Por 
lo tanto x,b E f- 1 (z), pero f es una e - función así d(x,b) <e, lo cual 
no puede ser porque b E B, x E A\ (U U V) y d(A \[U U V], B) ;::::: e. Por 
lo tanto J = G U H. 
Por lo tanto como J = G u H, G n H = </> y G n J f= </> #- J n H, J es 
disconexo lo cual no puede ser porque J es conexo por ser la intersección de 
dos subcontinuos de (O, 1]. 
Por lo tanto estuvo mal suponer que X no era unicoherente. Por lo tanto 
X es unicohereRte. Por lo tanto X es hereditariamente unicoherente. • 
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Teorema 3.12 Sean X un espacio topol6gico conexo y C un subconjunto 
conexo de X tales que X\ C = A U B con A, B subconjuntos mutuamente 
separados de X entonces A u C y B u C son conexos. Si X y C son 
continuos entonces A u C y B u C también lo son. 

Demostración. Supongamos que AUC = HUK con H y K conjuntos 
mutuainente separados; es decir, K n H = </> = H n K. Como C es conexo, 
se tiene que C ~ K o C ~ H, sin perdida de generalidad supongainos que 
C~K. DeaquiH~A porloqueBnH=ef>=HnB asíHn(BUK)= 
Hn(BUK) = (HnB)U(HnK) = </> y Hn(BUK) = (HnB)U(KnB) = </> 
en otras palabras H y B U K son conjuntos mutuainente separados tales 
que X = HU (BU K); contradiciendo el hecho de que X es conexo. Por lo 
tanto A u C y B U C son conexos. 
Ahora demostraremos que si X y C son continuos entonces A U C y BU C 
son cerrados. 
Probaremos primero que A u C = A u C. Es claro que A u C ~ A u C. 
Ahora si X E AUC entonces X E A o X E e, si X E e entonces X E AUC, 
pero si x E A y dado que AnB = </> y X= AUBUC entonces x E AUC, 
por lo tanto AUC = AUC. De esta manera A U C = AUC = AUC = AUC. 
Por lo tanto A U C es cerrado, análogainente B U C es cerrado. 
Así que como A U C y B U C son cerrados en un compacto entonces A U C 
y B U C son compactos, además son conexos, por lo tanto son continuos. • 

Teorema 3.13 Todo continuo X tipo arco es atri6dico. 

Demostración. Por el teorema 3.4, es suficiente probar que el mismo 
continuo tipo arco no es un triado. Supongainos que X es un continuo 
tipo arco, el cual es un triado. Entonces por definición de triado, existe un 
subcontinuo Z de X tal que X \ Z = LJ~=l U; donde cada U, es abierto 
y los U; están mutuamente separados. Sea X\ Z =u,¡ (U; u Uk) i f= j, 
j f= k y i f= k. Entonces por el teorema 3.12, U; U Z es un continuo para 
cada i = 1, 2, 3. Fijemos ahora para cada i un punto p; E U; y tomemos 

E:= min{d(p;, X\ U;)li = 1, 2, 3} >O ....... {1) 

Como X es tipo arco existe una e - función f . de X sobre [O, 1]. Sea 
J; = f(U; U Z) Vi= 1, 2, 3 cada J; es un subintervalo cerrado de [O, 1]. 
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Note que (O, 1] = U;3= 1 J, por que f es sobre y n~=l J; '.:) f(Z) i' </>. De 
aquí uno de los conjuntos J 1 , J 2 , J 3 está contenido en la unión de los otros 
dos. Sin pérdida de generalidad supongamos J 1 e J 2 U J 3 luego entonces 
f(p1) = f(q) para algún q E Z U U2 U U3 como J es una e - Juncián, se 
tiene que d(pi, q) < e, por otro lado como q E X\ U1 y por (1) se tiene 
que d(pi, q) ;:::: e, contradiciendo lo anterior. Por lo tanto X no puede ser 
un triodo. Por lo tanto X es atriódico. • 

Definition 3.14 Se dirá que un continuo X es irreducible si existen dos 
puntos p y q tales que no existe un subcontinuo propio de X que los contenga. 

q 

El siguiente resultado es muy importante. 

Teorema 3.15 {TeoreTna de Sorgenfrey}Todo continuo no degenerado, 
unicoherente y atriódico, es irreducible. {1,T.11.s,¡ pag. 216/ 

Teorema 3.16 Cada continuo X tipo arco es irreducible 

Demostración. Por el teorema 3.11, X es hereditariamente unicoherente 
y por el teorema 3.13 X es atriódico. Entonces por el teorema 3.15 X es 
irreducible y por lo tanto hereditariamente irreducible. • 
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Ahora probaremos la caracterización de este capítulo. 

'I'ot>o continuo cn:co - conc~o tipo at:co es un at:co. 

Demostración. Como X es tipo arco, es irreducible, sean p, q E X tal 
que X es irreducible entre p y q, como X es arco conexo entonces existe un 
arco pq que une a p con q, por lo tanto pq =X ya que X es irreducible entre 
p y q. Por lo tanto X es un arco. • 

Corolario 3.17 Todo continuo tipo arco, localmente conexo es un arco. 

Demostración. Como X es un continuo localmente conexo entonces X 
es arco conexo y X es tipo arco entonces por el teorema anterior que X es 
un arco. • 

Otra forma de probar que el único continuo tipo arco, localmente 
conexo es un arco es como sigue.(sin utilizar lo arco-conexo directamente). 

Demostración. Sabemos que un continuo tipo arco es atriódico y hered
itariamente unicoherente esto implica que X no contiene círculos. Por lo 
tanto como X es localmente conexo y al ser tipo arco, no contiene ni cír
culos ni triodos, entonces se tiene por la primera caracterización que X es 
un arco. • 



Capítulo 4 

TERCERA 
CARACTERIZACION 

X un 
ó G(X) 

continuo li¡:io acco 
.si 1J .sólo .si X 

entonces X 
e.s un acco. 

c.s imagen continua ?le 

Teorema 4.1 Sean X y Y espacios topol6gicos Hav.sdorff y f : X-+ Y 
continua y sobre. Si X es arco-conexo entonces Y es arco-conexo. 

Demostración. Por el teorema 1.15, basta probar que Y es conexo por 
trayectorias. Sean p, q E Y. Probaremos que existe una trayecctoria que 
une a p con q. Consideremos x E ¡-1 (p) y y E ¡-1 (q) , como X es 
arco-conexo existe un arco A ~ X que une a x con y; es decir, existe un 
homeomorfismo u : [O, 1] -> A tal que u (O) = x y u (1) = y. 
Ahora consideremos la siguiente composición a= fo u: [O, 1]-> Y. 
a es continua por ser composición de funciones continuas, además 
a (O} = fo u (O) = f (x) = p y a {1) = fo u (1) = f (y) = q, de esta 
manera a es una trayectoria en Y que une a p con q. Por lo tanto Y es 
conexo por trayectorias y por ser Hausdorff se tiene por el teorema 1.15 que 
Y es arco-conexo. • 

27 
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Como se puede observar la caracterización tiene que ver con funciones definidas 
en 2x o C(X). 

C5ca X un continuo tipo acco entonces X es imagen continua lle 
2x ó C (X) si IJ sóCo si X es un acco. 

Demostración. => J Sea X un continuo tipo arco entonces como C(X) 
y 2x son arco conexos entonces la imagen continua es arco conexa, es de
cir X es arco conexo, pero X es un continuo tipo arco, por lo tanto la 
caracterización anterior nos dice que X es un arco. 

<= JPara el inverso sabemos que hay funciones de Whitney para C(I) las 
cuales son continuas; es decirµ: C(l) --+ [O,µ(!)] y [O, µ(I)] es homeomorfo 
a [O, 1] por lo tanto se tiene una función continua de C(I) a J. En particular 
podríamos definir una función de C(I) a I como sigue µ : C(I) --+ [O, 1] 
definida por la regla de correspondencia µ([a, b]) = b - a. 

Claramente µ es sobre, ya que si t E [O, 1] entonces µ([O, t]) = t. 
Probaremos queµ es continua. Sea [a, b] E C(J) (a puede ser igual a b); es 
decir, probaremos que Ve > O, 3 6 > O tal que Hd([a, b], [e, d]) < 6 
entonces (µ([a, b]) - µ([e, d])) < e. 
Si 6 = ~ entonces si [e, d] ~ N(6, [a, b]) y si [a, b] ~ N(6, [e, d]) entonces 
le - al < 6 y Id - bl < 6 entonces 
l(a-b)- (c-d)I = l(a-c) + (b-d)I:::; le-al+ ld-bl < 6+6 =~+~=e. 
Por lo tanto µ es continua. • 

Una función continua para 2x sobre [O, 1] es como sigue. 

f : 2 1 --+ [O, 1] 
A>-+ f (A)= minA 

El min A existe porque A es un subconjunto no vacío, cerrado y 
acotado de JR. Claramente f es sobre ya que si a E [O, 1] entonces 
f ([a, 1]) = a= min ([a, 1]); f es continua: Para A E 2x y Ve > O, 36 > O 
tal que si B E 2x y Hd (A, B) < 6 entonces 1 f (A) - f (B) I< e. Sea 
6 = ~. si Hd (A, B) < 6; es decir, si A ~ N6 (B) y B ~ N6 (A) entonces 
existe b E B tal que 1 minA- b I< 6 así 1 minA-minB 1$ 6 <e en 
otras palabras 1 f (A) - f (B) I< e. Por lo tanto f es continua. 
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CUARTA 
CARACTERIZACION 

iln continuo X 
con p =F q la[ 
Vx =F p, q. 

es un ai:co si IJ sólo si e~islen 
que ord (p, X) = ord (q, X) = 1 1) 

pt)qEX 
ord(x,X) 2 

Aquí se probará también una caracterización del círculo, utilizando el con
cepto de gráfica y el orden de un subconjunto A de X. 

Para cada conjunto A, denotemos por IAI la cardinalidad de A. 

El siguiente concepto nos va a ayudar para la clasificación de curvas. El 
concepto es el de orden de un conjunto. 

Definition 5.1 Sean X un espacio topológico y A~ X. Sea /3 un número 
cardinal. Diremos que A tiene orden o es de orden menor o igual que /3 en 
X, denotado por ord (A, X) :5 /3, si para cada subconjunto abierto U existe 
otro conjunto abierto V, tal que A~ V~ U y IFr(V)I :5 /J. 
Y diremos que A es de orden /3 en X, que denotamos por ord(A, X) = /3, 
si ord(A, X) :5 /3 y ord(A, X) ..¡.a para un número cardinal a < /3. 
Si A= {p} se escribe frecuentemente ord(p, X) en vez de ord( {p}, X). En 
particular si ord(p, X) = 1 decimos que p es un punto extremo de X. 

Necesitarnos un tipo especial de convergencia en un espacio topológico. 

29 
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Definition 5.2 Sea X un espacio topol6gico. Sea {A,}~1 una sucesi6n de 
subconjuntos de X. 
Se define el límite superior de la sucesi6n {A,} (limsupAi) y el límite infe
rior de la sucesi6n {A;} (liminf A;) como sigue: 

limsup A, = {x E X 1 V' U subconjunto abierto con x E U, Un A, i' <P 
para una infinidad de índices } . 

liminf A;= {x E X 1 V' U subconjunto abierto con x E U, Un A, i' </> 
excepto para una cantidad finita de índices}. 

Clarrunente liminf A, s; limsup A;. 

Definition 5.3 Diremos que un subconjunto A de X es el límite de {A,}:::,1 , 

lim A, = A si y s6lo si liminf A, = A = limsupA;. 

Ejemplo(donde se aprecia que el límite inferior es un subconjunto 
de el límite superior ) 

imsupb. i 

ininfA . 
1 

A 
3 

Al 

A 
2 
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lim inf A; = lirn sup A; = A 

Ejemplo( donde se aprecia que el límite inferior coincide con el 
límite superior) 

Notación: Sea X un espacio métrico compacto con topología r. Para 
cada U1, U2, U3, ... ,Un E r n < oo. 
Sea (Ui. U2, U3, ... ,Un) = {A E 2x : A ~ Uf=1 U; y A n U; "'i= </> Vi = 1, ... , n} . 

Para el siguiente teorema ver [1,T.4.5 pag. 54) 

Teorema 5.4 Sea X un espacio métrico compacto con métrica d y topología 
r. Entonces<!:= {(U1, U2, U3, ... ,Un): U; ET para cada i = 1, ... ,n} es una 
base para la topolog!a en 2x obtenida por la métrica de Hausdorff. 
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Lema 5.5 Sean X un espacio métrico compacto y {A.};:1 una sucesi6n de 
subconjuntos cerrados de X. Entonces 

lim sup Ai 'f. <P y limsupA; = lirnsupA; 

es decir, lim sup A; es un conjunto cerrado. 

Demostración. Supongamos que lirn sup A; = q,, esto es, para toda 
x E X existe un abierto U,, que contiene a x tal que U,, intersecta a lo más 
un nÚIIlero finito de A;'s. Sea X = UU,,, entonces por compacidad existen 

>:EX 
x 1,x2,x3, ... ,xn tales que X= U:'=iU,,., como cada U,,,, intersecta a lo más 
un número finito de A;'s, U:'=iU,,,, también intersecta solamente un número 
finito de A; 's. Esta es una contradicción ya que X = U;'=1 U,,,. Por lo tanto 
lim sup A; 'f. q,. 
Ahora probaremos que limsupA; = limsupA; 
Claramente lim sup A; ~ lim sup A; 
Sea x E limsupA; entonces para cada abierto U que contiene a x, 
U n lim sup A; # </J. Sea y E U n lim sup A;, U es un abierto que contiene 
a y y como y E lim sup A; entonces U n A; # <P para una infinidad de 
índices, como esto ocurre para cualquier abierto U que contiene ax, entonces 
x E lim sup A,,;,....---,,.... 
Por lo tanto limsupAi ~ limsupA;. Por lo tanto limsupAi es cerrado. • 

Teorema 5.6 Sean X un espacio métrico compacto y {Ai} una sucesi6n de 
elementos en 2X, entonces lim A; = A (con respecto a la mérica de Hausdorlf) 
si y s6lo si limsupA; =A= lirninf A;. 

Demostración. <= J Por el lema 5.5, A E 2x ya que A = lim sup A;. 
Para probar que lirn A; = A con respecto a la métrica de Hausdorff usaremos 
el teorema 5 .4. 
Sean Ui, ... ,U" abiertos de X tales que A E (Ui. ... , Un) ,como A n U; # q, 
para cada j y dado que lim inf Ai = A, existe Ni E N tal que 

1.- Ai n U¡ # <P 
Como A~ U;, 

;-1 

Vi~ Ni y 
afirmamos que 

"lj ::;;n 
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2.-At ~ Uj=1 U; Vi ~ N 2 para algún N2 E N. 
Si suponemos lo contrario¡ es decir, si para cada N E N existe iN E N, y 
x,N E A;N tal que x;N ti. Uj=1 U;, entonces podemos construir una sucesión 
{x,N} ~ X\ (Uj=1 U;). Como X\ (Uj=1U;) es cerrado en un compacto 
entonces es compacto, así {x;N} tiene una subsucesión {x;k} que converge 
a un punto x E X\ (Uj=1 U;). Por otro lado por definición de limsupA;, 
x E limsupA; = A ~ Uj=1 U;, por lo que x E Uj=1 U;, contradiciendo lo 
anterior. 
Tomando N = max {Ni. N 2}, tenemos por (1) y (2) que 

3.-A; E (U1 , •.. ,Un) Vi~ N. 
Por lo tanto {A;} converge a A con la métrica de Hausdorff. 

=> J Probaremos que A ~ lim inf A; y lim sup A, ~ A. 

1.-A ~ lim inf A; : Sea p E A. Sea U un conjunto abierto de X conteniendo 
a p. Si A = {p} entonces existe E: > O tal que B., (p) s;;; U, de esta man
era por la convergencia, para alguna N E N, A; ~ Be (p) Vi ~ N. 
Por lo tanto A; n U =f <P excepto para un número finito de índices, así 
A = {p} ~ lim inf A;. Supongamos ahora que A =f {p} . Entonces A E 
(U,X \ {p}). Como (U,X \ {p}) es un subconjunto abierto de 2x, existe 
NEN tal que Vi;;:; N, A, E (U,X \ {p}). Así A; n U =f </> Vi~ N. Por 
lo tanto p E lim inf A; y por lo tanto A ~ lim inf A;. 

2.-lim sup A; ~ A : Para probar esta contención lo haremos por comple
mentos¡ es decir, probaremos que (X\A) ~ (X\limsupA;). Seax E (X\A) 
(Si A = X, (2) se cumple trivialmente) . Sea W un conjunto abierto de X tal 
que A~ W y x tf. W. Como A E (W) y (W) es un subconjunto abierto de 
2x, existe NEN tal que Vi~ N, A, E (W)¡ es decir, A, e W Vi~ N. 
Por lo tanto A; n (X\ W) = </> Vi~ N, como X\ W es un abierto de X 
que contiene x, tenemos que x tf. limsupA;. A.sí hemos probado (2). 
Por lo tanto como el lim sup A; e A e lim inf A; e lim sup A; entonces 
lim sup A; = lim inf A; = A. • 
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X 

Continuo de convergencia 

Definition 5. 7 Sea X un espacio m.étrico. Diremos que un subcontinuo 
no degenerado A de X, es un Continuo de Convergencia de X si 
existe una sucesión {A.} de subcontinuos de X tal que A= lim.A., con 
A n A, = </> V i = 1, ... 
Si adem.ás X es compacto se pueden elegir los A. 's m.utuamente ajenos, de 
la manera siguiente: 
Sea ii = 1, com.o A1 n A = </> se tiene que la distancia d (A, A1 ) > O. 
Elijamos i 2 de tal manero que i 2 > i 1 y dn (A, A.,) < d(A~,A>, i 3 se elije 

de tal m.anem i 3 > i 2 y dH (A, A,
3

) < d(A~A,,). 
En geneml Ík se escoge de tal m.anem que ik > Ík-l y 

d (A A- ) d (A, A;._ 1 ) 
H , '> < 2 

Vk =/= j y limA;. =A. 
k-oo 
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Lema 5.8 Sean X un espacio topológico y A un subconjunto conexo de X. 
Si U es un conjunto abierto de X tal que U n A =f <P y A </, U entonces 
fr (U) n A =f </J. 

Demostración. Supongamos fr (U) n A = <P como A </, U entonces 
A n (X\ V) =f <P por lo que A e (X\ V) U U lo cual es una contradicción 
porque A es conexo y tanto U como X \ U son abiertos ajenos. Por lo tanto 
fr (U) n A =f </J. • 

Proposición 5.9 Si X es un continuo tal que ord(x,X) < x 0 paro cada 
x E X, entonces X no tiene continuos de convergencia. 

Demostración. Supongamos que X tiene un continuo de convergencia 
A; esto es, existe una sucesión An, de subcontinuos tales que lim An = A; 
como X es compacto los An los podemos tomar ajenos dos a dos. 
Con esta suposición vamos a probar que hay un punto x tal que 

ord(x,X) ~ xo. 

Sea x E A, entonces para todo conjunto abierto U que contiene a x, se 
tiene que U n A; =f <P excepto para un conjunto finito de índices porque 
A = lim An = lim inf An = lim sup An. 

Como A es no degenerado, diamA > O. Entonces si e < diamA, y 
V = B~ (x), An está contenido en V a lo más para un número finito de 
índices n. Pues si Ank ~ V para una infinidad de índices nk entonces como 
A = lim Ank, se tendría diamA = lim ( diamAnk) ,;;; e. Entonces por el lema 

5.8 fr (V) n An # <P excepto quizá-;~ª un número finito de índices y como 
los An 's son disjuntos dos a dos tenemos que la 1 fr(V) ¡;;;¡:: x¡¡. Por lo tanto 
ord (x, X) ~ x 0 • Por lo tanto no hay continuos de convergencia. • 

Teorema 5.10 (GOLPES EN LA FRONTERA) Sean X un continuo, 
U un conjunto abierto de X, U ~ X entonces si K es una componente de U 
entonces K n Fr(U) =f </J. ¡1,T.s.4, pag. 73/. 
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Teorema 5.11 Sea M un continuo y 

N = {p E X : X no es conexo en pequeño en p} 

Si p E N, entonces existe un continuo de convergencia I< de X tal que 
peKcN 

Demostración. Sea p EN, entonces existe un abierto V que contiene 
a p tal que si U es una vecindad de p y U e V, entonces U no es conexo. 
Por otro lado como p E intV existe un abierto W tal que p E W y W es un 
subconjunto de V (por ser X regular). Note que M = W no es conexo. Sea 
C la componente de p en M, entonces p ~ intG ya que si p E intC, entonces 
C sería una vecindad conexa de p contenida en M e V, se sigue de lo anterior 
que p E M \ G por lo tanto existe una sucesión {p;};eN ~ M \ G tal que: 

1.-i_~.~p¡ = p. 
Sea Ci la componente de p; en M entonces 

2.-C n Ci = <P Vi E N, ya que si G; n G # <P para alguna i, G U Ci sería un 
subcontinuo de M contenido en G porque C es la componente de p en M, de 
lo anterior p; E C, lo cual es una contradicción ya que Pi E M \C. 

Sea Q una vecindad cerada de p tal que Q e int (M) . Podemos suponer 
que Pi E Q Vi. Sea K; la componente de p; en Q. Es claro 

3.- Ki e Ci Vi EN 

Como G (X) es compacto la sucesión {Ki};eN tiene una subsucesión 
convergente { Ki;} ;eN' lim K;; = K E G (X) tenemos que 

J-00 

4.-p E K. 

(De que Ki; e Q; Q es cerrado en X y lim K;; = K) se sigue 
i-oo 

5.- K e Q e int (M) e M 
Como K es conexo y usando (4) llegamos a 
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6.- K e C, entonces por (6), (3) y (2) K n K¡1 = rjJ Vj = 1, 2, 3, ... , .. por 
lo tanto si K no es degenerado K es un continuo de convergencia. 

Probemos ahora que K no es degenerado. Por el teorema anterior 

K;1 u (x \.Q) ,¡. rjJ Vj, y como K = limK;1 , K n (x \ Q) #-,P. Por 
1-00 

otro lado como p E int (Q) entonces p rf. X\ Q, de aquí existe q E X\ Q 
tal que q E K y p #- q por lo tanto K es no degenerado. 

Por último probaremos que K e M. Supongamos que no es así; es decir, 
existe x E K tal que x rf. N. Por (5) tenemos que 

7.- Mes vecindad de x y por (6) 

8.- C es la componente de x en M. 

Como x rf. N, entonces X es conexo en pequeño en x, por (7) existe una 
vecindad conexa G tal que Ge M, y por (8) 

9.- Ge c 

Por (3) x E limsup K; e limsup C; y como x E int (G), existe un 
abierto U tal que x E U e G. Por definición de limite superior, Un C; #- rjJ 
para una infinidad de i's así G n C¡ #- rjJ para una infinidad de i's y por (9) 
C n C; #- rjJ para una infinidad de i's, lo cual contradice (2) . Por lo tanto 
KcN. • 
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Proposición 5.12 Si X es un continuo tal que ord(x, X) <No 'Vx E X, 
entonces cada subcontinuo de X es un continuo de Peano. Por lo tanto cada 
subcontinuo de una gráfica es un continuo de Peano. 

Demostración. Supongamos que X es un continuo tal que 

ord(x, X) < No 'Vx E X. 

Se sigue de la proposición 5.9 que X no contiene continuos de conver
gencia. Por lo que ningún subcontinuo de X contiene subcontinuos de 
convergencia. Entonces por el teorema 5.11 tenemos que cada subcontinuo 
de X es conexo en pequeño en cada punto, por ende cada subcontinuo de 
X es de Peano. Esto prueba la primera parte. La segunda parte es 
utilizando la definición de gráfica y la proposición 5.9. Por lo tanto cada 
subcontinuo de una gráfica es un continuo de Peano. • 

Casi nos acercamos al resultado que queremos 

Teorema 5.13 Si un continuo de Peana no contiene triados, entonces X es 
un arco 6 un círculo. 

Demostración. Si X no es un arco, entonces por el teorema 2.3 X tiene 
triódos o curvas cerradas simples. Pero X no contiene triodos, por lo tanto 
X contiene círculos. Vamos a probar que el mismo espacio es un círculo. 
Sea G un círculo de X. Supongamos que X\ G -# </J, sean p E X \ G y q E C 
Como X es arco conexo hay un arco A que va de p a q. Sea r el punto para 
el cual A intersecta a C por p'l"imera vez. Sean a, b E G y consideremos el 
arco ab que contiene a r, entonces pr U ab es un triodo en X, contradiciendo 
el hecho de que X no contiene triodos. Por lo tanto estuvo mal suponer que 
X\ G-# </J. Por lo tanto X= C. Por lo tanto X es un círculo. • 
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Teorema 5.14 Si X es un continuo no degenerado entonces ord(:z:, X) :5 2 
V:z: E X si y sólo si X es un arco o una curva cerrada simple. 

Demostración. = JSupongamos que ord(:z:, X) :::;: 2 V:z: E X en-
tonces por el Teorema 5.12 X es un continuo de Peano y clara.mente, X no 
contiene triados por que ord(:z:, X) :5 2 V:z: E X. Entonces por el Teorema 
5.13, si X es un continuo de Peano sin triados entonces X es un arco ó una 
curva cerrada simple. 
<= J El círculo tiene la propiedad de que ord(:z:, X) = 2 y el arco I tiene la 
propiedad de que ord(:z:, X) = 2 si O < :z: < 1, y 

ord(O,X) = 1 = ord(l,X) . 

• 

El siguiente resultado caracteriza a las curvas cerradas simples. 

Corolario 5.15 Un continuo X es una curva cerrada simple si y sólo si 
cada punto :z: es de ord(:z:,X) = 2 en X. 

Demostración. => J Clara.mente toda curva cerrada simple cumple con 
que ord(:z:,X) = 2 V:z: E X. 
<=JSi cada punto de X es de orden 2 en X entonces según el teorema 5.14 
es un círculo (curva cerrada simple). • 

Un continuo 
con p =f q tal 
\¡/:z: =F p, q. 

X 
que 

es un m:co si IJ sólo si e}:islcn p IJ q E X 
ord(p,X) = ord(q,X) = 1 IJ ord(:z:,X) = 2 

Demostración. =) trivialmente un arco A tiene la propiedad de que 
existe a, b E A ord(q, A)= 1 = ord(b, B) y ord(:z:, A)= 2 V:z: E A\ {a, b}. 

<= JPor el teorema 5.14 como ord(:z:, X) :::;: 2 V:z: E X, X es un arco o 
un círculo, pero no puede ser un círculo (según el corolario anterior) ya que 
existe al menos un punto de orden distinto de 2. 
Por lo tanto X es un arco. • 

ESTA TESIS NO S~ 
DE U. Pr"B.I.lf0'1l"'"",,.... ... 



Capítulo 6 

QUINTA 
CARACTERIZACION 

continuo X con e:i:actamente t>os puntos que no son lle 
cocte p 1) q es un acco 

Para esta caracterización utilizaremos los conceptos de número de dis
conección y puntos de corte. 

Definition 6.1 (NT1:rnero de Disconección). Sea X un espacio conexo. 
Un número cardinal n :5 N0 es llamado nú~ero de disconección para X 
si para cada A ~ X tal que !Al = n, ocurre que X\ A no es conexo. 

Denotaremos por D(X) :::; No a un número de disconección de X. Cuando 
D(X):::; N0 • Denotaremos por D 5 (X) al menor número de disconección para 
X. 

Definition 6.2 Una gráfica es un árbol, si no contiene curvas cerradas sim
ples. 

40 
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Ejemplos de Números de disconección 

x.s1 Q 

·O· 
A-{p.q.1J. IAl•3y S 1 '..A 

3 es un número de diseonección para 

es discone)(O. 

S 
1

. y o5 txJ •2 

X 

ffi
l V 

p Q 

t S V 

A•{o.p.q.r.s.lu.v.w}. 1 A•l •9 DIXJ•S 

o5 lXJ • 5 

X•(0.1] 

p Q 

A•{p.q.r} 
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El siguiente teorema se utilizará pero no se demostrará. 

Teorema 6.3 Sea X un continuo no degenerado entonces las siguientes 
proposiciones son equivalentes: 

l. X es una gráfica 

2. D(X) <No 

3. algún entero n es un número de disconección para X, es decir, 
D 5 (X) < No. [l,T.9.24, pag. 152J. 

El siguiente teorema nos dice como son los puntos de una gráfica con respecto 
a su orden. 

Teorema 6.4 Sea X un continuo. X es una gráfica entonces (1) y (2) se 
cumplen. 

l. ord(x, X) < No 

2. ord(x, X) ::; 2 

'Vx E X 

'Vx E X. excepto un número finito de puntos. 

Demostración. Como X es la unión finita de arcos que dos a dos son 
ajenos o se unen en uno o en sus dos puntos finales, podemos tener tres clases 
de puntos en la gráfica: 
i) Puntos finales, los cuales tienen orden uno y la cardinalidad de tal conjunto 
es finito, ya que sólo se tiene un número finito de arcos. 
ii) Puntos en donde se unen tres o más arcos llamados puntos de ramificación 
cuyo orden es mayor o igual que tres y menor que XQ, aquí sólo se tiene un 
número finito de puntos ya que sólo se tiene un número finito de arcos 
iii) Puntos en donde no convergen tres o más arcos y que no son puntos 
finales, llamados puntos ordinarios que tienen orden dos que como la cardi
nalidad de X es igual a 2xo entonces el ord (x, X) = 2 excepto un número 
finito de puntos. Por lo tanto (1) y (2) se tienen. • 
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Teorema 6.5 Sea X un continuo, si sólo tiene un número finito de puntos 
que no son de corte. entonces X es un árbol. 

Demostración. Supongamos que X tiene sólo un número finito de pun
tos que no son de corte. Sea F tal conjunto. 
Probaremos primero que IFI + 1 es un número de disconexión para X. Sea 
A s;;; X, tal que IAI = IFI + 1, entonces existe p E A tal que pes un punto 
de corte de X. Por lo que hay al menos dos componentes de X\ {p}, las 
cuales son no númerables por ser ambas no degeneradas. Entonces como 
p E A, X\ A no es conexo y IAI < No tenemos que IFI + 1 es un número de 
disconexión para X. Así por el teorema 6.3 X es una gráfica. 
Supongamos ahora que X contiene una curva cerrada simple S. 
Sea B = {z ES 1ord(z,X)>2}. 
Observemos que un punto p E S \ B no es punto de corte de X, porque 
S \ {p} es conexo y para cada x E X \ S, existe un arco A en X, que une a 
x con un punto z E B tal que A n S = {z}. En otras palabras (S \ B) e F 
pero como IBI < No, por (2) del teorema 6.4, tenemos IS\ BI ~ No, así hay 
una contradicción a la suposición de que IFI < No ya que (S \ B) e F. Por 
lo tanto X no tiene círculos. Así X es un árbol. • 

Finalmente llegamos al resultado que nos interesa. 

'roDo continuo X con e}:actamente Dos ¡Juntos que no son De 
code p IJ q es un arco 

Demostración. = J Es claro. 
<==== J Como X tiene un número finito de puntos de corte, entonces por el 
teorema 6.5, X es un árbol, por lo tanto una gráfica. Al ser X una gráfica 
es arco conexa. 
Sea A un arco que une a p con q, entonces por el corolario 1.27, X es 
irreducible alrededor de p y q (es decir, no hay subcontinuo propio de X que 
contenga a p y q). 
Por lo que A no puede ser propio. Por lo tanto A = X. Así X es un arco. • 

_J 
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