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Introduccion

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y con mdés de un
punto. Un subcontinuo es un subconjunto de un espacio métrico no vacfo
el cual tambien es un continuo.

La gran variedad de continuos permite por sf misma que el estudio de este
tipo de espacios sea muy rico en contenido y propiedades. La Teorfa de Con-
tinuos es la encargada de dicho estudio.Pese a la gran cantidad de continuos
este trabajo esta dedicado exclusivamente a aquel continuo que peca por su
sencillez, pero que tiene un sin fin de propiedades que propiamente lo carac-
terizan: El intervalo cerrado [0, 1] llamado tambien arco.

Los matemadticos se han empenado en caracterizar de mil formas al interva-
lo cerrado [0, 1]. Entre las caracterizaciones mds conocidas es la dada por
George W. Henderson (1960), la cual dice: Si X es un continuo descom-
ponible que es topoldgicamente equivalente a cada uno de sus subcontinuos
con més de un punto entonces X es el arco.

Otra muy conocida es aquella que dice: X es un arco si y sélo si X tiene
exactamente dos puntos que no son de corte. Esta se probari en el capftu-
lo cinco utilizando conceptos como: nimero de disconeccién de un espacio,
grdfica, puntos de corte, etc.

De entre las caracterizaciones del arco que existen, en el presente trabajo
s6lo se presentaran cinco que de alguna manera son clédsicas, y son muy re
presentativas. El trabajo est4 organizado en seis capitulos, cada uno de los
cuales contiene una caracterizacién del arco.La herramienta preliminar nece-
saria para su demostracién, es presentada en el primer capitulo.

Antes que nada diremos que X es un ARCO si X es homeomorfo a el inter-
valo cerrado [0, 1] y diremos que un continuo X es una CURVA CERRADA
SIMPLE si es homeomorfo a St.

iii




INTRODUCCION iv

Las demostraciones presentadas son las siguientes:

1. Un continuo de Peano, atriévico y sin eurvas cerradas simples es un arco.
2. %o0o continuo arco — conero tipo avco ¢s un arco.

3. Gea X un continuo tipo arco entonces X es imagen continua Ve
2X 6 C(X) si y sélosi X es un arco.

4. Un continuo X es un arco si psélo si  eristen ppypge X
) =2

con pF# g tal que ord(p,X) = ord(q,X) = 1 vy ord(z, X
vz # p, q.

5. Fodo continue X con eractamente dos puntos que no son Ve
cocte p vy g es un arce



Capitulo 1

Preliminares

Recordemos que un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
con méds de un punto y un subcontinuo es un subconjunto de un espacio
métrico no vacfo el cual también es un continuo.

1.1 Arco-conexidad y conexidad por trayec-
torias.

Definition 1.1 Un espacio X es arco conexo si para cualesquiera dos pun-
tos distintos p, q existe un arco contenido en X con extremos p,q-

arco-conexo




CAPITULO 1. PRELIMINARES 2

Definition 1.2 Un espacio X es localmente arco conexo si para cada
p € X y cada abierto U que contiene a p hay un conjunto abierto V C U el
cual es arco conexo.

localmente arco-conexo

Definition 1.3 Sea X un espacio topoldgico. Seap, g € X wuna trayec-
toria dep aq es una funcién continua o : [0,1] = X tal quea(0) =p y
a(l)=g¢q

Definition 1.4 Un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias si
para cualesquiera dos puntos p, q € X hay una trayectoria que une a p
con q.

Conexo por trayectorias




CAPITULO 1. PRELIMINARES 3

1.2 Conexidad Local

Definition 1.5 Un continuo X es localmente conexo en un punto
p € X si para cada conjunto abierto U, con p € U existe un subconjunto
abierto conexo V tal quep € V y V C U. Diremos que X es localmente
conexo, si X es localmente conezxo en cada punto.

X

Continuo localmente conexo

Definition 1.6 Un continuo X es conexo en pequesrio en p € X, si para

cada conjunto abierto U, con p € U existe una vecindad coneza V tal que
peV yV CU.

Continuo conexo en pequeifio en p




CAPITULO 1. PRELIMINARES 4

Definition 1.7 Sea X wun espacio topolégico. Una componente C de X es
un subconjunto conexo maximal de X. Sip € X, entonces

Cp=U{C S X:peC yC es conezo}

es llamada la componente de p en X.

Teorema 1.8 Sea X un espacio topoldgico, X es localmente conexo siy sdlo
st las componentes de conjuntos abiertos son conjuntos abiertos.

Demostracién. =>] Sean U un conjunto abierto y C una componente
de U. Demostrararemos que C es un conjunto abierto. Sea p € C, como X es
localmente conexo existe un conjunto V;, abierto y conexo tal quep € V,, Cc U,
por definicién de C, V,, € C, por lo tanto C =U{V,, : p€ C} por lo que C es
un conjunto abierto.

<] Sean p € X y U un conjunto abierto que contiene a p. Demostraremos
que existe un abierto conexo V talque p € V C U. Sea C la componente de
p contenida en U, por hipétesis C es un conjunto abierto asf V = C, por lo
tanto X es localmente conexo en p, paracadape X. m

Teorema 1.9 X es un continuo localmente conexo siy solo si X es conexo
en pequerio en todos sus puntos.

Demostracién. =] Es una consecuencia inmediata de la definicién de
localmente conexo.

<=]Por el teorema anterior basta probar que las componentes de cualquier
conjunto abierto son conjuntos abiertos. Sea U un conjunto abierto y C una
componente de U. Demostraremos que C es un conjunto abierto. Seap € C,
como X es conexo en pequefio en cada punto, existe una vecindad conexa V'
talque p € V € U y como C es el mayor conexo contenido en U entonces
V C C, pero V es una vecindad, asf existe W abierto talquep e W C V C C,
por lo tanto C es un conjunto abierto. m
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Definition 1.10 Un continuo de Peano X es un continuo localmente
conezo.

Las siguientes propiedades de los continuos de Peano serdn utilizadas
sin demostrar. Su demostracién puede verse en las referencias que aquf in-
dicamos.

Teorema 1.11 Todo continuo de Peano es arco conexo.(1,T.8.23 pag. 130 |

Teorema 1.12 Cada continuo de Peano es localmente arco conexo.
{1,T7.8.25 pag. 131}

Teorema 1.13 En un continuo de Peano todo subconjunto abierto y conexo
es arco conexo.(1,T.8.26 pog. 132]

Teorema 1.14 (Hahn-Mazurkiewicz) Un continuo X es la imagen con-
tinua del intervalo [0,1] siy sélo si X es un continuo de Peano.
[1,T.8.18, pag. 128

Teorema 1.15 Si X es un espacio Hausdorff y conexo por trayectorias
entonces X es arco coneco.

Demostracién. Seanp, g € X y a:[0,1] — X una trayectoria que une
ap congq, como «([0,1]) eslaimagen continua del intervalo {0, 1] entonces
a([0,1]) es un continuo de Peano por el teorema 1.14. Pero por el teorema
1.11 «([0, 1]) es arco-conexo. Por lo tanto hay un arco en «([0, 1}) que une
ap con g, en otras palabras hay un arcoen X queunep cong. =




CAPITULO 1. PRELIMINARES 6
1.3 Triodos

Definition 1.16 Diremos que dos subconjuntos A, B estén mutuamente
separados si ANB = ¢ = BNA ,en tal caso la unién AU B se denotard
por A|B.

Triodo

Definition 1.17 Un continuo X es un triodo, si existe un subcontinuo Z
de X tal que X \ Z = U?=1 U; y los U; estén mutuamente separados dos a

dos.

Definition 1.18 Un continuo X es un triodo simple si es homeomorfo a

una T . Mds presiso
T = ([-1,1] x {0}) u ({0} % [0,1]) C R?

Definition 1.19 Un continuo X es atriédico si no contiene triodos.
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1.4 Hiperespacios

Ahora definiremos el concepto de Hiperespacio de un espacio topolégico.

Sea X un espacio topolégico, definamos los siguientes conjuntos

2% = {AC X:Aescerradoy A # ¢}
C(Xx) {A € 2% : A es conexo}

Claramente C(X) € 2X

Si (X,d) es un espacio métrico compacto, se puede definir una métrica Hy
para 2¥ llamada la métrica de HausdorfF.

Sean A,B € 2¥

Hy(A,B)=inf{e >0: AC N.(B) y BC N.(A)}.

Donde
N, (A)={ze€ X :3a€ A talqued(a,z) <& } = UscaB:(a)

es la nube de radio £ alrededor de A. Esta nube, por definicién, es un conjunto
abierto. ]
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Proposicién 1.20 Hy es una métrica en 2%; por lo tanto en C(X).

Demostracién. Mostraremos que H,; es una métrica. Hy(A,B) > 0
porque es el fnfimo de nimeros positivos. Es claro que Hy (A, B) = Ha (B, A).
Para demostrar la desigualdad del tridangulo, notemos primero que si A,
B e 2X y a € A, entonces existe b € B tal que

d(a,b) < Ha(A,B) ceeee.... (1).

Tomemos ahora un punto a € A. Entonces, por (1), existe b € B tal que
d(a,b) < Hz(A,B). Ahora, para dicho elemento b € B, aplicando (1) de
nuevo, existe ¢ € C tal que d (b, c) < Hy (B, C). De este modo, usando la de-
sigualdad del tridangulo para d, tenemos que d (a,c) < Hy (A, B)+ Hy (B, C).
Por lo tanto, como a € A fue arbitario, hemos probado que

A C Nuya,m+Ha8,0)+6 (C)
para cualquier § > 0. Un argumento similar muestra que
C C Nu,a,B)+HaB,C)+5 (A)
para cada 6 > 0. Por tanto Hy (A,C) < Hy(A,B) + Hg (B,C).

Esto muestra la desigualdad del tridngulo. Ademsds, si Hq (A, B) = 0, por
(1) se tiene que para cada a € A, existe b € B tal que d (a,b) = 0; es decir,
a = b, por lo que cada elemento de A es un elemento de B, asf A C B.
Andlogamente, tenemos que B € A. Por lo tanto, A = B. Adems4s, si
A = B es claro que Hy (A, B) = 0. Por lo tanto H,; cs una métrica en 2%X. m

A 2X y C(X) se les conoce con el nombre de hiperespacios de X

Se sabe que si X es un continuo entonces 2X y C(X) son continuos con la
meétrica de Hausdorff.Ver [1,T.4.17 pag. 61.] ¥ [3,T.14.9 pag. 113

Es muy interesante saber que independientemente de la estructura de un
continuo X, los hiperespacios 2% y C(X) son continuos arco conexos. Ver
{3,T.14.9 pag. 113.]
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Lema 1.21 Sean X un continuo, A, B € 2% ye > 0. Si A C N.(B) entonces
existe un ndmero g9 < € tal que A C N, (B).

Demostracién. Supongamos lo contrario, que para todo nimero g9 < €,
tenemos que A \ N, (B) # ¢. De este modo, la familia {A \ N, s (B) .
es una familia decreciente de cerrados que tiene la propiedad de la interseccién
finita y por lo tanto A (A\ emdt (B)) # ¢.Seaa € A (A \ N, e—uly (B)) .
Entoncesa€ Aya ¢ N_(B), lo cual es una contradxccxén ]

Proposicién 1.22 Sean A, B € 2X. H (A, B) < € si y sélo si A C N.(B)
y B C N.(A)

Demostracién. = |Sea € > 0, como por hipétesis

H,(A, B) = inf{e' >0:AC N.(B)y BC N, (A)} <e.
existe g0 tal que Hy(A,B) < g < e; deaquf AC N (B) y B C N_,(A)
pero A C N, (B) € N(B), por lotanto A & N/(B), anslogamente
B C N.(A).
<=]Por el lema anterior, existen dos mimeros €£;, €2  tales que

e1<e¢e y e2<¢€

A C N, (B) y BC N_,(A). Sea gop = max{e;,e2}. Como &p esun mimero
con la propiedad de que A C N,,(B) € N, (B) y B € N, (A) € N, (A)

y Hi(A, B) es el infimo de los mimeros con esta propiedad, tenemos que
Hd(A,B) <ep<em
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Ahora definiremos lo que es una funcién de Whitney; las cuales nos dan
una forma de "medir el tamafio” de los elementos de 2¥. Es ademss una

herramienta muy importante en el drea de los hiperespacios, especialmente
en C(X).

Definition 1.23 Sea X un continuo. Una Funcién de Whitney para 2%
es una funcion continua u : 2%X — R tal que

i) u({z}) =0 Ve X
i) Si A,B € 2X, son talesque A& B  entonces u(A) < (B).

Nétese que si i es una funcién de Whitney para 2%, entonces p lex) es
una funcién de Whitney para C(X).

Teorema 1.24 Si X es un continuo, entonces existen las funciones de Whit-
ney.[/3, T.13.4 pag. 107/

Determinemos ahora una funcién un tanto curiosa con ayuda de funciones
de Whitney, tal funcién no necesariamente es continua, la funcién estaré
definida de un continuo X arco conexo que no contiene cfculos al intervado
[0, u(X)].

Formalmente, supongamos que X es un continuo arco conexo sin circulos.
Sea p una funcién de Whitney para C(X). Fijemos un punto p € X. De-

finamos una funcién, f : X — [0, 2(X)] con la siguiente regla de corres-
pondencia.

flg) = n(Aq)
donde Ay es el dnico arco en X que une a p con g.
Si al espacio le pedimos la condicién adicional de que sea localmente conexo,

entonces la funcién serd continua. Esta funcién serd fundamental para nues-
tra primera caracterizacién del arco.
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Ejemplo en el que f no necesariamente es continua.

Sea X la escoba de la figura anterior.

Probaremos que f no es continua en X. Si la funcién f definida en este
espacio fuera continua, entonces tendrfamos por un lado que como g, — ¢
entonces f(g.) — f(q); es decir,

1#(Ag,) — n(Ay) (1.1)
observemos que A; C Ag (Ag es el arco que une a p con 0) por lo que

K(Aq) < p(Ao)

Por otro lado como A,, — Ag y de la continuidad de u debe ocurrir que
1(Aqg,) — p(Ao) (1.2)

Pero pu(A,) # p(Ao) por definicién 1.24 (ii). Por lo tanto f no puede ser
continua.
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1.5 Puntos de corte

Definition 1.25 Diremnos que p es un punto de corte de un espacio
conezo X si X \ {p} no es conexo, es decir, X \ {p} =U|V.

p

p es punto de corte de X

El siguiente teorema garantiza la existencia de puntos que no son de corte.

Teorema 1.26 Sea X un continuo. Supongamos que p es un punto de
corte de X, es decir X \ {p} = U|V. Entonces cada uno de los conjuntos U
y V contienen al menos un punto que no es de corte de X.

[1,T.66 pag. 89]

Corolario 1.27 Sean X un continuoy N = {p € X | p no es punto de corte}
entonces no hay un subcontinuo propio que contenga a N.

Demostracién. Supongamos que existe un subcontinuo propio K de
X tal que VNV € K. Sea g € X \ K entonces g € X \ N esto implica que
X\{g}=UlV, como g & K, K € X\ {q} pero como K es conexo se tiene
que K C U o K C V. Sin perdida de generalidad supongamos que K C V,
de aqui NV € V ya que N C K, contradiciendo el hecho de que también en U
hay puntos que no son de corte. Por lo tanto no hay un subcontinuo propio
que contenga a N. m ’
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1.6 Graficas

Definition 1.28 Una gréfica es un continuo el cual se puede escribir co-
mo una unidn finita de arcos tales que cualesquiera dos arcos,son disjuntos,
se intersectan en un punto exlremo o se intersectan ambos, en sus puntos
finales.




Capitulo 2

PRIMERA
CARACTERIZACION

Un continuo De Peano, atriédico p sin eurvas cerradas simples es un arco.

Proposicién 2.1 Sean X un continuo arco-conexo sin circulos y p € X
un punto fijo pero arbitrario. Sea F : X — [0, u(X)] definida como sigue:
JF (@) = n(Ag) donde Ay es el unico arco en X que une ap conq. SiY esun
subcontinuo de X localmente conexo, entonces fly es continua.

Demostracién. Demostraremos que fly es continua. Seany € Y y
£>0. Sea A, eltinico arco queune ap con y.
Por la continuidad de p, existe § > 0 tal que si Hy(A,, A) < & donde
A € C(X) entonces |u(A,) — 1(A)| < g; o dicho de otra manera segin la
proposicién 1.22, si A, C Ns(A) y A C Ns(A,). Entonces [p(Ay) —pu(A)] < e.
Sea U = B (¥) NY. N6te que U C Ns(A,). Como U es un conjunto abierto
en Y, existe un conjunto V abierto y conexoen Y cony € V C U. Vemos;
por el teorema 1.13 V puede ser tomado arco conexo. Sea s € V entonces
existe un arco sy en V que une a s con y. Sea A, el arco que une a p con s.
Note que como X no contiene cfrculos A, C A, U sy [Ver figura] ademas

A, C AyjUsy C Ns(A))UuV C Na(Ay)UB_i_(y) C Ns(Ay)

14




CAPITULO 2. PRIMERA CARACTERIZACION 15

por lo tanto A, C N;(A,). Por otro lado veamos que A, C A, U sy,
como sy C V C B% (¥), dyt) < % vVt € sy, as{ tenemos que
d(s,t) < d(s,y) +dy,t) <+ &= Vt € sy, por lo tanto

sy C© Ns(As) = U,ea, Bs(z) porlo que

Ay, C A,Usy C Ns(A,)U Ns(A,) = Ns(A,)

luego entonces A, € Ns(A,). Porlotanto Hy(A,,A,) <&, que porla
continuidad de i implica que

(A — (A = 1f(s)—f(y)l <e porlotanto f escontinua Vy €Y.
Por lo tanto fly es continua m

Lema 2.2 Sea X un continuo arco conezo sin triodos simples, ni ctrculos
entonces para toda p,q € X yVz € X con x ¢ pq se tiene que:

rgSzq O pqCpx

Demostracién. Sean p,q,z € X tal que z ¢ pg. Como X no tiene
cfrculos ni triodos entonces z se une con un arco, al arcopgenp o en ¢
Porlotantopg Czq 6 pgCpxr m
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Ahora probaremos la primera caracterizacién del arco.

Un continuo De Peano, atriédico y sin eurvas cecradas simples es un arco.

Demostracién. Para cada punto z € X, definamos f, : X — [0, u(X)]
por fz(y) = pu(zy), donde zy es el unico arco que une a z con y. La funcién
fz esté bien definida ya que si X es un continuo localmente conexo, entonces
X es arco conexo.

Sea zp € X fijo, como X es localmente conexo, entonces f., es continua
segiin la proposicién 2.1

Sabemos que toda funcién continua que esta definida de un compacto a R
alcanza su punto méximo. Sea p € X tal que

fzo(p) = ma'z{f:co(y) I Yy e X}
Andlogamente sea ¢ € X tal que

fol@) = maz{fp(y) | v € X}.

Afirmamos: X = pq.
Prueba. Claramente pg € X. Observemos que zo € pg, ya que si zg & pg
entonces ocurrirfan dos casos:

Top CxZog 6 pg C zop

Sf ocurre zop C Toq entonces p(zop) < p(zog) esto es fr,(P) < fzo(g) con-
tradiciendo la eleccién de p.

O bien sf ocurre pg C zop entonces u(pg) < p(xop) esto es fo(q) < fp(xo)
contradiciendo la eleccién de g. Por lo tanto ¢ € pgq

Ahora probaremos que para toda z € X, z € pq
Supongamos que z ¢ pg. Como anteriormente se hizo hay dos casos:

pgSzp 6 2pCzq

Sf ocurre pg € zp, entonces u(pq) < pu(zp), es decir fp(q) < fp(2) contradi-
ciendo la eleccién de g.
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O bien sf ocurre zp C zq entonces p € zq por lo que pg C zq pero zg € pq
entonces zg € zgq por lo tanto pxg C zze, asf u(zxze) > u(pzo); es decir,
Jzo(2) > fzo(P) contradiciendo la eleccién de p. Por lo que Vz € X,z € pg;
es decir, X € pg y como pg € X entonces X = pg. Por lo tanto X es un
arco. m

Otra forma de probar la misma caracterizacién es como sigue:

Teorema 2.3 Sea X wun continuo de Peano. Si X no es un arco, entonces
X contiene circulos o triodos.

Demostracién. Por el teorema 1.26, existen puntos que no son de corte.
Sean p y g dos puntos que no son de corte, entonces X \ {p} y X\ {q}
son conexos y abiertos. Por el teorema 1.11, X es arco conexo. Sea A un
arco que une a p con q, X \ A £ ¢, porque por hip6tesis X no es un arco;
sea 7 € X \ A. Debido a que X \ {p} y X\ {¢} son abiertos y conexos, se
tiene por el teorema 1.13, que ambos conjuntos son arco conexos.

Si B es un arco que va de r a g entonces se tienen dos posibilidades que

BNnA={q 6 BnNnA#{q}

Si BN A % {q} entonces sea R el punto tal que B intersecta a A por
primera vez entonces el conjunto AU7TR es un triodo simple. (7R es el arco
que une a r con R).

Andlogamente sf C es un arco que une a r con p tenemos dos casos:

CNnA={p} 6 CNA#{p}

Siocurre CN A= {p} y BN A={q} tenemos un cfrculoen CUBUA
Si ocurre CN A # {p} con un andlisis similar a la parte anterior obtenemos
un triodo simple. m

Dicho de otra forma Un continuo X localmente conexo que no tiene
triodos, ni circulos es un arco.




Capitulo 3

SEGUNDA
CARACTERIZACION

T o000 continuo arco — conero tipo arco es un acco.

Para la siguiente caracterizacién utilizaremos los llamados continuos tipo
arco.
Comencemos definiendo lo que es una e-funcién.

Definition 3.1 Sean X y Y espacios métricos, y f : X —-Y ye>0 en-
tonces f es una e-funcién, siempre que f sea continua Yy
diam(f~*(f(x)) < & para cada z € X.

Definition 3.2 Se dird que un continuo X es tipo arco si para cadae > 0,
existe una e- funcién sobre algin arco.

Continuo tipo-arco’

18
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Veamos que esta propiedad es hereditaria.

Definition 3.3 Sea P una propiedad topoldgica de un continuo. Diremos
gque P es hereditaria si cada subcontinuo tiene la propiedad.

Teorema 3.4 Cada subcontinuo de un continuo X tipo arco es lipo arco.

Demostracién. Sea X un continuo tipo arco y sea Y un subcontinuo
no degenerado de X. Sea & > 0 tal que diam(Y) > €. Sea f una
e— funcién de X sobre unarco A. Sea g = f|y entonces como g~ !(g(¥)) =
S Hg(¥)NY, se tiene que diam (9 (9(y))) = diam(f~(g(y))NY) <& por
lo tanto g es una € — funcién. Ahora bien como & < diamn(Y'), entonces
g(Y) es no degenerado, por lo que g(Y) es un arco, ya que g(Y) es un
subconjunto conexo y compacto de un arco A. Por lo tanto hemos probado
que existe una € — funcién de Y sobre un arco paracadae > 0. m

Definition 3.5 Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funcion F : X — 2Y
es Semicontinua superiormente en un puntop € X, si para cada
conjunto abierto V. de Y con F(p) C V, hay un conjunto abierto U
de X conp € U tal queVz € U, F(2) C V. F es semicontinua
superiormente, si es semicontinua superiormente en cada punto p € X.

Idea Intuitiva de semicontinuidad superior. 2Y
% . . Vv
u F - "Fip)
- - 5 S F(2)
s z 4 ; .

A " .

' - p e e e -
AN P - F Semicontinua Superiormente.
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Proposicién 3.6 Sea F : X — 2%, F es semicontinua superiormente si y
solo si el conjunto A = {z € X | F(z) C V} es abierto para cada conjunto
abiertoV en Y.

Demostracién. ==| Supongamos que F es semicontinua superior-
mente. Sean V' un conjunto abiertode Y y A= {z e X | F(z) € V}.
Demostraremos que A es abierto. Sea z € A, por hipétesis existe un
conjunto abierto U de X talquez e U yVze U, F(z) CV, porlo tanto
A es un conjunto abierto de X.

<=| Sea p € X. Demostraremos que F' es semicontinua superiormente
en p. Sea V un conjunto abjerto de Y tal que F(p) € V, entonces por
hipétesis A = {z € X | F(z) € V} es un conjunto abierto, pero p € A,
entonces haciendo U = A, en la definicién 3.5 tenemos queVz € U, F(z) C V
por lo tanto F' es semicontinua superiormente en p, Vp € X. Por lo tanto
F es semicontinua superiormente. m

Proposicién 3.7 Sea f una funcién de X sobre Y tal que f~'(y) es
cerrado en X para cada y € Y. Definamos una funcion F : Y — 2X con
la siguiente regla: F(y) = f~*(y) para caday € Y. Entonces f es una
Juncion cerrada si y solo si F  es semicontinua superiormente.

Demostracién. = |Sean y € Y y U un conjunto abierto de X tal que
F(y) CU. Como U es un conjunto abjerto, X\U es un conjunto cerrado
entonces por hipétesis f(X\U) es un conjunto cerradocony & f(X\U), por
quesiy € f (X \U) entonces existe z € X\U tal que f (z) = y locual no es
posible ya que z € f~! (y) CU. Luego Y\f(X\U) es un conjunto abierto,
tal que y € Y\f(X\U). Sean W =Y\ f(X\U) y 2o € W; afirmamos que
W es el conjunto buscado para la semicontinuidad superior. Como zg € W
entonces zo €Y y 2z ¢ f(X\U) ={f(z) | x € X\ U}, estoes, no hay
xz € X \U tal que f(z) = z esto implica f~1(2zp) N (X \U) = ¢ entonces
JF~Y(z0) € U, pero f~1(zp) = F(zp) porloque F(z) CU Vzy;€ W. Como
ye W C U, se tiene que F es semicontinua superiormente.
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<—=]|Sea C un conjunto cerrado de X. Demostraremos que f(C) es
cerrado en Y, o equivalentemente que Y \ f(C) es un conjunto abierto
enY. Seaye Y\ f(C) entoncesy € Y yy & f(C) esto implica que
S yY)NC =¢ yaquesi f~1(y) NC # ¢ ocurrirfa que existirfa un punto
z € f~Y(y) N C, es decir f(z) € f(C) pero f(z) =y € f(C) contradiccitén.
Por lo tanto F(y) = f~(y) € X \ C, pero como C es un conjunto cerrado,
X \ C es un conjunto abierto y por la semicontinuidad superior existe un
conjunto W abierto tal que F(2) € X\ C Vz € W, por lo tanto
FY Yz) €S X\C porloque f7H(2)NC = ¢, ast z ¢ f(C) Vz € W, luego
entonces W C Y \ f(C). Por lo tanto Y \ f(C) es un conjunto abierto
implicando que f(C) es un conjunto cerrado. m

Definition 3.8 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es normal si
y solo dados Fy y F> cerrados ajenos en X ezisten U y V abiertos ajenos
talque M CU yFCV

Proposicién 3.9 Sea X un espacio normal entonces para cualesquiera dos
cerrados ajenos £ y F existen dos subconjuntos abiertos U y V' ajenos tales
que ECU, FCcVyUuUnV =4g.

Demostracién. Sean F, F dos subconjuntos cerrados y ajenos de X.
Entonces por normalidad existen dos conjuntos abiertos G y H ajenos
tales que FE € G y F € H. Como G es abierto X \ G es cerrado y
EN(X \ G) = ¢, aplicando de nuevo normalidad existen U y W conjuntos
abiertos y ajenos talesque EC U y (X\GCW, ast UC(X\W)CG
y por lo tanto U < (X \ W) por ser X \ W cerrado.

Por lo tanto E ¢ U C G. Andlogamente existe un subconjunto abierto V
talque FCVCH ycomo HNG=¢, VNU=0¢. =
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Definition 3.10 Un continuo X es unicoherente si siempre gque
X=AUB con ABe€C(X), se cumple que AN B es conezo.

it

Continuo unicoherente.

Teorema 3.11 Cada continuo X tipo arco es hereditariamente unico-
herente.

Demostracién. Por el teorema 3.4 basta probar que X es unicoherente.
Sea X un continuo tipo arco. Supongamos que X no es unicoherente; es
decir, existen A, B € C(X) tales que X = AUB y AN B no es conexo, asf
existen P y @ dos subconjuntos cerrados de ANB con PNQ = ¢ tal
que ANB=PUQ.

Como ANB es un subconjunto cerrado de X, entonces P y Q son cerrados
en X, por la proposicién 3.9 existen dos subconjuntos abiertos U y V' de
X talesque PcU,QcCcV yUNnNV =¢.

Como ANB=PUQ y dado que P C U, tenemos que ANU # ¢. De
manera andloga como @ C V tenemos que ANV # ¢. Pero como A es
conexo,y UNV = ¢ entonces A ¢ U UV. Similarmente B ¢ U U V. Por
lo anterior A\ {UUV] y B\[UUV] son conjuntos cerrados no vacfos. Sea

e = min{d(U,V),d(A\ [UU V], B),d(A, B\ [UuV]}

Afirmamos que £ > 0, ya que en todos los casos tenemos conjuntos cerrados
ajenos.

Como X es un continuo tipo arco, existe una € — funcién f de X sobre
[0,1]. Sea J = f(A) N f(B). Ahora construiremos dos conjuntos G y H
en [0,1). Sean G={te J|f!t)cU} yH={te J|f1(t) cV}
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1.- G y H son abiertos y ajenos en J.

Demostracién. Sabemos que toda funcién continua de un compacto a un
Hausdorff es cerrada. Como la € — funcién f satisface estas condiciones
entonces f es cerrada. Definamos una funcién F : [0,1] — 2X como
F(y) = f~(y), asf por la proposicién 3.7 F es semicontinua superior-
mente y por la proposicién 3.6 los conjuntos G = {te€ J|f ') c U} y
H = {t e J|f~(t) € V} son conjuntos abiertos de [0,1] y como UNV = ¢
entonces H NG = ¢.

2-H+#¢ y G#¢.

Demostraremos que G # ¢. Para esto probaremos que f(P) € G. Sea
P E€ P CU entonces f(p) € Jcomop € ANB entonces f(p) € f(ANB) C
F(AYN f(B) = J por lo tanto f(p) € J.

Como f es una & — funcién, diam(f(f(p))) <e.

Nétese que p € U, porque P C U. Sea = € f~!(f(p)) entonces d(x,p) < &
esto implica que = € V porque d(U,V) > ¢, tambiénz & A\ [UU V], ya
quep € B porque ANB = PUQ yademas dA\[UUV],B) >2¢ y
también z € B\ [UUV] porque d(B\[UUV],A) >e¢ y p€ A4, porlo
tanto z € U, asf f~1(f(p)) C U.

Por lo que f(p) € G. Entonces f(P) € G y por lo tanto G % ¢. Similar-
mente H # ¢.

3-J=GUH.

Por construccién GU H C J. Por demostrar que J € GU H. Supongamos
que J # GUH, entonces J\GUH 5 ¢, asfexistez € J talque z ¢ GUH,
esto implica que f~}(2) € UU V. Por lo tanto existe z € f~1(z) tal que
x & U UV, sin perdida de generalidad supongamos que =z € A\ [U U V],
como z € J = f(A) N f(B) entonces existe b € B tal que f(b) = 2. Por
lo tanto z,b € f~1(z), pero f esuna & — funcién asf d(z,b) < ¢, lo cual
no puede ser porque be B, z € A\(UUV) yd(A\[UUV],B)>e¢e. Por
lo tanto J = G U H.

Por lo tantocomo J =GUH, GNH=¢ yGNnJ #£¢ps£JNH, J es
disconexo lo cual no puede ser porque J es conexo por ser la interseccién de
dos subcontinuos de [0,1].

Por lo tanto estuvo mal suponer que X no era unicoherente. Por lo tanto
X es unicoheremte. Por lo tanto X es hereditariamente unicoherente. m
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Teorema 3.12 Sean X wun espacio topoldgico conexo y C un subconjunto
conexo de X tales que X\ C = AUB con A, B subconjuntos mutuamente
separados de X entonces AUVUC y BUC son coneros. Si X y C son
continuos entonces AUC y BUC también lo son.

Demostracién. Supongamos que AUC = HUK con H y K conjuntos
mutuamente separados; es decir, KN H =¢ = HN K. Como C es conexo,
se tiene que C € K o C C H, sin perdida de generalidad supongamos que
CCK. Deaquf HC A porloque BNH=¢=HNB ast HNW(BUK) =
HA(BUK) = (HNBYUEHNK)=¢ y HN(BUK) = (HNB)U(KNB) = ¢
en otras palabras H y B U K son conjuntos mutuamente separados tales
que X = HU (BUK); contradiciendo el hecho de que X es conexo. Por lo
tanto AUC y BUC son conexos.

Ahora demostraremos que si X y C son continuos entonces AUC y BUC
son cerrados.

Probaremos primero que AUC = AUC. Es claro que AUC C AUC.
Ahorasiz € AUC entoncesz €A oz C,siz &€ C entoncesz € AUC,
perosiz € A ydadoque ANB=¢ y X ="AUBUC entoncesz € AUC,
por lo tanto AUC = AUC. De esta manera AU C = AUC = AUC = AUC.
Por lo tanto AU C es cerrado, andlogamente B U C es cerrado.

Asf que como AUC y BUC son cerrados en un compacto entonces AUC
y BUC son compactos, ademds son conexos, por lo tanto son continuos. m

Teorema 3.13 Todo continuo X tipo arco es atriddico.

Demostracién. Por el teorema 3.4, es suficiente probar que el mismo
continuo tipo arco no es un triodo. Supongamos que X es un continuo
tipo arco, el cual es un triodo. Entonces por definicién de triodo, existe un
subcontinuo Z de X tal que X\ Z = {JJ_, U: donde cada U; es abierto
y los U; estdn mutuamente separados. Sea X\ Z = U;|(U; U U) < # 3,
j# k y i k. Entonces por el teorema 3.12, U; UZ es un continuo para
cada ? = 1,2,3. Fijemos ahora para cada i un punto p; € U; y tomemos

e = min{d(p:, X \ U)}i = 1,2,3} > 0....... (1)

Como X es tipo arco existe una € — funcién f de X sobre [0,1]. Sea
Ji=fU;0Z) Vi=1,2,3 cada J; es un subintervalo cerrado de [0,1].
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Note que [0,1) = U2.,J; por que f essobrey [(Yo,Ji D f(Z) # ¢. De
aquf uno de los conjuntos Ji, Ja2, J3 estd contenido en la unién de los otros
dos. Sin pérdida de generalidad supongamos J; C J2 U J3 luego entonces
F(@) = f(q) paraalginge ZUU>UUs como f es una € — funcidn, se
tiene que d(p1,q) < &, por otro lado como ¢ € X \ U, y por (1) se tiene
que d(p1,q) = €, contradiciendo lo anterior. Por lo tanto X no puede ser
un triodo. Por lo tanto X es atriédico. =

Definition 3.14 Se diré que un continuo X es irreducible si existen dos
puntos p y q tales que no existe un subcontinuo propio de X que los contenga.

El siguiente resultado es muy importante.
Teorema 3.15 (Teorema de Sorgenfrey)Todo continuo no degenerado,
unicoherente y atriddico, es irreducible. [1,7.11.34 pag. 216]
Teorema 3.16 Cada continuo X tipo arco es irreducible
Demostracién. Por el teorema 3.11, X es hereditariamente unicoherente

y por el teorema 3.13 X es atriédico. Entonces por el teorema 3.15 X es
irreducible y por lo tanto hereditariamente irreducible. =
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Ahora probaremos la caracterizacién de este capftulo.

%000 continuo arco — conero tipo arco es un acco.

Demostracién. Como X es tipo arco, es irreducible, sean p,q € X tal
que X es irreducible entre p y g, como X es arco conexo entonces existe un

arco pg que une a p con g, por lo tanto pg = X ya que X es irreducible entre
Py q. Por lo tanto X es un arco. m

Corolario 3.17 Todo continuo tipo arco, localmente conexo es un arco.

Demostracién. Como X es un continuo localmente conexo entonces X

es arco conexo y X es tipo arco entonces por el teorema anterior que X es
un arco. u

Otra forma de probar que el iinico continuo tipo arco, localmente
conexo es un arco es como sigue.(sin utilizar lo arco-conexo directamente).

Demostracién. Sabemos que un continuo tipo arco es atriédico y hered-
itariarmente unicoherente esto implica que X no contiene circulos. Por lo
tanto como X es localmente conexo y al ser tipo arco, no contiene ni cfr-
culos ni triodos, entonces se tiene por la primera caracterizacién que X es
un arco. m '




Capitulo 4

TERCERA
CARACTERIZACION

Sea X un continuo tipo arvco entonces X es imagen continua Oe
2X 6 C(X) si p sélosi X es un arco.

Teorema 4.1 Sean X y Y espacios topoldgicos Hausdorffy f : X — Y
continua y sobre. Si X es arco-conexo entonces Y es arco-conezo.

Demostracién. Por el teorema 1.15, basta probar que Y es conexo por
trayectorias. Sean p, ¢ € Y. Probaremos que existe una trayecctoria que
une a p con q. Consideremos z € f~'(p) yv € f~1(g¢), como X es
arco-conexo existe un arco A C X queune a = con y; es decir, existe un
homeomorfismo o : [0,1] — A tal que ¢(0) =z yo(l)=1y.

Ahora consideremos la siguiente composicién a= foo:[0,1] > Y.

a es continua por ser composicibn de funciones continuas, ademsids
a@(0) = foo(0)=f(zx)=p y a(l)= foo(l)= f(y) =g, deesta
manera « es una trayectorianen Y queune ap conq. PorlotantoY es
conexo por trayectorias y por ser Hausdorff se tiene por el teorema 1.15 que
Y es arco-conexo. ®

27
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Como se puede observar la caracterizacién tiene que ver con funciones definidas
en 2X o C(X). -

Gea X un continuo tipo arco entonces X es imagen continua Oe
2X 6 C(X) si p sélosi X es un acco.

Demostracién. =>] Sea X un continuo tipo arco entonces como C/(X)
y 2% son arco conexos entonces la imagen continua es arco conexa, es de-
cir X es arco conexo, pero X es un continuo tipo arco, por lo tanto la
caracterizacién anterior nos dice que X es un arco.

<=]Para el inverso sabemos que hay funciones de Whitney para C(I) las
cuales son continuas; es decir g : C(I) — [0, u(I)] y [0, #(I)] es homeomorfo
a [0,1] por lo tanto se tiene una funcién continua de C(I) a I. En particular
podrfamos definir una funcién de C(I) a I como sigue p: C(I) — [0,1]
definida por la regla de correspondencia u([a, b)) = b — a.

Claramente u es sobre, ya que si t € [0,1] entonces p([0,£]) = t.
Probaremos que g es continua. Sea [a,b] € C(I) (a puede ser igual a b); es
decir, probaremos que Ve >0, 3 6§>0 tal que Hy(la,bl,lc,d]) <&
entonces  (u([a, b]) — p(fe, d))) < e.

Si 6 = £ entonces si [¢,d] © N(§,[a,b]) y sila,b}] € N(8,c,d]) entonces
lc—al<é y |d—b] <& entonces

[(e=b)—(c—d)|=l(a=c)+(b—d)| <|c—a|l+|d—bl <6+ 6=5+£==¢.
Por lo tanto i es continua. m

Una funcién continua para 2%¥ sobre [0, 1] es como sigue.

F:2f = {0,1]
Ar—r f(A)=min A

El minA  existe porque A es un subconjunto no vacfo, cerrado ¥y
acotado de R. Claramente f es sobre ya que si o € [0,1] entonces
f ({e,1)) = ¢ = min ([e, 1}) ; f es continua: Para A€ 2X yVe>0, 36> 0
talquesi Be€2X y Hi4(A,B)<6& entonces | f(A)~— f(B)|<e. Sea
6=2%,si Ha(A,B) <§; esdecir,si ACN;(B) y B C Ns(A) entonces
existe b€ B tal que |minA—b|<é asf |minA—minB |<§<e en
otras palabras | f(A) — f(B)|<e. Por lo tanto f es continua.




Capitulo 5

CUARTA
CARACTERIZACION

$ln continuo X es un arco si psdlo si eristen pyge X
con p F# g tal que ord(p,X) = ord(q,X) =1 y ord(z,X) = 2
Vz # p, q.

Aquf se probard también una caracterizacién del cfrculo, utilizando el con-
cepto de gréfica y el orden de un subconjunto A de X.

Para cada conjunto A, denotemos por |A| la cardinalidad de A.

El siguiente concepto nos va a ayudar para la clasificacién de curvas. El
concepto es el de orden de un conjunto.

Definition 5.1 Sean X wun espacio topoldgico y AC X. Sea B un niumero
cardinal. Diremos que A tliene orden o es de orden menor o igual que 8 en
X, denotado por ord(A,X) < B, si para cada subconjunto abierto U existe
otro conjunto abierto V, tal que ACV C U y |Fr(V)| < 8.

Y diremos que A es de orden B en X, que denotamos por ord(A,X) = 83,
siord(A,X) < B yord(A,X) £ ¢ para un ndmero cardinal o < 3.

Si A = {p} se escribe frecuentemente ord(p, X) en vez de ord({p}, X). En
particular si ord(p, X) =1 decimos que p es un punto extremo de X.

Necesitamos un tipo especial de convergencia en un espacio topolégico.

29
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Definition 5.2 Sea X un espacio topoldgico. Sea {A;}2; una sucesién de
subconjuntos de X.

Se def ine el Umite superior de la sucesion {A;} (limsup A;) y el lémite infe-
rior de la sucesion {A;} (liminf A;) como sigue:

limsup A; = {z € X | V U subconjunto abierto con z € U, UN A; # ¢
para una infinidad de fndices }.

liminf A; = {z € X | V U subconjunto abierto con z € U, UN A; # ¢
excepto para una cantidad finita de fndices}.

Claramente liminf A; C limsup A;.

Definition 5.3 Diremos que un subconjunto A de X es el lfmite de {A:};2,,
limA; = A sty solo siliminfA; = A = limsupA;.

Ejemplo(donde se aprecia que el limite inferior es un subconjunto
de el limite superior )
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*

42
Aﬂ
A

liminf A; = limsupA;= A4

Ejemplo(donde se aprecia que el lfimite inferior coincide con el
limite superior)

Notacién: Sea X un espacio métrico compacto con topologfa r. Para
cada Uy, Uz, Us, . Un €T n < oo.
Sea (Uy, Uz, Us, . Uy ={A€2X :ACuUp,U;: ¥y ANUis#¢ Vi=1,..,n}.

Para el siguiente teorerna ver [1,T.4.5 pag. 54]

Teorema 5.4 Sea X un espacio métrico cornpacto con métrica d y topologia
7. Entonces € = {(Uy,Uz2,Us, Un) : Us €7 para cada i=1,...,n} es una
base para la topologta en 2 obtenida por la métrica de Hausdorff.
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Lema 5.5 Sean X wun espacio métrico compacto y {A;};2, una sucesion de
subconjuntos cerrados de X. Entonces

lHmsup A; # ¢ y limsup A; = lim sup A;
es decir, limsup A; es un conjunto cerrado.

Demostracién. Supongamos que limsup A; = ¢, esto es, para toda
xz € X existe un abierto U, que contiene a z tal que U, intersecta a lo msés
un numero finito de A;'s. Sea X = UU,, entonces por compacidad existen

x1,ZT2, I3,..., Ty tales que X = U,_IU,‘, como cada U, intersecta a lo més
un nﬁmero finito de A;’s, U,U,, también intersecta solamente un mimero
finito de A;’s. Esta es una contradiccién ya que X = UL,Us,. Por lo tanto
limsup 4; 5 ¢.

Ahora probaremos que lim sup A; = limsup A;

Claramente lim sup A; C limsup A;

Sea z € limsup4; entonces para cada abierto U que contiene a z,
UnNnlimsup A; £ ¢. Sea y € U Nlimsup A;, U es un abierto que contiene
a yy como y € limsupA; entonces U N A; # ¢ para una infinidad de
indices, como esto ocurre para cualquier abierto U que contiene a z, entonces
x € limsup A;.

Por lo tanto limsup A; C limsup A;. Por lo tanto lim sup A; es cerrado. =

Teorema 5.6 Sean X un espacio métrico compacto y {A;} una sucesion de
elementos en 2%, entonces lim A; = A (con respecto a la mérica de Hausdorff)
si y solo silimsup A; = A = liminf A;.

Demostracién. <=| Por el lema 5.5, A € 2X ya que A = limsup A;.
Para probar que lim A; = A con respecto a la métrica de Hausdorff usaremos
el teorema 5.4.

Sean Uy, ..., U, abiertos de X tales que A € (Ui,...,U,),como ANU; # ¢
para cada j y dado que liminf A; = A, existe N; € N tal que

1.-A.'ﬂUj7£¢ Vi >N Yy Vis<n
Como A C U;, afirmamos que
i=1
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2-A; C U;=1Uj Vi g N2 para a.lgﬁn No € N.

Si suponemos lo contrario; es decir, si para cada V € N existe iy € N, y
Ziy € Aipy tal que z;, ¢ UF_,Uj, entonces podemos construir una sucesién
{ziy} € X\ (U,U;)- Como X \ (U-,U;) es cerrado en un compacto
entonces es compacto, as{ {z;,} tiene una subsucesién {z; } que converge
a un punto z € X \ (U7_,U;). Por otro lado por definicién de limsup A;,
T € limsup A; = A € U}, Uj, por lo que z € UF_,U;, contradiciendo lo
anterior.

Tomando N = max {IN1, N2}, tenemos por (1) y (2) que

3-4; € (U, ..., Un) Vi = N.
Por lo tanto {A;} converge a A con la métrica de Hausdorff.

=>|Probaremos que A C liminf 4; y limsupA; C A.

1.-A C liminf A; : Sea p € A. Sea U un conjunto abierto de X conteniendo
ap. Si A = {p} entonces existe £ > 0 tal que B, (p) C U, de esta man-
era por la convergencia, para alguna N € N, A; € B, (p) Vi 2 N.
Por lo tanto A; N U 5 ¢ excepto para un mimero finito de fndices, asf
A = {p} C liminf A;. Supongamos ahora que A # {p}. Entonces A &
(U, X\ {p}). Como (U, X \ {p}) es un subconjunto abierto de 2%, existe
NeNtalqueVviz N, A, (U X\{p}) AstAinnU #¢ Viz= N.Por
lo tanto p € liminf A; y por lo tanto A C liminf A;.

2.-limsup A; € A: Para probar esta contencién lo haremos por comple-
mentos; es decir, probaremos que (X\ A) C (X \limsup 4;). Seaz € (X\A4)
(Si A= X, (2) se cumple trivialmente) . Sea W un conjunto abierto de X tal
Que ACWyz¢gW. Como Ac (W) y (W) es un subconjunto abierto de
2% existe N € NtalqueVi = N, A; € (W);esdecir, i CW VizZN.
Por lo tanto 4; N (X \W) = ¢ Vi = N, como X \ W es un abierto de X
que contiene z, tenemos que z ¢ limsup A;. Asf hemos probado (2).

Por lo tanto como el limsupA4; € A C liminf A; C limsup A; entonces
limsup A; = liminfA; = A. =
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X

Continuo de convergencia

Definition 5.7 Sea X wun espacio métrico. Diremos que un subcontinuo
no degenerado A de X, es un Continuo de Convergencia de X si
existe una sucesion {A;} de subcontinuos de X tal que A = limA;, con
ANA;=¢ Vi=1,..

Si ademds X es compacto se pueden elegir los A;’s mutuamente ajenos, de
la manera siguiente: .

Sea iy = 1, como A1 N A = ¢ se tiene que la distancia d(A, A) > O.
Elijamos iz de tal manera queias > iy ydy (A, Ay) < ﬂ‘—%‘ﬁ, i3 se elije
de tal maneraiz > iy y du(A,Ay) < ﬂi’;—"‘l)-.

En general iy se escoge de tal manera que ix > i1 Y

d (A., Aik-x)
2
ast Aik N A,'j = ¢ Vk 7é _7 Yy kli—{{.loAik = A.

dH (A, A"k) <
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Lema 5.8 Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto conezxo de X.
Si U es un conjunto abierto de X tal que UN A # ¢ y A & U entonces
fr(U)NAF#¢.

Demostracién. Supongamos fr(U) N A = ¢ como A € U entonces
AN (X\T) # ¢ porlo que A C (X \TU) UU lo cual es una contradiccién
porque A es conexo y tanto U como X \ U son abiertos ajenos. Por lo tanto

frNA#£¢ m

Proposicién 5.9 Si X es un continuo tal que ord(x,X) < 3¢ para cada
xz € X, entonces X no tiene continuos de convergencia.

Demostracién. Supongamos que X tiene un continuo de convergencia
A; esto es, existe una sucesién A,,, de subcontinuos tales que lim A, = A;
como X es compacto los A, los podemos tomar ajenos dos a dos.
Con esta suposicién vamos a probar que hay un punto x= tal que

ord (z, X) 2 5.

Sea £ € A, entonces para todo conjunto abierto U que contiene a x, se
tiene que U N A; # ¢ excepto para un conjunto finito de indices porque
A =1lim A,, = liminf A,, = limsup A,.

Como A es no degenerado, diamA > 0. Entonces si € < diamA, y
V = B.(x), A, estd contenido en V a lo mds para un mimero finito de
fndices n. Pues si A,, € V para una infinidad de fndices n; entonces como
A =1lmA,,, se tendrfa diamA = '}l_l.lélc (diamA,,) < €. Entonces por el lema
5.8 fr (V) N A, # ¢ excepto quiz4 para un mimero finito de fndices y como
los A, ‘s son disjuntos dos a dos tenemos que la | fr(V) |= 35. Por lo tanto
ord (z,X) 2 35. Por lo tanto no hay continuos de convergencia. m

Teorema 5.10 (GOLPES EN LA FRONTERA) Sean X un continuo,
U un conjunto abierto de X, U C X entonces si K es una componente de U
entonces K N Fr(U) s ¢. [1,T.5.4, poa. 73]
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Teorema 5.11 Sea M un continuo y
N = {p € X : X no es conexo en pequeiio en p}

Si p € N, entonces eriste un continuo de convergencia K de X tal que
PEKCN

Demostracién. Sea p € N, entonces existe un abierto V que contiene
a p tal que si U es una vecindad de p y U C V, entonces U no es conexo.
Por otro lado como p € intV existe un abierto W tal que p € W y W es un
subconjunto de V' (por ser X regular). Note que M = W no es conexo. Sea
C la componente de p en M, entonces p ¢ intC ya que si p € intC, entonces
C serfa una vecindad conexa de p contenida en M C V, se sigue de lo anterior
que p € M \ C por lo tanto existe una sucesién {p;}ien € M \ C tal que:

1.-limp; = p.
1o
Sea C; la componente de p; en M entonces

2-CNC;=¢ VieN,yaquesiC; NC # ¢ para alguna i, C U C; serfa un
subcontinuo de M contenido en C porque C es la componente de p en M, de
1o anterior p; € C, 1o cual es una contradiccién ya que p; € M\ C.

Sea @ una vecindad cerada de p tal que Q C int (M) . Podemos suponer
que p; € Q Vi. Sea _I{i la componente de p; en Q. Es claro

3-K; CC; vie N

Como C(X) es compacto la sucesién {K;},.y tiene una subsucesién
convergente { K, }J.EN, lim K;; = K € C(X) tenemos que
j—oo

4-peE K.

(De que K;; C Q; Q es cerrado en X y lim K;, = K) se sigue

J—

5-KCcQcCcint(M)yc M
Como K es conexo y usando (4) llegamos a
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6.- K C C, entonces por (6),(3)y (2) KNK;;=¢ Vj=123,..,..por
lo tanto si K no es degenerado K es un continuo de convergencia.

Probemos ahora que K no es degenerado. Por el teorema anterior
Ky, U (X \Q) #¢ Vi yoomoK =lmKy, Kn (X \Q) # ¢. Por
j—oo
otro lado como p € int (Q) entonces p ¢ X \ Q, de aquf existe g e X \ Q
talque g € K y p # g por lo tanto K es no degenerado.

Por ultimo probaremos que K € M. Supongamos que no es asf; es decir,
existe z € K tal que = ¢ N. Por (5) tenemos que

7.- M es vecindad de z y por (6)
8.- C es la componente de = en M.

Como = ¢ N, entonces X es conexo en pequeiio en z, por (7) existe una
vecindad conexa G tal que G C M, y por (8)

9-GcC

Por (3) =z € limsup K; C limsupC; y como z € int(G), existe un
abierto U tal que z € U < G. Por definicién de limite superior, U N C; # ¢
para una infinidad de i’s asf GNC; ¢ ¢ para una infinidad dei’s y por (9)
CNC; # ¢ para una infinidad de i’s, lo cual contradice (2). Por lo tanto
KcN. m
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Proposicién 5.12 Si X es un continuo tal que ord(z, X) < Ro Ve X,
entonces cada subcontinuo de X es un continuo de Peano. Por lo tanto cada
subcontinuo de una grdfica es un continuo de Peano.

Demostracién. Supongamos que X es un continuo tal que
ord(z,X) <N VzeX.

Se sigue de la proposicién 5.9 que X no contiene continuos de conver-
gencia. Por lo que ningin subcontinuo de X contiene subcontinuos de
convergencia. Entonces por el teorema 5.11 tenemos que cada subcontinuo
de X es conexo en pequeiio en cada punto, por ende cada subcontinuo de
X es de Peano. Esto prueba la primera parte. La segunda parte es
utilizando la definicién de gréfica y la proposicién 5.9. Por lo tanto cada
subcontinuo de una grifica es un continuo de Peano. =

Casi nos acercamos al resultado que queremos

Teorema 5.13 Si un continuo de Peano no contiene triodos, entonces X es
un arco 6 un ctrculo.

Demostracién. Si X no es un arco, entonces por el teorema 2.3 X tiene
triédos o curvas cerradas simples. Pero X no contiene triodos, por lo tanto
X contiene cfrculos. Vamos a probar que el mismo espacio es un cfrculo.
Sea C un cfrculo de X. Supongamos que X \C # ¢,seanpe X\Cyq e C
Como X es arco conexo hay un arco A que va de p a ¢q. Sea r el punto para
el cual A intersecta a C por primera vez. Sean a,b € C y consideremos el
arco ab que contiene a r, entonces pr U ab es un triodo en X, contradiciendo
el hecho de que X no contiene triodos. Por lo tanto estuvo mal suponer que
X\ C # ¢. Por lo tanto X = C. Por lo tanto X es un cfrculo. =
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Teorema 5.14 Si X es un continuo no degenerado entonces ord(z, X) < 2
Vz € X siy solo si X es un arco o una curva cerrada simple.

Demostracién. == |Supongamos que ord(z, X) < 2 Vz € X en-
tonces por el Teorema 5.12 X es un continuo de Peano y claramente, X no
contiene triodos por que ord(z, X) < 2 Vz € X. Entonces por el Teorema
5.13, si X es un continuo de Peano sin triodos entonces X es un arco 6 una
curva cerrada simple.
<=]E] circulo tiene la propiedad de que ord(z,X) = 2 y el arco I tiene la
propiedad de que ord(z, X) =2 si O0<zxz <1, ¥y

ord(0, X) =1 = ord(1, X).

El siguiente resultado caracteriza a las curvas cerradas simples.

Corolario 5.15 Un continuo X es una curva cerrada simple st y sdlo st
cada punto = es de ord(z,X) =2 en X.

Demostracién. =>|Claramente toda curva cerrada simple cumple con
que ord(z, X) =2Vz € X.
<=|Si cada punto de X es de orden 2 en X entonces segin el teorema 5.14
es un cfrculo (curva cerrada simple). =

Un continue X es un arco si psdélo si  eristen pyge X
con pF g tal que ord(p,X) = ord(g,X) =1 9y ord(z,X) = 2
vz #p, q.

Demostracién. =) trivialmente un arco A tiene la propiedad de que
existe a,b € A ord(q, A) =1 = ord(b, B) y ord(z, A) = 2 Vz € A\ {a, b}.
<=|Por el teorema 5.14 como ord(z,X) <2 Vz € X, X es un arco o
un cfrculo, pero no puede ser un circulo (segun el corolario anterior) ya que
existe al menos un punto de orden distinto de 2.
Por lo tanto X es un arco. =

ESTA TESIS NO SALE
DE LA PYRY £y +




Capitulo 6

QUINTA
CARACTERIZACION

Tooo continuo X con eractamente Dos puntos que mno son Ve
cortte p Y g es un arco

Para esta caracterizacién utilizaremos los conceptos de miimero de dis-
coneccién y puntos de corte.

Definition 6.1 (INiimero de Disconeccion). Sea X un espacio conezo.
Un nimero cardinal n < Ry es llamado nimero de disconeccidén para X
si para cada A € X tal que |A| = n, ocurre que X \ A no es conezo.

Denotaremos por D(X) < Ny a un nimero de disconeccién de X. Cuando
D(X) < Ng. Denotaremos por D¥(X) al menor niimero de disconeccién para

Definition 6.2 Una grifica es un érbol, si no contiene curvas cerradas sim-
ples.

40
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Ejemplos de Numeros de disconeccién

Xus a

Aafp.qi. |A]| =3y S T\ A es di:conexo.
3 es un niimero de disconeccién para $ .y DS[X) =2

A={op.arstuvw). |Al=s DX)=$

0’015

%K=[0,1]

A={pqr} |a)=3 o -3

41
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El siguiente teorema se utilizara pero no se demostrara.

Teorema 6.3 Sea X un continuo no degenerado entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes:

1. X es una grafica
2. D(X) < Ro

3. algin entero n es un nimero de disconeccién para X, es decir,
D%(X) < Rg. [1,T.9.24, pag. 152].

El siguiente teorema nos dice como son los puntos de una gréfica con respecto
a su orden.

Teorema 6.4 Sea X un continuo. X es una grifica entonces (1) y (2) se
cumplen.

1. ord(z, X) < R Vz e X
2. ord(z, X) <2 Vz € X. excepto un nimero finito de puntos.

Demostracién. Como X es la unién finita de arcos que dos a dos son
ajenos o se unen en uno o en sus dos puntos finales, podemos tener tres clases
de puntos en la gréfica:

1) Puntos finales, los cuales tienen orden uno y la cardinalidad de tal conjunto
es finito, ya que sélo se tiene un niimero finito de arcos.

it) Puntos en donde se unen tres o m4s arcos llamados puntos de ramificacién
cuyo orden es mayor o igual que tres y menor que 35, aquf sélo se tiene un
mimero finito de puntos ya que sélo se tiene un nimero finito de arcos

iii) Puntos en donde no convergen tres o mds arcos y que no son puntos
finales, llamados puntos ordinarios que tienen orden dos que como la cardi-
nalidad de X es igual a 2> entonces el ord (z, X) = 2 excepto un mimero
finito de puntos. Por lo tanto (1) y (2) se tienen. m
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Teorema 6.5 Sea X un continuo, si sélo tiene un numero finito de puntos
que no son de corte.entonces X es un drbol.

Demostracién. Supongamos que X tiene sélo un ndmero finito de pun-
tos que no son de corte. Sea F' tal conjunto.
Probaremos primero que |F'| + 1 es un ntimero de disconexién para X. Sea
A C X, tal que |A] = [F| + 1, entonces existe p € A tal que p es un punto
de corte de X. Por lo que hay al menos dos componentes de X \ {p}, las
cuales son no nimerables por ser ambas no degeneradas. Entonces como
pe€ A, X\ A no es conexo y |A] < Vo tenemos que |F| + 1 es un nimero de
disconexién para X. Asf por el teorema 6.3 X es una gréfica.
Supongamos ahora que X contiene una curva cerrada simple S.
Sea B = {z € S | ord(2,X) > 2}.
Observernos que un punto p € S \ B no es punto de corte de X, porque
S\ {p} es conexo y para cada z € X \ S, existe un arco A en X, que une a
z con un punto z € B tal que AN S = {z}. En otras palabras (S\ B) C F
pero como |B| < Rq, por (2) del teorema 6.4, tenemos |S \ B| = No, asf hay
una contradiccién a la suposicién de que |F| < Rg ya que (S \ B) C F. Por
lo tanto X no tiene cfrculos. Asi X es un drbol. =

Finalmente llegamos al resultado que nos interesa.

Fodo continuo X con eractamente Dos puntos que no son Ve
cotte p Hh g es un arco

Demostracién. = | Es claro.

<=| Como X tiene un ndmero finito de puntos de corte, entonces por el
teorema 6.5, X esun irbol, por lo tanto una gréfica. Al ser X una gréfica
es arco conexa.

Sea A un arco que une a p con g, entonces por el corolario 1.27, X es
irreducible alrededor de p y g (es decir, no hay subcontinuo propio de X que
contenga a py q).

Por lo que A no puede ser propio. Por lo tanto A = X. Asf X es un arco. m
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