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INTRODUCCION

Sca /v : [0, 1] x R?*® — R" una funcién continua.: Consideremos la écuacién

dilerencial

(*) { :'/I'= I"(ty.’/:f’\)'{~ |

-y(0) = - y(1)

donde A € R® es un parametro. Estaremos mteresados en

ncontrar pare Jas .

: cs una funcxon'

y(1) = 0. é i nces:: (*).t,vlene solucnon para alguna A € R*.
Nos gustaria poder dar un_aé n rior N-bara el niimero de soluciones de (*).

Esto es posible bajo Ciertas ilipétééis é.dicionales sobre A. Decir explicitamente

cudles son estas condxcnones ¥y ecn’ cual es la cota inferior /V es el resultado

principal de este tra.baJo

La principal herramienﬁé' que utilizamos para probar este :eé’uitvado es el
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1nos restrmglmos a apllcaclones f U -—) R", con U cVv ablerto, 14 retracto‘

kdc vecmdad euclldlana, en el capltulo 2 hablamos de funcxones f U — X, '

; xclatxvamcnte compactas, (londe U C X es abxerto y X es un’ 1ctracto absolut;ot

d(, \L(.Ill(ld(l ~\unqu¢_ no lo m.ccsn.uemos posteuoxmcntc, aqul plobar

t(.onemd de punto fijo de- Schaudel Dn el capltulo 3 deﬁmmos eI numero (le"

Nielsen N(f) de una aphcacxoy :

\"(f) ><‘[Fiv(g)|, ’(loudc g \'

dondg'L E

t;mua suprayectlva. Esto nos
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2. Dados dos R-médulo raduados, {M } v {N;}, £ € Z, un morfismo de

: ’grado k, f# N entre ellos, es una coleccién de homomorfismos

de R—modulos»{f,}, donde 2

]\’[j —) Nj+k )

3. D A(IOS dos R—modu]os graduados JVI y N., se 1e puede dar una cstructm a
de R—modulo bldduddo al ou_]unto de mox f'smos (_ut,u. cllos de la m.mu@

sxglucut.(..

‘R-mdédulos’ gradﬁados sub-

es conmutativo para toda

Es claro que los compleJ dulosy ’s'ixs'fx“ibrﬁémcﬁ_sl' forman

una categorm, a la que denotar mos por. B.Ag
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Dado un: complejo de cadenas (C 6c), la propledad 8, 0 6,.+1 = 0 muestra
C ker(a ). De manera que. podemos pensar en los R-médulos
ker(a;.)
- Oni1 (M)

Mas atin un morﬁsmo de complejos de cadenas f# : C = D induce un homo-

Hn(C')

: moxﬁsmo dc R—modulos graduados

k : "11 (C') s H.(D)

como se verifica fécilmeﬁte'usandqel, agramaide arriba.

0.1.2 DEFINIGION: AL ¢ + le“ conoce: como el n-ésimno - R-
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para toda n e Z El morfismo h; recibe el nombre de homotopia entre { f;} y

: {9.1}

L d

B En la sxgulente seccién veremos varios ejemplos importantes de todos estos

‘ conceptos

0:1.4-Proposicién. . = 1. =~ es una relocidn de equivalencia

»,{g)_;-}»ién’toyri'ces Son = gun pura toda 1t € Z
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0.271:Notaciél_i.y,:Dado’,—”ﬁ_n 'éépacio topolégico X,y A C X, denotaremds

1. la cerradura deApor Aa

que 7.0 i =1id.::
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"En” otras palabras, X es un ENR sx ‘es homeomorfo a un retracto dc una

: vecmdad a.blerta U c R

0.3 HOMOLOGIA SINGULAR

Introduciremos aqui sélo los conceptos mds elementales de la homologin sin-

gular.

como el
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S(Y B) por. omposmxén, es decir, si o es un generador de S,(X, A), definimos
: ‘f# (o)

ASI, le hemos asocxado funtorlalmente a cada espacio topolodgico X un’

grupo graduado, daremos ahora la deﬁmcxén de un operador frontera para

este grupo gra.duado. i

nstruiremos 8 : S,(X) — S;_1(X) para que (S(X), 9)

‘morﬁsmob de complejos de cadenas De esta

tonalmente a'cada espac1o topoléglco X plejc de"qadénas de grupos
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'_abeliar}xos.v Sl hacemos el producto tensorial de cada grupo con el anillo R,

: :bbfépérhos ' omple_]o de cadenas de R-médulos. A este complejo de cadenas

ca. ular su-homologia.

5 DEFINICION Al n-ésimo R-médulo de homologia de {S,(X) ® R, 5},
Hy (S,.(X) 0:9 R), se le conoce como el n-ésimo R-mddulo. de homologia de X
'l/c n‘cacﬁczentes en R, Hy (4\ R). Por (leﬁnlclon tencmos entonces Hy(X; R) =

i H, (S,.(X) ® .

Denotaremos por f. al morﬁsmo (de gr

) modu]os de homologla Resulta que los'R-modulos ‘de’homolo, de un 'espacxo

cump]en vanas propiedades que permlten calcularlo mu s ca.sos En este

sent,xdo, tenemos el SIgulente

‘0 3 [§] Teorema Los grupos de homalagza de un espaczo tzenen las szgmentes

propzedades

1.:85% frg X—)Y o aplzcaczones homotdpzcas, se tzene f. -—g.. A esta

: p?‘oﬁb&ici& : se l de’ homotopna

=0. A.,? ta pr&posici6n se le

C A’ se tien vquekH (X A) * Ha (X \U, A\

ad se le llama arioma de escisién.
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4 §i:A.C: X, se:liene una sucesidn exacta

L o (X) —E Ho(X, A) 2+ Hpy(A) — - --

es conmututzvo para toda f 4 —)(Y,B),pam todann € N. A esta

]noposczon sc chllama e\actltud

Este teorcm'm es ld pr 1c1pal hcrramxenta en el calculo dc los gmpos de lxomo-

topia de v un espaclo PR

0. 3 7 DEFINICION SeaX un espacio topologlco, dec1m que

‘queroz—ld

kEn otras palabras, X es un ENR si es homeomorfo retracto de una :

’vecmdad ablerta U c R
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CapiTULO 1

EL INDICE DE PUNTO FI1JO

ol 0!))(.'.1\0 puncxpdl dc cstc capxtulo es deﬁmr el indice de punto ﬁJO y

pxobar el tcorema dc Lefschetz~Hopf i Sxempre que se hable de homologm

estarcemos peusando cu la homologla sxmphcxal

1.1  PRODUCTO. EXTERIOR EN HOMOLOG{A

En est'a'secé.iic‘) "aixkiliiir,‘que‘remos deﬁnir un homomorfismo x : H,,(X,A) @
Hy (Y B) —) H,,H.,.(,\ %Y, (X’x B) u (A x Y)), que Nlamaremos producto

e\tenor en homologla La construccxon de dlChO homomorfismo estd basada

en el sxgmente teorema, conocxdo como; el teorema de Eilenberg-Zilber, que

enunclamos sm demostracxon por estar basado a su vez-en el mas complicado

teorema de modelos acxchcos
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"~ 1.1.1 Teorema. Los funtores F,G : TopxTop — 8AG definidos por F(X,Y) =
S(X xY), 6(X,Y) = SX ® SY son naturalmente homotdpicamente equiva-
lentes (dohde SX‘ es el'complejo de cadenas asociado a X en el proceso de

construzr Ia homolagza smgular) Mds ain, existen inicos (salvo homotopia)

o morﬁsmos naturales de cadenas

(i):SX@SY(—-)S(XxY):\II

tales‘;qlié, .

o il
H

(@) ‘I? o ® = idsxesy, Po T = ids(x )
(it) En dimension cero.

(I)(a®7') (&,'r) g o V;Il(a,r) = o'®7‘

k De aqu1 se: sxgue que cualquler morﬁsmo de cadenas natural ¢ SX RSY —

S(X X Y) que cumpla ¢(a ® 'y) : (a, 'y) es (n turalmente) homotépico a &.

Denotaremos por EZa cua]qmer morﬁsmo’de cadeuas en la clase de homotopia

de <I) o ¥. Tenemos el sxgulente resultado

1.1.2 Proposicién. El diagramav'»: FR

SX@SY«—»S(XXY)
e e )
SY®SX<—->S(Y><X)
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homotopza, donde t(:z:, y) = (y,:z:), (zy) € X XY y
""'77"® f, donde ] § | zndzca la. dzmenszon de £, e SX;

Demastraczon [ Basta"observar que.en dimcnsjéh cero el diagrama conmuta

estrlctamcntc

\Iosot,ros neccsthos e endcr a (I’ \Il a pmejas de espacios. Con este fin,

conﬁldctemos el Slglnente" havrama conmntatwo R

Sy =L

SX/SA ® SY/SB —0

donde S{X x B, AxY.
vistos como subg P
tivos y lo que que

¥'. La naturalldad de

'tonces <I>’ y ¥’ para que
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d'nos dlce

el dlagrama. conmute fLa naturalldad de la homotopla s \Il o

resumen,

CSX . Sy
)_’,H(SA®3'§)

S(XxY
S(AquXle)

" Pasando a ho;mb]o ¢ rilp“()iiiehddyol‘;tenémos: q. o <I>,'o o H(X, A) ®

Se natuml pues a, <I)' y q Io son ke

sonel producto:’é:zt

ar en homologm,
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dlagrama

tcorema de El]enber leber Es grac:as a esta propledad que a [g] lo denota—

mos usualmente por 1

1.2 ij,‘IV_/JA’SES‘ 'FUNDAMENTALES

Dado 'n. > 0 sea o un generador arbitrario de H,(S") == Z Dada una pareja
v, K) con V ablerto K compactoy K C V C R* C 8" = R*U {co}, tenemos

la 51gu1ente s:tuacmn

: V:H,,S" s H,(S", SN\K) ~2— H,(V,V\K)
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y kObservemos que la mclumén _7 es una esm es un isomor-

; ﬁsmo Tenemos la sngutente

1. 2 1. DEFINICION Se define la clase fundamental de: R e V oK, por oK =

Sea P e K, dado que el diagraﬁna de‘iu"cblujsibri’cs i

2 todo P € K. De hecho, esta

baremos este hecho. Si tenemos

'.(‘ V\I() es la clase fundamental de K;
oKs € Hoyimy(Vi % Vo v x Vg\Kl x 1(2) es la ‘
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Demostracidn: Véase [Do2], VII, 2.15

1.2.3 OBSERVACION. Sin > 0, H,(R*,R* \ 0) = Z y oo genera H,(R*,R" \
0) = Z, pues en la composicién de homomorfismos inducidos por inclusién,
H,(S™) — H,(S",8"\ 0) — H,(R",R" \ 0) ambas flechas son isomorfismos,

como g ¢s la imagen de un generador, debe ser también un generador.

1.3 EL {NDICE DE PUNTO FIJO

‘z}.es compacto. Poste-
riormente probaremos sque nos. permitirin

calcularlo en algujl‘o 1:indice -a- funciones

aplicacién con'F

tenemos i —g
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1.3.3 Teorema. Sea g: V — R" con V C R" y Fix(g) compacto. Se tienen

las siguientes propiedades:

(a) Unidades. Sig: V — R" es constante, digamos g(V) = {p} tgnéfnos

: _J osipg V
I(9) = { lsipe V

(b) Escisién. Sean W abierto, I compacto con Fix(g) . K <. ﬂ’C v,

entonces I(g) = I(ghv), mds ain, "I(gv)'(oo (1=, I"f,)‘(olc), "th'bnde.

estamos pensandc

sentido). S
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(g) Puntos fijos. I(f) 75 0=>F1x(f);é @ .

abzerto v f U — R"! yne aplicacidn
con Fix(f) compacto y f(U) < R"

(h) Contraccién. Sean U "C" il

Sz denotamos por f' : U — R" la

contraccidn de f dor ‘R", se tzene I(f) =TI(f").

Demostracién:

(a) Si g(p) ¢ V cnt.onccs r;l}s(J) = (0 cle manera- quc Hu(V -\ Fx\(q))

‘y'por Io:rﬁént;d"f(gr)

(b) El diagrai.in’a" B

Ha(V,V \ 'Fix(g))“—f“—"—, H, (R, R \ 0).
ie i—glw )= ' '
H (W W\ Fm(g))
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(c) Sca'I¥;.una" ad - abierta’ d
(e‘s'kta;g:béhsvtruccxon

la propiedad de’ escisidn;’s

lo cual muestr

igualdédé d ‘gl
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(d) Es claro que - F,

x('yl ), ’entonces

1o tanto podremos u

z=tgo @)+ (- Do),y = f(=) =

m=tgof@)+ (D50 () = s(F@N ;
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‘a inclusién y U ——{—>R"
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la contraccién de f. Tenemos las siguientes dos maneras de componer

estas dos aplicaciones” -
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es dec1r, I(z o hor') =1I(iohor). Hemos probado asi que ésta es una buena-
X deﬁmcxén 'Es inmediato verificar que las propiedades (a)-...-(f) se siguen cum-
: pllendo ¥ que la nueva definicién coincide con la anterior cuando el dominio es

§ un abierto de R™.

1.4 EL TEOREMA DE LEFSCHETZ-HOPF

" Después de introducir los conceptos necesarios, en csta seccién enuncinromos

oy kprobaremos el teorema Lefsc,hctz—IIopf que relaciona el indice de punto

fijo de f con la.t.raza de 1 De ahom en adelante, I? denotard un amllo

{ n orﬁsmo de médulos graduados, y es rutma probar
que G) es una transformacién natural vista como © : * ® N —- Hom(_,N) y
tamblen vxst;a > — Hom(AM, ).

©1.4.2 DEFINICION. Diremos que un homomorfismo de médulos graduados 8 :
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M —_ Nes de rango ﬁmtokkm / —gof, donde f: M — F, g : F — N, donde

@1_, RJ, R_, = R para. toda _7 Y lc = 0 para casi toda z.

1.4.3 Proposxcxén Sea ,B H M - N homomorﬁsmo de mddulos graduados.

Demostracién: (=),Si tenemos p @ n-€ M! ® NVj, el diagrama

AP N,

conmuta (,xcepto quizd pox un 51g110 P01 lo L‘mto, si t(.uemos Zu_l (L,a,,®n,,) €

MM ® N 34 el dlagrama
’ : ‘ ""'M Eﬂ__("’“@":)N

(S”a),.aq 1
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. tenemos

resultando que @

Supongamos a}iéra que ﬁmtamente generados, probaremos

es’claro si- observamos que

que e,‘,'N@,Q: es inyecyiv
M (N eB N e (Mre N) @ (M*® N)

Hom(M, N & N’) = Hom(]l[ N) ® Hom(M, N')
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Yy cjtie bajo estbs isomorfismos ©; ygn' corresponde a O,y OOy n+ de manera
queIOM_NQN: es inyectiva por ser suma directa de dos inyectivas. De esta
manera probamos la proposicién para cualquier /N finitamente generado. En
el caso general, para a € M* ® N siempre podemos encontrar un submédulo

“libre de N finitamente generado que contenga a a (por ejemplo, el generado

‘por los elementos de IV de los cuales a es combinacién lineal), llamemos N’

aeste submodulo de V., La- natmalldad de © .Ipllcada a i AJ' [5>] 1\" Rl

cién eva- -

"Si-N es 'ii'l;re‘ 'n homomorﬁsmo de rango finito, las dos

: proposunones anteriores nos aseguran. que o- l(,B) es un elemento en N*® N.

d Lefschetz de 8, A(ﬁ) =e(O! (/3))

1.4.'6‘()133“53\7/46,1@1. : Si'ﬂ_ﬂéHom,,(N, N),n 5% 0, entonces

o (B) e @ (IV; ®N;), e(@7(8)) =0

i+j=n

asi que. A(ﬁ) =0 excepto cuando 8 € Homg(N, N)!
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: En este ca.so podemos expresar A(B) en términos de la representacion matricial

de /3 Con este ﬁn, esco_lamos una base B; para N;.- Dado v € B;, existen 8§

na matriz que represente a
realidad nuestra eleccién

para enunciar y probar el

1.4.7 Teorema.- (de Lefschetz—Hopf) Sea Y un ENR (retracto de vecindad eu-
chdzana), K C- Y compacta, f Y —) Y can f(Y) C K. Entonces Fix(f) es
compacto, (fli): H(K Q) — H(K; Q) es de rango finito y A(flk). = I(f).
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Demostracién: A lo largo de esta prueba H(X, A) denotard H(X, A;Q), asi
H(X x X') = H(X) ® H(X') (ver [Do2], Teorema de Kiinneth). Observemos
que Fix(f) = (i — f)~'{0}, siendo asi cerrado en K y por lo tanto compacto.
Ya que cualquier ENR se encaja en R" para n adecuada, podemos suponer
Y Cc R™. Séa :V C R™ el abierto del cual Y es retracto, r : V' — Y la retraccién
ei: Y;V la’inélusién definamos g :=iofor : V — i(I¢) = K. Observemos
aue para toda k € KX, g(K) = i(f(r(k))) = i(f() = J(k), asi [lxc = glx (v
‘ = (g|},() ) I(f) es,: pox‘.deﬁmcnonk I(zfr) = I(_q) De esto.

) por. Io tanto (fll().'/

Si'd + (V,V.\ K)

conmuta pues el cozjféépoxidiente diagrama topolégico lo hace. Usando la na-

turalidéd del ‘producto exterior, y el hecho de que x : H (V,V\ K)® HK, —
H,((V,V\ K) x K) es un isomorfismo (recordemos que las homologias tienen

. coeficientes en Q) obtenemos
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HAV,V\K) ®‘fi‘,fl"""—?’i?1,(v, V\K)® HK.

SRR d.
" n
e S e HL(R",R" \ 0)
donde poxv'vun:peq fio, abuse amos'a ><‘-1 oA, por A, yad, o X pord,.

Tenemos asf el di

1() ‘® HIC 2 dgid (HI )' ® HI.'

oo 1epxcsenta el umco homomox fismo

Veamos ahora el recorndo de

HK.® HV. 22 5 (R",R" \ 0) & HV. = HV,

9.

QRHK. = HK.

: (HK).® HK‘ @ H_K' e®id
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es conmutativo: ei cuadrado izquierdo lo es claramente, dado qué es t,. El
cuadrado de la derecha proviene de tomar el producto tensorial de la parte
correspondiente del diagrama anterior con H(V)~Z» H(K). Observemos
que (e®id)o(id®t,) (¢@n®m) = (—1)*IM(e®id) (¢@m®n) = (—1)*Imlg(m)-
n = O(¢ ® n)(m). Veamos ahora el recorrido de A,(ox) ® k, donde k es

cualquier elemento de HIS, a lo largo del diagrama anterior:

A (o) ® ki (d ® id) (id ® L. (Au0) ® K) = wi

(A® ).(A-0) ® ) = 4y ® li———— O(a,)(R) -

Si lograramos demostrar que -

B, V) HaK — HyV. dadapor.

I5(V) con Hoya((R?, R \0) x V) es

Videnota'la inclusién), tendriamos,

qixg es’lq}qdé:quere Hasta el momento sélo hemos probado

(1.4.7) : L olap) = 9.9(K, V)
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‘Hemos reducido la prueba del teorén{a anter L la f:fueba de la siguiente:

1.4.8 Proposicién.

O(K, V) (k) = (ox)"}(d ;:i&)‘,(i&;g ). o (A’x id). (ox x k)

(donde ox es el isamorﬁsrfzo cahéniéo de H,\V con Hy (R R\ 0) < V)) es

igual a i, : HAIC — H\V

Antes de empeaar la demostracm

“daremos?una’ definicién muy ‘sencilla - -

N de vectores ‘con.la mlsma norma ortogonales entre si.. Debe ser claro el porque

. Dé{mosifdcién:‘Ahtes que nada, sean K’ C K C v C V' subconjuntos de

R", con K, K’ compactos y V, V' abiertos. Sev tiene entonces la igualdad

(K VB, V) = 80 V)
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que es una consecuencxa sencxlla de la naturahdad del producto exterior y del

YK, K) =0

Seguitg ’ “caso muy particular de K y V

vpard’a'cgba"r ostrando it n po,d'a'ssu generalidad.
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_Caso 1. K

",\p,’gracias a (1) podemos reemplazar a V por una bola abier-

‘ta alrededor de p- Denotaremos también a esta bola por V. Siguiendo

el recorndo del generador 1, € Hyp bajo $(p, V), observamos
’ 1’—>’o,,x1 X1, 0p X1, X100 x 1,1,

: 51gue mmedlatamente el resultado.

1aya que aclarar por qué A.(op,) = op x 1,. Observemos que

’(V\ ‘\i{p}) - (V V \p) x V es homotoplca af:(V,V\{p}) —

v(V V\{p}) X {p} dada por f(:z:) (:c p) (recordcmos que V es'una bola)

‘numero de Lefschetz de G(ag) = g.®,, que como ya vimos coincide con
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I(g), observemos que:

9e®x = g.gi. = gA.Tii. = qA. = g(—1

donde la iltima igualdad es consecﬁeﬁcia de la for
Tenemos entonces A(g®) =14 = DAg(=1)*

de manera que g=1 y Pk

.S% tiene una veci
de manera que por-e

i.(S, I_‘[f) p‘Ol“ (1), 14

(C*; V) puesto
Hx(S*) donde S* es la

rario.. Sea U un abierto tal que C*
de:U:y W.C UNYV abierto tal que K es
Dado que C* no tiene (\ + 1)-células

‘(pensemos por un mo to n»homblogia celular) resulta que HAC* es

(isomorfb a) un subespacio de: @,cx Q@ donde £ es el conjunto de A-

células de C*, y tainbién H,\(K) es (isomorfo a) un subespacio @, 5 Q@
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donde X' (el > » c njun'po‘1Ae‘A-éélulas de K. En otras palabras,

lgéi(8| k) donde 8 es el operador frontera

del'.vcc:m_ip'l_té‘jo Hi(Ccr,cn? y 3l K es el operador frontera del complejo .

: Hn(I{ ",I( na1 “decir 3] x_es efectivamente una restriccién de 8. be_

’  esto iy "Hy\(JK) —» H,(C*) es inyectiva. Gracias al .-

 diagrama conmutativo: e
L HA(K) ~Ee Hy(CY)

al y 15

7,

pues z.(VV, U)"e‘s

Caso 6. Por fin ataca
cual_quiei‘ a ‘1e,r\t;,o‘ ) eg, sCojamos una estructura
cw de R suficientemente fina para’ que:cualquier célula que toque a

K 'estéA;:‘on‘jl'bleté t ni (a ‘s'z;mos la compacidad de
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K). Denotemos por M a la unién de estas células. Asi que tenemos-
K Cc M C V. Sea M? el A-esqueleto de M. Por el caso 5, BAr(M>, V) =

i.(M*,V) de manera que
[®A(M, V) — i, (M, V)i (M, M) =0

por (4). Para concluir bastard probar que i.(M?*, M) es supraycct:iQa.
Pero csto os facilmente verificable, si pensamos de nuevo en homologin
celular, pues H,(M) es cociente de un subespacio de HA(M>, A7A1) v -
H,(M?) es ese mismo subespacio antes de hacer cociente ‘(ttkakm'em'c;s In
descomposicién CW de M* dada por la'de A/, cn esc caso (y‘ tmhbién en
cualquier otro), A no tiene ()\+l)-cé]n]§\s. lo que garantiza ]a éﬁl‘tll;;c:iéxl

pasada).
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CAPITULO 2

‘EL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE
:SCHAUDER

La idea prmcxpal de este capxtulo és genexalma el nchce de punto ﬁJO a

aplicaciones f ' : U — E‘ relv i

normado leal y U cs a lupotesxs Fix(f)
compacto. Luego se probara un analogo al teorema de Lefschetz-Hopf para

este txpo de aphcacxones ‘

2.1 GENERALIZACION DEL NUMERO DE LEFSCHETZ

En esta seccién auxiliar, generalizaremos la definicién de nimero de Lefschetz
para homomorfismos de mdédulos graduados no necesariamente de rango fi-

nito. Para empezar, daremos una generalizacién de la definicién de traza

39
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:‘par;a, ciertas transformaciones lineales en un espacio véctorial de dimensién
: poéiblémente infinita. Ma4s precisamente, supongamos que E es un espa-
‘ii"ériy_c;_.vecjtori’al y ¢ : E — E una transformacién lineal. Consideremos el su-
Ak’lb_)e‘si)"acki(A) iineal UsZ, ker(¢™), donde ¢" es la n-iterada de ¢. Es claro que
q&(LJ;'f’:l ker(¢")) c UrZ, ker(¢™) de manera que si la dimensién de

- E
L= Uiz, ker(¢™)

_es finita podemos pensar en la traza de k

2.1.1 DEFINICION.. S’i,¢'ryi b

de ¢ por
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Es sencillo observar que esta definicién coincide con la dada en el capitulo
anterior si ¢ es de rango finito. Se tiene la siguiente proposicién que nos sera

de utilidad mas adelante.

2.1.2 Proposicién. Supdngase que el diagrama

E—t~F

TN

E—F
es conmutativo, donde E E’ son espaczos vectoriales graduados y ¢, ', p, v
morﬂ.smos de espa(,ws vectorwlcs gre uduauos Entonces, ¢ e¢s un c/ulomarfsmo

de Leray siy .solo st ¢’ lo es, -en ese caso Alg) = A(¢’).

Demo.stracwn Probaxcmos prlmero que p m(luce ;1. L‘ e O Para csto basm

observar que siig™(z) =0 entonces ¢'"u(:z:)k— 0, es decxr u(U°°A ‘\(.1 (ga") C

U"=‘1 ker(¢’"). Tenemos entonces & : £ < E'::D anera’ unalogak;_existe

o E’ ——)-‘E‘ Asi, tenemos q..‘o =vop, q;( LoD 3 'tdxice's' FoR

tr(BA). Esto”

parte de la. aﬁrmacxon es trxvxal si* rec rdamos que tr(AB)

termma. la prueba.

2. 1 3 DEFINICION Sea f X - X una aplxcacnén del espacxo topolégico X

en si; mlsmo Dlremos que f es una aplicacidn de Lefschetz si-f, : H(X,Q) —
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“H(X, Q)' es de Leray.’ Definimos el niimero-de Lefschetz de f como. el nimero

- .de Léfschet'z de fes es decir A(Sf) :== A(f)-
Se f.iene la siguiente propiedad del niimero de Lefschetz:

2.1.4 Proposicién. Supdngase que el diagrama

- u
X — X

RN

X — X'
es conmutativo, donde X, X' son espacios topolo’gicos v f, f',u,v aplicaciones.

Entonces, f es una, aplzcaczan dc Lefschetz sz Y solo si f! lo es, en ese caso

A(f) = A(f). Ademés, Fix(f) £ 0 + Fix(£) 5 ;e 0

A : mme ata si apllcamos el funtor homologia

‘al dlagram Y apllcamos la. proposxc:on anterior. La segunda también es sen-
v‘c1lla si :z: = Fm(f) ‘entonces u(:r:) € Fix(f’); si por el contrario, ' € Fix(f’)

entonces v(z') € Fix(f). : . ]

2.2 APROXIMACION POR APLICACIONES
DE DIMENSION FINITA

En esta seccién veremos que bajo ciertas hipdétesis, una aplicacién f: U — E

con U abierto en F, un espacio normado real, puede, en cierto sentido, ser
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f(.'B)-i-(l— t) fe(z) define una

_Demostrdéikﬁnr: D'IdO quef(X) és.compa i‘,ov,_:é ste.€ > 0 tal que

By (FX)) ©
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pequcno que contlene a {yl, :

« —,Za y, con m B:('/x) -‘# @

€l

[m]

;'3 del teorema anterior re-
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.2 2.4 Lema. Sean V. un dbi 0:.'en un espacio nor‘rﬁada real Ey f:V — E

una aplicacion relatwa' nt ‘compacta sin puntos fijos en la frontera de V,

ov. Entonces se cumplen'

: Vi 'E'es tal ‘que llf;(.'L') —

f(x)| < € para tode z € X, ye < n,

(c) S'z 25 < n para cualesquzera do.s £- apro" ime

se tzene quc EERGR

define una homotopza de dzmenszon ﬁm

‘es compacto para toda t € I y Utel F1
v L

.compacto.contenido en

1

Demostracion: ..
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(b) Si existiera zedvn Fix(f.), tendriamos || f(z) — z|| < 7, lo cual clara-

mente contradice la definicién de 7.

(c) Que H define una homotopia de dimensién finita entre fsby f[.

de ‘manera que z€ V pues por el inciso antenor, Fix(H,) C V (esto

dltimo ya que lIH,(z) = (:z:)|| < € para toda (z,t) € V x I, como se

verifica fac1lmente).
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2.3 EL iNDICE DE LERAY-SCHAUDER

Por fin estamos preparados para la anunciada generalizacién del indice de pun-
to fijo, que desarrollaremos en esta seccién, posiblemente la mas importante

del capitulo.

Sca £ un espacio normado real ¥ U un abierto de £. Sea f: U — I una
aplicacion relativamente compacta con Fix(f) compacto. Sca V' un abierto tal

que Fix(f)‘CF .c \_"C U. Definimos g := f]i-. Observemos que:

ativamente conipacta . EIey

(z) y esirel

'cf.qntr’accivén’ai de: a ‘cstrlc‘cnon,"dé y;'a E™"NV (véase 0.2.2). Es decir,

g:EBrOV - B

Notemos que Fix(g;) es cerrado en V N E*, siendo por lo tanto compacto.
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2.3.1 DEFINICION. Definimos
I(f) = I(g-s)r

donde claramente el indice de la derecha es el que definimos en el capitulo

pasado. A I(f) se le conoce como el indice de Leray-Schauder de f.

Aparentemente, esta’ definicién depende de tres elecciones, a saber

1. El abierto ¥

e E suficientemente grande para

mo opla del lema 2.2.4 se restringe a

7 E”‘ ﬁ V devmanera que por la compacxdad de UlEl Fix(H,) y de Fix(H,)

para oda t'e I la 1gualdad

U le(HLIVﬁE") = U le(Hg) NnNvnE"

el R tGI
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ylai mvarlam:la homotopxca para el mdlce de aplicaciones en R™, se tiene

que I(ge) =1 (gg)

1. La eleccién de V ‘

irrelevante, gracias a la propiedad de escisién para el

indice de aplicaciones en R".

Una vez convencxdos de ‘que nuestra definicién es buena, probaremos propie-

n]ognq a .\qu(-l]'m del incdice en R?. Tenemos el signiente

:—-l I(f]U:

(d) Multiplicatividad. Dada f’ : ”dke la hipdtesis, pode-

mos definir f x f' : U x U";) Dado qu'gz E x E' es un espacio

vectorial normado real, con norm

Iz Wl Y
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podemos pensar en el indice de f x f'. 'Resulta que
f(f x f) =I(f) - I(f)

(e) Invariancia Homotépxca.» Sz dad'

H:UxI—)Eentref "f

U .— E eziste una homotopia
.ed.fi.stc K- compacto con F =

Obsérvese que no se

(f) Coxunutatlv1dad D( das f U‘—‘-> E’ U’ ‘—> L' con. U C E U' C E’: -

para aplicaciones de R®. Para
es,’y es por eso que

'la demost;raremos al ulnmo.

(e) Sean A% ablerto con K C V
,{yla-- qyk} C K t‘al que UBE(ytV

uficientemente ‘pequeina y

D H(Ux I). Consideremos H,
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Vx I — E, dada por .

He(z,) = > *Z‘ﬁf(’xj’; donde  X;(x,1) = max{0, e —||H (z,t) ~ull}

Se prueba sin dificulad que H estd bien definida (i.e. Zj Aj(z,t) #0

para toda x € V) y también que

WHe(,t) — H(z, Ol <& -

de H’ - Con51

ara‘ poder usar’ lal

cerrado, Fxx(HEt) C H,,-(V x I) muestra, que es compacto Asx, tenemos:

’ _l“z(’H.,) = I(Heo) = I(He.) = I(H,)

donde las igualdades de los extremos se dan por definicién del indice y

“la de enmedio por la invariancia homot6pica para el indice en R".

(g) Si I(f) 5 0, se tiene, que, para cualquier n suficientemente grande, la

restriccién de cualquier ,’—,—aproximacién de f tiene indice distinto de cero.
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(:v,.)) de manera;qu .(f(:z:,,)) es’

_otro lado, nsan

lo que muestra que

,A(_qc) Pero el e
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En la notac:én de la. deﬁmcxon tenemos I (g: ) # 0; asf que, para cada n
grande, ex1ste m,. E V punto ﬁ_]o de g: Dado que f(U ) es compacto, se

tlene que

una subsucesuSn de (a:,.) (que seguiremos denotando por

on(re:jgente, digamos a y € f(U). Por

1 ‘triéngulo, tenemos

Por definicién, ﬁ'se,l’tizle:x‘fe’ (9) eorema, de Lefschetz-Hopf

sabemos que _¢7 _es de Lefsch o ﬁmto),' y ademas

La proposxcxén‘ 2.14'afirma’'que también g, ‘es de Lefschetz y que A(g.) =

; g, de manera que el homo-
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morfismo inducido en homologia por ambas aplicaciones es el mismo, asi:

A(g) = A(g:). Combinando estas igualdades, tenemos I(g) = A(g).

(f) Es facil ver que g y f definen homeomorfismos inversos entre los conjuntos
Fix(g o f) y Fix(f o g). Para que tenga sentido la proposicién, suponga-
mos que" estos conjuntos son compactos. Dividiremos la demostracién en
dosxcasds.

Caso 1. Supongamos que f y g son ambas relativainente compactas.
Siendo asi, se puede repetir casi exactamente la prueba de la comﬁutat;i-‘

vidad en R".

y) f(m)) Y. pense-r -

— B % E haci ndO'y(:l:,y)

Deﬁnamos v U’

1nos en l.\ hom()top

19f(x) + (1 - t)g(y)
n: Usando la propiedad de inva-

I(ho) = 1()
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Definiremos una homotopia maés: -

15 E fx B(z,u,8) = (9(@), (0. = )£ (@)

Se observa mmedxatamente que ]a restnccxon de Ho a U’ >'k U coincide

con h.l y que F‘\(H

tra ml‘e
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= f0l(@) = S@) = J(@) €

;2= oot (175 =)

-l( ‘1

(en pa_xrtic}jléf,
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Sea ahora f. una s—aproxxmacxon de f: f—l(A) — E' Por deﬁmcxon,

sabemos que H : U’ x I — E' dada por H(z, t) = tf(:z:) + (1 = t)f,(a:)'

Iﬁpiiéto con f.(U') C K., de manera
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que se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

f A F

%

K.

donde fE ¥ ge son las. restrxccxones y contraccxones obvxas de f; y _q res—

pcctwamentc A51, :

se Lluu.,

Hemos iirobé.dvot;j )
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invariancia lxomotépica;‘tenemos I(H1g|g-x(A:) = I(Hog]g-:(A:)) es decu,

I(fsglg"(A')) = I(fglg_‘(A'))

" (ANR), después; c

nicién alternativa. B

- 2 4. 1 DEFIN[CI ; e 10 topolégico metrizable, decimos que ¥ es

T un retracto absoluto de vecmdad (ANR), si dada cualquier pareja (X, A), con

A metrlco y A cerrado en: X y una. aphcacxén f: A— Y, existen U abierto
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>,ven"'4‘\"~,;¢‘:onnA c Uk,& F:U — Y tal que F(a) = f(a) para toda a € A. Si se

pucde ‘escoger U = X, decimos que Y es un retracto absoluto (AR).

Lo que la definicién anterior nos dice es que podemos extender f a una vecindad

- (abierta) de A.

2.4.2 DEFINICION. Scan W, Y cspacios topolégicos. Deccimos que W cs r-
dominado por ¥ si existen aplicaciones 4 : 1V — Y encaje y r: U — 117

tales cjue r7oi=id, donde U es una vecindad abierta de (W) en Y.

" una extensién: n’abierto en X que contiene a

AL Es inmed_iét” una extensién de f.
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2..Sea f: A — V una aplicacién. Comi)oniendo con la inclusién ¢ : V <«
;. W, se tiene una aplicacién io f : A —» W, y dado que W es un ANR, se
- tiene una extensién F : U — W. Es claro que F~1(V) es una vecindad

abierta de A, de manera que F|s-1(v) es la extensién de f buscada.

3. Véase [Du] y 2.4.5 mds abajo. o

Los signientes dos tcoremas, que ennnciamos sin demostracion, nos perini-

tirdn dar una definicién’ alt’e'rnativa*dchNR.

2.4.4 Tgérerné Cualquie metri. uble ac puede ~encajar como subes-

©.2.4.6 'I‘ebrémé

Demostracidn:: Sea Y ur

un. espacio normado’
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g : g( ’——‘—)‘:Y Yy por consiguiente, existen U vecindad abierta de gy

T U v—) Y.extensxén de g~!. Es claro que r oi o g = id, de manera que Y

estd r-dommado por U. Inversamente, supongamos que Y es r-dominado por
U, donde U es abierto en E, un espacio vectorial normado. Por la primera
parte de la proposicién 2.4.3, bastaria ver que U es ANR, por la segunda parte,
bastaria ver que £ es un ANR. Pero esto es una consecuencia inmediata de

2.4.5. o

El siguiente resultado, aparentemente fuera de lugar aqui, nos serd de uti-

lictacl en el siguiente. capitulo.

2.4.7 Prqpo‘s’ic.ién. Todo ANR'6s seinilocalmente

simplemente conexo. -

Demostracic

2.4.8 Teorema. Sea X un ANR, y f: X —» X una aplicacidn relativamente
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b campacta ‘con le(f) compacta Supongamos ademas que X estd r-dominado
por U donde U’ es abzerta en un’ espacio vectorial normado real E. Entonces
fes. de Lefschetz y el nimero de Lefschetz de f es igual al indice de Leray-

" Schauder de i o f o r. Es decir,

A(f):](iofor):A(iofor)

Demosiracidn: Denotemos por £ 0 N <> U al encaje. Basta con observar ol
diagrama conmutativo

U—"-Xx

N

: U , s ,
y. 1ec01d.\1 la pxoposnuou 2 1 2 qne muestra, en Lste caso, que f es de Lefschetz,
pues zofor lo es, Ademas, A(f) = A(zofor), de manera. que A(f) I(zofor)
- a

2 4. 9 Teorema SeanX un ANR yf A —) X una aplzcaczon relativamente

. compacta con: le(f) compacto Entonces A(f) #, 0 = le(f) # 0.

Demostracidn: =

M) # 0 Alio for) #0 = Fixtio for) #0 = Fix(1) £0

si i, T 'son’como ‘en el téorema‘anterior.- "o S - o
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2.4. 10 Corolano Sea X un ANR con homologia trivial, es decir, H,.(X Q) =
0sin > 0, Ho(X; Q) = Q Entonces cualquier f : X —» X relativamente

compacta tiene un P".,"t.‘?. ﬁ]o.

Demostracz‘o’h' No és di‘ficik]"obs;ervar que f, : HO(X Q) — Ho(X;Q) es un
kxl[a] es un generador de HO(X Q); f.[o] = [foo] = [o].

Si I"x\(f) cs compncto osto inuestra que 1\(f) Ty pnr ]o f.mto I"l\(f) # 0.

1somorﬁsmo de hecho,

Si Fix(f) no'cs conu).u,to tcncmos Fl\(f) 75 0. ‘

N — X relatzvamente compacla tzene al menos un-punto:fijo

Demostmcwn Es mmedlato venﬁcar que X cumple con’ las lnpotesns del co-

iolano antenor
' 2',.-‘5,1:, EL INDICE DE LERAY-SCHAUDER PARA ANR

En est.a ultxm seccién de este capxtulo, daremos una generalizacién mis del

lo en esta ocasxon a retractos absolutos de vecin-

) 1nd1ce

" nimos el indic \ or ‘en para aplicaciones de abiertos de
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~IR"..En esta seccién haremos lo mismo para ANR y aplicaciones relativamen-
te compactas, con base en el indice definido para aplicaciones relativamente

compactas que tienen por dominio un abierto en un espacio normado real.

2.5.1 DEFINICION. Sean X un ANR y U C X un abierto. Si f: U —» X
es una apllcamén rclatlvamentc compacta con Fix(f) coinpacto, V C E cs
.\hxmto en un espnclo norm'\do xcal E que r-domma a _\ ei: X —} Ees 1a

inclusion, (lt,fnumos L] tndzce (le f mcclanc la wudkLul

':::I(f) = 1(7 ofor): "_'_,l ) -—>L‘)

Obselvese prnnero que i o f or v'(U) ——)yE s relatlvamente compacta,

-pues f lo es, de tlene entldo la deﬁn 6n ant(.rxor La forma de

= mostrar que esta deﬁmcxén no. dependev esencxalmente del ret;racto escogido es

; .npractlcamente la mxsma qu usa o' para most.rar lo proplo en el caso de un

2.5.2 Teorema Sea X ‘un ANR U X abzerta Y f U — X una aplica-

cidn realativamente compacta con Fxx(f) compacto Se tzenen las szgutentes

propiedades:

(a)Unidades. Si f es constantg, I(f)=‘0 V’siff'(U) ¢U I(f)=1sifU)eU
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(b) Escnsndn. SiU X es un abierto tal que le(f) CVU':
I(flur)-

(c) Aditividad. SiU = U‘_1 U‘, Ui es abzerto pa ;

I( (-t U entonces I(H

(£) Conmutatividadi D
abiertos, entonces se ie: )58t estas con]untos son )
compactos y ademds f o.g:es relatwamente compacta., entonces g [} f ’

es relativamente compac’ta. g: \I(f#qg) = _I(gko f) (desde lue_qo, estamos

pensando en fog ygo f dbn‘dé;"e's‘t'aé‘déﬁriiciones tengan sentido).
(g) Puntos Fijos. I(f) # 0= Fix(f) #0

(h) Propiedad de Lefschetz. Si g : U — U es relativamente compacta y

ademds Fix(g) es compacto, entonces g es de Lefschetz e I(g) = A(g).
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‘La demostracién de cada una de estas propiedades es consecuencia inme-

diata de la correspondiente propiedad en el teorema 2.3.2 a
=" La propiedad de invariancia homotépica se ve fortalecida por la siguiente

- proposicién, que permite olvidarse de algunas de las hipétesis:

2.5.3 Proposicién. Sea H : X x I — X una homotopia relativamente com-

: pacte. Entonces existe K <.\ compucto-lal l/'u.c‘kUF"ix(]'fl) Cc K.

: Dﬂnms'trucwn Sc'\ H: X x:TI - ,\’ x'] \ homotopn g lda 1socm(1a a H,

;yes dcur 'H(:v t) = (H(a:, t),t).: La. contencxon 1"1\(’H) C 'H(A x 1) “muestla

Cne I’l\('H) e LOHII).\LtO Por mm la(lo, no’ cs (m_, i al(lad

de conjuntos UFix(H,) = proy\(l"l\(’H)), (lc m'\nma quc UF‘I\(IL)V/C ]\ =
proyx (Fix(#)).

o
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En ecste c.\pxtu]o definiremos cI nnmctn d(_ Nm]:acn pm.’_ una. aplicacion

condxcxoncs suﬁme tes p

ecuaciones diferenciales’ parametrizadas por algin subconjunto de R"
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Sea;.kz‘\’_'ﬁ_,ur'i ANR y f : X — X una aplicacién relativamente compacta con |
Fix(f ‘)t,_compacto. k
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3.1. 1 DEFINICION. Sean :z:,
:z:~y,oquezestaenl misma el e de pu oﬁ]aqueysuzxxstec I — X

S(u F e, (,l(ls( de punto fijo de [ es decir

: f{ﬁ () | v}

. de aqui se sigue mmedlatamente

3.1.3 Corolario. Para cade cldsé“% .de";pzint‘o'

W C X tal que WAFix(f) =F. . 0

Fix(f. Dééirhds que z es equivalente a y,

]D:F de f, erxiste un abierto
sl
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Si X es un ANR y . f es relativamente compacta, tiene sentido el siguiente

concepto.

3.1.4 DEFINICION. Sea F una clase de punto fijo de f. Definimos el 7ndice de’
F, I(F), como el indice de f|s

LW — X déﬁde Wes ‘ur_.]a./\"reéincila.d abierta’

-“te resultado. -
3.1.6 Teorema. f tienc a

VDada una homotopm H X x I —) X recordemos que la homotopia gorda
asociada a H estd dada por ’H X xI — X x1I, #H(z,t) = (H(zx,t),t). La
ventaja de H es que es una aplicacién de un espacio en si mismo, y como tal,

podemos hablar de sus puntos fijos.
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3.1.7 NoTA. Observemos que si UFix(H,) es compacto, entonces Fix(#) tam-

bién lo es, pues es cerrado en el compacto UFix(H,) x I.

3.1.8 Proposicién. Sea H : X x I —» X una homotopia, H su homotopia
gorda asociada, y sea F una clase de punto fijo de ‘H. FEntonces, para cada
tel, Fr={zxe X| (z,t) € F} es una clase de punto fijo de H, o F, = {.

Demostracion: Si-F # W, sean &, y € Fy C F. Sabaimos ute existe ¢ = (¢, ¢2) :
7o ¥h ¥/ I 1: 02 :

I — X x [ al quc’c(()‘) = (z,1), ;cv(l) = (y; t) y H occ~c @1(01). Es claro

‘deé manera que tenemo:

que ¢ o (c,, ff):'!‘cl(a[)

7 cori"Ule(Hg) camﬁaclo. Sea H su homotopia gorda asociada, y F una clase
,Vde bunt‘b'ﬁjo de H. Entonces para cada t € I,

I(F) = I(F)
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C st deﬁmmo 1(0) : 0: El lado derecho rej;resenta, mds precisamente, el indice
“de clas unto ﬁ]o Fe C Fix(H,), donde H, : X — X estd dada por

s Y:I/‘t.e I fija.

a‘:idea de la. prueba es ir “aplastando” H hasta obtener H;. Sea

a vccmdad ‘de .7-' tal que WNFix(H)=F,ysea G: W xI —

y ’H(L r L + (1 <y )s) Ohsex vemos Ios mgmcntcs hechos:

1. G es una hbmotbpi’z»i entre H y: (Heyt) : W — X x 1 i

i

. Ges rel'lt;wamente compacta, pucs G(H’ x I) < ’H(!V) C H(IV) x I y

II cs relatxvamente compacta

3. UFl\(G,.) es compacto Es claro que':UF (Gr) F'xx(’H) n W .’F

Estc ultlmo con_]unto es compacto,-pues es c:erradoA(.n' Fxx(?-t), que es

COITl]’)dCtO

La mvarxanc:a. homotéplca del indice, muestra en este caso que I(H|lw) =
f((Hnt)lw) :

I (Hglw, ) )Iﬂa.' prueba. de este hecho es una repeticién, casi literal, de la demos-

Pa.ra terminar la prueba bastaria mostrar que J((H,,t)|w) =

'tré'crién de. (g) en 1.3.3. Sin embargo, la escribiremos aqui. Consideremos las
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aplicaciones siguientes‘;;
CCHIIW A X i W, W

) s HL(o) - z 5 (z,t)

donde W = {:z:e p 1q§6n Hloi - W, — Xi es'igual

ala pcsti‘icciéﬁf e:F L(W,) = W es.igual’
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Demqsiracién: Sic : I — X es una trayectoria entre z y x' tal que ¢ =~
(g o f)o c rel(AI) entonces claramente f o ¢ es una trayectoria entre f(z) y
f(=z') tal que foc~ (fog)ofocrel(I) con lo cual f(z).~ f(z') en Fix(fog).

k I"n\(J ° f) o o veamos que g“(TV) s un ',vecmdad abierta dc»fk(F) tal -
que _q"(PV) h Fm(f 0g) = (F) Sea J e g"‘(W) n Fxx(f o g), entonces
_/(1/) € ﬂ’ n 1"1}.(

g>o f) =FYy por lo ‘tanto f OJ(J) =ye f(F) Inversamente,

si a: G F g o;f(a:) = z'€ W,y por lo tanto f{z) e g"‘(I'V), de manera que se

. tlene la otra contencxon y por lo tanto g"‘(iV) n le(f o g) f(F) Tenemos

I(F) = I(yOflw W X),  I(F)) = I(f'ag'l,—x<W) (gmH W) — Y)

flw : W - Y, J ,g|g—,,!(_vy)':, 9T (W) — X.
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yla pr’opiedafa sci "'(Sx'ii";')”atak mostrar que J(go flf—lgél(“:y))jj;‘ I(go f]w) :

tes, yh : X — Y, kY uivalencias homotdpicas inversas; es decir
At v ’ : q it -% ! 3. :

“de aplicacioncs

g

X ~=—Y

hok=idy, kol =idy. Siel

es conmutativo salvo homotopia, se tiene N(f) = N(g).

Demostracion:
N(f)=N(kogoh)=N(hokog)=N(g)

_donde las igualdades de los extremos se dan por la invariancia homotépica del

nimero de Nielsen y la de enmedio por_:":l conmutatividad. m}

3.2 RETRACCIONES Y u-RETRACCIONES

Antes de poder enunciar el teorema principal de este trabajo, son necesarias

las siguientes definiciones'y proposiciones sencillas, que nos permitirdn en su
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. momento enunciar con mayor brevedad algunos resultados de la siguiente sec-

cién.

3.2.1 DEFINICION. Sean X un espacio topolégico,SC X y F.: X —» X una
aplic“a.cién. Decimos que F se retrac a S con respecto a p: W — S si W es.
una vecindad abierta de SUF(S) y p: W — S es una retraccién, y se tiene -

aue Fix(F) NS = Fix(f), donde f = po Flg: S — S.

Notemos que la contencién Fix(F) NS C Fix(f) se da siempre.

3.2.2 Proposicién.” S‘e‘n.n,‘.\’ vn1l.7i-c.§p('i.cio'tupolo'yicr)_. ScNyF:X — X
una aplicacidn. Ldéi.‘s'iguieyhtes enunciados son equivalentes:

1. F seretrac a'S con fesﬁecto ap: W —S.°

2. Siye W\S yz=170(y)), se ticney # F(z).

Demostracion::

(1=2) Sea y e w \ S.y z = p(y). Si “y = F(:z:) tendriamos pF(z) = p(y) = =.
Asi, z € Fix(f), pero F(z) = y € W\ S, de manera que z ¢ Fix(F) y
por lo tanto Fix(f) € Fix(F) NS, lo cual es una contradiccién.
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.Séa_y = F(z). Si y € S, entonces

tlene, por hipétesis, y # F(z), lo

“de donde a & Fix(f) = Fix(F) N S, de

3.2. 3 Proposlcxon Sean E un LS]){lCl() vcctm zal normado Szu‘n ANR. en-

('a]mla en: E como un subconjunto acutado . F
completamuzt_c. canlznuajetrazblc con respe_ctp‘ a:p

f=poF:S —)S, se tiene que 'F tie{lé al me

Demostracwn El hecho de que F sea completame te
_es relatlvamente compacta, como ‘es fac1l venﬁcar ‘As

3. 1 6 nos dlce que f t;le

“{z € E | existe y € Q tal' que Il 7
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De(.:imos que F.: E — FE es p-retraible con respecto -a p: W — SsiW
es una vecindad abierta de S U B,.‘(F(S)) y para toda y € W \ S se tiene
ly = F(z)]| > u, donde = = p(y).-

Observemos que la proposicién 3.2.2 nos dice que si F' es p-retraible con res-
pecto a p entonces F es retrm’ble con respecto a p. Siempre que tengamos

una aplicacién u- 1etrmble con lcspccto ap, la podmno<: modificar hgcuuncute

¥ obtunu una d])]l(.(l(.lOll 1et1.ublc'(_un u,bpu..Lo a p. La siguiente pu)puhluuu‘

precisa esta idea.’

'3.2.5 Prop051c1on Sea E'un espaczo vectonal ‘normado’ y u, V H E — F

aplicaciones tales que U‘

b retraz’ble con respecto ap: W —-) 'S y |[V('7:)|| <

u para toda E S Entonces U + V E ——) E es retraz’ble con resk ccto a p

préctzlca més adelante. 8 Sean A,.,R_ = {a: € Rzlr < ||:z|| <R}, W=R*\0y

"z":z: sio<|z|| <~
prr(x) = z ! sir<||lzll <R
."2“2: si ||:z:|| >R
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3.2.6 Proposici'én. Sea F : R? —3 R? una aeplicacidn y supdngase que eﬁs— )

ten nimeros 0 < pu < r < R tales que

| F(z)|| > p para toda = € Arnnr '
llll = 7 dmplice | F(z)|| = v+ p
o)l = R 'If‘ll‘i.j:lvlzr.‘\n ”F(x)”S R—p

Entonces F es p-retraitble en A, p con respecto a prp.

La demostracion es’elemental

3.3 -"APLIC SIONE A TEOR{A DE OPERADORES

ones de .un cierto tipo de sistema de
Obiemixr'kcn uno de punto fijo, luego
v isten, finalmente, el nimero

nferior:para el:nimero de soluciones. En la

i blgulente seccxén mo vd_‘e' este tipo de problemas.

Sean E y F espacxos 'vectoriales® normados sobre R, L : £ — F un

1somorﬁsmo, H: EXx ]R" " icacién completamente continua y

B: E — R" una trdhéfofma.cién lineal” continua suprayectiva. Estaremos
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interesados en encontrar soluciones (y, A\) € £ x R" de

(3.3.0) é’i; __I_{ (()y’ A)

Dado el enfoque de este trabajo, parece lo mas prudente tratar de convertir este
problema en uno de punto fijo. Es decir, nos gustaria encontrar un operador
T de mancra que sus puntos fijos [ueran las soluciones de 3.3.0. Sea o :

R® — D un mverso clerecho cle B, es decir, una aphcacmn tal que B oo = id.

Nt fnudn ;

a‘composicién

Tenemos el 51gu1ente resultado, que nos garantlza. que T ‘es el operador que

estabamos buscando.. ;
3.3'.‘ifP_fop‘osici6n. Los puntos fijos de T son las soluciones de 8.3.0.

'Demastraczon Es una cuestién puramente de cdlculo observar que

T(u A) = (T1 (u A) Ty(u, N)) = (L1 H (u, A)—oBL 1 H(u, \), BL™ H (u, A\)+\).
" De manera‘que T(u, A) = (u,A) = BL'H(u,A) =0 = u= L 'H(u,)\) =
Bu ¥_-..0,‘ y por lo tanto (u, A) es solucién de 3.3.0. Inversamente, si (u,A) es

o -solucién de 3.3.0 se tiene T'(u,A) = (v — oBu, Bu+ ) = (u, A). o

PSTA TESIS NO 54l
DE LA BIRLIGT ~‘C/"“
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3.3.2 Proposicién. El ope’rddorj".kl"_;deﬁii o:""arrfribt‘z'és cbniﬁlétamente conti-

nuo.

Demostracién: Basta con'z‘br§b ‘ e a‘e_bééi‘ly’aflﬁra en E x R* de T(A X C’): es

compacta si A X C es uﬁ""subcon.]unto?aco{hdolde B x R". (jbs'erve'mos quvc

y que el con_)unto de la derecha es compdcto por ser H complctamente contmum

yC compactorpor el teorema de Heine-Borel!. R S I |

’ L@ idea ahora es poder retraer T a un ANR encajado en E x R™ como sub-
conjunto acotado, de manera que con auxilio de la proposicién 3.2.3 tengamos

-una cota inferior para las soluciones de 3.3.0.

3.3.3 DEFINICION. Sean E un espacio vectorial normado, F : E — E una
aplicacién completamente continua, y v € R un niimero mayor que cero. De-

cimos que F' cumple la condicidn de Leray-Schauder para v (escibiremos F es

1Esta es una. de las razones por las que el conjunto de parametros debe ser un subconjunto
- de R™. S
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"v-LS) si se cumple que para toda Y.€ E con [|y|[ =v, F(y) # wy para toda

w>l

3.3.4 Proposicién. Sea F : E' E "cbmpletamente continua y v-LS. En—

tonces eziste x € Fix(F)n D, (0), donde D, (0) representa la bola cerrada de:

radio v centrada en el origen.

'm'i(m radind g0 & —r 12, ((‘) es decir;

Depnstiocicn: Considercmos b ret

ple) = gy st llzll =2 v y p(mj” x'si @ E D (0). El hecho de que F sca

completamente continua, bdldll i mcntc que poF DU(O) — Dv(O) es :

relativamente compacta.: ElL teorcnu (le punto f‘_]o de Sclnudcr nos garantxza

entonces que existe un punto fijo p o F El hecho de que F(:z:) ;é wa: parak

Deﬁnir}nps;r‘ybf,\ E—) ‘E para“A € R%p

y también

H)\(y) = H(y, A)

Podemos finalmente enunciar el teorema principal de este trabajo.
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3.3.5 Tec;rema. Supdngase que existen niumeros positivos 1, v € R y un ANR

compacto S C R® tales que

1 I1 es p-retraible en S con respecto a ps : W — S. Llamemosw : S — S
a esta retraccion.

2 Para cada A € S la aplicacion L~ Hy : E —s E es v-LS.

3 5iANe S y|lyll < v ose tiene que.

S leat)

.Llamemos 7: D x S —) D : e T dado por el lema anterior.
3.3.7 Lema. Bajo las Iiipo’tésis,t‘lef 3.8.5 se tiene que N(T) = N(=x).

Demostracion de 3.3.6: - Definamos T2, : R* — R” por Tp ,(A) =
T>(y,A). Observemos que T, = II + BL™'®,. Sea y € F con |y|| < ».
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traremos que T'(y, ) = (J, A) Pox la partc antcuol

Pl (1/, A) =

la pru«_ba estd terminada. Sx w > 1

efecto, para toda. n subcon_lunto de la cerradura

convexa de pu(Tl(D x S)) U {0} que es relatlvamente compacto por ser 1~ (v
por lo tanto Tl) relatlvamente compacta Dado que S C R" es acotado. es

. rela.twamente compacto,vy por lo tanto D,.(S) es compacto. La hipétesis 3 de



84 EL fNDICE DE PUNTO FIIO Y ECUACIONES. . .

;. 3:3.5:muestra que

D“(S) D {ps(TI(A) + tBL-‘<I>,\(z})) l(y X, t)e Dx S x I}

k_de manera. que el conjunto de la derecha ‘es relat‘,lvamente compact;o. Todd

y csto Junto muestla que H es 1elat' "\menLc compacta y pm lo t.mto IV(T)

- 1\7(0 x 7-) Pam terminar la p1 ucba, bdst'x dpllcm la conmutatn 1dad (lcl numclo :

||y"[|6}. Por otro

{llzllo; Nl'llo, - .-

lyo)lFds)?

e =




TEORIA DE NIELSEN 85

Es bien sabido que esto ultimo define una norma en C¥[0,1]. También es

resultado conocido la desigualdad de Holder:

- TR 1,1
vIlf_gll(x), < Ilfll(p)llgll(q)_donde Stg=1

Cuando p = q =2,1a desxg,uald'ld' de Holdc 'se conoce c,omo la (Icswualdad de

Schwarz.: Un ult‘.lmo

3.4.2 Proposncxon Sea h [0 1] % ‘una aplzcacwn El problema
de encontrar una y [0 1] 5 ]R" un A € R" que satzsfagan

y(O) = y(l) =0

puede ser expresado en la fonna'3.3..0
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: "Demas»tk‘rj‘dcié'nk Si 1endo h notacxén de3.3.0,seca E = {y € C’},[O l]ly(O) = O},

. .3 4 3 PlOpOSlClOn Sca h: [0 1] x R"‘ “—) R" unu, aplzcaczon L‘l prublcmu
_(lc cnconhur mm y: [0 1} — R" y unae ,\ C IR" 'quc sulzsfuqan ‘

{ "(z)—h(t,y(t)J(t),A) o

(3.4.’3)_ J(o) y(d ) = u(l) =0

puede ser ex :Paadu en lu fm ma J 3 0

‘{y € c2[o 1]IJ(0)
Nuevament ‘defin mos’H B R®

X ’,Demostra'c‘ién Seca &
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‘ _' donde G :.[0,1]. , 1] —'R ilésté.i‘dadé‘ POL . ..

() l = R"“ ;-, B’ wnd (l/)ll'uuun 4 -\ c R, KL
: y

prablema l/l’ enrc ntrm ‘una y [0 1] — R" l/ un ,\ e R" que satisfagan

{ S = (DA

J(O) =y(1) =0
fo y(s)ds =.A-

ado c7 la. fm'ma ‘? 3 0

puede ser. exy

ste‘ca'sd, »hag’ainbs E = {y €-C}[0, 1]|J(0) = 0} F

norma del producto Sea L E — F dada por L(y)

este momento alguuos mas_que nos seran de-utilidad en la demostracién del

mlSan
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3.4.6 Lema. En el caso de la éroposicién 8.4.8, la aplicacion Il : R”* —» R®
de 3.8.5 estd dada por

. 1
H(A) =+ / g(s8)h(s,0,0,A)ds

donde
—2si0<s<d
M=8=3
J(S) { v;% si % <s< 1
Deinostracion: Véase lbuy prl_lcbh cli:ﬁ'.f-l.:} e o . . ]

3.4.7 Lema. [|[BL™1||'< 48",

o

Demostracidn:: Es una consecuencia sencilla de la desigualdad: de Schwarz.

S lwreds < i

Demostracufn Supongamos pnmero que > —21- La desigualdad de Schwarz y

.3.4. 0 muestran

1
/0‘ () *7ds < |yl < Iyl
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Andlogamente, si o0 < 2, tenemos

L
f Ily(S)lI“”ds < Ilyll(l)llylluéa) < IIyIIES"

3.4.10 Teorema. Scu b [O l]xR" == IP" urn.a u/‘lu acion pare lo cual eristen

constanles pnwl:mn . o 1o armbes erro Yy () l e ll S g

"‘/L(.'L‘, u)“ 5_c1 + Czllu_llqb

para tode (z,y) € (0,1} < R™, E"'nt‘oinc‘r.::.‘sl‘c'1i;ilqzzic1".'Qoltu.“i:iiin i ‘e C2(0,1] de

~ cumple lwllz'< 3‘tkp,k‘.’,si to.e —cl— 227

partes, ‘obtene

para toda 1 < _7 < n. Asx, tenemos

/ lly(t)lldt—l f Tousy [ pou s / lyg(t)ll (t)ldt— |

[ S wsong@a < / uy(t)nuy"(t)udt
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‘Usando los lemas anteriores, tenemos entonces:

l+o o
(2)

1IIy|l(z) + Cz"J”

4 catg = to,

y por lo tanto_

donde la ﬁltinfa, desigualdad se obtiene al integrar ambos lados de
| '(0)| - to Iz (@)l

Por ultlmo
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3.4.11 Corolarlo Supdngase que para S C_ ]R" e:msten constantes c;,c2 € R®

no ambas cero y 0 < o <. 1 tales que :

nh('t, y,’?\)ll"< e *+.' cally®ll°

para tada (z,1 J) e [O 1] x R" Y ,\ € S~ L'ntouces L'y : E — E es 319-LS,

si fu es el vnico cero po.sztum (h. f( : A q. - Cax.

Dcmu.slm(,wn. Sca y. € L Ld] qut, L"‘!!,\(J) w‘j ])dld dl“llll«l @ o> l Por

de:soliciones de una’

ecuacién dxferencml apro kada

3.4.12 Proposicién. El problema

{ —-Kya —/\emot+z\3
y(0) =y(1) =0

satisface la hipdtesis 1 del teorema 8.8.5 si S = [2, 2] independientemente de

la constante K > 0, también satisface la hipdtesis 2. Si K > 60 no tiene
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soluciones no triviales. Sin embargo, si K < ‘una ‘solucidn

(y,A), con A € S.

{v € C"[0 1]lJ(0) 0},
R" — R (,‘btd dadls por /I(J, ,\ /) = I\ '/‘ SACTRL 4 AF, »

Demostmcwn Es clalo que en este caso, I

C"[O 1], L(J) = I/,

+",\'fl{r)(l.e:' =',_\V(1';—- i)rT_ﬁ‘\" ) 4 AR B

(= dependlelonvdc la coustant.(. 1\ Pma

LJ ]JaxaAE s

de manera que .

y por lo tanto se tiene

(observando /qﬁé Nyl

si existe y € Econ
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) enton@:es P

wllyllo = IHA®)lo < (K +2.65)3 = |lyllo
y por_' lo tanto _
' wlill < lwlh

1o cual es clmmn(‘nLe lum (.oml.\dxu.l(m Hemos niostrado pues que L™UEyes

»-LS. \'('mnm nhm.\ como (lc .v sm I\ p.\m quc se cnmpla la lnpm("-.x\ 3 du
3.3.5. Es leu que ”BL ‘
| (y, \) — H(O, A)| <1
Kyt <
1'11timo, no cs cllflCll,y\-(_x_~_qu }

t €[0,1], de mane’raf.]u

Tenemos un ejemplo mds; en este caso n'= 2. .

3.4.13 Proposicién. El probléma .

u = L‘—a'v‘/“ + a[2t‘/3 4(a® -+ ,32)'.'1_/3]

v = o;/i'ul/a &+ /3[16 2t1/3 + 4(&2 V'ﬁz)—l(sl S
u(0) = u(1/2) = u(1) =0 Y

v(0) = v(1/2) = v(l) =0: :
tnmales& (y, /\) {3 DAx S Sz (y, )\) es une

que I'I()\) =,é )\

tiene al menos dos solucwnes T

solucidn no trwzal de este problema s

. Observemos kqixef'estve;e‘s;,un ‘problema del tipo 3.4.3. =
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Demostmczon Calculando como en el ejemplo pasado- (con ayuda “de la

proposmlon 3 4 6), tenemos

2775 = —(n

I'I(A) = H(rx ,B) = ((v + "ncy -+ —(a +[32)_‘/3 - 2‘-§- ,62 l/3)

= ((1 + "r/) + —H =2

donde o

i = / : —I/J,/(.,)(l', —6(2“'/3 —1).(aproximadamente -0.1)"

Asi,

IIlT(A)II = llﬂ(n 5)“ = (1 +"77)I|«\ll + —H/\H‘”

Lo que qucxemoﬂ: hacel cs: usm Id proposx on

uy complxcado observar que l'I es

“adxal) en A,,R, con n= (—1087))‘1/2

Con u-retralble (con respect.o a la ret;raccxo

' 'r = ( 121;)-3/2 'R =6. 1.

Nos gustarla ahora calcular N (7r) y donde 7 es el retracto de TI. Observemos

entonces que pr,,z, ‘la retracc on adxalr es’ homotoplca ala identidad en R?\ {0},
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muestra’que-IT| 4 es homotoplca a: la reﬂexmn con respecto al eje z, de

manera Que 2 (véase

[Jiang]).

- 15a emos cl coxolauo '3.4.11." Debe ser

claro que en est.e caso Ia aphcacnon h ]R x R2 x ]R2 ——) R2 estd dada por

h,(f v, ,\) = ( w1/3 + a[f)tlla - 4(a +52)—1/.x :

—;—/—u‘/“ -+ ,3[16 2t1/3 + 4(a“ + ',32)"‘/3'
siy = (u v) de manerd que tenemos ! :
Mt = G ORI u(t)‘/3)+(f>t‘/3'—4(a 7)) (0 0) 4 (0,168)
Usando la de51gualdad dcl tnangulo tenemos | ‘

llh(t, y, z\)ll = II(

dela apli;;:étg:'igﬁl:l (
Sél§ fest;q p
que’ .

49
= V = — > 2.1
uBL-*n VB = n
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Por otro ]ado si A & A,-,n ¥ ”y”z < 3t0, tenemos |ly(2)|l < 321 para ¢ € [0,1],

" de manera que Lo

H(0,2) ()] =

me»@

.- Todo esto junto mu >

3.3.5 y por lo tanto,
P < R.

. Para concluu probaremos.que'si TT(\

~Observemos que 1\1 :

igual a
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mo en la prueba de 3.4.3. En particular, se tiene
‘ — 1/2
C @ =2 [ s e + 01 — )y
L = . 0

S¢ puede probar también que 0(s) + 0(1 — s) > 0 si s € [0. 1], v obviamente ol
lado derecho no es idénticamente cero, de mancra gite o) < 0 lo que muesira

que'no existe solucién del problema con A = ({(—4n)~*%,0). ) m]
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