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INTRODUCCIÓN 

Sea h : (O, 1] x lR:.2 " ----+ JR" una función continua. Consideremos Ja ecuación 

diferencial 

{ 
y' = h(t, u,,\) 
y(O) = y(l) ~O 

donde ,\ E lR" es un parámetro. Estaremos interesados 'en· encontrar parejas 
:·· .:...'_ . ; .'.:;-. . 

(y,,\) que satisfagan Ja ecuación(*), donde y :.(O,lf=;t lR" es una función 

difcrcnciable. Los teoremas clásicos de exlstencÍa::c1~·solu~ion~s no nos garan­

tizan nada en este caso, pues req1.rnriÍllos f~~~im1~s i1: (O, 1] ----+ IR" defir1idas 

en todo el intervalo (no sólo ei1 una ,;ecÚ1clad de O) y que además cumplan 

y(l) =O. Preguntémonos entoncessi .. (~)tien~ solución para alguna>. E IR". 

Nos gustaría poder dar una cota,ÍnfedorN para el número de soluciones de(*)· 
;···· . ., . . ,. : ' .·. - -~ . '. 

Esto es posible bajo ciertas hip?tesis adicionales sobre h. Decir explícitamente 

cuáles son estas condiciones'' y'd~cir cuál es Ja cota inferior N es el resultado 

principal de este trabajo ... 

La principal .herramienta que utilizamos para probar este resultado es el 

iii 



iv 

índice de punto fijo. En elcapífolo 1 .dlJ;~Os una. primera definición de este 

concepto y probamos el teorema de Lefschetz-Hopf, que relaciona el índice de 
' . :·. ·- - '.,·, .. · .. · ... -

ima apli~aciÓnc6n i;;u nú~ero de Lefs~hetz. En el capítulo 2 generalizamos la 

cla5e,de f~nci?nes para las que tiene sentido hablar del índice. Si en el capítulo 

·{no~ re~i'riri~imos a: .aplicaciones f : U ~ Rn, con U e V abierto, V retracto 

el~ vech~d~d ~uclidiana, en el ca~ítulo 2 hablarnos de funciones f : U .-t X 

relativamente compactas, donde u ex es ab.iertci y'x es un rct;acio absol~ta' 
c1<! \°Cci1;clad. Au11quc 110 lo uccesitarcmos·ptisteriorm~nte, aquí probarm1iosel 

tc~rema de punto fijo de Schauder. En él ca'pít~lo 3 definimos el nú~ero'de. 
'.:· ... :· .: ":_ ._:' :: - ·: . ·-.-· 

Nielsen N (f) de una áplicación·j :. X ~'X )• probamos su propiedad esencial: 

.V(f) :S ¡Fix(g) j,doudc g : X ¿·~y es cualq11icr a¡Jlic~ciónhomotópica a 1 y 

Fix(g) = {x E Xjg(x) =x}.~~B~10y~fa··,.{nr;i~t~~?selpr~~lemacle <!~~cular 
una cota inferior para el número de.'so!Ucicíncs·de)a' ecuación~ 

¡- <!.,~:-·.:·:.,:::;..;_.',-< :_.: ·'" .. ,'' • 

. . ....•. s1;. ~~t,~~~1~~~~;.L :;1
'. 

donde L : E ~f'.:es" un )scirriorfisrrii'í';defespacios;iineale5~noríriados reales, 
--· · .:·_ . ;·--.-/:::{:>: ~-\·,:.:~:~Y-~:·:~;:~?~·'.t·-~??~~/~!~_-:}~~r:~?_\_:;;~{--.'.-:,-sf.}.:};!r::u~</::.::· ·,:.:,:t> ·-~-~:: · .. · ~ 

H : E X JR~ •. r F una fün.6-ión.:talq~e. pará'.todo B:,cE X !Rn acotado, se tiene 

que .el.conjun.to .. d,[;h_:;;!~~~'~'.~~;~:'~~~~1~~¡~~1lfL~~··. ~o~plet~mente continua) 

y B : E ~ IRn. úria_ trarisforrriación:lineal:_coritiriua suprayectiva. Esto nos 
,- .··-'·'~ ·-.· .. ::_··.:.'.·" . .,».' .:::·;.::?~:i._'·-~··--... '~-:>'.· .. -'~---: ,-._:·_-_.·. . 

permitirá dar una cota inferior para él iiiírnero de soluciones de la ecuación 



CAPÍTULO o 

CÓNCEPTOS PRELIMINARES 

. ..- . 
- . · >: . . ·.· -

En este capítulo i11trod~Íctoi-io, daréUJ()S alg~11rns d.clliiiciones clc111cntidc,; y 

fijaremos nota~i<mds ~~e ~ér~A u~~d~s·a~ 10 la~s~ de toda ~1 texto. 
··::·> <>•" 

ÁLGE~kf\ild~bt8t~f~·~:. 0.1 

... ·.· .· .. · ··~ ,¿,:::W~:~~~~" .. ~~,:;.;~;;>;f :Li,::ri;i;:·.:" .. '.:." :·.~ .. ~ .,.· .... ': .. ··· .. ··. .. . . . 
En toda· esta sección,'IR·~r·cpresentaráYun ·anillo~conmutativo con ·unidad, in-

.. ::. ·j·· .~·.;..t-~::.!-- ,.;\h ~~;.-~ ~~i~~ :·::;;?~~;.\; ~f~1~'.'}~;~~~-~(t:f/?,~:?)~¡~---} -. ··ó:~[~) ~ :; «:-~: ·. :):\ >; :-::_.';_:~ ;. . '.. -. . . . .· ~ . -': . \ - . . 
troducirémos.pl"imel'.o)os\·conce¡)t()s:de~R-Il1ódulo;~aduado'ymorfismos de 

R-1nód.t1los~r.~~H%~~{~.~~~~:~~~~~~~;~#~~;i~~n~§:1_i~.:~~·~.pÍ~j¿s dé···cadenas de 

R-módulcis y la•hómología'~élé'.ún.'cómpléjo 'de cadenas.''' 

- . ·:\<~~,:_:~ji}·¡:.·~:->-:-,·<~ <_i~:T::J:-.~i.-~~~}~~~~~~:~J!'.~ .. ~;;'.º~j\~;~~~~:- -" 
·,;e, : ~-·"': ~ -

0.1.1 DEF1l'ÍiclóN.< ; ;'1. Uri[l~fuocÚi1(/~rad\Jado es una colección M. = {Mjhez 

de R-n1ó~ulos, d~nd~ Ji ~cprese~t~ a los números enteros. 

1 



2 EL ÍNDICE DE PUNTO FIJO Y ECUACIONES ••• 

2. Dados dos R-móduléisgrádu~dos, {M3} y {N3}, k E Z, un morfismo de 

grado k,Ji: .M. ~N.·entre.ellos, es una colección de homomorfismos 

de R-módulos{f;}; donde. 

3. Dados dos R-módulos gradua~lbs .NI. Y.N., se le puede dar una estructura 

de R-módulo graduadoal.<':.~1ijuúto el~ moÍ·fismos entre ellos de la 111;111cra 

siguicutc: 

(Hom(i~~~:1)7-))f §JD-1om(M¡, N;+~) 
'.:._._.,. ieZ ::'.-. 

4. Un complejo de caden~;·~Íe:'_n~~is~Jh1os:~5'.11n n:.inódulo graduado. JI. 

junto con un morfisn;6 á~' ~~~. ~)2.·'~~ ~r~do ~1 falque 8 O 8 = O, 
· :,:<~:· •z;·.,:··-':~~::\·f\~-~~~~::~:~"-·'·~"·~ : 7 ·::·.:~·-},.- ··' ••• -

es decfr, 8,.c:c1 ó a .. ·.f º.? <:: ..•. ···.··.:;~. :}'·· 
--~ '. ' 

5. Dados dos compl~jos .de:Ccaderias' (Ó, 8o)cy: (D,'ai;;); un morfismo entre 

ellos es uü:in~rfis~o.clclgr;db~se;o ;ntr~.Iós)~~fuódulos'gráduados sub-

yacentes, {!;}de 'rii'arierá'qud ~Ldia.g~aina>;j,)C":>> 
\; ;-: ... -

t;: ·:o~~·c,~;;·1, ;·.· . ·. 
fn! .... , < !/n-i: 

p.. . 8~ p;.i. 
es coriinutativop;_~~ toda'n; " ... ·.:-, 

··'i:·-¡ 

Es claro que los complejos de cadeníÍ.s de'R-módúlos.y sus morlismos forman 

una categoría; a Ja que d~n~~a;~m~~p~r l>..49: 



CoN~EPT~s··•·;k.E~1t.f~NAREs 3 
·t'· 

D~do.un compl.;jo de cadenas (C, 8c), la propiedad 8n o 8n+1 =O muestra 

que Bn~~(:i,I~IS'.c ker(8n). De manera que podemos pensar en los R-módulos 

cocient'es 

Hn(C) = ker(8n) 
. 8n+i(Mn+1) 

Más a.ún; un lnodismo de complejos de cadenas Í#: C-> D induce un homo-

morfismo de R-rnódulos graduados . 

J. : H.(C) -tH.(D) 

como se verifica fácilmeííteysan.do el.diagrama de arriba . 
. · .. ~--: ~·~ .. '.~º:~'s·.·:·· ,.,.,_e .. ;~. 

~~~~:,:::·;7~:~~=~f it~~~~~:~~{;1;:~; :¡~ "º"º"" ~mo o! ,..¿,;,,.º R-

Exi,trin df ~':'f ~t~:~l'.\~l~:~~§~:i~t~'~ \'~TP~é~\f ~fe ~oo. mán 
de· utilidad e11~ los capítulo~ .. siguientc8/ estós :son, fa :honiotopíá. entre dos mor-

fismos ·.de. cornplejos?<l.; 'bad.;n~.Y: .;¡ ·J·:~d~J6~oforisa~i~1··de; ci~~ .~·~rr!~lejos de 
~ C.• :• 

'::./ 
cadenas. 

0.1.3 DEFIN161óf:l. Dad~sdos ~Ómplejcis d~éaden'ás,,((;',8c) y (D, tJD), y dos 

morfismos f#,9~·· ~~t;eellos·,'.c1ecin;os. q~e ~on.hombt6;~co~: (~scribimos Í# ~ 
' • . ... - - :'.. ' : . , ... ,; . - -· - "; ' • . - _._ . . o ' - •. ,. ' . .-,. -, -~- • , -- . ",_. ' ._ ,,. . ·"' ' . ' 

9#) si existe UI~ morfismo, JHr#'•.: e;. ~ n~: d.;.,R~Ilió,d1ll~s gr~d~·ados de grado 1 

de manera.que 



4 EL ÍNDICE DE PUNTO FIJO Y ECUACIONES ••• 

para.toda n.E Z. El morfismo h; recibe el nombre de homotopía entre {f;} y 

{g;}. 

En la siguiente sección veremos varios ejemplos importantes de todos estos 

conceptos. 

0.1.4 Prciposición. 1. ~ es una rclacirín de er¡uiualencin 

2. Si {!J}.~ {g_j} entonces f.,. = g.,. para toda n E Z 

La demostTaí::i6n es inmedi~ta: · o 

0.1.5 DEFINICIÓN.· D~clÓ~ clos cd~pléjos de caden~ (e,;, Da) y(D, Dv), defi­

nirnos su producto ténsori~!"(e,0b,aci0.lJ) mediante las igualdade~: 

(C®D),. = E9 C'¡~p) -~C@Dlc;®D; ~ác~id+(,,..l)ii~®ªD 
i+j=n,··"· 

0.2 

En esta sección· úl1icalTiell~ll est~blecerernos notación muy elemental e introdu-
~- -

cirernos algunos conceptci~_,IJlerne~ta1es de homología simplicial. 

y D-urant~ :~cl~e¡;1·;~~t~~;:1:.~~labra ap~icación significará siempre función 

continuá..,;d)eb'é>t~'reiii6~;·~·~r.iJIJ·!'~. Ía categoría que tiene por objetos a los 
'.,. ~ ~ . -· ), ;,.' \ ~: ·;'J;/-'~~--

espados. topólógl~os)'por morfism¿s á las funciones continuas entre ellos. 
' , .. "· .. ' .. , ,· ._-·, 



. CONCEPTOS PRELI~INARES . 

0.2.1 Notación .. Dado un espacio topológico X, y A e X, denotaremos 

l. la cerradura de A por A 

2. el interior de A'por Aº 

3. la fr~ntera'deÁ]?~~éJÁ 
,)~. ,~:" 

·l. si x· y }~ sou::J~í>ri:~ios.topológicos homeomorfos, escribiremos X~ Y 
'".: ·:"-.· :~~;'.:;· 

5. si X es J}i:n;;ó~iJ~ii:ii'd1~1~te eqúivalente a Yescribiremos X·~ Y 

5 

:.'·,' .... _··.. :- .- ' 

G. si j, g : .X. -> Y. soú aplicacio1ies homo~ópfoas escribiremos. también 

f::::::: g. 

- . -·,: ' - '. .. 
0.2.2 DEFINICIÓN. Sea f i X .,.-t Y una ~plicació~. Dado B e Y con B :::> 

J(X), existe una úni~a a~li~ació~f: ,y.::+ B tal que f(x) = f(x). A J se le 

llama la co'ntracción cié f.· 

·. ·:.·>····:.·· 

Esta última defin}cióri, taÍvez p~é¡,~oltiú!l,~i~~.incluimos aquí porque la usa-

remos en el ciapíi°~lo 2: ·El·~ig~iente é:.<:ln~eptb será fundamental durante el 

desarrollo del trabajo> · .;~·><:·~ · ·'· .·.• . ., 
. ---~- ... ·.-... --.~~. ~--·-,--.-:(._ .· --,.,.~-~- -,:)l· \::·~.:·-· :~;Ui?::, :.:.·;, ;: .. _, -

.. ~ ·¡·; ,·-~~-- -:<~-,·:::,~~·_;:·;is.,:.:<._,:,.''·, 

0.2.3 DEFINIC~Ó~. S~a-~~~e~"t~~¡:~.i2~()1Ógico, decimos que X es un retracto 

de vecind~d ;;ücliCiiaíi~ (ENR);· '~h:i~ra lilguna n > o existen aplicaciones i : 
:-.. ·.··,·:"'•"' '- . -" .', .. --:-· ;-_ . 

X--+ JR.R; r,:p~x. donde c.(c~n e~ úna.vecindad abierta de i(X), tales 

quer o i =.id ... 
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En· otras palabras, X es un ENR si ·es homeomorfo a un retracto de . una 

vecindad abierta U e !Rn. 

0.3 HOMOLOGÍA SINGULAR 

Introduciremos aquí sólo Jos conceptos más elementales de Ja homología sin­

gular. 

t3:~:~¡~~~f ~f~!:~7:~f;~f uf ¡¡r,r~i~J~;~p;Y:i·:• 
~ ; ' ¡' ' -·- ; . : -_:- "! ' ,: 

0.3.2. D.~~~~.1~.~~~;~;,~~~":~·.~~.;~f~i~(~.t¿~:~'~*~i~~<~~.~·z_:' .De~~i.~os.S,.(X) 
como· el grúpo libré·:abelia~o genei'ado:por el éonjurito 

•.·• .,, •· 
1 

; • ?;~i•'!z.~' ;~_{ ::í'.' '.'.J;'~E·t.'cª'ip;,;,l'.1fcl.:;ª:.c.·1·0· .. n}·: 

.. ·. ¿ ····,.~•:/:'1~~-,=(t~~~:~):~I:.f~*it1t·c·~·· .:.'>t ... · .. · .. · 
sin> O. Sin <::•:o,·definim,o~·s~(~).7·?·~1i5generalm,ente; siA cX, Sn(A) 

:.;. ~b:ii.1~f ~i~i;:~·.' .... ·.·_.~.•.;i.ii~~¡~i·~r't1 ·:.~:~~!· ~,. 
":..'..;: ._, ; . ..,... -, ~·-.' .- ¡..;~ ; ~- -· -· -

~ -. .. . .---~> · ;,·~--,\¡·:·>:~ }\?~-h-,1{i~·,, __ :,:~if<:;>~--_~,,;J;::.i.':~~:-~:<F-:;,:·~-·;/:.."'"":::,~--'··:..:~.;: "-~::~ :; -: __ ._..:,. ,:_·~ .. . ,,.:: · 
Notemos quesif :(,X,A)c7:{Y;'B,) C,s'una aplicación de parejas (es decir f :· 

X~ Y es ~ni{ aplica~;¿i~~i:%fa~1:1c3i)¿:;_B;);e~t~n~es indiice Í#: S(X, A)~ 
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S(Y,B) por composición, es decir, si a es un generador de Sn(X, A), definimos 
' ··. ',· ' .' .. ,~~-. _. ·.-;:~"' . - . 

Así, ·le hemos asociado funtorialmente a cada espacio topoloógico X un 

gru¡:H> grad,uádo, daremos ahora la definición de un ·operador f~ontera' p~ra 

este gnipo graduado. 

0.3.3 DEFINICIÓN. Sea j E {o, 
., 

q}. Definimos ei : ilq-L "-t .. .ó.q.como 

la restricción de la única a~liciu:iónJi;rnal de IR" en )R<J+l tál c;ue· ~í(e;) 
e; si i<j,eí(e;)=~;+1);,Si····i?:_j 

A la imagen de eíÍeil~J.ia~~n1os la j-ésima cara de il;¡. 

Con ayuda delas e~;;\6~istr~lremos 8: Sq(X) ~ Sq-t (X) para que (S(X), 8) 

' " - -~· ' .. 
,· 
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abelianos; Si hacernos el producto tensorial de cada grupo con el anillo R, 

obtenemos .'!n, complejo de cadenas de R-rnódulos. A este complejo de cadenas 

le podemos 'c~lcular su homología. 
:: ; .. ~' 

·:: ~,;··: :,:·f:~t· '-· - -

·. 0.3~5 DEF~~I~~ÓN~ Al n-ésimo R-rnódulo de homología de {Sn(X) ® R, 8}, 
' - _,• ·-·~·. :· 

.H~(Sn(X)@R), se le conoce como el n-ésimo R-módulo. de homología de X 

con coefidentes en R, Hn(X; R). Por definición tenemos entonces H,.(X; R) = 

::::1:::e:~:º::1~ía~1 n::~::::: ~ls tf~~~1kJic1'.Ft:&~1tSi:r Xu7e~::: 
cumplen variaS. propiedades que permiten cal~ul:rlb~:~ in~~l1os casos: En este 

. sentido,. tenemos el siguiente: 

0.3.6 Teorema. Los grupos de hornología de un espacio tienen las siguientes 

propiedades: 

1. Si f, g : X --:+: Y :son·aplica~iones horno tópicas, se tiene f. = g •. A esta 

proposició~ se le;lÚ1:T11a axiomli de hoÍnotopía. 
,, ; ' --_:. :~-·' 

2 ::~Yl'.;~~~1k~~~O¡~~It?i0 ~'.; '.' ~O A =~ p~po,<o;6n '" lo 

s. Si u e Ac'x ~~t:~~iu"er/J:'A;s~ tiene qtieHn(X,A) ~ Hn(X\U, A\ 

U) para t~d~ TJ. ~:·iJ. ~A ;~;t~ ~~i>piedad se ze llama axioma de escisión. 
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4. Si A c;.X, se:ti~n"'.una sucesión exacta 

donde A:s.0{'x;·j :'X ·e,.....-+ (X, A) son las inclusiones correspondientes 
· ...... ,, . 

y 8 es u:i lio'in~'.;n~~flsrno tal que el diagrama 

. Hn(X,A).--1!...-Hn-i(A) 

' i:f.Y ·f <. !1~· ... 
·. H~(Y;f)' º . . · H'!~ 1 (B) 

es conmutativo para todaf: (..,\.-:, _4'j ~ (Y, B), para toda n E N. A ésta 
.. . 

proposción .se le'.llama c.xactitud .... 

. . ' 

Este teorema es la p1:Íncipaf her~amienta en el cálculo de los grupos de homo-

topía de un espaé:io. 

0.3. 7 DEFINICIÓN. Sea X un espacio topológico, decimos que X es un retracto 

de ~ecindád l!i:iclidiana (ENR), si para alguna n > ó e~i~teri ~~iic~ciories i : 

X -+ !Rn, r : U -+ X, donde U e !Rn es una vecind~clab~e~i,a; ~~ i~.Xfr t~les 
que r o i ~ id. · '' ; '.~ C'.i1~'; [~"'.. : :y- :. 

/:·'.·)~-·::::_~·':; •";-· :e:-· ' 
. . e~ .. ~ 

En otras ·palabras, X es un ENR si es hómeomorfó ·a· un retracto de una 

vecindad. abierta U e lRn. 
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CAPÍTULO 1 

EL ÍNDICE DE PUNTO FIJO 

El objeth·o principal de esté capíh1Ío es definir el índice de punto fijo y 

probnr el teorema· de Lefschetz~Hopf: · Siempre que se hable de homología 

estnrcmos pensando mi lahm;;olÓgía.simplicial. 

1.1 .PRODUCTO EXTERIOR EN HOMOLOGÍA 

En esta secci6n:auxiliar, queremos definir un homomorfismo x : H.,.(X,A) ® 

H,¡(Y, B)~, Hm+n(X x Y, (X x B) U (A x Y)), que llamaremos producto 

exterior e~ ho~ología;; La construcción de dicho homomorfismo está basada 

en el slguie11~~ teorema, conocicl~· comd.~l .teorema de Eilenberg-Zilber, que 
. _' . :·. ,.. ., ':.. ·-- ::'-""'.- .·,· 

enunciam6s' sin demostración, por estar.basado a su vez·en el más complicado 

teore~a de modelos acíclico~ .. 

11 
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1.1.1 Teorema. Losfuntores:F,(}: TopxTop-+ 8AG definidospor:F(X, Y)= 

S(X x Y), (}(X, Y)= SX ® SY son naturalmente homotópicamente equiva­

lentes (donde SX es el· complejo de cadenas asociado a X en el proceso de 

construír la homológía,singular). Más aún, existen únicos (salvo homotopía) 
- . 

morfis~osnatu~ales de cadenas 

<D : SX ® SY ~ S(X x Y) : lJ1 

tales.que 

(i) \JI o <I> ~ idsxes1•, i.I• o '11. ~ ids(Xxl') 

(ii) En dimensión cero 

· <D(u ® r) = (u, r), \Jl(u,r) =u ®r 

. . . 

De aquí se sigue que cualquier morfismo de cadenas. natural <P : SX ® SY -+ 
. . 

S(X x Y) que cumpla <P(u ®-y)-= (u;-y) es (naturalmente) homotópico a <D. 
. . "' ·. ·, 

Denotaremos por EZ a cualquier mCÍrfis~CÍ;de.~adenas en la clase de homotopía 

de <I> o '11. Tenemos el siguiente re:;;ultad{ f 

1.1.2 Proposición. El diagrama 

SX®SY~'S(X.xY) ,. ! .·.· . .· !t#) 
SY®SX. EZ S(Y X X) 

' 
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es coninutativo :salÜo< hom'otopía, .·donde t(x, y) (y,x), (x,y) E X X Y y 

.;.(~ ® 17) .(_:i)l{ll•1l77>® €; donde 1 ~ 1 indica la dimensión de~. € E SX; 

Demostraci6n:" · · Basta:· observar que en dimensión cero el diagrama conmuta 

estrictamente .. o 

Nosotros í1ccesftam.os extender a iJ>, w ~ parejas de espacios. Con este fin, 
' .. . . ' -

consideremos el sig1;icnte cliag~ama conmutativo: . . , . . 

'· ;,Y®SY~;,Y/SA®~Y/SB---o 
:i:F:.: ;.: -~··!~· 

S···c·,).. ·};)·" . S(XxYJ o 
.. ~~;__~?<· / , .. ' .. - ,g S{ .. :_xB,.-txl'} 

·-- -~,'- '_',~;.,•--. ·.::±~-

donde S{X x B, A~ 1,;}::d~ricltit~al'~ub~rup~·genei;ado por S(~Y x B)y S(A x Y) 
,•, __ -.'":.:--· :•. ·.·,···-··----. - .· .... , -. -_ .·.' -· . ' , ... 

vistos como su bgr~;',o~ de'scx?x. Y); /y g soii lo~ mi:lrfi.s~o~ c6Ci~ii"tes res¡)ec-
- ~'"·· . ·-~ ., ' ' - -:- . .«- '· • -,; - ; . . - ,. . . . . . .. " . ,_ - . . . . 

tivos y lo que quer,e1TIº~--b~~~n:~tr~Í°i-·1aJ>e<ill,iv~l~ri?i~l!ió?iot~pi~8.S\~versas il>~; 
w'. La naturalidad dr~ n~s.~i.c~_~<i~C:~1 •. cii~g;t~111~~º :M: .~' • 

. . ~~~11"~illi~~!{' .. . • . 
es conmutativo. Si identificarnos~SA®SY,{éon'(i.®id)(SA®SY) y a S(A x Y) 

, . - -:.-:·. ·. ·: ·>:> ::.\'. ';:::·::.~.~~0'·:~3_.rrf-;\·~r~~~\'.;~_;:·~·;:.-._,,;:~::,>:·:·- ~-- ·.· ... :: · .,_.. ·: .. .. ; 
con i.(S(A X Y)), ten~mos'qué/I>x,v(SA@'.S'r)cS(Ax·Y). Análogamente, 

<I>x,i,(SX ®. SB) e S(/{ ;B)'¡ ~~~·i¿~~t~ri~~ir~i~.~~~t~~ces il>' y '11' para que 
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el diagrama conmute. La naturalidad de fa homotopía s·: \11 (;·~~id nos dice 

que s((SA) ® (S:Y)kc (SA.~ SY)k+i y análogamente s((S~) ® (SB))k e 

(SX ® SB)k;¡.l:~e m~~~r~·qJe s·indtlce una homotopía s' :-w~-b ~;~ia;·y de 
. "!:'' .. '·· .' . ·:: ~·· 

mane~a análCÍg~'se',J;'rJeb¡;,\jue'_<J?''o IJI' =id. .• '-<••<•·"•~.:,.:.:. ·· ... ·"·.···•··· 
, . ' • ~ • 'I' , ' -,' .,,,_' _- ... . 

A~~i~'.\<l.~~fR"~~;f~~~~~~i,;\~~~.i~cto exterio~, necesit~~·~!:~.~~~~~-.~r:~:i~~n-··. 
ción auxiliar•rnás;' padós 'dos· complejos de cadenas .e yD deJ~-iuódulos; (~ 

·.anillo conn~~~ tat:Jo•·«;JK/~Zi<l<l<l): ~enotemos por ZnS: ~: ~(~i-~n ./i~1~i~;;;~s. una 

runcló~ ·. biúíii;~1 ·h :•'z~c:·~·~··'.i~.Q !~ 'H;;+7n(c ·~· D) •·· ci~~1a'~;o1'°•a(;;; y);;, ¡~ ® ~ J; ·. 
veremo~ que a iiiduc'e u.1{á·f~nción ü ; H_,;C x ;;~,p S:·:it~i_;,frc e Ó): ~:fec~. 
tivamente, si x:;,: x~ + 8(c); tenerhb~ a(x,y) e= [x ®y] = [x'+ac® y] = 

¡x' ® v + ac ® iíJ ~ [x' ® vl == a(;·; v) . . Aná~~g~;~~1;te acx, v) ··~ á<.~ .. v')si · 

v = v' +ad. No ~~ diÍÍcilve;ú¡e:;~ ~~~ a es .binn~aly por 16 tanto incÍ1ice 
.;:. ' - - \ .. -·: . . . .-

°' : HC ® H D _.; H(C® D). ·R~s_ulta.;;_derriás que a es úatural: Tenei~os; en 
\-·e_'-~.:'.~;·;:;··::·;'·;·;· :~~_/;·.¡.-, 

resumen, 
' ·;· i < < •. · .. · ·•. ·.· •.. · •.. SX SY 

°': f',,fX;,;;1) ~ .. Ff(r,13) ~ H( SA ® SB) 

·:_, 

sx·' s·y.~( S(XxY) .>~ S(XxY)·•. 
SA ® SB •···;¡ _. .. S{XxB,AxY} , S(AxYUXxB) . 

~~i·:h~~-·- ., . 

Pasando a homología y,Í:()mp'oniendo obtenemos: q. o <J?: o a H(X, A) ® 

1.1.3 DEFINICIÓN. ·Este homomorfismo. o la éorrespo!Ídiente fundón bilineal · .. . ' . . ' . - . 

son. el producto· ~:deri~r en h'omología, '¡.eli-;i¡t,~ ·ier 'Ii~tu~·~I P~~s a; cJ.,. :/q' 10 son. 
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Si Pes el~~pa~i6~~ ~~s6i~ ~mito, (X x P, Ax P) -> (X, A) es un homeomor­

fls~~. SeiJahbr~ (g] ·~· ;,0 P C:o~respondiente a 1 bajo un isomorfismo con Z y 
. .,., _..,.,·, ,_' ··., .... 

[a] e ir(x,A.)'. T~nernos qu~ p.([a] x (g]) =.J?·f~.'J<!®g]]_= [po<I>'[a®g]] =[a]. 

La última i~aldad es consecuencia de la conn:i!ltatf~Íd~d salvo homotopía del 
' .. ' · .. : . . ._ '· ,· ·.··:¡-· .. -.;'·;~-:- .::1-:>',~··:-:J<·--:},::~ · ... 
diagrama• ...... ,-.. •¡;-·· · 

SX ® SP. ,¡, , ~tY::~ '?) 
id®•l l ;'. e: . vP. 

sx-® cz,;JJ) .Id · ;; ·s.,~ 
- .. . --_ ·:.- ~:- : 

donde 7J. es u11 Ísomorflsmo de SP ~cin (Z, Ó), qÚe es el complejo de cadenas 
, . · ... '·· -·-- ' '··-. ,· -

con gr~po cero e~\'oéios l~s-ÍÍicli~~s ~~c~ptoen el cero, donde es z, La conmu-
. - -· ·- ; ... l - ..... ' . . ...... ·' ' ' - . -

tatividad salv~ h~~o'tbpÍa d~ e~t~ ciíigr~~a es una consecuencia directa del 

teorema d~- Ell~;1bé~r~l~Hb.er; E/gracias a esta propiedad que a [g] lo denota­

mos usualrnente por L 

1.2 CLASES FUNDAMENTALES 

Dado n > O, sea o un generador arbitrario de Hn(Sn) !::l Z. Dada una pareja 

(V, :K) con~ abierto, K compacto y K e v· e .IRn e sn = lRn u {oo}, tenemos 

la siguiente situación: 
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Observemos que la in~lusión j es una es~isión: y' por:)()_l;án'io j. es un isomor-
. . ; ·. ''. ' -,, .. ;·~,.·; /' ':··~·;··.; ;_: .. : :: !,,,._, 

fismo. Tenemos la siguiente· 
,. 

'V:' ,-.;:_''< ':.;j 

1.2.1 {)EFINICIÓN. Se define la clase func!ament~l c:Í~J<:eri V, ÓK, por ºK = 
:...:1 . ( ) ' . J... <? i. o . -". 

s"~',T\K) , __ .cv!'p\K) 

' . ' . (§n, sn\P)~(\1; V\P) 

es conmutativo tenem~s q~~ i.;(ó;S=:·:(),f>.~árh todo P E K. De hecho, esta 

propiedad caraeteriza a ó 1<, au~·~uc.'ac¡íX11cí'pr'obaremos este hecho. Si tenemos 

J< e U e V y denbtarÍlo's ~br ¿0'1~ cl~.;e fm;damental de (U, K) y por ok- la 

clase runc!amentái <le (V,'1<), efdiagrama . 

. sn~ (S", §n\I\) --'(V, V\!<) ·.· .. , .... ~Ji 
(U, U\f<) 

induce un di.agraina~o~mutaÚvoen homologí~~ Esto nos muestra que i.(o~) = 
ºk· Por eso es qu~i-en' ia" rm~a~ión usual no aparece el abierto sino sólo el 

compacto. Teneinosel sigulenteresultado: 
"• ... ~- .,·. ' .;'. -:,: 

.· -~· '.º:, ~: ', . . .:· ·; ¡ 

1.2.2 Propo~icÍÓn: Sil:,;_.;_e Hn,(Vi, V;\I<;) es la clase fundamental de I<; 

para n.=1,2_:e~t~~c~'(j~FxoJ<2 E Hn,+n2 (Vj x Vi, Vj x Vi\1<1 xi<~) es la 

cla;;e fu.,:,,da;n~nt~l-deKi' x X2. · 
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Demostración: Véase (Do2], VII, 2.15 

1.2.3 OBSERVACIÓN. Sin> 0, Hn(!Rn,!Rn \0) ~ Z y oo genera Hn(!Rn,!Rn \ 

O) ~ Z, pues en la composición de homomorfismos inducidos por inclusión, 

Hn(Sn) -t Hn(Sn,sn\O) -t Hn(!Rn,m:.n \O) ambas flechas son isomorfismos, 

como o0 es la imagen de un generador, debe ser también un generador. 

1.3 EL ÍNDICE DE PUNTO FIJO 

; .~, .. : 

En esta sección definirem()s 'elíndic~;de}p~lÍto:fijo'pa~i{aplicaciones g : V --> 

:::~:l::e ~:º~ª:m7sª1!f &'.0~{f~iJf{~'.{~{r!if };í~~f L~ru:01:::::;n:::~:~ 
. ·:.·" :f.. - ' .. ·;.~ '>"~· .... ': ,'. 

calcularlo en algunos· ca5os··y'. exteñder ~la: ~Íefini~iÓn d~l Índice a funciones 
.·~,. ·~· '. :; ,·. 

h: U -t Y, con U e Y;··y'un'ENR>: 
'" 

1.3.1 DEFINICIÓN.• SÓá. ;:~;,0, ViC JRn un -~bierfo; g{ ·V-¡. JRn una 
:.···. 

::~:~:;-:~·.;ts~¿~;1~:~i~J~~~~~~~~~¡~r;:~:::::: 
que hace cierta la igu~ldad (i :-:-'.Y)~_(oP:) ";=,J(g)o0f\(La_eXistencfa y unicidad de 

I (g) se siguen·~-~-)K~~~~~~.cf ~~-f:3~~~~;(]¿y?-;~~~~~-;~:}f'.l't. ~'.;::•-.- .. ;- ·-:• . ::·'· 
1.3.2 0BSERVACl¿~'.''.'~oi~~b~-~~e 1 L~~fi~~~~Ón:·a~~~rlor.no depende del ge-

- ' .; ~: ~' ; • ' ~' ' ' • • ,, O : : ' ' • ' ' V ' • O 

nerador o E H~(Sn) escogido~ 
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1.3.3 Teorema. Sea g : V -> IR.n con V e JR.n y Fix(g) compacto. Se tienen 

las siguientes propiedades: 

(a) Unidades. Si g: V-> .IRn es constante, digamos g(V) = {p} tenemos 

I( ) _ { Osip et V 
g - lsip E V 

(b) Escisión. Sean H' abierto, J( compacto con Fix(g) C: J( C. 'l•V e V, 

entonces I(g) = I(glw), más mín, 1(g)(o0 ) ='·(i·:..:C gj(f,).(01<), donde 

i - gjff, : (W, W \ K) -::-t.(JR.n, IR!' \O) .es.la restri'c~~/Jit'µ~)-!J.'i: 

(e) Aditivid~d-·!~i .. ~-~~.8~1;~j:~%i-,;~f~~i~fff &~if~·J~~i;f.-w';J,·fr¡~-C~I.Vi) ·es 

compacto P(l_ra. toda.i 'y iF; .. (l F;:F ~ii'i,~;j_1,e:nton~es•{(g) .·:=. ··E;~·1 ._I (g l_i,_). · 

(d).~~:ill~~*lll1ii;li~~'il,~~~;:.~~~!· 
(e) Invarian~iªliºIri()~~~i;~;lf'i~J-~:;f;-·~g;',~::{·(~".~n:, ~~h~gf~:-~~ •-:ªbi~r-

to y Fix(Hi) · corripact? P{lT"_(l t?~<i,;( e\·~;-; U~e/FI~.(Hi) ta.l que existe I< 

en c~i:~~~~illllf lltt~~1f.:;~;: 
estamos pensando 'en f, º·~:'.y !J 6¡ ·d.~n~~ ~itas ~~~posiciones tengan 

sentido). 
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(g) Puntos fijos. /(!) #.O =>, Fix(f) # 0 

(h) Contracción. Sean U c:'ntn: abierto y f : U -+ JRn+I una aplicación .. 
con Fix(f) compacto y l(U) e ntn. Si denotamos por f' : U' -+ lR." la 

:;;·: -.. .' ,::.·::·~_. ·._~r---·.' .:.~,> ·.\· , 
contracción de f, donde U'= U .n lR.", se tiene/(!) = /(!'). 

Demostración: 

(a) Si g(p) </; lt', cut.onces Fix(g) ,;: 0, ele m~111ci:a que H,.(V, V\ Fix(g)) = 

Hn(ll, V) ==O y por lo tanto /(g) = Q; Si g(V) 7 p EV, y, sin pérdidn 

de generalidad supmiemos ]J ~ O E l/; tcí11e1~1()s ~(~i~g1;ama conmutath-o 

(\i V \p) ~ (R'~ IR~;\ O) ' 

•:.···. ··•,f .F <~f st.x··#',;g¿:c• · 
(S",§~\O) .•..• (§n¡§~\O) ·' 
.-· ... - · .... «, - ~ ,--- - ~-" ~~- Jd)·c-> , __ -_;;,:· · :_• ·.;-:. _·:=· ; 

donde las uplicaCiones\'erÜcales ~::in'Í~linc1u'~io¡;-cs correspondientes. Al 
•. '.:.- : __ ~-~-~-: - :-i. ::.":>.;:::;;._:_ ·,c;j~(~· _'.:_(:·,{:~'.:~-:/·r-:_'.:;/-~:~.'->'.·_~> .:'~ 'r:; ·. ~:',_-.'. . 

tomar homología, fas inchisio.n.es induc!'lii'isomorfismos por escisión, el 

recorrido de opn6s niuéstra:> .. ::_ < 
(i.:... g)~ _=id 

y por lo tanto l(g) = 1 

(b) El diagram·a 
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(e) 

es conmutativo, pues él: corre5pon~iente dia~;im~ topológico lo es, te-
.·~ •. ~: ___ .. >.· .. /:: ... ··>·~-:-'. ... :;~;<-~· ::·_:/-~-:'. ::,'.--~~{t;~:1;u~--~-~f:~~~~· :./) :-·~·-:}:_/, ,-/·- -~- _· 

nemas así: J(glW) ··.o;.=:=:.(i -'.Ylwh(o!>¡;c(0))';t;'.(i ';-;;'9)~(i.(oF;x(9J)) = 

~~ :c~;::q'-~;5~¡',~'.{~1;l~~f~~il!~~~i~.f ;;~·:. 
Hn (W,' W\Fix(g)) sátisfacei.(o~<) 'f''o~i,¡c~j:de.'iñiitiera'.qué(2--'91 ~ )~01c = 

s:~~;:;;~:~~~~~~i~~~;¡~Il!li~Iillf l~i);·.:~ 
la propiedad de escisióí1,sabemos'qt1'e/(g)~~·:1c..J1éil~); té:leniós así 

·. ·. .. . . :·. ;,; ~'·1:;•,;;;jJio:.·:'~~f.:Fh';'·'.:·;/'~~::;h:.. . . •. 
csn §"\O)-+-:-:-- (LJ'!:: W·,;U!i>i:v\•.'F:i~rnH'.~glw¡)(lR"· ~n\ o) 

'. ~~~i~~-/· •. 
que conmuta claramente: Al. pasar:·a Jiomología las dos aplicacfones de 

~:~:::~i~l~~r:~~iiq~i1ffi1~f ~:.~':=:~::·~: 1: 
clases fundamentales'._ob'tenenios\. :·:·:: · 

·~ -:j :::>º·. f~;~ ~~:-~.:: !~T!r':: ·.~:::);·>.· {.:6·t . :.::.- .. · { ~ 

• Gi~~::J~,]~~"~.·~.EC''r1w,JJ ;¿ 
lo cual muestra ciu'f,{I(g),~}L_).J(ghv¡);~ 'L:1(gh~), donde la última 

igualdad ~e _<la'i~~~i~/íZ';~~~i~d~~ d~,é~~isió~. ' 
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(d) ~ ~r;tik~~~~r~~i;ú&k"f ;;~~;f;f IjJ~,,1 :)(~~:i.:~): 
(i'. ~ g').(oj,).¿'I(g)?oo.'x.~I(g) ·?o•,,;;,.!(g) :YCf )(oii· x_o0· ), recordando 

(e) 

(f) 

c¡ue.i~;~.?:.:+i~-~~B:~S~~J~t~~:;~ffa~'.f~~f~:~~~-j~é~n x Rm, an x am \o) 
yHn+;:.(V;x V,\·¡;v:,x:V:i"\€;,x~l)respeétivamenté'gracias a la proposición 
' -.. . ·. ,_--·~- < -<~,'i:'.:-_>:_~º1,;jr'~·:N:i':}:;,A~~(;'~;~~i~~~;{:~~-f:_:i:~'.c,~-~~\~~:}?z.'.i-f,,~~ t-'-~}:·~.)-·-.':~:::· .. : . ' - - . . 

1 :2.2 sobre el prodÍlcto;de';claSesfrú~damélltáles/ La tercera igualdad se 

:.:~~.:~d~:t~l;~~'di1'.~;~~~~'f ;M~' ,f ;:fr'uma ·a· la bilinealitlatl 
." .. _:.-.<'·: ... :~·-' •-::?::-..;~·;0 - ·);~:-.- ·-.·,,-~ 

Las hipótesis nos permiten hablar dc/(.l:fSi)ará. tocia•_t E J. L~ i>r.opieclad 
. de ~scisión nos 'dice que I(HScl~;·4·w~·~,)~·¿11~)~-·~:~~~:·aJ::~H.}. ~n 

:~;1i=1~~ ~:11::::n:í ~~9;.~_}{~J~:[t1¿~:~;~7f f 1f :1r;~.iefcl~ier_ª 
- ·. · t· ~ ·: ' · .·. 1 

• _ :·,.· ·-' •• ·" __ .,.:f.}' ·, ~· · ; ,.\ 

N;i:~g :~~i~ 0;:;;: gi>:A1~&n1:1n::~~º1~J~!~~jl;~~í~i~t~~(;n;:: 
lo tanto el otr~ -t3.Írlbiéri) _f;j~f{~ ~e'I°{tid~· h~j;¡~~~~;~ifcJJ~;tf y'j (g 6 f). De-

:·; -~ -. ..--.:;:; <<·~~:., ·. :~} :: ·:'. .. ~.:· -~- . - ~)- :·.:<:-. .~ :. '. ~'.'.';:~ ': .... ~~~-~~:.~-.º·;-~fi,::'}~"f.-:--·:--.<:; ,;·;-.. :: . -
finamos -y: U.x V;~ IR:~.:>< IRm po~ 1'(x; y) ~:J!i(ilk/(x)),y consideremos 

::3tZfo}j:~i1l~~~~~~I~~!~.~:;~::.,~'::: 
. ' '· .. :; .. \~,.!' ,,-~ 

'_·--_ ·,_·-;: .. ·:~:_:.;-,:·: -,,¡::>. 
-·,, .. .:- 1.:-:,:i::;·. 

, .. ·--. - :·>; -· ~ . 
X,= tg of(x) + (!-- t)g(y), y= f(x) => 

x ~ tg oj(~)-f-(1,~t)g ~f(x) = g(f(x)); 
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(g) 

(h) 
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así 

Fix(¡t) ={(x, y) E U X V 1 x E Fix(g o f), y= f(x)} 

· =ÚXJ:i/)~,Fix(gof) X J(Fix(g oj)) 1 y= f(x)} 

Y este últiill: ,c~h;~~t~ ·~s claraD'.lente ,compa~to si Fix(g ~ J} lo es, y 

~g~~~íf ~l~~~~~·:~~~~~~~i~~~~i 
diato observaf que ó~ esla ~xtensi<Sn de -Yt y por lo taiíto'Iük/#.f(¡1) 

(usando l~ · p;opiedad de escisiÓn).. Calcu;emos aho~a Üietii~(~3\iSi 
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la contracción d~ f. Tenemos las siguientes dos maneras de componer 

estas dos aplicacionei;' 

i o f : ¡-1(U') -+ Rn+i, 

lo cual muesfra, 'Pº~;'.corm1Üt_ativid~d, que I(f') = I(i oJ). Como la 

contracción d~?i/.í,E~'.:1 ~~ ~s .contin~1a, se. tiene que }~i<u') es ;111 
abierto ~n ti y por.ld}arito tari1bié11 en JR"+ 1 • Si: .verifica fücilmentc que 

' ' - . . ,, '., ,- ·' ' . .; 

Fix(f) C: j-_- 1 (iJh;Jo ~ü~-1 termin;,_ la pruéba, pues Í:ioi· .escisión se tiene 
e;;, 

I(i o f) =: i(J). , o 
>" -~.. .. »' ·, < • - :· 

Esta última' i)J·opicdad ~el: ín~ice. 110. sc~»Í. · rcl'.cva!1tc si u o, hasta el próximo 

capítulo,, doT!de j~g;,_rá üri p;,_p~l • irii~;Órtal1te. , Como. ya hemos dicho, es (e) 

lo que n~s~,sugiere genen1lizár~l,índice deip-urito fij(): Sitenemos h: U-+ Y, 

donde,[Jc,Yes ~~]~~R_y ~-~s~~á}~~~~:io~~ég~?gii?cualquierny i: U. -+·V e 
_lRn., r : . v·~·<U son tal~s que ;c,i~ ld,cor"i Viabierto'enRn, tenemos h = horoi. 

:·;·~L~t\1&;~~tll~ii~~tJ~~~~;~,,~~;M;{~i~~;.::": 
decir, .. de _que,,: no ~depende, de,.r_;:ni_. de';i:p,• Supongamos:; entorices: que. ;tenemos 

~ L~ ~~r~,~~~J,fil~/li~iJ~i~l~il~~~,;~::~~~c:7i 
son abiertos en lR".'. .o .. en'JRn ;'podenio~ üsar~(e) y. obtener. · · · 

'·.;.·::~· •. ,>: ·: ~·.-·:.~_::·~ ;, 



24 EL ÍNDICE DE PUNTO FIJO y' ECUACIONES .•• 

es decir, J(i' oh o r') = J(i oh o r). Hemos probado así que ésta es una buena 

definición. _Es inmediato verificar que las propiedades (a)-... -(f) se siguen cum­

pliendo y que la nueva definición coincide con la anterior cuando el dominio es 

_un abierto de JRn. 

1.4 EL TEOREMA DE LEFSCHETZ-HOPF 

Después de introducir Jos conceptos necesal"ios, en esta sección ennncinrmnos 

y probaremos el teorema de Lefschctz-1-Iopf, que relaciona el índice de punto 
- . -

fijo de f con la traza: de:J~·· -;De' ahora en adelante, R denotaní un anillo 

connmtativo con 1,u1idad\. 

- - -

1.4.1 DEFIN1c1ó~: Seki.il\tr~ti R-módulo graduado, donde Res ün anillo con-
:· t.·"._,,,":..: ··:;: 'f,; - ' 

mutativo co'n;Unidad.'· --DefiriilTios su dual, Af• como el R-módulo graduadó 
:, •• '"'• •••••• ·;,--· - '· __ ,_. •'< -

que al. ént!irci'.\ l~·;;~g~ia'.'~r .R.:rii'ódulo · Mt = Hom(.llL;, R). Pará cada _R-

ínódülo' NPd~fii'íiriJ.ós e~~.;; : Af• ® N --> Hom(M, N) por 0(cp © n)(;n) = 
( ~Í)lmllnl~C~)''-rif• _'; -·--;: 

·;;,'' 

Es ciar¿;" qÜé e'~s h~ni~~orfismo de módulos graduados, y es rutina probar 

que e es una: i~a.'1{~f~rÍn~h~órÍ natural vista como e : _• ® N -1- Hom(_, N) y 
también vista\:óni'~ 6 : ú• @ _ -1- Hom(M, _). 

1.4.2 DEFINICIÓN. Diremos que un homomorfismo de módulos graduados f3: 
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M--:.+ N es de rango finito si13 = gof, donde f: .N/---+ F, g: F---+ N, donde 

Fi = $J;,,1 R;, R; = R; pa~~ t~da j y k; = O para casi toda i. 

1,4.3 Proposición. 4 N homomorfismo de módulos graduados. 

/3 E im(6) <=> f3 es de :rango finito. 

Demostraci6n: .( ~) S.i. tenemos cp ® 11 E i1lt 18> Ni, el clingrama 

conmuta excepto quizi'l por un sigi10. Porlo' tanto, si téucmos 2:::::~=• (cpa®n.,) E 

!VI¡ 18> N;, el diagrama 
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tenemos 

M.,~Nn+v 

'·!~ 
R'• 

pero fv. debe.ser de la forma (Ji, .. :, j,), con f; E M:...,, y g.,(ri. ... ,r8 )= L:r;· 

n;, paran; .adecuadas.< Entonces E la®I;. :na E M:..~;f8>Nn+.i; 0u (E fa. @I/na) : 
- .· .- ··: »: ... -.' ,.-:_ . :. :'.. ;';'_~':-· ·.- .. ..: ·,, '-' ,,_., •.,- '.; ·-;; · .. ··, ·-;. :_.:: :.,, .. · ···:. ;, _:.<> ; ,;:. -_-, ,".;.,:· - _, ; : ·' ._ ... : 

M,, --+ N,.+v es igual a·,B., "esco~iendo adecuadamerlte/; ~ ±1.{Con esto basta 
imrn mos~rar c¡Ú~~ E I~ri'~<?Ú .· ;,;. ; ..... ; .·; ,' :'.'· .. : ..• >. • • . ·• e . • .• ·.· .• ·.· ..•. · • . O 

l .4A Proposición. Si 1V es ~~nÁ":./;;úuio ~~ad.uad~'tibre (i.e. lv;
1 

es }ibre para 

tDcla i) entonc~s e e~·iny~i:t~va . 
... ; .. .:: ·.(. ,:·: .. ~~ 

Dernostración: Prir{.cro prÓb~~~~iéJ~ ·~¡ resllltado en el c~o ·;articula~ N,.,. 
.. : '----· - ."·:·:<~'. ~=···/.'~' '<-::;~:J: ~_.-.::·11 -~·::. ·. ·:.~' -·:<' --~-: _: -

R, N; =o si i ;é m.:,Eri'cstc:caso·(M~·®N).= (..111"*),..c.m y Hom(M,N) 
' . - -·-. ::· - - -· · .. <:~-'1\ ¡''~~~o:"::'-~;-~¿:'>~',"., .. -'., . >~ ".; . , 

Hom(Mn-rn• R) ;;; (111-~ );;..::'.;;';{Cie'Clob:de/;pa~a t ·e M 

- ' , -·¿~.:' >~i~~f-~~;~f ~~~f!~t:b_.~~g~:!;i;~~i-;: :~):~:;~~---:~.~~~;~" . / ·~.-.,, ., ' -. 
_<?(;p)(t}:§'(i:,i)l.1l<,0(t) ::=o# cp =o 

:::~~;:o:u::,f q~~EF~st!o•.~;,_;_:···[es·_.,'_,_:_~~.;!c1l~al~ro~'.sti;fi01,ob •• si~ear' rnv.a•rnnt
0

es gqeuneerados, probaremos 
que 9 M,NWN' ¿S i~yectivi:i: 

M" ® (N ffiN') ~·CM~@ N) EB (M" ® N) 
~ .. ', . 

Hom(M; N EB JÍI') ~ Hom(M, N) E9 Hom(M, N') 
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y que bajo estos isomorfismos eM,NeN' corresponde a 9111,NffieM,N' de manera 

que e M,NeN' es inyectiva por ser suma directa de dos inyectivas. De esta 

manera probamos la proposición para cualquier N finitamente generado. En 

el caso general, para a E M" ® N siempre podernos encontrar un submódulo 

libre de N finitamente generado que contenga a a (por ejemplo, el generado 

por Jos elementos de N de los cuales a es combinación lineal), llamemos N' 

a este submódulo de iV. La naturalidad de e aplicada a i : 111" ® iV' <-t 

1'1" ® N muestra' que 9,1.(,N:·Lü;@;V'~ eM,N'• de manera que eM,N(a) =o=> 
. - ·.- '.·. '· ·- .. :;., - .. - ' . ' ~ - . 

1.4 .5 DEFINICIÓN; Dado uh .R~niócÍ.iilo gra'.duádo.N, defillli:ínos ia_f,~nción eva- · 

luaciÓn e : Nº ® I~ ~·Ji po~: . ,, .. 2 ·•• 
. ,¡~~·>'2{~~·> :~';,!,•,;i'.®N¡; 

Si N es libre y f3),'iy¡-:t'N: es un homomorfismo de rango finito, las dos 

proposici~ries. iill~~~i6i~s rids !l.se~ran que e-1 (/3) 'es un elemento en N" ® N . .. •, ..... 

Definimos~Inúrn~·~a''f-.e Lefschetz de /3, A(/3) = e(e-1 (/3)) 
. ~::·:; :, 

' --~---

1.4.6 OBSERVACIÓN. Si/3 E Homn(N, N), n ~O, entonces 

e-1 (/3) E EB (N¡ ®N;), e(e-1 (/3)),,;, o 
i+j=n 

así que A(/3) =O excepto cuando /3 E Hom0 (N, N): 
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En este caso podemos expresar A(/3) en términos de la representación matricial 

de {3. Con es~e fin·, és~ojamos una base B; para N;. Dado v E B;, existen {3g 

tales que ,B(v)~= EbeB, {3gb. La condición rango(/3;) < oo lo que dice es que 

paraclisr,tá<l'"a.!b,':Bf= O para toda v; es decir, que si definimos r¡.>b(v) = {3bg, '-··· .·:. ·_-,._ .. · ..... '::., 

entonc~s ;,;(;;,:o ~ara casi toda b, de manera que Ci = EbeB "'b ® b E N _¡ ® N . 
• ,, . • .• : . . ·! -. ! ~' - .. . • . 1 

La ~tr~irif~licaciÓn de rango(/3;) < oo es que B; : N; ~ N; es el homomorfismo 

cero' ¡)~ra)'6ltsiit6da i; de manera qne el c; correspondiente es cero, así que 
.·.: ' ., . . ' 

~ ~'Ei~~(~l)i~ = 2:;e~(-l)i EbeB: r¡.>b®b EN" ®N. Resulta que, si v E Bj, 

8Ca)(Ü)·==ÚE'.e~(-l)i Eben, "'b®.· .. ~)(1J)>=·E;(~l)i.Eb~~;(~1)íi."'b(v) , b 

I=:;~i·i:.~(;~~.):;~j'.~tti~·~~f~¡r~i~ii~~~·;;·<·l · 
. En. este momento. vale.·la:C pen«i~:recoi:dai:· qüeJláúi:aza;:de<üri'••horiíomorfismo 
~ ·- _ - ~_-:· -'> :>~-<~ ·_\::.'-:et -- : ·~<:.:'. :;~; .... ;"-~ i:(~:(: ... :·:~F-,::-:,~·:~~-~-~,:\~.~~;).'.~·~~~}1.~::~r~~~1t~~~:.~~:--~-~-<~~::.~ .. -~;.:~;,,:.i~~\,_-~-;~~,,. : · 
h :R• ~ W está bien definida'ccnno latraz!l de·~na.matrizque represente a 

··:!.:::]=]¡~~~~~~t~~~~~fr~!;.§~f.;::.::7::::ó:i 

1.4. 7 Teorema.e (de Lefschefa-'Hopf) Sea Y un ENR {retracto de vecindad eu­

clidiana},/( C-Y compacto,J: Y~ Y/con f(Y) e K. Entonces Fix(f) es 

compacto, (f 11( ).· : H(K; Q) ~ H(K; Q) es de rango finito y A(JIK)• = /(!). 
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Demostraci6n: A lo largo de esta prueba H(X, A) denotará H(X, A; Q), así 

H(X x X') = H(X) ® H(X') (ver (Do2], Teorema de Künneth). Observemos 

que Fix(f) = (i - f)- 1{0}, siendo así cerrado en K y por lo tanto compacto. 

Ya que cualquier ENR se encaja en ntn para n adecuada, podemos suponer 

Y e IR~. Sea V e ntn el abierto del cual Y es retracto, r: V--+ Y Ja retracción 

e i: Y -+V .la inélusión, definamos g := iofor: V--+ i(I<) = I<. Observemos 

que para toda k E K, g(k) = i(J(r(k))) = i(J(k)) = f(k), así fl1< = YIK (y 

por Jo tant~ Ul'rd. = (YIK).). I(J) e:', p9r definición, 1(ifr) = I(g). De esto. 

se sigue c¡ue i~ que t~J~emos ,que pro~ar ,es/(~) '=·J\(glih •. 
... ,·~ ~',',:.-:·,-y;:>,;. "1.;,·.':~.::··>:·.·:,--., ·~-- "";,- ---

. ', - . -: - ~ ~ .. _;. -: :-~~-

Si el : (\~V.\ J()••Kf~
1

: (:~·,;R•j(:o)'~está:~a~Fpord(x,y) 
.6.: (V, V\ K) ~· {V,lÍ"\J<), ~ '( po/~C~) l (~,x); el ¿tmdri'.ído 

X - y, 

conmuta pues el correspondiente diagrama topológico lo hace. Usando la na­

turalidad del producto exterior, y el hecho de que x : H. (V, V \ K) ® H I<. --+ 

H. ((V, V\ K) x K) es un isomorfismo (recordemos que las homologías tienen 

coeficientes en <Q) obtenemos 
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H.(V, V\K} ®HV..- ld®g. "H.(V, V\ K) ® HK • 

. ··r'""- t?<.:;;: .. ·~:< ! d. 

H.(V,·Vi.\:K): 'e: > . . H.(IRn, !Rn \O} 
.-:i.~,' :··:,.:·~·~-::: -?/X,;U~:'.:~·:;''.;.:.>~-:·.·::· .. ~~~~ • 

donde por un. pequeño.'ab'uso·. denotanios a x-1 o ti.. por ti.. y a d. o x por d •. 
" ·~-,:· ·· :--~l ~(·(:/;.~~::¡;::\V/~- ~-~f~': ... :·~¡;W;:;::':·>L: . . 

Tenemos así el dia~ralTla'con~~tátivo: 

H.(:x2~~~~f ~l{~~¡¡~,ri: :J(·~ (H I<)"¿~ H I<. 

donde (H K}* = Hom(HJ<,Q) y·'.J'~~tá.defü1ida p~ra hacer conrriutativo el 

dlagrnma: .·(rl(v)}(k}(d0 ) ·= d~(v ®ir.);:y'~0 • representa el. tínico· homomorfismo 
. . . . . ~ . ., . , - ' . . . -

(que resulta s~r isomorfismo)ta(ciu~ 1 ~· Oó •. Veamos ahora el recorrido de 

. og E Hn(V, V\ K) a 16 largó dC~~st¿ diagrama 
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es conmutativo: el cuadrado izquierdo lo es claramente, dado qué es t.. El 

cuadrado de la derecha proviene de tomar el producto tensorial de la parte 

correspondiente del diagrama anterior con H(V)-l!:...+.H(K). Observemos 

que (e®id)o(id®t.)(efi®n®m) = (-l)lnlJml(e®id)(efi®m®n) = (-l)lnlJml.p(m)· 

n = 9(,P ® n)(m). Veamos ahora el recorrido de .ó..(oK) ® k, donde k es 

cualquier elemento de H I<, a lo largo del diagrama anterior: 

Si lográramos demostrar que 
' ' 

<I>(I<, V) ; H>.I< ~ H>. v dada por 

' ' ' . . - : . 
' ' ' 

<I>(I<,V)(k):;, (ox)- 1.(d X id).(id X t). o (.ó. X id).(oK X k) 

(donde o X es elisolrlor~sindca~nÓnic~ de H~ (V) con H n+>. ((JRn' ~ \o) X V)) es 

:~::~:~~~~ti~t~lf ~~~~~~Gi:;·~ '~'.:':'~:)~ ~;~::: 
:•";; ·¡~·,,:·:' ,~-~:'.,\,-.:: .. "~?~::_::.~--

. / :~(~~)(k).;i'g.i.(k) = (9IK).(k) 
·.· .·.:·_,:_.::_:. ·; 

que es loqu~ quererrii:is.'·H~ta.'el ~omento sólo hemos probado 

(1.4.7) 0(a9 ) = g.if>(K, V) 
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Hemos reducido la prueba del teorema anteri~r' i)a prueba de la siguiente: 

1.4.8 Proposición. 

<I>(I<, V)(k) = (oxr1 (d x id)~(id x t). o (.ó. x id).(oK x k) 

(donde ox es el isomorfismo canónico· de H;.. V con Hn+>.(lRn,lRn \O) x V)} es 

igual a i. : H;..I< --> H;;. V 

Antes .de empezar .la dmnostracióll, d~remós·:Uná definición muy sencilla 

que usaremos en el páfraf~ ~iguient(?. · 

1.4. 9 DEFINÍcÚSN. i·Sea e~ IR~; de rii~ne~a que e es un Compl~jo. cw. Dada 
-· '.,.· ,.·:':.·~ ... :.:.""":~~.'};.:··-¡··,--;-,:.··· .. _-"c:~o.-;--_..=,,,.-- ,~.,,- __ ·"' -. "«-·.·~ --· .. --·,-_t.-··-·.¡-',· ... ·., ; --· .. ·-- . 

una ba5e { e1/: .. ~e~fcic'j:f;B: ia' 'ctc~cmn~ó~ición cw ele e ' donde)as k-célul~. 
, .... ·. ,, .·,:·1,:···;,.ck·:.-c:.·.,·s:····':'.':· . . ,, .. · .... ,·. ·:.: . · . .-· .. ·. . . : , .. ·:: ....... ' .-:::.:;.· 

son losconju~tos ;u:,,,,;i·t.;e;; 10 ~. tv·< l}más una trasladón por un vector en 

· zn se le lla~ará·~~~o~~6~Í~i<5r'i 'c~~ica si. Ía. has~ { e1; •• ;';en} ~s un .~~~Junto 
de ve~to~~s 66n l~ n{j~~'a ~orrna ortogonales entre sí.. Debe se~ claro' el porqué 

del. nombre; 

Demostración: Antes que nada, sean K' e I< e v: e V' subconjuntos de 

lRn, con I<, I<' compactos y V, v' abiertos. Se tie11e entonces la igualdad 

i.(V, V')<I>(Í<, V) = <I>(I<,\r') 
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que es una consecuencia. sencill!l ~e J~. n~t~~alidad del producto exterior y del 

hecho de que i~ : H>.(V,\r\.Kf~\H~{0;v·\ ii) cumple i.(oK) = ºK· Por 

otro lado, c~mo con~éc~¿néi~ ~~i"ii~ril~éi¡~t~~é que·eJ diagrama 
. . . - .. . .;;·~:; -· ' • .,. : .;::~:· .. ->;.:-, ' .. -

~:Jl1!ill~f~¡f I~<:~: 
conmute, tenemos la identidad:· 

.. 

. •I>(K, V:)i.(f( .. H) = •I>(K'; F) 

.. ·- ,_ -·' 

Como consecuencia de· esta~ dos ecuaciones; tenemos las siguientes implicacio-

nes: 

;···. :· ::!.~«{ .· "i·7;'.·~~' 'f{-~1·.~,~,_~·.:.~ ;~J: :-.: ~ ./: .· 
2. <I>.(K,V) ·=i.(I<;·vt~. ~(rH;'\';),==~i.(I(, V) 

3 ~(~·{'))ti~·,\f l\~i~~~i~~~~~),f i°'K, V)) ~O 
4. ,<I>(I<';,yy~.i;(Kfi;v)Y~~(<I>(I<; ViL~i~(l<;,Y)]i.(J<~, J<) =o 

.. -;'_···.··· ; .. jF,,~f._•,·:·~{}~~?¡~2}:'i~t;(:j.~M~~fF"W!i~:~1:~~T~: -: . 
Seguiremos varios p~~~,:~rnp:~z.ando:eon \ln caso muy particular de K y V' 

p,ara aC:abai!cl~~b~tl"~~~~;~J.l"~~llÍ~aclÓe~toda su generalidad. 
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Caso 1. l~=pto=p, gracias a (1) podemos reemplazar a V por una bola abier­

ta alrededor de p. Denotaremos también a esta bola por V. Siguiendo 
. . . . ; 

el recorrido --del generador lp E H 0p bajo <l>(p, V), observamos 

lp 1-t o~:x 1~ ~ Op X lp X lp 1-t Op X lp X lp 1-t ºº X lp 1-t lp 
' , ·-
de di:incie se sigue inmediatamente el resultado. 

Quizá haya q~e aclarar por qué b...(op) = op x lp. Observemos que 

.6. : (F, V\ {11}). -:-t (V', V' \ p) x V' es homotópica a f : (V, V' \ {11}) -:-t 

(V, 1i-\{~}Yx {p} dada por f(x) = (x,p) (recordemos que V es una bola) 

yf "es". la)de11ti~~cl e~ (V, V\{p} ), ele manera quef.(op) =;.op = Op X lp 

;,.,:_; 

Caso 2.· <I>o ·: H,Jk.c; Ha V. Basta observar q~e H 0J<.éstá generado por los 

subgrupos (s~bespacios li;1eáles) H 0 P y ~sar el ~~o ~nÚ?riof. 
·' • > - - - • ' - •• '. --. • •• '. 

Caso 3~ CmÍside~cmos el caso I(' i::::< §•\ do11dji§.\ 'is' la >.~esfera,,\ 2:;1, y V' es .- . _ ... · ,. ·:, .. , . . 

una vecindad de K tal que I(' es r":traí:tofü~~té por deformación de.V', 

y sean r : V ~ K la retrac~ión, i : I( ;<v: la inclusión. Las hipótesis 

sobre J( y V' il~plican q;;e· i. e~.un-iso~orfismo, de manera que i. es 
",•.-·: ' .. -_ .. ·; ·, ' -

multiplicación por un_ número i:acioniil no_ cero, qo, pues HJJ(' ~ H>. V ~ 

Q. De la misma mii~era .:i;..\(Íi, V)es ·~ultiplicación por algún racional 

q1 (pósible~ente ~e;o), y ~o~ lo t~~t~; <I>.\ = qi., si q = qifq0 • Por otro 

lado, fiJo uÍi: J16~~~1Il'q~fis~o de K con §.\, podemos hablar del mapeo 

antípoda e~ 1<;;s~;A ~sta aplicación, es claro que g = A o r : V -:-t K 

i'io tie~~'pü.ntéis'fijos, cÍe manera que I(g) =o. Con el fin de calcular el 

nú~er6 cÍe~f~r~chetz de' 9(a9 ) ,,,; g.<I>.\, que como ya vimos coincide con 
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l(g), observemos que: 

.. ,,/ '. ·:·· 

donde la última igualdad es consec~enciad~-l~fór~ul~de~A = (-1)>.+1 • 

::~:,:n;::7"~A'.(:~;o:;~~i~'.iitl{~~~t~'\~}~~~i·~· 17, 
· Caso 4. Sea G un cubo. (C·.~ Tif ,.;.1 [a;'; bi] )jy./<.::: Ch:, ~I)¿:e~qu'eleto· de. alguna 

~~;,:~f i:~~~}~~~~!f 11;~1~1:~~1i1i:;r;~:::.: 
. . · 

1~c~'{~~r~J~f %~f ¡1¡'~r~e.it~,if~i" ... 
para toda· s>-. como 'arribai ~sto\jmpHcaiif>((:;'>-i ~v):~:qc>-, V) puesto 

;,:::::(J:).;:;iiií~~~~~r~11~~k!>c~Á) dond• s• 00 la 

Caso 5. K.un subcomplejci\:Íe_·.c~·;1y?árbitrario. Sea U un abierto tal que e>-
, . · :, · ,: /. · ·,~-;· •. : · :,.· ~::'.:~.· ·~·''. :;,;r;;1:·~; ,;~','..'.\~·+~~~r:~;;·-~?:~ft~!f<:1·¿~>·.:.: ?~-¡~·. ' .. ::·-~- ·-·· , 

es retracto por deformaéión';de'U· y,W e Un V abierto tal que [(es 
. ;::~:-.. : ·_· .J,·_~-. ··<;:~--,_~:·'?\:··,:'.º:~:~~;::"<:::~>: ~~-:?· .·:: .. -. 

retracto por deformáéión de•W;" Dado que G" no tiene (>• + 1)-células 

(p~ns:mos ~or u~ ~~:~~~i~-;~~-homología celular) resulta que H,.c>- es 

.:·. (isomorfo a) un sub~~~~¡o ~~· EBueE Q, donde E es el conjunto de >.-

~, células de e>-, y también H,.(I<) es (isomorfo a) un subespacio $ .. 'eE' Q 
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donde I;' .e I; es el co~junto de A-células de K. En otras palabras, 

H>.(C>.) = ker(éJ); H>.ÚÍ:) ,,,;,.. ker(éJIK) donde 8 es el operador frontera 
.. ·. . ' . ~,·: . 

del complejo H~(C1'.;C1'c.; 1 ) y 8IK es el operador frontera del complejo 

Hn(I<,;;I{:n-:-1');·;;~;cÍ¡cir;•BIK es efectivamente una restricción de 8. De 
•'. ,. ·,.,. -.:.·. ·.,-, - .., 

todo esto, terierii'6s qu~ ·¡_ : H>.(K) ~ H>.(C>.) es inyectiva. Gracias al 
. . . ' 

diagrama coÍ:unutátivo: 

Por el caso 4, 

Caso 6. Por finat~~~~r~tir:~~lr~~~~l~;~i¡L'¡í:~i~I~:~ie~ compacto de R>., V 
cualquier abierto'déR~.:\Desde.lÜ·egoCJ("fC--V;!::,Escojamos una estructura 

.·- -,· ,. < ,~ ;,.;?;··:.,~~';t::~~~\~~:~::·~~:'~-:i~~)\~,~~·¡'~»;f,~,~~::. ~;:;;~:::-,::;¿\_:-· ''":·, 
CW de JR>-·suficientemerite:fina·:.para~que_•-cualquier célula que toque a 

.~ ... . :·_,. · ._, ~~:~r~ -~:tl>~~\~:::;~(-:·;~·:·: ' .. ¡~yv:·· ;J:~:{~-~-~;~_,:;:;~:'._'.~~,~~;i:. \;:',t:;' ·._ -·: 
K esté_ complefamenVCé:óntenida>-~n\y•_ (aquí usamos la compacidad de 

: -_ .' .··, .. , ·::· _, ·,!,"•• ' . .. >: l. -- - ._ 
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K). Denotemos por M a Ja unión de estas células. Así que tenemos 

I< e Me V. Sea M" el .>.-esqueleto de M. Por el caso 5, il>>.(M", V)= 

i.(M", V) de manera que 

[•h(M, F) - i.(M, V)]i.(M", M) =O 

por (4). Para concluir bastará probar que i.(kI", 111) es supraycctiva. 

Pero esto es fücilmentc Ycrificablc, si pc11sai11os ele nuevo en homología 

celular, pues /J"(Jltf) es cociente ele un subespacio ele I-I,.(J'.l", JJ"- 1 ), y 

I-I,.(kI") es ese mismo subespacio antes ele hacer cociente (tomemos In 

descomposición CH' ele 111" dacia por la ele 11-/, en ese caso (y también en" 

cnak¡nier otro), J'.1" no tiene (>.+1)-células. lo que garnntiza fa nfirmaeió11 

pasada). 

o 
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CAPÍTULO 2 

EL TEOREMA DE PUNTO FIJO DE 

SCHAUDER 

~ ,, ' ' - _·, • ·.: ' F • • ' -

La idea principal de este capít~lo es generalizar e/ÍnciiCe de. punto fijo a 
··;:. 

aplicaciones J : U ~ E relatiy~mente.C:o~pa'.~ta~,L(¡~fricl~'.-E_ es un espacio 

normado real y U es ~blertÓ eri :.EJ; 1it~:dtEi~ii!ricl6-si~hipr~ !~~hipótesis Fix(J) 
·. ,, .•. ,,. ·. - : .. ,- . . ~ ·" ' ~ - . ~ ._ 4-. .: - ·. - -· -· ••... ., .- '"'• . - . ;, . 

compacto. Luego se probara un análogo.~ teÓiem~ d~L~fschetz-Hopf para 

este tipo de aplicaciones. 

2.1 GENERALIZACIÓN DEL NÚMERO DE LEFSCHETZ 

En esta sección auxiliar, generalizaremos la definición de número de Lefschetz 

para homomorfismos de módulos graduados no necesariamente de rango fi­

nito. Para empezar, daremos una generalización de la definición de traza 

39 
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para ciertas transformaciones lineales en un espacio vectorial de dimensión 

posiblemente infinita. Más precisamente, supongamos que E es un espa­

do vectorial y </> : E -+ E una transformación lineal. Consideremos el su­

bes:pacio lineal LJ::'=1 ker(</>n), donde </>n es la o-iterada de </J. Es claro que 

</>(LJ:'=i ker(</>n)) e U::'=t ker(</>n) de manera que si la dimensión ele 

E·--~E __ _ 
.- U::"=t ker(</>") 

_ es finita podemos pensar en Ja traza ele. 

' .· - ·' ·:: ::\ '.·.-<·': 

2.1.1 DEFINICIÓN •. Si</> y;¡, ~on:ci:m10 ar~iba, defi;1imos Ja traza generalizada 
_. - ._ <'-·"° -·· 

de</> por 

Tr(ef,j = tr{;¡,) 

donde tr es la función traza habiÍ.ual. '_ 
- ' 

Si ahora E = {Em} es un espac
0

io_ yectóri_algraduado y <P : E -+ E un ho­

morfismo, diremos que </> e~ ~íi 'éri<lc:>riio;fi~mi:i de Leray, si el espacio vectorial 

graduado {Em} es de tipÓ finito,h:~~~ci;:~.E;~ e~ de dimensión finita para toda 

m E Z y Em =O para c~i t()~cf;~ ~º'k_:~n ese caso, definimos el número de 

Lefschetz generalizado de ,P,· A( ,Pf niedi8.~te la· igualdad 

l ,'• 
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Es. sencillo observar que esta definición coincide con la dada en el capítulo 

anterior si rjJ es de rango finito. Se tiene la siguiente proposición que nos será 

de utilidad más adelante. 

2.1.2 Proposición. Supóngase que el diagrama 

E___!!_... E 1 

~1 ~ r~· 
E----µ+- E' 

es conrnutativo, ·donde E, E 1 son espacios vectoriales !lraduados y r/J, rf/, ¡1., ,, 

morjismos de espacios .uectorfolcs graduados. Entonces, rjJ es un endomorfis11w 

de Lera11 si y sólo si·rjJ1 lo es, en ese caso ,\(rjJ) = A(rjJ'). 

Dcrn¿,stración: Probaremos primero queµ induce ji.: E:..:..,, E 1
.:' Para csto,,basta 

observar que si r/J"(:i:) =O entonces rjJ111 µ(x) = O,.es decÍ~;).i(LJ~~ 1 ker(t,i>") e . . ·-~· . ~··~- ' 

Uoo · l·cr(A."') Tenemos entonces µ- : E -4.E1 
•. ·••D~~·~a'rier~ ,.;,~álog. a,· existe 

n=l .' '1' • . •• .. ·.:· 

¡,: E 1 -+ E. Así, tenemos;¡,=¡, o ji., (i,1 =11 o v. siif,;e~·<l(; Ceray eiitoxices E 

es del tipo finito, y entonces ef,1 es de rango ~~ii~~·có'~í~·~io;~SIIlO de espacios 
: ._, -.-·- '-:~ .-... _... ,._. ·>}.'-' 

vectorial~s graduados (pues factoriza .á tni~és d~ E) /:Y':por, ~º .t~íito. es <le i.eray. 

Es claro ah~ra cómo probar que si ;¡,tes d.ci .Le~a~,· ;¡,·. t~~il:i.iri Íbe~:' L;~ se~nda 
parte de la afirmación es trivia.1 si·reC:brdamos que t~(Á~) ~.t~(BÁ). Esto 

terrnfüa·la pr'ueba. o 

. .- . 

2.1.3 DEFINIC;Ó~; Seaf: X-> X una ªI>licación del espacio topológico X 

en sí ~ismo: · Di~ern~s que f es una aplicación de Lefschetz si f. : H(X, Q>) -+ 
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H(X,Q) es de Leray. Definimos el número·de Lefschetz de f como el número 

de Lefschetz dé/., es decir A(f) :=A(!.). 

Se tiene la siguiente propiedad del número de Lefschetz: 

2.1.4 Proposición. Supóngase que el diagrama 

es conmutativo, donde X, )(1 son espacios topológicos y f, /',u, v aplicaciones. 

Entonces, f es una aplicación de ·Lefschetz si y sólo si f' lo es, en ese caso 

A(/)=. A(!') . . Además,Fix(f} ;{0 <=> Fix(f') .,¡; 0 
.. 

. '.:.·. 
;«· 

De~ósúáci6~~ r:a: prim~ra parte es inme<lii:i.tll. si aplicarnos el runtor homología 

al ~iagr~I?ª y ll~l~camos 1a:·;~oposicÍÓn anterior. La segunda también es sen-
. - . . 
cllla: sfx E Fix(f) entonces u(x) E Fix(f'); si por el contrario, x' E Fix(f') 

entonces v(x') E Fix(f). 

2.2 APROXIMACIÓN POR APLICACIONES 

DE DIMENSIÓN FINITA 

o 

En esta sección veremos que bajo ciertas hipótesis, una aplicación f : U ~ E 

con U abierto en E, un espacio normado real, puede, en cierto sentido, ser 
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._aprmd~~d~.~~rfe_n,a;aplicación cuya imagen esté contenida en un subespacio 

lineal d~~-1~~di~~~:~~ón·_ finita . 
• ,,-,.~ ,. 1 

- / ' ~ : ¡ ,· - · .. '(. .. 

2.2;1 DE.FINÍa·;;S~~;~Se dice.que una aplicación f : X --> Y es relativamente 

=~:1~~,f *f~i~g.t~~0;..~ ;n:n::o•::n° ,:::;::: ~::::,-;:•:. 
c1in1enRi·Ó~1/'iú~i(-~)\;: .:::\i(· -- ,-

''-: 

A co'nti1111'1\éió;í, cni;nCiarcmos y probaremos Jós teoremas que clan nombre 
,-·. . ..... 

11 esta' sección;·~; qÍte'son indispensables para gm~er¡11iz'ar. la' noción de índice a 

mía dasc 1mis gra~íd(! ele ¿\J>licaciones, /.:-~/\> :·>~<\. :->·:~: 
-·• ~;:' • •r: -':· 
. :;: .. :. ~ .. ,-.~ ', .,. , ... 

2.2.2 Teor~ma. ·Sea U un abierto de un dspá.di'o{11.oriii.'ad.°O re.ál E,_ y sea j: 

.\" -~ u una. aplicación ~elativamente dº~Pªs~Wi··':/¡~t,~··.i es un espacio to-
,•.: 

pológico . arbitrario. Si e > o es suficientémenÚd pequeñli, · Cxi~ten un poliedro 

fi,.¡ito 1(. e U y una aplicación J. : X .:..+ u. qÜ~ '~i~;i~~>'>• 
.'' ~. ~· •._:,-:-

1. -llf(x)-fc(x)ll <e para toda x E X .. 

2. fc(X) e I« 

3 .. f ~fe, 7!1'.ás, aún, la apli~a.ción H(x,.t) = t/(x)+ (1- t)fc(x) define una 

homotopía entrej YÍc ~~n_ irnf!9e'ne,~U\, 
' ,"", . . . 

Demostr°:.ción: Dado quef(X) es ~?~~~~to, e~i~te e> O tal que 

e JJ~~<!<x>), dv ., .. 
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Tenemos paraJ(X) la cubierta abie~taidada'·p~r B(y;i;;); con y E J(X); de 
. - -. . . . .. -.; ·;·. ' 

manera que B(y,e') cyP,~fÍi'to~a: ~:Ef(.X):~Si{!f~;;:.; Yñ} son tales que las 

respectivas bolas ~ubr~ii·~''f(X), deflhani~s ;· '• e ·•· 
;.'~;_ :::::>:' ~-:~·-;. <: ,-.. -_ .._- ... ·«':,. 

Observemos que >.¡esco~ti~ti~, f'CJ.tl~~E~'A;;(x) >O para toda x E X. Defina-
_. ',__ .- . ' -.. ·.~,,·>:-?:''.\;:,:.' ;,•. ~~·.:.·.:~~:. ', .... - ,.! 

ITIOS ¡J.(")·· ·i:/,\;(;,)i;;' 
.· • :v =;= "'>.·(x) '· 

',' •' ., L..,,3, .J, ' 

Es sencillo probar. que J. cumple i.: Sea"/</'él·subconjunto del convexo más 

pequeño que co~tiene á foi. .: . ,:y~} 6\1yo~'ÓI~~eÜt~s:'son éxactamc,nf.e aquellos 

a= ¿n;y; con LO'¡ = i; ~-re [o,if · .. t.~lcsi ·que .·n B,¿J¡) # 0 
-··>:· ~ :.·'-- '.~)_;e_··:/\'~·~-·-::~·:·:.·-· -\:>"·<'.Í~ · ., :_ iE/a · 

cibirá el nombre de E:.:~iiroXim'aci6n de f ;~;; 
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2.2.4 Lema. Sean V un ab~erto en un espacio normado real E y f: V-+ E 

una aplicación relati~amentt/ compacta sin puntos fijos en la frontera de V, 

oV. Entonces se curliplen: 

(b) Si JE:, V-+:'E ~]~dl que llfE(x) - f(x)ll <e para toda x E X, y e< 7], 

entonées.f,_ no Úene ¡mntos fijos en 8V (Obsérvese q11.e f, no tiene q11.e 

ser E:capro~mación de f). 

(e) Si 2c < 7J, para cu¿lesquicra dos c-aproximadÓ~és;·deJ;AiudmosJ, y¡;, 
>' '.- . -·. _· ." .. :. '• ._ .·-~ ·:'----,<.'.'·,t.·::·:,<.-~·;_;:·::.,.-'.::;:-.\~"'-'.:.·~ ; .. ~~-.-_ .. :·_:·:·: -::·· -

se tiene: que: .:. : > · ·."'· " :,·• 
., :;~:':·-·- Y-:'"~~~'.:\~,:·•, -_'.·~·~·::,:_.._:. 

H :.V x 1-+E dada <por Í-I(x:t)=}J;cd;) +h~t)Í:c~) 
' ·.· . : . ... " . ',· '~' • • •. ,· - ~ r: .. • .·, < - • • , 

:: ~;-' . 

definé una iiomotopía.·de. dimensi6nft11.Ú~ ~ii.tr:~·¡E·.·~·Í:: ÚÍ.saú:,;,,~ FÍ;.(Ht) 

es ~ompacto para toda t E Ty Ute1 Fix(Ht) e:un, ~brnpa¿to c~ntenido ~n 
V'. 

Demostración: 

(a) Si 7J =o; existe' ~na sucesión {xn} en oV con llxn ,.-f(x~)ll < !.. Dado que 
- .. :-. ·.- ·:· _~-'-.::.:.:_' -~ ···..:. ' .- ·, .· : . -.. . . ~ 

f(xn) E /(y), e:xis~~ una subsucesión{xn;} de {xn} tal que {f(xn;)} es 
- . ~- - .- . - - - " , .. 

convergente. Sea· l _el límite de esta sucesión. -Observemos que les tam­

bién el)ímited~ lasu~esión {xn1}y por lo tanto l E oV. Por continuidad, 
• y • • 

se tienequéf(l) == l, lo é~alesiiria contradicción. 
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(b) Si existiera X E av n Fix(/e), tendríamos 11/(x) - xll < r¡, lo cual clara-

mente contradice la definición de r¡. 

(e) Que H define una homotopía de dimensión finita entre fe y J:. es,~~arci. 
Observemos que Fix(Ht) es cerrado en V para toda t E I, y pi:ir lo ·tanto. 

:_; \ __ ::.:>._:1:;}-.t{'.'.·;_. ~-.<::"'-' 
cerrado en E, además de estar obviamente contenido en algú1Úiubespacio 

. . -.:,; :.----.-·-_:: ·~;.~<i;\j;~;:·~:. -,;·;::~·.::.< · .. · -
de E de dimensión finita y ser acotado, siendo.por !ci .. farito.ccimpactO. 

, _ -_.·_ .. _ :, -.. ~.<,·-~:.-\.~(A~~·( ·t_:~-,~'<·: :r\,;} -
Es inmediato probm· que para toda. (x, t) eVxJ.s°, ticn<J~:'0\·· }> . .. 

. :· · < ~:n11fcx~'t> _:1c:i:)w< ¡.(. ;jf:'1~:;z.ff;~:,j;;p· / ·1 · · 

: =~,:~i~~l~~~j~~~~:~[~€"§:~~~P~ri:;;fü; ~ 
está contenido éll un' subespacio •.de E de di111ensión: finita; dad~ que· to-

d~ .• Ia. im_~~~.J.:cÍÚlf ;·t~,~~{~-.:f~f t~_P.fa;~-~;;~~·.lJ•e1J~~i~<f.[d:~1i.;~~~#ct?.· 
Séa ahorá x'EUu:fFix([:lt): Sabemos·.entonces que existe~(~~). sucesión 

:~:,jf J~X~~f ~;~~~~~~~~~;~~~23f~~:·~:: 
H(ta, ;) = ll(liÍrl:Ún; ;n)) =' lim H(tn, Xn)) = lim Xn =X 

- _ .; ·. ,;_ '. _n~CX> ·_,_: ·· ·' .'···n-:+ex> · n-+ex> 
. ',~· !_ : -

de manera que x·e v,:pues por el inciso anterior, Fix(Ht) e V (esto 

último ya que llHt(:zi)- f(x)ll <.e para toda (x,t) E V x /,como se 

verifica fácilmente). 

o 
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2.3 EL ÍNDICE DE LERAY-SCHAUDER 

Por fin estamos preparados parii, Ja anunciada generalización del índice de pun­

to fijo, que desarrollaremos en esta sección, posiblemente la más importante 

del capítulo. 

Sea E 1111 c,;pacio nornrndo real y U u11 abierto de E. Sea J : U ~ E 1111a 

aplicació11 relativamente compacta cou Fix(/) compacto. Sea V un abierto tal 

que Fix(f) e V e V CU. Definimos!/:= Jj¡.. Observemos que: 

(i) Y es·rei~~:Óvaiuéute c01~ifnlctrl 
' .. _:._, 

(i·i) Seclilií~le~;'¡;of·l;;tant~, Jos teorenúrn de la sección pasada para g. 

\ ;::.·; :...:<' :.·. 

',, ~:~:~--->-.':· -~ .:­
En particular; existe,;ú~'iL é'~apr6xiÍiiaciónde·~: que denotaremos por g., y si 

2e ~·~~ dt;~¡~~~~¡~~~~'~;J~~~f'~¡¡'~ si~,·~b~otÓpÍcas. Sea, pues, e: tal que 2€: < r¡ 

y 9e iina é'~~~rbxl~~~{Ó~d~'~;~''coillo sabemos, existe En, subespacio lineal 
'"' - ···."• .· -~ ' : 

de E de dinierisió;;'7i,céiJ~ ¿(;fitien'e'a Ja iniagen de Ye· Denotemos por Ye a Ja 
·-·- .·. ..· .· . . ,• -

" ; :·; .• • • •. ! -~ _,; ., . '."(· . -..: :: . ... ' - " 

contracción ¡(E~ ~e la restricción de Ye a En n V (véase 0.2.2). Es decir, 

Notemos que Fix(g~) es cerrado en V n p;n, siendo por lo tanto compacto. 
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2.3.1 DEFINICIÓN. Definimos 

I(f) := I(§,), 

donde claramente el índice de la derecha es el que definimos en el capítulo 

pasado. A I(f) se le conoce como el índice de Leray-Schauder de f. 

Aparentemente, esta definición depende de tres elecciones, a saber 

V~amos· porqJé, riih~;froid~/est~ el~ccione~ no .soú relevantes: 
-.°'·:,.·.« ';• 

¡: ···-~>.'. ·...,·:,· 

3. El hecho de ~~~·1~'~1ecció~ •de E":.no afecte la definición es una consecuencia 

inrnediatt~:'·1~·~r~tl~d~d·;t~···~ciriá~J6íÓ~1'vista ~n el capítulo anterior. 

2. Si g, Y~~~_s9:J·~-;~E~~Bt~~ietf1:~,·~·:~~~o:enla definición, escojamos Em 

subespacio lineal de :dimensión finita'de 'E suficientemente grande para 
' ·: ·~' '. ·.····,: ... · :.~~.~~/·'.'·:';:.('·/·:;;·<",'-~·;·;~:• ,·o"c ,"~, ·J;·"-·,'~• ,-;,:;::;, •'; " 

coritene~ Ia'iinag~ri d~:iÍÍib~.·L~horri~topía del lema 2.2.4 se restringe a 

Em n;v'(~e ~~~~;ii.'·~~~,~~~ l~-~~~P~~i~a~ de Uier Fix(H1) y de Fix(H1) 
- ... - ... -·- ,.., ·-- ·.· «:.· ~- .· . ··,:.. 

para tod~ t E I, la igualdad 

LJ Fix(Htlvnsn) := LJ Fix(H1) n V n En 
ter ·ter 
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y la invariancia homotópica para el índice de aplicaciones en Rn, se tiene 

que I(g.) = I(g~). 

1. La elección de V es irrelevante, gracias a la propiedad de escisión para el 

índice de aplicaciones en Rn. 

Una vez convencidos .de.que nuestra definición es buena, probaremos propie­

claclcs el~ cst(!. íúclkc análogas a aqrn!llns ele! índice en Rn. Tcn<'mos <'I signicntP 
- •• > 

... ,.. ..:::. - . . 
2.3.2 Teorérna: Sean·U.un;conji.mto abierto en un espacio normado real E 

y f : U -+ E úna ~;ub~cit5:/i r~lcitihar,;.enÚ compactá con Fix(J) comvacto. Se 
. ·. --- ' . ·· .. · .. · ,,-- .,., ,_ •.,• : 

tienen las siguientes píiopiedacles:· 

(a) Unidades. Sij,es, c~°nsta;nte, Í(J) ~ (J sif(U) -~.U, I(J) = 1 si J(U) E. U 
- - ·. -, . "". -: -· ~.· . -· ,. -. -

(b) Escisión. Par~ todo abié~t~ V tal. que Fix(J) e V ~ Use tiene 

. I(Í) ,~JUlv)[ 

(e) Aditividad. Si u= U?.:.1 u., u._'esabi~rtoipara'.'tod~ i, Fi = Fix(flu.) es 

compacto para toda i y FinF; ;;_lsi.\'~fj')~~t~'iice~ 1(!) = E?,,1 I(flu;). 

(d) Multiplicatividad. Dada f' :;Ú!;&~~,f~~~~f;;/~~> de la hipótesis, pode-
·_·:':. ·:·.·é_:·_:"':-:·';,1 __ .. ·:· 

mos definir f x f' : U x U' ~ '#;~~~':·i?lld~ ~ue E x E' es un espacio 

vectorial normado real, con ri.orma· 
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podemos pensar en el índice de f x f'. Resulta que 

I(f x f') = I(f) · I(J') 

(e) Invariancia Homotópica. Si .dada./':: U --+ E existe una homotopía 

H : U x I --+ E entre f .v.•f\taLque e:iiste I< compacto con F 

Uiei Fix(H,) e I< C U,, ~i,,fk~dA I(f) ,;, I(J'). Obsérvese que no se 

pide que los conjuntos Fix(ú;), sean com]mcÚJs. 
. ' . 

{f) Conmutativldad. ~ada., f : U -+E'; !1: U' --+E, con U e E, U' e E' 

abiertos, ento~;~e.~ .~e tfone Fix(J o !1) .:::::: Fix(g-;, J); ~i e.~t~s conjúntos son 

co~npactos y ml~~nás f o !1 es rnlutivmncnlce do;riJJiwl;,; ~;,j~',í~~~ ic/~9) = 

I(r¡ o f) (desde luC!JO. estamos 7mn.•anrlo. ~;;'¡o '!J ú !1 6 f ri~n;¡¿ e.•tns 

definiciones tengan sentido). 

(g) Puntos F:ijos. /(!)#.O=> Fix(f)l: .. ·r/J.··.•• 
···--.'.·-"'· 

(h) P~opiedad de L~fsch~tzY;~ g =~:¡¡ú~ 'ix ei: r:lati-Íi¡,r;,~nte compacta y 
- -'·" - .~ '(>".::-

aderri~· ri~,~~?:};e;s·.~f~p~ct.f" f~t.·~R~~f ·ff •#r·~1'f e{~c"~et;·.~. j·~.~) = 'A(g). 

Demostración; LIÍ.s prueb~ de' (a); (b);1(~) /( d) ~j~ c6~secue~cias directas 
-- : . :; . ,>;::-: ~: ·~· \"; .' .,,_::,~· ,.~.'.~:.·:: .;].:;_ ;..,-7F~'/;:~~::;i·<:~~-~.::f;.;.':}~;:}t: '\~':::· :}};:_· . .. -

de lru; correspondientes propiedades ~el. í,ri~_i~~,' ~a::~-, ªI?lic.aé:iones de JRn. Para 

la prueba de (f) se ncc'esitan algun~ (l~'1a.d'6f~~~·~;;~¡;¿éiacles,·y es por eso que 
•• • ·, •• - ~ 1 • ;· ._ ·'';'.~.' 

la demostraremos al último. ,·· ~.~,· .. c.·.~·.·~··>'.~.~:~:.·'.·.'!:'~;.'.~;;;:··_; . , ... - ,· . -.. 
;-~·¡y( 

·;'. ·,:· 

(e) Sean lr abierto con I< e ·v e· l' '«::'u;: .i suficientemente pequeña y 
{y¡, ... ,yk} CI< talqu~ LJ°B.,(~;) ~ /:¡(Ux I). Consideremos H., : 
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V x I -+E, dada por 

He(x,t) = L ,\;(x,t) ·Y; donde ,\;(x,t) = max{O,c-llH(x,t)-y;ll} 
. i E; ,\;(x, t) 

Se prueba sin dificulad que H está bien definida (i.e. E; ,\;(x, t) # O 

para toda x E V) y también que 

llHe(x,t) - H(x,t)ll <e 

para toda (x, t) E V x l. De manera. que H~(x, O). y. H.(x, 1) son c­

aproximaciones deH(:z:, O) y H(x, 1) rcsÍJcc~.i:•a~i¡n¡~, -Es ciar~ que existe 
•,,·, - . '. . .·."'/. -·.., 

un subesjmd6 lil~C;tlE;. de E.de clirnellsióüfii1ita c¡ue contiene la imag<m 

de H.~ · Cónsicl~r~;~6{1~·:~estri~Jj¿~1:~'~ lii~~~t;~~ciÓn 
'7,. •;·7, ' . ~:,o-: .;;.: ,; .. 3·~ ~" ~·~'. - '.J-::- .. 

·• .· ·. K •. ?\~/hi29:'~~?~¿·B,,'. 
._/'.;..'.. :_~~:·.:~~:=;·.;'.»_··: -·,-.:,-

~::::::::::l:~~p~~~j1:t:~1J!iJí~;~i!l~~~:~a:r:i·;:~:~:~E:~ • 
es compacto para tod~·t.e '1; Pe~p Fix(ftei) e V, lo cual muestra que es 

cerrado, Fix(Hei) C He(V x I) muestra que es compacto. Así, tenemos: 

1(Ho) = I(H.o) = I(Hei) = I(H1) 

donde las igualdades de los extremos se dan por definición del índice y 

la de enmedio por la invariancia homotópica para el índice en IRn. 

(g) Si I(f) :/= O, se tiene, que, para cualquier n suficientemente grande, la 

restricción de cualquier ~-aproximación de f tiene índice distinto de cero. 
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En la notación de·la definición tenemosI(.9-?;) '#O, así que, para cada n 

grande, existe _x.;' E V.punto fijo de Y-!;· .Dado que f(U) es compacto, se 

tiene qu~ existe una ~ub~ucesiónd(?.(xn) (que seguiremos denotando por 

. (xn)) .de lllah~r~ que (!(in)) es con~ergente, digamos a y E /(U). Por 
. ' .· - . : . :·; .. ~ :: .. ' ' : -: -~ . , . ' . . :.: ... ~: '. ~'-." .:·:.. . 

otro lado, us~ndci la clesigu~ld~d 'd~l triángulo, tenemos 
. . ' : -. · ··~. ,· . -· .. ··~~;-J ;·:::'.·'.h·_··.-K·.-.· · 

lo que muestra q~1~ (;;,)tá;iiíj¡¿;fú;\{~·crgc a y. Así 
· _-- ;-_'.//- :: :~~;~. · ~:--,-F:.· -:~ ~-i:c'.:~~ ;.:/·; --·<.'/:·:... -:~ '> 

j(!Jr~'j( Iin/~,¡)~ ·lim J(x,.) =y 
· ---'· .''-,. _:·< . .- ~1_¿00·-~.- ,'>''.-· n-+oo ·:·· , : .. 

de manera que FiX(/r~'.~. ·.;, . . :. . . . .· 
·-·-~-. ~~- .-,.. ... \~,- .. 

Sea E: suficienteme1~te p
0

equ~ihi¡ Ye 1¡na e-a¡;ro;:iln~ciÓn dé g y Ye la contrae­

. ción de De a un s~b~~pacio de diri1~~isiÓn°fi:;~ta E<º ~~~gamos Un = UnEn. 
' . . . >· .. -

Tenemos e1··si~ient~··c1ia~rama·~'¿¡1~mut~~i;,d:. ;+:. 
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rnorfisrno inducido en homología por ambas aplicaciones es el mismo, así: 

J\(g) = A(gE). Combinando estas igualdades, tenernos I(g) = A(g). 

(f) Es fácil ver que g y f definen horneornorfisrnos inversos entre los conjuntos 

Fix(g o/) y Fix(f o g). Para que tenga sentido la proposición, suponga-

rnos que estos conjuntos son compactos. Dividiremos la demostración en 

dos casós. 

Caso l. Supo11ga111os que f y !J so11 n111!Jas relat.iva11w11lc c.:0111pactas. 

Siendo así, se puede repetir casi exactamente la prueba ele la conmutati­

viclad en IR" . - , . . 

Definamos 'Y.: U' ~·U .;-i: E' x E liaciend6~(x, y) = •(g(y),f(x))y,pense-. . . . . ' 

mos en la homoto¡;Ía :.? ... ;· ~ ':. : ' . . . '. . .•• 
~--,· _. ~EL ~:.~~~:~~(~·~ ... ·:}-::;·1;·\ i.:- >·~·-·.~ .; ,...:.~:~ · __ · <·:. : :· ~-.\:~-<,-.- ~ ._-.• -

h: U' x U,.x'J~··E'!.'.-xE{c,'y,t)t-4(tgf°Cx)f (1-t)g(),f(x)) 

, .. 
- }.· 

,· ~· 

-------E 
. ·<'."')·,· .· 

·•·(x;y,t) . · -~ (gJ(x),iJ(y),t)~tgf(x) + (1- t)g(y) 

y recordarnos qu~fa~t~·:;;y:~~B~~:rci';~i'. Usando la propiedad de inva-

riancia· Iiomotópica;. s~.~ie~«:. "~ :' ..• ¡,.: 
'1"!. 

, .f,C~)c~ J'(ho) =; I(h¡) 
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Definiremos una.hmnotopía más: 

H : U' x E x j-+ E' x E(x, y, t) 1-t (gf(x), (1 - t)f(x)) 

Se observa inmedi¿f~1:;ient'e que la restricción de H 0 a U' x U coincide 
. _. ' ~_,,~¡:/·~: ·~,;; ,,..,.. .. . - ' --· - . . • - ·. 

con h 1 y queFix(i:{J)C,[J'?.\.Y'.de m~n~ .• r'.1 (¡ue por.escisión tenemos 

'' ' 'I(h¡ Ff jS If~l,;h; •·;\;~ .. ;: :. 
Usa11do ot.rc: vóz la i11Ya1-·i~~i1·~¡.¡1'. h~-~¡~º~~·í;iC:~~-r~:¡;.

1

1~í~'1:~!~.f~.~ _que 
,:.--\~· 

I(Ifo) = 1(H¡) 
' ~ ., - . ,, 

ya. que Uiei Fix(H1) es compacto (nuevameilte, la p.rueba es fa misma 

que en d caso IR") y, 11 es 1'elath·a¡;1'.c11~c dl)mpacti1. Per~ I11(i:,!J) = 

(gf(x), O), de.lnanera que i~or multipÍicath;idad se tiene 

I(H1 V~I(gof) ·l(cte) = I(gof)' 

donde la segunda iguáidad és·u11a consecuencia directa de. la propiedad 
e, , ,.- • ' ' • >~~~-'~ y, ,-~· "' 

de unidades. Todo ~st~ ju'iíto muei.tra 
~. ·- ; , ". . - • "'e' 

· .. J(7) ::=,J(g 0 1), ,. '·( ;1 

Usando Iíomotopí!iS a:ná16i~ 's~Iil~Jí;;a,.fh,?~/h/,; g), lo que concluye 

la prue~a ~.~· es.~e··i~~-(~;d:~~tfü··~-.j}:·"~tf::-~:~~~: _ : •.• · .. · 
Caso. general ,Supong~mos.•:que·,:.,...f·'es· co1.11pacta. Dado que 'E es un 

espaci6 to~;:,ló~l~dj~oihí~i/e;¿i~t~;:~ s·:if'.~b~it6 ~cotado con aA e U y 

Fix(J o o)·cA. s~¡A'=/:;;1 (A).fob'~~~l!~bs que 



El. lema 2.2.4gara~tiza c¡u~ Í~s· mlmcr~s 
•, 1 j· e··. ,.... ' 

111 = l~1i\{llnf(:) -- xllf, 
. - ·xeOA' · · , 

172 = iní {llJ9(:1:)...:. :1:11} 
.-z:eag-l(A') -

sou 111_ay_or~~ · qu(f ce.ro, puCS 

Por otrci lacÍo,.s~·úiiic.qtie'K~•J(U')cs éompa~toy1porlo (;¡\nto.R .. -nA - . .. , . . .. - ' - . ' . ,, . ·" - . . .. - " , 

-.::.··:"·· 

. que V es un.avecindad abierta'.dcI):oITÍJ>ª~tO Kr;iA;ccle m~nera•q~e En(iste 

a >·o tal qu~ ··~~ c~;~,?)~'\~·~~s~;.~~~~~~;,~~i~lii:J;;"y~~%{;;~~~}'.:~Así; si 
tenemos y E Kn Ay llY'..':.'YIL<:e, entonces llg(y);-,g(y')ll :<:e y y' E V 

(e~ particular,.ty:;Ú"~·t}~~ ~·~/-R;~~ :.~6d~;··<~:;}:\. • ·' .. 
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Sea ahora fe una ¡;;.:aproximación de· f : f:- 1 (A) --+ E, 'Por definición, 

sabemos que H : U' x I --+ E dada por H(x, t) = tf(x).+ (1-:- t)J.(x) 

define una homotopía relativamente compacta entre f y fe, _qu~ ademá.S 

satisface claramente llH(x, t)-H(x, t')ll <e, de manera q~~'Jf(J~~c-'.1) x. 

I) e Be(J- 1 (A) e Be(¡- 1 (A)) e V. Una vez observ~d~~~t.¿t,;O.~~~o~' 
considerar la homotopía goH: ¡-1(A) x I--+ E;.·Po;i<\ '~lec~i~i{d~ t, es· 

:. __ ; 

clnro que IJgH (:1;, t) - gH(x, O) 11 < 17 pnra cunlquier x E ¡-1 (A) .Y t E I. 

Lo que esto muestra, es que Fix(g o 'H,) e .J-::.1 (;1). para toda ·l. E I (Otra 
' ' ' 

vez el lema 2.2.4). Además, si existiera x e U Fix(g o H 1) n a¡-1 (A), se 

tendría una sucesión (xn) E ÜFl:'(d~ iJS con lim Xn = x, y tn E I t~I que 

gH(xn, tn) = x,. y (t,..) una·sÚbsudésiÓn de (tn) convergente, digam~s, a 
.J ; .•• , : ;i·: ·'.-';" 

t 0 • Tendríamos así 

lo que muestra ::: EhJ;i~C~ o'H1~) n 8J.:.1 (A), lo cual ~s claramente una 

contradiccic)rl;~~~e~ li"a.Bt~~os ya dicho ,que-este conjunto era vacío. Por 

otr~ p~rte, • Ú~fbc(g ~ Jf,) ·e~. ~ornpa~t~,. pues. es claramente un subcon­

junto_ de g(H(J-:-:1 (A)>_< 1)), que es compacto pues H es relativamente 
: ,: ·-~,:-·;:,_. >-------.:: ·. -.~ 1':; 

compactá. :Lo que. todó esto mues.tra es que podemos usar la propiedad 
• < ·~. ~ ·.~_:. .. •• :·-~, ••• '~ • ·' - • 

de invariancia hoinotópiéa, de manera que 
'.• . ' .. 

,_... ,, ,)(g:,~flj,, 1 (A)) = I(g ofel1-•cA>) 
. ~, . ··'-' ,; ; . :·.·-: 

En otro o~den efe ide~;is~b'é~os'que existe E", subespacio lineal de 
·<' .. ; ~ ' ' , . - • ,, - . , ;,. , . , '~"" r· .. , .. 

dimensión fi~it~ de E;'y·k~~CE~ i:'din.pii.cto con fe(U') e Ke, de manera 
.. . ,/ .. , _ .. ' :._...,_,,; ... , j·' 

' 
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que se tiene el siguiente diagrama conmutativo: 

d.onde J, y g, son las. restricciones y contracciones obvias de fe y g res­

pectivamente. Así, 

{Cu<0 J,l1.:. 1 c~ú)·= Í.([J C> f ,lr 1 i:.i>). 

::::;z:.:~=~'~:.~;lf r~~i?f .~~1f ~~;~:,::.2;:::;·:.~::. 
se ti Cu e ,, ·:,;-,;~_::,d. "·. , ~::.:~·'· 

1(9 .;_¡,T,~'c,~)) ·~ icJ, 6~1;{,i1c:i¡Á'jj' 
. - - . - - \ ·' -;· ; :·~·:' . ::~ Hemos 11robado 

;.1(go-f:l1-'~A>). =··1(}~.°' 91
9
;-i(Á•>) 

Probar~mos ahora f(J o Ylr'CA'¡) = 1(!, e>!il~-'CÁ•>) 
. ··-· ·:, . - -

Dado que g-:-1 (A') e g- 1.(A'), podemos considerar la composición Ho(gx 

id): g-: 1(A') ~¡·~~- Es claro que llH(g(x), 0)-H(g(x), 1)11 <e< TJ, de 

manera quéFix(Ht o g)n 8(g.:..: 1 (A') = 0 (una vez más, lema 2.2.4) y por 
,_· .---·. ' -

lo tanto LJFix(Htg).c 9-1(A') (la prueba de este hecho es igual a la de . . . ' ·- ·, :- _-.- ·-~ ;_ ,,' _- - ·- '.' 

que u Fix(gilt) e .J;::1(A) en el párrafo anterior). Además Hg(g- 1(A') X 
• • • '• ·- • • , r ~ • •• • 

I) C.H(A'-~-1) de'inallerá. que H g es relativamente compacta. Usando 
- -·"'.', . ' 



58 

2.4 

EL ÍNDICE DE PUNTO FIJO Y ECUACIONES ••• 

invariancia homotópica, tenemos J(H1glr•(A'} = J(Hoolr•(A'i) es decir, 

' ' 

pero j¡g(g'- 1(A')) e ÚA') CBeCKnO) nE~c En, entonées: 
'', 

IUe9lg:-•(A;)) ~ I(J~B.>.ii}Í(Á_'.) rYB,,(I<_(:io)_nEn·_-+ En). 
~ ; .·'_ ·- ·. ·., : ,·> ::. ·:!/'"'~ .. -::,?::;-~;': ·~~-~'_:r_;:.:·· ,;~~~,.:;: :· <. . ' "·: 

tcn11in11r, J)nst~·o1;~;;;:~;~~-·:~:~1~,~~·1; ir_~ic/r~c'.:ccÍ;~ no es otra cosa que 

I (f,!Jl!iU-i (A) ))de urn;1erÍt'~¡i~~- '. :'.. < 

Pm·a 

. .. . . .. ~ 

1c191;-•c,pi) ~ 1c~Jl1-•cr1i) 
o 

EL TEOREMA DE_ PUNTO FIJO DE 8CHAUDER 
. . : ' ; ..': ,·· ' ~ ' . . .. 

Pl'imero daremos la· definlcióII tradicio1~al de. retracto absoluto de vecindad 

(ANR), después, con' ayud8.di uii te6remá de J. Dugundji, daremos una defi-
· .. ~ :·- {:·. 

nición alternativa. Alfinal, probaremos un teorema que relaciona el número 

de Lefschetz Ú_unl~aiiic~~ió.ii~d~'.~ú~,'ANR en sí mismo, con Ja existencia de 

2.4.1 DEFINICIÓ~:}s~f~:~ii7~~~~~io topológico metrizable, decimos que Y es 

ún retracto absolutb d~ vee:'i~d~d'(ANR}, si dada cualquier pareja (X, A), con 

X métrico y A~err8.a6·en X;-; Ú~a aplicación f: A --+Y, existen U abierto 
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en X; con;A e U, y F.: U--> Y tal que F(a) = f(a) para toda a E A. Si se 

puede:escoger U= X, decimos que Y es un retracto absoluto (AR). 

Lo que la definición anterior nos dice es que podemos extender f a una vecindad 

(abierta) de A. 

2.4.2 DEFINICIÓN. Sean lV, Y espacios topológicos. Decimos qne l'V es r­

clomi11aclo por Y si existen aplicncio11cs i : 1 V -> Y encajl! y r : U ~ 11 · 

tales que ro i =id, donde U es una vecindad abierta de i(i'V) en Y. 

2.4.3 Proposición. Sean W, Y espacios 'to¡Jológicos:· 
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2. Sea f : A ~ V una aplicación. Componiendo con la inclusión i : V <-t 

W, se tiene una aplicación iof: A'--+ W, y dado que W es un ANR, se 

·tiene una extensión F: U~ W. Es claro que p-1 (V) es una vecindad 

abierta de A, de manera que Flp-•cv¡ es la extensión de f buscada. 

3. Véase [Du] y 2.4.5 más abajo. o 

Los siguientes clos teoremas, qne e111111cinmos sin de111ost.rnci<í11, 11os prnni-

tirán ciar nna definición alternativa ele ANR. 

:::::.,:~:· . 

encajar como subes-

pacio · cerrádo 

2.4.5 Teore~~-
,.'; 

Para la demostración de"estos resultados, vease'.(AE) y.(Du] respectivamente. 

·.·· .. :. ;···· :_~r,\10'..~~2~t'~.·~1Jit1~:1~r;~~~·.1·~t)~1~f,~;5~r:;·!;······· ·· .···•· . 
2.4.6 Teorerna.':Y es·.un··ANR·si•y solo sz:Y,·.esta r-dominado por un abierto 

de uñ · ~pacio vedt~;¿·z 1~;~~d~gf·\.W~'i-~1!9!~1W\~~f~'·.\:Ji{ .; : . 
~·~-¡> ;/~·)¡>~~:.:,_.:.:::~· 4 \. :(;~;,,-,:-~· f 

_;emostración~ Se~ y•, uri'.;ANR> ~gj ~i t~~~eiJi~ 2:4.4, sabemos que existen 

un espacio nor~ad¿'Ey,1í.néell~aj~.Y ;'Y:o4iEcoll g(Y) cerrado. Se tiene 
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g-1 : g(Y)·~ Y, y por consiguiente, existen U vecindad abierta de g(Y) y 

r: U ~-Y extensión de g- 1 • Es claro que ro i o g =id, de manera que Y 

está rcdominado por U. Inversamente, supongamos que Y es r-dominado por 

U, donde U es abierto en E, un espacio vectorial normado. Por la primera 

parte de la proposición 2.4.3, bastaría ver que U es ANR, por la segunda parte, 

bastaría ver que E es un ANR. Pero esto es una consecuencia inmediata de 

2.4.5. o 

El siguieut.e result.aclo, aparentemente fuera ele lugar aquí, nos será ele uti­

liclacl eu el siguiente. capítulo. 

2.4.7 Proposición. Tnt!o ANR es sci1ú.lo¿nfrri.cntc simple"rrzente cOn~xo. 

;=~:;::1~~2~~~~j~~L~tat?r~:s::t::E::: 
:: :~::q,::~~f~!~~i~~~-=tr:b=~::·x: :~.::~.:: 
B. n X. Visto como un lazo encB.','c e~ nulhomotópico, pues B. es contraíble, 

esto i~1)JliCa8:~t¿.;:¿:~:0 mii~ri~6t~pic:o e~ r(B.) e r(F) =X. Pero es claro 

que ro e = e;· lo. cual muesfraque X es semilocalmente simplemente conexo. 

o 

2.4.8 Teorema. Sea X un ANR, y f: X--,---+ X una aplicación relativamente 
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compacta' con Fix(J) ·compacto: Supongamos además que X está r-dominado 

por U,·. donde U es abierto· en un. espacio vectorial normado real E. Entonces 

f es de Lefschetz y el número de Lefschetz de f es igual al índice de Leray­

Schaudcr de i o fo r. Es decir, 

A(J) = J(i o fo r) = A(i o fo r) 

/)"""'·'' rw:ú) 11: De11ute111os por _y <--t U al eucnje. Basta co11 ubsc1Tar d 

cliagratnn conn111tativo 

u~x 

io/orl ~-1/ 
u~x 

y recordar la proposicióii 2.1.2, que muestra, en este caso, que f es de _Lefschetz,_ 

pues io/or lo cs. Además, A(J) '."" A(iofor), de manera que A(J~ = I(iofor). 

o 

2.4.9 Teorema., Sean x. un A/VR-Y f: x,·--+ X una aplicación relativamente 

compacta con Fix(J) compacto._ Entonces A(!) #,O =>. Fix{f) ,,¡, 0. 

Demostración:: 

A{J) =/<O=> A(i o fo r,)40_=> Fix(i of.o r) # 0 => Fix(J) # 0 

si i, r son como 'en el teorerriai.;,nt~riot. o 
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2.4.10 Corolario. Sea X un ANR con homología trivial, es decir, Hn(X; Q) = 

O si n > O, H 0 (X; Q) = Q. Entonces cualquier f : X. -t X relativamente 

compacta tiene un punto fijo. 

Demostración: No es. difícil observar que J. : H 0 (X; Q) -t H 0 (X; Q) es un 

isomorfismo; de hec"ho, si(a)es un generador de H 0 (X; Q), J.[a] =[loa] = [aj. 

Si Fix(J) escompncfo f'Sto inuf'~trn que J\(f) = 1 y por lo tnnto Fix(f) # (~. 

Si Fix(f) no es compacto, tenemos Fix(f) # 0, p,i¡es 0 e~ co111pacLo; · o 

2 .4.11 Corolario; (Teorema clepmü~ fijo de E)~líilud9í·) SeaK u~ 'Sitbco1~junto 
convexo de 1m espacio vectorial localm~.,;,ie. convei~: 'E;¿to../i~~/"cudtq1Üéi-. f 

' . '. - ; ' - -:·.• ! : ;,~ .. ~ 

X-+ X relativamenté coinpacta tié.ne al menos un]Junt~.fi:Ío: \ 

-. . - ; ·- ·-.·- - ,.,-·. ,-_ --

Demostración: Es inmediato verificar que X .cumple ·co~ las.hipótesis del co-

rolario anterior. o 

2;5 EL tNJ:>ICE DE LERAY-SCHAUDER PARA ANR 
•'-,; -·:;'.¡__' 

En esta últiu'í~ s:e~~ign :~e este capítulo, daremos una generalización más del 

· índice de ~u~t6 fij6; ·¡~íicá.nd.~Io en esta ocasión a retractos absolutos de vecin­

dad c~l\rR.(ci~~~d~"~;·~pe;arse, l~ ~efinición y la mayoría de los resultados 
-_-.·._-_ .. ' __ :·_'.··<-.::~::<-Y.·:·::·_:;·"'?;'~._·, __ -···>. ,. -_ _::· ·:.-._ - :- .. · - ., __ _ 

son conse6~~Ü~i;{ih'~i!di~t~ d~)os d~ lá S'~dciÓn anterior. En el Capítulo 1 defi­
. --~>·: • ,\/>,;:- ~-'.?~~':>;·.-·::'~~>> -~':..:it·:-;<·, :,: •' ~·t~\~ •; :_~':< .. -~::.:.; :}:;;,!~~\;~":.~./;~ :. .e 

nimos el índic~ párá ENR; 'con,base e~.e~'.ín~~ée para aplicaciones de abiertos de 
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JR.n. En esta sección haremos lo mismo para ANR y aplicaciónes relativamen­

te compactas, con base en el índice definido para aplicaciones relativamente 

compactas que tienen por dominio un abierto en un espacio normado real. 

2.5.1 DEFINICIÓN. Sean X un ANR y U C X un abierto. Si f: U~ X 

es una aplicación relativamente compacta con Fix(J) coinpacto, V e E es 

abierto en nn espncio ·normaclo renl E qne r-clomina a ){·e i : .Y ~ E es In 

inclnsión, defi11i111os.el índice ele f rncdiaulc Ja ignaldacl 

I('f) = I(i o Jo r) : r- 1 (U) -4 B) 

Obsérvese priinero que i of o r;: r- 1 (U) -~ E es relativamente comp.acta, 
,., 

pues J lo es, de manera- que tiene senÜdo la defini~ión ariterlor. La forma de 

mostrar que e~tá defliiición rí~ dep~I1de es~I1cialníente del retraCto escogido es 

· prácti~anient~ I~ mis;;.~ qu~ ~~irnos para mostrar lo propio en el caso de un 

ENR. 

2.5.2 Teorema. Sea X ·un ANR, U cX tibiertó y J: U--.+ X una aplica­

ción realativamente compacta con Fix(f) compaétó. Se tienen las' siguientes 

propiedades: 

(a) Unidades. Si f es constante, I(J) =;,•o si j(U) <t U, I(J) = 1 si f(U) E U 
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(b} Escisión. Si U' e X es un abierto tal que Fix(f) .e U';'se tieneI(J}= 
.... ·' -

I(Jlu•). ;·~·.:::~;. \,\_: ,.:/ ;·;.:\>:;-. '; ~ 

(e) Aditividad. Si U= LJ~1 U;, U; es abierto par~'tbd~_i,''.f• ,::'¡;.¡;¿<f¡J;) es 

compacto para toda i y F;nF1 = 0 si i '#fentoTlc~;i(i) ~ ·Ef~;i(JI~,}, 
' .' .- .. - . . :.:: '·.· ·. - - -

(d} M ultiplicatividad. Dada f' ': ·U' -+.· .. 5('; relativaine.¡,,te compacta, c~n .. ·_:,.;".: 

Fix(J) compacto, X' un ANR Y, U' e X' abierto; podemos definir f X f'.: 

U x U' -t.X x X'. Di.d/gue.X x .'é es nnANR, putleuws ]JC11scú·:~n el 
_;(~:-· ::·· ;.: .. ,. -, ; . 

índice de f x f'. ·Resúlta.que> 

,¡ fcf'xf') ,;,1(!)· I(J') 

(e) Invari~nciaHornotó~~~#lsea El: U,x I ~X una homotovi:a' relati- · 

vamente· compactCl/ta(C/~~.ip;i~t<1,,Kc_ompa;toconP ==·:U,e1 Fi~(H,} e 

K e u, ·~·:~~· [ C~~~~i~·~i~t\ 0i';:; ; ~'e 5:. ; • :' :,' ;, ' 
(f} Conmutat1v1dad. Dad.a,sf;.: .C!~-:;rX,,; g,:,f!°"·-->,;X,, c.?nU c:_,x ,,X ·e X · 

::::7:.:-:·::::;~~~!~g'l!i~~~jf !~;~~~·=:~:·; :: 
es relativamente compacta e Í(./~ ~) ,;,;:J(g 'o f) (desde luego, estamos - .- ~·, . . 

pensando en fo g y g o f donde est~s definiciones tengan sentido). 

(g) Puntos Fijos. J(J) # O => Fix(f) '# 0 

(h} Propiedad de Lefschetz. Si g : U -+ U es relativamente compacta y 

además Fix(g) es compacto, entonces g es de Lefschetz e I(g) = A(g). 
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La demostración de cada una de estas propiedades es consecuencia inme-

diata de la correspondiente propiedad en el teorema 2.3.2 o 

La propiedad de invariancia homotópica se ve fortalecida por la siguiente 

proposición, que permite olvidarse de algunas de las hipótesis: 

2.5.3 Proposición. Sea H: ,Y x I--+ X una homotopía relativamente com-

¡mf!/.11. E11.lrn1.ccs c:dslc ¡,· C .'-: r:i111t¡J1u;lo tal r¡uc UFix(JI,) C /{. 

Demostración: Sea 1i : ,'( x .J ~- X x: j la· hom'otopía ·gorda asociada a JI, 

es decir, 1-l(x, t) = (H(x, t), t). La ~ontención Fix(rl) C: 1lc':.\'.· ~J)muest1:a 
ipw Fix(1l) Cl< campado. Por ot.ro lado, no es dlffcil·\:e1:ill~11/1a_ignal~lacl 
ele conjuntos UFix(H,) 

proyx(Fix{7l)). 

proyx(Fix{7l)), ele 1Ímnei·a que UFix{J:T,) e K 

o 



CAPÍTULO 3 

TEORÍA DE NIELSEN 

En este capítulo definiremos el 111ímero ele Nielsen para nnn aplieadón 

f : X --? X relativamente compacta con ~ix(J) co~1pac~o, :(lande)\' ~s 
,·. '- ' ,; ,,_ . '·"' .. _~ .:.- ,•_;- ., .·.-.. ·. 

un ANR. Este número resultará ser uui cotil' ¡¡~ferio~ para<1¡{0 c~rdiI~ali<la,<l 
de Fix(J}, además de ser .un invariante~lw'tii~(Ópitb':_~¿;s't'~~¡¿~~~~i1tc/d~~~rnos 
condiciones. stificientes para poder aplicar tod~:·esi~ t~~r;~-·~ ;~~ ;p~6~1ema más 

o men~s ~eneral de o~er~doré~, :<ÍiJe incJuye, entre otros, ~lgu~os '~roblenms de 

cc~acione~ d~~°'re~;cill~ ;~~~~etr~~~~~ p~r al~ún .subconjun~6d~ ¡R~; .· 

3.1 EL: NÚMERO DE NIELSEN 

Sca .. X. un ANR y f X ---t X una aplicación relativamente compacta con 

Fix(J) compacto. 

67 



68 . E¡ ÍNDl¿,E DE ~~NTO FIJO y ECUACIONES ••. 

.3.1.1 DEFINICIÓN. Sean x,'y.:E; FiX(f)'. .DeCimos que x es equivalente a y, 
- _, . . . - - - ·~. -

x ~y, o que x está e¡;_ 18.'~i~~ii:'cl~e d~ ~unt~ fijo que y si existe c: I--+ X 
~ - ' -- - • - • " - -, • -· -,, : ~ .. o ' • ' ' ., ' -: 

tal que c(O) = x; c(l)7'yy'.f~'¡;¿;¿;c i:e1(81). 

·· , . , " .. ,;; ·;;E 3:~fd*·: ~~''.':~~~I<> •· 
Es sencillo verifi~a:~:éi'ue'i~ ~s\iri8. r~lación de equivalencia en Fbc:(J) y que las 

. - . . -.-..... .,,,, '.\."····;~- ' ~7 :. :-·-;.,·;'.: --_-·;·. - ' ; 

clases. de puntó. fij.o so'n' '1~e:ii.1~ente conecta bles por trayectorias . 
. ., . ,.· :.r .. • ·., 

:J.l.'.! Pro11osició·n• .. sén Fmw. d'""' dr. 7m11/ojijo <fo f."",¡,,,,;,. 

para algún x 0 E Fix(J); entonces Fes abfo~to ·y cerrado en Fix(J). 

Demostración: Sea i E F. Sea'úr!í~n'f\;tÓ~i~{1ac:iclc{!itártjü?todolazodi Wes 

null1omot~~ico ·e~ .. x.(~0}~·1!3¡·:ii~t.~;I~·~~:~\~~.:s'~t;~;~;.tf ~/!f :~.iiriJfi~t~ ... sin1plciiné'.~te . 
conex~. Véase 2A.7kSea u:cJ.7:HW>r:imo,uÍl.a v~cirída.a de X conectable poi: 

-. :.. ·_ _· - . -\-. :- '..~:·;,~;- -i-~{/~.- :>~~f;';·!~i;:·.~~:-; .~:·:~;:,:·; /;:'.;i,·~·'..~';:$;f"i:;¡\~~~·~t~it{::i{;:\~(:<J.!.::~/t;·~~- ::--:<;-.,,;·.~:-~-.-,--«;_:,.·::;,_~:> ,·: 
trayectorias.'· Por''.últ1mo;faea· i/',E.· CJ. n· Fix(J) :.;~Demostraremos Aue. X ;,,-·y:· Es 

. _. __ ; :_.. _,. .. ·;.::· ~ ~--:_:\::.;.;;.S};}_.: .. s\~;i;_:_:i~:~~:;,~~/.~~~;;~~/~-J~~~--;·~:~s~?/i~;·~\~~~J~,\~; .. ~¿:;:~~~-:~-~~)~,~~~-:~;.//~ ... ~~b <· :,;::~x-.: .. :k:~·,,: ,~~:e;?,~:-,_~:,~.·~-
claro que si. cés ima:trayectoi'ia~entre x'y;y'en U;.(eii;deé:ir é(I) ~cU),se· éu'!Jlplé 

.f (c(I)). c•' 1v ,· .. cie:.•~~~·~r~-~~~;:·~jt?.~'~;~;·1~~líi}J{~~~.J~%.~~'.~~~;,SÍ~~tE~~~~ie, 
que F.es abierto en Fix(f). La compacidad de;FiX(J),rii:uestra qüe existé sólo 

·_ ; .. - · · · :< '. ._>.:-: \~- .:. ·-·:·.ir:~_,-.·~-~::~;,~,~:~ .. :~~;)};;: ~;i~::-~ ~·:!.~·?:. ~x: \ ~\ ~.~:- ·.,, .. º:~ · - , 
. un numero finito de clases de pun.to,fijó,- 9tie :s.on«,claramente ajenas entre sí, 
- . . .- -·'.~:_, ;·.:.-.::·~.~_. .. _-r·<;.:.v .. :)':_~~·<,:- --;/'·.-:..<"-: . .- .: -
de aquí se sigue inmediatamente que .E'.; es ;támbiéij'cerrado en Fix(J). o 

3.1.3 Corolario. Para cada clase'; de·: punto fijo F de f, existe tm abierto 

W e X tal que W n Fix(f) = F. o 
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Si X es un ANR y .f es relativamente compacta, tiene sentido el siguiente 

concepto. 

3.1.4 DEFINICIÓN. Sea F una clase de punto fijo de f. Definimos el índice de· 

F, I(F), como el índice de Jlw: HT --4 x; doiide w es una vecindad abierta 

de F tal que W n Fi~(J) ~ F, 

La propiedad. de. escisión -¿¡~[ íü(iic~>no~ ~Ücc que la. anterior cs. una buena 

definición, es dcdii; l~~ dep:c~id~'d~ la v~clndad· H' escogida";. 

3.1.5 DEFI~;J~éL.;~dL~~~~~~:i~c uJ¡~ ~c~é 1:c · pnntó rlJo F es ,esencial si 

I(F) -~-- o. '§~.~tl.iij;~rd?de··~i~lse~.,d~,f~, ]V(J), .es el nJmero ·de c~ascs de 

punto fijo es.e'iidalés dé f: 

Como unaconsecuenciainmediata de,}~definición ~terior, tenemos el siguien-

te resultado .. 

3.1.6 Teorema. f tiene al.menos .ÍY,.Ci) pimtos fijos. 
.. ., : -: .<·:·"~'---=> _ ... ' 

o 

Dada una homotopía H : X x l.~ X; recordemos que Ja homotopía gorda 

asociada a H está dada por 'Ji: X x I --+ X x I, 11.(x, t) = (H(x, t), t). La 

ventaja de 1i es que es una aplicación de un espacio en sí mismo, y como tal, 

podemos hablar de sus puntos fijos. 
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3.L 7 NOTA. Observemos que si UFix{Hi) es compacto, entonces Fix(1l) tam­

bién lo es, pues es cerrado en el compacto UFix(Ht) x I. 

3.1.8 Proposición. Sea H : X x I --t X una homotopía, 1l su homotopía 

gorda asociada, y sea :F un.a clase de punto fijo de 1l. Entonces, para cada 

t E I, :F1 = { x E X 1 (x, t) E :F} es una clase de punto fijo de Ht o :Ft = 0. 

Dr:111t1 .... lnu:ití11.: Si :F ;:/:= 0, sea u :1:, JI E .'F't e :F. Snhc111os que existe r; = (c1: e·:!) : 

1 -7 X x I tal que c(O) = (:i:, t), c(l) = (y; t) y 1-t. oc ~ c rel(ol). Es claro 

que c ~ (c1, t) rel(D/}, ele ma11~.ra c¡1~c. tenernos 

o 

· 3.1.9 Teórema .. ~Sea H: Xxl --t X una homotopía relativamente compacta 

con UFb,(H,fcompacto. Sea 1l su homotopía gorda asociada, y :F una clase 

de puntoftjo de 1l. Entonces para cada t E J, 

I(:F) = I(:Fi) 
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El lado derecho representa, más precisamente, el índice 

de la cla8e:de púnto fijo :Ft e Fix(Ht), donde Ht : X --+X está dada por 
. . . ,. "-'~ .. . ·.-\, . -- . 

:. '~~·:./ :- ·:.;n::.:-.. . ~. __ 
.. •··:t 

' . ' ~.- ~ . , -

DenÍ.os'tfacijf{f i:a·idea de la prueba es ir "aplastando" 1i hasta obtener Ift. Sea 

W 6 x··~ i't~'o'.' ~~cindrid de :F tal que W n Fix(7i) = :F, y sea G : l-V x I ~ 
X xJ In h~mfot.opía ·clncla por G((:i:, ,q), r) = (ff,.,+(t-r) . .(:r:), rt. + (1 - 1·)s) 

1i(:v, rl + (1_'-' ·r)s). Observemos los siguientes hechos: 

l. G es una homotopía entre :1i y (Ht. t) .= l·V ~ X x I 

2. G es relaÜvamerite corripacta¡ pues G(Hl x Í) e 1i(W") e H(l-V) x I y 

H es relativamente c()mpacta. 

'"• 

3. UFix(Gr) es ·compacto; Es.claro que:uFix{G~) Fix(?i) n W = :F. 

Este tiltiÍno conjunto es compactoi pues es cei:r~do en Fix(n), que es 

compacto. 

La invariancia homotópica del índice, muestra en este caso que I(1ilw) 

I{(Ht, t) lw t. Para terminar la prueba bastaría mostrar que I({Ht, t) lw) 

I(Iftlw,), La.prueba de este hecho es una repetición, casi literal, de la demos­

tración de (g) en 1.3.3. Sin embargo, la escribiremos aquí. Consideremos las 
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aplicaciones siguientes:· 

(x, s) H Ht(x) < x >-t (x, t) 

donde Wt ="' {x E X 1 :(x,h e:\;l¡.p L~';cbªpbsiciÓn H: o it : H't ~ X es igual 

a_ la rcstricció~ ~-~~~.-_:j.H1i·~·f.i i~h~~!¡-~JóA;~/o_e: .: :Ht~ 1 (H~,: { I·V ~signa! 
a la m;tricd,ói1 dc:(I-li;t)·ú'J1¡;,1 (1 .. 1:"1 )j'Poi·~11is'l>ro1>icüadcs, de couu1utati_\"itlacl 

::(:~;:·¡,;,·. d~ '·:~'~l~ci:_t_·_~lj 1.J.1 ___ ·._e_:·_-.·_?'_ •.•. ·_:.-_.,;_·_-.~_,_ •. --.;_1_ •. ~.••.c_,~_'_t_~.-.:_._;_:_: __ ._.:._¡_.::>_·.i.·_:.•_,·.~_;. __ ._:_._-.·.•.t·•. íI;,"J;f;~1~·~··'.~ ·'."º. ~(:Fj : 
. <i. •. _ ._ _ _ . _,- .~_·:~~:.;(-_?:~-;~'i)H_:_;\;:s.{>_;t_~~-'.·:~~.~~~ :_)~-~\_,'.~~:?·: .· .· ._'. '. .... ':";;_',~·. ~~~: /•.; 

Obsm:vc111os ciuc .7="/J>ncdc;'scr ,,•acío at1ÍÍquc';_;z;,j10 • Io sea: . Cotno C.onseéúcncia 

inrncdiat~ del t~o!~~~~~·;1i¡,e~i:~;~ ~~- o~~~ei,i~, ~:tj iw;~;~c-~~~wl~i<l~· .. > . . - .. . . 
'··>,::e-_ ' ~~~.· __ '.·:_,:~.-.>: .•... - ·o··-::'' , .,-_ ·_·,.'.',':·-·.°' ... · 

\,'~ '. - '•,;;.-.- -
'.',".' ... -·" 

3.1.1 O Corolario;. Sea H.:: X x i--'i X/uiÍa ho.,:,:,.~topfa relativamente com-.·-- ~ , . - . ~ - .. ·-·. - .·~ . ' . -. - ' . - . " . - ' ... 

. ' . - <;: ·_ ·, ·-· .• ~· 

"·~·/:~> ·~ ~~~ ·-:. 't-'.t~·, . ·->' 
. ·' :(/.._,:;:> ... , 

o 

3.1.11 L'erii°~;·: S~anX,Y;AlfR'l~i{:X.~Y;~: Y~ X aplicaciones. El 
,,- . ,_,\·~ ·- ·<;.,;;,:. "·:-. 

homeomorfein~'fl:~I~.iJC(g},'J)~iFÍ°X(/~g), asico~o su inverso g¡ : Fix(f o 

g)··-- ~-\:~~:~{J,~,g~~~~~~:/'.~\.~i~~tifff&t~~jo'..es decir, six,x' E Fix(gof) 
son _tales ÍJl!ex'.-f x;; ente>,~ces"f(~) ~!(~') .. Así, JI y g¡ definen biyecciones 

inve~~aSeritre l~s ~i~~'s c1{;ÜiÍt~:ftj¿' d~. Fix(g ',;!) y las clases de punto fijo 
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Demostración: Si c : I ---t X es una trayectoria entre x y x' tal que e ~ 

(g o J) o e rel(8J) entonces claramente fo e es una trayectoria entre f(x) y 

f(x') tal que f oc~ (Jog) of oc rel(8J) con lo cual f(x) ~ f(x') en Fix(f 09). 

o 

Demostraciói~': Sea F uíÍa cl11se de pn;ito fijo de g o¡: Por el 1~111ri. ·rin~C!1:i~r, .. , . ' ·-.; - . '. -..:'" 

f(F) es uÍrnclaie de purito fij~ de /6 y: ,Defríostrarf!n10~ á cÓntÚ;1ú1bióíi qu~ 

J(f(F)) ;;,;,,I(F). En éfccto, sea IV una ~·ecindaclabi~~:ta:cl~ F:\~(q~~\v n 
Fix(g o f) ~··. F,v~am6~ que g..:. 1 (H'')es una veéi.ndacl·a~i~¡¿~;Jé'j(F) tal 

- . . . -. - " .. ' . - ~; . . 

que g-: 1(W) í"l Fix(fo g) =f(F). Sea y .. e y-1(W) n FÍ~(/ o~), entonces 

g(y) e Ü" n Fi~(g o f) = F y porlo tanto fo g(y) =y éJ(F). I~versamente, 
si x E F,g .,,f(x) = :Z: E W;y por lo tanto f(x) E 9-,-i(l.v); -de manera que se 

tiene la otra cont~nción y por lo tanto y- 1 (W) _n Fix(f o 9) = J(F). Tenemos 

entonces: 

I(F) .':"' J(goJlw: vV---+ X), I(f(F))) = I(f ,;9lr•cw¡: 9-1 (W)---+ Y) 

Para ver que estos dos ~nteros so~ iguales basta Úsar la propiedad de conmu­

tativ.id~d del índice· para: las aplicaciones 
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y la propiedad ele ~scisión para mostrar que I(g o flf-'o-•(w¡) ·~ I(g o flw). 

o 

Tenemos uri teo~~mi:ni~,<~~e Ji~s.será de.utilidad más adelante para calcular 
- , ... e , , . -· .. , . , - , . 

el número de Ni~Í~~~ d~.~;··.~1fJii~¡Blic~~i{)ri~s:<·• 
- - ,;.: 

3.1.13 Teorema. SeaT/.-~ :~ ~;,·.321s••~~jpaCtos homotópicamente equiuale11-

tes, 11 h: X---+ Y, k: Y ~-x:equivalencias /lomotópicas inversas, e:s decir . - - . ~ - . -

/1 o k:::: id1-, k oh:::: iclx. Si el '1Liaúnwia 1fo aplic1u;io11c.~ 

es conmutativo salvo /loinotopía, se tiene N(f) = N(g). 

Demostración: 

N(f) "." N(k o g oh)= N(h ok o g) =N(g) 

donde las igualdades de los extremos se 'clan por. la invariancia homotópica del 

número de Nielsen y la de eumedio por la cónmutatividad. o 

3.2 RETRACCIONES Y µ-RETRACCIONES 

Antes de poder enunciar el teorema principal de este trabajo, son necesarias 

las siguientes definiciones ·Y proposiciones sencillas, que nos permitirán en su 
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momento enunciar con mayor brevedad algunos resultados de Ja siguiente sec­

ción. 

3.2.1 DEFINICIÓN. Sean X un espacio topológico, Se X y F: X--+ X una 

aplicación. Decimos que F se retrae as-con respecto a p: l-V --+ S si l-V es 

una vecindad abierta de SU F(S) y p : l·V --+ S es una retracción, y se tiene 

que Fix(F) n S = Fix(J), cloncle f = p o Fls : S --+ 8. 

Notemos que Ja contención Fix(F) n 8 e Fix(f) se da siempre. 

3.2.2 Proposición.' Sean X un espacio topológico, 8 C X y F X --+ X 

mw aplicación. Los s~guientes enunciados son equivalentes: 

l. F se retrae a S con respecto a.p: l•V ~S. 

2. Si y E W \ S y x =. p(y)~ se tiene y=? F(x). 

S .. Si x E S es tal, que pF(x) ~ x, entonces F(x) := x. 

Demostración: 

(1 => 2) Sea y E W \ S y x = p(y). Si y = F(x) tendríamos pF(x) = p(y) = x. 

Así, x E Fix(f), pero F(x) =y E W \ S, de manera que x <f. Fix(F) y 

por Jo tanto Fix(f) \t Fix(F) n S, lo cual es una contradicción. 
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(2 => 1) Sea :z: .E Fix(J); así, pF(:z:).='x é'$3Sea y= F(:z:). Si y E S, entonces 

es claro.que .• F(:z:);,,; ~::S~éy•:~ .. ~;:s¿ iiene, por hipótesis, y # F(:z:), lo 

cuales ~la~a~entlu~¡;6·c);~i;k~icció~. Esto muestra que :z: E Fix(F) n S 
'.1 ' ,... . '""• • ~" . _,·~~· 

yp~/1c>0i~~·t6 Fi~(j) ¿\¡;.¡;J(.F{2i s: 

(1*3) ~:,,~,~~t¡.'.·.:.: .•. ;.l,~~~~W)E;,;,. domlo o E Flx(f) Flx(F) n S, do 

- 'r~,; ... · 
-:<,·.,··· ;_,·«:-_!. 

(:J => l) Es clan/;': ·',·>'./ O 

3.2.3 Proposición. Sean E un es¡mcio vectori<Ll nonnado, :s·un ANR en-
.-- - ' 

cajad.o .en E como un .9ubconjunto acotado y .F :• X"....,..-+, .Y:• úná: nplicaéión 

completamente. continua. retmíble con respe.cto, a ·P .. : .JV ·~/8.: .•:.si)~(Lécmo.• . 
f = p o F : S ¿ B, se tiene que F tiene ni menos N'cj) jp_~.¡,Jos fi)os en S. 

Demostración: El hecho de que F sea complet~~ezL1~·11i\L~ i1~plica que f 

es relativament~ c~mpacta; c~mo es fácil veriflc~r.'.~~~;J(~~~ s~ntido hablar de . - -~.._-_--. ~~-.--·.: :v: _' -.. ;_~·.'; .. >---' .· ·. _,.) ... _ .... _..-''.~: '':-··.-~ ,, 
N(J). La ~rop~sidi'ón 3.1.6 nos dice que f tieneia:i"'m~~¿~·N(J) puntos fijos, 

.. . ~ . ' .. '~-- ',, -. , ' . . - ' , . ·'., . . ' 

por último, laigÚ~Id~d de conjuntos Fix(f) =iFÍx(F)n S nos garantiza la 

exis~·~n~iii; ~~i,~Í rri~~o~ N(J) elementos en Fi;.(F') 'ns.·,· o 

<:::·< -•.· 

3.2.4 DEFÍ~:ICIÓN. Sean E un espacio normad'i:i,QcE yµ> O. Denotemos 

porÉµ(Q) hcónjunto 

{:z: e E 1 ·existe y e Qtal qU:~· ll:z:- Yll < µ}. 
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Decimos que F- : E ---+ E es µ-retrafble con respecto a p : W ---+ S si W 

es una vecindad abierta de SU Bµ(F(S)) y pará toda y E W \ S se tiene 

llY- F(x)ll >µ,donde x = p(y). 

Observemos que la proposición 3.2.2 nos dice que si F es µ-retraíble con res­

pecto a p entonces F es retraíble con respecto a p. Siempre que tengamos 

una aplicación ¡t-retraíhle con Í·espccto a p, la poclcmos moclificnr ligeramente 

y obtcucr u1u.\ a¡~licació~( ~·Ctraíl>lc.·con t:c~pcc;to a p. La ~iig11ie11tc propUsiciún 

precisa esta idea. 

3.2.5 Proposición. Sea E un espacio vectorial normado y U, V: E ~ E 
- -

aplicaciones tales que U es·µ-retrafble con respecto a p: l•V ~-s_y llV(x)ll < -

µpara toda x E S. Entonces U--+Y: E---+ E es retrafble con re~pécta a p. 

Demostración:. La prue~~: .. ~:¿ d"i~ecta a partir de. 3.2~2. ·j;~~ "~ ~Nv\; S j sea 

x= p(y)~ Por l~ipót~sis;'~e:;úeneque llY ~;Ú(~)ll:>~ Y:lly(x)ll < µ. Usando 

~:::·;;;;;7$~~~~i\J ,J,~f~ 1Í~ 7 en:: ~ liC.i>il > ~ ••• ~··"~ 
... , :.'.~:;c .. ?\ :-,.<~-' -~::~':,~·:::-··:. .-

Terrriiiia~em~s esta sec~iÓn con un seO:cil!o resultado que nos será de utilidad 

práctica inás adelante. Sean Ar,R = {x E JR.2 lr s; llxll s; R}, W = IR2 \O y 

- { 11~11 x si O < lfxll s; r 
Pr,n(x) = x si r S: llxll S: R 

.ll~ll:r si llxll 2: R 
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3.2.6 Proposición. Sea F : IR.2 - IR.2 una aplicación y supóngase que e:zfis­

ten números O < µ < r < R tales que 

1. llF(x)ll >µpara toda x § Ar,n 

2. llxll = r bnpli~ci llF(x)ll ;::: r + µ 

:1. ll:i·ll = n i111ptir:í1. llF(:i:)ll :::; n - ,, 

Entonces F es µ-rntraíble en Ar,n con respecto ci Pr,ll· 

La demostración es eleinental.. o 

3.3 APLÍCAbIONES A' LA TEORÍA DE OPERADORES 
•.'"· 

··:·'. '· •<\' .. ~ ~' 

·-~~~~. ~:: :.···· 

En esta sección:~.s~udiárén;ios.las'.solii'c::iolles de un cierto tipo de sistema de 

ecuaciones: Prilllerd trá~s;~d'r~·~j;~~~~··el:pfÓblemá en uno de punto fijo, luego 

analizaremos. baj~ q~~·~º·~~.i.i~\t~~l~~.~~~~t~~~· ~isten, finalmente, el número 

de Nielsen nos cfará .. una:cota.:infürior;<pará el número de soluciones. En la 
, :·:.;:_=\ ;·,.>:··;·.,.: ·f:::'·~· •. :>.-~).,'i_.·: ·. ;" 

siguiente sección. mostrailld~~z;. ·'~¡)i6~:·«1e e5te tipo de problemas . 

. .. · • . • .<;~. ~:;·1::· 1;11~~!;z~fr'~{~~~W · .. 
Sean E y F espacios vecforialesénormádos sobre IR., L : E - F un 

isomorfismo, H : E x Jii,. S,··{f ;h~~'·~~Íicación completamente continua y 

B : E - !Rn una tran~forníi'i.6'iÓ~'f)jri,'tiá1 continua suprayectiva. Estaremos 
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interesados en encontrar soluciones (y,,\) E E x R" de 

(3.3.0) { 
Ly = H(y,,\) 
B(y) =O 

79 

Dado el enfoque de este trabajo, parece lo más prudente tratar de convertir este 

problema en uno de punto fijo. Es decir, nos gustaría encontrar un operador 

T de manera que sus puntos fijos fueran las soluciones ele 3.3.0. Sea u : 

lR." --t E. un inverso derecho ele E, es decir, una ·aplicación tal que B o u = id. 
. . 

Si d<·not n 111os -i~.r~~:_-(>r=;o;.·.ª·.:}5c.?·( 11), __ f'~; 1 ie11e rp_u~. ,~r : ,_"E . ~- · 1;u·· x· R" ·dcíi 1Úcln' 

por 7{x) = (xL~·;;J3(~);B~) es un iso111or~smq, curo. inYers? está ciado por 

:(:::;:~fr~:d~t1~~~~~~B1~~~~~&~~l&~~i~~~:: 
---.- .. _··i:··,.:.'.,"·11+-·_,:>·:_::.L2..'1·-_.,_·,:_·-:.-r, .... _. -· ... :: .. ,.·-,=~- ·: ... _-· 
· E')(.~"-:-;-::-"."F~E~Eo x JR".:.__..E x lR" . 

.. 
Tenemos elsiguiénte resultado, que nos garantiza que T es el operador que 

estábamos buscando. 

3.3.1 Proposición. Los puntos fijos de T son las soluciones de 3.3.0. 

'Demostración: Es una cuestión puramente de cálculo observar que 

De manera que T(u,,\) =(u,,\)=> BL-1H(u,,\) =O=> u= L-1H(u,,\) => 

Bu =O, y por lo tanto (u,,\) es solución de 3.3.0. Inversamente, si (u,,\) es 

solución de 3.3.0 se tiene T(u, ,\) = (u-· u Bu, Bu+,\) = (u,,\). 

ESTA '"I'ESIS NO SALE 
DE LA BIBL[OTECl\ 

o 
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3.3.2 Proposición. El operador·T .definido· arriba es completamente conti-

nuo. 

Demostración: Basta con proba~ qu~.'ia'cerradura en Ex lRn de T(A x G) es 
'·.·.; .. , .. 

compacta si A x G es u~'subc~'hj'U:'D.to:'ii.cotado de ·E x JR". Observemos que 
<·· _. ___ ;,._,·-. -.. ' }'._,;·_:, ' 

y que el conjunto de ia d~re~irn e~ ~~mpacto por ser H~oiriplct~~1e~te continua 

y G c~m¡;acto- por. el teo~ema de Heinc-Borel 1 • o 

La idea ahora es poder retraer T a un ANR encajado en E x lRn como sub­

conjunto acotado, de manera que con auxilio de la proposición 3.2.3 tengamos 

una cota inferior para las soluciones de 3.3.0. 

3.3.3 DEFINICIÓN. Sean E un espacio vectorial normado, F : E --¡. E una 

aplicación completamente continua, y v E lR un número mayor que cero. De­

cimos que F cumple la condición de Leray-Schauder para v ( escibiremos F es 

1 Ésta es una de las razones por las que el conjunto de paráinetros debe ser un subconjunto 
de !Rn. 
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v-LS) si se cumple que para toda y E E con. llYll = v, F(y) ,¡, wy para toda 

w >l. 

3.3.4 Proposición. Sea F : E ---:-+ E ·completamente continua y v-LS. En­

tonces existe x E Fix(F) n Dv(O), él.Onde Dv(O) representa la bola cerrada de· 

radio v centrada en el origen. 

p(a:) = 11 ~ 11 x si ll:i:ll ;:::: v y p(x) ·= x si :e E D.,(O). El hecho de que F sea 
. .. 

completamente coutinua, gái·antiú~ ·claraincn.te que ·Po F : D.,(O) ----t D.,(O) es 

relati\·amcnte cmnpacta. El teorema ·<:iépunto fijo de Schaucler nos garantiza 

entonces que existe un p;mto fijox ciiJ·; oF .. ·El hecho de que F(x) #wx para 
._. · .. ~ :, . ' ; -,:· ·.... . : ' .. - -

toda w > 1 nos asegura que :res· tan1':1ién punto fijo de F. o 

Como preparación parn el. teo~c~!l;principal,,introd\lci~emos. algunas apli-

caciones au~i!iar;;~; éon;~~üÍcl~~~·{~~ttI~·:4~·it~~~~e,}yf\~~·~~o~.. Definimos 

: .. ::m~ ~~.:~r:11f ~~~~j;¡~~!i:• ;,· .. 
<I>.\(Y) ~ H(y, >.) ~ Hc0, >.) 

y también 

H.\(Y) = H(y, >.) 

Podemos finalmente enunciar el teorema principal de este trabajo. 
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3.3.5 Teorema. Supóngase que existen números positivosµ, v E R. y un ANR 

compacto S e IR" tales que 

1 11 es ¡t-retrafble en S con respecto a p5 : nr --+ S. Llamemos 7r : S--+ S 

a esta retracción. 

2 Para cada >. E S la aplicación L-1 I-l;. : E~ E es v-LS. 

3 Si ,\ E S y IJylJ < /J se lieue que 

ll<I>>.{Y)ll < llBi-111 
. . . . . ; 

3.3. 7 Lema. Bajo las hipótesis de 3.9.5 se tiene que N(r) = N(7r). 

Demostración de 9.9.6: 

T2(y, >.). Observemos que T2 = Il + BL-1<1>>.. Sea y E E con llYll < v. 
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Por _la hipótesis 3 de 3.3.5 se tiene que llBL-1<I>.\(Y)ll .< µ:si >. .. E ·B. La 

hipóte~is de que II es µ-retraíble con respecto a p; : W:•.S;S y
0

, h1 ~roposi­
ción 3.2.5, nos muestran entonces que T 211 se retrae'él.B;ci>ri;'respecto a Ps· 

Supongamos ahora que existe (y,>.) E D x S-con:p~(~~i~)··i;;:(y;·'>.), Demos-. 
. ., ,¡ . 

traremos que T(y, >.) = (y, ,W Por la parte anterior ~a1;:crÜ6's·éjlte T,i ,¡(,\) = ,\. 

y por lo tanto BL- 1 H(y, >.) = ó, pues T2 (y; >.) = X.+.:n1,j1}:I(y; ,\),de ma-
.. ·, -' ,'',: ''-,>.: . .,; ~ .: -·.f. ' 

n"rn q1w '!'1 (y,,\) = L- 1 H>.(11). Pür .s"r. ,,., la ,.¿;t ... ~,;~h;~'(. 1':;úiai'. la.s11p .. <d,-.11 

p,,'"1'¡ (¡¡, ,\) = 11 implica que existe w E [l; ()O) tal q11~ f 1(;¡;\) ~W!J. Si : ... : = 1 
,'· ., . ' - ' .. '· ' .. - - -. -

la prueba est1t terminada. Si w >. i ~e <l~bc ·tener 111111 < 1>, ¡)ues de otra 
1::· ;·-

manera contradiríamos la hipótesis_ 2 de 3.3.5~Z>'Pero 'e.ntonces es claro q1~0 
<:.~.:-~ - ' ~· 

o 

Demostración de 3.3;7: 'tff~~t:t}~~:J~~:'.~-~:f~·Irf ?;,fi._por._ 

1-l(y, >., t) =ip(tT;(yi>.);·nc~)f'iBL:::-1 <1>>.(Y)) .··. . .. 

Las hipótesis 1 Y 3 de)~r;~g~~~~~~~~~~~~~,~~)',;~·,!~i;~~>~r> ·~ •. l,~': par~ 
toda (y,>., t) e n x s•x.I;'aé:'tál 'maneiatque~:iieíie .. sentidó;Ia definié:ión de · ··:. .~ ·.~r :~:··.~::i'":~:~:~ti:./.:~/J~~;.:_~~~~r.~-f~~·~:::;I~-~~:~~~;,~;::c~~·~:~~'.~~·; ~·.::~~.:'":.-";\·~~;:·~:.· ~,?~·· · :f/:· :_-- _ .-:-> -
1-l. Es claro que 1-l es ;Una hómótópíií.' entrec¡i(T1'~ T2):;=::7-;"y: p(O, TI):::: o X ;; ; 

_.. _ · .. :~·- 2<; :_<'_:.:-:·_·'..'·Yij~~:.)~~:Y~~~:-~~·!k'-x ·g.~i:~--~~L~J:.\:~~ :~i;-;·~<\f~::; \~ ~5/ <~~~:~·:_[,:'/ ;~,-~··::_:·.~~ :::: ~~\·.·- ·.: . . . : 
Demostraremos a continuacion que ·;1-(., es.·, relativamente··compacta,'.'de manera 

:-.. ,,\~~, ~~~-~(~~;-:\~:~:¿~~: -:::t~~·:¿~!J:~~~~[Z,~~Y~-:~t-;:·~_:. :~.:-/<:)_~;e:·~ ':~:~~~~~"::~~;~?~,-~·JJ~~'. _:)' .. ~'~?~-~·::'.:::~:; __ _ i_~::.. · 
que N(r) = N(O X 7r);grád~. a:Ja propo°i;icióri' 2.5.3 y al corolario"3.Ll0. En 

erecto,_ para toda·t é:1Lii.,(tT-1·('D~'.s>).e~un súbconjunto.de la cerradura 

convexa de p;(T1'i.ó<~";:;)}Q{o}
1~~:~ r~l~tlv~~ente compacto por ser T (y 

por lo. tanto T 1 ) relativamente compacta. Dado que S e Rn es acotado, es 

relativamente compacto, y por lo tanto D,.(S) es compacto. La hipótesis 3 de 
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3.3.5 muestra que 

Dµ(S) :::::> {Ps(Il(,\) + tBL- 1<1>,.(y)) 1 (y,,\, t) E D x S x I} 

. de maner~ que ,el conjunto de la 'derecha. es relativamente compacto. Todo 

esto jtínto' muestra que 'Ji es relati\;airíéntc coínpactá y por lo t1ú1to N(r) = 

N(O x r.), P.;_i·a te1~~~1i~ar la ¡:n·iícba, ba~~a aplicár lil'ccirunufoth;idád del ntlmcro 

o 

3.4 ECu~.~1¿~~sR1F1:.~~~.~-~~~~~:~~~1.~i,~J1:1z~oAs 

·.~~7~j~i~Wj2~llllii!llllill~i~~1:: · 
Antes de podér mencionar losiprimer_os ejemplos~''•ne·cesitiuriós ¡~};Jclucir un 

: .:-: .. -__ ;.,: . -': -. : .; ~:: _ ... '.\_'·' ·.· :: _:.:_:.: .;~:~ -~:; · .. ::;:~~·: 1::::;;~:~{;~~:~-:1:~~~~'.·~~·~.:'. ~ ~:7·: ~"f>·:; ·:;:;./.'. -:_-;!<~:,:_ /;'..J< '·:· ·~·>·'· .·· ,:·. - -

POCO de UOtaCÍÓil Y algÚ~aS·d~finiCiODeS:~SC~CillRs:'. '.c\Sea:".y'°:'é ¡o; 11 · ~ JRR 

.·.:~:s::ri:~~f :iºf~¡fi.f i}6~i:Nf ~J~~~~l'¡f ii)~&~1l'ii1~ll:¡'º~:~0~:1 :i::t;:~ 
y : [o, 1] __.:¿ IRn, é:·~)}"}~!:H~~~·~:U'~l'i~'. ~ ·ii{ii.({ll~llo; ll;;llo, ... llYkllo}- Por otro 

lado, para··1 ~:P:~:-&>:·.,~~fi~i~Os·-.: ·i'-

. ' : ; . . 1 . 

llYllCP) = <l lly(s)llPds)* 
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Es bien sabido que esto último define una norma en C~[O, 1). También es 

resultado conocido la desigualdád de Hrolder: 

1 1 llfBllc1J $ llfllc1>JllBllcqJ donde - + - = 1 
·; .•. :. •., ·.· .P q 

Cuando p = q = 2, la desigualdad dc'.irnklcr:sc conoce como la desigualdad tic 

Schwarz. Un últimc:i i'c~uiti{d¿ qÚ~··ne~esitÚ~inos es el ~ig1ti~nte: 
. . . :- ,· .·.·. ·.-,., ;:;, .. .-. .. '• ., 

También llOS serií. de utilidad el sig..;Úmtc resultado. 

3.4.1 Teorema. {A~·~cla-As~oÍi) Ur~ conj1mto !Ce C~[O, 1) es compacto si y 

sólo. si es cerradóf acoú,dó y .. eq1¡ict:l'niimw, 'es <lecir; dada é > O existe ó ::> O 

. tal que si.¡t-,_t'l·/6·:~~¡~·~c·Ú:'1J'fo\}(nl~·~':Péira.toda.felc 
-- -·~.-J~·: ...,,.· :::~X"-.~:.· .. -.. ~~;. ~-':_~ .. '. . i;< .. ~ ~-~~ .:~>- }~:~-: .. ': .. ~_~,-, _:·:-:. :·_ , _._ .. 

~:~::;~;~·tll;;~f 1;~~!j~~~i~~~i~i1~C"ii;;~•.,, =ul-
Estamo.s preparados ahora·para los siguientes ejémplos, · ·' . ·. >:·:·· >:.:,:; . .- .. ~'_: ~::.:/· ·- .. :·:"-">- .-:,-·~ . .•. - . - - . 

·;·_·,:·/·.~ 
- ·- ·' .; .. , 

3.4.2 Proposición. Sea h : [O, 1) x JR2 n, ~ lRn una aplicación. El problema 

de encontrar una y : [O, 1) --t lRn y un >. E lRn _que satisfagan 

{3.4.2) { 
y'(t) = h(t, y(t), >.) 
y(O) = y(l) = O 

puede ser expresado en la forma S.3.0 
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Demostraci6n: ~igui~ndo la notación de 3.3.0, sea E= {y E C~[O, ~Jly(O);,; O}, 

F = C~(O, 1], . .i ; .B.~/F dada por L(y) = y'. La H : E x IR.n ----+ F está 

dada .P6r H(u~.'>.)(i{',;,. li(t, y(t),A). Por último, definamos B : E ----+ IR.n 

fr1ediantc. I·~ igÜaldad .:fl(y) ·== •y(l). ·El hecho de· que H és. una aplicaci6n 
• -' •,.-.•. •-• • .'-.._,• "•r •'',';••,", '." •" 

c6mpJ~tt1'111~11td'·iciiifi'íltÍlt. ~S t1i11l :cn11S<!C:;l;!llcia de qu'e. h sen COlliÍllllll (y por 
. . . . . . . .. · ~. ". "'" ' - - ' - •,. ' . - . ' ' . . 

ló tm.1ió~11;~ifo~~·¡i~é'¡·¡1~i1'tc~ co11ti11t1a eu c11alc¡11ier cornpi;cto) y ele) teorcllla ele 

:., 1·z··I;1-.-\~.~:.n. o 
- - -_ .· :·· ·.·' ·, ' 

3.4.3.Proposición. Sea h: (O, l] x R"" ____.¡;IR" unii.aplicación. El problema 
. \ . . 

ele erico1itmr una y: (O, 1] ---+IR" !J u11n ,\ E IR" i¡ue sútisfo.uan. 
. . 

{ 
y"(t) = h(t;y(t), y'(t), ,\) 
u(O) = y(~) =,,, !1(1) = O 

puede ser ":i:prnsado en la fonna 3.3. O. 

Demostración:Sea E= {yE·C~[O,lJly(O) ~:Y(l)= O},F=.C~[O;l], L(y)-:= 
, '• •• > ••••• - • ,· • '., ·- ·' ·'· • • ; •••• '• 

~:·2:::::~:~,:1¡·Ez~¡:r:.~~i°:lt~Ji~lli~dt1e~:~: 
Por .últlmo:;}~ª~~h~~~·~·~{jf ·~CJ?.& •.. D: ... i~,'.) ; '..!;•• , •! . .• :i~" ... ~:;' .. ~lG ~-;".• <~; . ~·,·,· O 

.,· :- "¡ .. :.J!-,.~·-:·:;· ·<> · .. :;.~~-- ~::.<-:·.;.~~-.;~·:.~/_··:::\·\~?·~".:/,,¡'_."_ ·;.~;,.: .-:.7~:-~--:{~_·f:';\'/»i:" .. --<~~;~: ~.!- ··' :·· • ~ 
3.4.4 NoTA:; .En un.futuro, nos será_ útil ~a ob~erva~;6n siguiente". En el caso 

d~ la p~oposid6i~ :3:4.3 ' 

L-1y(t) = fo1 

G(t, s)~(s)ds 
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;,i,. 

donde .G : (O, lf xjO, 1)~ lR está dada por 
• '"- --f 

Tcücmos Un cje1ui,Jp iiitls.) 
. . . . . : . - ·.~ .. : ~ ,~ .- -: . ' ''. : : ' : ' - . ", .. - ~. --:· .. ' ' ·. . . -

J..!;;J Proposi~iÓ.;i: .. .S'.ea'tí': [D, l] x llit'" __ ,, I"::" 111111. n¡ilfracirín y .-1 E lR". 8l 

problema cfo en'cimtra~· ·Un·~ y : [O, 1 J . ---t IR" y mi ,\ E lR" que scitisfagun 

(3.-L5) 
'·{.·· y"(t). =h(I., 11(1), ,\) 

·. . y(O) = y(l) =O 

> . · f 0
1 Ú(s)cls =A· 

-- -·- -

puede ser ex¡n:csc;ci,o · e1i la fonna .'i. 3. O 

De1nostracü5n:,En,és{e caso, hagamos E = {y E C~[O, l]ly(O) = O}, F = 
- - .. , _._ 

C~(O, 1] x JR11 c¿n la nÓrmll clel próducto~ Sea L: E '---+ F dada por L(y) = 
(y", f 0

1 y(s)ds). Por. tlitimo, sean H(y, >.)(t) = (h(t, y(t), >.);A) y B(y) = y(l). 

o 

A continuadón, .. darnmos algunas condiciones para que el problema de Ja 

proposición 3.4:3 sati~faga)a hipótesis,2:de·:3.3.5 Con el objetivo de hacer 
:·-~ - ·j·· ···t;•·~~ \.,;'.~:-;· ._:;;:;-. o-.~:,'C ''.·.'···- ~-.-~.: /."..'.1//\,:-!.~'.i 

clara y sencilla Já demostración del teorema qu~ nos interesa, probaremos en 

este momento ll1gu11.os !~mas qúe nos será;~ d~ utilidad en la demostración del 

mismo. 
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3.4.6 Lema. En el caso de la proposici6n s.4.s, la aplicaci6n rr : JRR --+ !Rn 

de 3.3.5 está dada por 

donde 

Il(..\) = ,\ + fo 1 

g(s)h(s, O, O, ..\)ds 

, (s) _ { - ~ si O :::; s $ ~ 
9 - !=.lsil<s<l 

2 2 - -

D1,11w.,lrar.iún: Vénsc la pn1clm de 3.-l.3 

3.4.7 Lema .. llBL-1 11 <48-f 

o 

Demostraci6ni Es una consec'uencia sencilla· cÍe la d~sigualdad·de Schwarz. o 
.,::.~:: .' '. :~-~' ~ :' ' • ,· '...e;' ·,', . . :i'_ : ·:~ _' • ·- : :; ~<;:·· . . 

"··-/{:>:r.·.·:~·:·;.· .'·_("·; "--.~-- ,_,. 

3.4.8 L~m:··.•~ea~>%.~C2·,~·[o,·~z. fü:,a.zjbITtiFhº·.~gé·o:;~,1,'ent~nces la 

aplicación f : IR ~ lR definida por:!f(xF"==:;x ~. c 1 ·~ c2 x". tiene un único cero 

P"'"'"~ (~.. *-'iHf ~1·~,i;;1~ ~;~¡~~!¡ \f ;,i0~ºJ, . .. . .. .. . º 
3.4.9.Lema. sifJ~d<l, ··: ":\7·:' ·, 

{¡ 1iy(s)l.l1.+~J; XllYll 1+ª Jo ' . . . .· .' ·. ' . . (2) 

Demostraci6n: Supongamos primero que. u ~ !· La desigualdad de Schwarz y 

3.4.0 muestran 
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Análogamente, si u < ~, tenemos 

o 

. . 
. . . 

3 .4 .1 O Teoretna. Sea. h : (O, l] X Rn ~> JR" ·una. ojilir:11c:it)11 ponL In c:nal c:1:i8lC1L 

pum lorla (x, y) E (O, l] x !Rn. Entonces cualquie1· soiui:ión y E C~(O, l] tlc 

cumple llYll2 < 3t0, si to ~s ~l c~;i¡;~~'/ii~b\'d~f(i) ,,;::r; 2. c1 - c2xª 
'"":>-. ,:.:./-,'./,!~::(~.:.:~!~:~,< .;:./:;:~~ ... ·_:',,~;;: :. e. 

partes, obtenemos: 
. ' 

'. - .. . 

},·t. y3 (s)yj(s)ds = -11 

IYj(~)lds 
º· .·.. o 

para toda· r::; j :::; n: Así, tenemos 

1

1 

1111'(t)lldt = 11
1

-L11.?<t)dt::;; E 1
1

1yJ2(t)ldt:::; .:¿:·· r1 

IYJ(t)llY.i<t>ldt = 
o o o . Ío. · 

1
1 

E IY3(t)llyj(t)ldt:::; 1
1 

lly(t)ll,lly"(t)lldt 
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Usando los. lemas anterióres,'.tenemos entonces: 

.. lly'll~2) 5 J?llY(S,)llllY11(s)llds 51
1 

ll!Í(s)llll(c1 + C2ly(s)ll")ds 
.. ' .. ··.··· l ~ <· '~.,;t:+'. 0•J '• o . . ' . . . .• 

C¡ llYllc2) t. c~_i:J!1f.~f?''lj."~f ~ .~dlYll (2) + c2 llYll ti>" 5 c1U~'H{:~:'.t·s~.Jl~'J.ls~" 
puesto <'¡ne· li;(..,)

0

li':5}1:iJ~ll'i;) d.o•;~o una ~on:secuencii · d~l. t~or~~i~'j't1Í~di~!1.¡~;1tai 
:-, ·-. _.: <·" . J::·:,~: ::;~·';:-::~~=:~~~/_:::e:( .:<< ' ... . _ .. :·'--:· __ . . : .... · ~<::·. -· .>-. ,~ :: .. -:.:r ·:_~:};: :-:.~~Jt'.::·:>~•~:~-~-:-~:; .. :· ~-:.\ .~· : = 

del c:ílculo, l~ desigú~ld'.íf'd°' Schw~rz, y(O) #: O i llvllc2í'/5'{117!11~'. ,Tenemos 
• ' • . . - .... " .. ,. .. . ., ,·- . ' ' ,-'-:r-'~-.' 

> • >.; ) ·•· . . .· '. ·., : t;' ~+'.:'·.1~·;,~~;;~f '~lit:~t·~ ;: ,· c11to11ces 

... ,., lb.llc2> .. :< c1 +c2llvllc2>y:t 0;:occ: ,,,,,,, .. ,,,, _:.·.· 

:::::~::ó:~~;,f :~~~:l~i~t~~i11~!t~~~,~~:~:r,:·:,~ 
llY'(Ü)i1''~ff~~(~'WW~rx~·,;¡~;;(:;~1,:J~' ; ·. 

:-. ~ . _-:~:. ).'.L·¡i. ),~·::.:::~:.;;~~~).· e~(:>..:.:~:~· .. · ... 

5 llÍt'(x)Íl:'F ll~i,f¡¿'<i:ll!Í'C~)ll +to 
_· ,;..·'.: , .. ,:-.¡:;.:; . -~~~~~;~--~.~ht:~; f;::;~· 

y por lo tanto ~ .···:~·· >~~:;_·.l~·~ ;::-.· .. ~. . 
llY'@il-:- tó < llY"llc2i <to 

donde la última desiguald~d.se 6btiene al integrar ambos lados de 

li/'(O)I- to 5 llY'(x)ll 

Por último 

lly'(s)ll5,ll!Í'(O)ll+.l 1z y"(s)dsl < 3to 

Todo esto pru~ba: c¡ueU!/'lj~·¿¿ad'y por lo tanto llYll2 < 3to. o 
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3.4.11 Corolario. Supóngase que para Se lRn existen constantes C¡, c2 E lRn 

no ambas cero y O :::::; a < 1 · tales ·que 

llh(t, y, Á)il < CJ + C2i11J(t)IJ 17 

¡mm toda (x,y) E [0, 1] x IR" .y,\ ES. Entonces L- 1H>.: E-> E es 3l0 -LS, 

;:;i fo. e.~ el tlnico cero positivo 1fo J(:1:) ~ x - c1 -- c2x". 

De11wslr11ciún: Sea y E E tiil c¡úc Í.,~ 1 11>.(v) =·;,:y para alguna w > l. Por 

la definición ele E, se tiene .y(O) ~iJc'1)'==.·o: Poi: las definiciones ele L y H, 

tenemos wy"(t) = h(t, y(t), .X). Es decir;·¡} c~:s¿lttción de . . .... · ... · · .. ····.-- .··. - -·· ··, 

·{ y"(t)_ =<tli(t, y(t), ~) ' 
y(O),:=; y(l),::=~!1·-. · .• 

Dado que este problema satl~fa~:-. ~:;·i~1;~~~ :·i·~s-~l:i~ótesis del teore~a anterior, 

tenemos llYIJ2 < 3ta. • . >>";~~·.:.~~1l~".~~~'..,~~.(;:'.·':;.·:; , ~ . . o 

Veremos ahora dos ejemplC>s:'que·,.nustraiiJa ffi'allera 'en que se .usaría el 

teorema 3.3.5 para· d~~ ~~~~Zo~~~<~i~fib~ ~~¡: ~tiniero, de solúciones · de' ~na· 
ecuación diferencial aprÓpiad~~: · ·< •<·•\é . ··>"," 

3.4.12 Proposición. El proble"1:a > 

{ 

, 1 ~ 1 
y = Kya - .>.e100t + .>.> 
y(O) = y(l) = O 

satisface la hipótesis 1 del teorema 9.3.5 si S = [~, ~] independientemente de 

la constante K > O, también satisface la hipótesis 2. Si K ;:::: 60 no tiene 

• 
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soluciones no triviales. Sin embargo, si K :5: t ~;·~~t~. al .;;ienos una solución 

(y,.>..), con.>.. E S. 

Demostración: Es claro que en mite ·e~~~. E =: {y·~ é 1 [O, l)Jy(O) = O}, F = 

C 1 [0, 1), L(y) = ¡/, h: JR"---,:.+ JR~~'u\_d11<l~.~ ¡JOI' h(y,,\,l),,,,; l\yt. - ,\el.;~¡ +,\t., 

B(ú) = y(l). No csdÜ'ícil ol;s;_;r\•1ír que· 
' . -' . . 

De manera é¡ue 11 e~ ~~retí'aíbic e~ S ~ [~, ~] por la proposición 3.2.íl. Entonces 

es claro c¡ue lV(7í : .S ~ s)-='T, éo'1;1oct~~llc¡uicr 1\¡;licación del ititcrmlo en 
,':.; ·\'"- -

sí mismo. Obs.érvese que ni Sni<.iy~7r) dependie1:onde• hi constante·/\. Para 

vei·ificai: la hipótesis2 ~b~éi·v'cs¿''.9ufsr'~~·~·:~ [~t11p!e"IJ;y = Ly para,\ e S 

entonces se tiene ,., .. 

de manera que 

y por lo tanto se tiene 

Ju'(t)I == l~~;(t)Í.:ZieiO~t + .>..~ 1 
. . . . :-·,': ' ·., "~- - ~ / ·,':.k,. · ... -:" .. 

, ___ ,·.,,-;.;· 

>'. ' . .,~.- ,. '/i.~-·;·~. :~ ','.> ·:· •. 

llY'llo :5 l<lly'llcf J' 2:65 
,. -.:- .: ', ''·'~ - ' " -

. - "''' ; {·""'<.-;:,_:' ;~;: - '..:. -~ 

.· '.>:ft~~:}~:i·(.·._-1·-·<-.-f.-::~i-. '.:· 
•'•;.··' .. · ... :::. :-.. 

·· '1111li~G~¡1i~/¡;1f tgf ;~~t1 ~:~5 /l' 
: ~·~;,:·· -~~·~~·:~.::;~~';··~:\:::p.~.,~~·· ·,~ ,, • r·::, 

(observando que llYlli ··~· llÚ'll~-~~;·ii~a;<ion~ec~~nda se~ciBa de y(O)= O. Ahora, 

si existe y e E'c~n Hilil>,,;;··(i(.~,k.1~j~n~ 1~·Ai--~ Hi.CY):= wy ·para 'w :> 1 
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entonces ... 

wlly'llo = llH>.(Y)llo < (K + 2.65)~ = llYllo 

y por lo tanto 

wllvlli < llulli 

lo cunl es clarnmc11tc 1111a cont rndicci6n. Hemos mostrado pues CJUP ¡,- 1 fI,, es 

,,_LS. VPamos nl10rn como clcbcscr 1\ para q11<• se cumpln la hi¡><'•t c.•si>' :3 el<• 

3.a.;:;: Es clnro que lll3L- 1 ll =··1 ;_ dc'_ 11Ú1Iiern _<j1w 11eccsitrn11CJs. ¡,:_>.O In! 1p1<· 

IH(y, ,\) - H(O, ,\)1 
1 i 

I<lv(t)I" :::;; I<llvllr 

< ~- E~ c~ta 1Htin~·a,e~p~·e'.'i~n, el l;ácloizq~1iCr,clo ::s l~11al a 

< K(I< +·2.G5Ú, c;·~{ri~~1¡ci·a qiie .bí1stí1 h~~cc( 1/ < 1· Por 
-, : .. - -;·..;·,- _·.,·:·--·>'·'··,·:.-·-· --~-.:.",~:- ···:-,. :·.,·:· _-,.~.:~· _'.>·."·:·.· ·, 

último, no es difícil _ver que ~i /t?:. 60 y X >,'O sC! ticn_c~y'(t) > O ·pa,ra 'tocia 

t E (O, 1], ele manera que el ~~-b~I~1~~;io't;m~~ io1~~i~~:rio't1:ivial ~n ~~te ~aso. 
-;~ .. : ... , ., ·.:, .~ - ,o:-

o 

Tcne1nos un ejemplo· mas,' en este caso n = 2. 

3-.4.13 Proposición. El problema 

{ 

u"= ~vt/3 + a[2t1/a _ 4(a2 +.82)"'."1/3] 

v" = o~
3 

ul/3 + .8[16 _ 2.tl·/.·3 +.4(a2 .• -f- .B_.2 .. )-1/3] 
u(O) = u(l/2) = u(l) = O· . . . 
v(O) = v(l/2) = v(l) = O .•. ·.· .· ·. · · 

tiene al menos dos soluciones no_. tri.vi~les• (y, A) ~ D x S. Si (y, .X) es una 
. . : 7 ",_ . ·: ·' -.. :'.,. .·'<~: • . . • • ·- . - - .. .. 

soluci6n no trivial de _este problema, sii'úe1ie qÜe ll(A) ·;1: A. 

Observemos que este ,es :un problema del tipo 3.4.3. 
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Demostración: Cal~ulando co'mo en el ejemplo pasado (con ayuda.de la 

proposición 3X6); tenemos 

.· : a: .. . • : '13 . • .• : : .. < 
TI(,\)= TI(a,.B) = (n +21¡n+-(a:2 +.82)~1/3,-.B-:- 2r¡,B-,-(n2 + .82)-1/3) 

. 2 . ·;" ·.2 · .. · 
. ' .... ' 

= ((1 ~~21¡) +~ll~\11~2('.1)(~1·;.7~)· .. ·· 
donde 

:.\sí, . . . 

1111(,\)ll = llIT(n,,B)ll 7 (1+217)[1,\ff+ ~ll>.111 1ª. 

Lo que c¡ucre~io~ hacer e~ nsar la propo~ici?n ~:iff'Í>~i-a\i;ost~ar. que TI es 

/L-rctraíhlc COJI r~spcct.o a la rctracciónradial_cu :Ar.'~i =,{A E ~2 Ir s 11-\U s 
R} para ¡t, r, R adecuados. Con est~·~u,-~e·fi~í¡~6¡1~_fu~~i:s~.a~~l~~fr··~ : · 

(O, oo) ---+ (o, oo) d~ida por <I>(x) ;,,,, (1+27})~ .+fi:113 /Notemos qlii? ¡jn('>.)11 = 

<I>(ll,\11). Con todo esto en mente, no ~~- IJÚ.Íy complicado observar q~e TI es . -'- ,._ .· -· . ·, . 

µ~retr~íble (con respecto a la retracción radial) en Ar;n, conµ= (-10877)- 112 , 

r = (-:-1277)-3 / 2 , R = 6.1 .. . . -· :· . . . • 

.. - - ... ·- ._,. . 
Nos gustaría ~hora calcular:)V(rr), donde rr es el retracto de TI. Observemos 

cnto~ce~ que Pr,n; la retrlii.ccfóri'i~di~I; es homotópica a la identidad en IR2 \{O}, 

d~ manc~a que rr ~ ;ofi~I11i}:~~·t1:homotopía1Í: Ar,R x [O, 1]---+ IR2 \{O} 
dada por . . . :. J... .. 

1lCa:'. .a.t>} c'i::~.tc2~·¡ ~u~1f-2(;>><a:, -.a> 
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muestra que IIIA;;R -~ ~olllotópica _3, la reflexión con respecto al eje x, de 

manera qu~ C..:1~d,;d-¡<l~(II)""= grado(i) y por lo tanto N(7r) = 2 (véase 

[Jiang)). HacieÜdo'cuent~ se observa q~e 
. ~·:- ''· . ,, "' '. '< ' - .. :>·; - .. ~·-

;.·.'-

' .· . ' ' . ., ,' ' 

Para verificar la hipótesis 2 de 3,3,.5:usaremos el. corolario 3.4.11. Debe ser 

claro que en este caso la aplicación h : lR. x JR.2 x IR2 :-t JR.2 está dada por 
. · • Íia · · ' . . 

h(t, y,,\)= (/3 9 vl/3 + cx[2tl/3 .. -:- 4(11!2.+ p2)-1/3~ 
al/3 · · . ". 
--u1/3 + ,8(16 - 2t1/3 + 4(a2 + p2r1'3) 

9 . . " ........ : . ; 

si y = (u, v), de 1nanera que tenemos 

131/3 1/3 . . : .. ·.. . . . . 
h(t, y,,\) = ( g-v(t) 1l 3

, °' 
9 

u(t) 113)+(2t113 -'..:4(a?+/32)c1(3)(a/:::..:fJ)+ (O, 16/3) 

Usando la desigualdad del· triángulo tenenios: 
1/3 · · · 1/3 _· .. ·. • . . -e< :• O·;._, · 

llh(t,y, ,\)11:::;·11( 13
9 v(t) 113 ,°'9 <u(t) 1 Í'3 )11.;t,12.tt(:~ll~li,i?ll-" 11~111+ 161/31 

:::; los+ uc 13~3 v.~~)g~.·~r~cfüh)ll;_/ : . 
:::; 105 + 211~11,vl.:3:" i'it:étH1 11~ ~'-ías·;;·¿;~)'¡'{~ct) 11113 

> ·•-~".: . :~,~::;;}\ il;;..T~•::.·::~,· .• ::'• :".: . · 
De manera que L-1H.\'es3t0~LS•pa~a.toda',\ eA./z; si t 0 es el cero positivo 

de la apli~~dón .. ~(f )~~;t~;f -~!V~~~;9;~f·/3.''PJd~~º~ considerar to = 101. 

Sólo resta por verificar; la hipótesis' 3 de 3;3.5. Observemos del lema 3.4.7 
... :. 1:.~~''::::.:~~:.,,..::;·_;;;·~,i':-'· ' 

que 
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Por otro lado, si'..\ E Ar,n y llYll2 :5 3t0 , tenemos lly(t)ll :5 321 para t E (O, 1], 

de manera que 

, . , , ~~ , a~ , 
llH(y, ..\~(x) :-;H(O, ..\){x)ll "."'}l(-j¡~(-~)113 , yn(t) 113 )U 

r ::;:',\ :5 R. 

Para c~l1~li~ir¡í~;ob'~i:c1~~s<~;11e~l he~)\;; ..\ n~ exi;te y soluciói1 del problema,, 
• • • • , - • '- - -· • ., V • • • ~ ! ' ' • • • • - ' • 

. para <)st.a A parti('.nlat;. o~Jar1:~u.i1:c1~1os,~ólo CI casÓ A = ((:._:4J):-~/~; o),siendo 

el otro análogo.· C~1Y esta ,\, Jriprimer e~~1a~ión difo'rencial tcnná iaTorma 

n"(t) = 2nt 11" -. 4a 113 

Usando la nota 3.4A, se tiene que 

u(t) = < i94y~2<t·L)~4/3)-3128(t) _ -
' .. ··. -. . .---· · .. ,.: ... ' 

donde B(t) = t 713 + {2~ 1/3 7' 2)t~ +'(i_C2:::~/~)t, que cumple con las condiciones 
» ·. . ... ·_._. - ' .. ·: • . :,..·. -~ .• - '· :.':-:.. . .•. - ·. . -

iniciales del proble~a. :La ségi:i'nclii.'e~J~~ÍÓn difer~dcialen~te caso. se vuelve 

•"<;> ~ ~c::i;~~.t~~m¡~~~i~if $~/:1•<•>>''' 
Observemos qu~ '111 > O. Usandófde'.mfovo':3:4:3;·se tiene que v(t) debe ser 

:- · · ·.1~ ,; :)~~.:<??~-~~·r~}i~~~-_ _.·>.~::-~: · 
igual a 
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dondci G es como en la prueba de 3.4.3. En particular, se tiene 

1 M 1112 
v(-) = =-- s((O(s)) 1l 3 + (0(1 - s)) 113 )ds 
. 2 2 o 

Se puede probar también qnc O(s) + 0(1 - s) ;:: O si s E [O.~] .. 'º ol1'"int1H'IH<' d 

lado clerecho no es idéuticarncnt.c cero,,¡., 11rn11crn cpw 1:(~) <O lo <111<' 11111P.•:n1 

que no existe solución del problema con ,\ = ((-:411)-a/:z, O). o 
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