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INTRODUCCION

En el campo de las estructuras, la asignatura de Estructuras Isostaticas es
el comienzo del aprendizaje con respecto al comportamiento de las estructuras y
es antecedente fundamental para cursar las asignaturas de Mecanica de
Materiales, Analisis Estructural y Disefio Estructural. Por esta razén, para evitar
deficiencias o complicaciones en el desarrollo del estudiante durante su formacion
académica, es necesario que comprenda los temas elementales de dicho campo.

E! presente trabajo de tesis, se elabord con el objetivo de integrar un trabajo
escrito, que con base en el programa vigente de {a materia, se emplee como
material de texto o apoyo para los alumnos que cursen la materia.

Sabemos que los temas contenidos en el programa, pueden ser
encontrados en gran variedad de libros, aunque en ocasiones es laborioso
encontrar uno que nos muestre ia totalidad de esos temas. Los apuntes de la
materia sirven como un elemento que nos ayuda a comenzar nuestra busqueda de
informacion o simplemente como una introduccion de lo que contempla el curso.
Para abundar o extenderse mas en el conocimiento de temas especificos, se
proporcionan referencias bibliograficas que nos ayudaran a ese fin. Ademas, cabe
mencionar que seria complemento de la Serie de Ejercicios de Estructuras
Isostaticas, resaltando aqui que los apuntes de la materia deben cumplir con el
aspecto tedrico principalmente.

También es importante fomentar entre la comunidad de la Facultad de
Ingenieria, la revisidon, actualizacion y elaboracion de apuntes de cada una de las
asignaturas, no soélo de la carrera de Ingenieria Civil, sino de todas las existentes
en la Facultad.,, obteniendo asi un acervo importante, de mayor accesibilidad y
mejor calidad para nuestra comunidad.

Por lo anterior, en el capitulo | presento los conceptos basicos de la
materia, como lo son definiciones de estructura, elementos estructurales,
solicitaciones y analisis de cargas, todo esto con el propésito de conocer las bases
con las que trabajaré en los capitulos subsecuentes.

En el capitulo Hl, comienzo con el tema de equilibrio, el que involucra el
estudio de los diagramas de cuerpo libre en barras, los tipos de apoyo que
podemos encontrar en las estructuras y las ecuaciones de equilibrio que nos
ayudaran a encontrar el valor de las incognitas (reacciones en los apoyos).
También trato el comportamiento lineal de algunas condiciones de carga, y para
casos mas laboriosos presento el Principio de Superposicion, el cual facilita el
trabajo con combinaciones de cargas. Este capitulo, finaliza con el analisis de la
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hipostaticidad, isostaticidad e hiperestaticidad en las estructuras, de las cuales son
las isostaticas las que nos interesan en esta materia.

En el capitulo Ill, analizo las estructuras isostaticas sometidas a flexion, en
el que se presento los conceptos de momento flexionante, fuerza cortante y fuerza
axial o también conocidos como elementos mecanicos. Ya conocidos los términos
anteriores, paso a la obtencion de dichos elementos para vigas, marcos y arcos. El
capitulo finaliza con el trazo de diagramas de elementos mecanicos, que son una
herramienta muy util en el area de las estructuras.

Este trabajo de tesis, lo finalizo con el analisis de estructuras isostaticas
sometidas a carga axial, y comienzo con el tema de cables, elementos importantes
en algunas estructuras. Continuo con el analisis de arcos en compresion y termino
con el analisis de armaduras planas, en el cual analizo el comportamiento
estructural, estabilidad y métodos de analisis, como el método de los nudos,
método de las secciones y el planteamiento matricial.

Como capitulo V, presento las conclusiones obtenidas del desarrollo de
este trabajo de tesis, del cual espero sea de utilidad para las nuevas generaciones
de alumnos de Ingenieria Civil de nuestra Facultad.
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I. CONCEPTOS BASICOS

1.1 INTRODUCCION A LA INGENIERIA ESTRUCTURAL

Con el fin de comprender aspectos basicos de la Ingenieria Estructural, es
necesario precisar algunos conceptos fundamentales, como lo son los de
estructura, elementos estructurales y cargas o acciones.

Estructura, es un conjunto de elementos estructurales que interactuan
entre si, convenientemente dispuestos y vinculados con el propésito de soportar
las cargas aplicadas sobre ella y transferirlas a sus apoyos.

Los elementos estructurales. son las piezas fundamentales de una
estructura. Son elementos fisicos y estan construidos por materiales que deben
ser resistentes y poco deformables

La clasificacion clasica contempla elementos de tipo barra, placa y sélidos,
tema que trataremos mas adelante.

Los nudos son las uniones de dos o mas elementos estructurales tipo
barra, o de barras y apoyos. No son deformables y fundamentalmente son una
definicién mas que un ente fisico.

Las cargas o acciones, son todas las fuerzas que afectan a la estructura,
las cuales tienden a moverla en forma global y a deformar algunos de sus
elementos.

Dentro de la Ingenieria Estructural podemos ubicar al Analisis Estructural y
al Diseno Estructural. En una estructura, la aplicacion de cargas produce fuerzas y
deformaciones a la misma. Al proceso de determinacion de estas fuerzas y
deformaciones se llama analisis estructural.

Ahora bien, el diseno estructural incluye el arreglo y dimensionamiento de
las estructuras y sus partes. de tal manera que las mismas soporten
satisfactoriamente las cargas colocadas sobre ellas.

La organizacion e interrelacion de todas las partes de una construccion,
constituyen su estructura. A ella le pertenecen los elementos que tienen como
proposito mantener la forma del conjunto y |la estabilidad del mismo. A tal fin, debe
ser capaz de recibir las cargas aplicadas, resistirlas y luego trasmitirlas al terreno
de cimentacion.
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El disefo estructural implica lo siguiente:
e La disposicidon general de la estructura

e Estudio de los posibles tipos o formas estructurales que representen
soluciones factibles

o Consideracion de los tipos de acciones
e Analisis y disefio preliminares de las soluciones posibles

e Seleccidbn de una solucion y analisis y disefio estructural final de la
estructura, incluyendo la preparacion de planos estructurales,
especificaciones, proceso constructivo, etc.

Es importante mencionar, que una propuesta de solucidn a un problema
especifico, debe ser la mas conveniente después de haber considerado la
diversidad de factores, que van desde el lograr el mayor beneficio social posible,
funcionalidad, resistencia. durabilidad, economia, ambientales y estéticos.

El realizar una obra de ingenieria implica también llevar un orden, que
empieza con el planteamiento del problema y termina con la ejecucidn de su
solucion. El proceso se divide en cinco etapas:

Planeacion
Proyecto

Analisis

Disefno

Ejecucidon de la obra

GhRLON=

1. Planeacion

La etapa de planeacion es el estudio del programa de las necesidades y
analisis de los recursos, para obtener el planteamiento general de la solucion.

Un programa de necesidades se deriva del conocimiento del problema por
resolver, de cuya solucién general se determina un plan a seguir. Para esto se
considera toda la gama de elementos que puedan influir en la solucién del
problema o que aporten alguna proposicion particular para ella.

2. Proyecto

E! proyecto involucra la geometria general y distribucion particular del
sistema mecanico o estructural, de acuerdo con los servicios que prestara durante
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su vida util. Una vez conocidos el programa de necesidades por satisfacer y, en
general, los recursos disponibles para ello, se elabora un proyecto o una
proposicion concreta para resolver el problema, pero sin entrar en detalles sobre
las dimensiones de los elementos de dicha proposicion.

3. Analisis

Dentro del analisis, primeroc se determinan todas las cargas que actuan
sobre el sistema, incluyendo las de su peso propio. Después, se definen los tipos
de uniones que deben existir entre los diversos elementos del sistema y entre
éstos y el sistema de tierra o algun otro al cual se fije.

Por ultimo, se calculan los elementos mecanicos (fuerzas y momentos) de
las secciones transversales de los elementos del sistema. Lo que interesa
especialmente, es determinar los elementos mecanicos de valores caracteristicos,
0 sea, maximos, minimos, nulos y la posicion de todos ellos, lo mismo que las
funciones que los definen.

4. Diseio

En funcién de los elementos mecanicos (fuerzas y momentos) obtenidos en
la etapa anterior y tomando en cuenta la forma de las secciones transversales de
los diferentes miembros y Jos materiales disponibles para su construccién, se
obtienen las dimensiones de cada elemento estructural, vertiendo los datos
correspondientes en los diferentes tipos de planos.

5. Ejecucion

Una vez terminadas las etapas anteriores, se tiene una serie de planos, en
los cuales se concreta y detalla la solucion propuesta originalmente por el
ingeniero; dicho conjunto abarca las diferentes vistas arquitectonicas, los sistemas
internos y externos de unidén, la situacidn y caracteristicas de las instalaciones
hidraulicas, sanitarias, eléctricas, neumaticas y cualquier otra que fuera necesaria,
las diferentes secciones transversales de los miembros con sus dimensiones
particulares y los materiales que constituyen la estructura. Cada plano ira
acompanado de los detalles que aclaren y simplifiquen posteriormente el proceso
constructivo.

Para realizar la obra, se elabora un plan a seguir segun la planeacién
realizada en la primera etapa y considerando todos los recursos disponibles. Se
idea también un programa de construccién para la obra.
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1.2 SOLICITACIONES = PERMANENTES, VARIABLES
(DINAMICAS Y ESTATICAS) Y ACCIDENTALES

Cuando una estructura esta en proyecto, una de las primeras tareas del
proyectista es la de hacer una determinacion de todas aquellas acciones que la
puedan afectar, ocasionando en ella efectos significativos. Pueden hacerse
clasificaciones de las acciones de acuerdo con un sinnumero de criterios
diferentes: segun el origen de las acciones, como cargas muertas, cargas de
funcionamiento y efectos ambientales; segun la forma en que actuan las acciones,
en estaticas. dinamicas y de impacto. Desde el punto de vista de la seguridad
estructural y de los criterios de disefo, la mas conveniente es la clasificacidon con
base en la duracion con que obran sobre la estructura con una intensidad cercana
a la maxima. Siguiendo este criterio, la Propuesta de Normas Técnicas
Complementarias sobre Criterios y Acciones para el Disefio Estructural de las
Edificaciones (abril de 2001), distingue los siguientes tipos de acciones:

a) Las acciones permanentes son las que obran en forma continua sobre la
estructura y cuya intensidad varia poco con el tiempo. Las principales
acciones que pertenecen a esta categoria son: la carga muerta; el empuje
estatico de suelos y de liquidos y las deformaciones y desplazamientos
impuestos a la estructura que varian poco con el tiempo, como los debidos
a presfuerzos o a movimientos diferenciales permanentes de los apoyos
(figura 1.2.1).

b) Las acciones variables son las que obran sobre la estructura con una
intensidad que varia significativamente con e! tiempo. Las principales
acciones que entran en esta categoria son: la carga viva; los efectos de
temperatura; las deformaciones impuestas y los hundimientos diferenciales
que tengan una intensidad variable con el tiempo, y las acciones debidas al
funcionamiento de maquinaria y equipo, incluyendo los efectos dinamicos
que pueden presentarse debido a vibraciones, impacto o frenado (figura
1.2.2).

¢) Las acciones accidentales son las que no se deben al funcionamiento
normal de la edificacion y que pueden- alcanzar intensidades significativas
solo durante lapsos breves. Pertenecen a esta categoria: las acciones
sismicas, los efectos del viento, los efectos de explosiones, incendios y
otros fendmenos que pueden presentarse en casos extraordinarios. Sera
necesario tomar precauciones en las estructuras, en su cimentacién y en
los detalles constructivos, para evitar un comportamiento catastréfico de la
estructura para el caso de que ocurran estas acciones (figura 1.2 3).
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CARGA MUERTA
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Figura 1.2.3 Acciones accidentales
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1.3 CARGAS MUERTAS Y VIVAS EN EDIFICIOS

1.3.1 CARGAS MUERTAS

Se consideraran como cargas muertas los pesos de todos los elementos
constructivos, de los acabados y de todos los elementos que ocupan una posicion
permanente y tienen un peso que no cambia sustancialmente con el tiempo (figura
1.3.1.1).

CARGA MUERTA

LOSAS TABIQUE
COLUMNAS [ PESD PROPIC
. DELA
T
VIGAS ESTRUCTURA
NURQS ACZBADOS

A7 224/

Figura 1.3.1.1 Carga muerta

Para la evaluacién de las cargas muertas se emplearan las dimensiones
especificadas de los elementos constructivos y los pesos unitarios de los
materiales. Para éstos ultimos se utilizaran valores minimos probables cuando sea
mas desfavorable para la estabilidad de la estructura considerar una carga muerta
menor, como en el caso de volteo, flotacion. lastre y succion producida por viento.
En otros casos se emplearan valores maximos probables.

kI peso muerto calculado de losas de concreto de peso normal coladas en
el lugar se incrementara en 20 kg/m° (0 2 kN/m”). Cuando sobre una losa colada
en el lugar o precolada, se coloque una capa de mortero de peso normal, el peso
calculado de esta capa se incrementara también en 20 k%/m2 (0.2 kN/m?), de
manera que el incremento total serd de 40 kg/m- (0.4 kN/m*) (ver figura 1.3.1.2).
Tratandose de losas y morteros que posean pesos volumétricos diferentes del
normal, estos valores se modificaran en proporcion a los pesos volumetricos.

Estos aumentos no se aplicaran cuando el efecto de la carga muerta sea
favorable a la estabilidad de la estructura.
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INCREMENTO DE 20 kg/m2
- o
- SU MORTERO
N / ~ PESO NORMAL
~ ,/
PESO MUERTO TOTAL ]
INCREMENTADO: 40 kg/m2 N AN
J L \ LOSA DE
CONCRETO
\/ ARMADO
INCREMENTO DE 20 kg/m2 Figufa !'3'1 '2 Peso
muerto incrementado
en losas

1.3.2 CARGAS VIVAS

Se consideraran cargas vivas las fuerzas que se producen por el uso y
ocupacion de las edificaciones y que no tienen caracter permanente (figura
1.3.2.1). A menos que se justifiquen racionalmente otros valores, estas cargas se
tomaran iguales a las especificadas como Disposiciones Generales.

Las cargas especificadas no incluyen el peso de muros divisorios de
mamposteria o de otros materiales, ni el de inmuebles, equipos u objetos de peso
fuera de lo comun, como cajas fuertes de gran tamano, archivos importantes,
libreros pesados o cortinajes en salas de espectaculos.

Cuando se prevean tales cargas deberan cuantificarse y tomarse en cuenta
en el disefo en forma independiente de la carga viva especificada. Los valores
adoptados deberan justificarse en la memoria de calculo e indicarse en los planos
estructurales.

CARGA VIVA

MUEBLES

PERSONAS

m

TODAS LAS FUERZAS QUE SE
PRODUCEN PORELUSO Y
OCUPACION D ELINMUEBLE

Figura 1.3.2.1
Carga viva
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1.3.2.1 DISPOSICIONES GENERALES

Para la aplicacién de las cargas vivas unitarias se debera tomar en
consideracién las siguientes disposiciones:

a)

b)

d)

La carga viva maxima Wm se debera emplear para disefio estructural
por fuerzas gravitacionales y para calcular asentamientos inmediatos en
suelos (figura 1.3.2.1.1), asi como en el disefo estructural de los
cimientos ante cargas gravitacionales;

La carga instantanea Wa se debera usar para disefo sismico y por
viento (figura 1.3.2.1.2) y cuando se revisen distribuciones de carga mas
desfavorables que la uniformemente repartida sobre toda el area;

La carga media W se debera emplear en el calculo de asentamientos
diferidos y para el calculo de flechas diferidas (figura 1.3.2.1.3);

Cuando el efecto de la carga viva sea favorable para la estabilidad de la
estructura, como en el caso de problemas de flotacion, volteo y de
succidn por viento, su intensidad se considerara nula para toda el area
(figura 1.3.2.1.4), a menos que pueda justificarse otro valor.

Las cargas uniformes de la tabla 1.3.2.1, se consideraran distribuidas sobre
el area tributaria de cada elemento (figura 1.3.2.1.5).

Wa instantanea

Asentamientos

inmediatos VIENTO

.

sisMo —p BB

Figura 1.3.2.1.1 * Carga viva maxima Figura 1.3.2.1.2 * Carga instantanea

* referencia 1
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W media

Asentamientos
diferidos

flechas diferidas

VOLTEC
OLTE FLOTACION

Figura 1.3.2.1.4 * Carga viva igual a cero

W uniforme sobre
area tributaria

Figura 1.3.2.1.6 * Carga viva distribuida
* referencia 1
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Tabla 1.3.2.1 Cargas vivas unitarias, kg/m? (kN/m?) (referencia 2)

Destino de piso o cubierta w Wa Wm Observaciones
a) Habitacidn (casa-habitacion, departamentos,
viviendas, dormitorios, cuartos de hotel, 70 90 170 1
internados de escuelas. cuarteles, carceles. (0.7) (0.9) (1.7)
correccionales. hospitales y similares
100 180 250
b) Oficinas, despachos y laboratorios (1) (1.8) (2 5) 2
100 180 250
c) Aulas (1) (1.8) (2.5)
d) Comunicaciéon para peatones (pasillos,
escaleras, rampas, vestibulos y pasajes de (33) 1155) %550 3y4
acceso libre al publico) . ( )
e) Estadios y lugares de reunion sin asientos 40 350 450 5
individuales (0.4) (3.5) (4.5)
f) Otros lugares de reunidn (templos, cines.
teatros, gmnasios. salones de baile, 40 250 350 5
restaurantes, bibliotecas, aulas. salas de (04) (2 5) (35)
juego y similares)
g) Cubiertas y azoteas con pendiente no mayor 15 70 100 4v7
de 5% (0 15) 0.7) (1) y
h) Cubiertas y azoteas con pendiente mayor de 5 20 40 4.7v8
5% (0.05) (0.2) (0.4) 1y
i) Volados en via publica (marquesinas, 15 70 300
balcones y similares) (0.15) (0.7) (3)
j) Garages y estacionamientos (para 40 100 250 9
automoviles exclusivamente) (0.4) 1) (2.5)
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1.4 FORMAS ESTRUCTURALES MAS COMUNES

La estructura a modelar sera un conjunto de elementos estructurales
dispuestos de cierta manera (arreglo) y que tienen un fin determinado. Dicho fin,
es soportar fuerzas y evitar o disminuir la respuesta de la estructura, es decir, los
desplazamientos, deformaciones. agrietamientos y vibraciones que ésta va a tener
como producto de las acciones.

Los elementos estructurales de uso comun son los siguientes:
e Barra (vigas, trabes, diagonales, contratrabes, columnas)
e Placa (muros, losas)
e Sdlido (dados, contrafuertes, muertos)
e Cable (tensores)
La barra, es un elemento estructural en donde dos de sus dimensiones son
mucho menores que la tercera (longitud), puede ser de geometria regular
(prismatica) o irregular (figura 1.4.1). Una barra la podemos representar mediante

una linea (su eje) con ciertas propiedades. Si las propiedades geométricas no
varian, se dice que es de secciéon constante.

-]

b,h<<L

AN

™~

longitud (L)

Figura 1.4.1 Barra
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Para ejemplificar lo anterior, podemos ver algunas fotografias en las que se
observan las caracteristicas de un elemento barra. En la fotografia 1.4.1, vemos un
arreglo de vigas. En las fotografias 1.4.2 y 1.4.3, observamos algunas columnas,
que como sabemos, su principal caracteristica es la posicion vertical.

Fotografia 1.4.1 Vigas

Fotografia 1.4.2 Columnas Fotografia 1.4.3 Columnas

La placa, es un elemento estructural donde dos de sus dimensiones son
mayores que la otra, siendo ésta ultima el espesor (figura 1.4.2). Recibe los
nombres especificos de losa (fotografia 14.4), que pueden ser macizas o
aligeradas, muros (fotografia 1.4.5), de carga o divisorios y rampas.
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Figura 1.4.2 Placa

Fotografia 1.4.4 Losa en proceso de construccion Fotografia 1.4.5 Muro de
block hueco

Los solidos, son elementos estructurales en los que ninguna de sus
dimensiones es mucho mayor que el resto de ellas. En las cimentaciones se
pueden observar elementos de este tipo como los dados (figura 1.4.3). También se
clasifican como sodlidos los muertos de anclaje.
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Columng

Daao

Trabe de liga

Zanaln

—

Figura 1.4.3 Dado en cimentaciéon de concreto (referencia 3)

Los cables, se presentan en obras de ingenieria como estructuras o como
elementos de sistemas mecanicos o estructurales, y los podemos encontrar, por
ejemplo, en puentes (fotografia 1.4 .6), en teleféricos y en lineas de transmision.
Los cables son de materiales metalicos, fibras vegetales o fibras sintéticas, siendo
los de uso mas frecuente en ingenieria los metalicos.

Fotografia 1.4.6 Puente Tampico
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Otro elemento estructural menos utilizado es el arco, es una estructura
rigida, que como su nombre lo indica, tiene forma de arco, que puede ser de tipo
parabdlico o circular. Son construidos de mamposteria o concreto y utilizados en
diversas obras de ingenieria, tales como acueductos (fotografia 1.4.7), casas
(fotografia 1.4.8), puentes y otras.

Fotografia I.4.7 (izquierda) Acueducto Zempoala-Otumba (Hidalgo — Edo.de México)
Fotografia 1.4.8 (derecha) Uso del arco en casas

1.4.1 CLASIFICACION DE LAS ESTRUCTURAS

Las estructuras deben cumplir requisitos para lograr un nivel de seguridad
adecuado contra fallas estriucturales y un comportamiento estructural aceptable en
condiciones normales de operacion. Para esto, al disenar los elementos
estructurales de una estructura, se aplican ciertos criterios que dependeran de la
importancia de la estructura. Entonces, dependiendo de la importancia de la
estructura, las construcciones se clasifican en los siguientes grupos:

1. Grupo A. Edificaciones cuya falla estructural podria causar la pérdida de
un numero elevado de vidas o pérdidas econdmicas o culturales,
excepcionalmente altas, o que constituyan un peligro significativo por
contener sustancias toxicas o explosivas, asi como edificaciones cuyo
funcionamiento es esencial a raiz de una emergencia urbana, como
hospitales y escuelas, terminales de transporte, estaciones de
bomberos, centrales eléctricas y de telecomunicaciones; estadios,
depodsitos de sustancias inflamables o toxicas; museos y edificios que
alojen archivos y registros publicos de particular importancia, a juicio del
Departamento.
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2. Grupo B. Edificaciones comunes destinadas a vivienda, oficinas y
locales comerciales, hoteles y construcciones comerciales e industriales
no incluidas en el grupo A, las que se subdividen en:

a) Subgrupo B71. Edificaciones de mas de 30 m de altura o con mas
de 6000 m? de area total construida, ubicada en las zonas* | y I
(figura 1.4.1.1), y construcciones de mas de 15 m de altura o 3000
m* de area total construida, en zona lll, en ambos casos las areas
se refieren a un solo cuerpo de edificio que cuente con medios
propios de desalojo (acceso y escaleras), incluyen las areas de
anexos, como pueden ser los propios cuerpos de escaleras de
area de un cuerpo que no cuente con medios propios de desalojo
se adicionara a la de aquél o a través del cual se desaloje.
Ademas templos, salas de espectaculos y edificios que tengan
sala de reunidn que puedan alojar mas de 200 personas

b) Subgrupo B2. Las demas de este grupo.

* Zona /. Lomas, formadas por rocas o suelos generalmente firmes que fueron
depositados fuera del ambiente lacustre, pero en los que pueden existir, superficialmente
o intercalados, depdsitos arenosos en estado suelto o cohesivos relativamente blandos.
En esta zona, es frecuente la presencia de oquedades en rocas, de cavernas y tuneles
excavados en suelos para explotar minas de arena y de rellenos no controlados

Zona /I. Transicion, en la que los depositos profundos se encuentran a 20 m de
profundidad, o menos. y que esta constituida predominantemente por estratos arenosos y
limo arenosos intercalados con capas de arcilla lacustre: el espesor de éstas es variable
entre decenas de centimetros y pocos metros

Zona [Ill. Lacustre, integrada por potentes depodsitos de arcilla altamente compresibles,
separados por capas arenosas con contenido diverso de limo o arcilla Estas capas
arenosas son de consistencia firme a muy dura y de espesores variables de centimetros a
varios metros. Los depositos lacustres suelen estar cubiertos superficialmente por suelos
aluviales, materiales desecados y rellenos artificiales; el espesor de este conjunto puede
ser superior a 50 m.
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LATITUD

19.40

19.30

19.20

v T T T T T
-9923 -PP 0 9P 15 -99 10 -9903% -9900 -P393 -9 90 -988s
. LONGITUD

C—Jzotarl 2 zoNA N {1 ZONA 1

Figura 1.4.1.1 Zonificacién geotécnica de la Ciudad de Meéxico (referencia 4)
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1.5 PESOS VOLUMETRICOS DE MATERIALES

Para cuantificar el peso propio de los elementos estructurales y asi poder
realizar un analisis de cargas en las estructuras (carga muerta), es necesario
conocer el peso volumétrico de los materiales. Asi, por ejemplo, si deseamos
conocer el peso de una columna, solo basta obtener el volumen y multiplicarlo por

el peso volumétrico.

Supongamos que tenemos una viga de concreto reforzado, de seccion
transversal 20 x 30 cm y con una longitud de 5 m (figura 1.5.1). ¢ Qué debemos

hacer para cuantificar el peso propio de dicho elemento?

Viga de concreto reforzado

Figura l.56.1 Viga de concreto reforzado

El peso propio de la viga estaria definido por:
W=yV

W: peso propio del elemento

y: peso volumeétrico del material

V: volumen del elemento *

Para este caso especifico:

V=020x030x500=03m°

De la tabla 1.5.1, tenemos que el peso volumétrico del concreto reforzado

es: 2.4 ton/m>, por lo que el peso propio de la viga sera:

20



PESOS VOLUMETRICOS DE MATERIALES

W = 2.4 ton/m> (0.3 m?)

W =0.72 ton

En ocasiones es util conocer el peso por unidad de longitud, y asi poder
cuantificar el peso propio de diferentes elementos con la misma area transversal,
de esta manera tendriamos:

W; = 7A = 2.4 ton/m* (0.30 m x 0.20 m)

W, = 0.144 ton/m

Para el caso de elementos placa, el caso es similar. Supongamos ahora

una losa maciza de concreto reforzado de 10 cm de espesor y con lados de 4m x
3m (figura 1.5.2).

-~

Im

L . \\

T~

/

T Losa maciza
de concreto

Figura 1.5.2 Losa maciza de concreto

El peso propio de la losa estaria definido por:
W=yV

Para este caso:

V=0.10x4.00 x 3.00 = 1.2 m?

De la tabla 1.5.1, tenemos que el peso volumétrico del concreto reforzado
es: 2.4 ton/m®, por lo que el peso propio de la losa sera:
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W = 2.4 ton/m® (1.2 m?)

W = 2.88 ton

Para losas, en ocasiones es Util conocer el peso por unidad de area, y asi
poder cuantificar el peso propio de diferentes elementos por metro cuadrado:

Wi =y t=24ton/m3(0.10 m)

t: espesor de la losa

W, = 0.24 ton/m?

Tabla I.5.1 Pesos volumétricos de algunos materiales (referencia 5)

MATERIALES

Peso volumétrico en ton/m”

Maximo Minimo
I PIEDRAS NATURALES
Arenisca (chilucas y canteras) Secas 2.45 1.75
Saturadas 2.50 2.00
Basaltos (piedra braza) Secos 2.60 235
Saturados 2.65 2.45
Granito 3.20 2.40
Marmol 2.60 2.55
Riolita Seca 2.50 2.00
Saturada 2.55 2.05
Pizarras Secas 2.80 2.30
Saturadas 2.85 235
Tepetates Secos 1.60 0.75
Saturados 1.95 1.30
Tezontles Secos 1.25 0.65
Saturados 1.55 1.15
Caliza Seca 2.80 2.40
Saturada 2.85 245
. | SUELOS
Arena de grano de tamafo uniforme | Seca 1.75 1.40
Saturada - 2.10 1.85
Arena bien graduada Seca 1.90 1.55
Saturada 2.30 1.95
Arcilla tipica del Valle de México 1.50 1.20
Caliche Seco 1.50 1.20
Saturado 2.10 1.70
Cemento 1.60 1.50
Mortero 1.00 1.00
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. | PIEDRAS ARTIFICIALES
Concreto simple con agregados de
peso normal 2.20 2.00
Concreto reforzado 2.40 2.20
Mortero de cal y arena 1.50 1.40
Mortero de cemento y arena 2.10 1.90
Aplanado de yeso 1.50 1.10
Tabique macizo hecho a mano 1.50 1.30
Tabique macizo prensado 2.20 1.60
Bloque hueco de concreto (ligero) 1.30 0.90
Bloque hueco de concreto intermedio 1.70 1.30
Blogue hueco de concreto pesado 2.20 2.00
Vidrio plano 3.10 2.80
V. t MADERA
Cacba Seca 065 0.55
Saturada 1.00 0.70
Cedro Seco 0.55 0.40
Saturado 0.70 0.50
Oyamel Seco 0.40 0.30
Saturado 0.65 0.55
Encino Seco 0.90 0.80
Saturado 1.00 0.80
Pino Seco 0.65 0.45
saturado 1.00 0.80
V. |RECUBRIMIENTOS Pesos | en kg/m?
Azulejo 15 10
Mosaicos de pasta 35 25
Mosaico de terrazo de 20 x 20 45 35
Mosaico de terrazo de 30 x 30 856 45
Mosaico de terrazo de 40 x 40 65 55
Loseta asfaltica o vinilica 10 5
Falso plafon de aplanado (incluye
malla) 40
Marmot de 2 5 cm de espesor 5§2.50
Canceleria metalica para oficina 35
i Tablaroca de 1.25 cm 8.50
L

23




ANALISIS DE CARGAS

1.6 ANALISIS DE CARGAS

Para analizar las cargas en una estructura, ya vimos anteriormente, que
existen las cargas muertas y las cargas vivas, pero es de gran importancia el
conocer como se transmiten estas cargas segun la superficie de incidencia.

Basicamente, las cargas las podemos clasificar dependiendo la superficie
de incidencia como:

1. Concentradas
2. Distribuidas
a) Superficialmente

b) Linealmente

1.6.1 CARGAS CONCENTRADAS

El concepto de carga concentrada podemos entenderlo a partir de lo
siguiente:

Si tenemos un elemento estructural apoyado sobre un plano rigido, tal que
su superficie de apoyo es pequefia (dimensiones de la misma inferiores a la
restante dimension del cuerpo, es decira < h y b < h ), entonces su accién sobre
el denominado plano puede considerarse como una carga concentrada (figura
1.6.1.1) en un punto (centro de gravedad de la superficie de apoyo).

Figura I.6.1.1 * Carga concentrada

* referencia 1
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La intensidad de dicha carga concentrada o puntual puede obtenerse
multiplicando el peso especifico del material que constituya a el elemento
estructural por el volumen del mismo, tal y como lo hicimos en la seccién |.5 para
calcular el peso propio de un elemento. Lo anterior es soélo considerando el peso
propio, pero la mayoria de las veces los elementos estructurales cargan a otros,
por lo que debemos incrementar la carga correspondiente al elemento analizado.

1.6.2 CARGAS DISTRIBUIDAS

Ahora bien, si el elemento estructural se apoya de manera tal que las
dimensiones de la superficie de apoyo son mayores que la restante dimension del
cuerpo ( a > ey b > e ), la carga total se distribuye en toda la superficie de
incidencia a * b (figura 1.6.2.2), tomando el nombre de carga superficialmente
distribuida.

Figura 1.6.2.2 Carga superficialmente distribuida (referencia 1)

La intensidad correspondiente a esta carga superficialmente distribuida es
el peso especifico multiplicado por el espesor (obtenemos la carga por unidad de
area, tratandose de espesor constante).

Por otra parte, si el elemento estructural se apoya de manera que las
dimensiones de la superficie de apoyo son tales que una de ellas es mayor que las
dos restantes (| > ay | > h ), la carga total se considera repartida a lo largo de la
longitud del elemento, determinando asi una carga linealmente distribuida, sin
olvidar que la seccion transversal debe ser constante (figura 1.6.2.3).
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La intensidad de dicha carga concentrada o puntual puede obtenerse
multiplicando el peso especifico del material que constituya a el elemento
estructural por el volumen del mismo, tal y como lo hicimos en la seccion |.5 para
calcular el peso propio de un elemento. Lo anterior es s6lo considerando el peso
propio, pero la mayoria de las veces los elementos estructurales cargan a otros,
por lo que debemos incrementar la carga correspondiente al elemento analizado.

1.6.2 CARGAS DISTRIBUIDAS

Ahora bien, si el elemento estructural se apoya de manera tal que las
dimensiones de la superficie de apoyo son mayores que la restante dimensién del
cuerpo (a > e y b > e ), la carga total se distribuye en toda la superficie de
incidencia a * b (figura 1.6.2.2), tomando el nombre de carga superficialmente
distribuida.

Figura 1.6.2.2 Carga superficialmente distribuida (referencia 1)

La intensidad correspondiente a esta carga superficialmente distribuida es
el peso especifico multiplicado por el espesor (obtenemos la carga por unidad de
area, tratandose de espesor constante).

Por otra parte. si el elemento estructural se apoya de manera que las
dimensiones de la superficie de apoyo son tales que una de ellas es mayor que las
dos restantes (| > ay | > h), la carga total se considera repartida a lo largo de la
longitud del elemento, determinando asi una carga linealmente distribuida, sin
olvidar que la seccién transversal debe ser constante (figura 1.6.2.3).

25



ANALISIS DE CARGAS

Figura 1.6.2.3
Carga linealmente distribuida
(referencia 1)

Las cargas se transmiten de elemento a elemento, variando su intensidad
de acuerdo a la superficie de incidencia sobre el elemento estructural considerado
como apoyo, por lo tanto, la carga total que un elemento estructural debe soportar,
es la suma de las cargas correspondientes al peso propio y las debidas a los
demas elementos que se apoyan sobre él.

Un ejemplo muy sencillo es el de la figura 1.6.2.4, en el que la carga total de
la losa (carga superficialmente distribuida), que haciendo un analisis mas completo
se incluye la carga viva correspondiente dependiendo el destino del inmueble, se
apoya sobre una viga, convirtiéndose la carga sobre ella en una carga linealmente
distribuida. Posteriormente, la viga se apoya en dos columnas, pasando ahora, de
una carga linealmente distribuida a una carga concentrada hasta llegar a la
cimentacion, donde nuevamente Hegamos a una carga superficialmente
distribuida.

Figura 1.6.2.4
Transmisién de cargas
(referencia 1)
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. Veamos ahora qué sucede con el pequerio sistema de la figura 1.6.2.5.

. Piso

- Hueco

. Vigas secundarias
- Vigas principales

- Columnas

. Zapatas

0.3

0.71

1

Figura 1.6.2.5 Sistema estructural (referencia 3)

El sistema que se muestra en la figura 1.6.2.5, esta formado por un sistema
de piso que se apoya sobre cuatro vigas secundarias; posteriormente, cada una
de las vigas secundarias esta apoyada sobre dos vigas principales en cada uno de
sus extremos. ias vigas principales también se apoyan en sus extremos sobre
columnas para finalmente transmitir toda la carga sobre las zapatas.
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Ahora, con base en las figuras 1.6.2.6, veamos lo que sucede con las

cargas.

W(a/2)
RA1 RB1 RC1 RD1
RA1? ﬁ'RAz 4! !L g!,
W(a) W(al2) 3
RM RN
RB1? ‘f}Raz
W) wae)
M N
Rc1ﬁ' ﬁ'Rcz
W(al2)

RD1ﬁ ﬁRDZ

Figura 1.6.2.6 Transmision de cargas (referencia 3)

1.
2.

Carga superficialmente distribuida actuando sobre el piso.

La carga superficialmente distribuida se transforma en una carga
linealmente distribuida sobre las vigas secundarias.

Las reacciones de las vigas secundarias se transforman en cargas
concentradas para las vigas principales.

Las reacciones de las vigas primarias se transforman en cargas
concentradas para las columnas.

Las reacciones de las columnas se transforman en cargas distribuidas para
la cimentacion (zapatas).
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. EQUILIBRIO

1.1 DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE EN BARRAS Y NUDOS

Se dice que un cuerpo en reposo esta en equilibrio. Esto significa que la
resultante de todas las cargas y reacciones que actuan sobre él, es igual a cero.
También debemos mencionar que, no sélo la suma de todas las fuerzas debe ser
cero, sino también la suma de los momentos de todas las fuerzas respecto a
cualquier eje.

Para simplificar el analisis del equilibrio de un cuerpo, normalmente se le
considera aislado, indicando las fuerzas que sobre él ejercen otros cuerpos, no las
que éste ejerce sobre aquellos.

Entonces, podemos decir que:

Un diagrama de cuerpo libre es un diagrama vectorial que describe todas
las fuerzas que actuan sobre un cuerpo u objeto.

Para construir un diagrama de cuerpo libre, debemos considerar que a las
fuerzas conocidas deben asignarseles las direcciones y magnitudes apropiadas.
Se utilizan letras para representar las magnitudes y direcciones de las fuerzas que
se desconocen. Si de una fuerza se conoce la linea de accibn., pero no su
magnitud, la punta de la flecha, que define el sentido de la fuerza, puede
suponerse. El sentido correcto sera notorio una vez que se despeje la magnitud
desconocida. Por definicion, la magnitud de la fuerza es siempre positiva de tal
forma que, si en la respuesta se obtiene un escalar negativo, el signo menos
indica que la punta de la flecha o sentido de la fuerza es el opuesto al que
originalmente se supuso.

Asi, por ejemplo, en la figura 11.1.1 observamos una barra apoyada en sus
dos extremos y a su vez bajo la accion de tres cargas de magnitud P1, P2 y P3.
Cada una de las cargas, ademas de su magnitud, presentan direccion y sentido en
la que actuan y una posicion especifica con respecto a la longitud de la barra.
Ahora bien. para obtener el diagrama de cuerpo libre de dicho elemento, debemos
aislar en el espacio a la barra y representar todas aquellas fuerzas que actuan
sobre ella (recordando que no debemos indicar las fuerzas que la barra ejerce
sobre los apoyos, sino éstos sobre la barra). En la figura 11.1.2, tenemos
representado el diagrama de cuerpo libre de la barra en el que se han
intercambiado los apoyos por las fuerzas que éstos ejercen sobre el elemento.
Aqui, cabe aclarar que el apoyo A se intercambié por dos fuerzas y el apoyo B
sélo por una, esto debido al tipo de apoyo que tenemos, situacion que se explicara
mas adelante.
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Q P3

Figura Il.1.1 Barra apoyada en sus dos extremos bajo la accidn de diferentes cargas

* P3
RAX ‘
RAy I P2 RBy
~ L -
-~ a e ph —em— ¢ - d -

Figura Il.1.2 Diagrama de cuerpo libre de una barra

Para el caso de un nudo, basicamente se realiza lo mismo que en el caso
anterior. En la figura 11.1.3 a), observamos un cuerpo enlazado por un cable a un
anillo, y éste a su vez esta conectado por dos cables a los muros. Si deseamos
obtener el diagrama de cuerpo libre del anillo (nudo), primero lo aislamos y
posteriormente dibujamos las fuerzas que actuan sobre él, quedando como se
muestra en la figura 11.1.3 b).
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g] A Fa (fuerza del cable NA
A ~ que actia sobre el anillo)
N N -
\O ’ Fc (fuerza del cable NC
que actua sobre el anillo)

Fd (fuerza del cable ND
que actua sobre el anillo)

Figura 11.1.3 Diagrama de cuerpo libre en un nudo

A manera de ejemplo, en la figura il.1.4, tenemos una armadura (tema que
abordaremos en el capitulo 1V) sobre la que actuan diferentes fuerzas. Cada una
de las uniones entre barras estan articuladas. Si aislamos el nudo A, cada una de
las barras ejerce una fuerza en el nudo, quedando el diagrama de cuerpo libre
como se muestra.

Es importante mencionar, que cuando asignamos los sentidos de las
fuerzas en los diagramas de cuerpo libre, es probable que al resolver el problema
analiticamente, encontremos fuerzas negativas, lo que nos indicara que
asignamos incorrectamente el sentido de dicha fuerza.

A L.
1"
] ‘ |
_ 7 | AN [ AN
7 wis,
A
, ! ~

Figura l1.1.4 Diagrama de cuerpo libre de un nudo en una armadura
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1.2 TIPOS DE APOYO

iIl.2.1 GRADO DE LIBERTAD

Grado de libertad, es el nimero de componentes o posibilidades de
desplazamientos independientes de forma lineal y/o angular, que un elemento
posee (punto, recta, cuerpo).

Entonces, para un punto en dos dimensiones (2D), sus grados de libertad
son tres (dos lineales y un angular o giro), y lo vemos en la figura 11.2.1.1.

Y

X, Y Desplazamientos lineales

G Desplazamiento angular

(/ x

G Figura 1l.2.1.1 Grados de libertad en 2D

Para un punto en tres dimensiones (3D), sus grados de libertad son seis
(tres lineales y tres angulares o giros) y se muestran en la figura [1.2.1.2.

XY, Z Desplazamientos
lineales

Gx, Gy, Gz Desplazamientos
angulares

Figura 11.2.1.2 Grados de libertad en 3D

S

El numero de grados de libertad de toda la estructura, dependera del
nUimero de puntos que consideremos en el analisis.
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1.2.2 TIPOS DE APOYO O SOPORTE

Un apoyo o soporte, es un elemento que forma parte de la estructura y
capaz de transmitir fuerzas provenientes de la estructura hacia el terreno de apoyo
0 a la cimentacién. Los apoyos pueden restringir alguna(s) componente(s) de
desplazamiento o grados de libertad.

Aqui, cabe mencionar que si un soporte evita la translacion de un cuerpo en
una direccion dada, entonces se desarrolla una fuerza de reaccion sobre el
cuerpo en esa direccion. De la misma forma, si se evita el giro, se ejerce un
momento (reaccién) sobre tal cuerpo. Lo anterior lo podemos comprender mejor
con la figura I1.2.3, que representa un apoyo tipo empotramiento.

Existe gran variedad de tipos de apoyo, para nuestro caso, que es
basicamente estudiar el comportamiento de las estructuras en dos dimensiones,
podemos citar tres tipos de apoyos:

Apoyo tipo empotramiento. Un empotramiento ofrece resistencia a la
rotacion alrededor del soporte y al movimiento horizontal y vertical. Se tienen aqui
tres incognitas: la magnitud de la fuerza para impedir el movimiento horizontal, la
magnitud de la fuerza para impedir el movimiento vertical y la magnitud del
momento para impedir la rotacion (figura 11.2.2.1).

barra(s) Rx, Ry componentes de
. reaccibnen Xe Y.
dx =0
dy=0 Mz momento (reaccion)
Dz=0 alrededor de Z.
x
z dx, dy desplazamientos
lineales
/‘ Mz @z desplazamiento angular
_.///
Ry

Figura 11.2.2.1 Apoyo tipo empotramiento

Apoyo fifjo. Un apoyo fijo se supone que esta conectado a la estructura por
medio de una articulacién o un pasador sin friccion (figura 11.2.2.2). Este tipo de
soporte impide e! movimiento en direccidén vertical u horizontal, pero no impide
ligeras rotaciones airededor de la articulacion. Hay dos fuerzas desconocidas en
una articulacion: la magnitud de la fuerza necesaria para impedir el movimiento
horizontal y la magnitud de la fuerza necesaria para impedir el movimiento vertical.
(El soporte proporcionado por una articulacion también puede considerarse como
una fuerza inclinada, que seria resultante de las fuerzas horizontal y vertical en el
soporte. Se tienes de todas maneras dos incognitas: la magnitud y direccion de la
resultante inclinada.)
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~— barra(s)

Rx, Ry componentes de
reaccionen XeY

dx, dy desplazamientos
lineales

2z desplazamiento
angular

Rx

Figura 11.2.2.2 Apoyo fijo Ry

Apoyo deslizante. Un apoyc deslizante, ofrece resistencia al movimiento
solo en una direccién perpendicular a la superficie de apoyo (figura 11.2.2.3). No
presenta resistencia a ligeras rotaciones respecto al eje del rodillo, o a
movimientos paralelos a la superficie de apoyo. La Gnica incégnita es la magnitud
de la fuerza que evite el movimiento perpendicular a la superficie de apoyo. Los
apoyos deslizantes o también llamados rodillos, pueden instalarse de manera que
impidan el movimiento hacia, o alejandose de la superficie de apoyo.

Ve barraE(;) )

Ry componente de reaccionen Y
dx, dy desplazamientos lineales

Dz desplazamiento angular

Figura 11.2.2.3 Apoyo deslizante

Para complementar el tema de apoyos, en las tablas que veremos a
continuacion, se muestran diferentes tipos de apoyos (en el plano y en el espacio)
y las restricciones al movimiento que presenta cada uno de ellos.

En la primera tabla (Tabla 11.2.2.1), vemos apoyos en el plano y los
desplazamientos (lineales y angular) que permiten cada uno de ellos, y en la
segunda (Tabla 11.2.2.2), tenemos apoyos representados en el espacio.
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Tabla 11.2.2.1 Apoyos en el plano (referoncia 6)

APOYOS EN EL PLANO

DESPLAZAMIENTOS

REPRESENTACION
GRAFICA

LINEALES ANGULARES
X
NOMBRE Ox Oy %]
Apoyo
desllgante «0 =0 £0
rodamiento 1
Apoyo - z
directo #0 =0 =0 - f
Lo
Apoyo guiado =
(articulado) =0 =0 =0 Qzé# :
Ry
Apoyo =0 =0 -0 ,[
Ry
Apoyo - -
guiado #0 =0 =0 ¢
T /} Mz
R
Apoyo tipo = - = Jl—
empotramiento =0 =0 =0 R ——— ne
o
Ry
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Tabla 11.2.2.2 Apoyos en el espacio (referoncin 6)

APOYOS EN EL ESPACIO

DESPLAZAMIENTOS

.

REPRESENTACION

X y LINEALES ‘ ANGULARES GRAFICA
~a
NOMBRE Sx | By | 87 Ox | Oy | Dz |
* T S B Rz
Apoyo tipo 1‘
bola o o nl=nl
articulacion de =0/=020=0|=0
rodilla
Cojinete soporte sol=0ol=0lx0l=0

simple

Cojinete soporte
simple con flecha

cuadrada
oSl |<0j=0] =0l <0 | -0 =0
e tniee | =0|=0[=0|=0 =0 =0
Bisagra =0{=0|=0|=0|=0
Apoyo tipo =0l=0{=0l=0|=0

empotramiento




TIPOS DE APOYO

A continuacion, veremos algunos ejemplos de diferentes tipos de apoyo y
conexiones en las estructuras y sus modelos idealizados. En la figura 11.2.2.4,
observamos conexiones columna-cimentacion en acero. Este tipo de conexion,
restringe todas las posibilidades de giro y desplazamientos.

dx =0
dy =0
Dz=0
x
4
7
Rx —=—— Mz
Nudo rigido ' /

Ry

referencia 3)

Figura 11.2.2.4 Conexiones columna-cimentacion en acero

En la figura 11.2.2.5, tenemos conexiones viga-columna en acero. Este tipo
de conexién, se idealiza como un empotramiento, puesto que también restringe los
giros y desplazamientos.

=

Nudo rigido

(referencia 3)

Figura 11.2.2.5 Conexiones viga-columna en acero
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También podemos tener conexiones viga-columna y columna-cimentacion y
ser idealizadas no como empotramiento, sino como apoyos libres, en los cuales no
existe restriccién al giro, tal como se muestra en la figura 11.2.2.6.

PR S

»—qr})gz = \ _‘:&Q-_\_\—;LJ—
- t Y

Articulacion Articulacion

o

Figura 11.2.2.6 Conexiones viga-columna y columna-cimentacion en acero (referencia 3)

Los apoyos en puentes vehiculares son otro ejemplo. En este tipo de apoyo,
tenemos un apoyo directo de la plataforma de rodamiento sobre las columnas de
apoyo, el cual podemos idealizar como un apoyo deslizante (figura 11.2.2.7).

— barra(s)

Ry

Figura 11.2.2.7 Apoyo en puente vehicular
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Un ejemplo mas serfa una losa de concreto sobre muro de mampostoria
(figura 11.2.2.8). La losa, al flexionarse, tiende a producir giro y flexién en los
muros, pero las holguras y la deformabilidad del mortero de las hiladas adyacentes
producen rotaciones locales que liberan a los muros de las flexiones y hacen que

la losa funcione como simplemente apoyada.

.,1, —
- Muro de
g mamposteria
A | | | A
Aplastamiento h ‘ ‘ ' —
de! mortero S~ . g
== -
Losa de concrato
-4
a) Delormacién de losa y muros
L "
A AN
b) Modelo para analisis de la losa

Figura 11.2.2.8 Losa de concreto sobre muro de mamposteria (referencia 3)

En el caso de columnas sobre zapatas (figura 11.2.2.9), conviene considerar
apoyos articulados a menos que se trate de un suelo extraordinariamente rigido, o
a menos que se tengan contratrabes de liga que restrinjan el giro.

. . DU

Marcos eny Marcos en x

4

Figura 11.2.2.9 Columnas sobre zapatas (referencia 3)
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1.3 ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Para determinar la fuerza resultante de mas de dos fuerzas, es conveniente
determinar las componentes rectangulares de cada fuerza a lo largo de los ejes
correspondientes, sumar dichas componentes algebraicamente y después obtener
la fuerza resultante.

La fuerza resultante o resultante de un sistema de fuerzas, es aquella
fuerza y/o momento que produce los mismos efectos que sus componentes
(sistema equivalente).

Entonces la fuerza resultante estara dada por:
R =XF;
donde:

F; = componentes del sistema
R = resultante

Al descomponer una fuerza en sus componentes rectangulares (figura
11.3.1), éstas se ubicaran a lo largo de los ejes x y y, respectivamente. Utilizando
un sistema cartesiano ortogonal, tenemos:

F=Fx+Fy

donde:
F = fuerza

Fx, Fy = componentes o proyeccion de la fuerza F en direccién x y y
respectivamente

Fx = Fcos® (componente en X)

Fy F Fx = Fsen® (componente en Y)

o <

F = (Fx) +(Fy)
(magnitud de la fuerza)

[}
O=tan"(Fy)
Fx Fx

(direccién de la fuerza)

B x Figura 11.3.1 Componentes de una fuerza

40



ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Ahora, el momento de una fuerza con respecto a un punto o eje, da a
conocer en qué medida existe tendencia en una fuerza a causar la rotacion de un
cuerpo con respecto a un punto o gje.

En el plano, el momento de una fuerza queda definido por:

Mego = Fd

donde:

M, ,, = momento de la fuerza con respecto a un punto

F = magnitud de la fuerza

d = brazo de palanca o distancia perpendicular desde el eje en el punto "O"
hasta la linea de accién de la fuerza.

Si una fuerza no ha sido descompuesta, el momento queda definido por:
M, =rxF=r Fsen0
@ =dnguloentretr y F

Para comprender mejor lo anterior veamos la figura 11.3.2:

e

PR

b — — —_—— —_—— —

. —— X

Figura 11.3.2 Momento de una fuerza con respecto a un punto
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ECUACIONES DE EQUILIBRIO

l?[sen& = d = distancia minima del punto con respecto al cual se produce

el momento de la fuerza F y la linea de accion de F .

M,.,, = Fd (magnitud del momento de una fuerza con respecto a un

punto).

Para finalizar, si la fuerza se represente por sus componentes el momento
de la resultante = “Momentos de las componentes.

Mr=F,x-F.y

Para que una estructura o parte de ella esté en equilibrio bajo la accion de
una sistema de cargas, debe satisfacer (para el caso en dos dimensiones) las tres
ecuaciones del equilibrio de la Estatica, ya que para fines de analisis y disefio, la
mayoria de las estructuras pueden considerarse planas, sin pérdida de exactitud.
En esos casos la suma de las fuerzas en las direcciones x y y, asi como la suma
de los momentos respecto a un gje perpendicular al plano debe ser cero.

Por lo tanto, usando los ejes cartesianos x. y y z, las ecuaciones pueden
escribirse de la siguiente manera:

. i At i
SFx =0 | YFy = 0 Mz =0

Estas ecuaciones describen la afirmacion de Isaac Newton de que para
cada accion sobre un cuerpo en reposo, hay una reaccion igual y opuesta. Si la
estructura bajo consideracidn es una viga, una armadura, un marco rigido, etc., las
ecuaciones de la Estatica deben satisfacerse para que tal estructura permanezca
en equilibrio.

Para identificar completamente a una fuerza, es necesario determinar tres
caracteristicas de ella: su magnitud, su sentido y su linea de accion o direccidn.
Todos estos valores se conocen para las cargas externas, pero para una reaccion
solo se conoce el punto de aplicacion y tal vez también la direccion.

El nimero total de incognitas que pueden obtenerse con las ecuaciones de
la estatica, esta determinado por el numero de ecuaciones disponibles. No hay
ninguna diferencia entre cuantas reacciones tenga una estructura bidimensional o
cuantas incognitas tenga cada reaccion; hay tres ecuaciones de la estatica que
pueden usarse para determinar solo tres incognitas en cada estructura. La
determinacion de mas de tres incognitas necesita emplear ecuaciones adicionales
a las de la estatica.
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11.3.1 CONVENCION DE SIGNOS

La convencion particular de signos usada para tension, compresién, etc., es
de poca importancia, mientras se use un sistema consistente. La mayor parte de la
bibliografia utiliza la convencion de signos como sigue:

1. Para momentos se usa un signo positivo si es en sentido de las manecillas
del reloj y para momentos con sentido opuesto un signo negativo. Este
sistema es de menor importancia que el de la tension y la compresion; lo
que importa es usar siempre la misma convencidon de signos para los
momentos a lo largo de un problema a fin de evitar confusiones.

2. En muchos casos es posible determinar el sentido de una reaccion por
inspeccion. Pero cuando esto no es posibile, se supone un sentido y se
escribe la ecuacion correspondiente de equilibrio. Si al resolver la ecuacién,
el valor numérico para la reaccién es positivo, el sentido supuesto fue
correcto; si el valor resulta negativo, el sentido supuesto fue incorrecto.

11.3.2 REACCIONES CALCULADAS CON LAS ECUACIONES
DE LA ESTATICA

El calculo de reacciones por medio de las ecuaciones de la estatica, lo
podemos ilustrar con el ejemplo 11.3.2.1. El ejemplo muestra una barra viga
apoyada en sus dos extremos, del lado izquierdo tenemos un apoyo fijo y del lado
derecho un apoyo deslizante, y sobre ella actuan tres fuerzas concentradas en
diferentes lugares.

Ahora, debemos poner atencion en los apoyos para determinar cuantas
reacciones son las que tenemos como incognitas. En el apoyo fijo existen dos
reacciones (en x y en ¥) y en el apoyo deslizante una reacciéon (en y).

La fuerza de magnitud 20 toneladas, tiene una inclinacién de 60° con
respecto a la barra. AQui es recomendable descomponer la fuerza en sus
componentes para facilitar los calculos.

Al aplicar la ecuacion *Ma = 0, tenemos el punto A como centro de
mcmentos y observamos gue las lineas de accion de dos de las incdgnitas pasan
por éste, lo que significa que solo nos queda una reaccion como incoégnita, cuyo
valor quedara determinado al aplicar la ecuacion. Los otros dos valores de las
incoégnitas los podemos obtener con las ecuaciones SFx =0y TFy = 0.

La solucion del problema puede verificarse tomando momentos con
respecto al otro apoyo (B).
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EJEMPLO 11.3.2.1

Caicular las componentes de reacciéon para la viga mostrada.

20T 18T 10T

A _,_,__,,,‘i’%\ U J_H 8

t—— am —-ebe e 3 e Am - eele— 2m j
B 2m

17.327T 15T 10T

t—— 3m ot 3 e 4m ———ee- 2m --j
2m

Solucién:

IMa=0; (17.32)(3) + (15)(6) + (10)(10) — (Rey)(12)=0
Rgy =20.16 T

EFx=0; 10—RAX=O
RAX=10T

ZFy=0; Ray - 17.32 -16-10+20.16 =0
Ray =22.16 T

Comprobacion:

SMs=0; (22.16)(12) — (17.32)(9) — (15)(6) — (10)(2) = O
0.04~0
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Ejemplo 11.3.2.2

Calcular las reacciones del marco.

2T 30T

e a
//' Rex =2 Re

3m

20T Rav=gRaI * Re
—+- ] 3
K
Im
—= A
Rax 2247
Rav

Solucién:

IMa=0; (20)(3) + (20)(3) + (30)(6) — (Rex)(6) — (Rav)(9) = 0
60 + 60 + 180 — (} Re)(6) — (; Re)(9) = 0

Rg=27.78T
Rex =16.67 T
RBY =2222T

ZFx=0; 20-1667—-Rax=0
RAX =3.33T

ZFy=0;, Ray—20-30+22.22=0
RAY =27.78T

Comprobacion:

IMp =0; (27.78)9) + (3.33)(6) — (20)(3) — (20)(6) — (30)(3) =0
0=0
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Un elemento estructural que sirve en varias ocasiones como conexién, con
la caracteristica de no poder transmitir un momento es el que se conoce como
articulacion, la que se idealiza como se muestra en la figura 11.3.2.1.

Idealizacién:

\ articutacidn

Figura 11.3.2.1 Idealizacién de una articulacion

Por lo tanto, en una articulacion no se transmiten momentos, por lo que en
un punto cualquiera “"A" de una barra, la suma de momentos hacia cualquiera de
sus extremos es igual a cero.

Entonces tendriamos: 2Mizqa =0
Z'V|derA = 0

Las dos ecuaciones anteriores, provienen de la ecuacién general M = 0,
por lo que una articulacion proporciona una condicién adicional.

Un ejemplo en el que interviene una articulacion, lo vemos en el ejemplo
11.3.2.3, donde se tienen tres apoyos (uno fijo y dos libres) y una articulacion.

Analizando, tenemos cuatro incognitas y tres ecuaciones basicas de la
estatica, pero como existe una articulacion en el punto "D”, es posible tener una
condicion adicional (una ecuacion mas para completar un sistema de ecuaciones
compatible determinado, cuatro incognitas con cuatro ecuaciones) haciendo suma
de momentos en la articulacion a la izquierda o a la derecha.

Resolviendo, podemos comenzar haciendo una suma de momentos en “D”
a la derecha, con o que obtenemos el valor de la reaccion R¢y. Posteriormente,
haciendo suma de momentos en "A", se obtiene el valor de Ryy. las dos incognitas
restantes (Rax y Rav). las obtenemos haciendo suma de fuerzas en "Y'y en "X".

Podemos comprobar si nuestros resultados son correctos aplicando suma
de momentos en "D", pero ahora a la izquierda, en donde debemos obtener un
valor de cero, o en su defecto, muy cercano a dicho valor.
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Ejemplo 11.3.2.3 Obtener reacciones.

5T

A//\” -
R 7/ 7.
TRAY
I P N

A

“

ce

‘ Rey

——L-—~ 25m ‘—L—FL-- 2m

4 incdognitas

3 ecuaciones de la estatica

1 ecuacién adicional (articulacion)
Solucion:

EMpger = 0;

10(2.5) ~ Rey(3) =0
Rcy =833T

ZMa=0

5(3) — Rey(5) + 10(10.5) — Rcy(11) =0

15 — 5Rgy + 105 -8.33(11)=0
RBY =567T

EFY = 0;

RAy—5+RBY-1O+RCY=
Ray—-5+5.67—-10+ 8.33
RAY=1T

0]
=0
ZFx =0;

Rax=0T
Comprobacion:
EMpizq = 0;

Rav(8) — 5(5) + Rgv(3) = 0

1(8)—-25+5.67(3)=0
0.01=0
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1.4 COMPORTAMIENTO LINEAL

En el analisis de estructuras, las cargas pueden caracterizarse por ser
concentradas (como lo han sido en los ejemplos anteriores), y distribuidas
linealmente.

La intensidad de las cargas distribuidas linealmente es variable puesto que
dependen de una ley de variacion y actuan sobre una longitud determinada.

Veamos la figura 11.4.1, en la que se muestra el comportamiento y analisis
de una fuerza que varia segun una ley de distribucién.

Y dF

oLy =1(x)
ley de variacién

i
I
|
|
v R = resultante

X = posicién de la
S resultante

[SUSSENNSSR 4 e — x

Figura il.4.1 Resultante de una fuerza que varia segun una ley de distribucién

Ahora, lo que nos interesa es encontrar el valor de la resultante R y de su
posicion x .

dF = y(x)dx = dArea

R= J'dF = Iy(x)dx

R = Area bajo la curva de distribucién de la fuerza f(x)
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Si calculamos el momento de R, tenemos:

Rx = Momentos de las componentes
Rx = j xdF = J‘ xy(x)dx

Rx = Momento estatico del area bajo lacurva=Q

X = g = posicion del centroide

E la figura 11.4.2, se muestra el caso mas sencillo que es el de la carga
uniforme. Primeramente se analiza con integracion y después podemos observar
que se puede hacer un analisis mas sencillo, donde la carga uniforme tiene la
forma de un rectangulo, y sabemos que la fuerza resultante R es igual al area bajo
la curva. El area de un rectangulo esta dado por el producto de la base por la
altura, entonces tendriamos que R = wlL. Solo falta analizar el signo o sentido de la
carga, y como la carga esta en sentido contrario al sentido del eje y, finalmente
tenemos que R = -wl.  Ahora, la fuerza resultante R se extiende a través del
centro geometrico o centroide de esta area rectangular, de tal forma que v= L =
L/2.

Pasando al caso de una carga triangular, se puede hacer un analisis similar
al de la carga uniforme. En la figura 11.4.3 se muestra el valor de la resultante y de
la posicidn del centroide obtenidos mediante integracidn y mediante un analisis
geométrico, en el que el area bajo la curva se obtiene mediante el area de un
triangulo (A = 2 bh) y la posicion del centroide o centro geomeétrico esta a 2/3 de
distancia sobre el eje horizontal con respecto al origen, que representa el inicio de
la carga o donde su valor es cero.
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Obtencion de la magnitud de la fuerza
resultante y de la posicién del centroide
mediante integracion.

y=w
p(x)=-w
R= fp(x)dL = f— wdx = —wx:
R =-wlL
—wx?f'
Q= fx(—w)dx =-—"-
0
—wl?
Q= 5
_—wl?
= _w T2 X=2

Obtencion de la magnitud de la fuerza
resultante y de la posicidon del centroide
mediante analisis geométrico.

Area del rectangulo = R

A =bh
b=1L
h=w
A=wlL

Sentido de la carga: (-) negativo
R=-wlL

La posiciéon del centroide es:

Figura 11.4.2 Resuitante de una carga constante
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-~

i

g =

X

Obtencion de la magnitud de la fuerza
resuitante y de la posicidon del centroide
mediante integracién.

y=00="7x
P =~ x
q q x?|
R—‘ - - d=— ——
f-xae=-2%]
qlL
R=-9%
2
q qx°
__qb?
Q= 3
_qr
_ 3
T _qL
2
2
x-3L

de la fuerza
del centroide

Obtencién de la magnitud
resultante y de la posicion
mediante analisis geométrico.

Area del triangulo = R

Sentido de la carga: (-) negativo

L
R=-9%
2

La posicién del centroide es:

x=_b
3

Figura 11.4.4 Resultante de una carga lineal
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Para dejar mas en claro lo anterior expuesto, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 11.4.1

Obtener la fuerza y posicién de la fuerza resultante de la siguiente ley de
distribucion y obtener reacciones.

~—- 12 Tim
A e Lﬁﬁ‘ l_ {
'ﬁ&"%
i RaY
Obtencion de p(x). Posicion de la resultante:
_ 2. — 0 =
y—kx s yx_;o—O, _V!x_a—12 Q=fxp(x)dxzfx(_ 3 x?)dx
12 = k(8)? , 16
4
(o 12_3 Q=-3% _-_192
64 16 16 4,
=3 2 Q192
=16 X*RT _32
p(x)=~y x=6m
3
P(x)=— 16 X z Valor de las reacciones:
ZFx = 0,' RAx =0T
Valor de la resultante R :
R= x)dx ZMA = 0.' 8R3y— 32(6) =0
fpeo Roy=24T
3 3 x° x2
R = —1~6-x2dx=--1—g—3-=—?é; =-32 |5F, =0 Rgy—32+Ray=0
0 24 -32+ Ray=0
R=-32T Ray=8T
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Ejemplo 11.4.2

Obtener reacciones.

2T/m

§Tm

Fuerzas resultantes:

R =N 37
R, =(4)(2)=8T

Posicion de las fuerzas resultantes:

2
x,=3(3)=2m
1
X,= _(4)=2m
2 2()

Reacciones:
JF, =0, Rax=0
SFy=0; RAy—R1—R2=0

RAy—3—8=0
Ray=11T

EMx=3=0;

-Ma - Ri(1) + R2(2) + 5+ Ray(3) =0
-My—3(1) +8(2) + 5+ 11(3) =0
My=-3+16+5+ 33

MA=51 Tm

Comprobacion:

EMA=0,'

-Ms + R(2) +R>(5) +5=0
-51+3(2) +8(5) +5=0
-51+6+40+5=0

0=0
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COMPORTAMIENTO LINEAL

Ejemplo 11.4.3

Obtener reacciones.

Primero obtenemos las fuerzas resultantes
de las cargas constantes, como se hizo en

los ejemplos anteriores:
R =2(5)

R1 =10T

R, = 2(3)

Rz =6T

Reacciones:

ZMB:zq = 0:'

Rax(4) + Rav(3) - 10(2) =0

SMp = 0;
-Rax(4) + Ray(8) + 10(6) — 5(2.5) + 6(1.5) = 0

Tenemos un sistema de ecuaciones:

4RAx + 3Ray - 20=0
-4Rsx + BRay — 56.5=0

Resolviendo el sistema:

Rax=7.49T
RAy =-332T
En los resultados anteriores debemos

observar que el valor de R,y es negativo, lo
que nos indica que el sentido supuesto de
dicha reaccion es el contrario.

)._Fx=0,'

-7.49+ 10+ 6~ Rpx =0
RDX =851T

ZFV = O,'
-3.32-5+Rpy=0
Rpy=8.32T

Comprobacion:

ZMager = O;
5(2.5) - 6(6.5) + 8.51(8) — 8.32(5) = 0
0.02 <0
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PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

1.5 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

En el analisis estructural, nos encontraremos con estructuras sujetas a un
gran numero y tipos de fuerza (concentradas, uniformes, triangulares, etc.). Para
ayudarnos en tales situaciones existe una herramienta extraordinariamente util, el
principio de superposicion.

E! principio dice lo siguiente: si el comportamiento estructural es
linealmente elastico, las fuerzas que actuan sobre una estructura pueden
separarse o dividirse en cualquier forma conveniente para analizar luego la
estructura para cada caso por separado. Los resultados finales pueden
obtenerse entonces sumando los resultados individuales. E! principio se
aplica no sélo a reacciones, sino también a cortantes. momentos. esfuerzos,
deformaciones y desplazamientos.

Asi, por ejemplo. st en una estructura tenemos diferentes tipos de fuerzas
actuando sobre ella, para facilitar el calculo de las reacciones es posible hacer el
analisis por separado de cada fuerza sobre la estructura y al final sumar
algebraicamente fas magnitudes de las reacciones; por otro lado. tambien pueden
obtenerse fuerzas resultantes de los diferentes tipos de cargas y hacer un calculo
de las reacciones con todas las fuerzas resultantes actuando sobre la estructura.

Para comprender mas claramente la idea anterior veamos la figura l1.5.1, en
la que se muestra una viga bajo la accion de una carga con una ley de distribucion
particular. En este caso es posible descomponer la fuerza en varias mas sencillas
para analizar y obtener las resultantes de cada una de ellas, de esta manera sera
mucho mas practico obtener las reacciones en los apoyos.

PP RERRREE R RERRE NN L. L. .. (N RERNRNN A .. as

.4-:-': L S " & ey ify _._”" ; ﬁ

Figura I1.5.1 Descomposicién de una carga

En la figura anterior podemos observar no es sencillo determinar facilmente
la magnitud y posicion de la fuerza resultante, para esto, se divide la carga en
otras tres mas sencillas y asi tener una resultante para cada una de ellas.
Posteriormente, para determinar las reacciones, solo basta aplicar las ecuaciones
de la estatica como lo hicimos en los ejemplos correspondientes al tema de
ecuaciones de equilibrio.
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PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Ejemplo 11.5.1 Obtener reacciones.

Planteamiento del problema:

d 6m -

En este ejercicio, tenemos una carga bajo una ley de distribucion variable
actuando sobre una barra. Nuestro objetivo es calcular el valor de las reacciones
en los apoyos y, para esto, podemos empezar por analizar nuestra carga por
separado de la siguiente manera:

a)

S

‘1,... 5/\\4"’

— =% >
b) [N o o

] b |

e FARRRRRRRN!

o b

- _"2 \ oz 24

| RAY RBY
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PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

c)
- am -
e T T N
05 Tim P |
bl ._AT___W-J,-_»::I:IJ_LI_J_LLL B
/ A
R 717 AT,
Ray Rev
[ i em - -J
d)
l-- . 2m
15Tm }\
A ‘ B
R 2K 7
Rav Rey
[ om -

Solucion:
De la figura a):

Fuerza resultante:

R, = 7(27) —05T

De la figura b):

Fuerza resultante:
R>=3(1)=3T

De la figura c):

Fuerza resultante:

R, = 3(%5) ~0.75T

Posicién de la fuerza resultante:

X, = §(1) ~0.67m (desde A)

Posicién de la fuerza resultante:

X, = ;(3)=1.5;1.5+1=2.5m (desde A)

Posicion de la fuerza resultante:

X, =§(3)=2;2+1=3m (desde A)
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De la figura d):

Fuerza resultante: Posicion de la fuerza resultante:
R, = 2(72~5) =15T X, = %(2) =0.67:0.67+4=4.67m (desde A)

De esta manera obtenemos el siguiente arreglo:

e - 467m e
< X 11} =i
B
—=t 087 M -f=-- I {
R1 R2 Rs3 R4
A . ‘ PRI i e .A' e . . B
..._ A
Rax 72477 Z
j RAY Rsy I
- em -

Obteniendo reacciones:
ZF,, = O,' RAX =0T

IMa =0, R(0.67) + Rx(2.5) + R3(3) + R4(4.67) — Rgy(6) = 0
0.5(0.67) + 3(2.5) + 0.75(3) + 1.5(4.67) = 6Rgy
Rgy=285T

Fy=0 Rav—-05-3-075-15+285=0
Ray=29T

Comprobacion:

Mg =0 2.9(6)~05(5.33)— 3(3.5)-0.75(3) — 1.5(1.33) = 0
-0.01 =0
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HIPOSTATICIDAD, ISOSTATICIDAD E HIPERESTATICIDAD EN LAS ESTRUCTURAS

i1.6 HIPOSTATICIDAD, ISOSTATICIDAD E
HIPERESTATICIDAD EN LAS ESTRUCTURAS

Un sistema estructural cualquiera es isostdtico, cuando todas las
caracteristicas desconocidas de las fuerzas que actuan sobre cada uno de los
elementos del sistema pueden determinarse a partir de las ecuaciones de
equilibrio.

La isostaticidad de un sistema de elementos es una caracteristica intrinseca
a el como funcion del tipo de uniones internas y externas asociadas a sus
elementos, es decir. que es independiente de las caracteristicas de la condicidn de
carga a que se encuentre sometido el sistema.

Mediante el diagrama de cuerpo libre del sistema estructural, se determina
el numero total de incognitas del sistema. EI numero de incognitas lo
representamos con la letra (1)

Las condiciones analiticas de equilibrio, aplicadas a cada elemento del
sistema, permiten conocer el niumero total de ecuaciones independientes que se
pueden plantear para dicho sistema. El numero de ecuaciones independientes lo
representamos con la letra (E).

Como resultado de comparar las dos cantidades mencionadas (I y E), se
atribuye al sistema estructural en estudio cualquiera de los calificativos siguientes:

1. Si el numero de ecuaciones independientes es igual al numero de
incognitas, y se tiene un sistema de ecuaciones compatible y
determinado, la solucion sera Unica para las "'n” incognitas existentes.

I=E elsistemaes ISOSTATICO

2. Siel numero de ecuaciones independientes es mayor que el nimero de
incognitas del sistema estructural, el sistema de ecuaciones planteado
es incompatible y no tiene solucién.

I<E elsistema es HIPOSTATICO
3. Siel numero de ecuaciones independientes es menor que el nimero de
incognitas del sistema estructural, el sistema de ecuaciones planteado

es compatible e indeterminado y tiene una infinidad de soluciones.

I>E el sistema es HIPERESTATICO
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HIPOSTATICIDAD, ISOSTATICIDAD E HIPERESTATICIDAD EN LAS ESTRUCTURAS

Puede presentarse el caso particular en el que el numero de ecuaciones
independientes es igual al numero de incégnitas de! sistema estructural, pero el
sistema de ecuaciones planteado no es compatible y determinado. Por lo tanto, no
cumple con la definicion de sistema isostatico.

El caso antes mencionado. se presenta en aquellos sistemas estructurales
formados por conjuntos de elementos. tales que, hacen que una porcion del
sistema tenga uniones excesivas, es decir, que sea hiperestatica y logran que otra
se comporte como hipostatica Esta situacion, aunque mantiene la igualdad entre
el numero de ecuaciones independientes y de incognitas del sistema, no esta
asociada a un sistema de ecuaciones compatible determinado, ya que no se
mantiene la estabilidad del sistema estructural en estudio. Analicemos este caso a
partir de la figura 11.6.1.

5 kN TTC
B 1 c ' -
3, 5

3 5
| B R
4 l '

A 2 D — A® 2 == ®Di™
t I Loy
| | !

4 6
i 4 °

brr e 2N

Figura 11.6.1 Sistema estructural en | que se muestran el numero de incognitas de cada
elemento

En la figura de arriba, tenemos un sistema estructural y el numero de
incégnitas de cada uno de sus elementos. Con base en lo anterior, podemos ver
que la barra seis tiene seis incognitas; las barras tres y cinco, tienen 5 incégnitas;
las barras dos, cuatro y seis, tienen cuatro incognitas, los nudos B y C, tienen tres
incognitas y los nudos A y D, tienen dos incognitas (articulaciones).

Sabemos que a cada barra y nudo le podemos aplicar las tres ecuaciones
de la estatica, y a las uniones articuladas sdlo dos; de esta manera podremos
determinar el numero de ecuaciones independientes con las que contamos una
vez que ya sabemos el numero de incognitas que tenemos.
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HIPOSTATICIDAD, ISOSTATICIDAD E HIPERESTATICIDAD EN LAS ESTRUCTURAS

Para facilitar el analisis tomemos la siguiente notacion:
b; = barra con “i” incégnitas
nj = unioén de “fj" incégnitas

B; = barra de ‘j” ecuaciones

Nuestro sistema estructural, tomando en cuenta la notacion descrita, queda
de la siguiente forma:

ns, i bs ns3
bs bs
nze . b T nz
b4 ba

Figura 11.6.2 Sistema estructural en el que se muestran el nimero de incognitas por
elemento

Ahora, podemos comparar el numero de incognitas del sistema estructural
contra el nimero de ecuaciones independientes con que contamos:

Incégnitas: Ecuaciones:

1Xbg= 6 6 X By= 18

2Xbs=10 2Xn3= 6

3Xbs=12 2Xn=_4

1=28 E =28
I=E
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Con el resultado anterior, podriamos determinar que la estructura es
isostatica, pero no es asi. Un analisis mas detallado, dividiendo la estructura en las
secciones indicadas en la figura |1.6.3 a) y b), proporciona el resultado siguiente:

ns be ns3 ba )
c D n2e B E T n2
| |
|
bs ‘{ bs ba * ba
i i
i A F
nze B Een:z ;;
a) b)
Figura 11.6.3 Sistema estructural analizado por secciones
De la seccién BCDE (figura 11.6.3 a)) tenemos:
Incognitas: Ecuaciones:
1Xbs= 6 3XB3=9
2Xbs=10 2Xn3= 6
1=16 E=15

I>E
HIPERESTATICA

Por otra parte, de la seccion ABEF, tenemos:

Incégnitas:
3Xbs=12
1=12
I<E
HIPOSTATICA

Ecuaciones:

3XBxi=9
2Xn= 4
E=13
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Por lo anterior, podemos concluir que el sistema estructural no es isostatico
como lo aparentaba ser en primera instancia.

Cuando un sistema estructural se encuentra en la situacion descrita, se dice
que tiene una distribucion critica de sus elementos.

Para asegurarse de que un sistema estructural tiene solucién, es necesario
garantizar su isostaticidad teniendo en cuenta:

1.

La igualdad entre el nimero de ecuaciones independientes y el numero
de incognitas del sistema.

La estabilidad de! sistema estructural, para garantizar que el sistema de
ecuaciones planteado es compatible y determinado, teniendo una
solucion unica.

11.6.1 GRADO DE HIPERESTATICIDAD (GH) DE UN SISTEMA

ESTRUCTURAL

Grado de hiperestaticidad de un sistema estructural, es la diferencia entre
el nimero total de incdégnitas del sistema y el numero total de ecuaciones
independientes que pueden plantearse en funcién de las condiciones analiticas de

equilibrio.

GH=I-E

donde siempre se cumple que | > E, por ser hiperestatico el sistema.

Para determinar el grado de hiperestaticidad se siguen los siguientes pasos:

1.

Se obtienen los diagramas de cuerpo libre de todos los elementos que
forman el sistema.

Se determina el numero de incognitas del sistema de fuerzas que actuan
sobre cada elemento en particular, y se calcula el total de incégnitas del
todo el sistema estructural: suma de las incdgnitas de cada elemento.

Se calcula el numero de ecuaciones independientes que permita
establecer la estatica, segun el tipo de sistema de fuerzas que actue
sobre cada elemento. y se determina e! total de ecuaciones
independientes del sistema estructuralr suma de las ecuaciones
independientes de cada elemento.

Si el numero de incognitas es mayor que el numero de ecuaciones
independientes del sistema, se calcula el valor de GH, de acuerdo con la
expresion GH = | — E; donde | > E.
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11.6.2 DETERMINACION DEL GRADO DE LIBERTAD (GL) DE
UN SISTEMA ESTRUCTURAL

Grado de libertad de un sistema estructural hipostatico, es la diferencia
entre el total de ecuaciones independientes que pueden plantearse en funcién de
las condiciones analiticas de equilibrio y el total de incégnitas del sistema.

GL=E-1|

donde siempre se cumple que | < E por ser hipostatico el sistema considerado.

Para determinar el grado de libertad de un sistema estructural, se siguen los
tres primeros pasos para la determinacion del grado de hiperestaticidad. El cuarto
se sustituye por el enunciado siguiente:

Si el numero de ecuaciones independientes es mayor que el numero de
incognitas, se calcula el valor de GL, de acuerdo con la expresion GL = E — |;
donde | < E.

Hemos visto que dependiendo del ndmero de incognitas y ecuaciones
independientes que tengamos en nuestro sistema estructural, tendremos una
estructura isostatica, hiperestatica o hipostatica, y también que. si es hiperestatica
podremos calcular el grado de hiperestaticidad y que si es hipostatica podremos
calcular el grado de libertad. Lo anterior, a manera de resumen, lo podemos
esquematizar en el siguiente diagrama de flujo (figura 11.6.2.1):
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Obtener el diagrama de cuerpo
libre de todo el sistema estructural
|

|

v

Determinar numero de incognitas (1)
de todo el sistema estructural

|
\ 2

Calcular numero de ecuaciones (E)
Independientes del sistema estructural

Compararly E

I=E

ISOSTATICO

No Si
’ I<E .
N A,
Verificar {a estabilidad del
sistema estructural para ga-
rantizar que el sistema plan-
Entonces: HIPOSTATICO teado es compatible y deter-
I>E minado
HIPERESTATICO
1
v
GH=I1-E GL=E-|

Figura 11.6.2.1 Diagrama de flujo para determinar si una estructura es isostatica,
hipostatica o hiperestatica
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Ejemplo 11.6.2.1

ns | bs I n3
B C
bs ) ba
Lo

A 7
Incégnitas: Ecuaciones:
1Xbg= 6 3XBs;= 9
1Xbs= 5 2Xn;= 6
1Xbs= 4

- E =28
1=15
i=E
ISOSTATICA
Ejemplo 11.6.2.2
N _——b‘ef . \\
A B
Incégnitas: Ecuaciones:
1Xbg=_6 1XB3=_3
I= 6 E= 3
I>E
HIPERESTATICA
GH=I1-E
GH=6-3=3
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Ejemplo 11.6.2.3

n2
ns | bs o bs N3 bs
: c D
be
E
7
Incégnitas:
3Xbsg=18
4 X bs =20
| =38
1>E
HIPERESTATICA
GH=I1-E

GH=38-34=4

be

o I
N

Ecuaciones:

7XB3s=21
3Xn3= 9
2Xng= 4

E =234

Ejemplo 11.6.2.4

A B
Incognitas:
2Xbs=10
I=10
1>E
HIPERESTATICA
GH=I1-E

GH=10-8=2

Ecuaciones:
2XB;= 6
1Xny= 2

E= 8
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Ejemplo 11.6.2.5

* be eon
nz 8 c 2
ba, J;bd
" o]
Incégnitas: Ecuaciones:
3Xbs=12 3XB;= 9
2Xn;=_4
1=12 2XAn= 4
E=13
I<E
HIPOSTATICA
GL=E -1
GL=13-1=1
Ejemplo 11.6.2.6
n
/’/.i\
b © \\
| B D
b4 bs
A E
Incégnitas: Ecuaciones:
1Xbs= 5 4 X B;=12
3Xbs=12 3Xn= 6
| =17 E=18
I<E
HIPOSTATICA
GL=E -1

GL=18-17=1
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DEFINICION DE MOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA CORTANTE Y FUERZA AXIAL

ll. ANALISIS DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS
SOMETIDAS A FLEXION

IIl.1 DEFINICION DE MOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA
CORTANTE Y FUERZA AXIAL

En el capitulo anterior, hemos manejado unicamente fuerzas externas que
actian sobre un cuerpo. Existe otro tipo de fuerzas denominadas elementos
mecanicos, que son las fuerzas internas que actuan en dicho cuerpo. A estos
elementos mecanicos especificamente se les conoce como momento flexionante,
fuerza cortante y fuerza axial.

Antes de definir cada uno de los elementos mecanicos, consideremos una
viga como la mostrada en la figura HI.1.1 a), en la que actuan fuerzas
concentradas y distribuidas junto con las reacciones, que se suponen conocidas.
Cualquier parte de esta viga a uno y otro lado de un corte o seccidén imaginaria,
tomada perpendicularmente al eje del elemento, se puede tratar como cuerpo
libre. Separando esta viga por la seccion S — S. se obtienen los dos segmentos
indicados en lil. 1.1 b) y c) de la misma figura Es importante recalcar que el corte
atraviesa la carga distribuida y la separa también.

W|.‘, : P

. W
R i SRR RER R
P2 attrtdbifnnnd e ;HMJ.,‘Ld_LUH .y

a) o S U S °
. i s A
. N7 Rax 7
}ﬂn Rar

| T P s W
c) N /. ’ﬂ““_’ﬁ__/ L !
oA

Figura lll.1.1 Elementos mecaénicos en las secciones de una viga

69



DEFINICION DE MOMENTO FLEXIONANTE, FUERZA CORTANTE Y FUERZA AXIAL

Uno y otro segmento de la viga estan en equilibrio y las condiciones de éste
requieren la existencia de un sistema de fuerzas en la seccidn transversal del
corte de la viga. En general, en una seccion cualquiera se necesita una fuerza
vertical y un momento para mantener la parte de la viga en equilibrio.

111.1.1 FUERZA CORTANTE EN VIGAS

Para mantener en equilibrio un segmento de viga como el de ia figura I11.1.1
b), debe haber una fuerza vertical interna en la seccidn para satisfacer la ecuacion
ZFy = 0. Esta fuerza interna V, que actua perpendicularmente al eje de la viga, se
llama fuerza cortante. Tal fuerza es numéricamente igual a la suma aigebraica de
todas las componentes verticales de las fuerzas externas que actuan sobre el
elemento aislado, pero tiene sentido contrario. De manera semejante, la fuerza
cortante en la misma seccion también es igual numeéricamente pero opuesta en
sentido, a la suma de todas las fuerzas verticales a la derecha de |la seccién, como
se muestra en la figura llt. 1.1 ¢)

También cabe senalar. que la misma fuerza cortante sefalada en las
figuras 1l11.1.1 b) y c) en la seccidon S — S tiene sentidos contrarios en los dos
diagramas, para la parte que lleva la carga W, a la izquierda de la seccion S — S,
la viga proporciona en ésta una fuerza de apoyo hacia arriba para mantener las
fuerzas verticales en equilibric. De manera contraria, dicha parte cargada de la
viga ejerce una fuerza total vertical hacia abajo, figura 1lIl.1.1 ¢). En una misma
seccion transversal de una viga. la fuerza cortante puede tener uno u otro sentido
que dependera de cual segmento de viga se considere.

Como convencion de signos tomaremos la siguiente:

Una fuerza interna vertical hacia arriba correspondiente a las fuerzas a la
derecha de una seccion transversal dada, o una fuerza interna vertical hacia abajo
correspondiente a las fuerzas situadas a la izquierda de la misma seccién, son
positivas. El caso contrario correspondera a la fuerza cortante negativa (figura
n.1.1.1).

A4

Vv

Figura lIl.1.1.1 Convencién de signos para fuerza cortante
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11.1.2 FUERZA AXIAL EN VIGAS

Una fuerza horizontal N, también puede ser necesaria en una seccidn
transversal de una viga para satisfacer las condiciones de equilibrio. La magnitud y
el sentido de esta fuerza se deducen de una solucion particular de la ecuacion ZFx
= 0. Si la fuerza horizontal N actua hacia la seccion transversal, recibe el nombre
de fuerza de compresion; si actua alejandose de la misma, entonces se llama
fuerza de tension. El término fuerza axial se utiliza para referirse a una u otra de
las fuerzas mencionadas (compresion y tension). Es importante mencionar que la
linea de accion de la fuerza axial debe pasar siempre por el centroide del area
transversal de la viga.

LLa convencion de signos a utilizar sera la mostrada en la figura 111.1.2.1.

—-N

(-)

[ N

Figura lIl.1.2.1 Convencion de signos para fuerza axial

.1.3 MOMENTO FLEXIONANTE EN VIGAS

La condicion restante de equilibrio estatico para un problema en el plano, es
mediante la ecuacion SM; = 0. Esta. se satisface solo si se desarrolla un momento
resistente interno en el area transversal de la seccidon para contrarrestar el
momento originado por las fuerzas externas. El momento resistente interno debe
actuar en sentido contrario al momento externo para satisfacer la ecuacion de
suma de momentos. Se deduce de la misma ecuaciéon, que la magnitud del
momento resistente interno es igual a la del momento externo

Para determinar la magnitud del momento flexiocnante M. se puede tomar la
suma de los momentos de las fuerzas con respecto a un punto cualquiera, y
debemos incluir la suma de todas las fuerzas por sus brazos de momento. Las
fuerzas V y N no se exceptuan. pero para excluirlas, lo mas conveniente es
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seleccionar el punto de interseccion de estas fuerzas internas como el punto con
respecto al cual se toma la suma de momentos. Tanto V como N tienen brazos de
longitud cero y por lo tanto no existe momento producido por dichas fuerzas.

Por lo tanto, se dice que el momento flexionante M, es la suma algebraica
de los momentos de todas las fuerzas externas a la derecha o a la izquierda de
una seccioén particular, respecto a un eje que pase por el centroide de la seccion

transversal.

Un momento flexionante positivo, se define como aquel que produce
compresion en la parte superior y tensién en la parte inferior del area transversal
de la viga. El momento flexionante negativo, es el caso contrario al positivo. La
convencion de signos a utilizar queda indicada en la figura i11.1.3.1.

-

M

" -

0

. ;’ M
S
I \ M

Figura I11.1.3.1 Convencién de signos para momento flexionante
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1.2 OBTENCION DE ELEMENTOS MECANICOS PARA
VIGAS, MARCOS Y ARCOS

Los elementos mecanicos en cualquier seccion de una estructura, se
pueden obtener aplicando el método de las secciones. Dicho método lo podemos
resumir en los siguientes cuatro pasos:

Obtener reacciones.

Hacer un corte en el punto en donde se quieren obtener los elementos
mecanicos.

Aislar ambas partes de la estructura.

Aplicar las ecuaciones de equilibrio estatico.

how N=

Veamos un ejemplo, para el caso de una viga en la que queremos conocer
los elementos mecanicos en un punto especifico.

En la figura 111.2.1, tenemos una viga bajo la accion de una carga
concentrada al centro del claro, y deseamos conocer los elementos mecanicos en
elcorte C - C.

P
|
| C
I
!
S | C
Rax 1
e - w2 ok L2 .
- 3L -

Figura 1ll.2.1 Viga bajo la accién de una carga concentrada

Como primer paso, debemos obtener las reacciones en los apoyos. Dichas
reacciones las podemos obtener como lo hicimos en los ejemplos del capitulo |,
pero en este caso, como soélo se trata de una carga concentrada al centro del
claro, por simetria sabemos que cada apoyo debera soportar la mitad de la carga.
La reaccién horizontal en A es cero, debido a que no existen fuerzas paralelas a la
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viga actuando sobre ella. Ahora, que ya conocemos las reacciones, hagamos un
corte en C - C para aislar las dos secciones (figura 111.2.2).

5 I
A T Jl‘ 8
= | C =P
| Rav=§ ' Rey
Y - w2 -
e - aua

Figura l1l.2.2 Reacciones obtenidas en los apoyos

Si en C — C, aplicamos la ecuacion TFy = 0 a la izquierda de la seccién, en
donde incluimos a la fuerza cortante V para mantener el equilibrio de la misma,

tenemos:

Ru —P+V =0
P
PV
2
P
v==_
"2

En forma similar para M = 0, tenemos:

3 1
Rav(GL)-P(,L)+M=0

P 3 1
5 GL-P(,L)+M=0

moPL _3PL

4 8
m-_PL
8

Si realizamos los pasos anteriores, pero ahora para la seccién a la derecha
del corte C - C, llegamos a los valores:
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P

V=-,

PL
M="_
8

Los resultados anteriores los colocamos en las secciones aisladas como se
muestra en la figura 111.2.3.

P
iv=§
5 ~—y. M= PBL
': \\ _
A " - N=0
S
(Rm? i
M= B |
//’ 5
\‘ é RBYT= ;
v=g

Figura 111.2.3 Elementos mecanicos

Para finalizar el analisis en la viga, debemos observar que de acuerdo a la
convencién de signos, tenemos una fuerza cortante V negativa, y un momento
flexionante M positivo.

Resolvamos ahora el ejemplo de la figura 111.2.4, donde podemos observar
una viga bajo diferentes tipos de cargas y de la que se desean obtener los
elementos mecanicos en la secciobn S - S (en la figura ya se obtuvieron
previamente el valor de las reacciones).

Si separamos la viga por la seccidbn S — S, obtenemos dos secciones, y en
el punto de corte deben existir elementos mecanicos que mantengan el equilibrio
de las secciones mencionadas. Para facilitar el calculo, podemos obtener la
magnitud y posicidn de las cargas uniformes y descomponer la carga concentrada
inclinada (figura 111.2.5).
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3 ton/m ‘
2ton S
, 2 ton/m
”“UHHMJ“
_5_“_’[‘__,.F - T /l T T
A i
'S
ﬁ// Rax = 3.59 ton |
Rar = 9.42 ton Ray = 1.48 ton
. -l e S T P S
3m 1.6m 1m 1.56m 25m im

Figura ll1.2.4 Viga bajo la accion de cargas concentradas y distribuidas

4.5 ton 1.41 ton 2.5ton 2.5 ton
l l 1.41 ton ‘i
——
Ston o ; R —
A —_—
7 Rax=3.59 ton
Rar = 9.42 ton Rev = 1.48 ton
P NN S S O [ SN
2m 25m 1m 2125 m 0825m 0825m 1.625m

Figura lll.2,8 Fuerzas resultantes y posiciones de las cargas uniformes y concentradas
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Analizando la seccién izquierda de la viga para obtener los elementos
mecanicos en el punto de interés, aplicamos la ecuacién ZFx = 0 a la izquierda de
dicho punto, en donde debemos incluir a la fuerza axial P para mantener el
equilibrio de la misma, entonces tenemos:

5-359-141-P=0

P=0T

Ahora, para obtener el valor de la fuerza cortante V, aplicamos la ecuacién
ZFvy = 0, resuitando:

-45-141-25+942-V=0

vV=101T

Y finalmente, aplicamos la ecuacion EMg = 0:

- 4.5(6.25) + 9.42(3.75) — 1.41(2.75) - 2.5(0.625) - M =0
M=176 Tm

Por otra parte, analizando en el mismo orden anterior a la seccidn derecha,
tenemos:

P=0

V-=25+148=0

v=102T

2.5(0.625) - 1.48(2.25)+ M =0

M=177 Tm

Estrictamente, los valores de los elementos mecanicos en el punto de
interés deben ser iguales en cualquiera de las dos secciones. Los resultados
anteriores difieren ligeramente debido al redondeo de las cifras decimales.
También es importante mencionar que, el haber obtenido con signo positivo los
valores de los elementos mecanicos, significa que el sentido de los mismos fue

asignado correctamente.

El resumen de los resultados obtenidos para la viga analizada se muestra
en la figura 111.2.6.
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4.5 ton 1.41 ton 2.5 ton 2.5 ton
M=178tonm =
1.41 ton M=1.76ton m
et}
5 ton f L j — N=0 B ,____.-;— B
A
% Rax=3.59 ton %
V =1.01ton V =1.01 ton
Rav = 9.42 ton Rav = 1.48 ton|

Figura Ill.2.6 Elementos mecanicos

Caso similar resulta analizar un marco, en el que se aislan cada uno de sus
elementos y se calculan los elementos mecanicos a la izquierda y a la derecha del
corte en una seccion transversal.

Veamos la figura [11.2.7 a), en la que se muestra un marco sometido a
diferentes cargas. y en la que nos interesa conocer, por ejemplo, los elementos
mecanicos en el punto C de la estructura. Como en el caso anterior, primero
obtenemos las reacciones y después analizamos a ambos lados de dicho punto
para asi obtener ia fuerza cortante V, la fuerza axial N y el momento flexionante M.

En la figura 1i1.2.7 b), tenemos el marco con el valor de las fuerzas
resultantes de las cargas distribuidas y el valor de las reacciones en los apoyos;
en este ejemplo no se presenta el calculo de las reacciones (éstas se calculan con
la aplicacién de las ecuaciones de la estatica), s6lo presentamos el calculo de los
elementos mecanicos.
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4m
-
27T 4|T 2T
a) 0.5 T/m ; b)
CUTTTITTT T
IRERREERENR RIS I Y
—C D E [o) D E
0.3 T/m _EE 10m 3t -1 om
[
1 sm
-
A B - A B
Rax 247 éﬁ/ Rax=3T Rar=0375T Rey =8.375T
Rav Ravl
[ — . . S o
8m 2m

Figura 111.2.7 Marco bajo la accién de diferentes cargas

Analizando el tramo AC en el punto C, tenemos los siguientes elementos
mecanicos:

R, +N=0 Ruax ~3+V =0 Rax(10)=3(5)+M=0
~0.375+N=0 3-3+V=0 30-15+M=0
N=0375 T V=0T M=-15 Tm

Analizando en C a la derecha, tenemos:

N ~4-2+R,, +V =0 4(4)+2(10)~R,, (8) +M=0
z* 0=T0 —4-2+6375+V =0 16 +20-51+M=0
= =—0.375 T M=15 Tm

Al colocar las fuerzas obtenidas y con base en la convencién de signos (ver
figura I11.2.8), tenemos que la fuerza axial N presente en el tramo AC es positiva
(de tension); la fuerza cortante V en C con respecto a la seccién derecha es
negativa y el momento flexionante en ambos casos es positivo.

ESYA TESS NO sALY

N34 e
RN RIBLIOTE 4

LR RS W |

poct
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N=0375T 4 T T
'
M=15Tmp M=15Tm J
e -
v=0, _ \J/»—- g e b —E
\C N=0 L | v=oarsT D
— 10m
3T
S5m
—— | A B
Rax=3T ' Ray=0375T Rsy =6.375T

Figura l1l.2.8 Elementos mecanicos

Pasando al caso de los arcos, el caso es similar. Veamos la figura 111.2.9 en
la que se muestra un arco y sus reacciones calculadas.

10T 10T

v +

N

ST

Figura il11.2.9 Arco bajo la accién de dos cargas concentradas
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Analicemos en el punto C a ambos lados de dicho punto:

A la izquierda de C:

5+N=0 10-10+V =0 10(5)-10(2.5)-5(5)+M=0
N=-5T V=0T M=0Tm

A la derecha de C:
5+N=0 10410+V=0 -10(5)+10(2.5)+5(5)+M=0

Ya que obtuvimos el valor de los elementos mecanicos en C, los podemos
colocar el diagrama como se muestra en la figura 111.2.10.

10T 10T
M=0Tm l
NBST(’: V=0T
\__ 1€

Figura l11.2.10 Elementos mecanicos

En la figura de arriba, se observa que la fuerza axial, que es la unica que
tiene valor diferente de cero, esta dirigida hacia la seccién transversal del arco, lo

gue nos indica que se trata de una fuerza de compresién, y por la convencién de
signos se trata de una fuerza axial negativa.

Hasta ahora, sélo hemos calculado los elementos mecanicos en un punto
cualquiera, pero es conveniente investigar en qué punto o seccién se producen los
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elementos mecanicos maximos, por lo que el procedimiento anterior resulta
tedioso si se aplicara para tal fin.

El contar con ecuaciones que nos representen la variacion de los elementos
mecanicos a lo largo del eje de la barra, nos proporciona un conocimiento amplio
del comportamiento de dichos elementos en la barra. Estas ecuaciones, también
nos ayudaran en la elaboracién de diagramas de elementos mecanicos, tema que
se abordara mas adelante.

Las ecuaciones las podemos obtener a partir de nuestro diagrama de
cuerpo libre, tomando como referencia un origen en nuestra viga y una distancia X
dada. A partir de esta distancia X podemos tomar momentos a la izquierda y
obtener una funcion de momentos con respecto a X, y de la misma forma para
fuerza cortante. A partir del problema planteado en la figura I11.2.11, obtendremos
las ecuaciones de momento flexionante y de fuerza cortante.

10m

Figura 111.2.11 Viga bajo la accion de una carga uniformemente distribuida

Observando la figura de arriba, vemos que la carga distribuida no actua
sobre toda la longitud de la viga, por tanto, nos conviene hacer un primer analisis a
partir del punto A hasta X=6, que es donde deja de actuar dicha carga;
posteriormente se analiza la parte restante. Y si ahora, hacemos un corte en X=6,
resulta la figura siguiente (figura 111.2.12):
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o ZT/NM )
LUt
%-;-‘—— oT 4

I S

Figura 111.2.12 Carga distribuida sobre la viga

0<X<6

V(x) = ZFy = 8.4 — 2x
M(x) = =M = 8.4x — 2x(§-)

M(x) = 8.4x — x?

Con las ecuaciones obtenidas, ahora es posible conocer el valor de la
fuerza cortante y del momento flexionante en cualquier punto de la viga desde X=0
hasta X=6. En la ecuacion de fuerza cortante, al darle valores desde 0 hasta 6,
observamos que el maximo valor de cortante lo tenemos en X=0.

Vimax (x=0) =8.4 T

Para la ecuacién de momento flexionante, tenemos una ecuacion
cuadratica que nos representa una curva de tipo parabola, por lo que para obtener
el momento maximo derivamos dicha ecuacion con respecto a x y la igualamos a
cero (recordemos que la derivada nos representa la pendiente de la curva en un
punto, y que al igualarla a cero, obligamos a obtener un valor para aquella
tangente de pendiente cero, lo que significa tener un punto maximo o minimo
sobre la curva).
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aM(x) _g.4_2x=0
dx

Mmax = M(x=4.2) = 17.64 T m

Ya terminado el analisis desde cero hasta seis, analizamos el complemento
de la viga tal como se muestra en la figura 111.2.13.

_ 3m 12T (resultante)
' 2tm

{ ; ] i I : | | ] ] po

mMW\H ~
NIEEEEEEEEER R I l_\ N
/ \ J
ITAY - 0T /
4

TBAT

" X |

Figura 111.2,13 Andlisis de la viga para X > 6 m

0<X<10

V(ix)=XFy=8.4-12=-3.6

M(x) = ZEM = 8.4x — 12(x - 3)

M(x) = - 3.6x + 36

Mmnax = M(x=6) =14.4 Tm

Para el caso de un arco, nuestras ecuaciones de elementos mecanicos

quedan en funcién del angulo que existe entre la horizontal y el radio del arco.
Obtengamos entonces las ecuaciones del arco de la figura 111.2.14:
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107 10T
I Tim
C

IRERARRER

T T
T 7
i

Figura Ill.2.14 Arco bajo la accién de carga uniforme y carga concentrada

Trabajando con el tramo AC (0 < 6 < 90°)
M(6) = 0.5(6 - 6cos0) + 8.5(6sen0) — 3(6send){ ; )(6send)

V(0) = - 3(6senb)cosO + 0.5send + 8.5co0s0

N(0) = 3(6senO)send + 0.5cos0O - 8.5senod

Trabajando con el tramo BC (0 < 6 < 90°; en el sentido de B hacia C)
M(6) = - [ - 9.5(6 - 6¢cosO) + 9.5(6sen0)]

V(6) = - (9.5send - 9.5cos0)

N(6) = - (9.5cos0 - 9.5sen0)

Con las ecuaciones obtenidas, es posible conocer el valor de los elementos
mecanicos en toda la longitud del arco.
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I11.3 SISTEMAS DE COORDENADAS GLOBALES Y LOCALES

Un sistema de coordenadas rectangulares, esta formado por un par de ejes
perpendiculares que se cortan en un punto denominado origen. Cada uno de los
ejes tiene un sentido asignado, el cual define a partir del origen, si las unidades
son positivas o negativas. Las unidades en las que estan divididos los ejes, son
asignadas dependiendo el uso que le estemos dando. Ahora bien, en el analisis de
estructuras, se pueden tener varios sistemas de referencia para facilitar el estudio
de ellas; estos sistemas pueden ser globales o locales.

11.3.1 SISTEMA DE COORDENADAS GLOBALES

Un sistema de coordenadas globales, sera aquel que nos ayude a ubicar
cualquier punto de la estructura en estudio a partir de un origen definido. Asi, por
ejemplo, en la figura 111.3.1.1 tenemos un marco y su sistema de coordenadas
globales, el cual fue ubicado por comodidad en el punto A, y los sentidos para los
ejes x y y, a la derecha y hacia arriba, respectivamente. La unidad de medicion en
este caso es el metro. Entonces, de esta manera, el punto “A" tiene coordenadas
(0,0), que corresponde al origen de nuestro sistema de coordenadas globales;
para los demas puntos seran como sigue: B(0,4), C(3,6.33), D(6.4) y E(6,0).

— 3m — 3m -
)
| ) c | .
233m . N
L N
| B D]
Y
amogq 4
A E
- _ e e i am —_x

Figura 111.3.1.1 Sistema de coordenadas globales
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111.3.2 SISTEMA DE COORDENADAS LOCALES

Cuando estamos trazando diagramas de elementos mecanicos (tema que
veremos mas adelante), es muy facil hacerlo si tenemos un sistema coordenado
que coincida con el origen de un elemento estructural y que el eje longitudinai de
dicho elemento sea paralelo a uno de los ejes coordenados. Cuando colocamos
un sistema de referencia que nos facilita el analisis de un elemento estructural y
que no coincide con el sistema de coordenadas globales, estamos hablando de un
sistema de coordenadas locales. En la figura I11.3.2.1, tenemos el marco mostrado
anteriormente, pero ahora hemos agregado sistemas de coordenadas locales para
algunas de las barras, de esta manera, el punto B, que en un sistema global tenia
coordenadas (0,4), ahora tendra coordenadas (0,0) para un sistema local referido
a la barra 2, con origen en el punto B y el eje x paralelo al eje longitudinal de la
barra.

(N |

Figura lIl.3.2.1 Sistema de coordenadas local
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ill.4 TRAZO DE DIAGRAMAS DE ELEMENTOS MECANICOS

El diagrama de un elemento mecanico cualquiera, en un sistema de
referencia, es el lugar geomeétrico de los puntos cuya abscisa corresponde a la
localizacion de la seccion transversal considerada y cuya ordenada es el valor del
elemento mecanico en cuestion, existente en dicha seccién transversal.

El diagrama de un elemento mecanico proporciona su valor en cada una de
las secciones transversales de las barras del sistema mecanico o estructural en
estudio, aplicando sobre él una condicién de carga de posicion constante.

I11.4.1 DIAGRAMA DE FUERZAS CORTANTES

Los diagramas de fuerza cortante se dibujan muy faciimente en la mayoria
de los casos. El método mas comun es comenzar desde el extremo izquierdo y
proceder hacia la derecha. Al aparecer una fuerza o reaccidon concentrada, se
traza una linea vertical para representar la magnitud y direccion de la fuerza. Entre
las fuerzas se traza una linea horizontal para indicar que no hay cambio en la
fuerza cortante

Cuando aparecen fuerzas uniformes, la fuerza cortante cambia a razdén
constante y puede representarse entonces por una recta inclinada en el diagrama.
Una ordenada positiva en el diagrama se asocia con fuerzas cortantes positivas en
el elemento.

En la figura 1l1.4.1.1, tenemos una viga bajo la accion de dos cargas
concentradas y una distribuida; los valores de las reacciones ya se muestran
puesto que ya se mostro anteriormente como obtenerlos. Dibujando el diagrama
de izquierda a derecha. nos encontramos primero con el valor de la reaccion (9.6
T) con un sentido hacia arriba o positivo. entonces se traza una recta
perpendicular a la viga con valor igual al de la reaccion. Después, como no
tenemos ninguna fuerza inmediata hacia la derecha, trazamos una recta horizontal
hasta llegar a encontrar otra fuerza cortante. Al encontrar la primera carga
concentrada, como tiene sentido negativo o hacia abajo, se suma algebraicamente
al valor que venimos acumulando (9.4 — 5), quedando en un valor de 4.4 T;
continuamos con otra linea horizontal hasta llegar a la otra carga y procedemos
igual que en la carga anterior (4.4 — 5), mostrando ahora un valor de -06 T.
Continuamos con una linea horizontal hasta encontrar la carga concentrada, y en
este caso. como se trata de una carga distribuida negativa, la variacion sera una
linea inclinada hacia abajo que inicia en el valor que veniamos arrastrando y
termina en donde finaliza la carga distribuida con el valor de la suma algebraica (-
0.6 - 12), quedando en el valor de —12.6 T, y finalmente, en este mismo sitio nos
encontramos con la reaccion positiva con valor de 12.6 T, lo que nos conduce a
cerrar el diagrama en el segundo apoyo con un valor de cero.
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DF.C. (T

Figura Il1.4.1.1 Diagrama de fuerza cortante

11.4.2 RELACIONES ENTRE FUERZAS CORTANTES Y
MOMENTOS FLEXIONANTES

Para comprender mejor la relacion existente entre fuerzas cortantes y
momentos flexionantes, nos ayudaremos de la figura 111.4.2.1.

La fuerza cortante y el momento flexionante en la seccién 1-1 pueden
escribirse como sigue:

V1.1=RA—P—W8
2
M.; = Rax — P(a+b) - W:

Ahora, por otra parte, la fuerza cortante y el momento flexionante en la
seccion 2-2, situada a una distancia dx a la derecha de la seccién 1-1, son:

Voo = Viys +dV =Rs—- P— wa - wdx

2 2
Mz.2 = My.; + dM = Rax — P(a+b) - 'ﬁlg +V,_dx __VY_‘;_X,
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P
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Figura 111.4.2.1 Analisis de la seccion entre los cortes 1-1 y 2-2

De las ecuaciones anteriores, se obtienen los cambios en el cortante y en el
momento en una distancia dx; los cuales son:

av _
dx

2
iM =V  omitiendo el infinitesimal

dx

wdx

La primera ecuacion indica que la razén de cambio del cortante en cualquier
punto es igual a la carga por unidad de distancia en ese punto, o sea, que la
pendiente de la curva de cortante en cualquier punto es igual a la carga en ese
punto. La segunda ecuaciéon indica que la razon de cambio del momento en
cualquier punto es igual al cortante, es decir, la pendiente de la curva de momento
en cualquier punto es igual al cortante.

111.4.3 DIAGRAMA DE MOMENTOS FLEXIONANTES

De las ecuaciones anteriores, sabemos que el cambio en el momento entre
dos puntos de una estructura es igual al cortante entre esos puntos multiplicado
por la distancia entre ellos, entonces, el cambio en momento es igual al area del
diagrama de cortante entre ios puntos.
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Para determinar el momento en una seccion particular, solo es necesario
calcular, el area total bajo la curva de cortante a la izquierda o a la derecha de la
seccidn, tomando en cuenta los signos algebraicos de segmentos de la curva de
cortante.

Es importante mencionar que, si en un diagrama de cortante tenemos un
comportamiento constante, el diagrama de momento en esa seccidén tendra un
comportamiento lineal; si el diagrama de cortante tiene un comportamiento lineal
en una seccion, el diagrama de momento flexionante tendra un comportamiento
cuadratico.

Siempre que el cortante pasa por cero, la razén de cambio del momento
debe también ser cero, y en esa seccién el momento adquiere un valor maximo o
minimo. Si el diagrama de momentos se traza de izquierda a derecha y el
diagrama de cortante cambia de positivo a negativo, el momento alcanzara un
valor maximo en ese punto. Mas alld de ese punto comienza a disminuir al
afiadirse el cortante negativo.

Ahora, tracemos el diagrama de momento flexionante para el mismo
ejemplo de la figura t11.4.1.1. El diagrama se muestra en la figura 111.4.3.1.

5T 5T

3 Tim
! ! RERRREEERARRRAE

2m == 2m e 2m et 4m jl 126 7T
R i j ;
it . )

)

|

]

)

M

(T m)

Figura 111.4.3.1 Diagrama de momento flexionante

Empezamos el trazo de izquierda a derecha, y en el tramo de cero a dos
metros, el diagrama de cortante es constante y con signo positivo, por lo tanto, el
diagrama de momento flexionante de cero a dos es lineal con pendiente positiva y
termina con un valor igual al area bajo la curva de cortante en dicha seccién (18.8
T m). Posteriormente, observamos que para el tramo de dos a cuatro, el diagrama
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de cortante sigue siendo constante y positivo, lo que nos dice que el diagrama de
momento seguira siendo lineal de pendiente positiva y termina en el valor del area
bajo la curva del diagrama de cortante a la izquierda del punto situado en cuatro
metros. Analizando de cuatro a seis. tenemos cortante constante y con signo
negativo, lo que nos indica que ahora el diagrama de momento sera lineal y de
pendiente negativa, hasta llegar al valor de la suma algebraica de las areas a la
izquierda de seis. Cuando estamos en seis, ahora tenemos un diagrama de
cortante negativo y lineal, y en este caso el diagrama de momento es del tipo
cuadratico, cerrando en el valor total de la suma de las areas del diagrama de
cortante, que en este caso, es el valor cero.

H.4.4 DIAGRAMAS DE FUERZAS CORTANTES Y
MOMENTOS FLEXIONANTES EN ARCOS Y MARCOS SIMPLES.

En las secciones anteriores se describio el procedimiento para el trazo de
diagramas en una viga. Ahora veamos como se trazan dichos diagramas en arcos
y marcos simples.

Los arcos y marcos simples son elementos estructurales cuyo eje
longitudinal es una linea continua. Se encuentran ligados al sistema tierra por tres
vinculos no concurrentes ni paralelos. Su eje longitudinal puede tomar las formas
mas variadas. Generalmente se llaman marcos, cuando el eje esta formado por
tramos de lineas rectas, y arcos, cuando el eje longitudinal esta formado por lineas
curvas.

Tracemos los diagramas para el marco analizado en la seccion 1.2, el
marco es el mostrado en la figura I11.4 4. 1. Para empezar tomamos un sentido de
analisis, que se acostumbra en sentido horario. Si utilizamos ejes locales para
cada eiemento. tenemos un eje coordenado paralelo a cada eje longitudinal de
cada elemento. Para el tramo AC, la reaccion Ray nos da el valor para el diagrama
de fuerzas normales. que es constante a todo lo largo del elemento y con signo
positivo por tratarse de tension. Para el tramo BD, la reaccidon Rgy es el valor de la
fuerza normal, siendo en este caso negativo porque se trata de compresion. El
diagrama resultante se muestra en la figura ll1.4 4 2.

La reaccion Rax nos proporciona el valor con gque iniciamos el diagrama de
cortante, y como la carga es uniforme, el diagrama contina con una tendencia
lineal con pendiente negativa., hasta cerrar en el valor de tres menos la carga
uniforme (cierra en cero). Para el tramo CE. el valor de Ray nos proporciona el
valor de la fuerza cortante en C. a continuacion tenemos una carga uniforme, lo
que nos indica que tenemos para el cortante un comportamiento linea! negativo
hasta el punto D. En el punto D, la reaccién Rgy, con sentido positivo, se suma a la
distribucion del diagrama, y despues continuamos en forma constante hasta
encontrarnos con la carga de dos toneladas negativas, para cerrar en cero. El
diagrama correspondiente se muestra en la figura l11.4.4 3.
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4m
- -
27 4T 2T
a)  os5Tm o b) ‘
IREERREERRRNIE ' J
-—c D E c D E !
|
03T/m | 10om - 3-_?~—1 iwm
5m
|
B A - A B8 i
RO . Ra=3T | Raw=0375T Rw=8375T
/T Rey|
[ s _
am 2m
Figura Ill.4.4.1 Marco bajo la accion de diferentes cargas
D.F.N. (T)
0.375 6.375

Figura 111.4.4.2 Diagrama de fuerzas normales

Para trazar el diagrama de momentos flexionantes, nos ayudamos del
diagrama de fuerzas cortantes. Para el tramo AC, como tenemos un apoyo en A
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sin restriccion al giro, el diagrama comienza en cero. Del diagrama de cortantes
observamos un comportamiento lineal, por lo tanto el diagrama de momentos en
esta seccion sera de tipo cuadratico y cerrara en un valor igual al area del
diagrama de cortante (quince). Para el tramo CD. comenzamos en el valor
anterior, y como el diagrama de cortantes es lineal y con area negativa. entonces
el diagrama de momentos es cuadratico y cierra en con un valor igual a la
diferencia del namero inicial y el area negativa (cuatro negativo). Para la altima
parte, la seccion DE, el cortante es constante y positivo, por [o tanto el diagrama
de momentos es lineal y cierra con el valor de la suma algebraica del uitimo valor y
el area restante (cierra en cero). El diagrama de momentos se muestra en la figura
I11.4.4 3.

4 DMF. (T m)
0.375

Figura lll.4.4.3 Diagrama de fuerzas cortantes y diagrama de momentos flexionantes

También es posible trazar los diagramas de elementos mecanicos a partir
de las ecuaciones que se obtienen para fuerza normal, fuerza cortante y momento
flexionante. Asi, por ejemplo, para el caso del arco mostrado en la seccién ll1.2 y
que presentamos nuevamente en la figura 1l1.4 4.4, se obtuvieron las tres
ecuaciones de elementos mecanicos para la seccion izquierda del arco (se
agregan las ecuaciones para la seccion derecha), y a partir de éstas se pueden
trazar dichos diagramas sustituyendo diferentes valores de 0 en las ecuaciones y
asi conocer el valor de los elementos mecanicos en puntos especificos (figuras
i11.4.45, 111.446, 11144.7) Las ecuaciones obtenidas y la tabla de valores se
muestran en las tablas I1.4.4.1 y 111.4. 4.2 respectivamente.
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3Tim

Figura 111.4.4.4 Arco sometido a carga uniforme lateral y carga concentrada vertical

Analisis en sentido horario para 0 <06 <90
M(8) = 0.5(6 - 6cos0) + 8.5(6sen0) — 3(Bsen0)( ; )(6sen6)
V(8) = - 3(6senb)cosO + 0.5send + 8.5cosH

N(©) = 3(6sen0)sen0 + 0.5cos0 - 8.5senb

Analisis en sentido antihorario para0 <0 <90
M(B) = -[-9.5(6 - BcosO) + 9.5(6senb)]
V(0) = -[9.5sen0 - 9.5c0s0]

N(B) = -[9.5c0s0 - 9.5sen0])

Tabla lll.4.4.1 Ecuaciones de elementos mecanicos
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6 (grados) M (T-m) vV (T) N (D
0 0.00 8.50 0.50
15 9.68 3.84 -0.51
30 12.40 -0.18 0.68
45 9.94 -2.64 3.34
60 517 -3.11 6.39
75 1.10 -1.82 8.71
90 0.00 0.50 9.50
90 0.00 -9.50 9.50
75 -12.81 -6.72 11.64
60 -20.86 -3.48 12.98
45 -23.61 0.00 13.44
30 -20.86 3.48 12.98
15 -12.81 6.72 11.64
0 0.00 9.50 9.50
Tabla l11.4.4.2 Valoresde M, VyN
D.MF. (T m)

9.94 ' 11 0

12.4

9.68

Figura 111.4.4.5 Diagrama de momentos flexionantes
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D.F.C. (T)

Figura l1.4.4.6 Diagrama de fuerzas cortantes

D.F.N. (T)

95 11.64

12.98

R11.64

95

Figura lil.4.4.7 Diagrama de fuerzas normales
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IV. ANALISIS DE ESTRUCTURAS ISOSTATICAS
SOMETIDAS A CARGA AXIAL

Existen estructuras las cuales estan sometidas unicamente a fuerza axial,
ya sea ésta de tension o compresion. Las estructuras a las que haremos
referencia son los cables, los arcos sometidos a compresién y las armaduras. En
la seccion correspondiente a cada una de ellas haremos referencia a los detalles
necesarios para explicar como determinar el valor de la fuerza axial.

IV.1 CABLES FLEXIBLES E INEXTENSIBLES

Los cables se presentan en obras de ingenieria como estructuras o como
elementos de sistemas mecanicos o estructurales, y los podemos encontrar, por
ejemplo, en puentes, en teleféricos (fotografia IV 1.1), en lineas de transmisién y
para soportar estructuras como torres (fotografia 1V.1.2) Los cables son de
materiales metalicos, fibras vegetales o fibras sinteticas, siendo los de uso mas
frecuente en ingenieria los metalicos.

Los cables que estudiaremos, seran considerados como flexibles e
inextensibles, o que significa que no son capaces de resistir flexion y que no se
alargan. El momento flexionante en cualquier seccion transversal de un cable es
nulo, al igual que la fuerza cortante, el unico elemento mecanico que puede
transmitir es la fuerza normal positiva (tension).

E! estudio de los cables lo podemos clasificar en tres partes segun la
condicidon de carga que soportan:

1. Cables sujetos a cargas concentradas
2. Cables sujetos a una carga distribuida
3. Cables sujetos a su peso propio

Fotografia IV.1.1 (lzquierda) Teleferico de Zacatecas
Fotografia IV.1.2 (Derecha) Aplicacion de los cables para soportar torres
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IV.1.1 GENERALIDADES

Partiendo del principio de que “"un cuerpo deformable esta en equilibrio, siy
sblo si toda porcion de él considerada rigida se encuentra en tal estado”,
analicemos la porcidén de cable de la figura IV.1.1.1, que se encuentra sometida a
fuerzas de tension y a la resultante de las fuerzas externas que actuan sobre la
porcién considerada y de la que se obtiene la relacidén siguiente:

dy
tana = .. (1
dx )

y |

Figura IV.1.1.1 Diagrama de cuerpo libre de una porcién de cable

Por otra parte, las fuerzas T, H y Q mantienen el equilibrio de la porcién del
cable considerada como cuerpo rigido. La adiciéon vectorial de sus vectores
representativos debe ser nula (figura IV.1.1.2).

Figura IV.1.1.2 Adici6n vectorial de las fuerzas T, Hy Q
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De la figura anterior tenemos que:

Q

tana =
H

- (2)

Ahora bien, sustituyendo la ecuacién (1) en la (2) obtenemos la ecuacién
diferencial de un cable:

dy _Q
dx H

y de la adicién grafica de los vectores T, H y Q, puede expresarse la otra ecuacién
fundamental con la que obtenemos el valor de la tensién:

T= Q% H?

IV.1.2 CABLES SUJETOS A CARGAS CONCENTRADAS

Cuando toda la carga esta formada exclusivamente por fuerzas verticales
concentradas, esto es, cuando no se considera el peso propio del cable se tiene
que:

Q=cte=k
de donde dy = K
dx H

cuya solucién es del tipo: y = Ax + B, la cual corresponde a la ecuacién de una
recta, a esto se debe a que se le llame cable de elementos rectilineos.

Para ejemplificar resolvamos el problema de la figura IV.1.2.1, en el que
debemos obtener el valor de las reacciones y la geometria del cable.

Si hacemos XMa = 0, tenemos:

0 (dividiendo entre 10)
o ...(1)

20Bx — 50By + 740
2Bx — 5By + 74

Ahora, de la seccion DB y haciendo TMp = O:

25Bx —20By +60=0 (dividiendo entre 5)
5Bx— 4By +12=0 ... (2)

Resolviendo el sistema:

Bx=139T
By=204T
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Figura IV.1.2.1 Cable sujeto a cargas concentradas
Haciendo £2Fx =0 y ZFy =0:

Ax=Bx=139T
Ay=26-204=56T

Resumiendo:
H=Ax=Bx=139T
Ay=56T
By=204T

Posteriormente, para el céalculo de la geometria general, nos apoyamos con
los valores anteriores:

Partiendo de la seccion EB (figura IV.1.2.2):

EMe =0;  13.9y —20.4(10) =0

y=14.68m
XFx = 0; 13.9 - Tescosa =0 ... (1)
ZFy =0; 204 - Tegsena =0 ... (2)

despejando Teg de (1), tenemos:
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13.9
=139 3
Tes = cosa 3

sustituyendo (3) en (2):

20.4 - 139 sena=0
cosa

20.4 - 13.9tana =0
tano = 14676 = o =55.73°
y por ultimo, sustituyendo el valor de o en (3):

Tes = 24.68 ton

20.4 ton

13.9 ton

- 10mM -

Figura IV.1.2.2 Analisis de la porcion EB

Con los valores obtenidos arriba, es posible conocer la geometria de la
seccion DB, de forma similar como lo hicimos anteriormente; por lo tanto
tendriamos lo siguiente con base en la figura. IV.1.2.3:

10.32

t =
anB="1%

p =45.9°

y haciendo ZFx = 0, obtenemos:
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13.9—-Tpecosp =0

Tpoe = 19.97 ton

20.4 ton
13.9 ton

Figura IV.1.2.3 Analisis de la porcién DB

Ahora, para determinar el valor de la tension en el tramo CD (figura
. IV.1.2.4), procedemos como sigue:

Aplicando ZMc = 0, se obtiene:

13.9(25 +y) — 20.4(30) + 6(20) + 10(10) =0
3475+ 139y -612+120+100=0
y=32m

Por trigonometria obtenemos el valor del angulo y:

3.2 _ o
tany_r10 = y=17.74

Desarrollando XFx = 0, llegamos a la siguiente expresién:

13.9 — Teocosy =0
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13.9 = Tcpcos(17.74)=0 = Tcp = 14.59 ton

* 20.4 ton

B !

13.9 ton

. [
1

488 m
28Bm

10.3

N

!
|
i
|

- 10m -—— mom 10m

Figura IV.1.2.4 Analisis de la porcién CB

Ahora, ya so6lo nos falta determinar el valor de la tensiéon en el segmento
CA, el cual podemos determinar a partir de la figura IV.1.2.5, en la que se muestra
la seccién AC.

Entonces, tenemos:

8.2
tans = o
an 20
5 = 22.29°

y para finalizar realizamos ZFx = 0, se obtiene:
Taccosd —13.9=0
Tacc0s(22.29) - 13.9=0

TAC = 15.02 ton
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20.4 ton

Figura IV.1.2.5 Analisis de la porcién AC

El diagrama completo que muestra todos los resultados se observa en la
figura IV.1.2.6.

20.4 ton
13.9ton
-
24.68 ton |
1468 m
20m
5.6 ton
13.9t
R on ' 6 ton 10.32m
, 156.02 ton D
ez2m ! C14.59 ton »~ i *
__________________ ) ;.z m
10 ton {

el 2O - - e 10 S 10 M Seree- 10 M

Figura IV.1.2.6 Resultados
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IV.1.3 CABLES SUJETOS A UNA CARGA DISTRIBUIDA

Cuando se trata de una carga uniformemente repartida por unidad de
longitud, segun un eje horizontal, se tiene un cable parabdlico segun la condicion
de carga establecida:

Q = wx
de donde

d_y _ wx

dx H

cuya solucién es del tipo: y = Ax? + B, la cual corresponde a la ecuacién de una
parabola.

Hagamos un pequefio analisis con base en la figura IV.1.3.1, en la que se
observa un cable bajo la accién de una carga distribuida.

Figura IV.1.3.1 Cable bajo la accidén de una carga distribuida

Separando las diferenciales e integrando obtenemos:

WXt
Y= 2H

donde para valuar la constante y con relacién al sistema de referencia en la figura:

para X = 0; y=0, por lo tanto c=0
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por lo que la ecuacién diferencial queda expresada de la siguiente manera:

wx?

Y= 2n

Para obtener el valor de las reacciones, el valor de la tensién en cualquier
punto y su geometria general, es necesario conocer la posicidn de sus apoyos y
las coordenadas de cualquier punto de su eje longitudinal (0 una coordenada
cualquiera de su punto inferior).

Asi, por ejemplo, resolvamos el ejemplo de la figura IV.1.3.2.

W =5 kg/m

RERREEERRRRRRREERRRE] N

oAy B

Lv= L=60m -

Figura IV.1.3.2 Ejemplo de cable sujeto a carga distribuida

De la figura anterior se tienen dos secciones (figuras IV.1.3.3 y IV.1.3.4) en
las que nos apoyaremos para encontrar el valor de las incognitas. Entonces, en
funcion de las condiciones de equilibrio, tenemos como incognitas a Xa, Xg, H, Ay,
y By. De la geometria se deduce que:

Xa+Xg=60 ...(1)

Por ZFy = 0 del conjunto:
Ay +By=300 ...(2)

Por £Ms = 0 del conjunto:

107



CABLES FLEXIBLES E INEXTENSIBLES

60Ay + 2H — 300(30) =0
30Ay +H-4500=0 ...(3)

Figura IV.1.3.3 Seccion |

Figura IV.1.3.4 Seccion |l

108



CABLES FLEXIBLES E INEXTENSIBLES

Por =Fy = 0 de la seccién |:
Ay —-5Xa=0 ... (4)
Por =Ma = 0 de la seccion |I:

2
§?§L,V_H=o ... (5)

Ahora, tenemos un sistema de cinco ecuaciones y cinco incégnitas, que
resolviendo nos arroja los siguientes resultados:

Xa=22m
Xg=38m
H=1210 kg
Ay =110 kg
By = 190 kg

Entonces, la ecuacidén del cable sera:

=wxz= 5x?
Y= 21 T 2(1210)
x2
Y= 484

que verificando para y = 3, obtenemos X = 38, por lo tanto nuestra ecuacion es
correcta.

Una vez obtenidos los valores de las reacciones, de la fuerza horizontal en

el punto inferior del cable y su geometria general, para calcular la tension de
cualquier punto se aplica la formula:

T= H +(wx)®

Si queremos conocer el valor de maxima tension, solo basta con sustituir
los valores correspondientes en la ecuacion anterior, y se observa que dicho valor
es el de mayor inclinacién, correspondiente al ubicado en el punto B.

T= 1210° +(5(38))° =1224.83kg
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IV.1.4 CABLES SUJETOS A SU PESO PROPIO

Cuando la condicion de carga para el cable esta constituida sélo por una
carga uniformemente repartida por unidad de longitud, segun un eje que coincide
con el cable, a la curva que forma éste, se le denomina catenaria.

Apoyandonos en la figura IV.1.4.1, y partiendo de la ecuacién diferencial
general de un cable, tenemos:

dy=Q
dx H

y para este caso se tiene que: Q = qgs = qd(x,y)

por lo que la ecuacion diferencial queda de la forma siguiente:

dy qs
= ... (1
dx H )

Figura IV.1.4.1 Cable bajo la accién del peso propio
ahora, si planteamos como sigue:
ds = /dx? + dy?

elevando al cuadrado:
ds? = dx? + dy?
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dividiendo entre dx:
ds? dx? dy?
s - -+
dx? dx? dx?

2 2
(&7 -+(2)
dx dx

2
g§ - 1+(d¥)
dx dx

sustituyendo (1) en la ec. anterior: -
ds I, (gsY
2=

dx v’ +( H)

esta ecuacidon es una ecuacion diferencial de variables separables. Separando
variables resulta:

I a;z
|
v’*(‘ﬁ)

haciendo cambio de variable considerando que:

=9s. =9
u " du Hds
quedando:
dx = Y
9 Vi+u?
H
integrando:
J'dx =X
qs
J' du =I du =angsenh»"—‘=angsenh1’~—=angsenhSIE
V1+u? a® +u? a 1 H

por lo tanto, nuestra ecuacién queda:

H as
--angsenh = = c
q g H X+C,
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valuando para x = 0 y s = 0, tenemos que ¢y = 0, lo que reduce la ecuacion a:

H angsenh c:_'s =X

angsenh SHS = ):_%
y en forma directa:
95 =senhl‘Hﬂ )
sustituyendo (1) en (2):
% =senh ?_’:

despejando dy:
dy = senh(»c-:—: )dx

integrando:

y=:cosh(?_:<)+cz

valuando en x =0, y = 0, lo que resulta:

o=H cosh(0)+c,
q
H
q

por lo tanto, sustituyendo el valor de la constante, llegamos a la expresiéon:

H gx) H
= - cosh( - )—
Y q H/ q

y=:[cosh(‘:_:‘)—1] NE)

Para obtener una expresion que proporcione el valor de la tensibn en
cualquier seccién del cable, partimos de:

y factorizando:

T=JHEQF
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y sabemos que:
Q=gs
entonces: o
T=/H? +q’s?
dejando la ecuacion anterior en funcién de la expresion (2):
g’s? = H’senh’( ‘:_’:)

y sustituyendo en la ecuacién de T:

T=H_|1 h? 91‘)
\/-&-sen (H

Haciendo uso de la identidad trigonométrica siguiente:

cosh’u—senh?u=1 = cosh?u=1+senh®u
llegando a la expresion:

T =Hcosh q"]
cOSs [H ’

Esta ecuacion es la que proporciona el valor de la tensidon para cualquier
seccion del cable. Para resumir, a continuacion agrupamos algunas expresiones
que nos pueden ser utiles para resolver problemas de este tipo.

dy _das
dx H

as _ senh xq

H H

y= :'[cosh(?:jq}

T= _H? +qg’s?

2g? = H’senh’( ax )
q H

- ax
T—Hcosh( H )
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Ahora, resolvamos el problema que se muestra en la figura 1IV.1.4.2, en
donde tenemos un cable de 800 m de longitud con un peso propio de q = 100
kg/m. Se pide obtener la flecha maxima, el claro y la componente horizontal de las
tensiones, sabiendo que las tensiones extremas tienen un valor de 150 000 kg.

q = 100 kg/m |
Loy )

Figura IV.1.4.2 Ejemplo de cable sujeto a su peso propio

Primero, con apoyo de la expresion T= H? + g°s? , obtenemos el valor de

la tensién. Cabe mencionar, que como nuestro sistema de referencia se encuentra
en el punto medio, entonces, el valor de la longitud s considerada para la mitad de
la figura es de 400 m. De esta manera tenemos:

T= ‘Hz +q°s?
150000 = H* +(100)?(400)?

150000 = H? +1.6E9
elevando al cuadrado:
1500002 = H® + 1.6E9

H = 150000% ~1.6E9

H = 144568 kg (componente horizontal de las tensiones)
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Ahora, pasemos a obtener el valor de x, para determinar la longitud del
claro. Partiendo de la expresién:
T= Hcosh( ax )

H
sustituyendo valores conocidos:

150000=144568cosh[ 100x )

144568

150000 ( 100x ]
SR =cosh
144568 144568

100x
1.0376 =cosh| -
os (144568)

100x
1.0376 = -
angcosh 3 144568

«  144568(0.2733)
100

x=395m
como x es la mitad del claro, entonces:
claro=2x =790 m

Para determinar la flecha maxima soélo basta sustituir en la ecuacién
siguiente:
Y=H[cosh(qxj—1}
q H

144568 "100(395)
= cosh -1
100 144568

y=543m
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IV.2 ARCOS EN COMPRESION

Los arcos, son ofra de las estructuras que podemos encontrar trabajando
soélo a fuerzas normales, caso especifico la compresion. Con lo anterior, se
entiende que tanto el momento flexionante, como la fuerza cortante son nulos en
toda la extension del arco. Para ver mas claramente esta situacion, analicemos el
arco mostrado en la figura IV.2.1, y encontremos las relaciones que nos
proporcionan el valor de los elementos mecanicos.

w
= Prrrrr g
A o 18
‘ \
y

=2

Figura IV.2.1 Arco en compresién

El arco de la figura anterior, es un arco que describe una parabola. El origen
del sistema de referencia esta ubicado en el vértice de la curva. También podemos
observar en la figura, que se indican los valores de las reacciones (a continuacion
se obtendran dichos valores) y dimensiones de altura y base.

El primer paso es calcular el valor de las reacciones, y comenzamos por
realizar Ma = 0, del conjunto:

b wb
wb(2)~bRCY=O = Rc,,=2
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Ahora, por ZFy = 0, del conjunto:

wb wb

-——-wb+R,, =0 = R, = 5

Por Mg 1zq = 0 (por ser articulacién), obtenemos:

wb b bb
oW

-w_ - -R,h=0
2 2 24 A

wb?
Rax = gh

Por ultimo, haciendo ZFy = 0, resulita:

wb? wb
’8F —ch = 0 N ch = “s*i‘

Hasta el momento, hemos obtenido el valor de las reacciones en los
apoyos, y ahora obtengamos la ecuacion de la parabola que forma el arco.

y = kx

b
aray=h, x=-=:
P y X >

b? 4h
quedando la ecuacién:
4hx?
=pr (1)
derivando con respecto a x:
dy _ 8hx
dx b?
y sabemos que:
dy
=t
dx an©
por lo tanto:
8hx _tane ...(2)

bz
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Calculando momentos en cualquier punto del arco a la izquierda de B,
tenemos:

o

_wb(b wb? b 2%
M= 2(5 x) an -Y) W(z x) 2

desarrollando:
2 2 2 2
M=yvp _wbx _wb* wb y__w(b —x)
4 2 8 8h 212

wb? wbx wb? wb?y w(b? 2
M= W2~ _WDX _WDT, WDy _ -b
4 2 8 T en 2 ( x*x
M_yv‘bf_wbx _wb? wb? wb? wbx wx?

a2 8 "8 872772
sustituyendo (1) en la ecuacién anterior:

_wb? wbx wb?® wx?® wb?® wbx wx?
4 2 8 2 8 2 2

M

M=0

Por lo anterior, el momento flexionante en toda la longitud del arco es nulo.
En forma similar, calculemos ahora el valor de la fuerza cortante en cualquier
seccion del arco a la izquierda de B.

wb wb? b
V= e- - -
5 cos 8h sen® w( 5 x)cos e
wb wb? wb
V= cos 9 - senB - cos B + wxcos
5 8h 2 + wxcos 6 (3)

de la ecuacion (2) despejamos x:

b*tan©
X =

8h - (4)

sustituyendo (4) en (3):
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b%tan®

2
whb senB - wb cosB+w—~—- cos©
2 8h

wb
= (< P
2 cos 8h

y sustituyendo en la ecuacion anterior la relacién:

tan 6 = sen®
cos 6
obtenemos:
2 2
= —“Ecose— w~b——~sene— wb cos 6 + wb -sen®
2 8h 2 8h
v=0

Por lo tanto, también la fuerza cortante es cero en todo el arco. Ya sélo nos
falta calcular el valor de la fuerza axial, y procedemos de igual forma:

2
N=—v;b sene—v;t:] cose+w(2—x]sene

wb wb? wb
= - - - ... (5
N 2 sen® 8h cos 0 + o sen0-wxsen o (5)

sustituyendo (4) en (5):

wb wb? wb wb? sen? 8
N= - 0-"- cos®H -
> sen 8h cos 0 + > sen B 8h cos®

de la identidad trigonomeétrica cos® 0 + sen? 0 = 1, despejamos sen? 0 y sustituimos
en la ecuacion de arriba para obtener:

2 2 2
N=—Wbsene—wb cosG+Wbsen6-Wb 1-cos” 6
2 8h 2 8h cos O

y desarrollando y simplificando llegamos a:

__ wb?
8hcos 6

Ahora, vemos que sélo el valor de fuerza axial o normal es el Unico
elemento mecanico presente en el arco, y con esta expresion podemos determinar
dicho valor a lo largo de un arco de similares condiciones. El signo negativo, nos
indica que se trata de una fuerza de compresion.
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Resolvamos ahora, para el arco de la figura IV.2.2.

W=2T/m
N T O O I O
i :]
7 \

Rax 7 7 Rcx
| RaY Rey
B -10m - [

Figura IV.2.2 Arco bajo la accién de carga uniforme

Con base en el analisis que se elabor6 en este tema, resolvamos el arco de
la figura, sabiendo que los valores del momento flexionante y de la fuerza axial es
cero.

Obtengamos el valor de las reacciones basandonos en las ecuaciones
obtenidas para las reacciones:

wb

R, = 5 =R¢y; Ray=Rcy=10 T
wb? ,

RAX = 8h = ch , RAx = ch =167 T

El valor de la fuerza normal en diferentes puntos del arco lo podemos
obtener haciendo una tabla como la que se muestra en la tabla IV.2.1, que fue
llenada con ayuda de la ecuacién (4) y la ecuacién de la parabola para este caso,
que quedd como sigue:

_ 4hx?
="

y = 0.6x2
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Recordando, la ecuacion de la fuerza normal quedo como sigue:

. wb?
" 8hcos©
x [m] y[m] 0[°] . NT[T]
5 15 ..l 8054 | ~ -1014
4 96 7823 -8.17
3 54 74.48 -6.23
2 2.4 67.38 1 -433
1 0.6 5019 | -260
0 - 0 0 ! 167
- 0.6 ...:%1 . -260
-2 2.4 -67.38 -4.33
-3 54  -7448 , -6.23
-4 9.6 -78.23 -8.17
-5 15 - 80.54 -10.14

Tabla IV.2.1 Valores de la fuerza normal

El valor de las reacciones y el diagrama de fuerzas normales queda como
se muestra en la figura IV.2.2.

16771

10.14 T 10.14 T

16771 ¥ ‘ ' 1687 T
07 10T

Figura IV.2.2 Diagrama de fuerzas normales
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IV.3 COMPORTAMIENTO ESTRUCTURAL Y ESTABILIDAD
EN ARMADURAS

IV.3.1 CONCEPTO DE ARMADURA

Una armadura, es una estructura formada por un grupo de elementos
estructurales dispuestos en forma de uno o mas triangulos (fotografia 1\VV.3.1.1).

Fotografia 1V.3.1.1 Hangar en proceso de construccion

f ‘8,'\

. - e .
D e T TTEIN

- L e N

teeeln

Fotografias IV.3.1.2 (izquierda) y IV.3.1.2 (derecha)
Utilizacion de armaduras en la construccién de fa Torre de Ingenieria,
en Ciudad Universitaria.
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Los elementos de una armadura, estan conectados entre si por medio de
pasadores sin friccién, por lo tanto, la unica forma estable es el triangulo. A la
unién de dos o mas barras se le llama nudo. En la figura 1V.3.1.1, se muestran
una armadura y un arreglo de cuatro lados; analizando la armadura, es imposible
que el triangulo cambie de forma bajo carga a menos que uno © mas lados se
flexionen o se fracturen, en cambio, el arreglo de cuatro lados no es estable y
puede fallar bajo carga, pudiéndose deformar la estructura sin cambiar la longitud
de ninguno de sus elementos.

LS P

i { s

; : \
ey L t‘:;
yr 7 s izl

Figura IV.3.1.1 Estabilidad en arreglos de barras

IV.3.2 ELEMENTOS DE UNA ARMADURA

Los elementos de una armadura pueden estar fabricados de acero o
madera, y las uniones pueden ser remachadas. soldadas, atornilladas o de tipo
mixto.

En una armadura, cada una de sus partes recibe un nombre especifico que
depende de la posicion o funcidn que realizan. Estos nombres se mencionan a
continuacion y se ejemplifican en la figura 1IV.3.2.1. También podemos ver un
ejemplo de armadura en la fotografia IV.3.2.1.

1. Cuerdas: son las barras que forman el perimetro de la armadura y a su
vez se subdividen en cuerdas superiores y cuerdas inferiores.

2. Montantes o verticales: son las barras que tienen una orientacién
vertical.

3. Diagonales: son las barras que, como su nombre lo dice, se encuentran
orientadas diagonalmente.
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CUERDA SUPERIOR
r
I
MONTANTES ! S NUDO ARTICULADO
e ! N /
. N
o~ BARRAS
) ( -
" ’ - /'\ )
L \y P &%/4 |
i - s
TRIANGULOS L/ CUERDA INFERIOR APOYO
v"/’
DIAGONALES

Figura IV.3.2.1 Elementos de una armadura

Fotografia IV.3.2.1 Armadura en los trabajos finales de la coronacion de la cortina de la
Presa Zimapan (referencia 7).
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IV.3.3 HIPOTESIS PARA EL ANALISIS DE ARMADURAS
Para simplificar el analisis de las armaduras se hacen las siguientes hipotesis:

1. Los elementos de las armaduras estan conectados por medio de
pasadores sin friccion.
(Las conexiones con pasadores se usan en pocas estructuras, y no
existen pasadores sin friccidon. Actualmente una conexidn es
fuertemente atornillada o soldada, y esto dista mucho de ser un pasador
sin friccion.)

2. Los elementos de la estructura son rectos.
(De lo contrario, las fuerzas axiales ocasionarian momentos flexionantes
en los elementos).

3. Las deformaciones de una armadura cargada, causadas por los cambios
en la longitud de los elementos individuales, no son de suficiente
magnitud para ocasionar cambios apreciables en la forma y dimensiones
generales de la armadura.

4. Los elementos estan dispuestos de manera que las cargas y las
reacciones se aplican solo en los nudos de las armaduras.

Al aplicar las hipotesis anteriores, producimos una armadura ideal cuyos
elementos trabajan solo a fuerza axial. Un elemento que trabaja sélo a fuerza
axial, esta sometido a tensidon o a compresion, pero no a flexién.

IV.3.4 ESTABILIDAD DE ARMADURAS

Refiriendonos a la estabilidad geométrica de una estructura, podemos decir
que una estructura estable es aquella que soporta cualquier sistema concebible de
fuerzas sin modificar su geometria (forma) sustancialmente, de tal manera que se
conserva la solucion desde el punto de vista del analisis estructural (equilibrio).

Una estructura puede ser inestable debido a la geometria o a las
caracteristicas de los elementos (pandeo). Una estructura sera estable si hacemos
las siguientes consideraciones:

1. Dos barras concurrentes no paralelas fijjan a un nudo.

2. Eltriangulo es una figura geomeétricamente estable.

3. Un requisito indispensable para la estabilidad, es que la estructura
admita cualquier construccidn usando lo indicado en (1) y (2).

4. Una estructura internamente estable se puede fijar con tres barras no
concurrentes y no paralelas. (Dos de ellas si pueden serlo.)
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Para determinar las fuerzas y reacciones desconocidas en una armadura,
es posible aislar los nudos y aplicar para cada uno de ellos dos de las ecuaciones
de equilibrio ZFx =0y SFy = 0.

Atendiendo a la relacidn que se tenga entre las ecuaciones y las incognitas
en la armadura se tendra:

Si: Necs = Nincog la armadura es /sostatica
Necs < Nincog la armadura es Hiperestatica
Necs > Nincog la armadura es Hipostatica

Si dibujamos el diagrama de cuerpo libre (DCL) de cada nudo, se podra
aplicar a cada uno de ellos dos ecuaciones de equilibrio, tal y como mencionamos
anteriormente.

En la figura IV.3.4.2, se muestra una armadura en la cual, estan numerados
los nudos, las barras y las reacciones, lo que nos ayudara a identificar las
incégnitas y ecuaciones independientes con que se cuenta.

A T N

@,
R 2l @ T8 5 8]
Z4

l Rz Rs

Figura iV.3.4.1 Elementos estructurales numerados

De la figura de arriba, tenemos que la estructura esta formada por nueve
barras (lo que significa que tendremos nueve fuerzas axiales como incégnitas),
seis nudos, un apoyo fijo y uno deslizante.
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® — P7 - ®
y
Vs 1 N | N
P1 Ps P4 Ps Ps
\\ A\
/ T . T .
R+ e -
—— - - Py - ® — Pg-= ® - Pg -

Figura IV.3.4.2 Incognitas en la armadura

Con base en la figura IV.3.4.2, observamos que tenemos tres reacciones

como incognitas y también nueve fuerzas axiales (P4, Py, . . ., Pg).
Si Ny es igual al niumero de nudos, entonces:
Ecs = 2 Ny (Estatica, TFx, Fy)

Por lo que si:

2NN = Ng + Nr la armadura es isostatica
2NN < Ng + NgR la armadura es hiperestatica
2NN > N + Ng la armadura es hipostatica (inestable)

donde:
Ng = numero de barras

Nr = numero de reacciones

Cabe recordar que. una fuerza axial con signo positivo (+) sera de tensién
(aumento de longitud del elemento), y una fuerza axial negativa (-) sera de

compresion (disminucion de la longitud del elemento).
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Es posible construir armaduras que tengan demasiadas barras y que
puedan analizarse por estatica, en cuyo caso seran indeterminadas internamente,
y Np excedera a 2Ny — Ngr porque habra mas barras que las absolutamente
necesarias para haber estabilidad. Las barras adicionales se llaman redundantes.

En la figura IV.3.4.3, se analiza la estabilidad de diferentes armaduras, y se
especifica si se trata de una armadura isostatica, hiperestatica o hipostatica.

|
2 NN = No + Nre ke
2(12)=21+3
24 = 24
ARMADURA ISOSTATICA
2 T
. |
e . . , Y
2 NN = Ns + Nr
2(12) =21 +5
24 = 26
ARMADURA HIPERESTATICA
i . e //7]
L T
S
2NN = N8 + NR e
2(13) =22+ 4
26 =26
ARMADURA ISOSTATICA
\\ -
S e
7 - .
~ - - ~
e o \,\
2 NN = NB + NR z
2(8)=12+3
16 = 15
ARMADURA HIPOSTATICA

Figura IV.3.4.3 Analisis de la estabilidad de algunas armaduras
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IV.4 METODO DE LOS NUDOS, DE LAS SECCIONES Y
PLANTEAMIENTO MATRICIAL PARA EL ANALISIS DE
ARMADURAS.

IV.4.1 METODO DE LOS NUDOS

Si una estructura esta en equilibrio, entonces cada una de sus nudos debe
estar también en equilibrio. Dicho método esta basado en el principio que consiste
en satisfacer las condiciones de equilibrio para las fuerzas ejercidas sobre cada
nudo de la estructura (teéricamente un perno). Debido a que todos los miembros
de la estructura son miembros rectos de dos fuerzas que recaen en el mismo
plano, el sistema de fuerzas que actua en cada nudo es coplanar y concurrente.
En consecuencia, el equilibrio de momentos se satisface automaticamente en la
union, y solamente es necesario satisfacer XFx = 0 y ¥XFy = 0 para asegurar el
equilibrio de fuerzas.

Cuando se utiliza este metodo, después de comprobar la isostaticidad de la
estructura por analizar, primero es necesario dibujar el diagrama de cuerpo libre
del nudo aplicando las ecuaciones de equilibrio. Para esto, debemos recordar que
la linea de accion de cada fuerza de elemento que actua en el nudo se especifica
a partir de la geometria de la estructura, puesto que la fuerza de un elemento pasa
a lo largo de su eje.

Para facilitar la solucion de una armadura por el método de ios nudos,
podemos ayudarnos de la siguiente metodologia:

1. Comprobar que la estructura es isostatica.

2. Dibujar el diagrama de cuerpo libre de un nudo que tenga al menos una
fuerza conocida y maximo dos desconocidas. Es posible seleccionar
alguno de los apoyos, pero para esto debemos determinar inicialimente
el valor de las reacciones.

3. Determinar el sentido de cada una de las fuerzas desconocidas y
orientar los ejes x y y de tal forma que las fuerzas en el diagrama de
cuerpo libre puedan descomponerse facilmente en sus respectivas
componentes.

4. Aplicar las dos ecuaciones de equilibrio ¥XFx = 0 y YFy = O0; y determinar
el valor de las fuerzas desconocidas verificando el sentido correcto.

5. Continuar analizando cada uno de los demas nudos que tenga maximo
dos incoégnitas y al menos una fuerza conocida. Cabe hacer la
observacion, de que una vez que se determina la fuerza de un elemento
a partir del analisis de un nudo en alguno de sus extremos, el resultado
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puede utilizarse para analizar las fuerzas que actuan sobre el nudo del
otro extremo. Es importante recordar y ser cuidadoso con el sentido de
las fuerzas al cambiar de nudo, puesto que un elemento en compresion
empuja sobre el nudo, y un elemento en tensién jala sobre el nudo.

Para ejemplificar la metodologia, resolvamos la armadura de la figura
v.4.1.1.

1 2T
el i
1 2 ’
/ N | 2m
Rt " ':"
J- =
T 3 4
R2 g 2m
\(‘.)‘ //
4
8 /\ -
6
/5 \\ 2m
R &11\ ®
- > 8.
Ra ™ 5 7 ?
l2T
: | !
- 2m 2m -

Figura IV.4.1.1 Ejemplo a resolver por el método de los nudos

Para resolver la armadura de la figura, tal y como lo dice la metodologia,
primero comprobemos que se trata de una armadura isostatica.

Recordando, para que sea isostatica se debe cumplir que:
2NN = Ng + Ngr

y tenemos:

2(6)=8+4
12 =12 (armadura isostatica)
Ahora, debemos analizar un nudo que tenga al menos una fuerza conocida

y dos desconocidas como maximo. El nudo seis y el nudo dos (figuras IV.4.1.2 a) y
b) respectivamente) cumplen con la condicion:
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P6

45° /"

P7

a)

b)

Figura IV.4.1.2 Diagrama de cuerpo libre de los nudos 6y 2

Analizando el nudo 6, tenemos:

ZFY = 0;

ZFx = 0;

Analizando el nudo 2:

EFY = 0;
ZFx = 0;
Sustituyendo:

Pgsend5 =2
Ps = 2.83 ton
P; - Pgcosd45 =0

P;=2 ton

Pisends5 + P,sen45-2=0

P4 cosd45 — P, cos45=0

Pi=P;

Pisend5 + P;sen45-2=0
2 Pysend45=2

P1=1.41 ton

P2 =1.41 ton
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P2=141 |’ P3 447
. ' A P4 =1.41
AERE) NS
Y ).____ Wt “.‘?'K”;'("\ 4e7_x
45° '\ R4 2
// /// A
P5 - \ P6=2.83
P4
a) b)

Figura IV.4.1.3 Diagrama de cuerpo libre de los nudos 3y 4

Analizando el nudo 3 (figura IV.4.1.3 a)):

ZFy =0; Pssen45 - 1.41send45=0
Ps= 1.41 ton

ZFx =0; Pscos45 + 141 cos45-Rs=0
Rs=2 ton

Analizando el nudo 4 (figura IV.4.1.3 b)):
ZFy=0; P3send45 — 141 sen 45 + Ps sen 45 -2.83 sen45 =0
P3—141+Ps—-283=0
ZFx =0; - P3cos45 — 1.41 cos45 + Ps cos45 + 2.83 cos45 =0
-P3—141 +Ps+283=0
P; = 2.83 ton

Ps=1.41 ton
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Figura IV.4.1.4 Diagrama de cuerpo libre del nudo 5

Analizando el nudo 5 (figura IV.4.1.4):

SFy =0; Pg—141sen45=0
Ps=1 ton

SFx = 0; R3-2-141cos45=0
R3=3 ton

Sd6lo nos resta determinar el valor de las dos reacciones del apoyo en el
nudo 1, y esto lo podemos realizar tomando toda la estructura:

2Fy = 0 (en toda la estructura); R,—-2-~-2=0
R2=4 ton

IFx = 0 (en toda la estructura); Ri-2+3=0
Ri=-1 ton

Ya determinadas todas las fuerzas en las barras y reacciones en los
apoyos, la solucién se representa en la figura IV.4.1.5.

133



METODO DE LOS NUDOS Y DE LAS SECCIONES PARA ANALISIS DE ARMADURAS.

[ 2T
2)
/
1.41 ton
4
. N
2.83 ton 1.41 ton
@
N
Ve N
1.41 ton 2.83 ton
4 .
s N
— e - - - 2 tON ——
3 ton N )
= 27T

Figura IV.1.5 Solucion de la armadura

IV.4.2 METODO DE LAS SECCIONES

El método de las secciones esta basado en el principio de que si un cuerpo
se encuentra en equilibrio. entonces cualquier parte del cuerpo también lo esta.
Para aplicar este método. se hace pasar una seccidon imaginaria a través de la
estructura, cortandola en dos partes. Cuando se dibuja el diagrama de cuerpo libre
de una de las partes. las cargas que actuan en la seccion deben incluirse en el
diagrama de cuerpo libre Posteriormente se aplican las ecuaciones de equilibrio a
una parte de la estructura con el objetivo de determinar las fuerzas de los
miembros en la seccidn cortada Como solamente podemos aplicar las tres
ecuaciones independientes de equilibrio (XFx = 0. XFy = 0, Mo = 0) a la parte
aislada de Ia estructura. debemos escoger una seccion que pase a traveés de no
mas de tres miembios cuyas fuerzas se desconozcan

Para aplicar el metodo de las secciones, es posible seguir algun
procedimiento que nos permita llevar un orden comodo en nuestro analisis para
determinar las fuerzas en algunos elementos estructurales de una armadura. A
continuacion se presenta dicha secuencia.
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Procedimiento de analisis:
1. Comprobar que la estructura es isostatica.

2. Determinar las reacciones en los apoyos utilizando las tres ecuaciones
fundamentales de la estatica con base en la estructura completa.

3. Decidir como seccionar la estructura a través de los miembros de los
cuales se desean determinar las fuerzas, recordando que como maximo
se corten tres elementos.

4. Dibujar el diagrama de cuerpo libre de una de las secciones.

5. Establecer un sentido de las fuerzas en los elementos.

6. Aplicar las ecuaciones de equilibrio evitando solucionarlas

simultaneamente.

A continuacién, resolvamos el ejercicio de la figura IV.4.2.1 para ejemplificar
el método, en el que se pide determinar las fuerzas en las barras 3, 4 y 5 de la
armadura mostrada.

———— -

Figura IV.4.2.1 Ejemplo a resolver por el método de las secciones
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Primero debemos comprobar que la estructura es isostatica:
2NN = Ng + Ng

y tenemos:
NN=6; NB=9: NR=3

2(6)=9+3
12=12 (armadura isostatica)

Ahora, determinemos las reacciones en los apoyos de la siguiente manera:

=M, = 0; 12(8) + 4(4) — R3(12) = 0
R3 =9.33 ton

ZFy =0; R2—12+9.33=0
Rz = 2.67 ton

ZFx = 0; 4-Ry=0
Ry =4 ton

Una vez que conocemos el valor de las reacciones, hagamos un corte
vertical al centro de la armadura, el cual parte a los tres elementos de los cuales
nos interesa conocer las fuerzas, quedando la estructura dividida en dos
secciones. Después asignamos un sentido a las fuerzas por obtener (es posible
hacer primeroc una inspeccion para determinar dichos sentidos), quedando las
secciones como se muestra en la figura IV.4.2.2

Seleccionemos despues la seccion de la izquierda (contiene menos
fuerzas) para determinar las fuerzas, prosiguiendo como sigue:

¥M; = 0; 267(4)—44)+Ps(4)=0

Ps =5.32 ton (tensién)
ZMs = 0; 2.67(8) - P3(4)=0

P3 =5.34 ton (compresion)
IFy=0; 267 —Pssend45=0

Ps=3.78 ton (compresion)
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2) 3 P3=5.34ton 4
//c\ J ase —- -— T - 4ton '
/ \\ | "\\ ‘
ay P«=3.78 ton | T 6 1
/ 8 > s ‘\\ am
e \\ @ |
@ _Ps=5.32ton 1
4 2 [3 7
e © ®] ,
7 Y 12ton -
T2.67 ton ?9.33 ton
e . 4mM ] am -

Figura IV.4.2.2 Solucion del problema

IV.4.3 PLANTEAMIENTO MATRICIAL

En el pianteamiento matricial, es necesario establecer primero un sentido
ficticio de las fuerzas en todos los nudos. Nosotros tomaremos el sentido de las
fuerzas saliendo de los nudos siempre hacia fuera. Al final del analisis, si
obtenemos valores negativos, significa que el sentido estaba equivocado, y por lo
tanto sdlo basta cambiar el sentido. Recordemos que si una fuerza en el nudo es
positiva, entonces en la barra se invierte el signo.

Establezcamos primero una metodologia:

1. Comprobar que la estructura es isostatica.

2. Establecer todas las fuerzas en los nudos con sentido hacia fuera.

3. Plantear las dos ecuaciones de equilibrio (XFx = 0 y £Fy = 0) para cada
nudo de acuerdo con los sentidos asignados y considerando los angulos

de inclinacion de las barras para obtener las componentes.

4. Se plantean las ecuaciones matricialmente (como se ejemplificara mas
adelante) y se obtiene la solucion

5. Los resultados con signo negativo, nos indican que debemos cambiar el
sentido de esas fuerzas en los nudos correspondientes.
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Recordando, si tenemos un sistema de ecuaciones lineales de la forma:

anx +apy +anzz=by, ...(1)
azx +azy+axz=by ... (2)
ayx +azy +tasz=bsy ... (3)

es posible plantear el sistema como sigue:

a,, a; a;j|Xx b,
a, a,, axnp|vY|= b?
Ay Qi Ay | Z b,

Para comprender perfectamente de qué se trata el método, resolvamos el
ejemplo de la figura IV.4.3.1.

A . (2
10 ton g e —— B -
a
2 e am
@& | - 5
5 ton e _ N
\ 4
6 e . 2m
@ .| ®
R1 \ 7 !
7 7
R2 Ra
L am i

Figura IV.4.3.1

Debemos comprobar que la estructura es isostatica:

2Ny = Ng + Ngr

y tenemos:
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2(5)=7+3
10 =10 (armadura isostatica)

Ahora se establece el sentido de las fuerzas hacia fuera de cada nudo,
como se observa en la figura 1V.4.3.2.

1 2
10 ton -, - PI — e
e
! !
P2 P3 3m
3) R Ps
5 ton -— '3
BN
P8 P4 i 2m
(4) ~ J 5
R1 \ - 7 ;; . s'\
| |
'Ry R

Figura IV.4.3.2 Diagramas de cuerpo libre de los nudos y apoyos

Planteamos las ecuaciones de equilibrio para cada nudo:

cos 6;=0.8 cos 94 = 0.89

sen 0;=0.6 sen 04 = 0.45
Nudo 1: Fx =0; 10+P;=0

Pi=-10

ZFy =0; -P2=0

Nudo 2: ZFx =0; -Py—=P3cos6:=0
- P1 -0.8 P3 =0

ZFy =0; -Ps—-P3send;=0
-P5—0.6 P3=0
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Nudo 3: IFx = 0; P3 cos03 + P, cos04 +5=0
08P;+089Ps=-5
TFy =0; P, —Pg+ PysenlO;—Pssenfs =0
Pz—P5+0.6 P;~-0.45 P4=0
Nudo 4: IFx =0; Ry+P;=0
TFy =0; P +R>=0
Nudo 5: TFx = 0; -P;-Pscos04=0
-P7-0.89 P4=0
IFy =0; Ps + R3 + Py sen0, =0

Ps+R;+045P,=0

Planteando el sistema:

-0.8

-0.6
0.8 0.89
0.6 -045

- 0.89
0.45

y resolviendo:

P1=-10.00 ton
P.= 0.00 ton
P3;= 12.50 ton
Ps=-16.85 ton
Ps= -7.50 ton

3
IREREEREREREER)
J

s

v

- ~

N

W
L
—

1
1
-15.00 ton
1
1

1
i
—
-~
Vl
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Los signos negativos de los resultados nos indican que el sentido real es al
contrario del tomado. EIl resultado lo podemos ver representado en la figura
IV.4.3.3.

1 2
10 ton -— = 10 ton —= ,o

|

0ton 12.5 ton
/ 7.5 ton
5 ton -
15.08 ton 16.86 ton
R T
) ton -
N \
15 ton / /
" 15.08 ton "1508 ton
Y

Figura IV.4.3.3 Fuerzas axiales y reacciones

En la figura de arriba, las fuerzas entre cada barra, representan el valor de
la fuerza a la cual estan sometidas cada una de ellas, y el sentido indica el tipo de
fuerza al cual son sometidas (tension o compresioén), no siendo este sentido el de
las fuerzas que actuan en los nudos.

IV.4.3.1 SIMPLIFICACION DEL PLANTEAMIENTO MATRICIAL DE
LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO ESTATICO PARA LA
SOLUCION DE ARMADURAS PLANAS ISOSTATICAS

Para no plantear las ecuaciones de equilibrto para cada uno de los nudos
de una armadura, tal y como se hizo en la seccion IV.4.3, puede hacerse una
simplificacion como veremos a continuacion Para ello. identifiquemos primero a
los elementos que componen una armadura. como se observa en la figura
IV.4.3.1.1, en donde Ny = numero de nudos (incluyendo apoyos): Ng = numero de
barras; Ng = numero de reacciones: y si 2Ny = Ng + Ng, entonces la armadura es
isostatica.

Analizando una barra i/ cualquiera (figura 1V.4.3.1.2), tenemos:
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2, 4
®
y oo
i . ! .
) / ; 3 /5
[
@—) & e
p
e —- 7 A @
Rs
[ et .. 4m

Figura IV.4.3.1.1 Componentes de una armadura

o+

J

Pi (+) Tensién
(-} Compresiétn

Figura IV.4.3.1.2 Analizando una barra / cualquiera

Donde:
P, = fuerza axial en la barra i

u; = vector unitario en direccion de la barra

" = cos 6,
' lsens,
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0; = angulo que forma el eje X con el eje de la barra
A, B, = nudos extremos de la barra /

Se puede expresar al vector u, en funciéon de las coordenadas Xa, Ya, Xg,
Yg, de los extremos A y B de la barra / respectivamente, asi tendremos:

}(XB‘ =X )2+ (Ye - Ya )?

t

longitud de la barra i

xB, - XA,

cos 6, =
I I

Por lo tanto:

Uno de los objetivos al analizar una armadura plana isostatica es el
determinar ias fuerzas internas (fuerzas axiales) que actuan en las barras de la
armadura; para ello, apliquemos las ecuaciones de equilibrio estatico a un nudo j
cualquiera que forma parte de la armadura; en €l se encuentran actuando las
siguientes fuerzas (figura 1V.4.3.1.3):

7 Un

Us Fv

Figura IV.4.3.1.3 Fuerza actuando sobre un nudo j cualquiera
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P4, P2, P3, Ps. .. P;... P, fuerzas axiales en las barras que ocurren al nudo j.
Fx;, Fy;, componentes de las fuerzas externas actuando en el nudo j.
Del equilibrio del nudo se obtiene:
ZFx = 0; - P1cos0, + P2cos0; + PacosO; — Pscosts — Picosl, + PhcosO, + Fxj =0
ZFy = 0; - Pisen0, - P;sen0; - Pasen03 + Pssenfs + Pisend, + PrsenB, + Fy; =0

sale entra sale entra entra sale
Fx; = Picosl), - Pzcosi); - PscosOs + Pycostis + Pcos, - Pocos,

Fyj = Pisen0; + Pysenil: + Pysents - Pssents + Psent, - PysenO,
Observemos el signo de los vectores unitarios de las barras que intervienen

en las ecuaciones anteriores con el objeto de sistematizar el planteamiento de las
ecuaciones de equilibrio.

— cose,l (-)
u,= {sen BJ ) sale del nudo
— cos8,]| (-)
u, _{sen sz (+) entra al nudo

sale del nudo

lo que nos permite concluir lo siguiente:

Si 4, sale de!l nudo es — «, en la ecuacién de equilibrio.

Si u, entra al nudo es +u, en la ecuacion de equilibrio.
Teniendo en cuenta lo anterior podemos escribir:
Fi=- Py {ui} + Pz {uz} — P3{ua} + P, {us} + P, {u} — P, {un}

Ahora, para ejemplificar mas a detalle, resolvamos el problema de ia figura
IV.4.3.1.4, que es el mismo que se resolvid en la seccion IV.4.3.
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1 3 2
10 ton -—e ® i
' i d
| - !
! 3 - i
2 ) /// 3m
’/ i
@ | - 5
5 ton ————ll'/ -
\ 4
6 T . 2m
@ ~ | ®
R ST 7
T Y77 T
|
R2 iRa

Figura IV.4.3.1.4 Armadura a resolver por el método matricial simplificado

Planteando el sentido de los vectores unitarios, y en donde las reacciones
pueden incluirse considerandolas como barras ficticias una por cada reaccién y
colocada en direccion de la reaccibén correspondiente, por lo cual también existira
un vector unitario para esa barra ficticia (figura 1V.4.3.1.5):

1 us 2
10 ton -—e -— °
uz A ) -
f <" Us
@ | .7 us
S5ton — =g
S~ U«
" Us -~
k./’ i RN
§ — IL_, e ——— . L @
NUTY e us lurs
2 v

Figura IV.4.3.1.5 Planteamiento del problema
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Sabemos que para que la armadura sea isostatica debe cumplir que:

2NN = Ng + Ng
y tenemos:
Ny = 5; Ne =7, Nr =3
2(5)=7+3

10=10 (armadura isostatica)

Con base en las figuras 1V.4.3.1.4 y IV.4.3.1.4, los vectores unitarios son:

ey a ey
-l a(y e
S =
()

Las ecuaciones de equilibrio seran:

10) [-du f+lu f 1)
o [-b) b)) by 5
O R L A les|
3 bbb b |
: LI R
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o bien:
F}=[A] P} ... ecuacion matricial de equilibrio
donde:
{F} = vector de las fuerzas en los nudos de orden 2Ny x 1

{p} = vector de fuerzas axiales en las barras, pudiéndose incluir las
reacciones, de orden (Ng + Ng) x 1

[A]l = matriz de equilibrio de orden 2Ny x (Ng + NR)

Puede observarse que la matriz de equilibrio se forma por renglones dobles,
y la forma de solucion es:

P}=[A]"IF

En la ecuacion anterior, puede verse que si el det [A] = O el sistema posee
solucidn unica, pudiéndose concluir que la estructura de la cual proviene [A] es
isostatica y estable.

Regresando al problema por resolver, ahora podemos sustituir el valor de
los vectores unitarios en la ecuacidn matricial, para obtener:

10) [ 14 o o o0 o0 o o0 o0 o0 o0 P
0 0 1 o o o0 ©O0o ©o0o o o0 o I[P
0 1 o o8 0 O ©O0 O o0 O o0 [P,
0 o o 06 0 1 o o o o o ||,
5( | 0 o0 -08-084 0 0 0 0 0 o0 |P
0 0 -1 -06 0447 O 1 o o o0 o ||r]
0 o o ©O0o o o0 0 -1 1 o o0 ||P
0 o o o o o0 -1 0 0 1 o ||R,
0 0O OO O 084 0 0 1 o o o [,
oj] { o o o0 -0447 -1 0 O 0 O 1 |R,

Resolviendo el sistema se obtiene:
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Ps=-10.00 ton

P.= 0.00 ton
P3s= 12.50 ton
P; =-16.78 ton
Ps= -7.50 ton

15.00 ton
15.00 ton
15.00 ton
15.00 ton
R3=-15.00 ton

v
~
wnuu

Como puede verse, los resultados son practicamente iguales que los
obtenidos por el método, en el cual para obtener la matriz [A] (matriz de equilibrio),

se plantearon las ecuaciones de la estatica (XFx = 0, £Fy = 0) para cada nudo.
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V. CONCLUSIONES

Revisando a detalle el presente trabajo de tesis, puedo decir que he
integrado un material que abarca la totalidad de los temas que contiene el
Programa de Asignatura vigente. Es importante para los estudiantes contar con
bibliografia que los apoye en el aprendizaje, que les sirva de guia y estimulo para
continuar con la busqueda de informacion.

Este trabajo de tesis, contiene cada uno de los temas que se contemplan en
el Programa de Asignatura aprobado en 1995. Los ultimos apuntes de Estructuras
Isostaticas son de la década de los ochentas (1987) y debido a esto, no cubren
por completo dicho programa. La Facultad de Ingenieria, cuenta con gran variedad
de apuntes de varias asignaturas, pero desgraciadamente, muchos de ellos no
estan actualizados.

También es importante senalar que en la actualidad, el costo de los libros
es aun mas alto; el editar una publicacion en la Facultad puede disminuir los
costos, teniendo como consecuencia un material mas accesible para los alumnos.

Los temas manejados fueron planteados en cierta forma de la manera mas
sencilla, ya que es la materia de Estructuras Isostaticas el primer acercamiento de
los alumnos a las materias de Ingenieria Civil, por tanto. debe tenerse especial
cuidado en no dejar que se acumulen dudas en el proceso del aprendizaje

Otro aspecto importante, es que, de publicarse como apuntes, seria un
complemento importante de la serie de ejercicios de la asignatura y de esta
manera, contribuir con el aprendizaje solido de los conceptos basicos del area de
las estructuras Otro punto es que este tipo de materiales pueden ser de suma
importancia en caso de que la Facultad decida ampliar la biblioteca en linea de Ia
pagina web de Ingenieria, pues de esta forma, todo aquel que tenga acceso a
Internet puede consultar los temas deseados de ios apuntes y poder imprimir sélo
los temas de interés

Por otra parte, no debemos olvidar que ios profesores se apoyan en gran
variedad de bibliografias. pero en ocasiones ellos mismos deciden realizar notas
de clase con la finalidad de optimizar el trabajo en grupo, es aqui donde los
apuntes de asignaturas son de gran utilidad. ya que pueden estar sometidos
constantemente a revisiones y actualizaciones para que en cada nueva edicion el
material sea de mayor calidad que la inicial, hasta llegar asi, a formar un acervo
importante y de gran valor entre la comunidad de la Facultad de Ingenieria.
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La informaciéon aqui presentada, debe ser reafirmada por los profesores,
porque aunque los temas aqui expuestos fueron desarrollados o mas claro
posible, la presencia de dudas entre los lectores que se inician en la materia
puede ser evidente. Ademas, si los alumnos se anticipan leyendo los apuntes de
los temas que se veran en clase, es posible que se facilite la comprension de los
mismos y asi propiciar clases mas participativas

Es importante mencionar, que el realizar un trabajo de tesis con los temas
de propuesta de apuntes, practicas de laboratorio o cualquier otro material de
apoyo al aprendizaje, debe ser impulsado y apoyado por los profesores, ya que es
una manera de retribuir todo lo recibido por parte de la Universidad y en especial
de la Facultad de Ingenieria.
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