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Introduccion

Este trabajo trata sobre sistemas dindmicos, caos y redes neuronales. Estas dltimas
son utilizadas como una herramienta para introducir las nociones principales de los
sistemas dindmicos y el caos. Para mostrar sus caracteristicas de una manera sen-
cilla nos apoyamos en imédgenes que hacen clara la existencia de puntos fijos, érbitas
periddicas, bifurcaciones e incluso de comportamientos cadticos.

Como introduccién se presentan los modelos de neuronas mas utilizados asf como
las razones por las cuales se utiliza uno en particular para la tesis. Las nociones
bé4sicas de sistermnas dindmicos, especificamente los de tiempo discreto, son explicadas
en el primer capitulo; con ello que quedan establecidos las bases para comenzar con
los primeros resultados.

Uno de los elementos mas importantes en la teoria de los sistemas dindmicos
son las bifurcaciones. Bdsicamente una bifurcacién es un cambio cualitativo en el
comportamiento de un sisterna. Existen bifurcaciones globales y locales, en este
trabajo estudiamos sdlo las locales, las cuales tienen que ver con puntos fijos y érbitas
periédicas. Teniendo una familia de funciones que dependen de un pardmetro es
interesante saber qué puntos peridédicos existen para cada valor del pardmetro y cémo
varian al mover este. Los resultados que se tienen hasta ahora en esta teoria solamente
se pueden aplicar a redes de muy pocas neuronas, menores que 3, o a aquellas con
estructuras muy simples. El tipo de redes con las que trabajamos se explican en el
capitulo de preeliminares.

La manera més comin de ilustrar las bifurcaciones es por medio de diagramas
de bifurcacién. En estos se rmuestran los puntos fijos antes de la bifurcacién y en
lo que se convierten después de la bifurcacién. En la tesis, ademds de este tipo de
diagramas, mostramos los espacios fase de varios sistemas en los cuales se ejemnplifican
los diferentes tipos de bifurcaciones. En este sentido, se presenta un teorema que
clasifica las posibles bifurcaciones para sistemas de dos dimensiones, gran parte del
segundo capitulo se dedica a ejemplificar con diferentes redes cada uno de los tipos.

El tercer capitulo de la tesis muestra una manera de estudiar el caos. Cuando se
trabaja con sistemas de los reales en los reales, podemos utilizar una teoria llamada
“Kneading theory”, la cual relaciona los mapeos de una familia parametrizada con
sucesiones infinitas de tres simbolos. La idea es seguir la érbita del punto maximo del
mapeo y asignarle a cada iteracién una letra, dependiendo de si su valor se encuentra
de lado izquierdo, derecho o en el mismo valor mdximo. Cuando el sistema tiene un
punto fijo o periédico atractor, la sucesién de letras debe reflejar esto convirtiéndose
eventualmente en periddica también. Algunos resultados aseguran la existencia de
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periodos de cualquier orden en las sucesiones, esto, traducido a los mapeos, significa
que moviendo el pardmetro también se obtendrian puntos periédicos en las funciones.
Una manera conocida de asegurar la existencia de caos es por medio de cadenas de
bifurcaciones. Esta es la manera como mostramos que en mapeos del intervalo en el
intervalo se presentan comportamientos cadticos. Algunas redes de dos neuronas se
comportan de manera similar a los sistemas del intervalo en él mismo, de aqui que
para esas redes aseguramos la existencia de caos.

Este trabajo busca ser una herramienta para estudiar los sistemas dindmicos de
forma clara y ejemplificada por las redes. El objetivo es mostrar gréificamente, apoy-
ado por la teorfa, los comportamientos de sistemas de tiempo discreto y su evolucién
hasta convertirse en sistemas cadticos.




Capitulo 1

Preliminares

1.1 Redes Neuronales

El estudio de las redes neuronales comenzé hace aproximadamente 60 afios con la
aparicién de los prirmneros modelos matemédticos de las neuronas. El hecho de que el
campo de las redes neuronales sea interdisciplinario, tuvo como consecuencia que en
los primeros anos el avance fuera minimo debido a la falta de grupos que conjuntaran
cientificos de todas las ramas [Grossberg, 1987]. Fisica, medicina o matema4ticas son
sélo algunas de las dreas involucradas en este estudio. En el intento de conocer el
cerebro y comprender su funcionamiento los cientificos se encontraron con aplicaciones
que han significado avances en otras disciplinas.

El cerebro es un complejo regido por las leyes de la [isica y la quirnica; reacciones
e interacciones logran lo que para nosotros es todavia un misterio: el pensamiento, el
control del cuerpo y la consciencia de ser capaces de pensar.

La unidad bésica funcional del sistema nervioso es la neurona. A grandes rasgos
estas células constan del cuerpo, axén, dendritas y sinapsis.

Dendritas

Esquema de una neurona

Podemos pensar en las neuronas como pequerias unidades de cdlculo, capaces de
recibir, procesar y transmitir informacién. La forma en que la neurona logra esto
depende de un sistema muy complejo de fenémenos fisicos, eléctricos y reacciones
quimicas. Para entender el funcionamiento global del sistema nervioso, necesitamos
también tomar en cuenta cémo estdn organizadas las neuronas.

En la siguiente seccidén estudiamos con mds detalle la fisiologfa de la neurona y la
manera en que recibe, genera y transmite informacién.
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1.2 Aspectos biolégicos

Las neuronas transmiten informacién por medio del intercambio de sustancias quimi-
cas. Las partes principales encargadas de lograr esto son la membrana del axén y
las sinapsis. Nuestro cuerpo estd formado en gran parte por agua distribuida en las
células y en el espacio entre estas. Algunas de las sales ahi disueltas se separan en
iones positivos y negativos que pueden variar la carga de las células y de su entorno.
La membrana de la célula tiene la propiedad de ser semi permeable, es decir que a
través de ella séSlo pueden pasar algunos iones. Este fendmeno estd regulado por los
canales iénicos: macromoléculas que permiten el paso de algunos tipos de sales con
una carga determinada.

En estado de reposo la neurona tiene carga negativa con respecto al exterior;
cuando esto se altera, es decir, cuando el potencial del interior rebasa cierto umbral,
se abren algunos de los canales dejando entrar iones positivos que aumentan de forma
brusca la carga de la neurona. Este cambio provoca a su vez que se abran otros canales
que dejan salir iones positivos restaurdndose la polarizacién negativa del interior.

Al cambio de polaridad se le llama despolarizacién y esta es la base de la generacién
y transmisién de informacién entre las neuronas. Con la apertura de canales iénicos
se provoca que los canales contiguos se abran, haciendo viajar a la despolarizacién
a través del axén, a este fenémeno se le conoce como potencial de accién. Al final
del axén se encuentran las sinapsis, dentro de las cuales existen algunas vesiculas
con quimicos llamados neurotransmisores. Estos quimicos son arrojados al interior
de la neurona receptora, alterando la polaridad de esta y prepardndola para una
despolarizacién.

El intercambio de informacién entre dos neuronas se lleva al cabo en las sinapsis.
Cuando un impulso eléctrico llega a una sinapsis esta se fusiona con la membrana
de la neurona receptora y deja salir los neurotransmisores. Si los iones recibidos
son positivos estos preparan a la célula para un potencial de accién y la neurona
es excitada; si los iones son negativos entonces la célula necesitard4 cambiar més su
potencial para lograr una despolarizacién, de manera que la neurona es inhibida por
la accién de los transmisores.

Los iones que entran en la neurona, carnbian su carga con respecto al exterior.
Cuando cierto umbral es alcanzado se dispara un potencial de accién y provoca que se
transmita un impulso a las neuronas adyacentes. La neurona procesa esta informacién
calculando la combinacién de todos los impulsos recibidos: si se sobrepasa el umbral,
la neurona se activa y envia un impulso; si el valor critico no es alcanzado, la neurona
permanece en estado de reposo.

El que la neurona sélo pueda estar en dos estados no implica que las funciones
que puede realizar son simples.La complejidad de las funciones que lleva al cabo el
sistema nerviocso, depende en gran parte de la manera en que estén conectadas las
neuronas y no de la forma en que actdan individualmente.

Para disparar un potencial de accién se deben tomar en cuenta muchas variables
como son €l nimero de compuertas iénicas que se abren con la despolarizacién o
el tipo de neurotransmisores que son intercambiados en las sinapsis. Al modelar el
funcionamiento de la neurona se busca reproducir las caracteristicas principales con
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las herramientas matemaéticas disponibles. El objetivo de un modelo consiste en lograr
“"un equilibrio entre las caracteristicas reales rescatadas del sistema y la posibilidad de
trabajar con ellas desde un punto de vista matematico.
A continuacién se presentan algunos de los modelos méds importantes y los difer-
entes aspectos que representan de una neurona.

1.3 Introduccién de modelos

Los modelos matematicos buscan reproducir comportamientos de los sisternas que
modelan. En el caso de las redes muy dificil reproducir el comportamiento incluso
de una sola neurona, por lo que hay que rescatar las caracteristicas més importantes
para obtener un modelo que se pueda abordar con las herramientas mateméticas con
las que contamos actualmente.

Los modelos varian dependiendo de quién y con qué propdsito sean hechos. Un
enfoque mads fisioldgico tratard de que dichos modelos se comporten lo més parecido
posible a la neurona real, mientras que un enfoque matematico desprecia muchos
detalles en aras de conseguir ecuaciones a las cuales se pueda aplicar la teoria ya
conocida.

La capacidad de una neurona de procesar informacién se representa en el modelo
por medio de una funcién real. Las variables representan los estados de las neuronas.
El estado de resposo corresponde a valores negativos o cero y los valores positivos
corresponden al estado activo. La informacién transmitida por la neurona depende
del estado en que se encuentra: la variable independiente significa la informacién que
se recibe de otras neuronas, mientras que la variable dependiente representa el estado
de la neurona una vez procesada la informacién.

El intercambio de informacién se puede ver afectado por varios factores de forma
que se pierda nitidez en el proceso. Para modelar esto se utilizan “pesos” entre las
neuronas: a cada par de neuronas y a cada direccién de intercambio de informacién
se asigna un numero que hace mas o menos eficiente el paso de los impulsos.

Tomando esto en cuenta, un primer modelo surge de utilizar una funcién de salto
como funcién de activacién, es decir, como la funcién que determina cémo debe ser
tratada la informacién recibida. La funcién de salto puede tomar sélo dos valores:
el cero representa una neurona apagada o en su estado normal, mientras que el 1
significa el estado exitado. El valor donde se da el salto se considera el umbral tras
el cual la neurona se ve activada.

McCulloch y Pitts [Grossberg, 1988] propusieron un modelo con una funcién de
activacién parecida a la funcién de salto:

-1 si z<0
sgn(zx) = O si-z=0"
} -siy @ > 0

Mientras la neurona se mantenga: por debaJ dell mbral ‘en este caso el 0, envfa
impulsos mhlblt:orxos, si el esta.do de la’ neurona. &s excxta.do, es decxr con valores
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positivos, la informacién enviada es de excitacién. Si la neurona toma el valor 0, las
neuronas no reciben ningin impulso.

Llamemos z;(t) al estado de la neurona Z en el tiempo t, w;; al peso entre las
neuronas i y j, y B; al umbral para la neurona i¢. La ecuacién que define el estado de
cada neurona al tiempo ¢t + 1 para el caso de un sistema de n neuronas resulta:

:zzi(t -+ 1) = sgn(i wijm_,,-(t) - B,)

i=1

Dentro de la funcién sgn se suman los estados de cada neurona multiplicados por el
peso correspondiente. La funcién es valuada en el resultado obteniéndose asf el estado
de la neurona actualizado.

En este modelo se supone que todas las neuronas estdn conectadas entre sf aunque
si el peso entre ellas es 0, la informacién transmitida es nula. Con la funcién de salto
se logra reproducir la manera en que la neurona cambia bruscamente su polaridad,
sin embargo se pierde mucha informacién debido a que mientras no se pase el umbral,
las neuronas receptoras reciben impulsos constantes o no reciben impulso alguno.

Para tratar con este inconveniente se propone un modelo con funcién de activacién
lineal. En este caso se logra recuperar mds informacién de la neurona emisora y se
tiene la ventaja de contar con una gran herramienta matemadtica que ayuda al andlisis

de las redes.
En 1973, Grossberg [Grossberg, 1987] propuso utilizar una funcién sigmoidal por

su capacidad de “...surpimir ruido, normalizar y despreciar actividades menores al
umbral...”, esta afirmacién dio paso a un gran nimero de modelos que utilizan estas
funciones.

La caracteristica principal de estas funciones es su forma de “S”, para los modelos
es importante que valgan O en el origen y que sean acotadas en su dominio. Un
ejemplo de una funcién sigmoidal es la tanh(x), esta funcién vale 0 en el origen y se
pega asintéticamente a -1 cuando x decrece y al 1 cuando x crece.

1_

0.84

0.6

0.4

) 0.2

-4 -2 023 2 x 4
.41
-0.64
-0.84
-14

La tanh tiene la propiedad de diferenciar entre estimulos grandes y pequefios con
mayor nitidez: para entradas de norma grande, los valores de la funcién se parecen
mucho al 1 o al -1. Para estimulos pequefios la funcién toma valores cercanos al cero.
Esta caracteristica asegura que sélo cuando la neurona reciba suficientes irnpulsos,
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su actividad se verd afectada de forma importante. Tarnbién que los estados de cada o
neurona se encuentran acotados entre el 1 y el -1. Algunos resulta.dos sobre esta.

funcién se pueden encontrar en el Apéndice 2 de esta tesis.

En nuestro trabajo utilizamos un modelo propuesto por Xin Wang en 1994 [Wa.ng,‘ o
1994] en el cual se supone que todas las neuronas estdn conectadas entre' sf, que dav
funcién de activacién es una funcién sigmoidal (para nosotros la funcién tanh) y. que?” :

ésta es la misma para todas las neuronas.
La ecuacién que determina el funcionamiento de las redes que estudla.mos es’t

zi(t +1) = fu(z x;(t)wiz)

=1

Donde w;; y x; significan los mismo que en el modelo anterior. Este sistema es de
tiempo discreto, esto quiere decir que las neuronas tardan en actualizar su estado una
unidad de tiempo. Los pesos entre las neuronas toman valores reales, y si un peso
vale O significa que entre esas neuronas no hay comunicacién. La funcién f,(z) es la
funcién tanh(uz) con la que definimos una familia parametrizada de funciones que
dependen del pardmetro p. Este pardmetro es muy importante en el andlisis de las
redes ya que nos perrmite variar la derivada de la funcién de activacién en el origen.
Con esto logramos cambiar el comportamiento de una red sin tener que modificar los
pesos entre las neuronas o la funcién de activacién que las define.

Antes de pasar a las definiciones matematicas, expresamos la ecuacién que define
la actividad de la red en forma vectorial. Los pesos entre las neuronas definen la
matriz W donde cada entrada w;; representa el peso entre la neurona ¢ y la j. Si
X = (xz, z2, ..., Tn) entonces la ecuacion para el estado de la red en el tiempo t + 1l es

X+ 1) = f,(WX())

Donde a W = [w;;] la llamamos matriz de coneccién.
En el siguiente capitulo presentamos algunas de las herram1entas matemaédticas que

necesitamos para el an4lisis de las redes.



Capitulo 2

Introduccion matematica

La teoria matemadtica que usaremos para estudiar las redes neuronales sbn los sis-
temas dindmicos. En este capitulo presentamos las definiciones pr1n01pa.les y alg‘unos :
resultados que serdn necesarios més adelante. R

Definicién 1 Un sistema dindmico real es una tripleta D = (X, T, <p) dOnde d X se
lo conoce como espacio de estados o espacio de fases, T es el domznzo temporal Yy
es una funcion de X x T en X, tal que :

(7)) X es no vacio,

()T =Ro bienT=N Y

(éii) para todea x € X y todot € T,

(z,0) =z y o@(p(z,t),s) =p(z,s+t) paratodaz e X ys,t €T

Un sistema dindmico con T" = R se llama de tiempo continuo (CT) mientras que uno
con T = N se llama de tiempo discreto (DT). Podemos suponer que el espacio de
posibles estados de las neuronas, representado por los reales en nuestro modelo, es
acotado, por lo que X C R" es acotado en nuestro sisterna.

Se puede obtener un sisterna dindmico de tiempo continuo por medio de una
ecuacién diferencial de la forma

dz—gt) — F(2(2)), 2(0) = o, n(t) € X C R" (2.1)

donde F cumple las hipdtesis del teorema de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales ordinarias; en este caso ¢ se define como p(z,t) = x(t) donde :z:(t) es la
solucién de (2.1) que satisface la condicién inicial z(0) = zg.

Para obtener un sistema en tiempo discreto, basta con una funcién f X — Xien
este caso definimos ¢ por medio de iteraciones de esta funcién, es decir

plz, k) = f¥(z), con fz) = Id(z) == (2.2)
Definido asi, es fécil probar que este sistemma cumple con todas las hipétesis para ser

un sistema dindmico. Las condiciones (%) y (ii) son inmediatas, para probar (4i¢) basta
ver que @(z,0) = z (por definicién) y que

ple(z,1),5) = f(p(z, 1)) = f2(f"(z)) = [+ (z) = p(z, s +1).

12
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En este trabajo usamos sistemas de tiempo discreto, por lo que a partir de aqui
‘nos referimos a un sistema dindmico como uno de tiempo discreto a menos que se
especifique algo diferente.

Gran parte del estudio de los sistemas se destina a conocer el futuro de una condi-
cién inicial. En este sentido hay dos conceptos importantes por definir. Para un
sistema dindmico D = (X,T,p) y para cada £ € X podemos definir una transfor-
macién ¢, : T — X como ¢, (t) = p(x,t) y para cada t € T la transformacién
@' : X — X con ¢(z) = ¢(z,t). La primera de estas transformaciones se llama la
trayectoria para el estado inicial z y la segunda el flujo del sistema en el tiempo ¢.
El conjunto de estados dados por I'(z) = {¢.(t) | t € T'} se llama la érbita de z. El
comportamiento de las trayectorias del sistema nos dice qué pasa con los puntos al
avanzar el tiempo. Es importante saber cuidndo estas se acercan a un punto fijo, a
una curva determinada o se alejan de su condicién inicial.

Se llama punto de acumulacién de la trayectoria de z, ¢, (t) = z(t), 2 un punto
que satisface p = lim,, z(Zx) para alguna sucesién {tx} — oco. El conjunto de puntos
de acumulacién de una trayectoria ¢, (t) se llama conjunto limite de x, y se denota por
w(z). Este conjunto es importante ya que nos dice hacia donde se dirige la trayectoria
de la condicién inicial z. Algunas propiedades de w(x) son: w(x) es no vacio, es
cerrado, acotado, conexo e invariante. [Devaney, 1986]

Ademds de los conjuntos limite de cada punto, nos preguntamos cudéndo un con-
junto determinado atrae o repele puntos del sistema. Un conjunto invariante bajo
una funcién f es aquel para el cual la érbita de sus puntos se queda contenido en él
mismo. Las definiciones siguientes tratan con conjuntos que atraen o repelen puntos
cercanos a ellos:

Definicién 2 Sea A un conjunto cerrado e invariante de X bajo la funcion . A se
llama asintdticamente estable (o A es un atractor) si existe una vecindad U de A tal
que el conjunto limite de cualquier punto x € U es un subconjunto de A.

Definicién 3 §i, por otro lado, para cualquier vecindad U de A el conjunto ltmite
de cualquier estado x € U — A tiene interseccion vacia con A entonces el conjunio se
llama asintdticamente inestable.

Definicién 4 Si un conjunto A cerrado e invariante de X bajo ¢ no es ni asintdti-
cammente estable ni inestable, se dice que A es silla. El conjunto limite de un conjunto
A es la unidon de los conjuntos ltmite de los puntos en A. A la union de los conjuntos
cuyo conjunto lfmile estd contenido en A se le llama la cuenca de atraccién de A,
denotado por B(A).

El tipo de estabilidad de A se puede caracterizar por medio de su cuenca de
atraccién. Si B(A) contiene alguna vecindad de A entonces A es asintéticamente
estable, en este caso, si B(A)es todo el espacio fase se dice que A es un atractor
global, si no es asi se llama localmente estable. El hecho de que B(A) contenga
una vecindad de A asegura que se cumple la definicién de conjunto asintéticamente
estable. Si B(A) sdélo contiene a A entonces es asintSticamente inestable ya que
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brindan sobre el sistema. ‘Uno de estos conJuntos son los
equilibrio: : ‘

Lema 1 Un punto x es de equilibrio si y sdlo si F(m) 0 en un 3zstema de tzempo
continuo y f(x) = x para tiempo discreto.

DemostraciénSupongamos que z es un punto de equilibrio, entonces . (t) = z para
toda t € T, es decir que 1%(1%‘-2 = 0 para toda t, pero 1‘&((5_'.‘.2 = F'(z) por lo tanto
F(z) = 0. Si ahora suponemos que F(x) = 0 tenemos que g%(:_,nz = 0 lo cual implica
que @(x,t) = =+ cparatodat € T con c una constante. Sabemos por la definicién de
sistema dindmico que ¢(z,0) = z y por la condicién anterior que ¢(xz,0) = = + cpor
lo que £ + ¢ = z lo cual implica que ¢ = 0 llegando a que @(z,t) = z paratodat € T.

Ahora bien, si ¢,(k) = = para toda £ € T = N esto quiere decir que f*(z) =
@(x,k) = = para toda k, en particular para k = 1 f(x) = z. Ahora bien, si f(z) =
z entonces f3(z) = f(f(z)) = f(z) = =z, f*(x) = f(f*(z)) = f(z) = z y asf
sucesivamente f*(z) = f(f* 1(x)) = f(z) = z para toda k € T' de donde p(z,k) =
f¥(z) = z por lo que = es un punto de equilibrio. B

Una manera de asegurar la existencia de puntos fijos es cuando X es un espacio
compacto y f una funcién que contrae. El teorema del punto fijo de Brower dice que
para D = {z € R"||z| < 1} y g : D — D una funcién continua, entonces g tiene
al menos un punto fijo en D. Aplicando este teorema a f en los sistemas de tiempo
discreto obtenemos directamente la existencia de un punto de equilibrio.

Los puntos fijos son de gran importancia cuando se estudia el comportamiento de
una transformacién. Lia manera como las érbitas de los demds puntos se acercan o
alejan de estos es el centro de atencién de nuestro andlisis y servird para hacer una
primera clasificacién dentro de los sistemas.

Ademids de los puntos estables podemos definir otros conjuntos invariantes llama-
dos puntos periédicos. Estos puntos cumplen lo siguiente:

f¥(x) = x para alguna k.

En este caso kes el periodo del punto y al conjunto {f*(z) : i = 1.k} se le llama la
é6rbita periédica de z. Es claro que cualquier resultado vilido para puntos periédicos
se puede aplicar a puntos de equilibrio, ya que estos son un caso particular de los
primmeros. Es posible caracterizar el tipo de estabilidad de puntos periédicos, y en
particular de puntos fijos, por medio de la derivada de la funcién que define el sistema.

Definicién 6 Sea z un punto periddico de f de periodo k, entonces

e Si |(f*)'(z)] =1, zse llama no-hiperbdlico



Como Yy e (p,:z:) C [p— € p+e] entonces |f'(y)] < A < 1, de forma que
[f(z) —pl=|f(z) — fF(@)| = | )|z — |<A|$fpl<|$—Pl<€

Esto quiere decir que f(z) se encuentra también en el intervalo [p— €, p+ €] por lo que
podemos aplicar el mismo razonamiento otra vez, es decir: como f(z) € [p— €,p + €]
entonces | f/(f(z))] < A, multiplicando por |f/(x)]|en ambos lados obtenemos

[(F2@)]| = I (f(@) - (@) < I (FNF (@) < 1f'(z)] A* < A°
Asf que, por el teorema del valor medio en el intervalo [z, p],
|£3(z) = p| = |F(=) — f2 ()| = l(f’(y)) |l —pl < A’ |z—p|
Slg’ulendo este proceso llegamos a que
If(z) — p| < A" |z — p|

lo cual implica que f™(z) — p cuando nn — oo. M
_ Con una demostracién andloga se puede mostrar que

Lema 3 Sea pun punto fijo hiperbdlico con |f'(p)| > 1. FEntonces existe un intervalo

abierto U al rededor de p, que no contiene a p, tal que st x € U entonces
Lm f"(z) # p '
n—0o0o

Cuando | f'(p)| = 1, es decir que p es no-hiperbélico, no existe ningiin intervalo al
rededor de p que asegure que sus puntos se acercan-o a.le_]a.n de p. En este caso {p}

es un conjunto silla.
Los puntos periédicos se pueden clasificar de una manera muy pa.re01da.

Lema 4 Decimos que un punto periddico p de periodo k es atractor si eziste un in-_

tervalo abierto U al rededor de p tal que si x € U, entonces

: kn .
Jim f™(z) =p
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DemostraciénDefinamos la funcién h(z) = f"(m), entonces h(p) = f*(p) = p es ‘

‘decir que p es un punto fijo de la funcién k. Como |W (p)| = |(f*(p))’| < 1:tenemos-
por el lema anterior que p es un atractor, es decir que existe un intervalo U alrededor
de p tal que
p= lim A"(z) = lim f*(x) para toda x € U
n—0oo T =00
por lo tanto p es un punto periédico atractor. M

Condiciones parecidas a estas se pueden dar para dos y més dimensiones, en el
siguiente capitulo se estudian con detalle para el caso de dos dimensiones.

Si bien los sistemas se diferencian por las caracteristicas topolégicas y el tipo de sus
atractores son de poca importancia detalles como el tamaiio o la localizacién. Para
poder agruparlos en conjuntos que compartan las caracteristicas més importantes
definimos la conjugacién topoldégica.

Definicién 7 Sean f : A — A yg : B — B dos mapeos. Se dice que f y g
son topoldgicarmente conjugados si eriste un homeomorfismo h : A — B tal que
ho f=go h. El homeomorfismo h se llama una conjugacién topoldgica.

Los mapeos conjugados son equivalentes en el sentido de su dindmica. Por ejemplo,
un punto fijo pde f se identifica con un punto fijo h(p) en g, de igual manera los puntos
periédicos estdn en correspondencia uno a uno entre los dos mapeos. Las principales
caracteristicas que definen a un mapeo son transmitidas a todos sus conjugados de
donde podemos considerar sSlo las clases que resultan de esta clasificacién y pensar
a dos mapeos conjugados como si fueran el mismo.

Una vez que conocernos la manera de clasificar a los sistemas por sus conjuntos
atractores, podermos preguntarnos qué pasa con familias de mapeos parametrizados.
Una familia que depende de un pardmetro se define por medio de una funcién f :
X X A — X, donde para cada p € A definimos f, : X — X tal que f,(x) =
f(z, ). Para nosotros A C IR y f dependerd continuamente de pu.La importancia
de estas famnilias es el cambio cualitativo que puedan tener los conjuntos limite de
cada mapeo conforme varia el pardmetro. Llamaremos estructura de drbitas a la
estructura cualitativa de los flujos de un mapeo, es decir a la forma que tienen sus
atractores, puntos fijos, conjuntos invariantes, etc. El cambio de esta estructura se
llama bifurcacién y puede darse a nivel global o local. Las bifurcaciones locales tratan
con puntos fijos o peridédicos que cambian su estabilidad, es en este tipo de bifurcacién
que enfocaremos nuestro estudio.

Al punto que cambia su estabilidad después de una bifurcacién se le llama punto
de bifurcacién, mientras que el valor del pardmetro para el cual ocurrié el cambio se le
llama valor de bifurcacién. Sabemos que la naturaleza de los puntos fijos o periédicos
depende de la derivada en ese punto, podriamos decir que el valor critico en el cual
esperamos un cambio en el comportamiento del mapeo es cuando |[(f™) (z)]| = 1, ya
que mientras se mantenga por debajo o por arriba de este valor el tipo de estabilidad
se conserva. En pocas palabras, son los puntos no-hiperbdlicos los que esperamos
tengan un comportamiento més interesante y donde ocurran las bifurcaciones. Los
resultados en este sentido para dimensiones mayores a uno se estudian en el siguiente
capitulo dedicado a redes neuronales y bifurcaciones.




Capitulo 3

Bifurcaciones

3.1 Bifurcaciones locales

En este capitulo comenzamos con las definiciones de hiperbolicidad, atractor, repul-
sor, etc., para mapeos de varias dimensiones. El cambio principal es que ahora las
condiciones para que existan bifurcaciones dependen de los valores propios de la ma-
triz derivada y no del mdédulo de la derivada, como en €l caso de una dimensién. Una
herramienta muy importante para estudiar el comportamiento de sistemas dindmicos
son las formas normales. Daremos una pequefia introduccién a esta teoria para usarla
después en el estudio de bifurcaciones en las redes. El tipo de redes que analizamos
son redes de una y dos neuronas, para un nimero mayor de neuronas pedimos ciertas
condiciones a la matriz de coneccién de forma que sea posible un estudio detallado.

Definicién 8 Un punto fijo p de f : R™ — R™ se llama hiperbdlico si los valores
propios de la matriz derivada D f(p) son de mddulo distinto de 1. Si p es un punto
de periodo n, p se llama hiperbolico si la matriz derivada de f™, D f™(p) es tal que
todos sus valores propios son de mdédulo distinto de 1.

La linealizacién de una funcién en un punto es la funcién lineal definida por su
matriz derivada. Ya que estudiaremos los valores propios de matrices derivadas en
diferentes puntos de una érbita, cabe aclarar que estos cumplen la siguiente propiedad:

Observacién 1 S¢ p es un punto de periodo n de f los valores propios de Df" son
los mismos a lo largo de toda la drbita de p, ya que f* o f* = f¥ o f™. En efecto, por
la regla de la cadena

Df™(f*(@)) - Df*(®) = Df*(f™(p)) - Df"(P)
de donde si f™(p) = p, obtenemos L
(Df¥@)~! - D (f*(p) - Df"(P) Df"(P)

como los valores propios de matrices conjugadas son los mzsmos, D f" ( f "(p)) Y D f" (p)
tienen los mismos valores propios para toda k.

17
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~Este resultado asegura que sin importar qué punto de la Srbita estudiemos, los
‘resultados son los mismos. En el siguiente lema clasificamnos el:-tipo de etabilidad de
- puntos periédicos segiin los valores propios de la. matriz derivada de la funcién. f:

Lema 5 Sea S (p) =

e Si todos los valores propios de D f™(p) son de médulo menor que 1 entonces p €s
un punto periodico,-atractor- o sumzdero IR

e Si todos los valores propzos de D fm (p) son de md ulo ma.yor que 1 entonces pes
una fuente o repulsor. : S : :

e p es silla si al menos un 'ua.lor‘propi'o de Df"(p) es de médulo mayor Que 1y
otro menor que 1.

Una dernostracién de este lema se puede hacer utilizando el Teorema de Hartman-
Grobman [Arnold, 1983] el cual dice que un difeomorfismo local con parte lineal igual
a la matriz A (con valores propios de norma distinta de 1) en un punto fijo, es
topoldégicamente equivalente a la transformacién lineal A : R — IR en una vecindad
suficientemente pequena. De aqui que si los valores propios de D f™(p) son de médulo
menor que 1 entonces localmente el mapeo se comporta como su parte lineal. Adernéds
sabemos que una transformacién lineal con valores propios de norma rmenor que 1
contrae, de manera que los puntos fijos con estas caracteristicas serdn atractores. El
caso para puntos repulsores es andlogo.

Para que exista una bifurcacién, al menos un valor propio de la matriz derivada
debe ser de mdédulo 1, es decir que el punto sea no hiperbdlico. Cuando el mapeo es
de IR? en IR? los valores propios se encuentran en pares conjugados, por lo que, de ser
el punto no hiperbdlico, ambos resultan de médulo 1 al mismo tiempo.

Para el estudio de las bifurcaciones en redes neuronales, usaremos un modelo
simplificado que supone las entradas de estimulos externos igual a cero y las funciones
de activacién de todas las neuronas idénticas. Bajo estos supuestos la ecuacién que
resulta se escribe

n
zi(t + 1) = gu( E wi;zi(t)),i=1,...,n
=1

o en forma vectorial
2(t +1) = gu(Wz(t)) := fu(z(t)) ,
La funcién sigmoidal g, se puede escoger de manera que sea impar en el mtervalo :
[—1,1] con lo que el origen es un punto fijo de f, que no depende del parémetro b
El mapeo f,. en el origen tiene la matriz jacobiana :

Df,(0) = uW

as{ que ‘las posxbles bifurcaciones en el origen estdn determmada.s ‘por.. la. matrlz de
conexién W. Los valores propios de Df,(0), en general nimeros comple_]os, son

() = pog, k=1,2,...1
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donde las a}s son los valores propios de W. Esto es claro ya que si Wz.= oz,

multiplicando esta igualdad por u de ambos lados obtenemos Wz = pox es: dec1r, s

que los valores propios de la matriz uW son exactamente poyg para cada k.
Si ax # 0 entonces los valores propios de D f,(0) tienen la propiedad de que:

d
ap |2l = |ox| >0

conocida como la condicién de Hopf. Esta propiedad asegura que al mover u, por
poco que sea, )i se ve afectada también. Si en algdin momento los valores propios son
de norma igual a 1, entonces la condicién de Hopf asegura que al mover el pardmetro
cambiard el tipo de estabilidad del punto: los valores propios pasardn de ser de norma
mayor que uno a menor que 1, o viceversa, asegurando distintos commportamientos.

3.1.1 Formas normales

El propésito de calcular formas normales es eliminar términos no lineales de funciones
polinomiales para facilitar el andlisis de sus propiedades. Para ésto se construyen
sucesiones de transformaciones que eliminen sucesivamente los términos de orden 7
para r 2 2. Para aplicar este procedimiento a cualquier funcién, asi no sea polinomial,
se utiliza el desarrollo de Taylor. [Arnold, 1983; Arrowsmith, 1990]

Sea f : R* — R" un difeomorfismo, i.e. f es una biyeccién y tanto f como f—1
son diferenciables, cuyo desarrollo de Taylor alrededor del O es

() = f1(3) + fa(x) + ... + fu(x) + O(lIx||**?)

donde x = (z1, 2, ---, Tn), fr €s un polinomio real en n variables de grado k y f1(x) =
D f(0)x = Ax. Ahora bien, para cada r > 2 buscamos una transformacién de la forma

x=y+k(y) = K(y)
Donde k&, es un pohnomxo de. gra.do 7. Supongamos que
_ (X) Ax+fr(x) +O(lI=I™")
Entonces, si K transforma a f en’ f 5 tenemos que -

f(Y) K“‘(f(K(Y))

por lo tanto o ~7 SR e e
Fex) = K“(f(y +'“k-’(y’)‘)) =

1(‘Ay + Ak (y) + f-(y) + Olyll™*?) =
: Ay + Ak, (Y) + fr(Y) k- (Ay) +O(llylI™?)

de manera que si escogemos k,.(y) ‘tal que

kK, (AY) Ak ) = 1)
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.enton‘c&s : TR i k ;
e
: Logrando quitar los términos de orden r de f. ‘La ecuacién

k. (Ay) — Ak.(y) = f+(y)

es la ecuacién homoldgica asociada a A. Para resolver esta ecuacién se encuentran

ciertas condiciones sobre los eignevalores de A. Si llamamos A = (X1, /\2, wrs )\n) alos 7

eigenvalores de A para que exista una solucién de la ecuacién homolégica se necesita
que

AT £ A,
con A = A"™A™ ... A" o= (119, Mg, ..., My) Y Zm, =r.

En los casos en que se cumple la igualdad pa;a alguna % se dice que el conjunto
A = (A1, A2, ..., An) es resonante de orden i. Estos casos son sumamente importantes
en el estudio de las bifurcaciones. En particular, para el caso de dos neuronas, el tipo
de bifurcacién quedard determinado por los eigenvalores de la matriz-de coneccién y

las resonancias que éstos impliquen.
Se puede probar [Arnold, 1983] que f se puede reducir a la forma

IJx + > _we(y) + o(llylIV)

Donde w, es un término resonante de orden r en el sentido de que A™ = .. La
expresién anterior se llama la forma normal de f.

Un buen ejemplo de cédmo se encuentran las formas normales es haciéndolo para
una dimensién. Supongamos que tenemos una funcién polinomial (siempre se puede
utilizar el desarrollo de Taylor) :

f(z) = a1z + az(x) + az(z) + ...
donde a; # 0. Proponemos una trasformacién de la forma
T =y + k2y® = Ka(y)
con k; € R, y cuya inversa es ‘
y=a— ket = Ki(a)
de manera qué al conj’ﬁgt:a.rr f con ‘K2‘ bbtenemos

T

" Ka(ay (x — kax?) + az(z — k2z?)? + aa(z — koz?)® + ...)
‘f_"d»lj(::'cf—_kzzz:z) + as(z — k2z?)? + az(z — kox?)® +

- tka(ar (T — koxz?) + az(x — k2x?)? + az(x — kax?)® + ...)2
= a1z + (az — arka + keal)a® + o(|=®)
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Si lo-que queremos es desaparecer los térmmos de orden 2, entonces los coeﬁcxentes
deben cumphr : ; e -

as —arko + k2a1 =0

es decir

—a —ag

k2 = 2 =
ai—a; aila; —1)

Con las ecuaciones homoldégicas para los demés érdenes se puede ver que la cond1c16n
sobre el coeficiente de z para tener una resonancia de orden r es la 51g'u1ente

siempre que a1 #%'1

a; =a

de forma que los tnicos valores con resonancias de a; son cuando ay; = *1. Sia; =1
tenemos que a] = a; para cualquier r € N,esto quiere decir que no hay términos de
ningiin orden que se puedan eliminar. Si a; = —1 entonces a] = —1 si r es impar, de
aqui que existen resonancias en todos los érdenes impares, mientras que los términos
de orden par se pueden eliminar. v

Con €l uso de las formas normales se llegé a los resultados sobre blfurcacxones que :
enunciamos a continuacién [Wang, 1994].

Empezamos con el estudio de redes con pocas neuronas. El caso de una y dos
neuronas, nos llevardn a resultados precisos en la descripcién de las blfurcaclon&s
Para redes con mayor nimero de neuronas los resultados abarcan sdélo algunos tlpos -
de redes, sin embargo dan una buena idea de su comportamiento. : o

3.1.2 Redes de una sola neurona

En el caso de una sola neurona la matriz de conexién se reduce a
W =a

esto quiere decir que la neurona estd conectada con ella misma y el peso de esta
conexién es a. En este caso la funcién que describe el comportamiento de la red es

fu(z) = gu(ax) = tanh(uax)

Cuando a > 0 la neurona se excita rnientras que si a < 0 la neurona se autoinhibe.
A fin de obtener la dindmica a la que se da lugar, calculamos la derivada de f,

fi(xz) = (tanh(uza)) = tanh’(uazx) - pa
que, evaluada en el origen, resulta
fu(0) = pa

El iinico punto fijo de esta red es el origen, para encontrar los valores de bifur-
cacién de este sistema necesitamos saber cuidndo la derivada en este punto tiene valor

absoluto 1. Tenemos que
1

lpal =1 = |pu| = —
=Tl
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por. lo: ﬂanto ‘Hg = T3 es un.valor de blfurcaclén Ahora bien,, 1la segunda, derivada
“tercera: derivada“f,/’(0) = —2u2 por lo que el mapeo: f“se puede
a.prox1rnar con su desa.rrollo de Ta.ylor alrededor del cero por

2
apx — '5# z* +O(|=|*)

Como ya vimos en el estudio de las formas normales, para el caso de dimensién 1
sélo podemos despreciar los términos de érdenes pares cuando a = —1 Exarmna.ndo .
el desarrollo de Taylor de la funcién que nos interesa, podemos ver que estos t.érmmos
se anulan cuando se desarrolla alrededor del 0, de manera que la. forma”‘ normal en
este caso coincide con el desarrollo de Taylor. : By

El siguiente teorema describe el comportamiento de estas red&s

Teorema 1 (Wang, 94) Para la red de una sola neurona el szstema presenta. dos:..
valores de bifurcacion para cada valor de a, py = :I:; estas bzfurcaczones son de
alguno de estos dos tipos: S L

i) mientras yu pasa el valor de bifurcacion, el origen cambia su estabilidad de estable
a inestable y aparecen dos puntos estables mds z, y—=x,, a esta bifurcacion se
le llama bifurcacion de pitchfork o de tenedor;

i1) cuando p pasa el punto de bifurcacion, el origen pierde su estabilidad y aparece
una orbita periédica de periodo 2, {z,, —xz,}, a esta se le llama bifurcacion por
doblamiento de periodo. ' ~

DemostraciénEl desarrollo de Taylor de la funcién que define el comportamiento de
la red de una neurona es

Ful@) = apw — 345%2° + O(|=l%)

Sin pérdida de generalidad podemos fijar a = 1 para tratar el caso de apoéitiva, y
a = —1 cuando es negativa.” En el primer caso, y despreciando los términos del érden

de |z|*!, la func16n se reduce a
v : L
fu(@) = pz — 3¢’

Pa.ra. encontrar los puntos fijos de este mapeo basta - encontra.r los ceros. de la
funcién: .
s, ) = (i — 30 x’*)—x -

La gréfica de esta funcién, al variar xy u, se presenta. a contmuamén ’

1Ver las razones por las que se deprecian los térmmos de orden 4 y mayoras en el apéndxce sobre
la funcién tanh. . i
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1.1 02
Gréfica de la funcién by (z, 1)

Claramente £ = 0 es una solucién independiente del pardmetro u, para cualquier
valor de p negativo existe una vecindad del cero lo suficientemente pequefia de manera
que no hay més puntos fijos que el origen.

Si x4 > 1 aparecen dos puntos fijos x, = 1/ﬂ§—12 Yy —zu = —-\'/-"’—(%_rl)-, de forma
que en el punto de bifurcacién py = 1, la bifurcacién es de pitchfork. Ahora bien, la
derivada de la funcién f,, en cero es u, por lo que si bien cuando p es menor que 1 el
origen es un equilibrio estable, al pasar el punto de bifurcacién pg = 1 este punto se
vuelve inestable. Ahora, si calculamos la derivada de f, tenemos que:

Ful@) = p— 1a?
que evaluada en los puntos de bifurcacién
( 2
3(p—1
fi(xzy) = p— 2 (:i: —#ua—-—)) =—24+3
pér lo tanto para p > 1 - v
fl(£x,) =—2p+3<—2+4+3=1

por lo que los puntos z, y —z, son puntos de equilibrio estables.

Para el punto de bifurcacién g = —1 analizamos los puntos de equilibrio de la
segunda iterada de la funcién. Un punto fijo de la segunda iteracién de una funcién
significan puntos de periodo 2 en la funcién original. Para el caso de f.(z) debemos
encontrar los ceros de

ho(z, p) = (p(pz — 2p°2°%) — 2p° (px — 24°2°%)°) —

cuya gréfica es
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-08 0.2
Gréfica de la funcién hq(x, p)
Claramente el cero y los puntos de equilibrio de la funcién f, para g >'1 se

conservan en la iterada, sin embargo surgen nuevos puntos fijos cuando it < —1. Esto -
quiere decir que en el mapeo original, f,., aparece una &rbita periédica de penodo dos

para i = —1 y se conserva para cada valor de ¢ < —1. :
Ahora bien, para el caso a = —1 tenemos el mismo comportamiento pero con una
bifurcacién de pitchfork en gy = —1 y una de doblamiento de periodo en ,u,o = 1 La

funcién que nos interesa ahora es
hoi(z,p) = —pz — 2p°%2° — =

y su gréfica es:

Los ceros de esta funcién muestran que mientras pdecrece y pasa el —1 nacen
dos puntos fijos méds ademds del cero. La interseccién de la superficie con el plano
z = 0 representa la manera en que se distribuyen los ceros de la funcién. En g =1 la
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bifurcacién es de doblamiento de periodo como lo muestra. la. SIgulente g‘ré.ﬁca, en la
cual se representa la segunda iterada de f, alrededor del-1. : s

Gréfica de (f,)? —

En este teorema quedan estudiadas todas las posibles bifurcaciones locales, para
asegurar que no existen mas basta probar que no hay puntos de otro periodo ademaés
de 2. Una demostracién de esto se encuentra en el Apéndice 1, en el cual se muestra
que no existen punto de periodo n para n >2. I8

En el cuadro siguiente se resumen las cuatro bifurcaciones que ocurren, el valor
del pardmetro que las provoca y el tipo que son.

a<0 a>0
p=13 pitchfork pitchfork
# = —1 | doblamiento | doblamiento

Este tipo de andlisis en el que se encuentran explicitamente los puntos fijos del
sistema al mover L, se puede hacer en cualquier red de dos neuronas y para algunos:
casos particulares de tres o mds. Sin embargo para redes mayores se utilizan las
formas normales queya mencionamos.

3.1.3 Redes neuronales de dos neuronas

En el caso de la red con dos neuronas la matriz de conexién que utilizamos es:

w=(5 )

Donde a,b son reales distintos de cero. Esta matriz representa dos nueronas
idénticas, con mismos pesos sobre si mismas y mismos pesos pero de signo contrario
sobre la otra. El mapeo que define el comportamiento de la red se convierte en:

fu(z,y) = (gu(az — by), gu(bz + ay)), z,y € [—1,1]




; Dependlendo de los valores de a'y b'habré dlstmtos tipos de bifurcaciones, por
ejemplo la de Hopf, resonancxas fuertes y déb1l&s, etc.

Bifurcacién de Hopf

Existe un teorema que clasifica y define las condiciones para los distintos tipos de
bifurcaciones. Dependiendo de los valores propios de la matriz derivada en algin
punto fijo, pueden surgir o desaparecer puntos periédicos o cambiar la estabilidad del
punto de equilibrio. El teorema se divide en la bifurcacién de Hopf, resonancias débiles
y resonancias fuertes. Cada parte la trataremos por separado y ejemplificaremos por
medio de una red.

Teorema 2 (Bifurcacion de Poincaré-Andronov-Hopf para mapeos) [Wang, 1994]
Sea f, : R? — R? una familia de mapeos con una familia de puntos fijos x, para
valores de p en un intervalo alrededor del valor de bifurcacion ug tal que

%) Dfu(x.) tiene valores propios A(u) y A(u) no reales
i) (A(w)): #£1lparai=1,2,3,4
1i4) g M) ympyy > 0

Entonces en una vecindad pequeria C de p, existe un cambio de coordenadas suave
tal que el mapeo f, tiene la forma normal 2 : ‘

fu(®) = AWz + a2z + O(l2l*), 2 € C.

e Sia(pe) # O existe una curva simple cerrada al rededor del punto fijo x,, para
M1 > g tnvariante bajo f, tal que la curva se deforma homotdpicamente al
punto x,, cuando [ — L.

?Dependiendo de las condiciones que cumpla alguna funcién, se puede asegurar que diferentes
caracteristicas de ésta se ven reflejadas en su forma normal. Podemos tener, por ejemplo, formas
normales topolégicas, diferenciables, diferenciables hasta cierto grado o solamente formales. En este
caso, y en todos los teoremas que aqui mencionamos, se trata de formas normales diferenciables.
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o Si afu) < 0 la curva es atractora en una vecindad de a:,, Y Ty cambia su
estabilidad de estable a inestable cuando p pasa a Ho- de manera creczente

e Si la desigualdad en la condicion iii) (condicion de Hopf ) es zn’uertzda entonces
para a(pg) > 0 la curva se vuelve repulsora y el punto fijo atractor para [ > .

Cuando los eigenvalores de la matriz derivada D f,(x,) cruzan el cfrculo unitario
en raices racionales de la unidad se dice que sucede una resonancia. Dependiendo del
valor de g para €l cual (A(u))? = 1 las resonancias se clasifican como resonancias
fuertes, en los casos ¢ = 1,2,3 y 4, y resonancias débiles cuando g > 5.

Entonces si a y b son tales que § = arctan(b/a) 5 0, &7, £27/3, 7 /2, esperamos
que ocurra una bifurcacién de Hopf supercritica. El nornbre supercritica se utiliza
cuando el ciclo invariante aparece después del valor de bifurcacién. Segiin el teorema,
las condiciones que se deben cumplir para que se dé esta bifurcacién son las siguientes:

e La matriz jacobiana en el origen debe tener eigenvalores conjugados no reales
e Los eigenvalores deben cumplir que A(u)* 5 1 para k=1, 2,3, 4.
e El valor a(u;) en la forma normal
fu(z) = M)z + ()22 + O(J2|*), 2 € T
debe ser distinto de cero.

Los eigenvalores de la matriz derivada son A;12(u) = p(a £1b), los cuales son con-
jugados no reales. Para que ocurra una bifurcacién de Hopf suponemos que A(u2)* # 1
para k = 1,2,3,4. Para llegar a la forma normal del mapeo es necesario obtener su
desarrollo de Taylor hasta tercer grado al rededor del cero. Dado que las segundas
parciales se anulan en el cero, el desarrollo se reduce, en cada una de sus componentes,
a:

gulaz — by) =~ paz— pby — §/L3a3w3 + pPa’s?by — plaxb®y® + § 26*y° == fi(z,v)

3 b3

1 1
gu(bz +ay) = pbz + pay — Zp6°z® — uaayb2m2 - “bya”y2 - glﬁaay = fz(m y)

Ahora bien, haciendo el cambio de variable z = ,

fu@ = Az + S g2 + O(Izl“)

2<p+g<3

Los coeficientes de esta forma normal son los que determinan cémo se comportard
la funcién f,(z), por lo que es importante calcularlos. Los célculos que hay que
realizar para encontrarlos son largos y resultan de poca importancia en este trabajo,
sin embargo escribimos algunos de los pasos que hay que hacer y el resultado al que
llegamos para cada coeficiente.

Los coeficientes £, en la ecuacién anterior estdn definidos como:
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i 520 = § [(fl)mz (fl)uy -+ 2(f2):=u + z'((f2):t==z: (f2)uu - 2(f1)=v)]
e = ? [(f1)zz + (1)yy + ((f2)zz + (F2)3)]
" €o2 = s [(f1)zz — (F1)uy — 2(Sf2) 2y + 2((f2) 2z — (f2)uy + 2(f1)mu)]
=15 [(fl):z:m + (f1)ayy + (f2)aey + (f2)uw + "'((fZ):wz (f2)ayy —
Y’fmy = 8y81'. !
- En el caso que estamos estudiando nos 1nteresa.n las parcua.l
_por lo que el coeficiente a(u) resulta ser :

. [(11 2))X

‘ v(mm (fl)wm

‘,e’valua{qa,sv ep Ql (0, 0) ,

a(me) = R 5115%]
Las segundas parciales de f1'y f2 se a'
aquf que "

Para calcular &,; neoes1t;a.mos
(fl)::xm = —2/-"30' (fl):cyy =

—24303, .
(f2)zyy = —2020%b, (f1)zay = 211' 'ba?; (/
De forma que :

1
bn = —gHC°—3

47
= —‘—]i-p, [a(a® + b2) + z(b(b2 + a2)] =

lis [a+zb] = '—Zﬂ- D

Entonces

a(pg) = Re(,\(—_”g)\)) ")‘”

Como pg = 71—;; # 0, a(ug) 7 0 con lo que las hip&Stesis del teorema se cumplen
y tenemos dos resu_'l—tados posibles:

Para p > p4existe una curva simple cerrada, un ciclo limite al rededor del origen,
el cual es invariante bajo f, y se encoje hacia el origen mientras & — .

Si ademds a(yy) < 0 la curva es un atractor en una vecindad del origen y este
cambia su estabilidad de estable a inestable cuando u pasa a fiy de manera creciente.

De esta forma vemos que para cada par de valores de a y b que cumplen con la
condicién /\(,u)" # 1 para k = 1, 2, 3, 4 existen dos puntos de bifurcacién gy = :i:m
en los cuales si pyg > 0 la blfurcamén es de Hopf supercritica y si 12 < 0 entonces es
subcritica.

Como se ve en el caso de redes de dos neuronas, los cdlculos para llegar a las
formas normales suelen ser muy complicados. Para tres o mds neuronas no existen
teoremas que clasifiquen las posibles bifurcaciones. :

Como ejemplo tratamos el caso en que a = 1, b = v/2 y u varia entre 0. 52 y 0.75.
El valor de bifurcacién en este caso es ]3. Las gréﬁcas que se muestra a continuacién -
es el espacio de fases para el mapeo f, para distintos valores de u. Se tomé como

p.sba '=' —i—,u. [a.3 + ab® + i(B® + ba?)| =
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valor inicial el punto (0.05, 0 05) y se g‘aﬁcaron 100 iteraciones de la funcién para’
cada gréfica. Cuando p es menor que el valor de bifurcacién (gréfica a) la- condlcxén—
inicial es atraida por el punto fijo en el origen. En las gréficas b y ¢, se puede ver un
ciclo invariante atractor alrededor del origen hacia el cual es atraida la 6rb1ta. de la
condicién inicial.
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A pesar de no encontrar puntos periédicos después de la bifurcacién, el ciclo
invariante que surge con la bifurcacién de Hopf puede parecer una érbita periédica
debido a la distribucién de los puntos sobre ella. Sin embargo, como veremos a
continuacién, las &rbitas periédicas se consiguen cuando los valores propios de la
matriz son raices racionales de la unidad. El “periodo” de los supuestos puntos
periédicos en el ciclo invariante depende de los valores de a y b y de la raiz de la
unidad a la que m4ds se parezcan los valores propios de la matriz de coneccién. Lo
que ocurre es que las iteraciones de la funcién se pegan en algunos lugares donde las
parciales son casi cero, los espacios que se ven entre un punto donde se “acumulan”
y el siguiente, surgen porque las parciales son de norma mayor a cero, con lo que
las iteraciones se separen mas una de otra ya que la funcién en ese punto crece més
rdpido que si tuviera parciales cercanas al cero. De esta manera se hacen grupos de
puntos que pudieran parecerse a los espacios fase de sistemas periédicos.
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3.1.4 Resonancias

Las resonancias surgen cuando la condicién A(u)* # 1 para k = 1, 2, 3, 4 no se cumple
para alguno de estos enteros. En la demostracién del teorema de Hopf, cuando se ase-
gura que el mapeo se puede llevar a la forma normal que nos daré el comportamiento
de la red, es necesario asumir esta condicién. Como veremos a continuacién, al fal-
lar esta hipdétesis puede suceder que aparezcan dérbitas periédicas en lugar del ciclo
invariante predichas por el teorema.

El tratamiento de las resonancias se vuelve muy complicado y hay muchos casos
que aun no se han encontrado resultados precisos. Una manera de estudiarlas es por
medio de aproximaciones por sistemas de ecuaciones diferenciales. A partir de lo
que conocemos de estos se puede inferir, bajo ciertas hip&tesis, el comportamiento de
los mapeos en presencia de resonancias. Una pequefia introduccién a esta teorfa se
encuentra en el Apéndice 2 de esta tesis.

El caso para resonancias de orden 1 y 2 se vuelve muy sencillo en nuestro estudio
debido a las caracteristicas de la matriz de conexién. Los demds casos serdn tratados
utilizando resultados que no probaremos aqui.

Resonancias fuertes de orden 1 y 2

Las resonancias fuertes aparecen cuando A(u)* = 1 para k € {1,2, 3,4}, en particular
para las de orden 1 implica que A(u) = pu{a +2b) = 1 es decir que b =0 y pa = 1, 1o
cual implica que p = % Ahora la matriz se convierte en

a 0
w=(52)
Esto significa que el peso de la conexién entre las dos n'euryonrasy es‘,kQO,'.‘é sea que -
actian de manera independiente e igual que el sistema de una sola neurona. Asf, la-

funcién
fu(mx y) = (g,‘(a:z:),g,,(ay))

es simplemente la combinacién de dos funciones que dependen de una sola neurona
¥ que actuan en cada una de las coordenadas. El iinico punto de bifurcacién es el
origen, el valor de i en el que sucede la bifurcacién es yy = -}; y el tipo de bifurcacién,
pitchfork o de doblamiento de pericdo, depende del signo de a.

Gracias a que las funciones son desacopladas, podemos asegurar que en estas redes
se repite el comportamiento de las redes de una neurona.

En la siguiente gréifica las superficies representan a las funciones que definen el
comportamiento de cada una de las neuronas. Los puntos de interseccién son justa-
mente los puntos de equilibrio que surgen después de la bifurcacién para cada valor
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de 1 > po- Para ‘hjacer,la. siguiente griafica se tomé a = 1.

Para valores de u menores que 1, la unica interseccién es en el (0, 0).
Al pasar el valor de bifurcacién aparecen 8 nuevos puntos de equilibrio
para cada valor de p.

De igual manera, para la resonancia de orden 2, A(p)2 = 1 = u2?(a + ib)?2 = 1,
es decir que p2(a? — b? + i2ab) = 1. Para que esto ocurra es necesario que a = 0 o
b = 0 para que el término multiplicado por ¢ se haga cero. Si a = 0 tenemos que
p2(ib)? = —p2b? = 1 pero esto sélo se cumple cuando u es puramente imaginario, por
lo tanto b debe ser cero, a distinto de cero y entonces nos encontramos en la misma
situacién que con la resonancia de orden 1.

Las superficies de la siguiente grédfica representan el comportamiento de las se-
gundas iteradas de las funciones para cada neurona, los puntos fijos, es decir, las
intersecciones de estas superficies, se interpretan como puntos de periodo dos en las
funciones originales.
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Los puntos de interseccién de las superficies significan puntos de
periodo dos en la funcién original.

Resonancia de orden 3

Cuando los eigenvalores de la matriz derivada cumplen A(u)® = 1 se tienen resonancias
de orden 3. Cuando a < 0, b/a = £=+/3 los eigenvalores de la funcién son

Apo), o) = —3 % L2,

El mapeo para cualquier punto cercano al origen se comporta casi como una rotacién
de 27/3,es decir que si encontramos puntos periédicos, esperamos que sean de periodo
3. Los teoremas para las resonancias suelen ser de tipo aproximado, hay muchos casos
que quedan sin estudiar por lo que no siempre se conoce el comportamiento exacto
de las redes. En este caso sabemos que existen ciclos invariantes alrededor del punto
de equilibrio después de la bifurcacidn, sin embargo no siempre podremos encontrar
puntos periédicos dentro de estos.
Como ejemplo proponemos una red con la siguiente matriz de coneccién:

1 B
v- (2 f)
2 2

El mapeo que define la red es:

fulz,y) = (tanh(u(—%mk— %—gy)), tanh(#(\/Tgw + %y)))
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Haciendo los cdlculos necesarios se puede ver que para la funcién y su primera iteracién

“'no existen més puntos fijos que el (0,0) sin embargo-la-segunda ‘iteracién presenta
una bifurcacién en py = 1. Para ver esto graficamos los puntos fijos de la segunda
iterada para la neurona x variando pu:

La gréfica para la neurona yes la reflejada de esta. Este es uno de los casos en los
que en €l circulo invariante que surge después de la bifurcacién encontramos puntos
de periodo 3.

La bifurcacién también puede verse mediante las érbitas de puntos cercanos al
origen antes y después del valor de bifurcacién. Con la matriz de conexién que
utilizamos arriba calculamos las 6rbitas de algunos puntos y resultaron las siguientes
graficas:

la.oa L lo.02 / e
. ooz " .----.--«..\ lo.o1
ot -o‘m Ry T *° o .04 00 om 001 o o
L.o.01
g
% -0,
004°
. -0.03
006 o 3
p1=0.95 p=1.01

En estas grdficas se puede observar como antes de la bifurcacién el origen es un
punto fijo atractor, al pasar el valor de bifurcacién, en este caso 1, surge el ciclo invari-
ante. Es clara también la tendencia a conservar el periodo 3 que estaba pronosticado
del estudio de puntos fijos de la tercera iteracidn.
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08 06 04 020 o de 02 04 0§

p=1.27.

Es imporante resaltar que la 6rbita en- &sta ultlma grafica tiende hacia el ciclo

invariante y no hacia el origen.
Al igual que otras resonancias existe una excep016n al teorema de Hopf para orden

3:

Teorema 3 (Wang, 94) Sea f, una familia de mapeos en R? de clase C*
con k = 4 tal que tiene una familia de puntos fijos x, y existe pg tal que la
matriz derivada de f,, en el punto fijo z,,, D f.,(x,,) tiene dos valores propios
congugados (1) ¥ Ato) con A(uy) = —1/2+iv/3/2, y que cumple la condicién
de Hopf. FEntonces después de trasladar el punto fijo x,, al origen, el mapeo
puede ser escrito en la forma normal

fu(z) = M)z + a(p)z2z + B(r) 2% + O(|2|*), 2z € C, A1) = 2™/3

e Si B(ug) # 0 entonces para pp > pg muy cerca de g eriste una familia
de orbitas periddicas de periddo 8 bifurcdndose desde el punto fijo z,, y el
punto fijo x,, el cual es estable para p < py € inestable cuando u > .

o Si B(io) = 0 y arg(Muo)) # arg(a(po)Mio)) (mod ), entonces no ez-
isten drbitas periddicas de periddo 3, pero aparecen ciclos invariantes en
la misma forma como ocurre en la bifurcacion de Hopf, estos ciclos son
atractores si p > pyy respulsores st p < pg.

e Si B(ro) = 0 y arg(A(uo)) = arg(a(io)Mpo)) (mod ), para p cercanas
a pg, existe una familia de puntos periddicos de periodo 8 que se bifurca
desde el punto fijo z.,, y un punto fijo x, estable para p < pgy e inestable
para [ > pg.

De este teorema tenemos que G(xo) = 0, para la red que estamos estudiando, es
decir que no existen términos de érden 2. La otra condicién es que arg(A(u)) #

arg(c (o) Mio)) (mod ), donde

. d d . X .
Mero) = oMK lumno= 1@ +20) lumpo=a + b
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zatb

y arg(a(ﬂo)A(po)) arg(4 lo+it] |

a—b ) = arg(i/4) = 7r/ 2 'de manera que se cumplen las cond1c10nes pa.ra. que exxsta.n

wIM L

de modo que arg(/\(,u.o)) a.rg(a, + q,b) {

|a-tib|
Srbitas de perlodo 3 al pasar el va.lor de bxfurca.cuSn

Resonancia de orden 4

Las resonancias-de orden-4. apa.rece, _cua.nd’ "\(/“),

- ]_-;'fés‘gto,i_niplica.JQue a-=10y
b # 0. La matriz de coneccxén se’ conv1 ] R °

Los eigenvalores de la matriz son A(u), AM() = Zuiby el valor de bifurcacién
ol = I_llzl" Para este caso se tiene el siguiente teorema: 4.

Teorema 4 Sea f, una familia de mapeos en R? de clase C* con k > 3 tal que tiene
una familia de puntos fijos x, y existe pqg tal que la matriz dertvada de f, en el punto
fijo z.,, Df, (z,,) tiene dos valores propios conjugados A(te) = © ¥ A(fe) = —1 .
FEntonces existe un cambio de coordenadas suave tal que el mapeo f, puede escribirse
como
£u(2) = M)z + a(w)2?2 + B(w)E® + O(121%), 2 € C, A(uo) = 4

Si B(ug) # 0 y |ax(ug)| < 1, entonces surgen dos familias de orbitas de periddo 4
bifurcandose a partir del punto fijo z, . Sila(ug)| > |B(1e)| las dos familias se bifurcan
del mismo lado de p > pg, en este caso si Im(a(ug)) < 0 una orbita es sumidero y
la otra es silla, mieniras que si Im{a(ug)) > 0 una es una drbita silla y la otra una
Juente. Sila(po)| < |8(1to)] las dos familias se bifurcan en lados opuestos a pp > py y
ambas son silla.

Para poder aplicar este teorema tenemos que encontrar los coeficientes a(uy), B(1g)
para cada valor de bifurcacién. Ya que las segundas parciales de la funcién se anulan
todas en el origen tenemos que

1 . 15
a(,uo) = Vo1 = 2521 = 'L—#o(a —+ Zb) = 1,4 Ib] ib = —-ZT-I;l—a—
= ie %1 .4
B(re) = Yoz= — i€oz = 12_|b|3

Vemos que |a(ig)] = gz <1 < [b] > § y que B(ug) # 0 ya que b # 0. Bajo estas
condiciones sabemos que deben surgir dos familias de érbitas periédicas de periodo 4
cuando el pardmetro pasa el punto de bifurcacién. Debido a que los coeficientes a(1q)
y B(#o) no dependen del signo de b entonces las bifurcaciones en los dos valores de
bifurcacién son simétricas. También del teorema sabemos que si |a{ug)| > |B(o)l »
es decir que b? < 3 las dos familias se bifurcan del mismo lado de u, es decir, ambas
son supercritcas o subcriticas. Si la desigualdad se invierte entonces se bifurcan de
distintos lados. El comportamiento de los casos que faltan sélo se puede estudiar por
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medio de simulaciones. Ya que Im(a{y,)) = 0 no se puede deducn: nada. del tlpo de
estabilidad de las drbitas.

Un ejemplo de este tipo de resonancia es con b = 1, a = Oy /Lva.rla.ndo entre 0 9

y 1.05. Las gréficas a continuacién representan la érbita del valor mlcml (0 01 0.08)

para cada valor de u:
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En la primer g;ré.ﬁca se puede observar cémo el origen es un punto ﬁJO atractor
Al pasar u el valor de bifurcacién se aprecia el surgimiento de puntos periodicos de
periodo 4 hacia los cuales tiende la érbita del punto inicial.

Resonancias débiles

Las resonancias débiles ocurren cuando los eigenvalores de la matriz derivada cruzan el
circulo unitario en alguna raiz del 1 distinta de 1,2,3 o 4. Generalmente el resultado de
estas bifurcaciones es el surgimiento de érbitas periédicas en el circulo invariante que
se genera con una bifurcacién de Hopf. Ya que los cdlculos para llevar las funciones
que definen a las redes a su forma normal son muy complicados, ilustraremos el
comportamiento de una resonancia débil con un ejemplo.

Supongamos que a = 1 y b = 1, de manera que los eigenvalores de la matriz son
raices octavas de la unidad, A(u), M) = 1 4, y el valor de bifurcacién y, = 7
Ya que los eigenvalores son raices octavas de la unidad esperamos ver una drbita
periédica de periodo 8 en el circulo invariante generado por Hopf. Dependiendo de la
raiz que tengamos serd el periodo de las érbitas que surjan. En el caso de érden 8 el

.
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En estas imdgenes se observa claramente cémo la 6rb1ta de la condlcxén 1n101al se pega
a una Srbita periédica de periodo 8. e ;

3.1.5 Redes neuronales feedforward -

Las redes neuronales feedforward son aquellas cuya r'n'a.trkiz' es dela forma

N1 0 ves 0

Wso1 Wae ... 0
0

Wn1 Wn2 Wnn

lo cual quiere decir que cada neurona influye en todas las siguientes pero no en
las anteriores, la red estd conectada como cascada. Para el estudio de estas redes
probaremos que no pueden tener puntos de periodo mayor a 2 y que las posibles
bifurcaciones estdn relacionadas con estos puntos.

Lema 6 FEn una red neuronal feedforward no existen puntos de periodo mayor o igual
a8

DemostraciénPara esta prueba utilizaremos el teorema de Sharkovsky?, el cual dice
que si en un sistema se encuentran puntos de periodo nentonces se pueden encon-
trar todos los de periodo siguiente en el ordenamiento de Sharkovsky. El érden de
Sharkovsky es el siguiente:

3,5,7..2k+1,...,2 x3,2x5,...,2x (2k +1)...27(2k + 1)...,27,27"1 ., 16,8,4,2,1.

Para la prueba bastaria probar que no existen puntos de periodo 4, de manera
que si existiera un punto de periodo 3, o mayor, el teorema de Sharkovsky implicarfa
que hay alguno de periodo 4.

3l enunciado del Teorema de Sharkovsky se puede encontrar en la pdgina 40 de esta tesis.
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La prueba se hard por induccién sobre el mimero de neuronas n:

nn = 1, es el caso de la red con una sola neurona, para una prueba detallada ver el
Apéndice 2 sobre la funcién tanh.

La hipétesis de induccién supone que cualquier red con n — 1 neuronas no tiene
puntos de periodo mayor a 2.

Para el paso inductivo debemos probar que no importa cémo se comporten las
demads neuronas, la iiltima neurona x,, tiene periodo a lo més 2. Para esto calculamos
la derivada de la segunda iterada en la n — ésima neurona. Llamemos :cjl al estado
de la j — ésima neurona después de aplicar la funcién una vez; sabemos entonces que

n
P = g (D wasz;)
i=1
al aplicar una vez més la funcién obtenemos

m(2) _g (Ew x(l)) —’g (Zw"

_1_.1 Al =1

m

(1)+wnna7(1)) = Gu (Z wﬂ_.,z +wnngn(z: wﬂJzJ))

J=1" wrr =1

de forma que la derlvada de esta func16n con respecto a z, es

(Z wnjz(l + w,mg#(z w,._.,a:_,)) w,,,.g,‘(z w,,,a:,)w,m

J=1 J=1

Ahora bien, como g, tiene el signo de p en cualquier punto, la expresién de arriba
es siempre positiva para u's positivas. Esto quiere decir que la segunda iterada de la
funcién en la n — ésima neurona es estrictamente creciente, lo cual implica que sélo
admite a lo més puntos fijos y ningiino de periodo 2 o méds. Los puntos fijos de la
segunda iterada representan puntos de periodo dos o puntos fijos en €l mapeo original
probando lo que se habia propuesto.

Una vez que tenemos este resultado el lema queda demostrado si la subred den—1
neuronas no tiene mis que puntos de periodo 2 y la idltima neurona (que no afecta a
las anteriores por €l tipo de red que estamos estudiando) tampoco puede tener este
tipo de comportamiento, entones la red completa de n neuronas no puede tener mds
que periodo 2.

Lema 7 Las posibles bifurcaciones en puntos fijos de las redes feedforward son reso-
nancias de drden 1 o 2.

DemostraciénLa matriz derivada de las redes feedforward en un punto fijo z* es de
la forma

D) = 9w w

donde

gu(z j=1 wl:”" ) g ' 0
g;I;(Wx‘) = Y gll(z;)_] w2_7$_7) ;.. 0

0 o G (hy waym3)




CAPITULO 3. BIFURCACIONES R 39

Claramente el producto de esta matriz por W.es una matriz triangular baja por lo
tanto los valores propios son los valores de la diagonal;-de forma que

K
AIc(/l') = g;;(zwkjm;)wkk: =1 2’ veey T

i=1 :
los cuales son todos reales. Ahora bien, para que z* sea un punto de bifurcacién es
necesario que los valores propios de la matriz en ese punto sean de médulo 1, es decir
que las 1inicas dos posibilidades es que Ax(p) = 1 para cada k. Como ya vimos en
el caso de dos neuronas, estos valores propios corresponden a resonancias de érden 1
y2. B

El hecho de que los valores propios sean 1 o -1, quiere decir que cerca del punto de
equilibrio z* sélo pueden surgir puntos fijos o de periodo 2, ya que el mapeo funciona
a grandes rasgos como una rotacién de 27 o de . En particular, en el origen, se da
una cadena de bifurcaciones cuando p atraviesa cada uno de los valores ;]-:

Dado que Ap(u) = g:‘(zk_] wi; T3 )wer ¥y que g, (0) = p, entonces la condicién
para que existan bifurcaciones en el origen es que p = -—w]—— Si todos los pesos son
distintos en valor absoluto, entonces cada una de las bifurcaciones sera pitchfork o
doblamiento de periodo para la i — ésima neurona. Si hay més de una neurona que
se bifurque para el mismo valor de 1 lo que obtenemos son combinaciones del mismo
tipo de bifurcaciones.

Una cascada de bifurcacién se da cuando aparecen bifurcaciones para distintos
valores del pardmetro. En los siguientes ejemplos se muestran dos tipos de cascada
en redes de dos neuronas. El primero se trata de una red con matriz diagonal y pesos
diferentes para cada neurona con si misma. En el segundo se incluye el efecto de la
primer neurona sobre la segunda de forma que la matriz es triangular.

Sea 1.05 0
w0 3)

entonces la funcién que define el comportamiento de la neurona z es tanh(u - 1.05x)
mientras que la segunda neurona actia segun tanh(uy). La siguiente grifica muestra
las dos bifurcaciones que ocurren, una en p = ; = 0.95 y la otra en u = 1.
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Griéfica de la cascada de bifurcaciones para
dos neuronas independientes con pesos distintos.

El segundo ejemplo es mucho més interesante ya que la bifurcacién en la segunda
neurona depende también del comportamiento de la primera. Dada la forma de
las matrices para redes feedforward, la primer neurona sigue siendo independiente
mientras la segunda varfa mientras cambian las dos. En este caso

1.05
W= (001 109)

El comportamiento de la neurona x estd dado por la misma funcién del ejemplo
anterior mientras que la neurona y estd definida por tanh(x(0.0lz + 1.09y)). Es
importante notar que en las neuronas independientes las superficies que se observan
son cilindricas en el sentido de que no cambian en uno de los ejes. Si bien antes todo
punto con y = 0 era un punto fijo, ahora, debido a la accién de la primer neurona
sobre la segunda, solamente el (0,0) es fijo y los demds se corren dependiendo del
valor de x. En la primer grédfica se muestra el comportamiento de la segunda neurona
después de la bifurcacién. A pesar de que no es tan clara como en el ejemplo anterior,
se puede ver que después del punto de bifurcacién hay tres valores para los cuales y
es fija.

.06 -0.4

Bifurcacién de la segunda neurona en
una red feedforward de dos neuronas

Si ahora combinamos las bifurcaciones obtenemos una cascada como en el caso ante-
rior. Los valores de bifurcacién son los inversos de los valores propios de.la matriz,
que en este caso coinciden con la diagonal y por tanto con los pesos de cada neurona
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con ella misma.:

Un detalle que hay que notar es que el peso de la primer neurona sobre la segunda
debe ser muy pequefio para que existan bifurcaciones, esto se puede ver haciendo las
simulaciones para matrices que no lo cumplan. De cierta manera, si la influencia de
la primer neurona es muy grande, domina el comportamiento de ésta “estirando” la
grédfica de la neurona ¥y y evitando que surjan nuevos puntos fijos.

Para redes con mds neuronas esperamos comportamientos similares cada vez que
/¢ pase por €l inverso de un valor de la diagonal. Para las bifurcaciones de doblamiento
de periodo pasa lo mismo, de forrma que las posibles bifurcaciones globales son com-
binaciones de pitchfork y doblamiento de periodo tomando en cuenta que dos o més
neuronas se pueden bifurcar al mismo tiempo si sus pesos son iguales.

Para el caso de tres neuronas es posible ver las bifurcaciones graficando la superficie
que define los puntos fijos de cada neurona para algunas g al rededor del valor de
bifurcacién. Consideremos la matriz de coneccién

1.025 0 O
W = 0] 1.05 O
001 0.01 1

de forma que la funcién que determina a la tercer neurona es tanh((0.01z+-0.01y+2)).
Las tercias para las cuales la funcién deja fijo el valor de z son superficies en el
espacio de estados de la red. En las siguientes irndgenes se muestra esta superficie
para g = .993, £ = 1.003 y 1 = 1.007. Lo que se debe notar es que después del valor
de bifurcacién (en este caso es 1, el valor de la diagonal en el tercer renglén) para
cada pareja (x,y) existen tres valores de z para los cuales la funcién deja fija esta
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entrada.

5 010203
I3

p = 1.007
Aidn cuando esta bifurcacién es sélo en la tercer neurona, esperarmos ver un com-
portamiento parecido en toda la red; la siguiente es la grdafica formada por las sup-
eficies que representan los puntos fijos para cada neurona. Las intersecciones de las
tres superficies son puntos fijos para toda la red; aunque son dificiles de reconocer,
hay ejes en los que la bifurcacién que encontramos para la tercer neurona significa

una bifurcacién para toda la red.

Puntos fijos para cada neurona

Otra manera de ver estas bifurcaciones es en el espacio fase del sistema. En este
caso lo que veremos es que al pasar los valores de bifurcacién sugen nuevos puntos
atractores. En la primer bifurcacién aprecen 2 atractores, después 4 y al pasar el
1iltimo valor se pueden ver 8 puntos atractores. Como ya habiamos visto, los valores
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de bifurcacién para cada neurona son los inversos’ de los va.lores en la dlagonal Para
ejemplificar tomamos la matriz de conecc16n o ST

-1 0 0
W = —0.01 —1.1-70 )
—0.01 -—-0.01" —=1.2: /"
" Los valores de bifurcacién que tomamos son —% =1, —;2; =0. 909 y _w_:«za— 0.83.
Para las siguientes gréficas se tomaron las primeras 100 iteraciones de la-funcién para
cada condicién inicial. Las condiciones iniciales son {(:!:0 01 :i:O 01 :i:O 01)} y los

valores de p = {0.75,0.87,0.95,1.05}

o= 0.95 = 1.05
En la primera figura se ve como los ocho puntos iniciales tienden al origen, siendo

este el tinico punto fijo atractor. Cuando p ha pasado el primer valor de bifurcacién
los puntos de los cuadrantes superiores tienden a un sélo punto y los de los inferiores
a otro. El sentido de las érbitas es desde la parte exterior del cubo hacia el eje z,
pegdndose ahi a dos puntos atractores. Cuando la segunda neurona se ha bifurcado
aparecen dos puntos atractores mds, silendo ahora 4 puntos atractores. Cuando se pasa
el dltimo valor de bifurcacién cada condicién inicial se pega a un atractor diferente
teniendo con esto 8 puntos fijos, uno en cada cuadrante.

El otro tipo de bifurcacién que se encuentra en estos sistemas es el de doblamiento
de periodo. Para este, de un punto fijo antes de la bifurcacién, obtenemos un punto
fijo y una érbita periodica de periodo 2. Para ejemplificar esto utilizamos la red con
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1.5 0 0 SR ‘

matriz de conexién W = — 001 16 O y graficamos la 6rbita.¥d'e—punt057
0.01 0.01 1.7

cercanos al origen. El valor de bifurcacién para la tercer neurona. es: el 0.588 (ya

sabemos que el inverso de los valores en la diagonal es el valor de blﬁ-ucac:lén) por lo
que utilizamos p = 0.55 y p£ = 0.68. Obtuvimos lo siguiente:

s =0.55 = 0.68

A pesar de que estas grédficas se parecen mucho a las anteriores, la diferencia
reside en que para cada valor inicial, su érbita oscila entre dos puntos de periodo 2.
Cada vez que se pasa un valor de bifurcacién, aparece una &rbita de periodo 2, aqui
sélo mostramos el punto atractor inicial y las cuatro érbitas periédicas que aparecen
después del udltimo valor de bifurcacién.




Capitulo 4

Caos en redes neuronales

4.1 Introduccién al Caos

El caos es una teorfa que ha sido estudiada y utilizada en muchas ramas del conocimiento.
De una especialidad a otra encontramos distintas definiciones para el mismo concepto
y dificilmente lograremos conjuntar todas en una misma.

A pesar de esto hay caracterfsticas que permanecen en todas las formas de definir
el caos. Sensibilidad a condiciones iniciales, érbitas acotadas, puntos periédicos de
todos los periodos o bifurcaciones, son algunos elementos presentes siempre que se
habla de caos. Muchos sisternas que se comportan de esta manera surgen de la fisica:
la actividad meteorolégica, la caida del agua desde una llave o el movimiento de un
fluido turbulento tienen caracteristicas comunes que nos han hecho pensar en una
teoria que los englobe, explicando lo que una vez se tomdé como comportamientos
aleatorios y que ahora se muestra como un campo de estudio mucho mds amplio e
interesante.

Cominmente se pensaba que sistemas deterministicos tendrian comportamientos
totalmente predecibles. Sin embargo, se han encontrado casos que no solamente son
impredecibles si no que su comportamiento puede ser tan variado que se confunda
con el azar o con un sistema que sélo presente algunas érbitas periddicas.

Desde el aspecto matemdético se han formulado algunas definiciones que sirven
como base para las dermnds variantes. Una de ellas es la definicién dada por Devaney:

Definicién 9 Sea V un congunto y f : V' — V. Se dice que f es cadtica en V si
1. f tiene sensibilidad a condiciones iniciales.
2. f es topoldgicamente lransitiva.
3. los puntos periddicos de f son densos en V.

Lo que encontramos en esta definicién es que para que un-sistemadindmico se
considere cadtico debe tener elementos periédicos, de hecho deben . existir puntos
periédicos de todos los periodos. Otra caracterfstica es la sensibilidad a condiciones
iniciales, lo cual quiere decir que una diferencia entre dos puntos, no importa cuan

45
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pequeia sea, lleva a resultados tan distintos como se quiera al avanzar el sistema.
La tercer condicién dada por Devaney es que para cualquier par de conjuntos, la
imagen bajo iteraciones de f de uno eventualmente tocard al otro, esto significa que
la imagen de cualquier conjunto es densa sobre el codominio, con lo que aseguramos
que el mapeo o funcién que define al sistema no se puede separar en dos o més que

no sean cadticos.
Algunas diferencias entre esta definicién y otras usadas con frecuencia! es el req-

uisito de que los puntos periédicos sean densos en el dominio, muchas veces se pide

solamente la existencia de una drbita para cada periodo.

Demostrar que un sistema dindmico es cadtico no es nada facil, las hipéStesis que
se deben cumplir rara vez se pueden mostrar directamente analizando una funcién.
La manera comin de asegurar la existencia de caos es demostrar que el sistema a
estudiar es equivalente a uno en el cual se sabe que existe caos, es decir: si dos
sistemas se parecen “suficientemente” en su estructura y uno de ellos se sabe que es
cadtico, entonces podemos decir que ambos se comportaran de la misma forma.

Un tipo de funciones ampliamente estudiadas son las funciones reales; se ha
probado que por medio de cadenas de bifurcaciones se llega a sisternas cadticos. El
estudio de las funciones del intervalo en si mismo tienen muchas ventajas por la fa-
cilidad con que se encuentran y demuestran resultados. El camino que tomaremos en
este trabajo es a través de las funciones unimodales y la demostracién de que estas,
y los sistemas equivalentes a ellas, presentan caos.

4.2 Doblamiento de periodo y redes neuronales.

El caos a partir de doblamiento de periodo est4 muy bien estudiado para mapeos
del intervalo en él mismo. En el caso de las redes, ninguna red de una sola neurona
puede presentar comportarniento cadtico (hemos visto ya que no existen puntos de
periodo 4 en ninguna de estas redes y, por lo tanto, sélo puede existir periodo 2). Sin
embargo, a partir de dos neuronas podemos esperar un comportamiento cadtico. El
principal problema es la falta de resultados generales que nos indiquen la presencia
de caos para mapeos de R”™ en R" para n > 2.

La manera de abordar este problema serd estudiar un tipo de redes para las cuales
el mapeo que las define puede ser visto esencialmente como un mapeo del intervalo en
el intervalo. Llevaremos, por medio de conjugaciones topoldégicas, algunos mapeos que
describen a las redes de dos neuronas, a familias de mapeos unimodales que presentan

caos.
Consideremos una red definida para cada neurona por la funcién

i=1

$i(t -}~ 1) =gu (i w,-j:zj(t) -+ J‘) ,t=0,1, .7.." ‘ : (41)

1 Por ejemplo, la definicién dada por Carl Robinson [Robinson, 99] es la siguienté: )
Un mapeo f en un espacio métrico X es caéticoen un conjunto invariante'Y" si i) f es transitivo
en Y y i¢) f tiene sensibilidad a cambios en las condiciones iniciales en Y.
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pa.ra la. cua.l tomamos la matrlz de conexxén W como

W = ) para a, b, k niimerosreales no cero (4.2)

La forma de esta matriz se puede interpretar como una red que refuerza los proce-
sos que se llevan a cabo en cada neurona, ya que las funciones de activacién en cada
neurona son idénticas, la matriz 4.2 hace que la influencia de cada neurona en la otra
sea la misma excepto por un factor constante. Esto hace pensar tanto en refuerzo de
un comportamiento como en redundancia de informacién. :

El fin de utilizar esta matriz en particular es poder llevarla a una familia topolégi-
camente conjugada de mapeos unimodales de manera que podamos utilizar los re-
sultados que de estos se conocen. El siguiente lema es la liga entre el mapeo de dos
dimensiones de la red con uno conjugado de sélo una dimensién y para enunciarlo
necesitamos la siguiente definicién.

Definicién 10 Sean f: X; — Y1 y g : Xo — Y2 dos funciones. Se dice que f y g son
topoldgicamente equivalentes si existen hy : Xo — X1 y hy : Yo — Y7 homeomorfismos
en sus imdgenes tales que en el siguiente diagrama

x—L v

hl . . h2

X2‘,_'g Ys

se cumple la igualdad . e s

E : ; "‘.q';———h"lbfoh,’lj
| Después de &stavdeﬁmcmn enﬁnmamos el lerna.:k

Lema 8 Sea F : X; x Xo — X3 X Xy, con X;, Xo C R un mapeo deﬁnzdo por
F(zy, 2) = (fa(z1), f2(z1))

donde f1 y f2 dependen solamente de la primera variable y Xy es un éémpacto. Si fa
es un homeomorfismo enire X; y f2(X1) entonces F 'restmngzdo a Xi= F(X1 < Xz)
es topoldgicamente conjugado a fi.

Proof. Definamos la funcién h; : X7 — X3 x X, como hy (.’l:) _;(fl (:l:) fg(a:)) y h2
X1 — X3 % X, como ha(xz) = (o, fo(x)). La funcién h; resulta’ser un: homeomorﬁsmo
sobre su imégen ya que es inyectiva (por la inyectividad.de: fs): yXi es un compacto.
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en el diagrama

Xl R :fl :

se cumple que

(hzloFohy)(z) = h;l(F(fl(x),f.‘,(:z:))) = ha (f1(f1(2)), f2(f1(=))) = ffl(fé(fl(z))) = fi(z)

con lo que queda demostrado el lema. H
Otro lema que necesitamos para llegar a lo que queremos es el siguiente:

Lema 9 Sea f,, : 1?2 — 1% el mapeo definido en 4.1 con la matriz de conexidon 4.2
entonces. f,, restringida a f,(I) es topoldgicamente conjugada al mapeo de dimensién -

uno f$(z) : [s,t] — [s,t] definido por
F9(@) = gu(a) + kgu(bz)
donde s=min{z + ky: z,y € I} yt =max{z+ky: z,y GI}

Proof. Reescribamos W como el producto de una matriz triangular 1nfenor L y una
matriz no singular U

L=<“ )U ( )yu-_.< _k>W v
sea X ={z+ky:z,yc I}y consxderemos el mapeo F,: XxI—XxI que resulta
de conjugar a f, con U y U~ de forma que obtenemos : :

F_Uof#oU"l—_4Uog“oWoU'1=Uog“oL"‘
Ahora bien, L(z,y) = (az, by) y 9.(L(z,y)) = (tanh(uax), tanh(,ub:z:)) por lo tanto
U(gu(L(z,¥y))) = (tanh{uax) + k tanh(ubx), tanh(p,b:z:))

Entonces F,(z,y) = (tanh(uaxz) + k tanh(ubx), tanh(ubz)), y por el lema anterior F,
es topolégicamente conjugado a tanh(uaxz) + k tanh(ubz) la cual coincide con f(l),
ya que tanh(ubx) es un homeomorfismo en su imagen. Por dltimo, como f, ~ F), ~
f;(,]) entonces f, es topolégicamente conjugado al mapeo de una dimensién f,ﬁl). |

El siguiente paso es demostrar que la familia de mapeos fl(ll) es S-unimodal. Ahora

diremos qué es una familia unimodal, para eso necesitamos dos definiciones:

Definicién 11 Un mapeo unimodal es una funcidn f: [0,1] — [0, 1] tal que
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La’ teorxa: que' d&ea.rrolla.remos en la siguiente seccién se aphca a un conjunto de
funcxones mds pequeilo, para definirlas introduzcamos el sxgulente concepto:

Deﬁmcxén 12 La derivada Schwarziana de una funcién f € C3 estd deﬁnzda por
fIII f”
Sf fl — 5 fl

sz;emjzre’que f#0. _

Usa.ndo las definiciones a,nterxor&s podefnos dar la 51gulente deﬁn1c16n.
Definicién 13 f es S- ummodal st . .

e fes Cl—unimodal

e Sf <0 para toda = # c

En el siguiente teorema demostramos que el mapeo que define a algunas redes
de dos neuronas es equivalente (topolégicamente conjugado) a un mapeo de una
dimensién en la cual existe caos. Primero demostraremos la conjugacién topolégica
entre las funciones f, y F, definidas abajo, para toda u, y después que la familia F), es

S-unimodal.

Teorema 5 [Wang, 94] Consideremos la familia de mapeos f, con la matriz de
conexion
W= ( a —a )

conb<a<0. Sz a y b son tales que la funcion
» f(l)(a:) = tanh(uaz) — tanh(pbw)

tiene demvada schwarzzana negativa para p = ly = >.0,. entonces. f,‘ restnngzda. a
I2=17IxI es topoldgzcamente conjugada al mapeo S- unzmodal F ::[0,1):— [0, 1] donde

T ho f o h—Y(xz) 05z»<1_;*“”
© 0 =1

para h =15y para toda .
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Proof. Dado lo largo de esta demostracién, la pa.rtu'emos en dos partes. En la. :
. primera damos algunas propiedades de la funcién f,; las cuales servirdn para mostra.r, s
en la segunda parte, que la familia F,, es S—unimodal. SRR A

Primera parte:
Por el Lema 9 sabemos que f, es topolégicamente conjugado a fu ( ), pa.ra ﬁnes :
de la demostracién tomaremos la extensién de este mapeo en RU {co,—oco}’ con’

[ (])(:too) = 0.2 La familia de mapeos f M tlene las siguientes propleda,des pa.ra. toda;

0:
(a) &V es impar:

f,fl)(—:z:) = tanh(—paz) — tanh(— p,b:z:) = — tanh(uaezx) — (— tanh(p.bx))
= —(tanh(p,am) — tanh(ub:c) = —f(z)
[ <0 si z<0
() fSP2z){ =0 si z=0 ; I (x) — 0 si £ — *oo.
>0 si >0
(c) o (z) tiene uno y sdlo un punto critico para z > 0. (Esto implica que tiene:
dos puntos criticos en los reales extendidos dada la imparidad de la funcidén). Para

demostrar este punto, primero probamos que existe al menos un punto critico y
después, que éste es tnico. La derivada de la funcién f,‘ Des

/(@) = n(a(l — tanh?(uaz)) — b(1 — tanh®(ubz))) := p(ha(x) — ho(=))

por lo que los puntos criticos son los ceros de esta funcién. Estamos buscando los
puntos para los cuales h.(x) = hs(z). Sabemos que ho(0) = a > b = h(0) por lo
que es suficiente probar que en algiin otro punto la desigualdad se invierte. Este otro
punto es el 1, ya que .

b < a<0 = pa < pb<0=—1< tanh(ub) < tanh(ua) < 0 = 0 < tanh?(ua) < tanh?(ub) <
= 1 — tanh?(ub) < 1 — tanh?(ua)

ademds, 0 < b/a < 1 por lo tanto
b ,
3(1 — tanh?(15)) < —(1 — tanh®(ua)) < 1 — tanh®(ua)
entonces R k R
ha(1) = a(1 — tanh?(ua)) < b(1 — tanhz(ub)) = hy(1), ya que a < 0 »

como hg(z) — hy(z) es una funcién continua, por el teorema del valor intermedio debe
existir un punto donde h,(z1) — hp(z1) = 0, es decir donde (f(l)) (z1) =0.
Ahora supongamos que existe 2 # x; tal que (fu 1)) (z2) = 0, esto significaria que

a(1 — tanh?(uaz;)) = b(1 — tanh?(ubdz,)) ya(l — tanh?(uaz;)) = b(1 = tanh"’(p.bmz))

2La manera de extender esta funcién es natural ya que limg_, oo f( )= lim;_, 400 tanh(uaz) —
limgo oo tanh(ubz) = £1F1=0




—multlphcando -la. primer expresién:por.la segunda. obténemos ;
ab((1 — tanhz(#a D)~ tanh(ub2))) = ab((1Z tanb?(uber)) (1 — tenh?(nazs)))

o lo que o o mlsmo . : | B , L

R EE ﬁanhz(pailj = 1 — tanh?®(uaxs;)
1 — tanh®(ubz;) 1 — tanh®(ubz,)

Consideremos la funcién k(x) = i:—:—ﬁ%ﬁ;—':}, el signo de su d‘evriva;da.;depexvlde’de la
expresién ’ ) R oY C

2u(1 — tanh?(paz))(— tanh(uaz)a + tanh(ubz)d)
la cual es siempre nega.tlva b < a < 0 implica que 5

tanh(uaz) > t‘.anh(,u.b:z:)
y comoa/b>1"

%tanh(p.aa:) > %tanh(ubﬁ:) > tanh(,u,b:z:)

es decir que : ;
btanh(ubz) — a tanh(uaz) < 0, para toda = > 0

De manera que la funcién k(z) es estrictamente decreciente en los positivos, lo
cual es una contradiccién con el hecho de que existan dos valores diferentes, z, y xo,

tales que comparten la misma imagen bajo k.
Esto demuestra que f,(,l) tiene uno y sdélo un valor critico en los reales positivos.

(d) Por hipdtesis, en p = 1, f,(‘l) es de clase C?®y tiene derivada Schwarziana
para toda x > 0. Veremos que esto implica que Sf,(Ll)(:z:) < 0 para toda £ > 0 y para
toda x > 0. Recordemos la definicién de g, (ax) = g(pnaxz) = tanh(uaz) y reescribamos
9 (z) = g(paz) — g(ubx). Por la regla de la cadena, Y (=) = u(g' (pax) — g’ (ubz)),
andlogamente

()@ = p*(g"(paz) — g"(ubz))
)" (@) = 1(g" (uaz) — g" (ubz))

de manera que la derivada Schwarziana de f,sl) (z) es " ‘

I’(/Jll

siO@) = Ui 3 ((fﬁ”)”(@) * _ (e (paz) — g"(pbz)) _ 3 ( p2(g" (o) -

(FMy () (M) (z) m(g'(naz) — g’ (be))

2 g"(pazx) — g"(pbx) 3 (9”(#«13:) g" (pubx)
g'(pax) — g'(pbz) 2 g(/mm) g'(pbx)

Ahora bien, sabemos que Sf; (1 (y) <O para. toda Y >0, haciendo el ca.mblo de va.rlable
Yy = px, obtenemos :

SV (@) = u?SfP (y) < 0 para toda z donde (f) (z) #0 y pam'toda p

plg'(paz) —

g’ (pbe
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Con lo que queda probado lo que queriamos.:

‘De las propiedades (a) y (b) se tiene que las” func1ones i @0 y £ (—eo)
oo

son topolégicamente conjugadas. De ahora en adelante sélo toma.remos en cuenta la
funcién sobre los reales positivos extendidos (a'la'cual llamaremos igualmente f M (z))
teniendo en mente que todo lo que probemos para esa es equivalente a lo que pasa en
los negativos. g

Segunda parte: s e -

Ahora demostremos que la- famﬂla. de funmones

fh ,‘7.'(150 h“l(:z:) 0<z<1
Fi(a) —{ e

es S-unimodal en el mtervalo [0 1]
(?) F.(0) = F,(1) —-Opa.ra. da
(i7) Cada F,, tiene un sélo_p

derivada de F), es ;

F,i(x)=hf(f,gx)(h—x(z))f)’;ﬂ(‘:;_?,’(“» ! - (1+ (1)( ))2 f(l)'(

lo cual es cero sdlo donde f(])'(:z:) es cero, es decu:, en cj, = h(c#) ——_'_"— donde ¢, €s

el punto critico de fi*. Ademss, F, 7(x) = 0 siy sdlo si FLy (:I:) =0 por-lo. tanto la
existencia y unicidad del punto crxtlco de F, quedan determlna.da.s por aquellas de
f(l)

(i) La funcién F,(z) valuada en h(c,), es decir la irnagen de los puntos méximos
de fu ) bajo h, vale lo mismo para toda p > 0. Es claro que los puntos donde fg M tiene
su valor méximo dependen de y, por lo que podemos definir la funcién ¢(u) = cj,, de
aqui resulta que lo que hay que demostrar es que la funcién

Fu(e(w)) = ho f o h™(e(p))

es constante. Para esto basta con mostrar que f,Sl)(c(,u.)) es constante como funcién
de p, es decir que su derivada con respecto y para toda p es cero. Tenemos que

(D) = o (sanh(uac(s)) — tanh(ubo(1))) = tank (uac()
tanh’(ube(u))[be(p) + pbc'(1)] = c(p) [tanh’(ac(p) - @ — tanh’ (ube(p) - b] +
uc' (1) [tanh’(pac(p) - @ — tanh’(ube(p) - 4] = 0

ya que i (c,) = tanh’(zac(y) - a — tanh’(ube(p) - b = 0. Por lo tanto el valor de la
funcién F), en c;, mo depende de pu, en la definicién de la seccién anterior pediamos
que este valor fuera 1, sin embargo los resultados son vdlidos a pesar de que F), (c;) =

cte. 7% 1.
(iv) F,, son de clase C3
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(v) Todas las F|, tienen derlva.da Schwarzmn ; negat'va. La derlvada Schwa.rzmna;
de-una composwlén se puede calcular con—— - S _—

S@gow) = S¢(w)¢'2 s
de forma que la derlva.da schwarziana de F), es E e

SF, = Sh(f(l) oh™). (fMo h-l)'2 + Sf(‘)

:'—1)'. (h—l)/2 + Sh—l ‘
Ahora. blen la. denva.da schwa.rzmna. de hy h 1es :

: X 2 Ry 7 ;;;! e . :
Sh=@ 7 _3(mp) __ 6 ';§. 4 __o
(—z:'_']_l')‘f 2 .(::Tll)f (37 -+ 1)2 2 (33 + 1)2

O para toda. .'c, ‘es fécﬂ ver que,

Entonces SF, = Sf{(h~?) - (h~1)"2 < 0 para toda z excepto en c,

El caso de z = 1lo tratamos con limites dada la definicién de h para este valor.
Sabemos que h‘l(l) = 0o y también que Sf; ])(h—l)(l) es negativo, esto se deduce de
la continuidad de f y del hecho de que su Schwarziana es negativa para todos los
valores positivos de la funcién. Entonces SF,(1) = Sf{(R™Y) - (h~1)2(1) — —co. W

Una vez comprobadas las condiciones para que esta familia sea S-unimodal falta
probar que €l mapeo asociado a la red que nos interesa cumple con las hipétesis del
teorema.

Corolario 1 Para una red de dos neuronas con funcidn de activacion g,(x) = tanh(ux)
Yy

W =

zz)a > '

se. tzene que la conclusidon del teorema ior, é._s/z}(:ilz'da.;

3F_‘st,a férmula se deriva de 10 sngulen
ya que

(wwu¢wwwwm—WM¢>
tenemos que o

(ow)” _ o"(h)w? 3¢"(¢)¢"
(powy &' (%) HOE

Yy entonces

¢ (¢)wu (¢°¢)IH ¢Ill(1p),¢13 +3¢n(¢)¢u¢ + ¢ ('ﬂ")"l’l"

&"(w)P"
#'(¥)

" (¥)*%™
?'(¥)?

((Bow)™
NGRS

+3

3y

. - (¢o‘$)'"'_§ p (¢6¢)// 2; ‘,2 &" () 3 /6" (%) 2
5@ W;T_@gwg,zxgwx)f¢ (ww>“5‘ww )*

(%1— () ) = saconeaw
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Proof. Primero veamos que los mapeos que cumplen con: la cond1016n 1)y los

que cumplen con i) son topolégicamente equivalentes, bajo la con_]ugamén h(z,y).=

(v, x), lo cual significa renombrar las dos neuronas que forma.n la red. Para. hacer la.

demostracién tomaremos un mapeo que cumpla con 7). R S 3
Necesitamos probar que para g =1

M () = tanh(az) — tanh(bz)

tiene derivada schwarziana negativa para toda x > 0. De la definicién de'la’ func16n

tanh(az) = £57¢°2 = 12272 tenemos que fien [0,00) puede escribirse como la
composicién de dos funciones ¢ : [0,00) — [1,00) ¥ ¢ : [1,00) — [0,00) donde™ -~ :
— 1 — o
1—z = cond=b/a

—= e~ 2ax = _—
P(@) = ey $(@) = T — T
Por la propiedad de la derivada schwarziana para composiciones basta proba.r que
tanto S¢¥ < 0 como S¢ < 0 para concluir que Sf( ) < 0. Entonces :

—_ —2ax dq2e—20z \ 2 E
8ade 3 a =4a2—6a2=-f2a2_<0

S(z) = —2ae-2 2 \ —2qe-2ov

La demostracién de que S¢ < 0 es mucho maés complicada que esto, basta. con ver las
primeras derivadas de esta funcién o

, _ -2 2dz?—?
#@ = Gxor  Trap
H@) = A(z +d)® — 2d(d — 1)z 2(1 + =*)(1 + z)® + (2d:z:"‘1)(1 + :z:)3
, 1+ x)3(1 + z4)3

—12(1 + z)* — 2d(d — 1)(1 + =)* [d — 2293 — 2dz?~3] + 8(1 + z)*(d — 1)d?z?¢~2

-1

¢'"(:8) — (1+x)4(1 +md)4

para darse cuenta de lo larga que es la demostracién. Basicamente se deben desarrollar
todos los términos y analizar los coeficientes de las diferentes potencias de .

De la hipdétesis d > 2 y de que ¢estd definida sdlo para = > 1obtenemos lo
que necesitamos. Los detalles de la demostracién son tediosos y no aportan nada
importante al resultado.

Asi queda demostrado que Sf,l) < 0 para toda z > Oy para toda g > 0,y por lo
tanto que la farnilia en cuestién es una familia S-unimodal. B

Una vez que sabemos que algunas redes se comportan de manera similar a una
familia de funciones unimodales, lo que hace falta es demostrar que en estas hay
presencia de caos. La teoria para estudiar esto se llama Kneading theory y veremos
algunos resultados necesarios para concluir lo que buscamos.

4.3 Kneading theory y caos en familias unimodales

El estudio de mapeos del intervalo en si mismo es a la vez interesante y completo.
Utilizando el espacio de las sucesiones de D’s, Z°s y C ‘s podemos reconocer caos
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en este tipo de mapeos y asegurar la existencia de érbitas periédicas para ciertos
““periodos.

El mapeo de algunas redes puede ser llevado por medio de conjugaciones topolég-
icas a funciones en el espacio de las sucesiones por lo que el estudio de estas se vuelve
una herramienta muy 1til para reconocer caos en las redes. Si bien este no es lu-
gar para desarrollar toda la teoria, mencionaremos a grandes rasgos los resultados
que derivan en la existencia de puntos periédicos de una infinidad de periodos y
sensibilidad en las condiciones iniciales. Las referencias principales son Devaney y
Collet-Eckmann.

La importancia de las funciones unimodales reside en que podemos poner en cor-
respondencia uno a uno (bajo ciertas hipétesis extras) cada uno de los puntos del
intervalo [0, 1] con una sucesién de D s, Z s y C s que refleja la accién de la funcién
f sobre ese punto.

Definimos el itinerario de un punto (siempre con respecto a una funcxén unimodal
f), como

Z f’(:z:) < c
I(x) = 8,91...5n..- donde s; =< C Cfix)=c
D si f’(:z:) >,c,j o

dondo ¢ es el punto critico de f. i
Claramente a cada x € I se asocia uno y sélo un 1t1nera.r10, nuentra.s que, Y
esto serd importante a lo largo de nuestro estudio, no sxempre a: cada suc&nén le
corresponde una sola z en el intervalo. s RO o
Para trabajar con sucesiones es necesario definir algunas prop1e ades de este ‘es-

pacio:

Definition 1 Una sucesidn finita se llama par (impar) si el nimero de D's que con-
tiene es par (impar).

Notemos que esta definicién tiene importancia cuando se le asocia al itinerario de
un punto ya que por la regla de la cadena la derivada de la n— ésima iteracién de f es
DfYz) = /(S Y x)f'(f*2(x))...f'(x), de forma que si f*(z) # Opara toda k < n
el signo de la derivada de f" depende del nimero de Ds que tenga el itinerario de x
hasta el n — ésimo término.(Para probar esto basta recordar que f es estrictamente
creciente a la derecha de c y decreciente a la izquierda.)

Podemos definir un orden en los itinerarios que refleja parcialmente el orden del,
intervalo en el sentido de que ‘

z<y=>I(x)<I(y)el(z) <I(y) =z <uy.

Definicién 14 Sean A = ajas...y B = b1bs... dos itinerarios y sea m el primer fndzcek
tal que a,, # b, entonces diremos que A < B st pasa cualquiera de las: szguzentes
.condiciones - : S

® apgaiaz-i.am—1 es pa.r y am < bm, donde Z < C<D

® @pa1as...G,_1 €s impar y am > b
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Si ninguna de estas condiciones se cumple diremos que A > B.

Al itinerario de f{c) le llamaremos la kneading sequence y la denotaremos por Kj.
Notemos que si una sucesién A contiene alguna C entonces su futuro estd determi-
nado por la érbita de ¢, de manera que si Atiene alguna C entonces debe tener la
forma BC K * para alguna sucesién B que no contiene C. Diremos que una sucesién
es admisible si tiene esta forma o si estd formada por Ds y Zs solamente.

El teorema principal en este sentido nos dice cudndo la funcién I (x) es suprayectiva
en el intervalo. Con més detalle:

Teorema 6 Sea f una funcidn unimodal y supongase que A es una sucesion admzszble
que satisface . :

- N ; LU ‘Kf no contiene C+:
I(f1)) < A< Kycon Ky =14 (BZ)® si 1Kf = (BC)>y B par
(BD)> 'si K;=(BC)> y B impar

entonces A aparece como el itinerario de alguna x € 1.

En general podemos esperar que cualquier sucesién admisible corresponda al
itinerario de algiin punto con excepcién de algunas justo por debajo de la knead-
ing sequence. Debido a que el orden definido en las sucesiones refleja parcialmente
el del intervalo, el mayor intinerario que podemos obtener es el de f{c), es decir la
kneading sequence de f, de igual manera el menor es el de la iteracién de f(c), o sea
I(f*(c))-

La relacién entre érbitas periédicas y sus itinerarios es la clave para los resultados
que se pueden obtener de esta teorfa. La mayor parte de estos son vélidos para mapeos
unimodales, sin embargo es para los mapeos S-unimodales para los cuales tenemos
los resultados ma4ds interesantes.

Los primeros resultados importantes para estas funciones relacionan los itinerarios
con el comportamiento de la funcién en ese punto.

Lema 10 I(z) es eventualmente periddicad® si y sdlo si f*(x) converge a una drbita
periddica.

El periodo de la érbita a la cual converge f*(x) depende de la. per10d1c1dad de
I(z), si I(z) = AB* con B de longitud p entonces el periodo de la 6rbita a la cual_ ,
tiende el futuro de xzes de periodo psi Bes par, o p o 2p si- B es 1mpa.r"‘ Mé.s 'un e

una orbita periddica de pertodo p.

4Notacién: 7)Sean A = aoaj...am y B '=_ bob1

a0a102...ambob; b2.. i

ii) Si B es ﬁmta entonces B :

AB significa agregar a 4 un mimero infinito de B s, mxentras que si el sfmbolo de até fuera -

del paréntesis, entonces {AB)® quiere decir repetir la sucesién AB.un nimero xnﬁmto de jveces. .
5Una sucesién A es eventualmente periédica si'A = BC® con B ;é C.: 5
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Del hecho de que la funcién z +— I(z)sea sobre y de los lemas anterlores podemos

Teorema 7 (Sharkowsky) Si f tiene una 6rbzta periddica de perfodo k: entonces tzene
orbitas periddicas de todos los perfodos que sigan a k en el siguiente orden

3,5,7,..,2-3,2-5,2.7,...,22.3,2%2.5,...,2%, 22 2 1.

La consecuencia inmediata de este teorema nos da una condicién que asegura caos
(topoldgico, es decir la existencia de una infinidad de perfodos). Para un mapeo que
tenga un punto periédico de periodo distinto a una potencia de 2 entonces existe (al
menos) una infinidad de periodos.

Para los mapeos S-unimodales la existencia de sensibilidad a condiciones iniciales
queda representada de manera muy clara en el siguiente resultado

Teorema 8 Si Ky es no periddica entonces z < y = I(x) < I(y)

Como habfamos visto el orden del intervalo se refleja parcialmente en el de la
sucesiones, sin embargo cuando pedimos la derivada schwarziana negativa el orden
se preserva estrictamente. Esta propiedad asegura que para cualquiera dos puntos
su drbita serd separada para alguna iteracién lo suficientemente grande: para que los
itinerarios sean diferentes debe existir un indice para el cual las letras difieran, es
decir que las iteraciones caigan en lados contrarios del cero, asegurando asi que serédn
separadas por alguna cantidad positiva.

Todos los resultados hasta ahora han tratado con un sélo mapeo relacionando
puntos con sucesiones. En la siguiente seccién abordamos familias de funciones que
dependen continuamente de un pardmetro y hacemos notar que la sucesién que maés
informacién aporta acerca de una funcién es K;. Estudiando el orden de las sucesiones
y su comportamiento al variar el pardmetro llegaremos a la conclusién de que existe
una infinidad de bifurcaciones de doblamiento de periodo y, a partir de esto, caos.

Definicién 15 Una sucesion A es mazimal si
e A es admisible
e o"(A) < A, donde g(apaias...) = a1a9... yo" =g oo o...o0 (n veces)
El teorema principal de esta seccién es €l siguiente:

Teorema 9 Para una familia de funciones S-unimodales f,‘ que dependan continu-
amente de u®, toda sucesién mazrimal K tal que ~

Kp, <K< Kfu,

ocurre como la kneading sequence de f, para alg'u,na I entre /_1,0 y M-

6La continuidad en este caso es la dada por la norma del méxxmo La idea es que para dos n's
crecanas las funciones se parezcan mucho.
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De aqui y con lo que estudiamos sobre érbitas e itinerarios podemos deducir que:

e Si un mapeo tiene un punto fijo estable para ugy un punto periéddico estable
de periodo k para u§ > py entonces existen u's intermedias para las cuales los
mapeos correspondientes tienen érbitas periédicas de periodos menores a k en
el orden de Sharkowsky. Si k£ no es potencia de 2 entonces tenemos una infinidad
de s con érbitas periddicas estables.

e Es claro que entre cualquier par de sucesiones periédicas existen una infinidad
de sucesiones no periédicas, lo cual implica sensibilidad a condiciones iniciales.

En pocas palabras lo que dice este teorema es que K, no puede saltar ninguna
sucesién maxirnal mientras g varfa, de forma que si conocemos bien el orden de las
sucesiones podemos saber cémo se comportan los mapeos correspondientes.

Es importante hacer notar que todos los teoremas que hemos planteado suponen
la existencia de al menos una drbita periédica, lo cual implica grandes dificultades
para probar las hipdétesis. Si bien encontrar un punto periédico o un pardmetro para
el cual K, tenga orbitas estables es muy complicado lo que hemos conseguido es
cambiar este problema por la existencia de sucesiones bien identificadas que pueden
ser implicadas por otras que estén antes en el orden que les hemos dado. )

Para el iltimo resultado sobre familias unirmodales necesitamos definir el inter-
cambio de intervalos:

Definicién 16 Decimos que un mapeo f intercambia intervalos si existen Jp, Jy con
0e Jo tales que f(Jo) = J] Yy f(J]) C Jo.

Para tener este tipo de mapeos es suficiente que ocurran las siguientes condiciones:
e Existe W # f2(c) tal que f(W) = f3(c), es decir que exista una segunda preim-

agen de f3(c) y que
) < W < f3(e) < f(o)

e Equivalentemente, f2(c) <cy

3e) > f(e)

Del segundo grupo de condiciones podemos ver que los mapeos con condiciones
extremas entre los que intercambian intervalos son aquellos en que

2 =cy 12(c) = £

Cuando la érbita de f(c) regresa a ¢ tenemos un punto periédico superestable de
periodo 2, de aquf que los mapeos que estdn en la frontera son los que cumplen esta
propiedad. Ademds para que f3(c) = f4(c) es necesario que ¢ caiga en un punto fijo en
la segunda iteracién. Lo que ocurra entre estos mapeos extremos estard determinado
por ellos y por el hecho de que haya intercambio de intervalos.
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Claramente un mapeo que intercambia intervalos mapea Jy en Jy con su segunda
iteracién, (f o f)(Jo) € Jo, de forma que si rescalamos f o f para que ¢ vaya enel f(c)
e invertimos (reflejamos respecto al eje z) el nuevo mapeo pertenece a las funciones
S-unimodales; a este procedimiento le llamamos doblamiento.

Ahora bien, si f intercambia intervalos entonces todas las iteraciones impares de
¢ pertenecen a Jj, es decir que el itinerario de ¢, la kneading sequence es de la forma

Kf = DIogDI1 DI, D... para I € {Z, C, D}
Ademds, si lamamos (f o f)* al rescalamiento de f o f, su kneading Seqﬁéﬁcé seré

o ) D si =2
Kisory = IoIhI5... donde I = C si Ix=0C::
Z Si Ik = D

ya que al invertir la funcién los signos de todas las iteraciones camb
tanto se intercambian Ds por Zs y viceversa, mientras que las D
pierden al fijarnos solamente en iteraciones pares. SR

Es decir que si f intercambia intervalos, K(for)r = I = Kf D I, donde
definimos el operador * para una sucesién finita A que no contenga. C’ e I IoI1I2. -
como:

Alg AL Al,... si A es par

Axl = Al AL AL,... si Aes impar

Inversamente, si Ky = D % I para alguna I entonces f intercambia intervalos y si
D * I tiene alguna propiedad (por ejemplo ser periédica) esa propiedad es heredada a

K(fof)O .
La operacién * preserva. el orden:

Sean A = aga1ag... < B = boblbz..., con agQy...-A;m-1 = bobl...bm_]
e Si agay...a;m—_1 €S par gnt_on'cm Ay < by ¥ v
 D*A = DaoDay...Dém-1DémD...
DxB = DbgDby...Dby 1 Db,,,D...

como agaj...am-1 = bobi...b;—1 entonces DaoDéy...Dam-1 = Dbon1 DI;,,,_I, aqui
tenemos de nuevo dos p051b111dades ' '

— Si mes par, el operador * agregé un nimero impar de Dsa aoa;. 'a,‘,,_l, ya
que esta cadena era par, la resultante serd impar y como a,,, < bm entonc&s
G > by, por loque Dx A < D * B.

— Si m es impar, al aplicar el operador agregamos un numero pa.rA de D’s, lo
cual da como resultado que DagDaé;...Dém—_1D sea: unpar y como a.,,, > b
que Dx A< D= B. . :

e El caso agpaj...@m,—1 Impar se muestra andlogamente.
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Otra propiedad de este operador es que manda sucesiones maximales en maximales
(lo cual es inmediato después de lo que acabamos de probar) y que es-uno a uno sobre
su imagen. En el siguiente lema se establece que la imagen de este operador aplicado
a las maximales es sobre :

Lema 12 Para A, B, X mazimales tales que Dx A < X < D*B tenemos que 3Y tal
que X = D «xY yY mazimal.

Si llamamos M; = {Dx*I : I ma.xxma.l} estees un mterva.lo de sucesiones ma.xxmales

con extremos
(DC)*® = D % C*® < D« (DZ>®)=DZD>

las cuales corresponden a una érbita periédica superestable de perfodo 2 y a que'la
Srbita de ¢ caiga en un punto fijo en la segunda iteracién.

Ahora bien, como (f o f)|,, € S-unimodales podemos preguntarnos cuéndo in-
tercambia intervalos. Por lo que vimos para fla condicién en este caso serfa que
K(forye = D * D * I para alguna I maximal. De aqui que, igual que antes, existe

= {D % D x I : I maximal} el cual tiene por extremos

DxD*xC = Dx*(DC)® = DZDCDZDC...= (DZDC)(DZDC)... =
= (DZDC)>, y
D*xDx*(DZ®) = DxDZD>™= DZD(DZ)>®

Es claro que My C M,;, de forma que si definimos

M, = {(D*Dx*x.xD)xI: Imax:mal}

n veces
tendremos que M, C M,_1 C ... C M, C M. El hecho de que K, € M, implica que
I 2"'| wm intercambia intervalos (con 'Jg* el intervalo que intercambia esa iteracién de
f) ademsds, los extremos de M, son (D*)"C°° (D#*)*(DZ*). Entonces tenemos el

siguiente teorema:

Teorema 10 Sea f, una familia; de mapeos S-unimodales con kneading sequence
(DC)*® en puy, y DZD> en: ;1.1 > p,l
entonces existen
»/.Ll-’<u42k<p'3<...<p.§</1,;</.l,;

tales que
. fp.. tzene un czclo superestable de perfodo o

.o fus es tal que la 6rbzta de c cae en 'u.n czclo znestable de pen’odo g1

Existen también Py, cON ,u,,_,_l ;j< /J..n' ~_,< : /J.n ta.les_ que ,fﬁ" tzejn.e }l.meadmg sequence
(D*)"(DZC)> es decir gue f tiene un ciclo superestable de perfodo 8-2".
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Esta cadena de valores en p es lo que se llama una sucesién infinita de doblamiento
de perfodo la cual presenta caos en distintas formas.

Los pocos ejemplos para los que se sabe que las hipdtesis se cumplen han sido de
mucha ayuda para entender el doblamiento de periodo a caos y sus consecuencias. Kl
mapeo cuadritico ha sido ampliamente estudiado y los resultados encontrados en esa
familia suelen extenderse a familias de mapeos del intervalo en sf{ mismo ailin a pesar
de no comprobar las hipétesis. A continuacién damos un ejemplo de una red que
presenta caos y algunas de las caracteristicas por las cuales se puede observar esto.

4.4 Un ejemplo

Para este ejemplo usaremos una red con matriz de conexién

-1 1
w=(%3)
para la cual sabemos que valen los teoremas que hemos visto y por lo tanto en la
cual esperamos encontrar caos. La manera en que hemos abordado el problema de -

reconocer el caos es por medio de cadenas de bifurcaciones, por lo tanto haremos el
diagrama de bifurcacién de la familia de funciones definida por

fu(z,y) = (tanh(p(—z + y)), tanh(u(—3z + 3y)))

Para hacer el diagrama de bifurcacién de un sistema es necesario encontrar las
6rbitas periédicas para cada coordenada o neurona y para cada valor de u. Para esto
escogeremos 300 valores de pentre 0 y 3, igualmente espaciados, e iteraremos la
funcién f,, 1000 veces para cada uno de estos valores. Pensando en que las érbitas
que estamos buscando son atractoras, es de esperarse que después de 900 iteraciones
los puntos estdn lo bastante cerca de estas. Graficando el valor de las dltimas 100
iteraciones en un eje para cada @ y en €l otro el valor de esta, se podr4i observar cémo
al variar u, las érbitas se dibujan segiin van apareciendo.

La gréifica que se obtuvo para la primer neurona es la siguiente:

1]
n.e-_:
o.s-f
0.4-5

029 -
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Los puntos periédicos de la primera neurona contra los valores de u € [0, 2.5]

el eje  representa a p mientras que en el otro los valores de la neurona. A cada
valor de p se le asigna la posicién de los puntos de la 6tbita periédica que le corre-
sponde. Como ya habiamos visto, una bifurcacién se da cuando cambia €l periodo de
la drbita atractora. Para los primeros valores de p existe un punto fijo, aproximada-
mente en 0.6 ocurre la primera bifurcacién, apareciendo dos puntos de periodo 2. La
siguiente bifurcacién da lugar a periodo 4 y as{ sucesivamente. Aproximadamente en
1.6, y mds claramente en 1.9, aparece lo que se llama ventana de orden. En estas
ventanas se vuelve a periodos de orden pequenos, la primera que observamos es de
orden 5 y la segunda de 3.

En la siguiente imagen se puede ver un diagrama similar pero con las dos neu-
ronas graficadas al mismo tiempo. En este caso, los puntos de la grafica son puntos
periddicos para toda la red, es decir, para las dos neuronas a la vez. En €l eje z
ahora se grafica a £y en los otros dos a las variables que representan a cada una de
las neuronas.

En la siguiente vista del mismo diagrama se puede apreciar que todos los puntos
graficados se encuentran en una curva del plano XY . Sin importar que p se tome, los
puntos quedan contenidos en una misma curva. Esto hace pensar que para los puntos
periddicos de la red, cada una de las variables se puede poner en funcién de la otra.




CAPITULO 4.

CAOS EN REDES NEURONALES

63




Apéndice 1. La funcién tanh

La funcién sigmoidal que se utiliza a lo largo de la tesis para fines de simplificar las
demostraciones estanh. Las propiedades que aqui se describen también las compa.rten
otras funciones sigmoidales. :

La funcién tanh estd definida por exponenciales como
es — e~ %

tanh(z _—

anh(z) = prap—

de donde la tanh estd acotada en valor absoluto por 1.
Asfi mismo la funcién es 1mpar,

5';—,‘3;‘,.“,’7 ‘_m—(e—"c - e"’) e"“ - 'e;(—m)
€7+ e, oeTT 4eT T e +e7 = = tanh(—:z;)

La derivada de tanh(a:) es

tanh(:z:)

tanh (:z:) m d tanh2 (3’) ‘

va que tanh®(x) + m = 1 de donde se concluye que la func1én es estrlcta.mente
creciente. Adernds : : S ey ,

tim 1

e“ R
Czm—oo 1 + 4'3—22 1 + €=

lim tanh(z) = hrn

T —00 e =) e“’ +

—0—1 =1

compos1c16n tanh’(a,u.:z:) la cual es

/w*"

tanh’ (p.a:z:) ———cosh2 (ua:v)

creciente en [0, oo) adem4s de estar acptada pgr i y -1, por todo esto 1= tanh2 (a:) es

64
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creciente para los negativos y decreciente en los positivos por lo cual las derivadas en
los positivos son decrecientes mientras que en los negativos son crecientes. Esto quiere
decir que si la derivada en el cero de la funcién es pa , u2a? para la segunda iteracién
y, en general, pu*a® para la k-ésima iteracién entonces la derivada en cualquier otro
punto serd& menor que estos valores. Este resultado es muy importante ya que nos
dice que las iteraciones de la funcién pueden tener a lo mds tres puntos fijos. Es claro
que el origen es un punto fijo, ahora bien, dependiendo de la derivada de la funcién
en el cero es posible que la funcidn cruce a la identidad en otros dos puntos, pero sélo
en estos. Para aclarar este punto definamos una nueva funcién

hi(z) = fi(z) — =

de manera que los ceros de h; son los puntos fijos de la k-ésima iteracién. Sabemos
que h;(0) = 0, asf que para obtener nuevos ceros de la funcién hjsu derivada debe
valer cero en algiin punto. Derivando con respecto a £ obtenemos -

x(z) = (fi(z)) —1

la cual vale cero sélo cuando (ff(x))' = 1. Como ya probamos, la derivada de f(z) va
por debajo de la derivada en cero, asi que la tdnica posibilidad de que valga 1 en
algiin punto distinto del origen es que (f4(0))’ > 1 y esto sélo pasard en dos puntos
simétricos con respecto al origen, por lo tanto a lo méds tendremos 3 puntos fijos de
fi(=z).

g Una vez probado esto demostraremos que la red de una sola neurona no puede
tener puntos periédicos de periodo mayor que 2. Para esto se usard el teorema de
Sharkévsky, por lo cual basta probar que no hay puntos periédicos de periodo 4.

Supongamos que fj(zo) = Zo para alguna zo y que f2(Zo) 7# o', esto quiere
decir que (f3(0)) > 1 o sea que 1 < (f1(0)) = p*a® < p?a® = ( f2(0)). Ahora
bien, ya que hy(0) = 0 y h5(0) = (f2(0)) — 1 > O entonces existe ¥y > 0 tal que
ha(y) > 0, también, como f2(x) < 1 para toda x, hy(z) < 1 — x o sea que para = > 1,
ho(xz) < 0. Por la continuidad de hy y el teorema del valor intermedio tenemos que
existe 0 < z < 1 tal que h2(z) = f2(z) — z = 0 o lo que es lo mismo f2(2) = z. Por
hipétesis f2(x) # x, entonces z # z pero si f2(z) = z entonces también f1(2) = z lo
cual es una contradiccién con el hecho de que las iteradas de la funcién f, tiene a lo

7Esto es para asegurar que el punto es de periodo 4 y no un punto fijo o de periodo 2.
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més. tres ‘p'u‘ntds fjosy fquel'_sdn funciones impares.:

Gréafica de la segunda iterada de la funcién fj 4(x) con a = 1.

En esta grifica se ve claramente cémo si la derivada de la segunda iteracién es mayor
que 1 (en este caso 1.4) la funcién necesariamente cruzard a la identidad.

Segiin el teorema de Sharkovsky, cualquier periodo distinto de 2 irnplica puntos de
periodo 4, por lo tanto la red de una neurona no tiene puntos periédicos de periodo
mayor que 2.

Un aspecto de esta funcién que necesitamos para algunas demostraciones es hasta
qué grado tomaremos el desarrollo de Taylor de tanh. Sabemos que al rededor del
origen el desarrollo se aproxima tanto como queramos a la funcién dependiendo del
érden en que cortemnos la serie que lo define. Para el estudio que nos interesa veremos
que basta con tomar los términos de z hasta orden 3. Lo que buscamos al estudiar
bifurcaciones es cudntos puntos fijos o periddicos hay en un sistema. Una manera de
encontrar puntos fijos es observando la interseccién de la curva que define la funcién
con la recta identidad en el caso de una dimensién. Ya que una demostracién rigurosa
de esto se sale del propdsito de esta tesis, daremos una razén que parece convincente
para el caso de una neurona.

En las siguientes gréaficas se comparan las funciones tanh,el desarrollo de Taylor
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de tanh hasta orden 3, elide ‘ordber_l_s 7 yla. identidad.®

17 . —— - [ E . /o
em R 3]
- 3 A
[LX:] L 3 A
\ 06 T 2 7 i 21
\; D.4 e : L \
\ 0.21 7 \ i o mEi \ 19
3 10 Y e N\
AT g8 a5 a4 a3 -94 02 04,06 08y 1 -W 02 04,06 08 1. <d8_45 =
3 - \, = EP e 1 L
S //_o_‘_ . s R
T 08 Voo 29 2 y
P E i
’4 - 08 a o] \
-1 -
Orden3 Orden 5 Orden 7

La linea a rayas (roja) es la funcién tanh,la linea punteada (azul) es el desarrollo
de Taylor y la identidad es una linea continua (violeta). Es claro que cerca del origen
las dos curvas definidas por los desarrollos de Taylor se parecen mucho a la gréfica
original. Mientras més grande es el grado del desarrollo de Taylor més se tarda su
griafica en despegarse de la original. Lo que nos interesa es cudntas veces cruzan a la
identidad. Si bien el caso de orden 5 sdélo la cruza en €l origen, los de orden 3 y 7 lo
hacen dos veces al igual que la funcién tanh. A pesar de que el desarrollo de orden 7
se parece mucho m4s, esperamos un comportamiento parecido para el de orden 3, y es
por esto que escogimos cortar ahi la serie y facilitar los cdlculos de las demostraciones.

8 Utilizamos s6lo desarrollos de o:den impar, ya que los t.érminos con exponente par son todos
cero. : ’




Apéndice 2. Aproximacién por
HAujos

El método de aproximacién por flujo para conocer el comportamiento de algunos
mapeos se basa en encontrar ecuaciones diferenciales en tiempo continuo tales que
sus soluciones, cuando se evaluan en el tiempo unitario, se parecen hasta cierto orden
a la funcién que define al sistema en diferencias. Para esto es necesaria la siguiente

definicién:

Definicién 17 Se dice que el mapeo f, se aprorima hasta orden k por el sistema
& = F'(x) si la expansion de Taylor del mapeo coincide con aquella de p*(x) hasta los
términos de orden k, donde @'(z) es una solucion del sistema & = F(x).

Para encontrar el desarrollo de Taylor de * () usamos iteraciones de Picard. En
general, para encontrar el desarrollo de una solucién de cualquier sistema & = F'(x) se
define la sucesién:

t
o3 (t) = eMx, Taya(t) = etz + / ert=9) F(zn(s))ds
to

donde e?tr es la solucién del sistema lineal con condicién inicial zy F son los
términos de orden mayor o igual a 2 de F. Esta sucesién converge a la solucién del
sisterma con condicién inicial zg. En el caso de la aproximacién por flujo supondremos
que la funcién F'(z) es polinomial y, para simplificar los cdlculos, que va de los reales
en los reales. Entonces, si F(x) = ar + 2+ vz® + ... el desarrollo de sus soluciones
con condicién inicial x son:

Ty (t) = ot

z2(t) = e*z+ [)t €29 §(e2*)2ds = e®x + ,3:1:26“(;0“ —1)
t

z3(t) = ez + /0 eot—2) (,B(mz(t))z + ’)'(:Ez(t))"’) ds

En este paso obtenemos los coeficientes para «, 22 y 3, los cdlculos para obtener
Zp, 7 > 2, son muy laboriosos y no ilustran nada importante. Una vez que se tienen
los coeficientes para una funcién polinomial general, lo que falta es resolver el sistema
que resulta de igualar los coeficientes de este desarrollo evaluado en t = 1 con aquellos
del desarrollo de Taylor de la funcién que define el mapeo.
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. ”plo toma.remos la funcxén que utilizamos en el caso de redes con’ una
sola. neurona. El 51stema orlgmal en. d1ferenc1as es:

flz) = tanh(a,u.:z:)
: éuyo desarrollo de Taylor, tomando a = 1, es:
f(2) = pz — 24°2° + O(|=[*)

En lugar de obtener todos los coeficientes en unrrs<75107 sxstema haya.mosprunero
los correspondientes a x y 2 y después lo hacemos para m" De la’ segunda. 1terada.~
de Picard, valuada en t = 1, tenemos que: :

o

e = pu
Be®*(e* — 1) = 0

fat
de lo cual obtenemos:
a=In(p)yB=0
Ahora bien, la tercera iterada de Picard resulta ser
' 1 yz3e™t(e?2t — 1)
2 @

z3(t) = ez + =

de donde
4u2 In(p)

pr—1

Entonces el sistema & = F'(z) = In(u)x — 4L‘—5—(’Qm aproxima al sistema original

hasta orden 3. Al analizar este nuevo sistema tenemos que para p < lexiste un sélo
punto de equilibrio que es el origen. Cuando i > 1 aparecen dos nuevos puntos de
equilibrio de donde concluimos que en el valor 4 = 1 tenemos una bifurcacién de
Pitchfork, tal como lo habfamos visto en el sistema en diferencias.

Y=

1.08 0.3

Griéfica de la funcién F(z) = In(u)z — 4 Zh‘_l 3

ESTA TESIS NO SALF

T e e o

TR FOWETT N
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A pesar de que este método se basa en aproximaciones es muy 1itil en el estudio
de funciones que no cumplen las hipd&tesis de los teoremas ya conocidos. Para los
casos de resonancias de orden 2 y 3 en redes de 2 neuronas es la tinica manera que
se ha encontrado para abordarlos, los cdlculos son sumamente complicados por lo
que tormaremos resultados ya estudiados y los aplicaremos directamente a las redes.

[Wang, 1994]
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