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RESUMEN. 

Esta tesis pretende ser una presentación introductoria al concepto de cam­
po real cerrado y al conteo de raíces reales. La estructura general, al igual 
que los resultados, proviene del manuscrito Algorithms in Real Algebmic 
Geometry de Saugata Basu, Richard Pollack y Marie-Frarn;oise Roy. 

Empezamos definiendo el concepto de carnpo real cenado dando algu­
nas de sus propiedades fundamenta les. Después de esto podemos hacer la 
comparación con cmnpos algebraicamente cerrados (un concepto bastan­
tL más común) y terminamos dando una herramienta que usaremos más 
adelante. Este primer capítulo lleva la mayor carga teórica. 

En el segundo capítulo demostramos el Teorema Budan-Fourier. El ob­
jetivo de esta parte del trabajo es introducir el conteo de raíces en campos 
reales cerrados. Se centra en la demostración del teorema pero se da tam­
bién un caso particular de interés. Para cerrar, se dan una aplicación y 
un ejemplo concreto que pretenden ilustrar el uso de estas herramientas y 
ayudar al entendimiento del teorema y su demostración. 

Este documento íUc prcpilrndo usilndo lus pnquctcs amsmath~ amssymb y amsthm (poutc de .AM..,.,_Tr:J<, 
ºlhcTr:.X mncru systcn1 uí thc l\m1•rirm1 Mntltf'mnlirnl S1)("i1'/!¡'') en In distrihución lC"Tr:.X de.• Jl)Tr.X2e pnrn c1arwin l, 
corriendo hnjo T¡:.XShop en X. 
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1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES 
BÁSICAS 

En este capítulo, definimos campos reales y reales cerrados, luego expone­
mos algunas de .sus propiedades básicas. De esta manera preparamos el 
terreno p<1n1 luego demostrar el Tcoremn Budnn-Fouricr. 

1.1 Definición de campo real cerrado 

Empezamos con las definiciones básicas. 
Un campo ordenado (F, $)es un campo, F, junto con un orden total, 

S, que satisface: 

(i) X $ y => :i; -f- Z .:5 y -!- Z, 

(ii) O $ :i;, O $ y ~ O S xy. 

El signo, signo( a.), de un elemento n E Fes 

si a= O, 
si a> O, 
si a< O. 

Un cono del campo Fes un subconjunto P de F tal que: 

(i) x E P, 11 E P ~ :i; -1 y E P, 

(ii) :i; E P,71 E P ~ :1;71 E P, 

(iii) X E F => ;¡;2 E P. 

El cono P es propio si ademéÍs: 

(iv) -1 't P. 
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Sea (F, $) un campo ordenado. El cono positivo de (F, $) es el sub­
conjunto 

P = {X E F 1 :i: 2: O}. 

Proposición 1. Sea (F, ::;) un campo ordenado. El cono positivo P de (F, $) es 
un cono propio que satisface: 

(v) PU -P = F (donde -P = {x E F 1 -x E P}). 

Conversamente, si Pes un cono propio de un campo F que satisface (v), ·entonces 
F está ordenado por 

x$y<=>y-:i;eP. 

Demostración. Si Pes el cono positivo de F, es claro que l', -P e F, por 
lo que PU -P C F. Ahon1, sea :i; E F. Como Fes un campo ordenado, 
podemos usar la ley de tricotomía para ver que sucede uno de los casos 
:i; < O, :i; · = O, x > O. Si :i; = O o x > O tenernos que :i; E P. Por otra parte, 
la definición de-Pes equivalente a -P = {:i; E F 1 :i; $ O}, por lo que 
si x < O, :i: E -P. Entonces, si x E F, x E Po x E -P, o de otra forma, 
P U-P::) F. Por lo tanto, PU -P =F. 

Supongamos que P es un cono propio de F que satisface (v). Sean 
x, 11 E F tales que :i; $ 11· Tenemos tres casos a considerar: 

:i;, 11 E P: :i: $ 11 => :i; + (-:i;) $ y+ (-x) => O $ y - :i; => 11 - x E P, 

:i; E - P, 11 E P: :I: E - P => -:i; E P => 11 - :1: E P, 

:i;, 11 E -F': => -:i:, -y E P y regresamos al primer caso. 

Tenemos de los casos anteriores que :i; $ 11 => y - :i; E P. Por otra parte, 
sean :i:, 11 E F tales que y-x E P. Luego que O$ y-x => O+x $ y-x-1-x => 
:i: $ 11· Vemos entonces que x $ 11· Por lo tanto, x $ 11 <=>y - x E P. O 

Usamos p<2 l para denotarlos cuadrados de los elementos de Fy ¿: F<2 l 
el conjunto de sumas de cuadrados· de elementos de F. Claramente, 
¿: p<2l es un cono contenido en todo cono de F. 

Un Célmpo Fes un campo real si - 1 1- L: F<2 >. Notemos que un célmpo 
real debe de tener carncterística O. 

Délrnos ahora lél presentación del lema de Zorn, que usaremos para 
demostr¡¡r el Lema 1. Como nota éll niargen, mencion¡¡mos un resultado 
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no-trivial1: el lema de Zorn es independiente de los axiomas (Zermelo-Fmenkel) 
de teoría de conjuntos. También, notarnos que el axioma de elección y el 
principio del buen orden son presentaciones equivalentes de este lema. 

Lema de Zorn. Sea S un conjunto no-vacfo ordenado inductivamente. Existe 
un elemento maximal en S.2 

Lema 1. Si P es un cono propio de F entonces 

(i) Si -a ¡t P entonces P[a.] = {x +a.y 1 x, y E P} es un cono propio de F. 

(ii) P está contenido en el cono positivo. de un orden sobre F. 

Demostmci6n. 

(i) Supongamos que -1 = x-1-a.y con :r:, y E P. Tenernos dos casos, o y= 
O o 11 =!= O. Si y = O tenemos que -1 E P, que es um1 contradicción. 
Si y =!= O, entonces -a. = {1/y)2 y{l + :J:) E P, que también es una 
contradicción. Por lo tanto :r; +a.y=!= -1, "\l:r;, y E P, y P[a.] es un cono 
propio. de F. 

(ii) Consideremos una cadena de conos propios de F ordenados por 
contención. Su unión es de nuevo un ·cono propio de F. Conside­
remos la cadena de uniones de cadenas de conos propios. Este con­
junto, 8, estti ordcn;:ido inductivmncnte y es no-v;:icío pues contiene 
al 1nenós ;:i /'. Entonces el lern;:i de Zorn nos dice que existe Q, un 
cono propio maximal, que contiene ;:i P. Nos es suficiente mostrar 
que Q U -Q = F para ver que Q es el cono pc.n;itivo de un orden de 
F. Supongamos que -a. ¡t Q. Entonces, (i) nos dice que Q[a.J es un 
cono propio. Ahora, corno Q es maxirn;:il, Q[a.J = Q y entonces a. E Q, 
o -a. E -Q. Es decir, Q U -Q = F y por lo t;:into /> e Q, donde Q es 
el cono positivo de algún orden en F. 

D 

D;:in1os ;:ihor;:i una proposición que c;:ir;:icteriza un c;:in1po real. 
1 Ver Durnmil, Dnvicl y Foote, Richnrd, Al>strnrt Alsrlwa, Scco11d Erlitio11, john Wiley & 

Sons, 1999. p.875. 
2 Presentndo como en Lnng, Scrgc, Alsd•m, Tiiín/ Edil ion, /\ddison-Wesley, 1993. p.880. 
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Proposición 2. Sea F un campo. Entonces las siguientes propiedades son equi­
valentes: 

(i) Fes real. 

(ii) F tiene un cono propio. 

(iii) F se puede ordenar. 

(iv) Para todo :i; 1 , x 2 , ••• , x., en F 

" 2:x"f = Ü =? Xt = :7:2 =•··=X.,= Ü. 
i=l 

Demostració11. 

(i)#(iii) Como Fes real, -1 ¡t ¿:: pC2 > y¿:: pC2> es un cono propio. Ahora, 
por el Lema 1, ¿:: pC2 > está contenido en el cono positivo de un orden 
de F. Por lo tanto F se puede ordenar y (i)=?(iii). 

Por otrn parte, supongamos que F tiene un orden ~. Entonces, por 
la Proposición 1, el cono positivo P de (F, ~)es propio. Ahora, como 
¿:= FC2> e P y -1 ¡t P, tenernos que -1 ¡t ¿:: F<2 >. Por lo tanto, F es 
real y (iii)=?(i). 

(iii)=?(ii) Es directo de la Proposición 1. 

(ii)=?(iv) Usando la condición (ii) del Lema 1, como F tiene un cono pro­
pio, sea P, P estti contenido en el cono positivo de un orden de F. 
Sean :1: 1, :1:2 , •.. , :i:,. E 1'', en este orden de F, :i;"t, :1:~, ... , :1:'f, ~ O. Luego 
que ¿;:., 1 x'f es una suma de elementos no negativos que es igual a 
O. De aquí que todos los sumandos, :1;~, :i:~, ... , :i;~, son cero y por lo 
tanto :i: 1 = :1:2 = · · · = x,. = O. 

(iv)#(i) Supongamos que (i) es falso, entonces existen :i: 1, ••• , :i;,. en F pa­
ra los cuales -1 = ¿;:,,, 1 :i:'f. Esto implica entonces que (iv) es falso y 
por lo tanto que (iv)=>(i). 

Ahora, supongamos que (iv) es folso, entonces existen :1: 1 , ••• , :1:,. en 
F, no todos cero, con ¿;:., 1 :1:'f =·O. Sin pérdidn de generalidad, mm­
rnimos que :1; 1 i' O. Entonces -:1; 1 = ¿;'.:,2 :1;'f, y -1 = ¿;'.:,2 (:i;if:i; 1 ) 2 • 

Esto implica entonces que (i) es falso y por lo tanto que (i)=>(iv). 
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Por lo tanto (i), (ii), (iii), y (iv) son equivalentes. o 
Un campo real cerrado Res un campo ordenado, cuyo cono positivo es 

el conjunto de cuadrados RC2>, y tal que todo polinomio en R[X] de grado 
impar tiene una raíz en R. 

(Notamos que la condición de que el cono positivo de un campo real 
cerrado R sea RC2> quiere decir que R tiene un orden único como campo 
ordenado.) · · 
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1.2 Relación entre campos algebraicamente cerrados y 
campos reales cerrados 

Empezamos esta sección con resultados intermedios para luego caracte­
rizar un campo real cerrado en términos de su relación con campos alge­
braicamente cerrados y extensiones algebraicas. 

Un polinomio Q(Y1 , ••• , Y,,) E F[Yi, ... , Y;,] es simétrico si pnrn toda 
permutación a de {1, 2, ... ,p}, Q(Ya(1), ... , Yu(2)) = Q(Y1, ... , Y,,). 

Para/~= 1, 2, .... ,p, la k-ésima función simétrica elemental es 

Definimos el orden lexicográfico sobre los monomios de tal manera 
que 

ya = ya1 . y:
2
a2 ••• ya,, > ytt = yftl . y:ft2 ... ytt1' 

1 . 1' 1 2 1' 

si 

(a1 ·> /31) 

V(a1 = f31, a2 > f32) 

V(a1 = (31, ... , <l'k-t = f'h-1, o:k > (3k) 

V{n1 = f-11, ... , rv1,-t =:= /-J7,_¡, n·r> > f-11,), 

Proposición 3. Sea F un campo y Q(Y1i ... , Y,,) E F[Yi, . .. y;,] un polinomio 
simétrico. ·Existe un polinomio R(T1, ••• , T,.) E F[T1 , ••• , T,,] tal que 
Q(Yi, ... , Yp) = R.(Ei, ... , E,,). 

Demostración. Como Q(Y1 , ••• , Y¡,) es simétrico, su rnonmnio principal en 
el orden lexicográfico c0 Y"' = caYi"' 1 ···Y~:•,, satisface 0:1 :::::. ···:::::.a,,. Consi­
deramos ahora c,..Ef1

-"'
2 

• • • E;~-¡ 1 -ª" ·E;;", su monomio principal con res­
pecto al orden lexicográfico es también r:., Y" = r:., Y¡"' ···y;;••·. Ahora, sea 

Si CJ1 =O, tenemos que H.(B1, ... , E,,) = c,.l.!Ji''-"2 
• • • E~':.:_ 1 •-"r• · B;,•1

• y por 
lo tanto que Q(Y1,.:., y;,) = R.(E1 , ••• , B,,). De lo contrario, el monomio 
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principal con respecto al orden lexicográfico de Q 1 es estrictamente me­
nor .que Y("'··· Y¡;'". Entonces iterarnos la construcción anterior con Q 1 • 

Notamos ahora que no existe una sucesión decreciente infinita de mono­
mios en el orden lexicográfico. Por lo tanto la construcción iterativa debe 
de parar. Llegarnos entonces a una n finita tal que Q,, = O. Retrocede­
mos en el proceso sustituyendo los Q., 1 S i S n - 1 por polinomios en 
E 1 , •• • , Ep. Tenernos entonces una expresión de Q(Y1 , ••• , Y¡,) en términos 
de E 1 , ... , Ev· Esto termina la demo~tración. O 

Lema 2. Sean 111, ... , 7/r> elementos de un campo F y P = (X - 111), ... , (X -
Yv) = XP +C1X1'-

1 + .. ·+ Cp, entonces ck = (-l)k Ek· Donde Ek es la k-ésima 
función simétrica elemental evaluada en Yi = 11;, 1 :::; i:::; p. 

Demostración. Primero hacernos la expansión de (X -y1), ••• , (X -111'). Un 
cómputo relativamente tedioso nos muestra que 

(X - 7/1), ... , (X - 11v) = XT' + (-1) 1 (Y1 + · · · + 117,)X7>-i 

+ (-1) 2
(1111/2·J1IY:1···1l1JJ¡, · · · Y11-1YP) + · · · 

+ (-1 )7'y1 .. · 111' . 
= x 1' - E1X 1'-

1 + ... + (-1)7'E1,. 

Por lo tanto, p = X 11 + C1 X 1'-
1 + .. : +e,,, con ck = (- l)k Ek. o 

Corolario 1. Sea P E F[X], y 111, ... , y,1 las raíces de P (contadas con multipli­
cidad) en un campo algebraicamente cerrado C que contenga a F. Si un polinomio 
Q(Yi, ... , }~1) E F[Y1, ... , Y.i] es simétrico, CJ(u1, ... , y,1) E F. 

Demostración. Sea P E F[X] con raíces 111, ... 117> E C. Como Ces algebrai­
ca mente cerrado, !' se factoriza como l' = (X - y 1 ), ••• , (X - y 1,). Por el 
Lema 2, !' := X 1' - E1 xr>-l + ... -1- (-1 ) 7' B,,, donde Ek es la k-ésima fun­
ción simétrica elemental evaluada en Yi = ]!;, 1 S i S p. Como P E F[X], 
teneni.os que Ek, evaluada en Yi =y;, 1 S ·i:::; p, está.en F. 

Ahora, sea Q(Yi, ... , Y;i) E F[Yi, .... , Y,t] simétrico. Entonces por la Pro­
posición 3, Q(Y¡, ... , }~,) = R(E1 , ••• , E,.). Luego que Q(111, ... , y 1,) se pue­
de expresar en términos de Ek, 1 :::; k :::; p, donde Ek es la k-ésima función 
simétrica elemental evélluada en Yi =y;, 1 :::; i :::; 71. Como cada Ek evalua­
da en Y; = 11;, 1 :::; i :::; 71 est<Í en F, tenemos que Q(y1 , ••• , y 1,) E F. O 

La siguiente proposición caracteriza un célmpo real cerrado entérminos 
de extensiones algebraicas y campos algebraicamente cerrados. 
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Proposición 4. Si Fes un campo, las siguientes propiedades son equivalentes: 

(i) Fes 1·eal cerrado. 

(ii) F[i] = F[X]/(X 2 + 1) es un campo algebraicamente cerrado. 

8 

(iii) Fes uh campo real que no tiene una extensión algebraica real no-frivial. Es 
decir, no existe ningún campo real F 1 que sea algebraico sobre F y distinto 
de F. 

Demostración. 

(i)==?(ii) Sea P E F[X] de grado p = 2"'n con n impar. Mostramos por 
inducción sobre 1n que P tiene una rníz en F[i]. Si m. = O entonces 
JI es impnr y P tiene unn raíz en F y por tnnto en F['i]. Supongamos 
el resultado para m. - l. Sean y 1 , ••• y 1, las raíces de P contadas con 
multiplicidad en un campo algebraicamentc cerrado que contenga a 
F. Para todo h E Z, sea 

Q,.(Y¡, ... , Y¡,, X) = rrcx - YA - Y¡, - h.Y,\}-~,). 
>.<¡• 

Los coeficientes del polinomio Q,.(Y¡, ... , Yv, X) son simétricos en 
Y1 , •.. , YP' y entonces, por el Corolario 1, Q,,(y¡, ... ,y1,, X) E F[X]. 
El grado de Q,.(y 1 , ••• , y 1,, )() es 71(11 - l)i2 = 2m- 1 n' con n' impar. 
Por la hipótesis de inducción, Q,.(y 1 , • •• , y 1,, X) tiene una raíz en F[i], 
luego que para cada h. E Z existen ,\ y ¡1. con 71>. + y 1, 1- hy;..y1, E F[i]. 
Ahora, como hay una infinidad de enteros y sólo un número finito 
de pares >. y JL, existen ,\ y ¡1. con JI>. 1 y1, E F[i] y 11>.Yi• E F[i]. Estos 
elementos 11>. y y1, son las soluciones de una ecuación cuadrática con 
coeficientes en F[i], que tienes sus dos soluciones en F[i]. El polino­
mio P tiene entonces una raíz en F[i]. 

Para P = a.1,XP + · · · + a.o E F[i] (X], escribimos P = u.,,X" + · · · + a 0 • 

Como P PE F[X], PP tiene una raíz :i; en F(i]. Luego que P(:i;) =O o 
P(:i;) =O. En el primer caso ya terminarnos y en el segundo P(x) =O. 

(ii)==?(iii) Primero demostramos que Fes rcnl. Como F[-i.] es un campo, 
~"J\ 2 1 1 es irreducible sobre F. Entonces - 1 no es un cuadrado en F. 
Ahora, sólo nos falta mostrar que, en F, una suma de cuadrados es 

1 

1 

_ J 
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un cuadrado. Sean a., b E F y r., d E F tales que a -1- ib = (r: + id) 2 • 

Luego, consideremos las normas den+ ib y de (r: + irl)2 • Tenemos 
entonces que . 

lla 1- ihll =(a.+ ib)(n ·1- ü1) = (11. 1 -i./1)(11. - ib) = a.2 1 b2 

y 

lle+ idll =(e+ i<l)2(c -1- id)2 = (c2 
- d 2 + 2icd)(r.2 

- d2 
- 2icd) 

= c4 -1- 2c2d2 -1- d4 = (c2 + d2)2. 

Luego, como ·lla + ibll = lle+ idll, tenemos que a 2 -1- b2 = (c2 -1- rP.) 2, y 
que una suma de cuadrados en F es un cuadrado. Entonces no hay 
suma de cuadrados en F igual a -1, y por lo tnnto Fes renl. 

Para concluir, sólo nos hace falta notar que F[i] es la única extensión 
algebraica no trivial de F. 

(iii)==?(i) Supongamos que a E F. Si a no es un cuadrado en F, entonces 
F[ vn.J = F[X]/(X2 - a.) es una extensión algebraica no trivial de F, 
y luego que F[.jlí] no es real. Por tanto, 

" " tt 

""' r:: 2 ""' 2 "" 2 -1 = ~(:i;i +ya.y;) , de donde - l = ~:i;i +a¿_, Yi E F. 
i=l i=l i=l 

Ahora, como Fes real, -1 # 2:~';., 1 :1:f y de aquí que y= ¿~';., 1 11f #O. 
Tenemos entonces que 

-a= ( " )-1 ( " ) 
L:. yf 1 + L:. :i;¡ 
t=l 1=1 

(f: (:'~)
2

) (i -1- i=xt) 
i=l .'/ i=l 

ELF2. 

Lo anterior muestra que pC2l U-FC2 l = F y entonces que sólo hay un 
orden posible de F con pC2 J como cono positivo. También muestra 
que si u. no es un cuadrado, es negativo en este orden y por tanto que 
todo elemento positivo es un cuadrado. 

1 
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Ahora sólo nos falta mostrar que si P E F[X] es de grado impar, 
entonces P tiene una raíz en F. Supongamos que no es el caso, sea P 
un polinomio de grado impar p > 1 tal que todo polinomio de grado 
impar < p tiene una raíz en F. Como un polinomio de grado impar 
tiene al menos un factor irreducible impar, asumimos sin pérdida 
de generalidad que P es irreducible. El cociente F[X]/(P) es una 
extensión algebraica no trivial de F y entonces· 

" 
-1 = L H'f + PQ, donde deg (Hi) < p. 

i=l 

Como el sumando de mayor grado en la expansión de L::'..: 1 Hf tiene 
una suma de cuadrados como coeficiente y Fes real, L::~ 1 Hf es un 
polinomio de grado par < 271 - 2. Luego, el polinomio Q tiene grado 
impar::::; 71 - 2, y una raíz ::i; en F. Pero entonces -1 = L:~'.,, 1 Hi(:i:) 2

, 

que contradice el hecho de que F es real. Por lo tanto, para todo p 
impar, P de grado 71 tiene una raíz en F. 

Por lo tanto, (i), (ii) y (iii) son equivalentes. D 

1 
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1.3 Una herramienta 

En esta sección presentamos un serie de resultados que nos llevan a una 
herramienta importante en cuestiones de conteo de raíces. Son resultados 
que se derivan de las propiedades b<'lsicns y cnracterizaciones dadns en las 
secciones anteriores. 

Proposición S. Sea R un campo real cerrado, P E R[X]. Los factores irreduci­
bles de P son lineales, o de la forma (X - r.) 2 + d2 = (X - r. - id)(X - e+ id). 

Demostración. La Proposición 4, (ii) nos asegura que C = R[i] es algebrai­
ca mente cerrado. Entonces P se factoriza en factores lineales sobre C. 
Ahora, como en C el conjugado r: - irl de una raíz e + irl de P también 
es raíz de P, tenemos que (X - e - id), (X - r· + irl) son factores en C. De 
nquí que (X - r:) 2 1 il2 = (X - r: - ül)(X - r· 1 ül) es factor en H. De esta 
manern, todo factor de P en R que no sea Hneal es de la forma dada. O 

Proposición 6 (Teorema del valor intermedio). Sea R un campo real cerrado, 
P E R(XJ, a, b E R con a < b. Si P(a)P(b) < O, entonces existe :i: en (n., b) tal 
que P(:i:) = O. 

Demostración. Los factores irreducibles de P son, usando la Proposición 5 
lineales o de la forma (X - c)2 + d2. Si signo(P(a)) f' signo(P(b)), entonces 
signo(Q(a)) #- signo(Q(b)), para algún factor lineal Q de P. Entonces la raíz 
de q estéÍ en (n, /J) y por lo tanto existe :1: E (a., /i) tal que /'(:1:) =O. O 

Corolario 2. Sea H. un campo real cerrado, 1' E U(X] tal que 1' no vale cero en 
("., /J), entonces J> tiene signo constante en el intervalo("., t .. ). 

Demostración. Supongamos que P no tiene signo constante en (a., b). En­
tonces la Proposición 6 nos dice que P tiene una raíz en (n, b), una contra­
dicción. O 

El corolario anterior muestra que tiene sentido hablar del signo de un 
polinomio a la derecha (respectivamente, izquierda) de cualquier n. E R. A 
saber, el signo de I' a la derecha (resp., izquierda) de a es el signo de P en 
cualquier intervnlo ((/., '1) (rcsp., (11, ri)) en el que r' no vnlc cero. Tnmbién 
podemos hablar del signo de P(-1-oo) (resp., P(-oo)) como el signo de 
J>(l\'1) pnra f\,f suficientemente grande (resp., chica). 

1 

J 
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Sea K un campo de característica O. l.a multiplicidad de una raíz r E K 
de P E K(X] es el número entero JL tal que 

P(r) = P'(r) = · · · = p<i•- 1 )(r) =O, p<i•) #O. 

De manera equivalente, P = (X - r)''Q(X) con Q(r) #O. Sir no es raíz 
de P, la multiplicidad de r en P se define como O. 

Como una herramienta para demostrar los lemas que nos llevarán a la 
demostración del Teorema Budan-Fourier, .damos la siguiente 

Proposición 7. Sir es una raíz de P en una campo real cerrado R de multiplici­
dad /J·, entonc;es el signo de P a In derecha de res el signo de p<i•)(r) y el signo de 
P a In izquierda de r es el signo de ( -1 )'' p<1•) ( r ). 

De111ostrnci611. Escribimos P = (X - 1·)1'Q(X), donde Q(r) -/= O. Ahora 
consideramos p<i•). El primer sumando es claramente Q(X), y los demás 
tienen un factor (X - r), por lo que p<1•)(r) = Q(r) y signo(P<i•)(r)) = 
signo(Q(r)). 

Sea E >O, entonces, como Q(r) #O, tenemos que 

signo(Q(r - E))= signo(Q(r)) = signo(Q(r +E)), 

usando un argumento de continuidad. De aquí tenemos que 

y 

Higno(P(r +E))= signo(e:''Q(r + io)) = Higno(Q(r)) = sig11o(P<1•)(r)) 

signo(P(r - E))= signo((-io) 1'Q(1· + io)) = signo((-l)''Q(r)) 

= signo((-l)''P<1•)(r)) 

El resultado sigue por continuidad. o 
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2. CONTEO DE RAíCES 

Hay un criterio muy simple para saber si un polinomio P E C[X] tiene al­
guna raíz en C, a saber, la tiene si y sólo si rlcg P =I= O. Es mucho más difícil 
decidir si un polinomio P E R[X] tiene una raíz en R. El primer resultado 
en esta dirección fue demostrado por Descartes, y luego generalizado por 
Budan con una demostrnción de Fourier. El resultado nos permite dar una 
cota superior al n(1mcro de raíces de un polinomio en un intervalo (y de 
esta manera en R) y en algunos casos particulares de decidir directamente 
si el polinomio tiene al n"lenos una raíz. 

2.1 El Teorema Budan-Fourier 

Empezando con algunas definiciones, podemos después demostrar dos 
lemas que harán posible la demostración del teorema. Seguimos esto con 
la demostración y presentación del Teorema Budan-Fourier. 

El número de cambios de sign.o, V(n.), en una sucesión, a.= n. 1 , ••• , n.k 
de elementos de U\ {O} se define por inducción sobre k como: 

V(a.¡) =O 

V(a.1, ... , a.k) = { V(a.1, ... ,a.k-1) + l 
V(a.1, ... ,ak-1) 

si signo(a.k-la.k) = -1 
Si Rig110(<1.k-ln.k) = 1 

Esta definición se extiende a cualquier sucesión finita r1. de elementos en R. 
al considerar la sucesión finita /J que se obtiene al eliminar los ceros en a. y 
definiendo V(<1.) = V(/i), estipulando que V de la súcesión vacía es O. 

Sea P un polinomio de grado p en una variable en R[X]. Dado a. E R U 
·{ -=, oo}, escribimos V(D<!r(P); a.) en lugar de V(P((/.), P'(a.), ... , pi•((/.)). 
Dados(/. y {J en/?. U {-oo,oo}, escribimos V(Dcr(P);a.,/i) en lugar de 
V(Dm-(/'); n) - V(Dcr(J'); /J). Usamos la notaci(m n(/'; (n, /J]) para expre­
sar el número de raíces de l' en (n, /i] contadas con multiplicidad. 
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Lema 3. Sea P un polinomio de grado p en una variable en R[X]; sea r: una raíz 
de P con multiplicidad ¡1 .. 

Si ningún J>(k), O ::; k ::; /L tiene raíz en (d, r:), entonces 

V(P(d), P'(d), ... , p<i•>(d)) - V(P(c), P'(r:), ... , p(1•l(r:)) =¡t. 

Si ningún p(k) tiene raíz en. (e, d'], entonces 

V(P(c), P'(c), ... , p<i•>(c)) - V(F'(d'), P'(d'), ... , p<i•l(d')) =O. 

Demostración. Dado que e es una raíz de multiplicidad ¡t, tenemos que 

V(P(r:), !''(e), ... , p<1•-1>(c), J>Ct•l(r-)) = V(O, O, ... , 0,0) = V(0) =O. 

Ahora, consideramos los signos de . 

P(d), P'(d), ... , J><1•- 1>(<L), J><1•>(rl), 

que, usando la Proposición 7, son iguales a los signos de 

(-1)'' p<1•l(c), (-1)1•-I p<1•) (e), ... , _pC1•) (e), p(1•) (r:), 

y es claro que 

V(.(-1 )'' p(1<) (e), (-1 )1•-1 pC1•) (e), ... , _ p(1•) (r:), pC1•) (r:)) = ¡i .. 

Por lo tanto, 

V(/'(1l), l''(tl), ... , 11<1•>(1l)) - V(/'(1·)", /''(r), ... , / 1<1•>(1·)) = ¡1 .. 

Análogamente, los signos de 

V(P(d'), P'(d'), ... , p<1•- 1>(d'), p<1•l(d')) 

son, usando la Proposición 7, iguales a los signos de 

p<1•) (<:), p<1•) (e), ... , pCi•l (c), p<1•) (e), 

y es claro que 

Por lo tm1to, 

V(J>(c), P'(c), ... , p<1•>(c)) - V(P(tl'), l''(1l'), ... , p<1•>(1l')) =O. O 
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Una vez demostrado este primer lema, pasamos a uno cuyo resultado 
es menos fuerte, y cuyo uso de la Proposición 7 es más sutil, pero que que 
tiene una consecuencia más marcada tanto en la demostración como en la 
presentación del teorema. 

Lema 4. Sea P un polinomio de grado p en una variable en R[X]; sea e una raíz 
de p(i) con multiplicidad JL y pCi-ll(c) f= O. 

Si ningún p(k), i - 1 :=:; k .::; i + JL tiene raíz en [<1, e), entonces 

V(P(i-l)(d), p(i)(d), ... , p(i+i•l(cl)) - V(P(i-J)(c), p(il(c), ... , p(i+i•l(c)) 

es par y no negativo. 
Si ningún p(k) tiene rafz en [e, d'), en"tonces 

v(J>(i-ll(c), j>(i)(<:), ... ) ¡1(i+1•>(c))-\t(J>(i-l)(tl'), j>(i)(tl'), ... ) ¡1(i+1•l(tL')) =o. 

Demostración. Consideremos los signos de 

p(i-l)(d), pCil(rt), ... ' p(i+¡•)(d). 

Dado que ni d ni e son raíces de pCi-I l, y que no hay raíces de este entre d 
y e, tenemos que signo(P(i-l)(d)) = signo(P(i-ll(c)). Con esto en mente, y 
usélndo de nuevo lél Proposici6n 7 vemos que los signos consideréldos son 
igtrnlcs a los signos de 

Análog.amente, tenemos que los signos de 

p(i-ll(rt'), ¡.>Cil(d'), ... ) p(i+1•>(<t') 

son, usando lél Proposici6n 7, iguales a los de 

Llcgmnos a la conclusión dcl lcmél cxaminm1do los cuatro posibles ca­
sos él continuaci(m: 
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Si p(i-l)(c) · p(i+1•>(c) >O y ¡i es impar, 

V(P(i-l)(d), p(i)(d), ... , p(i+i•)(d)) = /L + 1 

V(pC•-1>(c), pC•>(c), ... , p(i+1•>(c)) =O 

V(pC•- 1> (d'), pC•> (d'), . .. ? pC•+-1» (d')) =O 

Si pC•- 1>(c). pC•+1•>(c) <'o y/Les impar, 

. V(P(i-l)(d), p(i)(d), ... , p(i+i•>(d)) = /L 

v(p(i-l)(c), p(i)(c), ... , p(i+µ)(c)) = 1 

V(P<•-t>(d'), pC•>(d'), ... , pC•+1•>(d')) = 1 

Si pU- 1>(c) · pC•+1•>(c) >O y/Les par, 

V(p(i-l)(d), p(i)(d), ... , p(i+¡•)(d)) = JL 

V(p<•-1>(c), pCi>(c), ... , pC•+1•>(c)) =o 
y(pC•-tl(d'), pCt>(d'), ... , p<•+1•>(d')) =O 

Si p<•-1>(c). pC•+1•>(c) <O y/Les par, 

V(pC•-1>(d), pCil(d), ... , pC•w>(d)) = //· + 1 

. V(J~<•-•>(r:), pUl(<:), ... , pU+1•l(c)) = 1 

V(pCi- 1>(<11
), pCi)(d'), ... , p(i+i•l(d')) = 1 

En todos los casos considerados es claro que 

V(P(i-l)(d), p(i)(d), ... , p(i+¡•)(cl)) - V(P(i-l)(r:), p<•>cr:), ... , p(i+i•>(c)) 

es par y no negativo, y que 

V(Pc•-1>(c), pC•>(c), ... , pC•+1•>(c))-V(f'C•-1>(d'), pCil(d'), ... , pCi+1•>(ct')) =o. 

o 

Una vez demostrados los dos lemas, vemos qué podemos hacer con los 
resultados de estos y algunas consecuencias de las definiciones que hemos 
dado. 

- - --- - -- - - ~-~~~~~---------------...... -
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Lo primero a notar es que podemos segmentar tanto el conteo de raíces 
como el n(1mero de cambios de signo de P, un polinomio de grado 1' en 
una variable en R[.X"] en un intervalo. La segmentación se hace con una 
partición de dicho intervalo. Es decir, podemos ver que, claramente, para 
todo e E (a., b) 

n(P; (a, b]) = n(P; (a, e]) -1- n(P; (e, b]) y 

V(Der(P); a, b) = V(Dcr(P); a, e) + V(Dcr(P); e, l>) 

Ahora, sean c 1 < c2 < · · · < cr-I < Cr las raíces reales de los polinomios 
pU>,.i = O, 1, ... , p - 1 en el intervalo (u., b). Luego, sean a. = c0 , fJ = Cr+I y 
rl; E (r..;, r..:+1) de tal manera que a = r.o < rlo < c1 < d1 < · · · < r.r < dr < 
<",·+I =/J. 

Considere1nos el intervalo (rl;, <';+ i] pan1 alguna O ::; ·i. ::; r. Tenemos 
entonces que examinar dos casos, uno en el que ci+ 1 es raíz de P y otro en 
el que es raíz de alguna de sus derivadas (pero no de las anteriores ni de 
P). 

Supongamos que <:;+ 1 es raíz de P con multiplicidad ¡1., entonces pode­
mos usar el Lema 3 para concluir rápidamente que 

V(P(d.;), P'(d.;), ... , p<i•l(cl;)) - V(P(r.;+1), P'(<..:;+i), ... , p<i•>(c;+i)) =/L. 

Además, como no hay raíces de pcn,.i = ¡t + 1, .. . 1 p - 1 en [d;, e;+iJ, tene­
mos que 

V(J'<1•+1>(<t;), ... ' J''"-1>(<1;)) - V(J'''•+ll(,·;+1), ... , 1'<1•-1ic,:;+1 )) =o. 

Ju_ntm1do estos dos resultados vemos que 

V(Dcr(P); rl;, <:;+1) = ¡t, 

y como la única raíz de P en (d;, r..:+ 1 ) es r:;+ 1, con multiplicidad p., es claro 
que en este caso, 

V(Dr.r(P); d;, c;+ 1) - n(P; (rl;, <:;+ 1]) = ¡1. - ¡1. =O. 

Supongamos ahora que <:;+ 1 es raíz de ¡>(k) con multiplicidad ¡t, y que 
p<Jl 0 O para .i = O, 1, ... , /;; - 1, /;: 1 ¡1. 1 1, ... ,_p - 1. Podemos entonces 
usar el Lema 4 para obtener que 
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es par y no negativo. Por otra parte, como no hay raíces de pCi),j = 
O, 1, ... ·, k - 1, k -1- ¡1. + 1, ... , z¡ - 1 en [<l., c;+i] vemos que 

V(P(d;), ... , pCk-2l(d.;)) - V(P(r:i+1), ... , pCk:-2 l(ci+1)) =O 

. y(p(k+¡..+ll(d;), ... , p(v-ll(d;)) _ y(pCk+1•+ll(c.:+i), ... , pCr>-ll(c.:+i)) =O 

Además, como, en particular, no hay raíces de P en [d.;, c;+i], sabemos que 
n(P; (d.;, C.:+1]) = O. Juntamos estos resultados y obtenemos que para este 
caso, 

V(Der(P); di, c;+1) - n(P; (d;, c;+1]) 

es par y no negativo. 
Con los dos casos anteriores mostramos que para todo O~ i ~ r, 

V( Dm(/'); rl;, r;+ 1) - n(/'; (rl;, r·;+ 1]) 

es par y no negativo. 
Tomamos ahora el intervalo (e;, d.;] para alguna O ~ i ~ r, podemos se­

guir un razonamiento muy similar al que usamos para el intervalo (d;, ci+ 1 ]. 

De nuevo tenemos dos casos, aquel en le cual e; es raíz de P y otro en el 
que es raíz de alguna de sus derivadas (pero no de las anteriores ni de P). 

Supongamos que e; es raíz de P con multiplicidad JL, entonces pode­
.mos usar el Lema 3 para concluir rápidamente que 

V(P(r-;), P'(r.;), ... , pCt•l(c;)) - V(P(rl;), P'(<l;), ... , pCi•l(d.;)) =O. 

/\dcn16s, co1no no hay rníccf; de J>Cil, .i = ¡1. 1 1, ... , 7' - 1 en [r·;, rl;], tene1nos 
que 

V(/'Ct•+l)(r;), ... ' ¡>(1>-ll(c;)) - V(/'Ct•+l)(rli), ... ' l'(,.-1¡(rl;)) =O. 

Juntando estos dos resultados vemos que 

V(Dcr(P); e;, rl;) = O, 

y como no hay raíz de P en (r:,, d;], es claro que en este caso, 

V(Dcr(P); e;, d;) - n(P; (r~;, rl;]) =O - O= O. 

Supongamos ahora que r; es raíz de J>(k) con multiplicidad ¡1., y que 
.¡>Ul 0 Opnrn.i = 0,1, ... ,/;:- 1,/.: 1 ¡1. 1 1, ... ,p- l. Podemos entonces 
usar el Lcn1n 4 para obtener que 

y(pCk-tl(c;), ... , pCk+1•l(c;)) _ y(pCk-1)(d.;), ... , p(k+1•l(d;)) =o._ 

-----·-------------=~~~-------------------{'.}-_ ..,..,..,.~.-~~ 
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Por otra parte, como no hay raíces de pCil, .i = O, 1, ... , h~ - 1, /;: + /I· + 
1, ... , p - 1 en Íf:;, rli] vemos que 

V(P(e;), ... , pCk-2l(e;)) - V(P{d;_), ... , pCk-2){d;_)) =O 

V(P(k+1•+1)(e;), ... , pCv-tl(c;)) - y(p(k+1•+t)(d;), ... , pC1,-tl(d;)) =O 

Además, como, en particular, no hay raíces de P en [r;, d..;], sabemos que 
n(P; (<:.,d..:]) = O. Juntamos estos resultados y obtenemos que para este 
caso, 

V(Der(P); e;, el;_) - .n(P; (e;, d;_]) '."" O. 

Con los dos casos anteriores m~strarnos que para todo O ::; i ::; r, 

V(Dc!r(/'); <"¡, 1l;) - n(/'; (r-;, ti..;])= O. 

Ahora, vernos el intervalo entero (o., h]. Usando la idea de segmenta­
ción por particiones mencionada al principio de esta discusión, junto con 
los resultados para subintervalos recién expuestos, vemos que 

r 

V(Dcr(P); a, b) - n(P; (a, b]) = L (V(Der(P); e;, d;) + V(Dcr(P); el;, C;+i)) 
i=O 

r 

- L(n(P; (r:.¡,rl;]) ·1-n(P; (d..:,r-<+1])) 
i=O 

r 

= L (V ( 1 )1!r( I '); r·i, rl;) - n( J '; ( <';, tl;]) 
i=O 

+ V(Dnr(P); d;, ci+ 1 ) .:_ n(P; (d;, <:.;+ 1])) 

r 

= L (V(Der(P); d;, c;+1) - n(P; (d.;, <!;+1])) 
i=O 

que es clar~mente par y no negativo. Escrito de otra forma, tenemos ·el 

Teorema (Budan-Fourier). Sea P un poli11omio de grado JI en una variable e11 
l?.[X]. Dados n. y ben R U {-oo, oo} 

1 .. n(I'; (u., b]) $ V(Dc!r(/'); r1., b), 

2. V(Dcr(P); n., [¡). - 11.(P; (a., b]) es par. _,r·r~A "l'E,..,"<;' "_·0'°1J (;;_."-_T.. v . ..i!...0 ~l. ,.! ~·Jl)..,...>" 1· .• -.:._. ---~~ 

llE IA I~1f~I .. J~ 12:1-'E(_~r\ 

r 
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2.2 La ley de signos de Descartes 

Como caso particular del Teorema. Budan-Fourier, podemos ·demostrar 
fácilmente el resultado encontrado por Descartes hace más de 350 años. Es 
fundamentalmente más débil que el teorema anterior, pero es de interés y 
de utilidad en casos sencillos, sobre todo por la facilidad de su aplicación. 

Necesitamos p~imero introducir algo de notación. Sea P = a.pXP -1-
ª·p-J x 1•- 1 +· · · +a.1 X +a.0 un polinomio en una variable en R[X]. Escribimos 
V(P) para representar el número de cambios de signo de a.1,, ap_ 1 , ••• , a.0 y 
pos(P) para el número de raíces reales de P contadas con multiplicidad. 

Considerarnos el intervalo (O,+=) y aplicamos Budan-Fourier. Es cla­
ro que 

P(O) =a.o, F''(O) =a.¡, ... , pC7•- 1>(0) = n.7,_¡, pC7»(0) = a7,, 

por lo que 
V(Der(P); O) = V(P). 

Por otra parte, cuando evaluamos la k-ésima derivada de P, pCk>, O ::; k ::; 
p en +=, el sumando pka.Pxp-k es claramente dominante y su signo es 
signo(a.7,). De aquí que 

V(Der(P); +=)=O 

y por lo tanto 
V(Der(P); O,+=) = V(P). 

Ahorn, únicnmcntc hace foltn notnr que pm-;(P) = n(P; (O, 1 =)) por 
definición, para poder presentar la 

Ley de signos de Descartes. Sea P = a7,XT> + ª·v-ixv- 1 + · · · + a.1X +a.o un 
polinomio en una -paria ble en R[X], entonces 

1. pos(P) ::; V(P), 

2. V(P) - pos(P) es par. 
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2.3 U.na aplicación y un ejemplo 

Para finalizar damos una aplicación. n"luy sencilla del Teorema Budan­
Fourier y damos un ejemplo. Ambos pretenden ilustrar la demostración y 
dar instancias del uso del teorema .. Empezamos con la aplicación, que nos 
da un método fácil para determinar si un polinomio tiene O, 1 o más raíces 
en un intervalo dado, aún cuando sólo para algunos casos. 

Proposición 8. Sea P un polinomio de grado p en una variable en R[X]. 

1. Si V(Dcr(P); a, b) =O entonces P no tiene rafz en (a., b]. 

2. Si V(Der(P); a., b) = 1 entonces P tiene exactamente una raíz en (a, b]. 

Esta proposición sigue directamente del teorema, pero damos una pe­
queiia de~ostraciqn i1 ustrativa. 

Demostraci6n. 

l. El teorema nos dice que V(Dcr(P); a., b) 2 n(P; (a., b]), y como 
V(Dcr(P); a, b) =O, n(P; (a, b]) =O. le. P no tiene raíz en (a, b]. 

2. Por otra parte, usando el teorema, V(Dcr(P); a., b) - n(P; (a., b]) es par 
y no negativo, pero V(Der(P); a., b) l. Por lo tanto, 
V(Der(P); a., b) - n(P; (a., b]) = O y n(P; (a, b]) = l. le. P tiene exacta­
mente una raíz en (a., fJ]. O 

Con esto en mente, damos un ejemplo parn tratar de entender porque 
la diferencia entre cambios de signo de Dcr(P) y el número de rafees es 
par. Hacemos uso de la aplicación anterior para ver que el teorema puede 
no decirnos mucho sobre las raíces de un polinomio en un intervalo dado. 

Ejemplo. El polino1nio P X 2 - X + 1 no tiene raíz real, pero 
V(Dcr(P); O, 1) = 2. Es imposible encontrar a E (O, 1] tal que V(Dcr(P); O, n) = 
1 y V(Dcr(P); a., 1) = 1 dado que de otra manera lzabrían dos raíces reales. Esto 
quiere decir que no importa de que manera refinemos el intervalo (O, l], quedare­
mos con un intervalo (aquel que contenga 1 /2) que nos de 2 cambios de signo. 

Podemos fácilmente foctorizar P como 



1 
J 

J 
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por lo que vemos que no tiene raíces reales. En particular, P no tiene raíces 
reales en el intervalo (O, 1). 

Por otra parte, V(Dcr(P); O, 1) = 2. Para ver esto, usamos que 

P = x 2 -x + i 

P' = 2X- 1 

J::>" = 2 

para generar la tabla 

y concluir que 

P(O) = 1 

P'(O) = -1 

P"(O) = 2 

o 1 
signo(P) + + 
signo(P') + 
Rigno(P") I· + 

•;'~ .. 

P(l) = 1 

P(l) = 1 

P"(l) = 2 

V(Dcr(P); O, 1) = V(Dcr(P); O) - V(Der(P); 1) = 2 - O= 2. 

Ahora, supongamos que existe a E (O, 1) tal que V(Der(P); O, a) = 1 
y V(Der(P); a,_l) = l. La Proposidón 8 nos dice entonces que existen 
r E (O, a] y r' E (a., l] tales que P(r) = P(r') = O. Pero esto es una con­
tradicción dado que P no tiene raíces reales. Tenemos entonces que para 
cualquier partición cj.e (O, l] que hagamos, tendremos un intervalo (e, d] tal 
que V(Der(P); e, d) = 2. 

Sea (e, d] e (O, 1] tal .que V(Dcr(P); r:, r:') = 2. Aseveramos que 1/2 E 
(e, r!]. Tenemos entonces dos casos, 1/2 < r: o r:' < 1/2. Notamos primero 
que 1 /2 es raíz de P', que es lineal, por lo que J" :::; O E (O, 1 /2) y l'' > O E 
(1/2, 1]. Tenemos entonces las tablas: 

1 /2 < r: e r.' d < 1/2 r. e' 
. signo(P) + + signo(P) + + 
signo(P') + + 

y Rigno(P') 
signo(P") + + signo(P") -1- + 

por lo que en estos casos 

V(Dcr(P); e, e')= O - O= O y V(Dcr(P); r:, r:') = 2 - 2 =O. 

Por lo tanto, 1 /2 E (r:, <1]. 

Notamos finalmerite que 1/2 es un mínimo local positivo de P (es raíz 
de P'), lo que nos da las variaciones de signo. 
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