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RESUMEN

Esta tesis pretende ser una presentacién introductoria al concepto de cam-
po real cerrado y al conteo de raices reales. La estructura general, al igual
que los resultados, proviene del manuscrito Algorithins in Real Algebraic
Geometry de Saugata Basu, Richard Pollack y Marie-Frangoise Roy.

Empezamos definiendo el concepto de campo real cerrado dando algu-
nas de sus propiedades fundamentales. Después de esto podemos hacer la
comparacién con campos algebraicamente cerrados (un concepto bastan-
tc mas coman) y terminamos dando una herramienta que usaremos mas
adelante. Este primer capitulo lleva la mayor carga tedrica.

En el segundo capitulo demostramos el Teorema Budan-Fourier. El ob-
jetivo de esta parte del trabajo es introducir el conteo de raices en campos
reales cerrados. Se centra en la demostracién del teorema pero se da tam-
bién un caso particular de interés. Para cerrar, se dan una aplicacién y
un ejemplo concreto que pretenden ilustrar el uso de estas herramientas y
ayudar al entendimiento del teorema y su demostracion.

Este documento fuc preparado usando los paquctes amsmath, amssymb y amsthm (parie de AAS-TiX,
“the TEX macro system of the American Mathewmatical Sociely™) en la distribucion teTRX de INTRX 2¢ para daxwinl,
corriendo bajo TEXShop en X,




INDICE GENERAL

1.

Definiciones y propiedades basicas . . . . . ... ... ... .. 1
1.1 Definicibn de camporealcerrado . . . ... ... .. ... .. 1
1.2 Relacién entre campos algebraicamente cerrados y campos
realescerrados . . . . . ... ... Lo L 6
1.3 Unaherramienta . .. ... . ... .. ............. 11
Conteoderaices . . . ... ... ....... . .......... 13
2.1 El Teorema Budan-Fourier-. . . . . .. ... .......... 13
22 laleydesignosdeDescartes . .. .. ............. 20

23 Unaaplicacibnyunejemplo . . .. .. ... .. ... ... .. 21




1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES
BASICAS

En este capfitulo, definimos campos reales y reales cerrados, luego expone-
mos algunas de sus propiedades bésicas. De esta manera preparamos el
terrcno para luego demostrar ¢l Teorema Budan-Fourier.

1.1 Definiciéon de campo rea[ cerrado

Empezamos con las definiciones bdsicas.
Un campo ordenado (F, <) es un campo, F, junto con un orden total,

<, que satisface:
G z2<y=xi+z25y+z
() 0 2,0<y=0<L =Y.

El signo, signo(a), de un elemento a € Fes

0 sia =0,
1 sia> 0,

—1 sia<O.
Un cono del campo F es un subconjunto  de F tal que:
(i) ze Pyel’ =a-yE r,
4Gi) e Pye P=xzy e P,
({ii) z € F =22 P.
El cono !’ es propio si ademas:

Giv) —1 & P.
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Sea (F, <) un campo ordenado. El cono positivo de (F, <) es el sub-
conjunto

P={xeF|xz>0}.

Proposicion 1. Sea (F, <) un campo ordenado. El cono positivo P de (F, <) es
un cono propio que satisface:

(v) PU—P = F (donde —P ={xz € F| —x € P}).

Conversamente, si I? es un cono propio de un campo F' que satisface (v), entonces
F estd ordenado por

ryLy—xne P

Demostracién. Si I es el cono positivo de [, es claro que I’ —1> C I, por
lo que PU —P C F. Ahora, sea = € F. Como £ es un campo ordenado,
podemos usar la ley de tricotomfia para ver que sucede uno de los casos
z <0,2'=0,x>0. 6z =002 > 0 tenemos que 2z € . Por otra parte,
la definicion de —P es equivalentea —P = {2z € F | 2 < 0}, por lo que
siz <0,z € —P. Entonces,siz € F,xz € Pox € —P, o de otra forma,
PU—JP > F.Porlotanto, PU—-FP = F.

Supongamos que ” es un cono propio de F' que satisface (v). Sean
%,y € F tales que x < 3. Tenemos tres casos a considerar:

mywyeP a<y=zl(—x)lyt(-x)=>0<y—xx=>y—-a €’
re-PyelP:xe—-P=—-2elP= y-— z € I,
z,ye P = —x,—yelPy regresarﬁos al primer caso.

Tenemos de los casos anteriores que =z < y = y — x € [°. Por otra parte,
seanz,y € Ftalesquey—xz € P. Luegoque0 < y—z = 0tz <y—z-tx =
2 < y. Vemos entonces que xz < y. Porlotanto, s <y &y —x € P. (]

Usamos F(® para denotar los cuadrados de los elementosde Fy 5 £
el conjunto de sumas de cuadrados-de elementos de /. Claramente,
5= F( es un cono contenido en todo cono de F.

Un campo F es un campo realsi ~1 # 3 F(?. Notemos que un campo
rcal debe de tener caracteristica 0.

Damos ahora la presentacion del lema de Zorn, que usaremos para
demostrar el Lema 1. Como nota al margen, mencionamos un resultado
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no-trivial': el lema de Zorn es independiente de los axiomas (Zermelo-Fraenkel)
de teorfa de conjuntos. También, notamos que el axioma de eleccién y el
principio del buen orden son presentaciones equivalentes de este lema.

Lema de Zorn. Sea S un conjunto no-vacfo ordenado inductivamente. Existe
un elemento maximal en S.2

‘Lema 1. Si P es un cono propio de F entonces
(i) Si —a g P entonces Pla) = {z + ay | =,y € P} es un cono propio de F.

(ii) P estd contenido en el cono positivo de un orden sobre F.

Denostracion.

(i) Supongamos ciue —1 =xz--ayconzx,y € PP. Tenemos dos casos, oy =
Oowy £ 0. Siy = 0 tenemos que —1 € 7, que es una contradiccidn.

Siy # 0, entonces —a = (1/y)?y(1 + x) € I°, que también es una
contradiccion. Por lo tanto z - ay # —1,Vz,y € P, y Pla] es un cono
propio.de F.

(ii) Consideremos una cadena de conos propios de F ordenados por
contencién. Su unidn es de nuevo un'cono propio de F. Conside-
remos la cadena de uniones de cadenas de conos propios. Este con-
junto, S, estd ordenado inductivamente y ¢s no-vacio pues contiene
al mends a 2. Entonces el lema de Zorn nos dice que existe 2, un
cono propio maximal, que contiene a /°>. Nos es suficiente mostrar

‘que QU —(Q = F para ver que (@ es ¢l cono positivo de un orden de
F. Supongamos que —a g Q. Entonces, (i) nos dice que Q[a} es un
cono propio. Ahora, como @ es maximal, Qfa}l = Q y entonces a € Q,
0o —a € —Q. Es decir, QU —Q = [7 y por lo tanto I° C @, donde Q cs
el cono positivo de algin orden en F. '

O

Damos ahora una proposicién que caracteriza un campo real.

¥ Ver Dummit, David y Foote, Richard, Abstract Algebra, Second Edition, John Wiley &
Sons, 1999. p.875.

2 Presentado como on Lang, Serge, Algebra, Thind Edition, Addison-Wesley, 1993. p.880.
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Proposicién 2. Sea F un campo. Entonces las siguientes propiedades son equi-
valentes:

(i) F es real.
(ii) F tiene un cono propio.
(iii) F se puede ordenar.

(iv) Para todo my,z0,...,%,, en F

Z:a: =0=z=2=---=x, = 0.

i==1
Deimostraciéon.

()« (iii) Como Fesreal, —1 g 3_ F® y 3= F® es un cono propio. Ahora,
porelLemal, 3 F(? estd contenido en el cono positivo de un orden
de F'. Por lo tanto F se puede ordenar y (i)=-(iii).

Por otra parte, supongamos que F' tiene un orden <. Entonces, por
la Proposicién 1, el cono positivo /> de (F, <) es propio. Ahora, como
STF® c Py —1 € P, tenemos que —1 g 3 F®). Por lo tanto, F es
real y (iii)=-(i).

(iii)=-(ii) Es directo de la Proposicién 1.

(ii)=(iv) Usando la condicion (ii) del Lema 1, como [/ tiecne un cono pro-
pio, sea J?, PP estd contenido en el cono positivo de un orden de F.
Sean @y, Ly, ..., %, € F, eneste orden de I, 23,22, ..., 22 > 0. Luego
que 3, z? es una suma de elementos no negahvos que es igual a
0. De aqui que todos los sumandos, z%,23,...,22, son cero y por lo

tantoa, =2y = --- =z, = 0.

‘ (iv)e (i) Supongamos que (i) es falso, entonces existen xy,. . ., 2, en F pa-
ra los cuales —1 = 377" | 2. Esto implica entonces que (1v) es falsoy
por lo tanto que (iv)=-(i).

Ahora, supongamos que (iv) cs falso, entonces existen @y, ..., w,, en
I, no todos cero, con 3L, ¥ = (. Sin p(.rdldn de generalidad, asu-

mimos que x; # (. Entonccs —my = S omoxt,y —1 = 30 J(wi/2).
Esto implica entonces que (i) es falso y por lo tanto que (i)=-(iv).
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(4 Lot ot s gy, i b Y et e

" Por lo tanto (i), (ii), (iii), y (iv) son equivalentes. O

Un campo real cerrado R es un campo ordenado, cuyo cono positivo es
el conjunto de cuadrados R(?, y tal que todo polinomio en R[X] de grado
impar tiene una raiz en R.

(Notamos que la condicién de que el cono positivo de un campo real
cerrado R sea R? quiere decir que R tiene un orden tinico como campo
ordenado.) ’
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1.2 Relacion entre campos algebraicamente cerrados y
campos reales cerrados

Empezamos esta seccién con resultados intermedios para luego caracte-
rizar un campo real cerrado en términos de su relacién con campos alge-
braicamente cerrados y extensiones algebraicas.

Un polinomio Q(Y1,...,Y;,) € F[Y,...,VY,] es simétrico si para toda
permutacién o de {1,2,...,p},Q(Ys), -, Yo@) = Q(Y1,...,Y3).
Para k= 1,2, ...,p, la k-ésima funcién simétrica elemental es
Bi= >, Yy Yy Y.

1Sy << <p
Definimos el orden lexicografico sobre los monomios de tal manera
que
— B _ yA A2 d
Yo = ylm..yzﬂz...y,f*n >Y? =Y/ .Y] ypﬂr

si
(a1 > 1)
Vo = B, a2 > (2)
V(e = Biy. .oy open = Py, e > 3K)
V(()!] = /’l ye ey (¥poy = /f,,_| y (v > /’p)’
Proposicién 3. Sea F un campo y Q(Y1,...,Y,) € F[V,...Y}] un polinomio

simétrico.  Existe un polinomio R(Ti,...,T,) € F[T,...,Tp) tal que
QW, ..., Y,) = R(B,, ..., ).

Demostracién. Como Q(Yh,...,Y,;) es simétrico, su monomio principal en

‘el orden lexicografico ¢ YY" = co ¥ -+ - Y,'" satisface oty > - -+ = . Consi-
deramos ahora c, /5717 - .. E7P7I T 57, su monomio principal con res-
pecto al orden lexicogréfico es también .Y = ,Y\*' -- - ¥,;'". Ahora, sea

y .

. Aevy —ev Yy | OYp JRen.
QI=Q(Y17""),]!)_(IVI'/| R O 4 'I'l,,'.

p—

Si 1 = 0, tenemos que (2, ...,[5,) = c Qo7 7" P T L[5y por
lo tanto que Q(1,...,Y,) = R(FE,,..., I3,). De lo contrario, el monomio




1. Definiciones y propiedades basicas 7

principal con respecto al orden lexicografico de Q; es estrictamente me-
nor que Y,"'--. ¥;™. Entonces iteramos la construccién anterior con Q.
Notamos ahora que no existe una sucesién decreciente infinita de mono-
mios en el orden lexicogréfico. Por lo tanto la construccion iterativa debe
de parar. Llegamos entonces a una n finita tal que Q,, = 0. Retrocede-
mos en el proceso sustituyendo los Q;,1 < 7 < n. — 1 por polinomios en
E,,..., E, Tenemos entonces una expresion de Q(Yy,...,Y}) en términos
de I7,,..., IZ,. Esto termina la demostracién. O

Lema 2. Sean y,, ..., ¥y, elementos de un campo FF 'y P = (X —y),...,(X —
Yp) = XP+C1 X"V + - - -+ C,, entonces Cy, = (—1)*E,. Donde Ey. es la k-ésima
funcion simétrica elemental evaluadaenY; = y;,1 < i1 < p.

Demostracion. Primero hacemos la expansionde (X —1), ..., (X —,). Un
céOmputo relativamente tedioso nos muestra que
(X =91)s o o (X =) = X"+ (=)' (w1 -+ yp) X7
+ (=D*yz - Y NYp - YporyP) A - -
+ (_1)7):1/1 < UYp .

=X? — B XP7 e ok (=),
Por lo tanto, P = X7 - C, X?" ! - ... |- C},, con Cy. = (—1)*FE,. O
] N . 2

Corolario 1. Sea P € F[X), y, ...,y las raices de I? (contadas con multipli-
cidad) en un campo algebraicamente cerrado C que contenga a F. Si un polinomio
QY1, ..., Y2 € I'[Yy, ..., Yd) es simétrico, Q(y, ..., ya) € I

Dermostracion. Sea I € F[X] con raices i, ...y, € C. Como C es algebrai-
camente cerrado, I? se factoriza como 2 = (X — w),...,(X —,). Por el
Lema 2, I = XP — B XP7! ..o 4 (=1)12, donde 5, es la k-ésima fun-
ci6én simétrica elemental evaluadaen Y, = y,1 < 7 < p. Como P € F[X],
tenemos que /Zy, evaluadaen Y; = g;,1 < i < p, estden F.

Ahora, sea Q(YV1, ..., Ya) € F[Y1, ..., Y4} simétrico. Entonces por la Pro-
posicion 3, Q(Y1,...,Yy) = R([Z,. .., 5,). Luego que Q(1, - - -, Yp) S€ pue-
de expresar en términos de 5, 1 < k < p, donde 5, es la k-ésima funci6n
simétrica clemental evaluadaen Y; = y;, | <i < p. Como cada 5, evalua-
daenV;, =y, 1 <i < pestiden F, tenemos que Q(y,...,¥,) € F. ()

La siguiente proposicién caracteriza un campo real cerrado en términos
de extensiones algebraicas y campos algebraicamente cerrados.
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Proposicién 4. Si F*es un campo, las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) F es real cerrado.
(if) F[i] = F[X)/(X?2 - 1) es un campo algebraicamente cerrado.

(iii) F es ui campo real que no tiene una extensién algebraica real no-trivial. Es

decir, no existe ningtin campo real Fy que sca algebraico sobre F y distinto
de F. -

Demostracién.

(1)=>(u) Sea ? € F[X] de grado p = 2™n con n impar. Mostramos por
inducciéon sobre m que P tiene una rafz en F[i]. Si m = 0 entonces
p es impar y I tiene una raiz en [y por tanto en F[i]. Suponbamo::
el resultado para m — 1. Sean 1,...y, las raices de P contadas con
multiplicidad en un campo algebraicamente cerrado que contenga a
F. Paratodo h € Z, sea

(Y1, LY X) =T [(X = ¥a — Vi = 2YaY)).
A<t
Los coeficientes del polinomio Q.(Y1,...,Y;, X) son simétricos en
Yi,...,Yp, y entonces, por el Corolario 1, Q,(y1,. -., ¥, X) € F[X].
El grado de Qun(v1,..., ¥ X) es p(p — 1)/2 = 2™~/ con n/ impar.
Por la hipdtesis de induccion, Qun (i, . . ., ¥p, X ) tiene una raiz en F[i),

luego que para cada /i € Z existen Ay jt con yx -+ y,. - hyay,, € Fli].
Ahora, como hay una infinidad de enteros y s6lo un ntimero finito
de pares Ay ji, existen Ay ppconys |y, € F[E y vy, € F[i]. Estos
elementos y, y ¥, son las soluciones de una ecuacién cuadrdtica con
coeficientes en F[i], que tienes sus dos soluciones en F[i]. El polino-
mio J? tiene entonces una raiz en F[i].

Para P = a,X” + - -- + ag € F[i][X], escribimos P = a;X? - - - - - @q.
Como PP € F{X], PP tiene una raiz x en F[i]. Luego que P(a,) =00
(2:) = 0. En el primer caso ya terminamos y en el segundo />(%) = 0.

(ii)=>(iii) Primero demostramos que [ ¢s real. Como [7i] es un campo,
X2 | 1esirreducible sobre 2. Entonces — | no es un cuadrado en /.
Ahora, sélo nos falta mostrar que, en F, una suma de cuadrados es
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un cuadrado. Sean a,b € Fy ¢,d € F tales que a - ib = (e - id)2.
Luego, consideremos las normas de «a -|- ib y de (¢ - id)Z. Tenemos
entonces que |

fa 1-ib|| = (o 1-ib)(a +-3b) = (a 1 ib)(a — ib) = «® | b?

y
e -+ idl] = (e -+ id)?(c + id)% = (c® — d? - 2icd)(® — d® — 2icd)
= ¢* 4 2c%d? - d* = (c? + d*)2.
Luego, como {la 4+ ib}| = ||c + 7d||, tenemos que a2 -+ b2 = (¢ -+ d?)2, y

.que una suma de cuadrados en F' es un cuadrado. Entonces no hay
suma de cuadrados en Figual a —1, y por lo tanto 7 ¢s real.

Para concluir, s6lo nos hace falta notar que F[i] es la Gnica extensién
algebraica no trivial de F.

(iii)=>(1) Supongamos que a € F. Si a no es un cuadrado en F', entonces
F[/a] = F[X]/(X? — a) es una extensién algebraica no trivial de F,
y luego que F[/a] no es real. Por tanto, .

i=1 i=1

~i=3 i Vag)h dedonde —1=3 ol a3 af e R

Ahora, como FFesreal, —1 # 30 | a?fydeaquiquey = 3 0, w2 £ 0.
Tenemos entonces que

i -1 n
—a = <7Z7/3> (14—23:?)
=1 i=1

) ()

Lo anterior muestra que F® U — () = Iy entonces que s6lo hay un
orden posible de F con F® como cono positivo. También muestra
que si ¢ no es un cuadrado, es negativo en este orden y por tanto que
todo clemento positivo es un cuadrado.




1. Definiciones y propiedades basicas ) 10

Ahora s6lo nos falta mostrar que si > € F[X] es de grado impar,
entonces J° tiene una raiz en F. Supongamos que no es el caso, sea I°
un polinomio de grado impar p > 1 tal que todo polinomio de grado
impar < p tiene una rafz en F. Como un polinomio de grado impar
tiene al menos un factor irreducible impar, asumimos sin pérdida
de generalidad que /° es irreducible. El cociente F[X]/(/?) es una
extensidon algebraica no trivial de F' y entonces:

—1=" " H?+ PQ, donde deg (H:) < p.
i=1

Como el sumando de mayor grado en la expansién de 1., H? tiene

una suma de cuadrados como coeficiente y F es real, Y., H? e¢s un
polinomio de grado par < 2p — 2. Luego, ¢l polinomio (Q ticne grado
impar £ p — 2, y una raiz 2 en F. Pero entonces —1 = >0 Hi(x)?,

que contradice el hecho de que F es real. Por lo tanto, para todo p
"impar, /> de grado p tiene una raiz en £

Por lo tanto, (i), (i) y (iii) son equivalentes. O
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1.3 Una herramienta

En esta seccion presentamos un serie de resultados que nos llevan a una
herramienta importante en cuestiones de conteo de raices. Son resultados
que se derivan de las propiedades béasicas y caracterizaciones dadas en las
secciones anteriores. '

Proposicién 5. Sea R un campo real cerrado, I € R[X]. Los factores irreduci-
bles de I? son lineales, o de la forma (X — ¢)? 4+ d? = (X — ¢ — id)(X — ¢+ id).

Demostracién. La Proposicion 4, (ii) nos asegura que C = RJ[i] es algebrai-
camente cerrado. Entonces P se factoriza en factores lineales sobre C.
Ahora, como en C el conjugado : — id de una rafz ¢ - id de I también
es raiz de P, tenemos que (X — ¢ — id), (X — ¢ - %d) son factores en C. De
aqui que (X — )2 | d? = (X — ¢ — id)(X — ¢ | id) es factor en . De esta
manera, todo factor de I° en 1R que no sea lineal es de la forma dada. O

Proposicién 6 (Teorema del valor intermedio). Sea R un campo real cerrado,
P e R[X],a,b € Reon a < b. 5i P(a)P(b) < 0, entonces existe x: en (a, b) tal
que I°(x) = 0.

Demostracién. Los factores irreducibles de P son, usando la Proposicién 5
lineales o de la forma (X — ¢)? -+ d2. Si signo(P(a)) # signo(P(h)), entonces
signo(Q(a)) # signo(Q(d)), para algun factor lineal @ de P°. Entonces laraiz
de QQ estd en (a,b) y por lo tanto existe «: € (u,b) tal que /?(x) = 0. O

Corolario 2. Sea I? un campo real cerrado, I’ € R[X] tal que I’ no vale cero en
(e, ), entonces I? tiene signo constante en ¢l intervalo (a, ).

Demostracién. Supongamos que /2 no tiene signo constante en (a,b). En-
tonces la Proposiciéon 6 nos dice que /? tiene una raiz en («a, b), una contra-
diccion. O

El corolario anterior muestra que tiene sentido hablar del signo de un
polinomio a la derecha (respectivamente, izquierda) de cualquier a € R. A
saber, el signo de I a la derecha (resp., izquierda) de a es el signo de P en
cualquicer intervalo (a, ) (resp., (b, a)) en ¢l que I” no vale cero. También
podemos hablar del signo de P(--00) (resp., J>(—o0)) como el signo de
I’(M) para M suficientemente grande (resp., chica).
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Sea I un campo de caracteristica 0. La multiplicidad de unaraizr € K
de P € K[X] es el nimero entero p tal que

P@) =P@)=--- = Pr()=0,PwW 30
De manera equivalente, P = (X — »)*Q(X) con Q(r) % 0. Sir no es raiz
de P, la multiplicidad de r en P se define como 0.

Como una herramienta para demostrar los lemas que nos llevardn a la

demostracién del Teorema Budan-Fourier, damos la siguiente

Proposicién 7. Sir es una raiz de P en una campo real cerrado R de multiplici-

dad j1, entonces el signo de P a la derecha de v es el signo de PU (1) y el signo de
P a la izquierda de r es el signo de (—1)*PUd (7).

Demostracién. Escribimos 1?7 = (X — r)*Q(X), donde Q) # 0. Ahora
consideramos P%). El primer sumando es claramente Q(X), y los demés
tienen un factor (X — 7), por lo que PW () = Q@) y signo(PW (1)) =
signo(Q(r)). ‘

Sea € > 0, entonces, como Q(r) # 0, tenemos que
signo(Q(r — €)) = signo(Q(r)) = signo(Q(r + £)),

usando un argumento de continuidad. De aqui tenemos que

signo(P(r 4 €)) = signo(e"Q(r -1 €)) = signo(Q(r)) = signo(202 (1))

signo(P('-r — g)) = signo({—e)*Q(r -+ €)) = signo((— 1)"Q.(1'))
’ = signo((—1)"* P (1))

El resultado sigue por continuidad.
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2. CONTEO DE RAICES

Hay un criterio muy simple para saber si un polinomio > € C[X] tiene al-
guna rajz en C, a saber, la tiene si y sélo si deg P 5 0. Es mucho maés dificil
decidir si un polinomio P € R[X] tiene una raiz en R. El primer resultado
en esta direccién fue demostrado por Descartes, y luego generalizado por
Budan con una demostracién de Fourier. El resultado nos permite dar una
cota superior al namero de rafces de un polinomio en un intervalo (y de
esta manera en /) y en algunos casos particulares de decidir directamente
si el polinomio tiene al menos una raiz.

2.1 EIl Teorema Budan-Fourier

Empezando con algunas definiciones, podemos después demostrar dos
lemas que hardn posible la demostracién del teorema. Seguimos esto con
la demostracion y presentacién del Teorema Budan-Fourier.

El niimero de cambios de signo, V(a), en una sucesién, a = a;,...,ax
de clementos de 17\ {0} se define por induccién sobre k& como:

V(a) =0

B Viay,...,ar_1) -1 si signo(ar_1a:) = —1
Viar,..., o) = V(ai,...,ax—1) si signo(ug—1ax) = 1

Esta definicion se extiende a cualquier sucesién finita o, de elementos en 12
al considerar la sucesién finita [ que se obtiene al eliminar los cerosen a y
definiendo V(a) = V(), estipulando que V de la sucesi6n vacia es ).

Sea I” un polinomio de grado p en una variable en R[X]. Dadoa € RU
{—o00,0}, escribimos V(Der(£?); a) en lugar de V(I?(a), I”(a), ..., P’(a)).
Dados a y b en IR U {—oco,o0}, escribimos V(Der(?);a,b) en lugar de
V(Der(1?); a) — V(Der(£2);0). Usamos la notacion n(/?; (a, b)) para expre-
sar ¢l niimcro de rafces de 12 en (a, b)) contadas con multiplicidad.
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Lema 3. Sea P> un polinomio de grado p en una variable en R[X]; sea ¢ una raiz
de I? con multiplicidad ju.
Si ningun P™M 0 < k < p tiene raiz en [d, ¢), entonces

V(P(d), P(d), ..., P4 (d)) — V(P(c), PP (c), ..., P (c)) = .
Si ningin P®) tiene rafz en (c, d'], entonces

V(P(e), P(e), - .., PU(e)) = V(IP(L), IP/(d), ..., PU(d)) = 0.

Demostracién. Dado que c es una raiz de multiplicidad ., tenemos que
V(IP(e), IP'(e), ..., PU=0(e), P1()) = V(0,0,...,0,0) = v(}) = 0.
Ahora, consideramos los signos de '
P(d), P'(d), ..., 1?0~ (d), PU(d),
que, usando la Proposicién 7, son iguales a los signos de
(_l)I‘P(ll)(c), (_l)n—lp(u) (©),..., __]J.(ll)(c), P(")(c),
y es claro que '
V(= 1) PO (), (= 1) P (), . = PO (), PY(e)) = e
Por lo tanto, 7
VL), (), ooy PUd)Y = VP, 17(0), -0, Y () = e
Anélogamen-te, los signos de.
' V(P P'(d'), . .., PU=D(d), PUD(d'))
son, usando la Proposicion 7, iguales a los signos de
PW(e), PO, ..., p(/n)(,,), PUI(e),
y ¢s claro que . _
V(P (), PUI(e),. .., PU(ey, PUY(e)) = 0.
Por lo tanto, .

V((e), P'(¢), - .., PUe)) — V(L) 1), ..., PW(L))y=0. O
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Una vez demostrado este primer lema, pasamos a uno cuyo resultado
es menos fuerte, y cuyo uso de la Proposicion 7 es mas sutil, pero que que
tiene una consecuencia mas marcada tanto en la demostracién como en la
presentaciéon del teorema.

Lema 4. Sea P un polinomio de grado p en una variable en R[X); sea c una raiz
de PY con multiplicidad 1. y P¢="(c) # 0.
Siningtin P*®) i — 1 < k £ 4 - pu tene raiz en [d, c), entonces
V(PETI (@), PO), .., POTII() — V(PO (), PO, ..., PEI(e))

es par y no negativo. _
Si ningtin P*) tiene raiz en [c, d'), entonces

NP, PO(e), ..., PO ()= (2E D (L), PO, .., PEHIA)) = 0.

Demostracién. Consideremos los signos de
PE=1(d), PO(d), ..., P+ (d).
Dado que ni d ni ¢ son raices de /°¢~Y, y que no hay raices de este entre d
y ¢, tenemos que signo(PG~1(d)) = signo(-1(c)). Con esto en mente, y
usando de nuevo la Proposicién 7 vemos que los signos considerados son
iguales a los signos de
PO, (=1 PO (), .., —I"(’."".‘)((:), PO (),
Andlogamente, tenemos que los signos de
' PE=OQY, PO, ..., PO
son, usando la Proposicion 7, iguales a los de

PU=D(e), PEH(e), L., PO+I(e), PE+R ().

Llcgamos a la conclusion del lema examinando los cuatro posibles ca-
s08 a continuacion:
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Si PC-1(c) - PG+ (c) > 0y pes impar,

V(PE=)(d), PO(d), ..., POHI(d)) = pu - 1 -
V(PEI(e), P, ..., P+ (c)) =0
V(PE=1(d), PO(d),. .., PUH(d)) =0
Si Pli-1(c). PN () < 0y pes impar,

V(PEN(d), PO, ..., PCH(d)) = 1
 V(PE(e), PO(e), i, PEI()) = 1
V(PEN(d), PO(d), ..., PEH(d)) = 1

Si PU=D(e) - PO+ (¢) > 0y pes par,
V(PE(d), PO(d), ..., PUH(d)) = p
V(PE (), PD(c), ..., PEH(c)) =0
V(PE=(d), PO(d), ..., PCH(d)) =0
Si PG-1)(c) - PG+ (c) < 0y jes par,
V(PEN(d), PO(d),..., PE(d) = -1

VPO, PO(), ..., PUF(e)) = 1
V(PEI(), PO, ..., PEH()) = 1

En todos los casos considerados es claro que
V(P (), PO(d), ..., PEHI(d)) — V(P D(e), PO (r),. .., PY(c))
es par y no negativo, y que
V(PEY (), PD(c),. .., PEHI(c))—v (PE(d), PO(d'),..., PEH(d)) = 0.
O

Una vez demostrados los dos lemias, vemos qué podemos hacer con los
resultados de estos y algunas consecuencias de las definiciones que hemos
dado.
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Lo primero a notar es que podemos segmentar tanto el conteo de raices
como el niimero de cambios de signo de /2, un polinomio de grado p en
una variable en 2[.X] en un intervalo. La segmentaciéon se hace con una

particién de dicho intervalo. Es decir, podemos ver que, claramente, para
todo ¢ € (a,b)

n(P; (a,b]) = n(P; (a,q)) + n(P;{(c b)) vy
V{(Der(P); a,b) = V(Der(?); a,c) 4+ V(Der(P); c, b)

Ahora,sean ¢y < ¢z < --- < 1 < ¢, las raices reales de los polinomios
P9y j=0,1,...,p — 1 en el intervalo (a, b). Luego, seana = ¢y, b= ¢, 1 ¥

d; € (e, 1+|) de tal manera quea =y < dg < ¢ < dy < - < e < dr <
Cr41 = b.

Consideremos el intervalo (d;, ¢ih] para alguna 0 < @ < ». Tenemos
entonces que examinar dos casos, uno en el que ¢;; es raiz de /> y otro en

el que es rafz de alguna de sus derivadas (pero no de las anteriores ni de
P).

Supongamos que ;4 es raiz de /° con multiplicidad i, entonces pode-
mos usar el Lema 3 para concluir rapidamente que

V(P(ds), P'(dsi), ..., P(“)((li)) — V(P(civ1), P'(cig1)s- - -, ]’(“)((:i+1)) = L.

Ademads, como no hay raices de PYW,j =+ 1,...,p — 1 en [d;, ciq1], tene-
mos que

V(P(“H)(’li)’ e I’("~l)(’li)) - V(”‘"“’(“iu), cee I’("—')(rfi+l)) = (.
Juntando estos dos resultados vemos que
V(DCT(I)); (l,‘, (:i+l) = I,

y como la Gnica raiz de P en (d;, 1+,) es iy, con multiplicidad ., es claro
que en este caso,

V(Der(P); di, cip1) — 1?5 (diy €ip1]) = jo. — pe = Q.
Supongamos ahora que ¢4 es rafz de °®) con multiplicidad j, y que
PG 4 oparaj =0,1,....k—= 1,k pl 1,... ,p — 1. Podemos entonces

usar ¢l Lema 4 para obtener que

VPE(dy), .., PEFI(A)) — VPR (), - o PEF(e00)
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es par y no negativo. Por otra parte, como no hay rafces de PY),j =
0,1,..k—1Lk4tp+1,...,p—1en [d; ] vemos que

V(P(di): c .y P(k_m(d'i)) - V(P(ci+l)1 ey ])(k‘—'Z)(ci+l)) =0
VPEEED(), ., POT()) = VPE (ei), - PO (e41)) = O

Ademads, como, en particular, no hay raices de P en {d;, c;1+1], sabemos que

n(P; (di, cir1]) = 0. Juntamos estos resultados y obtenemos que para este
caso, :

_ ' V(Der(P); d;, ciy1) — n(; (di, civa])
es par y no negativo.
Con los dos casos anteriores mostramos que para todo 0 < i < 7,

V(Der(?); diy i) — 01 (i 0i40])
es par y no negativo.
t Tomamos ahora el intervalo (¢;, ;] para alguna 0 < 7 < », podemos se-
guir un razonamiento muy similar al que usamos para el intervalo (d;, ci41).
De nuevo tenemos dos casos, aquel en le cual ¢; es raiz de /° y otro en el
que es raiz de alguna de sus derivadas (pero no de las anteriores ni de ).

~ Supongamos que ¢; es raiz de I? con multiplicidad /., entonces pode-
mos usar el Lema 3 para concluir rdpidamente que

V(P(e), P'(e)y - - PO(e)) — VP, P(dy), ..., PO (d;)) = 0.

) Ademads, como no hay raices de P9, = it 1, .., p— 1 en ey, dj], tenemos
que

VWD (), PP () = (P, L, PPT(A)) = 0.
Juntando estos dos resultados vemos que
V(Per(S); ¢, di) = 0,
y como no hay raiz de /2 en (¢, d;], es claro que en este caso,

V(Der(P); i, di) — n( 25 (i, ds]) =0—-0=0.

| Supongamos ahora que z es raiz de ™ con multiplicidad s, y que
P £ paraj = 0,1,...,k— L,k t jo 1 I,...,p— 1. Podemos entonces
usar ¢l Lema 4 para obtener que

V(P (), .., PE () — v(PED(dy), ..., PCHO(d)) = 0.
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Por otra parte, como no hay raices de PU),j = 0,1,...,k — Lk - p -
1,...,p— len [e,d]} vemos que
V(P(a), ..., P (a)) = V(P(d),. .., PE D (d)) =0

V(P (o), L PO () — V(PEHI(d), L POD(d)) = 0
Ademds, como, en particular, no hay raices de P en [r;, d;], sabemos que
n(1?; (e, di]) = 0. Juntamos estos resultados y obtenemos que para este
caso,

V(Der(P); ¢, di) — n(P; (e1,di]) = 0.

Con los dos casos anteriores mostramos que para todo 0 <1< 7,
V(Der(2); e, di) — (2 (4, e]) = 0.

- Ahora, vemos el intervalo entero (n,h]. Usando la idea de segmenta-
ci6n por particiones mencionada al principio de esta discusién, junto con
los resultados para subintervalos recién expuestos, vemos que

V(Der(P); a, b) — n(P; (a,b]) = i (V(Der(P); ez, di) + V(Der(P); di, ci1))
i=0

=D (u(P; (e, i]) - (P (e, €244]))

=0

== Z (v(De l(l’),(,,l/ ) — (1% (e, di])

i=0

+ V(Der(2); di, cipr) — n(?; (diy €i41]))

=3 (V(Der(P);ds, eisr) — n( P (di, ci41]))

i=0
que es claramente par y no negativo. Escrito de otra forma, tenemos el

Teorema (Budan-Fourier). Sea I° un polinomio de grado p en una variable en
R[X]. Dados a y ben RU {—o0, oo}

1. n( 0 (a, b)) < V(Der();a,b),
2. v(Der(?); a,b) — n( I (a, b)) es par. DETA TESIS WO SALE
DE LABIBLIGTECA
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2.2 Laley de signos de Descartes

Como caso particular del Teorema.Budan-Fourier, podemos demostrar
facilmente el resultado encontrado por Descartes hace méds de 350 artios. Es
fundamentalmente més débil que el teorema anterior, pero es de interés y
de utilidad en casos sencillos, sobre todo por la facilidad de su aplicacién.

Necesitamos primero introducir algo de notacién. Sea P = a,X? -
ap—y XP7 1|+ - - 4-a1 X 4-a¢ un polinomio en una variable en R[X]. Escribimos
V(/?) para representar el nimero de cambios de signo de a,,0,_1,...,60y

pos(/?) para el niimero de raices reales de P contadas con multiplicidad.

Consideramos el intervalo (0, --o0) y aplicamos Budan-Fourier. Es cla-
ro que

P(0) = aqg, P'(0) = ai, ..., PP"1D(0) = a,_, PP (0) = a,,

por lo que

’ V(Der(P);0) = V().
Por otra parte, cuando evaluamos la k-ésima derivada de P, P®,0 < k& <
p en -loo, el sumando p*a,XPF es claramente dominante y su signo es
signo(a,). De aqui que

V(Der{P); +o0) =0

y por lo tanto ’
V(Der(P); 0, +o0) = V(P).

Ahora, Gnicamente hace falta notar que pos(f?) = n(1?% (0, 1 00)) por
definicién, para poder presentar la :

Ley de signos de Descartes. Sea P = a, X" - ap_ 1 XP7 V- - oo a1 X Fag un
polinomio en una variable en R[X], entonces

1. pos(f?) < V(P),
2. V(P) — pos(P) es par.
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2.3 Una aplicacion y un ejemplo

Para finalizar damos una aplicacién muy sencilla del Teorema Budan-
Fourier y damos un ejemplo. Ambos pretenden ilustrar la demostracién y
dar instancias del uso del teorema. Empezamos con la aplicacién, que nos
da un método facil para determinar si un polinomio tiene 0, 1 0 maés raices
en un intervalo dado, atin cuando sélo para algunos casos.

Proposicién 8. Sea P un polinomio de grado p en una variable en R[X].
1. SivV(Der(£);a,b) = 0 entonces IP no tiene rafz en (a,b].

2. 5i V(Der(£2);a,b) = 1 entonces I? tiene exactamente una raiz en (a,b).

Esta proposicion sigue directamente del teorema, pero damos una pe-
quefia demostracign ilustrativa.

Demostraciéon.

1. El teorema nos dice que V(Der(P);a,b) = n(P;(a,b]), y como

V(Der(?); a,b) = 0, n(P; (a,b]) = 0. Ie. P no tiene raiz en (a, b].
2. Por otra parte, usando el teorema, V(Der(P); a, b) — n(; (a, b}) es par

y no negativo, pero V(Der(P);a,b) = 1. Por lo tanto,
V(Der(f); a,b) — n(P; (a,b]) =0 yn(P (a,b]) = 1. Te. P tiene cxacta-
mente una rafz en (a, b]. 0O

Con esto en mente, damos un ¢jemplo para tratar de entender porque
la diferencia entre cambios de signo de Doer(/?) y el nimero de raices es
par. Hacemos uso de la aplicaciéon anterior para ver que el teorema puede
no decirnos mucho sobre las raices de un polinomio en un intervalo dado.

Ejemplo. El polinomio P = X? — X 4 1 no tiene raiz real, pero
V(Der(4?); 0, 1) = 2. Es imposible encontrar a € (0, 1] tal que V(Der(/?);0,a) =
1 y V(Der(P); a, 1) = 1 dado quie de otra manera habrian dos raices reales. Esto
quiere decir que ro importa de que manera refinemos el intervalo (0, 1], quedare-
nios con un intervalo (aquel que contenga 1/2) que nos de 2 cambios de signo.

Podemos facilmente factorizar I? como

. 10 iV3 R AV A)
A =(’*—‘—2—) (""—2——)’
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por lo que vemos que no tiene raices reales. En particular, > no tiene raices
reales en el intervalo (0, 1].

Por otra parte, V(Der(/?); 0, 1) = 2. Para ver esto, usamos quc

P=X?2_-X141 PO)=1 P(1)=1
P =2X-—1 P0)=—1 Py =1
Pr=2 - P(0) =2 P(1) =2
para generar la tabla
o 1
signo(P) | + =
signo(P) | — +

signo(P"’) | - 4+
y concluir que - :

ViDar(?);0,1) = v(Der(?);0) — V(Der(F2);1) =2 — 0 = 2.

Ahora, supongamos que existe a € (0, 1] tal que V(Der(P);0,a) = 1
y V(Der(P);a,1) = 1. La Proposicién 8 nos dice entonces que existen
r € (0,a] y 7 € (a,1] tales que P(r) = P(»') = 0. Pero esto es una con-
tradiccién dado que PP no tiene raices reales. Tenemos entonces que para
cualquier particion de (0, 1] que hagamos, tendremos un intervalo (c, ¢] tal
que V(Der(P);c,c) = 2.

Sea (¢, '} < (0, 1] tal que V(Der(4?);e,¢/) = 2. Aseveramos que 1/2 €
(¢, ]. Tenemos entonces dos casos, 1/2 < co ¢’ < 1/2. Notamos primero
que 1/2 es rafz de I, que es lineal, porloque /7 <0 € (0,1/2]y I >0 €
(1/2, 1]. Tenemos entonces las tablas:

1/2<clec ¢ d<1/2]c ¢
signo(P) | -+ -+ signo(P) | +
signo(P) | 4+ - y sipno(P) | — —
signo(PP”) | - signo(FP")y | + -k

por lo que en estos casos

V(Der(P);c,d)=0—~0=0 y V(Der(P);e,d)=2-2=0.

Por lo tanto, 1 /2 € (¢, /]

Notamos finalmerite que 1/2 es un minimo local positivo de I° (es raiz
de ), lo que nos da las variaciones de signo.
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