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PRÓLOGO 

El trabajo que he desarrollado en el Colegio de Bachilleres y en secundarias me ha dado la 
oportunidad de conocer algunos problemas que se tienen en el Sistema Educativo Nacional: 

La reprobaci6n y la deserción. 

El Colegio de Bachilleres como una institución importante dentro del nivel medio 
superior no ha escapado a esta problemática y sobra decir que con base en los datos arrojados por 
las estadísticas de informe al final de cada semestre, sobresale la reprobación de Matemáticas de 
primer semestre. 

Esta asignatura se compone de tres unidades: 

Aritmética: "Una introducción al Álgebra"; Lenguaje Algebmico: ''Opemtividad" y 
Ecuaciones: "Modelos Generalizados", de las cuales es importante decir que la primera 
constituye el aprendizaje de las habilidades básicas a partir de las cuales se desarrollan las 
habilidades superiores. 

Se sabe que la causa de los problemas ya citados de reprobación y de deserción son 
múltiples, y que muchas de ellas son ajenas a las influencias de la Institución, también es posible 
decir que dentro de aquellos factores que sí pueden ser influidos de manera directa y significativa 
por la educación escolar se encuentran: 

- Las habilidades básicas que el alumno debe tener y sobre las cuales se organizan y 
desarrollan habilidades superiores, entre ellas se encuentran las verbales, las de razonamiento 
procedimental y las simbólicas, definidas estas últimas como la capacidad para representar 

- mentalmente transformaciones del objeto del conocimiento; ellas se manifiestan y desarrollan 
principalmente a través de las ejecuciones de actividades concretas. 

- Las aplicaciones del plan de estudio a través de una correcta interpretación de los 
progmmas de asignatum por parte de los profesores. Dicha interpretación habrá de 
fundamentarse principalmente en el conocimiento y manejo del enfoque del programa, a efecto 
de que desempeñen sus labores cotidianas de planeación, operación y valorización de los 
procesos de enseñanza, aprendizaje y evaluación. 

- Por otro lado se encuentran los materiales de apoyo a los cursos, los cuales deben ser 
elaborados a partir del sustento teórico-metodológico del modelo educativo del Colegio de 
Bachilleres. 
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Durante mi desempefio docente he detectado las siguientes situaciones: 

a) La necesidad de que el alumno posea habilidades básicas 

b) Atención a los aspectos de planeación, operación y valoración de los procesos de enseñanza, 
aprendizaje y evaluación. 

e) Requerimiento de materiales de apoyo con el enfoque adecuado de los nuevos programas ya 
que estos fueron actualizados de 1991 a 1994. 

A partir del reconocimiento de la problemática anterior me aboqué a elaborar esta 
propuesta mediante la cual se intenta confirmar, adecuar o modificar las habilidades básicas del 
alumno, además de apoyar el trabajo docente con un material que tenga el enfoque del Colegio 
de Bachilleres 
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I. MODELO EDUCATIVO DEL COLEGIO DE BACHILLERES. 

El Colegio de bachilleres fue creado por decreto presidencial en el año 1973 como una 
institución de enseñanza media superior y, cuya finalidad es la de proporcionar educación en el 
ciclo de bachillerato para continuar estudios en las instituciones de enseñanza superior y 
capacitarlos para facilitar su incorporación en actividades socialmente productivas. 

El modelo educativo del Colegio de Bachilleres es el conjunto de nonnas, valores, 
concepciones teóricas y lineamientos que definen la estructura curricular, organizativa y 
metodológica que en lo social, científico y pedagógico, dan identidad y dirección a la práctica 
Educativa de la institución. En él se expresan los objetivos y fmes del Colegio, la estructura 
académica, el plan y los programas de estudio, el perfil del egresado y l. concepción pedagógica 
del Colegio de Bachilleres. 

1. OBJETIVOS GENERALES DEL COLEGIO DE BACHILLERES. 

Los objetivos generales del Colegio de Bachilleres establecen l. intencionalidad 
educativa de la institución y de ellos se derivan planteamientos cada vez más específicos. los que 
a su vez definen el modelo educativo y nonnan su concepción pedagógica. De acuerdo con sus 
Estatutos Generales', el Colegio de Bachilleres se propone los siguientes objetivos: 

a) Desarrollar la capacidad intelectual del alumno, mediante la obtenci6n y aplicación de 
conocimientos. 

El estudiante podrá desarrollar su capacidad intelectual en el ejercicio y la aplicación 
pennanente de las habilidades lógicas y metodológicas necesarias, tanto para la búsqueda activa y 
crítica de infonnación, como para la operación constructiva de contenidos básicos de diversas 
disciplinas que le darán posibilidades de acceder a niveles superiores en los diversos campos 
del conocimiento. Asimismo, integrará estos contenidos en el análisis y comprensión de 
problemáticas contemporáneas que lo afectan como sujeto social y como miembro de una 
comunidad detenninada, en l. búsqueda de posibles soluciones que favorezcan el desarrollo y en 
la transfonnación de su medio natural y social. 

b) Conceder la misma importancia a la enseñanza que al aprendizaje. 

De este objetivo se desprende una perspectiva sobre el desarrollo del proceso de 
enseñanza-aprendizaje, en donde profesores y estudiantes son corresponsales de dicho proceso, 
lo que implica compartir la interacción educativa y establecer una relación basada en la 
cooperación y la comunicación, en donde el profesor orienta y promueve la actividad en la 
construcción del conocimiento, considerando la participación de los estudiantes. 

I Colegio de Bachilleres, Estatutos Generales, pág. 11 
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e) Crear en el alumno una conciencia crítica que le permita adoptar una actitud 
responsable ante la sociedad. 

La conciencia crítica s6lo puede ser desarrollada a través de la crítica, por ello el proceso 
de ensefianza-aprendizaje debe efectuarse en un ambiente de libertad y respeto mutuo, que abra 
espacios para que la formación se dé como un ejercicio permanente de reflexión en los diversos 
campos del conocimiento - en un contexto de comprensión de la realidad como un todo complejo 
y multidetenninado - lo que generará en los estudiantes la necesidad de conocer y participar en la 
solución de algunos de los problemas de su medio. 

d) Proporcionar al alumno capacitación y adiestramiento en una técnica o especialidad 
determinada. 

Este objetivo expresa la intención de que el estudiante cuente, con una fonnación que le 
permita valorar la importancia del trabajo. experimentar la responsabilidad que éste implica y 
conocer las condiciones en que se desarrolla. Así mismo, esta formación debe brindar a los 
estudiantes los elementos suficientes para que, si así lo requieren, puedan desempeñarse en 
procesos de trabajo específicos. 
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2. ESTRUCTURA ACADÉMICA DEL COLEGIO DE BACHILLERES. 

Para lograr sus objetivos, el Colegio cuenta con una organización 
académico·administrativa, en donde la estructura académica esta formada por, las Áreas de 
fonnación Propedéutica. de Capacitación para el Trabajo y Paraescolar, cuya operación se apoya 
en un conjunto de servicios académicos como son Orientación Escolar, Laboratorios, 
Bibliotecas, Etc. 

a) Área de Formación Propedéutica. 

Esta área de conocimiento esta compuesta por materias y asignaturas que recogen 
el conocimiento universal generado por las ciencias y las hwnanidades, cuya finalidad es 
proporcionar que el alumno desarrolle las habilidades lógicas y metodológicas necesarias para la 
producción de conocimientos y que, a partir de ellos, se apropie constructivamente de los 
conocimientos básicos correspondientes a los campos de las Matemáticas, las Ciencias Naturales, 
las Ciencias Histórico-Sociales, la Metodología y la Filosofia. y'el Lenguaje y la Comunicación; 
para que con ello asuma una postura critica ante el conocimiento y una actitud responsable y 
participativa en la comprensión y solución de algunos problemas de su entomo natural y social, 
además de tener la posibilidad de incorporarse a alguna de las carreras profesionales que se 
imparten en las Instituciones de Educación Superior, 

b) Área de Capacitación para el Trabajo. 

Ella está fonnada por un conjunto de capacitaciones cuyo objetivo es proporcionar 
al estudiante los conocimientos, habilidades y actitudes que le posibiliten el desempetlo de 
procesos de trabajo en una área especific~ con lo cual se desea atender tanto necesidades 
individuales de los estudiantes como necesidades del desarrollo socioeconómico del pafs. 

e) Área de formacióo Paraoscolar. 

Ésta se constituye por actividades agrupadas en tres subáreas: 

Educación Artistica (Artes Plásticas, Danza, Música y Teatro), Educación Flsiea (deportes y 
actividades recreativas) y Acción Social (actividades de servicios a la comunidad interna y 
externa), Su finalidad es contribuir a la fonnación integral de los estudiantes con actividades que 
tiendan a favorecer su desarrollo cognoscitivo, afectivo y psicomotriz, pennitiéndoles su 
participación en los campos del arte, los deportes y la comunicacióq. 
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3. PLAN DE ESTUDIOS DEL COLEGIO DE BACHILLERES. 

El plan de estudios del Colegio de Bachilleres es el instrumento nonnativo que se deriva 
de las estructuras académicas y concreta los objetivos institucionales en programas de estudio y 
los estructura para su enseñanza, convirtiéndose así en el instrumento rector y en el eje de las 
operaciones del proceso de ensefianza-aprendizaje, ya que determina y nonna los contenidos a 
enseñar, su ubicación, secuencia, distribución, dosificación, carga horaria, objetivos de 
aprendizaje y el enfoque metodológico con que se abordará las actividades de enseñanza, entre 
otras cosas. 

El plan de estudios del Colegio de Bachilleres está integrado por las Áreas de formación 
Propedéutica y de Capacitación para el Tmhajo. 

a) Área de Formación Propedéutica. 

El Área Propedéutica está organizada en cinco campos de conocimiento, los 
cuales son una ordenación convencional que agrupa saberes o quehaceres que comparten entre si 
determinadas características. Cada uno de dichos campos está regido por una intención que 
delimita su campo. establece los criterios de organización de sus contenidos, delinea las posibles 
variedades de su enseñanza y define la razón de ser del mismo. Paralelamente, el Área 
Propedéutica se divide en dos núcleos: uno básico u obligatorio y el otro complementario u 
optativo. 

El núcleo básico u obligatorio está constituido por aquellas materias que cumplen una 
función esencial en la formación' de todo estudiante de bachillemto, ya que presentan la 
metodología básica del conocimiento científico de la naturaleza y la sociedad, de la lengua y de 
las Matemáticas, o porque contienen los elementos infonnativos de estas mismas áreas de 
conocimiento. 

El núcleo complementario u optativo está integrado por un conjunto de materias optativas 
de entre las cuales cada estudiante debe elegir tres, que cursará en los semestres 5to. y 6to. - cuya 
función es ampliar o profundizar los aprendizajes logrados en el núcleo básico, aplicándolos y 
relacionándolos con conocimientos nuevos o planteando de manera diferente los ya expuestos, 
con lo cual se completa la formación Propedéutica general. 

Los campos del conocimiento, buscan romper la visión parcializada y enciclopédica del 
conocimiento y ofrecer al estudiante una perspectiva integral, que organiza a las diversas 
disciplinas a partir de sus elementos comunes y les pennite reconocer las semejanzas y 
diferencias, las fronteros, las problemáticas compartidas y los campos de aplicación de las 
mismas. 

Los campos del conocimiento se organizan en agrupaciones más espec(ficas que son las 
materias. Una materia es un conjunto de contenidos correspondientes a un área de 
conocimiento ubicado en alguno de los dos núcleos y que está organizado para ser enseñado en 
dos o mas cursos semestrales, denominados asignaturas. 
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Las materias están regidas por una intención desagregada de la intención del campo de 
conocimiento en el que se inserta y un enfoque. Cada asignatura se rige por una intención 
derivada de la intención de la materia. Así mismo se rige por el enfoque de la materia, 
especificando lo pertinente a los contenidos incluidos en la asignatura. 

b) Área de Capacitación para el Trabajo. 

Esta área ofrece al estudiante una serie de capacitaciones. cuya finalidad es 
proporcionar conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que posibiliten su formación para 
el desempeño en procesos de trabajo útiles individual y socialmente, atendiendo principalmente 
tanto a sectores industriales y de servicios como a los de servicio público y privado o de tipo 
social. 

e) Área de formación Paraeseolar. 

Esta área tiene por objetivo complementar la formación integral de los estudiantes 
con actividades que tiendan a favorecer el desarrollo afectivo y motriz del alumno, permitiéndole 
se exprese °en los campos del arte y los deportes, así como relacionarse activamente con su 
comunidad por medio de la acción social. Ella está subdividida en : Educación Artística (Artes 
Plásticas, Danza, Música y Teatro), Educación Física (Deportes y Actividades Recreativas) y 
Acción social (Actividades de Servicio a la Comunidad). 
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4. PROGRAMA DE ESTUDIO DEL COLEGIO DE BACHILLERES. 

El programa de estudio es el instrumento que a partir de la intencionalidad educativa de la 
institución (perspectiva teórico-metodológica y pedagógica) informa a los profesores sobre los 
contenidos y aprendizajes a lograr por el estudiante, ordenándolos en unidades, temas y 
subternas; orientándolo además en las actividades académicas tales como: Estrategias y 
sugerencias didácticas, lineamientos de evaluación y bibliografia. De esta forma dicho 
programa constituye para el profesor la base para planear, operar y evaluar sus actividades 
académicas. 

El programa esta integrado por: 

a) Un Marco de Referencia. 

En él se manifiestan las finalidades educativas del bachillemto que ofrece el 
Colegio las cuales dan sentido y justificación a la enseñanza de la asignatura; asi mismo se 
determina la perspectiva general de enseñanza y aprendizaje que orientará al programa. El 
Marco de Referencia está constituido por los siguientes elementos: 

Ubicación: Es la que describe el lugar que ocupa la asignatura al interior del plan de 
estudios y su función principal es establecer su relación con las demás asignatums del área, asi 
como con otras del plan de estudios. 

Intención: Determina los gmndes bloques de contenido (lo que se tratará en cada 
asignatura), define las metas a las que se desea llegar con su enseftanza. explica la razón de ser, 
sentido y función que la materia tiene respecto al área de conocimiento o capacitación específica 
a la que pertenece y a la estructum geneml del plan de estudios como totalidad, asi como la 
utilidad que le reportará al estudiante en su vida diaria y, en particular en su desarrollo escolar. 

Enfoque: Es la perspectiva teórica metodológica y pedagógica desde la cual se estructuran 
los contenidos delimitados por la intención con el propósito de ser enseflados, estableciendo de 
está manem su enseñanza y las formas de apropiación que los estudiantes tendrán para con la 
misma. 

Así, el enfoque organiza a los contenidos para su enseñanza, respetando la estructura propia de la 
disciplina a la que. corresponden, en congruencia con una concepción teórica-metodológica 
definida. 

b) Base del Programa. 

Esta base presenta los contenidos de las asignaturas por medio de los objetivos de operación que 
aparecen desagregados en unidades, temas y subtemas. Ellos expresan los conceptos, principios, 
métodos, habilidades o actividades delimitándolos por la intención y estructumdos por el 
enfoque, precisando límites de amplitud y profundidad dentro de los que dichos contenidos 
deberán ser abordados. Los objetivos se confonnan señalando el ·'Qué", el "Cómo", y el IIPara 
q ué ll de la enseñanza, en donde: 
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El nQuén expresa el contenido a enseñar y hace referencia a los aprendizajes que el 
alumno debe alcanzar a partir del mismo. 

El "Cómon se refiere a las acciones que el estudiante realizará para interactuar con el 
contenido. 

El "Para qué ft indica las relaciones entre los aprendizajes a desarrollar en distintos 
niveles al interior de la asignatura y/o en otras asignaturas, así corno la utilidad o aplicaciones que 
le reportará al estudiante. 

d) Elementos de Instrumentación. 

Esta sección del programa proporciona sugerencias en lo que se refiere a aspectos 
operativos como las estrategias didácticas, la evaluación del aprendizaje y la bibliografia, además 
de brindar orientación sobre las posibles trayectorias en la organización de los contenidos para su 
enseñanza. Los elementos de instrumentación incluyen: 

Estrategias Didácticas: Se presentan en los objetivos de operación y se refieren a las 
actividades que podrlan desarrollar alumnos y profesores de acuerdo con la intención de la 
asignatura. 

Lineamientos de Evaluación: Se refiere a la fonna en que los profesores reunidos en 
academias pueden planear la evaluación en sus distintas modalidades (diagnóstica, formativa y 
sumativa), tomando en cuenta las normas generales que regulan la evaluación del aprendizaje en 
el Colegio de Bachilleres (lo que se evalúa y la fonna como se evalúa deberán ser congruentes 
con lo que se enseña y la fonna como se enseña). 

Bibllografia: Esta constituida por la relación de libros, artículos de libros, revistas, 
apuntes, periódicos, etc. que son necesarios para apoyar el logro de los objetivos del programa, 
los cuales se presentan al final de cada unidad. 

Retfcula: Es un diagrama que muestra los contenidos y sus relaciones tornando en cuenta 
para su arreglo dos criterios: La desagregación y secuenciaci6n. 

La desagregación es un proceso deductivo que desglosa los contenidos hasta 
identificar sus componentes elementales. 

La Secuenciación se refiere al orden sucesivo en que se verán los contenidos 
apoyándose en criterios tales como: ir de menor a mayor grado de dificultad, partir de 
conocimientos previos de los estudiantes para integrarlos en etapas posteriores, de problemas a 
conceptos, etc. 

La retícula contiene, además, tres niveles fundamentales de estructuración como 
fonna organizativa: 

La macroretícula (unidades), la mesoretícuta (temas) y la microretícula (subternas). 

La relación de servicio entre contenidos se identifican por medio de fechas en la 
retícula y la carga horaria se refiere a la asignatura de las horas-clase de un semestre a los . 
contenidos del programa. 
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5. PERFIL DEL EGRESADO DEL COLEGIO DE BACHILLERES. 

Tomando en cuenta las finalidades del Colegio como institución de enseñanza media 
superior y las características de los alumnos que atiende, abre la perspectiva de tres campos en 
los que debe desempeñarse el egresado: La educación superior, el mundo del trabajo y la vida 
cotidiana. 

a} Para integrarse a la educación superior, el egresado debe: 

Dominar los contenido temáticos definidos como básicos de la fannación universitaria y 
de la profesión por estudiar. 

Tener habilidades de razonamiento lógico (de análisis, de sintesis, de contraslación y de 
aplicación del conocimiento) que le pennitan interactuar con situaciones problemáticas. 

Utilizar adecuadamente la melodologla científica, y los lenguajes del español y las 
matemáticas. 

Contar con la capacidad de abstracción y simbolización. 

Tener hábitos y estrategias que le permitan comprender la lectura y expresarse 
correctamente en fonna oral y escrita. 

Aplicar sus habilidades motoras al aprender el manejo de instrumental científico o 
técnico. 

Tener una actitud de investigación de compromiso y participación en la solución de 
problemas escolares y de la sociedad. 

Tomar una decisión vocacional sustentada en un análisis crítico sobre sus gustos, 
inquietudes y deseos personales. 

b) Su integración al mundo del trabajo requiere: 

Poseer el sentido de la responsabilidad social y económica que implica la 
realización de un trabajo. 

Contar con los conocimientos, habilidades y actitudes que le permitan organizarse 
en diferente forma para la realización de un trabajo. 

Tener la motivación necesaria para esforzarse al hacer mejor su trabajo y seguir 
ampliando sus conocimientos. 

Aplicar los conocimientos, métodos, técnicas y procedimientos aprendidos, en el 
ámbito laboral 
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e) Su integración en la vida cotidiana requiere: 

Analizar, valorar y discriminar la diversidad de mensajes infonnativos que le 
presenta el medio. 

Tener una actitud reflexiva y crítica hacia sí mismo, la sociedad, la naturaleza, la 
ciencia y la cultura, fundarse en conocimientos filosóficos que le pennitan comprender y 
explicar la realidad, así como valorar la manifestación artística y deportiva. 

Aplicar los conocimientos adquiridos en la compresión y solución de problemas 
de su vida cotidiana. 

Contar con los elementos que le permitan enfrentar los riesgos propios de su edad, 
tales como el alcoholismo, la fannacodepeodencia, los embarazos no deseados, etc. 
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6. CONCEPCIÓN PEDAGÓGICA DEL COLEGIO DE BACHILLERES. 

Tomando en cuenta los avances generados por las principales teorías en relación con la 
práctica educativa y de acuerdo con sus finalidades y posturas filosóficas el Colegio considera el 
aprendizaje como un proceso continuo de construcción del conocimiento y a la enseñanza como 
un conjunto de acciones que favorecen dicho proceso. Dicha construcción del conocimiento debe 
entenderse como una permanente búsqueda de explicación de la realidad, a través de la 
interacción entre el sujeto y el objeto; y como consecuencia tomar en cuenta las siguientes 
recomendaciones: 

Conocer el nivel de desarrollo cognoscitivo del estudiante y partir de él para planear 
actividades que apoyen su transición hacia un nivel superior, (propiciar situaciones para cuya 
solución no le sean suficiente las operaciones y estructuras cognoscitivas que posee, ante lo cual 
el estudiante va a sufrir un desequilibrio, que le someterá a un proceso de asimllación
acomodación que permanecerá hasta encontrarse otra situación desequilibrante.) (piaget, 1973). 

Propiciar condiciones sociales que le permitan progresar hacia un máximo desarrollo. 
(Vigotky, 1987). 

Ofrecer materiales que proporcionen aprendizajes significativos para 10 cual habrán de 
cumplirse dos condiciones: Los contenidos deben estar convenientemente organizados siguiendo 
una secuencia lógica-psicológica apropiada, es decir, organizados, interrelacionados y 
jerarquizados, respetando niveles de inclusividad, abstracción y genera1ización. Que el alumno 
posea los antecedentes ideativos necesarios para aprender los contenidos ofrecidos. (Ausubelt 

1963). 

Recomendar las actividades internas del estudiante por 10 cual es necesario tener en 
cuenta procesos tales como: la atención, la memoria, el pensamiento, la imaginación y el 
lenguaje. (Cagne, 1985). 

Tomar en cuenta las propuestas instruccionales que propicien el desarrollo de estudiantes 
independientes, creativos y eficientes solucionadores de problemas. (Castañeda y López, 1990). 

El Colegio de Bachilleres propone su propia concepción pedagógica para la 
instrumentación de la práctica educativa basada en los cinco componentes siguientes: 

a) Problemadzación. 

La construcción del conocimiento puede identificarse al plantear un problema para 
cuya solución el estudiante utilice sus conocimientos, con lo cual podrá reconocer que son 
insuficientes y crear así un desequilibrio entre sus saberes y los propuestos por el problema. 

Al planear la situación problema, se debe considerar dos dimensiones importantes y 
buscar su interrelación: por una parte los contenidos a partir de los cuales el estudiante puede 
cuestionar sus conocimientos previos; por otro lado la especificidad individual del estudiante (sus 
expectativas e inquietudes, sus intereses y sus necesidades); y su especificidad social en la que 
esta inmerso. 
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b) Organización Lógica e Instrumental. 

Se refiere a un conjunto de condiciones y acciones lógicas e instrumentales 
propiciadas por el p~ofesor. para facilitar la interacción del estudiante con el objeto; con 10 cual 
reafirmará, modificará o reestructurará sus propios esquemas de conocimiento, para que con ello 
no sólo tenga aplicación inmediata sino que al resto de su vida escolar, laboral y social. La 
organización lógica e instrumental podría pensarse como una herramienta que ha de articularse 
con las estrategias que utiliza el estudiante para aprender y las que utiliza el docente para enseñar. 

e) Incorporación de Información. 

Es necesario que el estudiante resuelva sus dudas y obtenga infonnaci6n que le 
pennita conocer y formalizar conceptos, procedimientos y principios que engloban y explican la 
situación problemática en cuestión, lo cual hará con la guía del profesor quien orientará la 
búsqueda de infonnación más pertinente para la construcción de su conocimiento. 

d) Aplicación. 

U~a vez que el estudiante ha iniciado la incorporación de conocimientos 
construidos deberá verificar si son correctos, suficientes y, si le penniten la solución de 
problemas planteados en el nivel de habilidad establecido. La ejercitación se desarrolla, en un 
principio, en situaciones similares a la problematización inicial y paulatinamente se van 
solucionando problemas más complejos. 

La aplicación del conOClmlento es, así una manifestación de la modificación de tos 
esquemas cognitivos del estudiante. 

e) La consolidación es la etapa que permite al estudiante generalizar el conocimiento 
y proponer variaciones de manera fundamentad~ es decir, que ante la presentación de 
diversas situaciones deben poder decir cuando es lógicamente pertinente usar o transferir 
esos nuevos conocimientos. Para negar a la consolidación se recomienda: 

Presentar al alumno situaciones o problemas donde la apli~ci6n de los nuevos 
conocimientos sean generalizables (problemas cada vez más complejos, en otros campos o de 
investigaciones multidisciplinarias). 

Proponer situaciones en donde los estudiantes tengan que decir cuáles conocimientos son 
pertinentes en la solución. 

Solicitar a los alumnos que planteen otras situaciones en donde puedan aplicar los nuevos 
conocimientos. 
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CONCEPCIÓN PEDAGÓGICA PARA LA INSTRUMENTACIÓN DE LA 
PRÁCTICA EDUCATIVA DEL COLEGIO DE BACHILLERES 

PROBLEMATIZACIÓN 

ORGANIZACIÓN LÓGICA 
INSTRUMENTAL 

mCORPORACIÓN DE 
INFOI\MACIÓN 

APLICACIÓN 

CONSOLIDACIÓN 

Para que el estudiante reconozca que sus conocimientos 
son insuficientes para la solución de ciertos problemas. 

Son las estrategias, el material de apoyo y las 
condiciones usadas por el profesor para reafinnar. 
modificar o reestructurar los esquemas de conocimiento 
de los alumnos. 

Para resolver dudas, conocer y fonnalizar conceptos y 
procedimientos implicados en la situación problemática, 
el estudiante requiere de infonnación veraz y oportuna, 
lo cual hará con la guía del profesor. 

Para verificar si los conocimientos obtenidos son 
correctos y suficientes deberá realizar aplicaciones 
similares a la problematización inicial. 

Para generalizar el conocimiento a otras asignaturas y a 
situaciones más complejas. 
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RECAPITULACIÓN DEL CAPITULO I 
"MODELO EDUCATIVO DEL COLEGIO DE BACHILLERES" 

INSTITUCIONES DE ENSEÑANZA MEDIA I ACTIVIDADES SOCIALMEN'l'E 
SUPERIOR PRODUCTIVAS 

¡ ¡ 
MODELO EDUCATIVO DEl. COLEGIO DE BACHILLERES 

Conjunto de normas, valores, concepciones teóricas y 
lineami.entos que definen la estruotura curricular, orqanizativa y 

metodolóqica que en 10 social, científico y pedagógico dan 
identidad y dirección a la práctica educativa de la institución. 
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II. MODELO DIDÁCTICO PARA LA ELABORACIÓN DE MATERIALES. 

La elaboración de materiales deberá tener la cualidad de vincular y aplicar los aspectos 
disciplinario y didáctico. 

El aspecto disciplinario se refiere a la formación del docente y las características de cada 
asignatura las cuales están expuestas tanto en el enfoque como en la intención del programa. 

El aspecto didáctico indica partir de las bases que según el modelo educativo del Colegio 
de Bachilleres penniten la apropiación constructiva del conocimiento. Para aclarar lo que esto 
ultimo significa es necesario partir del concepto homogéneo de aprendizaje. 

1. BASES PEDAGÓGICAS. 

El aprendizaje se debe concebir como constructivo, integral y evolutivo 
(desarrollo l. 

Constructivo: porque el sujeto en su acción cognoscitiva estructura un objeto al 
identificar sus características y nuevas relaciones respecto a este, pero a la vez el objeto 
estructura al sujeto dependiendo de la naturaleza de este. De aquí que el proceso de aprendizaje 
sea una interacción estricta entre el sujeto y el objeto de conocimiento 10 cual le da su caracter de 
construcción. 

El aprendizaje entonces no es acumulativo, ya que la propia acción del sujeto para 
aprender ante una nueva situación o problemática creará las condiciones necesarias, para 
reelaborar, ampliar y corregir sus propias concepciones respecto a los objetivos de conocimiento. 

Integral: porque en la acción de aprender se involucran dimensiones de diferente 
nivel que impactan dicha acción, tales como lo socio-cultural y particularmente las creencias, 
costumbres y convicciones que ha desarrollado el individuo en su interacción con la cultura y la 
historia de su época. También lo referente a su individualidad, confonnada por su personalidad; 
particularmente sus mecanismos emocionales, afectivos y motivacional es ante la necesidad de 
crecimiento intelectual y de satisfacción por conocer, comprender e interpretar su propia realidad. 

Evolutivo (desarrollo): porque el estudiante, fortalece en la acción de aprender 
sus instrumentos cognoscitivos, sean estas habilidades lógicas metodológicas, esquemas de 
acción y estructuras de abstracción y reflexión, las cuales posibilitan al sujeto para acceder a 
nuevas situaciones de aprendizaje, en el sentido de considerar al aprendizaje como producto de 
una relación entre la estructuración del sujeto y los objetivos. 

16 



2. FASES DE APRENDIZAJE. 

El aprendizaje debe ser significativo, entonces da lugar a un modelo didáctico 
confonnado por cuatro fases: Inducción, Estructuración, Consolidación y Retroalimentación. 

Inducción: su objetivo es poner en contacto al estudiante con 10 que va a 
aprender incorporándolo a una situación genera! del aprendizaje del problema. La situación de 
aprendizaje que deseamos ofrecer a! estudiante debe posibilitarle su participación activa dentro 
del proceso. asimismo. lJi inducción tiene como función iniciar un proceso de aprendizaje en el 
cual el propio sujeto tenga necesidad de ir construyendo y completando su actividad 
cognoscitiva. 

Estrueturalización: durante esta fase se lleva a cabo la revisión. coordinación y 
construcción de esquemas de conocimiento, estas actividades son el resultado de un proceso 
complejo que se inicia de alguna forma con la identificación de una problematización y de la 
movilización de esquemas de conocimientos que el sujeto posee y que puedan ayudarle a 
resolverla. Ambas actividades (identificación y movilización) pueden considerarse como 
abordadas durante la inducción una vez que el sujeto ha movilizado (evocado y relacionado) 
algunos esquemas de conocimiento, tratará de aplicarlos para resolver el problema o situación de 
aprendizaje. Deberá entonces buscar Wl8 fonna de compensación para poder resolver la 
dificultad y restablecer el equilibrio cognoscitivo alterado por el planteamiento de un problema. 
Precisamente esto último, se refiere al sentido más general en que puede entenderse el papel 
activo del sujeto en la construcción. 

Se da una aproximación sistemática, del sujeto (estudiante) al objeto de conocimiento 
(estudio). 

Consolidación: Tiene la función de reafirmar lo aprendido, a un nivel mayor que 
los alcances de la fase anterior, debido a que establece relaciones y comparaciones de todos los 
temas y conceptos estudiados en la fase de estructuración. En este sentido el conocimiento debe 
ser aplicado y generalizado ya que la consolidación que se da en la fase de estructuración se 
circunscribe al tema estudiado. Por otra parte en esta fase de consolidación la reafinnaci6n pone 
el énfasis en la posibilidad de que el estudiante profundice en el conocimiento cientifico que se 
retoma para la tecnología y la vida cotidiana en general, relacionando los temas estudiados de 
una manera global y en sentido de estructura conceptual. 

Retroalimentación: aquí el estudiante reconoce el procedimiento que ha 
seguido para construir su conocimiento, así como de las diferencias entre su modo de pensar 
inicial y final. 

Por una parte debe realizarse a través de la contrastación entre el nivel d~ conocimientos 
con el que inició el proceso de aprendizaje y al que finalmente llegó; los productos obtenidos 
(conceptos) lo guardarán hacia nuevas preguntas de un nivel superior. Por otro lado, mediante 
el análisis del proceso que siguió - proceso que ha seguido un camino lógico- sin descartarse el 
factor afectivo que obviamente estuvo involucrado, llevará al estudiante a describir los errores y 
aciertos en el procedimiento que siguió, de ahí que la función fundamental del material sea 
orientar al estudiante en estos dos aspectos. 
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3. ELEMENTOS DIDÁCTICOS DE LOS MATERIALES. 

Las fases del aprendizaje enunciadas deben ser retomadas en la elaboración de 
materiales impresos, para este propósito se incluyen algunos elementos didácticos que pennitan 
al estudiante la construcción del conocimiento. 

Estos son: la inducción, cuya función principal es motivar y contextualizar, .ill 
estructuración para hacer reflexionar, la consolidación para reafinnar lo aprendido y la 
retroalimentación cuyo propósito es aplicar lo aprendido. 

Los componentes principales de estos elementos didácticos son: 

La fase de Inducción se compone de los elementos didácticos: indice, propósito, 
introducción y cuestionamiento guía. 

Indice: Se refiere al desglose del contenido del material especificado en páginas. 

Propósito: Se redacta en forma general, e integra los conocimientos, habilidades, 
valores, etc. que deberá poseer el estudiante al finalizar el estudio del material. 

Introducción: Ubica al estudiante en el tema que va a estudiar. 

Cuestionamiento Guia: Sirve de orientación al alumno para el desarrollo del 
contenido, proponiéndole una situación problemática que puede contestarse parcialmente con lo 
que conoce y lo posibilita para detectar la necesidad de adquirir nuevos conocimientos y 
habilidades a fin de poder resolverla totalmente. 

En la fase de estructuración los elementos didáctos son: Desarrollo de contenido, 
actividades de regulación y explicaciones integradoras. 

Desarrollo de Contenido: Al inicio se establece una red conceptual o esquema que oriente 
el desarrollo del contenido. 

Identificando los elementos de un concepto y exponiendo sus relaciones. 

Se deben manejar, conceptos sencillos e ir progresivamente hacia los más complejos. 

Actividades de regulación: Se incluye en el desarrollo del contenidó donde es necesario 
elaborar preguntas que propicien la reflexión o actividades que pennitan aplicar, comprender o 
construir el conocimiento. Deben pennitir la participación activa del estudiante. 

Explicaciones Integradoras: Deben incluirse de preferencia al final de cada tema. 

Son síntesis de la relación y vinculación de los conceptos ejes integrados en una totalidad. 
Pudiendo presentarse en forma de cuadro, esquema o en una reflexión personal del autor. 
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Los elementos didácticos de la Fase de Consolidación son actividades de consolidación y 
de generalización. 

Actividades de consolidación: 

- Son actividades integrales que posibilitan que el estudiante las relacione con los temas 
tratados en el material. 

- Son de caracter práctico y constructivo a partir del contenido estudiado, para obtener una 
explicación del estudiante. 

- Penniten al estudiante dar respuestas globales y congruentes de lo estudiado. 

- Promueven el pensamiento abstracto, así como las operaciones mentales del tipo 
fonnal. 

- Penniten aplicar 10 que aprendió el estudiante a situaciones concretas. 

- Ayuda a observar las relaciones y la utilidad de lo aprendido. 

- Aquellas donde se consolide, aplique o ejerciten varios conceptos en una sola, 
con el fin de que el estudiante integre lo aprendido. 

Actividades de generalización. 

- Se propone al final de cada material. 

- Sugieren consultar otros materiales para profundizar lo aprendido y que no está 
en el material estudiado. 

- Enriquecen lo aprendido al ser, generalizado el conocimiento a otras 
situaciones. 

- Actividades tales como leer artículos (ciencia y teenologia, etc.) o asistir a 
eventos culturales, conferencias, museos, etc. 

- La fase de Retroalimentación tiene como elementos didáctico a: La 
recapitulación, los lineamientos de autoevaluación y la bibliografia. 

La recapitulación es un esquema o cuadro sinóptico que contiene los aspectos relevantes 
del contenido. 

Presentado con un breve análisis del proceso lógico que sirvió al estudiante durante su 
aprendizaje con el material. 

Posibilita que el estudiante haga una síntesis reflexiva de los contenidos vistos. 
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Los lineamientos de autoevaluación son respuestas a las actividades de consolidación que 
penniten al estudiante verificar sus propias respuestas; éstas pueden ser de dos tipos dependiendo 
de la intención de los autores. 

- Se pueden bosquejar las respuestas, explicando algunos de los elementos que 
debió considerar, o bien dar respuestas detalladas y concretas. 

- Penniten al estudiante volver a revisar aquellos puntos que necesiten reafinnarse, 
o bien consultar otras fuentes. 

La bibliografia, lista las referencias donde el estudiante puede profundizar o ampliar los 
temas tratados a lo largo del material. 

Dichas referencias deben adecuarse al nivel de bachillerato y de fácil 
(libros y bibliotecas de costos accesibles). 
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RECAPITULACIÓN DEL CAPITULO II 

"MODELO DIDÁCTICO PARA LA ELABORACIÓN DE MATERIALES" 

ASPECTOS DISCIPLrNARIOS AVANCES GlNERADOS POR LAS 
Y PRINCIPALES 'l'BORÍAS 

FORMACIÓN DEL DOCENTE 

~ / 
MODELO DIDÁCTICO PARA 
OBTENER APRENDIZAJES 

SIGNIFICATIVOS 

PARA : CONTIBNE : 

1 MOTIVAR Y 

I 
iNDICE, PN>PÓSITO, 

INTRODUCCIÓN y 
CON'l'EX'l'UALIZAR 

CUESTIONAMIBNTO GUÍA • INDUCCIÓN -
1I r BSTRUCTURACIÓN -

DBSAMOLLO DB COIITBNIDOS, 
REFLBXIONllR ACTIVIDJ\DBS DB 

REGULAlUZACIÓN , 
, EXPLICACIONES INTEGRADORAS 

I 
RBAFIRMlUl ~ CONSOLIDACIÓN -1 CONSOLIDACIÓN 

I GENERALIZACIÓN 

I r RECAPITULACIÓN 

INTEGRAR RETROALIMENTACIÓN .... 
AUTOBVALUACI6N 

BIBLIOGRAFÍA 
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111. INICIACIÓN AL ALGEBRA. 
PROPUESTA DIDACTICA PARA EL NrvEL MEDIO 

SUPERIOR. 
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ÍNDICE DE LA PROPUESTA 

Propósito 

Introducción 

Cuestionamiento Guia 

t. Notación Exponencial 

2. Origen de los Sistemas de Numeración 

3. Los Números Naturales 

4. Los Números Enteros 

5. Los Números Racionales 

6. La Recia Numérica 

7. Los Números Decimales 

8. Reglas del Punto Decimal 

9. Notación Científica 

10. Los Números Irracionales 

ll. Los Números Reales 

12. Leyes de Exponentes y Radicales 

13. Razones y proporciones 

Sin tesis Temática 

Actividades de Consolidación 

Lineamientos de Autoevaluación 

Actividades de Generalización 
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PROPÓSITO 

En los cursos de Matemáticas de la secundaria estudiaste la Aritmética de los principales 
conjuntos numéricos (naturales, enteros y racionales), notaste su importancia y analizaste su 
utilidad al aplicarlos en la solución de problemas; abora con el estudio de este material 
comprenderás cómo se ge~eran los números reales (naturales, enteros, racionales e irracionales), 
y las propiedades de sus operaciones, con la finalidad de reconstruir métodos, técnicas y 
procedimientos que faciliten tanto la resolución de problemas de carácter numérico como el 
acceso al estudio del álgebra. 

Para lograr esto en cada subterna, se plantean problemas y ejercicios relacionados con el 
conocimiento que ya posees, los cuales deben hacerte reflexionar y aplicar tus propios métodos 
para llegar a la respuesta, la cual confrontarás con la construcción sugerida en el material y así 
poder evaluar, afinnar o modificar tus propios conocimientos. 

Todo ello, primero con respecto a los sistemas numéricos y posterionnente para los 
modelos aritméticos que de ellos dependen. 
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INTRODUCCIÓN 

El proceso de ~ontar es y ha sido una de la más grandes preocupaciones de la humanidad 
desde tiempos muy remotos, se dice que, probablemente, el primer instrumento que el hombre 
usó para ello fueron sus dedos, posteriormente cada civilización creó su propio sistema de 
numeración que también sirvió para contar, luego para este mismo fm se utilizó el ábaco y las 
operaciones aritméticas; en la actualidad las máquinas calculadoras y las computadoras 
constituyen una importante e indispensable herramienta de trabajo que sirve no sólo para contar 
sino para procesar grandes cantidades de información que se obtienen en· poco tiempo. 

B ".,... ~.~,",o .~"""""_" 
no sólo te servirán f fe)iDlvé}'frobleJllllS'~:~o1~:"" y de aplicaciones a 
otras asignaturas mo ca, Quimic(",'iI:.; sinO' que te servi" de apoyo para tu acceso .a1 

estudio del Álgeb . . ...... '...-) ~ 
~:-'~~/,"" . 

Para lograr la 1 o-- icho ode s . ticos, en este material encontrarás 
entre otras cosas p las Y acti:vidades p' reflexión y participación activa lo 

" ... Se debe aprender haciendo las cosas, 

porque aunque uno cree que sabe no 

tiene la certeza hasta que lo intenta 

hacer." 

El autor 
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DESARROLLO DE CONTENIDO 

L"""" DE 
EXPONENTES 

PARA , 
- iO) NÚMEROS 

DECIMALES 

15) LEVES DE 
RADICALES , 

.. 
t)·REGLAS DEL 

PUNTODECI 

4) NÚMEROS 
REALES. 
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Cuando utilices los números para contar. debes tener en cuenta las operaciones que puedas 
realizar con ellos; así como su significado y propiedades para hacer más eficiente dicha actividad, 
por ejemplo: 

Si en un almacén hay 1005 cajas con 25 refrescos cada una, calcula el total de refrescos en 
existencia. 

Respuesta: _____________ _ 

Observa que, algunos procedimientos para obtener la respuesta del problema anterior 
pueden ser: 

a) Contar uno a uno los refrescos. 
b) Sumar 1005 veces 25. 
e) Sumar 25 veces 1005. 
d) Multiplicar 25 por 1005. 
e) Sumar los productos: 1000 por 25 con 5 por 25. 

Medita cada procedimiento y daie cuenta que el más rápido y sencillo fue sumar los 
productos 1000 por 25 con 5 por 25, lo cual se debe a que dicho resultado se obtuvo a través de la 
suma de dos multiplicaciones cuyos productos son fácilmente calculables. al aplicar en forma 
conveniente la propiedad distributiva y de manera abreviada el resultado de multiplicar 25 por 
1000 (agregando a 25 tres ceros). 

lmaginate el ahorro de tiempo y esfuerzo que hubo entre contar uno a uno los refrescos y 
el de sumar 25000 con 125 (último procedimiento mental). 

Recuerda que, el resultado de multiplicar cualquier número entero por 10, 100, 1000, etc. se 
obtiene agregando a dicho número uno. dos, tres, etc. ceros. 

La razón de lo anterior es que dada la estructura del sistema décimal, cualquier número 
puede expresarse con notación desarrollada de donde, por ejemplo, al multiplicar . 

• )25 por 10 

Lo expresamos primero con notación desarrollada. 

Luego, a esta expresión le aplicarnos la propiedad distributiva y la Ley de los Exponentes 
a"am = an

+
m

, Para obtener: 

2(10)1(10) + 5(10)0(10) 
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Enseguida se escribe su equivalente con notación exponencial 

2(10)' + 5(10)'(1) 

Nota que en esta expresión tenemos dos centenas, cinco decenas y ninguna unidad, por lo tanto: 

2(10)'+ 5(10)' + 0(10)0 

Lo cual es igual a 250 

b) 25 por 100 

[2(10)' + 5(10)0 ] lOO = 2(10)'(100) + 5(10)0(100) = 

= 2(10)'(10)' + 5(1)(10)' = 2(10)3 + 5(10)' + 0(10)' + 0(10)0 = 

e) Utiliza el mismo proeedimieDto para obteDer el producto de 25 por 1000. 

Observa que como consecuencia de lo anterior, el procedimiento para multiplicar números 
terminados en ceros puede abreviarse, por ejemplo: 

Para multiplicar 15000 por 40000, multiplicamos 15 por 4 y agregamos al resultado 7 
ceros. puesto que si aplicamos las propiedades conmutativa y asociativa tendremos: 
15000(40000) = 15(1000)(4)(1 0000)=15(4)(1000)( 1 0000)=60(1 0000000)=600000000. 

¿Crees que valga la pena estudiar las operaciones, sus propiedades y el significado de los 
números pata ahorrar tiempo y esfuerzo en la solución de éste y otros problemas semejantes? 
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1. NOTACIÓN EXPONENCIAL. 

Hace aproximadamente 400 afias sólo algunas personas realizaban multiplicaciones y 
otros especialistas divisiones l , En la actualidad las máquinas computadoras proveen miles de 
operaciones por segundo y las mayoría de las personas requieren infonnaci6n veraz y oportuna 
para tomar decisiones con más certidumbre, es por ello que las computadoras. las calculadoras y 
algunos procedimientos prácticos como la notación exponencial y científica, además de su 
manejo e interpretación son de vital importancia, por ejemplo: 

. Si se sabe que la velocidad de la luz es de 300000 kilómetros por segundo, 
calcular la distancia recorrida por ella en una hora. 

Respuesta:. ____________ _ 

Para comprobar tu respuesta, llena los espacios vacíos. De las expresiones contenidas en 
el siguiente razonamiento. 

a) 
a) En un segundo la luz recorre km. 
b) En dos segundos la luz recorre ____________ km. 
e) En tres segundos la luz recorre km.-
d) En un minuto la luz recorre km. 
e) En una hora la luz recorre km. 

Si para obtener la respuesta, las operaciones que realizaste fueron multiplicar 300000, por 
60 y este resultado por 60, entonces el resultado final se puede expresar como 108(10)1, lo cual 
se debe a que la escritura de algunos números puede hacerse por medio de exponentes, y a esta 
representación suele llamarse NOTACIÓN EXPONENCIAL. 

. Tomando como referencia la observación del párrafo anterior, escribe el número 
300000 en notación exponencial. 

Respuesta: ____________ _ 

Para comprobar tu respuesta observa que 300000 es igual a 3(100000) y que 100000 se 
puede escribir como el producto 10(10)(10)(10)(10), el cual expresado en forma exponencial 
equivale a (10)5 Y por lo tanto: 

300000 ~ 3( )( ). 

2 Página 24, "Historia de las Matemáticas", Mareel 8011. Editorial Diana. 
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Conviene recordar los siguientes hecho!;: 

a) En la notación exponencial (10)5 el número que se repite como fador, en este caso 
"10" se llama base y el índice que señala las veces que se toma la base como factor, 
en este caso "5" se llama exponente. 

b) La base de una potencia puede ser cualquier número entero y también cero siempre 

y cuando el exponente no sea también cero (00 no esta definido). 

e) Cuando el exponente es cero y la base diferente 

(30= l. 70 = l •... ) 
de cero, la potencia es uno 

Teniendo en cuenta los hechos anteriores completa en los espacios vacíos, las siguientes 
expresiones: 

EJERCICIOS 

Escribe los siguientes productos usando exponentes: 

a) 10(10)(10) 103 
b) 5(5)(5)(5)(5) 
e) 9(9)(9)(9)(9)(9)(9) 
d) 1(1)(1)(1) 
e) 0(0) 

Escribe cada potencia como producto de factores iguales: 

a) 93 

b) 56 
e) (10)2 
d) l' 
e) O' 

= 9(9)(9) 

Para escribir 10(10)(10)(10)(10)(10)(10) anotamos un uno seguido de __ ceros, o 
diez elevado a la potencia. 

Para escribir (10)9 anotamos 1 seguido de ____ ceros, lo que significa multiplicar 
diez por si mismo veces. 

Llena los espacios vacíos de las siguientes expresiones: 

a) (10)( ) 
b) ( )() 

e) (10)<3) 
d)()() 
e) ( )(0) 

10(10)(10)(10)(10)(10) 
10(10)(10)( 10)(1 O) 
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Número Producto Notación 
Exponencial 

a) 500 5( 5 (10)( 

b) 9000 9( 9( )( 

e) 7(10000) -( )( 

Escribe cada número en Notación Exponencial: 

a) 800000 

b) 3000 

e) 

d) 25000 

e) 3070000 

Ahora expresa cada número escrito en fonna exponencial en la fonna usual: 

a) 3(10)2 

b) 5(10)' 

e) 6(1O)S 

d) 9(7)2 

e) 2(5)3 
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CÁLCULO EGIPCIO 

Se cree que alrededor del año 1650 a. de C. fue elaborado el papiro de RHINDJ en el 
cual se aprecia que la multiplicación en Egipto se realizaba por medio de duplicaciones y sumas 
de resultados, por ejemplo, descubre su método observando y analizando el siguiente esquema 
en el que se muestra el producto de 47 por 25, utilizando notaciones modernas para entender 
mejor. 

47 1 

94 2 

188 4 

376 8 

752 16 

1175 25 

Si no te fue posible entender, vuelve a intentar después de contestar, ¿qué significan los 
renglones enmarcados? por ejemplo, ¿ qué indica? 

/376 8 

(Notar que los números de la izquierda, indican 47, tatas veces como los de su derecha) 

¿Podrías utilizar este procedimiento para calcular el producto 1175 por 18? 

J Página 60, Lecturas de Apoyo, "Matemáticas I-A", Volumen I 
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CALCULO ARASE. 

Los árabes del siglo IX, para multiplicar utilizaban una cuadrícula con diagonales llamado 
MÉTODO SCACHlERO' Lucas Pacioli (1445-1514) quien escribió el primer tratado impreso 
de aritmética y álgebra demostró dicho procedimiento. 

Descubre su método observando y analizando el diagrama en el que se muestra la forma de 
obtener 1175 como resultado de multiplicar 47 por 25. 

• 

Si no te fue posible entender, vuelve a intentar después de contestar, ¿qué parte de la 
multiplicación significa la esquina del diagrama? 

7 

C21 
(Comprueba en el resto del diagrama, lo que sucede en esta esquina, es decir, que dos por 

siete son catorce) 

¿Podrlas utilizar este procedimiento para calcular el producto 1175 por 18 en el 
siguiente diagrama? 

1 

I 

4 Pagina 228"Lecturas de Apoyo, Matemáticas I·A", Volumen 1 
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2. ORIGENES DE LOS SISTEMAS DE NUMERACIÓN. 

Los primeros números que el hombre conoció fueron: el uno, dos, tres, cuatro, cinco, ... 

Le sirvieron para contar objetos. Al principio se ayudó mediante el empleo del 
procedimiento de apareo, formando parejas entre los objetos que debía contar y conjuntos de 
referencia, que generalmente eran los dedos de las manos. Actualmente los niftos hacen lo 
mismo cuando con los dedos indican su edad, por cada dedo un afio. 

Después descubrió que era necesario un método más eficiente para registrar cantidades 
mayores y empezó a rayar las rocas, las paredes de las cuevas, troncos y varas, es decir señaló 
con una marca cada objeto, dando lugar a la aparición de los primeros símbolos. 

A medida que fueron aumentando sus necesidades se hizo evidente que el conteo a base 
de tarjar era dificil e inconveniente, por lo cual los símbolos empezaron a ser ordenados en 
grapos y remplazados por unidades mayores, tal como sucedió en el sistema Egipcio en el que 
diez' unidades (1111111111 ) eran sustituidas por una pezuña ( n ), 
diez pezuñas por una cuerda anudada (o), etc., y de esta forma ganar espacio y comodidad en la 
notación. 

En esta fase evolutiva pOdemos notar que las civilizaciones ya contaban con reglas y 
símbolos propios para representar números, es decir, tenían sus propios sistemas de numeración. 

NUMERACIÓN EGIPCIA (3000 a. C. ) , 

Los simbo los básicos o numerales que servían para representar a los números eran: 

8 t [T : n ' .. ' 1'.:.-·'·" "'....:. .•. 

uno diez cien mil diez mil cien mil un millón 

El principio bajo el cual se utilizaban estos numerales es el aditivo, que consiste en sumar su 

valor sin importar el orden, por ejemplo, el numeral: t 888nn I I I I 1, 
representaba el número 1000+100+100+100+10+10+1+1+1+1+1, es decir, 1000+300+20+5, o 
sea, 1325 

s La medida de los grupos es comúnmente designada como la base, en consecuencia el sistema de 
numeración Egipcio es de base diez. Y obviamente un símbolo no podía representarse más de 
nueve veces. 
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NtlMERAC IÓN ROMANA (2 O O a. C . ) 

Los símbolos básicos o numerales que sirven para representar a los números son letras del 
abecedario. o sea: 

1 v x L 
uno cinco diez cincuenta 

C D 
cien quinientos 

M 
mil 

Los principios bajo los cuales se utilizan estos símbolos son: aditivo, sustractivo y 
multiplicativo, los cuales consisten en: 

a) Sumar el valor de los símbolos que integran el numeral, si el de menor valor 
aparece escrito a la derecha del mayor, por ejemplo, el numeral 
MDCCXXXII, representa el número: 
1000+500+100+100+10+ 10+10+1+1, es decir, 
1000+500+200+30+2, o sea 1732. 

b) Restar el valor de los símbolos que integran el numeral, solo cuando esté: 

I antesdeVodeX 
X antes de L o de C 
C antes de D o de M. 

Por ejemplo, el numeral: 
IV, representa el número, V - 1, es decir 5 - 1, o sea 4 

XLV, representa el número, L - X + V, es decir 50 - 10 + 5, o sea 45 

MCMXC, representa el número, _____ , es decir, ______ _ 
o sea _______ _ 

e) Multiplicar el valor de los símbolos básicos por mil, cuando sobre ellos se coloque 
una barra. 
~r ejemplo, el numeral: 
IV, representa el número, 4(1000), es decir 
4000. 
X L X X, representa el número, 10( )+ L + X + X, 
es decir, + 50 + 20, o sea _____ _ 

Con la finalidad de ser prácticos se debe usar un mínimo de símbolos al escribir 
numerales, por ejemplo, al escribir: 

noventa y cinco, lo hacían con XCV, y no con LXXXXV. 

Diez, lo hacían con X, y no con VV, etc. 
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Una mejoría notable se dio al usar multiplicadores para indicar el número de potencias de 
la base tal como sucede en el sistema de numeración chino-japonés. 

NUMERACIÓN CHINO-JAPONES (2000 a. C.l 

Los símbolos básicos o numerales que les sirven para representar a los números son: 

dos tres cuatro c.inco seis siete ocho nueve diez c..;en mil 

Los principios bajo los cuales operaban estos números fueron el aditivo y el multiplicativo, los 
cuales consisten en: sumar los productos formados entre los números menores que la base 
(multiplicadores) y las potencias de la base (1, 10, 100, 1000, etc.) sus numerales se escriben 
verticalmente, por ejemplo, el numeral: 

~, ---. ;¡. 2(1000) = 2000 

ca 
Ó Representa 4(100) = 400 

--=--
T' El 3(10) = 30 

r Número 8(1) = 8 

2438 
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Finalmente aparecieron los sistemas de numeración posicionales cuando en ellos se 
utilizaron posiciones para sustituir las potencias de su base. 

Los principios que utilizan estos sistemas son; el aditivo, el multiplicativo y el posicional; 
ellos consisten en sumar los ténninos que resultan de multiplicar el valor de cada símbolo por la 
potencia correspondiente a la posición que ocupa. 

Algunos de estos sistemas son: 

1. NUMERACIÓN INDOARABIGA (200 a.C.) 

Los símbolos básicos o numerales que sirven para representar números son: 

o 2 3 4 5 6 7 8 9 
cero uno dos tres cuatro cinco seis siete ocho nueve 

La base de este sistema es diez, sus valores posicionales son horizontales de derecha a 
izquierda en fonna creciente. 

La interpretación de un numeral en este sistema puede facilitar la compresión de sus 
principales características, por ejemplo: 

7845 representa el número 

7(10)'+8(10)' +4(10)' +5(1O)0,esdecir 

7(1000) + 8(100) + 4(10) + 5(1), o sea 

7000 + 800 +40 + 5 

A cualquiera de las expresiones: 

7(10)' + 8(10)' + 4(10)' + 5(10)° Ó 7(1000) + 8(100) + 4(10) + 5(1) 

se acostumbra llamar notación desarrollada del número 7845. 
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2. NUMERACIÓN MAYA (300 o.e) 

Los símbolos básicos o numerales que les sirvieron para representar números en este 
sistema fueron: 

• 
cero uno cinco 

Este sistema fue vigésimal (base veinte), sus valores posicionales eran verticales de abajo 
hacia arriba en forma creciente. 

El principio aditivo y los símbolos básicos se combinaban para representar número 
menores que 20. 

Sus valores posicionales eran: 

• 
• 
• 

(20)' ~ 8000 
(20)' 400 
(20)' 20 
(20)' 

Para el cómputo del tiempo y las fechas importantes' disponían de este mismo sistema. 
Con la única excepción de que la unidad de tercer orden era 18 veces la unidad anterior. es decir, 
18(20), en vez de 20 (20) ~ (20 )', pues este número se acerca lo mas posible a la duración del 
afio de 365 días. 

De manera que dichos valores fueron: 

• 
• 
• 

18(20)' ~ 7200 
18(20)' ~ 360 

(20)' ~ 20 
(20)' ~ 

La escritura de numerales menores que veinte, se realizaba de dos maneras: una, utilizando un 
punto por cada unidad y una barra por cada cinco. Otra, representando con una cabeza distinta 
cada uno de estos números. 

6 Página 8, J. Rey Pastor y J. Babini 
Historia de las Matemáticas. Los sistemas de numeración 
Primera Edición. Buenos Aires 1951. Espasa-Calpe 
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Por ejemplo el numeral: 
a) Con el sistema vigésimal estricto 

• 1(20)'(18) = 1(7200) = 7200 

• • Representa 7(20)'(18) = 7(360) = 2520 --

@) El 0(20)' = 0(20) = 00 

-- Número; ó 10(20)' = 10(1)= 10 
--

9730 

b) Con el sistema para el computo del tiempo . 

• 1 (20)' 1(1800) = 8000 

• • Representa 7(20)' 7(400) = 2800 

El 0(20)' 0(20) = O 

Número; ó 10(20)' 10(1)= 10 

10810 
Nota: Entre los monumentos y códices Mayas, el mayor número que se ha encontrado 
corresponde a un número de ocho cifra~ en el sistema decimal, es decir decenas de millón. 
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3. NUMERACIÓN BABILONICA (20ÓO a. C. ) 

Los símbolos básicos o numerales que les servían para representar números fueron: 

uno diez 
Este sistema fue sexagésima! (base sesenta), sus valores posicionales eran horizontales de 

derecha a izquierda en fonna creciente. 

El principio aditivo y los símbolos básicos se combinaban para fonnar números menores a 
sesenta. 

Este sistema careció de un símbolo para representar al cero por mucho tiempo. por lo cual 
su uso presentaba algunas ambigüedades. 

Un ejemplo en este sistema y su significado sería: 

vvv 

3(60)' + 34(60)1 + 23(60)° 

10800 + 2040 + 23 12863 

4. NUMERACIÓN BINARIA (1670 D.C.J. 

Los símbolos básicos o numerales usados para representar números en este sistema son: 

o 
cero uno 

La base de este sistema es dos y sus valores posicionales son horizontales de derecha a 
izquierda en fonna creciente. 

Un ejemplo en este sistema y su significado sena: 

o 12 representa el número 

1(2)' + 0(2)' + 1(2)' + 1(2)' + 1(2)1 + 1(2) 0, es decir 

1(32) + 0(16) + 1(8) + 1(4) + 1(2) + 1(1), o sea 

32 + O + 8 + 4 + 2 + 1 = 47 
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Para escribir un número cualquiera "k" en un sistema de numeración posicional. 

Listamos primero las potencias posicionales del sistema de numeración contenidas en el 
número "k". 

Luego dividimos el número "k" entre la máxima potencia contenida en él para calcular 
cuántas de éstas están en la posición que le corresponde. 

En seguida volvemos a dividir el residuo o sobrante entre la potencia anterior a la 
máxima, para calcular cuántas de estas potencias están en la posición que le corresponde, y así 
sucesivamente vamos calculando el número de potencias correspondiente a cada posición que 
contenga el número "k". Por ejemplo: 

Para escribir el número "ciento veinticinco mil trescientos ochenta y siete" en el sistema 
posicional maya, procedemos de la fonna siguiente: 

Las potencias del sistema de numeración maya contenidas en el número son: 

(20)° = 1; (20)' = 20; (18) (20) = 360; (18) (20)' = 7200. 

(Notar que la siguiente potencia 18 (20)' = 144000, ya no esta contenida en dicho número.) 

Al dividir 125387 entre 7200, tenemos: 125387 = 7200(17) + 2987 

Enseguida dividimos 2987 entre 360 para obtener: 2987=360(8) + 107. 

Abora dividimos 107 entre 20, de donde 107 = 20(5) + 7 
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y por lo tanto hay: 

17 en la cuarta posición (17 de 7200) 

8 en la tercera posición ( 8 de 360) 

5 en la segunda posición (5 de 20) 

7 en la primera posición (7 de 1) 

Por lo cual 

17(7200) 122400 

••• 
8(360) 2880 

5(20) 100 

•• 7(1) 7 

125387 
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Ejercicios 

1.- En el numerallndoarabigo 7323 indica: 

a) ¿Cuántas decenas hay? 

b) ¿Cuántos millares hay? 

2.· En el numeral maya indica: 

a) ¿Cuántas unidades hay? 

b) ¿Cuántos de veinte hay? 

3.- En el numeral posicional ternario 1201 indica: 

a) ¿Cuántos nueves hay? 

b) ¿Cuántas unidades hay? 

4.- ¿Qué indica cero en la segunda posición de un numeral? 

a) Indoarabigo 

b) Maya 

e) Binario 

5.- Escribe el número "mil novecientos noventa y cinco", en el sistema de numeración: 

a) Maya 
b) Babilónico 
e) Ternario 
d) Binario 
e) Romano 
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Hemos visto cómo las diferentes civilizaciones en su afán 
eficiencia para contar han inventado diversos sistemas de numeración. 
fin los ha utilizado en técnicas de cómputo. 

de tener comodidad y 
También y con el mismo 

El desarrollo y práctica de algunas operaciones con sistemas de numeración no 
posicionales fué dificultoso y por lo tanto el cálculo era ayudado por dispositivos mecánicos 
como el ábaco romano, el ábaco chino (suan pan) o el ábaco japonés (soroban), de tal manera 
que la adición y sustracción podían resolverse con relativa rapidez y no así la multiplicación y 
división cuya dificultad era mayor. 

Por otra parte podemos decir que los métodos de numeración posicionales nos penniten 
expresar de manera más simple los números, los cuales son mas adaptables a los cálculos, ya que 
ellos se basan en las propiedades de las operaciones, en la estructura del sistema de numeración y 
en las tablas de adición y multiplicación. 
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Supón que para obtener empleo de encargado de almacén en una compañía 
refresquera, se necesita secundaria tenninada y resolver los problemas siguientes. 

1.- Si las cajas de refrescos en un almacén están acomodadas de tal forma que arriba hay.lUla de 
sabor limón, luego dos de naranja, enseguida tres de limón, posterionnente cuatro de naranja y 
así sucesivamente hasta treinta en la parte inferior de naranja. 

1 

:J 
3 
4 
g 

6 

7 
• • • • 
• • • 

2'9 
30 

I 2 l • • • 29 30 

a) ¿Cuántas cajas hay de ambos sabores? 
b) ¿Cuántas cajas hay de limón? 
e) ¿Cuántas cajas hay de naranja? 
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--~ ~-----------------

Una manera de resolver la primera pregunta abreviando tiempo y esfuerzo es siguiendo y 
completando las interrogantes de esta estrategia. 

Tratar primero con situaciones semejantes pero con pocos elementos para después 
generalizar utilizando como referencia un modelo físico. 

Es obvio que para responder la pregunta habrá que realizar la suma 

1 +2+3+ ... +29+30 

Por lo cual nos referiremos al siguiente modelo fisico con pocas cajas de refresco. 

1 

2 
3 

4 

S 
6 

7 

Observa que el modelo fisico sugiere algunas estrategias de solución como la siguiente. 

Las cajas se pueden reacomodar formando un rectángulo, es decir: 

1 

:1 
3 

4 

5 
6 

7 

46 

N 

L 

N 

L 

N N 

L L 

N N 

L 1. 

N L L L 

l. L N N 

N N N L 

L L L L 



De lo anterior podemos notar que la suma l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 se puede reagrupar como con 
las cajas, es decir: 

l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 ~ 7 + (1+6) + (2 + 5) + (3+4) ~ 4 (7) ~ 28 

Aplicando las propiedades conmutativa y asociativa de la suma, y la definición de multiplicación. 

Tomando en cuenta lo anterior, la suma l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6, se calcula multiplicando 
___ por __ _ 

De manera Bnáloga y extensiva, calcula las siguientes sumas usando multiplicaciones. 

a) 1+2+3+ ... +29+30~ por __ _ 

(Observa los diagramas y nota lo que sucede cuando el número de sumandos es par, y cuando 
es impar). 

b) 1+2+3+ ... +80+81~ por __ _ 

Generalizando, ahora calcula las sumas siguientes COD multiplicaciones: 

e) 1+ 2 + 3 + ... +m ~ ___ por ___ ,si mesimpar. 

d) 1+ 2+3 + ... +m~ ___ por ___ , si mes par. 

e) Observa los diagramas y la relación entre los sumandos y los factores, notarás que las 
respuestas son: 

l + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 ~ 7(3) 

a) 1+2+3+ ... +29+30~31(15) 

b) 1+2+3+ ... +80+81~81(41) 

e) 1+2+3+ ... + m~(m;l)m 

d) 1+ 2 + 3 + ... + m ~ (m+l{ ~) 

Los siguientes son algunos conocimientos que se tienen sobre estos números. 

47 



3. LOS NÚMEROS NATURALES 

Los números naturales son 1,2,3,4, ... 

El número cero no es un elemento de este conjunto, aunque en este caso por convenir en 
las_explicadones del tema si se le considere como tal. 

Estos números a los que también se acostumbra representar por puntos equidistantes en 
una recta. 

I I I I I I 
1 .2 

Fueron utilizados inicialmente por los indios para contar y realizar cálculos aritméticos y 
astronómicos; posteriormente Mohamed Ibn·Musa mejor conocido como AI-Khuwarizmi 
alrededor del año 800 describe sistemáticamente los símbolos numerales y sus reglas para realizar 
cálculos en un libro que sirve de difusión en todo el islam; luego Leonardo de Pisa o Fibonacci 
(1170-1240) mostró en Europa la enorme ventaja que tienen estos números al realizar 
operaciones con ellos. Hoy la mayoria de los países en el mundo los utilizan no sólo para contar 
sino para determinar el orden o la posición de un elemento particular en un conjunto ordenado (El 
equipo de Fút-bol Guadalajara fue el primero en su grupo y el cuarto en la clasificación general) 
cuando los números se utilizan para este fin se les llama números ordinales. 

Obsenrando el diagrama podemos Dotar que: 

a) Cada número natural le corresponde con un punto y sólo uno de la 
recta, en C1,lYO caso se acostumbra decir que dicho número es la 
coordenada del punto y el punto la gráfica del número. 

b) Un número natural "m" es menor que otro "n" • si la gráfica 
correspondiente a la coordenada de "m" se halla a la izquierda de la 
gráfica que corresponde a la coordenada "n 11 • 

c) No hay un número natural máximo; los puntos correspondientes a los 
números naturales continúan indefinidamente hacia la derecha . 
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SUMA. 

Si queremos contar el número de elementos de dos o más conjuntos utilizamos la suma de 
números: 

Por ejemplo, si los maestros de matemáticas, Rosario y Javier atienden 
cuatro grupos de segundo y tres de tercero respectivamente, juntos atienden 
un lolal de siele grupos; asl, si denotamos con Q={2A,2B,2C,2D) al conjunlo 
de los grupos que la maeslra atiende, con P={3A, 3B, 3C} los del maeslrO y con 
QuP = {2A, 2B, 2C, 2D, 3A, 3B, 3C} al conjunto unión de "Q" y "P", entonces 
n(Q)=4, n(p)=3 y n(QuP)=7 representan el número de elementos del conjunto Q, 
P y QuP respectivamente, y por lo tanto n(Q)+n(P)=n(QuP); es decir 4+3=7. 

Nota que los conjuntos "P" y "Q" no tienen elementos en común y por lo tanto el 
número de elementos que hay en la unión es igual a la suma de los que hay en "P" 
mas los que hay en "Q". 

La suma también puede interpretarse en la recta numérica a través de 
desplazamientos, por ejemplo. para la suma 4+3=7 puedes pensar, al número 4 
como si estuviera representado por un movimiento de 4 unidades hacia la derecha 
partiendo desde cero y a lo largo de la recta horizontal. y al número 3 como si 
fuera otro movimiento de tres unidades hacia la derecha partiendo desde 4; tales 
movimientos pueden a su vez representarse usando flechas dibujadas sobre la recta 
numérica apuntando en la dirección del movimiento y teniendo una longitud igual 
al número de unidades implicadas en él, tal como se muestra en la siguiente figura: 

filiiiiliiT 
(4) • (3) • (4) + (3) - 7 • 

49 



MULTIPLICACIÓN. 

Multiplicar naturales también es otra forma de contar. por ejemplo, si en la Escuela 
Secundaria No. 247 hay 4 grupos de primero y cada uno tiene inscritos 40 alumnos, entonces el 
total de alumnos de primer año es de 160. Si en este caso denotas con n(A)=40 al número de 
alumnos del grupo "A" Y de manera similar n(B)=40, n(C)=40, y n(D)=40 para el número de 
alumnos de los grupos "B", "C" y "D", entonces n(A)+n(B)+n(C)+n(D)=n(AuBuCuD), es 
decir, 40+40+40+40=160 .. Puedes notar que este mismo resultado se obtiene más fácilmente 
multiplicando 4 por 40; por esta razón se dice que la multiplicación de números naturales puede 
interpretarse como una suma abreviada, es por ello que debes utilizarla, siempre que tengas que 
sumar un mismo número varias veces. 

Otro ejemplo de conteo es: 

Supón que una muchacha tiene dos faldas y tres blusas a elegir para vestirse en un dia 
determinado, si cada falda puede usarse con cada bl~ entonces el número de combinaciones 
que puede hacer son seis ya que cada falda es combinable de tres maneras con las blusas. 

Si para esta situación indicas con F=(b, a) al conjunto de las faldas de color blanco y 
azul, con B=(b, g, n) al conjunto de blusas de color blanco, gris y negro y con 
FxB={(b, b),(b, g),(b, n),(a, b),(a, g),(a, n») al producto cartesiano de F y G, puedes notar que: 

• En el conjunto FxB el número de parejas es seis. 
• Cada pareja representa la combinación de una falda con una blusa, asi por 

ejemplo (b, n) es la combinación de la falda blanca con la blusa negm. 
• Las parejas se obtienen apareando cada elemento de F con cada elemento 

deBo 

Partiendo de este ejemplo puedes observar que si F y B son dos conjuntos tales que 
n(F)=2 y n(B)=3, entonces 2(3) = n(FxB), si distribuyes de manera ordenada estos apareamientos 
en renglones y columnas podrás evidenciar mejor algunas propiedades importantes de la 
multiplicación. 

b 

• • • 
a • • 

n 

• 
• 

Así por ejemplo, en la figura hay dos renglones y 
tres columnas de puntos y cada apareamiento se 
representa por uno de ellos. El producto 2 por 3 se define 
como el número de apareamientos en la figura . 

Nota que en la figura, elarregIo de 2 por 3 es la 
unión de dos conjuntos ajenos (renglones) cada uno de 
los cuales tiene tres elementos. Por consiguiente, el 
producto de 2 por 3 puede obtenerse sumando 3+3. 
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Ya definidas las operaciones de suma y multiplicación, se resumen sus propiedades 
en el siguiente cuadro. 

CERRADURA 

7+5 es natural 

a't b es natural 

La suma de Números 
Naturales es Número 

Natural. 

6(8) es natural 

ab es natural 

El producto de 
números naturales es 

número natural 

CONMUTATIVA ASOCIATIVA 
SUMA" 

6+4=4+6 (2+6)+4~2+(6+4) 

a+b=b+a (a+b)+c~a+(b+c) 

El orden de los Se puede asociar los 
sumandos no altera sumandos 

la suma. convenientemente 

MUL TIPLICACION 

7(4) ~ 4(7) [(2)(6) J( 4 )~2[ 6( 4)J 

ab~ ba [abJc~a[bcJ 

El orden de los Se puede asociar los 
factores no altera al factores 

producto. convenientemente. 

DISTRIBUTIVIDAD 

5 ( 3+7) = 5 (3)+5(7) 

a (b+c) = ab+ac 
La multiplicación se distribuye con 

respecto a la suma. 
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NEUTRO 

7+0~7 

K+O~K 

Todo número 
sumado con cero 

da como resultado 
el mismo número 

1(7)~7 

lm~m 

Todo número 
multiplicado por 

uno. da como 
resultado el mismo 

número 



Ejercicios 
Si el almacén contiene 1005 cajas y si cada camión carga 125 cajas. 

a) ¿Cuántas faltan para llenar camiones completos sin que sobren ni falten? 

b) ¿Cuántas cajas habrá que colocar en cada lado de la base de una torre cúbica para que 
contenga 125? 

Respuestas _____ -.Jy ____ _ 

a) Compara tus soluciones en la sección de respuestas. o descúbrelas completando las siguientes 
expresiones: 

Número 
de 

camiones 

2 

3 

4 

Número 
de 

cajas 

125 

250 

625 

De acuerdo a las afinnaciones anteriores vemos que se pueden llenar __ camiones 
completos de cajas y sobran __ ' 

¿Qué operación debemos realizar con 1005 y 125 para obtener las respuestas 8 y 5? 
Respuesta: 

¿Cuántas cajas faltan para llenar otro camión? 
Respuesta: _________ ' 

¿Qué operación se usa con 125 y 5. para obtener 120 como respuesta? 
Respuesta: _________ _ 
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b) Considerando que una torre cubica tiene la forma: 

Veamos que las medidas del frente, de fondo y de alto son __ , es decir el número de 
cajas en el frente, en el ancho y lo alto es el mismo. 

Por lo tanto, si una torre cúbica contiene 2 cajas por cada lado habrá en ella __ , cajas, 
es decir, 2(2)(2)=2' , o sea que 2' = 8,. Completa la tabla 

Número 
de cajas 
por lado 

2 

3 

4 

n 

Número 
de cajas 

en el cubo 

8 

Operación 

2' 

De donde se ve que para que la torre cúbica contenga 125 cajas, debemos colocar __ 
por cada lado, es decir, el número que elevado al cubo da 125 es __ . 

Ahora pensemos, ¿qué operación deberíamos haber realizado con 125 y 3 para obtener la 
respuesta a la pregunta, es decir 5? 

53 



RESTA. 

1.- Si en un grupo de primer semestre hay 42 alumnos de los cuales 17 son mujeres. 
¿Cuántos hombres hay? 

Respuesta: _____________ _ 

Tu respuesta la puedes verificar analizando los siguientes procedimientos: 

ALUMNAS ALUMN08 No. DlI ALUMN08 

• •••• X X X le X X X le X X 
1 : lB lP 20 ... 1 2 3... 

• •••• le X le X X JI: JI: JI: X le 

• •• •• X le X X X le X X le le 

• • JI: X X X le X X le X K 
16 17 41 42 24 25 

1. Coloquemos al conjunto de alumnos 1,2,3, ... hasta llegar a 17 por un lado y luego 
agreguemos alumnos por otro lado y sigamos contando 18,19,20, ... hasta completar 42, 
posterionnente contamos los alumnos agregados y vemos que son 25, tal como lo muestra 
el diagrama; 

2. También podemos llegar al resultado razonando de la siguiente forma; 

Como el número total de alumnos que deben estar en el grupo es 42, el número de 
alumnas más el número de alunmos debe ser 42, esto lo podemos indicar con la ecuación 
x +17 = 42. 

Pero notarás que para que la igualdad anterior se cumpla la x debe ser igual a __ y por 
lo tanto este valor de x será la solución de la ecuación; la cual se obtiene restando 17 de 42, 
por lo que podemos escribir 

42-17=25. 
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Como consecuencia de lo anterior se deduce lo siguiente: 

a) Son equivalentes las expresiones: 

17 + 25 ~ 42, 25 ~ 42 - 17 Y 17~42-25 

Y por lo consiguiente 17 + x ~ 42 Y x~42-17 

a. La resta se puede interpretar como WlR suma en la cual se desconoce un sumando, 
por ejemplo, 7 - 3 ~ x significa encontrar el sumando x que sumado con 3 da 7, es 
decir 7 - 3 ~ x equivale a 7~+ 3, es por esto que: 

La Resta o Sustracción es la operación que se utiliza para encontrar un sumando 
desconocido cuando la suma o total y un sumando son conocidos, a-b es un 
número c, tal que a = c + b. 

e) Notarás que existen ecuaciones como x +5 ~ 2 para las cuales no hay 
solución en los números naturales y por lo tanto para su equivalente 
x ~·2 - 5 tampoco. 

Interpreta el significado de las siguientes restas : 

a) 
b) 
e) 

7 - 2 ~ 5 
9 - 6 ~ 
8- 3 

Resuelve las ecuaciones. 

a) x + 9 ~ 12 
b)17-m~4 

ya que 7~5+2 
yaque9~_+_ 

ya que 3 + 

Observemos a(¡uf la comodidad de haber incluido el cero a los números 
naturales. En esta parte DO habriamos podido resolver ecuaciones COmo la 
siguieDte K +7~7, 6 K~ 7-7 

Resolver para: 

a) 
b) 
e) 

·c, 
T, 
Y 

si 
si 
si 
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DIVISIÓN CON RESIDUO CERO. 

2.· Un ama de casa le dió a su hijo $20.00 para jabón en polvo. Si cada bolsa de jabón 
cuesta 55.00. ¿Cuántas de ellas podrá comprar, con esa cantidad? 

Respuesta: ____________ _ 

Tu respuesta la puedes verificar analizando los siguientes procedimientos: 

1. ' Una forma de llegar al resultado sería calculando los costos por una, dos, ... 
etc. bolsas hasta llegar a la cantidad de dinero disponible, es decir: 

Una bolsa cuesta S 5.00 
bolsas cucstan $10.00 
bolsas cuestan $. ___ _ 
bolsas cucstan $, ___ _ 

2. Si sabemos que para calcular la cantidad a pagar de cualquier número de 
bolsas de jabón tenemos que multiplicar el costo de cada UDa por el número de ellas, 
(por ejemplo, para calcular el costo de tres multiplicamos 5 por 3 y obtenemos 15, es 
decir 5(3)=15), entonces para obtener el costo de "~" (cantidad desconocida) bols.s 
multiplicamos __ por __ para obtener en este caso 520.00, es decir Sx=20 pero 
Dotarás que para que esta igualdad se cumpla la S debe ser igual a __ y por lo 
tanto este valor de ~ será solución de la ecuación. 

Otra forma de obtener esta respuesta es dividiendo __ entre __ por lo que 
podemos decir: 

20=4ó20+5=4 
5 

Como consecuencia de lo anterior se puede deducir lo siguiente: 

a) Son equivalentes las expresiones: 

5(4)=20, 4=20 Y 
5 

5 = Ml, y también 
4 

5. = 20 con, = Ml" por lo que x = 4 
5 
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b) La división (siempre que el divisor sea diferente de cero) se puede interpretar 
romo 
una multiplicación en la cual se desconoce un fador, por ejemplo!'; significa encontrar el 
factor x, que multipliatdo por 3 dé 12; es decir, si 2L::: X entonces 12 = 31:, es por esto 
que: 3 

La divW6n es la openclóD que se utiliza pan encontnr un fador desconocido cnando el' 
producto y un ratlor Ion oonocldoa; eslo es, li a y b son nl\meroa y b __ O, entonoes a + b es' 
DO n6meru o tal que a=bc:. _ __o _ " "~. _. , ... 

e) Notarás que existen ecuaciones como 3x=S para las cuales DO hay solución en 
los números Duturales y por lo consiguiente para su equivalente 1 == S + 3, (1 = _5_ ) 
lampoco. 3 

Es por ello que al definir la división con números naturales se indica la condición de que la 
división sea de residuo igual a cero. 

BJERCl:CIOS. 
• o.' -_ ••• '''''''-'1 

Completa las siguientes deducciones: 

a) l = x significa 7 =7< y entonces x=l 
7 

b) .2... = x significa y entonces x= 
1 

e) ~ = x significa y entonces x= 
9 

d) --.L = x significa y entonces x= 
O 

e) ~ = x significa y entonces x-
O 

Resuelve las siguientes ecuaciones, despejar: 

a) 7x=49 d) f. en 

b) ~=9 
8 

e) l, en 
d 

v= 

e) 35 =7 f) r. en w=ert 

x 
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DIVISIÓN CON RESIDUO DIFERENTE DE CERO. 

1.- Un ama de casa le dio a su hijo $20.00 para comprar atún. ¿Cuál es el máximo número 
de latas que pudo comprar si estaban en oferta con un costo de $3.00 cada una? 

Respuesta: ______________ _ 

Tu respuesta la puedes verificar analizando los siguientes procedimientos: 

1.- Una forma de llegar al resultado sería calculando los costos por un~ 
dos, ... ,etc. latas hasta llegar a la cantidad de dinero disponible, es decir: 

Una lata cuesta $ 3.00 

latas cuestan $ 6.00 

latas cuestan 

latas cuestan 

latas cuestan 

latas cuestan 

2.- Si procedemos como el caso de la división exacta entonces para obtener 
el costo de "x" latas multiplicamos 3(costo de cada lata) por x (número 
desconocido de latas) para obtener en este caso $20.00, es decir 3x = 20; pero 
notarás que esta ecuación no tiene solución en el sistema de los números naturales, 
ya que no existe ningún número natural que multiplicado por 3 dé 20 Y por lo tanto 
para estos casos se considera la ecuación 20 = 3x + r cuya solución correcta es x 
= 6 Y r = 2 como tal vez lo constataste al dividir 20 (dividendo) entre 3 (divisor) 
para obtener 6 (cociente) y dos como residuo con lo cual se comprueba que 20 = 
3(6)+2. 

En general para casos así se sugiere resolver la ecuación 20=3x+r la cual 
tiene muchas soluciones; una de ellas sería x = 4 Y r = 8 pero en el problema 
anterior se observa que el número de pesos que sobran es mayor a tres, y con él 
($8.00) compraríamos dos latas más de atún; es decir, no sería máxima la cantidad 
de latas compradas con $20.00, es por ello que en una división el residuo siempre 
debe ser menor que el divisor, lo cual también asegura una solución única; de 
donde: 

La división con residuo _a_, con b :# O es la operación que se utiliza para 
encontrar dos números e y r b (cociente y residuo) tales que a = be + r, 
siempre y cuando r sea menor que b (r < b). 
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RAÍZ CUADRADA 

Si el área de un cuadrado es 81 rol, ¿cuánto mide cada lado? 
Respuesta: ______________ _ 

Completa las columnas siguientes hasta llegar a la respuesta. 

Lado Área 

2 4 

3 9 

4 

5 

36 

49 

También podemos llegar al resultado razonando de la forma siguiente: 

Como el área es 81 m2 y se obtiene multiplicando lado por lado, esto lo podemos indicar 
con la ecuación 
L L = 81, o sea, L' = 81, pero notarás que para que la igualdad se cumpla, L debe ser igual a 
___ -;--:- y por lo tanto ese valor de L será la solución de la ecuación; la cual se obtiene 
extrayendo la raíz cuadrada de 81, por lo que podemos escribir 

L=,;81=9 

Como resultado de lo anterior deducimos lo siguiente: 

a) Son equivalentes las expresiones: 

9' =81 Y 9=~-i 
Y por consiguiente 

L' = 81 Y L = ,[81 
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b) La raíz cuadrada de un número K. se puede interpretar como encontrar un número cuyo 
cuadrado es K. por ejemplo. raiz cuadrada de 49 significa encontrar un número x que elevado al 
cuadrudo de 49. es decir: 
J49 = x equivale a 49 = x'. es por esto que: 

La raíz cuadrada es la operación que se utiliza para encontrar un número que multiplicado por si 
mismo de cómo resultado un número conocido; es decir,.ra es un número b tal que b' = a 

e) Notar que en los números naturales no existen raíces cuadradas de números diferentes a 
cuadrados. por ejemplo: 

JT. no tiene solución en los números naturales puesto que ninguno de estos números 
elevado al cuadrado es 3. 

m. si tiene solución, puesto que existe el número natural 5 cuyo cuadrado es 25. 

EJERCICIOS 

loterpretB el significado de las siguientes rafees: 

a) \'25 5 ya que 25 = ( 5 )' 

b) ,9 = ya que = ( )' 

el , ya que 100 = )' 

Resuelve las «uaciones: 

a) a' = 169 

h) m' = 1 

e) ,(y = 6 

ResoJ\'er para: 

a) b. si b' = k 

b) m. si ,,'m = T 

e) .-!L.sib'-3=K 
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3.- Todos los refrescos de un almacén pueden acomodarse en cajas con 4 sin que sobren 
ni falten; tampoco sobrarían ni faltarían si se acomodaran en cajas con 6, o en cajas con 8. 

al Descubre dicha cantidad si se sabe está entre 220 y 250; 

b) ¿Cuál es el mínimo de refrescos con el que se pueden llenar cajas de 4, 6 u 8 sin 
que sobren ni falten? 

Las siguientes sugerencias pueden ayudar a encontrar las respuestas. 

a) Dado que todos los refrescos se pueden acomodar en cajas de 4, entonces dicha 
cantidad deberá estar entre los números: 

4. 8 12. -' ••• , 216, 220, -' -' -' -' -'--

También se sabe que los podemos acomodar en cajas de 6, por lo cual la respuesta debe 
ser alguno de los números: 

6. 12. _, ••• , 216, 222, -' -' -' -' -' 

Lo mismo podemos hacer si llenamos cajas con 8, de donde el número buscado está entre 
los siguientes: 

-'-'-' •••• 216. 224. -' -' -' -' 

Como la cantidad buscada se encuentra entre 220 y 250. ella debe ser __ o 

Por lo anterior podemos observar que algunas cantidades con las que se pueden llenar 
cajas de 4,6 u 8 refrescos sin que sobren o falten son: 

240. 216 ••••• 120. 96. -'-' y 

De donde puede observarse que la manera de ocupar menos cajas es llenarlas con __ 
refrescos. 

Seguramente descubriste que la respuesta en a). es 240; yen b), 24. 
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4.- Un empleado quiere acomodar 120 refrescos de toronja, 80 de naranja y 16 de limón 
en cajas que contengan igual cantidad y el mismo sabor. 

a) ¿De qué fonnas lo puede hacer para que no sobren ni falten refrescos? 

b) ¿De qué manera ocupa menos cajas? 

Un camino para llegar a la respuesta sería contestando y meditando las siguientes 
cuestiones: 

Notar que para que no halla sobrantes ni faltantes; 

los 16 refrescos de limón se pueden acomodar en 2 cajas de 8, ó en 4 de 4, ó en 1 de 16, 
es decir, en cajas de 1,2,4,8 Y 16 

Análogamente: 

Los 80 refrescos de naranja se pueden acomodar en cajas de •• 2, 4. _, _' -' _' 
_,_y_o 

Los 120 refrescos de toronja se pueden acomodar en cajas de 1.2. _' _' -' _' 

-'-'-'--'--'--'-'-'-Y-' 

Por lo anterior podrés observar que una posibilidad de acomodar todos los refrescos 
(limón, naranja y toronja) si que sobren ni falten y con el mismo sabor, es en cajas con 4. 

De manera semejante podrás ver que las otras posibilidades son: _' _ y_. 

De acuerdo con las posibilidades, la forma de ocupar menos cajas es llenarlas con __ 
refrescos. 

El Mínimo Común Múltiplo (MCM) y el Máximo Común Divisor (MCD) son dos 
cantidades que no solo sirven para resolver problemas como los anteriores, también facilitan en 
gran medida los cálculos con fracciones. 

Existen diversas maneras de obtener estos números y una de ellas es a través de la 
factorizaci6n en primos, la cual requiere recordar los conceptos de múltiplo, divisor 6 factor y los 
criterios de divisibilidad. 

Todos estos aspectos se describen brevemente a continuación. 

Notar que las respuestyas a los incisos a), y b) son (l,2,4,8), Y (8) 
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--- -----

NÚMEROS PRIMOS 

Ideas o conceptos de: múltiplo, divisor, factor y divisibilidad. 

En las secciones anteriores vimos que hay divisiones con residuos diferentes de cero 

• 
como .r2f la cual se puede expresar en la forma 20 = 3(6)+2 

• 
y divisiones exactas con residuo igua1 a cero como 6 r2f la cua1 equivale a 20 = 5(4), 

cuando esto último ocurre se acostumbra decir que 5 es divisor o factor de 20; por otra parte se 
dice que 20 es múltiplo de 5. Por ejemplo, como 12 = 3(4) se dice que 3 y 4 son divisores o 
factores de 12 y, que 12 es múltiplo de 3 al igual que múltiplo de 4. 

UtiIizando esta. ideas podemos completar las siguientes afirmaciones: 

a) 40 es divisible entre 8, ya que existe el número natural __ único tal que 40=(8)( ). 

b) 42 es divisible entre __ ' ya que existe el número natural 7 único tal que 
42=( )( ). 

e) Cualquier número natural m es divisible entre l. ya que existe el número natural 
__ único tal que ___________ _ 

d) Cualquier número natural m es divisible entre si mismo, ya que existe el número 
natural único tal que ________ _ 

La propiedad distributiva puede ser útil en algunos casos para investigar divisibilidad, 
por ejemplo: 

La suma 35 + 50 puede expresarse como 

5(7) + 5(10) = 5(7 + lO) por lo cual 

35,50 y 85 = 35 + 50, son divisibles entre 5. 
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En general decimos que la suma de dos o más números es divisible entre otro número si 
lo es cada uno de sus sumandos. 

Sin realizar la división, completa las siguientes afinnaciones para hacer ver que las 
cantidades son divisibles entre 5: 

a) 7(15) = 7(3)(5) por lo cual[ 7(15)] es divisible entre 5 

b) 9(10) = 

e) 3(10)' = 

d) 7(20) + 3(15) = 

e) 1(10)3 - 3(10)2 = 

f) 6(10)3 + (10)2 + 6(10) 

Escribe las siguientes cantidades como producto (factoriza) igual que en el ejercicio 
anterior, para hacer ver que son divisibles entre 3 y entre 9 

a) 9999 = 9(1111) = 3(3)(1111) 

b) 7(99) 

e) 9 + 999 

d) (999) - 4(9) 

e) [9(9) + 8(99) + 7(999)] + [9 + 8 + 7] 

Contesta por qué cualquier número con cero unidades es divisible entre: 

a) lO 

b) 2 Y 5 

La forma más general para investigar cuándo un número dado es divisible entre otro es 
efectuar la división y ver que el residuo es cero. 

En algunos casos para no efectuar la división se utilizan los llamados criterios de 
divisibilidad los cuales se muestran a continuación con ejemplos 
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DIVISIBILIDAD ENTRE 2 Y ENTRE S 

Todo número cuya cifra de las unidades sea par (con terminación: 0,2,4,6 y 8), es divisible 
entre 2. 

EJEMPLO.- El número 72498, la cifra de las unidades (8), es par, por lo tanto, es divisible 
entre 2. -

Esto lo podemos observar si dicho número lo descomponemos de la siguiente fanna: 
72498 = 72490 + 8 = 10(7249) + 8 = 2(5)(7249) + 2(4) = 2 [5(7249) + 4] 

Ahora realicemos el mismo proceso, pero con un número cuya cifra de las unidades sea 
impar. es decir: 

5784~ = 57840 + 3 = 10(5784) + 3 = 2(5)(5784) + 3 

En esta suma se observa, que el primer sumando es divisible entre 2, mientras que en el 
segundo no, por 10 cual el número 57843 no es divisible entre 2. 

Todo número cuya cifra de la. unidades sea cero o cinco (con terminación: O ó S), e. 
divisible entre S. 

EJEMPLO.- El número 4395, tiene 5 unidades, es decir termina en cinco, por 10 tanto e, 
divisible entre 5. --

¿Podrías justificar el criterio anterior, tal y como .se procedió en el caso de la 
divisibilidad entre 2? 
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DIVISIBILIDAD ENTRE 3 Y ENTRE 9 

Todo número cuya suma de sus dígitos (los que forman su numeral) sea múltiplo de 3, es 
divisible entre 3. 

EJEMPLO.' El número 5634 es divisible entre 3, ya que 

5 + 6 + 3 + 4 ~ 18 
Y 18 es múltiplo de 3. 

Una razón que explica lo anterior es que. de la expresión: 

5(1000) + 6(100) + 3(10) + 4(1) 
puede notarse que: 

a) 

b) 

10 
100 

1000 

9 
99 

999 

se puede escribir como 
se puede escribir como 
se puede escribir como 

se puede escribir como 
se puede escribir como 
se puede escribir como 

9+1 
99 + 1 

999 + 1, etc. 

3(3) 
3(33) 
3(333), etc. 

Aplicando las propiedades Distributiva y Asociativa, tendremos: 

5(999 + 1) + 6(99 + 1) + 3(9 + 1) + 4(1) ~ 

~ 5[3(333) + 1] + 6[3(33) + 1] + 3[3(3) + 1] + 4(1) ~ 

~ 5(3)(333) + 5 + 6(3)(33) + 6 + 3(3)(3) + 3 + 4(1) ~ 

~ [5(3)(333) + 6(3)(33) + 3(3)(3)] + [5 + 6 + 3 + 4] 

De donde puede notarse, que todos los ténninos del primer sumando son divisibles entre 
tres y que para que todo el numeral sea divisible entre este número, es necesario que también sea 
divisible entre tres el sumando [5 + 6 + 3 + 4], o se que: 

~ [5(3)(333) + 6(3)(33) + 3(3)(3)] + 3(6), es decir: 
3 [5(333) + 6(33) + 3(3) + 6], por lo cual dicho número es divisible entre 3. 

Todo número cuya suma de sus digitos (los que forman su numeral) sea múltiplo de 9, es 
divisible entre 9. 
EJEMPLO.- El número76 I 58 es divisible entre 9, ya que 

7 + 6 + I + 5 + 8 ~ 27 
y 27 es múltiplo de 9 

¿Podrías justificar el criterio de divisibilidad entre 9, procediendo de la misma forma que 
como se hizo para el 3? 
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DIVISIBILIDAD ENTRE 7 

Un número es divisible entre 7, si la diferencia entre el número que resulta de cancelar la 
cifra de las unidades y el doble de la misma, es múltiplo de 7. 

EJEMPLO.- El número 56868 es divisible entre 7, ya que 5670 [resultado de 5686-2(8)]. es 
divisible entre 7, puesto que el cociente 5670 -:- 7 tiene residuo cero, o bien para no realizar la 
división repetimos el mismo criterio sucesivamente hasta llegar a un múltiplo de 7 conocido, es 
decir, 5670 es divisible entre 7, ya que 567 [resultado de 567 - 2 (O)] también lo es y por lo tanto 
567 es divisible entre 7 porque 42 [resultado de les divisible entre 7. 

Una razón que explica lo anterior es que, de la expresión: 

5(10)' +6(10)3 +8(10)' +6(10)' +8 
Puede Dotarse que siempre que aumentamos en ella veinte veces el número de unidades que 
tenga, habrá veintiún veces esta cantidad, o sea un múltiplo de 7. con lo cual dicha expresión 
quedará como sigue: 

5(10)' +6(10)' + 8(10)' + 6(10)' -;¡Q(8)+ 2lll8)+8 

5(10)' +6(10)' + 8(10)' + 6(10)' - 2(lOX8) + 21(8) 

y sí asociamos y factorizamos de_manera que el último ténnino quede como factor de 7, 
tendremos: 

10[5(10)' +6(10)' +8(10)' +6-2(8)1+7(3)(8) 

De donde puede notarse que, para que dicho número sea múltiplo de 7 se necesitaría que 
la expresión 5(10)' + 6(10)' + 8(10)' + 6 • 2(8), o sea el número que resulta de la diferencia 
5686 - 2(8) ~ 5670 lo sea. 

Ahora repetimos el mismo proceso para el número, 5670, es decir: 

5(10)3 + 6(10)' + 7(10)' + O ~ 

~ 5(10)3 + 6(10)' + 7(10)' - 20(0) + 20(0) + O ~ 

~ 5(10)' + 6(10)' + 7(10)' - 2(10)(0) + 21(0) ~ 

~ 10[5(10)' + 6(10) + 7 - 2(0)] + 3(7)(0) 

De donde podemos ver que el sumand~ 3(7)(0), es el múltiplo de 7: y entonces para que todo el 
número sea múltiplo de 7, se necesltana que tambIén lo fuera el numero [5(10) +6(10)+7·2(0)], 
o sea 567 - 2(0) ~ 567, y así sucesivamente hasta llegar al número 42. 
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DIVISIBILIDAD ENTRE 11 

Un número es divisible entre 11, si la diferencia entre el número que resulta de cancelar la 
cifra de las unidades y las unidades, es múltiplo de 11. 

EJEMPLO.· El número 26367 es divisible entre 11, si el número que resulta de la diferencia: 
2636 -7 = 2629, también lo es. 

Ahora volvamos a aplicar el mismo criterio al número 2629 para ver si es divisible entre 
tI,osea: 

2629, es divisible entre 11, si lo es el número: 
262 - 9 = 253, Y por consiguiente 
253, divisible entre 11, si lo es el número: 
25-3=22. 

Como 22 es divisible entre 11, entonces también lo son: 253, 2629 Y 26367, de donde 
26367 es divisible entre II 

¿Podrías justificar la división entre 11, procediendo de la misma fOffila que como se hizo 
para el 7? 

Tomando en cuenta la divisibilidad, los números naturales mayores que uno se pueden 
clasificar en: 

a) Números primos (los que sólo son divisibles entre I y él mismo) 

b) Números compuestos (los que tienen más de dos divisores distintos) 

De acuerdo con lo anterior, completa las afirmaciones incompletas: 

a) 9 es número compuesto porque sus divisores son 1, 3 Y 9 

b) 15 es un número porque sus divisores son 

e) 1 1 es un número porque sus divisores son 

d) 2 es un número porque sus divisores son 

e) 39 es un número porque sus divisores son 

68 



DESCOMPOSICIÓN EN FACTORES PRIMOS 

El teorema fundamental de la aritmética indica, que cualquier número compuesto se 
puede expresar como producto de números primos. 

Hay distintos métodos para encontrar la descomposición de un número compuesto en 
sus factores primos; por ejemplo, si se quiere hacer la descomposición de 90, se factoriza 
sucesivamente hasta obtener únicamente factores primos, es decir: 

90 = 9(10) = 3(3)(2)(5) = 3'(2)(5) 

Otra forma de encontrar la descomposición en factores primos de cualquier número es 
utilizando los criterios de divisibilidad hasta donde sea posible, por ejemplo, para encontrar los 
factores primos del número 90, disponemos del siguiente diagrama: 

En la columna de la izquierda escribimos 90 y en la de la derecha el primer factor primo 
que tenga 90 (en este caso y utilizando los criterios de di~isibilidad comenzando por 2, vemos 
que 90 es divisible entre 2 y por lo tanto 2 es su primer factor) 

a) 

Debajo de 90 escribimos su otro factor (en este caso 45) 

b) 8°1 2 
45 

Ahora volveremos a empezar el proceso pero con 45, es decir, en la columna de la 
derecha escribimos el primer factor primo que tenga 45, (en este caso 2 no es factor de 
45 y 3 si lo es), de donde: 

e) 8°1
2 

45 3 
lS 

Así sucesivamente continuamos hasta llegar en la columna de la izquierda a uno. 

d) 
80 2 
45 3 
15 3 
55 
1 

Finalmente con referencia al diagrama expresamos: 

90 = 2(3)' (5) 
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------------

MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO y MixIMO COMÚN DIVISOR 

Existen problemas en los cuales necesitamos conocer los divisores (factores) o múltiplos 
comunes de dos o más números. Especialmente, los que con más frecuencia utilizamos es el 
MCM y el MCD, por ejemplo: 

1. Supón que se tienen 2 tanques con 60 y 45 litros de pintura blanca y azul, se desea 
envasarlos en botes de manera que cada bote lleve la misma cantidad respectivamente y el 
mismo color. ¿De qué capacidad serán los botes para tener el mínimo de ellos sin que sobre ni 
falte pintura? 

Respuesta: ________ _ 

Relaciona las condiciones del problema con el diagrama, llena los espacios vacíos y 
contesta las preguntas para verificar o encontrar la respuesta. 
(Notar que éon el tanque de 60 L. podemos llenar botes de 12 L. Y no sobra ni falta pintura y los 
mismo sucederá si 10 hiciéramos con botes de 3 L. etc. 

1 2 :ti 4 • ( ) 1. 12 15 ( 

I I I I I I I I I 
I I I I I I , , ( ) • 

Ya babrás notado que: 

a) Los números: 1,2,3,4,5,( ),10,12,15,( ), y 60, son divisores de ____ _ 

b) Los números: 1,3,( ),9,15y45son ____ de ___ _ 

e) Los números: 1,( ), y 15 son divisores comunes de ___ y de ___ ; por 10 tanto 
el mayor de los divisores comunes es ; es decir 15. 

Al mayor de los dh'isores comunes de dos o más números se le llama Máximo Común 
Divisor. 

Algunas fonnas de obtener el MeO se muestran enseguida: 

a) Primero se listan los divisores de cada número, luego los divisores comunes y de estos 
últimos se saca el MCD, por ejemplo, obtener el MCD de 18 y 30 

Divisores de 18 : 1,2,3,6,9,18 
Divisores de 30: 1,2,3,5,6,10,15,30 
Divisores comunes de 18 y 30 : ____________ _ 
EIMCDde18y30es: __________________________ _ 
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b) Primero se listan los divisores primos de cada número, luego los divisores primos 
comunes y al multiplicarlos se obtiene el MeO. 

Divisores Primos de 18 : 2(3)(3) 

Divisores Primos de 30 : 2(3)(5) 

Divisores Primos Comunes de 18 y 30 : 2 y 3 

[ El MCD de dos números a y b, se denota como (a,b)]. 

Esto puede entenderse si notamos que al fonnar los productos combinadós de los 
divisores primos de cualquier número se obtienen todos sus divisores mayores que uno incluidos 
los primos, por ejemplo, los divisores primos de 18 son: 2, 3 y 3, de sus productos combinados 
2(3),3(3) Y 2(3)(3) obtenemos sus divisores no primos 6, 9 Y 18 por lo tanto para obtener MCD 
de dos números bastará con fonnar el producto de sus divisores primos comunes 

2. Supongamos que Jorge y Norberto llevan agua de un depósito para otro. 

Jorge tarda 20 segundos en cada viaje y Norberto 15. Si los dos salen al mismo tiempo y 
mantienen una velocidad constante, ¿a qué hora volverán a coincidir en la salida? 

Respuesta: ____ _ 

Para comprobar tu respuesta llena los espacios vacíos del diagrama y de las afinnaciones 
incompletas: 
(Fijarse que, 20, 40, 60, ... es el tiempo que tarda Jorge en hacer 1, 2, 3, ... viajes) 

o ZD ... ca e )11111)1111<1 

.... ..,. I I I I I I I I I I I I 
"-"'0 I I I I I I I I I I I I 

• ,,, 3D "" 1I1()()(II)11 

Notar que: 

60, ___ , • • ... , son múltiplos comunes de: ___ y ___ ' y 
que: ___ es el mínimo de ellos; o sea que el menor de ellos es 60. 

Al menor múltiplo común diferente de cero, de dos ó más números se le llama Mínimo 
Común Múltiplo. 

(El MCM de dos números a y b, se denota como [a y b]) 
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Algunas formas de obtener el M.C.M. se muestran en seguida: 

a) Se comienza por listar los primeros múltiplos de cada número. luego sus primeros 
múltiplos comunes, y de estos últimos se saca el MCM. 

Múltiplos de 8: 8, 16,24,32,40,48,56,64,72,80, .. . 

Múltiplos de 12: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84,96, 108, .. . 

Múltiplos comunes de 8 y 12: _________________ _ 

El M.C.M. de 8 y 12, es: ____ _ 

b) En algunos casos quizás sea más fácil listar los múltiplos del mayor número, hasta 
obtener el que también sea múltiplo de los restantes. por ejemplo. ootener el 
M.C.M. de 4, 9 Y 6. 

Múltiplos de 9: 9, 18, 27, 36 

El M.C.M. de 4, 9 Y 6, es: 36. 

e) Otra forma es multiplicando las potencias más altas de todos los factores diferentes 
que aparecen en la factorización en primos de los números dados. por ejemplo. 
para obtener el M.C.M. de 20 y 75, primero descomponemos en factores primos 
los números: 

Descomposición en factores primos de 20: 2(2)(5) = 2'(5) 

Descomposición en factores primos de 75: 3(5)(5) = 3(5)' 

Las potencias más altas de cada uno de los factores que aparecen en la descomposición 
son: 2', 3 y 5' 

El MCM de 20 y 75 es: 2'(3)(5') = 4(3)(25) = 300 

Este procedimiento puede ser entendible, si el MCM se obtiene listando los múltiplos del 
número mayor (expresado en factores primos) hasta obtener el que también sea múltiplo 
del número menor (también expresado en factores primos). es decir: 

Factores primos de 20:2(2)(5). 

Factores primos de 75:3(5)(5). 
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Los múltiplos del número mayor [ (75), Ó (3) (5) (5) 1 , son: 

a) (3) (5) (5) (O)~ O 

(El número cero no puede ser el inicio, ya que dicho número debe ser múltiplo común 
diferente de cero). 

b) (3) (5) (5) (2) 

(Tampoco puede ser, pues le falta un 2 para.ser múltiplo de 20) 

e) (3)(5) (5)(3) 

(No es múltiplo de 20) 

d) (3) (5) (5) (4) ~ (3) (5) (5) (2) (2) 

Si es, ya que contiene tanto los múltiplos de 20 como los de 75, y además es el minimo, porque si 
eliminamos alguno de los factores, ya no resulta ser múltiplo de alguno de los números, de donde 
el MCM de 20 y 75 es 3 (S)' (2)'. 

Otras formas importantes de calcular el MCD ( a, b ) y el MCM [ a, b 1 de dos números enteros 
a y b diferentes de cero son: 

a) Aplicando el algoritmo de Euclides que dice: Si a = bg + r, entonces los divisores comWlCS 
de a y b son los mismos que los de b y r. 

Por ejemplo, el MCD. de 20 y 75 es 5, (último residuo diferente de cero), ya que: 

75~20(3)+I5 

20~ 15(1)+5 

15 ~ 5 (3) + O 

3 
20)75 

15 

15~ 
5 

3 
5~ 

O 

b) Aplicando el teorema [a,b] ~ I a.bl es decir, multiplicando los números y dividiendo su 
producto entre el MCD. (a,b) 

Por ejemplo el MCM de 20 y 75, es 300, ya que: 

[20 751 20 ( 75 ) 
, (20,75 ) 

1500 =300 
5 
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LEYES DE EXPONENTES PARA NATURALES. 

Ya habíamos dicho que para abreviar aquellos productos de factores iguales como 
10(10)(10) escribimos (10)'- En general a" = aaa ... a, (hasta n factores), si n es número natural. 

Algunas consecuencias que se derivan de esta notación son las leyes de exponentes. 

Completa las siguientes expresiones para recordar dichas leyes cuando ro y n son 
números naturales 

1.- aD aDl = am
+

D Producto de potencias 8'(8)'=8''< '=8'), 

De igual base puesto que 

8' (8)' = 8 (8) (8) [ 8 (8) (8) (8) ] 
, 

[7(4)]' = 7'( ), ) 

2.- (ab)" = a"b" Potencia de 
[7 (4) ]'= [7(4)] [7 (4)] Un producto 
[7 (4)] = [7(4)][7 (4)] 
= 7 (7) ~7)(7)(7) (4)(4) (4) (4) (4)': 
=7'(4) 

3.- (am)" = amn Potencia de una potencia [9'l'~'( , ~( ) 

[9']'=(9') (9') (9'~6 

4.-

(H =:: Potencia de un cociente (2)' =~ 9 9() 

b;<O 
(1 )'= 1 ( 1) =J:H:i-1' 9 9 9 -9' 

m-' Cociente de potencias ~ =7'-( ) = 7( ) a 
7' 5.- sim>n de igu.l base 
7' 
-=1 

1 7' .m 
siro=n -= 7' 1 1 a' 

7' = 7'" =p 1 ---
a"-.... sim<n 

a;é{) 
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SUMll 

Sí en una empresa las ventas en miles de pesos se representan con números enteros 
positivos y los gastos con negativos, entonces para obtener el estado de pérdidas y ganancias 
(E.P.G.) en un tiempo determinado tendremos que sumar todas las ventas (cantidades positivas) 
con todos los gastos (cantidades negativas), por ejemplo, obtener el estado de pérdidas y 
ganancias de un negocio durante su primera semana de ejercicio, si realizó los siguientes 
movimientos: 

VENTAS GASTOS E.P.G. 

LUNES 5 -8 -3 
MARTES 3 ·7 4 

MIÉRCOLES 6 4 2 
JUEVES 9 ·1 8 

VIERNES ~ ....=L -=L-
25 -26 ·1 

Respuesta 

Tu respuesta la puedes verificar analizando el siguiente procedimiento. 

Al swnar las ventas con los gastos nos damos cuenta que, aplicando la 
propiedad asociativa el total de ventas es , por un lado y el total de 
gastos es por otro y que si sumamos estos totales obtenemos 

; es decir: ---

(5) + (3) +(6) +(9) + (2) + (-8) + (·7) + (4) + (·1) + (.6) = 
=5+3+6+9+2 ·8·7·4·1·6= 
=25 26 =.( 26 . 25) =-(1).=·1 

De lo anterior puede DOtarse que siempre que la cantidad que represente los gastos sea 
mayor a la de las ventas, la suma de ambas cantidades será negativa; y cuando suceda lo 
contrario, es decir, que la cantidad que represente los gastos sea menor a la de las ventas, la suma 
de ambas debe ser positiva. 
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Escribe y resuelve un ejemplo para el cual se cumpla cada una de las condiciones 
dadas: 

a) 

b) 

También habrás notado que: 

La Suma de todas las ventas (números positivos) da como resultado un número 
____ "yla 

suma de todos los gastos (números negativos) da como resultado un número ___ _ 
lo cual sugiere que: 

a) La suma de números positivos es _______ _ 

b) La suma de números negativos es ________ _ 

Notar que la columna E.P.G. se puede obtener realizando las sumas siguientes: 

a) (5) + (-8) = 5 - 8 =-3 

b) (3)+(-7)=3-7 

e) (6) + (-4) = = 

d) (9) + (-1) = 

e) (2)+(-6)= 

76 



LOS NÚMEROS ENTEROS 

Utiliza numerales para describir los siguientes enunciados. 

a) Ninguna inscripción en la UNAM 
b) Cinco grados bajo cero 
e) Mil quinientos pesos de utilidad 
d) Doscientos mil cuarenta pesos de pérdidas 
e) Nueve goles recibidos 
f) Dos mil cinco metros bajo el nivel del mar 
g) Número que sumado con 3 de 3 
h) Mil cuarenta pesos de ventas 
i) Número que sumado a 5 de cero 

(Observa que algunos enunciados se anotan con números positivos, y otros con 
negativo~ por ejemplo, en el inciso b), es -5; y en el h), 1040, etc.). 

En la secundaria estudiaste estos números, ¿Recuerdas cómo se llaman? 

Respuesta: ________________ _ 

Los números enteros Z = { .•• -3,-2,-1,O,1,2,3,4,. .. }, también se representan por puntos en la 
recta numérica. 

I 
-3 -2 -1 O 1 2 3 4 

Fueron utilizados en la India, en el siglo Vl1 de nuestra era, dando un significado de 
deudas a los números negativos y admitiendo soluciones negativas para las ecuaciones. En la 
actualidad el número cero y los enteros negativos junto con los naturales, nos penniten expresar 
magnitud y sentido u orientación al mismo tiempo, por ejemplo: las temperaturas sobre cero se 
describen con números positivos y bajo cero con negativos, los depósitos en el banco con 
números positivos y los retiros con negativos. de forma similar para goles a favor y goles en 
contra, yen situaciones semejantes. 

La introducción formal por José Peano (1858-1932) de estos números (siglo XIX) precisó 
el camino para resolver no solo ciertas ecuaciones sin solución en el sistema de los números 
naturales, sino que hizo posible restar de un número, otro igual o mayor que él, definiendo para 
ello nuevos números llamados, Enteros negativos y cero, resolviendo así problemáticas como las 
siguientes: 

7 + a ~ 7 Y b + 5 ~ 3 o sus equivalentes a ~ 7 - 7 Y b ~ 3 - 5, la primera se cumple para 
a = O (sí restamos un número entero positivo de sí mismo obtenemos el número cero) y la 
segunda para b = -2 (si en los enteros positivos restamos un número mayor de otro menor, 
obtenemos un número negativo que resulta de la diferencia de ellos, en este caso: 3 - 5 = -(5 - 3) 
~ - (2) ~·2 
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Por lo ya expuesto y recordando que la resta o diferencia es un número que sumado 
al sustraendo da como resultado el minuendo, podemos hacer, por ejemplo las siguientes 
deducciones: 

al 0-5 = -5 significa 0=-5+5 

bI0-7=-7 significa 0= -7 + 7 

el O - m = -m significa O=-m+m 

De donde, generalizando vemos que para cada número entero m existe otro número entero -m tal 
que -m+m=O. Al número -m se le llama el inverso aditivo de m. 

Por otro lado se define el orden entre estos números aclarando que un número "a" es 
menor que otro "b" (a < b), si el punto asociado a ese valor na" está situado a la izquierda del 
que le corresponde a "b" en la recta numérica; Por ejemplo, nótese que el punto p (-4) esta 
situado a la izquierda de q (-2) en la recta numérica y por lo tanto decimos que -4 es I11:enor que 
-2 y escribimos -4 < -2, o también se dice que -2 es mayor que -4 y escribimos -2>-4 
porque -2 esta representado a la derecha de -4 en la recta. 

La suma con estos números, al igual que con los naturales también puede interpretarse en 
la recta numérica utilizando desplazamientos, por ejemplo, (3) + (-7) = 3 - 7 puede pensarse 
como un movimiento de 3 unidades a partir del cero en el sentido positivo (hacia la derecha), 
seguido por un movimiento de 7 unidades en el sentido negativo (hacia la izquierda) partiendo 
desde 3. El punto final es -4, por ello se dice que (3) + (-7) = 3 - 7 = -4; tales movimientos 
pueden a su vez representarse usando flechas debajo de la recta numérica, apuntando en la 
dirección del movimiento y con una longitud igual al número de unidades implicadas en él, tal 
como se muestra en la figura siguiente: 

-4-4.J-2"'1a'2345 

1II111111111 
(1) " 

I , 17 
( -1) 

I 

( (J) + (-7) = -4 
I I I I 
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También se conviene en llamar valor absoluto de un número entero cualquiera "m" (se 
escribe como I mi), a la distancia entre el punto y el cero. 

Formalmente se indica con simbolos asi: 

Iml= -m.sim<O 

m, sim~O 

Ejemplos: 

ya que la distancia del punto que representa a 
_7_ y el que representa a cero, es 7. 

b) 1-71=-(-7)=7, ya que la distancia del punto que representa a y, 
el que representa cero, es ______ _ 

Finalmente las operaciones de suma y multiplicación se definieron de tal forma que 
coincidieran tanto resultados como propiedades que siguen los número naturales 
(cerradura, neutro multiplicativo, conmutatividad, asociatividad y distributividad), 
agregando además la de neutro (O + b = b) e inverso aditivo -DI + m = O ya descritos lineas 
arriba. 
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RESTA. 

Observa y completa en foona secuencial las siguientes expresiones y sus equivalentes: 

( 3 ) + ( ) = 6 equivale a 6 . ( ) 3 
( )+(2)= 5 equivale a - ( 2 ) 3 
(3)+(1)= __ equivale a 4 - ( 1 ) 
( 3 ) + ( ) = 3 equivale a 3 - ( ) 3 
( )+(-J)= 2 equivale a - (-1 ) 3 
( 3 ) + (-2) = __ equivale a 1 - (-2 ) 
( 3 ) + ( ) = O equivale a O -( ) 3 
( )+(-4)= equivale a - (-4 ) 3 
( )+( ) equivale a -2 - (-5 ) 
( )+( ) = equivale a -3 -( ) 3 

Tomando en cuenta lo anterior, completa las afirmaciones siguientes: 

En la colwnna de restas puedes ver en todos los casos. que para que el resultado sea .2 
habrá que sumar (en el sentido de la suma con números enteros ya explicado) al minuendo, el 
sustraendo con signo opuesto~ es decir, al minuendo, agregamos el inverso aditivo del sustraendo, 
por ejemplo. la resta 5 - (2) equivale a la suma 5-2, es deeir a 3; y la resta -1-(-4), equivale a la 
suma -1 + 4, o sea 3; esto indica que para restar un número de otro, primero eliminamos 
paréntesis. considerando que el sustraendo precedido de signo menos, significa inverso aditivo. y 
luego procedemos como en la swna, por ejemplo. 

a) 5-(2)=5-2=3 

b)-I-(-4)~-1 +4=3 

De acuerdo con las equivalencias, la resta es una operación que se utiliza para encontrar un 
sumando desconocido, cuando la suma y UDO de los lumandos son cODocldos. por ejemplo la 
... Ia (4) - (1)=( ) equivale a l. 8uma 4 = ( )+(1) Y por lo tanto se diu que (4) - (1)=(3) 

porque (4) = (3)" (1). 

Resuelve y justifica las siguientes TC:Stas: 

al (7) - (5) 
b) (2) - (-4) 
e) (-3) - (7) 
d) (5) - (5) 
e) (4) - (9) 
f) (-6) - (O) 
g) (O) - (-1) 
h)(-2) - (-2) 

( ) 
( ) 
( ) 
( ) 
( ) 
( ) 
( ) 
( ) 

ya que (7) = ( ) + (5) 
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MULTIPLICACIÓN 

Supón que de una tarjeta de crédito se retiran $3,000.00 para pagar la renta de un 
almacén. Si ahora hay $28,000.00 disponibles en la taIjeta y si cada mes paga la misma 
cantidad de renta, completa las siguientes afirmaciones: 

Después de seis meses la cantidad que habrá disponible en la taJjeta es, ____ o 

Sí denotamos los depósitos y los periodos de tiempo futuro con enteros positivos y los 
retiros y periodos de tiempo pasado con negativos. sabemos que para obtener dicha respuesta 
procedemos de la forma siguiente; 

(28,000) +[(-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000)] ~ 
(28,000) + [6(-3,000)] ~ 10,000 

Pero notarás que para que la suma de 28,000 con 6(-3,000) sea 10,000, se necesita que 6(-
3,000) sea igual a , 10 'cual sugiere que el producto de 2 números con signo opuesto 
sea . lo que también se confirma al aplicar las reglas de la suma a, 

(-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) 

Sí se sigue pagando cada mes la misma cantidad de renta. después de un afio, el saldo de 
la tarjeta será de , mas los intereses generados por el saldo negativo, 10 cual indica 
que dicha cantidad sea negativa, es decir ___ _ 

Comprueba tu respuesta, llenando los espacios vacíos del procedimiento numérico: 

(28,000) + [12( )] ~ (28,000) + ( ) ~ ( ) 

Como suponemos que siempre se ha pagado la misma cantidad de renta, entonces cuatro 
meses antes de ahora había en la tarjeta , de acuerdo con lo cual y utilizando el 
procedimiento Con números enteros deberemos tener: 

(28,000) + [-4 (-3,000)] ~ 40,000 

pero te darás cuenta que para que la suma de 28,000 con otro número sea 40,000. se necesita que 
ese otro número sea , el cual deberá ser resultado de -4 (-3,000), lo que finalmente 
sugiere que el producto de dos números negativos sea ___ _ 

81 



EJERCICIOS 

1.- Completa la tabla: 
(+)(+)~ ( ) 
(+)(-)~( ) 
(-)(-)~ ( ) 
(-)(+)~ ( ) 

2.-AI resolver operaciones combinadas, deberás tener en cuenta las propiedades 
Distributiva, Conmutativa y Asociativa, además de la regla de los signos para multiplicar, 
por ejemplo, 

-7 - (4-1) + (-2 + 5 -3) - (-9) + 6 ~ 
~-7-1(4-1)+ I (-2+5-3)-1 (-9)+6~ 
~ - 7 - 4 + I -2 + 5 - 3 + 9 + 6 ~ 
~-7-4-2 -3+1+5+9+6~-16+21~15 

3.- Finalmente es importante Dotar que, para multiplicar más de dos números, deberás 
aplicar además de las reglas de los signos la propiedad asociativa, por ejemplo, 

-3 (2)(-5) ~ [-3(2)] (-5) ~ ( )(-5) ~ 30 

3.- Resuelve las siguientes operaciones: 

a) -3(2)(-5) 

b) (-3)' 
e) (-2f 

d) -2(4y 
e) 7-(4-1 )+2(-3+5-1 )-(-9)+6(-3) 

4 - (-:-5) -1-2(-4) 
f) 

-2+(-1) 
k) -2(-3)-(-1) 

g) 
- (-3) + ·X':j j'-::-'¡(3)(-:-i:i) 

1) 
-2(3)+2(5) 

2(3) -8-3(-4) 

h) 4_(5)' -2(3)'+6( _2)' 

i) 2 (_3)'_(5) 

j) -5 - ( -1 +7 ) + 3 ( 2 - 6 + 4 ) - ( 2 ) -7 ( 2 - 4 + 6 ) 
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DIVISIÓN 

Observa y completa en forma secuencial las siguientes expresiones y sus 
equivalentes: 

a) (-3X )=(-12) equivale a ...:lL=( ) 
-3 

b) ( X 3 )=(-9) equivale a ....:..2.... = 3 
( ) 

e) (-3)( 2 )=( ) equivale a 2 
-3 

d) (-3)( )=(-3) equivale a ....:..L=( ) 
-3 

e) ()(O )=(0) equivale a _0_= O 

( ) 

f) (-3)( -1 ) = ( ) ~uivale a ( l -1 
-3 

g) (-3)( ) = ( ) equivale a ( l ) 
-3 

h) ()(-3)=( ) equivale a _9_= ( 

( ) 

i) ( )(-4 )=( ) equivale a ( l =( ) 
( ) 

j) (-3)( ) = ( ) equivale a ( l =( 
( ) 
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Tomando en cuenta los resultados anteriores contesta! 

En la columna de multiplicaciones: 

1.- Los productos van de menor a mayor. de tres en tres y desde, ___ -;- hasta ____ _ 
además los factores de la derceha van de mayor a menor desde, hasta ___ _ 

2,- Se eumple la regla de los signo. para la multiplieación, ya que: 

a) El producto de dos números con signo contrario es ____ _ 

b) El producto de dos números con signo igual es ____ _ 

3.- Si el producto es cero, entonces uno de los factores es ____ _ 

En la columna de divisiones: 

los cocientes van de mayor a menor desde __ -:-_ hasta _____ , mientras que 
los dividendos aumentan de tres en tres desde , hasta ____ _ 

La regla de los signos para la división es igual a la de la multiplicación, ya que como 
puedes ver. el cociente de números con signo opuesto es y el cociente de números 
con signo igual es ___ _ 

3_- De .cuerdo ton las equivalencias la división .. una operación que se utiliza para 
encontrar UD factor desconocido cuando el producto y UDO de los factores son conocidos, 

por ejemplo la división ~ = ( )_ 
-3 

Equivale al producto (-3)( 
porque -12 = ( ) ( ). 

) =-12y por lo tanlo se di .. que~ =4 
. -3 
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4.~ Resuelve y justifica las siguientes divisiones: 

a) --=l.L = ( ), porque - 15 = ( )( ) 
5 

b)_8_= ( ), porque -=( )( ) 
-1 

c)-=L= ( ), porque _. =( )( ) 
-6 

d)_O_= ( ), porque -=( )( ) 
4 

e)_-_I_= ( ), porque -=( )( ) 
1 

Notar, que no todos los cocientes entre estos números son enteros, por ejemplo: 

-15 ,no representa un entero, ya que no bay ninguno de eUos que multiplicado . 

4 

por 4 de 15_ 

En el sistema de los números racionales que se verá a continuaci6n, cualquier 
cociente entre ellos es número racional. 
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LEYES DE EXPONENTES PARA ENTEROS 

En esta parte extenderemos el significado de las potencias con exponentes enteros 
negativos y cero, para lo cual se requiere definir los símbolos aO y a-n de tal manera que las leyes 
con exponentes naturales sigan siendo válidas. 

Justificamos las definiciones suponiendo que las leyes se cumplen aunque los exponentes 
sean enteros negativos y cero. 

a) Como la primera ley se cumple aunque uno de los exponentes sea cero, 
tendremos: 

Por otro lado pensemos, ¿a qué debe ser igual 3° para que la expresión, 
aOa3 =a3 sea cierta?, o sea, ¿por qué número debemos multiplicar el número a3 

para obtener como resultado el mismo a3? 

Generalizando, aOan =an 
, se justifica que aO sea igual a ____ ' 

b) Como la primera ley se cumple aunque uno de los exponentes 
sea entero negativo, tendremos: 

), o se. ..'.' ~ 1, de donde por definición de 

división. 

_, 1 
a =) 

• 
con a.;t:O 

Generalizando, de a"" an = a( ) = ( 

_____ , con .,,0 
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Si suponemos que a 4 grupos de la escuela se les asignó 3 parcelas rectangulares iguales 
para dar mantenimiento a las áreas verdes, ¿qué parte le tocará a cada uno, si debe ser igual para 
todos? 

Respuesta: ________________ _ 

Descubre y comprueba tu propia respuesta completando las siguientes afinnaciones : 

1.- Como las 3 parcelas no alcanzan para asignar UDa completa a cada uno de 
los 4 grupos, entonces habrá que dividirlas en dos partes iguales, teniendo un total de 
.,--_-:-_ mitades para repartir, y por lo tanto a cada uno de los cuatro grupos les 
tocará mitades y sobraran ___ ---' 

Ilumina en los diagramas la parte que le corresponde a cada grupo y de paso 
confirma tus respuestas anotadas en este párrafo. 

2.- Ahora divide los mismos terr~nos en tres partes iguales cada una y obtendrás un 
total de tercios para hacer la repartición y entonces a cada grupo le 
corresponderá una máximo de tercios y sobrarán ____ ' 

Utiliza nuevamente los diagramas para verificar tus resultados. 
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3.- Si posteriormente realizas la división en cuartos, dispondrás de ___ _ 
cuartos para hacer la repartición y sobraran _____ ' 

Una vez más utiliza diagramas para verificar tus afirmaciones: 

4.- Si posteriormente se agregan a este trabajo 2 grupos más. ¿Qué parte se 
quitará a cada uno de los primeros 4 para que todos tengan igual área? 

toca a ellas? 

5.- Finalmente a cada uno de los 6 grupos les tocó ____ _ 

Al ir contestando las anteriores afinnaciones. habrás notado que: 

6.- Si dos terceras partes de cada grupo son mujeres. ¿Qué parte del trabajo les 

1.- Las se utilizan para representar parte o partes iguales 
de un todo tomado como unidad, siempre y cuando se pueda 
fraccionar. 

2.- Las se utilizan para expresar una división o cociente, 
ya que dividiendo 3 entre 4 se obtiene 3/4 coincidiendo con el 
resultado del problema. 

3.- Posteriormente se verá que las fracciones se utilizan para expresar 
o comparar razones. 
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EJERCICIOS SOBRE SIGNIFICADO DE FRACCIONES. 

1.- Escribe la fracción que representa el área iluminada. 

a) mm, , , 
, x 

b) 

mE, mE' ~ X I J: X X 
X X lt X 

e) 

1'1'1'1'1'1'1 
2.- Expresa con fracciones las áreas de las regiones $ombreadas A, B Y C. 

A 
e 

~ <€ "" B /" 
I""J E 

3.- Si el área del rectángulo mayor es 96m, ¿cuál será el área de las regiones: A, B, C, 
D,y E? 

4.- Ilumina 2/3 del área de cada terreno: 

a) b) e) 

5.- Si un padre heredo 7 terrenos de igual superficie a sus 4 hijos. ¿ Cuánto le toco a 
cada uno? 
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L " " 15 -30 os numeros racIonales Q {¡-" ¡; ,2, -1.5,.3 , ,-1, ... l, es decir, aquellos 

que se pu~dan escribir como cociente : • donde a y b son enteros y b ~ 0, surgen 

inicialmente con problemas de medición de objetos susceptibles de dividirse, por ejemplo. 
Cuando deseamos medir la longitud de un objeto, la mayoria de las veces su medida esta 
comprendida entre dos de sus múltiplos. por lo cual dicha medida se divide en "n" partes iguales 
(cada uoa es designada con el símbolo l/n). Si el objeto contiene exactamente "m" de ellas, su 
medida se denota con la fracción m/n. 

Hacia el afio 2000 a.C. los egipcios y babiloruos ya utilizaban fracciones. Las fracciones 
fueron utilizadas con ciertas reservas hasta el siglo XVII, a partir del cual se les considero como 
números racionales y en el mismo plano que a los números naturales. Para que tal suceso pudiera 
darse, previamente se precisaron definiciones para la adición, multiplicación y la igualdad entre 
estos números, con la finalidad de que al usarlos continuaran siendo validas las leyes 
fundamentales de la aritmética de los números naturales, y también para que al aplicarlos en 
problemas de tipo práctico no hubieran contradicciones. 

La introducción de estos números permitió. que todas' las ecuaciones ax=b, tuvieran 
como solución un número racional. 

Por ejemplo, la ecuación 5x=8, no tiene solución en el sistema de los números enteros, 
ya que ninguito de ellos multiplicado por 5 da 8; la misma ecuación tratada en el sistema de los 

números racionales tiene como solución.!. que también es uno de estos números, puesto que 
j 

cinco veces ocho quintos es cuarenta quintos, o sea ocho. 

Notar en particular que si 7x = 1, entonces x = 1/7 Y por lo tanto 7(117) = 1, 1/7 es 
llamado el inverso multiplicativo de 7 e inversamente 7 es el inverso multiplicativo de 1/7. 

Habrás notado hasta aquí que: 

a) Los números naturales y el cero son enteros. 
b) Los números enteros son mcionales, ya que, por ejemplo, cinco y cero se 
pueden expresar como: 5 = 10/2 = 5/1 Y O = 0/3 = 0/1 
e) El sistema de números inducido hasta este momento está formado por los 
números naturales, el cero, enteros negativos y las fracciones positivas y negativas, 
los cuales confonnan el sistema de los números racionales. 

Las operaciones de suma y multiplicación se definieron en los racionales de tal rorma 
que coincidieran resultados y propiedades que ya se tenian con los números enteros 
(cerradura, conmutatividad, asociatividad, neutro multiplicativo, neutro aditivo, inverso 
aditivo y distributividad) agregando además la del inverso multiplicativo, la cual indiea 
que para todo número racional a/b mayor que uno existe otro, bla tal que a/b [b/al = l. 

El inveno aditivo para cero no existe y para uno_es el mismo uno. 
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MULTIPLICACIÓN. 

Sí en un colegio los alumnos de cuarto semestre son ~ 
7 

del total, y si 3 
5 

de los de cuarto semestre se capacitan en computación. ¿Qué parte de todos los alumnos del 
Colegio son de cuarto semestre y pertenecen al área de computación? 

Respuesta: ________________ _ 

Sí describes correctamente las instrucciones que siguen podrás llegar a la respuesta y 
comprobar tu solución. 

Ira. IDstruccióD : Supongamos que el siguiente diagrama representa todos los 
alumnos del Colegio. 
Iluminemos dos de las siete partes iguales en que se dividió el 
diagrama 
La parte iluminada se representa con la fracción Ll , y puede 

( ) 
relacionarse con la parte que corresponde a los alumnos de ___ o 

I I I III I I 
3 

2da. IDstruccióD: Si remarcas 5 de la partes iluminada, te darás cuenta que dicha 

parte representa los alumnos de computación y de 40 semestre, 

La cual expresarnos con la fracción U 
( ) 

3ra.InstruccióD : Observando el diagrama construido y analizando la figura 

habrás notado que la parte iluminada 

significa 3 2 
-- de-
5 7 

L) 
( ) 

también 

Observa que el mismo resultado se puede obtener operando las fracciones ~ y ~ . 
¿Podrías indicar de que operación se trata? 7 5 
Este y otros ejemplos similares sugieren que el producto de dos fracciones se obtenga 

multiplicando numerado por nwnerador y denominador por denominador. 
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. ";.', EJERCICIOS· DE MDLTIPLICACIÓN., .~ . 

1.- Resolver los siguientes problemas: 

a) ¿Cuántos metros cuadrados de mosaico se necesitan para cubrir una sala 
rectangular que mide 4 1/3 m. por 3 1/4 m. ? (Recordar que 4 1/3 = 4 + 1/3 = 1213 + 1/3 = 13/3) 

b) Sí un atleta corre a una velocidad de 15 1/4 km. por hora, ¿qué distancia 
recorrerá en 1 1/2 hrs.? 

e) Sí 5117 partes del peso del latón es aluminio, entonces, ¿cuál será el peso en 
aluminio de una pieza de latón que pesa 12 1/2 kg.? 

d) Si suponemos que el crecimiento anual de la población del D.F. (indice 
demográfico) con respecto a la población del año anterior es de 2% y suponiendo que se 
mantendrá fijo, si a principio de 1998 había 15.5 millones de habitantes. ¿Cuántos habitantes 
habrá a principios de 1 999? . 2 
(A las fracciones cuyo denominador es cien, se les llama por ciento, P.E. 2% equivale a - ) 

100 

e) Si un artículo de $850.00 lo ofrecen con un descuento del 20%, entonces su 
costo es el 80% de $850.00; puesto que 850 menos el 20% de 850, equivale a : 

100(850)_~(850)=(100 _~ I(850) = 
100 100 100 lOO! 

~(850) = 0.8(850) = 680 
100 

2.- Escribe el inverso multiplicativo de los siguientes números: 

a) 7 ( ) 
b) 1/4 ( ) 
e) 2/3 ( ) 
d) -3 ( ) 
e)-2/5( ) 

3.- Contesta las siguientes preguntas: 

a)¿Cuánto es 3/8 de un dia? 

b)¿Cuánto es 1/4 (25%) de 200? 

c)Si unjurado esta compuesto por 15 personas de las cuales 6 son hombres. ¿Qué parte de 
todo el jurado son mujeres? 

d)Si un automóvil avanza a una velocidad de 120 krn/hr. Calcula la distancia recorrida en 
45 minutos si se supone que va a una velocidad constante. 
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e )En una secundaria el 60% de los alumnos son varones. Sí hay 240 mujeres, ¿cuántos 
hombres hay? 

t)¿Cuántos cuartos de limón, hay en 3 1/2 limones? 

g)AI llegar a una gasolinera, la aguja del tanque de la gasolina de un auto marcaba 3/4 de 
su capacidad, si para llenarlo se requirieron 15 1. ¿cuál es su capacidad? 

h) La sal de mesa contiene 2/5 partes de sodio. Si una persona conswne 3/4 gr. de sal en 
un día. ¿Cuánto sodio ingiere con esa cantidad de sal? 

i)Un automóvil viaja a una velocidad promedio de 70 1/2 km. por hora si maneja durante 
6 1/4 hrs. ¿Cuántos km. avanzó? 

j)Si se sabe que aproximadamente el 25% del oxigeno que se respira pasa a la sangre, y 
que 21 % del volumen del aire es oxigeno. ¿Cuánto oxigeno ha pasado a la sangre de una persona 
que ha inspirado 2 3/4 litros de aire? 

s.- Completa para que quede UDa igualdad: 

a) 3(7)14 = 3/4(7/1) = 3/4 ( 

b) 3(7)/4 = 3/1( ) = 3( )/( 

e) 3/5 = (3)/(1)( )/( ) = 3( ) / (. ) 
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ORDEN 

En J 960 la pobbción tltl E~Lado dI." ~'léxico cra de 9/5 millones de hahitantes y la de CimlllajualO 
tic 7!·t. (,Cómo cra la población del Estado de ~\!lcxico con respecto a la de Guanajuato'.' (Menor, 
<: mayor. >; o igual. = ). 

Respuesta: ________________ _ 

Compan:mos ambas poblaciones con diagramas dI." ún:as y dI." C::iU lornw se n:rá 11l,'ts clan! 
la rL'spucsla. pam 10 cual te pedimos complelar las parles incompletas dd procedimiento: 

1.- Supón. que las (luhll1cinncs de amhos estadus de la Repúhlicu están 
rcpl"cscnt:uJos porllls árt'tlS iluminadns sif,!uil'ntcs: 

, x x 
x x x 
x x x 
x , x 

5/5 

Eshldo de Mi'xíco Guanlljunto 

, x X ., 
x , X x 
x x X x 
x , X x 

( 

, , 
x x 
x , , , 
)/5 

x :x x x x 
x x x x x 
x x x x x 
x x x x x 

)/~ 

, , , , , 
, , x x x , x x x x 

J/( 

2.- De acuerdo con las áreas ilUlninmlus en lus diagramas. nos damos cuenta que: 

9/5 equivalen a ( J'20 )' 7/4 equivalen a ( )/20 

J.~ Por lo :ml(.'rior sabemos 411~ la población del Estado de México es . ____ quc 
la de (iummjuato. pues 35 es que 36 . 

.t.-¡,Qué operaciones tendrías que reali1.ur l'on las frucciol1l's 9/5 y 7/4 para llegar al 
mismo resultado sin usar los diagranhls'!. 

LIEHCICIOS DE OHDEN. 

1.- Completa las siguientes igualdades y comprueba con el diagrama: 

(2)/3 ~ 81( ) ~ ( )/48 
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2.- Completa de modo que las fracciones sean equivalentes: 

a) 213(1) = 2/3[4/( )]=( )/( 

b)2/3( )=2/3 [16/16]=( )/( ) 

3.-Escribe los siguientes números en veinticuatroavos: 

a) 3/8 
b) 1/4 
e) 2 

4.- Escribe el signo <, > o =, según corresponda: 

a) 2/5 

b) 6/5 

e) 1/8 

s.- Resuelve los siguientes problemas: 

D 
D 
D 

4/7 

3/2 

4/32 

a)¿Qué pasa si el numerador y el denominador de una fracción se multiplican por 
un mismo número diferente decero? 

b)Encuentra una fracción equivalente a 35/77 y que tenga numerador 10 

e) Una varilla de 3/8 de pulgada se desea introducir en un orificio de 11/32 de 
pulgada. ¿Cabe o no ?, ¿por qué? 

d) Si suponemos que el óxido férrico contiene 3/10 de oxigeno y el óxido de zinc 
1/5. ¿Cuál contiene más oxigeno? 

6.- Multiplica y simplifica al máximo los resultados: 

a) 3/4 (5/6) 

b) 5/2 (4/7) 

e) 3 (1/3) 
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SUMA Y RESTA 

Se tienen dos latas de pintura blanca de igual capacidad, una de ellas contiene 1/5 y la otra 
3/4, sí las juntas en una sólo bote, ¿hasta que parte se llenará? 

RHpu~ta: ______________________ ___ 

Seria conveniente que el procedimiento que utilizaste para tu respuesta la compruebes con 
un problema de respuesta obvia, por ejemplo, se sabe que el peso total de 3/4 kg. de bistec y 1/2 
kg. de came de cerdo es 1 1/4 kg. o sea 5/4 kg., entonces comprueba esta respuesta utilizando el 
mismo procedimiento que con el problema de la pintura. 

Enseguida veremos otra fonna de llegar a la respuesta, lo cual puede servir para confirmar 
la tuya y también como una alternativa más para la solución de problemas semejantes, por lo 
cual te pedimos completar las partes incompletas del siguiente procedimiento. 

1.- Representamos con diagramas de áreas los contenidos de pintura en cada bote. 

115 3/4 

m + 1m 1m 
( )le ) 15120 ( )/( ) 

2.- Al observar los diagramas, notarás que 1/5 + 3/4 equivale a 
( )120+ ( )/( ) y, a: ( )/( ). 

3.- Este y otros ejemplos similares nos sugieren que para swnar fracciones con 
denominador diferente, se deben sustituir por otras equivalentes de ¡guaJ denominador. 

4.- Un razonamiento similar podemos hacer cuando se trate de restar, por ejemplo, 

2/3 - 1/2 = 2/3[212]- 1/2[( )/3] = 4/( ) - ( )/6 = ( )/( ). 
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EJERCICIOS DE S~ y RESTA 

1.- De un rollo de tela que contiene 120 m., se toman sucesivamente los 3/8~ después 1/6 y 
luego 1/4 del total. Encuentra lo que sobra. 

2.- Halla en cada expresión los números que faltan: 

a)41/3=( )/3+1/3=( )/3 

b) 9/4 =2+( )/4 
c)7+( )=6+11/8 
d)5=( )15=( )/1=( )/10 
e)21/4+( )=3314=15/( ) 
f) 111(2) + 1/2(3) = 
g) 111(2) + 1/2(3) + 113(4) = 
h) 1/1(2) + 112(31 + 1/3(4) + 114(5) = 
i) 111(2) + 112(3) + 1/3(4) + 114(5) + ... + 1199( 100) = 
j) 11. + flb = 318 
k) lIa+ IIb+ Ilc= 1 

3.-'En una tienda de artículos electrónicos un empleado vende 2/5 de cable coaxial de un 
carrete y después 3/4 de lo que quedó, si le sobrdrl 27 m. ¿cuántos metros contenía el carrete? 

4.- Obtener el per/metro y el área del rectángulo A BCD 

A B 
-t-

1 % 

--> I 3/4 m <--
e D 
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e) 

d) 

e) 

5.- Estos y otros ejemplos similares sugieren que el resultado de dividir cualquier fracción 
aIb entre otra c/d se obtiene multiplicando el dividendo ( )/( ) por el inverso multiplicativo 
del divisor ( )/( ) o sea aIb + cid = ( )( )/( )( ) =. 

6.- Este procedimiento puede justificarse aplicando algunos conocimientos anteriores, por 
ejemplo, sup6n que el resultado de dividir 9/2 entre 3/4, es aIb, es decir, 9/2 + 3/4 = aIb lo que a 
su vez equivale a 9/2 = 3/4(aIb) si en esta última ecuación multiplicamos ambos miembros por el 
inverso multiplicativo de 3/4 tendremos 

9/2 ( )/( ) = ( )/( ) 3/4 (aIb) Y por lo tanto 

9/2 ( )/( ) = (1) aIb o sea que ( )/( ) = aIb 

Ejercicios: 

a) Si un coche recorrió 100 km. en 3/4 de hora ¿Cuál fue su velocidad por hom? 

b) Si un objeto pesa en la luna la sexta parte de lo que pesa en la tierm. ¿Cuál será 
el peso en la luna de un objeto que pesa en la tierm 3/4 kg.? 

e) Si el área de un rectángulo es 12 1/4 m2 y si la longitud del ancho es de 2 1/3 m. 
¿Cuáoto mide de largo? 
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D:tVl:SIÓN 

¿Cuántos tramos de 3/4 m. se pueden cortar de un tubo de cobre de 4 1/2 m? 

Respuesta , ________________ _ 

Puedes constatar tu respuesta analizando los siguientes procedimientos. para lo cual te 
pedimos llenar los espacios vacíos que verifican las afirmaciones que en ellos aparecen: 

l.~ Imaginemos el tubo a través de un diagrama como el siguiente: 

I I I III III I I II I I I I I I 
r--I 
3/4t-1 

r--I 
r--I 

r--I 
t-1 

En el cual puede verse que se pueden cortar ____ tubos de 3/4 m. 

2.- Si quisiéramos saber qué operación es la adecuada para este problema; 
contestar: el número de tramos de 2m. de un tubo de 8 m. es , lo cual resulta de 
realizar la operación , por lo tanto para resolver el problema inicial deberás· 
realizar la operación para obtener como resultado ___ _ 

3.- ¿Podrías indicar cómo dividir 9/2 + 3/4, Y comprobar tu respuesta usando un 
diagrama igual que en el ejemplo ilustrativo? 

4.- Ensaya tu procedimiento con los siguientes ejemplos de resultados conocidos: 

a) 

b) 

3.+3. =(1)= 2- (3) = 
33 ()() 

5 1 
-+-=( 
6 1 

5 ( ) 
)=-----= 

6 ( ) 
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ALGO SOBRE LA RECTA NUMÉRICA 

Ahora utilicemos la recta numérica para indicar los números positivos y negativos junto 
con sus operaciones. 

Comencemos trazando una recta horizontal y escojamos un punto sobre ella llamado 
origen, para representar al cero, ahora designemos otro punto a la derecha del cero para 
representar el l. 

El segmento que tiene el origen y el punto I se llama segmento unidad y se usa para 
designar los puntos a la derecha y a la izquierda del origen. 

Los puntos de la derecha del origen representan a los enteros positivos y los puntos de la 
izquierda a los enteros negativos, es decir: 

... ·3 ·2 ·1 o 1 2 

Ahora dividamos el segmento unidad en dos segmentos congruentes (medios) y usemos 
uno de ellos para designar los puntos a la derecha y a la izquierda del origen. 

Los puntos a la derecha del origen representan a las fracciones: +, ~ , ; , , ... , y 

los puntos a la izquierda del origen a las fracciones negativas: _...!... _1... - .1., ..... es decir: 
2 2 2 

·3 ·2 -1 O 1 2 3 

I I I I I I I 
5 3 1 O 1 3 5 ... 1 T 2 

... 
2 2 2 2 

De forma semejante podemos trazar los puntos que corresponden a tercios, cuartos, etc. 

.... -3 

111111 
-...!. 

3 

O 1 2 3 -•• . 2 -1 

IIIIIIIIIII!I~IIIII 
• _ 1 O 2 

-,. 33 T 3 3 
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En las rectas numéricas cuyos puntos ~ representan con numerales de la fonna .!!.. 
b 

el denominador b nos dice el número de subintervalos en que se dividió el segmento unidad. 
El numerador a indica que el punto se encuentra a una distancia de a subintervalos, a la derecha o 
a la izquierda del origen, según sea a positiva o negativa, por ejemplo: 

En la fracción _ J.Q. el denominador 4, se obtuvo dividiendo el segmento unidad en 
4 

cuatro (cuartos) segmentos congruentes. 

El numerador -10, indica que el punto representado por la fracción está 10 cuartos a la izquierda 
del origen 

En la recta del inciso b l, ( ver diagrama l el denominador 1 de c.da fracción nos indica 
que para localizar el punto correspondiente, debemos usar el segmento unitario en su totalidad. A 
cada punto correspondiente a un entero, se le asigna una fracción cuyo numerador es el mismo 
entero y cuyo denominador es uno. 

Se tiene una disposición en parejas de los números racionales tal que para cada número 
racional positivo corresponde un racional negativo. 

Los puntos que representan estos dos números son simétricos uno del otro con respecto al 
cero, por ejemplo, el racional negativo _ 2.. es el simétrico del racional positivo ~ . 

2 2 

Los números racionales..!!... y an (donde n es natural) pueden representarse por 
b bn 

. 1 é' . 1 3 6 9 un mIsmo punto en a recta num nca, por eJemp o, __ , __ • __ 
2 4 6 

por el punto "P" 

en las gráficas el, dl y el. 

4--+1-+-1 --++ --+l 
." ~ + ...!... ..!.. 

:t-+ 11------+--f------11---i----t--t-j" 
.1 _4 I ~ .!.. 
T p T T • '._ 

:+++-1· I I I 1 I 1 I 1 I 1 I 1I 

-1 .;- + Il 

·,IIIÍ I I 11+1 +-11 lf-+i+/+-11 IH'+/ +-1 /HI-tI+1 t+/~ 
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Esto se aclara, si notamos que llegaremos a! mismo punto en la recta numérica, cuando a! 
dividir cada segmento unidad en dos segmentos congruentes y avanzamos tres a la izquierda 
partiendo del origen, que si lo dividimos en cuatro (el doble de dos) y avanzamos seis espacios 
(el doble de tres), o que si lo dividimos en seis (el triple de dos) y avanzamos nueve (el triple de 
tres), etc. 

Otra forma de saber que dos expresiones fraccionarias i y {¡ representan 

el mismo punto en la recta numérica es verificando que ad = be. 

As! por ejemplo en las expresiones _ ~, _ .§.., _.2.. , podemos notar que 
2 4 6 

-3(4) ~ 2(-6), -6(6)~(-9) Y -3(6)~ 2(-9). 

Para verificar dicho procedimiento. observemos que las fracciones _.1 =_ ~ 
2 4 

. al 3( 4 ) Y 6(2). 3(4) J./2) 'gua! son eqUlv entes a - 2(4") - 4(T) respectIvamente y como - y ~\ son les, 

3 6 entonces __ = __ . 
2 4 

En genera!, las fracciones i y 7 son equivalentes a ad y eb 
bd db 

respectivamente. de las cuales se observa que para ser iguales es necesario que 

ddd a e d·a e e on e b ~ d es OClr, b y d representan el mismo punto ab ~ eb. 
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AquÍ cabe aclarar, que las fracciones reducidas' no siempre son las más útiles, 

por ejemplo, al comparar o sumar las fracciones ~ Y ~, utilizamos las expresiones 

equivalentes 
3 (7) 

5 (7) 

4 (5) 

Y 7 (5) en Su lugar. 

La recta numérica también sirve para representar con flechas los números racionales 

de igual manera que se hizo con los enteros, por ejemplo, el mciona! negativo -t ,puede 

representarse por una flecha que apunta hacia la izquierda y tiene una longitud de t ' 
mientras que el mciona! positivo 7.. puede representarse por una flecha que apunta hacia la 

4 
derecha y tiene una longitud de f. 

La flecha que representa a un racio'nal puede sin embargo. tener su origen en cualquier 
punto de la recta. 

A la longitud de la flecha utilizada paro representar a un número raciona! se le llama 

valor absoluto. 

AsI podemos decir, por ejemplo, que el valor absoluto de _ ~ es ~ 

el cual denotamos como 1_ ~I = ~ y que el valor absoluto de 7.. ,es 7 31 3 8 8 

el cna! también podemos denotar como I~ = ¡ . 

7 La fracción reducida de un número racional 8/ b • es aquella en que a y b no tienen un factor 
común mayor que uno, es decir, el roed de a y b es 1. 
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SUMA DE RACIONALES CON FLECHAS 

Los números racionales se pueden también sumar por medio de flechas de la misma fonna 
que se hizo con los enteros, o sea que para swnar dos números racionales, la flecha que 
representa al primer sumando debe tener su origen en cero y la flecha que representa al segundo 
sumando deberá iniciar en la punta de la flecha del primer sumando. Algunos ejemplos se 
muestran a continuación. 

~ ~.-

-' ~ . 
1",/," 

.. 
41 I I 

-;s + -J ( -- --. 
~ 4 . 

041111111 

) 

_ .. ~ -2 -1 o 1 .. 3 ... 

I I 
3 

L) 3 ... " :1 

I • "]"2: 
1l':R_ SUMANDO 

( ) 

2DO_~DO I I • 
( ) + ( ) - ( ) 

SUMA I • 
Observa que en ambas sumas, la longitud de la flecha para la suma es igual a la suma de 

las longitudes de las flechas de los sumandos y la dirección es la misma que las de las dos 
flechas de los sumandos. 

104 



_-3 -2 -1 O 1 1 3 _. 

I 
-l 

I ¡ 
oIJ -3 7 1 -+-

~I I 1ER- SUMANDO 1 1 I 
( 

I I I I • 100. SUMANDO 

} + 1 = ( 

, ~ !rul\L\ 

._. -:l -2 -1 O 1 1 3 ... 

lIt , \ I I I , I I I 1 1 1 1 1 
\ 

1 1 I I 
;:1.. 

tI -1 2 

~I I 
4 -+-

1 1 1 I lER. truMANDO 4 4 

( 1 2DO_ litlM'A:-IDO 

~ ( 1 = ( ) -+ • 
41 I I I SUMA 

Observar que en ambas sumas. la longitud de la flecha para la suma es la diferencia de las 
longitudes de las flechas para los sumandos y la dirección es la misma que la más larga de las dos 
flechas. 

La flecha para todas las sumas tiene su origen en cero y su sentido en dirección a la punta 
del segundo sumando. 
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Representando con flechas los números racionales podemos comprobar, al igual que con los 
números enteros: 

El cero es el neutro aditivo de cualquier número racional. 

Por ejemplo, probar que: 0+ ( - ¡ ) = - ¡ y que la suma de cualquier número 

mcional y su simétrico (reflexión) es cero. Por ejemplo, comprobar que: -t + t -O 

Por esto podemos decir que el simétrico de cualquier número racional es su inverso 
aditivo. 

Ahora podemos decir, como en los números enteros, que para restar un número racional 
de otro cualquiem, habrá que sumar al minuendo el inverso aditivo del sustraendo. 
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ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE LOS NÚMEROS RACIONALES CON 
SIGNO 

¿Recuerdas cómo se multiplican dos números racionales positivos? Por ejemplo, al 
multiplicar '1, ('/,), obtenemos: " 

¿Recuerdas cómo se multiplican dos números enteros con signos opuestos? Por ejemplo, 
al multiplicar -2 por 7, obtenemos: ___________ " 

Si expresamos los números -2 y 7 con los numerales racionales _ 2/ I Y 7/ I , entonces el 
producto _2/1 el 1), será el número racional ,equivalente a la expresión entera 

Si queremos que las reglas anteriores se apliquen al producto de dos números racionales 
con signos opuestos, entonces al multiplicar, por ejemplo, _'1 4 el,) , obtendremos 

¿Recuerdas cómo multiplicamos dos enteros negativos? Por ejemplo. al multiplicar-3 
por -5, se obtiene _______ _ 

Si tomamos en cuenta que las fracciones -t y - !f son iguales a -3, y-5 

Respectivamente, entonces el producto _ t (_ !f) deberá ser igual a _______ ~ 

Ya que de no ser así, no habrá concordancia con el resultado, cuando dichos números se 
interpreten como enteros. 

Resumiendo podemos decir que el producto de dos números es positivo si tienen signos 
iguales y negativo si tienen signos opuestos. 

El número racional 1 es el neutro multiplicativo. Por ejemplo: 

Es importante en este momento recordar que el sistema de los números racionales tiene una 
propiedad que no tienen los enteros. 

Para todo número racional "p", con excepción de cero, existe otro número racional "q", 
llamado inverso multiplicativo de "p", tal que pq = 1. 

Por ejemplo, el inverso multiplicativo de _l, es _!l., ya que: _l(_!l.) = 24 = l 
8 3 8 3 24 

El inverso multiplicativo de -5, es ____ porque ___ _ 
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Supongamos que sobran doce séptimas partes. de varios pasteles que se dieron en una 
fiesta. Si se los obsequiaron a los cuatro meseros que atendieron, ¿Cuánto pastel le toco a cada 
uno? __________________ , 

Recordemos que para obtener el cociente de dos números racionales positivos, 
multiplicamos el dividendo por el inverso multiplicativo del divisor, 

ApHcando este procedimiento para comprobar el resultado del problema anterior, 
tenemos: 

12 4 
'1 +T=( )( )=( )=( ) 

Si deseamos que este mismo procedimiento se aplique a los números racionales, 

entonces, para dividir -t entre t, multiplicamos ____ por ____ , para 

obtener ______ __ 
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LEYES DE EXPONENTES PARA RACIONALES 

Antes de iniciar esta sección puede ayudamos recordar las siguientes deducciones: 

Si 32 = 9, entonces, 3 =.J(T 

Si entonces, 2 = ( !.JT"T 

En general 

Si entonces, ___ =( -!.rrT 

En esta parte veremos el significado de las potencias con exponentes racionales; para 

ello definiremos los simbolos aY. y a"" de tal manem que las leyes se cumplan aunque 
algunos exponentes sean números racionales. 

a) Como la ley (am)" = aIM se debe cumplir aunque uno de los exponentes sea número 
mcional positivo de la fonna I/n. tendremos, por ejemplo, 

Ahom pensemos, ¿a qué debe ser igual 7 ~ paro que la igualdad [ (7) ~ ]' = 7 

sea cierta?, es decir, como (7" >' = 7, entonces, 7 ~ = .J() 

Generalizando tendremos: 

u (l 

Como ( aY. )" = a ( )( ) = a ( ) = ( J, entonces a =.:rJ 

b) Como la ley (a")"= a= se debe cumplir aunque uno de los exponentes sea número 
racional positivo de la forma m/n. tendremos por ejemplo: 

Ahom pensemos, ¿a qué debe ser igual 7)1, paro que al elevarse al cubo de como 
resultado 72? es decir, 
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Generalizando tendremos: 

"'1, "'1, 
Como (a n)"=a{)( )=a{ ),entonces, a n=(.!.JrT 

c) Como la ley a"'a" = a ...... debe cumplirse aunque los exponentes sean racionales 
negativos, tendremos, por ejemplo, 

l'< /1')=(7)( J+( J=7( J=( ) es decir: 

ya que 7'1, debe ser el inverso multiplicativo de 7'" pues de otra forma dicho 
producto no sería la unidad. 

Generalizando: 

Sí 
-mI. mI. 
a n a n =a{ )+( )=a{ )=( ),entonces 

110 



Sí de una varilla de 15 m. se desean cortar 8 pedazos de igual tamaño. ¿Cómo calcular la medida 
de cada tramo sin usar números decimales? 

Respuesla: ________________ _ 

RESPUESTA SUGERIDA: 

Una fonoa de orientamos para saber qué operación utilizar en este problema, sería 
suponer que, por ejemplo, la varilla fuera de 16 m. en lugar de 15 m., y entonces cada uno de los 
8 pedazos mediria , y por lo tanto la operación que utilizaremos con 16 y 8 para sacar 
2 como resultado es , lo cual sugiere que para calcular el tamaño de cada tramo con la 
medida inicial de la varilla utilizamos la siguiente operación: 

18 

8 1150 
70 

6 

187 

8 11500 
70 

60 
4 

1875 

8~ 1'70"" 
60 

40 
O 

Al efectuar la división obtenemos como cociente y 
como residuo y por lo tanto tenemos un sobrante 
de7m. 

Si transformarnos los metros a decímetros (décimas de metro), 
tendremos Que t 5 m. equivalen a dm .. ya que cada 
metro contiene 10 dro. Y al realizar la división en dro. 
Obtenemos como cociente y residuo __ --;-_ 
y por lo consiguiente tenemos un sobrante de dm., 
y entonces el residuo es menor que el anterior. 
Si ahora seguimos el mismo proceso que en los párrafos 
anteriores pero con centímetros (centésimas de metro). 
tendremos que 15 m. equivalen a cm., ya que cada 
metro contiene cm. y al realizar la división en cm. 
Obtenemos como cociente y residuo 
cm., y como el sobrante es de el residuo es menor 
que el anterior. 

Al hacerlo ahora con milímetros tendrás como cociente 
y como residuo . Por lo cual nos damos 

cuenta que la división es exacta con milímetros. 
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De lo anterior contesta: 

l. ¿Qué operación realizaste para convertir metros a unidades menores? 

Respuesta: ___________________ _ 

2. ¿Qué operación realizaste para convertir unidades menores que el metro a metros? 

Respuesw: __________ ~ _________ _ 

3. Escribe la operación para transfonnar 1875 milímetros a metros 

Respuesw: ___________________ _ 

Dada la estructura del sistema decimal, dicha operación puede ser expresada de las siguientes 
fonnas: 

1875 =~000+ROO+~O+5 = 1000 + BOO + 70 + S =1+ 8 + 7 + 5 
1000 1000 1000 1000 1000 1000 10 100 1000 

La última expresión corresponde al número decimal: una unidad mas ocho décimos, mas 
siete centésimos, mas cinco milésimos; es decir 1.875 

Si el cociente del problema inicial 15 + 8 lo pensamos como la fracción Ji ,nos 

damos cuenw que 1.875 es su representación decimal. Lo cual da lugar a pensar que dividiendo 
el numerador entre el denominador de una fracción obtenemos su representación decimal. 

También notemos que al dividir 1875 enteros entre 1000 se recorrió tres lugares a la 
izquierda el punto decimal. 
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LOS NÚMERos DECIMALES. 

Un ingeniero belga llamado Simón Stevin (1548 - 1620) introdujo la idea de las 
fracciones decimales (aquellas cuyo denominador es lUla potencia de diez) a mediados del siglo 
XVI'. 

Las fracciones decimales también pueden representarse con números decimales, pues 
notemos que los dígitos a la izquierda de un punto decimal representan los múltiplos de las 
unidades, las decenas, las centenas, etc., y los dígitos a la derecha los múltiplos de los décimos, 
los centésimos, los milésimos, etc., de manera que: 

a) sr el numerador de una fracción decimal consta de un sólo dígito, éste se anota 

3 
en la posición correspondiente, a la indicada por el denominador, por ejemplo, 100 ' 

se escribe como 0.03, ya que la segunda posición a la derecha del punto decimal representa 
los centésimos, anotando cero en las posiciones décimos y unidades. 

b) Si el numerador de una fracción decimal consta de más de un dígito, está se transforma 
en la suma de otras cuyos numeradores contengan un s610 dígito. por ejemplo, 

325 300+20+5 300 20 5 325 =325 
lO ' yaque: -= -+-+-= 

10 \O \O 10 10 

= 30+2 +2. = 3(10) +2(1) +5(...!...) = 
10 10 

= tres decenas + dos unidades + cinco décimos =32.5 

e) Si la fracción equivale a una fracción decimal (porque su denominador se pueda expresar 
como potencias de 2 o de 5, o como un producto de ambas), se deberá convertir a otra cuyo 
denominador sea potencia de diez. por ejemplo: 

7 3 7 3 
25'- 5i 

3 -7 ] =7+ J(2') =7+}(4) =7+~= 
7 Z5 - + sr S'(2') [S(2)f (10)' 

=7+,!!, = 7+~+ 2 =7+ 1 +.~ =7(1)+-'-+,{.1 )= 
100 lOO 100 10 IDO ID ,\100 

=siete unidades + un décimo + dos centésimos = 7.12 

8 Pago 255; Peterson~ "Teoría de la Aritmética" ; Editorial Limusa 
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Los números decimales se pueden escribir en notación desarrollada igual que como lo 
hacemos con los números indoarabigos~ por ejemplo: 

37.254 = 3(10)' + 7(10)0 + 2 + S + 4 = 
lO lOO 1000 

= 3(10)' +7(10)" +2( 1.)+.fL)+J_l_)= 
10 ~~IOO "l 1 000 

= 3(10~ + 7(10'1 +2(10J' +S(IO,' +4(10,' 

d) Los números decimales se pueden leer ignorando el punto decimal y agregando el 
nombre de la posición ocupada por el último dfgito de la derecha; por ejemplo, 37.254, se lee 
como "treinta y siete mil, doscientos cincuenta y cuatro milésimos". 

Algunas veces los números decimales se escriben con uno o más ceros a la derecha de la 
última cifra decimal (cuando por ejemplo: restamos de 0.3, 0.125, 

o sea 0.3000-0.125,0 dividimos, 1 entre 4,es decir 4[T.lJlf ) en estos casos al leer 
el número deben incluirse los ceros, por ejemplo, 0.3 puede escribirse como 0.3000 y se lee tres 
mil diezmilésimos. 
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Completa las siguientes columnas. 

FRACCIÓN NOTACIÓN 
DECIMAL DECIMAL NOTACIÓN DESARROLLADA SE LEE 

a) 9 
1000 

b) 0.257 

e) 4 (10)2+.,<10)1 +2(10)0+ S(IOr1 + 1(10)"2 

Treia" y d .. .0 
d) qaiDieatos ..... 

ceat&lmos 

e) 37~ 
8 

VALORES RELATIVOS DE PO'rENCIAS 

...L _1 ...L _l_ 
ID 100 1000 10000 

(10)3 (10)' (lO)' (10)0 o (10r' (10r2 (I0r3 (10)" 

1000 100 10 0.1 0.01 0.001 0.0001 

M C D U P D C M D 
1 E E N U E E I I 
L N C 1 N C N L E 
L T E D T 1 T E Z 
A E N A O M E S M 
R N A D O S I 1 
E A S E D S I M L 
S S S E M O E 

C O S S 
1 S 1 

M M 
A O 
L S 
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REGLAS DEL PUNTO DECIMAL 

1. El resultado de dividir cualquier número entre lO, 100, 1000, etc. Se obtiene 
recorriendo el punto decimal uno, dos, tres, etc. lugares a la izquierda, por ejemplo, el resultado 
de dividir 1635.47 entre 1000, es , ya que: 

1635.47 = 1000+600+30+5+1{0+ XOO = 

1000 1000 

= 1(1O)'+6(10)'+3( )' '+5(10)' '+4(10r'+7(10)" 
lO' = 

= 1+6(lOr' +3(10)' , +5(10)' , +4(IOr' +7(10)' , = 1.63547 

Aplicando procedimientos similares al del párrafo anterior, podremos saber como usar el punto 
decimal al operar con números decimales, por ejemplo: 

a.- Al multiplicar 124.73 por 2.5 se obtiene _____ , pues los factores se pueden escribir 
como las fracciones decimales: 

12473 Y ___ , Y por lo tanto su producto 
100 

12473 (2.5) como 12473 (_) = 311825= 311.825 
lOO () 

Lo cual confirma que para multiplicar 124.73 por 2.5, realizamos el producto de los 
números 124.73 por 25, y al resultado le recorremos el punto decimal 3 lugares a la izquierda, 
puesto que son milésimos. 

116 



b.- ¿Podrías proceder de manera similar para comprobar que el resultado de multiplicar 3.5 por 
100, se obtiene recorriendo el punto dos lugares a la derecha, o sea 3.5 (100)= 350 

(En caso de que el número en cuestión, no contenga suficientes cifras para recorrer el 
punto hacia la derecha o hacia la izquierda, se agregarán tantos ceros como se requieran, puesto 
que por ejemplo: 

35 = 3500 = 0035, ya que: 

5 O O 5 
35 = 3+ lii+ 100 + 1000 =0(100)+0(10)+3+ 10 

c.- Comprueba ahora, que el resultado de restar 1.875 de 2.5, es ____ , haciendo las 
conversiones y operaciones necesarias para llegar a la misma respuesta. 

Completa la tabla_ 

1000 m. 100m: . 10m. m. . ,O.l'IIL . 0.01 oi!'- 0.001 m .. 
93.5 0.935 
7.9 

500 0.5 
86 

0.01 

103 m, IO( )m. ( )( ) )0-1 m. IO( )m. ( )( ) 

m m 
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FRACCIONES NO DECIMnLES. 

Para distinguir las fracciones decimales de las restantes debemos tener en cuenta que el 
denominador de las fracciones equivalentes a ellas se puede expresar únicamente como potencia 
de 2, Ó de 5, o bien como un producto de ambas, por ejemplo: 

a) 

b) 

e) 

75 3() 3 3 
--= .,- = 
100 

7 

4()()2" 

7 7 7 
1000 = ¡O' ) = [z( )j) = ii-)(5)'-) 

397 397 397 397 
10000 - 10' ) - [( XS}p = ( . xY 

Escribe fracciones equivalentes a las que se proponen cuyo denominador sea únicamente 
potencia de 2, de 5 ó el producto de ellas 

a) 

d) 

I 

2 

5 

8 

b) 

127 

125 

3 
25 

7 
c)-

4 

Existen fracciones como §. f· ¿-o etc. Cuyo denominador no se puede expresar 

como potencia de 2, de 5, ó el producto de potencias de ambos, y por lo tanto no son fracciones 
decimales. 

Por otro lado tomemos alguna de ellas, por ejemplo ~ y supongamos que existe 

una fracción decimal equivalente a ella, de modo que: ~ ~!ir de donde (7) (1 O)" ~ (6) (k), 

pero esta igualdad no es posible. ya que ningún múltiplo de 6 tiene como suma de sus dígitos 7 
(Observa que en todos los números de la forma 7 (lO)m , sus dígitos suman 7) 
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DECIMALES PERIODICOS 

Para expresar una fracción no decimal como un número decimal también se divide el 
numerador entre el denominador, pero en este caso se continúan agregando ceros al dividendo, 
hasta que en el cacie.ote resulte un periodo que se repite. por ejemplo. al dividir . 

13 entre 15 ( notar que Q es una fracción no decimal porque 15=3(5) y contiene un factor que 
15 

no es potencia de 2 y/o 5 ) obtenemos: 

Es decir 

.0.& 
15;0.0 

10 

13 -15 = 0.866 ... = 0.86 

0.86 
15;13.00 

lOO 
10 

0.866 
15 ;13.000 

100 

lOO 
10 

la barra sobre el 6 indica que 6 se repite indefinidamente. 

Utilizando el algoritmo de la división para encontrar el número decimal equivalente 

a una fracción cualquiera f nos podemos dar cuenta ~ue los únicos residuos posibles son: 

0,1,2,3,,,.,b-1 (ya que el residuo debe ser menor que el divisor). 

Si el residuo es cero en cualquier paso, entonces la división termina y su representación es 
un decimal finito. 

Si el residuo no es cero en algún paso, entonces habrá b-I residuos posibles en donde 
forzosamente alguno se repetirá después de b-I pasos, lo cual se debe esencialmente a la 
naturaleza del propio algoritmo (bajo un cero cada vez, dividiendo siempre entre el denominador 
b, obteniendo un nuevo residuo) posterionnentc, deberan repetirse los digitos del cociente. 
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a) 

b) 

Consideremos los ejemplos siguientes: 

i i 
3.5714285 

71250000000 
40 
50 

10 
30 

20 
60 

40 

n 
0.933 

15114.00 
0.50 

5 

Notar que: 

No podíamos esperar que el residuo fuera cero, 
porque el divisor contiene un factor que no es 
potencia de 2, ni de 5 ni de ambos. 

Los residuos son números entre uno y seis. 

Después de seis pasos del algoribnO, el residuo 4 
se repite. 

Las cifras del cociente 571428 se repiten 
infinitamente. 

Los residuos posibles son números entre uno y 
quince. 

Después de dos pasos del algoribno, el residuo 5 
se repite, 

La cifra 3 del cociente se repite infinitamente. 
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FRACCIONES EQUIVALENTES A DECIMALES. 

Para obtener la fracción que corresponda a un decimal finito o a un decimal infinito periódico, 
procedemos como en los siguientes ejemplos. 

Si consideramos que "mn es otra expresión de los números que a continuación se dan, 
entonces podemos escribir 

1.- m = 73.045 

, Multipliquemos ambos miembros de la ecuación por 1000 (para convertir el decimal a 
enlero), y así obtener o •• 

1000m=( ) porlo que m = ( )/( 

2.- m =0.54 

Multipliquemos ambos miembros de la ecuación por 100 (número de cifras del periodo) 
para obtener: 

100m=( ) 100 m = 054.54 

Si ahora reslamos la primera de la segunda ecuación tendremos: (-) m = 0.54 
y por lo tanto m = ( )/( ). 

99 m=( ) 

Mediante el algoritmo de la división podemos hacer ver que ( )/( ) 

efectivamente equivale a 0.54 

3.- m=0.3125 

Multipliquemos por 10 (para tener un decimal cuyo periodo inicie después del punto 
decimal) 

10 m = 3.125 

Enseguida procedemos como en el caso anterior, es decir, multiplicamos por 1000 la 
nueva expresión (número de cifras que contiene el periodo) para obtener: 

1000(10) m = 3125.125 
10000 m =3125.125 

y de ella restamos 10 m = 3.125, ósea 

y por último despejamos m para obtener: 
(-)lOm= 3.125 

m=( )/( ) = 3122/9990 
( )m=( 
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NOTACIÓN CIBNTIFICA 

En el trabajo científico y tecnológico es muy común trabajar con números muy grandes o 
muy pequeños. lo cual ocasiona que tanto los cálculos como su interpretación sean imprácticos e 
inseguros. 

Las potencias de base diez, proporcionan una manera sencilla y mas segrua, para denotar 
cantidades muy grandes o muy pequeñas, a través de la llamada notación científica. 

Una cantidad está escrita en notación científica, si se expresa como un producto de un número 
mayor o igual que uno; pero menor que diez, por una potencia de diez. Por ejemplo: 

a) La temperatura interior del sol es de 13 000 000 de grados centígrados. Para escribir esta 
cantidad en notación científica;, colocamos el punto decimal entre uno y tres (lo cual 
equivale a dividir entre !O 000 000 = 10') fara que dicho número sea mayor que uno y 
menor que diez. Después multiplicamos por (!O ), para compensar el resultado de la división 
anterior; esto es: 

, . 

13 000000 = 13 000 000 (1) = (13 000000) (10) = 13000000 (10)7=1.3 (lO)' 
(lO)' 10000000 

(Notar que el exponente positivo, indica que el punto decimal, se debe recorrer siete lugares hacia 
la derecha, o sea, 1.3(10)' =13 000 000). 

b) Otro ejemplo se da al representar la densidad relativa del hidrógeno; 0.00000000048 
gr/cm' . 

En dicha no notación colocamos el punto decimal entre , y (lo 
cual equivale a multiplicar por 10000000000= !O''), para que dicho número sea mayor que 1 y 
menor que 10. Después dividimos entre (10)" para compensar el resultado de la multiplicación 
anterior, es decir: 

1010 
0.00000000048=0.00000000048(1 )=0.0000000048 1010 = 

0.00000000048(10)10 _1_ = (10)-10 
(10)10 ------

[Notar que el exponente negativo indica que el punto decimal debe recorrerse 10 lugares a 
la izquierda, o sea que 4.8(10)"10 = 0.000000000481 
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Utilizando notación científica y leyes de exponentes se simplifican algunos cálculos, por 
ejemplo: 

a) Si la luz recorre 300000 Km. por segundo. ¿Qué distancia recorrerá en un día? 
Si un día tiene 24 horas, una hora 60 minutos y un minuto 60 segundos, entonces, un día tiene 24 
(60) (60) ~ 24 (3600) ~ 86400 segundos; y por lo tanto la distancia recorrida por la luz es: 

300000 (86400) ~ 3 (lO)' (8.64)(10)' ~ 
~ 3 (8.64) (10)' (lO)' ~ 
~ 25.92 (lO)" ~ 259,200,000,00 

b) Si 6650000 barriles generan 4000000000 KWh horas de electricidad, 

¿Cuántos KWh genera cada barril? 

(Cambiando los datos podemos intuir la operación adecuada para obtener la respuesta). 
Supongamos que si 4 barriles generan 12 K wh, entonces cada barril debe generar __ 

Kwh. ¿Qué operación debemos realizar con 4 y 12 para obtener 3 como respuesta? -:-0--,---
O sea, que para calcular la que genera cada barril deberemos dividir los Kwh entre el 

número de barriles. Utilizando notación científica tendremos: 

4000000000 4(10)' 

6650000 6.65( !O/ 0.60150375(10)1 ) ~ 60150375 

e) Si 6,650,000 barriles generan 4000000000 KWb horas de electricidad, ¿cuántos barriles 
genera 1 KWh? 

Notemos que para encontrar la respuesta podemos plantear una proporción, es decir: 

6650000 4000000000 
xl' o sea 4000000000x ~ 6650000, por lo tanto: 

6650000 , 
( ) 

6.65(10)' ) 
4(10)1 ) 

1.6625(10)1 ) ~ ____________ _ 
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Existen números decimales infinitos sin periodo a los cuales se les llama irracionales, por 
ejemplo, O. 10 II O II 10 1111..., en el que se aumenta un uno en [onna progresiva en cada grupo de 
numerales 1 que siguen después de cada numeral cero. 

La manera de construir otros números irracionales es evitando periódos que se repitan una 
y otra vez como en el ejemplo anterior. 

Hay situaciones de las que provienen números irracionales de uso más común, por 
ejemplo. 

L 

¿Cuánto mide el lado de un cuadrado cuya área es 2m2 ? 

Sea "L" el lado del cuadrado cuya área es 2. 

Entonces L x L = 2, es decir L2 = 2. 

o sea, que tenemos que encontrar el número que 

Multiplicado por si mismo de 2, es decir L=.fi 

Si al principio lo hacemos por tanteos, tendremos: 

1(1) = 1; 2(2) = 4, de donde observamos que la respuesta se encuentra entre 
_ y _ por lo tanto buscamos la respuesta entre ellos: 

1.1 (1.1) = 1.21; 1.2 (1.2) = 1.44: 1.3 (1.3) = 1.69; lA (1.4) = 1.96; 1.5 (1.5) = 2.25. 

Lo anterior nos indica que la respuesta se halla entre los números __ y __ o 

Ahora calculamos: 
1.41 (1.41) = 1.9881; 1.42 (1.42) = 2.0164, de donde la respuesta debe estar entre los números 

__ y __ ; [ Recordar que: 1.41, 1.9881, etc. Son números racionales que se pueden expresar 

b" 141 19881 ] 
tam len como 100' 10000' etc 

Si continuamos así sucesivamente, a lo mejor ..Ji = L, es un número con muchas cifras 
decimales, o pudiera ser que se tuvieran que calcular también, una gran cantidad de estas cifras 
para llegar a un periodo de repetición, en caso de ser fracción no decimal; pero en ambos casos 
no tenemos la certeza de que suceda alguno de los·dos. 

Una manera de ver que .fi ' no es de ninguna de las dos formas, o sea número racional, 
es suponiendo que sí es, y dicha suposición no lleve a una contradicción; o sea que: 
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Supongamos que a y b son números enteros tales que, el lado del cuadrado de Area 2 es de la 

forma ~ 

d 
. a 

es eClr li 
, 

~ a 
~ -.J2 ; o sea li' ~ 2. 

Como a y b son enteros, ellos se pueden expresar como un producto único de factores primos. por 
lo cual: a = 8, 82 .... a,. y b = b. ~ .... bD , entonces: a2 = a21 a2

2 .... a2
n y b2= b2

J b
2

2 .... b
2
n • porlo 

tanto todos los factores en a y b son primos y aparecen un par de veces tanto en a2 como en b2 
• 

, 
De lo anterior podemos deducir que; si .! = 2, entonces: 

b' 

2 

De donde, todos los b; tendrían que cancelarse con todos los 3; , exceptuando un 2 en el 
numerador, o sea que para que la igualdad se cumpliera tendríamos que tener: 

(a'/, .... a',) 1 
= 2, 

Pero esto no es posible, puesto que tanto el numerador como el denominador tienen un 
número par de primos, y para que la última igualdad se cumpla necesitamos que el numerador un 
número impar de primos. Por lo tanto la suposición de la que partimos debe ser falsa, puesto que 
nos llevo a una contradicción. 
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LOS NÚMEROS REALES. 

Los números racionales (decimales finitos e infinitos periódicos) junto con los irracionales 
(decimales infinitos no periódicos) fonnan el conjunto de los números reales (decimales finitos e 
infinitos) en los cuales las operaciones se definen en ténninos de las operaciones sobre los 
números racionales de modo que todas sus propiedades se cwnplan (cerradura, neutros, 
conmutatividad, asociatividad, inversos y distributividad) agregando además, la propiedad de 
compleción o completez en la cual se afinna que a cada número real le corresponde un punto en 
la recta numérica y a cada punto en la recla le corresponde un número real. 

1 2 3 4 

'1 
-TT 

En algunas ocasiones los cálculos se aproximan reemplazando un número irracional por 
un racional cercano a él, por ejemplo: 

Aproximarnos 1t con 3. 14 al calcular el per/metro de un círculo cuyo radio mide Scm. Es decir: 

P = 21t D = 2 (3.14) (10) = 6.28 (10) = 62.8 cm. 

Cuando realicemos operaciones en las que intervengan expresiones irracionales, podemos 
aplicar las propiedades de los números reales, los procedimientos de la aritmética y las leyes de 
los radicales, con la finalidad de ser mas exactos y prácticos en los cálculos, por ejemplo: 

La ley de los radicales ~ = ~ ~ (que se vera después de los incisos), 
es aplicable a los siguientes casos: 

a) Para multiplicar 3 por ~,procedemos de la siguiente forma: 

3 .J12 = 3 ~ = 3 ",¡-¡- -J3 = 3 (2) -J3 = 6 -J3 

b) Para obtener la diferencia entre 3 y -J27: 

3 -~ = 3 --J9(3i = 3 -~ -J3 = 3 -3~ = 3 (1--J'"'3 ) 

b) Para calcular el valor de "h" en la ecuación h2+42=82
; despejamos '11 ", o sea: 

h' = 8' - 4', de donde: 

h= ~2 =..J64-16= ..J"48 =..J16(3) =~ ~ =4~ 
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LAS LEYES DE LOS RADICALES 

a) Sí 6+8 =14, entonces 8 = 14 - 6 

b) Sí 7(5) = 35, entonces 7 =3% 

e) Sí 9' =81 entonces 
9 =.J8f 

Lo cual ayuda a entender las definiciones de las operaciones inversas, entre las cuales 
están la raíz cuadrada, cúbica, etc., de tal fonna que, 

a) La resta se definió al tratar de resolver ecuaciones en fonna .de suma, por 
ejemplo, x + 7 = 12 equivale a x = 12-( ) Y entonces x =( ) 

b) Las divisiones, con aquellas ecuaciones que vienen expresadas como 

un producto, por ejemplo, sí 3x = 18, entonces x = IX ) por lo 
tanto X =( ). 

e) Análogamente nos podremos dar cuenta que las raíces se definen al 
resolver ecuaciones en fanna de potencia, por ejemplo. xl = 8 es 

equivalente a x = vn y así x es igual a ___ _ 

Generalizando, podemos decir que para n natural, la raíz n-ésima de un número real a 
es otro número b que al elevarse a la n-ésima potencia da como resultado a, esto es: 

si bn = a, entonces b = '!,fa 
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Es importante completar toda esta información aclarando que: 

a) Sí n es un entero impar positivo y a es un número real cualquiera, entonces 
la raíz enésima de a es un número único. Por ejemplo: 

\/-125=-5 y V3'i=2 

b) Si n es un entero par positivo y a es un número mayor que cero, entonces 
existen dos raíces enésimas de a. Por ejemplo: 

.f49 =7 Y -7 ya que (7)' =49,ytambién(-7)' =49 

V8I =3 y -3 ya que ( )' ',y también ( )" 

e) Si n es un entero par positivo y a es menor que cero, entonces no' existe la raíz 
enésima de a en los números reales. Por ejemplo: 

No existe la raíz cuadrada de -36, (-J- 36 ), ya que ningún número 

elevado al cuadrado da -36 (todo número positivo o negativo elevado a 
una potencia par es positivo). 
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LEYES DE LOS RADICALES 

Las leyes de los radicales se utilizan para cambiar expresiones algebraicas por otras 
equivalentes que facilitan su interpretación, su operación y uso práctico. 
En ellas debe observarse que si ro y n son números pares, entonces a y b deben ser positivos. 

a) 

b) 

e) 

d) 

la ~fa 
V"b = 'lb 

Continúa y completa la siguientes expresiones; observando que los subradicales deben 
ser números positivos. 

a) .[25=5 ya que (5)'=25 

b) V64=4 ya que (4)3=64 

e) '4/1 = ( ya que (k)' = k' 

Id) (~'l)=( ) ya que (k)"=k" 

e) ~76 = 72 ya que (7')' = 7' 

1) ,,)9' = 9' ) ya que (9')'=9( 

g) <{,k" = ( y ya que (k3)' = ( l' ) 

I h) 
(KjO=( Y ) ya que (km)" = ( l' ) 
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i) .J3 = 3~ ya que (3}»)' =3 

j) ( 15 = 5( ) ya que (5}»)' = 5 

k) (4k =( Y ) ya que (kY.)' = k 

[1) 'Jn=( )1, ya que (k1,J = ( ) 

m) '7' - 7% ya que (7%)' = 7' " -

n) q()=( y ) ya que (3Ys )' = 3' 

o) ,[kil = ( y ) ya que (kY-)" =( Y ) 

I p) (~'C)( ) =( ji ) ya que (k1.)" =( )( ) 

(Recordar que las raíces pares de números negativos no tienen solución en los números 
reales). 
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Lo visto antes nos indica que se pueden sustituir los radicales por exponentes racionales, 
por lo tanto, las operaciones con radicales pueden efectuarse utilizando las leyes de los 
exponentes; con a y b enteros positivos. 

NOTACIÓN CON 
EXPONENTES 
RACIONALES 

NOTACIÓN CON 
RADICALES Y 

EXPONENTES ENTEROS 
EJEMPLOS 

1. La emésima (m) potencia de la raíz de índice n de un número es igual a 
la raíz de índice n de la emésima (m) potencia de dicho número. 

2. El producto de las raíces de índice n de dos números, es igual a la raíz 
de índice n del producto de dichos números. 

3. El cociente de las raíces de índice n de dos números, es igual a la raíz de 
índice n del cociente de dichos números. 

4.- La raíz de índice n de la raíz de índice m de un número, es igual a la 
raíz de Índice m n de dicho número. 

5.- La raíz de índice n de la enésima potencia de un número positivo, es 
igual a dicho número. 

ifi4 = ±7 
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RAZONES Y PROPORCIONES 

RAZÓN 

Si una máquina "A" teje 3 camisetas cada 5 minutos y otra máquina "B" teje 5 camisetas 
cada 8 minutos, ¿cuál de ellas es más rápida? 

Respuesta: ______ _ 

Tu respuesta puedes verificarla analizando y completando los siguientes procedimientos: 

Una forma de llegar al resultado seria calculando el número de camisetas que pueden tejer 
ambas máquinas en 40 minutos (notar que 40 es múltiplo común de 5 y 8). 

Máquina" A" . 
No. de Tiempo No. de Tiempo 

camisetas camisetas 

3 5 5 8 

6 10 10 

9 15 

12 , 

25 

2.- Otra forma de llegar a la solución es suponer el mismo problema pero con datos que 
faciliten la respuesta, por ejemplo. 

Si una máquina teje 12 camisetas cada 4 minutos, posiblemente se nos ocurra pensar 
que en cada minuto dicha máquina debe tejer __ camisetas y entonces la opemción 
que utilizamos con 12 y 4 para tener la respuesta es una ____ ' 

Ahora calculemos el rendimiento de ambas máquinas por minuto para saber cuál es 
más rápida. 
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La· máquina __ es más rápida que la máquina ----' ya que su rendimiento es de 
___ camisetas por minuto, mientras que el de -' es de ___ camisetas por 
minuto. 

De esta fonna podemos decir: 

Que sí la máquina "A" teje 3 camisetas cada 5 minutos, entonces el rendimiento de 

la máquina "A" es el cociente ~ , que se lee ")" a "S". 
5 

También se dice que el rendimiento, en este caso, es la razón del número de 
camisetas hechas por la máquina entre el tiempo que tarda en hacerlas. 

Como observamos, existen situaciones dentro de las cuales se relacionan dos 
cantidades, y cuya representación se hace por medio de pares ordenados de números, 
(el orden entre los números que forman una razón es importante), ya que, por ejemplo, 
no es la misma situación: ) 

3 kilos de naranja por $5.00, que 5 kilos de naranja por $3.00 de donde ~ es 
5 

diferente de ~ . 
3 

De esta forma vemos que: al cociente de dos números cualesquiera m/n. con n;tÚ se 
le llama razón de m, a n 

Comple!B las siguientes afirmaciones: 

a) Si la velocidad es la razón de la distancia recorrida por un automóvil entre el 
tiempo que tardó en recorre tal distancia, entonces la velocidad de un auto que 
recorre 250 km. en 2 hrs. es: ----0--,:----,---:-.,--;-,-

b) Si la escala de un mapa es la razón de una longitud cualquiera del mapa entre la 
correspondiente longitud del terreno. La escala de un mapa en el que cada 
centímetro representa 1000 centímetros es: . __ -;--;-:.,---__ -:-_ 

e) Si el porcentaje de bateo es la razón del número de bits por cada cien veces al bat 
entonces, ¿cuál es el porcentaje de bateo de un beisbolista que bateó 12 bits en 25 
veces al bat? _________ _ 

Si la razón de número de niños al de nifias es de 5 a 3, entonces: 

d) Si hubiera 30 niños, ¿cuántas niñas habría? 
e) Si hubiera 8 nifios más que niñas, ¿cuántas niñas habría? 
f) Si hubiera un total de 56 entre niñas y niños, ¿cuantos niños habría? 
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PROPORCIONES 

En un problema detenninado, diferentes situaciones pueden describir la misma razón, por 
ejemplo: 

3 
3 kilos de naranja por $5.00 se representa con la razón - = 0.6 y: 

5 

6 kilos de naranja por $10:00 se representa con la razón __ = __ , de donde nos 
damos cuenta que las razones son ___ o 

Esta igualdad recibe el nombre de proporción. 

De esta fonna vemos que: la igualdad de dos razones ~ = ~ ,con b y d diferentes 
b d 

de cero fonnan una proporción 

El criterio para detenninar cuando dos razones efectivamente fonnan una proporción es el 
mismo que para determinar cuando dos números racionales son equivalentes, o sea que 

Sí !=~ 
b d 

entonces ad = be y recíprocaménte, por ejemplo. 

Un automóvil recorre 14 km. con I litro de gasolina, y 28 km. con 2 litros de gasolina, de 
donde 

14 28 
,ya que 14(2)=1(28) 

2 

El propósito de establecer una proporción en un problema dado, es conocer uno de sus 
cuatro componentes a partir de tres que se conocen utilizando el criterio de igualdad de dos 
razones, por ejemplo: 

a 3 
Si tenemos la proporción -:; = 2i' a se puede calcular aplicando el criterio de 

igualdad de los productos cruzados, es decir: 

Si a 
7 

3 ,entonces 210=3(7), donde a = 3(7) = 21 = I 
21 21 21 
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PROPORCIONALIDAD DIRECTA. 

Si un automóvil recorrió 42 km. con 3 litros de gasolina, ¿cuánta gasolina necesitará para 
recorrer 126 km.? 

Respuesta: _________ _ 

Tu solución la puedes comprobar analizando los siguientes procedimientos: 

1.- Una forma de llegar al resultado en este caso podría ser trazando una tabla de 
variación en la que se registraran las magnitudes relacionadas hasta llegar al 
resultado. 

Kilómetros Litros de 
recorridos gasolina 

42 3 

84 

168 

9 

2.- Analizando la tabla contestamos las preguntas: 

a) Sí awllentamos el número de kilómetros recorridos, ¿qué pasa con la cantidad de 
gasolina? 

b) ¿Qué nos indica menor consumo de gasolina? 
e) ¿Cómo son las razones que se pueden fonnar entre los kilómetros recorridos y los 

litros de gasolina utilizados en cada caso? 

Por lo anterior podemos suponer que todas las razones que se puedan fonnar así son 
iguales y por lo tanto para contestar la pregunta del problema planteamos la proporción: 

42 = 136 (se lee: 42 es a 3, como 126 es a x) 
3 x 

En la cual se cumple: 
42x=3(126) de donde x = 3(126) = 378 = 9 

42 42 
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En este caso decimos que la distancia recorrida por el automóvil es directamente 
proporcional al consumo de litros de gasolina. 

En problemas cuyas situaciones sean análogas a la descrita, se dice que existe 
proporcionalidad directa. 

Ejemplo: 

Supongamos que en una región hay 7 enfermos de SIDA por cada 10000 habitantes. Si se 
supone que el número de enfennos es directamente proporcional al número de habitantes, 
entonces ¿cuántos enfermos de SIDA tendrá una parte de la región que tiene 3500 habitantes? 

Tomando en cuenta que el número de enfermos es directamente proporcional al número 
de habitantes y que eso equivale a decir que la razón que existe entre el número de enfennos y el 
número de habitantes es siempre la misma, entonces para contestar la 

7 x 
pregunta podemos plantear la proporción: -- = -- ,en la cual se cumple 

10000 3500 

7(3500) 
7(3500) = 10000x, y por lo tanto x, o sea 2.4500=x 

10000 

136 



Si una máquina teje 30 camisetas en 80 minutos, ¿cuánto tiempo se tardarán en tejer las 
30 camisetas 8 máquinas de igual eficiencia? 

Respuesta: _________ _ 

Tu solución la puedes comprobar analizando los siguientes procedimientos: 

l. Una forma de llegar al resultado sería trazando una tabla de variación en la cual se registran 
las magnitudes que se relacionan (en este caso el tiempo con respecto al número de máquinas 
empleadas) hasta llegar al resultado deseado en este caso. 

Número de m' uinas 

80 

2 

4 

8 

2. Analizando la tabla podemos observar que: Al aumentar el número de máquinas, el tiempo 
empleado _____ , o bien que para aumentar la producción y disminuir el tiempo 
tendremos que el número de máquinas. 

Todos los productos 1(80),2(40), 4( ),8( ), etc. son ______ _ 

Por lo cual podemos establecer igualdades como las siguientes: 

1(80) ~ 2(40) ó 1(80) ~ 4(20), etc. 

y de éstas podemos obtener las proporciones: 

ele. 

En las cuales podemos notar que la razón U es la inversa de la razón 
80 ' 

Y que también la razón 20 es la inversa de la razón ( ), etc. 
80 n 
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Por lo anterior podemos suponer que todas las razones que se puedan formar así, son 
iguales y por lo tanto para contestar la pregunta del problema planteamos la proporción: 

I x 80 - = -, de donde 8x=I(80), y entonces x = - = 10 
8 80 8 

En este caso decirnos que el tiempo varia en fonna inversamente proporcional al número 
de máquinas empleadas. 

En problemas cuyas situaciones sean análogas a la descrita con anterioridad se dice que 
existe proporcionalidad inversa 

Ejemplo: 

Si un automóvil va de una ciudad a otra a una velocidad constante de 90 km./h Y tarda 3 
hrs. en llegar, ¿cuánto tiempo tardará si la velocidad empleada es de 120 km.Ihrs.?, Y suponiendo 
que el tiempo que emplea el automóvil en recorrer una distancia es inversamente proporcional a 
su velocidad, cuando la distancia es constante. 

Tomando en cuenta que los enunciados: 

"El tiempo empleado por un automóvil en recorrer una distancia constante es 
inversamente proporcional a la velocidad empleada" y "La razón que existe entre los tiempos 
empleados es igual a la razón inversa entre las velocidades utilizadas" son equivalentes, entonces 
para contestar la pregunta podemos platear la proporción 

~ = 120, donde 3(90)=120x, y por lo tanto 3(90) = x o sea que 270 = x, es decir 
x 90 120' 120 

2.25=x 

Ejemplos. 

Resolver cada uno de los siguientes problemas, investigando primero el tipo de 
proporción de la que se trata (directa o inversa~ 

1. Sí 24 puertas desalojan un estadio de fut-bol en 8 minutos, ¿cuántas puertas de igual 
tamafio serán necesarias para desalojar en 5 minutos, suponiendo que el número de 
personas en el estadio permanece constante? 

Solución.- Si duplicarnos el número de puertas de 24 a 48, entonces el tiempo para 
desalojar el estadio será • o bien, si disminuimos a la mitad el número de 
puertas. entonces el tiempo de desalojo es ___ _ 
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La construcción de la sIguIente tabla podría ayudar a verificar el tipo de 
proporción de que trata el problema: 

Número de 
uertas 

24 

48 

12 

Tiempo de 
desalo'o 

De la tabla observamos que: 
a) Aumentando el número de puertas ;::-;-_--;-_el tiempo. 
b) Los productos 24(8), 48( ), 12( ), escritos en cada renglón son 

c) Las razones: así como 24 16 'ócomo -y-' 
12 8 

son iguales (notemos que las razones escritas en segundo ténnino de cada 

pareja están invertidas según aparecen en la tabla, por ejemplo, i, está en 

g 
la tabla como - ). 

4 

Por lo antes expuesto podemos supOner que se trata de proporcionalidad inversa y 
entonces para contestar la pregunta, planteamos la proporción: 

24 5 
- =-g de donde 5x=8(24), yentonces x = 8(24) = 192 = 38.4 
x 5 5 

2. Sí el banco paga el 22%' de interés anual, ¿cuánto le pagará a una persona que depositó 
$2500 durante un año? 

Solución.- Sí el banco paga la cantidad de por depositar durante un año 
-:-:-:--:-==cntonces para que el banco pague bajo esas mismas condiciones $44.00 (el 
doble de $22.00) un cliente deberá depositar y para que pague también COn 
las mismas condiciones $11.00 (la mitad de $22.00) el cliente depositará 

'22% significa la razón 22/100 (las razones cuyo denominador es lOO se llaman porcentajes). 
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Completemos la tabla siguiente 

Intereses 
anadós 

44 

JI 

lOO 

De la tabla podemos observar que: 

a) 
b) 

c) 

Para duplicar los pagos, los depósitos deberán también. 
Para disminuir los pagos, los depósitos deberán----- también. 

22 lOO 44 
Las razones que se forman' - y -- - y 

'44 ()'JI 
son iguales 

200 Ó 22 
rT 44 y 

( ) 
50 ' 

Por lo anterior podemos suponer que todas las razones que se formen de igual forma son 
iguales y por lo tanto ·para contestar la pregunta planteamos la proporci6n directa (dado 
que se han expuesto sus condiciones): 

22 lOO . 
- = -- de donde, 100x = 2500(22), por lo tanto 
x 2500 

EJERCICIOS.- Resolver usando proporciones. 

x = .:::25:..::0.::00(:=22",,) 
lOO 

55000 =550 
lOO 

1. Sí 3 de cada 8 árboles plantados en una región dan frutos. ¿Qué porcentaje de ellos dan 
frutos? 

2. Sí por el consumo de 15m' de agua se paga $8.50, y si el costo del agua es directamente 
proporcional al consumo de la misma, ¿cuánto se pagará por un consumo de 120m'? 

3. Un padre heredó a dos hijos dos terrenos rectangulares de igual superficie, si uno de los 
terrenos mide 12m de frente por 30m de fondo y el otro mide 15m de frente, ¿cuánto mide 
de fondo? 

4. Sí Wl depósito de agua tarda 3 hrs. en llenarse con 4 llaves que proporcionan la misma 
cantidad de agua por hora, ¿cuántas llaves deberemos emplear para llenar el depósito en 
O.5hrs.? Suponiendo que el tiempo que tarda en llenarse el depósito es inversamente 
proporcional al número de llaves empleadas. 

5. Un día de clases asistió el 85% de los alumnos inscritos en un grupo. Sí había 25 
a1wnnos ese día, ¿de cuántos alumnos se compone el grupo? 
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RECAPITULACIÓN DEL.CAPITULO 111 
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Los siguientes problemas te pennitirán aplicar los conocimientos estudiados. 

1.- El cuadrado de la izquierda muestra el procedimiento que utilizaban los árabes del 
siglo IX para multiplicar 342 por 109 y así obtener como resultado·37278. 

Utiliza el mismo procedimiento en el cuadrado de la derecha para multiplica 125 por 207. 

1 

o 

9 

2.- Las figuras del diagrama siguiente indican las relaciones que guardan entre si los 
diferentes conjuntos que componen los números reales N(Naturales), Z(Enteros), Q(Racionales). 
Q' (Irracionales) y R(Reales). 

Coloca en los paréntesis vacíos la letra inicial del conjunto que corresponda a la figura 
geométrica que lo representa. 

r:-------"""'"I( ) 

( ) 
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3.- Anota una "X" en la casilla de la tabla que corresponde al conjunto o conjuntos a los 
que pertenece cada uno de los números de la primera columna. 

N Z Q Q' 

.Ji 

3 --
4 

1.5 

-
1.25 

-3 

O 

" 
1 

. 

3 -
4 

4.- Completa y escribe para cada caso la propiedad que indica. 

8)3+( )=3 

b)( )+[4+6]=[5+( )]+6 

c)a[( )c]=a[( )b] 

d)m( )=m 

el[ 100 - 2]( ) = [ 100 ][ 57] - ( )[ 57] 
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5.- Realiza todas las operaciones hasta obtener un resultado. 

a) 7 - { 2 - [ - 6 - 3 ( 2 - 5 ) ] - 9 } + 4 

b) -L-Í-[l - _1_+2] 
8 lO 3 2 

--L[Í- - 1] 
5 6 

e) 2 ( 10)6 [3 ( 10 ¡-3] 

4(1O¡-3 [6(1O¡-7] 

d)- 1-11/2+ 1.41 

e) -1 [(- 0.2)2]31 

6.- Encontrar los números racionales "perdidos" (que no aparecen) en la siguiente expresión. 

0.5 ( - 2 + 1 1/4 - O ) = 1/2 (-2/1 + O -2/3) = -2/2 + 5/0 - O = 

- 0+15 -O 

24 24 O 
7.- Utiliza los conocimientos estudiados para llegar a las respuestas correctas de cada uno 

de los siguientes problemas. 

a) Dos muchachos trabajan 8 horas y ganan $20.00 en total si uno de ellos gana 20 centavos 
más por hora que el otro. ¿Cuánto gana cada uno? 

b) Si un niño cuenta sus canicas de dos en dos,le sobra una. de tres en tres le sobran dos, de 
cuatro en cuatro le sobran tres, de cinco en cinco le sobran cuatro y de seis en seis le 
sobran cinco. ¿Cuántas canicas tiene el niño si son menos de cien? 

e) Si la sal de mesa contiene 2/5 partes de sodio y si una persona consume 3/4 gramos de sal. 
¿Cuánto sodio ingiere con esa cantidad de sal? 

d) En un grupo sabemos que existen 7 alumnas por cada 12 alumnos, si hubiera un total de 57 
entre alumnas y alumnos. ¿Cuántos de cada uno habría? 
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e) En una tienda hay tres tipos de latas de champiñones con igual calidad y siguientes 
características 

¿ Cuál es la mejor oferta? 

250 gr 

115 gr 

112gr 

8.- Resuelve los siguientes problemas: 

$44.50 

$25.07 

$24.92 

a) Si el aire contiene 20% de oxigeno, ¿Cuántos litros de aire contendrán dos litros de 
oxígeno? 

b) La fuerza con que se atraen dos cuerpos de un kilogramo de peso, y cuyos centros de 
gravedad distan un metro es 6.67/1011 newtons. Expresa este número en notación 
decimal. . 

e) Dos automóviles se someten a prueba en un autódromo. Uno de ellos da una vuelta 
cada 90 segundo y el otro lo hace cada 100 segundos. Si parten juntos. ¿En qué 
tiempo el automóvil más rápido habrá dado una vuelta más que el otro? 

d) Una familia de 7 personas agota sus viveres en 15 días. Si llegaron 3 parientes de 
visita, ¿En cuántos días se agotaran los viveres, suponiendo que todas las personas 
consumen la misma cantidad de comida diariamente? 
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ACTIVIDADES DE AUTOEVALUACIÓN 

Los siguientes problemas te pennitirán aplicar a situaciones concretas los aprendizajes 
logrado 

1.- El cuadrado de la izquierda muestra el procedimiento que utilizaban los árabes del 
siglo IX para multiplicar 342 por 109 y asl obtener como resultado 37278. 

3 2 1 5 

1 2 

O 2 
O 

7 9 7 
5 

7 8 8 7 5 

Utiliza el mismo procedimiento en el cuadrado de la derecha para multiplicar 125 por 207 . 

. 2.- Las figuras del diagrama siguiente indican las relaciones que guardan entre sí los 
diferentes conjuntos que componen los números reales N(Naturales), Z(Enteros), Q(Racionales). 
Q' (Irracionales) y R(Reales). 

Coloca en los paréntesís vaclos la letra inicial del conjunto que corresponda a la figura 
geométrica que lo representa. 

(Q' ) 
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3.- Anota una "X" en la casilla de la tabla que corresponde al conjunto o conjuntos a los 
que pertenece cada uno de los números de la primera columna. 

N Z Q Q' R 

Ji X X 

3 _.- X X 
4 

X X 
I.S 

-
1.2S 

X X 

-3 X X X 

X X X 
O 

7t X X 

1 X X X X 

3 X X 
.-
4 

4.- Completa y escribe para cada caso la propiedad que indica. 

a) 3 + ( O ) = 3 

b)( 5 )+[4+6]=[5+( )]+6 

c)a[( b )c]=a[(c )b] 

d)m( 1 )=m 

e) [ 100 - 2] (57) = [ 100] [57]- (2) [57] 
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5.- Realiza todas las operaciones hasta obtener un resultado. 

a) 7 - { 2 - [ - 6 - 3 ( 2 - 5 ) ] - 9 1 + 4 

b) 2--2-[-.1..- __ 1 +2] 
8 10 3 2 
-------.-------------------------- = 

-2-[2--1] 

3 10 5 10 
---+---
8 30 20 10 

15 3 --+-

3 1 1 1 
---+---
834 1 

1 3 

9-8+6-24 

24 
5+6 
10 

15-32 

~= 
1 

5 6 

e) 2(10)6 [3(10¡-3] 

4(10¡-3 [6(10¡-7] 

d)-I-II/2+1.41 

e) -1 [(- 0.2)2]31 

--+-
30 5 2 5 

14 

= -24 =_170 =_ 85 =-7~ 
~ 24 12 12 
10 

6(10)' 025(10)" = 2500000000000 
24(1O¡-" 

= -1-15+ 1.41 = -1-{).I1 = -01. 

= -1[-{)2]'1 = -10.000641 = -0.00064 

6.- Encontrar los números racionales "perdidos" (que no aparecen) en la siguiente expresión. 

0.5 (- 2+ 1 1/4- ~)= 1/2( -2/1 + ~ -2/3 )=-2/2+~-~ = 

=-l:~ __ J~ __ ~=_:J~_L __ = __ t:.~ ___ L_~~~ _____ _ 1-17/24 
24 24 

7.- Utiliza los procedimientos aritméticos estudiados para llegar a las respuestas correctas 
de cada uno de los siguientes problemas. 

a) Dos muchachos trabajan 8 horas y ganan $20.00 en total, si uno de ellos gana 20 centavos 
más por hora que el otro. ¿Cuánto gana cada uno? 

R: 10.80 
9.20 
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b) Si un niño cuenta sus canicas de dos en dos, le sobra una, de tres en tres le sobran dos. de 
cuatro en cuatro le sobran tres, de cinco en cinco le sobran cuatro y de seis en seis le 
sobran cinco. ¿Cuántas canicas tiene el niño si son menos de cien? 

R: 59 

e) Si la sal de mesa contiene 2/5 partes de sodio y si una persona COnsume 3/4 gramos de sal. 
¿Cuánto sodio ingiere con esa cantidad de sal? 

R: 3/10 =.3 
d) En un grupo sabemos que existen 7 alumnas por cada 12 alumnos, si hubiera un total de 57 

entre alumnas y alumnos. ¿Cuántos de cada uno habría? 

R: 21 Y 36 
e) En una tienda hay tres tipos de latas de champifiones con igual calidad y siguientes 

características 

¿ Cuál es la mejor oferta ? 

R: La Primera 

250 gr 
115gr 
112 gr 

$44.50 
$25.07 
$24.92 

8.- Resuelve los siguiente~ problemas: 

'. r'~ 

a) Si el aire contiene 20% de oxígeno, ¿Cuántos litros de aire contendrán dos litros de 
oxigeno?: 

R: 102 
b) La fuerza con que se atraen dos cuerpos de un kilogramo de peso, y cuyos centros de 

gravedad distan un metro es 6.6711011 newtons. Expresa este número en notación 
decimal. 

R: 0.000000000067 

e) Dos automóviles se someten a prueba en un autódromo. Uno de ellos da una vuelta 
cada 90 segundo y el otro lo hace cada 100 segundos. Si parten juntos. ¿En que 
tiempo el automóvil más rápido habrá dado una vuelta más que el otro? 

R: 900 segundos 
d) Una familia de 7 personas agota sus vlveres en 15 dias. Si llegaron 3 parientes de 

visita, ¿En cuanto días se agotaran los vlveres, suponiendo que todas las personas 
consumen la misma cantidad de comida diariamente? 
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ACTIVIDADES DE GENERALIZACIÓN3',::,:~ e;, 
. . l:".··' 

Con la intención de profundizar en la mayor parte de los contenidos en este material te 
recomiendo consultar el libro: 

"Matemáticas Contemporaneas". 
Segunda Edición 
Jack R, BritonlIgnacio Bello 
Editorial Harla, México, 

Con la finalidad de enriquecer lo aprendido al ser generalizado a otros conocimientos, te 
sugiero los siguientes libros: 

• "Cosmos" 
Carl Sagan 
Editorial Planeta, 

·"El hombre que calculaba" 
Malbatahan 
Editorial Limusa. 

*"Más de 45 desafios y otros Juegos" 
Revista Muy Interesante 
No, 7 

La relación entre los conocimientos aprendidos y la ciencia y la tecnología son muy 
estr~chos, para darte cuenta de ello visita: 

• 
* 
• 
• 

El pasaje del Metro la Raza, 
El Museo de la Comisión Federal del Eléctricidad de Chapultepec. 
El Museo del Niílo, Tercera Sección de Chapultepec. 
El Museo de las Ciencias "Universwn" en Ciudad Universitaria. 
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Los conceptos y procedimientos que se utilizan en el trabajo en los capítulos anteriores, 
giran alrededor de algunos fundamentos de sistemas numéricos· , Wla estructura axiomática 
coherente, un vocabulario y simbología específicos, así como de proposiciones, algunas de las 
cwiIes requieren demostración con la finalidad de que el estudiante pueda valerse de él para 
fundar en una base segura su preparación para estudios mas avanzados de Matemáticas··. 

A fm de esclarecer la idea descrita en el párrafo anterior y como un complemento al 
. estudio de los números naturales y enteros, a continuación analizaremos algunas de las 
propiedades relativas al tema de la divisibilidad y cuyo estudio formal pertenece a una rama de 
las matemáticas llamada "Teoría de los Números" . 

• Niven y Zuckerman.lntroducción a la Teoría de los Números. México, 1969. Editorial Limusa-Wiley, S.A. 
pp. 10 . 
•• A.Adrian Albert. AIgebra Superior, México, 1961. Editorial Hispano Americana. 
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DIVISIBILIDAD. ALGORITMO DE. LA DIVISIÓN. 

Definición l. Sean a y b enteros, con b " O. 
Se dice que b divide a a, si existe e entero tal que a = be, en cuyo caso, 
también se dice que a es múltiplo de b y también de e. 
Se acostumbra la notación bla 

A partir de esta definición se pueden ilustrar los métodos de demostración matemática con 
las propiedades elementales de divisibilidad, algunas de las cuales ya fueron tratadas a grosso 
modo en los temas ya enunciados en el capitulo anterior. 

TEOREMA 1.- Demostrar los siguientes enunciados. 

a) si a" O, entonces a I a 

Dado que a,.o 

Existe el neutro multiplicativo uno tal que a (l) ~a de donde a I a 

b) Si a I b y b I e, entonces a I e (transitividad). 

Como al b y b I e, existen q y r tales que b ~ aq y e~br por la propiedad asociativa 
tenemos e~ br ~ (aq)r ~ a(qr). de donde ale. 

e) Si a I b Y e es Wl entero, entonces a I be. 

Como a I b, existe q tal que b ~ aq 

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por e y teniendo en cuenta la propiedad 
asociativa de la multiplicación, tenemos be ~ aqc ~ a(qe), de donde a I be. 

d) Si a I b y a I e, entonces al (b+c). 

Sabemos que al b Y a I e, entonces existe q y r tales que b = aq y e = aro 

Sumando estas igualdades y teniendo en cuenta la propiedad distributiva obtenemos: 
b+e~aq+ar ~a(q+r),dedondeal (b+c). 
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e)Si a I b Y b I a, entonces a = ± b. 

Sabemos que a I b Y b I a, entonces existen enteros q y r tales que b = aq y 
a = br de cuyas igualdades y transitividad tenemos b = aq = brq, ahora dividiendo entre b 
resulta 1 = rq de donde r = q = ±1, ya que los únicos enteros cuyo producto es uno, son 1 
y -1. 

f) 

De manera similar se pueden demostrar: 

g) Si a es un entero diferente de cero, entonces, a I O 
h) Si a es entero, entonces es divisible entre 1, -1, a y -a. 
i) Las siguientes expresiones son equivalentes: 

alb; -.Ib; .I-h; -al-h. 
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.~-. " .~. '-.'~-COMBINACIÓN LINEAL.· .. - ... ",-". 
Un concepto de suma importancia que se usará más adelante es el de combinación lineal 

de dos o más enteros, el cual enunciamos a continuación. 

Definición 2. Si a, b, s y t son enteros, la suma as + bt se llama combinación 
lineal de a y b, Y también de s y t. 

Como una consecuencia de las propiedades e) y d) obtenemos el siguiente: 

TEOREMA 2. Si al b Y a I e, entonces a divide a cualquier 
combinación lineal de b y c. 

Como a lb vale 
Entonces ~r e) al br, y a I es, con r y s enteros de d) se sigue que a I (br + es). 

TEOREMA 3. 

Sialbyb",O,entonces lal "Ibl 

Sabemos que a I b ------------------- (1) 
Por definición existe q entero tal que b = aq. Multiplicando ambos miembros por -1 

(propiedad de la igualdad) y asociando, tenemos las siguientes consecuencias: 

• -b ~ a (-q), lo que implica que a I -b ----------- (2) 
De (1) y (2) se sigue a II b I ---------------------- (3) 

• -b ~ -aq, lo que implica que -a I-b ------------- (4) 
• Multiplicando annbos miembros de la igualdad en (2) por -1 tendremos 

b ~ -a( -q), lo que implica que -a I b ------------ (5) . 

• De (4) Y (5) se sigue -a I lb I -------------------- (6) 
• De (3) y (6) se sigue la I II b I ----------------- (7) 
• Por definición de (7), existe q entero positivo tal que lb I ~ la I q, de donde: 

Siq~l,entonces Ibl ~ lal y 
Si q ~ 1, entoncesq. =h+ 1 con h> O 
Porlo cual lb I ~ la 11 ~ la I (h+I)~ la I h+ I a I 
Lo que implica que I a :5 I b l. 
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PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN 

El principio del buen orden de tos números naturales se emplea con mucha frecuencia en 
Matemáticas; más adelante notarás su presencia en algunas partes de este trabajo, es por eso que 
a continuación lo describimos. 

Todo conjunto no vacío de números naturales contiene un elemento mínimo 

Notar por ejemplo que: 

a) "Uno", es el elemento mínimo en el conjunto, F={ 1,2,3,4,6,12 } (Factores 
naturales del número 12 l. 

b) No existe un elemento mínimo para el conjunto, M = { ... -3, -2, -1,} 
( Los números enteros menores que cero) 

e) No hay ningún número racional mínimo que esté entre cero y uno. 
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Definición 3. Si a, b Y e son enteros tales que al b Y a I e, se dice que a 
es divisor común de b y c. 

Puesto que cualquier entero diferente de cero tiene un número finito de divisores (entre 
los cuales está el uno) también es finito y no vacio el número de divisores comunes de b y e, 
excepto si b = e = O por lo tanto existe el máximo común divisor de ellos. 

Definición 4. Si por 10 menos uno de b y e no es. cero, se define su 
máximo común divisor como el mayor entero positivo 
que es divisor de ellos y se designa con la notación 
(b,e). 

Supongamos que a y b son números enteros diferentes de cero y si además b I a, entonces 
el conjunto de divisores de b coinciden con los de a y b, Y como el máximo divisor de b es b, ello 
implica que el máximo de los divisores comunes de a y b es b, es decir: 

Teorema 4.- Si b I a,·entonees (a,b) = b 

Si b I a, entonces b es divisor común de a y b Y además es el máximo, ya que el máximo 
divisor de b es el mismo b, por lo tanto b = (a,b) 
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Teorema 5.- Si b :-¡. O Y a = qb + T, entonces los divisores comunes de a y b coinciden 
con los divisores comunes de b y r y por lo tanto (a,b) = (b,r). 

Haremos ver que el conjunto de divisores comunes de a y b coincide con el conjunto de 
divisores comunes de b y r, de donde también habrá coincidencia entre (a,b) y (b,r). 

Todo divisor de a y b, es divisor de b y r. 
Supongamos que h I a y h I b, entonces por definición existe q, y '12 enteros tales que 

a = hq, Y b = h'12 de donde 

r = a- qb = (hq,) - q(h'l2) = h (q, - q'l2) 

lo cual implica que h I r. 

Recíprocamente. 

Todo divisor b y r es divisor de a y b 

Supongamos que h I b Y h I r, entonces por definición existen q, y '12 enteros tales que 

b= hq, Y r = h'12 de donde 

a = qb + r = q(hq, ) + h('I2) = h(qq, + '12) 

lo cual implica que h I a. 

El proceso del algoritmo de la división nos permite encontrar todos los divisores de un 
número dado, algo semejante sucede con el procedimiento de Euclides para calcular el máximo 
común divisor (M.C.D.) de dos números lo que describimos a continuación. 
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ALGORITMO DE EUCLIDES. 

(a,b)=bsibla 

En caso contrario 

(a, b) = (b, r) = (r, r'), si r'l r, donde b = q'r + r' con O,; r' < r. 

Continuando de esta fanna tendremos una sucesión decreciente de residuos positivos que 
tenninará a lo sumo en 1 b I pasos y por lo tanto el último residuo diferente de cero será el MeD 
de a y b. 

Teorema 6.- Si a, b son números naturales y d=as+bt es la combinación lineal positiva 
miníma de a y b, entonces d=(a,b) 

Haremos ver que d es divisor común de a y b Y además que d es el máximo de ellos. 

Supongamos que d = as + bt es la mínima combinación lineal positiva de a y b 

Dividiendo a entre d obtenemos 
a=dq +rcon O ,S;r<d 
de donde a - dq = r -------------( 1) 

Sustituyendo d = as + bt en (1), tendremos a-(as+bt)q = a - aqs - btq =a(l-qs)-b(tq) = r 

De donde r resulta ser combinación lineal de a y b, pero supongamos que r :1:. 0, entonces 
de la desigualdad se deduce que r <d, lo cual es absurdo ya que se había supuesto a d como la 
mínima combinación lineal de a y b, de donde r = O. 

Por lo tanto a = dq, lo cual implica que d 1 a. 

En forma análoga se puede hacer ver que d I b. 

Con lo cual se prueba que d es divisor común de a y b. 

Para probar que d es el máximo de los divisores comunes supongamos que si f es otro 
divisor común de a y b entonces por definición existen q' q" enteros tales que: 

a = fq' Y b = fq" 

De donde y como d = as + bt, obtenemos d = fq's + fq"t = f(q's + q"t), por lo cual fl d Y 
entonces f:5: d 

Lo que implica que d es el M.C.D. 
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Procedemos ahora a la inversa probando que si d = (a,b), entonces [d=as+bt] es la mínima 
combinación lineal positiva de a y b. para esto haremos ver que cualquier otra combinación 
lineal positiva d' de a y b es mayor que d. 

Supongamos que d' = as' + bt' es cualquier combinación lineal positiva de a y b. 

Como d = (a,b), entonces d I a, y d I b y entonces d divide a cualquier combinación lineal, 
en particular di (as'+ bt"), de donde di d', por lo cual d " d', y por lo tanto d es la mínima 
combinación lineal positiva de a y b. 
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Para obtener o llegar al concepto de múltiplo recordemos la definición de divisibilidad. 

Sean a y b enteros con b * O. 

Se dice que b divide a a, si existe e entero tal que a = be, en cuyo caso también se dice que 
a es múltiplo de b y también de e, por lo cual podemos decir que el concepto de divisibilidad 
equivale al de múltiplo, esto es: 

Un número entero a es múltiplo de otro b:;t O, si existe e entero tal que a = be, es decir, a es 
múltiplo de b si b I a. 

Sean b Y e, dos enteros diferentes de cero, entonces I be I es múltiplo común de b y e para 
cualesquiera valores b y e, ya que: 

- Si b > O Y e > O existen ellos mismo tales que be = I be l. 
- Si b < O Y e > O existe -e tal que -be-e) = be = Ibel 
- Si b < O Y e < O existen ellos mismo tales que -b (-e) = be = I be I 
- Si b >0 ye < O existe -btal que-be-e) =be= Ibel 

De lo anterior se sigue que el conjunto de múltiplos comunes positivos de dos enteros 
cualesquiera diferentes de cero no es vacío y por lo tanto es bien ordenado, lo cual implica que 
posee un elemento mínimo. 

Definición 5.- Al menor de los múltiplos comunes de dos números enteros b y e 
diferentes de cero se le llama mínimo común múltiplo (M.C.M.) y se denota 
como [b,e] 

Teorema 7.- Si a y b son números enteros y si además, e es otro entero tal que es 
múltiplo de ellos, entonces también será múltiplo de [a,b]. 

Supongamos que e es múltiplo de a y de b por lo tanto a I e y b I e. 
Si aplicamos el algoritmo de la división a los números e y [a,b], tendremos: 

e=[a,b]q+rconO~r<[a,b] .. 
En donde nos damos cuenta que como a I e, entonces: 

al ([a,b]q + r) por lo cual a I [a,b] Y al r 

De igual forma se puede hacer con b para inferir que b I r. 

De donde r es múltiplo común de a y b. 

Si ahora suponemos que r * O, entonces r < [a,b], lo cual no es posible ya que [a,b] es el 
M.C.M. y entonces r debe ser igual a cero, con lo cual tendriamos e = [a,b]q lo que implica que 
e es múltiplo de [a,b]. 
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Teorema 8.- Si a y b son números enteros diferentes de cero, entonces 

[a,b]~ la.bl 
(a,b) 

Comenzamos la demostración haciendo ver que: [a,b] I ~ 
(a,b) 

IMl1 ~ lallbl_hllbl~lal~ 
(a,b) (a,b) (a,b) . (a,b) 

De donde k!l.Les múltiplo de a y de b. 
(a,b) 

Por lo tanto, es múltiplo común de a y de b, y como todo multiplo común es múltiplo de [a,b], 
entonces: 

I
lab l 

[a,b] -----(1) 
(a,b) 

Inversamente se probará que: [a,b] 

Como (a,b) es la mínima combinación lineal positiva de a y de b, entonces: 
(a,b) ~ as + bt, de donde 1 ~ a s + b t 

(a,b) (a,b) 
Si ahora se multiplica por [a,b], se tendrá 

[a,b] ~-2-[a,b]s+...2... [a,b]t 
(a,b) (a,b) 

Pero como [a, b] es múltiplo de a y de b, entonces [a,b] ~ aa' y [a, b] ~ bb', 
sustituyendo: 

[.,b] ~ -ª- bb' +...JL 
(a,b) s (a,b) a a' t 

Por lo tanto: 

[a b] ~ -ª..!L b's + ~ at ~ ª-º- [b's + at] 
, (a,bj 

De donde 

(a,b) (a,b) 

~ I [a, b]---------(2) 
(a,b) 

de (1) y (2), se sigue: [a,b]_ hhl. 
- (a,b) 
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ALCANCES Y LIMITACIONES. 

De acuerdo con las características principales de los alumnos, profesores y materiales de 
apoyo descritos anterionnente, se tiene confianza en que esta propuesta puede ser valiosa dado 
que se elaboTÓ de acuerdo a las orientaciones para la práctica docente del modelo educativo del 
Colegio de Bachilleres, el cual concibe al estudiante como un constructor de su conocimiento y 
al profesor como un facilitador del mismo .. 

En este. sentido se pretende por una parte, que el estudiante con base en su experiencia 
sobre el conocimiento y manejo de las operaciones fundamentales, conozca el origen y la 
necesidad de utiJizar los diferentes sistemas numéricos que componen los números reales, las 
relaciones que guardan entre si, sus clasificaciones, conceptos, definiciones y vocabulario 
específico, así como desarrollar la habilidad para resolver problemas, y la muestra de una actitud 
positiva, y de interés hacia el estudio de las matemáticas. 

Por la otra, que el profesor con base en su experienci~ sobre el conocimiento de la 
asignatura y la práctica docente facilite el acceso al contenido, supervisando reforzando con 
analogías, pistas y otros ejemplos; organizando equipos, haciendo participar a los alumnos; 
retroalimentando, resaltando conclusiones para integrar contenidos y enriquecer el material con 
otros ejercicios de preferencia interdisciplinari9s. 

La utilidad de este trabajo dependerá mucho de la disponibilidad y recursos que tengan 
tanto alumnos como profesores. 

HACIA UNA AUTOCRÍTICA. 

Por la naturaleza del trabajo y el afán de desarrollar con precisión los temas centrales del 
contenido debo considerar que la contextualización histórica en que los ubicamos es somera. 

Algunos concepto de relativa importancia no se trataron con mayor énfasis y profundidad 
porque a pesar de que en el programa del Colegio de Bachilleres no se prevee el estudio de 
algunos de ellos, considero de acuerdo con la experiencia que el tiempo disponible para lo 
previsto es insuficiente y por lo tanto la mayor parte de la práctica educativa se le dedica al 
dominio de los conocimientos y habilidades más esenciales y significativos. 

Probar la validez de ésta o cualquier otra propuesta requiere la puesta en práctica de la 
misma y una investigación sobre sus efectos, pero lo anterior está fuera del objetivo de este 
trabajo. 
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SUGERENCIAS METODOLÓGICAS PARA EL MANEJO DE LA 
PROPUESTA. 

El estudio de este material puede hacerse de manera individual o por equipos de tres a 
cinco alumnos, apoyados por algunos textos de los sugeridos en la bibliografia, una buena 
calculadora y la asesoría de un profesor, quien organizará, supervisará y evaluará no sólo las 
actividades para la construcción del conocimiento, y del mismo material propuesto, sino del 
aprendizaje de los alumnos para que a partir de ello pueda retroalimentarlos, haciéndoles notar la 
infonnación importante, enriqueciendo y mejorando el resto de los aspectos que intervienen en el 
proceso de la enseñanza y el aprendizaje. 
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