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PROLOGO

El trabajo que he desarrollado en el Colegio de Bachilleres y en secundarias me ha dado la
oportunidad de conocer algunos problemas que se tienen en el Sistema Educativo Nacional:

La reprobacidn y la desercién.

El Colegio de Bachilletes como una institucién importante dentro del nivel medio
superior no ha escapado a esta problematica y sobra decir que con base en los datos arrojados por
las estadisticas de informe al final de cada semestre, sobresale la reprobacién de Matematicas de
primer semestre.

Esta asignatura se compone de tres unidades:

Aritmética: “Una introduccién al Algebra”; Lenguaje Algebraico: “Operatividad™ y
Ecuaciones: “Modelos Generalizados”, de las cuales es importante decir que la primera
constituye el aprendizaje de las habilidades basicas a partir de las cuales se desarrollan las
habilidades superiores.

Se sabe que la causa de los problemas va citados de reprobacién y de desercién son
muiltiples, ¥ que muchas de ellas son ajenas a las influencias de la Institucidn, también es posible
decir que dentro de aquetlos factores que si pueden ser influidos de manera directa y significativa
por la educacidn escolar se encuentran:

- Las habilidades basicas que el alumno debe tener y sobre las cuales se organizan y
desarrollan habilidades superiores, entre ellas se encuentran las verbales, las de razonamiento
procedimental y las simbélicas, definidas estas dltimas como la capacidad para representar
~ mentalmente transformaciones del objeto del conocimiento; cllas se manifiestan y desarrollan
principalmente a través de las ejecuciones de actividades concretas.

- Las aplicaciones del plan de estudio a través de una correcta interpretacién de los
programas de asignatura por parte de los profesores. Dicha interpretacién habrd de
fundamentarse princtpalmente en el conocimiento y manejo del enfoque del programa, a efecto
de que desempefien sus labores cotidianas de planeacidén, operacion y valorizacién de los
procesos de ensefianza, aprendizaje y evaluacion.

- Por otro lado se encuentran los materiales de apoyo a los cursos, los cuales deben ser
¢laborados a partir del sustento teérico-metodolégico de! modelo educativo del Colegio de
Bachilleres.



Durante mi desempefio docente he detectado las siguientes situaciones:
a) Lanecesidad de que el alumno posea habilidades basicas

b) Atencién a los aspectos de planeacion, operacién y valoracién de los procesos de enseiianza,
aprendizaje y evaluacién.

¢) Requerimiento de materiales de apoyo con el enfoque adecuado de los nuevos programas ya
que estos fueron actualizados de 1991 a 1994.

A partir del reconocimiento de la problemética anterior me aboqué a elaborar esta
propuesta mediante la cual se intenta confirmar, adecuar o modificar las habilidades basicas del
alumno, ademds de apoyar el trabajo docente con un material que tenga el enfoque del Colegio
de Bachilleres




I. MODELO EDUCATIVO DEL COLEGIO DE BACHILLERES.

El Colegio de bachilleres fue creado por decreto presidencial en el afio 1973 como una
institucion de ensefianza media superior y, cuya finalidad es la de proporcionar educacién en el
ciclo de bachillerato para continuar estudios en las instituciones de ensefianza superior y
capacitarlos para facilitar su incorporacion en actividades socialmente productivas.

E! modelo educativo del Colegio de Bachilleres es el conjunto de normas, valores,
concepciones tedricas y lineamientos que definen la estructura cumricular, organizativa y
metodologica que en lo social, cientifico y pedagégico, dan identidad y direccién a la practica
Educativa de la institucidon. En ¢l se expresan los objetivos y fines del Colegio, la estructura
académica, el plan y los programas de estudio, el perfil del egresado y la concepcién pedagégica
del Colegio de Bachilleres.

1. OBJETIVOS GENERALES DEL COLEGIO DE BACHILLERES.

Los objetivos generales del Colegio de Bachilleres establecen la intencionalidad
educativa de la institucién y de ellos se derivan planteamientos cada vez mas especificos, los que
a su vez definen el modelo educativo y norman su concepcidén pedagogica. De acuerdo con sus
Estatutos Generales!, el Colegio de Bachilleres se propone los siguientes objetivos:

a) Desarrollar la capacidad intelectual del alumno, mediante 1a obtencién y aplicacién de
conocimientos.

El estudiante podra desarrollar su capacidad intelectual en el ejercicio y la aplicacion
permanente de las habilidades légicas y metodoldgicas necesarias, tanto para la hiisqueda activa y
critica de informacién, como para ta operacion constructiva de contenidos bésicos de diversas
disciplinas que le darin posibilidades de acceder a niveles superiores en los diversos campos
del conocimiento, Asimismo, integrard estos contenidos en el andlisis y comprensién de
probleméticas contemporaneas que lo afectan como sujeto social y como miembro de una
comunidad determinada, en la bisqueda de posibles soluciones que favorezean el desarrollo y en
la transformacién de su medio natural y social.

b) Conceder la misma importancia a la ensefianza que al aprendizaje.

De este objetivo se desprende una perspectiva sobre el desarrollo del proceso de
ensefianza-aprendizaje, en donde profesores y estudiantes son corresponsales de dicho proceso,
lo que implica compartir la interaccion educativa y establecer una relacién basada en la
cooperacién y la comunicacion, en donde el profesor orienta y promueve la actividad en la
construccién del conocimiento, considerando la participacién de los estudiantes.

! Colegio de Bachilleres, Estatutos Generales, pig. 11



c) Crear en el alumno una conciencia critica que le permita adoptar uma actitud
responsable ante 1a sociedad.

La conciencia critica sdlo puede ser desarrollada a través de la critica, por ello el proceso
de ensefianza-aprendizaje debe efectuarse en un ambiente de libertad y respeto mutuo, que abra
espacios para que la formacién se dé como un ejercicio permanente de reflexién en los diversos
campos del conocimiento - en un contexto de comprension de la realidad como un todo complejo
y multideterminado - lo que generara en los estudiantes la necesidad de conocer y participar en la
solucién de algunos de los problemas de su medio.

d) Proporcionar al alumno capacitacién y adiestramiento en una técnica o especialidad
determinada.

Este objetivo expresa la intencidn de que el estudiante cuente, con una formacién que le
permita valorar |a importancia del trabajo, experimentar la responsabilidad que éste implica y
conocer las condiciones en que se desarrolla. Asi mismo, esta formacién debe brindar a los
estudiantes los elementos suficientes para que, si asi lo requieren, puedan desempefiarse en
procesos de trabajo especificos.



2. ESTRUCTURA ACADEMICA DEL COLEGIO DE BACHILLERES.

Para lograr sus objetivos, el Colegio cuenta con una organizacién
académico-administrativa, en donde la estructura académica esta formada por, las Areas de
formacion Propedéutica, de Capacitacion para e} Trabajo y Paraescolar, cuya operacion se apoya
en un conjunto de servicios académicos como son Orientacion Escolar, Laboratorios,
Bibliotecas, Etc.

2} Area de Formacién Propedéutica.

Esta drea de conocimiento esta compuesta por materias y asignaturas que recogen
el conocimiento universal generado por las ciencias y las humanidades, cuya finalidad es
proporcionar que el alumno desarrolle las habilidades 16gicas y metodolégicas necesarias para la
produccién de conocimientos y que, a partir de ellos, se apropie constructivamente de los
conocimientos basicos correspondientes a los campos de las Matemdticas, las Ciencias Naturales,
las Ciencias Histérico-Sociales, la Metodologfa y la Filosofia, y-el Lenguaje y la Comunicacion;
para que con ello asuma una postura critica ante el conocimiento y una actitud responsable y
participativa en la comprensidn y solucién de algunos problemas de su entorno natural y social,
ademds de tener la posibilidad de incorporarse a alguna de las carreras profesionales que se
imparten en las Instituciones de Educacion Superior.

b) Area de Capacitacién para el Trabajo.

Ella esta formada por un conjunto de capacitaciones cuyo objetivo es proporcionar
al estudiante los conocimientos, habilidades y actitudes que le posibiliten €] desempefio de
procesos de trabajo en una area especifica, con lo cual se desea atender tanto necesidades
individuates de los estudiantes como necesidades del desarrollo socioeconémico del pais.

¢) Area de formacién Paraescolar.

Esta se constituye por actividades agrupadas en tres subéreas:

Educacién Artistica (Artes Plasticas, Danza, Musica y Teatro), Educacién Fisica (deportes y
actividades recreativas) y Accién Social (actividades de servicios a la comunidad interna y
externa). Su finalidad es contribuir a la formacién integral de los estudiantes con actividades que
tiendan a favorecer su desarrollo cognoscitivo, afectivo y psicomotriz, permitiéndoles su
participacién en los campos del arte, los deportes y la comunicacién.



3. PLAN DE ESTUDIOS DEL COLEGIO DE BACHILLERES.

El plan de estudios del Colegio de Bachilleres es el instrumento normativo que se deriva
de las estructuras académicas y concreta los objetivos institucionales en programas de estudio y
los estructura para su ensefianza, convirtiéndose ast en el instrumento rector y en el eje de las
operaciones del proceso de ensefianza-aprendizaje, ya que determina y norma los contenidos a
enseflar, su ubicacién, secuencia, distribucidn, dosificacién, carga horaria, objetivos de
aprendizaje y el enfoque metodolégico con que se abordard las actividades de ensefianza, entre
otras cosas.

El plan de estudios del Colegio de Bachilleres esta integrado por las Areas de formacién
Propedéutica y de Capacitacion para el Trabajo.

2) Area de Formacién Propedéutica.

El Area Propedéutica estd organizada en cinco campos de conocimiento, los
cuales son una ordenacién convencional que agrupa saberes o quehaceres que comparten entre si
determinadas caracteristicas. Cada uno de dichos campos estd regido por una intencién que
delimita su campo, establece los criterios de organizacién de sus contenidos, delinea las posibles
variedades de su ensefianza y define la razon de ser del mismo.  Paralelamente, el Area
Propedéutica se divide en dos nicleos: uno basico u obligatoric y el otro complementario n
optativo.

El nucleo basico u obligatorio estd constituido por aquellas materias que cumplen una
funcién esencial e¢n la formacién de todo estudiante de bachillerato, ya que presentan la
metodologia bésica del conocimiento cientifico de la naturaleza y la sociedad, de la lengua y de
las Matemdticas, o porque contienen los elementos informativos de estas mismas édreas de
conocimiento.

El niicleo complementario u optativo esta integrade por un conjunto de materias optativas
de entre las cuales cada estudiante debe elegir tres, que cursard en los semestres Sto. y 6to. - cuya
funcion es ampliar o profundizar los aprendizajes logrados en el micleo basico, apliciAndolos y
relaciondndolos con conocimientos nuevos o planteando de manera diferente los ya expuestos,
con lo cual se completa la formacién Propedéutica general.

Los campos del conocimiento, buscan romper la visién parcializada y enciclopédica del
conocimiento y ofrecer al estudiante una perspectiva integral, que organiza a las diversas
disciplinas a partir de sus elementos comunes y les permite réconocer las semejanzas y
diferencias, las fronteras, las problemaiticas compartidas y los campos de aplicacion de las
mismas. ‘

Los campos del conocimiento se organizan en agrupaciones mas especificas que son las
materias. Una materia es un conjunto de contenidos correspondientes a un 4rea de
conocimiento ubicado en alguno de los dos nicleos y que estd organizado para ser ensefiado en
dos 0 mas cursos semestrales, denominados asignaturas.




Las materias estin regidas por una intencién desagregada de la intencion del campo de
conocimiento en el que se inserta y un enfoque. Cada asignatura se rige por una intencion
derivada de la intencién de la materia. Asi mismo se rige por el enfoque de Ja materia,
especificando lo pertinente a los contenidos incluidos en la astgnatura.

b) Area de Capacitacién para el Trabajo.

Esta area ofrece al estudiante una serie de capacitaciones, cuya finalidad es
proporcionar conocimientos, habilidades, destrezas y actitudes que posibiliten su formacién para
¢l desempeiio en procesos de trabajo dtiles individual y socialmente, atendiendo principalmente
tanto a sectores industriales y de servicios como a los de servicio publico y privado o de tipo
social.

¢) Area de formacién Paraescolar.

Esta drea tiene por objetivo complementar la formacion integral de los estudiantes
con actividades que tiendan a favorecer el desarrollo afectivo y motriz del alumno, permitiéndole
se exprese en los campos del arte y los deportes, asf como relacionarse activamente con su
comunidad por medio de la accidn social. Ella est4 subdividida en : Educacin Artistica (Artes
Plasticas, Danza, Musica y Teatro), Educacién Fisica (Deportes y Actividades Recreativas) y
Accion social (Actividades de Servicio a la Comunidad).




4. PROGRAMA DE ESTUDIO DEL COLEGIC DE BACHILLERES.

El programa de estudio es el instrumento que a partir de la intencionalidad educativa de la
institucién (perspectiva tedrico-metodalégica y pedagégica) informa a los profesores sobre los
contenidos y aprendizajes a lograr por el estudiante, ordenindolos en unidades, temas y
subtemas; orientindolo ademas en las actividades académicas tales como: Estrategias y
sugerencias didicticas, lineamientos de evaluacién y bibliografia.  De esta forma dicho
programa constituye para el profesor la base para planear, operar y evaluar sus actividades
académicas.

El programa esta integrado por:
a) Un Marco de Referencia.

En él se manifiestan las finalidades educativas del bachillerato que ofrece el
Colegio las cuales dan sentido y justificacién a la ensefianza de la asignatura; asi mismo se
determina la perspectiva general de enseflanza y aprendizaje que orientard al programa.  El
Marco de Referencia esté constituido por los siguientes elementos:

Ubicacién: Es la que describe el lugar que ocupa la asignatura al interior del plan de
estudios y su funcién principal es establecer su relacién con las demis asignaturas del arca, asf
como ¢on otras de! plan de estudios.

Intencién: Determina los grandes bloques de contenido (lo que se tratard en cada
asignatura), define las metas a las que se desea llegar con su ensefianza, explica la razdn de ser,
sentido y funcién que la materia tiene respecto al drea de conocimiento o capacitacién especifica
a la que pertenece y a la estructura general del plan de estudios como totalidad, asi como la
utilidad que le reportard al estudiante en su vida diaria y, en particular en su desarrollo escolar.

Enfoque: Es la perspectiva tedrica metodologica y pedagbgica desde la cual se estructuran
los contenidos delimitados por la intencién con el propésito de ser ensefiados, estableciendo de
estd manera su ensefianza y las formas de apropiacién que los estudiantes tendrdn para con la
misma.

Asi, el enfoque organiza a los contenidos para su ensefianza, respetando la estructura propia de la
disciplina a la que corresponden, en congruencia con una concepcién tedrica-metodologica
definida.

b) Base del Programa.

Esta base presenta los contenidos de las asignaturas por medio de los objetivos de operacién que
aparecen desagregados en unidades, temas y subtemas. Ellos expresan los conceptos, principios,
métodos, habilidades o actividades delimitindolos por la intencién y estructurados por el
enfoque, precisando limites de amplitud y profendidad dentro de los que dichos contenidos
deberdn ser abordados. Los objetivos se conforman sefialando ¢l "Qué”, el "Cémo”, y el "Para
qué” de la ensefianza, en donde:



El "Qué" expresa el contenido a ensefiar y hace referencia a los aprendizajes que el
alumno debe alcanzar a partir del mismo,

El "Cémo" se refiere a las acciones que el estudiante realizard para interactuar con el
contenido.

El "Para qué" indica las relaciones entre los aprendizajes a desarrollar en distintos
niveles al interior de la asignatura y/o en otras asignaturas, asi como la utilidad o aplicaciones que
le reportard al estudiante.

d) Elementos de Instrumentacidn;

Esta seccidn del programa proporciona sugerencias en lo que se refiere a aspectos
operativos como las estrategias didacticas, 1a evaluacion del aprendizaje y ia bibliografia, ademais
de brindar orientaci6n sobre las posibles trayectorias en la organizacién de los contenidos para su
ensefianza. Los elementos de instrumentacidn incluyen:

Estrategias Didécticas: Se presentan en los objetivos de operacién y se refieren a las
actividades que podrian desarrollar alumnos y profesores de acuerdo con la intencién de la
asignatura.

Lineamientos de Evaluacién: Se refiere a la forma en que los profesores reunidos en
academias pueden planear la evaluacion en sus distintas modalidades (diagnéstica, formativa y
sumativa), tomando en cuenta las normas generales que regulan la evaluacién del aprendizaje en
el Colegio de Bachilleres (lo que se evalia y la forma como se evalia deberan ser congruentes
con lo que se ensefia y la forma como se ensefia).

Bibliografia: Esta constituida por la relacién de libros, articulos de libros, revistas,
apuntes, periddicos, ete. que son necesarios para apoyar el logro de los objetivos del programa,
los cuales se presentan al final de cada unidad.

Reticula: Es un diagrama que muestra los contenidos y sus relaciones tomando en cuenta
para su arreglo dos criterios: La desagregacion y secuenciacion.

La desagregacién es un proceso deductivo que desglosa los contenidos hasta
identificar sus componentes elementales.

La Secuenciacion se refiere al orden sucesivo en que se verin los contenidos
apoyandose en criterios tales como: ir de menor a mayor grado de dificultad, partir de
conocimientos previos de los estudiantes para integratlos en etapas posteriores, de problemas a
conceptos, ete.

La reticula contiene, ademds, tres niveles fundamentales de estructuracién como
forma organizativa:

La macroreticula (unidades), la mesoreticula (temas) y la microreticula (subtemas).
La relacién de servicio entre contenidos se identifican por medio de fechas en la

reticula y la carga horaria se refiere a la asignatura de las horas-clase de un semestre a los -
contenidos del programa.



5. PERFIL DEL EGRESADO DEL COLEGIC DE BACHILLERES.
Tomando en cuenta las finalidades del Colegio come institucién de ensefianza media
superior y las caracteristicas de los alumnos que atiende, abre la perspectiva de tres campos en
los que debe desempefiarse el egresado: La educacitn superior, el mundo del trabajo y la vida
cotidiana.

a) Para integrarse a la educacién superior, el egresado debe:

Dominar los contenido teméticos definidos como basicos de la formacidn universitaria y
de la profesion por estudiar.

Tener habilidades de razonamiento 16gico (de analisis, de sintesis, de contrastacién y de
aplicacidn del conocimiento) que le permitan interactuar con situaciones problematicas.

Utilizar adecuadamente la metodologia cientifica, y los lenguajes del espafiol y las
matematicas.

Contar con la capacidad de abstraccién y simbolizacion.

Tener habitos y estrategias que le permitan comprender la lectura y expresarse
correctamente en forma oral y escrita.

Aplicar sus habilidades motoras al aprender el manejo de instrumental cientifico o
técnico.

Tener una actitud de investigacién de compromiso y participacion en la solucién de
problemas escolares y de la sociedad.

Tomar una decisién vocacional sustentada en un andlisis critico sobre sus gustos,
inquietudes y deseos personates.

b) Su integracién al mundo del trabajo requiere:

Poseer el sentido de la responsabilidad social y econémica que implica la
realizacién de un trabajo.

Contar con los conocimientos, habilidades y actitudes que le permitan organizarse
en diferente forma para la realizacion de un trabajo.

Tener la motivacién necesaria para esforzarse al hacer mejor su trabajo y seguir
ampliando sus conocimientos.

Aptlicar los conocimientos, métodos, técnicas y procedimientos aprendidos, en el
ambito iaboral.

10




¢) Su integracién en la vida cotidiana requiere:

Analizar, valorar y discriminar ta diversidad de mensajes informativos que le
presenta el medio.

Tener una actitud reflexiva y critica hacia si mismo, la sociedad, la naturaleza, la
ciencia y la cultura, fundarse en conocimientos filoséficos que le permitan comprender ¥
explicar la realidad, asi como valorar la manifestacién artistica y deportiva.

Aplicar los conocimientos adquiridos en la compresién y solucién de problemas
de su vida cotidiana.

Contar con los elementos que le permitan enfrentar los riesgos propios de su edad,
tales como el alcoholismo, 1a farmacodependencia, los embarazos no deseados, ctc.
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6. CONCEPCION PEDAGOGICA DEL COLEGIO DE BACHILLERES.

Tomando en cuenta los avances generados por las principales teorias en relacién con la
prictica educativa y de acuerdo con sus finalidades y posturas filoséficas el Colegio considera el
aprendizaje como un proceso continuo de construccién del conocimiento y a 1a ensefianza como
un conjunto de acciones que favorecen dicho proceso. Dicha construccion del conocimiento debe
entenderse como una permanente biisqueda de explicacidn de la realidad, a través de la
interaccion entre el sujeto y el objeto; y como consecuencia tomar en cuenta las siguientes
recomendaciones:

Conocer el nivel de desarrollo cognoscitivo del estudiante y partir de él para planear
actividades que apoyen su transicién hacia un nivel superior, (propiciar situaciones para cuya
solucién no le sean suficiente las operaciones y estructuras cognoscitivas que posee, ante lo cual
el estudiante va a sufrir un desequilibrio, que lc someterd a un proceso de asimilacién-
acomodacién que permanecera hasta encontrarse otra situacion desequilibrante.) (Piaget, 1973).

Propiciar condiciones sociales que le permitan progresar hacia un méximo desarrollo.
(Vigotky, 1987).

Ofrecer materiales que proporcionen aprendizajes significativos para lo cual habran de
cumplirse dos condiciones: Los contenidos deben estar convenientemente organizados signiendo
una secuencia logica-psicolégica apropiada, es decir, organizados, interrelacionados y
jerarquizados, respetando niveles de inclusividad, abstraccién y generalizacién.  Que ¢] alumno
posea los antecedentes ideativos necesarios para aprender los contenidos ofrecidos. (Ausubel,
1063). '

Recomendar las actividades internas del estodiante por lo cual es necesario tener en
cuenta procesos tales como: la atencién, la memoria, el pensamiento, la imaginacién y el
lenguaje. (Cagne, 1985).

Tomar en cuenta las propuestas instruccionales que propicien el desarrollo de estudiantes
independientes, creativos y eficientes solucionadores de problemas. (Castafieda y Lépez, 1990).

El Colegio de Bachilleres propone su propia concepcidén pedagdgica para la
instrumentacion de la practica educativa basada en los cinco componentes siguientes:

a) Problematizacién.

La construccion del conocimiento puede identificarse al plantear un problema para
cuya solucién el estudiante utilice sus conocimientos, con lo cual pedrd reconocer que son
insuficientes y crear asi un desequilibrio entre sus saberes y los propuestos por €l problema.

Al planear la situacién problema, se debe considerar dos dimensiones importantes y
buscar su interrelacion: por una parte los contenidos a partir de los cuales el estudiante puede
cuestionar sus conocimientos previos; por otro lado la especificidad individual del estudiante (sus
expectalivas e inquietudes, sus intereses y sus necesidades); y su especificidad social en la que
esta inmerso.
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b) Organizacién Légica e Instrumental.

Se refiere a un conjunto de condiciones y acciones logicas e instrumentales
propiciadas por el profesor, para facilitar la interaccién del estudiante con el objeto; con lo cual
reafirmard, modificard o reestructurard sus propios esquemas de conocimiento, para que con ello
no sélo tenga aplicacion inmediata sino que al resto de su vida escolar, laboral y social. La
organizacion légica ¢ instrumental podria pensarse como una herramienta que ha de articularse
con las estrategias que utiliza el estudiante para aprender y las que utiliza el docente para ensefiar.

¢) Incorporacién de Informacién.

Es necesario que ¢l estudiante resuelva sus dudas y obtenga informacién que le
permita conocer y formalizar conceptos, procedimientos y principios que engloban y explican la
situacién problemdtica en cuestién, lo cual hard con la guia del profesor quien orientari la
busqueda de informacién méds pertinente para la construccidn de su conocimiento.

d) Aplicacién.

Una vez que el estudiante ha iniciado la incorporacién de conocimientos
construidos deberd verificar si son correctos, suficientes y, si le permiten Ia solucién de
problemas planteados en el nivel de habilidad establecido. La ejercitacion se desarrolla, en un
principio, en situaciones similares a la problematizacién inicial y paulatinamente se van
solucionando problemas mas complejos.

La aplicacién del conocimiento es, asi una manifestacién de la medificacion de los
esquemas cognitivos del estudiante.

¢) La consolidacién es 1a etapa que permite al estudiante generalizar el conocimiento
y propener variaciones de manera fundamentada, es decir, que ante Ia presentacién de
diversas situaciones deben poder decir cuando es ldgicamente pertinente usar o transferir
esos nueyos conocimientos. Para llegar a la consolidacién se recomienda:

Presentar al alumno situaciones o problemas donde la aplicacion de los nuevos
conocimientos sean generalizables (problemas cada vez mas complejos, en otros campos o de
investigaciones multidisciplinarias).

Proponer situaciones en donde los estudiantes tengan que decir cuiles conocimientos son
pertinentes en la solucidn.

Solicitar a los alumnos que planteen otras situaciones en donde puedan aplicar los nuevos
conocimientos.
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coucz:gc:c’m PEDAGOGICA PARA LA INSTRUMENTACION DE LA
PRACTICA EDUCATIVA DEL COLEGIO DE BACHILLERES

PROBLEMATIZACION Para que el estudiante reconozca que sus conocimientos
son insuficientes para la solucion de ciertos problemas.

ORGANIZACION LOGICA Son las estrategias, el material de apoyo y las

INSTRUMENTAL condiciones usadas por el profesor para reafirmar,

modificar o reestructurar los esquemas de conocimiento
de los alumnnos.

INCORPORA{:I(SN DE Para resolver dudas, conocer y formalizar conceptos y

INFORMACION procedimientos implicados en la situacion problemdtica,
el estudiante requiere de informacién veraz y oportuna,
lo cual hara con la guia del profesor.

APLICACION Para verificar si los conocimientos obtenidos son
correctos y suficientes deberd realizar aplicaciones
similares a la problematizacién inicial.

CONSOLIDACION Para generalizar el conocimiento a otras asignaturas y a
situaciones més complejas.

14




a1

RECAPITULACION DEL CAPITULO I
"MODELO EDUCATIVO DEL COLEGIO DE BACEHILLERES"

INSTITUCIONES DE ENSENANZA MEDIA
SUPERIOR

ACTIVIDADES SOCIALMENTE
PRODUCTIVAS

'

MODELC EDUCATIVO DEL COLEGIQ DE BACHILLERES

Conjunto de normas, valores, concepciones tedricas y
lineamientos que definen la estructura curricular, organizativa y
motodolégica que en lo social, cientifico y pedagégico dan
identidad y direccién a la practica educativa de la institucién.

o

v

'

!

ORJETIVOS GENERALES

¢ Desarmolla te capacidad
intelectual del alumno
mediante la obtencidn y
aplicacion de
conocimicntos,

¢ Conceder la misma
tmportancia 8 la ensefianzs
que al eprendizaje.

¢ Crear una conciencia crilica
que le derive una actitud
responsable ante |z
socicdad.

+  Propuccionar capacitacion y
adiestromicnto en una
réeniva.

ESTRUCTURA
ACADEMICA

Para lograr
sus objetives
cuenta con:

Ared de
formacidn
propadeutica

Aresa de
capacitacién
para el
trabajo

Area de
farmacién
paraescolar

PLAN Y PROGRAMA DE
ESTUDIO

£l plan concreta los
objetives
institucionales en
programas de estudio
al programa esté
integrado por:
contenidos & ensefiar,
su ubicacidn,
secuencia,
distribucidn,
desificacidn, carga
horaria, objetivos de
aprendizaje y enfogque
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astrategias
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ensefanza.

PERFIL DRL
EGRREADO

Ue acuerdo
con law
caracte-
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deben
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para:

*La
eductacion
superior
*EL mundo
del trabaja
*la vida
cotidiana
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APRENDIZAJE. - Procesc continuo cde
conatruccién del conocimiento
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realidad ).

ENSRAANZA. - Conjunto de aceiones
que propician el aprendizaje.

la construccidn del conecimiento
se db a través de la interaccisn
entre sujeto y okjeto.




II. MODELO DIDACTICO PARA LA ELABORACION DE MATERIALES.

La elaboracién de materiales deberd tener la cualidad de vincular y aplicar los aspectos
disciplinario y didactico.

El aspecto disciplinario se refiere a la formacién del docente y las caracteristicas de cada
asignatura las cuales estdn expuestas tanto en el enfoque como en la intencién del programa.

El aspecto didéctico indica partir de las bases que segin el modelo educativo del Colegio
de Bachilleres permiten la apropiacién constructiva del conocimiento. Para aclarar lo que esto
ultimo significa es necesario partir del concepto homogéneo de aprendizaje.

1. BASES PEDAGOGICAS.

El aprendizaje se debe concebir como constructivo, integral y evolutivo
(desarrollo).

Constructivo: porque el sujeto en su accién cognoscitiva estructura un objeto al
identificar sus caracteristicas y nuevas relaciones respecto a este, pero a la vez ¢l objeto
estructura al sujeto dependiendo de la naturaleza de este. De aqui que el proceso de aprendizaje
sea una interaccion estricta entre el sujeto y el objeto de conocimiento lo cual le da su caracter de
construccién.

El aprendizaje entonces no es acumulativo, ya que la propia accién del sujeto para
aprender ante una nueva situacién o problemitica crears las condiciones necesarias, para
reclaborar, ampliar y corregir sus propias concepeiones respecto a los objetivos de conocimiento.

Integral: porque en la accién de aprender se involucran dimensiones de diferente
nivel que impactan dicha accidn, tales como lo socio-cultural y particularmente las creencias,
costumbres y convicciones que ha desarrollado el individuo en su interaccién con la cultura y la
historia de su época. También lo referente a su individualidad, conformada por su personalidad;
particularmente sus mecanismos emocionales, afectivos y motivacionales ante la necesidad de
crecimiento intelectual y de satisfaccidn por conocer, comprender e interpretar su propia realidad.

Evolutivo (desarrollo): porque el estudiante, fortalece en la accion de aprender
sus instrumentos cognoscitivos, sean estas habilidades logicas metodolégicas, esquemas de
accién y estructuras de abstraccién y reflexidn, las cuales posibilitan al sujeto para acceder a
nuevas situaciones de aprendizaje, en el sentido de considerar al aprendizaje como producto de
una relacion entre la estructuracion del sujeto y los objetivos.
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2. FASES DE APRENDIZAJE,

E! aprendizaje debe ser significativo, entonces da lugar a un modelo didictico
conformado por cuatro fases: Induccién, Estructuracién, Consolidacién y Retroalimentaci6n.

Induccién: su objetivo es poner en contacto al estudiante con lo que va a
aprender incorporindolo a una situacién general del aprendizaje del problema. La situacién de
aprendizaje que deseamos ofrecer al estudiante debe posibilitarle su participacién activa dentro
del proceso.  asimismo, la induccién tiene como funcién iniciar un proceso de aprendizaje en el
cual el propio sujeto tenga necesidad de ir construyendo y completando su actividad
cognoscitiva.

Estructuralizacién: durante esta fase se lleva a cabo la revisidén, coordinacién y
construccidon de esquemas de conocimiento, estas actividades son el resuvltado de un proceso
complejo que se inicia de alguna forma con la identificacién de una problematizacion y de la
movilizacién de esquemas de conocimientos que el sujeto posee y que puedan ayudarle a
resolverla.  Ambas actividades (identificacion y movilizacion) pueden considerarse como
abordadas durante la induccién una vez que el sujeto ha movilizado (evocado y relacionado)
algunos esquemas de conocimiento, tratard de aplicarlos para resolver el problema o situacién de
aprendizaje. Deberd entonces buscar una forma de compensacién para poder resolver la
dificultad y restablecer el equilibrio cognoscitivo alterado por el planteamiento de un problema.
Precisamente esto ultimo, se refiere al sentido mas general en que puede entenderse €l papel
activo del sujeto en la construccion.

Se da una aproximacién sistemitica, del sujeto {estudiante) al objeto de conocimiento
(estudio). ‘

Consolidacién: Tiene la funcion de reafirmar lo aprendido, a un nive! mayor que
los alcances de la fase anterior, debido a que establece relaciones y comparaciones de todos los
temas y conceptos estudiados en la fase de estructuracién. En este sentido el conocimiento debe
ser aplicado y generalizado ya que Ia consolidacién que se da en la fase de estructuracidn se
circunscribe al tema estudiade. Por otra parte en esta fase de consolidacién 1a reafirmaci6én pone
el énfasis en la posibilidad de que el estudiante prefundice en el conocimiento cientifico que se
retoma para la tecnologia y la vida cotidiana en general, relacionando los temas estudiados de
una manera global y en sentido de estructura conceptual.

Retroalimentacién: aqui el estudiante reconoce el procedimiento que ha
seguido para construir su conocimiento, asi como de las diferencias entre su modo de pensar
inicial y firal.

Por una parte debe realizarse a través de la contrastacion entre el nivel de conocimientos
con el que inici6 ¢l proceso de aprendizaje y al que finalmente llegd; los productos obtenidos
(conceptos) lo guardardn hacia nuevas preguntas de un nivel superior.  Por otro lado, mediante
el anilisis del proceso que siguié - proceso que ha seguido un camino logico- sin descartarse el
factor afectivo que obviamente estuvo involucrado, llevard al estudiante a describir los errores y
aciertos en el procedimiento que siguid, de ahi que la funcién fundamental del material sea
orientar al estudiante en estos dos aspectos.
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3. ELEMENTOS DIDACTICOS DE LOS MATERIALES.

Las fases del aprendizaje enunciadas deben ser retomadas en la elaboracion de
materiales impresos, para este propésito se incluyen alguncs elementos didécticos que permitan
al estudiante la construccién del conocimiento.

Estos son: la induccin, cuya funcidn principal es motivar y contextualizar, la
estructuracién para hacer reflexionar, la_consolidacién para reafirmar lo aprendido y la
retroalimentacién cuyo propésito es aplicar lo apreadido.

Los componentes principales de estos elementos didicticos son:

La fase de Induccién se compone de los elementos didicticos: indice, propésito,
introduccién y cuestionamiento guia.

fndice: Se refiere al desglose del contenido del material especificado en paginas.

Proposito: Se redacta en forma general, e integra los conocimientos, habilidades,
valores, etc. que debera poseer el estudiante al finalizar el estudio del material.

Introduccion: Ubica al estudiante en el tema que va a estudiar.

Cuestionamiento Guia: Sirve de orientacién al alumno para el desarrollo del
contenido, proponiéndole una situacién problemdtica que puede contestarse parcialmente con lo
que conoce y lo posibilita para detectar la necesidad de adquirir nuevos conocimientos y

habilidades a fin de poder resolverla totalmente.

En Ia fase de estructuracién los elementos didictos son: Desarrollo de contenido,
actividades de regulacion y explicaciones integradoras.

Desarrollo de Contenido: Al inicio se establece una red conceptual o esquema que oriente
el desarrollo del contenido.

Identificando los elementos de un concepto y exponiendo sus relaciones.

Se deben manejar, conceptos sencillos e ir progresivamente hacia los més complejos.

Actividades de regulacion: Se incluye en el desarrollo del contenido donde es necesario
elaborar preguntas que propicien la reflexion o actividades que permitan aplicar, comprender o
construir el conocimiento. Deben permitir la participacion activa del estudiante.

Explicaciones Integradoras: Deben incluirse de preferencia al final de cada tema,

Son sintesis de la relacién y vinculacion de los conceptos ejes integrados en una totalidad.
Pudiendo presentarse en forma de cuadro, esquema o en una reflexién personal del autor.
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Los elementos didacticos de la Fase de Consolidacién son actividades de consolidacién y
de generalizacion.

Actividades de consolidacion:

- Son actividades integrales que posibilitan que e} estudiante las relacione con los temas
tratados en €l material.

- Son de caracter practico y constructivo a partir del contenido estudiado, para obtener una
explicacion de! estudiante.

- Permiten al estudiante dar respuestas globales y congruentes de lo estudiado.

- Promueven el pensamiento abstracto, asi como las operaciones mentales del tipo
formal.

- Permiten aplicar lo que aprendié el estudiante a situaciones concretas.

- Ayuda a observar las relaciones y la utilidad de lo aprendido.

- Aquellas donde se consolide, aplique o ejerciten varios conceptos en una sola,
con el fin de que el estudiante integre lo aprendido.

Actividades de generalizacidn.
- Se propone al final de cada material.

- Sugieren consultar otros materiales para profundizar lo aprendido y que no esta
en el material estudiado.

- Enriquecen lo aprendido al ser generalizado el conocimiento a otras
situaciones.

- Actividades tales como leer articulos (ciencia y tecnologia, etc.) o asistir a
eventos culturales, conferencias, museos, etc.

- La_ fase de Retroalimentacién tiene como elementos dldtictlco a: La
recapitulacién, los lineamientos de autoevaluacién y la bibliografia.

La recapitulacién es un esquema o cuadro sindptico que contiene los aspectos relevantes
del contenido.

Presentado con un breve andlisis del proceso légico que s1rv16 al estudiante durante su
aprendizaje con el material.

Posibilita que el estudiante haga una sintesis reflexiva de log contenidos vistos.
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Los lineamientos de autoevaluacion son respuestas a las actividades de consolidacion que
permiten al estudiante verificar sus propias respuestas; éstas pueden ser de dos tipos dependiendo
de la intenci6n de los autores.

- 3c pueden bosquejar las respuestas, explicando algunos de los elementos que
debit considerar, o bien dar respuestas detalladas y concretas.

- Permiten al estudiante volver a revisar aquellos puntos que necesiten reafirmarse,
o bien consultar otras fuentes,

La bibliografia, lista las referencias donde el estudiante puede profundizar o ampliar los
temas tratados a lo largo del material.

Dichas referencias deben adecuarse al nivel de bachillerato y de ficil  acceso para él
(libros y bibliotecas de costos accesibles),
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RECAPITULACION DEL CAPITULO II

“MODELO DIDACTICO PARA LA ELABORACION DE MATERIALES”

ASPECTOS DISCIPLINARIOS

T

FORMACION DEL DOCENTE

AVANCES GENERADOS POR LAS

PRINCIPALES TEORfAS
e

~,

MODELO DIDACTICO PARA
OBTENER APRENDIZAJES
SIGNIFICATIVOS

PARA : CONTIENE :
MOTIVAR ¥ Hnice, prOPOSITO,
CONTEXTUALT INTRODUCCION Y
ZRR . CUESTIONAMIENTO GUiA
———»  INDUCCION —p
DESARROLLO DE CONTENIDOS,
REFLEXICNAR —» ESTRUCTURACION —™ ACTIVIDADES DE
REGULARIZACION,
EXPLICACIONES INTEGRADORAS
CONSOLIDACION
REAFIRMAR  » CONSOLIDACION —b GENERALIZACION
RECAPITULACION
INTEGRAR L A AUTOEVALUACION
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IXI. INICIACION AL ALGEBRA.
PROPUESTA DIDACTICA PARA EL NIVEL MEDIO
SUPERIOR.
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INDICE DE LA PROPUESTA

Propdsito

Introduccién

Cuestionamiento Guia

L

10.

11.

12.

13.

Notacién Exponencial

Origen de los Sistemas de Numeracién
Los Numeros Naturales

Los Nimeros Enteros

Los Niameros Racionales

La Recta Numérica
Los Niimeros Decimales
Reglas del Punto Decimal

Notacibén Cientifica

Los Nitmeros Irracionales

Los Nitmeros Reales

Leyes de Exponentes y Radicales

Razones y proporciones

Sintesis Temitica

Actividades de Consolidacién

Lineamientos de Autoevaluacién

Actividades de Generalizacién
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PROPOSITO

En los cursos de Matematicas de la secundaria estudiaste la Aritmética de los principales
conjuntos numéricos (naturales, enteros y racionales), notaste su importancia y analizaste su
utilidad al aplicarlos en la solucién de problemas; ahora con el estudio de este material
comprenderds como se generan los nameros reales (naturales, enteros, racionales e irracionales),
y las propiedades de sus operaciones, con la finalidad de reconstruir métodos, técnicas y
procedimientos que faciliten tanto la resolucidén de problemas de cardcter numérico como el
acceso al estudio del digebra.

Para lograr esto en cada subtema, se plantean problemas y ejercicios relacionados con el
conocimiento que ya posees, los cuales deben hacerte reflexionar y aplicar tus propios métodos
para llegar a la respuesta, la cual confrontards con la construccién sugerida en el material y asi
poder evaluar, afirmar o modificar tus propios conocimientos.

Todo ello, primero con respecto a los sistemas numéricos y posteriormente para los
modelos aritméticos que de ellos dependen.
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INTRODUCCION

El proceso de contar es y ha sido una de la més grandes preocupaciones de la humanidad
desde tiempos muy remotos, se dice que, probablemente, el primer instrumento que ¢l hombre
usé para ello fueron sus dedos, posteriormente cada civilizacién cred su propio sistema de
numeracion que también sirvié para contar, luego para este mismo fin se utilizd el abaco y las
operaciones aritméticas; en Ia actualidad las méquinas calculadoras y las computadoras
constituyen una importante e indispensable herramienta de trabajo que sirve no sélo para contar
sino para procesar grandes cantidades de informacién que se obtienen en poco tiempo.

El siguiente t
no sélo te servirdn pars :
ofras asignaturas
estudio del Algebr.

ma :?dﬂsguccién y refo ion d¢’modelos aritméticos que
: sStar-y resolve .?roblimas‘ e la vid‘g cgtidiana, y de aplicaciones a
jeica, Quimicﬂ,'fe?t.; sino que te servirfty'de apoyo para tu acceso al

aritigéticos, en este material encontrards
*‘, reflexién y participacién activa 1
“306 A.C.), quien expresaba: . -

entre otras cosas p tas y acusvidades
cual es congruente convg] sabio grie q\

"...Se debe aprender haciendo las cosas,
porque aungue uno cree que sabe no
tiene la certeza hasta que lo intenta

El autor
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Cuando utilices los nimeros para contar, debes tener en cuenta las operaciones que puedas
realizar con ellos; asi como su significado y propiedades para hacer més eficiente dicha actividad,
por ejemplo:

Si en un almacén hay 1005 cajas con 25 refrescos cada una, calcula el total de refrescos en
existencia.

Respuesta:

Observa que, algunos procedimientos para obtener la respuesta del problema anterior
pueden ser:

2) Contar uno a uno los refrescos.

b) Sumar 1005 veces 25,

<) Sumar 25 veces 1005,

d) Multiplicar 25 por 1005,

¢) Sumar los productos: 1000 por 25 con S por 25.

Medita cada procedimiento y date cuenta que el mas rdpido y sencillo fue sumar los
productos 1000 por 25 con 5 por 25, lo cual se debe a que dicho resultado se obtuvo a través de [a
suma de dos multiplicaciones cuyos productos son ficilmente calculables, al aplicar en forma
conveniente la propiedad distributiva y de manera abreviada el resultado de multiplicar 25 por
1000 (agregando a 25 tres ceros).

Imaginate el ahorro de tiempo y esfuerzo que hubo entre contar uno a une los refrescos y
el de sumar 25000 con 125 (ultimo procedirniento mental).

Recuerda que, ¢l resultado de multiplicar cualquier nimero entero por 10, 100, 1000, etc. se
obtiene agregando a dicho nimero uno, dos, tres, etc. ceros.

La razén de lo anterior es que dada la estructura del sistema décimal, cualquier nimero
puede expresarse con notacion desarrollada de donde, por ejemplo, al multiplicar.

a)25 por 10
Lo expresamos primero con notacion desarrollada.
[200t + s¢10y0 J10

Luego, a esta expresion le aplicamos la propiedad distributiva y la Ley de los Exponentes
a"a™ = a"™™, Para obtener:

2(10)1(10) + 5(10)°(10)
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Enseguida se escribe su equivalente con notacidn exponencial
2(10)2 + 5(10)!(1)
Nota que en esta expresidn tenemos dos centenas, cinco decenas y ninguna unidad, por lo tanto:

201002 + 5(10)" + ((10)0
Lo cual es igual a 250

b) 25 por 100

[2010y" + sa0y J100 = 2¢10)(100) + 5(10)0(100) =

= 20101 (10)2 + 5(1)10)2 = 2(10)3 + 5(10)2 + 0{10) + 0(10)° =
¢) Utiliza el mismo procedimicato para obtener €l producto de 25 por 1000.

Observa que como consecuencia de lo anterior, el procedimiento para multiplicar ntimeros
terminados en ceros puede abreviarse, por ejemplo:

Para multiplicar 15000 por 40000, multiplicamos 15 por 4 y agregamos al resultado 7
ceros, puesto que si aplicamos las propiedades conmutativa y asociativa tendremos:
15000(40000) = 15(1000)(4)(10000)=15(4)(1000)(10000)=60(10000000)=600000000.

(Crees que valga la pena estudiar las operaciones, sus propiedades y el significado de los
nimeros pafa ahorrar tiempo y esfuerzo en la solucidn de éste y otros problemas semejantes?
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1. NOTACION EXPONENCIAL.

Hace aproximadamente 400 afios sélo algunas personas realizaban multiplicaciones y
otros especialistas divisiones!. En la actualidad las maquinas computadoras proveen miles de
operaciones por segundo y las mayoria de las personas requieren informacién veraz y oportuna
para tomar decisiones con mas certidumbre, es por ello que las computadoras, las calculadoras y
algunos procedimientos pricticos como la notacion exponencial y cientifica, ademas de su
manejo e interpretacion son de vital importancia, por ejemplo:

- Si se sabe que la velocidad de la Iuz es de 300000 kilémetros por segundo,
calcular la distancia recorrida por ella en una hora.

Respuesta:

Para comprobar tu respuesta, llena los espacios vacios. De las expresiones contenidas en
el siguiente razonamiento.

a}
a) En un segundo lz luz recorre
b) En dos segundos la luz recorre
¢) En tres segundos la luz recorre
d) En un minuto la iuz recorre
e} En una hora la luz recorre

FEEES

Si para obtener la respuesta, las operaciones que realizaste fueron multiplicar 300000, por
60 y este resultado por 60, entonces el resultado final se puede expresar como 108(10)7, lo cuat
se debe a que la escritura de algunos nimeros puede hacerse por medio de exponentes, y a esta
representacion suele llamarse NOTACION EXPONENCIAL.

- Tomando como referencia ia observacion del parrafo anterior, escribe €l ntimero
300000 en notactén exponencial.

Respuesta:

Para comprobar tu respuesta observa que 300000 es igual a 3(100000) y que 100000 se
puede escribir como el producto 10(10)%10)(10)(10), el cual expresado en forma exponencial
equivale a (10} y por lo tanto:

300000 =3( X ).

2 Pégina 24, "Historia de las Matematicas"', Marcel Boll, Editorial Diana.
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Conviene recordar los siguientes hechos:

a) En la notacidn exponencial (10)° el nimero que se repite como factor, en este caso
"10" se llama base y el indice que sedala las veces que se toma la base como factor,
en este caso "S" se llama exponente.

b) La base de una potencia puede ser cualquier niimero entero y también cero siempre
y cuando ¢l exponente no sea también cero (00 no esta definido).

¢) Cuando el exponente es cero y la base diferente de cero, la potencia es uno
30=1,70=1,.)

Teniendo en cuenta los hechos anteriores completa en los espacios vacios, las siguientes
expresiones:

EJERCICIOS

Escribe los siguientes productos usando exponentes:

) 10(10)X10) 103
b) S(SMSX5XS)

€) HINIXINNOEHD)
d) 10X1X1)

e) 0(0)

Escribe cada potencia como producto de factores iguales:

a) 9 = 999

b} 56 =

c) (10 =

4 1 =

e) 0 =
Para escribir 10{10)(10)(10){(10)(10)(10) anotamos un uno seguido de ceros, o

diez elevadoala potencia .

Para escribir (10)9 anotamos 1 seguido de ceros, lo que significa multiplicar
diez por si mismo veces.

Llena los espacios vacios de las siguientes expresiones:

a) (100 ) = 10(10)(10)(10)(10)(10) ( )
by ( X)) = 10(10)(10)(10X(10) = ( )
c) (10K3) = = ( )
d ( X)) = = { 100 )
e (N0 = = ( )
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Niimero Producto Notacién

Exponencial
a) 500 = 5( ) = 5(10) )
b) 9000 = 9 ) = 9( ¥

= _( X

c) = 7(10000)

Escribe cada namero en Notacion Expenencial:

a) 800000
b) 3000

c) |

d) 25000
€) 3070000

Ahora expresa cada nimero escrito en forma exponencial en la forma usual:

a)  3(102 =
b)  SQ0p =
Q) 6(10) =
d  9(7)R =
e 2(5) =
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CALCULO EGIPCIO

Se cree que alrededor del afio 1650 a. de C. fue elaborado el papiro de RHIND? en el
cual se aprecia que la multiplicacién en Egipto se realizaba por medio de duplicaciones y sumas
de resultados, por ejemplo, descubre su método observando y analizando el siguiente esquema
en el que se muestra el producto de 47 por 25, utilizando notaciones modernas para entender
mejor.

47 1
94 2
188 4
376 8
752 16
1175 25

Si no te fue posible entender, vuelve a intentar después de contestar, ;qué significan los
renglones enmarcados?, por ¢jemplo, ¢, qué indica ?

[376 8 ]

(Notar que los niimeros de la izquierda, indican 47, tatas veces como los de su derecha)

+Podrias utilizar este procedimiento para calcular el producto 1175 por 18?

3 P4gina 60, Lecturas de Apoyo, "Mateméticas [-A", Volumen 1
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CALCULC ARABE.

. Los drabes del siglo X, para multiplicar utilizaban una cuadricula con diagonales llamado
METODO SCACHIERO! Lucas Pacioli {1445-1514) quien escribié el primer tratado impreso
de aritmética y 4lgebra demostré dicho procedimiento.

Descubre su método observando y analizando el diagrama en el que se muestra la forma de
obtener 1175 como resultado de multiplicar 47 por 25.

Si no te fue posible entender, vuelve a intentar después de contestar, jqué parte de la
multiplicacién significa la esquina del diagrama?

7

(Comprueba en el resto del diagrama, lo que sucede en esta esquina, es decir, que dos por
siete son catorce) .

Podrias utilizar este procedimiento para calculer el producto 1175 por 18 en el
siguiente diagrama?

4 pagina 228, Lecturas de Apoyo, Matemdticas [-A", Volumen [
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2. ORIGENES DE LOS SISTEMAS DE NUMERACION.
Los primeros niimeros que el hombre conocid fueron: el uno, dos, tres, cuatro, cinco,...

Le sirvieron para contar objetos. Al principio se ayudé mediante el empleo del
procedimiento de apareo, formando parejas entre los objetos que debia contar y conjuntos de
referencia, que generalmente eran los dedos de las manos. Actualmente los nifios hacen lo
mismo cuando con los dedos indican su edad, por cada dedo un afio.

Después descubrié que era necesario un método més eficiente para registrar cantidades
mayores y empezé a rayar las rocas, las paredes de las cuevas, troncos y varas, es decir seiialo
con una marca cada objeto, dando lugar a la aparicién de los primeros simbolos.

A medida que fueron aumentando sus necesidades se hizo evidente que el conteo a base
de tarjar era dificil e inconveniente, por lo cual los simbolos empezaron a ser ordenados en
grupos y remplazados por unidades mayores, tal como sucedié en el sistema Egipcio en el que

diezs unidades (| | | | | | l | | | ) eran sustituidas por una pezufia { M),
diez pezufias por una cuerda anudada (8), etc., y de esta forma ganar espacio y comodidad en la
notacion,

En esta fase evolutiva podemos notar que las civilizaciones ya contaban con reglas y

simbolos propios para representar niimeros, es decir, tenian sus propios sistemas de numeracion.

NUMERACION EGIPCIA (3000 a.C.),

Los simbolos bésicos o numerales que servian para representar a los niimeros eran:

A s £ T =~ <+

uno diez cien mi! diez mil cien mil un millén

El principio bajo el cual se utilizaban estos numerales es el aditivo, que consiste en sumar su

valor sin importar e} orden por ejemplo, el numeral: ﬁ 688mm‘ | | I |

representaba el ndmero 1000+100+100+100+10+10+1+1+1+1+1, es decir, 1000+300+20+5, o
sea, 1325

5 La medida de los grupos es comunmente designada como la base, en consecuencia el sistema de
numeracién Egipcio es de base diez. Y obviamente un simbolo no podia representarse mas de
nueve veces.
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NUMERACION ROMANA (200 a.C.)

Los simbolos bésicos o numerales que sirven para representar a los nimeros son letras del
abecedario, o sea:

I v X L C D M
uno cinco diez cincuenta cien quinientos  mil

Los principios bajo los cuales se utilizan estos simbolos son: aditivo, sustractivo y
multiplicativo, los cuales consisten en:

a) Sumar el valor de los simbolos que integran el numeral, si el de menor valor
aparece escrito a la derecha del mayor, por ejemplo, el numeral
MDCCXXXII, representa el nimero:
1000+500+ 100+ 100+10+10+10+1+1, es decir,
1000+500+200+30+2, 0 sea 1732.

b) Restar el valor de los simbolos que integran el numeral, solo cuando esté:
| antesde Vode X

XantesdeLodeC

Cantesde Do de M.

Por ejemplo, el numeral:
IV, representa el nimero, V - I, esdecir 5-1, 0sea 4

XLV, representa ¢l nimero, L — X + V, es decir 50 — 10 + 5, 0 sea 45

MCMXC, representa el nlimero, , es decir, ,

0 sea

c) Multiplicar el valer de los simbolos basicos por mil, cuandoe sobre elios se coloque
una barra.

Por ejemplo, el numeral:
1V, representa el nimero, 4(1000), es decir

4000.
X L X X, representa el nimero, 10( )+ L+X+X,
es decir, +50+20,0sea

Con la finalidad de ser practicos se debe usar un minimo de simbolos al escribir
numerales, por ¢jemplo, al escribir:

noventa y cinco, 1o hactan con XCV, y no con LXXXXV.

Diez, lo hacian con X, v no con VV, etc.
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Una mejoria notable se dio al usar multiplicadores para indicar el niimero de potencias de
la base tal como sucede en el sistema de numeracién chino-japonés.

NUMERACION CHINO-JAPONES (2000 a. C.)

Los simbolos basicos o0 numerales que les sitven para representar & los niimeros son:

nﬁﬁ@ﬁk{ﬂf\féf

Uno dos cuatro cinco scis siete ocho nueve dies cien mil

Los principios bajo los cuales operaban estos nimeros fueron el aditivo y el multiplicativo, los
cuales consisten en: sumar los productos formados entre los nimeros menores que la base
(multiplicadores) y las potencias de la base (1, 10, 100, 1000, etc.) sus numerales se escriben
verticalmente, por ejemplo, el numeral:

2(1000) = 2000

Representa 4(100) = 400

.7C
Z

j—' El 3(10) = 30

ﬁ Numero (1) = 8

2438

36



Finalmente aparecieron los sisternas de numeracién posicionales cuando en ellos se
utilizaron posiciones para sustituir las potencias de su base.

Los principios que utilizan estos sistemas son; el aditivo, el multiplicativo y el posicional;
ellos consisten en sumar los términos que resultan de multiplicar el valor de cada simbolo por la
potencia correspondiente a la posicién que ocupa.

Algunos de estos sistemas son:

1. NUMERACION INDOARABIGA (200 a.C.)

Los simbolos basicos o numerales gue sirven para representar nimeros son:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
cero uno dos tres  cuatro cinco seis siete ocho nueve

La base de este sistema es diez, sus valores posicionales son horizontales de derecha a
izquierda en forma creciente.

La interpretaciéon de un nurheral en este sistema puede facilitar la compresion de sus
principales caracteristicas, por ejemplo:

7845 representa el mimero

7(10)° + 8(10)* +4(10)" + 5(10)°, es decir

7(1000) + 8(100) + 4(10) + 5(1), 0 sea

7000+ 800 +40 +5

A cualquiera de las expresiones:

7(10)° + 8(10)° +4(10)' + 5(10)° & 7(1000) + 8(100) + 4(10) + 5(1)

se acostumbra llamar notacion desarrollada del niimero 7845.
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2. NUMERACION MAYA (300 D.C)

Los simbolos bésicos o numerates que les sirvicron para representar nimeros en este
sisterna fueron:

& o —

cero uno cinco

Este sistema fue vigésimal (base veinte), sus valores posicionales eran verticales de abajo
hacia arriba en forma creciente.

El principio aditive y los simbolos basicos se combinaban para representar nimero
menores que 20,

Sus valores posicionales eran:

(20 = 8000
(20 = 400
0y = 20
20y = 1

Para el computo del tiempo y las fechas importantes’ disponian de este mismo sistema.
Con la tnica excepcién de que 1a unidad de tercer orden era 18 veces la unidad anterior, €s decir,

18(20), en vez de 20 (20 ) = (20 )?, pues este nimero sc acerca lo mas posible a la duracién del
afio de 365 dias.

De manera que dichos valores fueron:
L J

180208 = 7200

1820y = 360
Q0 = 20
20y = 1

La escritura de numerales menores que veinte, se realizaba de dos maneras: una, utilizando un

punto por cada unidad v una barra por cada cinco. Otra, representando con una cabeza distinta
cada uno de estos nimeros.

6 Pagina 8, I, Rey Pastor y §. Babini
Historia de las Matematicas. Los sistemas de numeracion
Primera Edicidn. Buenos Aires 1951. Espasa-Calpe
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Por ejemplo el numeral:
a) Con el sistema vigésimal estricto

o 120(18) =| 1(7200) = 7200
o @ . - -
—_— Representa 720H'(18) =| 7(360)= 2520
(A=) El 0(20y' ={ 0Qo= 00
— Nimero; 6 10(20)° = 1om= 10
9730
b) Con ¢l sistema para el computo del tiempo.
o 120y = 1(1800) = 8000

LA Representa 7(20)¢ = 7(400) = 2800
& El 0(20)’ - 020)= ©
—_— Niimero; 6 10020)° = 1o0()= 10

10810

Nota: Entre los monumentos y cédices Mayas, ¢l mayor mimero que se ha encontrado
corresponde a un nitmero de ocho cifras en el sistema decimal, es decir decenas de millén,
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3. NUMERACION BABILONICA (2000 a.C.)
Los simbolos basicos o numerales que les servian para representar ndmeros fueron:
k 4 <
- uno diez
Este sistema fue sexagésimal (base sesenta), sus valores posicionales eran horizontales de

derecha a izquierda en forma creciente.

El principio aditivo y los simbolos basicos se combinaban para formar nimeros menores a
sesenta.

Este sistema carzcid de un simbolo para representar al cero por mucho tiempo, por lo cual
su uso presentaba algunas ambigiiedades.

Un ejemplo en este sistema y su significado seria:

<<« <<
Yvvw ywyvwy LA A4
3(60)° + 34(60)" + 23(60y° =
10800 + 2040 + 23 = 12863

4. NUMERACION BINARIA (1670 D.C.).
Los simbolos basicos o numerales usados para representar nimeros en este sistema son:

0 1
CEro uno

La base de este sistema es dos y sus valores posicionales son horizontales de derecha a
izquierda en forma creciente.

Un ejemplo en este sistema y su significado seria:
1 0 1 1 1 1  representa e} nimero
12° + 02" + 12+ 12 +1(2)' + 1(2)°, es decir
1(32) + 0O(16) + 1(8) +1(4) +1(2) + 1(1),05ea

324 0+ 8 + 4+ 2 + 1 =47
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Para escribir un ndimero cualquiera “k™ en un sistema de numeracién posicional.

Listamos primero las potencias posicionales del sistema de numeracién contenidas en el
niamero “k”.

Luego dividimos el mimero “k™ entre la méxima potencia contenida en €l para calcular
cusntas de éstas estdn en la posicion que le corresponde.

En seguida velvemos a dividir el residuo o sobrante entre la potencia anterior a la
méxima, para calcular cuantas de estas potencias estdn en la posicién que le corresponde, y asi
sucesivamente vamos calculando el nimero de potencias correspondiente a cada posicion que
contenga el nimero “k”. Por ejemplo:

Para escribir el nimero “ciento veinticinco mil trescientos ochenta y siete” en el sistema
posicional maya, procedemos de la forma siguiente:

Las potencias del sistema de numeracién maya contenidas en ¢l nimero son:
Q0°=1; (20)' =20, (18)(20)=360; (18) (20)* = 7200.

(Notar que la siguiente potencia 18 (20)° = 144000, ya no esta contenida en dicho nimero.)
Al dividir 125387 entre 7200, tenemos: 125387 = 7200(17) + 2987
Enseguida dividimos 2987 entre 360 para obtener: 2987=360(8) + 107.

Ahora dividimos 107 entre 20, de donde 107 =20(5)+ 7
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Y por lo tanto hay:

17 enlacuarta posiciéon (17 de 7200}

§ enlaiercera posicion ( 8de 360)

5 enlasegunda posicién (5 de

7 enla primera posicién (7 de

Por lo cual
[ 1)
et 17(7200)
[11]
8(360)
e 5(20)
.o (1)

20)

1)

42
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2880

100

7
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Ejercicios

1.- En el numeral Indoarabigo 7323 indica:

a) ;Cuantas decenas hay?

b) ;Cudntos millares hay?

2-Enel nutﬁeral maya _C:'>_ , indica:

a) ;Cuéntas unidades hay?

b) ;Cudntos de veinte hay?

3.- En ¢l numeral posicional ternario 1201 indica:

a) ; Cudntos nueves hay?

b) ;Cuantas unidades hay?

4.- ; Qué indica cero en la segunda posicién de un numeral?

a) Indoarabigo

b) Maya

c) Binaric

5.- Escribe el nimero “mil novecientos noventa y cinco”, en el sistema de numeracién:
a}) Maya
b) Babil6nico
¢) Ternario

d) Binario
¢) Romano
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Hemos visto c¢dmo las diferentes civilizaciones en su afan de tener comodidad y
eficiencia para contar han inventado diversos sistemas de numeracién. También y con el mismo
fin los ha utilizado en técnicas de cémputo.

El desamrollo y prictica de algunas operaciones con sistemas de numeracion no
posicionales fué dificultoso y por lo tanto el célculo era ayudado por dispositivos mecénicos
como e} dbaco romano, el dbaco chino (suan pan) o el dbaco japonés (soroban), de tal manera
que la adicidn y sustraccién podian resolverse con relativa rapidez y no asi la multiplicacién y
divisién cuya dificultad era mayor.

Por otra parte podemos decir que los métodos de numeracion posicionales nos permiten
expresar de manera mas simple los nimeros, los cuales son mas adaptables a los célculos, ya que
ellos se basan en las propiedades de las operaciones, en la estructura del sistema de numeracién y
en las tablas de adicién y multiplicacién.

hy



Supdn que para obtener empleo de encargado de almacén en una compaiiia
refresquera, se necesita secundaria terminada y resolver los problemas siguientes.

1.- 8i las cajas de refrescos en un almacén estan acomodadas de tal forma que arriba hay una de
sabor limon, luego dos de naranja, enseguida tres de limén, posteriormente cuatro de naranja y
asi sucesivamente hasta treinta en la parte inferior de naranja.

L
N|IN

-‘] ﬂ\mﬁﬁﬂu
=
A
-
=

29 {tlv|ujLfLjrjL|r|L|L|L|L
30 [w[x[n[R]s[n[u]w]n[u/~[8]N

a) {Cuéntas cajas hay de ambos sabores?
b) (Cuantas cajas hay de limén?
c) ;Cuéntas cajas hay de naranja?
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Una manera de resolver la primera pregunta abreviando tiempo y esfuerzo es siguiendo y
completando las interrogantes de esta estrategia.

Tratar primero con situaciones semejantes pero con pocos elementos para después
generalizar utilizando como referencia un modelo fisico.

Es obvio que para responder la pregunta habra que realizar la suma

T+2+3+..+29+30

Por lo cual nos referiremos al siguiente modelo fisico con pocas cajas de refresco.

1

- 0 A N

Observa que el modelo fisico sugiere algunas estrategias de solucién como la siguiente.

Las cajas se pueden reacomodar formando un rectingulo, es decir:

1 [v]

) NN

) LiLiy

4 Hnllltﬂ NIN[N[N[C [ L
5 |I..Llla|l-|] Lol ]n]n
6 [w]w]winn|n| N|N[N[N[NIN|L
7 cfofufefLiuit] BEEENDEER
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De lo anterior podemos notar que la suma 1+2+ 3 + 4 + 5 + 6 + 7 se puede reagrupar como con
las cajas, es decir:

14+2+3+4+5+464+7=T7+(146)+ 2 +5)+(3+4) =4 (N =28
Aplicando las propiedades conmutativa y asociativa de 1a suma, y la definicién de multiplicacion.

Tomando en cuenta lo anterior, la suma 1 +2 + 3 + 4 + 5 + 6, se calcula multiplicando
por

De mancra andloga y extensiva, calcula las siguientes sumas usando multiplicaciones.

a) 1+2+3+..+29+30= por

(Observa los diagramas y nota lo que sucede cuando el nimero de sumandos es par, y cuando
es impar).

b) 1+2+3+..+80+81~= por

Generalizando, ahora calcula las sumas siguientes con multiplicaciones:

¢} 1+2+3+..+m= pot , 51 m es impar.

d) 1+2+3+ ... +m= por , 5i m es par.

€) Observa los diagramas y la relacidén entre los sumandos y los factores, notards que las
respuestas son:

1+2+3+4+45+6=703)

a) 1+2+3+..+29+30=31(15)
b) 1+2+3+..+80+81=81(41)
c) 1+2+3+..+ m=(m_2+_1)m

dy 1+2+3+..+ m=(m+l{§)

Los siguientes son algunos cenocimientos que se tienen sobre estos mitmeros.
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3. LOS NUMEROS NATURALES
Los nimeros naturales son 1,2,3,4,...

El nimero cero no es un elemento de este conjunto, aungue en este caso por convenir en
las_explicaciones del tema si se le considere como tal.

Estos nimeros a los que también se acostumbra representar por puntos equidistantes en
una recta.

1 2 3 4 ..

Fueron utilizados inicialmente por los indios para contar y realizar cdlculos aritméticos y
astronbmicos; posteriormente Mohamed Ibn-Musa mejor conocido como Al-Khuwarizmi
alrededor del afio 800 describe sistematicamnente los simbolos numerales y sus reglas para realizar
célculos en un libro que sirve de difusién en todo el islam; luego Leonardo de Pisa o Fibonacci
(1170-1240) mostré en LFuropa la enorme ventaja que ticnen estos nimeros al realizar
operaciones con ellos. Hoy la mayoria de los paises en el mundo los utilizan no sdlo para contar
sino para determinar el orden o la posicién de un elemento particular en un conjunto ordenado (El
equipo de Fit-bol Guadalajara fue €l primero en su grupo y ¢l cuarto en la clasificacién general)
cuando los nimeros se utilizan para este fin se les llama nimeros ordinales.

Observando el diagrama podemos notar que:
a) Cada namero natural le corresponde con un punto y sélo uno de la
recta, en cuyo caso s¢ acostumbra decir que dicho nimero es la

coordenada del punto y el punto la grifica del ntimero.

b) Un niimero natural "m" es menor que otro "n" , si la grifica
correspondiente a la coordenada de  "m™ se halla a la izquierda de la
grafica que corresponde a la coordenada "n" .

¢) No hay un numero natural méaximo; los puntos comrespondientes a los
numeros naturales continian indefinidamente hacia la derecha .
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SUMA.

Si queremos contar el niimero de elementos de dos ¢ mas conjuntos utilizamos la suma de
nimeros;

Por ejemplo, si los maestros de mateméticas, Rosario y Javier atienden
cuatre grupos de segundo y tres de tercero respectivamente, juntos atienden
uh total de siete grupos; asi, si denotamos con Q={2A,2B,2C,2D} al conjunto
de los grupos que la maestra atiende, con P={3A, 3B, 3C} los del maestro y con
QUP = {2A, 2B, 2C, 2D, 3A, 3B, 3C} al conjunto unién de "Q" y "P", entonces
n{Q)=4, n(p)=3 y n(QP)=7 representan el nimero de elementos del conjunte Q,
P y QuP respectivamente, y por lo tanto n{Q)+n({P)=n(QuP); es decir 4+3=7.

Nota que los conjuntos "P" y "Q" no tienen elementos en comim y por lo tanto el
nimero de elementos que hay en la unidn es igual a la suma de los que hay en "P"
mas los que hay en "Q".

La suma también puede interpretarse en la recta numérica a través de
desplazamientos, por ejemplo. para la suma 4+3=7 puedes pensar, al numero 4
como si estuviera representado por un movimiento de 4 unidades hacia la derecha
partiendo desde cero y a lo largo de la recta horizontal, y al nimero 3 como si
fuera otro movimiento de tres unidades hacia Ja derecha partiendo desde 4; tales
movimientos pueden a su vez representarse usando flechas dibujadas sobre la recta
numérica apuntando en la direcci6n del movimiento y teniendo una longitud igual
al niimero de unidades implicadas en €1, tal como se muestra en la siguiente figura:

3 4d K& T 8 9 10. ..

i

(4) .
3)
—
+3)=7 ’
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MULTIPLICACION.

Multiplicar naturales también es otra forma de contar, por ecjemplo, si en la Escuela
Secundaria No. 247 hay 4 grupos de primero y cada uno tiene inscritos 40 alumnos, entonces el
total de alumnos de primer afio es de 160, Si en este caso denotas con n(A)=40 al nimero de
alumnos del grupo "A" y de manera similar n(B)=40, n(C)=40, y n(D)=40 para el nimero de
alumnos de los grupos "B", "C" y "D", entonces n{AHn(B}+n(C)+n(Dy=n(AUBCUD), es
decir, 40+40+40+40=160. Puedes notar que este mismo resultado se obtiene mis facilmente
multiplicando 4 por 40; por esta razén se dice que fa multiplicacién de nimeros naturales puede
interpretarse como una suma abreviada, es por ello que debes utilizarla, siempre que tengas que
Sumar un mismo Mmimero varias veces,

Otro ejemplo de conteo es:

Supbn que una muchacha tiene dos faldas y tres blusas a elegir para vestirse en un dia
determinado, si cada falda puede usarse con cada blusa, entonces el nimero de combinaciones
que puede hacer son seis ya que cada falda es combinable de tres maneras con las blusas.

Si para esta situacion indicas con F={b, a} al conjunto de las faldas de color blanco y
azul, con B={b, g, n} al conjunto de blusas de color blanco, gris y negro y con
FxB={(b, b),(b, g).(b, n),(a, b),(2, g),{a, n)} al producto cartesiano de F y G, puedes notar que:

¢ Enel conjunto FxB ¢l namero de parejas es seis.

¢ Cada pareja representa la combinacién de una falda con una blusa, asi por
ejemplo (b, n) s la combinaci6n de la falda blanca con la blusa negra,

# Las parejas se obticnen apareando cada elemento de F con cada elemento
de B.

Partiendo de este ejemplo puedes observar que si F y B son dos conjuntos tales que
n(F)=2 y n(B)=3, entonces 2(3) = n{FxB), si distribuyes de manera ordenada estos aparcamientos
en renglones y columnas podras evidenciar mejor algunas propiedades importantes de la
multiplicacién.

Ast por ejemplo, en la figura hay dos renglones y

b n .
s tres columnas de puntos y cada apareamiento se
representa por uno de ellos. El producto 2 por 3 se define
b - ° ® como ¢l nimero de apareamientos en la figura.

Nota que en Ia figura, el arreglo de 2 por3esla
] unién de dos conjuntos ajenos (renglones) cada uno de
a e o ® los cuales tiene tres elementos. Por consiguiente, el
producto de 2 por 3 puede obtenerse sumando 3+3,
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Ya definidas las operaciones de suma y maultiplicacién, se resumen sus propiedades

en el siguiente cuadro.

CERRADURA CONMUTATIVA ASOCIATIVA NEUTRO
SUMA..

7+5 es natural 6+4=4+6 (2+6)+4=2+(6+4) 7+0=7

ath s natura! atb=b+a (atb)+c=at(btc) K+0=K

La suma de Niumeros
Naturales es Namero

El orden de los
sumandos no altera

Se puede asociar los
sumandos

Todo nlimerc
sumado con cero

Natural. la suma. convenientemente da como resultado
el mismo numero
MULTIPLICACION
6(8) es natural HH =4(T) [(2)(6)1(4)=2[6{4)] 1(H=7
ab es natural ab = ba [ab]e=a{bc] im=m

Todo nimero

El producto de El orden de los Se puede asociar los | multiplicado por
numeros naturales es | factores no altera al factores uno, da como
nimero natural producto. convenientemente. | resultado el mismo
namero
DISTRIBUTIVIDAD

5(3+7) =53)+5(7)

a (bt+c) = abtac

La multiplicacion se distribuye con
respecto a la suma.
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Ejercicios
Si el almacén contiene 1005 cajas y si cada cami6n carga 125 cajas.

a) ;Cuantas faltan para llenar camiones completos sin que sobren ni falten?

b) ¢Cuantas cajas habra que colocar en cada lado de la base de una torre clibica para que
contenga 1257

Respuestas 'y

a) Compara tus soluciones en la seccibén de respuestas, o descibrelas completando las siguientes
expresiones:

Nuamero Numero
d_e d‘e
camiones <ajas
1 Co125
2 250
3 -
4 —_—
_ 625
De acuerdo a las afirmaciones anteriores vemos que se pueden llenar _ camiones

completos de cajas y sobran

¢ Qué operacion debemos realizar con 1005 y 125 para obtener las respuestas 8 y 57
Respuesta:

;Cuintas cajas faltan para llenar otro camion?
Respuesta:

;Qué operacién se usa con 125 y 5, para obtener 120 como respuesta?
Respuesta:
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b) Considerando que una torre cubica tiene la forma:

Veamos que las medidas del frente, de fondo v de alto son , es decir el nimero de
cajas en el frente, en el anche y lo alto es e] mismo.

Por lo tanto, si una torre cubica contiene 2 cajas por cada lado habra en ella . , cajas,
es decir, 2(2)(2)=2° , 0 sea que 2° = 8,. Completa la tabla

Nimero Nimero
de cajas de cajas Operacién
por lado en el cubo

1 ' 1 1

2 8 2’

3

4 S -

n

De donde se ve que para que la torre cubica contenga 125 cajas, debemos colocar
por cada lado, es decir, el ntimero que elevado al cubo da 125 es

Ahora pensemos, ;qué operacion deberiamos haber realizado con 125 y 3 para obtener la
respuesta a la pregunta, es decir 57.
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RESTA.

1.- Si en un grupo de primer semestre hay 42 alumnos de los cuales 17 son mujeres.
2 Cuéntos hombres hay?

Respuesta :

Tu respuesta la puedes verificar analizando los siguientes procedimientos:

ALUMNKNAS ATUMNOS No. DE ALUMNOS
o seowe X XX X X X XX x X
12 18 19 20.. 1 2 3.

'Y E X X XXX X XXX XX
¢canee XX XXX XXXXX
] XXX XX XXX X X
16 17 41 42 24 15

t. Coloquemos al conjunto de alumnos 1,2,3,... hasta llegar a 17 por un lado y luego
agreguemos alumnos por otro lado y sigamos contando 18,19,20,... hasta completar 42,
posteriormente contamos los alumnos agregados y vemos que son 25, tal como lo muestra

el diagrama, ‘
2. También podemos llegar al resultado razonando de la siguiente forma;

Como el niimero total de alumnos que deben estar en €l grupo es 42, el nimero de

alumnas més el nimero de alumnos debe ser 42, esto lo podemos indicar con la ecuacién
x+17=42,

Pero notaras que para que la igualdad anterior se cumpla la x debe ser igual a y por

lo tanto este valor de x serd la solucién de la ecuaci6n; la cual se obticne restando 17 de 42,
por lo que podemos escribir

42-17=25.
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Como consecuencia de lo anterior se deduce lo siguiente:
a) Son equivalentes las expresiones:

17+25=42,25=42-17 ¥y 17=42-25
y por lo consiguiente 17+x=42 y x=42-17

a. La resta se puede interpretar como unz suma en la cual se desconoce un sumando,
por ejemplo, 7 - 3 = x significa encontrar el sumando x que sumado con 3 da 7, es
decir 7 - 3 = x equivale a 7=x+3, es por esto que:

La Resta o Sustraccion es la operacion que se utiliza para encontrar un sumando
desconocido cuando la suma o total y un sumando son conocidos, a-b es un
namero ¢, talquea=c+b.

c) Notards que existen ecuaciones como x +5 = 2 para las cuales no hay
solucién en los mimeros naturales y por lo tanto para su equivalente
x =2 -5 tampoco.

T R TY RIERCICTOST R R ETRELT

.,.nl-;- .-._t

gt

Interpreta el significado de las siguientes restas :

a) 7- 2= 5 yaque 7= 5+ 2
b) 9- 6=_  vyaque9=__ +
c) 8- =3 yaque =3+

Resuelve las ecuaciones.

ax+9=12 -
b)17-m=4

Observemos aqui la comodidad de haber incluide el cero a los nimeros
naturales. En esta parte no habriamos podido resolver ecuaciones como la
siguiente K+7=7, 6 K=7-7

Resolver para:
a) °C, 8i k="C+273
b) T, si 18Tc+32°=T;
) Y si X-Y=1
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DIVISION CON RESIDUO CERO.

2.- Un ama de casa le dié a su hijo $20.00 para jabdén en polvo. Si cada bolsa de jabén
cuesta $5.00. ;Cudntas de ellas podrd comprar, con esa cantidad?.

Respuesta :

Tu respuesta la puedes verificar analizando los siguientes procedimientos:

1.  -Una forma de llegar al resultado seria calculande los costos por una, dos,...
etc. bolsas hasta llegar a la cantidad de dinero disponible, es decir:

Una bolsa cuesta § 5.00
bolsas cuestan $10.00

___ bolsas cuestan 3
bolsas cuestan §

2 Si sabemos que para calcular la cantidad a pagar de cualquier mimero de
bolsas de jabén tenemos que multiplicar el costo de cada una por ¢l ntimero de ellas,
{por ejemplo, para calcular el costo de tres multiplicamos 5 por 3 y obtenemos 15, es
decir 5(3)=15), entonces para obtener el costo de "E" (cantidad desconocida) holsas
multiplicamos por para obtener en este caso $20.00, es decir 5x=20 pero
notaris ue para que esta igualdad se cumpla la £ debe ser igual a ¥ por lo
tanto este valor de £ serd solucién de la ecuacién.

Otra forma de obtener esta respuesta es dividiendo entre por lo que
podemos decir:

0=4420+5=4
5
Como consecuencia de lo anterior se puede deducir lo siguiente:

a) Son equivalentes las expresiones:

5(4)=20, 4=20 & 5 =20 y también
4

5x =20 con x = 20, por lo que x = 4
5
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b} La divisién (siempre que el divisor sea diferente de cero) se puede' interpretar
coma

una multiplicacién en la cual se desconoce un factor, por ejemplo% significa encontrar et

factor x, que multiplicado por 3 dé€ 12; es decir, si 12 -y entonces 12 = 3x, es por esto
que: o o 3

B e ey ©———— VU IV

‘

La divisién es Ia dpei-lcién que se utiliza pars eacontrar un faﬁnr desconocido cuando of
producto y an factor son cunocidos, esfo es, sia 2y b son nimeros ¥y b+ 0, entoncesn + b es
on nfmero ¢ tal que a=he. .

o e R UL S

) Notards que existen ecuaciones como 3x=5 para las cuales no hay solucién en
los nameros naturales y por lo consiguiente para su equivalente x = 5 + 3, (x = 35
tampoco, 3

Es por ello que al definir Ia divisién con nimeros naturales se indica la condicién de que la
division sea de residuo igual a cerv.

'EJERCICIOS.

Complets [as siguientes deducciones:

a) 2 =x significa 7=Tx y entonces x=1
7
b) -3.=x significa y entonces X =
1
¢) -0 =xsignifica y entonces X =
9
d) 3 =« significa y entonces X =
0
e) -9 =x significa y eotonces X =
0
Resuclve las siguientes ecuaciones, despejar: f
a)  Tx=49 o fem P7,
x d
—=9 en  v=
by 3 e .
c) 35_7 f) r,en w=rt
X
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DIVISION CON RESIDUC DIFERENTE DE CERO.

1.- Un ama de casa le dio a su hijo $20.00 para comprar attn. ;Cudl es el méximo niimero
de latas que pudo comprar si estaban en oferta con un costo de $3.00 cada una?.

Respuesta :

Tu respuesta la puedes verificar analizando los siguientes procedimientos :

1.- Una forma de llegar al resultado seria calculando los costos por una,
dos,...,etc. latas hasta liegar a la cantidad de dinero disponible, es decir :

Una lata  cuesta $ 3.00
latas  cuestan $ 6.00
latas  cuestan
latas cuestan
latas  cuestan

latas cuestan

2.- 8i procedemos como el caso de la divisién exacta entonces para obtener
el costo de "x" latas multiplicamos 3{costo de cada lata) por x (nimero
desconocido de latas) para obtener en este caso $20.00, es decir 3x = 20; pero
notaras que esta ecuacién no tiene solucion en el sistema de los nimeros naturales,
ya que no existe ningln nimero natural que multiplicado por 3 dé 20 y por lo tanto
para estos casos se considera la ecuacion 20 = 3x + 1 cuya solucidn correcta es x
=6y r=2 como tal vez lo constataste al dividir 20 (dividendo) entre 3 (divisor)
para obtener 6 {cociente) y dos como residuo con lo cual se comprueba que 20 =
3(6)+2.

En general para casos asi se sugiere resolver la ecuacién 20=3x+r la cual
tiene muchas soluciones; una de ¢llas seria x =4 y r = § pero en el problema
anterior se observa que el nimero de pesos que sobran es mayor a tres, y con él
($8.00) comprariamos dos latas més de atin; es decir, no seria méaxima la cantidad
de latas compradas con $20.00, es por ello que en una division el residuo siempre
debe ser menor que el divisor, lo cual también asegura una solucién unica; de
donde:

La divisidn con residuo _a_, con b # ( es la operacién que se utiliza para

encontrar dos nimeroscy r b (cociente y residuo) tales que a=be +r,
siempre y cuando r sea menor que b (r < b).
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RAIZ CUADRADA

Si el drea de un cuadrado es 81m?, ;cudnto mide cada lado?
Respuesta:

Completa las colnmnas siguientes hasta llegar a la respuesta.

Lado Area
1 - 1
2 4
3 9
4 —
5 N
_— 36
) 49 }

También podemos llegar al resultado razonando de la forma siguiente:

Como el 4rea es 81 m’ y se obtiene multiplicando lado por lado, esto o podemos indicar
con la ecuacidén
L L =81, osea, L?= 81, pero notarss que para que la igualdad se cumpla, L debe ser igual a
y por lo tanto ese valor de L. seri la solucién de la ecuacidn; la cual se obtiene
extrayendo la raiz cuadrada de 81, por lo que podemos escribir

L=~81=9
Como resultado de lo anterior deducimos lo siguiente:

a) Son equivalentes las expresiones:
92 =81 y 9=.81
¥y por consiguiente

=81 y L=+81
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b) La raiz cuadrada de un niimero K, se puede interpretar como encontrar un nimero cuyo

cuadrado es K. por ¢jemplo. raiz cuadrada de 49 significa encontrar un nimero x que elevado al
cuadrado de 49, es decir:

49=x equivale a 49=x? esporesto que:

¢) Notar que en los numeros naturales no existen raices cuadradas de nimeros diferentes a
cuadrados, por ejemplo:

I3, no tiene solucion en los nimeros naturales puesto que ninguno de estos nitmeros
clevado al cuadrado es 3.

L33, si tiene solucion, puesto que existe el nimero natural 5 cuyo cuadrado es 25.

EJERCICIOS

Interpreta el significado de las siguientes raices:

a) V35 = 5 ya que 25 = (5)

v
]

by )&

]
—

— Yd que

c) \" = ___ ya que 100 = | 3!
Resuclve las ecuaciones:

a) a’=169

B mi=1

c) J_ =6
Resolver para:

a)  bsib’=k

b) m.si vm =T

) _b .sib’-3=K
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3.-  Todos los refrescos de un almacén pueden acomodarse en cajas con 4 sin que sobren
ni falten; tampoco sobrarian ni faltarian si se acomodaran en cajas con 6, 0 en cajas con 8.

a) Descubre dicha cantidad si se sabe estd entre 220 y 250;

b) ¢ Cudl es el minimo de refrescos con el que se pueden llenar cajas de 4, 6 u 8 sin
que sobren ni falten?

Las siguientes sugerencias pueden ayudar a encontrar las respuestas.
a) Dado que todos los refrescos se pueden acomodar en cajas de 4, entonces dicha
cantidad debera estar entre los nitmeros:

4, 8 12 _-, eee, 216,220, _ ., _ , __, _ ., _,

También se sabe que los podemos acomodar en cajas de 6, por lo cual la respuesta debe
ser alguno de los nimeros:

6! 12, —t oo, 216’ 222: » ] L] ) ]

Lo mismo podemos hacer si llenamos cajas con 8, de donde el nimero buscado esta entre
los siguientes:

., wes 216, 224, | | y ,

Como la cantidad buscada se encuentra entre 220 y 250, ella debe ser

Por lo anterior podemos observar que algunas cantidades con las que se pueden llenar
cajas de 4, 6 u 8 refrescos sin que sobren o falten son:

240, 216, wee, 120, 95, _ , ., ¥

De donde puede observarse que la manera de ocupar menos cajas es llenarlas con
refrescos. :
Seguramente descubriste que la respuesta en a), es 240; y en b), 24,
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4.- Un empleado quiere acomodar 120 refrescos de toronja, 80 de naranja y 16 de limén
en cajas que contengan igual cantidad y el mismo sabor,

a) ¢De qué formas lo puede hacer para que no sobren ni falten refrescos?

b) ¢De qué manera ocupa menos cajas?

Un camino para llegar a la respuesta seria contestando y meditando las siguientes
cuestiones:

Notar que para que no halla sobrantes ni faltantes;

los 16 refrescos de limén se pueden acomodar en 2 cajas de 8, 6 end4 ded, 6 enl de 16,
esdecir,encajasde 1,2,4,8y 16 '

AnéAlogamente:

Los 80 refrescos de naranja se pueden acomodar en cajas de 1, 2,4, _ , _ , .,

y_ Y _ -

Los 120 refrescos de toronja se pueden acomodar en cajasde 1,2, _ , _ , ,

Por lo anterior podrds observar que una posibilidad de acomodar todos los refrescos
(limén, naranja y toronja) si que sobren ni falten y con el mismo sabor, es en cajas con 4.
De manera semejante podrés ver que las otras posibilidadesson: _ , vy

De acuerdo con las posibilidades, la forma de ocupar menos cajas es llenarlas con
refrescos.

El Minimo Comiin Miltiplo (MCM) y e! Méximo Comimn Divisor (MCD) son dos
cantidades que no solo sirven para resolver problemas como los anteriores, también facilitan en
gran medida los calculos con fracciones.

Existen diversas maneras de obtener estos numeros y una de ellas es a través de la
factorizacion en primos, la cual requiere recordar los conceptos de multiplo, divisor 6 factor y los
criterios de divisibilidad.

Todos estos aspectos se describen brevemente a continuacién.

Notar que las respuestyas a los incisos a), y b) son {1,2,4,8), vy (8)
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NUMEROS PRIMOS

Ideas o conceptos de: miltiplo, diviser, factor y divisibilidad.
En las secciones anteriores vimos que hay divisiones con residuos diferentes de cero
como :li; la cual se puede expresar en la forma 20 = 3(6)+2
y divisioﬁes exactas con residuo igual acero como 6 @ la cual equivale a 20 = 5(4),
cuando esto dltimo ocurre se acostumbra decir que 5 es divisor o factor de 20, por otra parte se
dice que 20 es multiplo de 5. Por ejemplo, como 12 = 3(4} se dice que 3 y 4 son divisores o

factores de 12 y, que 12 es maltiplo de 3 al igual que maltiplo de 4.

Utilizando estas ideas podemos completar las siguientes afirmaciones:

a) 40 es divisible entre B, ya que existe el nimero natural unico tal que 40=(8} ).
b) 42 esdivisible entre , ¥a que existe el niimero natural 7 unico tal que
2= X ).

¢) Cualquier nimero natural m es divisible entre I, ya que existe el mimero natural
unico tal que . :

d) Cualquier nimero natural m es divisible entre si mismo, ya que existe el nimero
natural tunico tal que :

La propiedad distributiva puede ser util en algunos casos para investigar divisibilidad,
por ejemplo:

La suma 35 + 50 puede expresarse como
5(7) + 5(10) = 5(7 + 10) por o cual

35,50 y 85 =135 + 50, sondivisibles entre 5.
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En general decimos que la suma de dos o mds nimeros es divisible entre otro nimero si
lo es cada uno de sus sumandos.

Sin realizar la divisién, completa las siguientes afirmaciones para hacer ver que las
cantidades son divisibles entre 5:

a) 7(15) =7(3)(5) por lo cual [ 7(15)] es divisible entre 5
b} 9(10)

[

) 30107 =

d) 7(20)+ 3(15) =

e} 1(10)3-3(10)2=

f) 6(10)3+(10)2 +6(10)

Escribe las siguientes cantidades como producto (factoriza) igual que en el ejercicio
anterior, para hacer ver que son divisibles entre 3 y entre 9

a) 9999 =9(1111)=3(3)(1111)

by 7(99)

c) 9+999

d) (999)--4(9)

e) [9(9)+8(99)+7(399)] + [9+8+7]

Contesta por qué cualquier niimero con cero unidades es divisible entre:
a) 10
b) 2y5

La forma mas general para investigar cudndo un mimero dado es divisible entre otro es
efectuar la division y ver que el residuo es cero.

En algunos casos para no efectuar la division se utilizan los llamados criterios de
divisibilidad los cuales se muestran a continuacién con ejemplos
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DIVISIBILIDAD ENTRE 2 Y ENTRE §

Todo néimero cuya cifra de las unidades sea par {con terminacién: 0,2,4,6 y 8), es divisible
entre 2,

EJEMPLO.- El nimero 72498, la cifra de las unidades (8), es par, por lo tanto, es divisible
entre 2. B
Esto lo podemos observar si dicho nimero lo descomponemos de la siguiente forma:
72498 = 72490 + 8 = 10(7249) + 8 = 2(5)(7249) + 2(4) =2 [5(7249) + 4]

Ahora realicemos el mismo proceso, pero con un nimero cuya cifra de las unidades sea
impar, es decir:

57843 = 57840 + 3 = 10(5784) + 3 = 2(5)(5784) + 3
En esta suma se observa , que el primer sumando es divisible entre 2, mientras que en el

 segundo no, por lo cual el nimero 57843 no es divisible entre 2.

Todo ndmero cuyﬁ cifra de las unidades sea cero o cinco {con terminacién: 0 6 5), es
divisible entre 5.

EJEMPLO.- El ntmero 4395, tiene 5 unidades, es decir termina en cinco, por lo tanto es
divisible entre 5. -

¢ Podrias justificar el criterio anterior, tal y como se procedié en el caso de la
divisibilidad entre 27
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DIVISIBILIDAD ENTRE 3 Y ENTRE 9

v

Tode nimero cuya suma de sus digitos (los que forman su numeral) sea miltiplo de 3, es
divisible entre 3.

EJEMPLO.- El nimero 5634 es divisible entre 3, ya que

5 +6+3+4=18
y 18 es multiplo de 3.

Una razén que explica lo anterior es que, de la expresién:

5(1000) + 6(100) + 3(10) + 4(1)
puede notarse que:

a) 10 se puede escribir como 9+1
106 se puede escribir como 99 + 1
1000 se puede escribir como 999 + 1, etc.
b) 9  se puede escribir como 3(3)
99  se puede escribir como 3(33)
999  se puede escribir como 3(333), etc.

Aplicando las propiedades Distributiva y Asociativa, tendremos:
5(999+1) + 6(99+1) + 3(9+1) + 4(1) =
=5[3(333) +1] + 6[3(33)+ 1]+ 3[3(3) + 1]+ 4()=
=53)3IN+5+6(1BN+6+IBNUDN+I3+4()=
=[5(3)(333)+ 6(3)(33) + 3B +[5 + 6 + 3 +4]

De donde puede notarse, que todos los términos del primer sumando son divisibles entre
tres y que para que todo el numeral sea divisible entre este niimero, es necesario que también sea
divisible entre tres el sumando [5 + 6 + 3 + 4], o0 se que:

=[5(3)X333)+ 6(3)331) + 3(N(3)] + 3(6), es decir:
3[5(333) + 6(33) + 3(3) + 6], por lo cual dicho nimero es divisible entre 3

Todo nimere cuya suma de sus digitos (los que forman su numeral) sea miltiple de 9, es
divisible entre 9,
EJEMPLO.- El nimero76158 es divisible entre 9, ya que

7+6+1+35+8=27

y 27 es multiplo de 9

¢ Podrias justificar el criterio de divisibilidad entre 9, procediendo de la misma forma que
como se hizo para el 3?
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DIVISIBILIDAD ENTRE 7

Un niimero es divisible entre 7, si la diferencia entre el nimero que resulta de cancelar la
cifra de las unidades y ¢l doble de la misma, es maltiplo de 7.

EJEMPLO.- El niimero 56868 es divisible entre 7, ya que 5670 [resultado de 5686-2(8)], es
divisible entre 7, puesto que el cociente 5670 . 7 tiene residuo cero, o bien para no realizar la
division repetimos el mismo criterio sucesivamente hasta llegar a un maltiplo de 7 conocido, es
decir, 5670 es divisible entre 7, ya que 567 [resultado de 567 - 2 (0)] también lo es ¥ por lo tanto
567 es divisible entre 7 porque 42 [resultado de | es divisible entre 7.

Una razdn que explica 1o anterior es que, de la expresion:

5(10)° + 6(10)° + 8(10)> +6(10)' +&
Puede notarse que siempre que aumentamos en ella veinte veces el nimero de unidades que

tenga, habra veintiin veces esta cantidad, o sea un muitiplo de 7, con lo cual dicha expresién
quedars como sigue:

5(10)* +6(10) +B(10)% + 6(10)' — 20(8) + 20(8)+8
S(L0Y* +6(10)’ +8(10)" + 6(10)' ~ 2(10X8) + 2K(8)

Y si asociamos y factorizamos de manera que el ultimo término quede como factor de 7,
tendremos:

10[5(1 0}3 +6(10) +8(10)' + 6~ 2(8)]+ 7(3X8)
De donde puede notarse que, para que dicho nimero sea miltiplo de 7 se necesitaria que
la expresion 5(10)° + 6(10)* + 8(10)' + 6 - 2(8), o sea el nimero que resulta de la diferencia
5686 - 2(8) = 5670 lo sea.

Ahora repetimos el mismo proceso para el nimero, 3670, es decir:

5(10)° + 6(10) + 7(10)' + 0 =
= S(10Y + 6(10)* + 7(10)" —20(0) + 20(0) + 0 =
= 5(10)° + 6(10)2 + 7(10)" — 2(10)(0) + 21(0) =
= 10[5(10)* + 6(10) + 7 — 2(0)] + 3(7)(0}
De donde podemos ver que el sumando 3(7)(0), es el multiplo de 7, y entonces para que todo el

ntimero sea multiplo de 7, se necesitaria que también lo fuera el nimero [5(10) +6(10)+7-2(0)],
o sea 567 — 2(0) = 567, y asi sucesivamente hasta llegar al nimero 42.
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DIVISIBILIDAD ENTRE 11
Un niimero es divisible entre 11, si la diferencia entre el nimero que resulta de cancelar la
cifra de las unidades y las unidades, es maltiplo de 11.
EJEMPLO.- El nimero 26367 es divisible entre 11, si el nimero que resulta de la dlferenma

2636 — 7= 2629, también lo es.

Ahora volvamos a aplicar el mismo criterio al namero 2629 para ver si es divisible entre
11, o sea;

2629, es divisible entre 11, si lo es el nimero:
262 — 9 =253, y por consiguiente

253, divisible entre 11, si lo es el nimero:
25-3=22.

Como 22 es divisible entre 11, entonces también lo son: 253, 2629 y 26367, de donde
26367 es divisible entre 11

;Podrias justificar la division entre 11, procediendo de la misma forma que como se hizo
para el 77.

Tomando en cuenta la divisibilidad, los nimeros naturales mayores que uno se pueden
clasificar en:

a) Numeros primos (los que sélo son divisibles entre | y él mismo)

b) Niimeros compuestas (los que tienen mas de dos divisores distintos)

De acuerdo con lo antericr, completa las afirmaciones incompletas:

a) 9 es nimero compuesto porque sus divisoresson 1,3y 9

b) 15 es un nimero porque sus divisores somn
¢) i esun numero porque sus divisores son
d) 2 esunnimero porque sus divisores son
e) 39 es un numero porque sus divisores son
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DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS

El teorema fundamental de la aritmética indica, que cualquier nimero compuesto se¢
puede expresar como producto de ndmeros primos.

Hay distintos métodos para encontrar la descomposicion de un nimere compuesto en
sus factores primos; por ejemplo, si se quiere hacer la descomposicion de 90, se factoriza
sucesivamente hasta obtener Unicamente factores primos, es decir:

90 = 9(10) = 3(3)(2)(5) = 3*(2)(5)

Otra forma de encontrar la descomposicion en factores primos de cualquier namero es
utilizando los criterios de divisibilidad hasta donde sea posible, por ejemplo, para encontrar los
factores primos del nimero 90, disponemos del siguiente diagrama:

En la columna de la izquierda escribimos 90 y en la de la derecha el primer factor primo
gue tenga 90 (en este caso y utilizando los criterios de divisibilidad comenzando por 2, vemos
que 90 es divisible entre 2 y por lo tanto 2 es su primer factor)

a) nn|2

Debajo de 90 escribimos su otro factor (en este caso 45)

b) 00|2

45

Ahora volveremos a empezar el proceso pero con 45, es decir, en la columna de la
derecha escribimos el primer factor primo que tenga 45, (en este caso 2 no es factor de
45 v 3 si lo es), de donde:

2:
<) 15

2
3

Asi sucesivamente continuamos hasta llegar en la columna de la izquierda a uno.

90| 2
45 | 3

@ 1§|3
5|8
1

Finalmente con referencia al diagrama expresamos:
90 = 2(3)*(5)
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MiNnIMO COMON MOLTIPLO Y MAXIMO COMUN DIVISOR

Existen problemas en los cuales necesitamos conocer los divisores (factores) o mtltiplos
comunes de dos o mds numeros. Especialmente, los que con mas frecuencia utilizamos es el
MCM y el MCD, por gjemplo:

1. Supdn que se tienen 2 tanques con 60 y 45 litros de pintura blanca y azul, se desea
envasarlos en botes de manera que cada bote lleve la misma cantidad respectivamente y el
mismo color. ;De qué capacidad serdn los botes para tener el minimo de ellos sin que sobre ni
falte pintura?.

Respuesta :

Relaciona las condiciones del problema con el diagrama, Ilena los espacios vacios y
contesta las preguntas para verificar o encontrar la respuesta.
(Notar que con e} tanque de 60 L. podemos llenar botes de 12 L. y no sobra ni falta pintura y los
mismo sucedera si lo hiciéramos con botes de 3 L, etc.

1P 2 3 &4 4 { )10 12 8 ( ) 30 ®D

A

1 32 () % 18 48

Ya habrds notado que:

a) Los mimeros: 1,23.45,( ), 10,12, 15,( ), y 60, son divisores de

b) Los nimeros: 1,3,(  ),9,15y 45 son de
¢) Los nimeros: 1,( ),y 15 son divisores comunes de yde ; por lo tanto
el mayor de los divisores comunes es ; esdecir 15.

Al mayor de los divisores comunes de dos o mdis niimeros se le llama Méiximo Comin
Divisor.

Algunas formas de obtener el MCD se muestran enseguida:

a) Primero se listan los divisores de cada nimero, luego los divisores comunes y de estos
ultimos se saca el MCD, por ejemplo, obtener el MCD de 18 ¥ 30

Divisores de 18 : 1,2,3,6,9,18

Divisores de 30 : 1,2,3,5,6,10,15,30
Divisores comunes de 18 y 30 :
EIMCD de 18 y 30 es:
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b) Primero se listan los divisores primos de cada ntimero, luego los divisores primos
comunes y al multiplicarlos se obtiene el MCD.

Divisores Primos de 18 : 2(3)(3)
Divisores Primos de 30 : 2(3)(5)
Divisores Primos Comunes de 18 y30:2y 3

[ EIMCD de dos niimeros a y b, se denota como (a,b)].

Esto puede entenderse si notamos que al formar los productos combinados de los
divisores primos de cualquier nimero se obtienen todos sus divisores mayores que uno incluidos
los primos, por ejemplo, los divisores primos de 18 son : 2, 3 y 3, de sus productos combinados
2(3), 3(3) ¥ 2(3)(3) obtenemos sus divisores no primos 6, 9 y 18 por lo tanto para obtener MCD
de dos niimeros bastara con formar el producto de sus divisores primos comunes

2. Supongamos que Jorge y Norberto llevan agua de un depdsito para otro.

Jorge tarda 20 segundos en cada viaje y Norberto 15, Si los dos salen al mismo tiempo y
mantienen una velocidad constante, ja qué hora volveran a coincidir en la salida?.

Respuesta:

Para comprobar tu respuesta [lena los espacios vacios del diagrama y de las afirmaciones
incompletas:

(Fijarse que, 20, 40, 60,... es el tiempo que tarda Jorge en hacer 1, 2, 3,... v1a_|es)

C 20 & @ { Y()YC )¢ )L XU DO}

s A
et A

o 1w 3@ as( YC L )Y MO D)

Notar que:
60, - Son multiplos comunes de: y , ¥
que: es el minimo de ellos, o sea que el menor de ellos es 60.

Al menor miltiplo comin diferente de cero, de dos & mas nimeros se le llama Minimo
Comuin Maltiplo.
{El MCM de dos nimeros a y b, se denota como [a y b])
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Algunas formas de obiener el M.C.M. se muestran en seguida:

a) Se comienza por listar los primeros maltiplos de cada ntimero, luego sus primeros
multiples comunes, y de estos Gltimos se saca el MCM.

Miiltiplos de 8: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64,72.,80,...
Miultiplos de 12: 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108,...

Muiltiplos comunes de 8 y 12:

EIM.CM. de8y 12, es:

b} En algunos casos quizas sea mas facil listar los multiplos del mayer nitmero, hasta
obtener el que también sea multiplo de los restantes, por ejemplo, obtener el
M.C.M.de4,9y6.

Multiplos de 9: 9, 18, 27, 36

EIM.CM.de4,9y 6, es: 36,

<) Otra forma es multiplicando las potencias mds altas de todos los factores diferentes
que aparecen en la factorizacién en primos de los mimeros dades, por ejemplo,
para obtener el M.C.M. de 20 y 75, primero descomponemos en factores primos
los niimeros:

Descomposicion en factores primos de 20: 2(2)(5) = 24(5)

Descomposicion en factores primos de 75: 3(5)5) = 3(5)*

Las potencias mas altas de cada uno de los factores que aparecen en la descomposicién
son: 2,3y 52

El MCM de 20 y 75 es: 2°(3)(5%) = 4(3)(25) = 300

Este procedimiento puede ser entendible, si el MCM se obtiene listando los maltiplos del
niimero mayor {expresado en factores primos) hasta obtener el que también sea multiplo
de! nimero menor (también expresado en factores primos), es decir:

Factores primos de 20:2(2)(5).

Factores primos de 75:3(5)(5).
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Los miltiplos del némero mayor [ (75), 6 (3) (5) (5) ], son:
a) GG O=0

(El nitmero cero no puede ser el inicio, ya que dicho nimero debe ser miltiplo comin
diferente de cero).

by 3G

(Tampoco puede ser, pues le falta un 2 para.ser maltiplo de 20)

) GGG

(No es miltiplo de 20)

d BOGOG@H=3GHG)Q@

Si es, ya que contiene tanto los maltiplos de 20 como los de 75, y ademds es el minimo, porque si

eliminamos alguno de los factores, ya no resulta ser muitiplo de alguno de los nimeros, de donde
el MCM de 20 y 75 es 3 (5)° (2)%.

Otras formas importantes de calcular el MCD ( a,b ) y el MCM [ ab ] de dos niimeros enteros
ay b diferentes de cero son:

a) Aplicando ¢l algoritmo de Euclides que dice: Si a = bg + r, entonces los divisores comunes
de ay bson los mismos que losde by,

Por ejemplo, el MCD, de 20 y 75 es 5, (altimo residuo diferente de cero), ya que:

3
75=20(3)+15 20)75
15

20=15(1)+5 15|2g
3
15=5(3)+0 sfis

b) Aplicando el teorema [a,b] =La.b_| es decir, multiplicando los némeros y dividiendo su

producto entre el MCD, (a,

Por ejemplo el MCM de 20 y 75, es 300, ya que:

[20,75]=20(75)_1500

(20.75) " 5 00
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LEYES DE EXPONENTES PARA NATURALES.

Ya habfamos dicho que para abreviar aquellos productos de factores iguales como
10(10)(10) escribimos (10)*. En general a" = aaa..a, ( hasta n factores), si n es mimero natural.

Algunas consecuencias que se derivan de esta notacién son las leyes de exponentes,

Completa las siguientes expresiones para recordar dichas leyes cuando m y n son
nimeros haturales.

[P )
= /¥ ) o gt
l- a®a®=a™" Producto de potencias §7(8)y =87 =87,
De igual base puesto que
8@ '=8@)®[8@®)B)(®)
' @r=7¢ )’
2.- (ab)"=a"p" Potencia de .
Un producto (7@=171®17H] -
(7T@O1=[7H]{TH]
=17 (57) GIGIOIOIOTOIC)
=7°14)
3- @' =a™ Potencia de una potencia [PP=0% ) =ot )
[P~ &) (O")5°
a-
(E] = Potencia de un cociente ) ol 7
b#0 Ive2¢I,.74) 7
(9)_ 9(9)"'9"('9'} ='9-2
75
a™™" Cociente de potencias == 7240
5.- sim>n  |de igual base 7:
7
. ! 7
a H =]
= si m=n 711
R 7 77 10
a"" sim<n
a #0
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SUMA

Si en una empresa las ventas en miles de pesos se representan con nimeros enteros
positivos y los gastos con negativos, entonces para obtener el estado de pérdidas y ganancias
(E.P.G.) en un tiempo determinado tendremos que sumar todas las ventas (cantidades positivas)
con todos los gastos (cantidades negativas), por ejemplo, obtener el estado de pérdidas y
ganancias de un negocio durante su primera semana de ejercicio, si realizé los siguientes
movimientos: . .

VENTAS GASTOS E.P.G.
LUNES 5 -8 -3
MARTES 3 -7 -4
MIERCOLES 6 -4 2
JUEVES 9 -1 8
VIERNES 2 —=6 . —=4
25 -26 -1
Respuesta :

Tu respuesta la puedes verificar analizando el siguiente procedimiento.

Al sumar las ventas con los gastos nos damos cuenta que, aplicando la
propiedad asociativa el total de ventas es , por un lado y el total de
gastos es por otro y que si sumamos estos totales obtenemos

; es decir:

G +B)VHEO HN+ )+ (B)+ () +(A) +(-1)+(-6) =
=54+3+6+9+2 -8-7-4-1-6=
=25 - 26 = -{ 26 - 25 =-(1)=-1

De lo anterior puede notarse que siempre que la cantidad que represente los gastos sea
mayor a la de las ventas, la suma de ambas cantidades serd negativa; y cuando suceda lo
contrario, es decir, que la cantidad que represente los gastos sea menor a la de las ventas, la suma
de ambas debe ser positiva. .
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Escribe y resuelve un ejemplo para el cual se cumpla cada una de las condiciones
dadas:

a)
b)
También habras notado que:

La Suma de todas las ventas (ndmeros positivos) da como resultado un nimero
,Yla

suma de todos los gastos (nimeros negativos) da como resultado un nimero )
lo cual sugiere que:

a) Lasuma de nimeros positivos es

b) La suma de numeros negativos es

Notar que la columna E.P.G. se puede obtener realizando las sumas siguientes:
a) (5)+(-8)=5-8=-3

b) 3+(-N=3-7

) (6)+ (4=

d M +()=

e) (2)+{-6)=

76



LOS NUMEROS ENTEROS
Utiliza numerales para describir los siguientes enunciados.

a) Ninguna inscripcidn en la UNAM

b) Cinco grados bajo cero

c) Mil quinientos pesos de utilidad

d) Doscientos mil cuarenta pesos de pérdidas
e) Nueve goles recibidos

f) Dos mil cinco metros bajo el nivel del mar
g) Nitmero que sumado con 3 de 3

h) Mil cuarenta pesos de ventas

i) Nimero que sumado a 5 de cero

(Observa que algunos enunciados se anotan con nimeros positives, y otros con
negativos, por ejemplo, en el inciso b), es =5; y enel h), 1040, ete.),

En la secundaria estudiaste estos nimeros, ;Recuerdas como se llaman?.

Respuesta:

Los pumeros enteros Z = {...-3,-2,-1,0,1,2,3 4,...}, también se representan por puntos en la
recta numérica.

1 4 ¢ ¢ 1 ¢ ¢
cr o r 171
-3-2-1 O 1 2 3 4

Fueron utilizados en la India, en el siglo VII de nuestra era, dando un significado de
deudas a los nimeros negativos y admitiendo soluciones negativas para las ecuaciones. En la
actualidad el nimero cero y los enteros negativos junto con los naturales, nos permiten expresar
magnitud y sentido u orientacién al mismo tiempo, por ejemplo: las temperaturas sobre cero se
describen con nimergs positivos y bajo cero con negativos, los depésitos en el banco con
niimeros positivos y los retiros con negativos, de forma similar para goles a favor y goles en
contra, y en situaciones semejantes.

La introduccion formal por José Peano (1858-1932) de estos nimeros (siglo XIX) precis6
¢l camino para resolver no solo ciertas ecuaciones sin solucién en el sistema de los nimeros
naturales, sino que hizo posible restar de un nimero, otro igual o mayor que él, definiendo para
ello nuevos nimeros llamados, Enteros negativos y cero, resolviendo asi problematicas como las
sigutentes:

7+a=7 y b+5=3 osusequivalentesa=7-7 y b=23-35, laprimerase cumple para
a =0 (si restamos un nimero entero positivo de si mismo obtenemos el numero cero) y la
segunda para b = -2 (si en los enteros positivos restamos un ntimero mayor de otro menor,
obtenemes un nimerc negativo que resulta de la diferencia de ellos, eneste caso: 3 -5=-(5-13)
=.(2)=-2
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Por lo y& expuesto y recordando que la resta o diferencia es un namero que sumado
al sustraendo da como resultado el minuendo, podemos hacer, por ejemplo las siguientes
deducciones:

)0 -5=-5 significa 0=-5+5
b)0-7=-7 significa 0=-7+7

¢) 0 — m = -m significa 0=-m+m

De donde, generalizando vemos que para cada nimero entero m existe otro ntimero entero —m tal
que -m+m=0. Al nimero —m se le llama el inverso aditivo de m.

Por otro lado se define el orden cntre estos nimeros aclarando que un nimero “a” es
menor que otro “b” (a <b), si el punto asociado a ese valor “a” est4 situado a la izquierda del
que le corresponde a “b” en la recta numérica; Por ejemplo, nitese que el punto p (-4) esta
situado a la izquierda de q (-2) en la recta numérica y por lo tanto  decimos que —4 es menor que
-2 y escribimos —4 < -2, 0 también se dice que -2 es mayor que -4 y escribimos -2>-4
porque -2 esta representado a la derecha de -4 en la recta.

La suma con estos nimeros, al igual que con los naturales también puede interpretarse en
la recta numérica utilizando desplazamientos, por ejemplo, (3) + (-7) = 3 — 7 puede pensarse
como un movimiento de 3 unidades a partir del cero en €l sentido positivo (hacia la derecha),
seguide por un movimiento de 7 unidades en el sentido negativo (hacia la izquierda) partiendo
desde 3. El punto final es —4, por ello se dice que (3) + (-7) = 3 = 7 = -4, tales movimientos
pueden a su vez representarse usando flechas debajo de la recta numérica, apuntando en la
direccién del movimiento y con una longitud igual al nimero de unidades implicadas en él, tal
como se muestra en la figura siguiente:

4 4 2 -2 1 0 v 2 3 & &
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También se conviene en llamar valor abseluto de un nimero entero coalquiera “m” (se
escribe como | m| ), a la distancia entre el punto y el cero.

Formalmente se indica con simbolos asi:

I | m, simz0
m|= -m,sim<0
Ejemplos:
a) f71=17, ya que la distancia del punto que representa a
7y el que representa a cero, es 7.
b) [-7]=- - =1, ya que la distancia del punto que representa a Y,

¢l que representa cero, es

Finalmente las operaciones de suma y multiplicacién se definieron de tal forma que
coincidieran tanto resultados comeo propiedades que siguen los nimero naturales
(cerradura, neutro multiplicativo, conmutatividad, asociatividad y distributividad),
agregando ademads la de neutro (0 + b = b) e inverso aditivo —m + m = 0 ya descritos lineas
arriba.

EsTa TE5i8 NO SA] J
DELA BIBLICTECA
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RESTA,

Observa y completa en forma secuencial las siguientes expresiones y sus equivalentes:

(3)X+( }y= o equivalea 6 () = 3
( Y+{2)= 5 equivale a -(2) = 3
(3)+(1)= equivalea 4 (1) =

(3)¥y+( )= 3 equivalea 3 -( ) = 3
{ 1+ (1)Y= 2 equivalea -(-1) = 3
(3)+(-2)= equivalea | -(-2) =

(3)+( Y= 0 equivalea 0 -( ) = 3
( y»+r(4)= equivalea - (-4) = 3
( ¥+ )y = equivalea -2 -{-5) =

( )+( ) = equivalea -3 - ) = 3

Tomando en cueata lo anterior, completa las afirmaciones siguientes:

En la columna de restas puedes ver en todos los casos, que para que el resultado sea _3
habrd que sumar (en el sentido de la suma con nimeros enteros ya explicado) al minuendo, el
sustraendo con signo opuesto; es decir, al minuendo, agregamos el inverso aditivo del sustraendo,
por ¢jemplo. laresta 5 - (2) equivale ala suma 5-2, esdecira 3; y la resta -1-(-4), equivale a la
suma ~1 + 4, o sea 3; esto indica que para restar un numero de otro, primero eliminamos
parénicsis, considerando que el sustraendo precedido de signo menos, significa inverso aditivo, y
luego procedemos como en la suma, por ejemplo,

a 5-2)=5-2=3

by-1-(-4)=-1+4=3

De acuerdo con las equivalencias, 1a resta es una operacién que se utiliza para encentrar un

sumando desconocido, cuando la suma y uno de los sumandos son conocidos, por ¢jemplo Ia

resta (4) - (1)=( ) equivale 2 la suma 4 =( )+ (1) y por Jo tanto se dice que (4) - (1)=(3)
porque (4) = (3) + (1).

Resuelve y justifica las siguientes restas:

a(? -(5) = ¢ vaque (7)=( )+(5)
b)) -4 = ()
(-3 -(N = ¢ )
HG) -5 = ()
b -9 = ()
D6y -(0) = )
g -(hH = )
hy(-2) - (-2) = ¢
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MULTIPLICACION

Supén que de una tarjeta de crédito se retiran $3,000,00 para pagar la renta de un
almacén.  Si ahora hay $28,000.00 disponibles en la tarjeta y si cada mes paga la misma
cantidad de renta, completa las siguientes afirmaciones :

Después de seis meses la cantidad que habra disponible en la tarjeta es,
Si denotamos los depdsitos y los periodos de tiempo futuro con enteros positivos y los
retiros y periodos de tiempo pasado con negativos, sabemos que para obtener dicha respuesta

procedemos de la forma siguiente;

(28,000) +[(-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000)] =
(28,000) + [ 6(-3,000)] = 10,000

Pero notaras que para que la suma de 28,000 con 6(-3,000) sea 10,000, se necesita que 6(-

3,000) sea igual a , lo-cual sugiere que el producto de 2 nimeros con signo opuesto
sea » lo que también se confirma al aplicar las reglas de la suma a,

(-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000) + (-3,000)

St se sigue pagando cada mes la misma cantidad de renta, después de un afio, el saldo de
la tarjeta sera de , mas los intereses generados por el saldo negativo, lo cual indica
que dicha cantidad sea negativa, es decir

Comprueba tu respuesta, llenando los espacios vacios del procedimiento numérico:

(28,000 +[12( )H]=(28,0000+( HY=( )

Como suponemos que siempre se ha pagado la misma cantidad de renta, entonces cuatro
meses antes de ahora habia en la tarjeta , de acuerdo con lo cual y utilizando el
procedimiento con niimeros enteros deberemos tener:

(28,000) + [-4 (-3,000)] = 40,000

pero te dards cuenta que para que la suma de 28,000 con otro niimero sea 40,000, se necesita que
ese otro numero sea , el cual debera ser resultado de -4 (-3,000), lo que finalmente
sugiere que el producto de dos nimeros negativos sea
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EJERCICIOS

1.- Completa la tabla:

TR

(+)(+)
(+)-)
(-)-)
(-)+)

2.-Al resolver operaciones combinadas, deberds tener em cuenta las propiedades
Distributiva, Conmutativa y Asociativa, ademis de la regla de los signos para multiplicar,
por ejemplo,

T-(4-1)+(2+45-3)-(9)+ 6=
=T7-1(4-1}+1(-2+5-3)-1(-9}+6=
=-7-4+1-2+5-34+9+6 =
=.7-4-2 -3+1+5+9+6=-16+21=15

3.- Finalmente es importante notar que, para multiplicar mis de dos mimeros, deberss
aplicar ademais de las reglas de los signos ia propiedad asociativa, por ejemplo,

S @E)=[32)3C5)=( X}-5)=30

3.- Resuelve las siguientes operaciones:

8 -32)5)
b (-3
o (-2F
& 24y
€)  7-(A-1)+2(-3+5-1)-(-9)+6(-3)
4_(_5) —1—2(—4)
D e K 2@3-n
) V3 -40)-12) y T23)+29)

2(3) ~8-3(—4)
h) 45203 +6(-)"
D 2(35)
i) S-(-1+7)y+3(2-6+4)-(2)-7(2-4+6)
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A G DIVISION

Observa y completa en forma secuencial las siguientes expresiones y sus
equivalentes:

a) (3} )=(-12) equivalea .z12_=( )

3

b) ( X 3)=(-9) equivalea =9 = 3
()

¢ (3N 2)=( ) cquivalea — = 2
-3

d (I )=(-3) equivalea =3 =( )
3

e {()X0)=(0) equvalea -0 =0
)

f) -3-1 )=( ) equivalea £ ) =-1
3

g (3 )=( ) cquivalea -(—3)—=( )

) (XN-3)=( ) equivalea —F_ = )
)
i) ( X4 )=( ) equivalea () =¢( )

i) X )=( ) equivalea —( ) =¢ )

> ]
N



Tomando en cuenta los resultados anteriores contesta:
En la columna de multiplicaciones:

I.- Los productos van de menor a mayor, de tres en tres y desde, hasta ;
ademds los factores de la derecha van de mayor a menor desde, hasta

2,- 8¢ cumple ka regla de los signos para la multiplicacién, ya que:

a) Bl producto de dos nilmeros con signo contrario ¢s
b El producte de dos nimeros con signo igual es

3.- Si el producto es cero, entonces uno de los factores es
En la columna de divisiones:

Los cocientes van de mayor a menor desde hasta , mieniras que
fos dividendos aumentan de tres en tres desde , hasta

La regla de los signos para la divisién es igual a ia de la multiplicacién, ya que como
puedes ver. el cocient¢ de nimeros con signo opuesto es ¥ el cociente de numeros
con signo igual es

L ... ... _._ . .. . ]
3.- De aceerdo con las equivalencias Ia divisién es una operacién que se utilize para
encontrar un factor desconocido cuando el producto y uno de los factores son conocides,

por ejemplo la divisién =12 = ( ).

3
Equivale al producto (-3)( ) =-12y por lo tanto se dice que .212_ =4
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4.- Resuelve y justifica las siguientes divisiones:

a);lL=( ), porque -15=( O )
D8 = Jypore ___=( )( )

0 P =( Dpporae __=( )( )
90 = ( ), porque _=( )( )
g—L = ( Dyporwe __ =( )( )

Notar, gue no todos los cocientes entre estos nlimeros son enteros, por ejemplo:

-15,nm0 representa un entero, ya que no hay ninguno de ellos que multiplicado
2 .

por 4 de 15.

En el sistema de los nimeros racionales que se verd a continuacién, cualquier
cociente entre ellos es niimero racional.
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LEYES DE EXPONENTES PARA ENTEROS

En esta parte extenderemos el significado de las potencias con exponentes enteros
negativos y cero, para lo cual se requiere definir los simbolos 2% y a™ de tal manera que las leyes
con exponentes naturales sigan siendo validas.

Justificamos las definiciones suponiendo que las leyes se cumplen aunque los exponentes
sean enteros negativos y cero.

a}

Como la primera ley se cumple aunque uno de los exponentes sea cero,
tendremos :

I_0 M o

a%a” =a ¢

Por otro lado pensemos, ;a qué debe ser igual a® para que la expresién,
a%’ =a’ sea cierta?, o sca, jpor qué nimero debemos multiplicar el niimero a
para obtener como resultado ¢! mismo a*?.

3

Generalizando, a°a" =a" , se justifica que a° sea igual a

b) Como la primera ley se cumple aunque uno de los exponentes
sea entero  negativo, tendremos:

atad =al M =l V=g }, 0 sea a”a® = 1, de donde por definici6n de

division.

5 1
a =a—,, con a=0

Generalizando, de a™ a” =a' = ), se justifica que a™ seaigual a
,con a0
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Si suponemos que a 4 grupos de la escuela se les asignd 3 parcelas rectangulares iguales
para dar mantenimiento a las dreas verdes, ;qué parte le tocard a cada uno, si debe ser igual para
todos?,

Respuesta :

Descubre y comprueba tu propia réspucsta completando las siguientes afirmaciones :

1.- Como las 3 parcelas no alcanzan para asignar una completa a cada uno de
los 4 grupos, entonces habri que dividirlas en dos partes iguales, teniendo un total de
mitades para repartir, y por lo tanto a cada uno de los cuatro grupos les

tocard mitades y sobraran .

Tlumina en los diagramas la parte que le corresponde a cada grupo y de paso
confirma tus respuestas anotadas en este pérrafo.

2.- Ahora divide los mismos terrenos en tres partes iguales cada una y obtendrés un
total de tercios para hacer Ia reparticién y entonces a cada grupo le
corresponderd una maximo de tercios y sobrardn

Utiliza nuevamente los diagramas para verificar tus resultados.
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3.- Si posteriormente realizas la division en cuartos, dispondrias de
cuartos para hacer la reparticién y sobraran

Una vez mds utiliza diagramas para verificar tus afirmaciones:

4.- Si posteriormente se agregan a este trabajo 2 grupos mds. ;Qué parte s¢
quitard a cada uno de los primeros 4 para que todos tengam igual drea?

5.- Finalmente a cada uno de los 6 grupos les tocéd

Al ir contestando las anteriores afirmaciones, habras notado que:

6.- 81 dos terceras partes de cada grupo son mujeres. ;Qué parte del trabajo les
toca a ellas?

1.- Las se utilizan para representar parte o partes iguales
de un todo tomadoe como unidad, siempre y cuando se pueda
fraccionar. .

2.- Las se utilizan para expresar una divisién o cociente,

ya que dividiende 3 eotre 4 se obtiene 3/4 coincidiendo con el
resultado del problema.

3.- Posteriormente se verd que las fracciones se utilizan para expresar
0 comparar razones.

88



EJERCICIOS SOBRE SIGNIFICADO DE FRACCIONES.

1.- Escribe la fraccién que representa el drea iluminada.

) x|x b) x|x XX X ©) x|x)x|x|x|x
X X |x xIx X
x [x x [x Xix

2.- Expresa con fracciones las dreas de las regiones sombreadas A,BY C.

A

N

N

E

3.- Si el 4rea del rectingulo mayor es 96m, ;cudl serd el drea de las regiones: A, B, C,
D,y E%

4.- Ilumina 2/3 del drea de cada terreno:

a) b) o [II1TTT1TT17]

5.- 8i un padre heredo 7 terrenos de igual superficie a sus 4 hijos. ; Cuinto le toco a
cada uno?
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NUMEROS RACIONALES:.

Los mimeros racionales Q { 5» 6— ,2,-1.5, 33,0, -1, ... },es  decir, aquellos
que se pugdan escribir como cociente % ,donde ay b son enteros y b# 0, surgen

inicialmente con problemas de medicién de objetos susceptibles de dividirse, por ejemplo.
Cuando deseamos medir la {ongitud de un objeto, la mayoria de las veces su medida esta
comprendida entre dos de sus multiplos, por lo cual dicha medida se divide en “n” partes iguales
(cada una es designada con el simbolo 1/n). Si el objeto contiene exactamente “m” de ellas, su
medida se denota con la fraccién m/n.

Hacia ¢l afio 2000 a.C, los egipcios y babilonios ya utilizaban fracciones. Las fracciones
fueron utilizadas con ciertas reservas hasta el siglo XVII, a partir del cual se les considero como
nimeros racionales y en el mismo plano que a los niimeros naturales. Para que tal suceso pudiera
darse, previamente se precisaron definiciones para la adicién, multiplicacién y la igualdad entre
estos nimeros, con la finalided de que al usarlos continuaran siendo validas las leyes
fundamentales de la aritmética de los nimeros naturales, y también para que al aplicarlos en
problemas de tipo practico no hubieran contradicciones. _

La introduccion de estos nimeros permitié, que todas las ecuaciones ax=b, tuvieran
como solucién un nimero racional.

Por ejemplo, la ecuacién 5x=8, no tiene solucién en el sistema de los nimeros cnteros
ya que ninguno de ellos multiplicado por 5 da 8; la misma ecuacidn tratada en ¢l sistema de los

nimeros racionales tiene como solucion &, que también es uno de estos niimeros, puesto que
5

cinco veces ocho quintos es cuarenta quintos, o sea ocho.

S(EJ 90 g
5)°3

Notar en particular que si 7x = 1, entonces x = 1/7 y por lo tanto 7(1/7) = 1, 1/7 es
llamado el inverso multiplicativo de 7 e inversamente 7 es el inverso multiplicativo de 1/7.

Habrés notado hasta aqui que:

a) Los nimeros naturales y el cero son enteros.

b) Los mimeros enteros son racionales, ya que, por ejemplo, cinco Y cero se
pueden expresar como: 5= 10/2=5/1 y0=0/3 = 0/1

¢) El sistema de nimeros inducido hasia este momento estd formado por los
nimeros naturales, ¢l cero, enteros negativos y las fracciones positivas y negativas,
los cuales conforman ¢l sistema de los nimeros racionales,

Las operaciones de suma y multiplicacién se definieron en los racionales de tal forma
que coincidieran resultados y propiedades que ya se tenfan con los nimeros enteros
{cerradura, conmutatividad, asociatividad, neutro multiplicativo, neutro aditivo, inverso
aditivo y distributividad) agregando ademis la del inverso multiplicativo, la cual indica
que para todo nimero racional 2/b mayor que uno existe otro, b/a tal que a/b [b/a] = 1.

El inverso aditivo para cero no existe y para uno es ¢l mismo uno.

90



MULTIPLICACION.

Si en un colegio los alumnos de cuarto semestre son % del total, y si

de los de cuarto semestre se capacitan en computacion. ;Qué parte de todes los alumnos del
Colegia son de cuarto semestre y pertenecen al Area de computacién?.

Respuesta:

8i describes correctamente las instrucciones que siguen podras llegar a la respuesta y
comprobar tu solucién.

Ira. Instruceién ;:  Supongamos que el siguiente diagrama representa todos los
alumnos del Colegio.
Iluminemos dos de las siete partes iguales en que se dividié el
diagrama. ()
La parte iluminada se representa con la fraccién E-_) , ¥ puede

relacionarse con la parte que corresponde a los alumnos de

3
2da. Instruceién: Si remarcas 3 de la partes iluminada, te daras cuenta que dicha
parte representa los alumnos de computacion y de 4° semestre,

La cual expresamos con la fraccién (_,_)_

()
3ra. Instruccion :  Observando el diagrama construido y analizando la figura

habras notado que la parte iluminada () también

()
significa 3 de 2
5 7
Observa que el mismo resultado se puede obtener operando las fracciones 2 y 3.
¢ Podrias indicar de que operacion se trata?. 7°°5

Este y otros ejemplos similares sugieren que ¢l producte de dos fracciones se obtenga
multiplicando numerado por numerador y denominador por denominador.
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e - - EJERCICIOS DE MULTIPLICACION.. =~

ty - -~

L.- Resolver los siguientes problemas:

a) ;Cuéntos metros cuadrados de mosaico se necesitan para cubrir una sala
rectangular que mide 4 1/3 m. por 3 1/4 m. 7. (Recordar que 4 1/3 =4 + 1/3 = 12/3+ 1/3 = 13/3)

b) Si un atleta cotre a una velocidad de 15 1/4 km. por hora, jqué distancia
recorverden I 1/2 hrs.?.

c) Si 5/17 partes del peso del latén es aluminio, entonces, ;cudl serd el peso en
aluminio de una pieza de latén que pesa 12 1/2 kg.?

d) Si suponemos que el crecimiento anual de la poblacion del D.F. (indice
demografico) con respecto a la poblacién del afio anterior es de 2% y suponiendo que se
mantendra fijo, si a principio de 1998 habfa 15.5 millones de habitantes. ;Cuéntos habitantes
habré a principios de 19997, 5
(A las fracciones cuyo denominador es cien, se les llama por ciento, P.E. 2% equivale a 00 )

e) Si un articulo de $850.00 lo ofrecen con un descuento de! 20%, entonces su
costo es el 80% de $850.00; puesto que 850 menos el 20% de 850, equivale a :

190 (850)- 1 (850) =120 0 Y550)-
100 100 100

E:)O (850) = 08(850) = 680

2.- Escribe el inverso multiplicativo de los siguientes nimeros:

a7 | )
b) 1/4 ( )
Q)23 ( )
d-3 ( )
€) -2/5 ( )

3.- Contesta las siguientes preguntas:
a); Cudnto es 3/8 de un dia?.
b); Cuanto es 1/4 (25%) de 2007

¢)Si un jurado esta compuesto por 15 personas de las cuales 6 son hombres. ;Qué parte de
todo el jurado son mujeres?,

d)Si un automovil avanza a una velocidad de 120 km/hr. Calculz la distancia recorrida en
45 minutos si se supone que va a una velocidad constante.
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€)En una secundaria el 60% de los alumnos son varones. Si hay 240 mujeres, jcudntos
hombres hay?.

f)¢ Cuantos cuartos de limén, hay en 3 1/2 limones?

g)Al llegar a una gasolinera, la aguja del tanque de la gasolina de un auto marcaba 3/4 de
su capacidad, si para llenarlo se requirieron 15 1. jcu4l es su capacidad?.

h) La sal de mesa contiene 2/5 partes de sodio. Si una persona consume 3/4 gr. de sal en
un dia. ;Cudnto sodio ingiere con esa cantidad de sal?.

)Un automdwvil viaja a una velocidad promedio de 70 1/2 km. por hora si maneja durante
6 1/4 hrs. ;Cuantos km. avanz6?.

j)Si se sabe que aproximadamente el 25% del oxigeno que se respira pasa a la sangre, y
que 21% del volumen del aire es oxigeno. ;Cuénto oxigeno ha pasado a la sangre de una persona
que ha inspirado 2 3/4 litros de aire?.

5.- Complecta para que quede una igualdad:
a) 3(7V/4 = 3/4(7/1}=3/4 ( )
b)3(Tya=3/1( )=3( Y( )

)35=(¥yC M )=3C )/ ( )
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ORDEN

1in 1960 1a poblacion del Estado de México cra de 9/5 millones de habitantes y la de Guanajuato
de 743, ;. Como era la poblacion del Estado de México con respecio a la de Guanajuato”? (Menor,
< mayor, >; 0 igual, = ).

Respuesta:

Comparemos ambas poblaciones con diagramas de dreas v de esa forma se verd mas clara
la respuesta, parn lo cual te pedimos completar las partes incompletas del procedimiento:

I.- Supbén, que las poblaciones de ambos estados de la Repiiblica estin
representados por las Areas luminadas siguientes:

Estado de México Guanajuato
x| x x| Xl{x[xix x[x]x|x]|x X X
X{xEx[xix XN|xx|x x[x]x|x]|x X X
X[X[x[x]|Xx N(x[x|x XXX {x{x X X X
Nix|x]x|x Xixix|x X xx]x|[x

5/5 { V5 { ¥4 M)

2.- De acuerdo con fas dreas iluminadas en los diagramas, nos damos cuenta que:
975 equivalen o d ¥HY oy Tidequivalena{ W20
3. Por lo anterior sabemos que la poblacion del Estado de México es que

fa de Guanajuato. pues 33 cs que 36,

4.-;Qué operaciones tendrias que realizar con las fracciones 9/5 y 7/4 para legar al
mismo resultado sin usar los diagramas?,

EJERCICIOS DE ORDEN.

(.- Completa las siguicntes igualdades ¥ comprueha con el diagrama:

(Q¥3=84{ Y=( Y48
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" 2,- Completa de modo que las fracciones sean equivalentes:
Q23 =2B{4( )= X )
b)2/3( Y=2/3[16/16]=( Y( )
3.—Escﬁbe los siguientes niimeros en veinticuatroaves:

a) 3/8
b) 1/4
c)2

4.~ Escribe el signo <, > o =, segiin corresponda:

2) » [
b) s [ e
o) 1/8 ] 4/32

5.- Resuelve los signientes problemas:

a);Qué pasa si el numerador y el denominador de una fraccién se multiplican por
un mismo mamero diferente decero?.

b)Encuentra una fraccion equivalente a 35/77 y que tenga numerador 10

¢) Una varilla de 3/8 de pulgada se desea introducir en un orificio de 11/32 de
pulgada. ;Cabe o no ?, ;por qué?.

d) Si suponemos que el 6xido férrico contiene 3/10 de oxigeno y el éxido de zine
1/5. ; Cudl contiene mas oxigeno?.
6.- Multiplica y simplifica al maximo los resultados:
a) 3/4 (5/6)
b) 5/2 (4/7)

c) 3(1/3)
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SUMA Y RESTA

Se tienen dos latas de pintura blanca de igual capacidad, una de ellas contiene 1/5 y la otra
3/4, silas juntas en una s6lo bote, ;hasta que parte se llenard?

Respuesta:

Seria conveniente que el procedimiento que utilizaste para tu respuesta la compruebes con
un problema de respuesta obvia, por ejemplo, se sabe que el peso total de 3/4 kg. de bistec y 1/2
kg. de carne de cerdo es 1 1/4 kg. o sea 5/4 kg., entonces comprueba esta respuesta utilizando el
mismo procedimiento que con ¢l problema de 1a pintura,

Enseguida veremos otra forma de llegar a la respuesta, lo cual puede servir para confirmar
la tuya y también como una alternativa mas para la solucién de problemas semejantes, por lo
cual te pedimos completar las partes incompletas del siguiente procedimiento.

1.- Representamos con diagramas de 4reas los contenidos de pintura en cada bote.

1/5 3/4

YL AL ELAL]

) 15720 «C ¥ )

2.- Al observar los diagramas, notards que 1/5 + 3/4 equivale a
¢ y2o+( YO Jy,a( Y( )

3.- Este y otros cjemplos similares nos sugieren que para sumar fracciones con
denominador diferente, se deben sustituir por otras equivalentes de igual denominador.

4 .- Un razonamiento similar podemos hacer cuando se trate de restar, por ejemplo,

W3- 1/2=23[22]- 12[( W3]=4( )-( ¥6=( Y )
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EJERCICIOS DE SUMA Y RESTA

1.- De un rollo de tela que contiene 120 m., se roman sucesivamente los 3/8, después 1/6 y
luego 1/4 del total. Encuentra lo que sobra.

2.- Halla en cada expresién los niimeros que faltan:
a)413=( MW3i+13=( 3

D9A=2+( Y4

)7+ )=6+11/8

dy5=( ¥5=( Y¥1=( o

e)2 1+ )Y=334=15( )

) Vi) + 172(3) =

g V1(2)+ /23y + 1/3(4) =

h) WH2) + 172(3) + 1/3(4) + 1/4(5) =

) V1(2) + 172(3) + 1/3(4) + 1/4(3) + ... + 1/99(100) =
Dla+1/b=3/8

KYlia+ib+lce=1

3.-'En una tienda de articulos electrénicos un empleado vende 2/5 de cable coaxial de un
carrete y después 3/4 de lo que quedd, si le sobran 27 m. ;cudntos metros contenia el carrete?.

4.- Obtener el perimetro y el drea del rectinguic ABCD

A B
4
1%
4
N 1 34m « |
C D

97



§*2= =iu...
¥ 71705 T
d) ' -1*5-+3= =(__)(_)=
AR STE
e} 2—§=( )z(_)_(...._)=

I
Lo
St
-~
S

5.- Estos y otros ejemplos similares sugieren que el resultado de dividir cualquier fraccion
a/b entre otra c/d se obtiene multiplicando el dividendo () ) por el-inverso multiplicativo
del divisor{ }( )oseaab+cid=( Y W X )=

6.- Este procedimiento puede justificarse aplicando algunos conocimientos anteriores, por
ejemplo, supén que el resultado de dividir 9/2 entre 3/4, es a/b, es decir, 9/2 = 3/4 = a/b loque a
su vez equivale a 9/2 = 3/4(a/b) si en esta {iltima ecuacidén multiplicamos ambos miembros por el
inverso multiplicativo de 3/4 tendremos

972( M )=( ) )3/4(a/b)y porlotanto
92( Y Y=()aboseaque{ Y( )=ah
Ejercicios:
a) 8i un coche recorrié 100 km. en 3/4 de hora. ;Cudl fue su velocidad por hora?.

b) Si un objeto pesa en la luna la sexta parte de lo que pesa en la tierra. ;CuAl serd
el peso en la luna de un objeto que pesa en la tierra 3/4 kg.?.

¢) Si el drea de un rectangulo es 12 1/4 m2 y si la longitud del ancho es de 2 1/3 m.
¢Cuanto mide de largo?.
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DIVISION
¢Cudntos tramos de 3/4 m. se pueden cortar de un tubo de cobre de 4 1/2 m?.

Respuesta :

Puedes constatar tu respuesta analizando los siguientes procedimientos, para lo cual te
pedimos llenar los espacios vacios que verifican las afirmaciones que en elios aparecen:

1.- Imaginemos el tubo a través de un diagrama como el siguiente:

[

3/4p—4

i

En el cual puede verse que se pueden cortar tubos de 3/4 m.

2.- Si quisiéramos saber qué operacion es la adecuada para este problema;

contestar: el nimero de tramos de 2m. de un tubo de 8 m. es , lo cual resulta de
realizar la operacién , por lo tanto para resolver el problema inicial deberds’
realizar la operacién para obtener como resultado

3.- (Podrias indicar cémo dividir 9/2 + 3/4, y comprobar tu respuesta usando un
diagrama igual que en el ejemplo ilustrativo?.

4.- Ensaya tu procedimiento con los siguientes ejemplos de resultados conocidos:

b)
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ALGO SOBRE LA RECTA NUMERICA

Ahora utilicemos la recta numérica para indicar los niimeros positivos y negativos junto
con sus operaciones.

Comencemos frazando una recta horizontal y escojamos un punto sobre ella llamado
origen, para representar al cero, ahora designemos otro punto a la derecha del cero para
tepresentar el 1. .

El segmento que tiene el origen y el punto | se llama segmento unidad y se usa para
designar los puntos a la derecha y a la izquierda de! origen.

Los puntos de la derecha del origen representan a los enteros positivos y los puntos de la
izquierda a los enteros negativos, es decir:

-+ 1+ {1 |
17 1 1T 1t 1 1 |1

- 3 2 S| o 1 2 3 -

Ahora dividamos el segmento unidad en dos segmentos congruentes (medios) y usemos
uno de ellos para designar los puntos a la derecha y a la izquierda del origen.

Los puntos a la derecha del origen representan a las fracciones: % % ’ % »
los puntos a la izquierda del origen a las fracciones negativas: -%, - -22--, - —3— »eo €8 decir
3 2 -1 o 1 1 I -
T T T T I AT B
Fr ettty
5 _3 210 1 _?_ 3 i
Y T 7T 17 3 2

De forma semejante podemos trazar los puntos que corresponden a tercios, cuartos, etc.

(1]
Frh

T ]
RN ]t
T 1

[ —_ -

0
| |
!, :
3 3

|

|
-1

3

ulﬂﬂ ——p——
vl
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;- a
En Ias rectas numéricas cuyos puntos se representan con numerales de la forma —

el denominador b nos dice el nimero de subintervalos en que se dividié el segmento unidad.
El numerador @ indica que el punto se encuentra a una distancia de a subintervalos, a la derecha o
a la izquierda del origen, segiin sea a positiva o negativa, por ejemplo:

En la fraccién - l_f. el denominador 4, se obtuvo dividiendo el segmento unidad en

cuatro (cuartos) segmentos congruentes.

El numerador -10, indica que e} punto representado por la fraccidn estd 10 cuartos a la izquierda
del origen

En la recta de} inciso b), ( ver diagrama ) el denominador 1 de cada fraccién nos indica
que para localizar el punto correspondiente, debemos usar el segmento unitario en su totalidad. A

cada punto correspondiente a un entero, se le asigna una fraccién cuyo numerador es €l mismo
entero y cuyo denominador es uno.

Se tiene una disposicion en parejas de los niimeros racionales tal que para cada nimero
racional positivo corresponde un racional negativo.

Los puntos que representan estos dos niimeros son simétricos uno del otro con respecto al

cero, por ¢jemplo, el racional negativo _ _3  es el simétrico del racional positivo 3 .
2

Los nameros racionales 2 ,, g_n (donde n es natural) pueden representarse por
b n

un mismo punto en la recta numérica, por ejemplo, _%, - %, - % por el punto “P>

en las graficas ¢), d) y e).
%> T T T -+
I I | | |
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 Estose aclara, si notamos que llegaremos al mismo punto en la recta numérica, cuando al
dwn.:ixr cada segmento unidad en dos segmentos congruentes y avanzamos tres a la izquierda
partiendo del origen, que si lo dividimos en cuatro (el doble de dos) y avanzamos seis espacios
(el doble de tres), o que si lo dividimos en seis (el triple de dos) y avanzamos nueve (¢l triple de
tres), etc.
Otra forma de saber que dos expresiones fraccionarias -'i- y% representan
¢l mismo punto en {a recta numérica es verificando que ad = be.

Asi por ejemplo en las expresiones . 3 _ 6 2, podemos notar que
2 6

-3(4) = 2(-6), -6(6)=4(-9) y -3(6)= 2(-9).

Para verificar dicho procedimiento, observemos que las fracciones % =-

B

4 2
son equivalentes a - %(rzl) y- 27('2—)) respectivamente y como -3(4) y —6(2) son iguales,
entonces _2 = _E .
2 4

. a_c i
En general, las fracciones 7 77 son equivalentes a ad y &
bd © db
respectivamente, de las cuales se observa que para ser iguales es necesario que \

de donde —‘;— = es decir, % y -3- representan el mismo punto ab = cb,

£
d
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Aqui cabe aclarar, que las fracciones reducidas? no siempre son las mas itiles,

por ejemplo, al comparar o sumar las fracciones % y -;— , utilizamos las expresiones

] 3(7) 4(5)
equivalentes o) Y "."."('5 en su lugar.

La recta numeérica también sirve para representar con flechas los nimeros racionales

de rgual maneta que se hizo con los enteros, por ejemplo, el racional negativo % . puede
representarse  por una ﬂt_:cha que apunta hacia la izquierda y tiene una longitud de 33- ,
mientras que el racional positivo % puede representarse por una flecha que apunta hacia la

derecha y tiene una longitud de -}-

La flecha que representa a un racional puede sin embargo, tener su origen en cualquier
punto de la recta.

Ala longitud de la flecha utilizada para representar a un mimero racional se le llama

valor absoluto.

Asf podemos decir, por gjemplo, que el valor absoluto  de _ % es .§_

7
el cual denotamos como -

_%‘ =% y que ¢! valor absoluto de % , €5

Z‘_l.
g 8

el cual también podemos denotar como

7 La fraccion reducida de un niimero racional %/ y , es aquella en que 2 y b no tienen un factor
comiin mayor que uno, es decir,elmed deaybes 1.
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SUMA DE RACIONALES CON FLECHAS

Los nimeros racionales se pueden también sumar por medio de flechas de la misma forma
que se hizo con los enteros, o sea que para sumar dos numeros racionales, la flecha que
representa al primer sumando debe tenet su origen en cero y la flecha que representa al segundo
sumando deberd iniciar en la punta de la flecha del primer sumando. Algunos ejemplos se

muestran a continuacion.

P | 2 | i} 1 z kT
-8
-8 - a
g 342
7 P ‘-I-—r—1—-|—-| (ER. SOMANDO
d
‘1—1—' 2D0. SUMANDO
t5 gy
4 4 ( ') ET™MTA

-t
—

e =X
I
1
3
b

w3,2
3 =+
ITR. SIMANDO

«C

200, SUMANDO I l '

sm}‘-{l{'

Observa que en ambas sumas, la longitud de la flecha para la suma es igual a la suma de
las longitudes de tas flechas de los sumandos y la direccién es la misma que las de las dos

flechas de Yos sumandos.
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1
P R A O A
I B I B DR I
3.2 'I 1| 1ER. SUMANDO
' {0
| I ; | = ) 200 sUMANDO
¢ Y+ =0 )
_|._|._|_.' EUBA
-3 -2 1 o 1 - 2 3.

91,3 3
PER) ‘_|_|_H_+_H 1ER. SUMANDO

2D0. SIMANDO

Observar que en ambas sumas, la longitud de la flecha para la suma es la diferencia de las
longitudes de las flechas para los sumandos y la direccidn es la misma que la mis larga de las dos
flechas.

La flecha para todas las sumas tiene su origen en cero y su sentido en direccién a la punta
del segundo sumando. '
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Representando con flechas los nimeros racionales podemos comprobar, al igual que con los
numeros enteros:

El cero es el neutro aditive de cualquier nimero racional.
Por ejemplo, probar que: 0+ (— %) = _% y que la suma de cualquier mimero

racional y su simétrico (reflexion) es cero. Por ejemplo, comprobar que: . % + % =0

Por esto podemos decir que el simétrico de cualquier mimero racional es su inverso
aditivo.

Ahora podemos decir, como en los niimeros enteros, que para restar un adimero racional
de otro cualquiera, habra que sumar al minuendo el inverso aditivo del sustraendo.
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ALGUNAS OBSERVACIONES SOBRE LOS NUMEROS RACIONALES CON
SIGNO

g,Reguerdas cémo se multiplican dos niimeros racionales positivos?. Por ejemplo, al
multiplicar */ 3 (/ 5), obtenemos:

¢Recuerdas cémo se multiplican dos nimeros enteros con signos opuestos?. Por ejemplo,
al multiplicar -2 por 7, obtenemos:

Si expresamos fos nimeros —2 y 7 con los numerales racionales - I, y 7/, , entonces el
producto - ; {7/ i), sera ¢l nimero racional , equivalente a la expresion entera

Si queremos que las reglas anteriores se apliquen al producto de dos nimeros racionales
con signos opuestos, entonces al multiplicar, por ejemplo, -/ ¢ (¥ s5) , obtendremos

iRecuerdas como multiplicamos dos enteros negativos?. Por ejemplo, al multiplicar -3
por =5, se obtiene

Si tomamos en cuenta que las fracciones - % y- ? son iguales a -3,y -5

Respectivamente, entonces el producto _ 9 ( lé) deberd serigual a .

3

Ya que de no ser asi, no habrd concordancia con el resultado, cuando dichos numeros se
interpreten como enteros.

Resumiendo podemos decir que el producto de dos mimeros es positivo si tienen signos
iguales y negativo si tienen signos opuestos.

El nimero racional 1 es el neutro multiplicativo. Por ejemplo:
3 L. 3)=3
‘(’6‘ )" H 6) %

Es importante en este momento recordar que el sistema de los mimeros racionales tiene una
propiedad que no tienen los enteros.

Para todo niimero racional “p”, con excepcion de cero, existe otro nimero racional “q”,
llamado inverso multiplicativo de “p”, tal que pq = 1.

Por ejemplo, el inverso multiplicativo de _3, es _ 8 yaque: 3( 8 L
8 8\ 3] 24

El inverso multiplicative de -5, es porque
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Supongamos que sobran doce séptimas partes, de varios pasteles que se dieron en una
fiesta. Si sec los obsequiaron a los cuatro meseros que atendieron, ;Cuénto pastel le toco a cada
uno? . -

Recordemos que para obtener el cociente de dos nimeros racionales positivos,
multiplicamos el dividendo por el inverso multiplicativo del divisor.

Aplicando este procedimiento para comprobar el resultado del problema anterior,
tenemos:

12 4
7+r7=0) =0 )=()

Si deseamos que este mismo procedimiento se aplique a los nimeros racionales,
entonges, para dividir % entre 11- , multiplicamos por , para

obtener
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LEYES DE EXPONENTES PARA RACIONALES

Antes de iniciar esta seccion puede ayudarnos recordar las siguientes deducciones:

Si  3'=9, entonces, 3= (J

Si 22=8, entonces, 7=')Ty

En general

Si  a'=b, entonces, _____ =AU )

En esta parte veremos el significado de las potencias con exponentes racionales; para
4 ]

ello definiremos los simbolos g y a”
algunos exponentes sean nimeros racionales.

de tal manera que las leyes se cumplan aunque

a) Como laley (a®)"=a™ se debe cumplir aunque uno de los exponentes sea namero
racional positivo de la forma Y/, tendremos, por ejemplo,

(7%)1=7%{ }=‘7‘ )=( )

Ahora pensemos, ;a qué debe ser igual 7% para que la igualdad [ (T) % ¥ =7

sea cierta?, es decir, como (7 # ):l =7, entonces, 7 (AN ( )

Generalizando tendremos:

J/

A )
Como (az)"=a(“)=a()=( ), entonces @ = )

b))  Como la ley (8®)"= a™ se debe cumplir aunque uno de los exponentes sea nimero
racional positivo de la forma ™/, , tendremos por ejemplo:

(70 =R NIz

Ahora pensemos, ja qué debe ser igual

% para que al elevarse al cubo de como
resultado 77, es decir, 7

Como ( 7% )3 =72, entonces, 7% = \’KT
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Generalizando tendremos:
m m
Como (a/")" =al ) 1=a0 ) entonces, a”" =* NG

c) Como laley a"a" = a™" debe cumplirse aunque los exponentes sean racionales
negativos, tendremos, por ejemplo,

7-'2/’( 72/’)=(7)( PHll=gl)=g ) esdecir:

¥

71 7% y=1, de donde 5= ;,fr

)
ya que 7/" debe ser el inverso multiplicativo de 7° pues de otra forma dicho

producto no seria la unidad.

Generalizando:
-mg o my "
S a’” a"=a( PO )z gf )=( )’e,,,o,,ce,a"=.ié_;aae0
a n
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Si de una varilla de 15 m. se desean cortar 8 pedazos de igual tamafio. ;C6mo calcular la medida
de cada tramo sin usar niimeros decimales?.

Respuesta:

RESPUESTA SUGERIDA:

Una forma de orientarnos para saber qué operacidn utilizar en este problema, seria
suponer que, por gjemplo, la varilla fuera de 16 m. en lugar de 15 m., y entonces cada uno de los
8 pedazos mediria , ¥ por lo tanto la operacién que utilizaremos con 16 y 8 para sacar
2 como resultado es , lo cual sugiere que para calcular €] tamafio de cada tramo con la
medida inicial de la varilla utilizamos la siguiente operacion:

1

Al efectuar la divisién obtenemos como cociente y
8 |15 como residuo y por lo tanto tenemos un sobrante
7 de 7 m. '
Si transformamos los metros a decimetros (décimas de metro),
18 tendremos que 15 m. equivalen a dm., ya que cada
8 I-IE metro contiene 10 dm. y al realizar la division en dm.
70 Obtenemos como cociente y residuo
6 y por lo consiguiente tenemos un sobrante de dm.,
y entonces el residuo es menor que el anterior.
Si ahora seguimos el mismo proceso que en los parmrafos
anteriores pero con centimetros (centésimas de metro),
187 tendremos que 15 m. equivalen a cm., ya que cada
g lis00 metro contiene cm. y al realizar la divisidn en c¢m.
20 Obtenemos como cociente y residuo
60 cm., y como ¢l sobrante es de el residuo es menor
4 que el anterior. :
1875
Al hacerlo ahora con milimetros tendrds como cociente
8 |15 000 y como residuo . Por lo cual nos damos
706 0 cuenta que la division es exacta con milimetros.
40
0
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De lo anterior contesta:

I. ;Qué operacién realizaste para convertir metros a unidades menores?

Respuesta:

2. ;Queé operacidn realizaste para convertir unidades menores que el metro a metros?

Respuesta:

3. Escribe la operacién para transformar 1875 milimetros a metros

Respuesta:

Dada la estructura del sistema decimal, dicha operaci6n puede ser expresada de las siguientes
formas:

1875 1000+800+70+5 1000 800 70 S 8 7 5
—=— S m— =1+ 4 .+
1000 1000 2000~ 1000 1000 T1om0 ™ 10T 100 T 1000

La Gltima expresién corresponde al nimero decimal: una unidad mas ocho décimos, mas
siete centésimos, mas cinco milésimos; es decir 1.875

Si el cociente del problema inicial 15 + 8 lo pensamos como la fraccién IT?S , oS

damos cuenta que 1.875 es su representacion decimal. Lo cual da lugar a pensar que dividiendo
el numerador entre el denominador de una fraccion obtenemos su representacion decimal.

También notemos que al dividir 1875 enteros entre 1000 se recorrié tres lugares a la
izquierda el punto decimal. :
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LOS NUMEROS DECIMALES.

Un ingeniero belga Ilamado Simén Stevin (1548 — 1620) introdujo la idea de las
fracciones decimales (aquetlas cuyo denominador es una potencia de diez) a mediados del siglo
XV,

Las fracciones decimales también pueden representarse con nimeros decimales, pues
notemos que los digitos a la izquierda de un punto decimal representan los maultiplos de las
unidades, las decenas, las centenas, etc., y los digitos a Ia derecha los maltiplos de los décimos,
los centésimos, los milésimos, etc., de manera que:

a) Si el numerador de una fraccién decimal consta de un sélo digito, éste se anota
3
en la posicidn correspondiente, a la indicada por el denominador, por ejemplo, 7pg ,

se esctibe como 0.03, ya que la segunda posicién a la derecha del punto decimal representa
los centésimos, anotando cero ¢n las posiciones décimos y unidades.

b) Si el numerador de una fraccidn decimal consta de més de un digito, esté se transforma
en la suma de otras cuyos numeradores contengan un sélo digito, por ejemplo,

325
35 _ 355, yaque: 32530042045 300 20 5 _

10 10 10 10 10 10
5 1
=30+2+-—==310)+2()+3| — | =
T {(10) +2(1) (l 0)
= tres decenas + dos unidades + cinco décimos =32.5
¢) Sila fraccién equivale a una fraccién decimal {porque su denominador se pueda expresar

como potencias de 2 o de 5, 0 como un producto de ambas), se deberd convertir a otra cuyo
denominador sea potencia de diez, por ejemplo:

3.3
T35 75
2
3 3 —74 32°) =74 - 3(4) =7+ 2
15T g T T sy 15(2)1' oy -

2o, 10 2 1,2 _ 1Y
BT AN AT AT wo T+ 2{100]

=siete unidades + un décimo + dos centésimos = 7.12

8 Pag, 255; Peterson; “Teoria de la Aritmética™ ; Editorial Limusa
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Los niimeros decimales se pueden escribir en notacion desarrollada igual que como lo
hacemos con los nimeros indoarabigos, por ejemplo:

2 5 4
37,254 = 3(10)' + 7(10)°
A0y +700)"+ 1+ 100+ 1000

R A AN S R TN
=3(10) +7(10) +2[10)+5(100)+‘(1000)

= 3(10) + 7(10f +2(10)" + 5010 + 4(10)”

d) Los nimeros decimales se pueden leer ignorando el punto  decimal y agregando el
nombre de la posicién ocupada por el iltimo digito de la derecha; por ejemplo, 37.254, se lee
como “treinta y siete mil, doscientos cincuenta y cuatro milésimos”,

Algunas veces los niimeros decimales se escriben con uno o mas ceros a la derecha de la
altima cifra decimal (cuando por ejemplo: restamos de 0.3, 0.125,
o sea 0.3000 — 0.125, o dividimos, 1 entre 4, es decir 4[7.00 ) en estos casos al leer

el niimero deben incluirse los ceros, por ejemplo, 0.3 puede escribirse como 0.3000 y se lee tres
mil diezmilésimos.
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Completa las siguientes columnas.

FRACCION | NOTACION
DECIMAL | DECIMAL | NOTACION DESARROLLADA SE LEE
9
3 7500
b) 0.257
c) 4 (o + 7(!0)1 +2(mp+ s(lo)-l + l(lo).z
Treinta y dos mil
d) quinientos ocho
centésimos
5
VALORES RELATIVOS DE POTENCIAS
1 N B
10 160 [000 10060
ao o qe' qope . aoy' oy goy? ot
1000 100 10 1 0.1 0.01 0.001  0.0001
M C D 8] P D C M D
1 E E N U E E I I
L N C I N C N L E
L T E D T I T E z
A E N A 0 M E S M
R N A D o S 1 I
E A S E D S 1 M L
S S S E M 0 E
C 0 S S
I S I
M M
A o
L S
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REGLAS DEL PUNTO DECIMAL

1. El resuitado de dividir cualquier nimero entre 10, 100, 1000, etc. Se obtiene
recarriendo el punto decimal uno, dos, tres, etc. lugares a la izquierda, por ejemplo, el resultado
de dividir 1635.47 entre 1000, es . ya que:

4 7
1(,35_47=1000+600+30+5+/10+ 1
1000 1000

00 _

_110)’ +6(10)° +3( )’ +5010) * +410)" +710) * _
10° '

140) 610" 3 ) 5 ), 4o 7( )
oy a0y qoy () (T o)

=1+6010)" +3(10)" * +510) ° +410)™ +7(10) * = 1.63547

Aplicando procedimientos similares al del parrafo anterior, podremos saber como usar el punto
decimal al operar con numeros decimales, por ejemplo:

a.- Al multiplicar 124.73 por 2.5 se obtiene , pues los factores se pueden escribir
como las fracciones decimales:

12473 y , ¥ por lo tanto su producto
100

12473 2.5) como 12473 () 311825 _5y; gys
100 C

Lo cual confirma que para multiplicar 124.73 por 2.5, realizamos ¢l producto de los
nimeros 124.73 por 25, y al resultado le recorremos el punto decimal 3 lugares a la izquierda,
puestoe que son milésimos.
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b.- (Podrias proceder de manera similar para comprobar que el resultado de multiplicar 3.5 por
100, se obtiene recorriendo el punto dos lugares a la derecha, o sea 3.5 (100)= 350

[En caso de que el nimero en cuestion, no contenga suficientes cifras para recorrer el
punto hacia la derecha o hacia la izquierda, se agregaran tantos ceros como se requieran, puesto
que por ¢jemplo:

35=3500=10035, ya que:
5 0 0 5
S5=3+—+—+——==0(100)+0(10) + 3+ —
16" 100 *Toop = X100+ 01O +3+ 75

c.- Comprueba ahora, que el resuitado de restar 1.875 de 2.5, es , haciendo las
conversiones y operaciones necesarias para llegar a la misma respuesta.

Completa la tabla.

1000 m. 100m. | - 10m. m. - }.-0.'m. [..0.01 m= | 0.001 m.
93.5 0.935
7.9

500 0.5
86
0.01

108m. |10 Im.| ¢ X)) 10m. | 100 Ym. [ (¢ X )

m m
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FRACCIONES NO DECIMALES.

Para distinguir las fracciones decimales de las restantes debemos tener en cuenta que el
denominador de las fracciones equivalentes a ellas se puede expresar (nicamente como potencia
de 2, 6 de 5, o bien como un producto de ambas, por ejemplo:

BNy 33

a) - =T .
100 4 ) () 22! .
P A S U
1000 10! [2¢ Hf ' 20
o 397 397 397 397

toooo " 107 [ )BT (X ¥

Escribe fracciones equivalentes a las que se proponen cuyo denominador sea tnicamente
potencia de 2, de 5 6 el producto de ellas

1 3 1

— b _ —
2 2 ) 25 ) 4
H 3 127

8 125

. L i 2 5 .
Existen fracciones como 3 7' " etc. Cuyo denominador no se puede expresar
como potencia de 2, de 5, & el producto de potencias de ambos, y por lo tanto no son fracciones
decimales.
Por otro lado tomemos alguna de eltas, por ejemplo % Y Supongamos que existe

una fraccién decimal equivalente a ella, de modo que: % = TKCT" de donde (7) (10)" = (6) (k),

pero esta igualdad no es posible, ya que ningin multiplo de 6 tiene como suma de sus digitos 7
{Observa que en todos los nimeros de la forma 7 (10)™ , sus digitos suman 7)
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DECIMALES PERIODICOS

Para expresar una fraccion no decimal como un nimero decimal también se divide ef
numerador entre el denominador, pero en esle caso se continiian agregando ceros al dividendo,
hasta que en el cociente resulte un periodo que se repite, por ejemplo, al dividir

13 entre 15 ( notar que % es una fraccién no decimal porque 15=3(5) y cortiene un factor que

no es potencia de 2 y/o 5) obtenemos:

0R . 0.86 0.866

1513.0 15:13.00 15:13.000
10 100 100

10 100

10

Esdecir 13 =0866...=086 labarra sobre el 6 indica que 6 se repite indefinidamente.
15 '

Utilizando el algoritmo de la divisién para encontrar el niimero decimal equivalente

a una fraccién cualquiera % nos podemos dar cuenta que los tinicos residuos posibles son:

0,1,2,3,....b-1 (ya que el residuo debe ser menor que et divisor).

Si el residuo es cero en cualquier paso, entonces la division termina y su representacién es
un decimal finito.

Si el residuo no es cero en algin paso, entonces habra b-1 residuos posibles en donde
forzosamente alguno se repetird después de b-1 pasos, lo cual se debe esencialmente a la
naturaleza del propio algoritmo (bajo un cero cada vez, dividiendo siempre entre el denominador
b, obteniendo un nuevo residuo) posteriormente, deberan repetirse los digitos del cociente.
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Consideremos los ¢jemplos siguientes:

— Notar que:
a) 3.5714285 No bodi 1 o
l'—_ 0 podiamos esperar que el residuo fuera cero,
7 3_(5)0000000 porque el divisor contiene un factor que no es
50 potencia de 2, ni de 5 ni de ambos.
120 ' Los residuos son niimeros entre uno y seis.
20 Después de seis pasos del algoritmo, el residuo 4
60 se repite.
40
Las ciftas del cociente 571428 se repiten
infinitamente.
b) 0 9?3 Los residuos posibles son nameros entre uno y
- quince.
15[14.00
. 0.50 Después de dos pasos del algoritmo, el residuo 5
3 se repite,

La cifra 3 del cociente se repite infinitamente.
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FRACCIONES EQUIVALENTES A DECIMALES.

Para obtener la fraccion que corresponda a un decimal finito o a un decimal infinito periddico,
procedemos como en los siguientes ejemplos.

Si constderamos que "m" es otra expresion de los niimeros que a continuacién se dan,
entonces podemos escribir

l.- m = 73.045

. Multipliquemos ambos miembros de la ecuacién por 1000 (para convertir el decimal a
entero), v asi obtener...

1000 m = ( )por lo que m = ( W( )
2.- m = (.54

Multipliquemos ambos miembros de la ecuacion por 100 (niimero de cifras del periodo)
para obtener:

10m=( ) 100 m = 054.54

Si ahora restamos la primera de la segunda ecuacién tendremos: ) m= 0.54
yporlotantom=( )( )

99 m=( )
Mediante el algoritmo de la divisién podemos hacer ver que { )/( )

efectivamente equivale a 0.54
3.- m=03125

Multipliquemos por 10 (para tener un decimal cuyo periodo inicie después del punto
decimal) _ ‘
10m=3.125

Enseguida procedemos como en el caso anterior, es decir, multiplicamos por 1000 la
nueva expresion (miumero de cifras que contiene el periodo) para obtener:

1000(10) m = 3125.125 L
10000 m =3125.125

()10 m= 3125

y de ella restamos 10 m = 3E, 0 sea

Y por Gltimo despejamos m para obtener:

m=( M )= 3122 /9990 ( m = )
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' NOTACION CIENTIFICA

En el trabajo cientifico y tecnolégico es muy comiin trabajar con mimeros muy grandes o
muy pequeiios, lo cual ocasiona que tanto los cdlculos como su interpretacion sean imprécticos ¢

inseguros.

Las potencias de base diez, proporcionan una manera sencilla y mas segura, para denotar
cantidades muy grandes o muy pequeiias, a través de la llamada notaci6n cientifica.

Una cantidad est4 escrita en notacion cientifica, si se expresa como un producto de un niimero
mayor o igual que uno; pero menor que diez, por una potencia de diez. Por ejemplo:

a) La temperatura interior del sol es de 13 000 000 de grados centigrados. Para escribir esta
cantidad en notacién cientifica;, colocamos el punto decimal entre uno y tres (lo cual
equivale a dividir entre 10 000 000 = 10 para que dicho niimero sea mayor que uno y
menor que diez. Después multiplicamos por (10" ), para compensar el resultado de la divisién
anterior; esto es:

'7 .
13 000 000 = 13 000 000 (1) = (13 000 000) (10)1 _ 13000000 10y =1.3 (10)’
(10 10000000

(Notar que el exponente positivo, indica que el punto decimal, se debe recorrer siete lugares hacia
la derecha, o sea, 1.3(10) =13 000 000).

b) Otro ejemplo se da al representar la densidad relativa del hidrégeno; 0.00000000048
gricem’ .

En dicha no notacién colocamos el punte decimal entre , ¥ (lo
cual equivale a multiplicar por 10000000000=10"), para que dicho nimero sea mayor que 1 y
menor que 10. Después dividimos entre (10)" para compensar el resultado de 1a multiplicacion
anterior, es decir:

10
0.00000000048=0.00000000048(1 )=0.0000000048-:—gﬁ =
0.00000000048(10)" L (109)"
{10 e —

[Notar que el exponente negativo indica que €l punto decimal debe recorrerse 10 lugares a
la izquierda, o sea que 4.8(10)™ = 0.00000000048]
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Utilizando notacién cientifica y leyes de exponentes se simplifican algunos calculos, por
ejemplo:

a) Sila luz recorre 300000 Km. por segundo. ;Qué distancia recorrerd en un dia?
5i un dia tiene 24 horas, una hora 60 minutos y un minuto 60 segundos, entonces, un dia tiene 24
(60) (60) = 24 (3600) = 86400 segundos; y por lo tanto la distancia recorrida por la luz es:

300000 (86400) = 3 (10)° (8.64) (10)* =
=3(8.64) (10)° (10)* =
=25.92 (10)° = 259,200,000,00

b) Si6650000 barriles generan 4000000000 KWh horas de electricidad,
¢ Cuantos KWh genera cada barril?

{Cambiando los datos podemos intuir 1a operacién adecuada para obtener la respuesta).
Supongamos que si 4 barriles generan 12 Kwh, entonces cada barril debe generar
Kwh. ;Qué operacion debemos realizar con 4 y 12 para obtener 3 como respuesta?
O sea, que para calcular la que genera cada barril deberemos dividir los Kwh entre el
nimero de barriles. Utilizando notacién cientifica tendremos:

4000000000  4(10)°

= =060150375(10)' ) = 60150375
6650000  6.65(10) ’

¢) Si 6,650,000 barriles generan 4000000000 KWh horas de electricidad, ;cuantos barriles
genera | KWh?.

Notemos que para encontrar la respuesta podemos plantear una proporcion, s decir:

6650000 _ 4000000000
X 1

, © sea 4000000000x = 6650000, por lo tanto:

6650000 _ 6.65(10)

( 7= a0y ) =1.6625(10) ' =
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LOS NUMEROS. IRRACIONALES. - ... '’

i

Existen nimeros decimales infinitos sin periodo a los cuales se les llama irracionales, por
e¢jernplo, 0. 1011011101111, en el que se aumenta un uno en forma progresiva en cada grupo de
numerales 1 que siguen después de cada numeral cero. .

La manera de construir otros nimeros irracionales ¢s evitando periédos que s¢ Tepitan una
y otra vez como en el ejemplo anterior,

Hay situaciones de las que provienen nimeros irracionales de uso mas comin, por
gjemplo.

¢Cuanto mide el lado de un cuadrado cuya drea es 2m” ?

Sea “L” el lado del cuadrado cuya drea es 2.
— 2 Entonces L x L =2, es decir L2=2.
A=2m

O sea, que tenemos que encontrar el nimero que

Multiplicado por si mismeo de 2, es decir L=v2
8i al principio lo hacemos por tanteos, tendremos:

1{1)=1; 2(2)=4, de donde observamos que 1a respuesta se encuentra entre
____¥___ porlo tanto buscamos la respuesta entre ellos:

LI (L.1)=121; 12(.2)=144: 1.3(1.3)=1.69; 1.4(1.4)=196; 1.5(1.5)=225.
Lo anterior nos indica que la respuesta se halla entre los nimeros ¥ .

Ahora caleulamos:
[.41 (1.41) = 1.9881; 1.42(1.42)= 2.0164, de donde la respuesta debe estar entre los nimeros

Y ; [ Recordar que: 1.41, 1.9881, etc. Son nimeros racionales que se pueden expresar

- 141 19881
también como—, ———, tc]
100" 10000

Si continuamos asf sucesivamente, a lo mejor /2 = L, es un niimero con muchas cifras
decimales, o pudiera ser que se tuvieran que calcular también, una gran cantidad de estas cifras
para llegar a un periodo de repeticién, en caso de ser fraccién no decimal; pero en ambos casos
no tenemos la certeza de que suceda alguno de los.dos.

Una manera de ver que _f7 , no es de ninguna de las dos formas, o sea niimero racional,
es suponiendo que si es, y dicha suposicion no lleve a una contradiccidn; o sea que:
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Supongamos que a y b son mimeros enteros tales que, el lado del cuadrado de Area2 esdela

forma %

2
es decir % =<2 :0sea %1 =2,
Como a y b son enteros, ellos se pueden expresar como un producio dnico de factores primos, por
locual: a=a,8,...a, y b=b,b,...b,, entonces: a’=a’,a% ... a5 y b*=b?% b%....b% ,porlo
tanto todos los factores en a y b son primos y aparecen un par de veces tanto en a® como en b’ .

1
De lo anterior podemos deducir que; si % = 2, entonces:
2

ajal..al

bbl...b2

a2
b

De donde, todos los b; tendrian que cancelarse con todos los a;, exceptuando un 2 en el
numerador, 0 sea que para que la igualdad se cumpliera tendriamos que tener:

(a’ya’f.... a’)2
BB ... b,

Pero esto no es posible, puesto que tanto el numerador como el denominador tienen un
ntmero par de primos, y para que la Gltima igualdad se cumpla necesitamos que el numerador un
nimero impar de primos. Por lo tanto la suposicién de la que partimos debe ser falsa, puesto que
nos llevo a una contradiccion. .
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LOS NUMERCS REALES.

Los niimeros racionales (decimales finitos e infinitos periédicos) junto con los irracionales
(decimales infinitos no periddicos) forman el conjunto de los numeros reales (decimales finitos e
infinitos) en los cuales las operaciones se definen en términos de las operaciones sobre los
numeros racionales de modo que todas sus propiedades se cumplan (cerradura, neutros,
conmutatividad, asociatividad, inversos y distributividad) agregando ademds, la propiedad de
complecién o completez en la cual se afirma que a cada nimero real le corresponde un punto en
la recta numérica y a cada punto en la recta le corresponde un niimero real,

4 3 2 41 0 1 2 3 4
1ttt
T _.21 —03 vz ' 25" 3%

En algunas ocasiones los célculos se aproximan reemplazando un niimero irracional por
un racional cercano a €1, por ¢jemplo:

Aproximamos Tt con 3.14 al calcular e! perimetro de un circulo cuyo radio mide Sem. Es decir:

P=27 D=2 (3.14) (10) = 6.28 (10) = 62.8 cm.

Cuando realicemos operaciones en las que intervengan expresiones irracionales, podemos
aplicar las propiedades de los nimeros reates, los procedimientos de la aritmética y las leyes de
los radicales, con la finalidad de ser mas exactos y practicos en los célculos, por ejemplo:

Laleydelosradicales ab =da b ( que se vera después de los incisos),
es aplicable a los siguientes casos:

a) Para multiplicar 3 por JT . procedemos de la siguiente forma:
3J12 =3Ja@ =3d4 J3 =3@)d3 =63

b) Para obtener la diferencia entre 3y N 27
3.J27 =3ao@=3d9 V3 =333 =3¢J3 )

b) Paracalcular el valor de *h" en la ecuacién h?+4?=82; despejamos "h", o sea:

h? = 8% - 42, de donde:

h-Ng-42=J64-16= {48 =J16@) =V16 {3 =43
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LAS LEYES DE LOS RADICALES

e T . . _]

a) Si 6+8 =14, entonces g8=14-6
b)  Si 7(5) =135, entonces 7= 3%
c) Si 9 =81 entonces 9=-81

Lo cual ayuda a entender las definiciones de las operaciones inversas, enire las cuales
estdn laraiz cuadrada, ciibica, etc., de tal forma que,

a) La resta se definié al tratar de resolver ecuaciones en forma de suma, por
ejemplo, x + 7=12 equivaleax =12-( ) yentoncesx =( )

b) Las divisiones, con aquellas ecuaciones que vienen expresadas como
. s o x=18
un producto, por ejemplo, si 3x = 18, entonces () porlo

tantox=( ).

<) Analogamente nos podremos dar cuenta que las raices se definen al
resolver ecuaciones en forma de potencia, por ejemplo, X’ =8es

equivalente a x = ;f( } y asi x es igual a

Generalizando, podemos decir que para n natural, la raiz n-ésima de un nimero real a
es otro mimero b que al elevarse a la n-ésima potencia da como resultado a, esto es:

) -
si b"=a, entonces b=%a
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Es importante completar toda esta informacion aclarando que:

a) 8i n es un entero impar positivo y a es un namero real cualquicra, entonces
la raiz enésima de a es un nimero imico. Por ejemplo:

Y125=-5 y 32=2

b) Si n es un entero par posmvo Y 4 es un nimero mayor que cero, entonces
existen dos raices enésimas de a. Por ejemplo:

J49=7 y -7 ya que (7)} =49,y también(-7)’ =49
Y81=3 y -3 ya que ( ) ’,ytambién( )’

¢) Sin es un entero par positivo y a es menor que cero, entonces no"existe la rafz
enésima de a en los nameros reales. Por ejemplo:

No existe la raiz cuadrada de =36, (/- 36 ), ya que ningiin nimero
elevado al cuadrado da -36 {todo nimero posmvo o negativo elevado a
una potencia par es positivo).
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LEYES DE LOS RADICALES

~

Las leyes de los radicales se utilizan para cambiar expresiones algebraicas por otras
equivalentes que facilitan su interpretacién, su operacidn v uso préctico,
En ellas debe observarse que si m y n son niimeros pares, entonces a y b deben ser positivos.

L

a) “d"=a
b) Vab=a%b

c)

d) Ve ==a=ta

Contintia y completa la siguientes expresiones; observando gue los subradicales deben
ser nlmeros positivos.

a) J25=5 va que (5)2=25

b) 164 =4 ¥a que (4) =64

c) Y=y ya que (k) =x*

d) YO)=() ya que (kY =x"

e) | 17t =7 ya que (7Y =7°

D Vb =gt ya que (9*y =9

) RGE ya que (k)=
w o O=0F yeqe  gep=
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i) J3 -3% ya que ( ) =3

) (J5-50) ya que (5}5]3=5

K) W= ) ya que (kx)gk

b FUDEEY yaque  (£4) =( )
vy mee (P

0) ST () ya que (’f%')m=( f!
P QOV=CF e (P -( )

{Recordar que las raices pares de niimeros negativos no tienen solucién en los nimeros
reales).
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Lo visto antes nos indica que se pueden sustituir los radicales por exponentes racionales,
por lo tanto, las operaciones con radicales pueden efectuarse utilizando las leyes de los
exponentes; con a 'y b enteros positivos,

NOTACION CON NOTACION CON
EXPONENTES RADICALES Y EJEMPLOS
RACIONALES EXPONENTES ENTEROS

1. La emésima (m) potencia de la raiz de indice n de un nimero es igual a
la raiz de indice n de la emésima (m) potencia de dicho nimero.

(") =) (Wa =2 (is) ~ 3oy

2. El producto de las raices de indice n de dos nimeros, es igua! a la raiz
de indice n del producto de dichos niimeros.

(o)) = (an)* *fa 46 =%/ab 48 3127 = 4/827)

3. Elcociente de las raices de indice n de dos niimeros, es igual a la raiz de
indice n del cociente de dichos nimeros.

ad) [al? Va _,la e _ ()
el s )
b#0

4.- La rafz de Indice n de la raiz de indice m de un nimero, es igual a la
raiz de indice m n de dicho mimero.

a/m

[#]" <o) ¥la ="la Wea =46

5.- La raiz de indice n de la enésima potencia de un nimere positivo, es
igual a dicho nimero.

() = (e =a oo



...+ RAZONES Y PROPORCIONES
RAZON

Si una maquina “A” teje 3 camisetas cada 5 minutos y otra maquina “B” teje 5 camisetas
cada § minutos, ;cudl de ellas es mas répida?.

Respuesta:

Tu respuesta puedes verificarla analizando y completando los siguientes procedimientos:

1 Una forma de llegar al resultado seria calculando el nimero de camisetas que pueden tejer
ambas méquinas en 40 minutos (notar que 40 es multiplo cormin de 5 y 8).

Maquina“A” . .- 00 < Méquina“B” -
No. de Tiempo - No. de Tiempo
camisetas camisetas

3 5 5 8

6 10 10

9 15

12 .

25

2.- Otra forma de llegar a la soluci6n es suponer el mismo problema pero con datos que
faciliten la respuesta, por ejemplo.

Si una méquina teje 12 camisetas cada 4 minutos, posiblemente se nos ocurra pensar
que en cada minuto dicha maquina debe tejer camisetas y entonces la operacién
que utilizamos con 12 y 4 para tener la respuesta es una

Ahora calculemos el rendimiento de ambas méqguinas por minuto para saber cudl es

mas rapida.
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Comple}a
a)
b)

c)

La-méaquina es mas ripida que la médquina , ¥a que su rendimiento es de
camisetas por minuto, mientras que ¢l de , es de camisetas por
minuto. ’

De esta forma podemos decir:

Que si la maquina “A” teje 3 camisetas cada 5 minutos, entonces €l rendimiento de
. . 3

la méquina “A” es el cociente 5 que se lee “3” a “5”.

También se dice que el rendimiento, en este caso, es la razén del niimero de
camisetas hechas por la maquina entre el tiempo que tarda en hacerlas.

Como observamos, existen situaciones dentro de las cuales se relacionan dos
cantidades, y cuya representacién se hace por medio de pares ordenados de numeros,
(el orden entre los nimeros que forman una razén es importante), ya que, por ejemplo,
no es la misma situacién:

3 kilos de naranja por $5.00, que 5 kilos de naranja por $3.00 de donde % es

diferente de 2 .
3

De esta forma vemos que: al cociente de dos nimeros cualesquiera ™/, con n20 se
lc lama razén de m, an

las siguientes afirmaciones:

Si Ia velocidad es la razén de la distancia recorrida por un automévil entre el
tiempo que tardd en recorre tal distancia, entonces la velocidad de un auto que
recorre 250 km. en 2 hrs. es:

Si la escala de un mapa es la razén de una lengitud cualquiera del mapa entre la
correspondiente  longitud del terreno. La escala de un mapa en el que cada
centimetro representa 1000 centimetros es:
Si el porcentaje de bateo es la razén del nimero de hits por cada cien veces al bat
entonces, jcudl es el porcentaje de bateo de un beisbolista que bated 12 hits en 25
veces al bat?.

Si la raz6n de nimero de nifios al de nifias es de 5 a 3, entonces:

d)
€}
B

Si hubiera 30 nifios, ;cuAntas nifias habria?
St hubiera 8 nifios mds que nifias, jcuéntas nifias habria?
Si hubiera un total de 56 entre nifias y nifios, ;cuantos nifios habria?
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PROPORCIONES |

) En un problema determinado, diferentes situaciones pueden describir la misma razén, por
ejemplo:

3 kilos de naranja por $5.00 se representa con la razén % =06 ¥

6 kilos de naranja por $10:00 se representa con la razén = , de donde nos
damos cuenta que las razones son

Esta igualdad recibe el nombre de proporcién.

De esta forma vemos que: la igualdad de dos razones 2 . € | conb y d diferentes

b d
de cero forman una proporcién

El criterio para determinar cuando dos razoenes efectivamente forman una proporcién es el
mismo que para determinar cuando dos niimeros racionales son equivalentes, o sea que
Si entonces ad = bc y reciprocaménte, por ejemplo.

o

a
b

Un automévil recorre 14 km. con 1 litro de gasolina, ¥ 28 km. con 2 litros de gasolina, de

=]

donde
H_ % , yaque 14(2)=1(28)

El propdsito de establecer una proporcidn en un problema dado, es conocer uno de sus
cuatro componentes a partir de tres que se conocen utilizando el criterio de igualdad de dos
razones, por €jemplo:

a_ 3 .
Si tenemos la proporcion 7 =3q-ase puede calcular aplicando el criterio de

igualdad de los productoes cruzados, es decir:

3021

1a=3(7), donde a=
, entonces 21a=3(7), donde a 51 = i

22w
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Si un automévil recorrid 42 km. con 3 litros de gasolina, jcudnta gasolina necesitard para
recorrer 126 km.?

Respuesta:

Tu solucién la puedes comprobar analizando los siguientes procedimientos:

1.-  Una forma de llegar al resultado en este caso podria ser trazando una tabla de
variacidn en la que se registraran las magnitudes relacionadas hasta llegar al
resultado.

Kilémetros Litros de
recorridos gasolina
42 3
84
168
9
2.- Analizando la tabla contestamos las preguntas:

a) Si aurhentamos el niimero de kilémetros recorridos, ;qué pasa con la cantidad de
gasolina?

b)  ;Qué nos indica menor consumo de gasolina?

c) ;C6mo son las razones que se pueden formar entre los kilémetros recorridos y los
litros de gasolina utilizados en cada caso?

Por lo anterior podemos suponer que todas las razones que se puedan formar asi son
iguales y por lo tanto para contestar la pregunta del problema planteamos la proporcitn:

42_136 (selee: 42 esa 3, como 126 es a x)

3 X

En la cual se cumple: _3(126) _ 378 _

42x=3(126) de donde 9
42 42
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5
4

En este caso decimos que la distancia recorrida por el automovil es directamente
proporcional al consumo de litros de gasolina.

En problemas cuyas situaciones sean andlogas a la descrita, se dice que existe
proporcionalidad directa.

Ejemplo:

Supongamos que ¢n una regién hay 7 enfermos de SIDA por cada 10000 habitantes. Si se
supone que el numero de enfermos es directamente proporcional al mimero de habitantes,
entonces /cudntos enfermos de SIDA tendra una parte de la regidn que tiene 3500 habitantes?.

Tomando en cuenta que el nimero de enfermos es directamente proporcional al nimero
de habitantes y que eso equivale a decir que la razén que existe entre e} mimero de enfermos y el
mimero de habitantes es siempre la misma, entonces para contestar la

X

=——, en la cual se cumple
10000 3500

pregunta podemos plantear la proporcidn;

7(3500)

7(3500) = 10000, y por lo tanto
(3500) . yporio 10000

=x, 0 sea 2.4500=x
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PROPORCIONALIDAD *INVERSA::,?’J T, .: J 5 :;.’/

bk BN
PRCSTY KON \J& AR &

Si una méquina teje 30 camisetas en 80 minutos, jcudnto t1empo se tardaran en tejer las
30 camisetas 8 mAquinas de igual eficiencia?

Respuesla:

Tu solucién la puedes comprobar analizando los siguientes procedimientos:

1. Una forma de llegar al resultado seria trazando una tabla de variacién en la cual se registran
las magnitudes que se relacionan (en este caso el tiempo con respecto al nimero de maquinas
empleadas) hasta llegar al resultado deseado en este caso.

Niimero de maquinas { Tiempo empleado
1 80
2 -
4 -
8 -

2. Analizando la tabla podemos observar que: Al aumentar el nimero de méquinas, el tiempo
empleado , 0 bien que para aumentar la produccién y disminuir el tiempo
tendrermnos que el nimero de maquinas.

Todos los productos 1(80), 2(40), 4( ), 8( ), etc. son

Por lo cual podemos establecer igualdades como las siguientes:
1(80) = 2(40) & 1(80) = 4(20), etc.

Y de éstas podemos obtener las proporciones:

( )

6 L
2 -7 4

I .
)
En las cuales podemos notar que la razén Q es [a inversa de la razén

80’
20 es la inversa de la razén ( ) etc.

)

50

y que también la razén ==
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) Por lo anterior podemos suponer que todas las razones que se puedan formar asi, son
iguales y por lo tanto para contestar la pregunta del probiema planteamos la proporcién:

I x 80
= ==, de donde 8x=1(80), vy entonces x = —~ =
830 (30, ¥ x=g =10

En este caso decimos que el tiempo varia en forma inversamente proporcional al niimero
de mdquinas empleadas.

En problemas cuyas sitnaciones sean andlogas a la descrita con anterioridad se dice que
existe proporcionalidad inversa

Ejemplo:

Si un automévil va de una ciudad a otra a una velocidad constante de 90 km./h y tarda 3
hrs. en llegar, ;cuinto tiempo tardar si la velocidad empleada es de 120 km./hrs.?, y suponiendo
que el tiempo que emplea el automdvil en recorrer una distancia es inversamente proporcional a
su velocidad, cuando la distancia es constante.

Tomando en cuenta que los enunciados:

“El tiempo empleado por un automévil en recorrer una distancia constante es
inversamente proporcional a la velocidad empleada™ v “La razén que existe entre los tiempos
empleados es igual a la razdn inversa entre las velocidades utilizadas™ son equivalentes, entonces
para contestar la pregunta podemos platear la proporcién

3.1 , donde 3(90)=120x, y por lo tanto 300 = x, 0 5ea que 270 =x, es decir
x 90 120 120

2.25=x :

Ejemplos.

Resolver cada uno de los siguientes problemas, investigando primero el tipo de
proporcion de la que se trata (directa o inversa)

1. Si 24 puertas desalojan un estadio de fut-bol en 8 minutos, gcudntas puertas de igual
tamafio seran necesarias para desalojar en 5 minutos, suponiendo que el nimero de
personas en el estadio permanece constante?.

Solucién.- Si duplicamos €l miimero de puertas de 24 a 48, entonces ¢l tiempo para
desalojar el estadio serd , 0 bien, si disminuimos a la mitad el nimero de

puertas , entonces el tiempo de desalojo es
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La censtruccién de la siguiente tabla podria ayudar a verificar el tipo de
proporcion de que trata el problema:

Nimero de Tiempo de

_puertas desalojo
24 .
48 -
12 L

De la tabla observamos que:
a) Aumentando el nimero de puertas el tiempo.
b) Los productos 24(8), 48( ), 12( ), .., escritos en cada renglén son

24 4 . 24 16 48 16
c) Las razones: -—Y - asi como Sy 2éeomo Y-, et
48 8 12 ¥ 3 127 4

son iguales (notemos que las razones escritas en segundo término de cada
4

pareja estin invertidas segiin aparecen en la tabla, por ejemplo, It estien

la tabla como 4§ ).

Por lo antes expuesto podemos suponer que se trata de proporcionalidad inversa y
entonces para contestar la pregunta, planteamos la proporcion:

24 5
= =§ de donde 5x=8(24), y entonces .. 8(%)_ = l%?-, =384

Si el banco paga el 22%¢ de interés anual, ;jcuédnto le pagara a una persona que deposito
$2500 durante un afio?.

Solucion.- Sf el banco paga la cantidad de por depositar durante un afio

entonces para que el banco pague bajo esas mismas condiciones $44.00 (el
doble de $22.00) un cliente deberad depositar y para que pague también con
las mismas condiciones $11.00 (la mitad de $22.00) el cliente depositard

8 22% significa la razén 22/100 (las razones cuyo denominador es 100 se llaman porcentajes).
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Completemos la tabla siguiente

Intereses _ Depésitos
ganados - (inversién)
—_ 100
44 -
11 _

De la tabla podemos observar que:

a) Para duplicar los pagos, los depésitos deberan también,
b) Para disminuir los pagos, [os depésitos deberdn también.

22 100 44 200 22 ()
Nl = == ——, 0 — -,
) Las razones que se forman: 2 y ( ) * 11 y ( ) 44 Y 50

son iguales

Por lo anterior podemos suponer que todas las razones que se formen de igual forma son
iguales y por lo tanto para contestar la pregunta planteamos la proporcién directa (dado
que se han expuesto sus condiciones):

22 _ 100 e donde, 100x = 2500(22), por o tanto x = 2500(22) _ 55000

550
x 23500 100 100

EJERCICIOS.- Resolver usando proporciones.

1.

2.

Sf 3 de cada 8 arboles plantados en una regién dan frutos. ;Qué porcentaje de ellos dan
frutos?

8i por el consumo de 15m’ de agua se paga $8.50, v si el costo del agua es dircctamente
proporcional al consumo de la misma, gcudnto se pagard por un consumo de 120m>7.

Un padre hered6 a dos hijos dos terrenos rectangutares de igual superficie, si uno de los
terrenos mide 12m de frente por 30m de fondo y el otro mide 15m de frente, ;cudnto mide
de fondo?

8i un depésito de agua tarda 3 hrs. en llenarse con 4 llaves que proporcionan la misma
cantidad de agua por hora, ;cuantas llaves deberemos emplear para llenar el depésito en
0.5hrs.?. Suponiendo que el tiempo que tarda en llenarse el depdsito es inversamente
proporcional al nimero de llaves empleadas,

Un dia de clases asistié el 85% de los alumnos inscrites en un grupo. Si habia 25
alumnos ese dia, ;de cuantos alumnos se compone el grupo?
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o ' - DR CONSOT.IPRACTON LT SHra, T
v+ © ... ACTIVIDADES:DE CONSOLIDAGIONZZLHife?’
Los siguientes problemas te permitiran aplicar los conocimientos estudiados.

1.- El cuadrado de la izquierda muestra el procedimiento que utilizaban los drabes del
sigloIX  para multiplicar 342 por 109 y asi obtener como resultado.37278.

Utiliza el mismo procedimiento en ¢l cuadrado de la derecha para multiplica 125 por 207.

2.- Las figuras de! diagrama siguiente indican las relaciones que guardan entre si los
diferentes conjuntos que componen los mimeros reales N(Naturales), Z(Enteros), Q(Racionales).
Q' (Irracionales) y R(Reales).

Coloca en los paréntesis vacios la letra inicial del conjunto que corresponda a la figura
geomeétrica que lo representa.

-
L

()

()
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3.- Anota una "X" en la casilla de la tabla que comresponde al conjunto o conjuntos a los
que pertenece cada uno de los nimeros de la primera columna.

N Z Q Q R

1.25

-3

&l

4.- Completa y escribe para cada caso la propiedad que indica.

a)3+( )=3

by( Y+[+6]=[5+( ¥]+6

cja[( )el=a[( )b]
dm{ )=m

e)[100-2]( )=[100][57]-( ){57]
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5.- Realiza todas las operaciones hasta obtener un resultado.
)7-{2-[-6-3(2-5)]-9}+4

by 3.3 [ 2 .. 147
g8 10 3 2
S

-3
5 6

-]]

¢) 2(10)6 [3(10)3)

4(10y3 [6(10)7]
d-1-1172+14]
e)-1[(-02)2 13|

6.- Encontrar los niimeros racionales "perdidos” (que no aparecen) en la siguiente expresion.

05(-2+1 1/4—D)=lf2(-2/l+D-2l3)=-2/2+5/D~D=
-O+15-0 -O+s O

24 : 24 D

7.- Utiliza los conocimientos estudiados para llegar a las respuestas correctas de cada uno
de los siguientes problemas.

a) Dos muchachos trabajan 8 horas y ganan $20.00 en total si uno de ellos gana 20 centavos
mas por hora que el otro. ;Cuénto gana cada uno?.

b) Si un nifio cuenta sus canicas de dos en dos, le sobra una, de tres en tres le sobran dos, de
cuatro en cuatro le sobran tres, de cince ¢n cinco le sobran cuatro y de seis en seis le
sobran cinco. ;Cuintas canicas tiene el nifio si son menos de cien?.

c) Si la sal de mesa contiene 2/5 partes de sodio y si una persona consume 3/4 gramos de sal,
£Cudnto sodio ingiere con esa cantidad de sal?.

d) En un grupo sabemos que existen 7 alumnas por cada 12 alumnos, si hubiera un total de 57
entre alumnas y alumnos. ;Cuantos de cada uno habria?.
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€) En una tienda hay tres tipos de latas de champifiones con igual calidad y siguientes
caracteristicas

250 gr $44.50
15 g $25.07
112gr $24.92

¢ Cuadl es la mejor oferta ?

8.- Resuelve los siguientes problemas:

a) Si el aire contiene 20% de oxigeno, ;Cuéntos litros de aire contendrin dos litros de
oxigeno?.

b) La fuerza con que se atraen dos cuerpos de un kilogramo de peso, y cuyos centros de
gravedad distan un metro es 6.67/101 newtons. Expresa este nimero e¢n notacién

decimal. .

c) Dos automdviles se someten a prueba en un autédromo. Uno de ellos da una vuelta
cada 90 segundo y e! otro lo hace cada 100 segundos. Si parten juntos. ;En qué
tiempo el automdvil mas rapido habra dado una vuelta mis que el otro®.

d) Una familia de 7 personas agota sus viveres en 15 dias. Si llegaron 3 parientes de
visita, ;En cudntos dias se agotaran los viveres, suponiendo que todas las personas
consumen la misma cantidad de comida diariamente?.
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ACTIVIDADES DE AUTOEVALUACION

Los siguientes problemas te permitirdn aplicar a situaciones concretas los aprendizajes

logrado

1.~ El cuadrado de la izquierda muestra el procedimiento que utilizaban los drabes del
stglo X  para multiplicar 342 por 109 y asf obtener como resultado 37278.

Utiliza el mismo procedimiento en el cuadrado de la derecha para multiplicar 125 por 207.

-2.- Las figuras del diagrama siguiente indican las relaciones que guardan entre si los
diferentes conjuntos que componen los nimeros reales N('Naturales) Z(Enteros), Q(Racionales).
Q' (Irracionales) y R(Reales).

Coloca en los paréntesis vacios la letra inicial del conjunto que corresponda a la figura
geométrica que lo representa.

(r)

{Q)

(z)

Q")

146



3.- Anota una "X" en la casilla de la tabla que cotresponde al conjunto o conjuntos a los
que pertenece cada uno de los niimeros de la primera columna.

N Z Q Q R
V2 X X
_3 X X
X X
1.5
1.25 X X
3 X X X
X X X
1)
n X X
1 x| x| X ’ X
3 X X
4

4.- Completa y escribe para cada caso la propiedad que indica.

a)3+(0)=3 Neutro aditivo

b)( 5 )+[4+6]=[5+( )]+6 Asociatividad de la suma

c)af( b)el=a[(c)b] Conmutativa de la Multiplicacién
dm(1)=m Neutro multiplicativo

e)[100-2](57)=[1001[57]-(2)[57] Distributiva
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5.~ Realiza todas las operaciones hasta cl)btener un resultado.
8)7-{2-[-6-3(2-5)]-9}+4

by 3.5 [ 2. 149
3

310 5 10 3 1.1 1 9-8+6-24 15-32
8 10 2 s - s b 1l
= 8 30 20 10_8 _3 4 ) _ 24 = 214
15 3 1 3 5+6
-_3_[_5_-1] - —_— —_— —
5 6 30 5 . 25 10 10
14
__24__170_ 85_ .1
__1_ 24 12 12
10

0 2(10)6 [3(10)3] 10)°
=SUO__ 625010y = 2500000000000
4(10y3 (6(10y7)  24010)

dy- [-112+14] = —|-15+14]= -]-01| = 0L,

e)-1{(-0.2)2 3| = —{~02]'| =-|0.00064| = ~0.00064

6.- Encontrar los nimeros racionales "perdidos” {(que no aparecen) en la siguiente expresion.

05(-2+11/4- 23 |)=1f2(.2n+ s |-23)=-22+[ 58 |- [ |

- +15- . +15
NER SO E _ [

24 24

7.- Utiliza los procedimientos aritméticos estudiados para Ilegar a las respuestas correctas

de cada uno de los siguientes problemas.

a) Dos muchachos trabajan 8 horas y ganan $20.00 en total, si uno de ellos gana 20 centavos

mas por hora que el otro. ;Cuénto gana cada uno?.

R: 10.80
9.20
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b) $i un nifio cuenta sus canicas de dos en dos, le sobra una, de tres en tres le sobran dos, de
cuatro en cuatro le sobran tres, de cinco en cinco le sobran cuatro y de seis en seis le
sobran cinco, ¢Cudntas canicas tiene ¢l nifio si son menos de cien?.

R: 59

c) Si Ia sal de mesa contiene 2/5 partes de sodio y si una persona consume 3/4 gramos de sal.
{Cudnto sodio ingiere con esa cantidad de sal?.

R:3/10=23
d} En un grupo sabemos que existen 7 alumnas por cada 12 alumnos, si hubiera un total de 57
entre alumnas y alumnos. ;Cuéntos de cada uno habria?.

R:21Y36
€) En una tienda hay tres tipos de latas de champifiones con igual calidad y siguientes
caracteristicas
250 gr $44.50
115¢gr $25.07
N2g $24.92
4 Cual es 1a mejor oferta ? .
R: La Primera

8.- Resuelve los siguientes problemas:

a) Si el aire contiene 20% de oxigeno, ;Cuantos litros de aire contendrin dos litros de
oxigeno?:

R: 102
b) La fuerza con que se atraen dos cuerpos de un kilogramo de peso, y cuyos centros de
gravedad distan un metro es 6.67/101 newtons. Expresa este nimero en notacién
decimal. -

R: 0.000000000067

¢) Dos automéviles se someten a prueba en un autédromo. Uno de ellos da una vuelta
cada 90 segundo y el otro lo hace cada 100 segundos. Si parten juntos. ;En que
tiempo el automévil més rdpido habra dado una vuelta mas que el otro?.

R: 900 segundos ] )
d) Una familia de 7 personas agota sus viveres en 15 dias. Si llegaron 3 parientes de

visita, JEn cuanto dias se agotaran los viveres, suponiendo que todas las personas
consumen la misma cantidad de comida diariamente?.
——— T T PO ik
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ACTIVIDADES DE GENERALIZACION.?™ -

Con la intencién de profundizar en la mayor parte de los contenidos en este material te
recomiendo consultar el libro:

"Matematicas Contemporaneas”,
Segunda Edicién

Jack R. Briton/Ignacio Bello
Editorial Harla, México.

Con la finalidad de enriquecer lo aprendido al ser generalizado a otros conocimientos, te
sugiero los siguientes libros:

* *Cosmos"
Carl Sagan
Editorial Planeta.

*"El hombre que calculaba”
Malbatahan
Editorial Limusa.

*"Mis de 45 desafios y otros Juegos”
Revista Muy Interesante
No. 7

La relacién entre los conocimientos aprendidos y la ciencia y la tecnologfa son muy
estrechos, para darte cuenta de ello visita:

El pasaje del Metro la Raza.

El Museo de 1a Comisién Federal del Eléctricidad de Chapultepec.
El Museo del Nifio, Tercera Seccién de Chapultepec.

El Museo de las Ciencias "Universum" en Ciudad Universitaria,

* # * 0w
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IV CONTEXTO MATEMATICO/

Los conceptos y procedimientos que se utilizan en el trabajo en los capitulos anteriores,

giran alrededor de algunos fundamentos de sistemas numéricos® , una estructura axioméatica
coherente, un vocabulario y simbologia especificos, asi como de proposiciones, algunas de las

cuales requieren demostracion con la finalidad de que el estudiante pueda valerse de é1 para

fundar en una base segura su preparacién para estudios mas avanzados de Matematicas®*.

A fin de esclarecer la idea descrita en el pérrafo anterior y como un complemento al
.estudio de los nidmeros naturales y enleros, a continuacién analizaremos algunas de las
propiedades relativas al tema de la divisibilidad y cuyo estudio formal pertenece a una rama de
las matemdticas Ilamada "Teoria de los Nameros".

* Niven y Zuckerman. Introducci6n a 1a Teoria de los Némeros, México, 1969. Editorial Limusa-Wiley, S.A.

pp. 10.
** A.Adrian Albert. Algebra Superior, México, 1961. Editorial Hispano Americana.
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DIVISIBILIDAD. ALGORITMO DE LA DIVISION.

Definicion 1.  Sean a y b enteros, con b = 0.
Se dice que b divide a a, si existe ¢ entero tal que a = b, en cuyo caso,
también se dice que a es miiltiplo de b y también de c.
Se acostumbra la notacién bja
A partir de esta definicién se pueden ilustrar los métodos de demostracién matemdtica con
las propiedades elementales de divisibilidad, algunas de las cuales ya fueron tratadas a grosso
modo en los temas ya enunciados en ¢l capftulo anterior.
TEOREMA 1.- Demostrar los siguientes enunciados.
a)sia=0, entoncesala

Dado que a=(}

Existe el neutro multiplicativo uno tal que a (1) =a de donde a|a
b) Sia |b yb lc, entonces a|c (transitividad).

Como alb y blc, existen Gy r tales que b=aq y c=br por la propiedad asociativa
tenemos ¢= br = (aq)r = a(qr), de donde a lc.

c¢)Sia |5 ¥y ¢ es un entero, entonces a | be.
Como a| b, existe q tal que b=aqg

Multiplicando ambos miembros de la igualdad por ¢ y teniendo en cuenta la propiedad
asociativa de la multiplicacion, tenemos be = aqc = a(yc), de donde albe.

d)Sia |b ¥ al c, entonces a | (bte).
Sabemos que a |b ya l ¢, entonces existe qyrtalesqueb=aqyc=ar.

Sumando estas igualdades y teniendo en cuenta la propiedad distributiva obtenemos:
b+c=aq+ar =a(q+r),de dondeal (b+0c).
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e)Sia|byb|a,entoncesa=ib.

Sabemos que a b vb | 2, entonces existen enteros q ¥y r tales que b=aq y
a = br de cuyas igualdades y transitividad tenemos b = aq = brq, ahora dividiendo entre b
resulta ! = rq de donde r = q = 1, ya que los iinicos enteros cuyo producto es uno, son }
y-l.

f

De manera similar s¢ pueden demostrar:

£) Si a es un entero diferente de cero, entonces, a lo
h) Si a es entero, entonces es divisibleentre 1,-1,ay -a.
i) Las siguientes expresiones son equivalentes:

alb; -alb; al-b; -al-b.
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COMBINACION LINEAL, -~ * 7. -7 7"

o o

Un concepto de suma importancia que se usard més adelante es el de combinacién lineal
de dos o més enteros, el cual enunciamos a continuacién.

Definicion 2. Sia, b, s v t son enteros, la suma as + bt se llama combinacién
lincaldeay b, y tambiéndes y t.
Como una consecuencia de las propiedades ¢) y d) obtenemos el siguiente:
TEOREMA 2. Sialby alc, entonces a divide a cualquier
combinaci6n lineal de b y c.

Como a lb va | c
Entonces porc) a | br,ya les, cont y s enteros de d) se sigue que a | (br+cs).

TEOREMA 3.
Siaibybato, entonces |a| < |b]
SO IR | S—— )

Por definicion existe q entero tal que b = aq. Multiplicando ambos miembros por -1
(propiedad de la igualdad) y asociando, tenemos las siguientes consecuencias:

s -b=a(-q), lo que implica que P S —— {2)
N N R R A L] (e ———— @A)

« -b=-aq, lo que implica que -a] B e ()

« Multiplicando ambos miembros de la igualdad en (2) por -1 tendremos
b = -a(-q), lo que implica que -a | b -=--ennrm )

o De(d)y (5)se sigue-a| bl ——eerreeeece (6)

» De(3)y(6)sesigue |al | [b] commmee (D

« Por definicion de (7), existe q entero positivo tal que |b| = |al q, de donde:

Si g =1, entonces Ib] = |al y
Siq=1,entoncesg=h+1conh>0
Porlocual Jb| = T | —|a](h+l)“|a|h+la|
Lo que implica que 1

155



PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN

El principio del buen orden de los nimeros naturales se emplea con mucha frecuencia en
Matematicas; mas adelante notards su presencia en algunas partes de este trabajo, es por eso que
a continuacidn lo describimos.

Todo conjunto no vacio de mimeros naturales contiene un elemento minimo

thai' por ejemple que:

a) "Uno", es el elemento minimo en el conjunto, F={ 1,2,3,4,6,12 } (Factores
naturales del namero 12 }.

b) No existe un elemento minimo para el conjunto, M= ... -3,-2, -1, }
{ Los niimeros enteros menores que cero}

¢)  No hay ningln némero racional minimo que esté entre ¢¢ro y uno.
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Definicion 3, Sia, b y ¢ son enteros tales que a I by al c, se dice que a
es divisor comindebyec.

Puesto que cualquier entero diferente de cero tiene un nimero finito de divisores (entre
los cuales estd el uno) también es finito y no vacio el nimero de divisores comunes de b y ¢,
excepto si b= ¢ =0 por lo tanto existe el méximo comun divisor de ellos.

Definicion 4. Si por lo menos uno de b y ¢ no es, cero, se define su
méximo comin divisor como el mayor entero positivo
que es divisor de ellos y se designa con la notacién

(b.c).

Supongamos que a y b son nameros enteros diferentes de cero y si ademds b I a, entonces
¢l conjunto de divisores de b coincidenconlosdeayb, y como el maximo divisor de b es b, ello
implica que el miximo de los divisores comunes de a y bes b, es decir:

Teorema 4.- Si b | a, entonces (a,b) = b

Sibl a, entonces b es divisor comin de a y b y ademas es ¢l méximo , ya que ¢l maximo
divisor de b es el mismo b, por lo tanto b=(ab)
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Teorema 5.- Sib#=0ya=qgb +r, entonces los divisores comunes de a y b coinciden
con los divisores comunes de b y r y por lo tanto (a,b) = (b,1).

Haremos ver que el conjunto de divisores comunes de a y b coincide con ¢l conjunto de
divisores comunes de b y r, de donde también habra coincidencia entre (a,b) y (b,r).

Todo divisorde ay b, es divisorde by r.

Supongamos que h |a yh | b, entonces por definicién existe q; y g, enteros tales que
a=hq; yb="hq, dedonde
r=a-gb=(hq,}- q(hq; ) =h(q; - qq2)
lo cual implica que h ir.

Reciprocamente.

Todo divisorbyresdivisordeayb

Supongamos que h 5 yh [r, entonces por definicién existen q, y q, enteros tales que

b=hq| yr=hq; dcdonde
a=qb+r=q(hq; ) +h(g) =h{qq, +q;)

lo cual implica que h la.
El proceso del algoritmo de la divisién nos permite encontrar todos los divisores de un

numero dado, algo semejante sucede con el procedimiento de Euclides para calcular el maximo
comin divisor (M.C.D.} de dos niimeros lo que describimos a continuacion.
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ALGORITMO DE EUCLIDES.

(a,b)=bsibla
En caso contrario
(a.b)=(,r)= (r,r),sir | r.donde b=qgr+rcon0<r<r.
Continuando de esta forma tendremos una sucesion decreciente de residuos positivos que
terminard a lo sumo en | b pasos y por lo tanto el dltimo residuo diferente de cero serd el MCD

deaybh.

Teorema 6.- Si a, b son nlimeros naturales y d=as+bt es la combinacién lineal positiva
minima de a y b, entonces d=(a,b)

Haremos ver que d es divisor comuin de a y b y ademas que d es ¢l maximo de ellos.

Supongamos que d = as + bt es laminima combinacién lineal positivadeayb

Dividiendo a entre d obtenemos

a=dq+reon0<r<d

de donde a - dq =r ~+---------—- (N

Sustituyendo d = as + bt en (1), tendremos a-(as+bt)q = a - ags - btq =a(l-qs)-b{tq) =r

De donde r resulta ser combinacién lineal de a y b, pero supongamos que r # {, entonces
de !a desigualdad se deduce que r <d, lo cual es absurdo ya que se habia supuesto a d como la
minima combinaci6n lineal de a y b, de donde r=0.

Por lo tanto a = dq, lo cual implica que d |a.

En forma andloga se puede hacer ver que d Ib.

Con lo cual se prueba que d es divisor cominde ayb.

Para probar que d es el maximo de los divisores comunes supongamos que si f es otro
divisor comun de ay b entonces por definicién existen q' q" enteros tales que:

a=fq'yb=1fq"
De donde y como d = as + bt, obtenemos d = fq's + fq"t = f(q's + q"t), por lo cual f Id Y

entonces f < d
Lo que implica que d es el M.C.D.
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Procedemos ahora a la inversa probando que si d = (a,b), entonces [d=as+bt] es la minima
combinacién linea! positiva de a y b, para esto haremos ver que cualguier otra combinacién
lineal positiva d' de ay b es mayor que d.

Supongamos que d' = as’ + bt' es cualquier combinacién lineal positivade ay b.

Como d = (a,b), entonces d |, ydlb y entonces d divide a cualquier combinacion lineal,
en particular dl (as'+ bt"), de donde d |d', por lo cual d < d', y por lo tanto d es la minima
combinacion lineal positivadeay b.
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Para obtener o llegar al concepto de miltiplo recordemos la definicién de divisibilidad.
Seanaybenterosconb 0.

Se dice que b divide a a, si existe ¢ entero tal que a = be, en cuyo caso también se dice que
a es multiplo de b y también de ¢, por lo cual podemos decir que ¢l concepto de divisibilidad
equivale al de multiplo, esto es:

Un nimero entero 2 es multiplo de otro b= 0, si existe ¢ entero tal que a = be, es decir, a es
miltiplo de b si ba.

Sean b y c, dos enteros diferentes de cero, entonces lbe! es muiltiplo comiin de b y ¢ para
cualesquiera valores b y ¢, ya que:

- 8ib >0y c> 0 existen ellos mismo tales que be = lbel.
-Sib<0yc> 0 existe -c tal que -b(~c) = be = | be]

- 8ib <0y ¢ <0 existen ellos mismo tales que -b (~c) =bhc = [bel
-8ib >0y c <0 existe -b tal que -b(-c) = be = | be}

De lo anterior se sigue que el conjunto de miltiplos comunes positivos de dos enteros
cualesquiera diferentes de cero no es vacio y por lo tanto es bien ordenado, lo cual implica que
posee un elemento minimo.

Definicién 5.- Al menor de los multiplos comunes de dos mimeros enteros by ¢
diferentes de cero se le llama minimo comiin multiplo (M.C.M.) y se denota
como [b,c]

Teorema 7.- Si a y b son nimeros enteros y si ademas, ¢ es otro entero tal que es
maltiplo de ellos, entonces también serd miltiplo de [a,b].

Supongamos que ¢ es miltiplo de a y de b por lo tanto a le yb {e.
Si aplicamos el algoritmo de la divisién a los nimeros ¢ y [a,b], tendremos:

c=[ablg+rcon0<r<[ab]
En donde nos damos cuenta que como al ¢, entonces:

al ([abla+r) porfocualal [ab]yalr
De igual forma se puede hacer con b para inferir que b |r.
De donde r es multiplo cominde a y b.
Si ahora suponemos que r = 0, entonces r < [a,b], lo cual no es posible ya que [a,b] es ¢l

M.C.M. y entonces r debe ser igual a cero, con lo cual tendriamos ¢ = [a,b]q lo que implica qu
c es miitiplo de [a,b). .
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Teorema 8.- Si 2 y b son nimeros enteros diferentes de cero, entonces

(a,b)
Comenzamos la demostracién haciendo ver que: [, b] I |ab|

(a,b)

labl _ lallb] _ l_L|b;|‘

(a,b) @b)  (ab) (a,

)

De donde Ja.bl es multiplode ay de b.
(a,b)

Por lo tanto, es multiplo comin de a y de b, y como todo multiplo comiin es multiplo de [a,b],
entonces:

| ,
’ ) U]

|as|
Inversamente se probard que:

fa,6]

»

Como (a,b) es Ia minima combinacién lineal positiva de a y de b, entonces:
{a,by=as+bt, dedonde 1= as . bt

(ab) (ab)
Si ahora se multiplica por [a,b], se tendra

b
-2 —
[a,b] __(a_,b)_ [a,b]s+ 0 [a,b] t

Pero como [a, b] es miltiplo de a y de b, entonces [a,b] = aa” y [a, b] = bb’,
sustituyendo:

abl - & ., b .
[ ] (a,b) bbS+(a’b) .ﬂa 1
Por lo tanto:

[a,b] = ab b's, ab at_ ab [b's +a't]
’ (ab; (a.,b) (a,b)

De donde E.E ) [— )
(a,b)

de (1) y (2), se sigue: [a,b] _ |abl
(a,b)
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ALCANCES Y LIMITACIONES.

De acuerdo con las caracteristicas principales de los alumnos, profesores y materiales de
apoyo descritos anteriormente, se tiene confianza en que esta propuesta puede ser valiosa dado
que se elabord de acuerdo a las orientaciones para la prictica docente del modelo educativo del
Colegio de Bachilleres, el cual concibe al estudiante como un constructor de su conocimiento y
al profesor como un facilitador del mismo..

En este sentido se pretende por una parte, que el estudiante con base en su experiencia
sobre ¢l conocimiento y manejo de las operaciones fundamentales, conozca el origen y la
necesidad de utilizar los diferentes sistemas numéricos que componen los nimeros reales, las
relaciones que guardan entre si, sus clasificaciones, conceptos, definiciones y vocabulario
especifico, asf como desarroliar la habilidad para resolver problemas, y la muestra de una actitud
positiva, y de interés hacia el estudio de las maternéticas.

Por la otra, que el profesor con base en su experiencia, sobre el conocimiento de la
asignatura y la prictica docente facilite el acceso al contenido, supervisando reforzando con
analogias, pistas y otros ejemplos; organizando equipos, haciendo participar a los alumnos;
retroalimentando, resaltande conclusiones para integrar contenidos y enriquecer ¢l material con
otros ejercicios de preferencia interdisciplinarios.

La utilidad de este trabajo dependera mucho de Ia disponibilidad y recursos que tengan
tanto alumnos como profesores.

HACIA UNA AUTOCRITICA.

Por la naturaleza del trabajo y el afdn de desarrollar con precision los temas centrales del
contenido debo considerar que la contextualizacion histérica en que los ubicamos es somera.

Algunos concepto de relativa importancia no se trataron con mayor énfasis y profundidad
porque a pesar de que en el programa del Colegio de Bachilleres no se prevee el estudio de
algunos de ellos, consideroc de acuerdo con la experiencia que el tiempo disponible para lo
previsto es insuficiente vy por lo tanto la mayor parte de la prictica educativa se le dedica al
dominio de los conocimientos y habilidades mas esenciales y significativos.

Probar la validez de ésta o cualquier otra propuesta requiere la puesta en prictica de la

misma y una investigacion sobre sus efectos, pero lo anterior esti fuera del objetivo de este
trabajo.
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SUGERENCIAS METODOLOGICAS PARA EL MANEJO DE LA
PROPUESTA.

El estudio de este material puede hacerse de manera individual o por equipos de tres a
cinco alumnos, apoyados por algunos textos de los sugeridos en la bibliografia, una buena
calculadora y la asesoria de un profesor, quien organizars, supervisard y evaluard no sdlo las
actividades para la construccién del conocimiento, y del mismo material propuesto, sino del
aprendizaje de los alumnos para que a partir de ello pueda retroalimentarlos, haciéndoles notar la
informacion importante, enriqueciendo y mejorando el resto de los aspectos que intervienen en el
proceso de la enseflanza y el aprendizaje.
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