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Introduccién

Existen y se usan en México paquetes computacionales que modelan el com-
portamiento la atmésfera con objetivos meteorolégicos. Existen dos tipos de
escalas de trabajo, la sindptica, que modela a escala global y la de mesoescala,
que modela a escala local. Es el segundo en el que se centra este trabajo, en el
que se elabora un an4lisis de la forma en la cual se construyen estos modelos de
mesoescala, sobre todo concentrandose en los sistemas de coordenadas y en su
implicacién en la deduccién de las ecuaciones atmosféricas de conservacién.

Son dos los objetivos que se siguen con este trabajo. Por un lado se trata de
entender cudles son las consecuencias de usar un determinado sistema coorde-
nado de referencia, asi como el efecto que el uso de este tiene en los resultados
finales y en la manipulacién de las ecuaciones de conservacién para simplificar
los célculos. El uso de proyecciones para analizar el comportamiento de la at-
mdésfera es un instrumento generalizado, sin embargo, es interesante estudiar el
efecto que ticne sobre las variables fisicas, por ejemplo en la representacién de la
topografia o en las ecuaciones de conservacién. Por otro lado se trata también
de desarrollar y describir en un mismo trabajo, los diferentes aspectos que se to-
can para entender las bases de los modelos atmosféricos. La literatura es, hasta
este momento, muy dispersa y muy especializada en algin aspecto del tema, y
existen pocos textos que tengan como propésito dar una clara idea general del
problema,

El trabajo se divide en cinco capitulos: 1) sistemas de coordenadas, 2)
proyecciones, 3) ecuaciones de conservacién, 4) ecuaciones de conservacién en
coordenadas esféricas y de proyeccién, y 5) analisis de las ecuaciones de conser-
vacién usadas por los modelos de mesoescala.

En el primer capftulo se tocan dos temas. En primer lugar, dada la forma
elipsoidal de la Tierra, se plantean las dificultades de tomar un modelo esférico
de la superficie terrestre, En segundo lugar, se definen los tres sistemas de
coordenadas usadas en el trabajo, cartesianas con origen en el centro de la
esfera terrestre, esféricas y cartesianas asociadas a un plano tangente.

El uso de proyecciones en la modelacién atmosférica es una practica re-
currente. Existen ventajas y desventajas, cuyo andlisis es parte del segundo
capitulo. Al mismo tiempo que se explican las distintas formas de proyecciones
de una esfera (en este caso la esfera terrestre construida en el primer capitulo) en
un plano {en este caso el llamado plano tangente), se definen las ecuaciones de
proyeccioén y se analizan los problemas que surgen al seguir este tipo de métodos.
Se plantean también las ecuaciones de transformacién entre las coordenadas de
proyeccion y las asociadas al plano tangente.

En el tercer capftulo se parte de los principios de conservacién de masa
y de momento, de manera que se llega a las ecuaciones de continuidad y de
movimiento, tanto para un marco inercial, como para uno no inercial que sigue
a la Ticrra en su rotacién. La caracterfstica m4s importante en cstos desarrollos
es el uso de un método y una notacién que permite cntender los procesos seguidos
con una mayor fluidez.

El cuarto capftulo es donde se propone un método para definir las ccuaciones



de conservacion en términos de las coordenadas de proyeccidn. Para esto se us-
an, tanto la transformacién de las coordenadas esféricas en las de proyeccién,
como el desarrollo de las ecuaciones de continuidad y movimiento en coorde-
nadas arbitrarias. Para esto 1iltimo se propone la expresién de estas ecuaciones
en términos de los vectores covariantes, con lo cual se introducen aspectos de
andlisis tensorial. En particular, se trabaja mds la proyeccion estereogritica
polar, es decir, con ¢l plano tangente al polo norte.

En el altimo capftulo se comparan las ecuaciones de conservacién ”exactas”,
es decir, en las coordenadas cartesianas asociadas al plano tangente, con las
ecuaciones en coordenadas de proyeccidén. Esta comparacién se hace en dos
casos especificos, en el caso de una atmdsfera hidrostdtica y en el de un flujo
estacionario. Este proceso se hace comparando las isobaras para cada una de
estas ecuaciones.



1 Sistemas de coordenadas

La forma fisica de la Tierra es demasiado irregular para ser usada directamente.
Lo que se hace es definir superficies matematicas auxiliares, a partir de las cuales
se determina la funcién topografia, es decir, la altura del terreno. Para trabajar
con la superficie terrestre se usan dos tipos de coordenadas, las cartesianas y
las poiares. Las coordenadas polares son las mds naturales para superficies
curvilineas,

Come superficie de referencia bdsico, en principio se usa la superficie equipo-
tencial en el nivel del mar. Sin embargo esta superficie por una lado no es
simétrica, y por otro no se conoce totalmente. Asi que se introduce entonces
una superficie simétrica de revolucién, que en este caso es un elipsoide de rev-
olucién, que se construye como la que minimiza el error con el geoide.

1.1 Sistema de referencia primario, elipsoide de referencia
£ y coordenadas geodéticas

El sistema de referencia primario es un sistema cartesiano X‘Y’Z’ con origen
en el centro geométrico del modelo elipsoidal terrestre. El sistema X'Y'Z’ se
considera un sistemna inercial, con respecto al cual el elipsoide de referencia se
define como un elipsoide de revolucién & con el eje Z’ como el gje de revolucién.
Si se define a como el semieje mayor y b como el semieje menor, la ecuacién que
la describe es:

Xr2 + Ve Z}Q

T + = 1=0 {1)

Sea X,Y, Z el sistema cartesiano fijo a la tierra, es decir, cuyos ejes X,V

rotan con ella y que son los ejes X'Y” rotados un dngulo A (£} = (% + Ag, donde
(Y es la velocidad angular terrestre con respecto al eje Z = Z’ y Ag es un 4ngulo
arbitrario que podemos tomar, sin perder generalidad, por Ag = 0. La relacién
entre las coordenadas de un punto en los dos sistemas de coordenadas es:

X' = XcosA+YsinA
Y = —XsinA+YcosA
z = Z

Ya que X?+Y? = (X cos A+ YsinA)?+(—X sinA + Y cos A)? = X2 4+¥72,

la ecuacién que describe al elipsoide es
X2+v?2 72
E(X,Y,Z)='—'—a"2—'—'+ﬁ—1=0

Sea P un punto cualquiera en la superficie del elipscide, el radio de curvatura

del meridiano en este punto es:
a(l - ¢)

(1 — €2sin® ¢p)3/2

M(¢p) = (2)
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Figura 1: Elipsoide de revolucién
y el radio de curvatura en la direccién perpendicular es
N(¢p) = a(l — e sin? ¢P)“1/2 (3)

donde €% = 1 — (b/a)? es la excentricidad del elipsoide.

La localizacién de un punto P sobre la superficie del elipsiode £ se define
por la latitud geodética ¢, y la longitud Ap, donde ¢p es el 4ngulo entre la
recta normal a £ en el punto P y el plano ecuatorial XY y Ap es el 4dngulo entre
el meridianc de referencia {que definimos sobre el plano XZ ) ¥ €l plano POR
como se mucstra en la fig.l. Entonces las coordenadas cartesianas del punto
P{Ap,¢p) en &£ estdn dadas por

Xe = N(¢p)cosdpcosip
Yg = N(¢P) COSQSPSin)\p
Ze = N{¢p)(1—-¢)singp (4)

es decir, la forma vectorial de} cualquier punto P en la superficie es

F(Ap,dp) = Xe (Ap, ¢p) X + Ye (Ap,¢p) ¥ + Z¢ (Ap,0p)Z

donde ¢p € (—m, 7| ¥ Ap € [~7/2,7/2).
Tomemos ahora un punto ) cualquiera en el espacio, con coordenadas carte-
sianas (X,Y, Z) respecto al centro del elipsoide. Sea P el punto en la superficie



del elipsoide mds cercano a @} y sea hp la distancia entre ellos. Si Ap es la
longitud del punto P y ¢p es su latitud, el punto @ se puede definir vectorial-
mente como F{Ap,Pp) + hpfi(Ap, ¢p), donde Ti(Ap, ¢p) es el vector normal al
elipsoide en el punto P.

Ahora, sabemos que la expresién del vector normal al elipsoide en un punto
(Xe,Ye, Ze} es:

X+ 8V 27
n(Xe,Ye, Ze) = = ‘”2 S
() +(3)"+ (3)]
X Y Y
X=X¢,Y=Y¢,Z=Zs,
donde, ¢ se define tal como aparece en la ec.(l). Usando que %‘; = 25(5,
g% = 2:’2 , g—g = 252;5, resulta que
~ X o Y, -
f(Xe,Ye, Ze) = e X+ £ Z Y+
[Xg +Ye + % ZE] [Xg + Y + % Zg]
+ Ze Z
pe bt 1/2
(& Xe + 5Ye + Ze]

y simplificando
B(Xe,Ye, Ze) = (cos ApX+sin AP?) cos $p+ sin 6, 2.

Entonces las coordenadas cartesianas de cualquier punto en el espacio se

obtienen de la suma del vector posicién de P y el vector posicién de Q respecto
a P: .

X = Xg+hpcoshpcosip
Y = Ye+hpcosgpsinhp
Z = Ze+hp sin ¢ p (5)

donde X¢, Ye, Zg estdn dadas por la ec.(4).

1.2 Modelo esférico terrestre y coordenadas esféricas

Varios modelos existentes de mesoescala consideran que los datos de elevacidn
del terreno estin definidos con respecto a un modelo esférico terrestre, que
denotamos por S. Esto motiva la definicién de un modelo esférico a partir del
sisterna de referencia XY Z fijo al elipsoide de referencia £. La esfera S se define
como tangente al elipsoide en un punto P, = (A, ¢,) en la superficie del mlsmo

Sabemos que una esfera es una elipse con excentricidad cero, es decir, €2 =0,
de manera que los radios de curvatura {ecs.(2) y (3)] son iguales e mdependlentcs
de la direccién,

Ni(dp) = My(#p) = Ry



y este radio se denota como Ry. Si definimos Ry = vVMN, el promedio ge-
omeétrico de los dos radios de curvatura del elipsoide tangente en el punto P, el
radio de la esfera {errestre es

Ry = V M(¢C)NC(¢C)

_ a{l — €2)
B (1— €2sin® ¢,)3/2 (1 — e?sin® ¢,)1/2
0.(1 - 62)1/2

= o ®)

(1—¢?sin?g,)’

Este valor del radio implica una minima distorsién de figuras en £ cuando
se proyectan en la esfera [8, pp. 24 y 85].

Adoptamos ahora el sistema cartesiano X,Y,Z, cuyo origen est4 en el centro
de §. Los ejes de este sistema tienen la misma orientacién que los ejes XY, Z.
Asi, las ecuaciones de transformacién entre los sistemas de coordenadas XY Z
¥y XY Z, corresponden a una traslacin X, = X — X, donde Xy son las
coordenadas del centro de S en el sistema XY 2.

Usando la ec.(5), cualquier punto @ en el espacio se puede localizar por las
coordenadas esféricas A, ¢, asociadas al sistema XY, Z; haciendo €2 = 0, es
decir, a = b= N = M = Ry (radio terrestre), obtenemos

= TCOSP,cos A,
= rcosg,sini,
= rsing, (7)

donde ¢,, A; son las coordenadas del punto @ y r es la distancia entre Qyel
centro de § (fig. 2).

El centro de la esfera tangente en coordenadas XY Z se obtiene usando
hp = —Rp en la ec.(5), y tomando en cuenta que el punto mis cercano en ia
superficie del elipsoide al centro de la esfera tangente es el punto F,, estd dado
por

Xo = Xc — Ro COs /\,; cos qfrc
Yo = Yc — Ry sin A COS ¢c
Zy = Zo— Rosing,

donde X, Y;, Z. son las coordenadas del punto F.. Una vez definido el radio y
su centro, la esfera estd totalmente definida.

A partir de ahora, se denotard con h, a la distancia entre un punto ¢ en
el espacio y el punto m4s cercano a la esfera, de manera que se puede expresar
como

hy =r— Ryp.
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Figura 2: Coordenadas esféricas en la esfera terrestre

1.3 Sistema de coordenadas asociado a un plano tangente

Sea 7 el plano tantente a £ en el punto P, = (A, ¢.) que est4 sobre el meridiano
de referencia A; = 0. En 7 adoptaremos el siguiente sistema cartesiano local
zyz: el origen z = y = z = 0 estd en F,, el eje x es tangente al paralelo que
pasa por F, y es positivo hacia el este, el eje y es tangente al meridiano A, = 0
¥ positiva hacia el norte, el eje 2 es positivo hacia fuera de £, como se ve en la
fig.3. Si X,¥,Z denotan a los vectores unitarios a lo largo de los ejes positivos
T,¥, %, Tespectivamente, estardn dados por

X= ‘:’, ¥ = —sin qbci + cos qﬁcﬁ, Z = cos qbc}’i + sin ¢c2.

Entonces la relacién entre las coordenadas geodéticas X, ¢, A de un punto en e]
espacio y sus coordenadas z, y, z relativas a 7 son

T 0 1 0 Xe (M é) — Xe (As, 0.) + hcos@eos A
y | = —sing, 0 cosg, Ye (M @) + hcosgsin A
z cosgp, 0 sing, Ze (M) — Ze (X, B,) + hsing

(8)

Si hacemos € = 0, y a = b = Ry es el radio terrestre, entonces las ecs.(8) se
reducen a
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Figura 3: coordenadas cartesianas en el plano tangente

T 0 1 0 (Ro + h)cos ¢, cos Az — Rgcos ¢ cos A,
¥y | =| —sing, 0 cosg, (Ro + h)cos ¢, sin A, — Rg cos ¢ sin A,
z cos¢, 0 sing, (Fo + h)sing, ~ Rysin g,

%)

2 Proyecciones

2.1 TUna fuente de error en modelos de mesoescala

Una préct:ica comun en la modelacién atmosférica de mesoescala es el uso de
proyecciones de la esfera terrestre en un sistema cartesiano asociado a un plano
tangente, con el propésito de incorporar efectos de curvatura. Este procedimien-
to plantea algunos problemas que analizaremos a continuacién.

En primer lugar, los modelos digitales de elevacién del terreno estén definidos
a partir de un elipsoide de referencia y no con respecto a una esfera como
consideran modelos de mesoescala como MM5, RAMS o ARPS, entre otros [1],
9], [5], [4]. Esto plantea el problema adicional de estimar un radio terrestre R
adecnado para el modelo esférico terrestre. En la documentacién de los modelos
MMS5, RAMS y ARPS no se da ningiin criterio para estimar este valor de Rsy

11
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T 0 1 0 (Ro + h) cos ¢, cos s - Rg cos ¢, cos A,
¥y | =1 —sing, 0 cosg, (Ro + h)cos ¢ sin A, — Ry cos ¢, sin A,
z cosd, O sing, (Ro + h)sing, — Rysin g,

(9}

2 Proyecciones

2.1 Una fuente de error en modelos de mesocescala

Una prictica comun en la modelacién atmosférica de mesoescala es el uso de
proyecciones de la esfera terrestre en un sistema cartesiano asociado a un plano
tangente, con el propésito de incorporar efectos de curvatura. Este procedimien-
to plantea algunos problemas que analizaremos a continuacién.

En primer lugar, los modelos digitales de elevacién del terreno estdn definidos
a partir de un elipsoide de referencia y no con respecto a una esfera como
consideran modelos de mesoescala como MM3, RAMS o ARPS, entre otros {11,
(9], [5], [4]. Esto plantea el problema adicional de estimar un radio terrestre Rs
adecuado para el modelo esférico terrestre. En la documentacién de los modelos
MMS5, RAMS y ARPS no se da ningiin criterio para estimar este valor de Rsy
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simplemmente se propone el valor de Rs = 6378km, sin considerar dato alguno
sobre el elipsoide de referencia. En la seccién 2.2 se ha propuesto un criterio
para estimar Rs. Es claro que un valor arbitrario de Rs puede generar un error
en los datos de elevacién del terreno que pueden ser pequefios respecto a Rg,
pero pueden también ser significativos si consideramos que la altura promedio
de un dominio espacial de modelacién de mesoescala es de tan sélo 20km.

El segundo problema que plantea el uso de un modelo esférico terrestre es la
definicién de los datos de elevacién del terreno. Si consideramos que los mode-
los digitales de topografia estdn dados en coordenadas geodéticas { X, ¢y, fx} la
cuestidn esrecalcular dichos datos para obtener un modelo digital {Agx, ¢ g fisk}
en coordenadas esféricas definidas con respecto al modelo esférico terrestre elegi-
do. Este problema puede resolverse aplicando las ecuaciones de transformacisn
de las secciones 2.1 y 2.2, con las cuales podemos caleular las coordenadas
Ask, $5k, hsk @ partir de un punto con coordenadas geodéticas g, Dps g

El tercer problema al que nos queremos referir mayormente en esta sec-
¢idn es el del uso de proyecciones en la definicién de los datos de elevacién.
Para analizar este problema consideremos que conocemos los datos de elevacién
{Ask, dgx,hsk} con respecto a un modelo esférico terrestre, por lo cual en lo
sucesivo, consideraremos sélo el problema de modelacién atmosférica en el sis-
tema XgY5Zs con origen en un modelo esférico terrestre de radio Ry y omi-
tiremos el subindice § en las coordenadas cartesianas Xz, Ys, Zg y esféricas
As, g, de un punto.

Entonces las ecuaciones de proyeccién de un punto A, ¢ sobre la superficie
de la esfera terrestre S se definen con un par de ecuaciones

Tp = Tp (A, ) Yp=Up (A )

donde z, y y, son las coordenadas del punto proyectado con respecto a un
sistema rectangular cartesiano zp,yp, 2, definido en el planc de proyeccién P.
Normalmente se considera que el centro del dominio de modelacién estd sobre la
esfera terrestre, tiene coordenadas (Ac, gc) y coincide con el origen del sistema

Tp, Yps Zpt
Tp ('\c;qsc) =0 Yp (Ac,fch) =0,

Por otro lado sabemos que un plano en el espacio fisico queda unfvocamente
definido en el espacio si conocemos las coordenadas de un punto en el plano y
un vector ortogonal a dicho plano. Es claro que el origen z, = y, = 0 es un
punto en P cuyas coordenadas cartesianas pueden calcularse a partir de A, y @,
Para dar un vector normal a P basta con definir la elevacién del terreno sobre C
como la altura del terreno en la direccién de n (Aq, @,), el vector ortogonal a la
csfera. De esta manera, la elevacién del terreno sobre el origen de coordenadas
en cl espacio de proyeccién es exactamente la altura kg, obtenida del modelo
digital del terreno, Asf. tanto el punto (A, ¢,), como el vector n (A, ¢,) definen
unfvocamente al plano de proyeccién P. Pero esta definicién corresponde a la
del plano T tangente a la esfera en el punto (A, ¢.), de manera que se puede
atirmar que 7 = P,
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Figura 4: Coordenadas de proyeccién y plano tangente

Para terminar la identificacion de P, consideremos que la unidad de longitud
en los ejes de los sistemas z,,Yp v =,y [ecs.(9)] es la misma. Asi, Jos ejes = vy
y coinciden con z, ¥ Y, respectivamente. En particular, cada punto (z,,y,) en
el plano P, obtenido por la proyeccién de un punto en Ia supeficie de la esfera
esfera tiene las coordenadas

E=T, =25 (A¢) Y=y =y(A¢) z=0 (10)

con respecto al sistema zyz asociado al plano tangente 7.

Ahora consideremos la definicién de la elevacién del terreno en modelos que
usan proyecciones. De acuerdo con la documentacion consultada, si la elevacién
del terreno sobre el punto (A, ¢} en la esfera es k, entonces la elevacién z, relativa
al plano P en el punto proyectado (z,,y,) €s

2 ~ h.

Si consideramos que la elevacién del terreno z, sobre el punto (zp, y,) en 7 es
la distancia entre ei punto (x,,y,) y la superficie terrestre a lo largo de la recta
ortogonal a T que pasa por (&p,yp), entonces k es sélo un valor aproximado de
2z, como lo ilustra la fig.4.

Podemos ver en la misma figura que si nos alejamos bastante del origen,
la altura exacta del terreno sobre el plano tangente difiere mucho de la altura
Zp. Si deseamos hallar la elevacién z con respecto al plano tangente 7 de
un punto en la superficie terrestre que tiene coordenadas geodéticas (A, ¢, k),
debemos proyectar dicho punto en 7 para obtener el punto (z,y) sobre el cual la
elevacién exacta del terreno es la coordenada z del punto (X, ¢, k). La relacién
entre las coordenadas (z,y,z) ¥ (A, ¢, h) de un mismo punto en el espacio, se
obtiene a partir de las ecs.(9) planteadas en el capitulo anterior.

A partir de estas ecuaciones se puede ver que las coordenadas z, y de! punto
{A, @, k) dependen de la elevacién k lo mismo que la coordenada vertical z. Sin
embargo, si se usan proyecciones, se obtiene un punto (zp. yp) independiente de

13
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Figura 5: Plano tangente a la esfera terrestre

h, que en general no coincide con el punto (z,¥), por lo que en la préctica no
puede calcularse la verdadera elevacion z, sobre (x,, 1) ya gue la elevacién del
terreno sélo se conoce sobre un conjunto discreto (zk, yx)-

Sin embargo, el uso de proyecciones para calcular la elevacién del terreno
puede ser vélido cerca del origen de coordenadas r = y = z = 0. Para tener
una idea del error al usar la aproximacién z, ~ h consideremos una superficie
terrestre esférica, por lo cual A == 0, mientras que la verdadera elevacion del
terreno sobre un punto proyectado {z,,y,) estd dada por

zp=/R?—azZ-y2-R

independientemente de la proyeccién usada para calcular Tp,¥p ¥ del origen
{Ae, #c)- La fig.5 muestra que el valor de z, va de 0 a —225km para T, €
[0, 1665 km] por lo que la aproximacién usada en algunos modelos de mesoescala,
2z, ~ h es completamente errénea. Aunque el intervalo de 1665 km puede resultar
excesivo, debe recordarse que actualmente el Servicio Meteorolégico Nacional
usa el paquete MMS5 para modelar la meteorologia sobre la Repiiblica Mexicana,
sobre un dominio horizontal de aproximadamente 3330 x 3330 km?, usando una
proycccion transversa de Lambert [véase la seccién (2.2)).

2.2 Coordenadas de Proyeccién

El uso de proyecciones en los modelos de mesoescala no se ha restringido a
la definicién de la topografia. También se ha aplicado en la deduccién de las
ecuaciones que gobiernan la dindmica atrrosférica, a saber, las ecuaciones de
movimiento, de continuidad y de energfa. El objetivo principal de los capftulos
siguientes es hacer un andlisis de las ecuaciones obtenidas vfa proyecciones. Con
tal propdsite, haremos una sintesis de las coordenadas introducidas hasta este
momento.

Consideramos un modelo esférico terrestre y dos sistemas cartesianos X'y’ Z/
¥y XY Z con origen en el centro de la esfera terrestre, el primero es considerando
un marco inercial y ¢l segunde estd fijo a la Tierra, y por tanto rota con ésta.
Los ejes Z’ y Z coinciden y constituyen el eje de rotacién terrestre.

14
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Figura 6: Sisternas de coordenadas cartesianas inercial X; y no inercial X H

Tal como muestra la fig.6, el 4ngulo A (¢) define el desplazamiento angular
terrestre con respecto al sistema inercial XY Z y como hemos dicho anterior-
mente A(?) = Ot + Ag, donde 2 = 7.3 x 1079571 es la velocidad angular
terrestre. A su vez, en el sistema fijo a la Tierra XY Z tenemos las coordenadas
esféricas A, ¢, 7. Consideramos también que el origen (A, ¢..), sobre la superficie
de la Tierra, del sistema zyz asociado al plano tangente, estd en el meridiano
de referencia, el cual consideraremos sobre el plano X Z, tal y como se muestra
en la fig.3.

Asi, cada punto en el espacio estd localizado por uno de los siguientes tipos
de coordenadas:

1. Carteslanas (XY, Z);
2. Esféricas (X, ¢,7);
3. Cartesianas asociadas a un plano tangente (z,y, z).

Denominaremos como coordenadas de proyeccién zp, yp, 2p a las coordenadas
de un punto (A, ¢, 1) calculadas vfa una proyeccién de la esfera en el planoc P
como sigue:

Tp=2p (M @) wp=ypiN¢) H=h=r-Ry (11)

con zp (Aey P} = Yp(Ac,P.) = 0, es decir, el punto (A, ®,) se proyecta en el
origen del plano de proyeccién. Como se defini6 en la scc.{1 4), si definimos

15



la elevacién del terreno sobre ()., ¢,) como la distancia minima % entre dicho
punto y la verdadera superficie terrestre a lo largo de la recta normal a la
esfera terrestre en (A, ¢,), y definimos la elevacién del terreno sobre el punto
proyectado exactamente como h, entonces P puede identificarse como el planc
7T tangente a la esfera.

Sin embargo, las coordenadas cartesianas (z,y, z) de un punto con coorde-
nadas esféricas (A, @,r) son, en general, distintas de las correspondientes coor-
denadas de proyeccién (z,, ¥p, 2,),

TFET, YFEYy 2F 2

La motivacién para usar Ty, Yp, 2p €6 su similaridad con x,y, z con la ventaja
"aparente” de incorporar los efectos de la curvatura terrestre. Por el momento
dejaremos de lado esta interpretacién de Zp:Up, 2p ¥ las consideraremos como
un sistema curvilineo de coordenadas que es vélido como cualquier otro para
obtener y resolver las ecuaciones de movimiento.

Para hallar la relacién directa entre las coordenadas cartesianas del plano
tangente y las coordenadas de proyeccién, basta con obtener de la ec.(11) las
expresiones de A, ¢, 7 en términos de x,,yp, 7p,

A=A(zp,¥p) =0 {pYp) T=2zp+ Ry (12)

y sustituir estas expresiones en las ecs.(9) del capitulo anterior

x 1] 1 0 (Ro + h)cos ¢, cos A — Rpcos ¢, cos Ag
y | = —sing, 0 cosg, (Ro + h)cos ¢, sin Ac — Ry cos ¢_sin A,
z cosgp. 0 sing, (Rop + h)sing, — Rysing,

En las secciones siguientes daremos una sintesis de las principales proyec-
ciones usadas por los modelos de mesoescala, tanto para definir la topografia
como para obtener las ecuaciones que gobiernan un flujo atmosférico.

2.2.1 Proyecciones

El problema bésico de las proyecciones es la representacién de una superficie no
plana sobre un plano, sobre un mapa. Es evidente que cualquier proyeccién es
imperfecta, es decir, al representar una superficie como una esfera o una elipse
en un plano, hay una distorsién en ella.

Hay dos razones, para que, a pesar de este inconveniente, se insista en traba-
Jar con proyecciones. Por un lado, se dice que es mas fécil trabajar con mapas
que con rnoriclos tridimensionales de esferas o elipsoides. En segundo lugar, que
los cdleulos numéricos en un sistema cartesiano son mas sencillos que en una
esfera.

A partir de la categorizacion que asumen Richardus y Adler [8], podemos
decir que hay dos criterios para clasificar las proyecciones:

1. Proyecciones equidistantes. Mantienen las escalas, es decir, las distancias
entre dos puntes de la superficie origen a la superficie proyectada,;
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Figura 7: a) proyeccién de Lambert: b) proyeccién de Mercator; ¢) proyeccién
estereografica

2. Proyecciones conformes. Mantienen la forma, es decir, los 4ngulos entre
dos lineas;

3. Proyecciones equivalentes. Mantienen las dreas de las figuras, a costa de
los dngulos ¥ las distancias.

En segundo lugar, se puede clasificar a las proyecciones por el tipo de super-
ficie de proyeccién:

1. En un plane;
2. En una superficie cénica;

3. En una superficte cilindrica.

Los dos ultimos pueden pasar a planos mediante una sencilla transformacién.

2.2.2 Proyecciones conformes

Proyeccién de Lambert. La superficie de proyeccién es un cono, que puede
estar colocado de manera que pueda tocar una o dos veces la superficie de la
esfera. En el primer caso se habla de un paralelo estdndar y en el segundo de
dos paralelos estdndar.

» Un paralelo estdndar en o,:

Si definimos

]

p(d)
g (»)

tan{m/4 — $/2) }Bi“‘#‘

Reotg, [tan(w/r-l " 6.72)

Asing,

17



tenemos,

zp = p(¢)sin(6)
¥p = p(dc) - p(d) cos(f).
¢ Dos paralelos estandar en ¢; and ¢, (¢; < ¢5):

Definimos p; = Rcos ¢,/ sin ¢ con

cos g, [ tan(m/4 — ¢/2) 1% %
o?) Rsin o) [tan(‘fr/éi - ¢1/2)J
(A} = Asing,
donde
sin g = In cos ¢ — Incos ¢,

Intan(w/4 ~ ¢,/2) ~ Intan(z /4 — ¢,/2)

para obtener

zp p() sin(8)
Yo = p(dc) — p($) cos(8).

Proyeccién de Mercator. Como se ve en la fig.7, la superficie de proyec-
cién es un cilindro. Si definimos el punto de contacto del cilindro con la superficie
de la esfera como (¢, A.) podemos, sin perder generalidad, fijar A. = 0 y mover
¢.. En el caso general,

1 + sin ¢ sin ¢, + cos ¢ cos ¢, sin A
1—-sin¢gsing, — cospcosd,sin A

v = Rtan-! €os ¢sin A
Yo = cosgsing, cos A —singcosg, /

1
T, = ERIH

En el caso especial cuando ¢, = 7 /2 la proyecci6n se dice que es transversal.

Proyeccién estereografica oblicua. Ahora, como se puede ver en la fig.7,
la superficie de proyeccién cs un plano. Sea (¢, A:) el punto en la esfera que
toca el plano. Otra vez hacemos A, = 0:

r. = OR cos ¢ sin A

P 1 4-sing_sing 4+ cos¢,cos@cos A
v = 2 COS ¢, 51N ¢ — sin ¢, cos ¢ cos A

p =

"1 + sin b, sin ¢ -+ cos ¢, cos pcos A’

La proyeccién estereogrifica polar se define cuando el punto de contacto
entre la esfera y el plano de proyeccién es el polo norte, es decir ¢, =m/2

COS ¢sin A
1+sing
cas ¢ cos A

w o= R (13)

Tp =

18



2.2.3 Proyeccidn estereogrifica polar

En esta seccién obtendremos la relacién directa entre las coordenadas carte-
sianas z,y,z y de proyeccién p,yp, 2, para el caso de la proyeccién estere-
ografica polar, con el propésito de mostrar la diferencia entre ambos tipos de
coordenadas.

Transformacién {A ¢,h} — {p,yp,2,} Consideramos las siguientes ecua-
ciones de proyeccién [3]:

oS ¢ Co8 A
o= 1+sing
cos ¢rsin A
Yp 1+sing
z, = h=r—HRy (14)

donde la nueva coordenada z, es la propia coordenada de altura del sistema
coordenado esférico.

Transformacién {z,y, z} — {2;,7,,2,} Usando las transformaciones {\, ¢, h} —
{z,y,2} [ec.(9)], vy {X &, 8} — {Zp. ¥p, 2} [ec.(14)]

COS ¢ COS A
1+sing
{R+ h)cos¢cos A
(R+h)+ (R+h)sing
x
ﬂ%R+h)+z+H
2Rz
2R+ h(z,y,2)+ 2

Tp =

andlogamente:

cos ¢sin A
1+4sing
2Ry
2R+ h(z,y,2) + 2

Yp

Y para la coordenada vertical,
2p=h(z,y,2)=r~Ry

donde h (z,y, #) falta por encontrar, usando la ec.(9}:

2+ o 4 2 (R + h)? [cos 67 cos? X + cos ¢ sin? X + sin® ¢] + R?

(R+h)® + R?
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de donde se deduce que h =

(e +y2+ 22 —R2)1/2

macién queda de la siguiente forma:

Tp ==

Yo =

Zp

2Rz

(22 4+ + 22— RYY2 L R4 2
2Ry

(22 +y2+22 - RV L R4
(r2+y2+z2—-R2)1/2—R

Transformacion {x,,y,,2,} — {r,v, 2}

o

= {(R+h}cospcosA
= (R+ z,)cosgpcos A
{R+ h)cospsin A-
(R + zp) cos ¢sin A
(R+h)sing - R

(R+z)sing - R

il

— R. Entonces la transfor-

(15)

{186)

Para calcular los valores de seno y coseno de los dngulos ¢ y A usamos las

ecs.{14):

haciendo

de manera que

Yo _ tan A

Zp

sin® X

cos? X

1 —cos? ) 1
cosX  cosZA
sin? A

1-—sin? A

= tan®i=

cosA =

sinA =

Por otro lade

4R? cos? ¢ 2, .2

If

— 24y
(1 + sin ¢)* L

cos? ¢ 2
(1 +sing)®

20



si definimos

2 2
T =TptTUp

asi como
B
T 4R? 4R?
Entonces la solucidn de la ec.(17) es:
2r 4Rry,
cos¢ = T 2 + 4R?
2
i ———1
sin ¢ ir 1)

De esta manera, sustituyendo en la ec.(16), y simplificando se deduce que:

(R + zp)

2 172
[(z)" 4
+ (R + zp) 4Rrp
2 172 r2 1 4R?
[(2)"+1]
ixp(R +2,) 4Rrp
o rZ+ 4R2
TpAR(R + 2p)
T2+ 4R?
(R+ 2)

Yo

cos ¢

cos ¢

(R+ 2z) 4Rr,

[(fz)z +1]1/2 I AR
Yp

widR(R + z)
rg + 4R?

z = (R+4+2z)sing—~R

— o (m 1) -

241
+2(R+ zp)
r{rz 4+ 1)

—-2R-2z
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Asf, las ecuaciones de transformacién de coordenadas de proyeccion {z,, Yp: Zp}
en las coordenadas {z,y, z} son:

:t'p4R(R + zp)
'r% + 4R2
ypdR(R + z,)
rZ 4+ 4R?



3 Ecuaciones de conservacion

Por simplicidad, en este trabajo consideraremos un flujo con las propiedades
siguientes:

s Incompresible
e No viscoso

e Isotérmico

En este capitulo damos una deduccién de las ecuaciones que gobiernan tal
flujo en cada uno de los sistemas de referencia descritos en el capitulo anterior.

3.1 Coordenadas eulerianas y lagrangianas relativas al mar-
co inercial X'Y'Z’

Hay dos formas para derivar las ecuaciones de conservacién, dependiendo de
las coordenadas usadas. En el sistema euleriano de coordenadas las variables
independientes son las coordenadas espaciales X', Y’ Z' y ¢. El interés reside en
el fluido que pasa por un punto fijo en el espacio, por lo cual diferentes particulas
se localizardn en (X’',Y’,Z') conforme transcurre el tiempo. En el sistema
de coordenadas lagrangiano X', Y’, Z’ y ¢ ya no son variables independientes,
ya que el interés estd en una porcién de masa concreta. Conforme pase el
tiempo esta masa se trasladard en e} espacio. Ahora, si se conoce la velocidad
u, = (u), u2,u3) de cada particula, las variables independientes son la posicién
inicial X§,Yy, Zy y el tiempo t. Aplicando los principios de conservacién de
masa, energla y momento a cualquiera de los dos volimenes de control, se
obtienen las ecuaciones de conservacién en cada una de las coordenadas.

Sea o una variable del fluido. Desde el punto de vista euleriano o depende de
las variables independientes X', Y’ , Z’ y t. Un cambio en el tiempo §¢ provoca
entonces, desde el punto de vista lagrangiano un cambio §a,

_ Oa da .., Bo ., Bo __,
So = —a—tét X"éX -+ a_Y;(SY + B—Z;(SZ
donde X’,Y"’ Z' y ¢ ahora no son independientes. Dividiendo por &t

bx _Oa 5X'0a 5V 0o 57'0a
§t ot 6t 98X’ &t 8Y' ' 6t 8Z
tomando el limite §& — 0
Da  Ba , da , Ba , O

Dt = ot TVgx T2y tUsg

(19)

Usando la convencién de suma sobre fndices repetidos, (X', Y', Z') = (X; X4, X3)
resulta que:



Da  fa Ja

t
2
Dt T B U*aX' (20)
é
Da @
B% = 5;3 +U . Va (21)

La ec.(19) expresa la derivada lagrangiana Do/ Di, también Hamada deriva-
do materzal en términos de las derivadas eulerianas.

De acuerdo a las coordenadas que se usan, hay dos formas de plantear las
ecuaciones de conservacién, mediante dos tipos de voltmenes de control. En el
esquema euleriano, el volumen de control es un paralelepipedo fijo en el espacio
de lados &z, 6y y 8z. Cada propiedad del fluido se desarrolla en series de Taylor
alrededor del centro del volumen de control, si 8z, §y y §z se vuelven muy
pequernos y se aplican los principios de conservacién, se obtiene una ecuacién
diferencial para el principio de conservacién. En el esquema lagrangiano, el
volumen de control tiene una forma arbitraria, pero representa al volumen V
de un misma masa de fluido. Cada principio de conservacién es aplicado a una
integral sobre un volumen de control, de lo que resulta una ecnacién integro-
diferencial de la forma fv LadV =0, donde L es un operador diferencial y « es
una propiedad del fluido. Pero, ya que el volumen es arbitrario, se puede concluir
que La = 0, lo que lleva a la ecuacién diferencial de la ley de conservacién, como
se muestra en la seccidén 4.2 de este capitulo.

3.1.1 Teorema del transporte de Reynalds

Si se considera una masa de fluido durante un tiempo 8t, entonces, desde un
punto de vista lagrangiano, o sélo depende de ¢, dado que &l volumen de control
se mueve con el fuido.

d 1
61M{ - [ /V gy 0V~ fv | a(t)dV”

E_/ a(t)dV
V(t)

lim % UV (150 O(E + B}V — fv(g) o (t + 6t) dV]
610 = [fv(i) et + 6)dV — fV(t) dV]

lim = / ot vy |+ [ 2av
§t—0 6t V{t+68) =V () vy Ot

mediante métodos geométricos es ficil demostrar que un elemento de supeficie
en cualquier volumen de control corresponde a un cambio de volumen tal que
dV = U’-nétdS, de manera que
d
+ / Zav
vy Ot

d/ a(tidV' = lim / alt + §t)U nbtdS
dt V{t) t—0 $(1)

- / cUnas+ | Cav
S vy Ot
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usando ahora el teorema de la divergencia (ver apéndice),

adv = /v[v (aU')+?] av

/ [ ai' (@U!) + Zﬂ dv (22)

en notacioén vectorial y tensorial. Este es el teorema del transporte de Reynolds,
que reiaciona la derivada material de una integral de volumen con una integral
de volumen en la que solo hay derivadas eulerianas.

dt

I

3.2 Ecuaciones de conservacidn en el marco inercial X'Y' 2’
3.2.1 Conservacién de masa (ecuacién de continuidad)

El principio de conservacién de masa nos dice que derivada lagrangiana de una
masa de fluido contenida en V' es cero, dm/dt = 0, es decir:

d
= dV =
Citfv,o‘l/{)

Usando la ec.(22) con a = p,

e

dado que el volumen es arbitrario el integrando debe ser cero

(U) g;’ = 0 (23)
V(pU'H%E = 0 (24)

en forma tensorial y vectorial, que es la llamada ecuacién de continudad.
Usando la identidad vectorial

V-(pu) =pV U +U - Vp (25)

la. ecuacién de continuidad queda como

oV U’+U’-vp+a—p=0

ot
Por la definicién de derivada material dada por la ec.(21),
Dp
pV U + = Br =0

Si el flujo es incompresible, tenemos que Dp/Dt = 0, lo que nos da

oV U =0

25



de modo que la ecuacién de continuidad para fluidos incompresibles es, en las
diferentes notaciones:

V.U =0
oUy  8UL B

ax;taxy tex; - O
U

3.2.2 Conservacién de momento para un flujo no viscoso (ecuacién
de movimiento)

El principio de conservacién de momento es consecuencia de la aplicacién de la
segunda ley de Newton, es decir, que el cambio en ¢l momento de una masa
de fluido es igual a la fuerza resultante F = F,X! de todas las fuerzas externas
actuando sobre ella:

D r

ya que estamos considerando que el sistema X’Y’Z’ es inercial. Aplicando la
ec.(22) para cada una de las componentes pu,, i = 1,2,3,

D :
ELPUde == F;
O ¢ rrey L 90U _
/Vl:a_)(; (PUzUJ)'E- ar dV = Ft
!
/ [V-pU[U’+ %] v o= R
Usando la wdentidad (253,
!
f [pUZ’V U+ U VoU + aLUl:, dv. = K
v ot
dp au!
! . ? ’ 1 (i bl — X
];[,oUiV U4+U VpU’+U’8t+‘06rdeV F
7
[ Jove e - 5
v
¢]
o
PV =F (27)

ya que u, V- (pU") + U/ %ﬂg = 0 [ec.(24)]. La fuerza F tiene dos contribuciones,
la fuerza superficial debida a la presién, y la gravedad.
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F:—f VpdV-i—/png
1% 1%

sustituyendo en (27),

u’
[ {p%t}de w/ VpdV+f pgdV
v v 1%

Entonces la ecuacién de movimiento es:

pu’
e = VPTes {28)
v en coordenadas eulerianas,
ou; ., 8UL _ dp
o TPExr T Tax PO
!
prgr TeU-VIU = -VUptpg {29)

3.3 Ecuaciones de conservacién en el marco no inercial
XY Z fijo a la Tierra

Las ecuaciones de conservacién de la seccién 3 2 estdn referidas a un marco
inercial, pero para un observador fijo a la superficie terrestre conviene escribir
tales ecuaciones en coordenadas relativas a un sistemna cartesiano fijo a la Tierra.
Tenemos dos sistemas cartesianos que rotan con la esfera terrestre, a saber,
el sistema XY Z con origen en un modelo esférico terrestre y el sistema xyz
asociado al plano tangente. Para ejemplificar la transformacién de las ecuaciones
de conservacién consideremos el sistema XY Z.

Definimos a (A, ®, R) como las coordenadas esféricas de un punto en el sis-
tema inercial X'Y'Z" y {X, ¢,7) las coordenadas esféricas que representan al
mismo punto, pero respecto al sistema no inercial XY Z. La relacién entre
ambos sistermas de coordenadas esféricas es

(A(t}:(b = ¢)R = T) 3

ya que la rotacién se da en Z con una velocidad angular T = QZ. La funcién
A(t) es entonces de la forma:

Ay =Ag+ N+

donde 2 es la velocidad angular de la tierra en su rotacién alrededor del cie Z'.
No se pierde generalidad si definimos Ag=0.

La relacién entre los vectores base X', Y', 2’ v X, ¥, Z asociados a los sis-
temas X'Y'Z' y XY Z respectivamente, a partir de la fig.6 estd dada por
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X X X’ X
Y | =RA] ¥ ) Y | =R(A)] ¥ (30)
Z Z vA Z

donde

—sinA cosA O
0 0 1

cosA  sinA 0
R{A) =

Entonces R (A, ¢) es una matriz de rotacién, ya que transforma un sistema
ortogonal y derecho en otro sistema ortogonal y derecho. De esta manera, R
tiene la propiedad de que su inversa es su traspuesta, es decir,

RR’ = R'R = | (31)

De acuerdo a la fig.6 el vector de posicién R de una particula tiene dos
expresiones

R = XX = X|X! (32)

v usando (30) se obtiene la relacién entre las coordenadas X YN 2Ty XY, Z

X X! X! X
(Y)—R(A)(Y’) , Y’):R*(A) Y (33)
z z/ z’ z

Para calcular la velocidad y aceleracién en el sistema no inercial, debemos
calcular las derivadas temporales de los vectores base % Y, Z. Esto puede
hacerse derivando directamente la ec.{30):

% % % R
5 d 2 i X

% Y=gl ¥ |- ¥ |= %wa s (34)
7 2 5 Z

y de la identidad (31) se obtiene que ZRR* es una matriz antisimétrica, ya que
su componente simétrica es la matriz cero,

th tht_
EE‘R +('&?R) = 0.

Conviene entonces escribir 8R! como steue:
dt,

0 Q. -9
?R* =~ 0 O
t 0, -0, 0
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ya que en esta forma el producto matriz-vector en {34) se reescribe en términos
del producto cruz con vector 0= QX +Q,Y + 2,2 como sigue

X X TxX
e =T | v |=| axv (35)
zZ Z OxZ
En el caso particular de la matriz R tenemos
0 1 0
Rer—al -1 0 0 | =T« (36)

con & = QOZ que es precisamente el vector velocidad angular terrestre con
respecto al sistema XY Z fijo a la Tierra.

Ahora calculemos la velocidad de una particula con vector de posicién R, =
X! X’ X,X;. Derivando obtenemos

dR _ dX{g5, _ dXig i
TG T g Rty (37)
donde identificamos la velocidad en el marco inercial
UI dXt’ X.’

13

la velocidad relativa al sistema no inercial

X, o
U= ‘d_tx”

y la velocidad del sistema no inercial respecto al inercial

X—j—(t——=X xX, = Oxx.X, = xR

de manera que (37) se reescribe como sigue
U'=U + O xR. (38)

Generalizando el desarrollo anterior, st un vector A tienen componentes A,
en el sisterna fijo a la Tierra, A = A4, X,, entonces su derivada temporal estd
dada por

dA;, dAg  —
= —X;+ xR 39
= - i+ (39)
donde el subindice in se refiere al sistema inercial del centro de la Tierra. Apli-
cando esto al propio vector velocidad U obtenemos 12 aceleracién de una particu-
la en el marco inercial, en términos de cantidades relativas al marco no inercial,
tal y como aparece en la ec.(28):




d,, U’ din .
“% = @ (U+TxR)
d o -
= (E+QX (U+Q XR)
d — — —
= Z(U+TxR +QX(U+Q><R)
dU d o o - e
= E{**‘&QXR‘I‘QXU-FQX(QXR)
= Eﬁ-+Q><ER+Q><U+Q><(QXR)
dU — -
= SlkUs Qx(QxR). (40)

El segundo término es la llamada aceleracién de Coriolis y el tercero es la acel-
eracién centripeta.
3.3.1 Conservacién de masa (ecuacién de continuidad)

Para obtener la ec. de continuidad en el marco XY Z debemos obtener la ex-
presién de U, en términos de cantidades medidas en el marco no inercial. De
(37) obtenemos, usando U’ = U'X/,

UX: = UX,+TxR

X! X
(0L U )| Y | = (U 0, Us)| ¥ |+(-2v ax 0)
Zr Z

y reemplazando {30) obtenemos

7 U, - Qv
Uy | =R ( Up+0X
77 Us

0, en notacién de indices,
U: = (Rt)lj (UJ +5‘3kach5) (41)

donde hacemos usec del tensor antisimétrico €kt = 0 si dos o més fndices son
iguales, £,5; = 1 51 jkl = 123,231,312 y &r = —1 81 jki = 213,132, 321.

Reemplazando (41) en la ecuacién de continuidad (26) y usando regla de la
cadena se obtiene

U, 80X, 8
X!~ 8X! dXn,

[(Rt)u (UJ + E_,'HQ;CXI)}

30
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pero de (33) tenemos que X, = (R),., X} v, por tanto,

U] U
8X1! = (R}ml (Rt) (aX + Ejklﬂkéml)
au;
- %
T8,
donde usamos (31) y £,4; = 0. En esta forma, la ecuacién de continuidad queda:
vV-U=0 4 ax a7 =0 (42)

es decir, la ecuacidén de continuidad mantiene su forma funcional.

3.3.2 Conservacién de momento {ecuacién de movimiento)

Para la ecuacién de momento (28), reemplazamos la aceleracién en el marco

inercial por su expresién (40) relativa al sistema XY Z quedando por recalcular

el gradiente de presién y la fuerza de gravedad en el sistema XY Z. Sup v p

son las expresiones de la presién en los sistemas X'V'Z' v XV Z, entonces
XY, 2)=p(X)Y, 2)

y aplicando el gradiente en el sistema inercial

oy’

o 80Xy Op
7 — i k e
V X:ax;_( )‘jXJaX;fan
op
t
(R) Rk" JaX
&p o Op
=X, 75 5X, ~ 3%,
Yy por tanto
V'p = Vp.

En esta forma, la ecuacién de momente en el sistema no inercial es

& =, Vpte-20xU-0x (QxR)
5i la velocidad se considera una funcisn de las coordenadas eulerianas de la

particula en cuestién usamos

para obtener

ou 1 o —
- +(U- V)U=_5vp+gm2szxu—szx(

—h

§ xR) (43)
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Figura 8: Sistema zyz asociado al plano tangente

3.3.3 Ecuaciones de conservacién en el sistema cartesiano zyz asoci-
ado al plano tangente

De acuerdo a la fig.8 la relacién cntre los vectores base X,¥,Z del sistema zyz,
¥ los del sistema inercial X'V'Z’ es

% X
vy | =P| Y
z 7
con
—sing,sin A cos A 0
P(Ae=0,6.) = | —sing,cosA —sind sinA cos¢,

cosgp,cosA  cosd.sinA  sing,

La relacién entre los vectores de posicién r relativo al sistema zyz vy R
refativo al sistema X'Y/Z7 es:

R'=r+R,
donde

R’ = -'Y-:i: y I = .'L',i, H RC = R‘OE



Asi, se obtienen las ecuaciones de transformacién de coordenadas
x X’
y =P Y
z+ Ro z

Zi + Ryl = (P)ij X;

o con indices

Repitiendo el procedimiento de la pag. 30 obtenemos la velocidad v y la acel-
eracién dv/dt relativos al plano tangente

U = v+ Tx (r + R}

dU’ dv —_ — —=
d_t = “E'{—FQQXV'I‘ QX[QX(I‘+RC)]

donde
u=uX; , du/dt=(du./d)%; .

Entonces, la ec. de continuidad (26) queda

ou; _ (44)

YV-u= . =

¥ la ec. de movimiento {28} queda a su vez como

%;—1+(u-V)u=~}];Vp+g——2ﬁxu—ﬁx [ﬁx(r—f-Rc)] (45)
donde
dP Q sing, —cose,
Ox =—P'=0| —sing, 0 0 = Q(cos ¢ ¥ + sin ¢,.Z) x
di .
cos ¢, 0 0

V, py pson el gradiente, la presién y la densidad en las coordenadas zyz y
ademds se usé la expresién de la derivada material

d 8
a’i—-gi-l“u v
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4 Ecuaciones de conservaciéon en coordenadas
esféricas y de proyeccién

4.1 Andlisis Tensorial

En el uso de las ecuaciones de conservacién a veces es conveniente usar un
sisterna de coordenadas diferente al cartesiano. Cuando se usa un sistema de
coordenadas diferente, las relaciones de conservacién no deben cambiar a pe-
sar de una representacién matemdtica distinta. Entonces, las ecuaciones en las
nuevas coordenadas se escribirdn de manera que se mantenga invariante la rep-
resentacion ffsica. Este manejo matemético que preserva la invarianza requiere
métodos de andlisis tensorial.

Las ecuaciones de conservacién deben resolverse imponiendo condiciones ini-
ciales y de frontera. Entre las condiciones de frontera tenemos la impuesta por
la topogralfa, la cual obliga al flujo atmosférico a seguir la superficie real. Una
de las formas mds aceptadas para imponer esta condicién de frontera es el uso
de una coordenada vertical que sigue el terreno. Esto plantea la necesidad de
escribir las ecuaciones de conservacién en coordenadas que no son ortogonales.
En esta seccion planteamos la deduccién de las ecuaciones de conservacion en
coordenadas arbitrarias que pueden ser coordenadas que siguen el terreno, co-
ordenadas esféricas o las coordenadas de proyeccién.

4.1.1 Cambio de coordenadas

En lo sucesivo consideraremos que el sistema de referencia primario es el sistema
cartesianc XY Z que rota con la Tierra y con origen en el centro del modelo
esférico terrestre. Ahora supongamos que las coordenadas X* de una particula
estdn relacionadas con coordenadas arbitrarias 3* por medio de las ecuaciones
de tranformacién siguientes:

X'=Xy) &y =97 (XY) (46)
En esta forma el vector de posicién en el sistema XY Z est4 dado por:
R=X'X"= X' ()X’

Las superficies y? = ¢?, donde ¢ son constantes, se llaman superficies coor-
denadas. Las intersecciones de estas superficies definen las lineas coordenadas.
51 las lineas coordenadas se cortan en dngulo recto, (y',4?,3°) formardn un
sistema ortogonal. Sin embargo, en general no lo sersn.

4.1.2 Vectores covariantes y contravariantes

Sif (X ‘) = () representa funciones en ¢l sistema de coordenadas X*, entonces

la misma relacién fisica se debe cumplir f(yf) = 0 cuando se esté refiriendo a
un sistema de coordenadas diferente ¥*. En términos del sistema coordenado
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Figura 9: Sistema de coordenadas arbitrarias v,
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lineas coordenadaa

ey

superficies coordenadas
R
Figura 10:

original (X!, X2, X3) los vectores base del sistema coordenado transformado
{v'.4%,4%) se representan en dos formas, como vectores covariantes y como
contravariantes. -

Un vector o tensor de primer orden f, es covariante si la transformacién
entre los sistemas de coordenadas X* y y*, estd dado por

8x7
oy
En términos de un sistema de coordenadas rectangulares se define a los vectores

covariantes T, en cada punto como los vectores tangentes a cada una de las
lineas coordenadas:

.ﬁ = fJ . (47)

IR HX™
T=o— = —X,, {48)
dyr Oy
pues R(y') = X™ (") X y X es independiente de %, por lo que 8X., /8y* = 0.
Estos tres vectores definen una base para el espacio Bisico.
Por otro lado, un vector o tensor de primer orden f; es contravariante si la
transformacién entre los sistemas de coordenadas z* y 3¢ est4 dado por
~ Oy
te= 7 49
F=3bi (49)
En el sistema cartesiano XY Z los vectores contravariantes % son los vectores
ortogonales a cada una de las tres superficies coordenadas de manera que

nim s V= E%Tin - (50)

5

Hil

"= VY =3

B
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Por supuesto estos vectores dependen del punto (y!,%2,3%) en el cual se
calcula.

4.1.3 Bases reciprocas

Dos conjuntos de vectores base {a"} y {b,} de un mismo espacio vectorial son
reciprocas si satisfacen

a -b_.,. = 513.

Las bases {n*} y {7,} son bases reciprocas

3. ™ _
wer, = aa% n'a_;j:’rxm
Sy dX™ o o
= 5 g Xn K
dy? aX™
T oaxt oy
oy’
-
= by (51)

Como 7y 7, son bases, cualquier vector A puede ser expresado en cada una
de estas bases:

A = A T;

A = An.

A los coeficientes {A*} se les llama componentes contravariantes de A
y los {A;} son las componentes covariantes de A.

4.1.4 Producto punto

Si deseamos calcular el producto punto de dos vectores A y B, para explotar
de manera correcta el hecho de que la base covariante y la contravariante son
reciprocas, podemos hacer

A'B = AT, By
= A'Byr, vy
= A'B,§,
= A'B,

de manera que el producto interno es tan sencillo como hacerlo en las coorde-
nadas cartesianas. Esta es la mayor ventaja del uso de estas bases.
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4.1.5 Transformacion de coordenadas

La parte lineal del incremento de las ecuaciones de transformacion X* = X* (¥?),

axs . .
dX* = Zody = (), dy?
define la matriz jacobiana
axt  ax* ax!
gyl ay2 8y’
J=| &x: ax* px? (52)
T Bl A BT
ax® ax® pxs3
yt 8y7 ay?

En forma andloga, la matriz jacobiana de la transformacién inversa ¥ o=
¥ (X*) se obtiene a partir de

. ayj -
dyf = 2dxt = (1) ax
V= e ”
donde
gyt 8yl gy
o7 axT 5K
Comparando las ecs.(52) y (53), es inmediato que J es la matriz inversa de
I,
~ _ 52
F=3 6 (), =2,

como puede comprobarse por multiplicacién directa de matrices,

~ _ Oy 9XT 8y
(J)U ('Il)gk == a—){ja-k" = 81/" - 5:&.

4.1.6 Cambio de base

La relacién entre los vectores base X, 7., 7’ se obtiene como sigue. Tenemos

o @ 2, G
P Gyt gy T
oX! ~ X2 o ax3 -
= . - X -X
£ X1+ B 2+ oy 3
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haciendo explicita la notacién de términos repetidos. En forma matricial pode-
mos escribir

X
1 ax! b8x% px® Ty
T = [ B ey BT X2
Xs
de manera que
ax! ax? sx* o o
T oyl oyl Byl X1 X1
- N s
T2 = —T%}; —j‘%ﬁ —g'%§ X2 =] X2
T 8X! ax?® ax® % X
3 _3-3y —Tay 3y X3 Xg
v de la misma manera
1 a 1 5 H a 1 - -
i axI  FxZ  FX] ?51 . 2{1
?l-lgm o |- &
3 Fa3 3 By i 5‘{
1 3XT  BXT FXI 3 3
¥, despejando X;,
X, n!
X, { =7 7%
o 3
X n
Asf, obtenemos
1
T1 7! L
T2 | =30 n? | =G| o
3
T3 7 n

donde la matriz G se conoce como el tensor métrico,

G = 1
oX™ axX™
; —_— . 4
Go = g (54)

4.1.7 Transformacién de los componentes de un vector

Por un lado, tomando la base covariante,

A = A'r,
= A171+A27‘2+A37’3
LB
= [AY A% A} 7|,
T3
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al mismo tiempo tomando la base contravariante

A = AJTIj
= Ain' + Aen® + A
7t
= {41 42 A9},
P
T1 1
pero sabemos que | 73 | =G | n? | de manera que
T3 n?

A Al
Ay | =G| A2 | 6 A;=GC,A .
As A3 '

En forma anéloga obtenemos
AT = GV 4

donde los-G* son los componentes de la matriz inversa G~ del tensor métrico.
Es fcil ver que G* est4 dada por

By By’
T 83X axn

iy

(55)

4.1.8 Derivadas covariantes

Consideremos un vector A, en términos de Ia base covariante,
A= AITg

derivando,

8y 83/* 6’ *

pero, ya que {7;} cs una base, el vector 81,/9y* puede escribirse como combi-
nacién lineal de los 7;:

oy, £
con lo cual obtenemos
BA JA
By‘ = ay T gi iTs

= (63;4‘ A:P':‘) T
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lo que nos lleva a definir ia derivada covariante de 4% como

con lo cual obtenemos

El coeficiente IY; se conoce como el simbolo de Christoffel v puede probarse que
estd dado por
. 2,7 B
i = 972" By (58)
2 aylayl ax'm

Ahora bien, si el vector A se expresa en la base contravariante,

A= Am
puede mostrarse a su vez, que
a”i‘I !
= T
ayz “JT’
con lo cual se obtiene
JA
o == Ay
8y1 LM
donde
84,
A=55 - T} 4,

es la derivada covariante de la componente covariante 4; de A. Existe una

relacién entre el simbolo de Christoffel y el tensor métrico, que se puede de-
mostrar:

) By
= (r:u)s=z=( : y)

Bymay! fz?
_ EGmJ BG,‘_J 3Gm3 _ aGlm
2 Gy™ Byt Sy?
1 3
- L2z
VG Oy

donde G = det (G) ¥

VG = \/det (G} = \/det JTT) = VIZ = J
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ya que J = det(J). Usar v/G es mucho més cémodo que J, pues sabemos
que para transformaciones ortogonales G es diagonal, lo que no sucede con el
jacobiano J.

Entonces la traza de la mairiz Al que es tr (AJ,‘) = A% puede escribirse
como sigue, usando la ec.(57),
DA

AL = T At
i at+

_ aAi ;198
= A\/_al\/ﬁ

- fa (x/“A*) (59)

Por otro lado, si tenemos una funcién escalar qb(X ‘) ¥ su expresién en las

coordenadas 37 es ¢ (y’} de manera que

¢ (X)) =3 ()

Aplicando el operador Vx = X*B/BX ', asi como la regla de la cadena, obten-
emos

T a¢ T 3y3 85 . ag 2
R b T K

lo que nos lleva a definir el operador gradiente Vy en las coordenadas 37 como

V.3 (v) E’Wy o

lil

Entonces el gradiente de un vector A = A7 7; cualquiera es

Al JAI . 04 3
via = Sl [a ) +A3rfjrk}n - [5..:« +AJF—"] ™,
= Alr,n

4.2 FEcuaciones de conservacién en coordenadas arbitrarias

Usando las propiedades anteriores podernos escribir las ecuaciones de conser-
vacién respecto a cualquier sistema coordenado, con la seguridad de que las rep-
resentaciones fisicas se mantendran invariables. Las ecuaciones de continuidad
y de movimiento para un fluido incompresible, no viscoso e isotérmico, respecto
al sistema no inercial XY Z son:

Vou = 0 (60)
B iu-Vu = ~1v;o+g—2ﬁxu—ﬁ’x(ﬁ‘xn) (61)
ot p
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donde redefinimos la fuerza gravitacional como:
g =g—Tx (ﬁxR)
Ahora consideremos la transformacién de las ecs.(60) y (61) en términos de
las coordenadas y* y la base covariante T,.
4.2.1 Ecuacién de movimiento en coordenadas arbitrarias

Para plantear la ecuacién de momento en términos de coordenadas genersalizadas
o arbitrariss, es necesario transformar término por término

%_tg + (U-9U = —%V‘p + g — 20xU
a) b) c) d) e)

Para esto primero consideremos la transformacién del vector velocidad. Ten-
emos

dX' &
U= —X;
dt

usando las ecuacién de transformacién (46) y la regla de la cadena

_dpeXiayt ey

Sa apax T ar ! (62)
por tanto, las componentes contravariantes U7 de U estén dadas por
—~ dy.'n'
7 _ M
v)=—
y, de la identidad
i =~ ~ 9X -
USUX;=UJT_§—UJ—8';J~"X£ (63)
se ohtiene
) X%~
HX) = ? . 64
UNX) = 507 ) (64)
Término a) Usando la ec.(62) obtencmos directamente
ou 8l
E (65)
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Término b) Tenemos:

ox?
v ] %

(U-")U = [U" 8}1}

oxX:

Usando la ec.(64) para U* y para U7 asf como la regla de la cadena,

X =)\ (™ &8 X' =\ =
K byt U) (3X“' Bym) (3'y v )} %

X" i ™y 8 [8x? o Gy*

dyt ~ 8Xt) dym \ Gyn axi’
por la definicién de los vectores covariantes [ec.(48)1.

~ f X ~ X7 & - By*
i v . mrri n n
(U-v)u [‘51 v (aymaynU + By Gym Sy’ )} el

~ Ok [ 82Xs . 8x7apn
[U ax: (8ym3y”U + Sy™ Bym)} Tk

Usando entonces la definicién del simbolo de Christoffel [ec. (58)], se tiene que
X0 ps  9X?.
Sy oyn mn Gy

(U-W)U

i

(U-v)U

[ n Oy [, 0Xi~_  8X2 80"

B . Oy 8X'~n By* ax? ol
= o (Fm"am 3y 0X7 aym aym || TF

= |gm (F;n6§5”+6ﬁgU )} T

[ auk
. m k k
= |b (I‘mkU 3ym)

= [i‘rmf'rf:n] - (66)

Tk

usando la definicion de derivada covariante [ec.(57)].

Término ¢} Sip es la presién en las coordenadas ¥, tenemos p(X) = 5 (y),
¥, por tanto
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1 1 6p .
P Tpax
1 8y’ 85 Oy

usando la definicién del tensor métrico [ec.(55)].

Término d) Para el términe de la aceleracién gravitatoria modificada,

. o
’ — s — It
g IRi=g 5Tk
= §k7'k (68)
Término e) Tenemos qile
T xU =0T, [7'37'3 =0T, x T, = &t {69)

pues hicimos Q*U? T, x 7, = ;' Necesitamos conocer el valor de £,, entonces
multiplicando entonces todo por T4 tenemos:

gt e = Q7 (7 x T,) Tk
De la ec.(51) sabemos que ' - 7% = i, éntonces,
£ =07 (1, x T,} - Ta
pero
(TixX 7)) Tk =€kl

donde, como éabemos, J = det] es el jacobiano de la transformacién X*° =
X* (y7), v sustituyendo en la ec.(89),

OTxU = em.]ﬁ"fj’n’
¥y, pasando a la base covariante n* = G+, sc obtiene
OxU = et JGHRQT T,
usando Jas componentes covariantes de {3 y U, O = G'™Q,, y U7 = G,
TxU = eiy0 (JGFGE™C™) QU7
v si definimos ™" = JGRGIMGIe, , y sabemos que F¥™ = g4y J se obtiene

ﬁXU = E::-:krmmﬁmfjﬂ.“"Jt: (70)
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Ecuacién de movimiento De las ecuaciones (65), (66), (67), (68) v (70),
resulta que la ecuacién de movimiento en coordenadas generalizadas es

Tk — = o o~
6
- o o
%’TT = -U™0k, it azj +7* - 0, U, (71)

4.2.2 Ecuacién de continuidad en coordenadas arbitrarias

En términos vectoriales, la ecuacién de continuidad es V-U'= 0.

ou;
V'U = E—X‘:
8 fox
= ﬁr‘(w“)
- 9y 8 [0X s
T 8XT oy \ 9y

@T[ X 5r+i¥iﬂgiJ
BX+ | y™oyt Syt Gy
™ 92Xt -, L oymox au
dXt Bymayt 9X*t Byt Gy™
dy™ 82Xt ~, B

X oyl ” Tt

o Px ool

OX Gy™ oyt oyt

Se puede usar otra vez la definicion del simbolo de Christoffel [ec.(58)], de man-
82X’ aX:.
aym (')yl = fnn ay~|

era que se tiene

Jqy™ 8xXI _, ~, AU

axt oyt ™Y Ty
m i -~ ai}!
= O + o

v.-U =

o0

— 1 prl
= TLU + P

= Ut

dada la definicién de la derivada covariante de un vector contravariante [ec.(57)]
con & = m, Entonces la ecuacién de continuidad en coordenadas arbitrarias para
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un fluido incompresible es
Fi=0 (72)

Usando el resultado de la ec.(59) y cambiando fndices resulta

%6—25 (\/555) —0. (73)

4.3 Ecuaciones en coordenadas esféricas

Las ecuaciones de transformacién para el caso de coordenadas esféricas son

X =rcosgcos A

Y = rcos¢sin X (74)
Z=rsing ,
con
yl=AyE =6,y = (75)

Entonces, haciendo los calculos, el tensor métrico (54) y su inversa (55) son:

rPcos¢® 0 0 maz 00
G = 0 0, Gl= 0 % 0 (76)
0 0 1 0 0 1
de donde se obtiene:
J=VG=r%cos¢ (77)
Los vectores covariantes son:
TISA=rCcospA ; To=¢d=r1d ; T3=T {78)
donde
X = —sin AX + cos A ¥
35 = —ging (cos MX + sin )\?) + cos qﬁz
T = cos¢ (cos AX + sin /\‘?) + sin ¢Z (79)

vy los vectores contravariantes son tales que n* = G¥ Ty,

1 A

Y W 3
n = rcosg

=2 ; p*=t

Dado que la base T, es ortogonal podemos calcular las componentes fisicas
de un vector A cualquiera

A=Aty = AP
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como las componentes A () en la direccién de los vectores unitarios 7; =
T/l =& =/ '],

A=A, = AT = AGF

por tanto la relacién entre componentes contravariantes ¥ las componentes fisi-
cas son A (i) = A" ||},

A(l)= Alrcosg , A(2) =A% | A(3)=4%. (80)

Entonces las componentes fisicas del vector veloeidad que se denotan por usual-
mente por U, V, W estdn dadas por

U=Ulrcosgp , V=U2% , W=U3
con U = dy'/dt y por tanto

Ul= 22U, U2=1v |, US=w | (81)

TCOS $

4.3.1 FEcuacién de continuidad

Reemplazando (81), usando (75) y (77) en la ecuacién de coatinuidad (73)

L2 (\/_Us) —0:

1 0 5 1 a a8
oosd [5 con gVt gt sV + g COSW}
entonces
1 ¢4 1 i20
r_"cosgbﬁU* TCOW%( 08¢V} + -5 5 5y {(r*w) =0. (82)

4.3.2 Ecuacién de movimiento

Tomando la ecuacién de movimiento en coordenadas arbitrarias {(71)

auk 1075

——  UMOE, + @RS 22 G 27 1T =0,
tenemos, usando (81),
8l _ 1 au 8l _ 18v au? _ aw
B S T 0 pr T 0 B = 5 - (83)

Para el segundo término de la ecuacién de movimiento usamos la definicién
(57} de la derivada covariante:

Gk = G [
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Luego, usamos la ec.(56) para encontrar los simbolos de Christoffel:

Usando las ecs.(78) y (79) se obtiene

TI=SA=rcosdX ; To=¢p=rp ; T3=7
8T1 = cospsin gy ~ reost Ty Zi=—tangm , Li=1r |,
%\2 = “tanqﬁTl ¥ %Ig' = —7rT3 i) %Z = %1'2 3
F=im, Fre=lr, | =0,
de donde obtenemos los simbolos de Christoffel TX = le 5o - Mediante (81) y
haciendo los cédlculos, conocemos la espresién de U U o Uk
Para el término relacionado con la presién, usando (76}
. 3
15 1 rfcosd® 0 0 85/0A 1 m{ﬁg
Foot = 0 2 0 opjod | == L% . (84)
POV p o o 1| aeper]| ° 5
La fuerza de gravedad en coordenadas esféricas es:
g=—gT3 (85)
Para la fuerza de Coriolis se utiliza que ™" = ¢innd = crmn VO =

2 COS PCremn
2&*™ 0, U, = 2r2 cos P krmn lmUn
Asimismo, sabemos, por la fig.11 que 0 =0 (cos QS{?S + sin qb?), entonces:

Q=0 , ﬁg:%ﬂcoscgb , Q3 =sing

y usando (81) y la definicién de €rmn

B, U = —2%QVtanqb+2%QW
™ U, = Z-i-QUsinq&
B0 U = —20U cos ¢ (86)
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Figura 11: El vector { en funcién de las coordenadas esféricas

Ahora, sustituyendo (83), (84), (85), (86, asf como la expresién de {7 mﬁ;’jn,
en la ecuacién de continuidad (71) resulta la ecuacién de continuidad en coor-
denadas esféricas

v UW UV _ 1.1 3

— - - — 3 2 e ——— 2
p + " " tan ¢ — 200V sin ¢ + 20W cos ¢ DT oosd AN
av  vw U . 1135
E‘f'—”‘—ﬁ"?tand)ﬂ—ZQUSlnqﬁ = —;;5&3
dw U2 4 V2 107
sk SR S = £ _
i " 20U cos ¢ oor (87)
donde
d_o5, U o va 9
dt Bt reosgBr T Ot at

4.4 Ecuaciones en coordenadas de proyeccién

Cada punto en ¢l espacio, podemos localizarlo por sus coordenadas cartesianas
(XY, 2), esféricas (), ¢, ) 6 de proyeccién (Zp,Yp, 2p). Podemos tomar ven-
taja de que conocemos las ecuaciones de conservacién en coordenadas esféricas
[ecs.(82) y {87)] para obtener dichas ecuaciones en coordenadas de proyeccién,
como se expone a continuacién. Otra forma de obtener estas ecuaciones es
partiendo de las ecs.(73) y (71) calculando el valor de los términos para la
transformacion entre (X,Y, Z) y (zp, p, 2p).

Tenemos el vector de posicién de una particula en el sistema XY Z con origen
en un modelo esférico terrestre

R=XX+YY+Z7Z (88)
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donde la ec.(74) nos da la tranformacién de coordenadas (X,Y,Z) a (A, ¢, 7).
Por otro lado, tenemos las coordenadas de proyeccién en funcién de las cuales
[ec.(12)} podemos poner a las coordenadas esféricas

$P=‘TP(A;¢) y:’y(A,(ﬁ) sz'r—R{) (89)
A=A(Zp, ¥p) ¢=¢(Iﬁayp) r=zp+ Rg . (90)

De esta manera, reemplazando la ec.(12} en la ec.{74) obtenemos la expresién
de R en términos de x,, y;, 25,

R = X (25, Up, 25) X + Y (25, Up, 2,) ¥ + Z (2, Up, 25) (91)
de donde obtenemos los vectores base asociados a las coordenadas instantdneas
Tp, Yp, Zp de proyeccidn de una particula

— R — an — SR
Xp= 3z o Yp= &, v = 5, (92)

y usando sus magnitudes

by =%l Ay = el e =zl
obtenemos los vectores unitarios
Xp = Ef ] ?p - ﬁﬁ , Xp= '}z"f

Dado que las proyecciones que se usan en modelacién atmosférica son con-
formes, preservan el éngulc entre las curvas en la esfera y por consiguiente el
dngulo de m/2 entre los vectores A y ¢ asociados a las coordenadas A, ¢, r.
Supondremos que las ccuaciones de proyeccién (89) son tales que x, y y, son
ortogonales,

Xp-¥p =0.

Dado que la ec.(90) no es facil de obtener en general, calcularemos b, By, he
usando la expresién de z,,yp, 2, en términos de A, ¢, r. Para tal propésito

usaremos los vectores base unitarios X, qb T asociados a las coordenadas esféricas

A= =2 =8
si definimos
=Ml =rcos¢ , hsy=ldll=7 , h.=|r|=1 (93}

obtenemos la base ortonormal

= A — 2o x
A—m ’ ¢_h¢ y T= 4 -

Usando &, = 8/0x}, para las derivadas parciales, la relacién entre x,,y, ¥
A, ¢ se obtiene por la regla de la cadena:

8r = 8. A0y + c’iqu@d, , 8y = 3y/\3,\ + 83,(,63(;,
Oy = Oy2Oz + rydy, . By = Byedy + Byyd,
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si aplicamos lo anterior a R obtenemos

JR _OAOR 8¢ OR _ HA ¢

X = e, " 05,0\ 02,06 85, 95,0
_OR_OAIR OOR_ A, %
e Byp  Oyp ON By, 0 Oy, Oy,
4 en forma matricial
Xp \ o O=X O:¢ ) ( A ) 94
( ¥p ) ( A By ® (54)
v de manera andloga
A iy yp ) ( Xp )
- : 95
( ¢ ) ( Bpzp  Bpyp ¥p (95)

Dado que ya conocemos el valor de Ay y by dada por la ec.(93), necesitamos
calcular las magnitudes h, ¥ hy de X,,y,. De (94) y (95) se sigue que

( 35;/\ (9x¢ ) — ( (9)\$p c%yp )_1
Oyh Oy Bozp  Opp
= 1 Oy —Oryp )
|A] —3¢,zp aw,,

donde A = G\x,0,yp — OrypOpzp y por tanto

G:A = Bpy/A
¢ = -Owy/A
Oyh = —8uz/A
o = Ohz/A

sustituyeando en (04),
(xp) _ _}_( O, —nyp)()\)
Yp IAI\ =0z, Bazp ¢
( Xp ) _ ( (Bstp) b — (Oap) s ) 5
¥p A\ —(Pszp) ha  (Orzp) by 0]

y como hg = |I%,|| y h, = ||¥p| se obtiene finalmente

he

V0w o+ (Brz) o

,—}3—! (Bs2,) b + ((Bxp) ho?. (96)

by
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Ahora, ya que conocemos h, y h, necesitamos encontrar la relacién entre
las dos bases ortonormales para lo cual usamos otra vez A = haA y ¢ = hy ¢

()= @3m)(3)

entonces resulta,

(ip )_( heX, )_( (82,2 hahz  {85,0) hohs ) 5N
Fo )T\ Bgtye )\ (8, A) hahy)  (8y,8) hohy! o |

A la matriz que aparece en el lado derecho la llamaremos Ty (X, ¢),

(T T\ _ 1 [ (Bupyhabit = (Bayp) hehy!
T = (7, T«;)—m(—(aﬁp)hmgl @y hehyt ) O

Supondremos que Ty tiene determinante positive y por tanto es una matriz de
rotacién. Ahora, a partir de que sabemos que 2, = — Ry,

Zp = OR /02, = Or/82,0R/0r = 0R/Or =1 =T

Entonces la relacién entre los vectores base unitarios est4n dados por

%y A X Rp
(3)-r00(3) - (3)-soe(3) -
Zp F Zy

donde la matriz T es una matriz de rotacién

T, T, 0
T =| Ta Ty 0 (99)
0 0 1

"S-

de manera que X, ¥, %, define un sistema derecho de ejes cartesianos indepen-
dientemente de ia forma de la proyeccidn,

P S
Xp X ¥p = Zp.

4.4.1 Vectores de posicidn, velocidad y aceleracién en coordenadas
Xp) ¥pr 2p

Sea R el vector de posicién (88) de una partfcula. Ya que no es facil obtener
la expresién (91) de R en términos de las coordenadas de proyeccién usaremos
las expresiones de la velocidad y la aceleracién en coordenadas esféricas como
punto de partida.

La velocidad de una particula est4 dada por [ec.(38)]

%:vumn (100)
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con

dX ~ dY ~ dZ-~ ~ -
V_EX+EY+ EszAw{-V(,b-I—W?

y usando (81) para coordenadas esféricas

/.\=U/rcos¢ , <,;5=V/r , r=W .

Usando la regla de la cadena podemos obtener la expresién de V en términos de
los vectores base X, ¥,,, Z, sin hacer uso explicito de las ecuaciones de proyeccion

Vv

i

=9 )

(U v W)(

Xp
={(U V W)IT' NG| ¥ (101)
Zp
donde U/ = Ay, V = h¢<,;“3, W =r y por regla de la cadena
A
@

had ) ( ha (8,0) (63,/\)h;\) zp

het B hy (82¢) (3y¢5) by 'yp
_ ((GIA)hAh;I (By)\)h;\hgl) haZp
T\ (&) heht (B hehyt )\ g,

_ (T1 Tg) hatp \ _ e et
T2 T4 h‘yyp 0 hyyp

usando (97). Ademds, para la velocidad verticsi va sabemos que r = 2z, lo que
resumimos de forma matricial, usando {99)

U L T3 O Ry Ray
Vi li={T T, 0 hyyy | =T hyy,

w 0 0 1

il

(BzA) zp + (G, N) Qp
(aﬂ?qb) “'-TP + (ay¢) é’p

I

es decir,

2p Zp

Entonces, sustituyendo en (101) y usando que TT* = |
Xy
Vo= (hetp by, 2 )TTH 3,
Zp
= haTpRp + Byy,Vp + 2,2
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de manera que
Up=haZy , Vp=hyy, , Wp=12 (102)

son las componentes de V en la base X, ¥p, Zp. Ademds tenemos

($)m(3)n(z) wew o

Usando Q x R = Qrcos ¢\ se obtiene, con (98) y (99):
A xR =Qrcosd (1%, + T3¥,) (104)
y reemplazando (102) y (104) en (100),

dR

e UpXp + Up¥p + WpZp + Qr cos ¢ (T Xp + T3¥p) - (105}

Para obtener la aceleracion podemos derivar {105) pero es mas facil usar la
ecuacion (4G}

?R  dV
bl v
7 7 +20xV+Ox (@ xR)

que, como hemos visto en la seccién 4.3, tiene la expresién

2R & Uw uv._ . <
ez - l:"a?+T—T-tan¢—2Qstn¢+2QWcos¢]A
2 -
Iigxwkm+[—I—tan¢+2QUsin¢+ng'cosgcf)]¢;
dt r T
2 2
[%——U +v —QQUcosqb——ercoszcb}?.

Para la aceleracidn vertical tenemos wy = W

duy _

dt  dt

Usando (103) obtenemos I/, V en términos de u,, u,, y derivando obtenemos la
relacidn entre derivadas temporales .

d /U d o . d
a(v)-am(7)-(emom) () nz ()

(106)

Nota: En lo que sigue despreciaremos {os términos con Q2.
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4.4.2 Ecuacién de continunidad
En las coordenadas de proyeccion, la ecuacién de continuidad es

1 8
VG 9y
donde /G y las componentes contravariantes ¢ se calculan come sigue.

De la ortogonalidad de los vectores Xp = T1, ¥p = T3, Zp = T3 se obtiene la
expresion siguiente para el tensor métrico

VGU =g

K2 0 0
G=JtJ=| 0 R 0
0 0 k2

z
de manera que VG = hzhyh,. Por otro lado, tenemos el vector velocidad

Vo= wpRp + vp¥p + wpzy
Yp Y it J

= —7i -+ hz

P h-y T2+

T3
lo que nos da las componentes contravariantes en términos de las componentes
fisicas

[l = 72 _ ¥p 773 __ Wy

U= |, U?= R o U=t

En esta forma la ecuacién de continuidad queda como sigue:

1 a a8 8
hohyh. {53; (hyhzup) + 5‘&; (hzhzvp) + 8_z,; (hzh.ywp)} =0 (107)

4.4.3 Ecuacién de movimiento

Al igual que con la ec. de continuidad, en lugar de usar la ecuacién vectorial (43)
y la expresion de cada término como funcisn de las coordenadas de proyeccién
¥ los vectores base X, §,,2,, usaremos las ecuaciones escalares de momento en
coordenadas esféricas, dadas por las ecs.(87).

Momento vertical Usando (103), {104) y r = 2p+ Ro, sabemos que /24+V7? =
uf, 4+ vg yqueU=Tu,+Thu,y V= Touy + Tyv,, lo que nos da la ecuacién
de momento vertical en coordenadas de proyeccién:

dw,  ul+ ol _ _18p,
i 20 cos ¢ (Tyu, + Tav,) = 7o ¢ (108)

Pues p, =py p, = p.
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Momento horizontal Para obtener las ecuaciones de momento horizontal en
coordenadas de proyeccion, usaremos las siguientes relaciones entre Ty, Ts, T4, 7.
De las ecuaciones siguientes

U?+v? = uf, + vf,
V = T'zup =+ T4'U'p
obtenemos
TE4+TE = T2+T2=1
TTa+ToTy = 1

y a partir del hecho de que Tj = To_l obtenemos I = T3 y 1} = T
Las ecuaciones de momento horizontal en coordenadas esféricas las escribi-
mos usando f = 2{2sin ¢ como sigue:

d /U Utamg/ -V W/U -V
a(v )22 ()2 (V) (V)
+(29Wcos¢)=_1(
0 P

Aplicando Ty en la ec.{106) y reemplazando en la ec.

i (V)-5 (5 ) en(iomesm) ;)

obtenemos las ecs. de momento horizontal en coordenadas de proyeccién. Para
esto simplifiquemos cada término como sigue,

n(y) = mm(r)=-()
n(V) = (&R0 2)(2)-()

Para calcular la aplicacién de Ty al lado derecho usamos la regla de la cadena
para transformar el gradiente de presién, asf como las ecs.(97) y (98):

g‘ll...-fj"I.-.
sty
SN’

I

nl w5 ) - TO( (8:)) hahz? (ayx)hmgl) o
o (8:0) hohz!  (8y0) hohy' Ao
,1_3_1. .1_5_.L
by ay h. 3
Finalmente, usando
U = Tup+Ts,
W = w,
ro= 2+ Ry (109)
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se obtiene

g ( up ) LTy (J\ (0:T%) +<£>(a¢frg)) ( oy >+ w,

2p + Ry
N ((Tlup+T3vp) tan ¢ +f) ( — ) +

Vp

zp + Ry

vy

)

que son las ecuaciones de momento horizontal en coordenadas de proyeecién.

4.4.4 La proyeccién estereogréfica polar

Consideremos las ecs. de proyeccién

Usando

3
i

Lol)

A
—_ sin A
¢ 2R01+sin¢ ?

QuL&’

cOo8 ¢h sin A

= 2Rerrans

- o ces ¢ oos A

¥ = I +sing
zp = ?"——Ro.

cos ¢ cos K
QR‘O Itsing ?

¥ ha =rcos¢, hy = r, se obtiene

y los valores de

Ay

hy

A= zp8syp ~ Oryplpz, = 4RZ ———
IOl T O et = A T e )

83)\ 1+sin ¢

Oyp __ cos A

dp 2Re +sin ¢
cos ¢

%\/[(&ﬁg{p) hA]z + (Oryp) "%]2 = (

2V @uza) ol 4]

(Oyzp) b2 = &

Byp = Qﬂocosfsin»\

1-+sing)r
2R,
1+singjr

2Ry

(110)

(i11)

(112)

de manera que A, = hy = h. Los elementos de la matriz Ty se obtienen mediante
{97) haciendo los calculos:

v oy _ f cosh —sinA
Ts T} \ sind  cosA
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antonces,

up \ _ [ cosh —sinA U
vp / \ sind  cosA Vv

Esta es entonces, la matriz de transformacién entre U, V, W y 2Up, Up, Wp!

up cosd —sinA 0 U
Up = sind cosA O v
wp 0 0 1 W

Ecuacion de continnidad. Usando los factores oy = hy=hyh,=1laecc
de continuidad (107) queda como sigue,

1[0 3 8 5 1]
h2 [8 (}wp) ayp (}””P} + —(9_2; (h wp)} - 0

donde h = (1 +sin¢)r/2Ry = (1 +sin¢) (2, + Ro) /2Ro. Si se usa la aprox-
imacién |z,| <« Rp se obtiene A = (1 +sing) /2 lo que reduce la ec. de con-
tinuidad a

31_ [ aap (hup) + 52; (pr)] + ot = (114)

que corresponde a la ec.(1-35) de Haltiner [3] con m = 1/h.

Ecuacién de momento. De la ec.(108) y (113) la ecuacién de momento
vertical queda como sigue '

dw, ul+v? ) 18p

_c—it_P - H — 20 cos ¢ {cos Aup + sin dzy,) = —;}: 6‘2: -3 (115)

En el caso del momento horizontal, de la misma forma se usa (113) para sustituir
los componentes de la matriz en la ec.{??). Como T} no es funcién de ¢, resulta
que 8,T¢ = 0. Ademds,

: @ ' ¢ 1 u U v
e ()4 o) () -mms (%)

donde se usé X = U/r cos ¢. Entonces, usando (109), las ecuaciones de momento
horizontal quedan como sigue

d { u wp u {cos hup + sin Avp) (sin¢g — 1) ) ( -V )
dt( P)+Zp+ﬁ'o( P)+( {zp + Ro) cos ¢ +f Up *

cos A  —sin A 20uwycosdp Yy _ 1 gip
T sind cosa 0  hp, g—;’&
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donde sélo falta sustituir las X, ¢, r por las T, Yp, Zp Segiin (110)

(cos Mup + sin Avy) (sin g — 1) TpUp — Yplip

(2, + Rp) cos ¢ "~ 2Ro(z, + Rp)’

Asi obtenemos
i ( Up + Wy Up +
dt Vp 25 + Ry Up

Zp¥p — Uplp —Up
(2R0(ZP+R0} +f) ( Up ) *

+ $hwp, (1 + sing) ( —Yp ) __ 1

RO Ip h'pp
donde
d_0, w0 wd  wd
dt 8t hbz, hdy, &k Iz
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5 Anadlisis de las ecuaciones de conservacién us-
adas por los modelos de mesoescala

Sea xyz el sistema, cartesiano asociado al plano tangente a la esfera terrestre en
un punto (A; = 0, ¢.}. Las ecuaciones de conservacién relativas a dicho sistema
y usadas por varios modelos de mesoescala ([7], {4], (1], entre otros), estdn dadas
por las ecuaciones de estado de gas ideal, de continuidad (44) y de movimiento

(45):

r = ReT {1186)
V-u = 0 {(117)

Su 1 o~
E-&-(u-V)u = —;Vp—gk—Zqu (118)

Por otro lado, tenemos las ecuaciones de proyeccién relativas al sistema
TpYpzp. Las coordenadas de proyeccién z,yp2, son coordenadas curvilineas or-
togonales legitimas para modelar la dindmica de un flujo atmosférico, pero, tal
como ocurre con la definicidn de la topografia, en los modelos de mesoescala
tales como RAMS o MMS5, las coordenadas de proyeccién se identifican con las
coordenadas cartesianas zyz relativas al plano tangente. Como mostramos en
la seccién 2.1, las coordenadas z,y,2, no coinciden con las cartesianas zyz, ex-
cepto en el origen z = y = z = 0, y las primeras sélo son una aproximacion de
las ultimas cerca del origen,

TpRT ., YpRY , LRz,

En esta forma, si en las ecuaciones de proyeccién reemplazamos XpYp2Zp DPOT
zyz obtendremos las ecuaciones de proyeccién como una aproximacién de las
e€cs.(116)-(118). Para analizar la validez de esta aproximacién consideraremos
el plano tangente al polo norte (A, = 0, ¢, = 7/2) v las ecuaciones COITaspon-
dientes a la proyeccién estereografica polar [(115), (77), (114)]. Haciendo la
aproximacién r = z, + Ry ~ Ry obtenemos de {111)-(112):

_ 1l +sing

" 2

(119)

con lo cual las ecuaciones de estado, continuidad, v fas tres de movimiento son:

Pp = Rop1p (120)
118 8 Owy,
z [5; () + (pr)] + % (121)
dup | wpup [TV, —yup Qup {1 +sindly 1 Opy 5
& R ( omg )t R = hpr (Y



du, | wpb, TV — Yy Quw, (1 +sing)z 1 8p,
—£ =———=£ (123
@ VR, T\ T TS)wt R hoy By 2
dw, ui+vZ 1+sing 1 8p,
& R + & o (yup + xv,) = _P_p%‘? g (124)
donde saberos que
2 2

1+Sin¢=1—_3§“5' con ’72=—f§r’3

dt  hdzx hoy P8z ot
Es claro que las ecuaciones de proyeccisn (120), {121), (122), (123} v (124)
son mds complicadas que las ecuaciones (116)-(118) por la presencia de coefi-
cientes variables.
Para comparar ambos conjuntos de ecuaciones consideraremos el caso en el
cual el campo de velocidades es conocido y usarermos las ecuaciones de momento
para calcular las isobaras (superficies de presién constante).

5.1 El caso de la atmdésfera hidrostdtica

En el caso m4s sencillo corresponde al de una atmésfera hidrostdtica para la
cual el campo de velocidades es cero,

0

u

Con este campo de velocidad las ecuaciones de continuidad (121) y {117) se sat-
isfacen trivialmente. Dado que estamos considerando una atmésfera isotérmica
con teraperatwra I’ la distribucion de presiér p{r,y,z) y densidad p(z,y, z)
estdn relacionadas por la ecuacidn de estado

3

p=RpeT

y reemplazando p = p/RT en la ecuacién de momento (118) se obtiene
1

que se reduce a la ecuacién escalar

10p _
M —9/RT

cuya solucién queda unfvocamente determinada dando el valor de la presién en
z2=10, p{z= 0} = py, esto es,

p(z) = poe~ 93/ "7
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5i ahora resolvemos las ecuaciones de momento (122)-(124) con p, = p,/RT,

1 Opp
o - TURT

obtenemos la solucién

Polz) = poe9/ R
y por tanto py(z) = p(z) lo que muestra que no hay diferencia alguna en usar
las ecs. exactas {116)-(118) y las de proyeccién (120)-(124).

5.2 El caso de un flujo estacionario bidimensional

En esta seccién consideraremos un flujo estacionario e incompresible, por lo que
la ecuacién de continuidad en el sistema zyz con origen en un punto arbitrario
(Ao, @p) de la superficie terrestre se reduce a la expresién conocida

V. -V=0 {125)
sujeta a la condicién de frontera
V:n Iz:z"(w,y)= 0 (126)

donde 2, (z,y) es la ec. de la superficie esférica terrestre en el sistema zyz v n
es el vector normal a dicha superficie,

zo(z,y) = —Ro+y/ RI—2?-y?
n = zX+yy+4/R% - 2% - 4% (127)

Si tenemos un campo de velocidad V que satisfaga (125)-(127) podemos
usar las ecs. de momento (exactas o de proyeccién) para obtener el correspon-
diente gradiente de presién con el cual obtendremos las ecuaciones de isobaras
correspondientes, como se verd en la siguiente seccidn.

5.2.1 Caélculo de isobaras para un campo dado de velocidades en el
sistema zyz

Sea zyz el sistema de coordenadas cartesianas asociado al plano tangente a la
esfera terrestre en el punto (A, ¢.). Consideremos la superficie isobérica sobre
la cual la presién es py. La ecuacidn cartesiana de dicha superficic cstd dada
por

p(z,y,2) = po (128)

donde p{z,y, 2) es la distribucién de presién obtenida de las ecuaciones exactas
(116)-(118). Ahora consideremos el plano P, que parte del eje z y forma un
dngulo & con el eje . ‘
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Figura 12: El plano P,

La interseccién de P, con la isobara p = py, es una curva que podemos
parametrizar con la coordenada radial £ de la siguiente forma

= £cosf
y £sind
z = fl&). (129)

Asi, estas ecuaciones son las ecuaciones parameétricas de la curva isobérica,
y por lo tanto, satisfacen la ecuacién

p(€cosd,Esind, f (£}) = py (130)
Derivando esta ecuacion obtenemos
Opdz  Opdy  dpdf(g)

I

dode T oyas oz at = O
Op gop  Opdf(§) _
':03193—z + sin —8;+Bz__d£ = 0

y despejando df (£) /d€ obtenemos la ecuacién diferencial
i (€ !
(fn’(g) = - (g—? cosd + %sm@) (gﬁ)
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cuya solucién estd sujeta a la condicién f (£ = 0) = zp, nos da las ecuaciones
paramétricas (129) de la curva isobdrica que pasa por el punto (z = 0,y = 0, zp),
¥ que tiene la ecuacién vectortal

f(§) =CcosOX+ {sinby + f(£)Z

Si se varia 8¢ € [0, 27] obtendremos la superficie isobdrica que intersecta al
eje z en el punto (x =0,y = 0, zp) sin conocer el valor py de la presién en dicha
superficie.

Sien ugar de p, consideramos la distribucién de Pp obtenida de las ecuaciones
de proyeccién {120)-{124), resultando la ecuacién diferencial

con la condicién f' (§ = 0) = 2, se obtiene la ecuacién vectorial
£'(€) = Ecos X + £sinbF + f ()2
de la curva isob4rica que resulta de la interseccion del plano Pe con la isobara

P = Po.

5.2.2 Campo de velocidades de un flujo potencial bidimensional ir-
rotacional

Otro caso interesante es el de un flujo potencial irrotacional en dos dimensiones.
Sea zyz el sistema cartesiano en el sistema de coordenadas respecto al plano
tangente a la esfera terrestre. Consideremos un plano y = yp enel que X y 2
son los vectores base,

El que un flufdo sea potencial implica que, dado un campo de velocidades
u, exista una funcién escalar ¢ tal que,

u=vVyp (132)
donde ¢ es el llamado potencial de velocidad. De la ec.(132) resulta que

G L _ %
u=go V=g (133)

Consideremos ahora un fluido irrotacional, es decir, que el vector de vortici-
dad, que se define por w = ¥ x u, donde u es la velocidad, sea cero en todos
los puntos,

Vxu=0
De (132) y la ec. de continuidad ¥V - u = 0 obtenemos

Vip =0 (134)
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La condicién de irrotacionalidad estd construfda en base a las ecuaciones de
movimiento, de manera que se puede conocer el campo de velocidades sélo con
las ecs.(132) v (134).

En las coordenadas cartesianas ¢z, la ecuacién de continuidad V - u = 0 se
puede expresar como

Gug , v _
9 Bz
Si introducimos una funcién ¢ que definimos expresamente para que cumpla
s oY

entonces, la ecuacién de continuidad se satisface trivialmente para todas las
funciones %. Ahora, la condicién de irrotacionalidad del fuido implica que

w:qu=—(%—‘£"—%§) (Ex’i') se anule

y sustituyendo la definicién de la funcién v

Py Yy o
6—52+W_vw_0

Usando las ecs.(133) y (135), las funciones ¢ y 1 estén relacionadas por

o _ o
g Bz
% _ 0%

5: = T (136)

Por otro lado, si definimos una funcién compleja F(5) como

F(s) =+ (137)

entonces, st F'(s) es analitica se debe cumplir las ecs.{136), que son justamente
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Si definimos como W{s) a la derivada de
F(s), entonces:

W(s) = ue — tw (138)

¥ si consideramos coordenadas cilindricas (R,9¢) en el mismo plano £z, definidas
por

x = Recosf
Rsinf;

™
|
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Figura 13: Coordenadas cartesianas y esféricas en el plano P

entonces,
W(s) = (ug ~ iug) e *% (139)
usando las expresiones
u = upcosf — ugsinfy
= upsinf; + ug cos e (140)

Asi, de esta manera, todos los flujos que surjan a partir de estas ecuaciones
son validas, pues se satisface la ecuacion de continuidad y la de movimiento (a
través de la restriccién de irrotacionalidad).

5.2.3 Flujo potencial bidimensional alrededor de un cilindro circular

Un flujo uniforme con direccién del eje r se puede denotar con la funcisn

F(s) = ups (141)
donde up es la magnitud de la velocidad del flujo. Por la ec.(138), dF(s)/ds =

upg = W{s) y v es cero.Se puede demostrar que el flujo a través de un par
fuente-hoyo de flujo se puede denotar por la funcién compleja:

Fis) = -‘Sf (142)

para un cilindro circular con radio R = Ry. El fiujo alrededor de un cilindro con
circulacidn se puede representar como una superposicién entre un flujo uniforme
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ec.(141) y un par fuente-hoyo de Aujo ec.(142), de manera que la funcién F(s)
queda como:

F(s) = ug (s + RTE) (143)

ya que en este caso se puede demostrar que px = upR3. Por la condicién de
frontera, sabemos que el flujo a través de la superficie R = Ry tiene que ser una
iinea de flujo y v es constante en ella, de manera que en toda esta superficie

circular la velocidad normal sea cero. Entonces en esa superficie, usando s = R
z9£

F(s)r=pr, = uo {Roe®® — Roe“w) = 2ugRg cos f;

Derivando {143) resulta

R2 2
W{S) = ug ( 20) ( _8—129) =y (619 _ %6—19) ewlB
R2 2
= g { (1 — R_O) cosfe +1 (1 + %g—) sinﬁg}e_w

de forma que
2
ug (1 — %) cos &

REN .
Uy = U ].-f-'ﬁ’i SIHGE (144)

UR

Entonces e coordenadas cartesiai.s, usando (140)

2 2
U = (1 — %) 8052 Be + U (1 + %) “112 95
= [1 + % (sin® 8, — cos® 65)] {145)

R} R}
we = U (1 - R—g) cos ¢ sin g — uy (1 + R—g) sin 0 cos 8¢
2

% sin 0¢ cos (146)

= —2u0
Usando la fig.13

cosfe = & , sinfe = fefz
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el campo de velocidades se puede reescribir
R2
u = g [1 o+ ng (sin® B — cos? 85)]
B3 _ 2R3¢
R? R4

H

Uy l:l +
2
we = wZuO% sin 8¢ cos 8,
2
= —2u0%§ (R, + 2)
Si introducimos coordenadas adimensionales

£=¢/Ry , T=2/Ry , R=R/R,

entonces

ue = uo|[1+R - 252?4] (147)

we = —2upf(1+Z)R . (148)

De manera que el campo de velocidad sobre un plano arbitrario P¢ alrededor
de un cilindre circular es

u(,2) = ue (§,2)8 +we (€,2)2
Usande ahora la fig.12,

-~

£ = cos6X + cos 8y

=2 . .
£ = T° 4+ 72 obtenemos el campo de velocidad en el sistema TYZ

u(zr,y,2) =u(z,y,2)X+v(z,y,2) ¥+ w(z,y,2)2

donde
U = ugeosd =g [1 +R - QEZE_‘IJ cos@ (149)
v = ugsinf=up[I+R - 232"1%‘4} sin 4 (150)
w o= we=—2uf(l+7) R (151)

Usando las ecs.(129) en su forma adimensional es ficil ver que V(z,y, 2)
satisface (125)-(127):

V. u=0,u+dv+dw
pero
B = B8,€Bug (£, z) cos § = cos® B¢ug (£, 2)
Byv = 8,&0:ve (€,2)5in 8 = sin® B9eu, (£, 2)

0. w 8:w£ (€, 2)

il
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por tanto
V-u=0u+dyv+ yw = Fgug (6,2) + Fwg (£,2) =0

dadas las ecs.(147) y (148). Para verificar la ecuacién de frontera (126) usamos

DZZE*F\/l—EzE s V=u5g+w€'2 ,
=2 =2 2
lo que nos da, usando R .=, (zn=¢ +(1+3%) l2=2n(z,= 1,

u-n=u55+w“/1—g=u()(1+1~2a—2'&0(1*3):5-:0

5.2.4 Comparacion de las ecuaciones de conservacion

Conocido el campo de velocidades calcularemos las isobaras para las ecuaciones
de movimiento exactas, asi como para las ecuaciones de proyeccién.

Ecunaciones de momento ”exactas”. Las ecuaciones (116)-(118) son

p = R
V-u = 0
~1V = Ei’»-T:l-+(u-V)u— Z+ 20 xu

donde &7 = O%. Entonces
T xu = 0% x (4 + 15 + ) = Q (uF — %)

Si el flujo es estacionario, tenemos du/8t = 0 lo que implica que las ecs. de
memento son

—%% = (u- V)u-—20
—%g—z = (u-V)v+2Qu
=2~ Vi
Usando
&cfmc}’fna . 31,"{":5;;’05 , 8z2=§1; (152)

e introduciendo el operador M = ugd; + we8; resulta
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(u-Vu(f,z) = (cosbuedy +sinfuedy + wed,)u (€, z)
cosfug (cos ) Oy sinfug (sinf) O 485
= ( R + R + R u (€, 2)

L 2 .2
By (cos fug O + sin 9u§3g+w585)u(£,z)

1 cosé

R Ry °
andlogamente
ind
(u-V)’U = S;;lo MUE
(u-Viw = %;ng
Asf las ecuaciones de momento quedan como sigue
—%gii = CESOGMuf — 20 sin fug
18p sin &
——Z= = ——Mue + 20 cosfu
p By Ry ¢ ¢
10p 1
I S
Entonces obtenemos la siguiente ec. diferencial
af (€) op o 2\ (op\"
L A A T b
Z Bg C8 0 + 3y sind B2
[@%QMUE — 20 sin 9u£] cos & + [i%oﬁMug + 20 cos 9u€] 521(119
- - LM’LU _ \"53)
Ry e —g

cuya solucién estd sujeta a la condicién f (€ = 0) = 23 ¥ nos da las ecuaciones
paramétricas de la curva isobérica que pasa por el punto (z =0,y = 0,2p), ¥
que tiene la ecuacién vectorial

£(£) = £ cos 6% + £sin b + f (€) 3.

Calculando las derivadas parciales en la ec.(153):

Bgug = Glu(L+R T -2F )| = 2uk (43R
g = Osluo(1+R -8R )| = 2wk (4 -F
Bewg = O ~2u0§(1+“2}}_2_4 = 2u0%§- 432—ﬁ2
Bowe = O |—2uof(1+3)F = —.‘Zuo—_gu(ﬁ2—4(1+'f)2)

(154)
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donde se usaron las ecs.(147) y (148) asf como

R = & z 1 _2=£,
O:R eV E +(1+7%) 5
8.F = liz
A
Sustituyendo (154} en (153) resulta
af (§) _ _ ucOpug +wedsu
3 ug Szwe + wezwe~Rog

udios (48 - 37) + e UE (48 - ') (155
_ue2uol—%‘a§ (1?32 _ 422) 4w52u0% (}—{2 “1a +E)2) —R:)Tq )

Ecunaciones de momento en coordenadas de proyeccién. Las ecuaciones

en coordenadas de proyeccién son las (120)-(124). Por un lado la ecuacién de
estado y la de continuidad

3
P =Rp, Ty, s [ (hup) + £ (hwp)] + %2 =0

v por otro las ecuaciones de conservacién de momento

L0 o wy (meow ) Ow(tsngy 1 0p
hp, 8z dt Ry 2R3 P Ry  hp, Oz
_ Oy dyy  wpwp Top —YUp o, + Quw, (1 +sing}x
ho, 8y dt Ro 2R3 P Ro
1 8py,  dw, ui+4vl 1+sing
__pp 5, — g o +Q Ro {yup + v} + g

donde d% =L = a% + %-‘“—563—: + %Eai +wp§;. 3i el flujo es estacionario &/8t =0y

wl

1/ 8 2 3
]I_.:H (uP§+vp§§) +'UJP$ (156)

Usando la ec.(119), asf como el campo de velocidades de las ecs (147) y

(148) en coordenadas &,z y (149)-(151) en coordenadas xyz, las ecuaciones de
conservacién de momento son

1 dppy Wyllp vy — Yy, Qup2hy
hoy Or Lu, + Re o%es + v, + R
U, — Qw,2
p 0 ¢
1 8p, w4+ 20k
ﬁ—'p: 82 H_"‘(Up - RO + E (yuP -+ :rvp) -+ g-

=1
2]



donde usaremos
Up=U , V=V , Wp=w . .

Usando !a regla de la cadena y (132) resulta

1 8 (7] 7]
Lu(f,2) = [E (ug 'H?%) +w§} u (€, 2)
1 ]
= [E (cos BugBy, +sinbuzd,) + ch?z] u (g, zj
Lo o ot s
= |5 (cos g (cos 8) 8z + sin fug (sin 6) 33-) +wedrl uig, 2)
cosd i1
= E [B—ugag+w§8;J u:.
adernds
1 /1
g (puetes et
Andlogamente -
sinf {1
IL’U = -—R‘T (Eﬂgag'f“IUgaz) :LLE
L L (Lua
W o= Ea Eu5 §+w5c95 we.
Sustituyendo en las ecs. de momento
1 8pp weug  (sinf cos P€ue — cos @ sin O,
—-Pr . osaL -
hon Bx cos Olug + cosd Ro 2R
= cosflu; + cosSlu-—ER% ~ fsinfug + Shwe2hy
1 Op, . o Welg (sin@cos f€ue — cos §sin 6Eyu,
—-——=% = sginflu; +sinf +
ho, By ¢ Ro 2R,
We, Swe2hr
= sinfLlu; +sinf—=—C + fcosfu; + ——s
ety Tlestur Ty
1 3pp g - oF =
—==—=t = Lwg — == 4 2Qh (sin 8 cos fur + cos 02 sin fug ) -+
Py Bz 3 Ro ( 3 £ 3 5) g
u2 _
= Lwg — = + 40k sin f cos 6€ue + g.

Ro

La expresién entonces, de la ec.{131)} para estas ecuaciones es

+ f) sin fug +

+f) cos Bug +



Entonces usando

Op op
(% cosf -+ By sin

=h [cos Fate + cosd

resulta

af (£)

d¢

%
Jz

+ h |sinfllue +sind
[ ¢ Ro

=]L’U)5—RD

)"

Wele

2
e

— fsinfu; +

Ro

wele

+ 40k sinfcos B—Eug +g

Quwg2hy

+ fcosfu; +

] cos @ +
ng?hﬁ

g L+ wete Ry ! + 4Qh&w; cos fsin g

Lawg ~ ufRg" + 4QhLugsinfcosf + g

} sin @

(157)

Comparacién de las isobaras Resolviendo las ecuaciones diferenciales para
§ tanto para el caso de las ecuaciones de movimiento exactas, como para las de
proyeccidu, ecs.(155) y (157}, resultan los valores para f (£) que se resumen en

la siguiente tabla

£

km

z = f{£) exacta

km

z = f(£} de proyeccidn

km

0
100
200
300
400
500
600
700
300
900
1600
1100
1200
1300
1400
1500
1600

0

—1.00298 x 10-5
~4.00714 x 10—3

~8.9981F x 10~°

—0.000159521
—0.000248362
—0.000356087
—0.000432193
—0.000626099
~0.000787151
~(.000964625
—0.001157739
—0.001365656
—0.001587493
—0.001822328
—0.002069209
—0.002327159

0

—1.50451 x 10~%

—6.0108 x 10~°
-0.00013497
—0.000239268
—0.000372498
—0.000534018
—0.00072306
—0.000938731
-0.001180026
—0.001445837
-(0.001734961
—0.002046116
—0.002377946
—0.00272904
—0.003097936
—-0.003483142

Como podemos ver, la diferencia entre las isobaras de las ecuaciones exactas
y de las de proyeccidn es casi imperceptible, del orden de uno entre un millén.
Es decir, no existe una ventaja clara en usar las ecuaciones de proyeccién en

términos numericos.
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6 Conclusiones

Como hemos visto, la mayor parte de los modelos computacionales que modelan
la atmdésfera terrestre se ven enfrentados a problemas que tienen que ver, entre
otras cosas, con el uso de proyecciones tanto en la definicién de la topografia
como en las mismas ecuaciones de conservacion,

Los procedimientos que se han seguido para la obtencién de las ecuaciones de
movimiento y de continuidad en las diferente coordenadas son diferentes que en
Ia mayoria de los textos consultados. Se intenté mantener una misma notacién
y metodologia a lo largo del trabajo, de forma que se pueda tener una idea
integral del problema en cuestién. El uso de una notacién vectoral y matricial
a lo largo del trabajo dejan mas claro los pasos que se siguieron a lo largo del
trabajo.

Los primeros dos capitulos se centraron en analizar el uso de los distintos
sisternas de coordenadas para la superficie terrestre. Encontramos la relacién
entre las coordenadas cartesianas respecto al plano tangente y las coordenadas
asociadas a una proyeccién estereografica polar.

Tal y como se demostré en los capitulos 3 y 4, al referir las ecuaciones de
conservacién a cada uno de estos dos sistemas de coordenadas, resultan ecua-
ciones distintas. Vimos c6mo las ecuaciones de proyeccién (121}, (122), (123) ¥
(124) son mas complicadas que las ecuaciones en coordenadas cartesianas (117,
(118) por la presencia de coeficientes variables.

A pesar de la mayor complejidad en los coeficientes de las ecuaciones asoci-
adas a las proyecciones, en el ultimo capitulo se mostré como, tanto en el caso
de una atmdsfera hidrostatica, como en el de un flujo potencial, la diferencia
numérica es muy pequeila entre los dos conjuntos de ecuaciones.

En este trabajo se hicieron tres planteamientos referentes al uso de proyec-
ciones en la definicién de la superficie de la Tierra,

El primer planteamiento que se hizo se refiere a la definicién de los datos de
elevacion del terreno. La informacién que proporcionan los satélites est4 defini-
da en general con respecto a un elipsoide. Al usar los sistemas de coordenadas
en base a proyecciones surge el problema de que las proyecciones solo usan in-
formacién sobre la localizacién del terreno en el elipsoide ignorando la elevacion
verdadera con respecto al plano de proyeccién.

Para identificar el plano de proyeccién solo se necesitan dos datos. Hemos
visto que se puede definir como el plano tangente al elipsoide en un puato sobre
el cual la elevacion del termino es la misma con respecto al elipsoide y el plano
de proyeccion.

Este trabajo propone una posible solucién para este problema. El hecho de
definir al plano de proyeccién como el plano tangente no implica de ninguna
manera que el sistema de coordenadas cartestano referido al plano tangente
equivalga al sistema de coordenadas basadas en la proyeccién. La primera se
refiere al espacio fisico, mientras que la segunda a un espacio abstracto que no
es el fisico. Lo que se propone es una sencilla transformacién de coordenadas
para recalcular la verdadera elevacion del terrena.



Un segundo planteamiento que se puede hacer es el del problema de la defini-
cidn correcta de un modelo esférico a partir de la forma elipsoidal de la Tierra.
La definicién de esta esfera pasa por el uso de aproximaciones, tanto en ] val-
or del radio de ésta, como de la definicién de la topografia, que est4 dada en
general con respecto a una elipse. Al usar proyecciones, se generan problemas
respecto a la definicién de los datos de elevacién del terreno respecto a un mod-
elo esférico.El uso de programas como MM5 en México implican errores hasta
de 400 km. en la elevacién del terreno,

Para solucionar este problema es necesaria una definicién precisa de la esfera
con respecto al sistema primario de referencia, de manera que se tienen que
recalcular los datos de elevacién con respecto a la esfera.

El tercer planteamiento que el trabajo ha desarrollado es el referido al uso de
proyecciones en las mismas ecuaciones de conservacién. Mediante la deduccién
de las ecuaciones de movimiento y continuidad en coordenadas generalizadas es
posible obtener éstas referidas a cualquier sistema coordenado.

De esta manera, el uso de las coordenadas de proyeccién en sf mismo es total-
mente legftimo, no menos que cualquier otro sistema de coordenadas. El prob-
lema surge cuando la mayorfa de los modelos computacionales [MM5, RAMS,
HOTMACG, ARPS, MEMO] identificana las coordenadas de proyeccién como si
se tratase de coordenadas cartesianas en e] espacio fisico.

El cédleulo del comportamiento atmosférico en coordenadas de proyeccion,
estaria entonces implicando el uso de transformaciones inversas del llamad ” es-
pacio de proyeccién” al espacio fisico. Ninguna de las documentaciones de los
modelos de Mesoescala citados, asi como autores como Haltiner reportan el uso
de esta transformacién inversa.

Las aproximaciones surgidas al identificar estas dos sistemas de coordenadas
hacen que el rango de validez de estos modelos se limite a un 4res. bastante
pequefia de 200 x 200 km. [6]. Esto contrasta con el uso que hace el Servicio
Meteoroldgico Nacional del programa MMS5 para la Republica Mexicana en una
region de 3300 x 3300 km.

Al mismo tiempo, el uso de proyecciones en las ecuaciones de movimien-
to hacen que estas sean mds complicadas por tener coeficientes variables con
repecto a las ecuaciones en coordenadas cartesianas.

Como hemos visto, a partir de la comparacién de las ecuaciones de proyeccién
y las llamadas "exactas” podemos concluir que la diferencia, en los dos casos que
contamplamos, es précticamente nula. Es decir, no hay diferencia en términos
fisicos en el uso de una u otra. Entonces la dificultad para manejar las ecuaciones
de conservacién en términos de las coordenadas de proyeccién, sumado a los
problemas de aproximacién que conlleva y que hemos analizado en este trabajo,
plantea una fuerte duda acerca de las ventajas de trabajar con ella. Es probable
que, a raiz de una inercia histérica de necesidad de usar mapas en papel, se siga
trabajando con proyecciones, en vez de usar las coordenadas en el espacio fisico.



Apéndice

A Ejemplo: ecuaciones de Haltiner

A diferencia de las ecuaciones de proyeccisn esterografica usadas anteriormente
(110), consideremos las ecuaciones de proyeccién que utiliza G. J. Haltiner [3]:

cos ¢pcos A
= ZR°1+sin<,1!>
cos ¢ sin A
o = 2Ry
2z = h (159)

que corresponde a la misma transformacién usada anteriormente, pero con una
rotacién de 7 /2 de los ejes ortogonales x,,y,. Entonces:

%az_ZRGcostin,\ @2=2R0cos_@cos/\

3 1+sir:\¢ ? g)\ 1+s._in P
B8 = —2Ry 1-c|-§n¢ ’ a?» = _2R01-f;:¢
por lo que,
A = 82,859y — OrypOst, = ARE—58
ALpOsYp AUpUsTp 0(1+sin¢)2
ademds,
1 P 2 {l+sing)r
hay = K\/[wwp} ha)” + [‘(3Ayp)h¢] = Tem
1 1+sing)r
by, = K\/[(aé%) Al + {(Bazp) ho)” = L_m.%
Y ke, = by, = k. A partir de (97):
Ty T\ _{ —sinA —cosA
™ Ty )] cosh —sinA
entonces,

up _ ~sinA —cosA U
Up N cosA  —sinA vV
U _ —sin A cos A Up
1% - ~cosA —sinA Up

Usamos estos valores de la matriz Tp en la ec.(108):

dw, ul+v2 ) 1 3p
d_tp - H — 2Qcos @ (cos Auyp + sin hp) = mgé—i - g
dw, up+vi  Q(1+sing) 1 Opp

FEEPS A T s Ul et
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|



usando T3 = T3 = —sin AU + cos AV . Esta ecuacidn es la misma que la ec.(115)
para la proyeccién (110).

En el caso del momento horizontal, sustituyendo los componentes de la ma-
triz Tp en la ec. (??), como Tp no es funcién de ¢, resulta que 8,T¢ = 0.

Ademds, como sabemos que A=U /rcos ¢,

TO/\(aaTé)(vz)=A( -1 0)(v:)=roos¢( '—'Zp)

Las ecuaciones de momento horizontal quedan como:

d ( u, Wy Up {— sin up, + cos Avy) (sing — 1) ) ( —~vy, )
= —2 +
dt(vp)+zp+Ro(vp (2 + Ro)cos § A
8
+ —sinA —cos) 0wpcong \ 1 Zi:a—i‘:
cosA —sin ) 0 T p 1 8pp
P hyp Bup
Para simplificar, usamos
{(=sindup +cosdup) (sing —1) goup — 2w,
(2p + Ry)cos ¢ 2Ry (2, + Ro)

—sinA —cosA 20w, cos ¢ — Ow l+sing ( —y,
COsA  ~—sinA 0 a R z,

S

Finalmente,

a( u, Wp Up Yplp — Tplp —Up )
dt(vp)+zp+fzo(vp TRzt Ry T, )

¥

. 1
+ Qwp (1 + sing) ( —Yp ) __1 ( Fu gx,, )
1 D
o % Po \ %y o0

Estas ecuaciones son las (1-28)-(1-30) de Haltiner 3], en las que se basan algunos
modelos de mesoescala.
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