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Introduccion

Si consideramos fenémenos como el encendido de un cerillo, la transmisién de
impulsos nerviosos a lo largo del axén de las neuronas o el bombeo de la san-
gre a través del corazén, en principic —por tener un origen tan diferente—
parecerian no tener relacién alguna. Efectivamente, en si mismos, nada com-
parten. Sin embargo, al estudiar los fenémenos mencionados y verlos, no en
sus detalles especificos sino en sus cualidades, podemos concluir algo esen-
cialmente distinto.

Empecemos por describir someramente lo que ocurre en un fendémeno
simple: el encendido de un cerillo. Dejando de lado las reacciones quimicas
subyacentes, centremos la atencidn en el proceso que conduce a la ignicidn.
Caractericemos al estado de los materiales de los que estd hecho el cerillo
antes del encendido, como de reposo. Si el cerillo se frota suavemente contra
una superficie rugosa nada ocurre; mientras que si se frota con la fuerza “ade-
cuada” puede producirse una flama. En este caso los componentes quimicos
sufren un proceso de oxidacién que dura cierto lapso de tiempo, después del
.cual las cenizas se ubican en un nuevo estado de reposo. Nétese que la va-
riable relevante para producir la flama fue la intensidad con la que se frota
el cerillo. Si ésta es muy pequefia no hay encendido, pero si es demasiado
grande habriamos destruido la cabeza del cerillo antes de producir una flama.

Por otro lado, nuestro corazén tiene como funcién bombear la sangre a
todo el cuerpo. Sin entrar en los detalles que conllevan a la descripcién de
la fisiologia del corazén o de cémo se lleva a cabo el proceso de bombeo,
consideremos al responsable de las contracciones que producen el bombeo
de la sangre: el misculo cardiaco. La contraccidn es la manifestacién ma~
croscopica y mecanica de un fendmeno cooperativo en el que participan todas
las células que forman dicho misculo. En efecto, la contraccidn misma es ia
respuesta a un estimulo eléctrico que viaja por el misculo. Bajando de esca-
la espacial y considerando como unidad a la célula cardiaca, se ha aislado y
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estudiado de manera individual 2 este tipo de células. Se ha visto que poseen
un umbral para responder 2 estimulos eléctricos. Precisemos. Si se les aplica
un estimulo por debajo del umbral, la célula no reacciona y permanece en
un estado de reposo; mientras que si el estimulo sobrepasa el umbral, inva-
riablemente la célula responde contrayéndose —como ocurre con el miisculo
cardiaco completo—. En este ejemplo, la variable que exhibe el umbral es el
voltaje, pues el estimulo toma esta forma.

Comparemos ahora las cualidades de los dos fenémenos descritos: ambos
poseen un umbral el cual tiene las caracteristicas descritas antes. De hecho,
esta propiedad es una de las que caracteriza a los asi Hamados sistemas
excitables. A partir de la siguiente descripcién quizd sea mds claro por que
aseguramos que estos dos fendmenos pueden ser clasificados en una misma
categoria.

Podemos caracterizar a los sistemas excitables a través de sus propieda-
des: poseen un estado de reposo estable, bajo un estimulo adecuado cambia
el estado del sistema v se produce una reaccién importante en él, al transcu-
rrir el tiempo el sistema regresa de nuevo a un estado de reposo. La reaccién
que se produce en el sistema provoca cambios significativos en sus propie-
dades. Los sistemas excitables —como en nuestros ejemplos— responden ante
un estimulo sélo si este sobrepasa un valor critico o umbrel. Si este valor no
se sobrepasa, no se altera el estado del sistema, si se supera notablemente el
sistema puede destruirse.

En el enfoque continuo!, los sistemas excitables pueden ser descritos por
modelos matematicos que toman la forma de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales parciales no lineales de tipo parabdélico, tipicamente son ecuaciones de
reaccion-difusion. La evidencia experimental muestra que, como respuesta
a un estimulo “apropiado”, muchos sistemas excitables, exhiben un com-
portamiento ondulatorio que se propaga a través de ellos a medida que el
tiempo transcurre. De hecho, con frecuencia se dice que el comportamiento
ondulatorio caracteriza a los sistemas excitables.

La complejidad de las ondas que pueden dar lugar los modelos ma-
temdticos de los sistemas excitables, depende de la dimensién del espacio
fisico del sistemna y recorre un amplio espectro que va desde ondes viafe-
ras de distinto tipo en dimensién uno, hasta ondas enrolladas en dimensién
tres, pasando por espirales miltiples, en dimension dos. Estos tipos de onda,
aparte de su relevancia matemaética, tienen una importante interpretacion

1Los sistemas excitables también se han estudiado usando el enfoque discreto.



fisica?.

Parte del andlisis de las ecuaciones que describen a los sistemas excitables,
consiste en determinar las condiciones bajo las cuales admiten por solucio-
nes a distinto tipo de ondas, teriendo éstas las propiedades que dictan las
evidencias experimentales.

En este trabajo revisaremos un ejemplo de un sistema excitable provenien-
te de la fisiologia celular, la transmisién de los impulsos nerviosos. Escogimos
este modelo como prototipo de medio excitable primero por que constituye
un trabajo cldsico en el campo de la biclogia tedrica. Ademads, su andlisis
en términos matematicos hace uso de herramientas para problemas més ge-
nerales y plantea otros de considerable importancia en diversas areas. Ha
permitido la aplicacién v el desarrollo de las matematicas no sdlo a otras
ciencias sino a ellza misma. La organizacién de este trabajo es la siguiente.

En el Capitulo 1 exponemos &l fendmeno fisiolégico de la transmisién de
los impulsos nerviosos a través del axén de las neuronas. Aqui hacemos una
revisién de las bases. Esta incluye: la fisiologia de la neurona ubicéndola
como la unidad funcional del sistema nerviose, hasta la exposicién de un
modelo eléctrico de la transmisién de los impulsos nerviosos.

En el Capitule 2, basindonos en el simil eléctrico, construimos el modelo
matemadtico para la descripcidn de la transmision del impulso nervioso, sobre
el que hay acuerdo es el mas sistemaiico que se haya construido para estos
fines. Nos referimos al modelo de Hodgkin-Huxley (HH) que consiste de
un sistema de cuatre ecuaciones diferenciales: una de tipo reaccién-difusién
para el potencial de membrana y tres ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden. La no linealidad de este modelo complica su estudio. Sus
propios autores hicieron un primer analisis quiza no muy amplic en términos
matemdticos. Sin embargo, el estudio sistemdtico de la dindmica ondula-
toria contenida en él se empezd a desarrollar en versiones méas simples del
original que aun contienen las principales caracteristicas de éste. Las que se
consideran més importantes fueron las propuestas por FitzHugh y Nagumo,
contenidas en la parte final de este capitulo.

En el Capitulo 3 empezamos el andlisis de los modelos planteados antes,
considerando una de sus simplificaciones: el modelo de Nagumo, que consiste
de una sola ecuacién de reaccidn-difusion. El estudio se basa en la eviden-

2Efectivamente, las ondas en medios excitables pueden representar desde un potencial
de accién en el caso de la conduccién nerviosa o el frente de la onda de concentracién de
sustancias quimnicas en las reacciones de Belusov-Zhabotinsky.
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cia de que el potencial de accién, a medida que se propaga por el axén (un
medio unidimensional), lo hace con velocidad constante y conservando su
forma. Estas caracteristicas, permiten identificarlo matemdaticamente como
una solucidén de tipo onde vigjera unidimensional, cumpliendo determinadas
condiciones de frontera. Averiguar las condiciones bajo las cuales la ecuacién
de reaccién-difusién admite soluciones de este tipo Heva a investigar las con-
diciones para las cuales un sistema autdénomo de dos ecuaciones diferenciales
tiene cierto tipo de treyectorias heteroclinicas. En este capitulo se hace un es-
tudio exhaustive sobre la existencia de ondas viajeras en esta simplificacién.
Algunas de ellas tienen las propiedades cualitativas del impulso eléctrico que
viaja por el axén.

El Capitulo 4 lo dedicamos a bosquejar los problemas matemaéticos que
aparecen en el estudio de la dindmica de tipo onda viajera para un modelo
que podemos ublcar como el siguiente grado de complejidad después del de
Nagumo: el modelo de FitzHugh-Nagumo. Este consiste de dos ecuaciones
diferenciales parciales: una para el potencial y otra para la variable de recu-
peracion. El estudio de existencia de soluciones de tipo onda viajera se lleva
a estudiar la dindmica de un sistema auténomo de tres ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, al variar los pardmetros involucrados. La trayectoria del
sistema que seria consistente con la propagacion del impulso es ahora una
trayectoria homoclinica. Se dan razonamientos de plausibilidad sobre la exis-
tencia —para un cierto juego de pardmetros— de una trayectoria homoclinica
“simple”®. Los problemas de existencia que originan estas ecuaciones se han
estudiado desde varios puntos de vista, para lo cual se han usado y desarro-
Hado herramientas matemdticas adecuadas. Al final del capitulo se hace una
breve descripcion de éstas.

Con el Capitulo 5 concluye este trabajo. Pretendimos que fuese, ademds
de cualitativo y ofreciera al lector una visién de conjunto sobre el tema de
este trabajo: dindmica ondulatoria en sisternas excitables. Asi, describimos
brevemente otros sistemas excitables {el misculo cardiaco, las reacciones de
Belusov-Zhabotinsky) destacando la importancia que en ellos tiene la propa-
gacidén de ondas. Este capitulo concluye con una lista —seguro no exhaustiva—
de las distintas herramientas matematicas que se han usado para estudiar
a los sistemas excitables, asi como el enunciado de algunos problemas que
podrian ser continuacién de este acercamiento a los sistemnas excitables.

3Existe también evidencia de la existencia de trayectorias homoclinicas “no simples™,
correspondientes a pulsos miiltiples



A fin de hacer mas agil la lectura de este trabajo optamos por dejar pa-
ra los apéndices la exposicién de algunos resultados usados y otros aspectos
técnicos. Quisiéramos ademds mencionar que la bibliografia que utilizamos
—citada al final de este trabajo— la hemos dividido en consultada y de referen-
ecia, en esta iltima el lector interesado podrd encontrar més detalles de los
temas particulares pues nosotros sélo hicimos un breve estudio de la misma.

Como comentario final, diremos que st bien este trabajo es principalmente
de revisién, en la medida de lo posible, se incorporaron algunas cuestiones
con estilo v caracteristicas propias.



Capitulo 1

La transmision de los impulsos
nerviosos

1.1 Introduccién

Diariamente nuestro cuerpo realiza gran cantidad y diversidad de actividades
y funciones. Las hay de locomocién: nos movemos, caminamos, corremos.
Las hay de percepcidn, los sentidos son parte fundamental de nuestra co-
municacion con el exterior: vemos, olemos, oimos, percibimos la textura de
los objetos que tocamos o los cambios de temperatura. Muchas de las ac-
tividades que realiza nuestro cuerpo, son conscientes, pero también las hay
inconscientes. Algunas se llevan a cabo rdpidamente, otras son més lentas.
Otras tantas, son respuesta a estimulos tanto del medio, como de nuestro
propio cuerpo. El latir del corazén o la respiracién, son dos ejemplos de
actividades que siempre estdn presentes.

Para la realizacién de cada una de las funciones recién mencionadas, es
necesaria la participacién coordinada de diversas partes del cuerpo humano.
Estas incluyen un amplio espectro de escalas espaciales, de estructuras y
complejidades; desde una sola célula hasta sistemas completos, pasando por
los distintos 6rganos que constituyen nuestro cuerpo.

No obstante esta diversidad, todas las actividades y funciones que rea-
liza nuestro cuerpo, son coordinadas y ordenadas por un par de sistemas
directores: el sistema nervioso (SN) y el sistema endocrino (SE).

A diferencia del SN que coordina las respuestas ripidas a estimulos ex-
ternos, el SE controla la respuesta lentas y de mas largo plazo a estimulos
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internos. Para ello usa sefiales quimicas. El SE es una coleccién de glandulas
que secretan mensajes quimicos, llamados hormonas. Estas sefiales pasan a
la sangre y a través de ella llegan a su érgano objetivo el cual tiene células
que poseen: los receptores apropiados.

Las actividades de ambos, el SN y el SE, estdn coordinadas ¢ integradas.

Dado que en este trabajo pretendemos estudiar, desde la perspectiva ma-
temdtica, los aspectos basicos de la forma como se realiza la comunicacién en
¢l SN, serd mé4s bien este sistema nuestro objeto de trabajo. Asi, este primer
capitulo estd dedicado a exponer los aspectos bésicos ~tanto de la fisiologia
como de la fisica— de la transmisién de los impulsos nerviosos. Empezamos
haciendo una breve descripcién del sistema nervioso para después centrar
nuestra atencién en la unidad funcional de éste: la neuronc. Haremos una
exposicién de su fisiologia y de sus caracteristicas electroquimicas, pues son
éstas las que hacen posible la transmisién de sefiales en el organismo. Para
esto describimos un modelo fisico de la nenrona sobre cuya base se han desa-
rrollado teorias completas para la descripcién del fendmeno de la conduccion -
nerviosa. Este desarrollo nos permitird introducir un concepto que sinteti-
za y también caracteriza, el comportamiento cualitativo de las neuronas: la
excitebilidad.

1.2 EIl sistema nervioso

Los animales multicelulares, por ser individuos que se auforegulan, tienen
que registrar continuamente las variables internas de su organismo a fin de
mantenerlas dentro de un cierto nivel “permitido”. En condiciones normales,
de detectarse alguna desviacién peligrosa, €l cuerpo respondeinmediatamen-
te. También, registra y responde a los mds variados estimulos externos.
Como ya lo mencionamos, el sistema nervioso coordina esta diversidad de
actividades y funciones. A lo largo de toda esta seccién hemos seguido como
referencias principales a: [1], [49] y [68].

1.2.1 Sus funciones
Las funciones basicas del sistema nervioso son:

1. Recepcién. Los receptores son las partes. del sistema nervioso que
perciben los cambios en los medios internos o externos al cuerpo. Los
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registros de entrada pueden ser de formas muy variadas, por ejemplo:
la presién, el gusto, el sonido, la luz, el pH en la sangre, los niveles
hormonales, etc., y son convertidas en sehales que se envian al cerebro
o a la médula espinall.

2. Integracién. La informacién de entrada se procesa en los centros
sensoriales del cerebro o de la columna vertebral, asi se genera una
respuesta.

3. Generacién de respuesta. La respuesta de salida, es una seiial que
se transmite a los érganos, que pueden convertirla en alguna forma
de accién: movimientos, cambios en el ritmo cardiaco, liberacién de
hormonas, etc. Los misculos y las gldndulas, son ejemplos de érganos
de generacién de resphiesta.

Las tres funciones mencionadas, caracterizan a todo proceso de comunica-
cion. Determinar, para el caso del SN, qué tipo de informacién se transmite,
quién o quiénes lo hacen y cudles son los mecanismos subyacentes, resultaron
grandes problemas cientificos.

Ahora se sabe que la transferencia de informacién en el SN es a través
de las neuronas y que el mecanismo subyacente no es de tipo difusivo si-
no eléctrico. De hecho, un célculo sencillo muestra. que si la difusién fuese
el mecanismo responsable, se necesitarian hasta décadas para que la infor-
macién se trasladara un metro de distancia (véase [8]). Luego, son sefiales
eléctricas por medio de las cuales se da la transferencia de informacién entre
las células del SN. En efecto, son las propiedades electroquimicas de éstas las
que hacen posible el funcionamiento del SN. Pero antes de adentrarnos en la
fisiologia y las propiedades de las neuronas, hagdmos una breve —suficiente
para nuestros fines— descripcidn de este sistema director.

1.2.2 Las partes que lo constituyen
Dicho de forma esquemadtica, el SN consiste del:

1. Sistema Nervioso Central {(SNC). El calificativo “central” le viene
por que estd formado por células que se agrupan en ganglios o centros que
estdn conectados. La agregacién de las células nerviosas en ganglios, ests
asociada con la complejidad de Ia respuesta que puede producir el sistema.

1Ver seccién siguiente
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El SNC estd compuesto por el cerebro y la médula espinal; amhos estan
rodeados de tejido y liquido y protegidos por huesos: el crdneo y la columna
vertebral, respectivamente.

o El cerebro. El cerebro estd compuesto de tres partes: los hemisferios
cerebrales, el cerebelo y la médula oblonga.

— Hemisferios cerebrales. Es aqui donde se coordinan la inteli-
gencia y el razonamiento, el aprendizaje y la. memoria. Son dos
1os hemisferios: el derecho y el izquierdo conectados por el cuerpo
calloso. Los hemisferios est4n cubiertos por una capa delgada (de
1 a 4 mm.) de materia gris: la corteza cerebral. Los pliegues
dividen a la corteza en cuatro 16bulos: occipital, temporal, pa-
rietal y frontal. Aunque ninguno funciona de forma separada, la
mayoria de las funciones de los 16bulos ha sido determinada. El
occipital recibe y procesa la informacién visual; el ternporal recibe
las senales auditivas, procesa. el lenjuaje; el parietal procesa infor-
macién del tacto, el sabor, la presién arterial, el dolor, el calor y
el frfo; el frontal la actividad motora e integracién de la actividad
museular, el habla y procesos del pensamiento.

— Cerebelo. Sus funciones incluyen la coordinacién motriz fina, el
movimiento del cuerpo, la postura y el balance.

— Médula oblonga. Es la mds cercana a la médula espinal y esta
involucrada con la regulacién de los latidos del corazdn, la respi-
racién, la presién sanguinea. También regula los centros reflejo
para el vmito, la tos, el estornudo, la masticacién y el hipo.

e La médula espinal. La médula espinal corre por el lado dorsal del
cuerpo v lo liga con el cerebro. En los vertebrados, la médula espi-
nal esta encerrada en el hueco que deja el arreglo de las vértebras que
forman la columna vertebral. La médula estd formada por la llamada
materia gris v la materia blanca que la rodea esta hecha de un haz de
fibras nerviosas interneuronales® que actuan como rutas. Unas suben
trayendo mensajes al cerebro; mientras que otras bajan levando in-
formacién de éste. La médula espinal también estd involucrada en los
reflejos en los cuales no interviene el cerebro de forma inmediata.

2Ver més adelante
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2. Sistema Nervioso Periférico (SNP). Este conecta al SNC con tejidos
y 6rganos (por ejemplo, los sensoriales) del cuerpo y lo hace a través de
nervios®. Estos a su vez estdn formados por agregados de neuronas. El
SNP lo constituyen todos los nervios del cuerpo y su funcién depende de
dénde a donde estén conectados. Por ejemplo, los nervios espinales conducen
informacién desde la médula espinal hacia el SNC.

El SNP contiene neuronas aferentes (sensoriales) que llevan informacién
hacia el SNC o neuronas eferentes {motoras) que llevan informacién hacia
musculos o glindulas. En el SNP hay dos tipos de rutas motoras: las
sométicas y las autdnomas. Para su estudio se suele separarlo:

e Sistema Nervioso Somaético (SNS). Este incluye todos los nervios
que controlan el sistema muscular y a los receptores sensoriales exter-
nos. Los érganos de los sentidos externos (en los que se incluye la piel)
son receptores. Las fibras musculares y las glandulas son efectores.

Los arcos reflejos son reacciones auiomaéticas e involuntarias a un esti-
mulo. Dentro de éstos se incluyen el control del didmetro de las pupilas
en los ojos de los vertebrados o el hipo.

e Sistema Nervioso Auténomo (SNA). Consiste de neuronas moto-
ras que controlan los érganos internos sobre los que no tenemos con-
trol consciente como los misculos del corazén, misculos blandos del
estémago, préstata, el ttero, eteétera.

Las neuronas del SNA no llegan de forma directa (como si lo hacen
las del SNS) a sus objetivos sino que se conectan a neuronas motoras
secundarias las cuales, a su vez, estimulan el 6rgano objetivo.

E1 SNA tiene dos subsistemas: el nervioso simpético y el parasimpético,
cada uno de los cuales opera de forma opuesta. Ambos estimulan los
mismos 6rganos y su actuar opuesto es a fin de mantener la homeostésis.
Por ejemplo, cuando nos espantamos, el primero hace que el corazén
palpite més rdpido; mientras que el parasimpético revierte el efecto.

En general, los sistemas nerviosos consisten de células nerviosas interrela-
cionadas formando una complicada red nerviosa. Una idea de lo complicado

3Un nervio est4 compuesto de axénes {en la siguiente seccién se describe esta parte de
la. neurona) agrupados y por vasos sanguineos. La imagen que uno se puede hacer de un
nervio es la de un grueso cable en cuyo interior corren muchos cables de menor didmetro:
éstos son los axdnes.
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que puede ser ésta, la da el nimero de células que lo constituyen. Los huma-
nos tenemos alrededor de 10'? neuronas y cada una puede estar conectada
con otras 10°.

A través de la comunicacién entre estos componentes se lleva a cabo la
coordinacién de las diversas funciones vitales.

1.3 La fisiologia de las neuronas

Antes de exporer la fisiologfa de la neurona conviene hacer una breve revisién
de lo que sin duda es una de las contribuciones mas importantes a la fisiologfa
del siglo XX. Nos referimos al descubrimiento de que la neurona era la unidad
funcional del sistema nervioso.

1.3.1 Las neuronas de Don Ramoén

Fue el fisidlogo espaiiol Santiago Ramoén y Cajal quien se dio cuenta de que
las neuronas eran las células constituyentes del SN. Por su trabajo recibié el
premio Nobel de Fisiologia 0 Medicina en 1906, que compartid con el italiano
Camillo Golgi, quien inventé la técnica gracias a la que Ramén y Cajal pudo
realizar sus experimentos.

A pesar de haber compartido el premio, tenian ideas opuestas sobre la
estructura del SN. En particular Cajal no estaba de acuerdo con el punto de
vista de Golgi, quien sostenia que el SN estaba constituido por un continuo
de tejidos. Por su parte, Cajal crefa que mis bien estaba hecho de billones
de células nerviosas separadas, que después fueron llamadas neurcnas, por
Waldeyer. Es decir, uno crefa que la red nerviosa era un extenso filamento de
nervios y el segundo sostenia que estd constituida por células individuales,
aunque muy proximas.

Golgi desarrollé un método Namado impregnacion de plata, que permitia
identificar pequenas secciones de tejido. El método de Golgi resulté ser una
aportacién fundamental pues hasta antes de ella la principal dificultad para
estudiar el SN era que bajo el microscdpio aparecia como una enorme masa
muy enredada de filamentos. Su técnica permite colorear secciones del tejido
y de esta manera aislarlos ficilmente. Cajal empez6 a usar dicha técnica casi
catorce afios después de que fue desarrollada por Golgi.

El estudio de Cajal sobre el SN se inicié cuando ilustraba un tratado de
técnicas histolégicas que escribid su padre. Asi fue como se dié cuenta de que
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los métodos para estudiar el tejido nervioso no eran adecuados. Descubrid
la técnica que Golgi habia inventado gracias a un colega médico. A partir de
entonces comenzod un asombroso trabajo de investigacion y descubrimiento.
Gracias a lo que observaba en las preparaciones que obtuvo, a sus originales
ideas y a su impecable técnica de ilustracién, aporté una descripcién de la
organizacion de las células nerviosas del SNC y del SNP de varias especies
de animales, tanto de su estructura como de sus funciones. Ademds, estable-
cié que las células nerviosas estaban polarizadas y que recibian informacién
de otras gracias a su estructura. También estudié la retina, el cerebelo, la
medula espinal, asi como la regeneracién de las fibras nerviosas periféricas,
la reaccion del SN a lesiones y el desarrollo del SN en la fase embrionaria.
Sin embargo, su aportacién fundamental fué la idea de que el sistema nervio-
so estaba constituido por células nerviosas individuales, que eventualmente
concluyé en que la unidad bésica del SN era la neurona.

Se considera que su obra central es: Teztura del Sistema Nervioso del
Hombre y los Vertebrados {1894-1904), su traduccién al francés fue la que
permitié conocer su trabajo. Este libro contiene la mayor parte de sus des-
cubrimientos: los fundamentos de la neuroanatomia moderna. Incluye una
detallada descripeién de la organizacién del SN de muchas especies de anima-
les. Este tratado estd enteramente ilustrado por el propio Santiago Ramén
y Cajal.

A pesar de que Golgi no interpreté correctamente la estructura del SN
—incluso sostenia tener la prueba en sus preparaciones para demostrar su
conjetura-, su trabajo fué también fundamental, no sélo inventé la herra-
mienta a través de la que Cajal hizo sus fundamentales observaciones, tam-
bién contribuyé en describir otros tipos de células y estudié las funciones de
la médula espinal.

Otro error conceptual de Golgi fué que consideré a las dendritas? como
elementos nutritivos para las neuronas y no las relacionaba con la conduccién
de impulsos nerviosos. A pesar de esto, sus contribuciones cientificas fueron
muy importantes. Razén por la cual ya habia sido nominado para el premio
nobel desde 1901 {afio en que se otorgd el primer premio) pero fué hasta 1906
que lo recibi6 (aito en el que por primera vez se compartia un Nobel).

La decisién de otorgar el premio Nobel conjunto no fué sencilla y tuvo
importantes opositores. Sin embargo, finalmente gracias a un extenso andlisis
de cada uno de los candidatos se llegé a la conclusién de que el asombroso

4Véase la Seccién 1.3.2.
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trabajo de Cajal no hubiera sido posible sin la téenica de Golgi, por lo que era
imposible valorar més alguno de los dos. Sin embargo, las palabras de uno
de los miebros de la Academia Sueca de Ciencias —quienes en ese entonces
seleccionaban a los ganadores— hace evidente la importancia de la aportacién
de Cajal:

...Cajal ha construido casi el marco completo de nuestra es-
tructura de pensamiento, al que otros menos afortunados han
hecho sus contribuciones, y lo seguirdn haciendo. (Holmgren,
1906).

1.3.2 Sus partes y funciones

Las dimensiones de una neurona cambian, no solo de individuo a individuo,
sino que también dependen de su localizacién (y fancién) en el cuerpo (véase
1a Pigura 1.1). Aunque de tamalosy {ormas diferentes, todas las neuronas -
tienen tres partes fundamentales®:

e Cuerpo celular o soma. Este contiene al nicleo, a las mitocondrias
vy a otros organelos propios de células eucaricntes.

e Dendritas. Son ramificaciones que, originadas en el cuerpo celular,
reciben informacién de otras células para transmitirla a éste.

e Axén. Es una fibra nerviosa que conduce el mensaje hacia afuera del
cuerpo celular. Como toda célula, la neurona, estd cublerta por una
membrana, donde como veremos, se realizan fendmenos electroquimicos
fundamentales para la conduccién nerviosa.

El axén puede ser visto como una dendrita con pocas ramificaciones.

Debido a la estructura de las neuronas, éstas pueden estar conectadas a
otras a través de una red nerviosa constituida por los axones y las dendritas.
El axén puede estar unido a una o varias neuronas, corn una fibra muscular
o con otros tipos de células.

5Es precisc sefialar que la descripeién que aqui ofrecemos sobre la fisiclogia de las
neuronas ¢s muy general, ya que existen células nerviosas que no tienen axén y otras no
ticnen dendritas. Fay evidencia incluso de que algunos axones no conducen impulsos o
que algunos sistemas dendriticos tiene la capacidad de hacerlo {véase [55]).



1.3 La fisiologia de las neuronas 15

Figura 1.1: Esquema de diversas neuronas, es su mayoria son ilustraciones
de Ramoén y Cajal. Figura tomada de [46].

Los puntos de contacto entre dos neuronas se llaman sinapsis, que no es
una unién fisica, se trata de la existencia de sustancias electroquimicas que
hacen posible la transmisién de una sefial de una neurona a otra.

Las regiones que conforman una neurona son especificas y cada una de
ellas realiza funciones también especificas en el proceso de comunicacién.
Conviene entonces identificar al mecanismo bésico en términos funcionales
como sigue:

¢ Region de entrada. Es el drea de la neurona que estd en contacto
sindptico con otras y por la cual entra la informacién; normalmente
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consiste de dendritas y quizds alguna regién de la superficie del soma
de la neurona.

s Regién de conduccidn. Esta consiste del axdn, el cual, como mencio-
namos, usualmente termina en finas ramas que hacen contacto sindp-
tico con otras células. El tamafio de axén puede variar pero es posible
incluso que exceda a un metro.

Es importante hacer notar que la comunicacién que se transmite a lo
largo del ax6n es de un tipo muy particular: solo se da en un sentido
v lo que se transmite son sefiales que producirin una respuesta de
tipo binario, es decir, una neurona sélo puede o no responder a una
sefial, y si lo hace la respuesta no lleva informacién sobre el estimulo
que la provocé inicialmente. En este sentido, aunque nos hemos hecho
la imagen de un nervio en términos de un cable®, el modo en que la
informacién se transmite no es de ninguna forma como en un cable
comiin ¥y corriente. . L

no funciona como un cable usual que habiamos planteado

» Region de salida. La forman las ramas terminales del axon. En esta
regién es donde usualmente se secreta una sustancia quimica llamada
neurotransmisor, secrecién de la cual depende que continue o no el
proceso. Puede verse esta secrecién como una sefial.

En la regién de salida, la siguiente neurona (o cada una de las que consti-
tuyan esta regién) recibe a su vez esta sefial, que transmitiré o no de acuerdo
con el resultado de la integracion” de los estimulos de cada neurona a la que
estd conectada. Realizari esta transmisién a la llegada de un estimulo sélo
ai éste de nuevo estimula la secrecién de un neurotransmisor. Después, los
neurotransmisores se combinan con receptores de las siguientes neuronas o
incluso de membranas musculares.

Funcionalmente hablando, 1as neuronas se clasifican en los siguientes tres
gripos:

1. Motoras. Tienen axon large v dendrifas cortas. Estas transmiten
mensajes del SNC a los miisculos o a las glandulas.

5Ver pie de pagina 3.
7La integracién se refiere a la manera e1i la que las sefiales sindpticas se combinan y se
transmiten en los drboles dendriticos y el cuerpo celular.
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2. Sensoriales. Normalmente tienen dendritas largas y axén corto y
llevan los mensajes de los receptores sensoriales al SNC.

3. Interneuronas. Estas se encuentran sélo en el SNC donde conectan
una neurons con otra.

Sin embargo en términos generales se tiene que las sefiales nerviosas son
conducidas a lo largo del axén, y podemos decir que son los axones los prin-
cipales responsables de la transmisién de informacion entre los diferentes
puntos del SN. Para tener una idea clara de cémo se lieva a cabo el pro-
ceso de la transmisidn de los impulsos neuronales, requeriremos hacer mis
precisas las propiedades del axén.

1.3.3 La membrana del axén

La superficie de una célule ne es une simple demarcacién pasiva,
stno una parte compleja y esenciel de la organizacion celular. Es
una parte viva ¥y movil de la célula.

E. Just, The Biology of the cell surface, 1939.

El axén, por ser parte de una célula, estd cubierto por una membrana.
Las caracteristicas de ésta son las principales responsables de la transmisién
de informacidén en el SN. En esta seccidn precisaremos de qué manera se lleva
a cabo dicha transmisién.

La membrana del axdn tiene la propiedad de ser selectivamente permea-
ble, es decir, permite el paso de algunos materiales e impide el paso de otros.
La permeabilidad se da en los dos sentidos, es decir, de afuera hacia adentro
y de adentro hacia afuera.

La permeabilidad no tendria mayor importancia, si no fuera por el tipo
de material que alberga en su interior el axdén y aquél que se encuentra en
su exterior. Dicho material estd constituido —entre otras cosas— por una
solucién de sales cuyos componentes principales son iones. De éstos, son' tres
los principales: los iones de sodio, Na*, de potasio, K, y de cloro, Cl~. La
notacién anterior hace explicito de qué manera estdn cargadas eléctricamente
las distintas sustancias. Asi, Na™ significa que se ha retirado un electrén de
su composicion neutra.

Por ser iones cargados lo que fluye a través de la membrana del axén,
la permeabilidad se vuelve un mecanismo muy importante. Precisemos, en
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condiciones de reposo, dentro y fuera de la célula existe una concentracién
especifica de los diversos iones. Como la membrana es permeable, los iones
pueden fluir hacia dentro o hacia fuera de la célula, lo que provoca que
cambien sus concentraciones en ambos lados de dicha membrana. Asi, la
permeabilidad de la membrana le confiere propiedades eléctricas al axodn,
pues el flujo provocado por €l cambio en las concentraciones de iones cargados
genera una corriente eléctrica®.

El flujo de iones cargados a través de la membrana celular, no se da en
cualquier lugar, estd restringido a sitios especificos llamados canales, que
estén esparcidos por la superficie de la membrana. Existen varios tipos de
canales (uno especifico para cada ion). Estos se abren y cierran de acuerdo
a su conformacién de proteinas y lo hacer en respuesta a condiciones locales
que precisaremos més adelante.

Las concentraciones de los iones también cambian por mecanismos que
bombean iones dentro y fuera de la membrana. La funcién de éstas bombas
quimicas es uno -de los procesos fundamentales de la célula, pues al estable-
cer y mantener diferencias de concentracién a través de la membrana celular,
ésta puede controlar su volumen. Estas bombas son de hecho vitales para la
célula, pues debido a que la membrana no es capaz de resistir una diferen-
cia de presién causada por concentraciones intracelulares muy grandes, si no
tuviera un mecanismo (la permeabilidad) que controle su volumen, podria
explotar.

Como veremos, lo interesante es a lo que puede dar lugar este movimiento
de iones cargados. Para entenderlo mejor requeriremos de ciertos conceptos
v leyes de electricidad. Para su presentacion, haremos un pequeilo paréntesis
después del cual, retomaremos el tema principal de este capitulo.

1.4 EI modelo eléctrico de la neurona

La descripcién de cémo se lleva a cabo la transmisién de los impulsos neuro-
nales a través de un modelo eléctrico (del cual surge el modelo matemdtico
que mds adelante se deduce y analiza), constituye una de las aportaciones
més importantes que se han hecho a la biologfa tedrica.

8M4s adelante se precisa este concepto.
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1.4.1 Los conceptos y leyes béasicas

El campo y el potencial eléctricos

La interaccidon mecdnica entre dos masas, m, ¥ m», se manifiesta a través
de la fuerza de atraccion entre ellas y estd dada por la ley de Gravitacidn
Universal. A diferencia de la interaccién gravitatoria, la interaccién eléctrica
entre dos cargas, q1 y ¢z, puede ser de atraccién o de repulsién dependiendo
del signo que tengan: es de atraccién si tienen signos opuestos; mientras que
la fuerza es de repulsion, si su signo es el mismo. La magnitud de una fuerza
eléctrica la da la ley de Coulomb.

De forma andloga a como una masa crea su propio campo gravitacional,
también lo hacen las cargas eléctricas al generar su campo eléctrico. Este se
manifiesta cuando queremos mover una carga eléctrica en la zona del campo
eléctrico preducido por otra. Si el signo de la carga que se pretende mover
coincide con el signo de la primera, serd mds diffcil la tarea; mientras que si
sus signos son opuestos, la tarea se facilita.

No importande cudl sea su origen, hay dos conceptos importantes aso-
ciados con una fuerza: trabajo v energia. Cuando las fuerzas involucradas
son eléctricas, estos dos conceptos nos llevan a otro, el potencial eléctrico.
Para introducirlo, consideremos dos cargas. Para mover una de las dos, es
necesaria la realizacién de un trabajo (en el sentido que se le da en Fisica a
esta palabra).

El potencial eléctrico es la energia potencial por unidad de carga, esto
es, una medida del trabajo necesario para trasladar una carga eléctrica en
presencia de el campo eléctrico generado por otra.

Supongamos que lo que tenemos es un conjunto de cargas y queremos
determinar el trabajo que se necesitaria “gastar” para mover otra hasta un
punte P, en presencia del campo eléctrico generado por todas ellas. Una
medida de ello es el potencial eléctrico evaluado en el punto P, cuyo valor es
la suma de los potenciales parciales en ese mismo punto. Sin embargo, aqui
aparece el siguiente problema. jDesde qué “punto de referencia” traemos a
la carga para colocarla exactamente en P? Esto nos habla de que el potencial
eléctrico en si mismo no es una cantidad absoluta, sino que est4 referido a
“puntos o niveles de referencia”. En tal caso, en realidad el potencial es mis
bien una diferencia de dos potenciales. A saber:

(ei potencial asignado al punto P ) — (el potencial asignado al punto de referencia).
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De esta manera, de lo que se habla es de la diferencia de potencicl entre dos
puntos. A la diferencia de potencial se le llama tambien voltaze.

Con frecuencia suele tomarse como “punto de referencia” el “infinito” y
se conviene asignarle a este “punto” el potencial cero.

Los conductores y los aislantes

Desde el punto de vista eléctrico una primera divisién de los materiales puede
ser: conductores v aislantes. En un conductor, las cargas pueden moverse
mas o menos libremente; mientras que en un aislante las cargas no fluyen.

Empecemos por describir un dispositivo eléctrico importante para nues-
tros fines. Esta lo forman dos placas conductoras separadas por el vacio o
por un aislante. A este arreglo se llama condensador o capacitor.

A medida que avancemos iremos relacionando estos conceptos con el
fenémeno eléctrico que ocurre en el axén y su membrana. Por ejempio,
segtin lo hemos dicho; los medios internos y externos de la membrana, .estan
formados por particulas cargadas que fluyen de un lado hacia el otro, esto es,
tales medios son conductores. Luego, echando mano del dispositivo eléctrico
descrito lineas atrés, podemos identificar a la membrana del axén como un
condensador, pues estd constituida por una capa molecular que separa dos
medios conductores.

Como hay un flujo de particulas cargadas a través de la membrana, una
de las variables que nos proveerd de informacion importante es el potencial
eléctrico de la membrana. Lo que nos interesard estudiar son los cambios
en este potencial (véase la Seccién 1.5). Para este fin necesitaremos conocer
oiros conceptos.

La capacitancia

Para poder hacer el movimiento de cargas de un conductor a otro es nece-
saria energia, ésta se almacena en el condensador. ;Pero qué tanta energia
puede almacenar un condensador?, jcudl es su capacidad de almacenar?. Se
introduce la simple pero descriptiva palabra capacitancia, para caracterizar
a la capacidad de almacenar energia de un condensador. Para su evalua-
cién, supongamos dos conductores neutros separados por un condensador.
Ademds supongamos un proceso en el que se llevan pequefias cantidades de
carga de un conductor a otro. A medida que se van acumulando cargas en
uno de los conductores se establece una diferencia de potencial, v, entre éstos.
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Si se traslada una carga g y como resultado se establece una diferencia de
potencial v, entonces el cociente ¢/v mide la capacitancia y la denotaremos
por C. Por tanto

c=1

v
Para el caso de la membrana, el proceso explicito mediante el cual se
Hlevan cargas de un lado a otro de aquélla, se precisara en la Seccidn 1.5.1.
Ahi la energia que se requiere es energia metabdlica. Sin embargo, lo que
podemos adelantar es que a la membrana también se le puede asociar una
capacitancia. De manera que la razén de la carga que pasa a través de la
membrana y el voltaje que es necesario para sostener esa carga, es la capaci-

tancia eléctrica de la membrana y la denotaremos como: C,,.

La corriente eléctrica

Cuando las cargas fluyen en un conductor se produce una corriente elée-
trice. Para introducir la definicién de corriente, que denotaremos por 7,
consideremos un medio conductor dentro de un cilindro, en el que circulan
cargas bajo la influencia de un campo eléctrico.

Si en el punto z consideramos una seccién tranversal de drea A y nos
fijamos en la cantidad de carga q que cruza esa seccién tranversal en un
lapso de duracién h, entonces la corriente o intensidad media estars dada
por:

gt +h) —q(t)

Imed = h )

Véase la Figura 1.2.

AN o u - o
*-— — = ¢ 2

Figura 1.2: Esquema de un flujo de corriente.
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Si ahora queremos calcular la corriente instantdnea, ésta se obtiene cal-
culando el limite {cuando 1a duracién del intervalo de tiempo tiende a cero)
de 1a corriente media. Luego

= (¢ + h) — af?)

I(t) - }}%Imed == 11 [ 3 dt, (11)
por lo que la carga neta que cruza la seccién transversal durante un tiempo
t es simplemente

qm=£3@@.

La direcci6n del flujo se establece usualmente por convencion. En el caso
de 1a membrana, la consideraremos posmva cuando iones positivos Auyen del
interior al extenor-

La resistencia y conductividad
A pesar de que un conductor permite el movimiento de cargas a través de él,
en realidad estos materiales presentan cierta oposicién®, cierta resistencia a
dicho movimiento. Se introduce una magnitud que la cuantifica. Esta es la
resistencia elécirice, R, de un conductor y es la razén entre la diferencia de
potencial v —medida entre sus extremos— y la corriente que pasa por él, es
decirt?
¥

R="Z. 12)

La resistencia de un conductor depende de su tamafio, geometria y com-
posicién quimica. Por lo tanto, la resistencia eléctrica es una caracteristica
asociada a un conductor que nos permite distinguir a uno de otro.

Un conductor cuya funcién sea proporcionar determinada resistencia, se
llama resistor. Precisemos, como cada conductor tiene una resistencia aso-
ciada resultard que, dependiendo del valor que tome la razén (1.2), algunos

9Esto es claro en conductores de los que estdn hechos algunos electrodomésticos como
la plancha, pues esa resistencia se manifiesta como energia calorifica gracias a Ia cual es
posible planchar.

100uando 1a relacién entre el volizje v y la corriente I es de proporcionalidad —siendo
la resistencia la constante de proporcionalidad— se dice que el material es ¢hmico. Sin
embargo, la realidad es més complicada y més bien ocurre que la relacidn entre v e ITes
no lineal.
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permiten el flujo de particulas cargadas y que mds bien otros la impiden.
Si para determinado objetivo requerimos una resistencia especifica, usamos
aquél conductor que la posea.

En nuestro contexto, la resistencia de la membrana reside en los canales
i6nicos, pues estos componentes de la membrana celular impiden el flujo de
ciertas particulas cargadas pero, de acuerdo a su composicién, permiten el
paso de otras. Como hay varios canales iénicos involucrados, usando conside-
raciones que precisaremos mds adelante, la resistencia de la membrana serd
la suma de las contribuciones que hagan cada uno de ellos. Si la calculamos
en términos de valores conocidos para un axén dado, encontraremos que esta
resistencia es muy grande, equivalente a la de uno de los mejores aislantes,
un alambre de cobre.

Asociada a las resistencia, hay una variable que es importante. Nos re-
ferimos a la conductividad. Esta suele representarse como g v su valor es el
inverso multiplicativo de la resistencia.

Volvamos brevemente a nuestro problema. Por sus caracteristicas geo-
métricas y sus propiedades eléctricas podemos considerar al axén como un
cable cilindrico, que contiene dentro un medio conductor. La corriente viaja
por el fluido y puede escaparse a través de la membrana porosa, es decir,
comno si el cable estuviera recubierto por un aislante defectuoso de modo que
permite a la carga salir por diversos puntos.

A fin de establecer de forma apropiada nuestra analogia, dividamos al
axdén en muchos segmentos muy pequefios. En cada una de estas secciones
podemos hablar de la resistencia y la capacidad del axén por unidad de 4rea,
de membrana. En cada uno de estos segmentos se llevaran a cabo diversos
procesos, que se describiran a través de un modelo eléctrico.

Continuemos con la presentacién de las herramientas que nos permitirdn
compreder lo que pasa globalmente.

Las leyes de Ohm y Faraday

Las leyes que aqui exponemos y que se pueden expresar matematicamente,
relacionan a algunos de los conceptos que hemos introducido anteriormente.
Estas son:

1. Ley de Ohm: El voltaje a través de un resistor es proporcional a la
corriente a través de éste y el factor de proporcionalidad es la resistencia
R. Luego v = RI, la que al usar la conductividad toma la forma
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v=-, 1.3)
p (

2. Ley de Faraday: El voltaje a través de un capacitor es proporcmnai a
la carga eléctrica siendo el factor de proporcionalidad 2 o+ bor tanto

o) =12, (14)

Esto quiere decir que si se aplica una diferencia de potencial v a través
de un capacitor, se genera sobre los conductores que forman el capaci-
tor, una cantidad de carga g(t), que es proporcional a la diferencia de
potencial.

1.4.2 Sobre circuitos eléctricos

La construccién del modelo eléctrico de la neurona hace necesaria la intro-
duccién de las leyes basicas que rigen a los circuitos eléctricos.

Un cireuito elétrico es un arreglo cerrado de elementos eléctricos cada uno
de los cuales son conductores.

Para que una corriente eléctrica fluya en un circuito, se necesita una
fuente de energia. Un ejemplo de fuente es una bateria.

Cuando se estudia un circuito eléctrico, es comin hablar de nedos y de
ramas. Un nodo es un punto donde dos o méis caminos conductores que
forman el circuito se unen; en ese punto no se puede crear ni almacenar
carga. Una rama es cualquier trayectoria del circuito gque comienza en un
nodo y termina en otro.

No importando cual sea la geometria de un circuito eléctrico, para esta-
blecer su dindmica, ademds de las leyes y conceptos que hemos presentado
antes, se echa mano de leyes de cardcter general como la conservacién de la
carga y de la energia. La forma particular que éstas toman en el contexto
que nos ocupa, son las asi Hamadas Leyes de Kirchoff. Estas son:

1. Ley de los voltajes. El voltaje total en cualquier ciclo cerrado en
un circuito es cero es decir, la suma de las diferencias de potencial a lo
largo del camino conductor cerrado es cero.

2. Ley de las corrientes. La corriente total en cualquier nodo del cir-
culto es cero.
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Los diagramas a través de los que se representan los elementos de circuito
eléctrico que utilizaremos, son otro ingrediente importante.

Figura 1.3: Una resistencia. Figura 1.4: Un capacitor.

Una bateria se suele denotar del siguiente modo. No lo definimos por que
para nuestros fines serd considerada s6lo como una fuente de voltaje.

Figura 1.5: Una baterfa, £.

El inductor .

Otro de los elementos de un circuito eléctrico que usaremos, es el inductor.
La corriente que pasa a través de él induce un campo magnético!! que crea
un voltaje. Como en el caso del capacitor, el inductor almacena energia en
el campo eléctrico que generan los conductores que lo forman, pero en este
£aso es en el campo magnético que rodea a sus conductores. El inductor se
caracteriza por su inductencia.

El voltaje que crea el inductor con la velocidad instantdnea de cambio de
la corriente, estin relacionadas de la siguiente manera:

dr
donde L es la inductancia.
A la constante L se le llama inductancia. Se suele usar el simbolo w5
para referirse a un inductor.
Cuando un circuito contiene un inductor y un capacitor, la energia alma-

cenada dentro del circuito puede oscilar entre ellos.

1Una carga eléctrica en movimiento, genera un campo magnético, el cual ejerce una
fuerza magnética sobre otras cargas en movimiento, por ejeraplo en un conductor.
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cierto suministro de epergia. Estos son denominados procesos activos, como
el que desarrollado por la bomba Na — K. Es una de los bombas quimicas
que mencionamos atras.

Los dos procesos recien citados, provocan cambios en el potencial de re-
poso de la membrana. Mds precisamente, provocan una despolarizacion de
ésta, situacién que no se da bajo régimen de potencial de reposo, entonces
se dice que la membrana estd polarizada. Lo que hemos dicho aqui, puede
caracterizarse asi: una reduccidén en la diferencia de potencial que hay entre
ambos lados de la membrana de la célula, mientras que una hiperpolarizacién
es un aumento en el potencial.

La Figura 1.7 ilustra el proceso.

depolaizacion iones de sodic
: bombeadas hacks el inferior
membana polarizoda e ia membranc
L R R R IR A o+ F R
%w T S

rre

LR R RS RE R EE RS

@)

fiugo e depolaizocion
6“&;&‘-& -k b e
reeerlef R
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Figura 1.7: Proceso de bombeo de los icnes.

Hay dos tipos significativos de eambios en el potencial: los locales y los
de accidn. Los primeros se originan en la superficie de una célula o en una
sinapsis. Las amplitudes de los potenciales locales estdn en relacion directa
con la amplitud del estimulo, se extienden lentamente y disminuyen al ir
aumentando la distancia desde donde se originaron.
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Como una sola neurona recibe estimulos de distintas sinapsis v en este
proceso hay varios potenciales involucrados, entonces sélo si la integracién
produce una despolarizacién suficiente, se origina un potencial de accién. Al
valor que debe alcanzarse para que se produzca el potencial de accidn, se le
llama. umbral.

Sin embargo, si esto ocurre, la dnica informacidn que se transmite es que
la célula se ha activado pero no se conserva informacién sobre la naturaleza
de los impulsos recibidos inicialmente.

El potencial de accién (el impulso neuronal) aparece por que al despolari-
zarse la membrana, aumenta su permeabilidad’® al NgT, entonces entra Not
y asi el potencial de membrana v aumenta. Después comienza a disminuir la
permeabilidad al Na* y la permeabilidad al K+ aumenta. Los iones de K+
empiezan a fluir ripidamente hacia el exterior.

Hay entonces una carga positiva en exceso en el exterior, ésta atrae a
los iones negativos del interior. Algunos iones negativos pasan al exterior,
reduciendo el exceso en carga positiva, pero sin eliminarlo completamente.

En consecuencia v desciende de nuevo de valor. Finalmente, se activa
una bomba quimica, —la bomba Na — K— en la membrana que elimina el
exceso de Nat e introduce K. Asi se recuperan concentraciones cercanas a,
las que habia inicialmente.

Estos cambios en el potencial, funcionan como una seifial eléctrica que
estimula la realizacidén de ciertos eventos quimicos.

El potencial de accidn es lo que constituye la sefial nerviosa. Sus propieda-
des le permiten transportar informacién eficientemente: puede llegar muy
lejos en muy poco tiempo, se autopropaga y se autodetiene.

Se autopropaga debido a que los cambios en el potencial de la membrana
y en las concentraciones de iones provocan también una despolarizacién en
las regiones adyacentes de la fibra nerviosa. Avanza cuando los potenciales
locales suben por encima del umbral. Ademss, se auto-detiene porque los
iones vuelven a las concentraciones originales y la membrana es inmune a
nuevos estimulos durante un cierto intervalo de tiempo. Este intervalo se
llama periode refractario.

Segiin las evidencias experimentales, el potencial de accién tiene las propie-
dades cualitativas que se ilustran en la Figura 1.8. Los fisiélogos suelen reco-

1%ue la membrana sea més permeable a un ion que a otro significa que una misma
diferencia de potencial producird un flujo mucho mayor de los iones a los que es mds
permeable.
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nocer cuatro fases en el potencial de accién: ascenso, excitacidn, refraccién
y recuperacién. Cada una de éstas identificada en la figura a través de las
letras A, B,C y D, respectivamente. En la fase de ascenso, un estimulo —por
arriba del umbral- causa un aumento rapido de v. Después de la fase de
excitacién, v disminiye lentamente cuando la permeabilidad al Kt aumenta.
Como mencionamos, en el periodo refractario cualquier estimulo adicional no
provoca un cambio en v. Después v recupera su estado de reposo gracias a
la. bomba Na — K.

+40
mY

-0

Tasegt B et J
Figura 1.8: El impulso nervioso o potencial de accién.

La velocidad de propagacién del potencial de accién es constante: del
orden de 1 a 100 metros por segundo. (Ver Tabla 2.1)

La excitabilidad de las neuronas estd dada porque las neuronas propa-
gardn una seal sélo si la despolarizaci6n alcanza un nivel critico. Hay un
ambral eléctrico de excitacién. La sefial se propagara a lo largo de la fibra
nerviosa vy se regresara al estado original una vez que se haya recuperado la
permeabilidad original- N

Entonces, las caracterfsticas de la membrana hacen que las neuronas sean
un ejemplo tipico de células excitables: si se le aplica una corriente suficien-
temente fuerte, el potencial de la membrana experimenta un potencial de
accidn v luego regresa al reposo.

Podemos incluso clasificar a las células como excitables y no excitables.
Las células cuyo potencial de equilibrio cambia si se les aplica una corriente
por un periodo corto de tiempo pei:o regresa directamente a su valor de
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equilibrio después de que se deja de aplicar la corriente, son no excitables.
Un ejemplo de éstas son las células epiteliales. Mientras que a las células
excitables si se les aplica una corriente lo suficientemente grande (por arriba
de cierto umbral), el potencial de membrana aumenta considerablemente
(potencial de accién) pero después disminuye hasta regresar a su estado de
reposo. Ijemplos de este tipo de células son las que forman el miisculo
cardiaco’®, las musculares, etcétera.

Las neuronas no son las tinicas células que usan el potencial de membrana
como una senal, las células musculares por ejemplo, controlan a través de
estas sefales, la contraccién muscular.

La distribucién espacio-temporal del potencial de accién a lo largo de la
membrana es una sefial, por medio de ésta la comunicacién neuronal se lleva
a cabo. Las variaciones en su estructura y disposicién estdn asociadas con
diferentes funciones de las sefiales.

16Ver Capitulo 5.



Capitulo 2

Los modelos continuos de la
conduccion nerviosa

2.1 Introduccién

Sin duda alguna, la primer teoria matematica sistematica de la transmisién de
los impulsos neuronales, fué la reportada en 1952 por Alan Hodgkin, Andrew
Huxley y Bernard Katz. Sus estudios los realizaron y de hecho, éstos fueron
las bases experimentales de su teoria, en el axén gigante del calamar Loligo,
cuyas celulas nerviosas poseen un didmetro axonal de 0.5 mm y una longuitud
de alrededor de 5 cm. Recibe el calificativo de “gigante” debido a sus poco
usuales dimensiones en estos sistemas, éstas permiten el registro del voltaje
por medio de microelectrodos.

En este capftulo exponemos la deduccién de los modelos mateméaticos
sobre los cuales hay acuerdo de que har jugado un papel importante en los
esfuerzos por entender, explicar y describir el fenémeno de la conduccién
nerviosa. Trataremos de enfatizar las premisas que los sustentan.

Nuestra presentacién empieza deduciendo el llamado modelo de Hodgkin-
Huxley. Enseguida se presenta una simplificacién importante de éste, que
no s6lo captura las principales caracterfsticas cualitativas del fendmeno de
conduccién nerviosa, sino que hace mds simple su andlisis: el modelo de
FitzHugh-Nagumo.

Hemos escogido el modelo para la conduccién nerviosa como prototipo
de sistema excitable primero, por la inegable importancia que tiene en si
mismo y después, por que una parte importante de los métodos de analisis
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y resultados que de €l se obtienen, se pueden extender a otros sistemas que,
no importando su origen, exhiben una dindmica similar.

2.2 La generalidad de Hodgkin y Huxley

Fué hasta que se supo que la membrana celular era permeable a diferentes
tipos de iones cargados, que se considerd la importancia de ésta. Muchos
intentos fueron realizados para explicar el papel del potencial de accién er la
propagacién de sefiales en el SN antes de que Hodgkin y Huxley desarrollaran
el primer modelo de la propagacién de una sefal eléctrica lo largo del axén a
través del estudio de la dindmica de las corrientes i6nicas que lo generan. Su
trabajo, tanto experimental como tedrico, los hizo merecedores junto con el
fisislogo de origen australiano John C. Eccles, del Premio Nobel de Fisiologia
o Medicina 1963.

2.2.1 Algunos antecedentes

Podemos decir que ya desde 1902 se habia observado (Bernstein) que la
permeabilidad de Ia membrana cambiaba debido al potencial de accién.

En 1921 un bidlogo de apellido Young descubrié que los axones de las
neuronas en una variedad de calamares eran, relativamente hablando, muy
largos y gruesos, lo que facilitaba la experimentacién. Este descubrimiento
hizo que este animal se convirtiera en el material favorito para quienes hacian
investigacién experimental sobre la conduccién nerviosa.

Por su parte, desde 1937, durante una estancia posdoctoral en Estados
Unidos, Hodgkin, junto con Cole y Curtis de Columbia, ya trabajaban inten-
tando medir el potencial de accidn, v, a través de la perforacién de un tinel
en ¢l axdn gigante de Loligo.

Para 1940 Cole y Curtis ya tenian evidencia de que la permeabilidad
de la membrana si experimentaba diversos cambios cuando tenia lugar un
potencial de accién. Sin embargo, no contaban con una forma directa de
medir los efectos de la permeabilidad en el potencial de membrana. Fueron
Cole y Marmont quienes, alrededor de 1947, formalizaron la técnica que
permitia medir directamente la corriente total en la membrana a través de
microelectrodos (véase la Seccién 2.2.3).

Hodgkin regresé en 1948 con el grupo de Cole para aprender dicha técnica.
Fl afio siguiente, Hodgkin y Bernard Katz trabajando ya en el Laboratorio
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de Ciencias Marinas en Plymouth, Inglaterra, usaron la técnica de Cole y
Marmont para encontrar que el cambio en la permeabilidad del sodio era el
responsable de la despolarizacién y la consecuente aparicién del potencial de
accidn [32].

Para finales de 1949 Hodgkin, Huxley y Katz ya tenian claro el efecto
de los cambios en la permeabilidad de la membrana al sodio v el proceso
de despolarizacién. Aplicaron la técnica para hacer registros de los flujos de
lones sujetos a distintos voltajes, esto les permitié identificar la contribucién
de cada tipo de ion. Se dieron cuenta que los cambios en la permeabilidad
para distintos jones afectaba el valor de v cuando el tiempo transcurria.

Finalmente sus observaciones las reportaron en una serie de articulos que
aparecieron en el Journal of Physiology ([34}, [35], [36], [37]) donde ya es-
tablecian como los cambios en la permeabilidad afectaban v. Su publicacidn
se retrasé debido a que los avances tecnoldgicos de la época no permitie-
ron avanzar rapidamente con el andlisis numérico del sistema de ecuaciones
asociado (véase la Seccién 2.2.4).

Su trabajo consistié de varias partes. Primero, usando la técumica de
fijacién de voltaje realizaron diversos experimentos, basados en sus obser-
vaciones propusieron el modelo matemético y finalmente llevaron a cabo el
andlisis numérico. Uno de los resultados més impresionantes que obtuvieron
con su modelo es el de la aproximacién de la velocidad de propagacidn de los
impulisos, que en los experimento resulta de 21.2 m /seg y en la aproximacién
numérica fué de 18.8 m/seg [18]. A fin de tener una idea del tipo de valo-
res que tiene la velocidad en distinto tipo de fibras, en la Tabla 2.1 hemos
reportado algunos.

El modelo que propusieron los fisiélogos ingleses es sin duda uno de los
mds importante en biologia tedrica, refleja de manera bastante aproximada
las caracteristicas cualitativas de los impulsos eléctricos que se propagan en
el ax6én. Sin embargo, debido a la no linealidad de su modelo, tuvieron que
pasar varjos afios para que se conociera la riqueza no sélo matematica de
éste.

En la literatura uno encuentra que el crédito se otorga principalmente
a Hodgkin y Huxley por que Katz sélo colaboré en la primera parte de las
investigaciones (Ver {33]).
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Tejido excitable Velocidad {m/seg)

Fibras nerviosas mielinadast

Didmetro de 16 — 20 mpu 100-120
Dismetro de 10 — 12mpu 60-70
Diametro de 4 —6mp 30-50

Fibras nerviosas no mielinadas

Didmetro de 3 — 5mp 15-20
Fibras musculares 6
Musculo cardiaco 0.5

Tabla 2.1: Velocidades de propagacién en algunos nervios y miisculos [486].

2.2.2 Los experimentos

Puede decirse que una de las aportaciones més importantes de Hodgkin y
Huxley fué reconocer que la membrana en reposo €s diferenciadamente per-
meable a diversos iones. En particular, ellos notaron que es casi impermeable
al Na+, algo permeable al K+ y bastante permeable al Ci™.

Ademds notaron que, como resultado de la despolarizacidn, cambia esta
permeabilidad: aumenta la permeabilidad al K+ pero la permeabilidad al
Nat aumenta con mayor rapidez . Después comienza a disminuir la per-
meabilidad al Na* y los iones de K+ empiezan 2 fluir rdpidemente hacia el
exterior (Ver Seccién 1.5.1).

Después de varios experimentos, tenian bien identificados estos procesos,
por lo que determinaron que los elementos principales en su modelo serian
los iones de potasio K* y de sodio Na*.

I Muchas fibras merviosas estan cubiertas con un material lipido llamado miefina.
Tsta capa aumenta la resistencia de la membrana por un factor de 100 y disminuye
la capacitancia en el mismo factor.
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Gracias a los experimentos realizados, Hodgkin y Huxley fueron capaces
de reconocer los mecanismos principales que dan lugar a la propagacién de
un potencial de accién, con base en ellos, establecieron que:

e El cambio del potencial de membrana v es la variable fundamental del
proceso,

» Los cambios en el potencial de membrana se deben a la permeabilidad
de la membrana a los diversos iones,

e Los cambios en la permeabilidad estdn gobernados, a su vez, por el
voltaje 2.

Considerando entonces las propiedades de permeabilidad de la membrana
del ax6n como elemento fundamental y por sus caracteristicas (actia como un
capacitor) eléctricas, su comportamiento puede ser modelado con un cireuito
eléctrico. Luego, al usar los conceptos y leyes introducidos en el Capitulo 1
podemos expresar su dindmica en términos matemdticos. Esto lo haremos
paulatinamente tratando de reflejar la logica (no necesariamente los detalles
especificos) que siguieron los fisiélogos ingleses.

2.2.3 Fijacién del voltaje

Para modelar una membrana axonal como un circuito eléctrico se refieren a
un elemento de membrana de dimensiones pequefias y se considera al axén
como un cable cilindrico, cuyo micleo es conductor y la cubierta es un aislante
defectuoso. (Ver Seccién 1.4)

Para fines de la modelacién matemética conviene primero pensar en peque-
nas “porciones” de membrana. Como lo hicieron Hodgkin y Huxley, se usa
la técnica experimental de fijacidn del voltaje?, las variables relevantes solo
cambiarén con el tiempo por lo que, al usar las leyes que rigen 2 los circuitos
eléctricos, tendremos que la dindmica de aquéllas se expresars en términos de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Ahora bien, el tejido completo consiste
de un continuo de estos parches acoplados espacialmente por lo que si ahora
se prescinde de la fijacion del voltaje, las variables cambiarin su valor no sélo
con ¢l tiempo, sino de punto a punto. Como veremos més adelante, en este
caso la dindmica de la transmisién del impulso nevioso se hace en términos
de ecuaciones diferenciales parciales.

2Véase més adelante.
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Primero nos referiremos a un pedazo pequefic de membrana de dimen-
siones tal que el potencial pueda ser considerado constante a lo largo de la
membrana. Fsto que matematicamente se enuncia en una frase, por tratarse
de un sistema que en si mismo es pequefio, tiene complicaciones experimenta-
les para hacerla real. Como ya lo adelantamos, los fisidlogos ingleses usaron
la técnica experimental conocida como fijacién del voltaje. Este método per-
mite medir la corriente en la membrana de modo uniforme espacialmente,
esta corriente es generada por un electrodo.

La técnica misma consiste en extirpar el axén de la célula nerviosa y
vaciar su contenido, para controlar la corriente se introduce un conductor
metalico (un alambre delgado de plata, que reemplazard el citoplasma) en
el ax6n hueco, este produce baja resistencia axial y por lo tanto elimina los
gradientes de voltaje a lo largo de la longuitud del axén. Luego, se aplica
un voltaje constante simultdneamente a lo largo de su longitud. Bajo estas
conc!iciones, el potencial de membrana s6lo es funcién del tiempo.

2.2.4 El modelo

Nos referiremos primero al modelo eléctrico de la neurona o més especificamen-
te, de una membrana con un canal iénico. Requeriremos los conceptos y leyes
expuestos en la Seccién 1.4. Ademds, usaremos la ecuacién que describe a
un mecanismo que abre y cierra, también llamado de activacidn-inhibicidn.

Que el potencial de membrana sea sélo funcién del tiempo, implica supo-
ner que el voltaje se aplica al axén de modo que las variables dependan sélo
del tiempo por lo que podemos escribir:

g = qlt) (2.1a)
I = I() {2.1b)
= o(t). (2.1¢)

Luego, todos los puntos en el interior del axén estdn al mismo voltaje en
cualquier instante v la carga no se movers longitudinalmente.

Normalmente los modelos eléctricos de la membrana celular estaban ba-
sados en la ecuacién de Nerst, que determina el potencial de membrana a
partir de las concentraciones i6nicas cerca de ésta. Sin embargo, el trabajo
de Hodgkin y Huxley difiere de esto en que ellos escribieron una ecuacion
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para cada una de las corrientes idnicas relevantes.
Modelo eléctrico con un canal idnico

Deduciremos primero el modelo correspondiente al caso en que solo hay
un canal como lo ilustra la Figura 2.1.

T Exterior —L
| -7

Figura 2.1: Modelo eléctrico con un canal iénico.

El circuito consta de un capacitor (con capacitancia C) el cual representa
la impermeabilidad al ion: acumula la carga cuando la membrana es imper-
meable a este ion. Cuando el canal se abre, hay una resistencia al flujo de
iones, que se representa en el circuito a través de un resistor.

De la ley de Faraday (1.4) se tiene que,

= gt} = Cuoft).

Si calculamos la derivada respecto a t en ambos lados de Ia Gltima igual-
dad obtenemos

dg  _dv

dt dt’
ademés tenemos que en un circuito eléctrico de este tipo, la corriente generada
por el ion, I, (t), estd dada por,

in(t) = %0 2.2)
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De donde, usando las leyes de Kirchhoff, la suma de la corriente total en
el circuito (corriente capacitiva y corriente generada por el ion) legamos a,

dv
CEt- + Lon(t) = 0. (2.3)

Modelo del proceso activacién-inhibicién

Este tipo de proceso también se llama de dos estados, supone que existe
un canal que puede estar cerrado C o abierto A. También supone que la
tasa de conversién de un estado a otro depende del voltaje, segin lo ilustra
el siguiente diagrama

. a(z)
- c= A
B(v)

Si p = p(t) es la proporcién de canales que al tiempo t estdn abiertos,
entonces 1 — p(t) es la proporcién de los que estén cerrados en ese mismo
instante. En términos probabilisticos a y @ tienen la siguiente Interpretacion:
o es la probabilidad de que, estando cerrado, se abra; mientras que £ mide
la probabilidad de que estando abierto, se cierre. Por lo que la velocidad
instantanea de cambio de p es:

® _ o)1 - ) - . (2.4

Ecuacién para la corriente

Haciendo uso de lo que hemos expuesto, podemos ahora plantear la po-
mera ecuacién del sistema de Hodgkin y Huxley. Esta corresponde a la
corriente I{t) que, como hemos mencionado, cambia sujeta a las propiedades
de permeabilidad de la membrana.

El modelo eléctrico formulado por estos cientificos, considera tres tipos
de canales idnicos: de sodio, potasio y al resto de los iones que, estando
presentes, su efecto no es tan relevante por lo que los asociaron en una sola
categoria iénica: de dispersién. La Figura 2.2 ilustra el modelo eléctrico de
Hodgkin y Huxley.
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I
Na IK 1L 1
l%RNal R, l%kl Em ‘D
1

Figura 2.2: Modelo eléctrico considerado por Hodgkin y Huxiey.

La corriente I(t) puede ser generada por una despolarizacion local respec-
to al estado de reposo, es debida a estos tres tipos de iones que pasan a través
-de la membrana y a la contribucién del potencial de la membrana influida
por la contribucién de la capacitancia (permeabilidad) de la membrana.

Si en la ecuacién (2.3) que es vélida en general, le damos a las variables
que ahi aparecen la interpretacién apropiada, tenemos

dv
Om-c't—t- + I(t) =0, (25)

donde ', es la capacitancia de la membrana, v es el potencial de membrana,
medido con respecto al potencial de reposo (v = E — Ey,) v la corriente T )
es debida al movimiento de los tres tipos de iones a través de Ja membrana,
por lo que®:

1) = Ina(t) + Ik (t) + IL(2), (2.6)

donde In,, Ix y Iy son las corrientes de sodio, potasio ¥ de dispersién,
respectivamente.

Las corrientes Iy, e Ix son independientes, lo que estd sustentado en
el hecho de que cada uno de los iones correspondientes se mueven a-través
de diferentes canales. A su vez, estas corrientes estdn relacionadas con el
potencial de membrana segin lo establece la Ley de Ohm (1.3), por lo que:

La expresién para I surge porque como a través de la membrana del axén pasan
diversos tipos de iones, requerimos considerar un circuito eléctrico con varios elementos
en paralelo, en este caso ia corriente total es igual a la suma de corrientes en cada rama,
y el voltaje a través de cada rama es la misma (Leyes de Kirckoff). Ver Seccién 1.4.2



42 Los modelos continuos de la conduccion nerviosa

ING. = 93\':;(?} - 'UNa) (278‘)
Ix = gi(v—uvk) (2.7b)
IL = gr (’U - 'UL), (276)

donde vn,, Vg ¥ vz Tepresenta la parte del potencial de membrana en reposo
que se debe a las contribuciones de los iones Na¥, K¥ y L. Son los potenciales
de equilibrio respectivos. Las conductancias gx,gwe ¥ gr representan la
resistencia a cada uno de los flujos i6nicos a través de la membrana.

Para entender mas su efecto consideremos, por ejemplo, que en reposo la
membrana es mas permeable al K, entonces v se acerca a vg. Si gx decrece
¥ gne Crece, entonces v tenderia a vx,. que es positiva, 1o que despolariza la
membrana.

(Como hernos mencionado en ei Capitulo 1, por convencién se tomard
que la direccién positiva para la corriente de la membrana I(t) sea hacia el
exterior del axén.

Hodgkin v Huxley pensaron primero en escribir una ecuacién diferencial
para gx. Sin embargo, debido a que sus resultados experimentales mostraban
que esta conductancia tenia un aumento sigmoidal y un decrecimiento ex-
ponencial, determinaron escribir a gx como potencia de una nueva variable,
que Hamaron n.

Los datos experimentales sugerfan ademds que habia otros dos procesos
relevantes interviniendo, uno que activa la corriente de sodio y uno que la
desactiva.

Después de numerosos experimentos determinaron entonces tres nuevas
variables, que pueden interpretarse comno concentraciones de proteinas que
actiian para abrir o cerrar los poros por los que pasan los tones. Estas tres
variables corresponden a los procesos de activacién (m) e inhibicién (k) del
sodio v a la activacién del potasio (n). Estos procesos son paralelos aunque
se desarrollan a distintas escalas de iiempo.

Determinacién de las ecuaciones para las variables m,n y h

Las variables m,n v k se determinan a través del conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias:
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T = an)(1—m) = fn(o)m (2:82)
2 = o)1 —n) — Balo)n (2.80)
% = on(v}1 = h) = fr(v)h. (2.8¢)

Que hayan sido escogidas de esta forma obedece a la expresién de los Procesos
de cerrar o abrir los canales i6énicos en respuesta a cambios en el potencial de
mermbrana. Por esto, la forma de cada una de las ecuaciones (2.8a), (2.8b)
y (2.8c) representan un tipico proceso de dos estados: abierto ¥ cerrado.
Donde, como ya vimos antes, las funciones o{v) y B(v) son las tasas de
conversion de un estado a otro. Véase la ecuacién (2.4).

Recordemos que este abrir y cerrar de canales iénicos {(cambios en la per-
meabilidad de la membrana) es la base de la actividad eléctrica que permite
la transmision de los impulsos.

Las funciones ¢, 3 en (2.8), dependen de v y se determinan empiricamente
ajustando curvas a datos experimentales. Las signientes, son las expresiones
reportadas por Hodgkin y Huxley (véase [37]):

v+ 25

an(v) = 0'1_(uT5)“ (2.9a)
exp 10 /-1

Bm(v) = 4exp(% (2.9b)

an(v) = 0.07expl ;—O) {(2.9¢)
1

Bulv) = —rmmr— 2.94

nv) exp*H% ) +1 299

G

oulv) = 001— 210 (2.9¢)
expUio ) —1

Bolv) = 0.125exp(8—%). (2.9

El comportamiento cnalitativo de oy, v v, es como el que se muestra en
las Figuras 2.3 y 2.4
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Figura 2.3: Asi cambia oy, con el voltaje.

Més adelante, cuando obtengamos el modelo completo, se podrad hacer
mis claro que las variables m,n y h efectivamente funcionan adecuadamente
como procesos de activacién-inhibicién.

Con ayuda de estas nuevas variables, Hodgkin y Huxley precisaron las
conductancias que aparecen en (2.7). Veamos cémo. Para llegar a expresiones
precisas para estas cantidades, se supone que el canal de N ot consiste de
tres puertas m y una puerta f, cada una puede estar abierta o cerrada. Silas -
puertas operan independientemente, entonces la fraccién de canales de ¥ a*
abiertos es m3h. Similarmente, si hay cuatro puertas n por canal de potasio,
todas las cuales deben estar abiertas para que K fluya, entonces la fraccion
de canales abiertos de K+ es n*h. Esto lo determinaron asi por que de este
modo se ajustaba a las observaciones experimentales.

Luego, ellos tomaron las siguientes expresiones para cada una de las co-
rrientes:

Ine = mPhgna(v — vne) (2.10a)
IK = n4th(v - ’UK) (2.10b)
I = gu(v—vg). (2.10c)

Por lo que, al sustituir estas corrientes en la ecuacién (2.6), la transforman
en:
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Figura 2.4: Asi cambia o, con el voltaje.

I = gnem®h{v — vye) + gn*h(v — vg) + g (v — vg). (2.11)

Quizd de la ecuacién anterior ahora sea més claro por que m, h y n se
llaman de activacién, inibicién y activacién, respectivamente: la variable m
es pequefia en reposo ¥ luege crece, cuando h = 0 la corriente de sodio se

inactiva completamente y en potenciales grandes n(t) aumenta exponencial-
mente hacia su valor de reposo, activando la corriente de potasio.

Ahora, (2.5) se vuelve

dv '
CmEt" + gnem®B(v — Una) + grn*h(v — vg) + g (v — vr) = 0, (2.12)
o bien,
dv 3 4
OmE = (m hga(v — UNa) +n th(U - UK) + gL('U - 'UL)) . (213)

Si ademds se aplica una corriente externa I,(2), la ecuacién anterior toma la
formas:

dv

m-&«t_ = —gNamah(?) — 'UNa) — gKn4h(v — UK) - gL('U — ’UL) + Ia(t). (214)
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El sistema de ecuaciones diferenciales formado por (2.8) y {2.14}, cons-
tituyen el celebrade modelo de Hodgkin y Hurley (HH). Como puede verse,
se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, razén por la
cual su analisis se dificulta. En su defensa debemos decir que, no obstante la
dificultad que representa su analisis 0 quizds més bien por ella, aquél tam-
bién ha sido el origen de muchos estudios tanto tedricos como experimentales.
Partiendo de él, se han construido modelos para describir la propagacién de
impulsos nerviosos en el miisculo cardiaco.

En este trabajo, dado que en los siguientes capitulos nos restringimos a
hacer el analisis de algunas simplificaciones del modelo (HH), es que ahora
iniciamos la presentacién de dos de las mds importantes simplificaciones.
Estas tienen la particularidad de que son més manejables analiticamente.

2.3 Lo mas manejable: FitzHugh—Nagﬁmo

Fn esta seccién revisamos lo que ahora se conoce como el modelo de FitzHugh-
Nagumo, que surgié de dos de los principales intentos que se hicieron para
simplificar el modelo de Hodgkin y Huxley.

A partir de la publicacién del trabajo de Hodgkin y Huxley, surgieron
diversas consideraciones que permitieron facilitar el andlisis del modelo. Por
su parte, Fitzhugh reconocié importantes caracteristicas de las variables in-
volucradas y Nagumo mostrd lo esencial del proceso al proponer un modelo
eléctrico més sencillo. Su aportacién conjunta permitié conocer la enorme
riqueza dindmica de las ecuaciones asociadas, segtin lo veremos mds adelante.

Como ocurre en ciencia usualmente, ellos no fueron los inicos que hicieron
aportaciones relevantes, pero sin duda su trabajo de simplificacion es muy
representativo de la dindmica observada y resulté ser el més itil pues es mas
manejable matematicamente.

2.3.1 El modelo parsimonioso

En 1960 FitzHugh intenté explicar parte de la dindmica del modelo (HH),
para esto us6 primero métodos numéricos que implentd en una rudimentaria
computadora. Como este proceso era muy complicado debido a que mvo-
lucra cuatro ecuaciones, después —lo que resultd ser lo més importante de
su aportacién— consideré al sistema original por seccciones. Con esto lo que
queremos decir es que, a través de suposiciones relativas a los mecanismos
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subyacentes en el proceso de conduccién de los impulsos nerviosos, inferir la
dindmica de parejas de ecuaciones tomando a las restantes como parametros.
Esto fué posible a través de consideraciones en las escalas de tiempo de las
variables del modelo. Ademds fué FitzHugh el primero en usar analisis cua-
litativo en las ecuaciones resultantes,

Para reducir el sistema {(HH), FitzHugh noté que las variables en (2.8) y
(2.14) no son todas del mismo orden. En particular, en ciertos intervalos de
tiempo v y m cambian m4as rapido que h y n (véase la Seccién 2.2.2).

Entonces consideré que m v v son variables rdpidas, esto significa que el
canal de Nat se activa rapidamente y, por lo tanto, el potencial de membrana
cambia rapidamente; mientras que las variables n v h son lentas, que significa
que los canales de K+ se activan lentamente y los canales de Na™ se inactivan
también lentamente.

Ya Hodgkin y Huxley, con base en sus resultados experimentales —usarido
fijacién del voltaje—, habian establecido que en la etapa inicial del potencial
de accién n y h permanecian esencialmente constantes por lo que, en esa
etapa, podemos considerar

h=0y n=0.

Esto reduce el sistema original de cuatro ecuaciones diferenciales a otro con
s6lo dos, aunque centrando la atencién exclusivamente en la dindmica de las
variables rapidas.

Para hacer la reduccién, fijemos las variables lentas en sus respectivos
estado de reposo. Estos son:

Qipy O

Moo = —P g By =
© = ot B Y ap + B

(2.15)

La expresién anterior surge de considerar (2.8). Notemos que las o’s y
8's en (2.15) dependen de v, es decir ng, ¥ ho son “estados de reposo” solo
en el sentido de que su valor en (2.14) no involucra ya a n y h como funciones
del tiempo, pero siguen dependendiendo de v.

Usando lo que ahora hemos expuesto, el sistema original (HH) se reduce
al par de ecuaciones:
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C':-n,cc—f!t‘ti = —gKﬂrio('U — 'UK) — gNam3hm(v — 'UNa.) _— QL('U - ”sz-lﬁa)
(iz—? = an(l —m) = fnm. (2.16b)

Las ecuaciones (2.16) describen la parte inicial del potencial de accién.
Precisemos, Hodgkin y Huxley encontraron que el cambio en el potencial en
esta parte, es debido principalmente a una corriente generada por los iones de
sodio®. En concordancia con esto, €l sistema (2.16), considera la activacién
del sodio (2.16b) y la ecuacién para v (2.16a), donde las variables lentas no
influyen de manera determinante,

De nuevo basado en los resultados experimentales de Hodgkin y Huxley -y
para describir otra fase del potencial de accidén— FitzHugh considera después
solo una variable rdpida. La justificacién es la siguiente, después de que
la corriente de sodio lleva al potencial de membrana a un valor cercano at
potencial del sodio, vy,, comienza a disminuir la permeabilidad al N+ v la
permeabilidad al K¥ aumenta. Los iones de K™ empiezan a filnir ripidamente
hacia el exterior. En esta parte la corriente es debida principalmente a estos
iones. (Ver seccién 1.5.1.)

Para describir esta fase, FitzHugh ahora supone que m es una variable
tan rdpida, que cambia instantineamente con v, y entonces se toma m =
Me{v) para toda £. Esto es equivalente a suponer que la activacién de la
conductancia de Nat se activa sobre una escala de tiempo aiin mds répida
que la del voltaje. Por otro lado, Fitzhugh noté que durante el potencial
de accién h + n = 0.8 por lo que h se puede expresar en términos de n asi
h = 0.8 —n. Con esta simplificacién, el modelo (HH) contiene ahora una
variable répida v una lenta

du
m = —9xn (v — k) — greme, (08 — n)(v — vy} — g1 — vr)
(2.17a)
dn
- = an(l —n) — fan. (2.17b)

Como vemos, las ecuaciones (2.17) involucran la contribucién a la corrien-
te de los iones de potasio a través de (2.17b) y por supuesto el cambio en el

4Ver Seccién 1.5.1
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potencial de membrana (2.17a) con las adecuaciones sefialadas.

Cada uno de los sistemas (2.16) y (2.17) describen una “fase del potencial
de accion”. Las lamadas de ascenso y de recuperacidn, respectivamente. Sin
embargo, hay una relacién clara entre los modelos (2.16) y (2.17) de dos
variables que hemos presentado en los parrafos anteriores, pues para ambos
la dindmica para v esta dada por una ecuacién que tiene la misma forma,
solo que para la segunda fase, se considera la relacion entre h y n, ademds
de la ecuacion diferencial para n.

Basandose en esta observacién y en los resultados que habia obtenido
puméricamente al analizar ambos sistemas, FitzHugh entonces propuso que
el modelo (HH), en esta versién simplificada, pertenece a una clase mads
general de sistemas, de las que como prototipo usd el oscilador de Van der Pol.
Precisemos, lo que propuso FitzHugh fué un mecanismo que comprendiera
la dindmica de los dos sistemas anteriores.

Las variables relevantes de su modelo de Nagumo serian dos: la variable
rapida x, de excitacién, y v, la variable lenta o de recuperacion. Ademds
considera el efecto de una corriente aplicada, a través de z(t):

dr z®
dy =~ z—A-By
i — {2.18Db)

Si bien el sistema que propuso parece no tener significados muy precisos en
términos del sisterna original, lo que intentaba FitzHugh para este momento
era exhibir las interacciones tipicas que exhiben caracteristicas de excitabi-
lidad, como habia encontrado numéricamente que lo hacian (2.16) y (2.17).
De manera que, la razén por la que escogid esta forma de las ecuaciones en
(2.18) provino de sus observaciones de las propiedades que presentaban los
osciladores de relajacién como el de Van der Pol. En particular, los cambios
muy lentos al principio tanto en la variable de excitacién como en la de recu-
peracién, seguidos por cambios muy ripidos debido al efecto de la variable
de recuperacion.

Pero no sélo el hizo observaciones relevantes a fin de simplificar las ecua-
ciones de Hodgkin y Huxley.

Ecuaciones del circnito eléctrico de Nagumo
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En 1960 el ingeniero en electrénica de origen japonés J. Nagumo, cons-
truyé un circuito eléctrico para simplificar el modelo de la membrana celular
con los siguientes componentes: un capacitor, un dispositivo de corriente-
voltaje, un resistor, un inductor y una bateria para la recuperacién de la
corriente [53].

Antes de obtener las ecuaciones que describen su circuito, conviene hacer
la deduccién de las correspondientes para un circuito “cercanc”. Asi, con-
sideremos primero un circuito eléctrico con los siguientes componentes: un
resistor, un inductor y un capacitor al que se le aplica cierto voltaje a través
de una bateria K. A estos arreglos de elementos se les llama circuitos RLC
{véase la Figura 2.5). Las ecuaciones que los describen se obtienen usando la
ley de Kirchhoff sobre el voltaje total en el circuito (véase la Seccién 1.4.2),

= S L =

Figura 2.5: Circuito RLC.

voltaje aplicado

. voltaje voltaje .
dEi;:Eic}ldad o + a través " a través + Z():::i;

Jid
as mc‘:i iI?as del resistor del inductor del canacitor
d e elojec (Ley de Ohm) Ecuacién (1.5) P

por lo que
dr
—E+RI+L = +V =0 (2.19)

Por otro lado, la corriente I y la capacitancia del capacitor, estdn relacionados
asi:
du

I=C%, (2.20)
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por lo que, al reordenar la ecuacién (2.19) se obtiene el siguiente sistema de
dos ecuaciones diferenciales:

dy
—_— - 2-
o = I (2.21a)
dI
= —u— RI. 2.
L 7 E—-v—RI (2.21b)

El circuito RLC descrito por estas ecuaciones es lineal. De hecho, las solu-
ciones de éste son oscilatorias. Como puede verse, si se considera resistencia
nula se obtiene un sistema como el que describe a un oscilador arménico.

Retomemos la deduccién del modelo de Nagumo. Este se basé en un
tinel diodo (valvula con dos electrodos), que es un dispositivo que se denota
como en la Figura 2.6.

Figura 2.6: Tinel diodo f(v).

El tinel diodo tiene una corriente caracteristica en forma de “N”suave.
Es decir I = f(v) donde f es cualitativamente como un polinomio cibico
con tres rafces reales, esto en analogia con el oscilador de Van der Pol que
habia usado FitzHugh. Véase la Figura 3.2.

La Figura 2.7 muestra un circuito con un diodo.

Las ecuaciones que lo describen se obtienen usando de nuevo las leyes
de Kirchhoff y haciendo analogia con la deduccién de las ecuaciones para ¢l
circuito RLC. Procediendo de esta manera se obtiene el signiente sistema de
ecuaciones diferenciales para el circuito de la figura 2.7:

dv
C-(i—t = I— f(v) (2.22a)
12~ E_w_nRIL (2.29b)

dt
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Figura 2.7: Circuito con un tiinel diodo.

La primera ecuacién viene de balancear la corriente en el nodo entre el
inductor y el tinel diodo. La segunda resulta de balancear el potencial a
través de todo el circuito en el ciclo exterior.

Tanto FitzHugh como Nagumo habian llevado sus simplificaciones a con-
.clusiones muy: relacionadas, -en particular la cero-clina asociada al voltaje
representada a través de un polinomio ciibico. Con base en los elemen-
tos expuestos aqui, ahora estamos en condiciones de presentar el modelo de
FitzHugh-Nagumo (FIN). Este resulta ser una aproximacién cualitativa al
sistema (2.22), seguido de una adimensionalizacién. Luego, en la notacién
apropiada, el modelo de FitzHugh-Nagumo se escribe asi (véase [52]):

dv
E = _f(v)-——w (2.233.)
dw
Et— = b’U“—’Y’w, (2231))

donde f(v) = v(e —v)}{v —1), 0 < e < 1y v,b son constantes positivas.
Aqui v corresponde a el potencial de la membrana V y w juega el papel de
las variables restantes m, n, h.

Como veremos mds adelante, el andlisis del modelo (FN) también se
ha podido realizar debido a una stmplificacién adicional hecha por McKean
quien, diez afios més tarde, conservando algunas propiedades cualitativas de
la funcién f, propuso que ésta se descompusiera en tres tramos, en cada uno
de los cuales fuese lineal. Esto facilita el anélisis e incluso permite encontrar
algunas soluciones explicitas, como veremos en los siguientes capitulos. Por
otra parte, desde el punto de vista experimental, Keener propuso reemplazar
el diodo por otros materiales que resultan més pricticos.
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2.4 El modelo espacio-temporal

La restriccién de fijar el valor del voltaje, aunque experimentalmente tiene
las dificultades que ya comentamos, desde el punto de vista de la modelacion
mateméatica “facilita” las cosas, pues los modelos resultantes son ecuaciones
diferenciales ordinarias. Sin embargo, la propagacién de los impulsos ner-
viosos es un fenémeno espacio-temporal por lo que éstas describen sélo un
aspecto de lo que en verdad ocurre. Asi, en esta seccién final quitaremos
la restriccién de fijar espacialmente el voltaje y deduciremos los modelos de
la conduccién nerviosa bajo esta nueva premisa. La primera diferencia con
respecto a lo expuesto en la seccién anterior es que ahora las variables rele-
vantes (una de ellas es el potencial de membrana) dependerdn de ambos: del
espacio y del tiempo.

2.4.1 Difusién espacial del potencial de membrana

Las caracteristicas geométricas (ser relativamente delgado) permiten consi-
derar como modelo de axén un segmento “infinito” unidimensional.

Haciendo una analogia con lo que hemos expuesto en el Apéndice A, en
esta seccidn deducimos una ecuacién de balance para el potencial de mem-
brana, que incorpora el efecto del tranporte en la direccién del axén. Para
esto introduzcamos la siguiente notacion:

& distancia a lo largo del axén
q(z, t) densidad de carga por unidad de longuitud en el punto « del axén al tiempo ¢
J(z,t) fujo de particulas cargadas (corriente) dentro del axdn en % al tiempo ¢
w{z,t} tasaala cualla carga entra o deja el axdn a través de membrana en {z,%)

En estos términos, al usar la ley de conservacién (A.6) se tiene:

dq(z,t) _ 9J(z,1)
at dr

donde, una vez que se sustituya la forma del flujo y de las “fuentes”, se ob-

tendria 1a ley que nos da la dindmica espacio-temporal de la (o las) variables
que interesen.

Para el flujo, echaremos mano de la ley de Fick (véase el Apéndice A

Seccién A.2) misma que, con las adecuaciones de interpretacién correspon-

dientes, dice: el flujo (en la direccién axial) es directamente proporcional al-

+ w(z,t), (2.24)
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gradiente del voltaje e inversamente proporcional a la resistencia del finido
intracelular. Luego

1
J=- (E) Vu, (2.25)
donde, para el caso unidimensional que estamos suponiendo, esta expresion
se reduce a
1\ dv
J=—f=]< 2.26

siendo R es la resistencia de la membrana.
Ahora, la tasa a la cual la carga entra en el axén (corriente) est4 dada
por w, una fuente local de carga, es decir

Wz, 8) = % —1, (2.27)

donde I es la corriente iénica neta dentro del axén. Por otro lado, de la ley
de Faraday (1.4) se tiene,

a(z,£) = Cu(z, 1), (2.28)

siendo C la capacitancia de la membrana. Al sustituir (2.25), (2.27) y (2.28)
en (2.24), ésta se transforma en

o _ 1w T
8t RCaz: C° ,
El lado derecho de (2.29) es la corriente neta a través de la membrana, la

cual se puede descomponer como la suma de un término que incorpora la
capacidad de la membrana y el término de las corrientes idnicas.

(2.29)

2.4.2 El modelo (FN) espacio-temporal

Si ahora incorporamos la variacidn espacial en las ecuaciones (2.23) y usa-
mos la ecuacién (2.29), obtenemos un sistema de las ecuaciones que dan la
dindmica espacio-temporal de las variables v v w. Aquéllas son:
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o%v v
?— = 5% +ov(l-v){v—a)—w (2.30a)
W

Donde v = v{x, t) es el potencial eléctrico a través de la membrana del axén
al tiempo t y en el punto z {medidad desde algin punto de referencia) a
lo largo del axén, w = w(z,t) es una funcién de z y ¢t que determina la
permeabilidad de la membrana a los componentes iénicos principales de la
corriente que, como en el modelo de FitzHugh-Nagumo con el voltaje fijo
espacialmente, permite condensar varios aspectos del proceso en una sola
ecuacién. +,a,b son constantes positivas con 0 < a < 1. La constante de
difusién D resulta de hacer un re-escalamiento adecuado de las constantes
en la ecuacién (2.29).

La ecuacién (2.30) también se suele estudiar considerando una corriente
aplicada I,, como veremos en el capitulo 4.



Capitulo 3

Dinamica ondulatoria en la
ecuacion de Nagumo

3.1 Introduccion

Las caracterfsticas fisicas que tiene el movimiento de los impulsos nerviosos
a través del axdn: viajar a velocidad constante conservando su forma, hacen
que éstos puedan ser modelados mateméticamente por un tipo particular de
comportamiento en dindmica ondulatoria: las ondas vigjeras. Estas, deben
ser soluciones de ciertos problemas con condiciones iniciales y de frontera!
asociados a las ecuaciones —con las que contamos— que describen la dindmica
espacio-temporal de los impulsos nerviosos.

En este capitulo abordaremos el problems de existencia de soluciones de
tipo onda viajera (s.t.o.v) para la ecuacién de Nagumo que es, una simplifi-
cacidn del modelo de FitzHugh-Nagumo (FIN}. Este analisis, ademds de su
importancia mateméatica, nos proveera de la metodologia con la que estudia-
remos la existencia de pulsos (un tipo particular de onda viajera) para el
sistema (FIN).

1Ver Apéndice A Seccidn A3
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3.2 El primer acercamiento

3.2.1 ;Qué es una onda viajera?

Las ondas viajeras son un gjemplo de la dindmica ondulatoria que puede
aparecer en medios excitables. En este contexto, una onda viajera transporta
informacién en forma de diferencia de potencial, que es importante para
coordinar muchas de las actividades del SN.

Para los fines de este trabajo, nos restringiremos a ondas que viajan en
medios unidimensionales.

Dicho coloquialmente, una onda viajera es una enda que viaja sin cambiar
de forma y su velocidad de propagacién es constante. Para introducir la
definicién formal, consideremos la ecuacién de reaccién-difusién escalar:

Ou Fu
2 =Dz + i (3-1)

donde u representa la variable de estado, D es el coeficiente de difusién y la
funcién f determina de la cinética de reaccidn, es el término fuente, como
también se le llama.

Definicién 3.2.1. Una solucidn u(z,t) de la ecuacidn (3.1) es llamada onda
viajera, si eziste una constante c tal que u se represente:

uw(z,t) = ¢z — ct). (3.2)

La constante c es la velocidad con la que viaja la onda. Luego, de {3.2)
puede verse que si ¢ > 0 la onda se mueve de izquierda a derecha; mientras
que si ¢ < 0, lo hace de derecha a izquierda.

Las s.t.o.v. ademds de las propiedades mencionadas, tienen otras. Por
ejemplo, si una s.t.0.v. se mueve a velocidad ¢ v se observa desde un sistema
de coordenadas que también viaja a velocidad ¢, se verd como una onda
estacionaria.

Otra propiedad es su Invariancia ante traslaciones espaciales. Fn efecto,
si Ty # T, las funciones w;(£) = u(z; — ¢t) con ¢ = 1,2 son translaciones una
de otra, sin distorsidén o cambio de amplitud. Es decir, son invariantes bajo
translaciones.

Como 1a forma particular de una s.t.0.v. determina un sistema coorde-
nado, es comin escribir u(z,t} = ¢z —ct) = ¢(§) donde § =z —ct. Ala
variable £ se le lama vaeriable de la onda. :
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Como ya lo sefialamos, la forma de una onda viajera no cambia a medida
que ésta viaja. Sin embargo, hay ondas viajeras de distinta forma. Dentro
de las ondas viajeras unidimensionales, principalmente nos interesaran dos
tipos: frente y pulso. En la Figura 3.1 se ilustran ambos.

a) .
—_— Rmamay oo
~

Figura 3.1: a) Frente b) Impulso

Aunque nosotros sélo estamos interesados en ondas viajeras unidimensio-
nales, debemos decir que también las hay en dimensiones mayores.

3.2.2 Dos problemas importantes

La ecuacién (3.1) junto con condiciones iniciales y de frontera (véase el
Apéndice A) plantea diversos problemas de interés. En la dindmica de las
ondas viajeras, son dos los problemas relevantes:

1. Existencia. Aqui el problema es dar las condiciones que deben satis-
facer los sistema de ecuaciones de reaccién-difusién, para que iengan
por solucién a una onda viajera cumpliendo determinadas condiciones
de frontera. Uno de los objetivos de los andlisis de existencia de s.t.0.v.
es: determinar el rango de variacién de los pardmetros {en ellos se
incluye la velocidad ¢ de la onda) del sistema, para el cual éstas existen.
Los métodos a través de los cuales actualmente se estudia la existencia
de ondas viajeras, son variados. En este trabajo usaremos un enfoque
considerado como “clésico”, fue bosquejado por el estadistico y bidlogo
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inglés Ronald Fisher v desarrollado formalmente por los matemaéticos
rusos A. Kolmogorov, I. Petrovsky e I. N. Piskunov en 1937. Véase el
Apéndice B.

. Convergencia o estabilidad. Una vez que se logra determinar la

existencia de s.t.0.v., otro problema es averiguar cémo se comportan
las demds soluciones de las ecuaciones, respecto a las ondas viajeras.
Precisemos. Supdngase que para cierto valor de ¢, u(z,t) = ¢{z — ct)
es solucién de una ecuacién de reaccién-difusién unidimensional. Sea
#(z, t) solucién a un problema con condiciones iniciales y de frontera
asociado a dicha ecuacién. El problema de convergencia o estabilidad
consiste en estudiar el comportamiento del limite:

t—I)i'inm l’&(.’B, t) - ¢($ - Ct)lv

para toda z € (—oc, +o0). Si para un conjunto dado de condiciones
iniciales, ocurre que este limite es cero, entonces se dice la onda viajera
¢ es estable.

3.2.3 El problema de este capitulo

Se considerard la ecuacidn de reaccidon-difusion:

& &
=Dy +f(u) ¥ (z,t) ERxRY, (3:3)

donde f es una funcién definida en el intervalo [0, 1] y ahi satisface:

1. f(0)= f(a)=f(1})=0, con 0 <a <1,
2. flu)<O0Vue(0,a) y flu) >0Vuec(al),
3. fe€Cfycon f(0) <0, f'(a) >0y f'(1) <0

La Figura 3.2 ilustra las propiedades cualitativas de f.

Los ceros, 0,a ¥ 1, de f (la parte reactiva) definen a la terna de soluciones
estacionarias y homogéneas: ug(z,t) = 0,u.(z,t) = a y wa(z,t) = 1 de la

ecnacién (3.3).
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.08 3

Q.00

©.04 -

Figura 3.2: Gréfica de la funcién f

La ecuacidn (3.3), donde f curmple con las condiciones 1-3, se le conoce
como la ecuacién de Nagumo. Un caso particular de ésta que ha sido
abundantemente estudiado en la literatura es cuando f toma la forma:

flw) = u(l —u)(x - a). (3.4)

También, con frecuencia a la ecuacién de Nagumo se le llama ecuacidn bies-
table. La razén de esto viene de que uo(t) = 0 y u1(¢} = 1 son soluciones de
equilibrio estables de la ecuacion diferencial 2 = f(u).

El siguiente problema es del que nos ocuparemos:

Problema 1 (P1). Determinar las condiciones bajo las cuales la ecuacién
(3.3) tiene diferentes clases de s.t.0.v., u(x, t) = ¢{z—ct) cumpliendo distintas
condiciones a la frontera® y que ademés satisfaga:

1. u(z,0) = ¢(z) con 0 < u(z,0) < 1Y z € (—co, +00),

2. 0<¢(§) S 1VE € (~o0,+o0).

Para empezar, a continuacién enunciamos y demostramos un resultado
que nos indica el signo de ¢ para distintas s.t.0.v., si es que éstas existen.

[stas se precisan més adelante.
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3.2.4 El signo de la velocidad

Supongamos que la ecuaci6n (3.3) tiene s.t.o.v., u{z,t) = ¢(£) y definamos

I=/: f(s)ds

entonces se demuestra el siguiente lema:

Lema 3.2.1. Si lo ecuacidon (3.3) tiene s.t.o.v. que conecta los estados ho-
mogéneos y estacionarios (ezactamente en el orden que aparecen):

1. wy(x,t) = 1 con up(z,t) = 0 entonces:

ec>0s1>0,
ec=0sI=0.

2. up(z,t) = 0 con u,(z,t) = a, entonces ¢ > 0.
3. ui(z,t) =1 con u.lz,t) = a, entonces ¢ > 0.

Demostracién. Al sustituir u{z,t) = ¢(£) en la ecuacién (3.3), llegamos a
que ¢ satisface la ecuacién diferencial de segundo orden:

—cd'(§) = Dg"(&) + F($(£))-

Si ahora multiplicamos ambos lados de esta ignaldad por ¢'(£) e integramos
respecto a & desde —oo hasta 4+-co obtenemos:

o [Twera=o [ s@sedr O
la cual, al notar que p
[Eﬁ’(f)F/ 2 =¢"(£)#'(¢)
v haciendo s = $(£), se transforma en
@(+oc}
. d
e

— f_ 16 (E)Pde = Dé'(‘f)
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Cada tipo de onda viajera listada del 1 al 3 del Lema, tiene un com-
portamiento asintético a una constante para cuando £ — loo| por lo que,

cualquiera que sea el caso, el primer término de la derecha en la igualdad
anterior se anula, queddndonos:

] @(+oo}
%f M%W%:f £(s)ds.
oo @

(-oc)

Aqui los limites de integracién (las condiciones de frontera de ¢) del término
del lado derecho serdn diferentes dependiendo del caso que se considere.

Para el caso 1., ¢(—o0) = 1 y ¢{+o0) = 0 por lo que la igualdad anterior
se transforma en

+o0 ]
— [ Tiwt@rae= [ s,
-0 1
de donde
__Jy fls)ds
€= T vz
SO o' (€)Pde
Dado que el denominador es mayor que cero, entonces el signo de ¢ es el

mismo que el del drea bajo la grafica de f entre 0 y 1. Claramente, si I >0,
¢ > 0; mientras que si I =0, ¢ = 0.

(3.5)

Para el caso 2., la expresidn para la velocidad toma la forma:
3 f(s)ds
TGRS

y como f(u} <0V u e (0,a) entonces ¢ > 0.

Finalmente, para el caso 3. la velocidad se calcula segiin la expresién:

_ [ f(s)ds

I2le(©)2de’

y como f(u) > 0V u € (a,1) se concluye que ¢ > 0. |
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Nétese que si en el enunciado del Lema 3.2.1 se intercambia el orden en
el gue los estados estacionarios y homogéneos se conectan, ello cambia las
condiciones a la frontera para ¢ y por tanto, también cambian las cualidades
de Ia onda. Para ejemplificar, tomemos el caso 2. En éste demostramos que,
de existir la onda viajera (que puede ser estrictamente creciente®), conectando
up CON g, ¢ > () lo que significa que la onda viaja de izquierda a derecha. Si
ahora nos interesa la que conecta u,(z,%) = a con ug{z,t) = 0, ademas de
que ha ser decreciente, las condiciones de frontera para ¢ son: ¢(—oc) =ay
¢(+0c0) = 0 y entonces la expresién para la velocidad es

o f(s)ds
[leErde’

que, por las caracteristicas de f en el intervalo (0,a), resulta negativa, es
decir, la onda viaja de derecha a izquierda.

En lo sucesivo supondremos ¢ > 0 (Ver més adelante condicién (3.15)).

Empecemos ahora el andlisis de existencia de s.t.o.v.

3.3 Primera mirada a la existencia de s.t.o.v.

El primer tratamiento formal sobre analisis de existencia de s.t.0.v. fué intro-
ducido por Kolmogorov, et al. {47]. En su articulo presentan lo que después
se convertiria en una técnica para tratar problemas mds generales. Dicho de
manera sencilla, la metodologia que introdujeron counsiste en re-enunciar el
problema {P1) en términos dindmicos en donde hay que estudiar la dindmica
global de un sistema de ecuaciones diferenciales al variar los pardmetros.

3.3.1 La reformulacién dindmica
Supéngase que la ecuacién (3.3} tiene soluciones de la forma

’U.(:L‘, t) = ‘25(5)

3Como veremos en la siguiente seccién, esta ¢s s6lo una posibilidad, pues también las
hay oscilatorias.
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Se determinardn las condiciones para las que esto ocurre. Sustituyendo
en (3.3) llegamos a que ¢ satisface la ecuacién diferencial ordinaria

De"(€) + cd'(§) + F(8(£)) = 0, (3.6)

la cual, introduciendo v como ¢'(£) = v, se escribe como el sistema auténomo
de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

¢ = w (3.7a)
' —CU - f(gb)
= ——— 3.7b
v ~ (3.70)
Por las caracteristicas cualitativas de f, este sisterna tiene tres puntos de
equilibrio:

Py={0,0), P,=(a,0}) v P =(1,0).

Notemos que la frase: “tiene s.t.o.v. que conecta los estados estaciona-
rios y homogéneos” del Lema 3.2.1 impuso, para cada caso, condiciones a la
frontera distintas para ¢ y ¢' cuando £ — |oo|. Por la forma como intro-
dujimos a v, éstas tendran su traduccién en términos de las condiciones de
frontera para las trayectorias, (¢(£),v(£)), del sistema (3.7). Por ejemplo,
para la s.t.o.v. de (3.3) que conecta los estados ui(z,t) = 1 y uy(z,t) =0,
las condiciones para la solucién (¢(£), v(£)}, serian:

${—o0) =1, v(-oco)=0, (3.8a)
¢(+o0) =0,  v(+o0) =0 (3.8b)

junto con v{£) < 0 (por que ¢ es decreciente) y 0 < ¢(£¢) < 1 para toda
£ € (—o0,+00). Esto a su vez, tiene el siguiente significado dindmico: se
trata de la trayectoria de (3.7) que conecta los puntos de equilibrio P; con
Py, exactamente en ese orden.

De forma analoga se pueden refrasear las otras condiciones impuestas a
las distintas s.t.0.v. de las que habla el Lema 3.2.1 y expresarlas en términos
de las correspondientes que habrian de satisfacer, si es que existen, algunas
trayectorias del sistema (3.7). Esto nos habla de que el problema original de
dar condiciones bajo las cuales la ecuacién (3.3) tiene s.t.o.v., se entenders,
ahora como: estudiar la dindmica global del sistema (3.7) —con énfasis en
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existencia de las trayectorias que conectan a sus equilibrios— al variar los
pardmetros que en €l aparecen.
Conviene aqui introducir un poco de terminologia.

3.3.2 Orbitas homoclinicas y heteroclinicas

Cuando se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal en
el que aparecen pardmetros, su dindmica es en general cualitativamente dis-
tinta si éstos cambian. Algo que serd de interés para nosotros, es determinar
el comportamiento de las trayectorias a largo plazo. En otras palabras, deter-
minar de dénde “vienen” y hacia dénde “van”. Las posibilidades geométricas
de los conjuntos “origen” y “destino”, puede ser muy variadas. Quizas el caso
mis simple de éstos son los puntos de equilibrio.

Antes de dar 1a definicién formal, digdmoslo en palabras simples. Cual-
quier trayectoria de un sistema de EDO, se Hama heteroclinica si ésta conecta
a dos puntos de equilibrio (diferentes) de tal sistema. En el caso de que los
puntos de equilibrio coincidan, a dicha trayectoria se le llama homoclinica.

Maés formalmente, definiremos dichas érbitas en términos de su comporta-
miento para “tiempos grandes”, es decir, en términos de sus conjuntos limite.
Para esto, supéngase que P y @ son dos puntos de equilibrio hiperbdlicos de
un sistema de EDO.

Definicién 3.3.1. Una drbita cuyo confunto a-fimite es un punio de equi-
librio (P) y su conjunto w-limite es otro punto de equilibrio (Q) se llama
érbita o trayectoria heteroclinica de faf sistema.

Definicion 3.3.2. Una drbita cuyos conjuntos o y w-lmite son ambos el
mismo punto de equilibrio (P = Q) se llame une 6rbita o trayectoria
homoclinica.

Para sistemas planos, la variedad de trayectorias heteroclinicas incluye:
conexiones silla-silla, silla-foco, etc. En la Figura 3.3 se ilustran dos ejemplos.

En ¢l caso de sistemas de EDO en dimensiones mayores a dos, la variedad
de trayectorias homoclinicas o heteroclinicas, es mucho més rica.

Como veremos mas adelante, en nuestro contexto las 6rbitas heteroclinicas
corresponden a s.t.o.v. de los llamados frente; mientras que las érbitas ho-
moclinicas representan impulsos.

En la ecuacién que estamos considerando en este capitulo, puede verse
que, bajo condiciones apropiadas, existe una solucién de tipo frente viajero
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(a) silla-silla (b} silla~foco
Figura 3.3: Ejemplos de trayectorias heteroclinicas para sistemas planos.

que une a los puntos de equilibrio P, y F,. En términos de los sistemas en
el capitulo anterior, esto corresponde a considerar el sistema (FN} si s6lo se
considera la variable de excitacién. Sin embargo, si ademds se considera el
efecto de la variable de recuperacidn, la solucidn eventualmente regresa al
estado de equilibrio y el frente es ahora un pulso.

Procederemos al andlisis detallado de la dindmica asociada al sistema
(3.7).

3.3.3 Analisis local

Sin pérdida de generalidad, en lo sucesivo supondremos DD = 1. Por lo que
(3.7) toma la forma:

¢ = v {3.9a)

Vo= —cv— f(9) (3.9b)
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Obtengamos la aproximacién lineal local del sistema (3.9) para todo punto
(¢, v0) del plano fase. Esta es:

¢ = v
v = —f'(do)o — cu.

A fin de determinar el retrato fase de (3.9) en vecindades de cada equilibrio,
consideremos la matriz de Jacobi

Homo) = | gy Lo

cuyos valores propios son:

—ct /2 —4f
A dg = c 022 f (450)_
Hagémos ahora la evaluacién en cada punto de equilibrio.

En Pg.

J(0,0) = [ ~ f?(o) * ]

Ny, = T VE—45(0)
i, A2 = .

2
Como f'(0} < 0, Ay ¥ Ay son niimeros reales con distinto signo, por lo que
Py es un punto silla hiperb6lico para todo c. Los vectores propios asociados
a A, A son

%=/ O),1)" v &= (/f(0).1)7, (3.10)

respectivamente. Aqui el exponente T significa transpuesto.
La dindmica local la determinan dos conjuntos:

¢ la recta que pasa por F) y es paralela al vector propio #;. Esta es la
aproximacion local a la variedad inestable del sistema (3.9) alrededor
de Fy. La trayectoria de (3.3) que deja (para ¢ — —oo) a P, tiene por
vector tangente en ese punto a ¥;. Nétese que la aproximacién local a
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la variedad inestable (de hecho toda ella) tiene dos ramas: la derecha
y la izquierda.

o la recta que pasa por F, y es paralela al vector propio . Esta es la
aproximacidn local a la variedad estable del sistema (3.9) alrededor de
Py por lo que la trayectoria que termina (para £ — +00) en Py, tiene
por vector tangente en este equilibrio a @. Desde luego, la variedad
estable de (3.9) en P, también tiene una rama izquierda y otra derecha.

Nétese que la aproximacion local a ambas variedades, depende de la
velocidad ¢. Esta dependencia se da no sélo localmente: las variedades
estable e inestable de (3.9) en P, dependen de c.

En P]_.

o= _poy L1

N YRt V)
1, A2 = .
2

Por el mismo argumento usade para By, se concluye que P; es un punto silla
hiperbélico. Los vectores propios de J(1,0) son:

ti= M/, D7 vy %= /() DT (3.11)

En términos de dindmica local, aquf se tiene la misma situacién que la
descrita en vecindades de F,.

En F,.
0 1

J(a,O) = 1: —f’(a) —c :| H

¥
oA —ct \/c2 —4f'{a)
1, A2 = .
2

Como f'(a} > 0 la dindmica local alrededor de P, dependers del signo del
subradical ¢* — 4f'(a). Pero como Re();) = —c < 0 para ¢ = 1,2, entonces

P, es asintéticamente estable localmente de tipo:
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e foco, 51 0 <c< 24/f{a),
¢ nodo, st ¢ > 24/ f(a),

mientras que para ¢ = 0, F, es un centro. Los vectores propios de la matriz
de Jacobi J(a,0) son:

7—7.1 = (Allf’(a): 1}T Y 62 = ()‘2/)“(&‘): 1)T7

La Figura 3.4 ilustra la dindmica local del sistema (3.9) para distintos valores
de c.

{a)

o> NS gt S

e =0

1k}

L
/‘__:\‘"\
= /\( 1,0) &
{or . 03)
(O, O}

O = ¢ <zToti—e1]

<}
@
(O //) [=3) e
o, M

< == 24 o ti—a]

i\

Figura 3.4: Dindmica local del sistema (3.9): a) Parac=10. b) Para 0 <c <

24/ f'(a). ¢} Para ¢ > 2./ f(a).

Para los andlisis subsecuentes, los siguientes conjuntos sern importantes:

A=s{gvid<é<i, v>0},
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F={ov)0<d<], v<0}.

Por 1a condicién 0 < ¢(€) < 1V § € (—o0,+00) que han de cumplir las
s.t.0.v. de la ecuacidn (3.3) y el re-enunciado dindmico del problema, vemos
que sera importante “seguir” el comportamiento de la trayectoria de (3.9)
que:

» deja el equilibrio P, a través de la rama izquierda de la variedad ines-
table de (3.9) en Py, denotémosla asi: WX(P,), y entra a la regién
Fa.

e deja el punto Py a través de la rama derecha de la variedad inestable
de (3.9) en Py, denotémosla como: WX(F,), y entra en la regidn F;.

o llega al punto P a través de la rama derecha de la variedad estable de
(3.9) en By, denotémosta por W3 (F,).

El andlisis local sugiere que pueden exisitir varios tipos de trayectorias
heteroclinicas, pues tenemos comportamientos cualitativamente diferentes
cuando cambian los parametros, sin embargo, como sabemos, la informacién
obtenida a partir de los andlisis locales, aunque importante, es insuficiente
para dar la dindmica del sistema en estudio en regiones grandes del plano
fase. Por ello, ahora iniciamos el andlisis global de la dindmica asociada al
sistema {3.9) al cambiar c.

3.4 Segunda mirada a la existencia de s.t.o.v.

3.4.1 Analisis global I, c=0

El sistema (3.9) se reduce a
¢y = v (3.12a)
v o= ~f{d) (3.12b)

cuyos puntos de equilibrio P y P continuan siendo puntos silla, mientras
que P, se convierte en un centro.

Lema 3.4.1. El sistema (3.12) es hamiltoniano
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Demostracion. Considérese la funcién
1 ¢
H(g) =50+ [ flshas
0

Es inmediato ver que (3.12) se expresa como

, _ B8H

r . 9H

v o= 3% (3.13b)
n

Debido a que el sistema es hamiltoniano, las trayectorias de (3.12} coin-
ciden con la parametrizacién {por £) de las curvas de nivel de H, de modo
que podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1 {Bifurcacién de un ciclo heteroclinico). Fl sistema
(3.12) &eene:

@) Una tragectoria homoclinica basada en Py que rodea al equilibrio P, si
I>0

b} Un ciclo heteroclinico que encierra al centro P, y que conecta a Py con
PoyaP,conFy sil =0

¢) Una trayectoria homoclinice basada en P, gue encterra a B, si I < 0

Demostracién. Consideremos las curvas de nivel
H($,v) = H(0,0), vy H(p,v)=H(1,0)

Estas son

%vz +[¢ fls}ds=0
0

%@P +/:f(s)ds = ,/: f(s)ds

volp) = il\/-—z (/:) f(s)ds)

de las cuales tenemos
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u1(4) = i\/z ( / *le)ds - [0 ’ f(s)ds)

Para el inciso b) tenemos que I' = 0, entonces

w(¢) = vi(g), V¢e(0,1)

¥y como se tiene que vo(0) = 0,v1(1) = 0, entonces al ser la gréfica de v;(¢)
simétrica (tiene dos ramas, una es una reflexién de la otra con respecto al
eje horizontal) se define el ciclo heteroclinico.

La demostracién de a) I > 0 se hace estudiando el comportamiento de

vo(8) v vi(¢)-
Se tiene que vo(P) = £,/ -2 ( ff f (s)ds) solo estard definida para las

0<p<l

tales que f:’ Fls)ds < 0.
Por las caracterfsticas de f, esto  se cumple claramente para 0 < qﬁ < @, sin

embargo existe @ < ¢ < 1 tal que fo f(s)ds =0y para ¢ > &, fo §)ds > 0.
En tal caso la grifica de v(¢) — que sélo estd definida para 0 < ¢ < § —
es simétrica y define la érbita homoclinica. Coinciden en cero, pues

'U[)(O) =10
y en donde la gréfica corta al eje @, esto es en ¢ pues vy(@) = 0.
Por su parte, v;(¢) = i\/ 2 ( j;] s)ds — fﬂ s)ds), estd bien definida

en 0 < ¢ <1 pues I > 0y se tiene que de nuevo es simétrica, una de las
ramas corta al semi-eje positivo v en:

{0) = ([ f($) ds)

v la otra al semi-eje negativo v en:

2 (0) = ( [ f(s)ds)
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Ademds ambas cortan al eje ¢ en ¢ = 1, pues v:(1) = 0.
Ver figura 3.5 para mayor referencia.

El inciso ¢} es analdgo al inciso a), pero ahora cambian las consideraciones
sobre el rango de las ¢ que definen a las funciones vo(¢) y v1{¢) pues I < 0.
En particular vp(¢) estd bien definida para 0 < ¢ < 1, es simétrica y pasa
por el origen —siendo la tdnica vez que corta al eje ¢~ Para v;(¢) se usa un
argumento analogo al caso a) para vy(d) para ver donde estd bien definida,
resultard que para las ¢ < ¢ < 1 tales que ( fol f(s)ds — _[;p f (s)ds) >0.Y
por las caracteristicas de f se tiene que ¢ < a. Ademds v;(1) = 0. [ |

Nétese que para el caso particular f{u) = u(l —u)(u— a}, las condiciones
para I de los incisos @), b) ¥ ¢) toman laformal<ae< ,a=1yi<a<],
respectivamente.

"Una forma equivalente de expresar el resultado a) del Teorema 3.4.17es:-
SiI>0yc=0, W¥P) =W§F); mientras que W (P;) deja la regién F
en un punto (finito) sobre el semi-eje vertical negativo.

Conviene destacar aqui que el ciclo heteroclinico al que se refiere h) del
Teorema 3.4.1, esti compuesto por la unidn de dos trayectorias heteroclinicas
de tipo silla-silla. Por la importancia que tienen éstas en sistemas dindmicos,
vale la pena definirlas formalmente. Esto lo haremos en términos de sus
respectivas variedades estables e inestables.

Sean x; ¥ xz dos puntos de equilibrio de tipo silla del sistema. de EDG
x = F(x).

Definicién 3.4.1. Se dice que la ecuacidn x = F(x), x € R? tiene una
conexion silla-silla entre x; y X2 ¢

We(xy) N W3(xy) # 0

De manera equivalente, si 3 p tal que sus confuntos a y w-Fmite cumplen
que ap) = %1 y w(p) = x2. Fn tal caso la érbita es heteroclinica. En el
caso de gque X1 = Xp, la orbite es homoclinica.

Terminamos este primer analisis global comentando que las s.t.o.v. para
la ecuacién (3.3), con ¢ = 0 son ondas quietas o estacionarias.
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3.4.2 Anslisis global I, ¢ > 0

Lo primerc que nos damos cuenta es que si ¢ > 0, la trayectoria homoclinica,
llamémosle #(FP,), del Teorema 3.4.1 inciso a) se rompe, originando dindmicas
por demds interesantes para las variedades WE(Fy), W3(F,) y W2{(FP).

Aqui revisaremos los resultados que dan condiciones para la existencia
{y unicidad cuando esto tenga sentido) de distintas s.t.o.v. para la ecuacién
{3.3) cumpliendo diferentes condiciones de frontera.

Empezamos estudiando el comportamiento del campo vectorial definido
por el sistera {3.9) al variar ¢.

Sean: (¢,v) un punto arbitrario en FLUF, y #{¢,v;¢) el dngulo que
forma el vector (v, —cv — f(¢)) con el semi-eje horizontal positivo.

Proposicién 3.4.1. Pare (¢,v) fijo con v £ 0, el dngulo 8 es une funcidn
mondtona decreciente de c. )

Demostracion. Tenemos que

—ev — £(8).

tan B¢, v;¢c) = "

Para (4, v} fijo, el 4ngulo & es sélo funcién de ¢. Luego
8(c) = tan™? [Lf@]

v
por lo que

2

v?+ (—ev - f(9))?

9'(c)=[ }<0 V (¢,v) con w#0.

Esta proposicidn, tan simple como 1til, serd nsada frecuentemente y su
contenido se ilustra en la Figura 3.6.

Por otro lado, las ceroclinas del campo vectorial (3.9) son:

e la horizontal: el eje ¢

o la vertical: la grdfica de V{¢) = —f(#)/c. Su comportamiento al
cambiar ¢, se ilustra en la Figura 3.7. Notese que la grifica se pega
més al eje horizontal cuanto mds grande sea c.
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b v

Figura 3.6: El 4ngulo 8(c) decrece con c.

Introduzcamos la siguiente notacién. Para cada ¢ > 0, sean mZ(Fy),
mi(Py) y mi(Ps) la pendiente de la recta tangente a las variedades W¥(B,),
Wi (P) y Wi (F), en los puntos Py, P, y P, respectivamente. El siguien-
te resultado indica cudl es el comportamiento de éstas en una vecindad de
los equilibrios, en particular cémo ingresan las variedades: W*(F) a A, ¥

WE(P,} a F2 al aumentar c.

Proposicién 3.4.2. Las pendientes satisfacen las siguientes relaciones de
orden:

1. mg(Py) > mi(Fy),
2. mi(P) > m¥(Py),
3. my(Pp) > mi(Fy),

4. m¥(P) < V'(1).

Demostracion. Usando los vectores propios de la matriz de Jacobi en Py y
en Pi: (3.10) y (3.11), respectivamente, uno puede calcular los cocientes:

my(Py)  —c+/E—4f(0) mF(P) _ mCcH /et —4f(1)

e (Py) J=aroy | mE(R) VO

my(F) _ c++/E—47(0)  mpP) 2c

mi(Fo) —4f7(0) Yy T ec VeE =4y
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Figura 3.7: La ceroclina vertical del sistema (3.9) al aumentar c.

de las cuales se siguen las relaciones que se enuncian en la proposicién.
u
La Proposicion 3.4.2 nos asegura que, en vecindades de los equilibrios B
¥ P, las pendientes de la rectas tangentes a las variedades WZ*(F,), W(Po)
y W2(P;) quedan dispuestas segin lo ilustra la Figura 3.8.

La siguiente proposicién nos indica el comportamiento de W2({P,) respec-
to a la ceroclina vertical.

Proposicién 3.4.3. Para cada c > 0 la variedad WE(P,) = (¢, v.) cruze por
primere vez la grifica de la ceroclina vertical V' en el punto (¢*, —f(6*}/c)
con ¢* € (a, d) donde ¢ = ¢m(a.>1c) F{$). Més ain:

=

e v, tiene un minimo en ¢,

o @ es inico st W P,) deja lo region Fy por el semi-eje vertical negativo,
termine en Py o termina en P, para ¢ > 24/ f'(a).

Demaostracién. Por el punto 4 de la Proposicién 3.4.2 una vez que la variedad
W2{P;) deja el punto P, entra a la regién {{¢,v)|a < ¢ < 1, V(¢) < v. < 0}
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A

Vv

Figura 3.8: 51 0 < ¢1,¢2 < c3,.-. esta es la disposicién de las pendientes de
las rectas tangentes a las variedades alrededor de los equilibrios.

donde el campo vectorial (3.9) la empuja hacia la izquierda y hacia abajo,
por lo que necesariamente alcanza la grafica de la ceroclina V' y como debe
cruzarla con vector tangente horizontal, no puede ser para algin valor de
é > ¢. Si ¢* es la abscisa del punto de interseccién, ahf debe pasar que

do_dodp_
d¢  dede

y como en esa regién dg/df < 0 entonces dv/d§ = 0, por lo que v.(¢*) =
—f(¢*)/c, valor que coincide con la evaluacién de V en ¢*. Ahora, como
f(¢) >0V ¢ € (a,1) y v(¢*) <0, entonces ¢* € {a,1) y, por lo dicho antes,
" < ¢.

Para demostrar que v, tiene un minimo en ¢* usemos la ecuacién diferen-
cial que satisfacen las trayectorias de (3.9}

ESTATESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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v __ @)

7 . (3.14)

de donde
Po _ vf(g) - f(g)dv/dg

dé¢? 72

como ¢* es un valor critico de v, entonees la ignaldad anterior se simplifica
v si lo que queda lo evaluamos en ¢*, tenemos

Pu o (¢
%)= "y
Como v{¢*} < 0y f'(¢*) > 0 concluimos que v alecanza un minimo en ¢*.

La unicidad de ¢* en los casos que se mencionan, se sigue del compor-
tamiento del campo vectorial (3.9} y de la dindmica local de ese sistema

‘alrededor de P,, para distintos valores de c. [ |
Usando el comportamiento de la ceroclina vertical V' al aumentar ¢ v la
proposicion anterior se tiene que si 0 < ¢; < 3 < €3 < ..., entonces

o < P, <P <. ¥ u(dy,) <v(dl,) <v(dte) < ...

Usando las Proposiciones 3.4.2 y 3.4.3 se puede probar el siguiente lema:

Lema 3.4.2. Para cada ¢ > 0, el sistema (3.9):

1. tiene una trayectoria heteroclinica, W*(Fy) = (¢.,v.), con v. > 0 gue
conecta a Py con B, siempre que I > 0,

2. tiene una treyectoric heteroclinica, WE{(P) = (¢, v.), con v, < 0 que
conecta los equilibrios Py con P,, siempre que I < 0.

Demostracién. Lo haremos por casos.

Para 1., consideremos la regién encerrada por la trayectoria homoclinica
H(P,) de (3.9) basada en P que, segiin el Lema 3.2.1, existe para las condicio-
nes adoptadas aqui. Afirmamos que esta regidn es positivamente invariante
del sistema (3.9) para ¢ > 0. En efecto, restrinjamos el campo vectorial defi-
nido por (3.9) sobre #(F). Por la Proposicién 3.4.1, excepto en dos puntos
sobre el eje horizontal (donde H{P) lo cruza y en B), el campo vectorial
(que para ¢ = 0 es tangente a #H{F,)) apunta hacia el interior de la regién



3.4 Segunda mirada a la existencia de s.t.o.v. 81

cuya frontera es H(F). Por la Proposicién 3.4.2, W¥(F;) entra a la regin
que estamos estudiando; mientras que en el punto donde H(Fp) cruza el eje
horizontal, el campo (3.9) asigna un vector que apunta hacia 3. Luego, la
regién encerrada por H(FPp) es positivamente invariante de (3.9). Véase la
Figura 3.9a).
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(a) I>0. {(b) I <0.

Figura 3.9: Regiones positivamente invariantes del sistema (3.9) para ¢ > 0.

Ahora, usando el Criterio Negativo de Bendixon (véase el Apéndice C
Seccién C.1) uno puede verificar que en esta regidn, el sistema (3.9) no tiene
trayectorias cerradas. Entonces, por el Teorema de Poincaré-Bendixon (véase
el Apéndice C Seccidén C.2), la trayectoria W*(Fp) termina en F, cuando
£ +oe,

La demostracion del caso 2. sigue el mismo razonamiento sélo gue ahora
la regién que resulia positivamente invariante de (3.9) es la encerrada por
la trayectoria homoclinica H(P;) que, por el Lema 3.2.1, existe bajo las
premisas de este caso. Véase la Figura 3.9b). [ |

Hay dos consecuencias inmediatas del lema anterior. Para ¢ > 0, el
sistema (3.9) no tiene trayectoria heteroclinica que conecte:

e P, con P; cumpliendo v, > 0,81 7 > 0,

e P con P, siendo v, < 0,51 I < 0.

Notemos que la componente ¢, de las trayectorias heteroclinicas que ase-
gura el Lema 3.4.2) existen, son las s.t.o.v. cuya existencia estamos intere-
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sados en estudiar. Asf, en términos de s.t.0.v. para la ecuacién (3.3) el lema
anterior tiene el siguiente significado:

Lema 3.4.3. La ecuacion de Nagumo (3.3) tiene s.t.o.v.
1. conectando los estados ug(z,t) =0 y u.(z,t) =a 5i [ > 0 y son

e frentes oscilatorios amortiguados elrededor de a, uno para cada ¢
tal que 0 < ¢ < 24/ f'{a),

* un frente amortiguade para c = 2./ f'(a),
e frentes mondtonos crecientes, uno para cada c tal que ¢ > 21/ f'(a).

2. conectando los estados ui(z,£) =1 y up(z,t) = a si I <0 y son:

o frentes oscilatorios amortiguados alrededor de a, uno para cada ¢

tal que 0 < ¢ < 24/ f'(a),
* un frente amortiguado si ¢ = 2./ f'(a),
e frentes mondtonos decrecientes, uno para cada c tal quec > 2./ f'(0).

En los andlisis que siguen, supondremos que se cumple la condicién

I= ,/01 Fls)ds > 0. (3.15)

Esta tiene una motivacién e interpretacién fisiolégica precisas. Esta con-
dicién es andloga a cierta nocién intuitiva de los fisiGlogos con respecto a la
corriente interna necesaria para sostener la propagacién de un impulso . Esto
es, asegura que un estimulo aplicado efectivamente producird un potencial
de accién.

Dado que esta fué una de las premisas adoptadas en el resultado 1 del
Lema 3.4.2, la dindmica que se habrd que estudiar después de esta adopcién,
es la de las variedades W7 (F) y W¥(P,) a medida que ¢ cambia.

La dindmica del sistema (3.9) para valores positivos de ¢ pero extremos,
ademés de ser ilustrativa, orienta nuestras biisquedas. Veamos por qué.

Lemsa 3.4.4. Para valores positivos de c:

o “suficientemente pequerios”, el retrato fase de (3.9) es como lo ilustra
la Figura 3.10.0)
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o tales que ¢ > 2+/f{a), el retrato fase de (3.9) es como se ve en la
Figura 3.10.b).

Demostracién. Por el Lema 3.4.2, la variedad W2(F,) termina en P, cuando
£ — +oo para todo ¢ > 0 y la forma como lo hace para los distintos valores
de ¢ lo da el analisis local (véase la Seccidn 3.3.3). Esto demuestra parte de
los dos puntos. Ahora, para valores positivos de ¢, pero “muy pequefos”,
por continuidad del campo vectorial (3.9) y la monotonicidad de ¢ respecto
a ¢, la trayectoria W¥(P,) estard “muy cercana” —por arriba— de Wg(Py)
y, en ese caso, también abandona F; en un punto sobre el semi-gje vertical
negativo pero més cercano a Py. Mientras que WS (Fp), una vez que se rompe
la trayectoria homoclinica H(F;) y para valores “muy pequefios” de ¢, por
los mismos argumentos de continuidad se comporta como se ve en la Figura
3.10.a). ‘

La segunda parte se sigue al notar que para las ¢ talesquea < ¢ < 1,la
funcién f tiene las mismas caracteristicas cualitativas que la funcién usada
por Fisher [16] y Kolmogorov et al. [47]. Luego, podemos usar el resultado
que en ese caso se demuestra (véase el Apéndice B), 2 fin de asegurar que,
para cada ¢ > 0 tal que ¢ > 24/ f'(a), €l sistema (3.9) tiene una trayectoria
heteroclinica silla(P; }-nodo(F,), con v, < 0. En tanto, para esos valores de c,
la variedad W2(P;) entra a la regién F, por un punto (finito) sobre la recta

¢d=1conwv <0 |
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{a) Para pequenos. (b) Para grandes.

Figura 3.10: Retrato fase del sistema (3.9) para valores “extremos” de c.
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Notemos que en los dos extremos de valores de ¢ mencionados en el Lema
3.4.4, la variedad W}(F,) termina en P, —de forma distinta pero termina
ahi— cnando £ — +oo. La situacién es esencialmente distinta para las
variedades W7 (Fy) y W¥(P). En efecto, para valores pequeifios de ¢ (incluido
¢ =0), la variedad W?(F,) anda por arriba de la variedad W¥(P,); mientras
que para valores “grandes” de c, estas variedades invierten su posicién relativa
en la regién F» y W*(P,) termiva en F,. Sin embargo, lo destacable aqui
es que pareciera que al aumentar ¢, una variedad huye de la otra y Io hacen
exactamente como lo muestra la Figura 3.10.

Dado que el campo vectorial definido por el sistema (3.9) es continuo
respecto al pardmetro c, es razonable esperar que si se varfa continuamente,
entre los extremos ilustrados en la Figura 3.10, entonces en el camino se
encuentre un valor eritico, ¢g, de ¢ para el que ocurra que W (Po) = WE(P).

Lema 3.4.5. Sila funcidn f satisface las condiciones 1-8 del problema (3-3)

y ademds se cumple la deszgualdad (3 15), entonces existe un dnico -valor,

co, tal que 0 < ¢y < 24/f'(a), de ¢ para el que el sistema (8.9) tiene una

trayectoria heteroclinica que canecta fos puntos P, con P ie., W2 alP) =
We,(Po) con v, < 0.

Demostracién. Primero demostraremos la unicidad. Supéngase que hay dos
valores positivos, ¢; ¥ ¢ con ¢z > ¢1, de ¢ para los que se dan las igualdades

Wa(P) =Wi(R) v W(P) =W ().

Por la forma en que estas variedades abandonan Py y llegan a Fy (véase la
Proposicién 3.4.2), debe existir al menos un punto ¢ € (0,1) en el cual éstas
se intersecten. Pero si esto ocurre, en el punto de interseccién los vectores
tangentes (definidos por (3.9)), a las trayectorias estarian dispuestos de tal
manera que la Proposicidn 3.4.2 se violaria. Luego, nuestra suposicién es
falsa y con esto demostramos la unicidad de la trayectoria heteroclinica de
(3.9) conectando Py con P, para a lo més un valor de ¢, siendo v, < 0. Véase
Ia Figura 3.11.

A continuacién probamos la existencia. Vamos a estudiar el comporta-
miento de las variedades W2 (P) y WS(F,) al cambiar ¢. Para ¢ > 24/f(a),
segin el Lema 3.4.4, éstas no se tocan por lo que, de existir la trayectoria
heteroclinica conectando P, con Py, necesariamente debe ser para un valor
de ¢ en el intervalo (0, 24/f(a)).

Lo que queremos probar es que existe un valor, ¢g > 0, de ¢ para el
cual W (Fy) = WE(P1). Aqui la de continuidad (respecto a ¢) del campo
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Figura 3.11: Prueba de la unicidad.

vectorial definido por el sistema (3.9} ¥ la monotonicidad del dngulo & son
fundamentales.

La continuidad del campo vectorial respecto a ¢ implica que sus trayecto-
rias varian continnamente al cambiar ¢. Por lo que si, a partir de ¢ = 0 em-
pezamos a aumentar gradualmente ¢, tendremos que la trayectoria W*(F;),
aunque siga dejando la regién F» sobre el semi-eje vertical negativo, al acer-
carse mis y mas al eje horizontal, lo hace en puntos més cercancs a Fy. En
tanto que, para esos mismos valores de ¢, la variedad W#{F,) sigue entran-
do a la regién F» pero lo hace en puntos mds a la derecha de a y, una vez
ahi, se aleja mas del e¢je horizontal. Véase la Figura 3.12. Por argumen-
tos de continuidad, al seguir aumentando ¢ habrd un valor, ¢y, de ¢ para el
que ambas variedades coincidan y, por lo que dijimos antes necesariamente
0 < cp < 24/ f'{a). [ ]

La traduccién que tiene el Lema 3.4.5 en términos de s.t.o.v. para la
ecuacién (3.3) es la siguiente:

Lema 3.4.6. 5ila funcidn f satisface las condiciones 1-3 y ademds se cumple
la desigualdad (3.15), entonces la ecuacidn (3.3) tiene una dnica s.t.o.v.,
u{z,t) = ¢z — cot), de tipo frente mondtono decreciente conectando los
estados uy(z,t) = 1 y uolz, t} = 0.

Notemos que el pardmetro ¢ es una de las fronteras (en el conjunto de va-
lores de ¢) que divide dindmicas del sistema (3.9) cualitativamente diferentes
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Figura 3.12: Demostracién de la existencia de un valor ¢ para el que existe
la trayectoria heteroclinica de (3.9} que conecta P, con Fp.

¥ que ahora podemos resumir en el siguiente lema:

Lema 3.4.7. Eziste un inico valor, ¢ > 0, de ¢ tal que:

* 5i0 < c < ¢, WHP,) termina (euando &€ — +00) oscilando alrede-
dor de Py, WZ(P,) deja la regidn F; en el semi-eje vertical negativo y
WE(F) entra a F; en algin punto entrea y 1,

o Sic = c, WilP1) = W5(P) y Wi(F,) termina en Py oscilando
alrededor de este punto,

e Sicg < €< 24/f'{a) ambas, W¥(P;) y W*(PF,) terminan en P, cuando
§ — +oo y lo hacen oscilando alrededor de él; mientras que WS ()
deja (en tiempo inverso) la region F» en algin punto sobre ¢ =1 con
v <O

e Sic=2/f"(a), los variedades W*{P,} y WZ(P,) terminan en P, de
Jforma emortiguada; mientras que W3 (FP,) entra a 7 sobre ¢ = 1 con
v <0,

o Sic>2+/f{a) ambas, WE(P;) y W2(Fp), terminan en P, y lo hacen
mondtonamente; mientras que Wi(F,) entra a F, sobre ¢ = 1 con
v < 0.
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Nota 3.4.1. La ecuacidn de primer orden para las trayectorias del sistema
(3.9) estd dada por: »

dv ~cv— f(¢

7 ” (3.16)
Supongamos que para cierto valor de ¢ existe una solucidn ¢(z —ct) de (3.16)
que satisfoce v{¢(—-o0)} = v(1) = 0 y v(¢(+oo)) = v(0) = 0. Se puede
verificar que (3.16) es inveriante bajo la trensformacion v = —v y ¢ — —c.
Esta observacidn tiene un importante significado: Cuando existe una s.t.0.v.
que vigja de izguierde a derecha pare ¢ = ¢*, también existe una onda que
viaja de derecha a izquierda que satisface ¢(—o0) = 0 y ¢(+o0) = 1 pare
coda c= —c* < (.

Por la nota anterior, hay otro rango de valores para ¢, ¢ € (—o0, —¢;] de
velocidades de frentes mondétonos que viajan a la izquierda cumpliendo las
condiciones de frontera ¢(~o0) = a, ¢(+oc) = 0.

Usando el Lema 3.4.7 ¥ la nota anterior podemos, a su vez, sintetizar en -
un teorema —el teorema de este capitulo— la dindmica ondulatoria de la
ecuacién de Nagumo (3.3).

3.4.3 La unificacién

Reuniendo todos los resultados parciales sobre la existencia de distintos tipos
de ondas viajeras para la ecuacién (3.3), podemos enunciar en un solo teorema
el resultado sobre s.t.0.v. para la ecuacién de Nagumo. Este es el contenido
del siguiente teorema:

Teorema 3.4.2. Si la funcidn f satisface las condiciones 1-8 y se cumple la
desigualdad (3.15), el conjunto de velocidades de frentes viajeros mondtonos
decrecientes para la ecuacidén (3.3) consiste de dos semi-rectas:

(~00, —c1], ler, +00) ¥ un punto aislado ¢, que cumplen:

—00 <~ < —2v/ fi{a) < e < 2v/fi{a} <o < +o0
Segin los cuales:
e Parg ¢ > ¢, el frente satisface p(—c0) = 1, ¢(+c0) = q,

o Para ¢ = ¢, hay un dnico frente mondnotono decreciente que satisface

$(—o0) =1, ¢(+00) =0,
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e Parg ¢y < —cy, el frente satisface $(—oc) = a, d(+oc) = 1.

Ademds,

e Pura ¢y < ¢ < ¢* =2/f'(a) hay un frente oscilatorio con condiciones
de frontera ¢(—o0) = 1, ¢(+o0) = a,

e Parg ¢ = 0 hay soluciones periddicas y un inico frente que no se anule

con ¢p(—o0) = d{+eoc) = 0.

3.4.4 Un caso particular

Si en la ecuacién (3.3) ponemos f{u) = u(l — u)(u — a), el Teorema 3.4.2
puede reenunciarse. De hecho, pueden hacerse estimaciones més precisas de
los distintos rangos de velocidades para los que se asegura la existencia de
diferentes s.t.o.v. ’

Teorema 3.4.3. Sean

c 2v/a(l — a)

Ha 1
= pora D<a<z
& = {‘fi P 1 i
¢ para 3<a<;
1
€ = —=—av2

V2

Entoneces
< <e pare 0<a<@

i
c < <e pera E<a<§
Se tiene que:

1. Para ¢ > ¢, hay un frente mondnotono decreciente con condiciones de
frontera ¢{—o0) =1, d(+c0) =a

2. Para c > ¢ hay un frente mondnotono decreciente con condiciones de
frontera ¢{—o0) =0,d(+0) =a
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8. Para ¢ = ¢g hay un dnico frente mondnotono decreciente cumpliendo
las condiciones de frontera ¢(—o0) = 1, ¢(+o00) =0

4. Para 0 < ¢ < ¢* hay una onde oscilatoria con condiciones de frontere
¢(—00) = 0,¢(+oc) = a

5. Para ¢y < ¢ < ¢* hay un frente oscilatorio con condiciones de frontere
$(~00) = 1,4(+00) = a

6. Pare maz{cg,¢'} < ¢ < ¢1 hay un frente con condiciones de frontera
P(—00) = 1, ¢(+0o0) = a que decrece mondtonamente para algin valor
de a y luego crece hacia a cuando t — +o0.

7. Para ¢ =0 hay soluciones periddicas y un tinico frente que no se anula
con ¢(—oc) = ¢(+00) =0

Para terminar este capitulo, construyamos una onda viajera.

3.5 Construccion de la onda de Huxley

Los resultados anteriores dan condiciones para la existencia de distintios
tipos de soluciones de la forma u(z,t) = ¢(z — ct) para la ecuacién (3.3),
cumpliendo las condiciones de frontera apropiadas.

Desde el punto de vista préctico, ademads de saber que un problema
con conrdiciones iniciales y de frontera asociado a una ecuacién de reac-
cién-difusién tiene una tnica solucién, también es importante determinarla
explicitamente, claro, siempre que esto sea posible.

En esta seccién determinaremos la finica s.t.0.v. que tiene la ecuacién de
Nagumo:

du _ OPu

ot O
conectando los estados ui(z,t) = 1 con ug(z,t) = 0. Esto se demuestra en
la siguiente proposicién: )

+u(l—u)(u—a) (3.17)

Proposicidon 3.5.1. La funcidn T(x,t) = oz — \/5(-;- ~ a)t) es lo solucidn
de tipo onda viajera de la ecuacion (3.17) que satisface las condiciones de
frontera ¢(--00) =1 y ¢(00} = 0 con ¢'(§) <OV £ € (—00,00) y0 < $(£) <
1.
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Demostracion. Partamos del sistema auténomo escrito en la coordenada de
la onda viajera

d = v (3.18a)

vV o= —ov—¢(1-9}$—a) (3.18b)
La ecuacién diferencial que satisfacen las trayectorias de (3.18) es:

dv _ —cv—g(1= )¢ —a)

do v

que, aunada a las condiciones de frontera, v{(0) = v(1) = 0, coanstituyen la
reformulacion del problema. Luego, definamos

(3.19)

v(9) = bs($ — 1), (3.20)

afirmamos que existe b > 0 tal que (3.20) es la solucién de (3.19). Claramente,
de Ia definicién de v se sigue que satisface las condiciones de frontera y de
pedir que {3.20) sea solucién de (3.19) se obtienen condiciones para b y c.
Sustituyendo (3.20) en (3.19) y reordenando se llega a

20%¢° — 32+ b7 = ¥ + (—~ch— 1 —a)p + (o + cb)

igualdad que se da si y sélo si, los respectivos coeficientes de las potencias de
¢ son iguales. Es decir, si éstos satisfacen:

268 = 1 (3.21a)
35 = cb+1l+a (3.21b)
B = a+tch (3.21c)
de los cuales se tiene que
h= = c—c*—\/i(l a) (3.22)
= \/i v = — 5 .

conl<a< % a fin de asegurar la positividad de ¢. Por tanto,

1
v(¢) = ﬁqﬁ(tﬁ -1)
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es la ecuacion de la ruta que sigue la trayectoria heteroclinica del sistema
{3.18) que conecta los equilibrios P, y Fp. Ahora, usando la primera ecuacién
de (3.18) se tiene que ¢ satisface la ecuacién

= 2 -
¢—\/§¢(¢ 1)

que al obtener su solucién e imponer la condicién inicial* ¢(0) = } conducen
a

1
1+e§

3(&) = (3.23)

o bien

1
1+ el@—va(s—a)t)
es la tnica solucidn de tipo onda viajera de (3.17) que satisface las condiciones
sefialadas. |
Esta solucién ha sido llamada solucién de Huxley en [50]. Tanto el
retrato fase como la onda viajera se ilustran en la Figura 3.13.

a(z,t) = (3.24)

. LR e
[/ /
X {
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(a) El retrato fase de (3.9} exhibiendo (b} La onda viajera para la ecuacidn
la trayectoria heteroclinica. (3.3)

Figura 3.13: La onda de Huxley

4En realidad, dada la invariancia de las s.t.o.v. ante traslaciones, la condicién inicial
pudo haber sido cualquier otra.
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3.6 Comentario sobre estabilidad global

Atin con que conozcamos explicitamente 1a solucién de (3.3) como ya lo
apuntabamos antes, la estabilidad de las soluciones de tipo onda viajera de
la ecuacién es un problema de fundamental importancia. La convergencia
uniforme al frente de onda del Lema 3.4.6 fue probado en diversos casos por
Fife y McLeod[15]. Aquf sélo enunciamos uno de los més importantes.

Teorema 3.6.1. Sea f(0) = f(1) = f(a) =0, f'(0) < 0, f(1) < 0. Entonces
la solucidn acotada de la ecuacion
Uy = U + f(u), V(z,f) e R xRT,

con condicidn inicial

ul{z,0) = up(z), 0L up(z) <1, Yz € (—o0,+o0),
que satisface ) -

limsup ug(z) < @, Lminf ue(z) >a
Z=3—00 T—ros

tiende uniformemente en T y ezponencialmente en t a una solucion de tipo
onde viajera. Esto'es, eristen constantes ¢, &y, 8 y K tales que

[u(z,y) — ¢(z +ct — &)| < Ke™#
donde ¢ es la s.t.o.v. del Lema 8.4.6



Capitulo 4

Las ondas en el modelo de
FitzHugh-Nagumo

4.1 Introduccion : f

Hemos establecido los fundamentos sobre la transmisién de los impulsos neu-
ronales en términos de sefiales eléctricas. También hemos presentade la de-
duccién de un modelo matematico que describe dicho proceso. Nos referimos
al modelo de Hodgkin y Huxley. Al final del Capitulo 2 expusimos dos sim-
plificaciones importantes de éste.

En el Capitulo 3 estudiamos cuidadosamente 1a dindmica ondulatoria de
tipo onda viajera asociada a una de esas simplificaciones: la ecuacién de
Nagumo.

Fl capitulo que estamos iniciando, estd dedicado a presentar la dindmica
ondulatoria a la que da lugar un modelo que es €l siguiente eslabdn en comple-
jidad: el de FitzHugh-Nagumo (FN) (véase el Capitulo 2) en una dimensién:

U = Uggtu(l—ullu—a)—w+1, (4.1a)
wy = bu—yw (4.1b)

donde a,b y v son constantes positivas; mientras que I, es la corrien-
te aplicada. Estamos interesados en demostrar la existencia de un pulso
viajando, justo como sucede con el potencial de accidén. Este pulso es la re-
presentacion asintética de un estado que se alcanza después de la aplicacién
de un estimulo.
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Como veremnos, debido al caracter excitable del sistema dicho pulso sélo se
propagars si se aplica un estimulo mayor que un umbral i.e., si dicho estimulo
provoca que se exceda un cierto nivel de depolarizacién. La propagacién del
pulso da lugar a un cambio significativo en el estado del sistema, que en
particular, servira para transmitir un impulso nervioso.

Las caracteristicas fisicas con las que viaja el pulso hace que éste pueda
ser representado por una onda viajera, segin lo establecimos en el Capitulo
3.

El andlisis del modelo (4.1) empieza por su dindmica temporal i.e., en
condiciones de fijacién del voltaje. Este estudio —contenido en las Seccio-
nes 4.2 y 4.3— nos pondrd en contacto con una caracteristica de sistemas
como el (4.1): la existencia de un umbral. En efecto, por lo establecido en
el Capitulo 2, uno de los fendmenos observados experimentalmente v que le
sirven de base a los modelos, es ¢6mo el potencial de membrana v responde
a una corriente de estimulacion I,. En términos de esta corriente se modifica
la permeabilidad de la membrana a los distintos tipos de iones. Para ciertos
valores de depolarizacién, estos cambios producen la generacién de un im-
pulso nervioso. Consideraremos entonces el efecto que tiene en la dindmica
el cambio en los valores de I,.

En la Seccién 4.4, hacemos el andlisis quitando la restriccién de fijacién
espacial del voltaje. Parte del andlisis muestra el fenfémeno de excitabili-
dad; otra parte de esta seccidén estd dedicada a mostrar la plausibilidad de
existencia de impulsos para el sistema (4.1).

A diferencia del Capitulo 3 ~——donde el andlisis fue exhaustivo— en éste
més que hacer una exposidn detallada, por lo general presentamos el material
en forma un tanto esquemdtica v, en la medida de los posible, cualitativa.

4.2 La dinamica temporal I, [, =0

En esta seccién haremos el andlisis de la dindmica a la que se da lugar en
condiciones de fijacién (en espacio) del voltaje. Nuestro primer acercamiento
considera corriente aplicada nula y nos dard los primeros elementos para
caracterizar, desde la matematica, a los sistemas excitables.

Bajo las condiciones establecidas aqui, el sistema (4.1} toma la forma:
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L

v(l—u)u—a)—w (4.2%)
W = bu—nw (4.26)

No estd por demds recordar que {4.2) proviene de haber hecho algunss
simplificaciones al modelo (H-H). Por ejemplo, la forma de “N”suave! de ka
funcién f {como f(u) = u(l — u)(u — a)) pretende simular el acoplamiento
entre las variables m y v y la expresién para w entre las variables h y n.
Véase el Capitulo 2.

Como ya lo vimos antes, la condicién fol f(u)du > 0 sobre f, ademds de
su interpretacidn fisiolégica (véase Pag. 82), fué una de las premisas que
permitié demostrar la existencia de varias s.t.0.v. para el modelo de Nagumo.
Esta condicién la supondremos en esta exposicién. )

Empecemos nuestre andlisis delimitando €] rango de los pardmetros.

4.2.1 Los parametros prohibidos

De las posibles combinaciones de los pardmetros que aparecen en (4.2) no to-
das son consistentes con la dindmica que pretendemos describir. El siguiente
resultado establece una restriccién.

Proposicion 4.2.1. El sistema ({.2) tiene como tnico punto de equilibrio
el origen de coordenadas si

(1—a) < 4%. (43)

Demostracion. Los puntos de equilibrio del sistema (4.1) corresponden a la
interseccidn de sus ceroclinas. Estas son:

wilw)=u(l —u)u—a) v we(u)= %u,

cuyas graficas se intersectan en las u que satisfacen la igualdad

u(l —u){u—a) = %u,

0 bien

La grafica de la funcién f se muestra en la Figura 3.2.
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u[uz—(l—i—a)u+a+%] =0.

Como u = w = ( es el (nico estado estacionario del axén, entonces necesita-
mos imponer la condicién de que la expresién dentro del paréntesis no tenga
raices reales. Esto se logra si

b
[(1 +a)® —4(a+ —)] < 0,
Y
0 equivalentemente
b
1-a)? <4—,
(1-a) p
segiin lo establece la proposicién. ' [ |

La Figura 4.1 muestra las ceroclinas del sistema (4.1) bajo las condiciones
de la Proposicion 4.2.1.

0.2t e

Figura 4.1: Las ceroclinas del sistema (4.1) para (1 — a)? < 42

~
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4.2.2 El umbral y la excitabilidad

En esta seccidn intentamos empezar a hacer claros dos de los conceptos
fundamentales asociados con dindmica endulatoria en medios excitables: la
existencia de un umbral y la excitabilidad. Esto lo hacemos estudiando la
dindmica descrita por el sistema (4.2) para lo cual supondremos que la desi-
gualdad (4.3) se cumple, por lo que (4.2) tiene un solo punto de equilibrio:
el origen de coordenadas.

1. Comportamiento local. Linealizando (4.2) alrededor del origen, te-
nemos que éste es asintoticamente estable localmente, de tipo:

nodo, si [(a —¥)? —4b] >0
foco, si [(a —v)? — 48] < 0.

Esto es asi pues los valores propios de la matriz de Jacobi de (4.2) en

(0,0)
Sl

50T

—{a+7) £ V{e+7)2—4(b+a)

2
~(a+7) + {e—v)2-4b
2

Ara

2. Bosquejo de la dindmica global. Consideremos el campo vectorial
determinado por (4.2):

Flu,w) = (u(l —w)(u~a) ~w, bu—~w) = (F(u,w), Glu,w) ).

Un analisis de los signos de ¢ y @ muestra:

a) Para valores de w por arriba de la grifica de la ceroclina wy, F(u, w) <
0; mientras que por abajo de dicha grafica F(u,w) > 0. Esio lo
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podemos reformular diciendo que, para cada u fija pero arbitraria,
Fo(u,w) <.

b) Para w fija, Gy (u,w) > 0 y para v fija, Gu{u,w) < 0.

En la Figura 4.2 se muestra lo que hemos dicho aqui.

w=bu/y
Wi <0
v'v>0
u<0
w>0
- 11
/ a 1

w=f(u)

Figura 4.2: Signos de 1 y W en el plano fase.
El andlisis anterior nos permite establecer que:

e Toda trayectoria de (4.2) cuya condicién inicial (ug, ;) pertenezea
a la regién

R ={{u,w)|0<u<a, 0 <w<oo},

tiende al origen con u decreciente. En efecto, por las carac-
teristicas de f, tenemos que f{u) < 051 0 < u < a. De donde
para (ug,we) € R;, de (4.2a) se tiene que 4 < 0. De (4.2b), para
u decreciente, se tiene también que w(t) — 0 cuando ¢ — +oc.

e Las trayectorias de (4.2) que empiezan en la franja

Ry = {(u,w)la<u<1, —oo <w < 0}
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también tienden a (0, 0) cuando ¢ = +co pero u primero aumenta
y después disminuye. Esto de nuevo puede verse a través de (4.2a)
y (4.2b). Para (ug,wo) € Rp, de (4.2a) se tiene que @ > 0 y >0,
pero conforme w crece, cambian los signos de @ primero y de w
después, de donde el campo vectorial empuja ahora a la trayectoria
hacia ¢l origen.

En la figura 4.3 se ilustra el comportamiento descrito.

o
0.4+ f
1
y
02%%
¥4
o
f
)
135535
024 L L ki iA kR
LAREERALARRAEREE
oaf2RshRtiRRARRARES
rrrr7rPir I AIITY

Figura 4.3: Comportamiento de las trayectorias de (4.2) con condicién inicial
en Ry vy Rs, respectivamente con a = 0.4.

El analisis anterior muestra el importante papel que juega el pardmetro a:
es un umbral que delimita comportamientos cualitivamente diferentes. Para
hacer més claro esto, notemos que si en (4.2) w = 0, el sistema se reduce
a (4.2a) que es una ecuacién diferencial ordinaria para u solamente cuyos
estados de equilibrio son : 0,e ¥y 1. La recta w = 0 puede verse como la linea
fase asociada. Por la forma de f, cualquier solucién cuya condicién inicial
esté en el intervalo (0, a) tendera a cero; mientras que si la condicién inicial
estd en {a, 1), la correspondiente solucién tiende a 1. Véase la Figura 4.4

Vedmosio desde otra perspectiva. Como la ceroclina w;, por obtenerse
resolviendo para w la igualdad F(u,w) = 0, es un polinomio ciibico entonces,
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\

Figura 4.4: Linea fase de (4.2a) con w = 0.

flu)

para valores finitos de w, ésta tiene tres soluciones » = u(w). Denotémoslas
ast: ¥ = u_(w), s = ue{w) y u = uy(w), las cuales satisfacen la desigualdad
u—(w) < ug{w) < uy(w).

Sea W, el minimo valor de w para el cual u_(w) existe, y W* el méximo
valor de w para el cual v {w) existe.

Sigamos la evolucién de la solucidn de (4.2) con condicién inicial (uo, we)
cerca del equilibrio (0,0), con up > 0. Si ug < ug{w), entonces u regresa
directamente al estado estable. Si ug > ug(w), entonces u va rdpidamente a
u. (w) vy w permanece cerca de wp. La curva u = ug{w) es una curva umbral,
mientras « permanezca en u4(w), w crece de acuerdo con la dindmica dada
pot

dw
— = Glu{w), w).
Sin embargo, en el tiempo finito
W dw

T = ———
wo G(u+(w)= ’UJ) ’

w alcanza el maximo de la ceroclina F(u,w) = 0. Este periodo se le conoce
como “fase de excitacién” del potencial de accidén. Cuando w alcanza W*,
u ya no se queda en u(w), de modo que regresa a u_(w). Una vez en esta
rama, w decrece de acuerdo con la ley:
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N

Figura 4.5: Plano fase de (4.2).

W - Gl tw),w),

y gradualmente regresa al punto de reposo. Véase la Figura 4.6.
La interpretacién fisioldgica es la siguiente:

g = 0 es el estado de reposo

Up = a es el umbral que un estimulo puede exceder para excitar el nervie
ig > a es el estado excitado

La caracteristica de excitabilidad es ahora evidente. La solucién de (4.2)
cuya condicion inicial sea una perturbacién de (0, 0) que caiga sobre el eje u
con ug > 0, antes de regresar al origen, hace un gran viaje. Esto ocurre sdlo
si el voltaje excede cierto valor critico: a, el umbral.

En los siguientes parrafos demostramos un resultado que ayuda a com-
pletar el comportamiento cualitativo global del sistema (4.2).
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Figura 4.6: Trayectoria tipica para (4.2).

4.2.3 Los ciclos limite

El sistema (4.2) tiene caracteristicas dindmicas particulares en la regién de
nuestro interés, como lo muestra el siguiente resultado.

Lema 4.2.1. El sistema {4.2) no tiene ciclos limite que rodeen ol origen de
coordenadas.

Demostracién. Consideremos el campo vectorial

((F(u,w) plw). Glu, w) plw)] = [u(l — u)(u — @) —w, bu — yw) |u(w)

con p(w) = e¥. Aseguramos que puede seleccionarse ¢ de tal manera que
la divergencia

a o

S (F il

5 (F(u, wp(w)) + o (G(u, w)p(w)),
no cambie de signo en la regién de interés. Tenemos que,

div E(u,w) = [2(1 + a)u — a ~ 3u® — 7y + bou — yow] €%,
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lo cual, al seleccionar o = i%ﬂ, se transforma en:

(lz-a)w

div F(u,w) =—a—3uf—4+42y
Luego, si consideramos las » tales que
w< (3ut+a+9)——,
( Ny +a)
concluimos que

div F(u,w) < 0.

A

Figura 4.7: Demostracién del Lema 4.2.1 En esta regién es donde se cumple
el criterio negativo de Bendixon.

El vértice de la pardbola que aparece en el lado derecho de la pentltima
desigualdad puede, seleccionando adecuadamente los pardmetros, hacerse tan
pequeiia o tan grande como se desee. Véase la Figura 4.7. Podemos entonces
aplicar el Criterio Negativo de Bendixon (véase el Apéndice C) para concluir
lo que establece ¢l lema. |

A continuacién estudiamos la dindmica temporal del sistema (4.1) con
I, >0
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4.3 La dindmica temporal 11, 7, > 0

Uno de los comportamientos dindmicos més interesantes que surgen del
anslisis del sistema de (FN) en condiciones de fijacién de voltaje, se da
cuando se permite Ja aplicacién de una corriente positiva, debido a que los
resultados experimentales coindicen con lo que més adelante se encontro gra-
cias al estudio de las ecuaciones asociadas.

En esta seccidn consideramos el sistema (4.2) permitiendo la aplicacién
de una corriente positiva I,, por lo que aquél toma la forma:

du

= = fw-w+l (4.4a)
d
d—";’ = bu—w (4.4b)

Suponer que hay una corriente aplicada I, > 0, tiene el efecto geométrico
de trasladar verticalmente la grifica de la ceroclina horizontal w; en I, unida-
des hacia el semi-eje vertical positivo. Las distintas posibilidades se muestran
el la Figura 4.8.

w w w
0<I <I >
a i

Figura 4.8: Ceroclinas de (4.4) para diferentes valores de /,.

Enseguida establecemos una cota para los pardmetros a fin de que el
sistema (4.4} tenga un unico punto de equilibrio.
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4.3.1 Una cota para los pardmetros

Igual que como lo hicimos para el caso de fijacién de voltaje (véase la Seccién
4.2.1), para el sistema (4.4}, se puede acotar la buisqueda del comportamiento
que nos interesa a través de la consideracién fisiolégica, de que el axén sélo
tiene un estado de reposo. Se puede entonces probar la siguiente proposicién:

Proposicién 4.3.1. Para cade velor constante I* de I, el sistema (4.4)
tiene un dnico punto de equilibrio si,

3b

L ——,
v (1 —a+a?)

(4.5)

Demostracidn. Consideremos las ceroclinas w; y ws, una condicién geométrica
para asegurar solo una interseccidn de la grafica de éstas, serfa que para cada

valor constante I*, de I, en (4.4), las derivadas w;(u) y wa(u) satisfagan la

desigualdad w;{u) < wy(u) para toda u, es decir

' 2
f@)<7,

.0 bien b
—3u' - 2u{a+1)—a< o
Esta desigualdad define una regién en el plano, pero nos interesa que la

condicion se cumpla en toda nuestra regién de interés, por Io que de las u
tales que:

—3u2—2(a+1)u—a—%=0,

i. €. 5
2a+1) £ ,/(2a+1)) - 4(-3)(-a - &)
e 2(-3) ’
1)+ ,/a?~a+1-3k
T2 = (a : ) 6;3 - & s

como requerimos sdlo raices reales, la condicién serd

b
@ —a+1-3-<0,
Y
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que es equivalente a
3b

“G-etra)
Hagdmos el anélisis local para este caso.

4.3.2 Anailisis loecal

Denotemos por {uy_,w;,} al punto de equilibrio de {(4.4). Aunque éste de-
pende de todos los pardmetros que aparecen en (4.4), esta notacién hace
explicita la dependencia de f,.

Primero obtenemos la aproximaci6n lineal del sistema (4.4) para todo
punto del plano fase {ug, wp):

v = f(uo)u—w

w = bw—-quw

Para determinar el retrato fase de (4.4) en vecmdad&s de (uz,,wz,), con-
sideremos la matriz de Jacobi

_ | fien) -1
J(ufa?wla) - [ b — b}
CULYOS valores pl'OpiOS son:

() = ) & 3 (un) = 92 = 4(b =11
2
(fur) = 1) £ V(F(ur) +7P -
2

Al; A2

por lo que la estabilidad local del equilibrio la determina el signo del término
{f'(ur,) — <) de la siguiente manera:

e Asintéticamente estable, si [f{uz,) —v] <0 con {b — vf'(ur,)] > 0,
o Inestable, si [f'(uz,) — 7] con [b — vf'{uz, )i > C,

e Centro si {f'(ur,) — 7] =0con {b— vf (ur,)] > 0
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Usando las abscisas de los puntos en los que f alcanza su minimo y su
maximo, puede también caracterizarse la estabilidad del equilibrio. Esta
tiene la ventaja de que se puede visualizar rapidamente y se expresa en
términos de f'(uy,) y de la diferencia [f'(u,) — 7]

El minimo y el miximo de f se alcanzan en

_{a+1)—+/la+1)*—3a v u _{a+1)++/(a+1)2-3a
= 3 ,

Umin = 3 har
respectivamente. Luego, tenemos que:
Staur, < Umn = f'lug) <0, (ur,,wy,) es loc. estable
Si Uinin < Ur, € Upmee = f{ur,) =0 (ug,,wr,) serd:

loc. estable si (f'(ur,) —7) <0,
un centro si f'{ur)—v=0
inestable si {(f'(ur,)—v) >0

Siur, > Upmee = f(ur) <0 (ur,,wy,) es loc. estable

Concluimos esta parte sefialando que, dependiendo del signo de (f'(u;,)—
%), se puede probar que existen dos valores, I, e I, de la corriente I, con
0 < I} < I, para los que ¢l equilibrio (uy,,wz, ):

o Es estable localmente para las I, que satisfacen 0< I, < Ly 0 I, > I,
e Es inestable para los valores de I, en el intervalo (I, I2).

Este comportamiento se ilustra en la Figura 4.9.
Véase [52] para mayor referencia, el trabajo completo sobre estos rangos
se debe a Troy.

4.3.3 Analisis global

Debide a la cantidad de pardmetros que aparecen en el sistema (4.4), el
anilisis de su dindmica global es un tanto engorroso. Por esta razén, aqui nos
restringimos a hacer sélo una descripcion a grandes rasgos de los resultados
globales proporcionando las referencias en las que se hace el anélisis detallado.
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f(w)

u

\

Figura 4.11: Aproximacion lineal a trozos de f.

—u  para u<§
flu)=q u—a para §<u<ift
' 1-u para u>2Xe

Otra forma de hacer la aproximacién lineal a trozos, es usar las coorde-
nadas del maximo y del minimo de f, junto con los puntos donde su gréfica
intersecta los ejes coordenados para aproximar la ceroclina horizontal del
sistema (4.4) por funciones lineales.

Las abscisa del minimo y del méximo son:

. _{e+1)—+/la+1)?~3a v e+ 1)+ /(e+1)2~3a
= = Umar = 3 3

mn 3
respectivamente. Mientras que las ordenadas son

wl(urm'n) = 'U-min(l - umin) (umin - a) + g,

W1 (Urmaz) = Umas(1 — Umaz ) (Umez — @) + Iy,
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La ecuacion de las rectas, asi como las condiciones sobre los pardmetros
para las intersecciones quedan en términos de wUmin, Ymaz) Wi(%min), W1 (Umaz)
e I,. Lo anterior hace tedicso el estudio. Sin embargo, los resultados se
pueden también expresar en términos del dngulo & donde

o= ot [2ltm) )]

Umax — Umin

le-0) [0

(W)

Figura 4.12: Ceroclinas para la aproximacién lineal a trozos del modelo de
(FN), (a) Con I, =0. (b) Con I, > 0.

Una condicién necesaria para las oscilaciones asociadas al ciclo limite para
el modelo lineal a trozos, es:

wn (umaa:) —w (umin) < f_{

tan @ = .
Umaz ™ umin) Y

Se ha probado, que este modelo puede presentar también ciclos limite, si
se aplica una corriente I, en un rango apropiado I; < I, < I,. La bifurcacién
donde sucede esto al aumentar I, es de nuevo la bifurcacion de Hopf.

Rinzel [55], [56] considerd el caso v = 0, obteniendo resultados analiticos
de existencia de pulsos viajeros y ondas periddicas. El enfoque de considerar
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Ia aproximacidn lineal a trozos del modelo se ha usado también al analizar
la dindmica espacio-temporal (véase la Seccién 4.4.3).

4.4 Los impulsos viajando

Quitaremos ahora la restriccién de haber fijado espacialmente el voltaje. La
inclusién de la variable espacial, adem4s de volver al sistema de ecuaciones
diferenciales un modelo mis realista, aumenta la riqueza dindmica.

El sistema (4.1) ha sido motivo de muchos estudios teéricos en los que
se han usado enfoques y herramientas muy diversas. De hecho, los andlisis
han mostrado la existencia de soluciones que no se habfan encontrado expe-
rimentalmente. Este es un sistema en el que la teoria ha ido por delante de
la experimentacién. :

En esta seccién describimos algunos de los enfoques que se han propuesto
paraestudiar el sistema (4.1), mencionamos algunos resultados que surgen al
estudiar la existencia de trayectorias homoclinicas. Sefialamos ademds, que
el modelo lineal a trozos (resultado de aproximar a f a través de funciones
lineales a trozos), también ha sido profusamente usado.

4.4.1 Una cota para la velocidad cuando I, =0

En esta seccién demostramos un resultado andlogo al que encontramos para,
la ecuacién de Nagumo (véase Capitulo 3 Seccién 3.2.4). Aquél nos dard una
cota inferior para la velocidad de las supuestas s.t.0.v de sistema (4.1).

Asi, supongamos que existe ¢ > 0 tal que

u(z,t) = ¢(z — ct), w(z,t) = Pz — ct) (4.6)

es solucién de (4.1) con I, = 0. Luego, de la misma forma que hicimos para
la ecuacién de Nagumo en el capitulo anterior al sustituir (4.6} en (4.1) se-.
llega a que ¢ y % satisfacen las ecuaciones:

I

—_— c¢’
—c1,[)'

" +d(1— )~ a) + (4.72)
bé — 1 (4.7b)

Sea v = ¢', entonces este par de ecuaciones se transforma en el sistema
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§ = v (4.82)
Vo= —cv—g(1- g)(é—a)— (4.8b)
W = -%¢+%¢ (4.8¢)

Dado que estamos interesados en la trayectoria homoclinica de este sis-
tema que “sale” del origen y “regresa” a él, entonces las condiciones que tal
trayectoria ha de satisfacer son

(¢,v,%) — (0,0,0) (4.9)
cuande £ —+ %co.

Esta condicién refleja el estado de reposo del axdén antes y después de un
estimulo.

El siguiente resultado se puede demostrar.

Proposicion 4.4.1. Si el sistema (4.8) tiene una trayectoria homoclinice
que satisface las condiciones (4.9), serd pare valores de c tales que 2 > .

Demostracién. Multipliquemos {4.7a) y (4.7b) por ¢ v 4, respectivamente.
Después integramos respecto a £ desde —oo hasta co y usemos las condiciones
de frontera (4.9). El resultado es el par de igualdades

f_: (%)20’5 = [: ¢*(1 — ¢)(¢ — a)dt - f: dWdE. (4.10)

v Z¢2d5=b / : Gt (4.11)

5i ahora repetimos un procedimiento similar, pero multiplicando {4.7a) y
{4.7b) por ¢' vy o', respectivamente, legamos a

x 2 o0
_C[_oo (d—?) d£+/_m $yde = 0 (4.12)

0o £ 2 )
cfm (%) d§+b[_m oW'ds = 0 (4.13)
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Por otro lado, de la regla para derivar el producto de dos funciones y de
las condiciones de frontera (4.9) se sigue

/_ ” 'dE + d'pdE = 0. (4.14)

-0

Si sumamos término a término (4.12) y (4.13) y usamos la dltima igual-

dad, llegamos a
< £ 2 o 74 2
o[ (G) «- [ (%) (19

Al multiplicar ambos lados de (4.7b) por ¢ e integrar con respecto a &
desde —oo hasta oo, obtenemos

/: #de = —c[ pUdE +y f e, (4.16)

De ésta pueden eliminarse las integrales de i¢ y ¢y usando (4.10), (4.13) y
(4.15). Asi, la titima igualdad se rescribe como

2 @y 2(1 — —
o [~ wag=S21 m(d&) s+ [ Fa-oe-ad (41
Ia cual puede re-arreglarse notando que:
% - wu—a)=(u— -12-(1 +a)) + % - %(1 —a)’. (4.18)

El resultado que se obtiene es

[ #(2-0-96- 0)a= 22 [ (%)2% )

De la condicién de los pardmetros (4.3),

(1-a)f<—

concluimos que todos los términos bajo la integral de Ia izquierda en (4.20)
son positivos y como el de la derecha lo es, esto obliga que (¢ —v) > 0. Con
lo cual terminamos la demostracidn. | |
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4.4.2 Caso by v pequenos

Una de las estrategias que se han sugerido para estudiar el sistema (4.1) y
que ha mostrado simplificar los anélisis, a la vez que mantiene las carac-
teristicas escenciales del modelo original, es la de hacer énfasis en las escalas
de tiempo a la que cambian las variables que en él aparecen. En esta seccién
consideremos la ecuacién (4.1) con b y v dados como:

b=¢L, vy=g¢u,

donde £ es un pardmetro pequefio que satisface 0 < z << 1. En estos
términos (4.1) se convierte en:

U = Ug+ fu) ~w (4.20a)
Wy e{Lu — pw) (4.20b)

Este formato para. el sistema junto con el hecho de ser £ pequefio, sugiere
el uso de Teorie de Perturbaciones para estudiar el efecto que aquél tiene en
la dindmica.

En la situacién limite, i. e. ¢ — 0, la dltima ecuacién dice que w es
approximadamente una constante, digamos A. Entonces sélo consideramos
la ecuacién para u en (4.20), que se transforma en:

= Duge + f(u) — 4, flu)=u(u—a)(u-1) (4.21)

que tiene las propiedades cualitativas de la ecuacién (3.6), que analizamos
en la seccién 3.3 del capitulo 3.

Ya sin considerar el caso limite, el pardmetro ¢ impore a la dindmica un
comportamiento particular. Hace que la variable w cambie muy rdpido con
respecto a la variable w.

Al usar teorfa de perturbaciones, lo que se suele hacer es una analogia
con lo que menciondbamos en la Seccidén 4.2.2, donde en ciertos momentos la
solucién permanece cerca de la rama “interna”de la u-ceroclina con rapidas
transiciones entre las otras ramas. Para mayor referencia, ver figuras 4.5y
4.6.

Al principio del potencial de accidn una de las variables cambia muy
ripido y se supone entonces que el cambio en el tiempo que presenta es casi
nulo con respecto al de la otra variable y entonces se estudia la dindmica de
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la variable lenta, pero en otro momento, es importante el cambio répido de
la variable w, por lo que ahi se estudian las ecuaciones:

w =0, w=¢e(Llu— pw).

Como la ecuacién u, = 0 tiene tres soluciones para u como funcién de w,
entonces las ecuaciones anteriores se reducen a

% = Gy(w).

La dindmica asociada en términos de estas consideraciones se ilustra en
la Figura 4.13.

Figura 4.13: Dindmica rdpida.

De la Figura 4.13, podemos indentificar cuatro regiones de la trayectoria,
dos de ellos pertenecen a la regién de cambio répido para la variable W, en
los casos donde no se estd en estas regiones de cambio répido, llamadas de
excitacion y recuperacién, deben hacerse otras consideraciones y el sistema
toma otra forma. Estas fases corresponden a u = u.(w) y v = u_{w),
respectivamente.

El pulso viajero consiste entonces de una fase de excitacién, un salto
rapido hacia la fase de recuperacién y de nuevo un salto rapido hacia abajo,
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que lo regresa al reposo. De hecho, se puede calcular la duracién de dichas

fases,
Y- dw Yo dw
Te =/ T Tu =[ P
wa G+(w) w. G (w)

donde w_,wy y w,y corresponden a los cambios en la dindmica de v =
v_(w),v = vo(w)v = vi(w).

Otro enfoque para estudiar el sistema {4.20) estd dado en la seccién 4.5.

4.4.3 Impulsos viajeros en el modelo lineal a trozos

Como sucede en el anilisis de la dindmica temporal, es posible estudiar €]
comportamiento de las ecuaciones no lineales (4.1) a través del enfoque intro-
ducido por McKean, en esta seccién mostramos como para una aproximacion
de la funcién f podemos encontrar soluciones explicitas.

Consideraremos un caso particular del sistema (4.1):

Uy = Ugpe + flu,w) (4.22a)
w = glu,w) (4.22b)

en el que f se aproxima por funciones lineales. Es decir,

flu,w) = Hu—a)—u—w
glu,w) = wu
donde
0 s u<a
H(u—a)—{l st u>a

Lo que nos interesa s buscar una onda viajera de tipo impulso como el
que se miestra en la Figura 4.14:

Escribimos (4.22) en coordenadas viajeras, definiendo la variable de onda
& =  — ct, es decir, supongamos que existe ¢ > 0 tal que

u(z,t) = ¢z — et), wiz, 1) = ¥(z — ct) (4.23)
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1k¢

Y
Je

~_/
| I I

Figura 4.14: Un pulso viajero.

es soluci6n de (4.22). Luego, al substituir (4.23) en (4.22) se llega a que ¢ y
¥ satisfacen:

—cd' = ¢"+ F{4,9) (4.24)
—f = g(¢,%) (4.25)
esto es,
9 + cpe+f(o,¢0) =0 (4.26a)
e +g(6,¥) =0 (4.26b)

La posicién de la onda a lo largo del eje £ estd dada fijando u(€;) = ¢(&;).
Aqui consideraremos u(0) = ¢(0) = ¢(£;) = a.

Nétese que u = ¢ = a es un lugar particular por que debido a la definicién
de la aproximacién de la funcién f, se tiene ahi una discontinuidad.

Denotemos por
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1: laregién donde £ <0
IT: laregién donde 0 <& <&
III: laregién donde & <&
En cada una de estas regiones las ecuaciones diferenciales son lineales por

lo que pueden ser resueltas si imponemos las condiciones de que ¢ y % sean
continuas en £ = 0 y £ = & y ademaés ¢ tenga ahi derivada continua.

En las regiones I y III, u < a, por lo que (4.26) se reduce a:

¢'EE -+ C¢5 —¢— ’t,b = { (4273)
cYe+¢ = 0 (4.27b)

cuyas soluciones pueden proponerse de la forma ¢(¢) = Ae*,¥(€) = BeX
donde las constantes A y B deben satisfacer

Mied—1 -1 AN (0
1 cA B/ \0
y donde, A debe ser raiz del polinomio caracteristico:
Mred?-2+ % =0. {(4.28)

Usando la regla de los signos de Descartes %, (4.28) tiene exactamente una
rafz negativa A1 y las partes reales de las otras dos, Aa y A3, son positivas.

En la regién 11, la ecuacién diferencial es,
b tepe+l-0d—v = 0 (4.292)
cYe+¢ = 0 (4.29b)

Una solucién particular del sistema no-homogéneo es ¢ = 1, ¢ = 0; mien-
tras que la solucién del sistema homogéneo puede proponerse como una suma
de exponenciales de la forma e,

3Clonsidere el polinomio P(A) = A% +agA% — aA + e = 0, g, € IR. Hay 2 cambios
de signo en la sucesién de coeficientes, entonces hay 2 ¢ 0 rafces positivas. Haciendo el
cambio de variable A = —w, el polinomio tiene un cambio de signo, entonces hay a lo mds
una raiz negativa.
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Como queremos que la solucién se aproxime a cero en £ — +00, podemos
representar el impulso con Ia exponencial e*1¢ para £ grande y positiva, la
suma de las dos exponenciales €*2¢ y e*¢ para £ grande y negativa, y la suma
de las tres exponenciales para el rango de ¢ para el cual u(€) = #(&) > a.

Tomamos, ¢ = —ctf con,

AeME para £ >§
PE) =4 1+33 Bt para 0<£<g
YiaCie€  para £<0

Ahora, queremos que (), 8(¢) v #¢(£) sean continuas en E=0,4 5
que u{0) = ¢(0) = #(¢) = a. Esto es, que coincidan en E=0y £ =¢&.
Esto determina ecuaciones trascendentes escalares para los pardmetros, que
pueden ser resueltas para &, lo que se usa para determinar ¢ en términos de
a. También se puede tratar a ¢ como conocida ¥ encontrar g para cada ¢
dada. -

Debido a que este enfoque permite encontrar soluciones explicitas, se Han
obtenido diversos resultados importantes, se han encontrado por ejemplo
para el caso v = 0, pulsos y trenes de onda periddicos[55].

Existe otra propuesta de un modelo lineal a trozos introducida por Pus-
chino. Por su parte, Peskin ha considerado también otro caso [54], donde en
particular ha encontrado resultados que relacionan las condiciones de fron-
teras y la velocidad de propagacisn.

4.5 La dindmica y los impulsos

Demostrar la existencia de soluciones de tipo impulso para el sistema de
FitzHugh-Nagumo no es algo sencillo. En esta seccién intentaremos hacer
un bosquejo de la prueba para un caso que se ha considerado ampliamente:
b ¥ v pequefios (Ver seccién 4.4.2), que ademés hace explicito el uso del
pardmetro pequefio £, tipicamente presente en sistemas excitables en general
(Ver Capitulo 5, Seccién 5.3). Aunque hay principalmente dos enfoques
para demostrar la existencia de este impulso, usaremos el propuesto por
Hastings. El otro involucra la construccién de paralelepipedos alrededor de
la trayectoria que buscamos y que pueden ser contraidos homotdpicamente,
fué propuesto por Smoller y Conley. Estos paralelepipedos se llaman bloques
aislantes. Este enfoque fué usado por G. Flores [18] y Durand {7] y tiene la
ventaja que ademds permite abordar el problema de la estabilidad.
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Al considerar el parimetro pequefic & buscamos entonces soluciones del
sistema (4.20), que tengan la forma (4.6} y que satisfagan las condiciones de
frontera (4.9). Para lo cual usaremos el sistema escrito en coordenadas de la
onda viajera:

¢ = v {4.30a)
o = —w-g(l-@)(6-a)—v (4:300)
W o= —Z(Lg—u) (4.30¢)

4.5.1 Analisis local

St el sistema (4.30) se linealiza alrededor del punto de equilibrio (0, 0,0), se
obtiene

X' =J.X (4.31)

¢ 0 1 0
X=|v|, J.= a —c —1
v -(£) o =

<
y ' denota la derivada respecto a £. El polinomio caracteristico de la matriz
de Jacobi J; es

donde

() = X+ A2(c— E?”') — Mep+a) — %(a,u ~ L) (4.32)

Lema 4.5.1. Siay > L, p{)) tiene una raiz positiva real, las otras dos rafces
o son un par complejo conjugado con parte real negativa o, si son reales son
negativas

Demostracién. Sean A3 las raices de (4.32), sabemos que:

M+dotds = —(e— 55) (4.332)
Al/\z + 1\1/\3 + Azhy = —(E,U, 4~ Ct) (433b)

Atdolds = %(ay—L) (4.33¢)
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Como p(}) es un polinomio cdbico, sea A, la rafz real. Si \;, A son complejas,
entonces
Ar1Az zf Az ]2

De (4.33c) se tendria que:
)\1 [ Az I2> i

st au > L. Entonces, \; es positiva.
De (4.33b) se tiene que:
Afde 4+ A3) = ~Xds —{ep+a) <0
de donde 2Re(A;) = A2 + A3 < 0. Entonces Re(\;) = Re();) <0

Si las raices son todas reales entonces de (4.33c) se sigue.que una es ..
positiva y las otras dos negativas si au > L.
|
La condicién ey > L, puede deducirse a través de otra cota que ya
habiamos impuesto, {4.3). Condiciones anilogas a esta restricién sobre los
pardmetros, han sido indentificadas por varios autores [11] y [12].

Dado que el punto de equilibrio (0, 0, 0) es hiperbélico, entonces la dindmica
local del sistema no lineal (4.30) est4 dada por el sistema lineal que lo apro-
xima. Mds aiin, en vista de lo anterior, el sistema (4.30) tiene una variedad:

1. Inestable, W (F,), de dimensién uno cuya aproximacién local (por ser
tangente a ella en el equilibrio) es la recta que pasa por el origen y es
paralela al vector propio asociado al valor propio real positivo,

2. Estable, WJ(F,), de dimensién dos cuya aproximacién (por ser tangente
a cla en el origen) local es el plano que, pasando por el origen, es
generado por los vectores propios asociados a los valores propios con
parte real negativa.

La Figura 4.15a} ilustra la dinsmica lineal; mientras que la Figura
4.15b) “sugiere” la correspondiente dindmica no lineal local.
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Figura 4.15: Retrato fase local de (4.31): a} Dindmica lineal. b) Bosquejo
de la dindmica no lineal local.

4.5.2 Sobre la dindmica global

La demostracién completa sobre la existencia de impulsos para el siste-
ma (4.30) no es simple, sin embargo, intentaremos dar un bosquejo de la
demostra- cién para lo cual, como hemos comentado, seguimos el enfoque de
Hastings [26], [27], {28], [29] v [30]. En esta seric de articulos se consideran
varios casos ( el caso reducido 9 = ¢/ = 0 y més ampliamente el caso p =0 )
y se analizan diversos tipos de soluciones, desde una sola 6rbita homoclinica
hasta un tren infinito de impulsos.

Usando la informacién local dada antes y el Teorema de la Variedad
Central (véase el Apéndice D), se puede demostrar {véase [30]) el siguiente
lema:

Lema 4.5.2. Sobre el sistema (4.30),

a) Tiene una variedad inestable de dimension uno W¥(Pp) y una variedad
estable de dimensidn dos Wi (F).

b) W2(P,) tiene dos componentes: W{Fo)* que apunta en la direccidn
positiva del primer octante y W*(Fy)~ apunte en direccion negativa del
Mismo.
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¢c) Las regiones B~ = {{¢,v,%)]v < 0,8 < 0,v' < 0,9/ < 0} vy Bt =
{{¢,v,9)|v > 0,6 > 1,v' > 0,9 > 0} son positivamente invariantes.

La parte a) es una aplicacién directa del Teorema de la Variedad Central,
la parte b) se tiene gracias a que el valor propio A; > 0 y se puede probar
que las componentes del vector propic asociado son positivas.

Para estudiar (4.30), consideremos la curva & — (¢(£),v(£), %(¢)) en
IR® definida por las soluciones (¢,v.v). Lo relevante del Lema 4.5.2 es lo
siguiente:

* Los octantes positivo y negativo, son positivamente invariantes del sis-
tema,

¢ Hay una variedad dos-dimensional W?(F,), que contiene al O en su
interior, tal que si x(§) = (#(£),v(£),%(£)) es una solucién de (4.30) -
cotl x{§) € W(F;) para algin &, entonces x(£) € W2 (Py) V€ > &, v
x{o0) = 0. | :

» Hay también una variedad uni-dimensional W¥*(P;), que contiene al 0,
tal que si x(&) € W;*(Py) para algln &, entonces x{—o0) = 0.

Entonces, si una trayectoria homoclinica del sistema existe, debe dejar el
origen por la variedad inestable y regresar a el por la variedad estable. El
iinico candidato posible para ser la trayectoria homoclinica del sistema, es la
que deja el origen por la rama inestable y entra al octante positivo.

Nuestro problema (como en el caso de la ecuacién de Nagumo) se redu-
ce 2 demostrar la existencia de un valor de ¢ de modo que si x(0) est4 en
la rama W}(Pp)* entonces x(¢) existe para —oc < £ < oo e intersecta a
WZ(Py) para £ grande. Para tal solucién, se tiene que x{(cc) = 0, enton-
ces esta es la trayectoria homoclinica que buscamos. En efecto, supongase
que para algin valor, c*, de ¢ el sistema (4.30) tiene una trayectoria ho-
moclinica, (@e-(£), ver (€), thex (£)), que satisface las caracteristicas deseadas, -
entonces ¢ (£) representa el voltaje de membrana, v, (£) da la velocidad con
la que éste cambia y .- (£} es la otra variable w que aparece en (4.30).

Otra hipétesis adicional para asegurar la existencia de este impulso es
qued <a< ,i—, condicién que, por lo demds, ya la habiamos impuesto antes
(véase condicién (3.15)). De hecho, se puede demostrar el siguiente Lema
{véase [30]).
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AT

Figura 4.16: Variedades estables e inestables de (4.31).

Lema 4.5.3. 5i % < a < 1, entonces todas las soluciones no constantes que
intersectan le variedad inestable W*(F,) son no acotadas.

Este resultado sin duda es importante ya gue, aungue aliin no sepamos si
la trayectoria homoclinica existe, s sabemos por donde no buscarla.

Continuando con el esbozo de Ia prueba de la existencia de una trayectoria
homoclinica, se estudia entonces el comportamiento de la variedad inestable
W*(P,) cuando ¢ varfa. Esto se hace siguiendo a la solucién x(0) € W (Fo)*,
que tiene tres posibilidades:

P1: x existe y es acotada en {—o0, o0)
P2: x existe sélo en un intervalo semi-infinito (—oc,w) y %im 9(f) = oo
—

P3: x existe en (—oo,w) y lim (£} = —~o0
f—=w

De hecho, estas posibilidades definen tres subconjuntos del espacio de los
pardmetros ¢, a, €, L, g que aparecen en (4.30), sin embargo en particular nos
interesa el comportamiento de W2({Fp)™ variando en:
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Figura 4.17: Trayectoria homoclinica.

Q={(c,e) {e>0,e >0}

Sea X, la solucién de (4.30) tal que x(0) € W=(F)*. Entonces los
subconjuntos de los que hablamos estén definidos de la siguiente forma:

o = {(c,s)EQ{xMe:dsteywacotadaen(—oo,oo)}
2 = {{c,£) € Q| %, existe sélo en (—oo,w)y%%é(f)zoo}

Q3 = {(c,e) €| x., existe s6lo en (—oc,w) ¥ éi_;l;qﬁ(f) = —co}

Lo que finalmente se requiere es que x(¢) — (0,0,0) cuando £ — oo,
St ¢ se escoge apropiadamente. Lo que se hace entonces es —a través de
consideraciones sobre los tres conjuntos anteriores— identificar una regién
especifica A C IR® con la propiedad de que si x es acotada y x(&) € A para
& grande, entonces x(£) — (0,0,0) cuando £ — oo.

Las consideraciones de las que hablamos incluyen las caracteristicas topo-
16gicas de los conjuntos £2;,Q, y §25. En particular, se puede probar que £,
¥ €23 son conjuntos no vacios, abiertos disjuntos, y como ) es conexo, £); es
no vacio. (Véase {30]).
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Esto permite mostrar que existe un subconjunto £2* de (4 que define a
la regién A que buscamos, esto es, que efectivamente existe un rango de los
pardmetros para los cuales efectivamente W' (Fy)* es acotada y coincide con
Wi (Ry).

Para identificar de manera precisa a la regién A se usa una Funcién de
Energia, que es una modificacion de otra propuesta por Conley.

Los resultados de Hastings resultaron ser mds generales gracias a un tra-
bajo de Feroe ef. el [11], quienes por su parte probaron la existencia de
trenes de ondas, basados en la suposicién de la existencia de una solucion
homoclinica. Estudiaron también el problema de estabilidad para estos tre-
nes de ondas (Ver Seccién 4.6.3). Incluso obtuvieron resultados que asocian
1a velocidad de la onda con su estabilidad, encontrando particularmente que
los pulsos més répidos son estables y los lentos inestables [12]. El trabajo de
G. Flores versa también sobre la cuestién de estabilidad {18].

4.6 Consideraciones adicionales

En esta seccién intentamos hacer més clara la nocién de umbral y exitabilidad
a partir de consideraciones sobre el estimulo aplicado. Por otro lado hacemos
una consideracién sobre la situacién considerando una situacién mas realista:
un axén finito. Por dltimo incluimos una revisién de otros resultados sobre
las ecuaciones (FN).

4.6.1 El umbral y la excitabilidad

Una definicién més precisa de excitabilidad es que un mecanismo es excitable
si un estimulo de tamafic suficiente puede iniciar un pulso viajero que se
propaga a través de medio.

En esta seccion exhibiremos de qué manera influye la existencia de un
umbral para que un impulso se propague. En particular, podemos decir
que si u(z,t),w(z,t) son lo suficientemente suaves y si el potencial u(z,t)
permanece abajo del valor a entonces la media cuadrada de u(x,t) decae
exponencialmente en el tiempo. El pardmetro g representa entonces el um-
bral, por lo que a menos que el potencial u(z,?) exceda @, un pulso no se
propagara.

Requerimos ciertas suposiciones, aunque nuestro problema sigue siendo
(4.1) con = > 0, > 0 y ahora con las condiciones adicionales
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u(0,8) = P(t) , u(z,0)=0
w(0,1) = b/: P{s)e™ds , w(z,0)=0

(4.34a)
(4.34b)

P(t) representa el estimulo que emana en z = 0, como este estimulo actiia
sobre un intervalo finito de tiempo, hacemos entonces la suposicién adicional

de que

P(t)=0, para t>T >0

Supondremos ademas que u(z,t), w(z,t) tienden suficienternente répido

a cero cuando £ — 00, de modo que las integrales

[ u?(z, t)dz, f w?(z, t)dzs
0 o

existen y son finitas para todo ¢
Si multiplicamos (4.1a) por bu y (4.1b) por w, tenemos

u Ju

b'U,az—z = buEt——buz(l—u)(uua)+buw
w%w = whu — yuw?

ahora restamos:

2
bu% - w%tt?- = bugt—u — (1 — u)(u — a) + yw?

re-escribimos como:

%y 2 2_, Ou Sw
bu-é? + (1 — u)(u ~ a) — yw —bu3?+w—3t—-
ahora usando
du_ 19 , Pu_ 8, Bu ou\?
o= amY v g =tag-b(3)

De (4.37), obtenemos:

(4.35a)

(4.35b)

(4.36)

(4.37)
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bai( 6“)-6(6) + b (1 — w)(u — a) — 7w _E-éz(buz w?) (4.38)

Si re-ordenamos e integramos con respecto a x de 0 a o, tenemos:

L e = [020 a0 [ (2)
2./; dt(bu + w¥)dz ; ba (u 5 =—)dz -~ \az dz
+ / bu?(1 — u)(u — a) — ywldz
0

1

Ahora usamos (4.34)

(bu? + w)dz = —b — d:c+ oObuz(l—u)(u—a)—')mz)"":im
dt 0

Que ademas,
% ¢ 5u\?

5/; dt(bu + w?)dx
+ f bu?(1 - u){u — @) — ywidz
0

o0
< f b (1 — u}{u — a) ~ yw’dz  (4.39)
0
Supongamos ahora que u(z,t) < aVz,t > 0. Entonces podemos encontrar
§{a) tal que,
w?(1 —u)(u — a) < —0u?

Esta estimacién la usamos en (4.39)

1 d =] o0

—— [ (bu? + w?)dz < — f (b6u? + yw?)dz (4.40)
Sea C = min{4,v}

d e} v0]
yr [ (b? + w?)dz < —2C f (bu? + w?)dz (4.41)
0 0
De donde, concluimos que:
j (b8u? + yw?)dz < Ke ¢ (4.42)
0

Por lo que, si el potencial u(z, t) permanece abajo del valor a entonces la
media cuadrada de u(z, ) decae exponencialmente en el tiempo.
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4.6.2 Axén finito

Quisieramos tener resultados como el anterior si hacemos consideraciones
mds realistas, en particular para un axén finito. En esta seccién mostramos
que efectivamente se tiene un resultado andlogo st suponemos que el axén es
de longuitud finita /.

Esta consideracién establece condiciones especiales: en z = 0 seguimos
considerando (4.34) y en 2 = I imponemos

u(t,)) =0, t>0 (4.43)

De nuevo para analizar (4.1}, (4.34) y (4.43) suponemos P(t) # 0 sélo
sobre un intervalo finito de tiempo, i. e.

P({#)=0, t>T

- Multiplicando (4.1a) por u, a {4.1b} por % ¥ restando las ecuaciones
resultantes obtenemos, ’

b 0z2
Integramos sobre [0, []

1 P8/, wuw? b u Y
—2-'[)5;(15 +T)d$—‘/o. (u-é—g-;+u(1~*u)(u—a)—3w)dx(4.45)
Usamos que I ,
¢ 9% du L ou
=), ), (5)
y como u(0,t) = u(l,t) = 0 para t > T entonces
I o0 ! 2
u du
A u-ézz-d.r == —/{; (5.’;) dz

Entonces (4.45) se escribe como

%% DI (u2+ %2) dz = fol (u2(1 —u)(u = a) ~ Ju? - (g—z) 2) dz
(4.46)

2 2
19 (u2 + E—) = ua—u + 4?1 —u)(u — a) — %wa (4.44)
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Para analizar (4.46) observemos que el término cuadratico (1 —u)(u~a)

- Y |
tiene un MAXIMO en Upar = il:;&l dado por U—f)- y entonces

18 f'f 5, vt (1 —a)? v, 3u)2
- = < S o7 A S Y (s
55 D(u-{—b)dm__/o U 1 7Y e dx

Ahora si usamos las condiciones de frontera
u(0,f) = 0=u(l,t), para t 2T

y por la desigualdad de Poincaré, se tiene:

brou\? me 1,
[ G) = @) e
v obtenemos

12 [ e es [ (- () 3w
Ahora, si:

(1—a)? =

4 2

Sea C' = ma:r{il;:ﬁ - ’-{;, v}. Se tiene que,

a 1 ) w? 13 . ,w2
— el < 90" -
3#/; (u+b)da:_ 2Cfo(u+b)dm

De donde, concluimos que:

1 2
f (u2 + T-'U—) dr < K'e 2
0 b
! 2
f (u2 + w—) dr
\ 5

<0

Por lo que,

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

decrece exponencialmente para t > 0. A menos que el axén sea lo suficiente-
mente largo, todo estimulo decaera exponencialmente en el tiempo. Esto es

claro de la condicién (4.49):
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a2 2 —a)? a2
-——(1 40) —~%<0 entounces ——-—(1 4(1) <%-
Por lo que
4? r
Poc—_
<(1——a)2 entonces l<1—a

El inverso no es cierto, aunque el axén sea infinito no puede sostener un
estimulo a menos que satisfaga ciertos criterios (Ver Seccién anterior).

4.6.3 Otros resultados

En esta seccién listamos otros resultados que se han obtenido para las ecua-
ciones (FN) y que ya no incluimos en este capituto.

* El efecto de P(t) en la propagacion.

Si suponemos que ¢ > % ¥ que P(t) es acotada, continua y ademiss
satisface,

(i) P@)=P0)=0,%>T >0
€2) sup [P@AI <M

se piiede probar que

T
sup lu(z, 8)] < K f iPldt Ve>T
z>0 0

Més atin, hay constantes C, k, X tales que si ﬁjl |P(£)|dt < A, entonces
—ct
sup [u(z, £)| < Ke™“*, t>0
£0

Este resultado dice que si & no es muy pequefia, pero el valor absoluto
de la media del estimulo P es lo suficientemente pequefio, entonces
el potencial decrecerd exponencialmente. Por lo que con esto es m4s
claro como la naturaleza del estimulo influye en la propagacién de un
impulso,
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e La estabilidad de la onda viajera, se ha probado que las ondas lentas
son inestables y no se observan experimentalmente, sin embargo, las
ondas rapidas son las se ha probado son estables [46]. Estos resultados
son importantes por la relacién velocidad de la onda-estabilidad.

¢ Otros resultados muestran que en respuesta a un paso de corriente,
I, = 0parat <0, I, = K > 0 para t > 0 algunos nervios propagan
un infinito tren de pulsos [55]

e Las ceroclinas w; y ws en (4.1) se intersectan en tres puntos [57). Hay
ahora tres estados de equilibrio 5),5; v S;. Dos de los cuales son
estables y el otro es inestable. Perturbar alguno de los estables lleva a
un viaje hasta el segundo que es estable. Se prueba también en este
caso que no hay ciclos limite.

o Existencia de pulsos multiples para el modelo de Fitzugh-Nagumo. Este
caso ha sido estudiado por Feroe et. al. [11] quienes primero demos-
traron la existencia de pulsos dobles. Su resultado supone la existencia
de una tnica s.t.0.v. © de tipo impulso (que corresponde a una 6rbita
homoclinica) que viaja con velocidad ¢y, y consiste en demostrar la
existencia de s.t.o.v. para otro valor de ¢ —en vecindades de co— que
son como &(£) + &(t + k) para alguna h. Esto corresponden a una tra-
vectoria homoclinica que antes de cerrarse hace otro ciclo de manera
que, en uno de ellos pareciera gue se va a cerrar pero no lo hace, cruza
la variedad estable y regresa para entonces si cerrarse. La prueba estd
fuertemente basada en el mapeo de Poincaré. Puede verse en el senti-
do de estudiar qué ocurre con la trayectoria homoclinica si sufre una
perturbacién el valor de ¢. Después, como mencionamos, al estudiar el
modelo lineal a trozos fué posible establecer resultados de estabilidad
e incluso exhibir numéricamente dichos pulsos dobles, asi como gene-
ralizar el resultado a un tren con un numero finito de pulsos separados
a distancia fija [12]. Més adelante, él mismo generaliza los resultados
encontrados en el modelo lineal a trozos para el modelo {FN) y esta-
blece en este caso la existencia de dos casos de s.t.0.v.: trenes finitos e
infinitos de impulsos [13]. De nuevo, el resultado supone la existencia
de una 6rbita homoclinica.

e En [59] se prueba la existencia de pulsos miltiples y “caosiisando
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métodos de sistemas dindmicos, en particular el mapeo de la herra-
dura de Smale y su dinamica simbélica asociada.




Capitulo 5

De ondas quimicas y cardiacas
a la discusidén y conclusiones

En los dos capitulos previos hemos estudiado la existencia de distintos tipos
de ondas viajeras unidimensicnales para los modelos de Nagumo v FitzHugh-
Nagumo. La riqueza ondulatoria en medios excitables es ain mayor si la
dimensién del espacio fisico en el que estos fendmenos se desarrollan es mayor
que uno.

Las ondas en medios excitables en mas dimensiones se observan en di-
versos contextos de gran interés, desde ondas de actividad eléctrica y neu-
romuscular en las contracciones del misculo cardiaco hasta, las ondas en la
corteza cerebral y la retina por sélo mencionar algunas.

En este capitulo final hacemos una presentacion descriptiva de algunas
ondas en medios excitables de dimensién dos v tres. Esto nos dar4 pie a plan-
tear lo que pudiera ser la continuacién de este trabajo, asi como a destacar,
a manera de conclusidn, algunos puntos.

5.1 Algunas ondas quimicas

5.1.1 Patrones bidimensionales

Ondas viajera planas

Empezamos destacando que las ondas viajeras, cuva existencia hemos .-
estudiado antes, se propagan a velocidad constante en direccidn paralela al
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eje horizontal (al vector unitario &; = (1,0)) y su grifica estd contenida en

un plano. Estas caracteristicas se generalizan para ondas que, viajando en

un espacio de dimensién mayor, lo hacen a velocidad constante y la onda

misma “vive” en un plano. Esta es la caracterizacién de una onda plane.
Consideremos un sistema de reaccién-difusién como

Iy = vztl’.tx +.f(u))

donde f una funcién suave.

Una solucién de este sistema, es llamada onda plana, si sdlo es funcidn de
la variable viajera, £ = n-x-ct. Donde con ¢ hemos denotado a la magnitud
de la velocidad de la onda, n es el vector normal unitario que apunta en la
direccién en la que aquélla se propaga y x es un punto arbitario del espacio
fisico en el que ocurre el fendmeno ondulatorio. En estos términos, la onda
plana se escribe como u(x,t) = U(x - n — cf). Al hacer las sustituciones en
el sistema de reaccién-difusion, el problema se lleva a estudiar la ecuacién

(n-n)P” + T + f(T) =0.

La onda es independiente de cualgunier variacion en x perpendicular a n,
por eso se Haman ondas planas. Estas resultan ser nada mas que una muestra
de la diversidad de ondas que pueden darse en dimensiones mayor a uno.

Patrones tipo “blanco”

Bste patrdén bidimensional aparece en lo gue hoy se conoce como reaccién
de Belouzov-Zhabotinski (B-Z), que es una cadena de reacciones quimicas
que se agrupan bajo ese nombre ([20], [41}, [43}, [52]). La reaccién de B-Z
exhibe dos propiedades que también las tienen otros sistemas complejos: la
autoorganizacion y la excitabilided. En los iltimos afios se ha intensificado el
estudio de oscilaciones espacio-temporales en reacciones quimicas debido a la
similitud de comportamientos ondulatorios que tienen con algunos sistemas
biolégicos.

Si en un punto se inicia la onda, se genera una onda circular que se
expande. Si se estimula de forma periédica, aparece una serie de anillos
concéntricos, también propagindose. Estos patrones son los lamados ti-
po blance u objetivo. Naturalmente, la velocidad con la gue los circulos
concéntricos se propaguen depende de la frecuencia con la que se perturbe.
En la Figura 5.1 se ve un patrén tipo “blanco”.
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. Figura 5.1: Patrones tipo “blanco” en la reaccién de B-Z. Figura tomada de
[63]. .

En un patrén de tipo “blanco” se pueden originar, de forma espontinea,
otras ondas : sélo basta una inhomogeneidad en la caja de Petri en la que se
lleva a cabo la reaccidn quimica.

Las espirales en movimiento

Un patrén tipo “blanco” puede romperse con sélo inclinar levemente Ia
caja de Petri en la que se lleva a cabo la reaccién. Una vez que uno de los
circulos expandiéndose se rompe, cada unoc de sus dos extremos se enrolla
en sentido opuesto originando otro patrén: dos espirales rotandoe en sentido
encontrado.

En la Figura 5.2 se ve uno de estos patrones.

También en las reacciones de B-Z se han encontrado grupos de espirales
rotando alrededor de un mismo “centro”. En la Figura 5.3 se ven grupos de
espirales como las descritas.

Las ondas espirales en medios excitables tienen la propiedad de auto-
propagarse. Esta caracteristica dindmica, vista desde la fisiologia, tiene sus
inconvenientes: usualmente ocurren en situaciones patoldgicas. En el corazdén
son el antecedente a la muerte por parc cardiaco, en la corteza cerebral llevan



138 De ondas quimicas y cardiacas a la discusién y conclusiones

- - N i

Figux:a. 5.2: Uno de los patrones que aparecen en la reaccidon de B-Z: dos
espirales rotando en sentido encontrado. Figura tomada de [63].

a ataques epilépticos y en la retina causan alucinaciones [46].

Terminamos esta parte diciendo gue las ondas en espiral son un patrén
que se repite en varios de los medios excitables que se han estudiado, razén
por la cual en la literatura con frecuencia suele asegurarse gue éstas son
genéricas a los medios excitables.

5.1.2 Patrones en tres dimensiones

Las ondas enrolladas

La extensién a dimensién tres de los circulos expandiéndose y de las es-
pirales girando, son esferas propagandose y ondas a las que denominaremos
entolladas, respectivamente. Un ejemplo se ilustran en la Figura 5.4. Puede
verse que la unidn de todas las puntas interiores de las espirales, Hamado el
filamento de la onda{el eJe uni-dimensional alrededor del cual gira}, en gene-
ral describird una superficie. En el caso més simple, ésta es cilindrica, como
se ilustra en la Figura 5.4. Cada corte transversal con un plano horizontal
la intersecta en una espiral. La dindmica de las ondas enrolladas esté fuer-
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Figura 5.3: Ondas en espiral y ondas tipo blanco en la reaccién de B-Z.
Figura tomada de [63)].

temente influenciada por la dindmica de su filamento. Por ejemplo, puede:
ocurrir que el filamento se tuerza formando lazos (quizds anudados). Luego,
las intersecciones de la superficie con planos horizontales serdn espirales que
se estiran, se encogen, se tuercen, etc. En estas condiciones, la dinamica de la
variedad que resulta puede ser muy compleja. Determinar las caracteristicas
topolégicas de ella, seria muy Ufil para conocer la dindmica espacio-temporal
v dar luz sobre la propagacién de ondas en este tipo de sistemas (véanse [21],
le2}, [4d], [45].

>

Figura 5.4: Onda enrollada. Figura tomada de [22].

Onda enrollada toroidal
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Mencionamos ahora otra onda quimica que aparece en las reacciones de
B-Z en tres dimensiones. Considérese la onda enroliada mencionada atrés,
si ahora unimos sus extremos de forma similar a como se construye un toro,
con la peculiaridad de que, en este caso, la superficie no es cerrada. De esta
manera, se origina una onde enrolleda toroidel. En la Figura 5.5 se ve una
onda quimica comeo la descrita.

Figura 5.5: Simulacién numérica de una onda enrollada toroidal en la reac-
cién B-Z. Aqui se muestra un corte transversal. Figura tomada de [22].

La deseripcidn anterior, ademaés de mostrarnos la rigueza de patrones que
aparecen, también guia la biisqueda de soluciones para las ecuaciones que los
describen. La forma de éstas dependerd, desde luego de la dimensién del
espacio del sistema.

En algunos casos, estas estructuras ordenadas que emergen sin la partici-
pacién de factor externo alguno es decir, que son el resultado de mecanismos
internos de los propios sistemas (patrones autoorganizades), pueden ser re-
presentados matemaéticamente. Por ejemplo, sl los patrones son como las
espirales que se ilustran en la Figura 5.3, este es suficiente elemento para
averiguar las condiciones que ha de satisfacer el modelo matemético corres-
pondiente para que admita por soluciones, precisamente a espirales rotando.
En ese caso, la concentracién de cada uno de los reactivos en el frente de
1a onda, es decir, las curvas de nivel u{z,y,t) = C; v v{z,y,%) = Cz, son
espirales que rotan rigidamente. Por lo que, para cada uno la pareja (z,y)
no es arbitraria, sino que satisface

z=rcosf(r) y y=rsinf(r),
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donde 7 = /22 + 3?2 y la funcién desconocida #{r) da la forma de la espiral.
La bisqueda de condiciones bajo las cuales los modelos matematicos que
describen a medios excitables admiten tal tipo de soluciones, asi como deter-
minar la velocidad con la que éstas se propagan y la frecuencia con la que
rotan ha sido, entre muchos otros, un problema sobre el que se ha trabajado
en las tltimas dos décadas ([43], [41], [65] y [63]).

En afios recientes se encontré evidencia de la existencia de un atractor
extrafio subyacente a los regimenes cadticos de la reaccién de B-Z (véase [20]).

Ahora revisaremos brevemente otro ejermplo de sistema excitable que pre-
senta una dindmica ondulatoria por demds interesante.

5.2 Ondas del corazon

El corazén es un dérgano que realiza Gna funcién clave para los seres vivos:
bembear la sangre a todo el cuerpo. Ademads, es capaz de responder a los
mads diversos estimulos y posee la propiedad de autoregulacidn. Por ejemplo,
controla las contracciones cardiacas a cambios en las condiciones externas, di-
gamos al recibir un susto, o bien estar dormido ¢ despierto. Por su diversidad
de funciones, la fisiologia de este vital érgano no es simple.

Sin embargo, algunos experimentos han mostrado que las células de que
estd compuesto el musculo cardiaco tienen la propiedad de ser excitables
en el sentido de que si se les perturba aplicandoles un estimulo por debajo
de cierto umbral, no cambian su estado, pero si se hace con una intensidad
mayor, responden y depués vuelven a su estado estacionario.

El conjunto de todas ellas coopera para producir las contracciones ritmicas
de todo el érgano completo. Esta caracteristica de aufoorganizarse, que ya
mencionamos en el caso de los patrones ordenados que surgen sin participa-
cidn externa en la reaccién B-Z, es comun a los sistemas complejos que, como
¢l corazén, poseen mecanismos internos de interaccién de sus componentes
gue son lo que le permiten funcionar adecuadamente de manera global.

¥ntonces otro ejemplo que se ha estudiado abundantemente como pro-
totipo de medio excitable es el corazén. De manera precisa, a través de la
transmisién de impulsos en el misculo cardiaco. En particular, el mecanis-
mo subyacente a las contracciones del misculo cardiaco se debe a excitacién
eléctrica. Se ha encontrado que al aplicar un estimulo en alguna seccién del
tejido cardiaco se producen ondas que se propagan. Estas puede alterar-
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se debido a variados factores, algunas alteraciones no tienen consecuencia
mayores; mientras que otras son fatales.

La evidencia experimental ha sugerido que las aritmias, taquicardias y
paros cardiacos pueden deberse a mecanismos de propagacién de impulsos
que se auto-sostienen y que provocan contracciones anarquicas, carentes de
conirol. Por ejemplo, el estado que antecede al paro cardiaco, lo caracteriza
un fenémeno conocido como fibrilacidn, que consiste en la proliferacién de
pequeilas ondas enrolladas en el misculo cardiaco y que puede conducir a la
muerte por paro cardiaco. Hay evidencia experimental que sugiere que las
ondas enrolladas gue aqui aparecen, son similares a las que aparecen en las
reacciones de Belousov-Zhabotinsky en tres dimensiones (20, {64], [65]. {67]-
Para remediar dichas alteraciones se suele insertar un regulador electrénico
artificial que haga contraerse ritmicamente al corazdn.

Las células cardiacas ademds de excitables son contractiles. Su excitabi-
lidad es la que permite que se propaguen los potenciales de accién los cuales,
a su vez, provocan que las células se contraigan, originando el bombeo de
la sangre en el corazén. Como su funcién es diferente, la forma de su po-
tencial de accidn cambia. La principal dificultad al proveer una descripcion
adecuada de este tipo de células en los mismos términos que se hizo con las
neuronas, estéd dada por el hecho de que las células cardiacas son de diversos
tipos y poseen distintos canales idnicos.

Uno de los estudios tedrico-experimentales pioneros sobre la propagacién
de ondas en el miisculo cardiaco se debe a Arturo Rosenblueth y Norbert
Weirer [58], quienes propusieron un modelo matemético para la descripeién
de la fibrilacién. El articulo de Rosenblueth y Weiner es de verdad rico.
En él ellos consideraron tres estados del misculo cardiaco: activo, refrac-
tario y reposo. Sobre la propagacién de ondas encontraron que es posible
originarlas desde diferentes sitios de estimulacién. Consideraron ademas este
mismo problema si existen inhomogenidades en el tejido, como sucede en
el corazdn donde, por ejemplo la orientacién de las fibras cardiacas cambia
de capa a capa en el misculo cardiaco. Encontraron relaciones entre dichas
inhomogeneidades ¥ la longitud de las ondas que se propagan.

Se han hecho numerosos estudios con respecto a la dindmica ondulatoria
de este medio excitable [20], [41}, {42], [43], [63], [64].
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5.3 Medios excitables

A pesar del extendido uso del término: medio excitable, no existe una de-
finicién matematica de éste. De hecho, dentro de la propia matematica, el
significado que suele atribuirsele a esta frase es variado. Puede usarse para
designar, por ejemplo, a un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales que
tiene un atractor global pero no tiene un ciclo limite. Sin embargo, hay evi-
dencias de que algunos sistemas con un atractor global y existencia de ciclos
limite pueden dar lugar a dindmica excitable[66}. Por otro lado, el adjetivo
se usa también tanto para designar a cierto tipo de sistemas dindmicos o a
un s6lo estado de dicho sistema, 0 a un continuo de tales sistemas.

En términos fisiolégicos, parte de esta indefinicién surge debido a que lo
mismo se habla de células excitables que de sistemas compuestos por miles
y miles de células cada una de las cuales es, a su vez, excitable. -

Sin embargo, se suele usar el termino medio ercitable para referirse a
dindmicas localmente excitables cuyas regiones proximas estén lo suficien-
temente acopladas para que la excitacién en esta regién proporcione a las
vencidades el estimulo adecuado para propagar la excitacién en éstas.

Una definicién dada en [43], es la siguiente: “Un medio ezcitable, es
un sistema espacialmente distribuido de elementos localmente excitables. La
imteraccién de elementos vecinos por acoplamiento difusivo puede producir
ondas viajeras de excitacion”.

Esta definicién hace énfasis en la interaccién entre los elementos del sis-
tema, i. . si una regién se perturba mds all4 del umbral, esto causa la
perturbacién de los elementos vecinos a través de la difusién de la variable
de excitacién, lo que produce la propagacién del estado excitado.

Otro punto de discusién en la definicién anterior, surge por que algunos
fisidlogos no consideran necesaria la propiedad del medio de producir ondas
de propagacién, usan dicho término siendo suficiente que ¢l estado estable
del sistema sufra un cambio temporal substancial en su estado si se aplica
un estimulo adecuado, mayor que un umbral. .

Podemos decir sin embargo que justo el acoplamiento en un medio excita-
ble es lo que permite la propagacién de ondas no lineales de excitacién. Mas
aiin, la existencia de un valor umbral no garantiza que un pulso se propague
por el medio, se requieren condiciones adicionales sobre el sistema, segiin
lo hemos mostrado en los capitulos anteriores. Si bien no es requisito para
definirlos, esta es una caracteristica dindmica que exhiben dichos modelos.

No obstante las distintas opiniones sobre lo que es un sistema excitable,
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conviene adoptar una definicién “pragmdtica” que capture las caracteristicas
que en general se considera deben tener los sistemas excitables.

Un medio excitable es aquél que tiene las siguientes propiedades:

¢ Posee un estado de reposo o equilibrio,

® 3i se perturba el estado de reposo por arriba de clerto estado critico,
Hamado umbral, el sistema cambia rdpidamente pasando por una serie
de estados durante algiin tiempo para después regresar al estado de
reposo original. Si no es suficiente el estimulo, no sucede nada; pero si
es demasiado fuerte, el sistema puede destruirse.

o Tienen un tiempo refracterio mientras estd excitado no responde a otra
perturbacién; sélo puede volverse a excitar cuando regrese a su‘estado
_de equilibrio.
Algunos autores hacen diferencia entre medios excitables eon recuperc-
cidn y medios excitables sin recuperacidn [42]. El primer caso es cuando la
variable de estado regresa al mismo punto de reposo; mientras que el segundo
es cuando regresa a un estado de reposo diferente. En los ejemplos gque hemos
mencionado, el cerillo es un medio excitable sin recuperacién y un axén uno
eon recuperacién. )

En términos matemédticos un medio excitable puede ser descrito, entre
otros modelos, por un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de tipo
parabdélico cuyos términos (el difusivo ¥ el reactivo) presentan determinadas
caracteristicas. Los modelos més simples de medios excitables involucran
dos variables, una que cambia ripidamente y otra que cambia mucho mds
lentamente, que ademds controla la dindmica de la variable més ripida:

£y szDi Vi + flu,v) (5.1a)
v = £2D,V7%u+g(u,v), (5.1b)

donde 0 < € << 1, V2 ¢s el laplaciano en una, dos o tres dimensiones espa-
ciales. Las funciones f y g describen la cinética no lineal del sistema, y sus
curvas de nivel f(z, v} =0y g(u,v) = 0 tienen el comportamiento cualitativo
que se ilustra en la Figura 5.6.
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V<0

u<0

>0

Figura 5.6: Ceroclinas tipicas de dindmica excitable.

El dominio es IR™ o algin @ & IR® con n = 1,2,3, en cuyo caso se
aplican condiciones de frontera —usualmente de Newman (cero flujo)—. Véase
el Apéndice A.

Usualmente a u se le conoce como variable de excitacidn y a v como de
recuperacion. Si en (5.1), D; = 0 se tiene que la variable de recuperacién no
se propaga en el espacio, como sucede en las ondas en el axén. Si Dy 0, 4
y v se difunden como en la reaccién B-Z.

Los sistemas excitables como (5.1) tienen un tnico punto estable de repo-
$0, y la dindmica que comienza de un punto inicial en una vecindad pequefia
del punto de reposo regresa rédpida y directamente al reposo, 4. e. es estable
pero excitable,

5.4 Discusién y conclusiones
1. Otros enfoques. A los largo de este trabajo hemos usado el prototi-

po de los modelos continuos para describir el comportamiento ondula-
torip en medios excitables, nos referimos a las ecuaciones de reaccién.
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difusién. Sin embargo, debemos decir gque también se han usado mo-
delos discretos, como los aufématas celularest para estudiar los medios
excitables. Los autématas celulares son un modelo que permite hacer
uso de técnicas computacionales, asi como simulaciones numéricas. De
hecho, los modelos de medios excitables via los autématas celulares
han exhibido propiedades que no presentaban los autématas celulares
cldsicos {19], [62].

En el caso de la propagacién de impulsos eléctricos, se considera una
rejilla cuadrada de longuitud a, donde cada node estd acoplado espa-
cialmente a sus cuatro vecinos cercanos {(aungque pueden escogerse otras
topologfas y otro tipo de interaccién, de largo alcance, por ejemplo).
La evolucién de un nodo dado (su cambio de estado) en pasos discretos
de tiempo es funcidén del potencial eléctrico en ese punto y la de sus
vecinos. \

Diversidad de ondas. Como hemos visto, la dindmica ondulatoria en
medios excitables puede ser muy variada: En una dimensién, se pueden
tener frentes de onda, impulsos, trenes de onda (una sucesion de fren-
tes de onda, que ademds pueden ser periédicos). En dos dimensiones
hay dos patrones caracterfsticos: espirales rotando y ondas circulares
concéntricas que se expanden {patrones tipo “blanco”). En tres di-
mensiones éstas se generalizan para incluir a ondas esféricas que se
expanden, a ondas enrolladas rotando ¥ a ondas enrolladas toroidales.

. Teoria geométrica. Para la propagacién de ondas en dos y en tres di-

mensiones en medios excitables, Keener y Tyson propusieron lo que Ha-
maron teoria geométrica de las ondas en medios excitables (véanse [42] y
[45]). Para dimensién dos, encontraron una relacién entre la curvatura
del frente de la onda y la velocidad con la que ésta se propaga (ecuacién
de la eikonal, que surge de ptica geométrica). Dicha relacién ha sido
comprobada experimentalmente en reacciones de Belusov-Zhabotinsky.
Lz ecuacién de la eikonal determina la localizacidn espacial de 1a onda
como funcién del tiempo dada alguna localizacién inicial.

Aunque en el caso de patrones de tipo blanco, la curvatura de la onda
no tiene un efecto fundamental, ha sido muy util al estudiar ondas

IGistemas dindmicos de dominio ¥ contradominio discretos. Dado un estado inicial y
Ia ley de evolucién, se construyen los estados posteriores del sistema.
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espirales {Ver [42]). Incluso se puede pensar en la ecuacién de la eikonal
como una ecuacién diferencial para determinar la forma y frecuencia
de rotaci6n [43]. Esta ecuacién se resuelve en conjunto con condiciones
de frontera que especifican el dominio en el que se mueve la espiral.

Para el caso de dimensién tres, esta misma escuela estudié el efecto de
la dindmica del filamento de una onda enrollada sobre la dindmica de
toda la onda.

Su proposicién consiste en suponer, que la “proyeccion” en IR? de las
ecuaciones tienen soluciones de tipo espiral rotando de manera que,
cuando se considera la situacidn tridimensional, se piensa al filamento
como una curva descrita por €l aparato de Frenet-Serret 2(en términos
de su curvatura y torsién), en una vecindad del filamento se considera a
esta terna como una base para el espacio y se transforman las ecuaciones
de reaccién-difusién en sus términos ([43], [41], [45]).

Obtuvieron una ecuacién andloga a la ecuacién de la eikonal para des-
cribir las ondas enrolladas a partir de su filamento.

4. Algunas herramientas matemadticas. El estudio de la dindmica
ondulatoria en medios excitables, recorriendo los distintas escalas es-
paciales tiene diversas facetas e implicaciones que van desde la mode-
lacidn, hasta los andlisis de existencia, unicidad y estabilidad de ondas

2Sea R{s,t) la posicién del filamento dada por el vector de tres componentes
(#{s),y(s), 2(s}), donde 0 < s < L estd parametrizada por longuitud de arco. A cada
punto de la curva le asociamos un sistema coordenado, ortogonal, definido por los vectores
unitarios N, B y T, los vectores normal, binormal y tangente al filamento, respectivamente.
Donde
dr'/ds
{dT/ds |’

Cuando viajamos a lo largo de la curva la terna de Frenet (5.2) rota de acuerdo a las
ecuaciones de Frenet-Serret,

T(s) = S5, N () = B(s) = T(s) x N(s) (52)

%g =EN,% = —K.T+‘J'B,%§-_— —-TN
Donde & es la curvatura {tasa de rotacién del triedro de Frenet alrededor de B) del
filamento vy 7 es la torsién (tasa de rotacién alrededor de T'). Si x(s) ¥ 7(s) se especifican,
las ecuaciones de Frenet-Serret determinan T'(s), N(s) vy B{s) de manera tinica para 0 <
¢ < L. La curva R(s) puede entonces ser determinada a través de T ya que R(s) =
IF T(e)do + R(0).
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especificas, pasando por las exploraciones numéricas que, en el caso de
dimensién tres, son por si mismas, complejas.

Una lista no exhaustiva del tipo de técnicas matemdticas que se han
usado o introducido para estudiar las ondas en medios excitables, ademss
de darnos una idea de la complejidad que hay que enfrentar, nos per-
mite vislumbrar una gran riqueza sobre lo que hay se estd trabajando:

e Sistemas dindmicos. La demostracién de la existencia de di-
versos tipos de ondas en los modelos de conduccién nerviosa ha
usado muchas técnicas cualitativas. Asi, lo mismo se ha aplicado
la teorfa de bifurcaciones locales o globales que resultados para
probar la existencia de ciclos limite, etcétera.

e Técnicas topoldgicas. Estas técnicas, como hemos menciona-
do, han usado contracciones de homotopia, bloques invariantes y
teoria del indice para probar la existencia de algunas ondas viaje-
Tas para modelos de conduccién nerviosa. |

® Geometria diferencial. Se ha usado fundamentalmente métodos
en esta drea a partir de la teoria geométrica propuesta por Keener
¥ Tyson, donde se introduce un sistema coordenado, anélogo a lo
que se hace en una dimensidén, que permite hacer explicito que la
velocidad de la onda estd determinada por la curvatura local de
la onda. Estas expresiones est4dn en términos de los vectores tan-
gente y normal a la onda. El movimiento de la onda se describe
a través del sistema coordenado. El cambio de coordenadas da
lugar 2 un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden, que involucran de nuevo la curvatura y torsi6n.

¢ Teoria de perturbaciones. Debido a que en los modelos (tipica-
mente los sistemas de reacci6n-difusién) con los que se describen
los medios excitables, aparecen pardmetros pequefios, entonces
uno puede obtener informacién cuantitativa aproximada expre-
sando a las variables de estado relevantes como series de potencias
de alguno de esos pardmetros donde los coeficientes son funciones
desconocidas. Este enfoque ha sido 1til para aproximar a ondas
no planas en problemas de dimensién mayor a uno. Se ha aplicado
fundamentalmente a ondas espirales rotando en dominios anulares
y discos y se ha usado en conjunto con otras herramientas como
la geometria diferencial.
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¢ Simulaciones numéricas. El uso de las técnicas numéricas pue-
de hacerse como método “exploratorio” para guiar estudios pos-
teriores, pero de ninguna manera pueden considerarse o ser el
sustituto de una demostracién. Aquéllas también se usan para
mostrar algin tipo de solucién que el andlisis hecho previamente
mostré que existe.
Por ejemplo, varios tipos de ondas enrolladas se conocieron prime-
10 a través de la reaccidn BZ y fueron despiies mostradas a través
de simulaciones numéricas. Un ejemplo de aplicacién es el proble-
ma siguiente, los diversos tipos de ondas enrclladas evolucionan
de diversas maneras, por ¢jemplo la onda enrollada estindard es
estable v la onda enrollada toroidal se aproxima asintdticamente
a una onda enrollada estindard. Las simulaciones numéricas pro-
veen en este sentido informacion sobre las diversas posibilidades.

Actualmente se estan realizando muchas simulaciones numéricas
tomando como sistema el corazén. Utilizando desde disefio de re-
des (simulando las fibras de Purkinje} hasta el método de elemen-
to finito para modelar la propagacidn de estimulos por el musculo
cardiaco.

+ Las redes de neuronas. Hemos mencionado que un ser humano
tiene alrededor de 10 neuronas y que cada una se conecta aproxi-
madamente con 10°. Esta enorme cantidad de posibles conexiones
nos habla de la gran complejidad que involucraria pretender ya no
digamos estudiar, sino sélo plantear el problema de la conduccién
nerviosa. Esto ha motivado la introduccién de herramientas que,
en vez de ir al detalle de cada neurona, ve conjuntos de ellas.
Las redes de neuronas son otro ejernplo en los que los sisternas
dindmicos discretos se han usado para estudiar sistemas como los
excitables.

Por las razones expuestas aqui y seguramente por muchas otras que se
nos escaparon, consideramos que la dindmica ondulatoria en sistemas
excitables ademas de la importancia que tiene en el contexto especifico
en el que éstos surgen, plantea problemas matemdaticos muy importan-
tes y de distinto tipo. Lo que ofrecimos en este frabajo, fue sélo una
breve exposicion a este extenso campo interdisciplinario.
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Apéndice A
Ecuaciones de reaccion-difusion

Las ecuaciones de reaccién-difusién dan la dindmica espacio-temporal de va-
riables sometidas a dos procesos basicos que ocurren simultdneamente: la
difusién {dispersién) por el medio v la reaccién -(interaccidn).

La deduccién de estas ecuaciones, se puede hacer siguiendo cualquiera de
los dos enfoques:

» Caminatas aleatorias. Aqui se considera la probabilidad, p, de que
una particula se encuentre en el punio = al fiempo . Dependiendo de
los supuestos que se hagan sobre el movimiento de la particula y de
las caracteristicas del medio, se da origen a distintas ecuaciones para
p. Si se supone por ejemplo, que el medio es homogéneo, se demuestra
gue p satisface la ecuacidn de difusién p; = Dp,,. Una revisidn de las
distintas ecuaciones que pueden obtenerse siguiendo este enfoque, se
encuentra en [8j.

+ Medios continuos. Aqui la variable que se considera es la concentra-
cién u{z,t) de la sustancia que se difunde en el medio y se usa una ley
fisica de valides universal: la ley de conservacion de la materia.

En este apéndice adoptaremos el segundo enfoque para hacer la deduecién
de las ecuaciones de reaccién-difusion.

A.1 La ley de conservacién

El movimiento de materia que describiremos primero seré en un espacio uni-
dimensional, para lo cual vamos a considerar un tubo delgado como modelo.
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Sea r la distancia —medida desde cierto punto tomado como referencia— a
lo largo del tubo.

Consideremos un tramo del tubo, el comprendido entre T y z 4+ Az con
Az > 0, le llamaremos V. a esta parte del tubo. Para describir el cambio
en la concentracién de particulas (masa en el punto z al tiempo t) considera-
remos la produccidn (o destruccién) loeal mas el flujo tanto al interior como
al exterior. Es decir,

tasa de cambio

de ia poblacién tasa de enirada tasa de salida I ., de
. produccion
de partfculas en Va, por de Vi, por ..
= . - . + | o destruccién
en Vas unidad de unidad de .
. . . por unidad
por unidad tiempo tiempo i
. de tiempo
de tiempo
Para deducir una ecuacién a partir de esto, sea:
Naz(t) niimero de particulas en Va, al tiempo ¢
u(z,t) la concentracién de particulas en (z,t)
A drea de la seccidn transversal del tubo, que consideraremos constante

En términos de lo anterior

Naclt) = f T A (s, s

Sea B > 0 la duracidn del lapso de tiempo que consideraremos, entonces
Nar{t+Axz) el nimero de particulas que habra en Vu al tiempo £+ A estard
dado por:

3 nimero de particulas niimero de particulas
Naz(2), mimero
de varticalas 4 que entran a Va, que salen de Va,
i _
. ?/. al tiempo & durante el intervalo durante el intervalo
n T - -
Az P de tiempo A de tiempo b

utimero de particulas

que se crean o destruyen

en Va. durante el intervalo
de tiempo b

(A1)
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Llamémosle J(z,t) al flujo de particulas en (z,t), entendido como el
numero de particulas que cruzan una unidad de drea por unidad de tiempo,
en la posicidn x en direccion positiva. Sea f(z,t,u) el niimero de particulas
creadas o destruidas por unidad de drea y por unidad de tiempo en z al
tiempo ¢ cuando la concentracidn en ese punto es u.

Entonces la ecuacién para la ley de conservacién dada por {A.1) sera:

T+ Azx
f Au(s,t + h)ds =
T

x+AT z+AL
f Au(s, £) + AJ(z, t)h— AT (z+ Az, )h+h f Af(s,t,u)ds (A.2)
x X
simplificando y considerando que A es constante, se tiene que:

T+AT z+:&:t:
/ (u{s,t+h)—u(s, t))ds = = (J(z+Az, )~ J(z, t))hi[ f(s,t,u)ds
: : (A.3)
Dividiendo todo entre /& y tomando el limite cuando A — 0, obtenemos:

fz e %ﬂds = (J(28) — J(z + Az, 1)) £ f T s twds (Ad)

haciendo consideraciones sobre la continuidad de las funciones u, f v J ob-
tenemos:

au(slz t) A

5t z = (J(z,t) — J(z + Az, 1)) £ f(s2,t,u) Az (A.5)

donde z < 31, 82 < z+ Az. Dividimos entre Az y tomamos el limite cuando
Az — ( para obtener:

9 8J
6_1‘ = —5{e ) £ fo.,0) (A6)

La ecuacion (A.6) se Hama ecuacidn de conservacidn o de continuidad,
En el caso de que el movimiento de la sustancia se realice en espacios de
dimensidn mayor que uno, un razonamiento similar al desarrollado aqui puede
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seguirse para deducir la correspondiente ley de conservacién en dimensiones
mayores. Esta es:

%=V-f(f’,t):l:f(1",t,u) V (FH) e QxR (A7)
donde V - J denota la divergencia del vector flujo J caleulada respecto a
las variables espaciales. Dependiendo de Ia forma que tenga el flujo, serd la
ecuacién obtenida.

A.2 La difusién de Fick

Una de las formas mds comunes en la literatura para el flujo, es Ia que da la
ley de Fick que fue obtenida a mediados del siglo XIX por el fisidlogo alemén
Adolf Eugene Fick. Dicha ley se enuncia. asf:
El flujo de la sustancia —con concentracién u(F, {)— por unidad
de drea y por unidad de tiempo, en el punto 7 al tiempo %, es
directamente proporcional al gradiente de la concentracién en
dicho punto.

La expresién matemdtica de ésta es:

J(7,t) = —DVu(#, 1), (A.8)

donde D > 0y es la difusividad de la sustancia. El signo menos indica que
la sustancia se difunde de sitios de alta concentracién hacia sitios en los que
ésta es baja.

Sustituyendo la expresion (A.8) en la ecuacién (A.7) damos lugar a la
ecuacién de la ley de difusicn de Fick:

%% =DV%u £ f(7t,u) ¥V (71) € 2 x RY, (A.9)

donde V? es el operador laplaciano que, escrito en tres dimensiones, toma la
forma:

? & &
K-

vVi= — —.
Oz ' 9z Oz
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Si en vez de ser una sola sustancia la que se difunde, son n las que lo hacen
y ademds interaccionan entre ellas, damos lugar a un sistema de ecuaciones de
reaccidn-difusién. Los sistemas de reaccién-difusién son sistemas acoplados
de ecuaciones diferenciales parciales de tipo parabélico. Un ejemplo de éstos
es

v
ot

donde U es el vector cuyas entradas son cada una de las n concentraciones,
D es una matriz diagonal cuyos elementos son los coeficientes de difusién de
cada sustancia, el campo vectorial F (ﬁ ,iL) representa los términos de inte-
raccién de las sustancias y el vector [ representa un vector de pardmetros
con interpretacién fisica precisa en el contexto donde se plantee el proble-
ma. La parte de interaccién la da la dindmica particular, por ejemplo, si el
fenomeno que se describe es la reaccidén de sustancias, entonces la cinética
quimica regida por la ley de accién de masas determina la forma explicita
del vector F.

Noétese que las ecuaciones de FitzHugh-Nagumo en su versidn espacio-
temporal y sus simplificaciones subsecuentes, son un caso particular del sis-
tema (A.10).

=DV + (U, i), (A.10)

A.3 Los problemas fisicos

La naturaleza fisica de los problemas cuya dindmica esté descrita por sis-
temas de reaccién-difusion, ademds de completar el problema matematico

correspondiente, les impone a las variables una serie de condiciones extras.
A saber:

1. Las condiciones iniciales. Su nombre lo dice todo:; indican la dis-
tribucién inicial de las sustancias en el medio. Por ejemplo, para una
sola sustancia en una dimensién, tenemos u(z, 0) = uo{z) donde u, es
una funcién dada para todo z en la regién Q2.

2. Las condiciones de frontera. Estas indican la interaccién que tienen
las sustancias con la frontera del dominio €2 para todo tiempo ¢ y pueden
ser de tres tipos:
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e Dirichlet. Esta da la concentracién de los reactivos sobre la
frontera. Para una sustancia en un medio de dimensién uno, la
condicién de Dirichlet toma la forma u = b(z,t) V (z,t) € 8OxR*
donde b es dada.

e Newmann. Esta da el flujo de las sustancias a través de la fron-
tera del sitio en el que se lleva a cabo la reaccién. Por ejem-
plo, de no haber flujo en Ia frontera, esto lo expresa la condicién
Vu-u=0V(z,t) €82 xR

o Robin o mixto. Estas expresan como una combinacion lineal de
las dos anteriores.

El problema matemadtico a estudiar consiste en el sistema de ecuaciones de
reaccién-difusién mds las condiciones iniciales y de frontera correspondientes.

Definicién A.3.1. Por solucién clasica o fuerte de un sistema de reac-
cign-difusion del tipo (A.10), se entiende a una funcién v : @ x R* = R,
que pertenece al conjunto C%(2) U CH(R*) tal que:

1. Es solucion de (A.10) pare todo (7,t) € 2 x RT.
2. Satisfoga lo condicion inicial para todo 7 € Q,
3. Satisfaga la condicidn de frontera apropiade para todo (7t} € Q x R*.

El cardcter no lineal de los sistemas de reaccién-difusién hace que, por lo
general, la biisqueda de soluciones explicitas para problemas con condiciones
iniciales y de frontera, sea mas un buen deseo que una realidad. Por esta
razon se tiene que hacer uso de técnicas que permitan describir cualitativa-
mente sus soluciones pues aunque no conozcamos las soluciones explicitas
hay muchas cosas que podemos decir: si existen, si son tnicas, si son conti-
nuas respecto a condiciones iniciales y a pardmetros, qué cualidades tienen
(acotadas, crecientes, periodicas, etc.), cdmo se comportan o cémo se ven.
Las simulaciones numéricas, ademds de ser un excelente complemento a los
andlisis cualitativos, facilitan los estudios de este tipo de sistemas no lineales.



Apéndice B

Ondas viajeras en la ecuacién
de Fisher-KPP

En este apéndice presentamos en forma resumida la contribucién de Kolmo-
gorov et. al. [47} al andlisis de existencia de soluciones de tipo onda viajera
u(z,t) = ¢(z — ct) para la ecuacién de reaccidn-difusién®:

ou _ o
ot~ Ox?
donde f es una funcién definida en el intervalo [0, 1] que satisface:

+ f(u), ¥ (z,t) e R x RY, (B.1)

1. f(0) = f(1)=0con f(u) >0Vue (0,1),
2. f(0) >0, f'(1) < 0 con f € C*[0,1].
Supondremos que la condicién inicial u(z, 0} = uy(z) satisface
0 <uplz) <1 Vz e (—oco,+oo)
Nétese que, por las caracteristicas de f, ocurre que fig(z,t) = 0y t1(z,t) =

1 son soluciones estacionarias y homogéneas de la ecuacién (B.1).
Consideremos ahora el siguiente problema:

1En 1937 el bidlogo y estadistico inglés R.A. Fisher introdujo un caso particular de la
ecuacion (B.1) en el que f es cuadraitica, para estudiar el avance de la concentracién de
un gene ventajoso dentro de una poblacién que vive en un habitat unidimensional. Fl
sélo dio argumentos de plausibilidad para la existencia de 1a onda y estimé el valor de la
velocidad. Véase [14]
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Problema 1 (P1). Determinar las condiciones bajo las cuales la ecuacion
(B.1) tiene soluciones de tipo onda viajera cumpliendo:

a) ¢(—o0)=1; ¢(-x)=0 (B.2a)
b) ¢(+o0) =0; ¢'(+o0)=0 (B.2b)
) ¢E<0 VEe (—oo,+0) (B.2¢)
d 04§ <1 (B.2d)

Un aspecto de la contribucién de Kolmogorov ¢t. al. consistié en lo siguiente.
En vez de estudiar el problema en su formulaci6én original (P1), ellos lo re-
enunciaron en términos de un problema dindmico. Veamos c6mo. Supéngase
que existe ¢ para la que la ecuacién (B.1} tiene solucién de tipo onda viajera
u(z,t) = ¢(x — ct) = ¢(£). Al sustituirla en (B.1), llegamos a que ¢ debe

satisfacer la siguiente ecuacic’)n diferencial de segundo orden: #
+ B.3
=T f9)= (B.3)

junto con las condiciones listadas antes. Introduciendo v = ¢' la ecuacién
(B.3) se escribe como el sistema auténomo de ecuaciones diferenciales:

d = v (B.4a)
v = —cv— f(¢) (B.4b)

el cual, por las caracteristicas cualitativas de f, tiene dos puntos de equili-
brio: Py = (0,0) y P, = (1,0). De las condiciones que antes le pediamos a ¢,
(B.2) pueden re-escribirse en términos de las correspondientes para la pareja
(6(£), v(£)), solucién del sistema {B.4), de la signiente manera:

a) H{—x0) =1, v(—x) =0, (B.5a)
b) p(+o0) =0, v(+o0) =0, {B.5b)
¢) v() <0V &€ (—co,+o0), (B.5¢)
2 0< ) <1V £ e (~o00,+00). (B:5d)

Esto da pie a que enunciemos el siguiente problema:

Problema 2 (P2). Determinar los valores de la velocidad ¢ para los que el
sistema (B.4) tenga una trayectoria (¢(€),v(€)) que cumpla las condiciones
(B.5) anteriores.
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Este puede refrasearse en los siguientes términos: Determinar los valo-
res de ¢ para los que el sistema (B.4) tiene una trayectoria heteroclinica,

((#(€), v(€)), que conecte los puntos (en este orden) P con Py y que satisfa-
ga las condiciones (B.5).

Se puede probar la equivalencia entre los problemas (P1) y (P2) (véase
[14]), de manera que nos quedamos con la formulacién dindmica.

El an4lisis de la dindmica a la que da lugar el sistema (B.4) al variar el
parametro ¢ se hace en dos partes.

B.1 Analisis local

Primero obtenemos la aproximacicn lineal al sistema (B.4) alrededor de cual-
qguier punto (¢, v). Esta es

¢ = v (B.62)
v o= —f(8)¢—cv (B.6b)

Evaluando la matriz de Jacobi

IS, Doy = ( _ ?( 8 _lc ) (B.7)

en P, y calculando los valores propios de la matriz resultante, se tiene

—c % /e2 —4f(1)
/\1,/\2: .

2

Como f'(1) < 0, A1 ¥ Ao son reales de signos opuestos para todo ¢ > 0, por
lo que P, es un punto silla para esos valores de ¢. La posible trayectoria a ser
solucién de (P2) es aquélla que, partiendo de Py, lo hace teniendo por recta
tangente a la generada por el vector propio asociado a A; > 0 y que entra a
la franja

F={(¢,v)j0<d <1, ~o0<v<0}.

Se trata de la “rama izquierda” de la variedad inestable en F;. Denotémosla
asi: W2(P;).
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Ahora evaluamos la matriz (B.7) en P, y calculamos sus valores propios.
Estos son:

- —CEVETID)
A2 — -
2

Como la parte real de A; y Ay es negativa, P es asintéticamente estable
localmente y, dependiendo de ¢6mo sea c, se tienen dos posibilidades:

* P esnodosi 0 < ¢ < 24/f(0),
¢ [ es foco, si ¢ > 24/ F/(0)

El retrato fase local del sistema (B.6) se muestra en la figura B.1.

041

021
—04 —02

.gz.J //\

.51
031

F

(a) 0 < ¢ < 2/F(0) (b) ¢ > 2:/F(0)

Figura B.1: Dindmica local del sistema (B.3).
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B.2 Analisis global

Hemos visto que la posible trayectoria a ser solucidn de (P2), es WZ2(Fy),
por lo que es necesario estudiar su comportamiento al variar ¢. El andlisis se
concluye si determinamos los valores de ¢ para los que W2(P;) tiende a By
cuando £ — +oco. Ahora bien, aunque la variedad W¥*(P;) pudiera alcanzar
Fy, hay valores de ¢ para los cuales el comportamiento de ¢ alrededor de Fy
no satisface todas las condiciones. Para cada 0 < ¢ < 24/ f/(0) las soluciones
de (B.4) oscilan alrededor de Py lo cual implica que ¢(&) violaria la condicién
0 < ¢8) £1 V& € (—oo,+00). Por tanto, esos valores de ¢ quedan
axcluidos del analisis.

Al restringir el campo vectorial definido por (B.4), al segmento 0 < ¢ < 1
y al conjunto {(¢,v)|¢ =1, —o0 < v < 0} uno puede comprobar que el flujo
apunta hacia el interior de la franja F. Aseguramos que puede seleccionarse
m > 0 de tal manera que la regién (véase la Figura B.2)

R={(¢:U)IO<¢<1: -—m¢<'v<0},

sea positivemente invarionte del sistema (B.3) y, dado que en la franja F tal
sistema no tiene trayectorias cerradas (por Prueba de Dulac) ni puntos de
equilibrio entonces, por una aplicacidn del Teorema de Poincaré-Bendizon,
la variedad W¥(P,) termina en Py cuando £ — +oo. Los detalles pueden
verse en [14].

v
P, I P,

A

Figura B.2: Construccién de una regién invariante del sistema (B.3).

Usando los argumentos anteriores, se concluye: Para cada valor de ¢ tal
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que ¢ > 24/ f'{0 el sistema (B.4) tiene una trayectoria heteroclinica, W*(P,),
que conecta el equilibrio A con F; y que es solucién del problema (P2).

Como para cada ¢ > 0 tal que ¢ > 2./f(0), W2(P1) = (9.(8),v.(£))
es solucién de (P2) entonces, dada la equivalencia entre (P1) y (P2), para
cada ¢ como la mencionada, la funcién ¢.(£) es solucién de (P1) y representa
una onda viajera de tipo frente mondtona decreciente. Tenemos pues, una
infinidad de soluciones (una para cada ¢ > 24/ f'(0)} del problema (P1).

Kolmogorov et al., probaron ademads, el siguiente resultado de estabitidad
de la onda viajera con velocidad minima ¢* = 2,/ f'(0):

Sea @{x,t) solucién de la ecuacidn (B.1) cuye condicién inicial tiene so-
porte compacto, entonces limy ., [i(z,t) — ¢{z ~ )} = 0.

La metodologia introducida por Kolmogorov et al. ha sido extendida
para hacer anilisis de existencia de soluciones de tipo onda viajera de los
mas variados sistemas de ecuaciones de reaccidn-difusidon. Un ejemplo de
esto lo constituyen los modelos de conduccmn nerviosa estudlados en los
Capitulos 3 y 4 de este trabajo.

También su analisis de estabilidad de ondas viajeras con velocidad minima,

ba sido usado y extendido para otros tantos sistemas.

B.3 Region positivamente invariante

Vamos a construir un conjunto positivamente invariante (i. e. que en la fron-
tera el campo vectorial apunte hacia dentro) que contenga a la trayectoria.
Consideremos v = —m¢ con m > 0. Sea (¢, v) un punto arbitrario en el
segmento PyQ donde @ es la interseccién de v = —mig con la recta v = 1.
St escojemos m tal que n - (¢',v") > 0 con n = (m, 1) tendriamos que
FyP(} es un conjunto invariante

n-(9.%) = (m1)- (-ms, —c(-mg) — F(4))
= —m’¢+emd — f(9)

Sea b= sup 18) Jonde la razén £ (“" es la pendiente de la recta secante.
¢<(0,1)
Ver Figura (B.3)

Tendremos que

n-{¢.v) >0 < —m?’¢+cméd— f($) >0
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Figura B.3: Pendiente de la recta secante, %@.

Por la definicion de b

—m2¢ + emd — f(¢) > —mPp + cme — be
Entonces,

n-(¢,0) >0 <= -mPop+cmp—bd>0

— mi—_-em—b<0

Definimos M(m) = m? — em + b,

ctvct—4b

M{m) =0 = ms= —

Por 1o que
M(m) <0 si m € {my, m2)
Donde,
ml,m2€|R <= C2—4b20
= >4

Entonces para m € (my,ms) la ecuacién v = —mg asegura que todas las

trayectorias que llegan a Py permanecen en el tridngulo Py P Q V&.
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Como la tnica trayectoria que entra en el tridngulo PP viniendo de
P; es la que deja este punto a través de la variedad inestable, para cada ¢ tal
que ¢ > 4b existe una trayectoria heterocliclina que conecta Py con B, y de
donde existe una tnica solucién que satisface las condiciones.

Hay entonces una onda de # = 0 a 4 = 1 para un tnico valor de la
velocidad de onda ¢ > 45.



Apéndice C

Dos Teoremas de los Sistemas
Planos

En este apéndice enunciamos un par de teoremas que tratan de la dindmica
global de sistemas de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.
El primero dice cuando no hay trayectorias cerradas; mientras que el segundo
es el teorema de los sistemas planos y dice hacia dénde tienden las trayec-
torias cuando el tiempo es “grande” una vez que éstas quedan atrapadas en
cierto tipo de regiones.

Nos referiremos al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

= Fz,y) (C.1a)
§ = Fizy) (C.1b)

donde F; con i == 1,2 son funciones continuas en P C R? y ahi satisfacen
que son funciones continuas con derivadas parciales continuas con respecto a
z y y de modo que existird una nica solucién de (C.1) para una condicién
inicial dada (zg, o).

Ambos resultados fueron usados en algunas demostraciones hechas en el
Capitulo 3. De manera que en este espacio haremos més preciso su uso.
En particular, como vimos en el Capitulo 3 el anélisis local no es suficiente
para establecer resultados de existencia. Aunque W*(P,) tienda a Py cuando
& — oo para algin valor de ¢ = ¢y, un argumento mas general descartaria
todos los demds casos. En particular, hay que ver en el Lema 3.4.6 que dado
que la regién que nos interesa no tiene trayectorias cerradas ni puntos de
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equilibrio, no hay otra opcidn que la 6rbita se aproxime al punto de equilibrio
Fy.

C.1 El criterio negativo de Bendixon

Teorema C.1.1. Suponga que D es una region simplemente coneza del pla-

no. St lo expresion
OF;  OF

oz Jy

no s tdénticamente cero y no cambic de signo en D, entonces el sistema
(C.1) no tiene trayectorias cerradas en esta regién.

Demostracion. Sea C una trayectoria cerrada en D), entonces usando el Teo-
rema de Green,

f Fu(z, y)dy — Fy(z, y)dz = f f (?fi+%) dedy  (C2)

con S la regién contenida dentro de C. Considerando (C.1), tenemos:

dr _ dzfdy _ Fi(z,y)
dy dy/dt  F(z,y)

de donde,
Fy(z,y)dr = Fi(z,y)dy

entonces
Fl(:c: y)dy - F‘Z(‘t: y)dﬂ? =40

por lo que la integral del lado izquierdo en (C.2) debe ser cero, en tal caso

se tendrd que
//(%-i—%)dxdy:()

expresion que serd valida si %FIL + %‘Z se anula sobre 5, lo que pasa sélo si es
cero siempre o cambia de signo. O

Para hacer una aplicacién de este resultado al sistema que estudiamos en
el Capitulo 3, definamos 1a regién

R={(¢v)|0<p<l,—0 <v <o}
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El campo vectorial estd determinado por:

Flov) = v (C.3)
Fy(¢,v) = —cv— f(9) (C.4)

Luego, @‘%‘ﬂ + %a%h’il = —c. Entonces para ¢ # 0 el sistema (3.9) no
tiene trayectorias cerradas en R,

En realidad el criterio negativo de Bendixon es un caso particular de la
Prueba de Dulac. Esta se enuncia asf:

Teorema C.1.2. Sea D una regidn simplemente coneza del plano y supon-
gamos que hay una funcién B(z,y) continuamente diferenciable sobre D, tal
gue la ezpresion
8(BF) + 8(BG)
Jr dy

no es idénticamente cero y no cambia de signo en D, entonces no hay drbitas
cerradas en esta regién.

El criterio de Bendixon tiene el calificativo de negativo, debido a que sélo
da condiciones necesarias para que no existan Orbitas cerradas. No predice
Io que pasa si las expresiones asociadas cambian de signo.

C.2 El teorema de Poincaré-Bendixon

Este teorema dice quiénes son los conjuntos “destino” de las trayectorias de
sistemas planos cuando éstos son “suaves”.

Teorema C.2.1 (Teorema de Poincaré-Bendixon). Suponga que el sis-
tema plano (C.1) tiene un nimero finito de puntos de equilibrio. Si la drbita
positiva vt (xp) de xo es acotada, entonces uno de los siguientes resultados
se cumple:

o El conjunio w-limite w(xg) es un punto de equibbrio x*

o w(Xg) es una drbita periddica T y v (xo) = w(xg) =T 6 v (xq) tiende
al.
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® w(xg) es un conjunto de puntos de equilibrio y drbitas cuyos conjuntos
o y w-limite son los puntos de equilibrio.

El Teorema predice entonces la existencia de una érbita periddica estable
en dos casos equivalentes: El flujo no puede salir de una regién D que contiene
un nodo inestable; El fujo queda atrapado en una regién anular A del plano.

Viéndolo en el sistema que estudiamos en el Capitulo 3, tenemos que
en nuestro caso no hay érbitas periddicas en la regién R (por el Criterio
Negativo de Bendixon}, entonces, por el Teorema de Poncaré-Bendixon, solo
quedan dos posibilidades: con el primer inciso tendriamos el frente de w =1
a up = 0 6, con el tercer inciso, la coexistencia del frente y la conexién
silla-espiral(silla-nodo).

El Teorema de Poncaré-Bendixon es vélido para campos vectoriales de
dimensién dos, debido a que en este caso contamos con un resultado impor-
tante conocido como el Teorema de la Curve de Jordan, que es fundamental
en la prueba. . : . - ’ :



Apéndice D

Algunos resultados importantes

D.1 Teorema de la variedad central

Una de las herramientas para simplificar el tratamiento de ecuaciones diferen-
ciales no lineales a través de reducir la dimensién del problema, lo constituye
el Teorema de la Variedad Central el que, ademads, resulta especialmente 1til
para estudiar la dindmica alrededor de puntos de equilibrio no hiperbdlicos.
Recordemos que, dado un sistema lineal

t=Ar z<€R* Ac M, (D.1)

tiene subespacios invariantes B, E*, E° que corresponden a los conjuntos que
generan los valores propios que tienen parte real negativa, positiva y cero,
respectivamente. Luego, IR™ se puede representar como la suma directa de
estos tres subespacios. Ahora, para estudiar la ecuacién no lineal

= f(z), ze€lR" {D.2)

consideramos el sistema lineal

y=Ay, yeR" (D.3)

donde A = Df(z*) con £ = z* un punto fijo de la ecuacién (D.2). Trasla-
damos el punto fijo al origen y desarrollemos en serie de Taylor alrededor de
este punto para obtener:

y = Df(z") + R(y) (D.4)
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donde R(y) = O(|y®) v usando que f(z*) = 0. Podemos encontrar una
transformacién lineal T' que transforme (D.3) en la siguiente forma

i A, 0 0 u
& =10 A, 0 v (D.5)
s 0 0 A w

donde T 'y = {u,v,w) € R* x R* x R° con s+ u+c=n- A, es una matriz
de s % s con valores propios con parte real negativa, A, de u x u con valores
propios con parte real positiva y A, es una matriz de ¢ x ¢ con valores propios
con parte real cero. Los ceros representan matrices cero.

Usamos esta transformacién en la ecuacién {D.4) v obtenemos

4 = Agu+ Ri(u,v,w) - (D.6a)
= A+ Ru(u,v,w) (D.gb)
w = Aw+ R(u,v,w) (D.6c)

Supongamos que (D.6) es C", r > 2. Entonces el punto fijo (u,v,w) =0
de (D.6) posee una variedad local estable C™ de dimensién s, W*(0); una
variedad local inestable C” de dimensién u, W*(0) y una vartedad local
central C7 de dimensién ¢, W¢(0). Todas se intersectan en (u,%,w} = 0.

FEstas variedades son tangentes a las variedades invariantes respectivas
del campo vectorial lineal (D.5) en el origen. Ademas W*(0) y W*(0) tienen
las propiedades asintéticas de E* y E*® respectivamente.

La dindmica de (D.6} en vecindades de un punto de equilibrio no hi-
perbélico estd dada por la dindmica alrededor de Ia variedad la que, adem4s,
se puede aproximar tanto como se desee.

D.2 La bifurcacion de Hopf

Cousideremos la ecuacién

¥=9(y, ) (D.7)
con y € R™, X € R” donde ¢ € CUR™,IR?). Supongamos que (D.7) tiene
un punto fijo en (¥, Ag). Obtengamos la aproximacién lineal alrededor de
(Y0, Ao)- Esta es:

¢ = Dyg(yo, do)e, c€R® (D.8)
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Si el punto fijo es hiperbdlico, su estabilidad estd determinada a través
de (D.8), ya que si Dyg(yo, Ag) no tiene valores propios en el eje imaginario
entonces Dyg(yo, Ap) es invertible y por el teorema de la funcién implicita,
existe una vnica funcién y(A) € C7 tal que g(y{A), A) = 0 para A suficiente-
mente cerca & Ag con y{ig) = yp. Como la ecuacion depende del pardmetro
A, queremos saber qué pasa con la estructura de las drbitas cuando A varfa.
Supongamos que Dyg(yo, Ao) tiene dos valores propios imaginarios puros y
el resto partes reales distintas de cero. En este caso el punto de eguilibrio
es no-hiperbélico, por el Teorema de la Variedad Central (véase seccién D.1)
sabemos que la estructura de la érbita cerca de (yo, Ag) esta determinada por
el campo vectorial {D.7) restringido a la variedad central.

Sobre la variedad central (D.7) tiene la forma:

(5)= () woad’ ) (3)+(hGnn ). o

donde fi, f2 son no lineales y A(u), A(u) son los valores propios de la matriz
de Jacobi que define la aproximacién lineal en el origen. Denctémoslos asi:
Ap) = a{p) + iw(p), por hipétesis a(0) = 0,w(0) # 0.

El siguiente paso es transformar (D.9) en una forma normal:

& = a(p)e —w(py + (a(w)z — b(p)y)(=° + ¥*) + O(lal’, yl*)  (D.102)
¥ = w(p)e — alpy + Wz - alp)y)(z® +y*) + Oz, [yl°) (D-10D)

Cambiamos a coordenadas polares:

I

T

0

a(u)r + a(p)r® + O(r®) (D.11a)
wlp) + b(p)r? + 00 (D.11b)

Como estamos interesados en la dindmica cerca de p = 0, desarrollemos en
serie de Taylor los coeficientes en (D.11} alrededor de y = 0 para obtener:

.f.

g

fl

o (Mpr + a(0)r® + O(pr, ur®, ) (D.12a)
w(0) + w' (0} + B0)r? + O, pr?, r) (D.12b)

usando que «(0) = 0. Queremos entender la dindmica de (D.12) para r
v p chicas, para esto estudiaremos la forma normal sin términos de orden -
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grande y mostraremos que la dindmica exhibida no se altera cualitativamente.
Definimos ¢/(0) = d, a(0} = ¢,w(0) = w,w'(0) = ¢,5{0) = b. Entonces (D.11)
se escribe ahora como: (D.11) alrededor de & = 0

F = dur+a® (D.13a)
6 = wtcptbr? (D.13b)

Las érbitas periddicas de (D.13) correspondern a valores de 7 > 0, i tales que
7 =1{ pero & # 0.
Para —co < ";—d < 0 y p suficientemente pequena

(re),0(2) = (f 22, 0+ (e~ Lyt )

es una orbita periédica para (D.13).

La érbita periddica es (i) asintdticamente estable para ¢ < 0
P (i) inestable para a > 0

D.2.1 Estabilidad

Hay varios casos:

1.d > 0,a > 0 el origen es un punto fijo inestable para g > 0 y
asintéticamente estable para g < 0. Hay una 6rbita periédica ines-
table para y < 0

2. d > 0,2 < 0 el origen es asintdticamente estable para p < 0 e inestable
para g > 0. Hay una drbita periédica asintéticamente estable para
p>0

3. d < 0,a > 0 el origen es inestable para p < 0 v asintéticamente estable
para p > 0. Hay una érhita periddica inestable para u > 0

4. d < 0,a < 0 el origen es asintGticamente estable para g < 0 e inestable
para i > 0. Hay una drbita periddica asintéticamente estable para
p<0

En todos el origen es un punto fijo que resulta estable en g = 0 para
a < 0 e inestable para a > 0. Para a > 0 puede exisitir una érbita periddica
sLu > 06 pu < 0, pero en ambos casos es inestable. Para a < 0 puede exisitir
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una drbita periédicasi u > 06 2 < 0, pero en ambos casos es asintéticamente
estable. De lo anterior, es claro que a determina la estabilidad de la érbita.

El teorema de Bifurcacién de Hopf muestra que la dindmica exhibida por
la forma normal truncada es cualitativamente equivalente a la del sistema
considerando la aportacién de los términos de orden mayor.
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